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Introduccion

El estudio de los conjuntos aleatorios se ha intensificado des-
de los anos 70, con la aparicién de los trabajos de Kendall [57] y
Matheron [68] en distintas ramas del calculo de probabilidades y
la estadistica y aplicaciones derivadas de ellas. Un conjunto alea-
torio es una aplicaciéon multi-valuada definida sobre un espacio
de probabilidad y que satisface cierta condiciéon de medibilidad
que permite trasladar dicha medida de probabilidad, mediante
algin mecanismo, al espacio de llegada. Cada uno de los distin-
tos campos de aplicacién de los conjuntos aleatorios esta conec-
tado con una de las dos visiones de los conjuntos: las visiones
“conjuntiva” y “disyuntiva” ([37, 40]). Bajo la perspectiva “con-
juntiva”, el conjunto representa informaciéon totalmente precisa
acerca de un ente complejo, como puede ser, por ejemplo, el
conjunto de idiomas que domina una persona. Sin embargo, de
acuerdo con la vision “disyuntiva” el conjunto representa infor-
macién incompleta acerca de cierto elemento del universo: todo
lo que conocemos de él es que pertenece al conjunto, y todos
los elementos del mismo son posibles candidatos. Por un lado,
tanto la Geometria Estocéstica [4, 57, 58|, como algunas aplica-
ciones de los conjuntos aleatorios en el campo de la Economia
([12]), estan relacionadas con la primera, mientras que la utili-
zacion de los conjuntos aleatorios como representaciones de la
observacion incompleta o imprecisa de las variables aleatorias
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v INTRODUCCION

([14, 30, 31, 33, 42, 63, 64, 69, 70, 71, 88]) esta conectada con
la segunda. Dentro de la vision conjuntiva, el conjunto aleato-
rio es interpretado como un objeto aleatorio cuyos resultados o
salidas representan cierta informacién totalmente precisa acerca
de los elementos del espacio inicial, mediante subconjuntos del
espacio final. Dentro de este enfoque, el interés del investigador
se centra generalmente, en la caracterizacion de la distribucion
de probabilidad inducida por el conjunto aleatorio en cierta o-
algebra formada por familias de subconjuntos del espacio final.
De forma alternativa, dentro de la visién disyuntiva, el conjunto
aleatorio es interpretado como una familia variables aleatorias
(sus llamadas “selecciones medibles”), una de las cuales repre-
senta el verdadero comportamiento de la caracteristica estudia-
da en los elementos del espacio inicial. Dicha caracteristica se
modela mediante una variable aleatoria cuyas imagenes se ob-
servan con imprecision, de forma que la informacion disponible
acerca de cada una de ellas es un conjunto mas o menos preciso
de posibles valores a los que pertenece con seguridad. El interés
se centra, en este caso, en caracterizar la informacién disponible
acerca de la distribucién de probabilidad (o de algin parametro
determinado asociado a ella) inducida por la variable aleatoria
“original” observada de forma incompleta o imprecisa.

El concepto de variable aleatoria difusa ([41]) es mds recien-
te, y generaliza el concepto de conjunto aleatorio. Una variable
aleatoria difusa (también llamada “conjunto aleatorio difuso”) es
una funciéon definida en un espacio de probabilidad, cuyas image-
nes son subconjuntos difusos del espacio final, y que ademas sa-
tisface cierta condicion de medibilidad. Los distintos enfoques
que se han dado hasta la fecha a las variables aleatorias borro-
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sas (véase [19] para una descripcién detallada) estan conectados
con alguna de las dos interpretaciones de los conjuntos borro-
sos: la interpretacion “6ntica” y la interpretacion “epistémica”.
De acuerdo con la interpretacion “ontica” el conjunto difuso se
entiende como un objeto complejo, en el que cada elemento de
cierto universo tiene un mayor o menor grado de participacion,
cuantificado con un valor en el intervalo unidad. Por ejemplo,
una imagen en una escala de grises puede expresarse mediante
un conjunto borroso que asocia a cada elemento del universo
(pixel) un valor comprendido entre 0 (blanco) y 1 (negro), que
indica el grado de intensidad en ese punto. Por otra parte, desde
la perspectiva epistémica, el conjunto borroso sirve para repre-
sentar la informacién imprecisa disponible acerca de un elemento
concreto del universo. Asi, por ejemplo, un GPS nos proporciona
informacién incompleta acerca de la localizacién de un objeto.
De acuerdo con las especificaciones habituales de este tipo de
herramientas, la informacion acerca de la localizacién real vie-
ne determinada por una familia de circulos anidados, cada uno
de ellos asociado a un nivel de confianza. Cuanto menos preciso
es el circulo, mayor es el grado de confianza de que la localiza-
cién real esté dentro de él. De acuerdo con [28], esa informacion
se puede representar mediante un conjunto borroso que asocia,
a cada punto del plano, ¥ € R?, un numero entre 0 y 1. Es-
te numero indica el grado de posibilidad de que la localizacion
verdadera del objeto coincida con el punto Z. En la literatura
reciente de las variables aleatorias difusas, han aparecido estu-
dios tedricos y aplicados en cada una de las dos vertientes. Asi,
los estudios iniciados por Puri y Ralescu ([84]) y continuados en

por otros autores como Korner ([60, 61]), Lubiano et al. ([66]),
Krétschmer ([62]), Gonzélez-Rodriguez et al. ([50, 49]) o Sinova
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et al. [91], se corresponden con la perspectiva éntica, mientras
que otros trabajos relacionados con la observacién imprecisa de
variables aleatorias ([5, 19, 36, 29, 32, 47]), estan relacionados

con la interpretacion epistémica.

En este trabajo, combinaremos la vision 6ntica de las varia-
bles aleatorias borrosas (y, dentro de ella, como caso especial,
la visién conjuntiva de los conjuntos aleatorios) con la visién
disyuntiva de ciertos “meta”-conjuntos. Nos referimos con este
término a conjuntos cuyos elementos son, a su vez, subconjun-
tos, nitidos o difusos, de un determinado espacio. Nuestro objeto
de estudio serd una variable aleatoria difusa (o, en particular,
un conjunto aleatorio), pero supondremos que no podemos ob-
servar de forma directa a los elementos que forman sus imagenes
(conjuntos nitidos o difusos), sino que solo podemos percibir el
valor (o vector de valores) que les asigna cierto atributo (o cierta
coleccién de atributos). De esta forma, el universo de llegada del
conjunto aleatorio o la variable aleatoria borrosa estara implici-
tamente dividido en una familia de clases de equivalencia, cada
una de las cuales contiene a todos los elementos asignados a un
valor (o vector de valores) concreto del atributo. Asi, no ten-
dremos la posibilidad de diferenciar cada elemento de los demés
elementos de su clase de equivalencia, que se consideraran, a
todos los efectos, indiscernibles. De esta forma, cuando consi-
deramos un subconjunto arbitrario del universo A C U, no po-
dremos caracterizarlo totalmente, a no ser que sea un conjunto
“exacto”, es decir, un conjunto formado por la uniéon de distin-
tas clases de equivalencia. En el caso de que el conjunto no sea
exacto, dado que contiene “trozos” no completos de alguna(s)
clase(s) de equivalencia, solo podremos determinar una pareja
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de conjuntos exactos que lo acotan, a los que llamaremos sus
aproximaciones inferior y superior, de acuerdo con la teoria de
los conjuntos rugosos ([80]). La aproximacién inferior estara for-
mada por la unién de aquellas clases de equivalencia que estan
totalmente incluidas en el conjunto. Por su parte, la aproxima-
cion superior estara compuesta por la uniéon de todas las clases
de equivalencia que tienen interseccion no vacia con el conjunto.
De esta forma, todo nuestro conocimiento acerca del conjunto A
viene determinado por la familia de subconjuntos del universo
que contienen a la aproximacién inferior de A y estan, a su vez,
contenidos en su aproximacion superior. Esta tltima familia de
conjuntos o “meta”-conjunto debe ser entendida desde un punto
de vista disyuntivo (representa nuestra informaciéon incompleta
acerca de un conjunto determinado, A), mientras que el conjun-
to A debe ser interpretado desde un punto de vista conjuntivo.

Sumario

El capitulo 1 se ocupa de la nocién de “igualdad” o “simila-
ridad” entre conjuntos borrosos, asi como del concepto opuesto
de “desigualdad” o “disimilaridad”. En primer lugar, se propor-
cionan tres listas separadas de los axiomas que se ajustan a las
respectivas nociones de “medida general de comparacion”, “me-
dida de igualdad” y “medida de desigualdad”. A continuacion, se
revisan algunas de las definiciones axiomaticas mas importantes
de la literatura, estudiadas de forma independiente por distin-
tos grupos de autores, en relaciéon con dichos conceptos, haciendo
referencia a los axiomas, dentro de los tres listados menciona-

dos, que satisface cada definicién especifica. El establecimiento
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de este marco comun nos permitira facilitar el estudio formal
acerca de las relaciones entre unas y otras definiciones: algu-
nas de ellas, que son aparentemente diferentes, tienen en comun
aspectos comunes relevantes, tal como vamos a comprobar. El
objetivo final del capitulo consiste en presentar un esquema ge-
neral acerca de estas relaciones, a partir de resultados formales
y contraejemplos que reflejan qué definiciones de (di)similitud
de la literatura estan conectadas por relaciones de implicacion y
cudles de ellas, no. El capitulo concluye con un estudio detallado
acerca de la dualidad entre las distintas definiciones de “simili-
tud” y “disimilitud” de la literatura. Los resultados obtenidos
en este capitulo se encuentran recogidos en la referencia [21].

El capitulo 2 estd dedicado al estudio de los conceptos de
“medida de tendencia central” y “medida de dispersion”, tanto
en el contexto de los conjuntos aleatorios, como en el contexto
de las variables aleatorias difusas. Nos servirdn como apoyo al-
gunos estudios previos de estos dos conceptos en la literatura. A
diferencia de ellos, en nuestro caso, el espacio final no sera nece-
sariamente un espacio numérico, ni siquiera un espacio métrico.
En este punto, las medidas de “disimilitud” del capitulo 1 re-
presentaran un papel fundamental, ya que la dispersion de la
variable aleatoria difusa se expresara en funcién de una medi-
da de este tipo, como la esperanza de las disimilitudes entre
las parejas de observaciones de la misma, sin necesidad de que
esta medida cumpla las propiedades de las métricas, ni esté de-
finida para parejas de subconjuntos borrosos de R", tal como
ocurre con otros precedentes de la literatura. Ademas, antes de
abordar el concepto de medida de dispersion, introduciremos un
concepto mas general, al que llamaremos grado de comparacion
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esperada entre parejas de imagenes de la variable aleatoria difu-
sa, que, como veremos incluye, como casos particulares, ademas
de algunas varianzas escalares definidas en la literatura recien-
te ([60, 66]), otros parametros bien conocidos como la entropia
cuadratica o la probabilidad superior de Dempster ([34]). Por
otra parte, la idea de medida de tendencia central se materia-
lizara en el concepto de “centroide”. Este concepto estard tam-
bién ligado a las disimilitudes y se determinara, siguiendo un
procedimiento analogo al de la construccién de la esperanza de
Frechet, como el subconjunto difuso (inico o no) que minimiza
la disimilitud esperada con respecto a las imagenes de la variable
aleatoria difusa. Comprobaremos que el concepto de centroide
engloba algunas definiciones ya existentes en la literatura acer-
ca de variables aleatorias difusas, como la esperanza de Puri y
Ralescu ([84]), o la reciente definicién de mediana de Sinova et
al. ([91]), y también extiende los conceptos de media, mediana
y moda de las variables aleatorias clasicas. Parte de los conteni-
dos de este capitulo estan recogidos en las referencias [20, 46, 45].

En el capitulo 3, asumiremos la existencia de una relacién
de equivalencia en un universo U, determinada por una colec-
cion de atributos: todos los elementos asociados al mismo vector
de valores para todos los atributos seran indistinguibles, y for-
maran una clase de equivalencia. Consideraremos un conjunto
aleatorio, cuyas imagenes son subconjuntos de ese universo. Di-
cho conjunto aleatorio determinara una distribucion de proba-
bilidad en una o—algebra contenida en la familia de conjuntos
formados, a su vez, por subconjuntos del universo U. Debido
a la imprecision de nuestras observaciones, solo podremos de-
terminar una familia de medidas de probabilidad compatibles
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con la informacién disponible. En primer lugar, trataremos de
proporcionar una expresion explicita para el maximo y el mini-
mo de dicha familia de probabilidades, en aquellos casos en que
sea posible. A continuacion, abordaremos el estudio de la carac-
terizacion del conjunto de posibles “valores” para el centroide
y la dispersion del conjunto aleatorio, y las limitaciones practi-
cas existentes en este punto. Por tiltimo, mostraremos una forma
adecuada de cuantificar el grado de imprecision o inexactitud de
nuestra informacién acerca de las imagenes del conjunto aleato-
rio, generalizando previamente la nocién de “rugosidad” intro-
ducida por Pawlak en 1991. Para cada uno de estos apartados,
comenzaremos con el estudio particular de los conjuntos aleato-
rios y después lo extenderemos al caso de las variables aleatorias
difusas. Parte del material contenido en este capitulo esta reco-
gido en las referencias [22, 23, 24, 25].



Capitulo 1

Medidas de comparacion entre
conjuntos difusos.

1.1. Introduccién y conceptos preliminares

Durante las ultimas décadas han sido muchos los trabajos
realizados sobre la comparacién entre conjuntos difusos, debido
a su impacto en diferentes areas, como la mineria de datos, la
toma de decisiones o el procesamiento de imagenes.

Wang [93] introdujo por primera vez la nocién de similaridad
de conjuntos difusos, dando una férmula especifica para calcu-
larla. Mas tarde, en los anos noventa, se propusieron algunas de-
finiciones como “similaridad”, “similitud”, “proximidad” o “se-
mejanza’, ademas de otras definiciones duales como “disimila-
ridad”, “disimilitud”, “divergencia” o “distancia”. Todas estas
medidas asignan una cantidad (a veces dentro de un intervalo
especifico, como el intervalo unidad) a cada par de subconjun-
tos difusos (o de forma méds general, a cada par de subconjuntos
intuicionistas o intervalo-valorados difusos). Dicha cantidad re-
presentara el grado de igualdad o diferencia entre los conjuntos

1



2 CAPITULO 1. COMPARACION DE CONJUNTOS DIFUSOS

comparados.

Podemos dividir la literatura existente sobre este tipo de
medidas en dos bloques. Por un lado, podemos encontrar al-
gunos trabajos que introducen definiciones axiomaéticas (véan-
se [11, 35, 56, 65, 76, 89, 98, 99, 105, 106], por ejemplo). Por
otro, podemos encontrar gran cantidad de trabajos que definen
o revisan algunas medidas (o familias paramétricas de medidas)
concretas (véanse [2, 8,9, 15, 52, 53, 79, 96, 97, 94, 95, 100, 108],
entre otros), generalmente con el fin de utilizarlas en problemas
practicos especificos.

En este capitulo, nos centraremos en el primer tipo de defi-
niciones, las dadas de forma axiomatica. Muchas de estas defi-
niciones han sido introducidas de forma independiente, en dife-
rentes contextos, con diferentes propositos y usando diferentes
nomenclaturas. Nuestro principal objetivo en este capitulo es
presentarlas en un marco comun y mostrar las relaciones for-
males entre las distintas definiciones. Demostraremos algunas
relaciones de implicacién entre los axiomas en algunos casos, y
en otros comprobaremos la falta de implicacion a través de con-
traejemplos. Los resultados se resumiran en tablas y graficos que
haran mas rapida y sencilla la comprension de los mismos.

En esta primera seccion recordaremos brevemente algunos
conceptos bésicos sobre conjuntos difusos necesarios para po-
der realizar el estudio de nuestro interés. En la segunda seccion
presentaremos la lista de los axiomas que se utilizaran para la
definicién de las diferentes medidas consideradas en las seccio-
nes posteriores. Dividiremos la lista en tres bloques: un primer
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bloque de axiomas para medidas de comparacion en general, un
segundo bloque de axiomas para medidas de “igualdad”, y por
ultimo, un bloque de axiomas sobre medidas de “desigualdad” o
“diferencia”. En las dos secciones posteriores se analizara la re-
lacion formal existente entre las diferentes definiciones de “igual-
dad” y “desigualdad” entre conjuntos difusos respectivamente.
En la quinta seccién, se estudiara la “equivalencia” y “dualidad”
entre diferentes medidas de comparacion.

Y para finalizar, se mostraran algunas conclusiones, asi como
problemas abiertos.

A continuacién vamos a introducir la notacion que utilizare-
mos a lo largo del capitulo.

Consideremos un conjunto arbitrario U (llamado en ocasiones
universo) cuyos elementos denotaremos por z. Denotaremos por
©(U) la familia de los subconjuntos “clasicos” de U, es decir,
aquellos cuya funcion indicador o funcién de pertenencia es

1, sizeA
IA(I)_{O, sizxeU\A

Si permitimos que esta funcién de pertenencia pueda tomar
cualquier valor en el intervalo [0, 1], el conjunto se denomina con-
Junto difuso ([104]). Podemos interpretar el valor de esta funcién
como el grado de pertenencia de un elemento x al conjunto A
y lo denotaremos por p;(z). Un conjunto difuso Ae F(U) se
dice normal si existe un elemento x € U que verifica p3(z) = 1.

Denotaremos por F(U) la familia de los subconjuntos difusos
de U, también llamada partes difusas de U, que podemos iden-
tificar con el conjunto de las aplicaciones de U en [0,1] por la
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identificacion de los subconjuntos difusos con sus funciones de
pertenencia.

Observemos que el concepto de conjunto difuso generaliza la
nociéon clasica de conjunto. A partir de ahora, utilizaremos el
término conjunto nitido para referirnos a un conjunto clasico.
Asi podemos identificar el conjunto de partes (nitidas) de U,
©(U), como un subconjunto de las partes difusas, F(U).

Otro concepto importante en la teoria de conjuntos difusos
es el de los a—cortes. Dado un subconjunto difuso AeF (U) se
define, para cada « € [0, 1], el a—corte (débil) o conjunto de nivel
a de A, como el conjunto nitido A, = {z € U : pi(r) > at.

A continuacién vemos como se extienden algunos conceptos
de los conjuntos nitidos al caso de los conjuntos difusos:

Dados A, B € F(U), diremos que:

= A est4 contenido en B (6 B contiene a fT), denotado por
AC B (6 B2 A), si pi(r) < pg(xr) Vo € U. Cuando la
desigualdad es estricta para algin x € U, la inclusion se
dice estricta y se denota A C B (B D ﬁ) 6 bien A C B
(B2 A).

= Son iguales, denotado A = B, si pi(x) = pg(x) Vo e U,

Cuando trabajamos con conjuntos nitidos, A, B € p(U), de-
finimos su unién como AUB ={z € U: x € Aéx € B}y
su interseccién como AN B ={xr €U : z € Ay z € B}. Estos
conceptos pueden extenderse al caso de los conjuntos difusos del
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siguiente modo ([104]):

= Dados A,B € F (U) se define su unién como el conjunto
difuso con funcién de pertenencia

paop(e) = max{pz(x), pp(x)} Ve el.

= Dados A, B € F (U) se define su interseccién como el con-
junto difuso con funcién de pertenencia

pinp(@) = min{pz(z), pp(2)} Ve el

Dado un conjunto nitido A € p(U) definimos su complemen-
tario, A¢, como el conjunto formado por los elementos de U que
no pertenecen a A, o dicho de otro modo, el conjunto cuya fun-
cion indicador es [4c(z) = 1 — I4(x). Del mismo modo podemos
considerar el complementario de un conjunto difuso ([104]): da-
do A e F (U), definimos su complementario como el conjunto
difuso con funcién de pertenencia

pi(r)=1—pz(x) Veel.

Observemos que, dado un elemento z, pj i.(z) puede ser
distinto de 1y p15-5.(7) puede ser distinto de 0, y por lo tanto

AUA®£U y AN A°+# () en general.



6 CAPITULO 1. COMPARACION DE CONJUNTOS DIFUSOS
1.2. Lista de axiomas

Como ya hemos indicado en la introduccion, daremos una co-
leccion de definiciones axiomaticas, procedentes de la literatura,
relativas a las nociones de “igualdad” y “desigualdad o dife-
rencia” entre conjuntos difusos, y estudiaremos sus relaciones.
Con el objetivo de presentar estas definiciones de forma clara y
compacta, enumeraremos en primer lugar los axiomas que apa-
receran en ellas, separandolos en tres grupos.

Las propiedades incluidas en el primer grupo son axiomas ge-
nerales que pueden aparecer en la definicién de cualquier tipo de
medida de comparacion entre conjuntos difusos. Las propieda-
des de la segunda lista se refieren a la nocién de “igualdad” entre
conjuntos difusos, y aparecen en las definiciones axiomaticas de
similaridad, semejanza y proximidad. Por ultimo, el tercer blo-
que de axiomas esta relacionado con el concepto de “desigualdad
o diferencia”. Las propiedades en dicho bloque aparecen en las
definiciones de divergencia, distancia y disimilaridad.

La nomenclatura que hemos escogido para denominar todas
las propiedades enumeradas a continuacién nos permitira sim-
plificar nuestro anélisis sobre las relaciones existentes entre los
diferentes axiomas. Por norma general, el asterisco sera entendi-
do como “mas fuerte que”. Algunas implicaciones son directas,
como por ejemplo G1*=G1. Otras relaciones de implicacion,
como S2*=S2 o S5*=-S5 serdn probadas en la seccién 1.3. Por
otro lado, la propiedad S1*-var es simplemente una variante de
la propiedad S1* (no necesariamente mas fuerte, sino relaciona-
da en cierto sentido).
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1.2.1. Propiedades generales
= G1-0<m(A,B)<1 VA BeF{U).

~

= G1*.- 0 < m(A,B) <1 VA B € F(U) y existe algtin
C,D e F(U) ta lquem(C D) =1.

~ o~

» G2.- m(A, B) =m(B,A) VA,B e FU).

» G3.- Supongamos U finito. Sea p : U — U una permuta-
cién. Para cada A € F(U) denotaremos por A” el conjunto
difuso cuya funcién de pertenencia se define a partir de p 3
como sigue: p13,(x) = pz(p(r)). Entonces

m(A, B) = m(A?, B") VA,B e F(U).
= G3*- U es finito y, VA, B € FU),

B) = hluz(x), pzx)].

zelU
» G4.- Existe una aplicacion f : F(U) — R tal que
m(A,B) = f(ANB,A\ B,B\ A) VA,Be FU).
» G4* .- Existe una funcién F,, : R® — R y_una medida

difusa ! M : F(U) — R tal que, para cada A, B € F(U),
(A B) puede ser expresada del siguiente modo:

m(A, B) = F,,(M(An B), M(A\ B), M(B\ A)).

'Pueden encontrarse diferentes definiciones de este concepto. Aqui, funcién de conjuntos
mondtona no decreciente satisfaciendo la restricciéon M (@) = 0.
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1.2.2. Axiomas para medidas de “igualdad”

S1-VA,B,C € F(U),siAC BCC ¥y méxgey piz(x) =
max,cy ft5(T) entonces s(A,C) < s(A, B).

S1*- VA, B,C € F(U),

~ ~ o~ ~ o~

ACBCC = s(A,0C)<s(A B)

S1*.var.VA, B,C € F(U),

~ o~ ~ o~

ACBCC=sA,C)<s(A B)

@)

[\

<C

N

I}
M
~
=

= $2%_ Sean C,A € F(U), tales que existe g € U con
pa(zo) > pi(xo). Sea B € F(U) tal que:

o nz(wo) < pg(wo) < pa(zo), y
o up(w) =pz(r), Vo e Uz # x

~ o~ ~ o~

Entonces s(A4,C) < s(B,C).
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« $3.-YD € p(U), s(D, D) = 0.
« S3%- s(D, D) =0« D € p(U).

« $4.- 5(C,C) = méx g g rr) 5(A, B) VC € F(U).

~ ~ ~ o~ ~ o~

» S4%.- C =D < s(C, D) = méx; gy S(4, B).

= S5.- Dados dos subconjuntos difusos no vacios de U, A y B ,
si s(A, B) = 0, entonces min(p;(x), pg(x)) = 0 para todo

x € U, es decir, ANB =0

= S5%.- Consideremos A B e F(U) y x € U arbitrario. De-
finimos C' y D tales que:

o pua(w) =pz(x)y pp(x) = pp(e), Vo # xg
o ix(wg) = pz(wo) +ay py(ro) = pg(xo) + o, donde
0<a<1—max{pz(wo), pp(zo)}

Entonces:
o Si méax,cy pigp(7) = max,ey i 5(7) entonces
s(C, D) = s(A, B).
o Si méax,cy pignp(7) > max,ey pg-5(7) entonces
s(C,D) > s(A, B).

= 56.- Consideremos A B e F(U) y xy € U arbitrario. Defi-
nimos C' y D tales que:
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o pua() = pz(z)y pp(x) = pge), Vo # xg

 pa(wo) = pj(wo) + a (resp. ps(zo) = pilzo) —a)y
p(w0) = )+ (resp. ju (o) = (o) — ).

~ o~ ~ o~

Entonces, s(A,C) = s(B, D).

» S7-Si A, B,C,D € F ~(U) satisfacen las siguientes restric-
ciones: ANB C CND, A\BDC\D,yB\ADD\C
entonces s(A, B) < s(C, D).

1.2.3. Axiomas para medidas de “desigualdad” o “di-
ferencia”

~

D1.- Si ABC e F (U) satisfacen las restricciones A C
B C (), entonces:

D2- d(D, D°) = mix ; gz d(A, B) VD € p(U).

~ ~ o~ ~ ~ o~

D4.- VA, B,C € F(U), d(ANC,BNC) < d(A, B).
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~ ~ o~ ~ ~

» D5.-VA,B,C € F(U), d(AuC,BUC) < d(A, B).

= D6.- Si g, E,Né , D; € F(U) satisfacen las siguientes restric-
ciones: ANBCCND, A\B2C\D,y B\A2D\C
entonces d(A, B) > d(C, D).

» D7.- d(A,B) = d(A\ B,B\ A) VA, B € F(U).

1.3. Medidas de “igualdad”

1.3.1. Definiciones axiomaticas de medida de similari-
dad

A continuacién recordaremos algunas de las definiciones axio-
maticas de medida de “igualdad” mas relevantes existentes en
la literatura. Queremos informar al lector de que hemos modi-
ficado la presentacién de cada definicion tomada de la litera-
tura, con el objetivo de unificar la nomenclatura. Por ejemplo,
en la mayor parte de las definiciones las propiedades S1 y S2
se expresan como un solo axioma. Asi mismo, muchas de estas
definiciones requieren las condiciones G1 y s(g, /A[) = 1 para
cualquier AeF (U), y las expresaremos aqui de forma equiva-
lente, diciendo que la medida de similaridad satisface G1*y S4.
Algo similar sucede con las propiedades D4 y D5, que forman
un solo axioma en [76], como requerimiento para las medidas
de divergencia. Debemos mencionar ademas que algunas de las
definiciones originales fueron propuestas en contextos mas gene-
rales (subconjuntos intuicionistas o intervalo-valorados difusos).
Para llevar a cabo una comparacién exhaustiva, restringiremos
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su dominio a la familia de los pares de conjuntos difusos.

Definicién 1 (/99] L. Xuecheng, 1992) Una funcion real s :
F(U) x F(U) — R* se denomina medida de similaridad, si
verifica las propiedades G2, S1*, 52, S8 y 5.

Definicién 2 (/35], L. Dengfeng y C. Chuntian, 2002) Dire-
mos que s(A, B) es el grado de similaridad entre A € F(U) y
B € F(U) si s satisface las propiedades G1*, G2, S1*, S2 y S4.

Definicién 3 (/65] Z. Liang y P.Shi, 2003 y [72] H.B. Mit-
chel, 2003) Diremos que S(Z, E) es el grado de similaridad entre
Ae F(U) y B e F(U) sis satisface las propiedades G1*, G2,
S1*, 82 y S4*

Nota 1.1 La definicion 3 es simplemente una variante mds fuer-
te de la definicion 2, donde la propiedad S4 se reemplaza por S4*.
(La igualdad entre los conjuntos difusos se requiere en [65, T2],
pero no en [35], con el objetivo de alcanzar la similaridad mdxi-
ma.)

Definicién 4 ([105], W. Zeng y H. Li, 2006) Una funcion real
s sobre F(U) x F(U) se denomina medida de similaridad cuan-
do satisface las propiedades G1*, G2, S1%*, S2, S8y S4*.

Definiciéon 5 (/98/, L. Xudong, C. Zhang, 1999) Una funcion
real s sobre F(U) x F(U) se denomina grado de f-cercania, si
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satisface los axiomas G1%*, G2, S1*, S2, S4* y S5.

Nota 1.2 Una funcion sobre F(U)x F(U) satisfaciendo la defi-
nicion 5 se denomina medida de similaridad en [74/, B. Mondal
et al., 2006.

Definicién 6 ([106/, H. Zhang et al., 2009) Una funcion real
s sobre F(U) x F(U) se denomina medida de similaridad, si
verifica las propiedades G1*, G2, S1%*, 52, S3* y S4*.

Definicién 7 (/56/, I. Jenhani et al., 2010) Una medida de si-
milaridad posibilistica deberia satisfacer las propiedades G1%,
G2, G3, 51, S3 y §4. Ademds, las siguientes propiedades serian

deseables: S1*-wvar, S2% S5* y S6.

Nota 1.3 El concepto de medida de similaridad posibilistica pro-
puesto en [56] estaba originalmente restringido a conjuntos difu-
sos normales, ya que estos pueden ser interpretados como distri-
buciones de posibilidad. En este capitulo, simplemente estamos
constderando la relacion formal existente entre las diferentes me-
didas de similaridad, por lo que no tendremos en cuenta dicha
restriccion.

1.3.2. Relacidon formal entre las diferentes medidas de
“igualdad”

En la literatura existen algunos estudios sobre las relacio-
nes entre las definiciones axiomaticas consideradas en la seccion
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anterior. Nuestro objetivo es desarrollar un estudio sisteméti-
co sobre ellas. Primero presentaremos las definiciones 1 a 7 de
forma concisa, con el propdsito de simplificar nuestro estudio.
Dichas definiciones pueden resumirse en la siguientes tablas:

Definicion | G1* | G2 | G3
Def. 1 °
Def. 2 ° °
Def. 3 ° °
Def. 4 ° °
Def. 5 ° °
Def. 6 ° °
Def. 7 (nec.) ° ° .
Def. 7 (des.) ° ° °
Definicién | S1 | S1* | S1*-var | S2 | S2* | S3 | S3* | S4 | S4* | S5 | S5* | S7
Def. 1 ° ° °
Def. 2 ° °
Def. 3 ° ° °
Def. 4 ° ° ° °
Def. 5 ° ° ° °
Def. 6 ° ° ° °
Def. 7 (nec.) | o . o
Def. 7 (des.) | o . o . . o

A continuacién demostraremos algunas implicaciones entre
axiomas incluidos en los listados de las secciones 1.2.1 y 1.2.2,
que seran utilizadas mas tarde para mostrar la relacion formal
entre las diferentes variantes del concepto “similaridad” pro-
puestas en las definiciones 1 a 7.

Con respecto a las propiedades generales (enumeradas en la
seccion 1.2.1), podemos ver de forma inmediata que G1* implica
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G1. Ademas, por la propiedad conmutativa de la suma, podemos
observar también que G3* implica G3. En cuanto a los axiomas
referentes a medidas de “igualdad” (enumerados en la seccién
1.2.2), se obtiene facilmente que S1* implica S1, S3* implica S3
y S4* implica S4. A continuacién comprobamos otras relaciones
de implicaciéon menos evidentes:

Proposicién 1 Sis: F(U) x F(U) — R satisface las propie-
dades S1*-var y S4, entonces satisface S1°*.

Demostracién: Sean A C B C C tres conjuntos difusos
anidados arbitrarios, y supongamos que s satisface S1*-var y
S4. Si A C B C C, entonces s(A, C) < s(A, B), de acuerdo con
la propiedad S1*-var. En el resto de casos:

= SiA=0B , entonces, de acuerdo con la propiedad S4:

s(A,B) = méx s(D,FE)>s(A,C).
D,EcF(U)

= Si}l;;é B entonces B debe ser igual a 5, y por tanto
s(A,C) = s(A, B).

Asi pues, hemos comprobado que s(g, 5) < s(ﬁ, E) en cual-
quier caso, de modo que s satisface S1*. [J

Proposicién 2 La propiedad S2* implica la propiedad S2.
Demostracién: Sean A C B C C tres conjuntos difusos
anidados arbitrarios y supongamos que s satisface la propiedad

S2*.
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Denotemos por k el nimero de indices ¢ tales que pz(x;) es
estrictamente menor que ,ué(:ci). Asi pues, supongamos que

w (@) = (@), Yi=1,....n—ky
u ,ug(a:i(j)) = ,u@(xi(j)), V] =n—k— 1, <o, .

Ahora, definamos la siguiente serie finita de conjuntos difusos:

~

IEOIA

= A; es el conjunto difuso cuya funcién de pertenencia es

1 (i) = pg (@), Vi <n—1y pg (zig) = pg@ig)),
y, en general:

= pg @) = pg (@), Vi #F 0= ug (Tie-n) = 05 (Tig-n),
Vr=0,....k—1.

Podemos comprobar facilmente que:

s A, C Ay, Vi=0,....k—1

~

« A1 =B

~ o~

m A Ay C satisfacen las propiedades requeridas en S2*
para el triplete de conjuntos.

Entonces, de acuerdo con S2*, obtenemos la siguiente cadena
finita de desigualdades:

~ o~ ~ ~ ~ o~

s(A,C) = s(Ay,C) < s(A,0) < ... < s(A,_1,C) = s(B,C). O
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Proposicién 3 La propiedad S5* implica la propiedad S5.

Demostraciéon: Consideremos un par de conjuntos difusos
ABeF (U) tales que AN B # () v s satisfaciendo la propie-
dad S5*. Para comprobar el resultado dado en esta proposicion,
es suficiente con encontrar un par diferente de conjuntos difu-
sos C y D tales que 3(6', 15) < s(ﬁ, E) Denotemos por « el
mAximo a = méx,cy it 5-5(7). De acuerdo con la hipdtesis an-
terior, es estrictamente positivo. Supongamos que este valor de
pertenencia es alcanzado en k elementos z;,,...,z;,, con k > 1.
Ahora consideremos un par de series finitas de conjuntos difusos
go, e ,zzlvkﬂ y Eo, ey §k+1 definidas del siguiente modo:

~

IEOZZYEOZB

. NJ,Z](Q%) = :u;lj_l(xij) - Q, V] € {laak} y /’ng(ch) =
N,Zj,l(xik)v Vk # jyparatodo j € {l,... k}

u /Lfg](xzj) - /lgjfl(xij) - Q, V] € {L?k} y Mf}g(lec) =
uéj_l(xik), Vk +# jy paratodo j € {1,... k}

Entonces, de acuerdo con la propiedad S5*, observamos que:
« 5(A;,B))=s(A; 1,B; 1), Vj=1,... .k
s s(Ay, By) < s(Ap_1, By_1)

Por tanto, obtenemos la siguiente desigualdad estricta:

~

s(Ap, By) < s(A,B). O
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Proposicién 4 Sis: F(U) x F(U) — R satisface las propie-
dades S3 y S5, entonces satisface S3*.

Demostracién: Supongamos que s satisface las propiedades
S3 y S5. Para comprobar que satisface también la propiedad
S3*, simplemente necesitamos probar la siguiente implicacion:
s(D,D°)=0= D € p(U).

De acuerdo con la propiedad S5, s(D, D) = 0 implica que
min{up(z), ppe-(x)} = min{up(z),1 — pup(x)} =0, Vx € U, y
por tanto up(z) € {0,1}, Ve € U. O

Proposicién 5 Sis: F(U) x F(U) — R satisface las propie-
dades S2* y S/, entonces satisface S4*.

Demostracién: Supongamos que s satisface las propiedades
S2* y S4. Consideremos un par de conjuntos difusos diferentes
g, CerF (U), A %+ C. Para comprobar el resultado dado en esta
proposicién, sera suficiente encontrar un conjunto difuso B tal
que s(é C ) > S(Z, C ). Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que existe algin xg € U tal que p3(z0) < ps(20), y definamos

~

la funcién de pertenencia del conjunto difuso B como sigue:
n pup(z) = pgi(x), Vo # .
= pp(o) = pa(ao)

Entonces, de acuerdo con la propiedad S52%, S(E C ) es estric-
tamente mayor que s(A, B). O

De acuerdo con los anteriores resultados, podemos completar
la tabla en la que resumimos las propiedades de las definiciones
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dadas, como detallamos a continuacion. Si una celda esta llena,
significa que toda medida de similaridad satisfaciendo la corres-
pondiente definicién (fila) también satisface la correspondiente
propiedad (columna). Si la celda contiene un punto, significa que
la propiedad esta incluida en la definicién original. Si el conte-
nido es S significa que la propiedad se deduce de forma sencilla,
directa. Si el contenido es Px, significa que la propiedad se sa-
tisface como consecuencia de la proposicion x.

Definicién | S1 | S1* | S1*-var | S2 | S2* | S3 | S3* | S4 | S4* | S5 | S6* | S7

Def. 1 S ° ° ° °
Def. 2 S ° ° °
Def. 3 S . ° S .
Def. 4 S . . ° S .
Def. 5 S ° . S . .
Def. 6 S ° . . S °

Def. 7 (nec.) | o o

Def. 7 (des.) | o | P1 . P2 | e o | P4 | o | P5 | P3| o .

De acuerdo con la informaciéon mostrada en esta tabla y en
la correspondiente a las propiedades generales, podemos com-
probar facilmente varias implicaciones entre las definiciones de
similaridad mencionadas en la seccién 1.3.1:

Corolario 1 Las siguientes implicaciones se verifican:

» 5% s satisface la definicion 1, entonces satisface la defini-
cion 2, a excepcion del axioma G1* (condiciones de cota).
Ademas, s satisface las propiedades necesarias de la defini-
cion 7, a excepcion de G3.
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Si s satisface la definicion 3, entonces también satisface la
definicion 2.

Si s satisface la definicion 4, entonces también satisface las
definiciones 1 y 3, y por tanto satisface la definicion 2 y

las propiedades necesarias de la definicion 7, a excepcion
de G3.

Si s satisface la definicion 5, entonces también satisface la
definicion 3, y por tanto satisface la definicion 2.

St s satisface la definicion 6, entonces también satisface la
definicion 4, y por tanto también satisface las definiciones
1, 2y 3, y las propiedades necesarias de la definicion 7, a
excepcion de G3.

Si s satisface todas las propiedades deseables enumeradas
en la definicion 7, entonces satisface todas las definiciones
vistas, desde la definicion 1 a la definicion 6.

Podemos reflejar estas relaciones en el siguiente diagrama,

donde la flecha significa “es al menos tan restrictivo como”.
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I. Jenhani et al., 2010
(Def.7, desirable prop.)

n

o
| < I. Jenhani et al., 2010
Y :. (Def.7, necessary prop.) ‘\\
| & = \
o -~ L
| & 24 \
i H. Zhang et al., 2009 \
& (Def.6)

L. Xudong, C. Zhang, 1999
B. Mondal et al., 2006
(Def.5)

W. Zeng & H. Li, 2006
(Def.4)

Z. Liang & P.Shi, 2003
H.B. Mitchel, 2003

(SF)
o= D /\ /—\
_ (except foLG'a:l - -

(Def.3) |

o )
n
~ |

L. Dengfeng & C. Chuntian, 2002 /
e (Def.2) I
x
o 1
8 I
§ \ L. Xuecheng, 1992 /
RS (Def.1) /

Figura 1.1: Resumen de las relaciones de implicacién entre las diferentes
variantes del concepto “medida de similaridad”.
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Las implicaciones inversas no se satisfacen en general, como
puede comprobarse con los siguientes contraejemplos.

Ejemplo 1 Dada s una medida de similaridad y f : [0,1] —
0, 1] una aplicacion no decreciente, fos satisface todas las pro-
piedades que satisfaga s, a excepcion de aquellas referentes a su
acotacion. Entonces, si consideramos s satisfaciendo la defini-
cion 26 8y f(0) >0, S = fos también satisface la definicion
26 3. Pero S(D, D) > 0 para todo D subconjunto nitido de U.
Por tanto S no satisface las definiciones 1 y 4. Podemos utilizar
también este razonamiento para comprobar que una medida de
similaridad satisfaciendo la definicion 5 no satisface necesaria-
mente la definicion 1.

Ejemplo 2 Consideremos un conjunto arbitrario U y una me-
dida s definida para pares de subconjuntos difusos del siguiente
modo: s(A,B) =0 si ANB =0y s(A,B) =1 en otro caso. La
medida s satisface la definicion 1, pero s no satisface la defini-
cion 3. En consecuencia, s no satisface las definiciones 4, 5 ¢ 6,
y tampoco satisface las propiedades deseables en la definicion 7.

Ejemplo 3 Consideremos un conjunto finito U = {x1, g, ..., 25}
y s(A,B) =1 —sup,cy |pi(x) —pz(x)|, VA, B € F(U). La me-
dida de similaridad s satisface las propiedades S1%*, S2, S3 vy
S4%*, pero s no satisface S3*. Por tanto, s satisface la definicion
4 pero no satisface la definicion 6.
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Ejemplo 4 Consideremos un universo finito U y una medida s
dada por:

s 5(0,A) =0V Ae FU) A0
= s({z}, {y}) =0V a,yelUzx#y.

. S(AV,E) — 05V A B € F(U) tales que A+ B, #A > 2
6 4B > 2.

« s(A,A) =1V A e FU).

s satisface la definicion 5, pero mo satisface el axioma S3. Por
tanto, s no satisface las definiciones 4, 6 y 7.

Ejemplo 5 Consideremos una medida s entre pares de conjun-
tos difusos de un universo U dada por:

» (A,B)=1<A=8B
—0siA(z)<0,1yBz)=1VazeU

S

V2

(4, B)
(A,B) =0 si A= B¢, con A un subconjunto nitido.
= (A, B) =0,5 en otro caso.

Entonces, s satisface la definicion 6 (y, en consecuencia, las de-
finiciones 3 y 4) pero no satisface la definicion 5.
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Ejemplo 6 Consideremos un conjunto finito U = {x1,z2,..., 2.}
y la siguiente medida de similaridad dada en [35]:

n

S3AB) =1~ | wiug(e:) — npa:)’

1=1

donde 0 < w; <1, Y "  w; = 1. Esta medida satisface las defi-
nictones 1 y 6 pero Sgw no verifica la propiedad G3. En conse-
cuencia, no satisface la definicion 7.

La informacion aportada por estos contraejemplos se encuen-
tra resumida en el siguiente diagrama.
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I. Jenhani et al., 2010
(Def.7, desirable prop.)

I. Jenhani et al., 2010
(Def.7, necessary prop.)

E6

H. Zhang et al., 2009
(Def.6)

VES
L. Xudong, C. Zhang, 1999
B. Mondal et al., 2006
(Def.5)

E3

W. Zeng & H. Li, 2006
(Def.4)

Z. Liang & P.Shi, 2003

H.B. Mitchel, 2003
(Def.3)

E1

L. Dengfeng & C. Chuntian, 2002
(Def.2)

E2

3

L. Xuecheng, 1992
(Def.1)

Figura 1.2: Contraejemplos concernientes a las implicaciones entre las dife-
rentes variantes del concepto “medida de similaridad”.
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1.3.3. Otras definiciones de medida de igualdad

Como ya apuntabamos en la introduccién, la nocién de “si-
milaridad” no es el tinico concepto introducido en la literatura
para expresar el grado de “igualdad” entre pares de conjuntos
difusos. Veremos a continuacién los conceptos de “similitud” y
“semejanza”’ introducidos por Bouchon et. al. en [11].

Definicién 8 (/11] Bouchon-Meunier et al., 1996) Una M-medida
de comparacién sobre U es una funcion ¢ sobre F(U) x F(U)
satisfaciendo G1 y G4*.

Definicién 9 (/11], Bouchon-Meunier et al., 1996) Una M-medida
de similitud sobre U es una M-medida de comparacion satisfa-
ciendo S7.

Definicién 10 (/11], Bouchon-Meunier et al., 1996) Una M -
medida de semejanza es una M-medida de similitud satisfacien-

do G1*, G2y S4.

Al igual que hicimos con las diferentes variantes del concep-
to “similaridad”, podemos resumir en una tabla las propiedades
que verifica cada una de estas definiciones.

Definicién | G1 | G1* | G2 | G3 | G4*
Def. 8
Def.9 .
Def. 10 ° ° °
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Definicién | S1 | S1* | S1*-var | S2 | S2* | S3 | S3* | S4 | S4* | S5 | S5* | S6

ST

Def. 9

Def. 10 .

A continuacion mostraremos las relaciones formales existen-
tes entre las nociones de similitud y semejanza, y las diferentes
variantes de la nocién similaridad consideradas en las definicio-
nes 1 a 7. Para ello, de nuevo, veremos un resultado que nos
dara la relacion entre diversos axiomas.

Proposicién 6 Si s satisface las propiedades G4* y S7, enton-
ces satisface las propiedades ST y So.

Demostracién: Consideremos una medida de similitud s,
y tomemos tres conjuntos difusos A, B,C € F (U) satisfaciendo
las restricciones A C B C C. Podemos expresar s(A, C), s(A4, B)
y s(B,C) respectivamente como

~ o~

S(A7C) - FS(M(AV)? M(®)7M(5 \ ZZ))7

~ o~

S(A7B) - FS(M(A/),M(@),M(’BJ \ ‘Z))v

s(B,C) = Fy(M(B), M(0), M(C \ B)).

Por tanto, teniendo en cuenta la monotonicidad de M pode-
mos comprobar facilmente que s satisface las propiedades ST y

Sy. U
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De acuerdo con este resultado, podemos completar la tabla
anterior del siguiente modo:

Definicién | G1 | G1* | G2 | G3 | G4*
Def. 8
Def. 9 .

Def. 10 . ° °

Definicién | S1 | S1* | S1*-var | S2 | S2* | S3 | S3* | S4 | S4* | S5 | S5* | S6 | S7
Def. 9 S | P6 P6 o
Def. 10 S | P6 P6 . .

Teniendo en cuenta la informacién de esta tabla, podemos
deducir facilmente que el concepto de semejanza es mas restric-
tivo que el concepto de similaridad considerado en la definicién
2, como mostramos en el siguiente corolario.

Corolario 2 Cualquier medida de similitud satisface las propie-

dades ST y So. Por tanto, toda medida de semejanza satisface la
definicion 2.

De acuerdo con el corolario 2, toda medida de semejanza sa-
tisface la definicion 2. Podemos preguntarnos ademas si satisface
el resto de definiciones de similaridad enumeradas en la seccion
1.3.1 6 no. El siguiente ejemplo demuestra que, en general, las
medidas de semejanza no cumplen el resto de definiciones.

Ejemplo 7 Sea U un conjunto finito con cardinal n, y sea la M-
medida de semejanza definida para pares de subconjuntos nitidos
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de U dada por: s(A,B) = F(IM(ANB),M(B\ A), M(A\ B))
con M(A) = #TA, donde #A denota el cardinal del conjunto
A,y F 0,1 — [0,1] dada por F(u,v,w) = u+(1_”;+(1_w) si
v,w#0 y Fu,v,w) =1 en otro caso.

Esta medida no satisface los axiomas S3 y S4*. Por tanto, s no
satisface las definiciones 1, 3, 4, 5, 6 y 7.

Finalmente, podemos resumir los resultados obtenidos en esta
seccién concernientes a las relaciones formales entre las diferen-
tes variantes de la nocién de “igualdad” de conjuntos difusos
dadas en las definiciones 1 a 10. La parte izquierda de la figura
1.3 completa la informacion dada en la figura 1.1, y su parte
derecha completa la informacién dada en la figura 1.2
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1.4. Medidas de “desigualdad” o “diferencia”

1.4.1. Definiciones axiomaticas en la literatura

A continuacién veremos algunas definiciones de la literatu-
ra que estan relacionadas con la idea de proporcionar el grado
de “desigualdad” o “diferencia” entre pares de conjuntos difusos.

Definicién 11 ([11], Bouchon-Meunier et al., 1996) d es una
M-medida de disimilaridad si satisface los axiomas G1, G4*,
D3 vy la funcién asociada F; : R> — R no depende del primer
argumento y es creciente en el sequndo y tercer argumento.

Nota 1.4 En la definicion original, se considera una definicion
axiomdatica para el concepto de “diferencia” entre conjuntos di-
fusos, diferente de otras definiciones propuestas por Kaufman,
Roberts 6 Dubois y Prade. Cuando, ademdas, suponemos que se
satisface la siguiente propiedad:

(A\B)\(B\A)=A\ B, VA, Be F(U), (11)

la definicion anterior de distmilaridad es equivalente a la si-
guiente:

d es una funcion de disimilaridad st satisface los axio-
mas G1, G4* D3, D6 y D7.

De hecho, puede comprobarse facilmente que toda medida de
comparacion d satisface los axiomas D6 y D7 si y solo si Fy sa-
tisface las propiedades requeridas en la definicion 11. A partir de
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este punto, supondremos que todas las operaciones de diferencia
consideradas en el resto del capitulo satisfacen la Ecuacion 1.1.

Definicién 12 (/99] L. Xuecheng, 1992) Una funcion con valo-
res reales d sobre F(U)x F(U) se denomina medida de distancia
st satisface las propiedades G2, D1, D2 y DS3.

Definicién 13 ([106], H. Zhang et al., 2009) Una funcion con
valores reales d sobre F(U) x F(U) se denomina medida de
distancia si satisface las propiedades G1*, G2, D1, D2 y D3*.

Nota 1.5 El término medida de distancia aparece en [99, 106],
pero no se refiere al concepto matemdtico de métrica.

Definicién 14 ([76], S. Montes et al., 2002) Una funcion con
valores reales d sobre F(U) x F(U) se denomina medida de di-
vergencia st satisface las propiedades G2, D3, Dj y D5.

Definicion 15 (/76/, S. Montes et al., 2002) Una funcion con
valores reales d sobre F(U) x F(U) se denomina medida de

divergencia local si satisface las propiedades de medida de di-
vergencia (G2, D3, D4 y D5) y, ademds, la propiedad G3*.
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1.4.2. Relacion formal entre las diferentes medidas de
“desigualdad”

En esta seccién, estudiaremos las relaciones formales entre
las definiciones axiomaticas mencionadas en la anterior seccion
(de la definicién 11 a la definicién 14). Para proporcionar la
informacion de una forma organizada y clara, y para simplificar
su posterior analisis, resumiremos dicha infomacién a través de
la siguiente tabla.

Definicién | G1 | G1* | G2 | G3* | G4*
Def. 11 ° °
Def. 12
Def. 13 °
Def. 14
Def. 15

Definicién | D1 | D2 | D3 | D3* | D4 | D5 | D6 | D7
Def. 11 ° ° °
Def. 12 ° °
Def. 13 ° ° °
Def. 14 ° ° .
Def. 15 ° ° .

A continuacion revisaremos las conexiones existentes entre
los diferentes axiomas considerados en estas definiciones. La li-
teratura sobre ello es escasa y, de hecho, se reduce a algunos
resultados dados en [76]. Resumiremos esos resultados en la si-
guiente proposicién.
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Proposicién 7 Sea d una aplicacion definida sobre F(U) X
F(U):

» Si d satisface D4 y D5 entonces satisface D1. ([76], propo-
sicion 2.4)

» Si, ademds, d satisface G3* entonces satisface D2. ([76],
proposicion 3.11)

Nota 1.6 Hemos mencionado en la proposicion 7 que toda me-
dida satisfaciendo los axiomas D4 y D5 también satisface el
axioma D1. Concretamente, puede comprobarse que el axioma
D/ implica Dla y el arioma D5 implica D1b. Por otro lado,
ninguno de ellos por separado implica el axioma D1, como fue
probado en [75].

De acuerdo con los ultimos resultados, podemos completar
la tabla anterior. Utilizaremos la misma nomenclatura que en la
seccidn anterior: si una celda esta llena, significara que la corres-
pondiente definicién (fila) satisface la correspondiente propiedad
(columna). Si esta rellena con un punto, significa que la propie-
dad esta incluida en la definicién original. Si el contenido es S,
significa que la propiedad se deriva de forma sencilla, directa. Si
el contenido es Px, significa que la propiedad se satisface segin
lo demostrado en la proposicién x.

Definicién | G1 | G1* | G2 | G3* | G4*
Def. 11 ° °
Def. 12 °
Def. 13 S ° °
Def. 14 °
Def. 15 ° °
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Definicién | D1 | D2 | D3 | D3* | D4 | D5 | D6 | D7
Def. 11 ° ° °
Def. 12 ° ° °
Def. 13 ° ° S °
Def. 14 P7 °
Def. 15 P7T | P7| e
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A partir de la informacion mostrada en la tabla anterior, po-
demos establecer el siguiente resultado.

Corolario 3 Se verifican las siguientes implicaciones:

» 51 d satisface la definicion 13, entonces satisface la defini-

cion 12.

» 51 d satisface la definicion 15, entonces satisface la defini-

cion 14.

» 51 d satisface la definicion 15 entonces satisface la defini-

cion 12.

Podemos ilustrar este resultado a través del siguiente diagra-
ma donde la flecha significa “es al menos tan restrictivo como”.
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S. Montes et al., 2002
(Def.15, local divergence)

o
wv
~ S.Montesetal., 2002
(Def.14, divergence)
>
=
H. Zhang et al., 2009

(Def.13, distance)

(SF)

L. Xuecheng, 1992
(Def.12, distance)

Bouchon et al., 1996
(Def.11, dissimilarity)

Figura 1.4: Resumen de las relaciones de implicacién entre las diferentes
definiciones axiomaticas para la nocién de “desigualdad”.
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La figura 1.4 muestra que existen algunas relaciones de im-
plicaciéon entre algunas de las definiciones mencionadas en la
seccion 1.4.1. Para completar el estudio sobre las relaciones for-
males entre las medidas de “desigualdad” entre conjuntos difu-
sos, mostraremos a continuacién que el resto de implicaciones
posibles no son ciertas en general a través de los siguientes con-
traejemplos.

Ejemplo 8 Consideremos un universo U de cardinal 1 y una
aplicacion d : F(U) x F(U) — R definida como sigue:

d(0,U) = d(U,0) =5 y d(A, B) = 0 en otro caso.

Puede comprobarse facilmente que d satisface los axiomas G2,
D1, D2 y D3. Por otro lado, no verifica los axiomas G1* y D3*.
Por tanto, d es una “medida de distancia 7 segin la definicion
12, pero no segun la definicion 13.

Ejemplo 9 Consideremos un universo arbitrario U y la aplica-
cion d : F(U) x F(U) — R definida del siguiente modo:

~ ~ ~

1 siggéoéngA:Bc
d(A,B)={0 siA=B

0,5 en otro caso.

)

Esta aplicacion satisface todas las propiedades incluidas en la
definicion 13. De hecho, toma valores dentro del intervalo [0, 1],
y alcanza el valor 1 al menos para el par de conjuntos (0, U).
Ademds, satisface los axiomas G2, D2 y D3* por definicion.
Es sencillo comprobar que satisface el axioma D1. De hecho, st
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consideramos tres conjuntos difusos anidados A C B C C, de
acuerdo con la definicion de la aplicacion d, observamos que

~ ~ 1 siA + C,

0 siA=C.

En ambas situaciones, es facil comprobar que
méx{d(A, B),d(B,C)} < d(A,C).

Por otro lado, d no satisface la definicion 14. Para demos-
trarlo, tomemos dos subconjuntos difusos diferentes pero no dis-
Juntos, Z, Be F(U), tales que ninguno de ellos estd incluido en
el otro. Sea C' = A. Bajo estas condiciones

d(AUC,BUC)=d(A,BUA) =1

dANC,BNC)=d(A, ANB)=1.
Sin embargo, d(g, E) es igual a 0,5. De acuerdo con esto, tene-

mos que d no satisface la propiedad D4 ni la propiedad D5, y
por tanto no es una medida de divergencia.

En conclusion, este ejemplo nos muestra que la definicion 13
no implica la definicion 14 en general.

Ejemplo 10 Consideremos un universo arbitrario U y una apli-
cacion d : F(U) x F(U) — R definida del siguiente modo:

J( By = e ral) z ;g(x)}m,
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donde #AV denota el “cardinal” del conjunto difuso A:

#A= " p(x).

zeU

La aplicacion d satisface todas las propiedades incluidas en la de-
finicion 13: es positiva y satisface el axioma de simetria (G2) por
construccion, es creciente con respecto a #{x : pz(x) # pg(r)}
y decreciente con respecto a #(2( N E) Por tanto, comproba-
mos facilmente que satisface el axioma DI1. Ademds, d asigna
su mdzimo valor al par A = O y B = U, y observamos que
d(0,U) = 1. Asi pues, d satisface G1*. También es sencillo ver
que d(D, D) = 1, para cualquier conjunto nitido D, y por tanto
se satisface la propiedad D2. Finalmente, d(ﬁ, E) es nulo si y
solo si A = E, por construccion.

Por otro lado, d no satisface la definicion 11. Para demos-
trarlo, consideremos el universo U = {1,2,3,4} y los conjuntos
nitidos A ={1,2,3} y B ={2,3,4}. Entonces, d(A, B) = %ﬁ es
menor que d(A\ B,B\ A) = 1.

En conclusion, este ejemplo nos muestra que la definicion 13
no implica la definicion 11 en general.

Ejemplo 11 Consideremos un universo de cardinal 2, vy de-
notémoslo por U = {x1,29}. Sea d : F(U) x F(U) — R una
aplicacion definida del siguiente modo:

» La restriccion de la aplicacion d a los pares de subconjuntos
nitidos de U queda representada por la siguiente tabla de
doble entrada:
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10 {z1} {22} {z1,29)
1) 0 1 1 3
{xl} 1 0 2 1
(e} |1 2 0 1
{xl, xg} 3 1 1 0

» Fn la familia de los pares de subconjuntos difusos, se define
a partir de la definicion dada para los conjuntos nitidos a
través de la siguiente iqualdad:

d(A,B) = d(C5,Cp),

donde C'; representa el “conjunto nitido mds cercano a g”,
es decir, Cy={r €U : pz(x) > 0,5}.

Teniendo en cuenta que C3.5 = C;NCx yCy 5 =C7UCHE,
podemos comprobar facilmente que d satisface todas las propie-
dades incluidas en la definicion 14.

Pero observamos que no satisface la propiedad D2. De hecho,
st consideramos el conjunto A = {x1}, observamos que la diver-
gencia entre €l y su complementario, A° = {2}, no alcanza el
mazximo valor de d.

De acuerdo con todo esto, tenemos que no toda medida de
divergencia (no local) satisface la definicion 12 y la definicion
13.

Ejemplo 12 Consideremos un universo unipuntual U = {z} y
la medida de comparacién d : F(U) x F(U) determinada por la
medida difusa M : F(U) — R dada por M(A) = pz(x) y la
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funcién F : R® — R definida como F(u,v,w) = ”+w F no
depende de su primer argumento, u, y es creciente en vy w.
Por tanto d es una medida de disimilaridad. Ahora, probaremos
que no satisface el axioma D1. Consideremos los conjuntos di-
fusos anidados A C B C C definidos como sigue: jiz(x) = 0,2,

pp(@) = 08, pa(x) = 0,9. Observemos que pg p(w) = 0,2
,uA\C(IL‘) 0.1, pp z(x) = 08 pg a(w) = 0,8. En consecuen-
cia, d(A, B) =0,5> d(A C) = 0,45.

De acuerdo con este ejemplo, la definicion 11 no implica el
axioma D1 y por tanto no implica las definiciones 12, 13, 14 y
15.

Ejemplo 13 Consideremos un universo finito arbitrario U y la
aplicacion d : F(U) x F(U) — R definida como

= hpz(x), pge)),

zeU

donde

ha.b) la—b] sia<05db<0,5,
a,b) =
0 en otro caso.

Podemos comprobar que d es una medida de divergencia local,
ya que h satisface la siguiente desigualdad:

méax{h(max{a, c}, max{b, c}), h(min{a, c}, min{b, c})} < h(a,b),
Va,b,cel0,1].

Por otro lado, d no es una medida de disimilaridad. No existe
ninguna medida difusa M : F(U) — R tal que d(A, B) pueda
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expresarse en funcion de M(A\ E)Ny M@ \ g) Para probarlo,
consideremos los conjuntos difusos A, B, A" y B’ cuyas funciones

de pertenencia estan definidas del siguiente modo para cierto
xreU:

pi(@*) =01, pg(z") = 04, py (") = 0,6, ug (") = 0,9

pi@) =pp(@) = py(z) = pp(r) =0, Vo # 2"

Entonces d(A, B) = 0,3 no coincide con d(A',B') = 0. Por
otro lado, se tienen las siguientes iqualdades:

min{p3(z),1 — pz(@)} = min{pz(2), 1 — pp ()}
min{pgz(x), 1 — pz(z)} = min{pg (v),1 —pgp(x)}, Ve e U

Por tanto, A\ B= A'\B' y B\ A= B'\ A'. Es decir, no se
verifica el axioma D7.

De acuerdo con este ejemplo, las definiciones 15 y 14 no im-
plican la definicion 11.

Ejemplo 14 Consideremos un universo finito arbitrario U y la
aplicacion d : F(U) x F(U) — R definida como

d(gu E) = Z h(,ug(l’), ME(I))a

zelU
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donde

h(a,b) =

1 sta=06a=1yb=1-—a,
0 en otro caso.

Puede comprobarse facilmente que d es una medida de diver-
gencia local, dado que h satisface la desigualdad:

méax{h(max{a, c}, max{b, c}), h(min{a, c}, min{b, c})} < h(a,b),

Va,b,cel0,1].

Por otro lado, d no satisface la propiedad D3*. Segin ésto,
la definicion 15 no implica la definicion 13.

Para resumir la informacién que acabamos de proporcionar,
podemos colocar todos nuestros contraejemplos en el siguiente
diagrama.
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S. Montes et al., 2002
(Def.15, local divergence)

€lLd

S.Montesetal., 2002
(Def.14, divergence)

H. Zhang et al., 2009
(Def.13, distance)

1\
E8

0L3

L. Xuecheng, 1992
(Def.12, distance)

E12

Bouchon et al., 1996
(Def.11, dissimilarity)

Figura 1.5: Contraejemplos relativos a las relaciones de implicacion entre
las diferentes variantes de los conceptos de “disimilaridad”, “distancia” y

“divergencia”.
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1.4.3. El caso particular de los conjuntos nitidos

Segun los contraejemplos vistos, no hay mas relaciones de
implicacion entre las definiciones 11 a 15, aparte de aquellas im-
plicaciones representadas en la figura 1.4. Sin embargo, podemos
encontrar mas relaciones si nos restringimos a la familia de los
conjuntos nitidos. Lo comprobamos a continuacion.

Proposicion 8 5i d satisface el axioma D6 entonces satisface
el azioma D1 (cuando nos restringimos a la familia de pares de
conjuntos nitidos).

Demostracion:

Considerar tres subconjuntos nitidos anidados del universo,
ACBCC.

a) ANB=ANC=A A\B=0=A\CyB\ACC\A,
y por tanto, de acuerdo con D6, d(A, B) < d(A,C).

b) ANCCBNC, A\C=B\C=0yC\BCC\A.Por
tanto, de acuerdo con D6, d(B,C) < d(A,C). O

Proposicion 9 Si d satisface los axiomas D6 y D7, entonces
d wverifica los axiomas D4 y D5 (cuando nos restringimos a la
familia de pares de conjuntos nitidos).

Demostracién: Supongamos que d satisface D6 y D7 y con-
sideremos tres subconjuntos nitidos arbitrarios A, By C € p(U).
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» Para comprobar que se verifica D4, compararemos los va-

lores de divergencia d(A, B) y d(AUC,BUC).
De acuerdo con D7,

d(A, B) = d(A\ B, B\ A)
y

d(AUC, BUC) = d((AUC)\ (BUC), (BNC)\ (AUC)).
Ademds, observamos que

(AUC)\(BUC)=ANnBNC

(BUCY\ (AUuC)=BnANC.
Entonces, de acuerdo con D6, obtenemos que
d(A\ B,B\ A) >d(AnBNC,BNANC),

y entonces

d(A, B) > d(AUC,BUC).

Para comprobar que se verifica D5, compararemos los va-
lores de divergencia d(A, B) y d(ANC, BNC). De acuerdo
con D7,

d(A,B) =d(A\ B,B\ A)

y
d(ANC,BNC) =d((ANnC)\(BNC),(BNC)\ (ANQ)).
Ademas, podemos comprobar facilmente las igualdades

(ANC)\(BNC)=ANnBNC
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y —_—
(BNC)\ (ANC)=BnANC.

De acuerdo con D6, obtenemos que
d(A\B,B\A) >d(AnNBNC,BNANCO).
Por tanto

d(A,B) > d(ANC,BNC). O

Lema 1 Consideremos el operador diferencia asociado a la t-
norma del minimo y la t-conorma del mdximo. St m satisface
GS8*, entonces satisface G4.

Demostracién: Supongamos que m satisface G3*, es decir,
que existe una funcién h : [0,1] x [0,1] — R tal que

= h(pa(z), ps(z)).

zelU

Entonces, existe una aplicacién fj, : R¥ — R tal que

B) = Z fh(MAmB($)7HA\B(f)»MB\A(fE))-

zelU

Tal aplicacion puede expresarse del siguiente modo:

(h(1 — A3, A1) SiA <A, VAL =1— )\,
(A2, A1) St A > Ao, vy A =1,
foA, A2, 23) = S A(L— A3, 1 — Xa)  si A > N,
h(1 — X3,0,5) si A = Ao = 0,5,
h(Xa, A3) si A =X <05 O

\
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Proposiciéon 10 Consideremos la funcion d : p(U) X p(U) —
R.

(a) Si d satisface el axioma D5, entonces

d(A, B) < d(A\ B,B\ A), VA, B ¢ p(U).

(b) Si d satisface el axioma D/, entonces

d(A,B) > d(A\ B,B\ A), YA, B € p(U).

(c) Si d satisface el azioma D4, entonces
d(A,B) <d(C,B),
para todo A, B,C € o(U) tal que CNB =0 y ACC.
(d) Si d satisface el axioma D4 y D5, entonces

d(A, B) < d(B,B), VA, B € p(U).

Demostracion:

(a) Si aplicamos el axioma D5 a los conjuntos A’ = (A \ B),
B'=(B\ A)y C = AN B demostramos la primera impli-
cacion.

(b) Si aplicamos el axioma D4 a los conjuntos A, By C =
AU B¢ demostramos la segunda implicacion.

(c) Si aplicamos el axioma D4 a los conjuntos C, By BU A
demostramos la tercera implicacion.

(d) De acuerdo con el axioma D5 tenemos que

d(A, B) = d((A\ B)U(BNA), BU(BNA)) < d(A\ B, B).
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Ademas, teniendo en cuenta que A\ BC By B°NB =)
y, de acuerdo con el apartado (c), obtenemos que

d(A\ B,B) < d(B°,B). O

Nota 1.7 Teniendo en cuenta la proposicion anterior, toda apli-
cacion d que verifique D4 y D5 satisface D6 y D7, cuando nos
restringimos a la familia de los conjuntos nitidos. Ademds, d
satisface la siguiente propiedad, la cual es menos restrictiva que
D2:

d(A,B) <d(B°,B), ¥V, A,B € p(U).

A partir de este punto, denotaremos dicha propiedad por D2~ .

Notar que no toda medida de divergencia (no local) satisface
el axioma D2, porque no necesariamente satisface las tqualdades

d(A°, A) = d(B°, B), YA, B € p(U).

Este hecho queda demostrado en el Ejemplo 11, donde conside-
ramos una medida de divergencia no local que no satisface el
axioma D2, incluso aunque nos restrinjamos a la famailia de los
conjuntos nitidos.

De acuerdo con los ultimos resultados, si nos restringimos a la
familia de los subconjuntos nitidos del universo, podemos com-
pletar la tabla resumen de las propiedades verificadas por cada
definicién. Utilizaremos el mismo tipo de nomenclatura que en
secciones anteriores. Si una celda esta llena, la correspondiente
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definicién axiomatica (fila) satisface la correspondiente propie-
dad (columna). Si estd rellena con un punto, significa que la
propiedad esta incluida en la definicién original. Si el contenido
es S, significa que la propiedad se comprueba de forma senci-
lla, directa. Si el contenido es Px, significa que la propiedad se
satisface por lo demostrado en la proposicién x.

Definicién | G1 | G1* | G2 | G3* | G4*
Def. 11 ° °
Def. 12 .

Def. 13 S ° °
Def. 14 °
Def. 15 ° °

Definiciéon | D1 D2~ D2 | D3 | D3* | D4 | D5 | D6 | D7

Def. 11 P8 | P9+P10 P9 | P9 ° °
Def. 12 ° S
Def. 13 ° S

Def. 14 | P7 P10
Def. 15 pP7 S P7

° e | P10 | P10
° e | P10 | P10

[ N BRI NN ]
[}

De acuerdo con la informacién contenida en la tabla anterior,
podemos probar de forma directa varias implicaciones entre las
definiciones de disimilaridad, divergencia (local/no local) y dis-
tancia mencionadas en la seccion 1.4.1, cuando nos restringimos
a la familia de los subconjuntos nitidos:

Corolario 4 Consideremos un universo arbitrario U.

s Toda medida de disimilaridad simétrica es una medida de
divergencia.

» Toda medida de disimilaridad simétrica es una medida de

distancia de acuerdo con la definicion 12, excepto por la
propiedad d(A, A°) = d(B, B°), VA, B € p(U).
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» Toda medida de divergencia que pueda expresarse como una
medida de comparacion es una medida de disimilaridad.

» Toda medida de divergencia es una medida de distancia
segun la definicion 12, excepto por la propiedad d(A, A°) =
d(B,B), VA,B € ¢o(U).

Podemos resumir toda esta informacién a través del siguiente
diagrama.

S. Montes et al., 2002
(Def.15, local divergence)
(72
M
/i S.Montesetal., 2002
/ % (Def.14, divergence) \
! \
=7 \
Ta H. Zhang et al., 2009 A
N P (Def.13, distance) e
& o = g\
S5 3
L !
= |
1 L. Xuecheng, 1992 £
< Def.12, dist =
l\ (De istance) J;I
/
/
Def.11+ G2 /
o /
(symmetric dissimilarity) L
w
m

Bouchon et al., 1996
(Def.11, dissimilarity)

Figura 1.6: Resumen de las relaciones de implicacién entre las diferentes va-
riantes de las nociones de ‘disimilaridad”, “distancia” y “divergencia”, cuan-
do nos restringimos a la familia de los conjuntos nitidos.
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De acuerdo con esto, las nociones de “divergencia” y “disimi-
laridad simétrica” son muy similares. Toda disimilaridad simétri-
ca, cuando se restringe a los conjuntos nitidos, satisface los axio-
mas de medida de divergencia. Inversamente, toda medida de
divergencia que puede expresarse como una medida de compa-
racion es una medida de disimilaridad. Ademas, si tenemos en
cuenta el resultado dado en el lema 1, toda medida de divergen-
cia local, puede expresar la divergencia entre A y B como una
funcion de AN B, A\ By B\ A. Por tanto, la restriccién a la
familia de los conjuntos nitidos de toda medida de divergencia
local satisface todas las propiedades de una medida de disimi-
laridad simétrica, siempre que exista una medida difusa M que

permita expresar la divergencia entre A y B como una funcién
de M(ANB), M(A\ B)y M(B\ A).

1.5. Dualidad entre las nociones de igualdad
y desigualdad

Algunos de los trabajos mencionados en las secciones 1.3 y 1.4
proponen pares de conceptos duales de medidas de “igualdad” y
“desigualdad”, mientras que otros no lo hacen. Por ejemplo, las
definiciones de “medidas de similaridad” y “medidas de distan-
cia” dadas por Zhang et al. en [106] son duales, en el sentido de
que, dada una medida de similaridad, s, la funcién d =1 — s es
una medida de distancia, y viceversa. Una relacion similar existe
entre los conceptos dados en [99]. En este caso, observamos que
cualquier funcién no creciente de una medida de similaridad sa-
tisface las propiedades de una medida de distancia y viceversa.
Por otro lado, Montes et al. introducen el concepto de divergen-
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cia en [76], pero no introducen un concepto dual, y por ello no se
ha dado en la seccion 1.2.2 ningtin axioma dual de los axiomas
D4 y D5. En cuanto a Bouchon et al. introducen las definiciones
de similitud y semejanza, correspondientes al bloque de medidas
de “igualdad”, y el concepto de disimilaridad, correspondiente
al bloque de medidas de “desigualdad”.

La siguiente proposicion compila algunos resultados respecto
a la relacion formal existente entre algunos de los axiomas de
“igualdad” enumerados en la seccion 1.2.2 y sus axiomas duales
enumerados en la secciéon 1.2.3. La demostraciéon es inmediata.

Proposicion 11 Consideremos un universo arbitrario U. De-
notemos por F(U) la familia de los subconjuntos difusos de U.

1. d: F(U) x F(U) — R satisface el apartado a) del azioma
D1 si y solo st s = g od satisface SI* para toda funcion
estrictamente decreciente g : R — R. Ademds:

w 51 s satisface el axioma S1° y h es una funcion de-
creciente (no necesariamente estrictamente) arbitraria
entonces h o s satisface el apartado a) del axioma D1.

= Si d satisface el apartado a) del axioma D1y g es una
funcion decreciente (no necesariamente estrictamente)
arbitraria entonces g o d satisface el axioma SI1*.

2.d: F(U)x F(U) — R satisface el apartado b) del axioma
D1 si y solo si s = g od satisface S2 para toda funcion
estrictamente decreciente g : R — R. Ademds:
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m 5% s satisface el axioma S2 y h es una funcion de-
creciente (no necesariamente estrictamente) arbitraria
entonces h o s satisface el apartado b) del axioma D1.

» Si d satisface el apartado b) del axioma D1 y g es una
funcion decreciente (no necesariamente estrictamente)
arbitraria entonces g o d satisface el arioma S2.

3.d: F(U)x F(U) — R satisface el azioma D2 si y solo si
s = god satisface el axioma S3 y toma valores no negativos
para toda funcion estrictamente decreciente g : R — R tal
que g(max Im(d)) = 0. Ademds:

» 57 d satisface el arioma D2 y g : R — R satisface la
restriccion g(max Im(d)) = 0, entonces g o d satisface
el arioma S3.

m 5% s satisface el arioma S3 y h : R — R satisface la
restriccion h(0) = méx Im(h o s), entonces h o s satis-
face el axioma D2.

4. 5: F(U)x F(U) — R satisface el axioma S4 si y solo si
d = gos satisface el arioma D3 y toma valores no negativos
para toda funcion estrictamente decreciente g : R — R tal
que g(max Im(s)) = 0. Ademds:

m 50 s satisface el axioma S4 y g : R — R satisface la
restriccion g(max I'm(s)) = 0, entonces g o d satisface
el axioma D3.

w 51 d satisface el axioma D3 y h : R — R satisface la
restriccion h(0) = méx Im(h o d), entonces h o d satis-
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face el axioma S4.

5. 5: F(U) x F(U) — R satisface el axioma S4* si y solo si
d = gos satisface el axioma D3* y toma valores no negativos
para toda funcion estrictamente decreciente g : R — R tal
que g(max Im(s)) = 0. Ademds:

» Si s satisface el axioma S4* y g : R — R satisface la
restriccion g(x) = 0 < x = méax Im(s) entonces g od
satisface el axioma DS3.

» Si d satisface el axioma D3* y h : R — R satisface
la restriccion h(y) = max Im(hod) < y = 0, entonces
h o d satisface el axioma S4*.

6. d: F(U) x F(U) — R satisface el azioma D6 si y so-
lo si s = g od satisface el axioma S7 para toda funcion
estrictamente decreciente g : R — R. Ademds:

» 51 s satisface el axioma S7 y h es una funcion de-
creciente (no necesariamente estrictamente) arbitraria
entonces h o s satisface el axioma D6.

w 51 d satisface el axioma D6 y g es una funcion de-
creciente (no necesariamente estrictamente) arbitraria
entonces g o d satisface el axioma S7.

La siguiente tabla resume la informacién dada en la proposi-
cion 11.
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Igualdad | Desigualdad
S1* D1(a)
S2 D1(b)
S3 D2
S4 D3
S4* D3*
ST D6

Hemos dividido las definiciones axioméaticas dadas en este
capitulo en dos bloques: medidas de “igualdad” y medidas de
“desigualdad” entre conjuntos difusos. Si componemos cualquie-
ra de esas medidas con una funcién estrictamente creciente, la
medida resultante permanecera en el mismo bloque o familia de
medidas. Si, por el contrario, la componemos con una funcién
estrictamente decreciente entonces la medida resultante pertene-
cerd al otro bloque. Este hecho esta relacionado con la nocién de
“equivalencia en orden” entre dos medidas de similaridad con-
siderada por Ombhover et al. en [87] y por Bouchon-Meunier et
al. en [10]. Dos medidas de similaridad se dicen equivalentes [87]
cuando son co-mondtonas, es decir, cuando

s(A,B) < s(C,D) < (A, B) < §'(C,D), VA, B,C,D € F(U).

En otras palabras, ambas establecen la misma ordenacién
cuando comparan cualquier subconjunto difuso con otro fijado.
Es sencillo comprobar que dos medidas de similaridad son equi-
valentes en orden si y solo si existe una funcién estrictamente
creciente f : R — R relacionandolas.

En nuestro contexto, toda funcion creciente de una medida de
similaridad fijada va a satisfacer la misma definiciéon axiomatica
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que la medida original, excepto aquellas condiciones de acotacion
exigidas en algunas definiciones (s(A, A) = 1, etc.). Si queremos
garantizar que también se cumplen dichas acotaciones, necesi-
taremos exigir algunas condiciones adicionales a f.

De modo similar, podemos introducir el concepto de “duali-
dad”. A partir de ahora diremos que una medida d : F(U) x
F(U) es dual a cierta medida s si y solo si existe una funcién
estrictamente decreciente g tal que d = gos. Esto es, obviamen-
te, equivalente a decir que ambas medidas son “antitonas”, es
decir,

s(A,B) < s(C,D) < d(A, B) > d(C,D), VA,B,C,D e F(U).

Si una medida satisface ciertas propiedades de la columna iz-
quierda de la tabla anterior, entonces su medida dual satisface
las correspondientes propiedades de la columna derecha.
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Capitulo 2

El centroide y la d-variacion de
conjuntos aleatorios y variables
aleatorias difusas.

2.1. Motivacion y conceptos previos

En determinadas situaciones, un experimento aleatorio no
puede ser descrito a través de una variable aleatoria ordinaria.
Para solventar este problema existen otras herramientas ma-
tematicas, como son los conjuntos aleatorios y las variables alea-
torias difusas.

De acuerdo con Dubois y Prade (][40]), la definicién formal
de conjunto admite dos interpretaciones llamadas “conjuntiva”
y “disyuntiva”. Si, desde la perspectiva “conjuntiva”, el con-
junto representa una coleccién de objetos que forman un en-
te “compuesto”, proporcionando informacién precisa acerca de
él, un conjunto “disyuntivo” representa informacién incompleta
acerca de cierto elemento del universo, que denotaremos por z;
cualquier elemento del conjunto es un posible candidato para =,
mientras que cualquier elemento fuera del conjunto es conside-

99
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rado como imposible.

Del mismo modo, las aplicaciones multivaluadas, es decir,
aquellas cuyos valores no son elementos del universo en estudio
sino subconjuntos del mismo, admiten ambas interpretaciones.
En este trabajo consideraremos la interpretacion basada en el
enfoque conjuntista.

La dualidad de las visiones conjuntiva y diyuntiva se puede
generalizar al caso de los conjuntos difusos. Los autores Dubois y
Prade ([39]) distinguen, en este caso mas general, entre las pers-
pectivas “Ontica” y “epistémica”. De acuerdo con Dubois ([37]),
los conjuntos epistémicos sirven para representar informacion
imprecisa acerca de cierto elemento del universo, incluyendo gra-
dos de posibilidad. Asi, el grado de pertenencia de un elemento
“e” al conjunto difuso representara el grado de posibilidad de
que “e” sea realmente el elemento desconocido (véase [27]). Por
el contrario, los conjuntos difusos onticos representan objetos
construidos originalmente como conjuntos, pero para los cuales
la representaciéon difusa es mas expresiva, debido a sus fronteras
graduales. Los grados de pertenencia en estos casos representan

el grado en que cada componente participa de la entidad global.

De acuerdo con estas interpretaciones, las variables aleatorias
difusas, es decir, las aplicaciones cuyo espacio de llegada es el
de los subconjuntos difusos de cierto universo, también pueden
ser vistas desde dos perspectivas. A lo largo de este capitulo, se
tendra en cuenta la perspectiva ontica. Ademas de este hecho,
debemos recordar que existen distintas definiciones del concepto
de variable aleatoria difusa, basadas la naturaleza del espacio de
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llegada considerada y la condiciéon de medibilidad exigida.

En este capitulo, profundizaremos en el estudio de los con-
ceptos de medidas de tendencia central y dispersion dentro de
este contexto. Generalizaremos, asi, algunos estudios preceden-
tes acerca de los conceptos de esperanza (Aumann [1], Puri y

Ralescu [84]), mediana (Sinova et al. [91]) o varianza (Korner
[60], Lubiano et al. [66]).

Para generalizar estos conceptos, haremos uso de las medidas
de comparacién y diferencia entre conjuntos difusos estudiadas
en el capitulo 1. Nuestras generalizaciones tendran la importante
ventaja de que los conjuntos aleatorios o, en general, las varia-
bles aleatorias difusas, no necesitaran tener imagenes convexas
en espacios numeéricos, tal como ocurre con otros precedentes de
la literatura.

A lo largo del resto del documento, por comodidad, utiliza-
remos la misma nomenclatura para los conjuntos difusos y sus
funciones de pertenencia, al contrario de lo que hemos venido
haciendo en el capitulo 1. Es decir, denotaremos por ﬁ(az) a la
funcién de pertenencia del conjunto difuso A para el elemento
x, en lugar de ().

Para comenzar, resulta de interés el estudio de los conjuntos
aleatorios, acerca de los cuales existe una literatura muy extensa.
Un conjunto aleatorio es una aplicacién multi-valuada definida
sobre un espacio probabilistico que satisface cierta condicion de
medibilidad, la cual garantiza la posibilidad de definir correcta-
mente la probabilidad inducida por el conjunto aleatorio.
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Definicién 16 ([78], Nguyen, 1978) Sean (Q,A) y (U, A’) dos
espacios medibles. Diremos que una aplicacion multivaluada, I :
Q — P(U), es fuertemente medible si y solo si:

VBe A TI'(B)={weQ :TwnNB£0}ecA

En este trabajo llamaremos conjunto aleatorio a toda aplica-
cién multi-valuada fuertemente medible.

En esta memoria combinaremos las dos visiones de los con-
juntos anteriormente mencionadas. Por una parte, considera-
remos la existencia de un conjunto aleatorio, entendido desde
un punto de vista conjuntivo, cuya distribucién de probabilidad
deseamos caracterizar. Por otra parte, asumiremos que obser-
vamos sus imédgenes (conjunto-valoradas) de forma incompleta.
Este aspecto sera estudiado en el siguiente capitulo.

Diversos autores relacionan el estudio de los conjuntos aleato-
rios con la Teorfa de las Capacidades de Choquet ([16]). De for-
ma independiente a la mencionada teoria, A.P.Dempster ([34])
define las probabilidades superior e inferior inducidas por una
aplicacion multivaluada. La relacion de estas probabilidades con

las capacidades de Choquet puede encontrarse en algunos tra-
bajos de D. G. Kendall ([57]) y G. Matheron ([68]).

Definicién 17 ([34], Dempster, 1967) Sean (2, A, P) un espa-
cio probabilistico. Sea (U, A") un espacio medible. Dado el con-
Junto aleatorio I' : Q@ — p(U), la probabilidad superior indu-
cida por €l es la funcion P*: p(U) — [0,1] dada por
PI(A))

P =Py
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Recordemos que, para cada conjunto B C U, T'"(B) es el sub-
conjunto de €} definido por

I'"(B)={weQ:T(w)NnB=#0h}

La probabilidad inferior nducida por I' es la funcion P, :
o(U) — [0, 1] dada por

P(T.(A4))

P& =50

donde, para cada conjunto B C U, T'y(B) es el subconjunto de
Q definido por

[.(B)={weQ: Dw)C B, T(w)#0}.

Si, ademas, las imagenes del conjunto aleatorio I' son no
vacias, [*(U) es el conjunto total €2, y por tanto su probabi-
lidad es 1, simplificaAndose las expresiones anteriores.

El término variable aleatoria difusa ha sido empleado por
diversos autores en diversos contextos (como L.A. Zadeh [104]
o H.T. Nguyen [77]). En nuestro caso, una variable aleatoria
difusa se define como una aplicacion que toma, como valores,
subconjuntos difusos de cierto universo, y que cumple determi-
nada condicién de medibilidad. Esta forma de definir la variable
aleatoria difusa ha sido considerada, entre otros, por R. Féron
[41] o M.L. Puri y D.A. Ralescu ([84]). Como ya senalamos al
comienzo del capitulo, seguiremos una perspectiva éntica.
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Definicién 18 Sean (2, A) y (U, A") dos espacios medibles. Sea
I':Q — F(U) una aplicacién entre ambos. Diremos que I es
una variable aleatoria difusa si, para cada o € [0,1], la aplica-
cidn multivaluada T, definida como:

o(w) == [F(w)}a YweQ

es una aplicacion fuertemente medible, donde ga denota el a—
corte (débil) del conjunto difuso A.

Las aplicaciones multivaluadas fa,oc € [0,1] se denominan
a—cortes de la variable aleatoria difusa T, y determinan comple-
tamente a la variable, es decir, I'y =Ty < (I'1)q = (I'2)a Vo €
0, 1].

Del mismo modo que los conceptos de conjunto aleatorio y
variable aleatoria difusa extienden el concepto de variable alea-
toria, diversos autores buscaron dar una extension del concepto
de esperanza. En primer lugar, recordaremosel concepto de es-
peranza de Fréchet, propuesto en contextos atin mas generales.

Definicién 19 ([43], M. Fréchet, 1948) Sea X wun elemento
aleatorio de un espacio métrico. Llamamos esperanzas de Fréchet
de X a aquellos puntos que minimizan la distancia cuadrdtica
esperada a X. Ese minimo, si es finito, se llama varianza. En
general, la esperanza de Fréchet no tiene por qué existir o ser
unica.

Posteriormente, J. Aumann ([1]) definié la esperanza de una
aplicaciéon multivaluada de un modo diferente, aunque puede
comprobarse facilmente que esta esperanza constituye un caso
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particular de esperanza de Fréchet, considerando la distancia
adecuada.

Definicién 20 (/1/, J. Aumann, 1965) Sea (2, A, P) espacio
probabilistico. Sea E" un espacio euclideo de dimension n. Dado
un conjunto aleatorio I' : Q@ — p(E™) se define su esperan-
za (de Aumann) como el subconjunto de E™ formado por las
esperanzas de todas las selecciones integrables de I', es decir:

(A)/QFdP: {/QXdP : XeS(P)}
donde S(I') = {X : T' — E" integrable, X (w) € I'(w)c.s.(P)}

La extension del concepto de esperanza de Aumann para una
variable aleatoria difusa fue realizado por Puri y Ralescu, quie-
nes la definian de la siguiente forma:

Definicién 21 (/84], M.L. Puri, D. Ralescu, 1986) Sea (2, A, P)
espacio probabilistico. Sea U un espacio de Banach. Dada una
variable aleatoria difusa T : Q — F(U), su esperanza es el
conjunto difuso cuyos a—cortes son los conjuntos:

B = (4) [ TP ac (0.1

Es decir, la esperanza de la variable aleatoria difusa es el
conjunto difuso que tiene por a—cortes la esperanza de Aumann
de los a—cortes de la variable. Teniendo en cuenta esto, la funcion
de pertenencia de la esperanza de una variable aleatoria difusa
viene dada por:

E(f’)(x) =sup{a €[0,1] : z € E(f‘a)}
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En articulos existentes ya en la literatura (véase [60]) ha sido
probado que las esperanzas de Aumann y de Puri y Ralescu
coinciden con la esperanza de Fréchet calculada a partir de la
distancia entre conjuntos difusos de R" dada por

dQ(g’ E) - (n /01 /gn1 |s z(c,u) — SE(Q,U)\Q,LL(du)d@) V2

donde s 3 representa la funcién soporte del conjunto difuso Al

Igualmente, es facil comprobar que dichas esperanzas coin-
ciden con la de Fréchet calculada a partir de la distancia de
Bertoluzza, que recordamos a continuacion.

Definicién 22 ([7], Bertoluzza et al.,1995) Denotaremos por
Fe(R) el conjunto de los subconjuntos difusos de R con a-cortes
converos, compactos y no vacios. Dada una pareja de difusos
pertenecientes a dicho conjunto, Z, Be F.(R), la distancia de
Bertoluzza entre ellos viene dada por:

Dy(g, B) = \/ /(0 . [dy(ga,éa)Pda

donde

~ o~

(d (A, Ba)]* = Ai(sup Aq — sup B,)? + Ao(mid A, — midB,)*

+Ag(inf A, — inf B,)?,
con \; € [0,1),@2 1,23y M+ X+ A3=1.

s (o, u) = sup{(u,a) : a € Aa}, ue S Hael01]
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Ademas de los diversos conceptos de esperanza, existen tam-
bién varias extensiones al caso de las variables aleatorias difusas
del concepto de mediana, algunos de ellos basados en la espe-
ranza de Fréchet. Como ejemplo tenemos el trabajo de Sinova
et al. ([91]), donde se define la mediana de un nuimero aleato-
rio difuso como la esperanza de Fréchet del mismo con respec-
to a la distancia entre nimeros difusos dada por pl(A B)

2f0 ]mfA me ]—|—|supA —supB |dav.

2.2. El centroide.

El objetivo de esta seccién es proporcionar una generaliza-
cion del concepto de medida de tendencia central para conjun-
tos aleatorios y variables aleatorias difusas. Esta generalizacion
engloba algunas propuestas anteriormente ([84, 91], y aporta al-
gunas ventajas adicionales en algunas situaciones concretas.

Definicién 23 Sea T : Q — F una funcidn definida sobre un
espacio probabilistico (2, A, P), con F pudiendo ser el universo
U, sus partes nitidas p(U) o bién sus partes difusas F(U). Sea
d una medida de “diferencia” entre pares de elementos de F. Se
denomina centroide de T’ con respecto a d, si existe, al elemento

de F definido como

Cy(T) = arg (%E[d@, )

El centroide estd bien definido siempre que la aplicacion g(w) =
d(I'(w), A) sea A ® A — Pr medible VA € F, donde Pr es la

o-dlgebra de Borel en R. En caso de existir, puede no ser unico.
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A la hora de buscar el centroide de una variable exigiremos,
por convenio, que éste sea de la misma naturaleza que las image-
nes de la variable. Es decir, si las imagenes son elementos de U,
el centroide también sera un elemento de U. Si estamos ante un
conjunto aleatorio, de modo que sus imagenes son subconjuntos
nitidos del universo, también ha de serlo el centroide, no per-
mitiéndole que sea un conjunto difuso. Mas adelante estaremos
en condiciones de ilustrar con un ejemplo cierta situaciéon que
podria darse si no consideraramos este convenio.

El centroide de una variable aleatoria difusa (y, como caso
particular, de un conjunto aleatorio) sera, en cierto modo, anélo-
go a la esperanza de Fréchet de esa variable pero con respecto
a una medida de diferencia, que no ha de ser necesariamente
una distancia. Bastard con que cumpla alguno de los axiomas
generales y de diferencia vistos en la secciones 1.2.1 y 1.2.3 del
capitulo 1. Cabe destacar que, para obtener el centroide de una
variable, no serd necesario que el universo de definicién de la
misma sea numeérico, lo cual supondrd una gran ventaja en de-
terminados experimentos.

Tal como hemos mencionado, este nuevo concepto supone una
generalizacion de otros ya existentes. Por ejemplo, escogiendo la
medida adecuada, el centroide extiende los conceptos de media,
mediana y moda de una variable aleatoria clasica X, como po-
demos ver a continuacion:

1, siz#y;
0, six=uy,
el centroide asociado coincide con la moda de la variable X.

= Si X es discreta y consideramos dy (z,y) = {

= Sila variable toma sus valores en R y consideramos dy(z, y) =
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|z—1y|?, el centroide coincide con la esperanza de la variable.

= Sila variable toma sus valores en R y consideramos ds(x,y) =
|z — 1y, el centroide coincide con la mediana de la variable.

Esbocemos brevemente la demostracién de estas afirmacio-
nes. El centroide de la variable discreta X con respecto a d; es
el elemento y que hace minima la suma >, di(z;, y) P(X = ;),
donde x4, ..., z, son los distintos valores que toma la variable
X. Dado que di(x;,y) valdré 1 en aquellos casos en los que y sea
distinto de z;, y cero en caso contrario, la suma que deseamos
minimizar es la suma de las probabilidades de aquellas imagenes
de X que son distintas de y. Se hace minima por tanto cuando
y coincide con el valor que X toma con mayor probabilidad (de
modo que “eliminamos” de la suma esa probabilidad). Es decir,
el centroide de X es su moda.

En cuanto al centroide de una variable X con respecto a la
medida dy, serd por definicién arg (miny E(|X — y|2)>; es cono-
cido que el elemento que verifica tal condicion es la esperanza
de la variable. De forma similar, el centroide de una variable
X con respecto a do es arg (ml’ny E(|X - y\)), elemento que se

corresponde con la mediana de la variable.

Ademas, es obvio que el centroide generaliza la esperanza de
Puri y Ralescu ([84]), asi como el concepto de mediana para va-
riables aleatorias difusas estudiado por Sinova et. al ([91]).
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2.2.1. Propiedades del centroide

Algunas propiedades del centroide podran ser estudiadas en
funcion de los axiomas verificados por la medida de diferen-
cia considerada. Otras, sin embargo, estaran relacionadas con la
forma concreta de la medida, por lo que deberan ser estudiadas
para cada caso concreto. En este trabajo se han analizado al-
gunas propiedades generales (o la ausencia de ellas) y, a modo
de ejemplo, las propiedades verificadas por el centroide con res-
pecto a la distancia de Hamming. La eleccion de esta distancia
se debe a que verifica la mayor parte de los axiomas generales
y de desigualdad analizados en el capitulo 1 (secciones 1.2.1 y
1.2.3), asi como al hecho de que esta distancia puede utilizarse
en conjuntos no NUMEricos.

[.S. Molchanov realiza en uno de sus articulos ([73]) una cla-
sificacién de las propiedades de la esperanza de un conjunto
aleatorio que considera “razonables”, dividiéndolas en 3 grupos.
El primero de ellos es el de las propiedades relacionadas con las
relaciones de inclusion, que enumeramos a continuacién. Aun-
que el autor considera en su trabajo unicamente los conjuntos
aleatorios, adaptamos estas propiedades a nuestro contexto, con-
siderando una variable aleatoria difusa.

Al SiT es determinista, es decir, N(w) = A para todo w € Q,
entonces E['] = A.

A2 Si ACT cs., donde A € F(U), entonces A C E[I].

A3 SiT C A cs. donde A € F(U), entonces E[T] C A.

A4 SiT C TV cs., entonces E[I'] C E[I"].
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A continuacion estudiaremos qué propiedades de entre las
mencionadas verifica el centroide.

Proposiciéon 12 Sea (2,.A, P) un espacio probabilistico. Sea d
una medida de diferencia sobre un conjunto U que toma valores
positivos. Entonces:

1. Si d verifica el axioma D3, el centroide verifica la propiedad
Al. Es decir, el conjunto imagen de la variable aleatoria
difusa es uno de sus centroides, pero puede no ser unico.
Si d verifica el axioma D3*, se da ademds la unicidad del
centroide.

2. 81 d verifica el axioma D5, al menos uno de los centroides
verifica la propiedad A2 (en caso de que no haya unicidad
del centroide, no todos los centroides verifican la propiedad
A2 necesariamente).

3. St d verifica el axioma D/, al menos uno de los centroides
verifica la propiedad A8 (en caso de que no haya unicidad
del centroide, no todos los centroides verifican la propiedad
A3 necesariamente).

Demostracion:

1. Seal : Q) — F(U) una variable aleatoria difusa constante,
es decir, I['(w) = A para todo w € Q. El centroide de T es,
por definicién,

Oy(T) = arg (ég?m Eld(T, E)]).

Dado que I es constante, tenemos que

Cy(T) = arg (ngj | Eld(A, B’)]).
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Si la medida de diferencia d verifica el axioma D3, el minimo
se alcanza en Z, dado que la diferencia seria 0. Por tanto,
A serfa un centroide, pero no necesariamente el tinico, ya
que pueden existir otros conjuntos de modo que su diferen-
cia respecto a A sea 0. Sin embargo, si d verifica el axioma
D3*, esto no serfa posible, siendo A el tnico centroide de T.

. Dado que A CT cs, y debido al axioma D5, se verifica

que
d(f(w),Cd(f) uZ) < d<f(w),0d(f)> cs.

Por tanto, E[d(f,Cd(f) U Z)] < E[d(f,Cd(f))]. Pero

por definicién del centroide, E|d (f, C’d(f‘)>] debe ser me-

nor o igual que E[d(f’,é)] para cualquier subconjunto

BeF (U). En total, ambas esperanzas son iguales, lo que
nos indica que Cy(I') U A también es un centroide de la
variable T'. Por tanto, el conjunto A esta contenido en al-
menos uno de los centroides de I.

. En este caso I' € A c.s. unido al axioma D4 nos conduce,

de forma andloga a la propiedad anterior, a la desigualdad
E[d(f, C4(T) N ﬁ)} < E[d(f, Cd(f))] ¢s.

Por el mismo razonamiento, vemos que se verifica A3 para
al menos uno de los centroides. [
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Veamos ahora que, en caso de que el centroide no sea tunico,
no todos los centroides de un conjunto aleatorio verifican las
propiedad A2 y A3, mediante los siguientes contraejemplos.

Ejemplo 15 Consideremos un espacio probabilistico arbitrario
(Q,A, P), y un universo finito U = {xy,x9, x3,x4}. Considere-
mos la medida de diferencia d entre pares de subconjuntos nitidos
de U dada por d(B,C)=0si BNC #0 yd(B,C) =1 en otro
caso. Esta medida verifica el axioma D5. Sea I' : Q — p(U)
un congunto aleatorio constante con imagen I'(w) = {x1, T2, x3}
Vw € Q. Sea A = {1, 23}. Entonces A C I'(w) Yw € Q. No eis-
te unicidad del centroide de I': todo aquel conjunto que minimice
su diferencia con el conjunto {xy,xs, 3} es centroide, y esto su-
cede con todos aquellos subconjuntos que tienen interseccion no
vacia con €l (ya que la diferencia es entonces 0). Asi pues, el
conjunto {x3} es un centroide de I" y no contiene al conjunto A.

Ejemplo 16 Consideremos el mismo espacio probabilistico y el
mismo conjunto U del ejemplo anterior. Consideremos la me-
dida de diferencia d entre pares de subconjuntos nitidos de U
dada por d(B,C) =1 si B° = C y d(B,C) = 0 en otro caso.
Esta medida verifica el axioma D4. Consideremos el conjunto
aleatorio constante I' : 0 — ©(U) con imagen I'(w) = {x1, z2}
Vw € Q. Sea A = {z1,20,23}. Entonces A D I'w) Yw € Q.
No existe unicidad del centroide de I': todo aquel conjunto que
minimice su diferencia con el conjunto {x1,x9} es centroide, y
esto sucede con todos los subconjuntos de U a excepcion de su
complementario (el conjunto {x3,x4}). Por tanto, el conjunto
{~x4} es un centrotde de I' y sin embargo no estd contenido en

A.
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En cuanto a la relacion de contenido existente entre dos varia-
bles, no ha de ser necesariamente “heredada” por sus centroides.
Es decir, el centroide no verifica, en general, la propiedad A4 con-
siderada por Molchanov ([73]). Tlustremos este hecho mediante
el siguiente contraejemplo.

Ejemplo 17 Consideremos los conjuntos finitos Q@ = {w1,ws}
y U = {x1, 29,23}, la o-dlgebra A = p(Q) y una probabilidad
P arbitraria sobre ella. Sea d la medida de diferencia para sub-
conjuntos nitidos de U dada por: d(A,B) =1 si ANB =10y
d(A,B) = 0 en otro caso. Esta medida verifica todos los azio-
mas generales y de diferencia estudiados en las secciones 1.2.1
y 1.2.3, a excepcion de los axiomas D3*, D4 y D7. Por lti-
mo, consideremos dos conjuntos aleatorios I't, 'y : Q — (U)
dados por: T'1(w1) = {w1}, I'i(wa) = {2} y Ta(wr) = {z1, 73},
[o(we) = {x9,x3}. Podrdn ser considerados centroides de un
conjunto aleatorio con respecto a d todos aquellos subconjun-
tos de U con interseccion no vacia con todas y cada una de las
imagenes de dicho conjunto aleatorio. Elyjamos entre ellos, por
convenio, el de menor cardinalidad. Ast, Cy(I'1) = {x1, 22} y
Cq(Ty) = {x3}. Por tanto, T'y C T's y sin embargo la intersec-
cion de sus centroides es el conjunto vacio.

Veamos un ejemplo mas, en este caso considerando una métri-
ca como medida de desigualdad para el calculo de los centroides.
De nuevo, este ejemplo deja patente el hecho de que la relacion
de contenido entre dos conjuntos aleatorios no es heredada por
sus centroides, ya que incluso pueden tener interseccion vacia.
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Ejemplo 18 Consideremos la distancia euclidea entre interva-
los cerrados no vacios de [0, 1],

e ([an, 1], a2, 22]) = V(a2 — P+ (b — b1 )%

A partir de esta distancia, definimos una medida d para pares
de intervalos cerrados de [0,1] y el vacio. Esta medida coinci-
dird con la distancia euclidea en los pares de intervalos cerrados
no vactos. Por otro lado, la distancia de un intervalo respecto al

vacio serd d<@, [a,b]) = d([a, b],@) =2, Va,bc [0,1],a <b

y d(0,0) = 0. Puede comprobarse facilmente que d también es

una métrica.

Consideremos el conjunto = {wi,ws}, la sigma-dlgebra
(Q) y la probabilidad sobre ella dada por P({w1}) = P({ws}) =
. Constderemos dos conjuntos aleatorios definidos sobre €2, I'y

I's, con espacio de llegada el de los intervalos cerrados de
[0,1] y el conjunto vacio. El primero de ellos vendrd dado por
'i(w1) = [0,1,0,2] y T'i(wy) = 0. El sequndo estard definido
como T's(wy) = [0,0,5] y Iy(we) = [0,7,0,8]. De este modo,
['1(w) C IM'y(w) para todo w € Q.

£
1
2
Yy

Sin embargo, esta relacion de contenido no es verificada por
sus centroides. Para I'y, el centroide es el conjunto v que mini-
miza d([0,1,0,2],7v) + d(0,v) (notar que ambos elementos de {2
tienen la misma probabilidad). Dado que la seqgunda distancia es
1 para cualquier conjunto v, debemos minimizar d([0,1,0,2],7).
Es obvio entonces que el centroide de I'y con respecto a d es
Cq(T'1) =10,1,0,2]. En cuanto a 'y, deberemos minimizar la es-
peranza E[d(Ty,7)]. Dado que la distancia de las imdgenes de
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Ty al vacio es la mayor posible, \/2, sabemos que el centroide
no puede ser el vacio. Por tanto, calculamos el minimo entre
los intervalos no vacios de [0,1], de modo que las distancias de
las 1mdgenes del conjunto aleatorio al conjunto v calculadas en
la esperanza, coinciden con las distancias euclideas respectivas.
Es decir, el centroide de I's con respecto a d coincide con el
centroide con respecto a la distancia euclidea, d.. Y este ultimo
coincide con la esperanza de Aumann de I'y, siendo por tanto
Cq(Ty) = 10,35, 0,65].

En total, tenemos que I'1(w) C T'y(w) para todo w € Q, pero
sus centroides (Cy(I'1) = [0,1,0,2] y Cy(I'y) = [0,35,0,65]) tie-
nen interseccion vacia.

Otra de las propiedades consideradas por Molchanov ([73]) es
la de la homogeneidad. En el caso de una variable X que toma
valores en la recta real, su esperanza verifica que E[\ - X] =
A - E[X], con A € R. Molchanov considera que es razonable que
la esperanza de un conjunto aleatorio verifique esta propiedad.
Sin embargo, este hecho no es necesariamente verificado por el
centroide de una variable aleatoria difusa; inicamente podemos
afirmar que serd asi en el caso de que la medida de diferencia con-
siderada verifique d(\- A, A- B) = A-d(A, B). Como contraejem-
plo, podemos tomar la medida de diferencia d considerada en el
ejemplo 8 del capitulo 1. Para dicha medida, E[\ - X| = F[X].
Por otro lado, el producto por un escalar puede no tener sentido
en algunos espacios, mientras que precisamente una de las gran-
des ventajas del centroide es el hecho de que puede ser utilizado
en universos de cualquier caracter, incluso en aquellos en los que
no esta definido el producto de sus elementos por escalares.
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Como hemos mencionado con anterioridad, puede ser compli-
cado analizar en general las propiedades del centroide respecto
a una medida de diferencia, ya que muchas de ellas se basan
en la forma concreta de dicha medida mas que en los axiomas
que verifica. Ademas, algunas de las propiedades habituales de
la esperanza de las variables aleatorias pueden no satisfacerse o
no tener sentido segin el universo de interés y la medida de dife-
rencia empleados. Para medidas concretas si es posible realizar
el estudio. A modo de ejemplo, analizamos a continuacién algu-
nas propiedades interesantes que son verificadas por el centroide
de una variable aleatoria difusa con respecto a la distancia de
Hamming.

Caso concreto: la distancia de Hamming

Para comenzar, es posible proporcionar una férmula general
para la obtencion del centroide de una variable aleatoria difusa
con respecto a la distancia de Hamming, como queda reflejado
en el siguiente resultado. En él se ha tenido en cuenta la exi-
gencia de que el centroide tenga la misma naturaleza que las
imagenes de la variable, a la cual hicimos mencion en su defini-
cién.

Proposicion 13 Sea (2, A, P) un espacio probabilistico. Sea U
el universo en estudio. Sea dgqm la distancia de Haomming entre
subconjuntos difusos de U.

1. 51 X : Q — U es una variable aleatoria discreta, el con-
Junto de sus centroides con respecto a la distancia de Ham-
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ming coincide con el conjunto de modas de la variable. El
centroide de X es unico si y solo si X es unimodal.

. SiD:Q — p(U) es un conjunto aleatorio con un nimero

finito de imagenes, su centroide es el conjunto
Cyo (L) ={x € U : Fr({z}) > 0,5} € p(U)

donde P} es la probabilidad superior de Dempster del con-
Junto aleatorio.

. 8iT : Q — F(U) es una variable aleatoria difusa que toma

un numero finito de imdgenes, su centroide es el conjunto
difuso Cq,,. (I') € F(U) cuya funcion de pertenencia viene
dada por

Ctnan(D)(@) = Me(F1(2), 32(a), . Fulx) )

donde Me representa la mediana y los subconjuntos difusos
de U 71,7, ...,7 € F(U) son las n imdgenes de la varia-
ble aleatoria difusa.

Demostracion:

1. Partimos de una variable aleatoria X : {2 — U tomando

un numero finito de valores x1, xo, . . ., x,,. Representaremos
por pi1, pa, . . ., Pn las respectivas probabilidades de cada uno
de dichos valores. Debemos tener en cuenta que la distan-

cia de Hamming entre elementos del conjunto U viene dada
0, six=uy;
. d — Y ] I
por Ham(xay) { 2, six ?é Y.
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Por definicion, el centroide sera el siguiente elemento de U:

Cay.. (X) = arg <m1’nE[dHam(X, a:)})
zeU
Por otro lado, E[dHam(X, :c)] = >0 dgam(zi, ) - pi =
2 iataDi = 2(1 — P(X = z)). Por tanto, se alcanzard el
minimo cuando P(X = x) sea méximo, es decir, cuando x
sea la moda de la variable.

2. Consideremos ahora un conjunto aleatorio I' : @ — p(U)
que toma los valores v1,72,...,7, € @(U) con probabili-
dad p1,po,...,p, respectivamente. Debemos recordar que
diram(A, B) = tAAB VYA, B € p(U).

El centroide sera el conjunto
Ctyan = 18 (i1 E[dpgan(T,7)] ) =
dHam arg 72%1(%) |: H ( 7)i|

n

arg (vmin Z dtram (Vi, ) 'pi>

€p(U) “—

Podemos expresar la distancia de Hamming del siguiente
modo: dgam(Vi,y) = Zle d;(vi,7), donde

1, stz €yl
dj(vi,7) = { 0, en otro caso.
De este modo,

n k

E[dnan(T,7)] = 3 (Zdy‘(%’y)> pi =

i=1  j=1
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Buscaremos, para cada j € 1,2,...,k, el valor de vy(z;) que
minimiza la suma en el indice #:

n .

S e Diy Slxj &y
E d](fway)pl{ ey € J —
=1

{ Pr({z;}), st & 7

1 Pi({z;}), sia;en

Donde Py denota la probabilidad superior de Dempster pa-
ra [, es decir, P{(A) = P<{w ceQ :T(wnNA# @})

Para cada j € 1,2,...,k, si Pf({z;}) < 0,5 es obvio que
Pi({z;}) <1—P:({z;}). Perosi P({z;}) > 0,5 el menor
de los dos es 1 — Pr({z;}).

De todo esto se deduce que

Cay.. (D) ={2x €U : Pr(xz) > 0,5}.

. Consideremos ahora una variable aleatoria difusa I' que

toma los valores 1,%2,...,7%, € F(U) con probabilidad
P1, P2, - - -, Do TESPEctivamente. Debemos recordar que la dis-
tancia de Hamngng entre conjuntos difusos es dyam (A, B) =

Sr_ 1 |A(x;) — B(x;)| VA, B € F(U).
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El centroide de T serd por tanto:

CdHam(f) = arg ( min E[dHam(fﬁ)D

YeF(U)
= d am\ Vi, Y )
SIETS e
= arg (_min Z(Zm 7) =A(@)l) - p) =
1=1 7=1
( mln Z (Z i) — 3 (w;)] - pz))
]:1 =1

Para cada j € 1,2,...,k, el valor de y(x;) que hace mini-
ma la suma Y, [3i(z;) — F(z;)] - pi es la mediana de los
valores 7;(z;), i = 1,2,...,n. Por tanto el centroide de I

con respecto a la distancia de Hamming es el conjunto difu-
so Cy,.. (I') cuya funcién de pertenencia viene dada, para
j=1,2,... k, por

Citon (D)) = Me(F1(2), Ro(a), - Fnay) ). O

Ahora que conocemos la expresion del centroide para la dis-
tancia de Hamming, la utilizaremos para ver un ejemplo de la
situacion que puede darse en el caso de que permitiésemos al
centroide de una variable aleatoria ser un conjunto en lugar de
un elemento. Para ello, consideraremos dos medidas de diferen-
cia entre subconjuntos de un universo U. La primera de ellas,
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como hemos indicado, sera la distancia de Hamming. La segun-
da, d, estard definida como d(A,A) =0y d(A,B) =1si A # B,
VA, B C U. Si nos restringimos a conjuntos unipuntuales, es
decir, vemos d y dg., como distancias entre elementos de U,
tenemos que dgam(x,y) = 2d(x,y). Consideremos una variable
aleatoria X : 2 — U. Dado que las imagenes de X son elemen-
tos de U, y que la distancia de Hamming entre ellas serd 2 veces
la diferencia si consideramos d, parece deseable que los centroi-
des de la variable con respecto a ambas medidas sean iguales. Si
imponemos que ambos centroides sean elementos de U, coinci-
den y son la moda de la variable (en el caso de que la variable
no fuese unimodal, la variable tendria varios centroides, pero los
mismos para las dos distancias). Sin embargo, si permitimos que
estos centroides sean conjuntos, obtenemos lo siguiente:

.- Oy (X) = arg(minAgUE[dHam(X, A)]) —{reU
P(X = z) > 0,5}, es decir, el conjunto de las imagenes
de X con probabilidad superior a 0,5, o bien el vacio si no
existiese ninguna.

n Cy(X) = {2z e U : P(X = 2) = mixyey P(X = y)},
es decir, el conjunto formado por todas las modas de la
variable X, o bien el vacio si no existiese ninguna.

En este segundo caso, es obvio que puede no haber ningtun
tipo de relacion entre los centroides. Si, por ejemplo, la moda de
la variable fuese tnica, y apareciese con probabilidad 0,4, el cen-
troide respecto a d seria el conjunto formado por ese elemento,
mientras que el centroide con respecto a la distancia de Ham-
ming seria el conjunto vacio.
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Pasemos a analizar algunas propiedades interesantes verifi-
cadas por el centroide con respecto a la distancia de Hamming
en la siguiente proposicién. En cuanto a la ltima propiedad,
debemos recordar que tendra sentido uinicamente en los casos
en los que U sea un conjunto cerrado para una multiplicacion
escalar; denotaremos por K el conjunto de dichos escalares. En
cuanto al producto de un escalar por un conjunto difuso pode-
mos considerar, en primer lugar, la definicién clésica, basada en
el Principio de Extensién de Zadeh: dados A € Ky A € F(U),
el conjunto difuso AA viene dado por la funcion de pertenencia

(AA)(x) = { gl(%x) i . :

Por otro lado, puede resultar interesante otra interpretacion
del producto, en la que consideraremos K C [0, 00). Vedmoslo
mediante un ejemplo. Consideremos como universo el siguiente
conjunto de idiomas U = {Chino (c), Espanol (e), Holandés (h),
Francés (f), Italiano (i), Inglés (g)}. Sea A un subconjunto di-
fuso de U de modo que g(az) representa el grado de dominio del
idioma x € U que tiene cierta persona de una poblacion. Esta
persona esta interesada en mejorar su conocimiento de los idio-
mas de los que tiene ya ciertas nociones (es decir, aquellos para
los que la funcién de pertenencia es mayor que 0). Realiza una
serie de cursos, hasta llegar a dominar cada idioma el doble de
lo que lo hacia al principio. El conjunto que representa su grado
de conocimiento de los idiomas de U al finalizar su formacion es

24, donde (24)(z) = min{1,2 - A(z)}.
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En la siguiente proposicion se han tenido en cuenta las dos in-
terpretaciones posibles del producto de un difuso por un escalar,
verificandose la propiedad en ambos casos.

Proposiciéon 14 Sea (2, A, P) un espacio probabilistico. Sea U
el universo en estudio. Sean I',I" : Q@ — F(U) dos variables
aleatorias difusas. Sea dyqm la distancia de Haomming entre sub-
conjuntos difusos de U. Se verifican las siguientes propiedades:

a) SiT(w) = A Vw € Q, entonces Cy, () = A.
b) SiT C T entonces Cy,, (T') C Cy,. (IV).
¢) Cq,. (AT) =\-Cy,. (T) para todo \ € K.

Demostracion: Las dos primeras propiedades son obvias por
la propia expresion del centroide.

Probemos ahora la veracidad de la propiedad c). Dado que el
producto de un escalar por un conjunto difuso admite (al menos)
dos definiciones, consideraremos por separado ambos casos:

1. Consideremos un conjunto aleatorio I' : 2 — p(U).Tenemos
que
ATD(w)={A-z:zel(w)}
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Teniendo esto en cuenta, asi como la definicion del centroide
para un conjunto aleatorio, podemos ver que

1 1
2 € Cuy,, (A1) & P({52}) > 05 & s € Cuy,, (D)

ST EeEN CdH(wn(F)'

2. Consideremos una variable aleatoria difusa T : @ — F(U).
Para cada elemento w € Q, [A\-T](w) = A - [[(w)]. Pode-
mos interpretar ese producto de dos formas, como ha sido
indicado anteriormente:

= Si (A-A)(z) = A(X - z), entonces:
(Cayn - D] () =
Me((A-T)(@n)(@), (A-D)(w@)(@), .., A D) (wn) (@) =
Me(Fln(y - o), Py o), Tl o)) =
Cupon (D)5 ) = - Cay (D)) Vi € U

~

= Si(A- AV) (z) = min{1,\- (A(z))}. Entonces:



86 CAPITULO 2. EL CENTROIDE Y LA D-VARIACION

2.3. La d-variacién o d-dispersiéon de una va-
riable aleatoria difusa

Una vez generalizado el concepto de medida de tendencia cen-
tral, es natural buscar una generalizacion de la idea de medida
de dispersion al caso de las variables aleatorias difusas. La va-
rianza de una variable con imagenes reales X puede obtenerse
como la esperanza de la variable (X — E(X))?, siendo necesario
para este calculo la existencia de la esperanza de X. Por otro la-
do, la varianza de X también puede ser obtenida como la mitad
de la esperanza de la variable (X; — X3)?, donde X; y X5 son
dos copias idénticamente distribuidas de X. De este modo no es
necesaria la existencia y el célculo de la esperanza de la variable
X. Sustituyendo la diferencia entre variables por una medida
de desigualdad arbitraria, obtendremos dos generalizaciones de
la varianza, correspondientes a las dos formulaciones anteriores.
Ademas, no sera necesario para su obtencion que el universo de
discurso sea numeérico.

Antes de introducir la primera de las mencionadas generaliza-
ciones, comenzaremos por un concepto mas general ain, basado
en medidas de comparacion genéricas.

Definicién 24 Sea (Q, A, P) un espacio probabilistico. Sea T :
Q — F(U) una variable aleatoria difusa definida sobre él. Sean
Iy y Ty dos copias (idénticamente distribuidas) de T. Sea m
una medida de comparacion entre subconjuntos de F(U). La
m-comparacién esperada de ', denotada por V,,(I'), se define
como:

V(D) = Elm(T,T5)]
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donde la esperanza anterior se calcula con respecto a la distri-
bucion de probabilidad producto P ® P definida en A® A. Esta
cantidad estd bien definida siempre que la aplicacion g(w,w’) =
m(T1(w), Ta(w)), ¥ (w,w) € Q x Q sea A® A — Br medible.

La definicién anterior generaliza varios conceptos conocidos,
como ilustramos a través de los siguientes ejemplos.

Ejemplo 19 Consideremos una poblacion finita ) y el conjunto
de idiomas U = {Chino (c), Espanol (e), Holandés (h), Francés
(f), Italiano (i), Inglés (g)}. Consideremos la aplicacién multi-
valuada T' : Q — p(U) que asigna a cada persona w € ) el
subconjunto de los idiomas de U que puede hablar con fluidez.
Supongamos que todos los individuos de la poblacion pueden ha-
blar al menos uno de los idiomas de U, de modo que las todas
las imdgenes de I' son no vacias. Utilizando diversas M -medidas
de comparacion (véase la definicion 8 en la seccion 1.3.3) obte-
nemos informacion interesante sobre I':

. Fygemos un subconjunto arbitrario D C U. Consideremos

la medida de comparacion sy tal que G5, se define como
Gs, (A, B,C) =max{M (AN B), M(AN B}, donde

1 siEND#A0,

0 en otro caso.

M(E) = {

La medida de comparacion esperada de T', Vi ('), coincide
con la probabilidad superior de Dempster de D y representa
la proporcion de personas de la poblacion que hablan alguno
de los idiomas incluidos en el conjunto D. Si, por ejemplo,
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D es igual a {f}, entonces Vi, (I') representa la proporcion
de personas que pueden hablar, al menos, francés.

Fiyemos de nuevo un subconjunto arbitrario D C U. Consi-

deremos la medida de comparacion sy tal que G, se define
como G, (A, B,C) =min{M (AN B), M(AN B°)}, donde

1 s BECD,

0 en otro caso.

M(E){

La medida de comparacion esperada de I', Vi, ('), coincide
con la probabilidad inferior de Dempster de D y represen-
ta la proporcion de personas de la poblacion que no hablan
ningun idioma que no esté inclutdo en D.

Consideremos ahora la medida de comparacion s3(A, B) =
#(ANB). La medida de comparacion esperada Vy, (I') cuan-
tifica (en media) la capacidad de comunicacion entre pares
de personas de la poblacion.

Consideremos ahora la distancia de Hamming, que es una
medida de comparacion, dgem(A, B) = #(AAB). La medi-
da de comparacion esperada de I, Vy, ('), representa un
grado de divergencia sobre las habilidades comunicativas de
la gente de la poblacion en estudio.

Ejemplo 20 El ejemplo anterior puede ser modificado si dis-
ponemos de una informacion mds refinada acerca de las habili-

dades comunicativas de la poblacion. Podriamos considerar una
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variable aleatoria difusa r:0— F(U) para representar esas
habilidades. El valor de la funcidn de pertenencia T'(w)(z) re-
presentard el grado de preferencia ([39]) en una escala del 0
al 1 para el idioma x € U. Entonces T'(w)(z) > '(w)(z') indi-
card que la persona w prefiere hablar el idioma x frente a x’, por-
que esta mas familiarizada con él. Dichos grados de preferencia
pueden determinarse como una funcion de los niveles MCERL,
por ejemplo.

Para cierta medida de comparacion especifica, en la que no
entraremos aqui dado que la medida concreta no tiene interés,
la comparacion esperada de r representa un grado esperado de
diferencia respecto a las habilidades comunicativas entre un par
de personas de la poblacion.

Ejemplo 21 Consideremos un conjunto de dias, €2, y la aplica-
cion multivaluada T' : Q@ — p(R), donde I'(w) = [L(w), U(w)]
representa el intervalo de minima y mdrima temperatura alcan-
zadas en Gijon en la fecha w € (). Diversas medidas de com-
paracion esperadas (en las que no entraremos en detalle aqui)
proporcionan diferentes medidas informativas de interés: la va-
rianza de las temperaturas minimas, la varianza de las tempera-
turas mdximas, una mezcla (una combinacion lineal) de ambas
vartanzas, la varianza de las amplitudes de los intervalos, la
proporcion de dias en los que la temperatura minima sobrepasa
cierto limate, la varianza de los puntos medios de los intervalos,
etc.

Cabe destacar el caso concreto en el que la medida de com-
paracién es una media de diferencia. Este extiende algunas no-
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ciones clave existentes en la literatura, como veremos a conti-
nuacion.

Definicién 25 Sea (2, A, P) un espacio probabilistico. Sea T :
Q — F(U) una variable aleatoria difusa definida sobre él.
Sean Ty y Ty dos copias (idénticamente distribuidas) de T'. Sea
d una medida de “diferencia” entre subconjuntos de F(U). La
d-variacién o d-dispersién de T, denotada por Vd(f), se define
como:

Va(l') = Eld(T'y, T)]

donde la esperanza anterior se calcula con respecto a la distri-
bucion de probabilidad producto P ® P definida en A® A. Esta
cantidad estd bien definida siempre que la aplicacion g(w,w') =
AT (w), To(w), ¥ (w,w') € Q2 x Q sea AR A— g medible.

Por un lado, la d-variacion extiende el concepto de entropia de
una variable aleatoria. Sea I' una variable aleatoria difusa cuyas
imagenes son conjuntos nitidos unipuntuales y que, por tanto,
se puede identificar con una variable aleatoria clasica X. Supon-
gamos que el universo de llegada es finito, U = {xy,...,z,}. Si
consideramos como medida de diferencia la distancia de Ham-
ming, dgam(A, B) = #AAB, entonces la d-variacién de T es 2
veces la entropia de X:

By @) =D du{ai}y {x)pi - pj = 2(1 - ZP?)a (2.1)

i=1 j=1

donde p; denota la probabilidad P(X =z;),i=1,...n.
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Por otro lado, la d-variacion extiende algunos conceptos exis-
tentes de varianza escalar de una variable aleatoria difusa ([19]).
Podemos encontrar en la literatura reciente diversas métricas y
pseudo-métricas definidas en la familia de los conjuntos difu-
sos, como la ya ampliamente comentada distancia de Hamming,
la pseudo-métrica de Puri-Ralescu?®([84]), as{ como otras fami-
lias de métricas propuestas por C. Bertoluzza ([7]), R. Korner
([60]) o W. Trutschnig ([92]), definidas para familias especificas
de conjuntos difusos convexos.

Si construimos la siguiente medida D = %2 donde d es cual-
quiera de las (pseudo-)métricas mencionadas, se extienden los
conceptos existentes de varianza escalar (como los de R. Kérner
[60] o A. Lubiano et al. [66]) mediante la D-variacién correspon-
diente.

Una de las ventajas de la d-variaciéon es el hecho de que puede
ser aplicada incluso cuando las imagenes de la variable aleatoria
difusa no son convexas o no son subconjuntos de R", al con-
trario que las varianzas escalares anteriormente mencionadas, y
ademas no es necesaria la existencia de la esperanza de la varia-
ble para obtener la d-variacion.

Aunque para el calculo de la d-variacién no sea necesario con-
siderar un conjunto difuso “central” con respecto al cual calcular
las diferencias de las iméagenes de la variable, podriamos tener
en cuenta el centroide de la misma. De este modo, puede con-
siderarse una definicion alternativa para cuantificar el grado de

2Puri y Ralescu introducen una métrica en la clase de los subconjuntos difusos de R"
cuyos a-cortes son compactos y no vacios. Esta medida puede ser extendida facilmente a
familias mas generales de subconjuntos difusos como una pseudo-métrica.
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dispersion, analoga a la utilizada en las definiciones de varianza
escalar mencionadas.

Definicién 26 Sea (2, A, P) un espacio probabilistico. Sea I
Q — F(U) una variable aleatoria difusa definida sobre €él. Sea
d una medida de “diferencia” entre subconjuntos de F(U). La
d-variacién o d-dispersién de I' respecto a su centroide, en el

caso de que este exista, denotada por Ve, (I'), se define como:
Ve, (D) = E[d(T, Cy(I))]

Esta cantidad estard bien definida siempre que la aplicacion

g(w) = d(T(w), Cy(I)), Yw € Q sea A — Br medible.

La d-variacion y la d-variacion respecto al centroide de una
variable aleatoria difusa no coinciden necesariamente. Ilustremos
este hecho mediante un contraejemplo.

Ejemplo 22 Consideremos el espacio inicial Q) = {wy,ws, w3}
con la sigma-dlgebra A = p(2) y la distribucion de probabilidad
dada por P({w1}) = 0,1, P({w2}) = 0,6 y P({ws}) = 0,3. Con-
sideremos asi mismo un conjunto U = {x1,x9, T3, x4} y un con-
gunto aleatorio I' : Q@ — p(U) definido como: I'(wy) = {x1, 22},
[(wo) = {mo, x3, 24} y T'(w3) = {w1,23}. El centroide de T' con
respecto a la distancia de Hamming es el conjunto {xa, x3, x4}
La dygam-variacion de I' es 1,56, y la dgqm-variacion con respec-
to al centroide es 1,2.

Ademaés de no coincidir numéricamente, ambas medidas pue-
den tener diferentes interpretaciones. Veamoslo mediante un nue-
vo ejemplo. Consideremos un conjunto aleatorio I' que asigna a
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cada individuo de una poblacién el conjunto de los idiomas que
habla. El centroide de esta aplicacion, con respecto a la distan-
cia de Hamming, es el conjunto de los idiomas que son hablados
por mas de la mitad de la poblaciéon. Considerando la poblacion
de Espana, el centroide serfa el conjunto {espanol, inglés}. La
dpam-variacion de I representa el niimero medio de idiomas que,
al considerar las distintas parejas de individuos, son dominados
por uno solo de ellos y no por el otro. Por otro lado, la dgg,-
variacion respecto al centroide, representa el niimero medio de
idiomas que habla un individuo y no habla més de la mitad de la
poblacién, y viceversa. En este caso, la dg,,-variacion nos pro-
porciona mejor informacion sobre la capacidad de comunicacion
entre dos individuos cualesquiera de la poblacién. Por tanto, si
ese es nuestro objetivo, escogeremos dicha medida de dispersion.
Sin embargo, en otros casos puede ser mas conveniente la utili-
zacion de la variacion respecto al centroide. Por ello no podemos
justificar que, en general, una medida sea mejor que la otra. En
cada caso, el investigador escogera aquella que se adapte mejor
a los objetivos de su trabajo.

En el resto de nuestro estudio, nos centraremos en la d-
variacién, debido a la ventaja que presenta por no necesitar el
calculo del centroide.

2.3.1. Propiedades de la d-variacion

Al igual que sucedia con el centroide, algunas propiedades de
las d-variaciones podran ser estudiadas en funcion de los axio-
mas verificados por la medida de diferencia considerada. Otras,
de nuevo, estaran relacionadas con la forma concreta de la me-
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dida, por lo que deberan ser estudiadas para cada caso. Comen-
zamos viendo algunas propiedades generales.

Proposicién 15 Sea (€2, A, P) un espacio probabilistico. Sea
r:-0— F(U) una variable aleatoria difusa definida sobre él.
Sea d una medida de “diferencia” entre subconjuntos de F(U).
Entonces:

1. Si d verifica el azioma D3 y T es constante, Vy(I') = 0.
2. Si d verifica el azioma D5, Vo(X UA) < Vy(X) VA € F(U).
3. Si d verifica el azioma D4, Vi(XNA) < Vy(X) VA € F(U).

4. Si d verifica el azioma D7, Vy(X) = Vy(X \ NX;) donde
{X;}i es la familia de las imdgenes de la variable.

Demostracién: La demostracion de estas propiedades es obvia.
O

[lustremos el significado de estas propiedades utilizando de
nuevo el conjunto de idiomas de ejemplos anteriores. La prime-
ra de las propiedades significa que la d-variacion es nula cuando
toda la poblacion habla el mismo conjunto de idiomas. Para la
segunda propiedad, supongamos que todas las personas de la po-
blaciéon que no hablan espanol realizan un curso para aprender
dicho idioma. Entonces, la d-variacion debe decrecer. La inter-
pretaciéon de la tercera propiedad es similar; en este caso, todas
las personas de la poblacién deciden utilizar inicamente aque-
llos idiomas que conocen y que se encuentran dentro de cierto
conjunto. Al tomar esa decisién, la dispersién en las habilida-
des comunicativas de la poblaciéon debe disminuir. En cuanto a
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la cuarta propiedad, supongamos que todos los miembros de la
poblacién hablan un determinado conjunto de idiomas y se les
prohibe utilizarlos. La dispersién en las destrezas de comunica-
cion seguiria siendo la misma.

Caso concreto: la distancia de Hamming

A modo de ejemplo, analizamos a continuacién algunas pro-
piedades interesantes que son verificadas por las d-variaciones
de una variable aleatoria difusa con respecto a la distancia de
Hamming.

Proposicién 16 Sea (2, A, P) un espacio probabilistico. Sea U
el universo en estudio. Sea T : Q — F(U) una variable aleato-
ria difusa. Sea dgqm la distancia de Hammaing entre subconjuntos
difusos de U. La dgqm-variacion de la variable aleatoria difusa
T, denotada por Vy, (X)), verifica las siguientes propiedades:

1. T es constante si y solo si Vg, (I')=0.

2. Vg, (a-T) =V, (), Va,b € K. La operacién considera-
da es la resultante del Principio de Extension de Zadeh, es

decir, (- E) (z) = A(3 - ).

3. Vg (a-T)=a-Vy, () si interpretamos el producto de un
escalar por un difuso como (A-A)(z) = min{1, - (A(z))}.

4. Sea g : U — U una aplicacion biyectiva, a partir de la
cual contruimos una funcién G = F(U) — F(U) como
G(A)(z) = A(g~Y(x)). Entonces Vy, (G(T)) = Vy,. ().
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Demostracion:

1. Es obvio que si I es constante, Vy,. (I') = 0. Veamos el
reciproco:

Estamos suponiendo que

Vi (1) = /QXQ dHam (fl(w), fz(w')) d(P® P)(w,w") = 0.

Como la funcién que integramos es no negativa (es una dis-
tancia), que la integral tenga valor 0 implica que la funcién
es constante e igual a 0. Es decir, para cada par (w,w') € Q2,
dHam (f‘l(w), Ty (' )) =0, lo que implica que I es constan-
te.

2. El caso de la variable aleatoria clasica es obvio, ya que en
tal caso la distancia de Hamming esperada solo depende
del conjunto de probabilidades que toma la variable y no

de los valores concretos: Vg, (T) = 2<1—Z?:1 P(I' = xl)>
donde {z1,...,z,} =U.

El caso del conjunto aleatorio y la v.a.d. (considerando el
producto por escalar resultante del principio de extension
de Zadeh) es también inmediato, teniendo en cuenta que
la distancia de Hamming entre dos conjuntos es la misma
distancia existente entre sus imagenes por la funcién f(x) =
Ly,

3. En este tercer caso, con esa interpretacion del producto por
a, es obvio que

dHam (afl(w), af‘g(w')) = |a|dmam (fl(w), fg(d)) :
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de donde se deduce la tesis del resultado.

4. La demostracion de esta propiedad es analoga a la de la
propiedad 2. [
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Capitulo 3

Conjuntos aleatorios rugosos y
variables aleatorias rugosas
difusas

El rapido desarrollo de la teoria de conjuntos aleatorios du-
rante las ultimas cuatro décadas ha sido debido principalmente
a las siguientes aplicaciones: la geometria estocéstica y la re-
presentacion de mediciones aleatorias imprecisas. La geometria
estocastica se ocupa del estudio de estructuras aleatorias como
simples puntos, segmentos o conjuntos cerrados arbitrarios. Por
otra parte, los conjuntos aleatorios resultan ser la representacion
natural a la hora de representar cantidades aleatorias observadas
de forma imprecisa, cuando lo tinico que podemos determinar es
un conjunto de valores que contiene a cada resultado. Cada una
de estas ramas de la teoria de los conjuntos aleatorios esta co-
nectada a cada una de las dos interpretaciones diferentes de los
conjuntos mencionadas en el capitulo anterior (las interpreta-
ciones conjuntiva y disyuntiva ([37, 40]). Tal como senaldbamos
entonces, bajo la primera interpretacién, un conjunto es con-
siderado como un objeto complejo, y proporciona informacién
precisa acerca de una entidad objetiva, mientras que bajo la vi-

99
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sion disyuntiva, el conjunto representa informacién incompleta
acerca de un elemento = del universo. El conjunto “disyuntivo”
E representa el conjunto de posibles candidatos para x, mientras
que todos los elementos que estan fuera de E son considerados
como imposibles.

El concepto de variable aleatoria difusa, de mas reciente apa-
ricién, también admite varias interpretaciones diferentes (ver
[19] para una descripcién detallada de las distintas interpreta-
ciones). Cada una de ellas estd relacionada con cada uno de
los dos enfoques generales de los conjuntos difusos, el éntico
y el epistémico, ya mencionados en el capitulo 2. Tal como
recorddbamos entonces, bajo la interpretaciéon “epistémica” el
conjunto difuso representa cierta informacién imprecisa o in-
completa acerca de un elemento del universo, x € U. El grado
de pertenencia de cada elemento del universo y € U refleja el
grado de posibilidad de que éste coincida con z. En otras pa-
labras, basdndonos en algunos resultados de [27], y teniendo en
cuenta las propiedades de las medidas de posibilidad, nuestra
informacion acerca del elemento x se puede expresar en térmi-
nos de los a—cortes del conjunto difuso de la forma siguiente: la
probabilidad de que el corte de nivel @ contenga a x es mayor o
igual que 1 — a, para cada o € (0, 1]. De forma alternativa, bajo
la interpretacién “ontica”, el conjunto borroso es considerado un
objeto complejo cuyas fronteras estan “difuminadas”. El grado
en que cada elemento del universo contribuye a ese objeto com-
plejo viene dado por su valor de pertenencia.

En este capitulo, combinaremos ambos enfoques, el enfoque
conjuntivo de los conjuntos nitidos y el éntico de los conjuntos
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(borrosos). Por una parte, consideraremos un conjunto aleatorio
conjuntivo (o, en general, una variable aleatoria difusa 6ntica),
cuya distribuciéon de probabilidad queremos caracterizar. Por
otra, asumiremos que disponemos de informacién incompleta
acerca de sus imagenes: partiremos de una relacion de equivalen-
cia determinada por una coleccion de atributos de los elementos
del universo. Si no podemos observar directamente dichos ele-
mentos, sino que solo podemos determinar el vector de valores
que la coleccién de atributos asigna a cada uno de ellos, todos los
elementos que pertenezcan a la misma clase de equivalencia (ca-
da conjunto de elementos asociados al mismo vector de valores
de los atributos) seran considerados indistinguibles o indiscer-
nibles a todos los efectos. De esta forma, nuestra informacion
acerca de cada conjunto (difuso) del universo vendra determi-
nada por una pareja de aproximaciones superior e inferior. La
aproximacion superior de un conjunto nitido es la familia de ele-
mentos que posiblemente pertenecen a él (es decir, la unién de
todas las clases de equivalencia que tienen intersecciéon no vacia
con él). Por su parte, la aproximacién inferior de un conjunto
estara constituido por la coleccion de elementos que pertenecen
a €l con seguridad (la unién de todas las clases de equivalencia
incluidas en el conjunto). Diremos que un subconjunto del uni-
verso es “exacto” cuando sus aproximaciones inferior y superior
coinciden entre ellas, y por tanto, coinciden con él. En caso con-
trario, diremos que el conjunto es “rugoso”. Los conceptos de
aproximacion superior e inferior también se pueden extender al
caso en que el conjunto que se desea aproximar es un conjunto
difuso, de acuerdo con el concepto de conjunto difuso rugoso, tal
CcOMO Veremos en secciones posteriores.
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En este contexto, nuestra informacién acerca del conjunto
aleatorio I' : @ — p(U) estard determinada por la pareja de
conjuntos aleatorios, (I, T'), que asigna a cada elemento w € Q) la
pareja de aproximaciones inferior e superior de I'(w). De forma
mas general, nuestra informacién acerca de la variable aleatoria
difusa estudiada vendrd representada por una pareja de varia-

bles aleatorias difusas, (I',T) a las que denominaremos también
aproximaciones inferior y superior de . Los objetivos princi-
pales de este capitulo son tres: primero, caracterizaremos la in-
formacién disponible acerca de probabidad inducida por I' (o
I'). Esta informacién vendra determinada, en ciertas situacio-
nes, por medio de la distribuciéon conjunta del par formado por
las aproximaciones inferior y superior. En segundo lugar, mos-
traremos la forma general de caracterizar la informacion acerca
de cualquier pardmetro de la distribucién inducida por I, como
su centroide o su dispersién esperada, por ejemplo. En tercer
lugar, trataremos de cuantificar el grado de “falta de exacti-
tud” o “rugosidad” de un conjunto aleatorio y, en general, de
una variable aleatoria difusa, cuando la informacién acerca de
ella viene “granularizada” de la forma que acabamos de explicar.

3.1. Conceptos preliminares

3.1.1. Conjuntos aleatorios

Consideremos un espacio de probabilidad (£2,.4, P) y un es-
pacio medible (U, A"). Tal como indicdbamos en el capitulo an-
terior, se denomina conjunto aleatorio a una aplicaciéon multi-
valuada I' : 2 — p(U) definida entre ellos, cuando ésta satisface
cierta condicién de medibilidad. En el capitulo anterior hemos
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elegido la condiciéon de medibilidad fuerte, tal como haremos
también en este. Sin embargo, en la literatura se han considera-
do otras condiciones de medibilidad diferentes (consiltense, por
ejemplo, las referencias [13, 54, 59] para una informacién més
detallada).

En este capitulo vamos a considerar, ademas, el concepto de
grafo-medibilidad (véase [54], por ejemplo):

Definicion 27 Consideremos un espacio probabilistico, (€2, A, P),
y un espacio medible, (U, A"). La aplicacion multi-valuada T :
Q — p(U) es grafo-medible si y solo si su grafo, Gr(I') =
{(w,z) : we Qya € I'(w)}, pertenece a la o—dlgebra pro-
ducto A® A'.

El lector interesado puede consultar un estudio detallado
acerca de las relaciones de implicacién entre diferentes condi-
ciones de medibilidad en [54]. Aqui, vamos a recordar algunas
relaciones formales existentes entre las condiciones de grafo-
medibilidad y medibilidad fuerte, en relacién con la estructura
topolégica del espacio final y las propiedades del espacio inicial.
Recordemos que un espacio probabilistico (£2,.4, P) es completo
si todo conjunto nulo es medible. Por otra parte, se dice que un
espacio topoldgico (U, T) es:

= polaco, si es metrizable con alguna métrica d, de forma que
(U,d) es completo y separable.

= Souslin si es la imagen biyectiva de un espacio polaco.

Teorema 1 (/54]) Sean (2, A, P) un espacio probabilistico, (U, T)
un espacio topoldgico y I : Q — ©(U) una aplicacion multiva-
luada. Se verifican las siguientes implicaciones:
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(a) Si T es fuertemente medible y sus imdgenes son cerradas,
entonces es grafo-medible.

(b) Si (2, A, P) es completo, (U,T) es Souslin y I' es grafo-
medible, entonces es fuertemente medible.

Por otra parte, debemos hacer notar que la condicién de me-
dibilidad fuerte puede ser expresada en términos de la medibili-
dad de la funcién I" : Q@ — ©(U) considerada como una funcién
unipuntual que toma valores en la familia de subconjuntos del
espacio final, p(U). Més especificamente, consideremos, para ca-
da B € A, la familia de conjuntos:

op={C CU : CNnB+#0D},

y denotemos por o, a la c—4lgebra generada por la clase {pp :
B € A'}. Podemos observar facilmente que I' es fuertemente
medible si y solo si es A — o, medible (considerada como una
aplicacién unipuntual con valores en p(U)).

Tal como hemos mencionado en el capitulo anterior, las pro-
babilidades superior e inferior de Dempster asociadas a un con-
junto medible B € A’ vienen dadas por las expresiones siguien-
tes:

= La probabilidad superior de B es P,(B) = 258

= La probabilidad inferior de B es P*(B) = 2E5).

Si, ademas, las imagenes de I' son subconjuntos no vacios
de U, entonces la inversa superior de U es el conjunto total €2,
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de manera que las expresiones anteriores pueden escribirse de
forma més simple como sigue:

« P*(B) = P(I*(B)) = P({w € Q : T(w) N B £ 0}).

« P.(B) = P(T.(B)) = P({w € Q : T(w) C BY).

La pareja de probabilidades superior e inferior tiene un claro
significado dentro de la interpretaciéon disyuntiva de los con-
juntos aleatorios. Supongamos que el conjunto aleatorio con
imagenes no vacias I' representa nuestro conocimiento incom-
pleto acerca de una variable aleatoria Xy : 2 — U, es decir,
supongamos que no podemos determinar el valor, Xy(w), aso-
ciado a cada resultado w € (), sino que solo podemos afirmar
que pertenece al conjunto de elementos I'(w). En otras pala-
bras, supongamos que todo lo que sabemos acerca de X es que
es una ‘“seleccién medible” de I'. Bajo estas condiciones, pode-
mos comprobar facilmente que las imagenes superior e inferior
de un conjunto medible arbitrario B satisfacen las siguientes
restricciones:

[\(B)={weQ:INw)CB}C{we: Xow) e B} C

{weQ : T(w)NB#0} =T7(B).

Asi, la pareja de probabilidades inferior y superior de B acotan
a su “verdadera” probabilidad, Py, (B), es decir;

P.(B) < Px,(B) < P*(B), VB € A. (3.1)
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Denotemos por S(I') al conjunto de selecciones medibles de
I

S(I') ={Y : Q@ — U medible con Y(w) € I'(w) Vw € Q},

ysea P(I') ={Py : Y € S(I')} la familia de medidas de proba-
bilidad inducidas por ellas. De acuerdo con la ecuacién 3.1 el con-
junto convexo de probabilidades M (P*) = {P probabilidad

P, < P < P*} incluye a la familia P(I"). El reciproco no es
cierto en general, tal como se muestra, por ejemplo, en [29]. Po-

demos encontrar relaciones formales adicionales entre estas dos
clases de medidas de probabilidad en [69, 70].

En el apartado siguiente, tendremos en cuenta este resulta-
do que indica cierta relaciéon entre las dos familias en el caso
particular de que el conjunto aleatorio sea simple:

Teorema 2 ([28]) Sea (2, A, P) un espacio probabilistico, y sea
(U, A") un espacio medible. Sea T' : Q — ©(U) una aplicacion
multi-valuada definida entre ellos. Si ' : Q — o(U) es simple
(es decir, su nimero de posibles resultados es finito), entonces:

P*(B) = méx P(B) y P.(B) = min P(B).
(B) Prg%)()y (B) ng?r)()

Las probabilidades superior e inferior son duales, en el sentido
de que P*(B¢) =1— P.(B), VB € A’ y, por lo tanto, cada una
de ellas determina univocamente a la otra. Podemos considerar,
de forma alternativa, la medida de probabilidad inducida por el
conjunto aleatorio, P o I'"! : o, — [0,1]. Dicha probabilidad
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inducida surge de forma natural de la interpretacién conjunti-
va (representa la medida de probabilidad asociada a un objeto
aleatorio cuyos resultados son subconjuntos del espacio final), de
la misma forma que las probabilidades superior e inferior tienen
un significado valido dentro de la interpretacion disyuntiva, tal
como hemos aclarado anteriormente. Pero, independientemente
de la interpretacion elegida, existe una conexién formal entre la
probabilidad inducida y la pareja de probabilidades superior e
inferior: podemos comprobar facilmente que la medida de proba-
bilidad inducida, P o I'"! determina a la probabilidad superior,
P*, dado que se satisfacen las siguientes igualdades:

Pol ! (pp) = P(T"'(ps)) = P(I"(B)) = P*(B).

Reciprocamente, la probabilidad superior determina univo-
camente a la probabilidad inducida, P o I'"!, dado que la clase
{p% : B € A’} es cerrada para intersecciones.

Cuando, en particular, las imagenes de la aplicacion multi-
valuada son subconjuntos no vacios de un universo finito U,
existe una relacién formal entre las nociones anteriores y los
conceptos de medidas de plausibilidad y creencia, asi como el
concepto de asignacién basica de probabilidad descritos en la
Teoria de la Evidencia ([90]). Cualquier aplicacion A — p(U)-
fuertemente medible I" : @ — ©(U) es, de hecho, una aplica-
cion A—p(p(U))-medible, vista como una funcién medible clasi-
ca, cuyas imagenes son elementos de o(U). La funcién de masa
inducida por esta aplicacion medible satisface las propiedades
de una asignacion basica de probabilidad. Las probabilidades
superior e inferior, por su parte, satisfacen las propiedades de
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medida de plausibilidad y creencia respectivamente. Denotemos
estas tres funciones por m : p(U) — [0,1], Pl : p(U) — [0, 1]
y Bel : p(U) — [0, 1] y comprobemos este hecho.

Las imégenes de dichas funciones quedan determinadas por
las siguientes expresiones:
»m(C) =PI =C)=P{HweQ: T'(w)=C}), VC €
p(U).
» PI(B)=P{weQ : I'w)nB#0}).
» Bel(B) = Pwe Q : I'(w) C B}).

Resulta sencillo probar las siguientes igualdades:
" m(@) =0, ZCEQ(U) m(C) =1,

u Pl(B) = 20037&@7”(0) y
L] Bel(B) = ZC’QB m(0>7 VB CU.

Por tanto, m, Bel y Pl satisfacen respectivamente las propie-
dades formales de asignacién basica de probabilidad, medida de
creencia y medida de plausibilidad.

A continuacién centraremos nuestra atencién al caso particu-
lar en el que las imagenes de la aplicacion multivaluada pueden
expresarse a través de productos cartesianos. Es decir, conside-
raremos una aplicacion I' = T'y x 'y, donde I'1 : Q — p(U;) y
[y : Q — p(Us) quedan determinados por las proyecciones de
las imagenes de I' sobre U; y Us respectivamente. Estas proyec-
ciones son estocasticamente independientes si su distribucién de
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probabilidad conjunta puede expresarse como el producto de sus
respectivas probabilidades. En tal caso, la probabilidad inducida
por I' puede obtenerse como una funcién de las probabilidades
marginales PoI'['y PoTy" .

Cuando, en particular, los dos universos son finitos, podemos
expresar las respectivas funciones de masa asociadas a I'; y I'y
por medio de sus respectivas asignaciones basicas de probabili-
dad, my : p(Uy) — [0,1] y ma : p(Us) — [0, 1].

Ademas, el conjunto aleatorio I' induce otra asignacion basica
de probabilidad m sobre p(U; x Us), cuyos conjuntos focales son
productos cartesianos. Cuando ambos conjuntos aleatorios, I'; y
['s, son estocasticamente independientes, la asignacion m puede
descomponerse como el producto de m; y mo como sigue:

m(A X B) = ml(A) . mQ(B), VA - Ul,B - UQ.

3.1.2. Variables aleatorias difusas

En el capitulo 2, hemos introducido el concepto de variable
aleatoria difusa como el de una aplicaciéon con valores borrosos,
cuyos a—cortes satisfacen la condicion de medibilidad fuerte. Es-
ta condicion de medibilidad es equivalente a la medibilidad (en
el sentido cldsico) con respecto a cierta o-algebra, como veremos
a continuacion y, por tanto, tendra sentido hablar de la medi-
da de probabilidad inducida en dicha o-algebra por la variable
aleatoria difusa. Consideremos, para cada A € A’, la siguiente
familia de conjuntos:

Fi={FeFU): F,NA#0D}.
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Denotemos por or la o—algebra generada por la clase:
{Fi: Ae A, ael0,1]} C p(F(U)).

Resulta sencillo comprobar que una aplicacion cuyos valores son
subconjuntos difusos del universo U es una variable aleatoria
difusa si y solo si es A — o medible. De acuerdo con la notacién
establecida al comienzo de esta seccién, denotaremos por Pol' ™
a la probabilidad inducida por T sobre oz.

3.1.3. Conjuntos rugosos

Sea Il = {Ay,..., A;} una particién finita del universo arbi-
trario U. Denotemos por R a la relacion de equivalencia asociada
a II. Para un elemento arbitrario € U, [x|g denotara su clase
de equivalencia, es decir, el tinico conjunto de la particion IT al
cual pertenece. Sea C' un subconjunto arbitrario de U.

= La aproximacion inferior de C' es el conjunto formado por
todos aquellos elementos que pueden ser clasificados con
certeza como C' con respecto a R (son verdaderamente C'
con respecto a R), C ={x € U : [z]p C C}.

» La aproximacion superior de C' es el conjunto formado por
todos aquellos elementos que pueden ser clasificados po-

siblemente como C' con respecto a R (son posiblemente C'
desde el punto de vistade R), C = {x € U : [z]gNC # 0}.

= La region frontera de un conjunto C' con respecto a R es
el conjunto formado por todos aquellos elementos que no
pueden clasificarse como C' ni como no-C' con respecto a R,

o\ C.
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Un conjunto formado por elementos indiscernibles (similares)
se denomina conjunto elemental, y forma un granulo (dtomo)
bésico de conocimiento sobre el universo. Cualquier unién de
conjuntos elementales se denomina conjunto preciso o exacto, y
en otro caso el conjunto se denomina rugoso o inexacto.

3.1.4. Conjuntos rugoso difusos

El concepto de conjunto rugoso difuso (fuzzy rough set) fue
introducido por primera vez por Dubois y Prade en 1990 ([38]).
La formulacion actual, que se refiere a un concepto mas gene-
ral, se expresa de la forma que se indica en la definicién 31,
en la que se introducen las nociones de aproximacion inferior
y superior de un conjunto borroso. Para poder introducir estos
conceptos, necesitamos apoyarnos en dos definiciones auxiliares,
que presentamos a continuacién.

Definicion 28 Llamamos relacion de similaridad difusa a toda
funcion R : U x U — [0,1] que satisface las siguientes condi-
clones:

» R(z,z) =1, Yz e U.
» R(z,y) = R(y,z), V(z,y) eU XU
» R(z,z) < min{R(z,y), R(y,2)}, Va,y,z €U

Es bien sabido que el concepto de relacion de similaridad
generaliza el concepto de equivalencia utilizado en el apartado
anterior, en el sentido de que una relaciéon de equivalencia no
es mas que una relacién de similaridad que toma valores en el
conjunto binario {0, 1}. Por esta razén, utizaremos la misma no-
menclatura, R, en ambos casos.
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Definicién 29 Llamamos implicacion difusa a cualquier fun-
cion I :[0,1] x [0,1] — [0,1] que cumple las propiedades si-
gquientes:

» Six <z, entonces I(x,y) > I(z,y),Vy € [0, 1]
n Siy <t, entonces I(x,y) < I(x,t),Vy € [0, 1]

= [(0,y) =1
l](l},l):l
l[(l,O):O

Definicién 30 Llamamos t-norma a cualquier funcion T : [0, 1]x
[0,1] — [0, 1] que satisface las propiedades siguientes:

= T(x,y) =T(y,x), ¥(x,y) €[0,1] x[0,1]

» T(x,T(y,2) =T(T(x,y),2), Va,y,z € [0,1]

n T(z,1) =2

n Six <y, entonces T(x,2) <T(y,z), Vz€0,1]

Ahora ya podemos pasar a definir el concepto mencionado
anteriormente.

Definicién 31 Consideremos una medida de stmilaridad R, una
implicacion difusa, I y una t-norma, T, definidas sobre un uni-
verso U. Consideremos un subconjunto borroso de U, C € F(U).
Llamamos aproximacién inferior de C' al conjunto difuso cuya
funcion de pertenencia viene dada por la expresion siguiente:

Cly) = inf I(R(z,y), Ax)).
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Llamamos aproximacion superior de C' al conjunto difuso cuya
funcion de pertenencia viene dada por la siguiente expresion:

Cly) = sup T((R(z,y), A(x)))

zelU

En la definicién inicial de Dubois y Prade de 1990 ([38]), se
considerd solamente el caso particular en que 7' era la t-norma
del minimo, y la implicacion difusa venia dada por la expresion
I(z,y) = max{l — z,y}, V(z,y) € [0,1] x [0,1]. Otros auto-
res, como por ejemplo Radzikowska y Kerre ([85]) consideraron
posteriormente familias mas amplias de implicaciones difusas y
t-normas. En este trabajo nos restringiremos a la definiciéon ori-
ginal, y dentro de ella, consideraremos el caso particular en que
R toma valores en el conjunto binario {0, 1}, es decir, el caso en
que R representa una relacion de equivalencia, determinada por
una coleccion de atributos observados sobre los elementos del
universo U, y que ademas determina, al igual que en la secciéon
anterior, una particiéon finita del universo. En esta situacion es-
pecial, se puede comprobar facilmente que las expresiones de las
aproximaciones inferior y superior se reducen a las siguientes:

C(y) = inf C(x)y C(y) = sup C(x). (3.2)
z€ylr z€lylr

Observe el lector que, en el caso particular de que C' sea un
conjunto nitido, las expresiones anteriores se reducen a las ex-
presiones de las funciones indicador de las respectivas aproxima-
ciones inferior y superior del conjunto, estudiadas en la seccion
anterior.
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De forma andloga al caso particular de los conjuntos nitidos,
diremos que el conjunto difuso C es ezacto cuando sus apro-
ximaciones inferior y superior coinciden. En otro caso, diremos
que es Tugoso.

3.2. Conjuntos aleatorios rugosos

Consideremos un espacio probabilistico (€2, .4, P), un espacio
medible arbitrario (U, A") y una aplicacién fuertemente medible
[':Q — p(U). Supongamos ademéds que no podemos observar
directamente los elementos de U, sino que inicamente podemos
observar el valor de cierta coleccion de atributos,a: U — V =
{v1, ..., v}, asignados a ellos. La funcién atributo induce una
particién finita sobre U, Il = {A;,..., Ax}. Sélamente somos
capaces de determinar el indice i € {1,...,k} tal que x € A;,
para cada elemento arbitrario x € U. De acuerdo con este hecho,
unicamente podremos proporcionar las aproximaciones superior
e inferior de los subconjuntos arbitrarios de U. Para cada w € (2,
consideremos las aproximaciones superior e inferior de I'(w),

Fw)={zeU : [z]g CT(w)},

Iw)={z €U : [z]gNT(w) #0}.

Denotemos respectivamente por I' y I las aplicaciones multi-
valuadas que asignan, a cada w € (2, las aproximaciones inferior
y superior de I'(w),

Nw) =T (w),['(w) :=T(w), Yw € Q.

['(w) CT(w) CT(w), Yw € Q.
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A partir de este punto, I v T serdn denominadas aprozima-
cion inferiory superior de I' respectivamente. Denotaremos por
A = (L, T) la aplicacién con imagenes rugosas que asigna, a cada
w € Q, el conjunto rugoso (I'(w),T'(w)). La siguiente definicién
sera fundamental durante el resto del capitulo.

Definicién 32 Consideremos un espacio probabilistico (2, A, P)
y un espacio medible (U, A’). Consideremos ademds una parti-

cion finita IT sobre U. Un conjunto aleatorio rugoso es un par
ordenado (I',T) : Q — o(U) x p(U) satisfaciendo:

» Fxiste una aplicacion multivaluada T : Q — o(U) tal que
I'(w) y T'(w) determinan las aproximaciones inferior y su-
perior de I'(w) con respecto a 11, para cada w € S).

a» I yT son A— A fuertemente medibles.

El propésito principal de este trabajo es caracterizar la in-
formacién que el conjunto aleatorio rugoso proporciona sobre la
probabilidad inducida por el conjunto aleatorio. A fin de conse-
guirlo, contemplaremos el conjunto aleatorio I' como una aplica-
cién medible con valores en p(U), e identificaremos el conjunto
aleatorio rugoso con una aplicacién multi-valuada que lo contie-
ne. Nuestro conjunto aleatorio I' serd visto entonces como una
selecciéon medible de tal aplicaciéon multi-valuada. De acuerdo
con algunos resultados existentes en la literatura reciente acerca
de los conjuntos aleatorios, enumeraremos algunas condiciones
suficientes para que la probabilidad superior inducida por tal
aplicacion multi-valuada caracterice la informacion que el con-
junto aleatorio rugoso proporciona acerca de la probabilidad in-
ducida por I'.
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Definicién 33 Sean (2, A, P) un espacio probabilistico y (U, A")
un espacio medible. Consideremos ademds una particion finita
I1 sobre U y un conjunto aleatorio rugoso A = (I,T). La apli-
cacion Gy : Q0 — o(p(U)) definida como sigue:

Ga(w)={C CU : T'(w) CC CT(w)}.

se llamard meta-conjunto aleatorio asociado a A.

El resto de esta seccién se encargara de la caracterizacion de
la medibilidad fuerte de GG en relacion con la medibilidad fuerte
de, T yT.

Lema 2 Sean (2, A, P) y (U, A") dos espacios medibles. Sea
H : Q — oU) una aplicacion multi-valuada simple. H es
fuertemente medible si y solo st

HY{C) ={weQ: Hw)=C)e A YC e o(U).

Demostracién: Denotemos por (1, . . ., C las diferentes image-
nes de H, y consideremos un conjunto arbitrario C'. Podemos
observar facilmente que:

H*(C) = U.onepH ' ({C1}),
y ademas este conjunto puede ser expresado como una unién

finita de anti-imagenes de salidas de H. Inversamente, observa-
mos que:

H_l({cz}) = mj:ngOiH*(Cj) N [H*(Czc)]cv Vie {17 SR k}

Por tanto, todos los conjuntos de la forma H*(C') son medibles
si y solo si todos los conjuntos de la forma H~*({C;}) son me-
dibles, con lo que queda demostrado el lema. [
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Corolario 5 Sean (2, A) y (U, A’) dos espacios medibles. Con-
sideremos una particion finita, I1, de U, y un conjunto aleatorio
rugoso A = (I,T) : Q — o(U) x p(U). El meta-conjunto alea-
torio Gy es fuertemente medible si y solo st

Gi({C}) ={weQ: Ga(w) =C} € A, VC € p(p(U)).

Demostracién: En primer lugar, tengamos en cuenta que
el nimero de posibles imagenes diferentes de G, es finito: de
hecho, debido a que la particién II es finita, el ntimero de dife-
rentes imégenes de I' v T es finita, y por tanto también lo es el
cardinal de la imagen de G5. Asi pues, podemos deducir facil-
mente el resultado a partir del lema 2. [

Lema 3 Sean (2, A) y (U, A") dos espacios medibles arbitrarios,
yseal': Q — o(U) una aplicacion multivaluada definida entre
ambos. Sea 11 una particion finita de U. Denotemos por I y T
las aproximaciones inferior y supertor de I'. Denotemos por G
el meta-conjunto aleatorio asociado a A = (I',T). Entonces:

n Si T es fuertemente medible entonces T es fuertemente me-
dible.

n 51 1°¢ es fuertemente medible entonces I es fuertemente me-
dible.

» SiT y T son fuertemente medibles entonces Gy es fuerte-
mente medible.

Demostraciéon: Las tres afirmaciones pueden deducirse facil-
mente si tenemos en cuenta el lema 2 y las siguientes igualdades,
donde Uy = {4;}; es la familia de todas las uniones finitas de
conjuntos de la particion II:
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o« T ({A}) = [Miea,cal™ (A)] N [N oD (A))]]
« TH{AY) = [(T9)(A))° N [Ny ana=0(T)*(A))]

« G ({Cum}) =L '{ANNT '({B}), VA, B € Up, donde
C(AB):{C:AQCQB}. Ul

Teorema 3 Consideremos un espacio probabilistico completo
(Q, A, P) y un espacio Souslin (U,T). Sea I' : Q — p(U) una
aplicacion multi-valuada con imagenes cerradas. Sea II una par-
ticion finita sobre U y sea Gy el meta-conjunto aleatorio aso-
ciado a A = (I,T). Si ' es fuertemente medible entonces I, T
y G son fuertemente medibles.

Demostracion: Si I' es fuertemente medible entonces, de
acuerdo con el teorema 1, es grafo-medible. Entonces, teniendo
en cuenta que el grafo de I'“ coincide con el complementario del
grafo de I', deducimos que I'“ es asi mismo grafo-medible. Por
tanto, de acuerdo con el teorema 1, es también fuertemente me-
dible. Finalmente, de acuerdo con el lema 3, I y I y, por tanto,
(Ga, son fuertemente medibles. [

Corolario 6 Consideremos un espacio probabilistico completo
(Q, A, P) y un espacio Souslin (U, 7). Sea I1 una particion finita
sobre U.

(T, f) es un conjunto aleatorio rugoso si y solo si existe una

aplicacion conjunto-valorada fuertemente medible I :  — o(U)
tal que I'(w) = T'(w) y T'(w) = ' (w), Yw € Q.
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3.3. Caracterizacién de la probabilidad indu-
cida por un conjunto aleatorio observado
de forma incompleta

Teorema 4 Consideremos un espacio probabilistico completo

(Q, A, P) y un espacio Souslin (U, 7). Sea I' : Q@ — p(U) una
aplicacion multi-valuada con imdgenes cerradas. Sea I1 una par-
ticion finita sobre U y sea G el meta-conjunto aleatorio asocia-
do a A = (I,T). Denotemos por P(A) el conjunto de las posibles
distribuciones de probabilidad inducidas por I', de acuerdo con
la informacion proporcionada por A (o, equivalentemente, por
Gy ), es decir, la familia de medidas de probabilidad siguiente:

P(A) =P(Gp) ={PoH "' :I'(w) C Hw) CT(w),Yw € Q}.

Entonces, el mdzimo y el minimo de P(Gy) estin caracteriza-
dos por la probabilidad conjunta de (I',T"), de acuerdo con las
siquientes tqualdades:

min P(G)(C) = P (U(A,B);C(A,B)Cc{w €0 D(w) = A,T(w) = B})

(3.3)
Y
méx P(G4)(C) = P (U(AB):CCC(A’B){W €0 Iw) = A T(w) = B}) .
(3.4)

Demostraciéon: Por el teorema 3, G es fuertemente me-
dible. Ademads, de acuerdo con el teorema 2 (recordemos que
G es simple debido a que la particién II es finita), Pg (C) y
P, ¢,(C) coinciden respectivamente con el maximo y el minimo
de P(G4)(C) para todo C. Ademads, podemos comprobar facil-
mente que dichas probabilidades inferior y superior coinciden



120 CAPITULO 3. CONJUNTOS RUGOSOS

respectivamente con los términos de la parte derecha de las ecua-
ciones 3.3y 3.4. [

Nota 3.1 En las ecuaciones 3.3 y 3.4 las probabilidades de las
respectivas uniones no se pueden descomponer como las sumas
de las probabilidades de los sucesos que se unen, dado que éstos
no son, en general, disjuntos. En efecto, dados dos pares de
subconjuntos exactos de U, A C B y C C D, la interseccion
Ca,B) N Cc,py mo es, en general, vacia, sino que coincide con
Cauc,BnD)-

Ejemplo 23 Consideremos la distribucion uniforme discreta de-
finida en Q2 = {wq, wo, w3, wy }, el universo finito U = {1,2,3,4,5,6}
y la particion 11 = {{1,2},{3,4},{5,6}}. Consideremos los con-
guntos aleatorios I'1, Ty : Q — p(U) definidos respectivamente
del siguiente modo:

Fl(wl) = {1,2,3}, Fl(UJQ) = {1,2,3,5}, F1<QJ3> = {2,3,4},

Fl(W4) = {2,3,4,5}
Fg(wl) = FQ(UJQ) = {1,2,3}, FQ((,U3) == FQ(UJ3) = {2,3,4,5}

Probaremos que las distribuciones de probabilidad marginales de
las aproximaciones inferior y superior de ambos conjuntos alea-
torios coinciden. De hecho, de acuerdo con la particion anterior,
tenemos que:

Pl ={1,2}) = P(L; ={3,4}) = 0,5,
y P(T; ={1,2,3,4}) = P(I'; = {1,2,3,4,5,6}) = 0,5.
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Ademas:

Ly(wr1) = L(w2), Iy (w3) = Ly (wa), T1(w1) = Fi(ws), v

Pl(WQ) = Pl((,U4).

Por lo tanto, I'; y I'y son estocdsticamente independientes.

Por otro lado, las distribuciones de probabilidad marginales
de L'y y Ty coinciden respectivamente con las de Iy Ty. Sin
embargo, son funcionalmente dependientes, dado que Ly(wy) =
Dy(ws), Ta(wi) = Da(ws), Ly(ws) = Ly(wa), Ia(ws) = To(ws). Es-
tas diferencias entre las distribuciones conjuntas de (I'y,T'1) y
(L, Ty) tienen repercusion en el cdlculo de las cotas mds ajusta-
das para las probabilidades de la forma P(T'; = B). Por ejemplo,
si consideramos el conjunto A = {1,2,3} obtenemos dos cotas
superiores diferentes. De hecho:

Fa, ({{1,2,3}}) = P(L; = {1,2},T1 = {1,2,3,4}) = 0,25, pero

Pé,\2<{{17 2,3} = P(Ly = {1, 2}7F2 ={1,2,3,4}) = 0,5.

De acuerdo con la informacion disponible, el minimo de la pro-
babilidad de {1,2,3} coincide en ambos casos, y es el valor 0. Sin
embargo, si consideramos la “cadena” de conjuntos determinada
por el par ({1,2},{1,2,3,4}), es decir, la familia de conjuntos:

C({l,Q},{l,?,SA}) = {{17 2}7 {17 27 3}7 {17 27 4}7 {17 27 37 4}}

entonces, también el minimo de los posibles valores de la proba-
bilidad P(I'y € Ciq19).01,2,3.4))) es diferente del minimo asociado



122 CAPITULO 3. CONJUNTOS RUGOSOS

a P(T'y € Cyi2y.01234})) En efecto, podemos comprobar fdcil-
mente que

P*,GAl (C({1,2},{1,273,4})) = P(El = {17 2}7f1 = {17 27 37 4}) = 07257
pero P, g, (Ci12y.01.234y) = P(Ly = {1,2}, Ty = {1,2,3,4}) = 0,5.

3.4. Variables aleatorias difuso rugosas como
representacion de la percepcion impreci-
sa de variables aleatorias difusas

En primer lugar, vamos a extender el concepto de conjun-
to aleatorio rugoso, e introduciremos el concepto mas general
de variable aleatoria difuso rugosa. Siguiendo un esquema simi-
lar al de la seccion 3.2, consideremos un espacio de probabilidad
(22, A, P), un espacio medible (U, A") y una variable aleatoria di-
fusal : Q — F (U). De la misma forma que en aquella seccién,
supongamos ademas que no podemos observar directamente los
elementos de U, sino que unicamente podemos observar el va-
lor de una coleccién de atributos, a : U — V = {vy,..., v},
asignados a ellos. La funcién atributo induce una particién fi-
nita sobre U, IT = {Ay,..., A;}. Sélamente somos capaces de
determinar el indice i € {1,...,k} tal que = € A;, para cada
elemento arbitrario x € U. De acuerdo con este supuesto, Uni-
camente podremos proporcionar las aproximaciones superior e
inferior de un subconjunto difuso arbitrario de U. Para cada
w € ), consideremos las aproximaciones inferior y superior de

I'(w), I'(w) y I'(w), definidas, de acuerdo con la seccién 3.1.4, de
la forma siguiente:

Tw)(@) = inf Tw)(y) y Tw)(@) = sup T(w)(y), Yw e Q.

ye(zlr €lz]r
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Denotemos ahora por I' y I', respectivamente, a las funciones
borroso valoradas que asignan, a cada w € €2, las aproximaciones

inferior y superior de I'(w), D(w) := T(w),T(w) := I'(w), Yw €

(). Podemos observar facilmente que, de acuerdo con la inclusion
de conjuntos borrosos, tenemos que:

[(w) C D(w) € T(w), Yw € Q.

A partir de ahora, llamaremos aprorimaciones inferior y su-
perior de [ alas aplicaciones r y T. Denotaremos por A= (E, f‘)
a funcién que asigna, a cada w € 2, el conjunto rugoso difuso

(L(w), D(w)).

Definicion 34 Consideremos un espacio probabilistico (2, A, P)
y un espacio medible (U, A). Sea 11 una particion finita sobre
el conjunto U. Una variable aleatoria difuso rugosa es un par

ordenado (L,T) : Q — F(U) x F(U) que satisface:

= Existe una aplicacion borroso-valuada L:Q— U tal que
i(w) Y f(w) determinan las aproximaciones inferior y su-
perior de I'(w) con respecto a 11, para cada w € S).

x Los a-cortes de T y T son A— A fuertemente medibles.

De acuerdo con el teorema 3, si el espacio probabilistico ini-
cial, (€2, A, P), es completo, el espacio final, (U, 7), es Souslin y
los a-cortes de las imégenes de I' son subconjuntos cerrados de
U, entonces la medibilidad fuerte de las aproximaciones inferior
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y superior de los a-cortes de I se deducen de la medibilidad fuer-
te de los respectivos a-cortes de T'. Ademds, los a-cortes de las
aproximaciones coinciden, trivialmente, con las aproximaciones
de los a-cortes. De esta forma deducimos que, si [ es una varia-
ble aleatoria difusa bajo las condiciones mencionadas (espacio
probabilistico inicial completo, espacio final Souslin y a-cortes
cerrados), entonces también lo son las funciones difuso-valoradas

r y [. De esta forma, tiene sentido considerar la pareja de distri-
buciones de probabilidad inducidas, asi como la distribucion de
probabilidad conjunta. Al igual que en el caso de los conjuntos
aleatorios difusos, hablaremos del meta conjunto asociado a la
variable aleatoria difuso rugosa:

Definicién 35 Sean (2, A, P) un espacio probabilistico y (U, A")
un espacio medible. Consideremos ademds una particion_finita
IT sobre U y una variable aleatoria difuso rugosa A = (E, f’) La
aplicacion Gy : Q — (F(U)) definida como sigue:

~

Gi(w)={C e FU) : L(w) C C CT(w)}

se llamard meta-conjunto aleatorio asociado a A.

3.4.1. Caracterizacion de la probabilidad inducida por
una variable aleatoria difusa

Teniendo en cuenta que la variable aleatoria difusa I" se pue-
de ver como una seleccién A — o7 medible de G, y teniendo en
cuenta que las probabilidades superior e inferior de Dempster de
un conjunto aleatorio acotan a las medidas de probabilidad de
sus selecciones medibles, podemos deducir que, la probabilidad
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asignada por I' a un subconjunto arbitrario C C I'(U) esta aco-
tada por los valores siguientes, siempre que la funciéon Gy sea
A — o7 fuertemente medible:

Py (€)= P (Ui pyic, ol €2« D(w) = A,T(w) = BY)

y

P5,(€) = P (Uiigycee (@ €2 2 L) = A T(w) = BY)
(3.6)
De acuerdo con los resultados de la seccion anterior, dichas
cotas coinciden con el maximo y el minimo en algunos casos
particulares, como los que veremos a continuacion.

3.4.2. Algunos casos especiales

La variable aleatoria difusa es simple

Si la variable aleatoria difusa ' es simple, entonces también
lo son sus aproximaciones inferior y superior, E y f, y por tanto,
también lo es la aplicaciéon multivaluada G5 que, a cada w € €2,
le asigna la “cadena”:

]

C.

Fo) Ty = {CEFWU) 1 Lw) S C C

(W)}

(Observe el lector que las imdgenes de G5 son familias de sub-
conjuntos borrosos de U y que se entiende, entonces, como apli-
cacion multivaluada entre Q y F(U)). Asi, de acuerdo con el
teorema 2, las probabilidades superior e inferior de G5 coinci-
den con el maximo y el minimo, respectivamente, del conjunto
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P(Gj), para cualquier familia de subconjuntos difusos de U. La
familia de distribuciones de probabilidad sobre o7, P(G}), de-
termina, por otra parte, el conocimiento disponible acerca de la
distribucién de probabilidad inducida por la variable aleatoria
borrosa I.

El niimero de a-cortes distintos es finito

En este caso, a pesar de que I’ no sea, necesariamente, una
funcion simple (es decir, con un nimero finito de imégenes dis-
tintas), si lo son, sin embargo, sus aproximaciones inferior y
superior. Esto se puede deducir del hecho de que los a-cortes de
dichas aproximaciones lo son, tal como hemos visto en la seccion
3.2, y del hecho de que el niimero de a-cortes distintos es finito.
De esta forma, deducimos que la aplicacién multivaluada G es,
también, simple, y entonces sus probabilidades inferior y supe-
rior determinan el maximo y el minimo del conjunto buscado.

El espacio final es finito

En este apartado veremos que las probabilidades superior e
inferior de G5 también determinan el méximo y el minimo de
los posibles valores para la distribucion de probabilidad inducida
por la variable aleatoria difusa. Para ello, tendremos en cuen-
ta la siguiente construccién. Supongamos que el universo tiene
n elementos, que denotaremos por U = {xy,...,z,}. Conside-
remos la funcién biyectiva f : p(U) — {0,1}" definida de la
forma siguiente f(A) := (Ia(z1),...,1a(x,)), donde I4 denota
la funcién indicador asociada al conjunto A. A continuacién, es-
tudiaremos la composicién de la funciéon f con algunas de las
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aplicaciones multivaluadas consideradas en las secciones prece-
[

dentes. De ahora en adelante, se utilizara el simbolo “o” para
denotar la composicion entre funciones.

Lema 4 Si ' : Q — p(U) es fuertemente medible, entonces
fol': Q — {0,1}" es A-p({0,1}") medible. Ademds, la dis-
tribucion de probabilidad de f o' determina univocamente a la
distribucion de probabilidad inducida por I'.

Demostracion: Puesto que el espacio final de la funcién fol’
es finito, es suficiente comprobar que la anti-imagen de cualquier
elemento de {0,1}" es medible. Elijamos un vector arbitrario,
7 € {0, 1}". Resulta facil comprobar que (foT')~1({#}) coincide
con I'"}(A3), donde Aj es el conjunto formado por aquellos ele-
mentos x; tales que la correspondiente componente v; es igual a
1. La tesis del lema se deduce facilmente, si tenemos en cuenta
el resultado del teorema 2, y el hecho de que la aplicacion multi-
valuada I' es simple (dado que el espacio de llegada es finito,
también lo es la familia de sus subconjuntos). [

De acuerdo con el lema anterior, y teniendo en cuenta que U
es un conjunto finito, si (£2,.4, P) es completo, tenemos que las
funciones multi-valuadas I’ v T son fuertemente medibles y, por
tanto, fo' v f oI son también A-A" medibles.

Ejemplo 24 Consideremos el conjunto inicial Q@ = {1,2,3} y
la distribucion de Laplace definida sobre la o-dlgebra discre-
ta, p(Q) (la distribucion de probabilidad uniforme discreta), a
la cual denotaremos por P. Consideremos también el conjunto
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U ={1,2,3,4,5,6} y la particion 11 = {{1,2,3},{4},{5,6}}.
Consideremos el conjunto aleatorio I' : Q — p(U) definido de
la forma siguiente:

T(wi) = {2,3,4}, T(ws) = {4,5,6}, D(wy) = {1,3,4,5).

Las aprozimaciones inferior y supertor de I' vienen dadas por
las siguientes expresiones:

L(wi) = {4}, L(w2) = {4,5,6},L(w3) = {4} ¥

T(wy) ={1,2,3,4},T(wy) = {4,5,6},T(w3) = {1,2,3,4,5,6}.

Por otra parte las respectivas composiciones de f con las apli-
caciones multi-valuadas anteriores son las siguientes:

foTl(w)=(0,1,1,1,0,0), f o T'(ws) = (0,0,0,1,1,1),

fol(ws) =(1,0,1,1,1,0),
fol(w)=(0,0,0,1,0,0), f o L(wy) = (0,0,0,1,1,1),

foTl(ws) =(0,0,0,1,0,0),
fol(w)=(1,1,1,1,0,0), f o T(wy) = (0,0,0,1,1,1),

fol(ws)=(1,1,1,1,1,1).

De acuerdo con la relacion de orden parcial < definida en
{0,1}" de la forma v < W si y solo si v; < w;, Vi =1,...,n,
podemos observar que, en efecto,

fol(w) < fol(w) < fol(w), i=1,2,3.
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Sea G es la aplicacion multivaluada que, a cada w;, le asigna
el siguiente conjunto de vectores de {0,1}%:

G(w;)) =1{0 : fol(w) << fol(w)}.
Es sencillo comprobar que G = f o Gy, donde A = (L, T).

Extendamos ahora los conceptos y resultados anteriores desde
el contexto de los conjuntos aleatorios al contexto de las varia-
bles aleatorias borrosas, reemplazando la funcién indicador de
un conjunto nitido por la funcién de pertenencia de un conjunto
difuso. Asi, identificaremos cada conjunto difuso, C' € F(U) por
un vector f(C) € [0,1]*, donde f : F(U) — [0,1]" asocia, a
cada C € F(U), el vector (C(zy),...,C(zy,)). Asi, cada varia-
ble aleatoria borrosa I serd identificada con un vector aleatorio,
cuyas imagenes pertenecen al conjunto [0, 1]” en lugar de al con-
junto {0, 1}".

Extendemos a continuacién el resultado del lema 4 a este caso
mas general en el que consideramos variables aleatorias borrosas,
en lugar de conjuntos aleatorios.

Lema 5 Si los a-cortes de T : Q — F(U) son fuertemente
medibles, entonces fol : Q — [0,1]" es A-Bjo.1» medible, don-
de B denota la o—algebra de Borel habitual restringida al
rectangulo unidad. Ademds, la distribucion de probabilidad de
foT determina univocamente a la distribucidn de probabilidad
inducida por T.

Demostracién: Para comprobar la medibilidad de la fun-
ciéon f oI, es suficiente comprobar que la anti-imagen de cual-
quier rectangulo de la forma [0,7) = {y € [0,1]" : y; < v;, i =
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1 n} es medible. Por otra parte, para un vector arbitrario
v € [0,1]", tenemos que [0,7) = ?:1[6,172-), donde v; denota
el vector cuyas componentes son unos, excepto para la compo-
nente i-ésima, la cual coincide con la componente ¢-ésima de
v. Teniendo en cuenta lo anterior, resulta suficiente comprobar
que la anti-imagen de cualquier rectangulo de la forma [6, U;) es

medible. Podemos observar que

fol™H([0,5) = {w € Q : D(w)(z;) < v} = [[})°({x}).

g ooy

Teniendo en cuenta que, por hipdtesis, todas las aplicaciones
multi-valuadas de la forma I',, son fuertemente medibles, la tesis
del resultado queda probada. [l

Consideremos ahora la aplicacién multivaluada G = f o Gy :
Q — p([0,1]") que, a cada w, le asigna el conjunto de vectores

G(w) = f(Gi(w) ={f(E) : L(w) € E C T(w)}.

Lema 6 Denotemos por < el orden parcial definido en [0,1]" de
la forma: v < w sty solo st v; < w;,Vi=1,...,n. Entonces,

G(w) = {7 : QW) <T< (W)}, Yw e Q.

Demostracién: Se puede comprobar facilmente que, para
dos subconjuntos borrosos arbitrarios del universo, A B e F(U),
se cumple la relacion A C Bsiy solosi f(A) < f(B), donde “<”
denota la relacion de orden parcial senalada en el enunciado. La
tesis del lema se deduce de forma inmediata de este hecho. [
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Lema 7 Si los a—cortes de T son fuertemente medibles, enton-
ces Gz es fuertemente medible.

Demostracién: En estas condiciones, dado que el espacio
final es finito, se puede comprobar facilmente, haciendo uso del
teorema 3 (y teniendo en cuenta que se verifican las condicio-
nes del mismo: espacio probabilistico completo y espacio final
Souslin, I" con imdgenes cerradas y I, particién finita), que los

a—cortes de I v de T también son fuertemente medibles. Asi,
de acuerdo con el lema 4, sus composiciones con f son vecto-
res aleatorios (medibles). Es un resultado conocido que cualquier
rectangulo aleatorio cerrado en R" es fuertemente medible si sus
extremos son vectores aleatorios medibles. Teniendo en cuenta
esta circunstancia, por el lema anterior y por ser f biyectiva,
deducimos que G es fuertemente medible. [

Lema 8 Consideremos un espacio de probabilidad (2, A, P) y
un espacio topoldgico Polaco (U,T). Sea H : Q@ — o(U) una
aplicacion multi-valuada fuertemente medible definida entre ellos.
Si sus imagenes son cerradas, entonces:

P (A) =maxP(H)(A) y Pg(A) =minP(H)(A), VA € j..

De todo lo anterior, deducimos que las probabilidades supe-
rior e inferior de Dempster generadas por la aplicacién multi-
valuada G5 determinan el maximo y el minimo para la distri-
bucién de probabilidad inducida por T en o#, de acuerdo con la
informacién rugosa disponible.
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Teorema 5 Para cualquier subconjunto arbitrario C € or, las
probabilidades superior e inferior inducidas por Gy determinan
el mdximo y el minimo del conjunto de valores que el conjunto
de medidas de probabilidad:

(PoH™" :T(w) C Hw) CT(w), YweQl  (3.7)

asigna al conjunto C.

Demostracién: De acuerdo con los resultados anteriores,
sabemos que Gy es fuertemente medible. Ademds, sus imége-
nes son subconjuntos cerrados de la topologia usual en [0, 1]",
que determina un espacio polaco. Asi, de acuerdo con el lema 8,
sus probabilidades superior e inferior determinan el maximo y
el minimo del conjunto de probabilidades P(Gj), que, a su vez,
coincide con el conjunto determinado en la ecuacion 3.7. [

Las imagenes de la variable aleatoria difusa tienen funciones de
pertenencia continuas en un intervalo cerrado

Denotemos por |[a, b] al soporte de las funciones de pertenen-
cia. En este caso, podemos construir una funcién biyectiva que
asigne, a cada subconjunto difuso, su funcion de pertenencia, que
no es mas que una funcién continua de [a, b, en [0, 1]. Utilizan-
do esta identificacién, podemos construir un conjunto aleatorio,
('3, cuyas imégenes son subconjuntos cerrados de funciones, y
que determina nuestro conocimiento acerca de los valores de T.
Se puede comprobar que esta funcion es fuertemente medible y
que, por tanto, de acuerdo con el resultado del lema 8, deter-
mina los valores maximo y minimo de los posibles valores de
probabilidad asociados a P o 1
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3.5. Caracterizacion del centroide y la disper-
sion esperada de conjuntos aleatorios y
variables aleatorias difusas

En las secciones anteriores, hemos tratado de caracterizar la
informacion disponible acerca de la distribucién de probabili-
dad inducida por un conjunto aleatorio o, en un contexto mas
general, de una variable aleatoria difusa a partir de la informa-
ciéon proporcionada por sus respectivas aproximaciones inferior
y superior. Hemos visto que, bajo ciertas condiciones, el maxi-
mo y el minimo de los posibles valores para la probabilidad de
una familia de subconjuntos (difusos) C C F(U) vienen deter-
minados por la distribuciéon de probabilidad conjunta del par
(I, T'), aunque no por medio de las distribuciones de probabi-
lidad marginales. En esta seccion nos proponemos caracterizar
la informacion disponible acerca del centroide o la desigualdad
esperada de la variable aleatoria difusa, si disponemos de infor-
macion granularizada, como en las secciones precedentes. Parece
obvio que, de acuerdo con la informacién imprecisa disponible,
nuestro conocimiento acerca del centroide de T' viene dado por
el siguiente conjunto (interpretado desde un punto de vista dis-
yuntivo):

{Cy(H) : T(w) € Hw) CT(w), Yw € Q}.  (3.8)

En el capitulo anterior velamos que, para determinadas medidas
de desigualdad, d, el centroide no mantenia la propiedad de la
inclusion, en el sentido de que H(w) € H'(w), Yw € Q no im-
plicaba que el centroide de H estuviese incluido en el centroide
de H'. Teniendo en cuenta este hecho, el conjunto mostrado en
la ecuacion 3.8 no esta acotado, en general, por los respectivos
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centroides la pareja de aproximaciones de I'.

Veamos a continuaciéon un ejemplo:

Ejemplo 25 Consideremos la distancia d y el espacio proba-
bilistico (2, p(Q), P) utilizados anteriormente en el ejemplo 18.
Sea R una relacion de equivalencia que divide al intervalo [0, 1]
en 10 clases: [0,0,1), [0,1,0,2], (0,2,0,3], ..., (0,8,0,9), [0,9,1].
Sea T' el conjunto aleatorio dado por I'(w;) = [0,05,0,35] y
[(we) =1[0,92,0,96]. El centroide de este conjunto aleatorio con
respecto a d es Cq(I') = [0,485,0,655].

Por otro lado, la aproximacion inferior de I' viene dada por
T'(w1) =10,1,0,3] y L'(w2) = 0. En este caso, el centroide respec-
to a d es Cy(L') = [0,1,0,3]. Asi pues, los centroides del conjun-
to aleatorio y de su aprorimacion inferior tienen interseccion
vacia.

En el caso de la d-dispersion, nos encontramos con una situa-
cion similar. Todo lo que conocemos acerca de la d-dispersion
de la variable aleatoria borrosa I' es que pertenece al siguiente
conjunto de valores:

(Va(H) : T(w) € Hw) C T(w), Yw € Q). (3.9)

En el ejemplo siguiente, veremos que las d-dispersiones de
las aproximaciones inferior y superior de U no coinciden con
el minimo o el maximo del conjunto de valores mostrado en la
ecuacion 3.9.

Ejemplo 26 Consideremos de nuevo el conjunto aleatorio del
ejemplo 25 y calculemos las d-dispersiones del conjunto y su
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aproximacion inferior. Tenemos que

Va(I') = 2d(T'(w1), T'(w2)) P({wr }) P({we}) =

1 1
5((0.05,0,35],0,92,0,96]) = 5 - /1,129,

Por otro lado, la d-dispersion de su aproximacion inferior es

Va(L') = 2d(L(w1), L(w2)) P({wi }) P({w2}) =

1 1
5d([o,1,o,3],(ij) =5 V2.

En cuanto a la aprozimacion superior, viene dada por I'(w;) =
[0,0,4] y T'(ws) = [0,9,1]; su d-variacion es

Va(T) = 2d(T(w1), T(w2)) P({wi}) P({wa}) =

2d((0.04],00.1) = £ - /117

Por tanto, la d-dispersion del conjunto aleatorio es estricta-
mente menor que la d-dispersion de cualquiera sus aprorimacio-
nes inferior.

Veamos otro ejemplo. St consideramos el conjunto aleatorio
I'" dado por T"(wy) = [0,09,0,48] y I'"(ws) = [0,05,0,42], su apro-
ximacion inferior es un conjunto aleatorio constante con imagen
[0,2,0,4]. Es obvio que en tal caso la d-dispersion de la aproxi-
macion inferior es 0, y que la del conjunto aleatorio es estricta-
mente mayor que ella. De hecho, en este caso, también la apro-
zimacion superior es constante, con valor [0,0,5], y por tanto
también la d-variacion de esta aprorimacion es 0, estrictamente
menor que la del conjunto aleatorio 1.
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En resumen, no existe una relacién de orden entre las d-
dispersiones de un conjunto aleatorio y sus aproximaciones.

En general, nuestra informacion acerca de cualquier parame-
tro, 0y, que dependa de la distribucién de probabilidad inducida
por T (el valor de probabilidad asignado a una familia de difusos
concreta, la esperanza, la varianza, la entropia, etc.) se puede
expresar en términos del conjunto:

{0y : T'(w) C H(w) CT'(w), Yw € Q}.

Sin embargo, el método para caracterizar explicitamente dicho
conjunto en términos de un parametro andlogo que dependa de
las distribuciones marginales de r y T o de su distribucién con-
junta puede resultar mas o menos complejo.

3.6. Grado de rugosidad de los conjuntos alea-
torios y las variables aleatorias difusas

En las secciones precedentes hemos mostrado la forma de ca-
racterizar la informacion disponible acerca de la distribucion de
probabilidad inducida (o acerca de algin parametro asociado a
la misma) por un conjunto aleatorio o, de forma més general, por
una variable aleatoria difusa, cuando no tenemos la posibilidad
de observar directamente sus imagenes, dado que la informacion
acerca de los elementos del universo estd “granularizada”. Es
evidente que, si conseguimos “refinar” la informacién acerca de
los elementos del universo U, utilizando una particiéon IT' més
fina que la particién original (debido al hecho de poder observar
una coleccién mas amplia de atributos, por ejemplo), nuestra
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informacion acerca de la distribucién de probabilidad inducida
por I' o acerca de cualquiera de sus parametros se hara mas pre-
cisa.

En esta seccién nos proponemos encontrar una herramienta
que nos permita cuantificar el grado de “imprecision” o “inexac-
titud” de la informacion proporcionada por un conjunto aleato-
rio rugoso o por una variable aleatoria difuso rugosa. Una prime-
ra opcion consiste en comparar la entropia del conjunto aleatorio
original con la de cualquiera de sus aproximaciones (inferior o
superior). Es evidente que varias imagenes distintas del conjun-
to aleatorio pueden dar lugar a la misma aproximacion inferior
o superior. Sin embargo, el reciproco no es cierto: el hecho de
que las aproximaciones de dos imagenes coincidan, no impli-
ca que éstas lo hagan. De esta forma, resulta evidente que la
entropia de cualquiera de las dos aproximaciones del conjunto
aleatorio es siempre inferior o igual a la entropia original. En
primer lugar, investigaremos esa via a la hora de cuantificar el
grado de “inexactitud” de un conjunto aleatorio. Mostraremos
algunos inconvenientes importantes que nos haran decantarnos
por otra via alternativa, basada en un concepto introducido por
Pawlak en su libro de 1991. En un contexto finito, Pawlak ([82])
introdujo el concepto de ezxactitud de un conjunto X con res-
pecto a la relacién de equivalencia R con el objetivo de cuantifi-
car el grado de precision de nuestro conocimiento (determinado
por R) acerca de X. El autor lo denoté por ar(X) y lo defi-
nié como el cociente entre los cardinales de sus aproximaciones
inferior y superior. Obviamente, 0 < ap(X) < 1y ar(X) =1
indica que X es un conjunto exacto o preciso. En otro caso, la
region frontera de X es no vacia y X es un conjunto rugoso.
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Pawlak introdujo asi mismo la nocién opuesta de R-rugosidad
o simplemente rugosidad de un conjunto X, con el propdsito de
cuantificar el grado de imprecisién o incompletitud del conoci-
miento acerca de X proporcionado por R. El autor lo define
como pr(X) = 1 — ar(X). En [102], Yao menciona que dicha
medida de rugosidad de Pawlak puede expresarse como la MZ-
distancia entre la aproximacion inferior y la superior de X con
respecto a la relacion R. De acuerdo con esto, y teniendo en
cuenta nuestros estudios previos acerca de las nociones de medi-
da de “distancia”, “disimilaridad” y “divergencia”’ en la teoria
de conjuntos (difusos), proponemos una generalizacién del con-
cepto de Pawlak, y estudiamos las propiedades de esta definicion
general, no solo para el caso de los conjuntos nitidos definidos en
universos finitos, sino para el caso general de conjuntos borrosos
definidos en espacios arbitrarios.

Dentro de esta seccién, utilizaremos una nomenclatura dife-
rente a la utilizada hasta ahora para referirnos a las aproxima-
ciones superior e inferior de los conjuntos, de manera que se
muestre explicitamente la relacion de equivalencia R a la que
se refieren estas aproximaciones. Esto no era necesario en las
secciones anteriores, dado que siempre se consideraba la mis-
ma relacion de equivalencia o particién. Sin embargo, en esta
seccion, hablaremos de refinamientos de particiones, de forma
que conviviran en una misma expresion matematica las referen-
cias a las aproximaciones (superiores o inferiores) con respecto
a diferentes relaciones de equivalencia definidas sobre el mismo
universo U.

Sea R:U x U — {0, 1} una relacién de equivalencia (tam-
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bién llamada relacion de indiscernibilidad) definida sobre un uni-
verso U. Sea C' un subconjunto arbitrario de U.

» La aproximacion inferior de C' con respecto a R serd deno-
tada de la forma R(C) ={x € U : [z]r C C}.

» La aproximacion superior de C' con respecto a R sera de-
notada de la forma R(X)={zx € U : [x]gN X # 0}.

3.6.1. La diferencia de entropias como grado de “inexac-
titud”

Como ya hemos comentado, una primera opciéon para me-
dir el grado de “inexactitud” de la informaciéon proporcionada
por una aproximacién consistiria en comparar la entropia del
conjunto aleatorio original con el de cualquiera de sus aproxi-
maciones. Denotemos por H(I") la entropia de la distribucion de
probabilidad asociada al conjunto aleatorio I'. Dado que I' y T’
son funciones de T', se verifica que H(I') > max{H(T'), H(I')}.
En particular, si I' es simple y Fr es el conjunto de sus foca-
les, entonces #Fr < tFr v §FF < §F7. Asi, podemos definir las
diferencias dy = H(I') — H(T') y dy = H(T') — H(L'). Estas me-
didas aportan informacién acerca de la falta de exactitud de las
iméagenes del conjunto aleatorio: d; tiene en cuenta el niimero de
veces que coinciden las aproximaciones inferiores de las image-
nes de I', y dy por su parte tiene en cuenta el nimero de veces
que coinciden las aproximaciones superiores. Sin embargo, no
tienen en cuenta cuan distintas son dos imagenes de I' si sus
aproximaciones inferiores o superiores coinciden.

Por otro lado, no existe una relacion de desigualdad concreta
entre la entropia de la aproximacion superior y la entropia de
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la inferior. Podemos encontrar sencillos ejemplos en los que la
primera es mayor que la segunda y viceversa, como vemos a
continuacion.

Ejemplo 27 Consideremos el espacio probabilistico (€2, p(2), P)
donde Q = {wy,ws} y P es la probabilidad dada por P({w;}) = 3,
1 =1,2. Sea U el universo en estudio, el cual se encuentra di-
vidido en clases de equivalencia por una relacion de indiscerni-
bilidad. Sea 11 = {C1,Cy, ..., C,} la particion correspondiente.
Sea T': Q — o(U) el conjunto aleatorio dado por: T'(wy) = Cf,
['(we) = C1UB, donde B es un subconjunto de U contenido es-
trictamente en Cy. De este modo, I' toma el valor constante C1;
T viene dado por T'(wy) = C1 y T(wy) = C; U Cy. Las entropias
de cada uno de estos conjuntos aleatorios son H(L') = 0 bit y

H() = H(T) = 1 bit. Por tanto, en este caso, H(L) < H(T).
Sin embargo, para el conjunto aleatorio TM(w;) = Cy U B y
[M(we) = C1 U Oy tenemos la desigualdad contraria entre las
entropias de sus aprorimaciones.

Asi pues, si nos planteamos una medida del grado de inexac-
titud basada en las entropias de las dos aproximaciones del con-
junto, dicha medida deberia ser la diferencia en valor absoluto.
Sin embargo, esta no es una opcién adecuada. Dicha diferencia
es obviamente 0 en el caso en el que I' toma valores exactos,
pero también puede serlo en el caso en el que no sea asi, y por
tanto esta diferencia de entropias no mide correctamente el gra-
do de inexactitud. Basta tomar como ejemplo el caso en el que
la particion del universo esté formada tinicamente por el conjun-
to total U. En tal caso, las aproximaciones inferior y superior
de cualquier conjunto aleatorio son constantes, tomando como
valores el conjunto vacio y U respectivamente, de modo que am-

~
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bas tienen entropia 0 y por tanto su diferencia también es O.
Esta medida nos indicaria por tanto que el grado de inexactitud
de cualquier conjunto aleatorio en esas circunstancias es 0, lo
cual légicamente no es correcto. Sin llegar al extremo de tener
una particiéon formada por un unico elemento, tenemos tam-
bién ejemplos que demuestran la no ideoneidad de esta medida.
Consideremos, por ejemplo, el conjunto [0, 1], la particién y el
conjunto aleatorio IV expuestos en el ejemplo 26. De nuevo, las
aproximaciones inferior y superior de I'' son constantes, de mo-
do que ambas entropias (y por tanto su diferencia) tienen valor
0, mientras que las imagenes de IV no son conjuntos exactos de
la particién.

Retomemos el analisis de las diferencias dy y ds. Estas verifi-
can dos propiedades importantes como candidatos a representar
el grado de rugosidad. Dichas propiedades se enumeran en la
siguiente proposicion.

Proposicion 17 Las medidas dy y dy verifican las siguientes
propiedades:

1. Son nulas si y solamente si el conjunto aleatorio en estu-
dio tiene imagenes exdctas, es decir, si son union de clases
de equivalencia. De hecho, las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) H(I') = H(L).
b) I'(w) es exacto c.s.(P).

c) Consideradas como funcion medible, la distribucion de
I',ladel yladeT son idénticas.

d) H(T) = H(T).
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2. Disminuyen a medida que la particion se hace mds fina.

Demostracion:

1. La equivalencia de estas cuatro afirmaciones se deduce facil-
mente del hecho de que ambas aproximaciones son funcio-
nes de I' y por tanto sus entropias sélo coinciden con las
del conjunto aleatorio I' cuando éste también es funcion de
ellas, lo cual sucede inicamente cuando las imagenes de I'
son exactas c.s. (P).

2. Sea I' un conjunto aleatorio, R(I') su aproximacion infe-
rior respecto a la particion determinada por la relacion
R y R'(T") su aproximacién respecto a una particién més
fina determinada por la relacién R’. Es obvio que R(I)
es ademdas la aproximacion inferior del conjunto aleato-
rio R/(I") con respecto a la primer particién. Por tanto,
H(R(T)) < H(R(T)), de modo que H(T) — H(R(T)) >
H(') — H(R/(")). Es decir, la diferencia dy disminuye a
medida que la particién se hace mas fina. De forma andlo-
ga, se tiene el mismo resultado para d;. [

Tras este estudio de la diferencia de entropias, descartamos
esta opcién por las razones que detallamos a continuaciéon. En
primer lugar, tenemos el hecho de que no seria de utilidad una
medida expresada como funcién de las entropias de las aproxi-
maciones: como hemos visto, la diferencia de entropias de las
dos aproximaciones no informa acerca del grado de inexactitud
o imprecisién, en general. Aunque las medidas d; y do tengan
buenas propiedades, exigen para su calculo el conocimiento de la
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entropia del conjunto aleatorio original, cuando la base de este
estudio es el hecho de que desconocemos los valores de I', tenien-
do tnicamente la informacion proporcionada por sus aproxima-
ciones. Ademas, la diferencia de entropias no tiene en cuenta
el grado de diferencia entre las imagenes de las aproximaciones,
sino solo si hay diferencias o no, con las imagenes del conjunto
aleatorio original.

3.6.2. El grado de rugosidad de un conjunto

Pawlak introdujo en [82] el concepto de exactitud de un con-
junto, con el objetivo de cuantificar su grado de exactitud (o
completitud de nuestro conocimiento acerca de él), con respecto
a una relacién de equivalencia particular. Definié la exactitud
de un subconjunto A C U con respecto a la relacion de equi-
valencia R como el cociente ag(A) = ﬁ%gﬁ;. También definié la
nocion opuesta de rugosidad de un conjunto A como la canti-
dad pr(A) = 1 — agr(A). Yao ([102]) mostré que ésta puede
ser vista como la ampliamente conocida métrica de Marczewski-
Steinhaus (métrica MZ, para abreviar) aplicada al par formado

por las aproximaciones inferior y superior de un conjunto. La
métrica MZ ([67]) cuantifica la distancia entre dos conjuntos
arbitrarios X e Y del siguiente modo:

XAY XNy
d(X,Y) _#XAY)  #XNnY)
HXUY) | EEXUY)
De acuerdo con esta interpretacién de Yao, proponemos ge-
neralizar el concepto de rugosidad dado por Pawlak como sigue:

Definicién 36 Sea U un universo arbitrario (no necesariamen-
te finito). Definimos la d-rugosidad de un conjunto A C U como
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la cantidad pk(A) = d(R(A), R(A)), donde d satisface alguno de
los axtomas de medida de desigualdad enumerados en la seccion
1.2.3. Hablaremos de rugosidad con respecto a una disimilari-
dad, a una distancia o a una divergencia, cuando d satisfaga
los correspondientes aziomas (recordemos que las definiciones
de estas medidas se encuentran en la seccion 1.4.1).

En el primer capitulo de este documento, hemos revisado las
relaciones formales entre los diferentes axiomas de medidas de
diferencia (propiedades generales y axiomas especificos), cuando
restringimos su dominio a la familia de los pares de subconjuntos
nitidos. En particular, hemos visto que se cumplen los resulta-
dos recogidos en el siguiente teorema. El lector puede volver a
consultar la seccion 1.4.3 para mas detalles.

Teorema 6 Consideremos la restriccion de una funcion d : F (U)X
F(U) — R a la familia de los pares de subconjuntos nitidos,

p(U).

» Sid satisface D5, entonces d(A, B) < d(A\B, B\A), VA, B €
p(U).

» Sid satisface D4, entonces d(A, B) > d(A\B, B\A), VA, B €
p(U).

» Si d satisface D, entonces d(A, B) < d(C, B), para todo
A, B,C € p(U) tales que CNB =0y ACC.

» Sid satisface D y D5 entonces d(A, B) < d(B,B), VA,B €
p(U).

w Si d satisface G2, D3, D, D5 y G5, entonces satisface G4*

en ©(U) y por tanto puede ser expresada como una com-
posicion Fyo M. Ademds, la aplicacion F; no depende de
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su primer argumento, y es creciente en su sequndo y tercer
argumento.

» 51 d satisface D6 entonces satisface D1.

n 51 d satisface D6 y D7, entonces satisface D4 y D).

Como consecuencia de lo anterior, hemos demostrado que:

Teorema 7

s Cualquier medida de distmilaridad simétrica es una medida
de divergencia.

s Cualquier medida de distmilaridad simétrica es una medida
de distancia, excepto por la propiedad d(A, A°) = d(B, B°),
VA Be pl,).

» Cualquier medida de divergencia satisfaciendo G5 es una
medida de distmilaridad simétrica, excepto por el axioma
G1 (condiciones de acotacion).

» Cualquier medida de divergencia local d es una medida de
disimilaridad simétrica, excepto por el axioma G1.

» Cualquier medida de divergencia es una medida de distan-
cia, excepto por la propiedad d(A, A°) = d(B, B¢), VA, B €
PU).

Si nos restringimos a la familia de los pares de conjuntos niti-
dos anidados, {(A, B) € p(U) x p(U) : A C B}, podemos com-
probar, ademas, que cualquier medida satisfaciendo los axiomas
D4 y D5 satisface G5 y G4*. Por otro lado, la evaluacién de las
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igualdades d(A, A°) = d(B, B°), VA, B € u(U) no es aplicable
en este caso. Como consecuencia, podemos completar el teorema
7 y obtener el siguiente resultado:

Teorema 8

» Cualquier medida de disimilaridad simétrica es una medida
de divergencia.

s Cualquier medida de divergencia es una medida de disimi-
laridad simétrica, excepto por el axioma G1 (condiciones
de acotacion).

» Cualquier medida de disimilaridad simétrica es una medida
de distancia.

» Cualquier medida de divergencia es una medida de distan-
cla.

Por tanto, en este contexto, los conceptos de “disimilaridad
simétrica” y “divergencia” son equivalentes entre si, excepto por
las condiciones de acotacion. Del mismo modo, ambos satisfacen
las propiedades de medida de distancia. Note el lector ademas
que, incluso en este marco particular (pares de conjuntos anida-
dos) las medidas de distancia no satisfacen necesariamente la
implicacion inversa, es decir, no son necesariamente medidas de
divergencia o de disimilaridad. La distancia MZ es un ejemplo
de este hecho, como puede comprobarse a continuacion.

Ejemplo 28 Consideremos el universo finito U = {1,2,3,4} y
la distancia MZ,

#(Y AX)

sz(X, Y) = m

VXY € p(U).
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Podemos comprobar fdacilmente que satisface los axiomas G2,
D1, D2 y D3, y por tanto es una medida de distancia. Sin em-
bargo, no verifica las propiedades de medida de disimilaridad y
divergencia, incluso cuando nos restringimos a la familia de los
pares de conjuntos anidados, {(X,Y) € p(U)xp(U) : X CY}.
De hecho, si consideramos, por ejemplo los conjuntos A = {1},
B={1,3}, C ={1,2} y D = {1,2,3}, observamos que A\ B =
C\D=0yB\A=D\C ={3}. Es facilmente comprobable
que dyrz(A,B) =1 # 0,5 = dyz(C, D). Por tanto, dyrz no es
una distmilaridad, y tampoco una medida de divergencia, inclu-
so aunque nos restrinjamos el dominio a la clase de los pares de
conjuntos anidados.

De acuerdo con el teorema 8 y el ejemplo 28, si desviamos
nuestra atencién de las condiciones de acotacién hacia propie-
dades especificas de las medidas de “diferencia”, podemos dividir
los conceptos recordados en la seccién 1.4.1 en dos grandes gru-
pos: el grupo de las medidas de “disimilaridad” y “divergencia”,
y el grupo constituido por el resto de medidas de “distancia”.
Las medidas pertenecientes al primer grupo centran su atencion
en las diferencias entre los conjuntos comparados, pero no tienen
en cuenta aquello que tienen en comin, dado que satisfacen la
propiedad:

d(A,B)=d(0, B\ A), VA, Bc p(U),ACB.  (3.10)

Contrariamente, las medidas pertenecientes al segundo grupo
tienen en cuenta lo que tienen en comun. En particular, hemos
comprobado en el ejemplo 28 que la distancia MZ no satisfa-
ce la ecuacién 3.10, y por tanto la rugosidad dada por Pawlak
constituye un caso particular de medida de rugosidad con res-
pecto a una medida de distancia que no satisface las propiedades
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de divergencia o disimilaridad. Ademas, la distancia MZ entre
el conjunto vacio y cualquier otro subconjunto del universo es
igual a 1, no importando como de “grande” o “pequeno” sea, es
decir:

dyz(0,C) =1, VO € p(U) \ {0}. (3.11)

Podemos considerar esto como una desventaja de la medida
de rugosidad de Pawlak. De acuerdo con la ecuacién 3.11, cual-
quier conjunto rugoso con aproximacion inferior vacia alcanza
el maximo grado de rugosidad, no importando como de “gran-
de” o “pequena” sea la aproximaciéon superior. Por el contrario,
cualquier medida de divergencia/disimilaridad no trivial asig-
nara diferentes grados de rugosidad, dependiendo del “tamano”
de la aproximacién superior.

El siguiente ejemplo compara la rugosidad de Pawlak y la
medida de rugosidad derivada de la distancia de Hamming, que
es una divergencia/disimilaridad.

Ejemplo 29 Consideremos un universo finito arbitrario U vy
denotemos por dgam @ ©(U) X p(U) — R la distancia de Ham-
ming, que cuantifica el cardinal de la diferencia simétrica entre
dos conguntos, dgem(X,Y) = #(XAY). Podemos comprobar
facilmente que es una divergencia y una medida de disimila-
ridad simétrica. Comparemos la medida de rugosidad derivada
de ella con la medida de rugosidad dada por Pawlak. Para es-
te fin, consideremos los conjuntos A y B que pueden verse en
el dibujo. La aprorimacion inferior de A es el conjunto vacio,
maentras que la aproximacion infertor de B es un rectingulo no
vacio. Ademds, es obvio que R(A)\ R(A) = R(B)\ R(B). Por
tanto, la dggm—rugosidad de A y B coinciden. Por el contra-
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rio, si consideramos la medida de Pawlak, la rugosidad de A es
estrictamente mayor que la rugosidad de B.

=

Algunas propiedades de la medida de rugosidad de Pawlak
asi como de la medida de precision dual han sido estudiadas por
diferentes autores como Gediga y Duntsch ([48]), Yao ([103]), y
Zhu [107].

A continuacién, relacionaremos esas propiedades con la co-
leccién de axiomas enumerados en el capitulo 1.

Teorema 9

P1.- Si d satisface el axioma D3, entonces ph(A) = 0 para cada
conjunto exacto A.

P2.- Si d satisface el azioma D3*, entonces p&h(A) = 0 si y solo
st A es un conjunto exacto.

P3.- Sea d una medida satisfaciendo el axioma D1 o el axioma
D6. Si R < R (o0 equivalentemente, si R’ induce un refina-
miento de la particién inducida por R) entonces p% (A) <

PR(A).

Pj.- Si d satisface el azioma D1 (b) y R(A) = R(B) entonces
Ph(AU B) < min{sfh(A), ph(B)}
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P5.- Si d satisface el axioma D1 (a) y R(A) = R(B) entonces
Ph(A N B) < min{sb(A), ph(B)}.

Demostracion:

» Las propiedades P1 y P2 se derivan facilmente del hecho de
que un conjunto es exacto si y solo si sus aproximaciones
inferior y superior coinciden.

» Vamos a demostrar ahora la propiedad P3. Si R’ es un re-
finamiento de R entonces, la aproximaciones superiores e
inferiores de cualquier conjunto con respecto a ellas satis-
facen las siguientes relaciones:

R(A) CR(A) C R(A) CR(A), YVAecp(U). (3.12)

e Supongamos, en primer lugar, que d satisface el axio-
ma D1. Entonces, de acuerdo con la parte (a) de di-
cho axioma, podemos asegurar que d(R(A), R(A)) >
d(R(A), R'(A)) y, ademas, por la parte (b) del mismo,
podemos afirmar que d(R(A), R'(A)) > d(R'(A), R'(A)).
Teniendo en cuenta ambas desigualdades, llegamos a
la conclusién de que ph(A) > pb(A), que es lo que
queriamos demostrar.

e Supongamos ahora que d satisface el axioma D6. A par-
tir de la ecuacién 3.12, deducimos que R(A) N R(A) =
R(A) estd incluida en R'(A) N R(A) = R'(A) y que la
diferencia R(A) \ R(A) (la frontera de A con respecto
a R) incluye a la diferencia R'(A)\ R'(A). De esta for-
ma, aplicando el axioma D6, derivamos facilmente la
desigualdad p% (A) < ph(A).



3.6. RUGOSIDAD 151

= Vamos a demostrar ahora la propiedad P4. Debemos tener
en cuenta que la aproximacion superior de la unién de dos
conjuntos cuyas aproximaciones superiores coinciden, coin-
cide con ambas aproximaciones superiores. Por otra parte,
su aproximaciéon inferior incluye a ambas aproximaciones
inferiores. De esta forma, de acuerdo con el axioma D1 (a),
el grado de rugosidad de la unién es inferior o igual al grado
de rugosidad de cualquiera de los dos conjuntos.

= La demostracion de la propiedad P5 es analoga a la de la
propiedad P4. [

Las siguientes propiedades no han sido enumeradas por los
autores anteriormente mencionados. Ademas, la Propiedad P7
no es verificada en general por la medida de rugosidad de Paw-
lak. Sin embargo, ambas parecen propiedades razonables a tener
en cuenta en el contexto de las medidas de rugosidad.

Teorema 10

P6.- Sea d una medida satisfaciendo D5 y consideremos un con-
junto ezacto C. Entonces ph(AUC) < ph(A), VA € p(U).

P7.- Sea d una medida satisfaciendo D/ y consideremos un con-
junto ezacto C. Entonces ph(ANC) < ph(A), VA € p(U).

Demostracion:

P6.- Se puede comprobar facilmente que, tanto la aproximacién
inferior, como la aproximacién superior de la union entre
un conjunto A y otro conjunto exacto C' coincide con la
unién de la respectiva aproximacion (inferior o superior) de



152 CAPITULO 3. CONJUNTOS RUGOSOS

A y el conjunto C'. Asi, si la funcién d satisface el axioma
D5, entonces cumple la propiedad enunciada.

P7.- La demostracion de esta propiedad es andloga a la de la
anterior. Basta sustituir la unién por la interseccién donde
corresponda. [

La rugosidad de la unién de dos conjuntos, A y B esta aco-
tada superiormente por la rugosidad de A, si suponemos que B
es un conjunto exacto o si sus aproximaciones superiores coin-
ciden. No obstante, la d-rugosidad de la union de dos conjuntos
no estd necesariamente acotada por la rugosidad de cualquiera
de ellos, en general. Veamos un ejemplo al respecto.

Ejemplo 30 Consideremos el universo finito U = {1,2,3,4}
y la relacion de equivalencia R asociada a la particion 11 =
{{1,2},{3,4}}. Consideremos ahora la distancia de Hamming
normalizada, dpem(X,Y) = #;%Y, VXY € pU), que satisfa-
ce todos los axiomas de medida divergencia, disimilaridad y dis-
tancia enumerados en la seccion 1.4.1. Denotemos por deH“’"la

medida de rugosidad inducida por dicha métrica:

#R(A) — #R(A)
1

d am
PR (A) = , VA€ p(U).
Consideremos los conjuntos A = {1} y B = {3}. Sus rugosi-
dades son iguales a % y la rugosidad de su union es iqual a 1,
siendo por tanto estrictamente mayor que sus respectivas rugo-
sidades.
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3.6.3. El grado de rugosidad de un conjunto borroso

En la literatura se han propuesto distintas generalizaciones
del concepto de rugosidad introducido por Pawlak. Banerjee y
Pal ([3]) definen una familia parametrizada de medidas de ru-
gosidad de la forma siguiente:

Definicién 37 (/3], Banerjee y Pal, 1996) Se define la medida

de rugosidad del conjunto difuso A € F(U) con respecto a los
parametros (a, 3), donde 0 < 5 < a <1 al valor:

G54y = 1 - HEA)

#R(Ap)

Maés adelante, Huynh y Nakamori ([55]) definieron una medi-
da de rugosidad para conjuntos difusos “libre” de parametros,
utilizando la nocién de asignacion basica, de la forma siguiente:

Definicién 38 ([55/, Huynh y Nakamori, 2005) Consideremos

un universo finito arbitrario U = {z1,..., 2.} y un subconjunto
difuso A € F(U) cuyo rango es Rg(A) = {aq,...,a,}, donde
a; > a1 >0, paratr=1,....,n—1 vy ay = 1. Consideremos

ahora la asignacion bdsica, m, determinada por A de la forma
siguiente:

m(flai) = ; — OéH_l,i = 1, e, = 1,m(Aan) = p.

Se define la medida de rugosidad del conjunto difuso A de la
forma siguiente:

1 - A _—("Zlai)
o) =3 m(A,) (1 o Aai)) .
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De acuerdo con estos precedentes, y teniendo en cuenta la ge-
neralizacion de la definiciéon de Pawlak considerada en la seccion
anterior, podriamos generalizar el concepto anterior, sustituyen-
do los valores de la rugosidad de Pawlak de los a—cortes de A
por la d-rugosidad de los mismos, con respecto a una medida
de “desigualdad” d. Ahora bien, la suma anterior, en la que los
pesos de las rugosidades de los distintos a—cortes son los valores
que les asocia la asignacién basica m, se podria haber expresa-
do, de forma alternativa, como la esperanza, con respecto a la
distribucién uniforme en el intervalo [0, 1] de las rugosidades de
dichos a—cortes:

. .
R(A,
pR(A):/ 1—:(~ ) da.
0 R(Aa)
Teniendo en cuenta todo lo anterior, podemos generalizar la
definicién de Huynh y Nakamori ([55]) de la forma siguiente:

Definicién 39 Consideremos un universo arbitrario (no nece-
sariamente finito). Se define la d-rugosidad de un conjunto di-
fuso A € F(U) como la cantidad:

A = [ (A doc

Dado que todo conjunto nitido se puede ver como un con-
junto difuso cuyos a—cortes coinciden con él mismo en todo el
intervalo (0, 1], vemos que la definicién anterior generaliza la de-
finicién 36, y por ello hemos utilizado la misma nomenclatura
p‘}%, para denotar a la d-rugosidad definida sobre la familia de
todos los subconjuntos difusos de un universo arbitrario U.
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Atn mas, si, dada la restriccion de una medida de desigualdad
d a la familia de parejas de conjuntos nitidos, consideramos la
funcién d : F(U) x F(U) — R definida de la forma: d(A, B) =
fo Aa, B ) da, entonces, la d—rugosidad de un conjunto difuso
A se puede expresar, alternativamente, de la forma:

pR(A) = d(R(A), R(A)), (3.13)

donde las expresiones anteriores se refieren a las aproximacio-
nes inferior y superior del difuso A con respecto a la relacién de
equivalencia R, de acuerdo con la formula de la ecuacién 3.2. Si,
ademas de las consideraciones anteriores, tenemos en cuenta que
los a—cortes de las aproximaciones inferior y superior de un di-
fuso coinciden con las aproximaciones inferior y superior de sus
a—cortes, observaremos facilmente que la igualdad mostrada en
la ecuaciéon 3.13 es cierta.

La argumentacién anterior nos da pie para introducir una
definicion de rugosidad atin més general:

Definicién 40 Consideremos un universo arbitrario (no nece-
sariamente finito). Consideremos una medida de “desigualdad”
d: F(U)x F(U) — R. Se define la d-rugosidad de un conjunto
difuso A € F(U) como la cantidad:

pr(A) = d(R(A), R(4)).

A continuacién, vamos a enumerar algunas propiedades de
la d-rugosidad, cuyas demostraciones se derivan ficilmente de
las propiedades analogas probadas en la seccion anterior para el
caso particular de los conjuntos nitidos.
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Teorema 11

P1.- Sid cumple el azioma D3, entonces p‘f;(fl) = 0 para todo
conjunto difuso exacto A.

P2.- Si d satisface el azioma D3*, entonces ,0‘]2(14) =0 si y solo
si A es un conjunto exacto.

P3.- Sea d una medida que satisface el axioma D1 o el axioma
D6. Si R' < R (o0 equivalentemente, si R’ induce un refina-
miento de la particion inducida por R) entonces ph(A) <

Pr(A).

Pj.- Si d satisface el azioma D1 (b) y R(A) = R(B) entonces
PR(AU B) < min{p%(A), pi(B)}.

P5.- Si d satisface arioma D1 (a) y R(A) = R(B) entonces
Ph(A N B) < min{gh(A), ph(B)).

P6.- Sea d una medida que satisface D5 y consideremos un con-
junto difuso exacto C. Entonces ph(AUC) < ph(A), VA €

p(U).

P7.- Sea d una medida que satisface D4 y consideremos un con-
junto difuso exacto C. Entonces ph(ANC) < ph(A), VA €

p(U).

En la seccién siguiente, utilizaremos este concepto como he-
rramienta para definir el grado de rugosidad de un conjunto
aleatorio.
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3.6.4. El grado de rugosidad de un conjunto aleatorio
y de una variable aleatoria difusa

Definiremos el grado de rugosidad de un conjunto aleatorio
o, de forma mas general, el grado de rugosidad de una variable
aleatoria difusa, como la esperanza de las rugosidades de sus
iméagenes.

Definicion 41 Consideremos un espacio probabilistico (2, A, P)
y un espacio medible (U, A'). Sea T una variable aleatoria difusa
definida entre ellos. Sea R una relacion de equivalencia definida
sobre U y sea d : F(U)x F(U) — R una medida de desigualdad
entre conjuntos difusos. Llamamos grado de rugosidad de T a
la cantidad: Rugh(T) = E(p%(T)), siempre y cuando la funcion
phol : Q — R sea A — Br medible.

El grado de rugosidad de las variables aleatorias difusas sa-
tisface las siguientes propiedades, que se derivan facilmente de
las propiedades enunciadas en la seccién anterior.

Teorema 12

P1.- Si d cumple el azioma D3, y las imagenes de la variable
aleatoria difusa son conjuntos difusos exactos con respecto
a R, entonces su grado de rugosidad es nulo.

P2.- Sid satisface el azioma D3*, entonces el grado de rugosi-
dad de la variable aleatoria difusa es nulo si y solo si sus
imdgenes son conjuntos exactos [c.s.(P)]/

P3.- Supongamos que d cumple el axioma D1 o el axioma D6. Si
R < R (o equivalentemente, si R' induce un refinamiento
de la particion inducida por R), entonces el grado de ru-
gosidad de la variable aleatoria difusa con respecto a R' es
menor o igual que su grado de rugosidad con respecto a R.
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PJ.-

P5.-

P6.-

P7.-
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Sid cumple la parte (b) del axioma D1, y las aproximacio-
nes superiores de dos variables aleatorias difusas coinciden,
entonces la rugosidad de la variable aleatoria difusa que vie-
ne determinada por la union de sus imdgenes es inferior o
wual a la de cualquiera de ellas.

Si d cumple la parte (a) del axioma D1, y las aprozimacio-
nes infertores de dos variables aleatorias difusas coinciden,
entonces la rugosidad de la variable aleatoria difusa que
viene determinada por la interseccion de sus imdgenes es
inferior o iqual a la de cualquiera de ellas.

Supongamos que d cumple el axrioma D5 y consideremos
un conjunto difuso exacto C. Consideremos una variable
aleatoria difusa T y la variable aleatoria difusa T cuyas
imagenes son el resultado de unir las imagenes de T con el
conjunto difuso C. Entonces el grado de rugosidad de T es
inferior o igual al grado de rugosidad de T.

Supongamos que d cumple el axioma DJj y consideremos
un conjunto difuso exacto C. Consideremos una variable
aleatoria difusa r y la variable aleatoria difusa N cuyas
imagenes son el resultado de intersecar las imdgenes de r
con el conjunto difuso C. Entonces el grado de rugosidad
de T' es inferior o igual al grado de rugosidad de T.



Conclusiones y problemas
abiertos

A lo largo del capitulo 1 hemos revisado y organizado algu-
nas definiciones destacables de medidas de (des)igualdad entre
conjuntos difusos, incluyendo todas ellas en un marco comun.
Posteriormente hemos analizado y mostrado sus relaciones for-
males. El lector tendra, gracias al analisis formal proporcionado
en dicho capitulo, una ventaja a la hora de escoger la defini-
cion axiomatica que mejor se adapte a su problema concreto.
Hemos mostrado la existencia de algunas relaciones muy cer-
canas entre definiciones axiomaticas aparentemente diferentes.
Por ejemplo, las definiciones de disimilaridad [11] y divergencia
[76] son muy préximas cuando nos restringimos a la familia de
los subconjuntos nitidos del universo. De hecho, ambas se cen-
tran en las diferencias entre los conjuntos comparados, pero no
en sus coincidencias. Para ilustrarlo, consideremos como univer-
so, por ejemplo, el siguiente conjunto de idiomas U = {Chino
(¢), Inglés (e), Holandés (h), Francés (f), Italiano (i), Ruso (r)}.
Sean F = {h,e, f,i,c}, G={h,e, f,r,c}, A={i} yV ={r} los
conjuntos nitidos que representan las habilidades comunicativas
de cuatro personas llamadas Erik, Gerard, Angelo y Vladimir.
Erik y Gerard comparten muchos mas idiomas que Angelo y
Vladimir, pero esas coincidencias no pueden detectarse a través

159
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de medidas de divergencia y disimilaridades. Si solamente que-
remos centrarnos en las diferencias, dichas medidas pueden ser
utiles. Pero, si también queremos tener en cuenta sus habili-
dades comunes, debemos utilizar unas medidas de comparacion
diferentes. Hemos revisado otras definiciones axiomaticas de me-
didas de desigualdad que tienen en cuenta las coincidencias entre
los conjuntos comparados (véanse las definiciones 12 y 13, por
ejemplo).

Existen, por otra parte, varias cuestiones que merecen un es-
tudio futuro. Por un lado, algunos articulos recientes establecen
clases de equivalencia de medidas de similaridad y proponen
diferentes modos para clasificar de acuerdo con su poder discri-
minante (véanse [10, 86], por ejemplo). Teniendo en cuenta los
resultados obtenidos en este primer capitulo, podriamos tratar
de extender estos estudios a clases mas generales de medidas de
comparacion.

Por otro lado, en la literatura reciente se han introducido
muchas y diferentes definiciones no axiomaticas de similaridad
y disimilaridad /distancia entre conjuntos difusos (intervalo valo-
rados) para ser utilizadas en aplicaciones especificas. En el futuro
préximo, nos proponemos desarrollar un estudio bibliografico de-
tallado de dichos trabajos, relacionandolos con este trabajo mas
tedrico. En nuestra opinion, esta conexion nos permitira detec-
tar qué axiomas satisface cada familia paramétrica de medidas,
y ademads, cudles de esas medidas son co-monodtonas, es decir,
equivalentes.
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Finalmente, debemos destacar que nos hemos restringido a la
comparacion de conjuntos difusos estdandar. Podemos extender
nuestro estudio formal a un marco mas general, como los con-
juntos difusos intervalo-valorados, etc.

En el segundo capitulo, hemos proporcionado una generali-
zacion del concepto de “medida de tendencia central”, al que
hemos denominado centroide. Su definicién se obtiene siguiendo
un procedimiento analogo al de la construccién de la esperanza
de Frechet, minimizando la “diferencia” o “desigualdad” espe-
rada con respecto a las imagenes de la variable aleatoria difusa.
Hemos comprobado que este concepto generaliza algunas defini-
ciones ya existentes en la literatura acerca de variables aleatorias
difusas, como la esperanza de Puri y Ralescu ([84]), la definiciéon
de mediana dada por Sinova et al. ([91]), y también extiende los
conceptos de media, mediana y moda de las variables aleatorias
clasicas. Ademads, este concepto aporta la gran ventaja de que
el espacio final de la variable no ha de ser necesariamente un
espacio numeérico, ni siquiera un espacio métrico.

En dicho capitulo hemos comprobado asi mismo que los con-
ceptos de medida de comparacion esperada y d-variacién gene-
ralizan varios parametros conocidos asociados a variables alea-
torias, conjuntos aleatorios y variables aleatorias difusas. En
particular, generaliza el concepto de entropia de una variable
aleatoria y algunas varianzas escalares para variables aleatorias
difusas. Las definiciones de varianza escalar que podemos encon-
trar en la literatura (|60, 66]) se restringen a aquellas situaciones
en las que los valores de las variable aleatoria difusa son sub-
conjuntos convexos de R". El nuevo concepto de d-variacién, sin
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embargo, puede aplicarse en varias situaciones, incluso aunque
los valores de la variable no sean reales. En trabajos futuros,
estudiaremos nuevas propiedades de la medida de comparacion
esperada para caso concretos, tratando de establecer su conexion
con las nociones de entropia y dispersion.

En el tercer capitulo de esta memoria hemos introducido el
concepto de conjunto aleatorio rugoso, con el fin de representar
formalmente la percepcion incompleta de un conjunto aleatorio.
Hemos comprobado que, bajo condiciones bastante generales,
la pareja de aproximaciones superior e inferior de un conjunto
aleatorio borroso son medibles, con respecto a cierta o—alge-
bra definida sobre la familia de subconjuntos del espacio final
y que, ademas, su distribuciéon conjunta determina el minimo y
el maximo del conjunto de distribuciones de probabilidad com-
patibles con la informacién disponible. A continuacién, hemos
estudiado el caso general de las variables aleatorias difusas, y he-
mos encontrado algunas condiciones suficientes bajo las cuales
la distribucién conjunta de la pareja de aproximaciones propor-
ciona cotas adecuadas para el conjunto de posibles valores para
la probabilidad de una familia de subconjuntos difusos. Para de-
mostrar todos estos resultados, nos hemos apoyado en resultados
previos de la literatura que relacionan la familia de las medidas
de probabilidad asociadas a las selecciones medibles de un con-
junto aleatorio con la familia de distribuciones de probabilidad
dominadas por su probabilidad superior de Dempster. Tal como
mencionabamos al principio de la seccion, esta segunda familia
contiene, en general, a la primera, y no necesariamente coincide
con ella. En este trabajo hemos encontrado una forma equiva-
lente de expresar la informacion proporcionada por la variable

aleatoria difuso rugosa A = (I, T), en términos de una aplicacién
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multi-valuada G : Q@ — p(p(U)), cuyos valores son familias
de subconjuntos difusos del universo U: todo lo que sabemos
acerca de la verdadera variable aleatoria difusa es que es una se-
leccion medible de dicha aplicaciéon multi-valuada. Apoyandonos
en los resultados antes mencionados de la literatura reciente, en
algunas situaciones no muy restrictivas, podemos afirmar que la
familia de medidas de probabilidad acotadas por las probabili-
dades inferior y superior de Dempster de G5 proporciona cotas
adecuadas para la familia de medidas de probabilidad asocia-
das a sus selecciones A — o7 medibles. Esto nos permite afirmar
que, en esas situaciones, la pareja de probabilidades superior
e inferior de Dempster determinan el maximo y el minimo del
conjunto de medidas de probabilidad sobre o compatible con
la informacién disponible acerca de F. Pero, atin en esos casos,
esta familia de probabilidades puede estar estrictamente conte-
nida en el conjunto de medidas de probabilidad acotadas por la
pareja de probabilidades inferior y superior, debido a su falta de
convexidad, por ejemplo. Como ampliacién de este trabajo, nos
proponemos estudiar la relaciéon entre los dos conjuntos de me-
didas de probabilidad desde un punto de vista mas amplio. Te-
niendo en cuenta algunos ejemplos proporcionados en trabajos
previos (véase [29]), conjeturamos que las diferencias entre ellas,
incluso en aquellos casos en que sus maximos y minimos coinci-
den, pueden tener impacto en el estudio de la informacion acerca
de probabilidades condicionadas, de las distribuciones conjuntas
de parejas de variables aleatorias difusas, o de la d-dispersion.

Por otra parte, hemos propuesto una generalizacién de la
medida de rugosidad introducida por Pawlak en 1982, con el
proposito de utilizarla a la hora de cuantificar el grado de inexac-
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titud de los conjuntos aleatorios y las variables aleatorias difusas.
La rugosidad de un conjunto nitido se define como el grado de
“desigualdad” (formalmente entendido como una “distancia’”,
“divergencia” o “disimilaridad”) entre sus aproximaciones infe-
rior y superior. Hemos comprobado que, en el contexto actual
(pares de subconjuntos anidados del universo) cualquier diver-
gencia y cualquier disimilaridad simetrica satisface las propie-
dades de medida de “distancia” de [99], pero el reciproco no es
cierto. Ademas, las nociones de divergencia y disimilaridad son
equivalentes en esencia. Por consiguiente, podemos diferenciar
dos clases de medidas de “diferencia”: aquellas que satisfacen
las propiedades de disimilaridad y divergencia y aquellas que no
las satisfacen. Por lo tanto, podemos dividir el conjunto de las
medidas de d-rugosidad en dos clases disjuntas. Las medidas en
la primera clase cuantifican el “tamano” de la diferencia entre
las aproximaciones, de modo que cada una de ellas puede expre-
sarse en términos de una funcion de conjuntos monétona M del
siguiente modo:

Ph(A) = M(R(A)\ R(A), VA€ p(U).  (3.14)

La segunda clase no sélo tiene en cuenta el “tamano” de la
diferencia entre la aproximacion superior y la inferior, sino que
también tiene en cuenta el “tamano” de la primera. En el caso
de que ambas estén calculadas de forma separada, la correspon-
diente medida de rugosidad puede expresarse en términos de
un par de funciones de conjunto monétonas, M; y Ms, y una
funcién f : R? — R como sigue:

pr(A) = J(Mi(R(A)), Ma(R(A) \ B(A))), VA € p(U), (3.15)
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donde f es decreciente (no-creciente) con respecto a la primer
componente y creciente con respecto a la segunda.

De acuerdo con el teorema 10, la rugosidad de la unién o la
interseccién con un conjunto exacto esta acotada por la rugosi-
dad inicial, siempre que la funciéon f no dependa de la primera
componente y, por tanto, la medida de rugosidad asociada pue-
da ser formulada en términos de la ecuacion 3.14.

Ademas, de acuerdo con el teorema 9, cualquier medida de
rugosidad satisfaciendo la férmula general expuesta en la ecua-
cion 3.15 satisface las propiedades mas relevantes de la medida
de rugosidad de Pawlak resenadas en la literatura.

Podemos probar facilmente que la medida de Pawlak es un
caso particular de la segunda clase de medidas de rugosidad

(aquellas consideradas en la ecuaciéon 3.15), donde M; = Mo
es el cardinal del conjunto, y f(z,y) = x%y Observamos que

f(0,y) = 1 sin importar el valor de y € N, y esto significa que
la medida de rugosidad de Pawlak asocia el maximo valor de
rugosidad a todo conjunto rugoso con una aproximacién inferior
vacia. Esto puede verse como una desventaja de la rugosidad de
Pawlak que puede ser evitada con una funcién f diferente.

Tal como hemos mencionado al principio de la seccién 3.6, la
medida de precision de Pawlak, ar, puede expresarse como la
composicién de la funcién g(z) = 1 — z con la medida de ru-
gosidad pr. En este trabajo nos hemos centrado inicamente en
la nocién de rugosidad. Podemos obtener de forma sencilla una
medida de d-precisién para cada medida de d-rugosidad, simple-
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mente componiéndola con una funcién decreciente, que no ha de
ser necesariamente la funcion g. La nueva medida de precision
vendra entonces expresada en términos de la composicién de una
funcién creciente y una medida de “desigualdad” entre pares de
conjuntos. Algunos de los axiomas propuestos en la literatura
con el fin de medir el grado de similaridad o igualdad entre dos
conjuntos son “duales” a algunos de los axiomas enumerados en
la seccion 1.2.3, (tal dualidad es expresada en términos de una
aplicaciéon decreciente). Sin embargo, otros axiomas de “simila-
ridad” considerados en la literatura no pueden ser vistos como
el homdlogo de ningin otro axioma de “desigualdad” contenido
en ese listado (recordemos que una comparacién formal detalla-
da puede encontrarse en la seccién 1.5 de esta memoria). Una
posible de ampliacién de este trabajo consiste en revisar todos
los axiomas de medidas de “igualdad” o “similaridad” entre con-
juntos en este contexto particular, donde comparamos pares de
conjuntos anidados, y entonces estudiar que propiedades satisfa-
cen las correspondientes medidas de precision derivadas de esas
medidas de similaridad.



Agracecimientos

Este trabajo ha sido apoyado conjuntamente por el Ministerio
Espanol de Educacion y Ciencia bajo los proyectos MTM2010-
17844 y TIN2011-24302, la Universidad de Oviedo y el Departa-
mento de Estadistica e Investigacién Operativa y Didactica de
la Matematica de dicha universidad.

167



168 AGRACECIMIENTOS



Bibliografia

[1] J. Aumann. Integral of set valued functions. J. Math. Analy-
sis and Aplications 12 (1965) 1-12.

[2] V. Balopoulos, A. G. Hatzimichailidis, B. K. Papadopoulos.
Distance and similarity measures for fuzzy operators. Infor-
mation Sciences 177 (2007) 2336-2348.

[3] M. Banerjee, S. K. Pal. Roughness of a fuzzy set. Information
Sciences 93 (1996) 235-246.

[4] O. Barndorff-Nielsen, W.S. Kendall, M.N.M. van Lieshout.
(Eds.), Stochastic Geometry, Likelihood and Computation.
CRC Press/Chapman and Hall (1999) Boca Raton

[5] C. Baudrit, I. Couso, D. Dubois. Joint propagation of pro-
bability and possibility in risk analysis: towards a formal
framework. International Journal of Approximate Reasoning
45 (2007) 82-105.

[6] T. Beaubouef, F.E. Petry, G. Arora. Information-theoretic
measures of uncertainty for rough sets and rough relational
databases. Information Sciences 109 (1998) 535-563.

[7] C. Bertoluzza, N. Corral, A. Salas. On a new class of distan-

ces between fuzzy numbers. Mathware & Soft Computing 2
(1995) 71-84.

169



170 BIBLIOGRAFIA

[8] K. R. Bhutani, A. Rosenfeld. Dissimilarity measures bet-
ween fuzzy sets or fuzzy structures. Information Sciences 152
(2003) 313-318.

9] K. Bosteels, E. E. Kerre. A triparametric family of
cardinality-based fuzzy similarity measures. Fuzzy Sets and
Systems 158 (2007) 2466-2479.

[10] B. Bouchon-Meunier, G.Coletti, M.-J. Lesot, M. Rifqi. To-
wards a conscious choice of a fuzzy similarity measure: a qua-
litative point of view. In: E. Hullermeier, R. Kruse, and F.
Hoffmann (Eds.), IPMU 2010, LNAI 6178, Springer- Verlag,
Berlin Heidelberg (2010) pp.1-10.

[11] B. Bouchon-Meunier, M. Rifqi, S. Bothorel. Towards gene-
ral measures of comparison of objects. Fuzzy Sets and Sys-
tems 84 (1996) 143-153.

[12] I. Cascos, I. Molchanov. Multivariate risks and depth-
trimmed regions. Finance Stoch 11 (2007) 373-397.

[13] C. Castaing, M. Valadier. Convex analysis and measurable
multi-functions. Springer, Berlin (1977).

[14] A. Castaldo, F. Maccheroni, M. Marinacci. Random corres-
pondences as bundles of random variables. Sankhya 66 (2004)
409-427.

[15] S-M. Chen, M-S. Yeh, P-Y. Hsiao. A comparison of simi-
larity measures of fuzzy values. Fuzzy Sets and Systems 72
(1995) 79-89.

[16] G. Choquet. Theory of capacities. Annales de 'institut Fou-
rier 5 (1954) 131-295.



BIBLIOGRAFIA 171

[17] A. Colubi. Statistical inference about the means of fuzzy
random variables: Applications to the analysis of fuzzy- and
real-valued data. Fuzzy Sets and Systems 160 (2009) 344-356.

[18] 1. Couso. Teoria de la Probabilidad para datos impreci-
sos. Algunos aspectos. Tesis doctoral. Departamento de Es-
tadistica e 1.O. y Didactica de la Matematica. Universidad
de Oviedo (1999).

[19] 1. Couso, D. Dubois. On the variability of the concept of
variance of a fuzzy random variable. IEEE Transactions on
Fuzzy Systems 17 (2009) 1070 - 1080.

[20] 1. Couso, L. Garrido, S. Montes, L. Sdnchez. Expected Pair-
Wise Comparison of the Outcomes of a Fuzzy Random Varia-
ble. Combining Soft Computing and Statistical Methods in
Data Analysis, Advances in Intelligent and Soft Computing
77 (2010) 105-113.

[21] 1. Couso, L. Garrido, L. Sanchez. Similarity and dissimila-
rity measures between fuzzy sets: a formal relational study.
Information Sciences 229 (2013) 122-141.

[22] I. Couso, L. Garrido, L. Sanchez. Measures of roughness of
a set. BEurofuse 2013.

[23] I. Couso, L. Garrido, L. Sanchez. Random rough sets. Eu-
rofuse 2013.

[24] I. Couso, L. Garrido, L. Sanchez. General measures of
roughness of fuzzy sets. Information Sciences (bajo revisién)

[25] 1. Couso, L. Garrido, L. Sédnchez. Ill perception of random
fuzzy sets by means of random rough fuzzy sets. Internatio-



172 BIBLIOGRAFIA

nal Journal of Uncertainty, Fuzziness and Knowledge-Based
Systems (bajo revision).

[26] 1. Couso, S. Montes. An Axiomatic definition of fuzzy diver-

gence measures. International Journal of Uncertainty, Fuzzi-
ness and Knowledge-Based Systems 16 (2008) 1-17.

27] I. Couso, S. Montes, P. Gil. The necessity of the strong
alpha-cuts. Internat. J. Unc., Fuzz. and Knowledge-Based
Systems 9 (2001) 249-262.

28] 1. Couso, S. Montes, P. Gil. Second order possibility measu-
re induced by a fuzzy random variable. Statistical Modeling,
Analysis and Management of Fuzzy Data Studies. In Fuzzi-
ness and Soft Computing 87 (2002) 127-144.

[29] 1. Couso, L. Sanchez. Higher order models for fuzzy random
variables. Fuzzy Sets Systems 159 (2008) 237-258.

[30] 1. Couso, L. Sanchez. Inner and outer fuzzy approximations
of confidence intervals. Fuzzy Sets and Systems 184 (2011)
68-83.

[31] I. Couso, L. Sanchez. Mark-recapture techniques in statis-

tical tests for imprecise data. Int. J. Approx. Reasoning 52
(2011) 240-260.

[32] 1. Couso, L. Sdnchez. Upper and lower probabilities induced
by a fuzzy random variable. Fuzzy Sets and Systems 165
(2011) 1-23.

[33] 1. Couso, L. Sanchez, P. Gil. Imprecise distribution function
associated to a random set. Information Sciences 159 (2004)
109-123.



BIBLIOGRAFIA 173

[34] A.P. Dempster. Upper and lower Probabilities Induced by
a Multi-valued Mapping. Ann. Math. Statistics 38 (1967)
325-339.

[35] L. Dengfeng, C. Chuntian. New similarity measures of in-
tuitionistic fuzzy sets and application to pattern recognition.
Pattern Recognition Letters 23 (2002) 221-225.

[36] T. Denoeux, M.H. Masson, P.A. Hébert. Nonparametric
rank-based statistics and significance tests for fuzzy data.
Fuzzy Sets and Systems 153 (2005) 1-28.

[37] D. Dubois. Statistical Reasoning with Set-Valued Informa-
tion: Ontic vs. Epistemic Views. Volume 285 of Studies in

Fuzziness and Soft Computing, Springer (2013) pages 119-
136.

[38] D. Dubois, H. Prade. Rough Fuzzy Sets and Fuzzy Rough
Sets. International Journal of General Systems 17 (1990) 191-
209.

[39] D. Dubois, H. Prade. The three semantics of fuzzy sets.
Fuzzy Sets and Systems 90 Vol.2 (1997) 141-150.

[40] D. Dubois, H. Prade. Gradualness, uncertainty and bipola-
rity: Making sense of fuzzy sets. Fuzzy Sets and Systems 192
(2012) 3-24.

[41] R. Féron. Ensembles aléatoires flous. C.R. Acad. Sci. Paris
Ser. A 282 (1976) 903-906.

[42] S. Ferson, V. Kreinovich, J. Hajagos, W. Oberkampf, L.
Ginzburg. Experimental Uncertainty Estimation and Statis-

tics for Data Having Interval Uncertainty, Technical Report.
SAND2007-0939, Unlimited Release (2007).



174 BIBLIOGRAFIA

[43] M. Fréchet. Les éléments aléatoires de nature quelconque
dan un espace distancié. Ann Inst Henri Poincaré 10 (1948)
215-310.

[44] L. Garrido. Observaciones imprecisas: algunos resultados
para variables aleatorias difusas. Trabajo para la obtencion

de la suficiencia investigadora en el doctorado de Matemati-
cas de la Universidad de Valladolid. 2006.

[45] L. Garrido. On the extension of the scalar variance of
a fuzzy random variable. 1st International Workshop on
Trends in Uncertainty and Imprecision, TUIM 2010, Gijén
(2010).

[46] L. Garrido. Disimilitud esperada de una variable aleatoria
difusa. Actas del XVI Congreso Espanol sobre Tecnologias y
Logica Fuzzy (2012) 331-335.

[47] L. Garrido, T. Brezmes. Fuzzy envelope of a probability
distribution. Actas del congreso Information Processing and
Management of Uncertainty in Knowledge-Based Systems

I[PMU’08 (2008) 79-85.

[48] G. Gediga, I. Diintsch. Rough approximation quality revi-
sited. Artificial Intelligence 132 (2001) 219-234.

[49] G. Gonzélez-Rodriguez, A. Blanco, A. Colubi, M.A. Lu-
biano. Estimation of a simple linear regression model for
fuzzy random variables. Fuzzy Sets and Systems 160 (2009)
357-370.

[50] G. Gonzélez-Rodriguez, M. Montenegro, A. Colubi, M.A.
Gil. Bootstrap techniques and fuzzy random variables: Sy-



BIBLIOGRAFIA 175

nergy in hypothesis testing with fuzzy data. Fuzzy Sets and
Systems 157 (2006) 2608-2613.

[51] LR. Goodman, H.T. Nguyen. Uncertainty Models for
Knowledge-Based Systems. Elsevier Science Publishers.
Amsterdam. 1985.

[52] D. Guha, D. Chakraborty. A new approach to fuzzy distan-
ce measure and similarity measure between two generalized
fuzzy numbers. Applied Soft Computing 10 (2010) 90-99.

[53] S.R. Hejazi, A. Doostparast, S.M. Hosseini. An improved
fuzzy risk analysis based on a new similarity measures of ge-

neralized fuzzy numbers. Expert Systems with Applications
38 (2011) 9179-9185.

[54] C. J. Himmelberg. Measurable relations. Fundamenta Mat-
hematicae 87 (1975) 107-114.

[55] V-N Huynh, Y. Nakamori. A roughness measure for fuzzy
sets. Information Sciences 173 (2005) 255-275.

[56] 1. Jenhani, S. Benferhat, Z. Elouedi. Possibilistic Simila-
rity Measures, Foundations of Reasoning under Uncertainty.
Studies in Fuzziness and Soft Computing 249 (2010) 99-123.

[57] D.G. Kendall. Foundations of a theory of random sets. . In:
E.F. Harding and D.G. Kendall, eds. Stochastic geometry.
New York: Wiley, Nueva York (1974).

[58] D. G. Kendall. A survey of the statistical theory of shape.
Statistical Science 4 (1989) 87-99.



176 BIBLIOGRAFIA

[59] E. Klein, A. Thompson. Theory of correspondences. In: In-
cluding applications to mathematical economics. Wiley, Nue-
va York( 1984).

[60] R. Korner. On the variance of fuzzy random variables.
Fuzzy Sets and Systems. 92 (1997) 83-93.

[61] R. Korner. An asymptotic a-test for the expectation of ran-
dom fuzzy. Journal of Statistical Planning and Inference 83

(2000) 331-346.

[62] V. Krétschmer. Limit theorems for fuzzy-random variables.
Fuzzy Sets and Systems 126 (2002) 253-263.

[63] R. Kruse. On the variance of random sets. Journal of Mat-
hematical Analysis and Applications 122 (1987) 469-473.

[64] R. Kruse, K.D. Meyer. Statistic with Vague Data. D. Reidel
Publishing Company, Dordrecht (1987).

[65] Z. Liang, P. Shi. Similarity measures on intuitionistic fuzzy
sets. Pattern Recognition Letters 24 (2003) 2687-2693.

66| A. Lubiano, M.A. Gil, M. Lépez-Diaz, M.T. Lépez. The
%

A -mean squared dispersion associated with a fuzzy random
variable. Fuzzy Sets and Systems 111 (2000) 307-317.

[67] E. Marczewski, H. Steinhaus. On a certain distance of sets

and the corresponding distance of functions. Colloquium
Mathemmaticum 6 (1958) 319-327.

[68] G. Matheron. Random sets and integral geometry. Edito-
rial: John Wiley and Sons (1975).



BIBLIOGRAFIA 177

[69] E. Miranda, I. Couso, P. Gil. Random intervals as a model
for imprecise information. Fuzzy Sets and Systems 154 (2005)
386-412.

[70] E. Miranda, I. Couso, P. Gil. Random sets as imprecise
random variables. J. Math. Anal. Appl. 307 (2005) 32-47.

[71] E. Miranda, I. Couso, P. Gil. Approximations of upper
and lower probabilities by measurable selections. Informa-
tion Sciences 180 (2010) 1407-1417.

[72] H.B. Mitchell. On the Dengfeng-Chuntian similarity mea-
sure and its application to pattern recognition. Pattern Re-
cognition Letters 24 (2003) 3101-3104.

[73] 1.S. Molchanov. Averaging of Random Sets and Binary Ima-
ges. CWI Quarterly 11 (1998) 371-384.

[74] B. Mondal, D. Mazumdar, S. Raha. Similarity in appro-
ximate reasoning. International Journal of Computational
Cognition 4 (2006) 46-56.

[75] S. Montes. Particiones y medidas de divergencia en modelos
difusos. Tesis doctoral. Universidad de Oviedo (1998).

[76] S. Montes, 1. Couso, P. Gil, C. Bertoluzza. Divergence mea-
sure between fuzzy sets, International Journal of Approxi-
mate Reasoning 30 (2002) 91-105.

[77]) H.T. Nguyen. On fuzziness and linguistic probabilies. J.
Math. Analysis and Aplications 61 (1977) 658-671.

[78] H.T. Nguyen. On random sets and belief functions. J. Math.
Analysis and Aplications 63 (1978) 531-542.



178 BIBLIOGRAFIA

[79] C. P. Pappis, N. I. Karacapilidis. A comparative assessment
of measures of similarity of fuzzy values. Fuzzy Sets and Sys-
tems 56 (1993) 171-174.

[80] Z. Pawlak. Rough sets. International Journal of Computer
and Information Sciences 11 (1982) 341-356.

[81] Z. Pawlak. Rough probability. Bull. Polish Acad. Sci.
Math.,Vol. 32 n° 9-10 (1984) 607-612.

[82] Z. Pawlak. Rough Sets - Theoretical Aspects of Reasoning
about Data. Kluwer Academic, Dordrecht ( 1991).

[83] Z. Pawlak, A. Skoron. Rudiments of rough sets. Information
Sciences 177 (2007)2-27.

[84] M.L. Puri, D. Ralescu. Fuzzy Random Variables. J. Math.
Analysis and Aplications 114 (1986) 409-422.

[85] A.M . Radzikowska, E.E. Kerre. A comparative study of
fuzzy rough sets. Fuzzy Sets and Systems 126 (2002) 137-
155.

[86] M. Rifqi, V. Berger, B. Bouchon-Meunier. Discrimination
power of measures of comparison. Fuzzy Sets and Systems
110 (2000) 189-196.

[87] J.F. Omhover, M. Rifqi, M. Detyniecki. Ranking invarian-
ce based on similarity measures in document retrieval. In:
Adaptive Multimedia Retrieval AMR’05. Springer LNCS
(2006) 55-64.

[88] L. Sénchez, I. Couso. Advocating the use of imprecisely
observed data in genetic fuzzy systems. IEEE Transactions
on Fuzzy Systems 15 (2007) 551-562.



BIBLIOGRAFIA 179

[89] S. Santini, R. Jain. Similarity measures. IEEE Transactions
on Pattern Analysis and Machine Intelligence 21 (1999) 871-
883.

[90] G. Shafer. A Mathematical Theory of Evidence. Princeton
University Press (1976).

[91] B. Sinova, M.A. Gil, A. Colubi, S. Van Aelst. The median
of a random fuzzy number, The 1-norm distance approach.
Fuzzy Sets and Systems 200 (2012) 99-115.

[92] W. Trutschnig, G. Gonzalez-Rodriguez, A. Colubi, M.A.
Gil. A new family of metrics for compact, convex (fuzzy)
sets based on a generalized concept of mid and spread. In-
formation Sciences 179 (2009) 3964-3972.

93] P.Z. Wang. Fuzzy Sets and Its Applications. Shanghai
Science and Technology Press, Shanghai (1983) en Chino.

[94] D. Wu, J. M. Mendel. A vector similarity measure for lin-
guistic approximation: Interval type-2 and type-1 fuzzy sets.
Information Sciences 178 (2008) 381-402.

[95] D. Wu, J. M. Mendel. A comparative study of ranking met-
hods, similarity measures and uncertainty measures for inter-

val type-2 fuzzy sets. Information Sciences 179 (2009) 1169-
1192.

[96] Z.S. Xu. An overview of distance and similarity measures of

intuitionistic fuzzy sets. International Journal of Uncertainty,
Fuzziness and Knowledge-Based Systems 16 (2008) 529-555.

[97] Z. Xu, M. Xia. Distance and similarity measures for hesitant
fuzzy sets. Information Sciences 181 (2011) 2128-2138.



180 BIBLIOGRAFIA

98] L. Xudong, C. Zhang. An axiom foundation for uncertain
reasonings in rule based expert systems: N'T-Algebra. Know-
ledge and Information Systems 1 (1999) 415-433.

[99] L. Xuecheng. Entropy, distance measure and similarity mea-

sure of fuzzy sets and their relations. Fuzzy Sets and Systems
52 (1992) 305-318.

[100] J. Ye. Cosine similarity measures for intuitionistic fuzzy
sets and their applications. Mathematical and Computer Mo-
delling 53 (2011) 91-97.

[101] Y.Y Yao. Combination of rough and fuzzy sets based on
a-level sets. Rough Sets and Data Mining: Analysis for Im-
precise Data, Lin, T.Y., Cercone, N. (eds.), Kluwer Academic
Publishers (1997) 301-321.

[102] Y.Y. Yao. Information granulation and rough set appro-
ximation. International Journal of Intelligent Systems 16
(2001) 87-104.

[103] Y.Y. Yao. Notes on Rough Set Approximations and Asso-
ciated Measures. Journal of Zhejiang Ocean University (Na-
tural Science) Vol. 29, No. 5, (2010) 399-410.

[104] L.A. Zadeh. The concept of a linguistic variable and its
aplication in approximate reasoning, part II. Information

Science 8 (1975) 301-357.

[105] W. Zeng, H. Li, Relationship between similarity measure
and entropy of interval valued fuzzy sets, Fuzzy Sets and
Systems 157 (2006) 1477-1484.



BIBLIOGRAFIA 181

[106] H. Zhang, W. Zhang, C. Mei, Entropy of interval-valued
fuzzy sets based on distance and its relationship with simila-
rity measure, Knowledge-Based Systems 22 (2009) 449-454

[107] P. Zhu. An axiomatic approach to the roughness measure
of rough sets. Fundamenta Informaticae 109 (2011) 463-480.

[108] R. Zwick, E. Carlstein, D.V. Budescu, Measures of simila-
riy among fuzzy concepts: a comparative analysis, Interna-
tional Journal of Approximate Reasoning 1 (1987) 221-242.



