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Preambulo

Siguiendo el procedimiento establecido por la UCLM para la elaboracion, defensa
y evaluacién de la Tesis Doctoral, una vez recibidos los dos informes positivos de los
dos expertos, asi como la autorizacién del Director de Tesis, José Carlos Valverde
Fajardo, y del Departamento de Matematicas que es el 6rgano responsable del Pro-
grama de Doctorado FISYMAT en el marco del cual se ha realizado el doctorado,
se remite esta memoria a la Comisién de Doctorado.

La Tesis Doctoral titulada “Modelos de dindmica de poblaciones migratorias
con factores de reclutamiento, depredacion y captura” que aqui se presenta, consiste
en un trabajo original de investigacién sobre las materias Sistemas Dindmicos y
Biomatemdticas propias del programa de doctorado FISYMAT.

Las aportaciones cientificas de la presente Tesis estan avaladas por dos publica-
ciones en revistas del indice JCR (ISI): Rev. Ing. Investig. 32(2), 51—57, 2012 [3]
y Math. Meth. Appl. Sci. 36(6), 722—729, 2013 [50]. Ademas, otros dos articulos
[49, 2| se encuentran en la actualidad sometidos a procesos de revisién por revistas
del indice JCR (ISI).

Por otra parte, la presente investigacion recibié el Premio al mejor pdster en
la rama de conocimiento: Ciencias, presentado en las II Jornadas Doctorales de la
Universidad de Castilla-La Mancha, celebradas en Toledo el 13 de Noviembre de
2012.

Y para que todo ello asi conste, firmo la presente memoria.

En Albacete, 30 de noviembre de 2012

Fdo.: Lilia Mercedes Ladino Martinez.
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Introduction (English version)

Science has dealt with the problem of studying the nature, seeking to generate
and accumulate scientific knowledge through the systematic study of structures and
natural phenomena, and of the organization of the results by means of general
principles. In this sense, one of the purposes of Science is the modeling of the real
world [17, 18]. A model is a simplified representation of a natural phenomenon,
since it ignores irrelevant aspects of the phenomenon modeled and highlights its
essentials. The possibility of modeling a system mathematically allows us to predict
to a certain extent the future behavior of the system, in circumstances that cannot
or are difficult to be reproduced in a laboratory. In this context, the dynamical
system theory constitutes a fundamental tool for the mathematical modeling and
analysis of the future evolution of systems in different disciplines of Natural, Social
or Economic Sciences and Engineering.

Among all the models, those representing the evolution of a population, the
interaction between species and the human impact on natural ecosystems have at-
tracted interest not only in the field of Biology and Ecology, but also of Applied
Mathematics. Population dynamics has been traditionally the object of study of
Biomathematics. In its development, it faces questions related to biological growth
of a population with or without age distribution, endangered populations, interaction
between species and their environment, exploitation of natural resources, develop-
ment of pesticide-resistant strains, growth of tumor cells, spread of epidemics, social
revolutions, drug abuse, armed conflicts, etc.

The mathematical study of changes in populations has a very broad history. It is
impossible to say which the first mathematical model formulated for the dynamics of
a population was. But the oldest one that appears in the literature is that proposed
by Leonardo of Pisa, also known as Leonardo Pisano or, more commonly, Fibonacci,
who in 1202 established a simulation exercise involving a hypothetical growth of a
population of rabbits (see [66]). The logical consequence of the assumptions formula-
ted in this problem is the famous numerical series known as Fibonacci sequence. The
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result is evidently unrealistic because there are not pairs of rabbits that reproduce
according to this series. Although the model is correctly formulated in the light of
the assumptions on which it is based, it is not valid and these assumptions should be
staked. From this event on, the extent and sophistication of mathematical models in
population dynamics have increased significantly and reached considerable degrees
of refinement. The evolution of these models can be identified with a process of wea-
kening of the hypotheses or general assumptions underlying the modeling process
[73].

The subsequent development of mathematical modeling in this area has not been
continuous. Some centuries later, in 1798, the famous Malthus model [57] appeared.
The assumptions underlying this model are completely unrealistic for human popu-
lations. That is, the malthusian model assumes that: resources are inexhaustible and
homogenously distributed; the individuals in the population are undistinguishable
from each other; the population is isolated (not interacts with other species); the
population is uniformly distributed in its habitat; and also it is closed (no migration
phenomena exist). In particular, the solution of the differential equation that mo-
dels the population shows the famous exponential growth, which cannot be validated
with empirical data. But, as in the Fibonacci model, this is a logical consequence of
the assumptions and these are what should be changed.

In 1838, the Belgian mathematician Pierre-Francois Verhulst introduced the mo-
del that bears his name [88], also known as the logistic equation, which he continued
developing until publishing his work [89] finally in 1845. In this model, it is omitted
the hypotheses concerning the resource inexhaustibility. Thus, the Verhulst model
modifies and improves the exponential growth model (or Malthus) through terms
that express the factors hindering the growth. The limit imposed for the resources
of the environment in the logistic model is known as the carrying capacity of the
environment. Note that the solution is evidently closer to reality, while it does not
allow the population to grow infinitely. But it is also evident that both the Verhulst
equation and its solution are more complicated, from the mathematical point of
view, than the Malthus model.

Other basic mathematical models in population dynamics built following the
process of omitting hypotheses are described below. A model that eliminates the
assumption that individuals are undistinguishable from each other is the Leslie mo-
del [53, 54] for structured populations. The famous Lotka- Volterra model [56, 90]
omits the hypothesis of the isolation of the population. If the hypothesis of uniform
distribution on a homogeneous medium is not considered, it is a patch model [82].

The process of removing assumptions allows the model to be something much
closer to reality, but also much more complicated mathematically. This was the do-
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minant paradigm until 1976, when Robert May, an Australian physicist, published
a paper [61] which caused a veritable revolution in the philosophy of mathematical
models in Biology (revolution easily extrapolated to models in Economics and So-
cial Sciences) [73]. May analyzed a mathematical model, extremely simple, for the
growth of an insect population. This model is equivalent to the Verhulst one, with
the only difference that, in this case, it has a population that reproduces in separate
generations and therefore it is considered that the time evolves in a discrete way.
For this model, May showed how the dynamics reaches a chaotic regime by a period
doubling cascade. In the chaos, there is a coexistence of orbits of all the periods,
and this brings the dynamics wealth that it characterizes and distinguishes clearly
between stable and periodic behavior, on one hand, and random behavior on the
other hand. Although the notion of chaos was known before [63], no so simple mat-
hematical model had presented such a complex dynamics. Thus, the foundation was
laid for the gradual breakdown of the idea that complex phenomena require complex
models, i.e., a simple mechanism can model a very intricate biological phenomenon.

The study of mathematical models of population dynamics through the theory of
dynamical systems is increasing, reflecting their usefulness in understanding the dy-
namic processes involved and to make specific predictions. This can be seen in works
by authors such as May [61, 60], Maynard Smith [62], Brauer and Castillo-Chavéz
[12], Murray [66], Britton [15], Turchin [85] and Campos and Isaza [17, 18] where
one can find many of the results known so far. These works are a basic reference
for the mathematical modeling of populations, which can lead to the formulation of
solutions, policies and strategies for the management, control and sustainability of
different ecosystems.

The population dynamics models involve parameters related to reproduction,
growth, mortality, predation, capture, exploitation, recruitment (for exploited spe-
cies, it is the process by which an individual, or group of individuals, is included for
the first time in the exploitable class [23, 79]), migration, system carrying capacity,
amount of food available or physicochemical conditions of the environment, among
others, which are fundamental in the evolution of the modeled systems. The valida-
tion of the models by means of numerical simulations, allows determining whether
the relevant parameters to the dynamics of the modeled population have been con-
sidered. When environmental conditions cannot be modeled or the model cannot
be studied analytically, due to consider the inclusion of a large number of variables
or parameters, then the unique possibility is the numerical/statistical study. Howe-
ver, this possibility also carries different drawbacks as numerical data treatment or
sample selection and collection.

The variation in the values of the population parameters can produce changes in
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the dynamics of the system, what mathematically is known as bifurcations [5, 6, 48].
The bifurcations in a dynamical system may involve changes in the stability of
equilibria, as well as the appearance or disappearance of them. The stability of these
steady states has biological significance in the temporal evolution of the population
modeled. For example, in the interaction between two species, it is possible that
both of them approach a stable coexistence state or, on the contrary, by varying the
value of the population parameters, they evolve towards the reduction of the size of
the population of one or both species, that is, to the extinction.

Human activities have indirectly modified the dynamics of many populations,
what considerably accelerates the natural rate of extinction of species and the in-
crease of a great concern for biodiversity. In many cases, the underlying natural
dynamics of the population has been modified due to the increase in the mortality
induced by humans, although the populations are not exploited in the strict sen-
se. Dynamic models (and statistical) are needed to investigate the consequences of
human induced mortality in the general dynamics of a population (see [52]) and to
propose strategies for the conservation and sustainable use of the species.

In particular, some of the most affected populations by the catch that humans
exert on them are fish stocks. Given that changes in abundance of fish stocks can be
explained by factors such as environmental changes (changes in temperature, salinity,
current systems, contamination, etc.) [16, 66], ecosystem dynamics (multispecies
interaction, migration, recruitment, etc.) [11, 37, 79], and changes in patterns of
capture or fishing (dynamic open access, fishing regulations, etc.) [23, 66], it is
necessary to include these factors in the modeling of the dynamics of fish populations.

In this sense, the starting point for the development of the research presented
in this memory lies in the lack of models of population dynamics with migratory
behavior affected by recruitment, predation and capture factors.

Indeed, with respect to the study of the dynamics of fish populations, there are
statistical models and methods for the evaluation of fishery resources, as shown in
the work of Sparre and Venema [79], Hilborn and Walters [37], Csirke [23], Plaganyi
[69] or Beverton and Holt [11]. But, in this context, most of the models relate to
marine species and especially those whose changes in abundance are not dominated
by migration. That is, species with little migratory behavior (mainly demersal fish,
ie, those living in or near the bottom and have little movement [22]) [11, 37, 79].
However, there are highly migratory fish species, not only marine but also of fresh-
water, which are of great importance social, economic and environmental. In some
of these species, young individuals are in nursery areas where adults are not pre-
sent in a significant amount and, therefore, recruitment involves a migration to the
area of exploitation from these nursery areas [11]. In this sense, studies are needed
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to predict structural changes in the dynamics of such populations in order to take
measures to control its exploitation.

Furthermore, until now, in population dynamics models that include a capture
factor [12, 15, 18, 66|, the population is considered in its entirety, without discrimi-
nation in groups or stages of development, and therefore any possible relationship
between subpopulations is ignored.

Moreover, the dynamics of some species is strongly influenced by interspecific
relationships with other fishery resources, as occurs in the case of fishes of the
genera Prochilodus and Pseudoplatystoma, which interact as a predator-prey system,
respectively. They are abundant and of great commercial importance in the major
river basins of South America [28, 72]. Therefore, studies are needed to establish
interspecific interactions such as predation, to predict structural changes in exploited
populations and to propose control measures [26]. However, in the study of the
dynamics of predator-prey systems, it has been usually assumed a logistic type
growth [89] for prey species, while a linear mortality rate [57] is assumed for predators
[92], and only the capture of predators has been considered recently by researchers
as Brauer and Castillo-Chavéz [12]. They also suggest studying the capture of preys,
which would be appropriate for an examination of the extent to which a population
can be controlled by manipulating their food supply.

In the work presented here, we provide models of migratory populations dynamics
which cover these lacks of the models proposed so far. Also, we performe a study of
the qualitative dynamics of these models given by nonlinear differential equations
systems, from the point of view of dynamical systems theory. At the same time,
numerical simulations, produced by varying the population parameters, are obtained
from statistical data on the state of fisheries in some fish species of the genera
Prochilodus and Pseudoplatystoma in the basins of the Orinoco and Magdalena in
Colombia [20, 64], so showing different scenarios about the dynamics of the proposed
models, which allows their validation.

Specifically, in the first chapter, we introduce the basic concepts and fundamen-
tal theorems of dynamical systems theory and population dynamics that are needed
to realize this study. This chapter is divided into two sections. In the first one, we
analyze the relationship between the concepts of dynamical system and system of
ordinary differential equations, which concludes with the known Vinograd theorem,
that guarantees for any flow of an autonomous system of ordinary differential equa-
tions, the existence of a dynamical system which has exactly the same orbits. Once
this close relationship is known, it is formally defined the concept of orbit, around
which the study of the dynamics is constituted, and we review the most important
aspects such as periodicity or repulsion-attraction relative to other nearby orbits.
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Finally, we revise some of the essential theorems that are used for the analysis of
our models. In the second section, we analyze some basic elements of population
dynamics in the field of dynamical systems. Two types of continuous deterministic
models that provide basic fundamentals of population dynamics are revised: single
species models [57, 88, 89] and models of interaction between two species [46, 56, 90].
In the first type of models, we analyze a population for which it is assumed that all
individuals are developed independently of each other. For this, it is necessary that
those individuals live in an unrestricted environment, where no competition is possi-
ble. [12]. In particular, we present a review of the Malthusian model dynamics [57],
of the logistic model [88, 89] and of a single species models with capture. Regarding
the population dynamics of two interacting species the most important biological in-
teractions are described, namely: competition, mutualism, predation, commensalism,
amensalism and neutralism. In addition, we review the dynamics of classical models
such as Lotka-Volterra model [56, 90] and Kolmogorov type models [46]. In the mo-
deling process of population phenomena, the logistic model and the Lotka-Volterra
model play a crucial role, because they serve as a starting point in the creation of
more appropriate models for the description of new systems and processes [18].

In the second chapter, we model and analyze the qualitative behavior of a mi-
gratory species with recruitment and capture factors, considering a differentiated
development of the species in two stages. It shows how the dynamics is determined
by a threshold parameter R. As a result, by Lyapunov-LaSalle theorem, it is proved
that if R < 1, then the extinction equilibrium is globally asymptotically stable,
what ensures that the species could disappear under this condition, whatever the
initial sizes of the population are. Furthermore, thanks to the Poincare-Bendixson
theorem, we proved that if R > 1, the solution converges to a non trivial equilibrium
point, what means that the population tends to be stable. Another important result
from the mathematical point of view, is that the model undergoes a transcritical
bifurcation [5, 48] at the parametric value R = 1. Numerical simulations, produced
by varying the parameters of empirical data obtained for two fish species of the ge-
nera Prochilodus that inhabit the basins of the Orinoco and Magdalena in Colombia
20, 64], show different situations with regard to the evolution of the population and
allow us to validate the model.

In the third chapter, we expand and improve the model on the population dy-
namics of the migratory species exposed in the second chapter, now including inter-
action with other species, which can also be captured and occupy the same habitat,
being the latter species predator of the first one and, thus, constituting a predator-
prey system. In this context, it is shown that the dynamics of the system is also
determined by a threshold parameter value R that depends on the population para-
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meters. In this case, we also show that if the combination of the population parame-
ters results in R > 1, then the extinction equilibrium point is globally asymptotically
stable, what ensures that both species, preys and predators, are endangered for any
initial population size. Again, the numerical simulations produced by varying the
parameters obtained from empirical data, corresponding to species of the genera
Prochilodus and Pseudoplatystoma from the river basins of the Orinoco and Mag-
dalena in Colombia [20, 64], show different situations with regard to the evolution
of the predator-prey system and also allow us to validate this new model.

In the fourth chapter, we provide a more general mathematical model for a
predator-prey system with recruitment and capture factors in both species and their
qualitative dynamics is analyzed. The model further considers, in this case, a po-
pulation growth based on a general form of recruitment and of predator functional
response and the capture of preys and predators with a rate proportional to the
density of their populations, respectively. Thus, the results obtained cover the ca-
suistry originated by different types of predator functional response and recruitment
established by several authors of biomathematics, biology and fisheries. In this new
context, it is proved that the dynamics is determined by a threshold parameter,
which is now two-dimensional, R = (my, ms), with my, ms > 0. As the most rele-
vant result, we prove that the threshold parameter R determines the global stability
of the extinction equilibrium point, what implies that, in such a case, the species
are endangered and will become extinct. Statistical values are used to estimate some
population parameters, while different numerical simulations varying the parameter
values my and msy, show different scenarios about the evolution of the system that
allow us to validate the model provided.

In the fifth chapter, we describe a computational tool built for simulation and
numerical analysis of discrete, continuous and stochastic dynamical systems. This
tool, called DSamala Toolbox, is presented as a MATLAB Toolbox. DSamala Tool-
box constitutes a significant contribution to the numerical study of not only the po-
pulation models that are provided in this work, but also for other dynamic systems,
when the modeling equations are difficult or impossible to be studied analytically.
The DSamala Toolbox is a scalable software tool, easy to use, free available online,
that delivers precise results and reduces costs of time and effort in the areas studied.
So, DSamala Toolbox is a new software tool that provides many advantages in the
study and research of the dynamical systems.

Finally, in the sixth chapter, we provide a brief overview of the main conclu-
sions that emerge from the research presented in this memory. In addition, future
research directions, which arise in terms of the results that have been obtained, are
posed. Thus, on one hand, we are awaiting the analysis of the models where rates of
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reproduction and mortality may vary with environmental conditions, hunting and
fishing seasons and techniques used. Moreover, it would be possible to consider other
general forms of recruitment, which depend on special features of the system, such
as cannibalism, other forms of interspecific interactions, disease transmission, fishing
mortality of juvenile, barriers imposed by human that prevent access to exploitable
areas, such as reservoirs, which are very common in freshwater rivers. For the cases
of predator-prey models proposed in Chapters 3 and 4, it would also be interesting
to investigate the dynamics of these systems with a predator functional response
that depends on the density of both populations, preys and predators. Furthermore,
the stochastic version of each model that is proposed in this memory would be a new
research line that is open, which could lead to another approximation of the real
dynamics of the species due to the presence of randomness in most nature systems.

Chapters 2 and 5 correspond to two papers published in journals of the index
JCR (ISI): Rev. Ing. Investig. 32(2), 51—57, 2012 [3] and Math. Meth. Appl. Sci.
36(6), 722—729, 2013 [50]. Chapters 3 and 4 are two other papers [49, 2] that are
currently under review processes in journals of the index JCR (ISI).



Introduccion

La Ciencia se ha encargado de estudiar la naturaleza, buscando generar y acumu-
lar conocimiento a través del estudio sistemético de las estructuras y los fenémenos
naturales, y de la organizacién de los resultados por medio de principios generales.
En este sentido, uno de los propdsitos de la Ciencia es el modelamiento del mundo
natural [17, 18]. Un modelo es una representacién simplificada de algin fenémeno
real, ya que en él se ignoran los aspectos irrelevantes del fenomeno modelado y se
destacan los esenciales. La posibilidad de modelar matematicamente un sistema tie-
ne su importancia en poder predecir con determinado acierto el comportamiento
futuro de éste, en circunstancias que no pueden o son dificiles de ser reproducidas
en un laboratorio. En este contexto, la teoria de sistemas dindamicos constituye una
herramienta fundamental para el modelado matematico y el analisis de la evolu-
cion futura de sistemas en diferentes disciplinas de las Ciencias Naturales, Sociales,
Econémicas y de la Ingenieria.

Entre los modelos, los que representan la evolucién de una poblacion, la inte-
raccién entre especies y el impacto del hombre sobre los ecosistemas naturales han
despertado interés no sélo en el campo de la Biologia y la Ecologia, sino también de la
Matematica Aplicada. La dindmica de poblaciones ha sido tradicionalmente el objeto
de estudio de lo que ha venido a llamarse Biomatematica. En su desarrollo, ésta hace
frente a cuestiones bioldgicas relacionadas con el crecimiento de una poblaciéon con
o sin distribucion por edad, poblaciones en peligro de extincién, la interaccién entre
especies y su entorno, la explotaciéon de recursos naturales, la evolucion de cepas
resistentes a los plaguicidas, el crecimiento de células tumorales, la propagacién de
epidemias, las revoluciones sociales, la drogadiccion, los conflictos armados, etc.

El estudio matematico de los cambios en poblaciones tiene una historia muy
amplia. Es imposible afirmar cudl fue el primer modelo matematico formulado pa-
ra la dindmica de una poblacién, pero el més antiguo que aparece en la literatura
es el propuesto por Leonardo de Pisa, también conocido como Leonardo Pisano o,
més comunmente, Fibonacci, quién en 1202 establecié un ejercicio de simulacion
que implica un hipotético crecimiento de una poblacién de conejos (véase [66]). La
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consecuencia légica de las premisas formuladas en este problema es la famosa serie
numérica conocida como sucesion de Fibonacci. El resultado es evidentemente irreal,
pues no hay parejas de conejos que se reproduzcan siguiendo esa serie. Aunque el
modelo esta correctamente formulado a la luz de las hipdtesis en que se basa, no es
valido y son estas hipdtesis las que se deberian replantear. A partir de Fibonacci,
el alcance y la sofisticacién de los modelos mateméaticos en dindamica de poblaciones
se han incrementado notablemente y han alcanzado grados considerables de refi-
namiento. La evoluciéon de estos modelos se puede identificar con un proceso de
debilitamiento de las hipdtesis o supuestos generales que subyacen al proceso de
modelaje [73].

El avance posterior de la modelacién matematica en este area no se ha dado a
una velocidad constante. Transcurrieron algunos siglos antes de aparecer el famoso
modelo de Malthus [57] en 1798. Las hipdtesis en las que se basa este modelo son
completamente irreales para poblaciones humanas. Esto es, el modelo malthusiano
asume que: los recursos son inagotables y homogéneamente distribuidos; los indivi-
duos de la poblacién son indistinguibles entre si; la poblacién se encuentra aislada
(no interactua con otras especies); la poblacién esta distribuida uniformemente en
su habitat; y ademads es cerrada (no existen fenémenos de migracién). En particular,
la solucién de la ecuacion diferencial que modela la poblacién arroja el famoso cre-
cimiento exponencial, que no es validable con datos empiricos. Pero, al igual que en
el modelo de Fibonacci, esto es una consecuencia logica de las hipotesis formuladas
y son éstas las que habria que modificar.

En 1838 el matematico belga Pierre-Francois Verhulst introdujo el modelo que
lleva su nombre [88], también conocido como la ecuacion logistica, que luego conti-
nué desarrollando hasta publicar su trabajo [89] finalmente en 1845. En este modelo,
se omite la hipdtesis que hace referencia a la inagotabilidad de los recursos. Asi, el
modelo de Verhulst modifica y perfecciona el modelo de crecimiento exponencial (o
de Malthus) a través de términos que expresan los factores que frenan el crecimiento.
El limite que el medio le impone a los recursos en el modelo logistico es conocido co-
mo la capacidad de carga del medio. Cabe destacar que la solucién es evidentemente
mas cercana a la realidad, en tanto no permite que la poblacién crezca infinitamente.
Pero, también es evidente que tanto la ecuacién de Verhulst como su soluciéon son
mas complicadas desde el punto de vista matematico que las del modelo de Malthus.

Otros modelos matematicos basicos en dindamica de poblaciones construidos si-
guiendo el proceso de omitir hip6tesis se describen a continuacién. Un modelo que
elimina el supuesto de que los individuos sean indistinguibles entre si es el modelo
de Leslie [53, 54] para poblaciones estructuradas. El famoso modelo Lotka-Volterra
[56, 90] omite la hipdtesis sobre el aislamiento de la poblacién. Si no se considera la
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hipétesis de distribucién uniforme sobre un medio homogéneo, se tiene un modelo
de parches [82].

El proceso de quitar supuestos permite que el modelo sea algo mucho mas cer-
cano a la realidad, pero también mucho mé&s complicado matematicamente. Este
fue el paradigma dominante hasta que, en 1976, Robert May, un fisico australiano,
publicé un trabajo [61] que provocé una verdadera revolucién en la filosofia de los
modelos mateméticos en Biologia (revolucién fécilmente extrapolable a modelos en
Economia y Ciencias Sociales) [73]. May analizé un modelo matematico, extremada-
mente sencillo, de crecimiento de una poblacién de insectos. Este modelo es equiva-
lente al modelo de Verhulst, con la tnica diferencia de que en este caso se tiene una
poblacién que se reproduce en generaciones separadas y por esta razén considera
que el tiempo evoluciona de manera discreta, esto es, en unidades enteras. Para este
modelo, May mostré como la dindmica llega a un régimen cadtico por doblamiento
del periodo. En el caos se tiene una convivencia de érbitas de todos los periodos y eso
le proporciona la riqueza dinamica que lo caracteriza y distingue nitidamente entre
las conductas estables y periddicas, por una parte, y los comportamientos azarosos,
por otra. Aunque la nocién de caos era conocida desde antes [63], nunca se habia
presentado un modelo matematico tan simple que pudiera generar una dinamica
asi de compleja. De esta manera, se sentaron las bases para la ruptura paulatina de
la idea de que los fenémenos complejos requieren modelos complejos, es decir, un
mecanismo sencillo puede modelar un fenémeno biolégico muy intrincado.

El estudio de modelos matematicos de dinamica de poblaciones mediante la teoria
de sistemas dindmicos es cada vez mayor, lo cual refleja su utilidad para entender
los procesos dinamicos involucrados y para hacer predicciones concretas. Esto puede
verse en obras de autores como May [61, 60], Maynard Smith [62], Brauer y Castillo-
Chavéz [12], Murray [66], Britton [15], Turchin [85] y Campos e Isaza [17, 18] donde
se reunen muchos de los resultados obtenidos hasta el momento. Las investigaciones
en estas obras constituyen una referencia basica para el modelado matemaético de po-
blaciones, que puede conducir a la formulacién de soluciones, politicas y estrategias
para el manejo, el control y la sostenibilidad de diferentes ecosistemas.

Los modelos de dinamica de poblaciones involucran parametros relacionados con
reproduccién, crecimiento, mortalidad, depredacion, captura, explotacién, recluta-
miento (para especies explotadas, es el proceso por el cual un individuo, o grupo
de individuos, se integra por primera vez a la poblacién explotable [23, 79]), migra-
cion, capacidad de carga del sistema, cantidad de alimento disponible o condiciones
fisicoquimicas del ambiente, entre otros, que son fundamentales en la evolucion de
los sistemas modelados. La validacion de los modelos por medio de simulaciones
numéricas, permite constatar si se han considerado los pardmetros relevantes para
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la dindmica de la poblacion modelada. Cuando las condiciones del medio no pueden
ser modeladas o el modelo no puede ser estudiado analiticamente, por tener que
considerar la inclusién de un gran ntmero de variables o parametros, entonces la
tnica posibilidad de estudiar el fenémeno se reduce al estudio numérico/estadisti-
co. No obstante, esta posibilidad también conlleva diferentes inconvenientes como el
tratamiento numérico de datos y la seleccion y recogida de muestras.

Las variaciones en los valores de los pardmetros poblacionales pueden producir
cambios en la dinamica del sistema, lo que desde el punto de vista matematico
se conoce como bifurcaciones [5, 6, 48]. Las bifurcaciones en un sistema dindmico
pueden implicar cambios en la estabilidad de los equilibrios, asi como la aparicion
o desaparicion de los mismos. La estabilidad de esos estados de equilibrio tiene
significado biolégico en la evolucién temporal de la poblacion modelada. Por ejemplo,
en la interaccion entre dos especies es posible que ambas se aproximen a un estado
de coexistencia estable o que, por el contrario, al variar el valor de los parametros
poblacionales, evolucionen hacia la reduccion significativa del tamano de la poblacion
de una o ambas especies, esto es, hacia su extincion.

Las actividades humanas han modificado indirectamente la dindmica de muchas
poblaciones, lo que acelera considerablemente la tasa natural de extincién de las
especies y el aumento de una gran preocupacion por la biodiversidad. En muchos
casos, la dinamica natural subyacente de la poblacién ha sido modificada por el
aumento en la mortalidad inducida por el ser humano, aunque las poblaciones no
sean explotadas en sentido estricto. Los modelos dindmicos (y estadisticos) son ne-
cesarios para investigar las consecuencias de la mortalidad inducida por el hombre
en la dindmica general de una poblacién (véase [52]) y proponer estrategias para la
conservacion y el uso sostenible de las especies.

En particular, algunas de las poblaciones mas afectadas por la captura que el
hombre ejerce sobre ellas son los recursos pesqueros. Teniendo en cuenta que los
cambios en abundancia de las poblaciones de peces pueden ser explicados por facto-
res tales como cambios ambientales (variacién en temperatura, salinidad, sistemas
de corriente, contaminacion, etc.) [16, 66|, dindmica del ecosistema (interaccién mul-
tiespecifica, migracién, reclutamiento, etc.) [11, 37, 79], y cambios en los patrones de
captura o pesca (dindmica de acceso abierta, regulaciones pesqueras, etc.) [23, 66],
es necesario que en el modelado de la dinamica de poblaciones de peces se incluyan
dichos factores.

En este sentido, el punto de partida, para el desarrollo de la investigacion que se
presenta en esta memoria, radica en la carencia de modelos de dindmica de pobla-
ciones con comportamiento migratorio afectadas por los factores de reclutamiento,
depredacién y captura.
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En efecto, con respecto al estudio de la dindmica de poblaciones de peces, exis-
ten modelos y métodos estadisticos para la evaluacién de recursos pesqueros, como
muestran los trabajos de Sparre y Venema [79], Hilborn y Walters [37], Csirke [23],
Plagényi [69] o Beverton y Holt [11]. Pero, en este contexto, la mayoria de los mo-
delos se refieren a especies marinas y especialmente a aquellas cuyos cambios en
abundancia no estan dominados por migracién. Esto es, especies con poco compor-
tamiento migratorio (principalmente peces demersales, es decir, aquellos que viven
en o cerca del fondo y presentan poco movimiento [22]) [11, 37, 79]. Sin embargo,
existen especies de peces altamente migratorias, no sélo marinas sino también de
agua dulce, que son de gran importancia social, econémica y ambiental. En algu-
nas de estas especies, los jévenes ocupan zonas de cria donde los adultos no estan
presentes en una cantidad considerable y, por tanto, el reclutamiento implica una
migracion al drea de explotacién desde las zonas de cria [11]. En este sentido, se re-
quieren de estudios que predigan cambios estructurales en la dindmica de este tipo
de poblaciones con el fin de tomar medidas para el control de su explotacion.

Ademas, hasta ahora, en los modelos de dinamica de poblaciones que incluyen
un factor de captura [12, 15, 18, 66|, la poblacién es considerada en su totalidad,
sin discriminacién en grupos o etapas de desarrollo, y por tanto se ignora cualquier
relacion entre posibles subpoblaciones.

Por otra parte, la dinamica de algunas especies esta fuertemente influenciada
por las relaciones interespecificas con otros recursos pesqueros, como es el caso de
los peces de los géneros Prochilodus y Pseudoplatystoma que interactiian como un
sistema presa-depredador, respectivamente, y que son abundantes y de gran impor-
tancia comercial en las principales cuencas fluviales de América del Sur [28, 72].
Por tanto, resultan necesarios estudios que establezcan relaciones interespecificas,
como la depredacién, para predecir cambios estructurales en poblaciones explota-
das y proponer medidas de control conjuntas [26]. Sin embargo, en el estudio de la
dinamica de sistemas presa-depredador usualmente se ha asumido un crecimiento
tipo logistico [89] para la especie presa, mientras que una tasa de mortalidad lineal
[57] es asumida para el depredador [92], y solamente la captura de depredadores
ha sido considerada muy recientemente por investigadores como Brauer y Castillo-
Chavéz [12]. Estos sugieren estudiar también la captura de la presa, lo cual serfa
apropiado para un examen de la medida en que se puede controlar a una poblacion
mediante la manipulacién de su suministro de alimentos.

En el trabajo que aqui se presenta se proporcionan modelos de dinamica de pobla-
ciones migratorias que cubren esas carencias de los modelos planteados hasta ahora.
Asimismo, se realiza el estudio de la dinamica cualitativa de estos modelos dados por
sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales, desde la teoria de sistemas dindami-
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cos. Al mismo tiempo, simulaciones numéricas producidas mediante la variacién de
los parametros poblacionales, obtenidos de datos estadisticos sobre el estado de la
pesca de algunas especies de peces de los géneros Prochilodus y Pseudoplatystoma
en las cuencas del Orinoco y Magdalena en Colombia [20, 64], muestran diferentes
escenarios de la dindmica de los modelos propuestos, que permiten validarlos.

En concreto, en el primer capitulo, se introducen los conceptos bésicos y teore-
mas fundamentales de la teoria de sistemas dinamicos y la dinamica de poblaciones.
Este capitulo se divide en dos secciones. En la primera, se analiza la relacion entre
los conceptos de sistema dinamico y sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
lo que concluye con el conocido teorema de Vinograd que garantiza para cualquier
flujo de un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales ordinarias, la existencia
de un sistema dindmico que tiene exactamente las mismas orbitas. Una vez cono-
cida esta estrecha relacion, se define formalmente el concepto de orbita, en torno
al cual gira el estudio de la dindmica, y se revisan las que son mas importantes en
aspectos como la periodicidad o la repulsion-atraccién con respecto a otras orbitas
cercanas. Finalmente, se enuncian algunos de los teoremas esenciales que son usa-
dos para el analisis de los modelos propuestos. En la segunda seccién, se analizan
algunos elementos fundamentales de la dinamica de poblaciones en el campo de los
sistemas dindmicos. Se revisan dos tipos de modelos deterministicos continuos que
proporcionan fundamentos bésicos de la dindmica de poblaciones: modelos de espe-
cies aisladas [57, 88, 89] y modelos de interaccién entre dos especies [46, 56, 90]. En
el primer tipo de modelos, se analiza una poblacién en la que se asume que todos los
individuos se desarrollan independientemente uno de otro. Para que esto ocurra, es
necesario que esos individuos vivan en un ambiente sin restricciones, donde ningin
tipo de competicién sea posible [12]. En particular, se presenta una revisién de la
dindmica del modelo malthusiano [57], del modelo logistico [88, 89] y de modelos de
una sola especie con captura. En cuanto a la dindmica poblacional de dos especies
que interactian, se describen las interacciones bioldgicas mas importantes, a saber:
competencia, mutualismo, depredacion, comensalismo, amensalismo y neutralismo.
Ademas, se revisa la dindmica de modelos clasicos como el modelo Lotka-Volterra
[56, 90] y los modelos tipo Kolmogorov [46]. En el proceso de modelado de fenémenos
poblacionales, el modelo logistico y el modelo Lotka-Volterra juegan un rol crucial,
porque ellos sirven como punto de partida en la creaciéon de modelos més apropiados
para la descripcién de nuevos sistemas y procesos [18].

En el segundo capitulo, se modela y analiza el comportamiento cualitativo de
una especie migratoria con factores de reclutamiento y captura, considerando un
desarrollo de la especie diferenciado en dos etapas. Se muestra cémo la dinamica
estd determinada por un parametro umbral R. Como resultado mas importante, en
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virtud del teorema de Lyapunov-LaSalle, se prueba que si R < 1, entonces el punto
de equilibrio de extincion es globalmente asintéticamente estable, lo que asegura
que la especie podria desaparecer bajo esta condicién, sean cuales sean los tamanos
iniciales de la poblacién. Ademas, gracias al teorema de Poincare-Bendixson, se de-
muestra que si R > 1, la solucién converge a un punto de equilibrio no trivial, lo
que significa que la poblacion tiende a ser estable. Otro resultado importante, desde
el punto de vista matemaético, es que el modelo sufre una bifurcacion transcritica
[5, 48] en el valor paramétrico R = 1. Simulaciones numéricas, producidas mediante
la variacion de los parametros obtenidos de datos empiricos correspondientes a dos
especies del género Prochilodus que habitan en las cuencas del Orinoco y el Magdale-
na en Colombia [20, 64], muestran diferentes situaciones con respecto a la evolucién
de la poblacién y permiten validar el modelo.

En el tercer capitulo, se amplia y mejora el modelo sobre la dinamica poblacio-
nal de la especie migratoria expuesto en el segundo capitulo, incluyendo ahora la
interaccién con otra especie, que también puede ser capturada, y que ocupa el mis-
mo habitat, siendo esta tultima especie depredadora de la primera y constituyendo
asi un sistema presa-depredador. En este contexto, se demuestra que la dindamica
del sistema estd también determinada por un valor paramétrico umbral R que de-
pende de los parametros poblacionales. En este caso, también se demuestra que si
la combinacion de los parametros poblacionales da como resultado R > 1, entonces
el punto de equilibrio de extincién es globalmente asintéticamente estable, lo que
asegura que ambas especies, presas y depredadores, estan en peligro para cualquier
tamano inicial de la poblacion. De nuevo, las simulaciones numéricas producidas me-
diante la variacion de los parametros obtenidos de datos empiricos correspondientes
a especies de los géneros Prochilodus y Pseudoplatystoma de las cuencas del Orinoco
y Magdalena en Colombia [20, 64], muestran diferentes situaciones con respecto a
la evolucién del sistema presa-depredador y permiten asimismo validar este nuevo
modelo.

En el cuarto capitulo, se proporciona un modelo matematico més general para un
sistema presa-depredador con factores de reclutamiento y captura en ambas especies
y se analiza su dindmica cualitativa. El modelo considera ademas en este caso un
crecimiento de las poblaciones basado en una forma general de reclutamiento y de
respuesta funcional del depredador, asi como la captura de presas y depredadores
con una tasa proporcional a la densidad de sus poblaciones, respectivamente. Por
lo tanto, los resultados obtenidos cubren la casuistica originada por diferentes tipos
de respuesta funcional del depredador y de reclutamiento establecidos por diversos
autores de las areas de biomatematicas, biologia y pesca. En este nuevo contexto,
se prueba que la dindmica estd determinada por un parametro umbral, que ahora
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es bidimensional, R = (mq, my), con my,my > 0. Como resultado més relevante,
se prueba que el pardmetro umbral R determina la estabilidad global del punto de
equilibrio de extincion, lo cual implica que, en tal caso, las especies estan en peligro
y se extinguiran. Valores estadisticos son usados para estimar algunos parametros
poblacionales, mientras que diversas simulaciones numéricas variando los valores de
los pardametros my y ms, muestran diferentes escenarios acerca de la evolucion del
sistema que validan el modelo proporcionado.

En el quinto capitulo, se describe una herramienta computacional construida pa-
ra la simulacién y el andlisis numérico de sistemas dindmicos discretos, continuos
y estocasticos. Esta herramienta, denominada DSamala Toolbox, se presenta como
un Toolbox de MATLAB. DSamala Toolbox constituye un aporte significativo para
el estudio numérico no solo de los modelos poblacionales proporcionados en este
trabajo, sino también para otros sistemas dinamicos, cuando las ecuaciones que los
modelan son dificiles o imposibles de estudiar analiticamente. El software DSamala
Toolbox es una herramienta escalable, facil de usar, disponible gratuitamente en
linea, que entrega resultados precisos y reduce costos de tiempo y esfuerzo en las
areas estudiadas. Por tanto, DSamala Toolbox es una nueva herramienta de soft-
ware que proporciona muchas ventajas en el estudio y la investigacion de sistemas
dindmicos.

Finalmente, en el sexto capitulo, se expone un breve resumen de las principales
conclusiones que se desprenden de la investigacién presentada en esta memoria.
Ademas, se plantean futuras lineas de investigacion que quedan abiertas en funcion
de los resultados que se han obtenido. En este sentido, por un lado, estan pendientes
de analizar modelos donde las tasas de reproduccién y mortalidad puedan variar
con las condiciones ambientales, temporadas de caza o pesca y técnicas usadas.
Por otra parte, es posible considerar otras formas generales de reclutamiento, que
dependan de caracteristicas especiales del sistema, tales como canibalismo, otras
formas de interaccién interespecifica, transmision de enfermedades, mortalidad por
pesca de juveniles, barreras impuestas por el hombre que impiden el acceso a las
areas explotables, como embalses, las cuales son muy comunes en los rios de agua
dulce de gran tamano. Para los casos de los modelos presa-depredador propuestos en
los capitulos 3 y 4, también seria interesante investigar la dindmica de estos sistemas
con una respuesta funcional del depredador que dependa de la densidad de ambas
poblaciones, presas y depredadores. Ademads, la version estocéstica de cada modelo
que se ha propuesto en esta memoria seria otra nueva linea de investigacion que
queda abierta, la cual podria conducir a otra aproximacion de la dinamica real de
las especies, debido a la presencia de aleatoriedad en la mayoria de los sistemas de
la naturaleza.
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Los capitulos 2 y 5 corresponden a dos articulos publicados en revistas del indice
JCR (ISI): Rev. Ing. Investig. 32(2), 51—57, 2012 [3] y Math. Meth. Appl. Sci. 36(6),
722—729, 2013 [50]. Los capitulos 3 y 4 constituyen otros dos articulos [49, 2] que se
encuentran en la actualidad sometidos a procesos de revision por revistas del indice
JCR (ISI).
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Conceptos y resultados necesarios de sistemas
dinamicos continuos

Uno de los principales objetivos del estudio de un sistema dindmico es dar una
completa caracterizacion de la geometria de su estructura orbital [48]. Ademas, si
el sistema dindmico depende de parametros, resulta también interesante conocer
el cambio en la estructura orbital cuando los parametros varien. Sin embargo, es
necesario aclarar que no siempre es posible alcanzar este objetivo en el estudio de
todos los sistemas dinamicos.

En esta memoria, se hace referencia solamente a sistemas dindmicos continuos,
en particular dados por sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.
El estudio de un sistema de este tipo se simplifica cuando éste es auténomo, es decir,
de la forma

¥ = f(x) (1.1)

donde f : X — R"™ es una funcién continua definida en un conjunto abierto X C R"
y con la suficiente regularidad para que se tenga la garantia de existencia y unicidad
de soluciones para condiciones iniciales dadas. Esto ocurre si f es de clase C!, que
es lo que se supone habitualmente.
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No obstante, un sistema no auténomo

¥ = f(t,x) (1.2)

puede incluirse en uno autonomo, anadiendo una variable al sistema, pues basta
definir F'(¢t,z) = (1, f(t,x)) y considerar

7 =F(z2) (1.3)

donde z = (t,z). En este contexto, si z(t) es solucién de (1.2), entonces z(t) =
(t,x(t)) es solucién de (1.3). De esta manera, el considerar Unicamente sistemas
auténomos no supone una pérdida de generalidad. Aun asi, el aumento en una unidad
de la dimensién dificulta de manera significativa el analisis, por lo que normalmente
los sistemas no auténomos se estudian de manera independiente.

Las soluciones del sistema (1.1) pueden darse a través del flujo del sistema, como
se explica a continuacion. Sea ¢ una funcién definida sobre un abierto A

Y ACRXRx X = X

para la cual se tiene que: si tg € Ry x¢ € X, entonces ¢y, ,, : I(to, x9) — X, dada
POr ¢y, 2 (t) = @(t,to, o), es la solucién de (1.1) con condicién inicial xy en . La
funcion ¢ es continua y presenta propiedades de diferenciabilidad andlogas a las de
f.
Sea
A={(t,z) e Rx X : (t,0,z) € A}

y redefinase ¢ en A como ¢(t,x) = ¢(t,0,z). Dendtese I(x) = I(0,z) para cada
x € X. Se llamard flujo de (1.1) a la funcién ¢(¢, x). Segtn se desee enfatizar como
actia ¢ sobre la variable temporal o sobre la de estado, se escribird ¢,(t) o bien
(), en lugar de ¢(t, z).

El flujo definido de esta manera verifica una serie de propiedades [38] que se
enumeran en el siguiente teorema, cuya demostracién puede verse en [44].

Teorema 1.1.1. Sea ¢ : A — X el flujo del sistema (1.1). Entonces se verifican las
siguientes afirmaciones:

1. A es abierto
2. ¢ es continua

3. (0,z) € A y ¢(0,x) =z para todo x € X
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4. p(t+s,x) = p(t, o(s,x)), en el sentido tal que si la parte de la derecha estd bien
definida la de la izquierda también lo estd y ambas son iguales.

Si ademds A = R x X entonces, para cadat € R fijo, la aplicacion ¢, : X — X es
un homeomorfismo.

En general, si o : A CR x X — X es un aplicacién que cumple las propiedades
del teorema anterior, se dice que es un sistema dindmico local, y en el caso en que
A =R x X entonces se denomina sistema dindmico global (o simplemente sistema
dindmico).

En este contexto, la nocién de sistema dinamico es esencialmente equivalente a la
de flujo. En efecto, en 1949 Vinograd demostré un teorema que garantiza que para
cualquier flujo existe un sistema dinamico global que tiene exactamente las mismas
érbitas. Su demostracién puede verse en [67].

Por otro lado, el siguiente teorema asocia un flujo a cualquier sistema dinamico
continuo dado con la suficiente diferenciabilidad. Su demostracién puede verse en
[44].

Teorema 1.1.2. Sea p : R x X — X, ¢ = ¢(t,z) el flujo u operador de evolucion

de un sistema dindmico de clase C* y considerese la funcién f : X — R"™ definida
por f(x) = a“”éi’m)hzo. Entonces ¢ es el flujo del sistema autonomo de ecuaciones

diferenciales ordinarias ' = f(x).

El flujo ¢(t, z) del sistema (1.1) se puede interpretar como la evolucién temporal
de todos los elementos del espacio de estados. Desde este punto de vista, estudiar
un sistema dindmico significa analizar cémo evoluciona asintéticamente cada uno
de esos elementos o, lo que es lo mismo, cémo es su estructura orbital. Para esto, el
concepto matemético de orbita es el que formaliza la evolucién de un estado (inicial).

Definicién 1.1.1. Se llama orbita del estado (inicial) zo del sistema dindmico (1.1)

al conjunto
Orb(zg) ={x € X : x = ¢(t,x0),t € R} = Im(py,)

ordenado en sentido creciente de la variable temporal .

Los casos méas simples que aparecen son los estados de equilibrio (o puntos de
equilibrio) (aquellos para los que el sistema no evoluciona a lo largo del tiempo,
esto es, permanece en ese estado para siempre), que generan las llamadas drbitas
estacionarias, y los estados periddicos (aquellos en los que el sistema evoluciona, pero
tras un periodo de tiempo vuelve al estado inicial), que dan lugar a las conocidas
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como orbitas periodicas o ciclos. El estudio local se origina a partir estos estados
y a partir de ahi, en ocasiones, se puede llegar a la descripcién global del sistema,
como ocurre en el caso de los modelos que se analizan en esta memoria.

Otro resultado importante hace referencia a que dos orbitas distintas de un
sistema autonomo no se cortan entre si, como lo indica el siguiente teorema.

Teorema 1.1.3. Sean x1 : I} — X e xy : Iy — X dos soluciones de (1.1) siendo
respectivamente 'y y I'y sus orbitas asociadas. Entonces I'y y I's son o bien disjuntas
o bien coincidentes. El sequndo caso ocurre si y solo si existe algun tg € R tal que
I, =11 +ty e x1(t) = x2(t + to) para todo t € 1.

Demostracion. Se supone que I'; y I'y se intersectan en algin punto p. Se pro-
bard entonces que I'y = I'y. Témese t; € I3, ty € I tales que x1(t1) = p = xa(ls).
Definase las funciones x : Iy —t; — Q y T : I —ty — Q mediante x(t) = x1(t+t1) y
Z(t) = xo(t + t3) respectivamente. Entonces x(t) y Z(t) son soluciones de (1.1),
y ademds x(0) = x1(t1) = w2(t2) = 7(0). La unicidad de soluciones garantiza
que Iy —t; = Ip —ty = I y z(t) = Z(t) para todo t € I, o lo que es lo mismo
x1(t 4 t1) = xo(t + t2) para todo t € I. Por tanto, I'y = T's.

La implicacién reciproca de la segunda parte del teorema es trivial. En cuanto
a la implicacion directa, basta notar que si I'y = I'y, entonces, con la notacion del
parrafo anterior (escribiendo tg = ty — t1), se tiene Iy = I} + tg y x2(t + ty) =
xo(t —t1 +to) = x1(t — t; + t1) = x1(t) para todo t € I. O

A partir de este resultado, se puede concluir que para cada x € X existird exac-
tamente una orbita que lo contiene y, por tanto, el espacio de fases de (1.1) puede
descomponerse en una uniéon disjunta de orbitas que ademads se pueden orientar de
un modo natural en el sentido creciente de t. A la representacion del conjunto X
junto a su descomposicién en Orbitas orientadas (més representativas) se le llama
diagrama de fases del sistema.

Aunque no es comun que un sistema presente unicamente érbitas estacionarias y
periddicas, si es muy interesante que las que no lo son tiendan a acercarse a alguna
de éstas, esto es, que una érbita estacionaria o periédica “atraiga” a aquellas que
se encuentren dentro de una cierta region. Se dice que una 6rbita I' = ¢, (¢) es una
orbita atractora o un atractor si existe un 6 > 0 tal que para cada y que verifique
d(x,y) < d, se tiene que

d(ps(t), oy(t)) = 0 cuando t— oo,

independientemente del estado x de la orbita I" elegida.
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Una caracteristica muy ventajosa de un sistema dindmico es que a partir de datos
similares las evoluciones del sistema sean también similares. En este contexto, se dice
que una Orbita es estable si para cada € > 0 existe un § > 0 tal que si d(z,y) < 9,
entonces

d(p(t,x),(t,y)) < e paratodo t>0.

Una érbita que no sea estable se denomina inestable.

Si una Orbita es atractora y estable a la vez, entonces se dice que es asintoti-
camente estable. Ademas, si se cambia t — oo por t — —o0, se llega facilmente a
las nociones de orbita estable hacia atrds, inestable hacia atrds y asintoticamente
estable hacia atrds.

Como puede observarse, uno de los aspectos relevantes en el estudio de los sis-
temas dinamicos es el relacionado con el concepto de estabilidad de las orbitas. El
siguiente teorema, también conocido como primer método o método indirecto de
Lyapunov, establece un criterio para determinar cuando una orbita estacionaria es
estable o inestable, a partir de la funcion que describe el sistema (véase [48]), o lo
mismo, a través de la linealizacion del sistema alrededor del equilibrio.

Teorema 1.1.4. Considérese el sistema dindmico descrito por
= f(x), € XCR"

donde f es de clase C*. Supdngase que el sistema presenta un estado de equilibrio
en x* € X y dendtese por J f(z*) a la matriz Jacobiana de la funcion f evaluada en
x*. Entonces, x* es una orbita estacionaria estable si todos los autovalores de dicha
matriz tienen parte real menor que 0. En caso contrario, si alguno de ellos tiene
parte real mayor que 0, entonces dicha orbita es inestable.

Ademés, si todos los autovalores de J f(z*) tienen parte real no nula, se dice que
x* es un estado (o punto) de equilibrio hiperbdlico.

Un caso especial que vale la pena mencionar aqui es el de los sistemas bidimen-
sionales, ya que seran indispensables en el siguiente capitulo para estudiar modelos
continuos de interaccién entre dos especies. Para esto, considérese (z*,y*) un equi-
librio del sistema de ecuaciones diferenciales:

v = F(z,y)
{ y = Glz,y) (14)

En este contexto, el siguiente teorema proporciona un criterio para la estabi-
lidad del estado de equilibrio (z*,y*) en términos de los elementos de la matriz
Jacobiana del sistema evaluada en dicho equilibrio, esto es, la traza (trJ(z*,y*)) y
el determinante (detJ(z*,y*)) [12].



26 Preliminares

Teorema 1.1.5. Si (z*,y*) es un equilibrio del sistema (1.4) y si todos los autova-
lores de la matriz Jacobiana del sistema evaluada en este equilibrio tienen parte real
negativa, esto es, especificamente si

trJ(z*,y*) <0
detJ(z*,y*) >0’

entonces el equilibrio (x*,y*) es asintéticamente estable.

Se puede ser mas especifico acerca de las orbitas cerca de un equilibrio. En térmi-
nos de los elementos de la matriz Jacobiana, se pueden caracterizar los siguientes
casos [12], teniendo en cuenta que los autovalores son complejos si y solamente si

A = (trJ(z*,y*))* — 4detJ(z*, y*) < 0.

1. SidetJ(x*,y*) < 0, el equilibrio es un punto de silla (inestable).

2. SidetJ(z*,y*) > 0y trJ(z*,y*) <0, el equilibrio es asintéticamente estable,
un nodo si A > 0 y un punto espiral si A < 0.

3. Si detJ(z*,y*) > 0y trJ(z*,y*) > 0, el equilibrio es inestable, un nodo si
A >0y un punto espiral si A < 0.

4. Si detJ(z*,y*) > 0y trJ(z*,y*) = 0, el origen del sistema linealizado en el
equilibrio es un centro. Este resultado no permite determinar la estabilidad
del equilibrio.

Un resultado fundamental para obtener la estabilidad global de los equilibrios de
un sistema dindmico en el dominio de definicion es el teorema de Lyapunov-LaSalle
8, 51], que es la base del denominado método directo de Lyapunov [35, 38, 44].

Teorema 1.1.6. Sea z* € X un equilibrio del sistema (1.1). Sea V : U — R una
funcion continua definida en un entorno abierto U C X de x*, diferenciable en

U\{z*} tal que

(a) V(z*) =0y V(x) >0 six# ",
(b)) V <0 en U\{z*}.

Entonces x* es estable. Si ademds se cumple que

() V <0 en U\{z*},
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entonces x* es asintoticamente estable. Esta estabilidad serd global st U = X v,

ademds, la funcion V' es radialmente no acotada, es decir, lim V(z) = occ.
[l ]| =00

Una funcién V' que satisface (a) y (b) es llamada una funcion de Lyapunov para
x*. Si también se tiene (¢), se llama a V una funcidn de Lyapunov estricta para x*
38, 44]. Nétese que si en el enunciado del teorema se sustituye V' < 00 V < 0 por
V > 00V > 0 entonces un razonamiento analogo permite deducir que z* es estable
hacia atrds o asintéticamente estable hacia atrés respectivamente [44].

Por otra parte, el teorema de Poincare-Bendizson es considerado el resultado mas
importante de la teoria cualitativa global de sistemas planos debido a sus importan-
tes implicaciones. Este teorema muestra que, bajo ciertas condiciones, las érbitas
del sistema siempre tienden a comportarse asintoticamente como orbitas periddicas
[44].

El teorema de Poincare-Bendixson esté relacionado con la nociéon de conjunto
w-limite y a-limite. Considérese el sistema

x' = f(x) (1.5)

con f= (fy, fo) : © C R* = R? de clase C'. Sea I una érbita de (1.5), elfjase x € Ty
considérese la correspondiente solucién oy (t) definida en un intervalo abierto (a, b)
(eventualmente a = —oo y/o b = o0). Definase el w-limite de la 6rbita I', we(T'),
como el conjunto de puntos de acumulacién de la solucién o (t) cuando t — b que
estan dentro de €2, es decir,

we(l') ={u e Q: existe una sucesion ¢, — b tal que @x(t,) — u}.

Es obvio que la definiciéon no depende del punto x escogido. La definicion de a-limite
de I', a¢(I"), es similar, con a jugando el papel de b. En adelante, por comodidad, se
expresaran los resultados inicamente para w-limites; para a-limites existen versiones
analogas.

Las siguientes propiedades son necesarias y su demostracién puede verse en [44].

Proposicién 1.1.1. Sea I' una drbita de (1.5). Entonces wg(I') es una union de
orbitas de (1.5).

De ahora en adelante, dada una érbita I' y un punto x € I', se escribira res-
pectivamente I'] = {px(t) : t € [0,0)} v I'y = {¢x(t) : t € (a,0]}, siendo (a,b) el
intervalo de definicién de la solucién ¢y (t).
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Proposicién 1.1.2. Sea I" una drbita de (1.5) y supdngase que existen un compacto
K C Q y un punto x € T tales que la semiorbita I} estd incluida en K. Entonces
we(I') es no vacio, compacto y conexo.

Ahora se puede formular el teorema de Poincaré-Bendizson (la demostracion
puede verse en [44]). Né6tese que si en la definicién de w-limite y en la formulacién
de los resultados anteriores se ha restringido a flujos planos ha sido iinicamente para
facilitar la notacién, pues es obvio que funcionan de la misma manera en sistemas
definidos en R™. No obstante, ahora es necesario que el flujo sea plano:

Teorema 1.1.7. Sea I' una orbita de (1.5) y supdngase que existen un compacto
K C Q y un punto x € T tales que I'Y C K. Supdngase ademds que we(I') no
contiene puntos criticos. Entonces weg(I') es una orbita periddica.

Un resultado importante es el siguiente teorema (su demostracion también puede
verse en [44]).

Teorema 1.1.8. Sea I' una drbita periddica de (1.5) y supdngase que su interior
estd incluido en §). Entonces existe al menos un punto critico de (1.5) en el interior

de T.

Asi, el teorema de Poincaré-Bendixson permite detectar la presencia de orbitas
periédicas bajo ciertas condiciones. En contraste, el criterio de Bendizson-Dulac (co-
nocido también como criterio de Dulac) prohibe la existencia de érbitas periddicas
en ciertas zonas del plano de fases.

El criterio de Bendixson-Dulac se refiere a dominios simplemente conexos. Re-
cuérdese que un dominio simplemente conexo es un abierto conexo que no “tiene
agujeros”. Una definicién formal es: un conjunto F es simplemente conezo si el
interior de cualquier curva de Jordan I' C FE esta también incluido en E [44].

Teorema 1.1.9. Sean E C Q un dominio simplemente conexo y g : E — R una
funcién de clase C' tal que div gf no es indénticamente nula y no cambia de signo
en E. Entonces (1.5) no tiene ninguna orbita periddica incluida enteramente en E.

Este teorema es una consecuencia casi inmediata de uno de los teoremas clésicos
del Analisis, el teorema de Green, y su demostracién puede verse en [44].
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1.2. Elementos esenciales de la dinamica de pobla-
ciones

En esta seccion, se estudian algunos elementos fundamentales de la dinamica
de poblaciones en el ambito de los sistemas dinamicos continuos. Se analizan dos
tipos de modelos deterministas continuos que proporcionan fundamentos basicos de
la dindmica de poblaciones: modelos de una sola especie y modelos de interaccion
entre dos especies.

1.2.1. Dinamica poblacional de una sola especie

Aqui, se analizarda una poblacion en la que se asume que todos los individuos
se desarrollan independientemente uno de otro. Para que esto ocurra, es necesario
que esos individuos vivan en un ambiente sin restricciones, donde ninguna forma de
competicién sea posible [12].

El tamafio (o densidad) de la poblacién en el tiempo ¢ serd denotado por x(t),
donde x se supone que es diferenciable. Aunque este supuesto es irreal en el sentido
que z(t) es una funcién de parte entera y por tanto no es continua, para poblaciones
con un gran numero de miembros, esta hipdtesis y el supuesto de diferenciabilidad
proporcionan aproximaciones razonables [12]. En muchos experimentos biol6gicos,
se toma la biomasa de la poblacién (o peso total de la poblacién) como la definicién
de z(t), la cual estd mejor descrita por una funcién suave.

La tasa de cambio del tamafnio de la poblacién puede ser calculada si los naci-
mientos, las muertes y las migraciones son conocidas. En una poblaciéon cerrada no
hay migraciones hacia dentro o hacia afuera de la poblacién, es decir, que el tamano
de la poblacién cambia solamente debido a los nacimientos y las muertes, y la tasa
de cambio del tamano de la poblacién es simplemente la tasa de nacimiento (o tasa
de reproduccién) menos la tasa de mortalidad [12]. Una formulacién de un modelo
poblacional especifico requiere de una exposicién clara de los supuestos o hipdtesis
sobre las tasas de nacimiento y mortalidad. Generalmente esos supuestos son plan-
teados con el objetivo de hacer frente a cuestiones biolégicas especificas como por
ejemplo: jbajo qué condiciones podria haber competicion que permita la coexisten-
cia?, jcomo controlar la sostenibilidad de una especie que esta siendo explotada y
evitar su extincion?
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Modelo malthusiano

Para algunas especies, especialmente los microorganismos, es razonable asumir
que la tasa de reproduccion es proporcional al nimero de organismos presentes. En
términos matematicos, sea b la tasa de reproduccion per cdpita, esto es, la proba-
bilidad de que cualquier individuo de la poblaciéon produzca un hijo en el préoximo
pequeno intervalo de tiempo 0(), y sea u la tasa de mortalidad per capita, es decir,
la probabilidad de que cualquier individuo muera en el proximo pequeno intervalo de
tiempo d(t). Entonces, el tamano de la poblacién en el siguiente intervalo de tiempo
d(t) estd dado por:

x(t+9(t)) = x(t) + bx(t)d(t) — px(t)o(t).
Ahora, restando z(t) a cada lado de la ecuacién, dividiendo por §(¢), haciendo

que 6(t) — 0, y bajo la hipdtesis que z(t) es diferenciable, se obtiene la ecuacién
lineal

¥ =(b— p)z.

Si la tasa neta de crecimiento per cdpita se define como
r=b—u,
entonces la ecuacion de crecimiento de la poblacion esta dada por

¥ =rz. (1.6)

Esta ecuacion diferencial se llama modelo malthusiano, el cual fue propuesto
por Malthus en 1798 [57]. En este modelo no hay efectos denso-dependientes (es
decir, efectos dependientes del tamano de la poblacién), lo que implica que b, u
y en consecuencia r son constantes. La ecuacién (1.6) tiene una familia infinita de
soluciones, dada por la familia uniparamétrica de funciones x(t) = ke". Por lo tanto,
esta familia uniparamétrica da una solucién particular de (1.6) para cada eleccién
de la constante k. La manera mas conveniente para imponer una condicion, que
describira la dindamica de una poblacién en particular, es especificando el tamano
inicial de la poblacién en el tiempo ¢ = 0 como

z(0) = .

Esta condicién inicial selecciona la solucién z(t) = zge™.
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Cuando r > 0 (o lo que es lo mismo b > p), el tamano de la poblacién crecerd sin
limite cuando ¢ — oo; mientras que si r < 0 (0 b < ), el tamano de la poblacién se
aproximara a cero cuando t — o0o. En ausencia de nacimientos, la poblacién desapa-
recerd por muertes a una tasa p y, consecuentemente, el promedio de vida esperada
de un miembro de esta poblacion es i Si b > 0 entonces el ntimero promedio de

hijos durante la vida 1til de un individuo bajo el modelo de Malthus sera % Si esta
proporcién (usualmente conocida como el nimero bdsico reproductivo o proporcion
Ry) es mayor que uno, entonces los nacimientos superan a las muertes y el nimero
promedio de hijos por individuo a lo largo de su vida es mayor que uno, esto es, la
poblacion explota; si esta proporcién es menor que uno, entonces las muertes exce-
den a los nacimientos, el nimero promedio de hijos por individuo es menor que uno,
y la poblacién muere [12]. De esta manera, existe una divisién entre comportamiento
estable e inestable cuando Ry = 1.

La prediccién de que el tamano de la poblacion crecerd exponencialmente bajo
estas condiciones fue establecida primero por Malthus [57], quién predijo desastres
como el que los suministros de alimentos no podrian aumentar tanto como para
mantener el ritmo de crecimiento de una poblacién con una tasa de crecimiento per
capita constante positiva. Poblaciones que crecen exponencialmente al principio,
son comunmente observadas en la naturaleza. Sin embargo, sus tasas de crecimiento
tienden a decrecer cuando el tamano de la poblaciéon aumenta. De hecho, el creci-
miento exponencial o el decaimiento puede ser considerado como un comportamiento
local tipico, es decir, que dindamicas de poblaciones pueden ser usualmente aproxi-
madas por este modelo simple solamente para periodos cortos de tiempo. Esto es,
la dindmica de una poblacién puede ser bien tratada localmente con modelos li-
neales. La hipotesis de que la tasa de crecimiento de una poblacion es proporcional
a su tamano (hipdtesis lineal) es usualmente irreal en escalas de tiempo mas lar-
gas. Hipotesis no lineales sobre la tasa de crecimiento de la poblacién conducen a
predicciones cualitativas muy diferentes a las del modelo malthusiano.

Si los efectos denso-dependientes son incluidos, las tasas de nacimiento y mor-
talidad dependen del tamano de la poblacion, como se explicé anteriormente, y la
ecuacién de crecimiento de la poblacion estard dada por

¥ = f(z) (1.7)

con condicién inicial 2(0) = x¢. Si el tamano inicial de la poblacién es cero entonces
no existe crecimiento, de modo que f(0) = 0. Para enfatizar la denso-dependencia
se suele escribir f(x) = xr(z), asi que la ecuacién de crecimiento se convierte en

' = zr(z). (1.8)



32 Preliminares

La funcién f(x) es conocida como la tasa neta de crecimiento de una poblacién
de tamano x, mientras que r(z) es la tasa neta de crecimiento per cdpita.

Modelo logistico

Una de las caracteristicas principales del crecimiento de muchas poblaciones es
que las tasas netas de crecimiento disminuyen cuando el tamano de la poblacion
aumenta. El modelo més simple en el cual la tasa de crecimiento per capita es una
funcion decreciente del tamano de la poblaciéon es el conocido como modelo logistico
[15, 89], cuya ecuacién de crecimiento (o ecuacién logistica) es comtinmente escrita
de la siguiente forma

¥ =rx (1 — %) : (1.9)

donde los parametros r y K, asumidos positivos, tienen un significado biolégico. Se
observa que 2’ = rx cuando x es pequena, y que ' &~ 0 cuando x esta cerca de K.
En otras palabras, cuando x es pequena, la poblacién experimenta un crecimiento
exponencial; mientras que cuando z esta cerca de K, la poblaciéon permanece casi
constante.

Separando variables, integrando y asumiendo la condicién inicial z(0) = zg, la
ecuacion (1.9) conduce a

(K — Io)l’
t=log ———
TS K o)y
asi que
Kxpe Kxg
t) = = ) 1.10
LL’( ) K — T + Sl?(]ert To + (K — xo)e_” ( )

La solucién anterior es conocida como la curva logistica y es valida solo si 0 <
xg < K, de manera que los logaritmos obtenidos en la integracién estén definidos.
Para obtener la solucion sin esta restriccion, la integracién debe tener logaritmos de
valores absolutos. Sin embargo, la solucién (1.10) de la ecuacién logistica es vélida
para todo xy, como podria ser verificado con un anélisis mas cuidadoso.

La expresiéon (1.10) muestra que la poblacién se aproxima al limite K cuando
t — 00, si xg > 0. El valor de K es llamado capacidad de carga del sistema de la
poblacién porque representa el tamano de la poblacion que el ambiente puede sopor-
tar con los recursos disponibles. El valor r es llamado tasa de crecimiento intrinseca
porque representa la tasa de crecimiento per capita alcanzada si el tamano de la
poblacion fuera lo suficientemente pequena como para garantizar limitaciones insig-
nificantes de los recursos. El modelo logistico predice un rapido crecimiento inicial
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para 0 < xo < K, y luego una disminucion de la tasa de crecimiento con el tiempo
para que el tamano de la poblacién se acerque a un limite (Figura 1.1). Este com-
portamiento concuerda con el comportamiento observado en muchas poblaciones vy,
por esta razon, el modelo logistico es usado a menudo como un medio de descripcion
del tamano de una poblacion.

K/2F

Figura 1.1: Curvas solucién de la ecuacién logistica.

La ecuacién logistica fue usada por primera vez en modelos de poblaciones hu-
manas por Verhulst en 1838, quien siguio la sugerencia de su mentor Quetelet de que
la resistencia al crecimiento podria ser cuadratica, y también es conocida como la
ecuacion de Verhulst [15]. La motivacion de Quetelet para el término cuadratico fue
una analogia con el movimiento en un medio resistente, donde el término asociado
a la resistencia puede ser modelado como proporcional al cuadrado de la velocidad.
Se ha demostrado que existen algunas dificultades para usar el modelo logistico co-
mo una herramienta predictiva para poblaciones humanas; pero muy a menudo el
comportamiento de poblaciones no humanas puede ser predicho usando la ecuacién
logistica [15]. De hecho, hay una abundancia de curvas de datos experimentales en
forma de S que podrian ser ajustados mediante la ecuacién logistica. El modelo
logistico es mejor que muchos otros en algunas situaciones, pero la principal ventaja
de usarlo es a menudo su simplicidad matematica.

Algunos modelos poblacionales con otras formas particulares de la funcién r(x)
son los siguientes:

r(z) =rlog &£ [Gompertz (1825)]
r(z) = NE=0) [Smith (1963)]
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r(z) =r(l— (L)% [Ayala, Gilpin and Ehrenfeld (1973)]

r(z) =re'"% —d [Nisbet and Gurney (1982)]

En el uso de un modelo del tipo ' = zr(x) para estudiar un problema pobla-
cional, se debe suponer una forma particular de r(x), realizar experimentos, ajustar
los datos resultantes a esta forma para estimar los parametros del modelo, y luego

comparar otras observaciones con las predicciones del modelo para juzgar su validez
[12].

Si en un modelo ' = zr(z) la funcién r(z) es no-negativa y decreciente para
0 < x < K, entonces se dice que es un modelo compensatorio [12]. Nétese que
una caracteristica importante del modelo logistico es que es compensatorio, esto es,
la tasa neta de crecimiento per cépita r(z) = r(1 — %) decrece con z. Si la tasa
neta de crecimiento per capita r(x) es creciente para z pequeno, se dice que es un
modelo depensatorio [12]. Por ejemplo, en un estudio (de Uria aalge) en la Isla de
Skomer, Gales del Sur, se demostrd que el éxito de la reproduccion fue depensatorio
[15]. Siempre y cuando la densidad no sea demasiado alta, el éxito reproductivo
per capita aumenta con la densidad. Si la tasa neta de crecimiento per cépita es
negativa para x pequefio, se dice que es un modelo de depensacion critica [12].
Mientras que los modelos compensatorios son los mas cominmente examinados, los
modelos depensatorios y con depensaciéon critica surgen en estudios de pesca.

Un modelo compensatorio esté caracterizado por las condiciones
r(z) >0, r'(z) <0Opara 0 <z < K.
Para un modelo depensatorio se asume
r(z) >0, r"(z) <0para 0 <z < K,
r'(z) > 0 para 0 < x < K*,
r'(z) < 0 para K* <z < K.

Esto es, r(x) alcanza un valor maximo en K*, y puesto que

lim r(x) = lim @) = f'(0),

z—0 z—0
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se deduce que f'(0) < r(K*). Es decir, la linea que une el origen con el punto
(K*, f(K*)) en la curva de crecimiento y = f(z), la cudl tiene pendiente r(K*),
yace por encima de la tangente a la curva de crecimiento en el origen. Ademas,
puesto que

f(@) =ar'(z) +r(z), ['(z)=ar"(z)+2r' (),
se tiene que f”(0) =2r(0) >0y
fI(K*) = K*r"(K*) + 2r'(K*) = K*r"(K*) < 0.

Esto muestra que la curva de crecimiento tiene un punto de inflexién a la iz-
quierda de K*.

Para un modelo con depensacién critica se supone

f(z) < 0para 0 <z < K
f(z) >0 para Ko <z < K.

Bajo esta hipétesis no es dificil mostrar que la ecuacién ' = f(x) tiene tres
equilibrios (un equilibrio inestable en K y dos equilibrios asintéticamente estables
en 0 y K). Por tanto, si un tamano inicial de la poblacién estd por debajo de Ky, la
poblacién morira. Esta propiedad es llamada algunas veces efecto Allee [12].

En los tres casos de compensacion, depensacién y depensacién critica, la curva
de crecimiento tiene las formas que se ven en la Figura 1.2.

Captura

En algunas especies como peces, venados, liebres o ballenas, la remocion de
los individuos de la poblacion a través de actividades de pesca o caza afectan su
dindmica. En este sentido, se desea estudiar el efecto de la remocion de los miembros
de una poblacién a una tasa especifica sobre un modelo poblacional. Si una poblacién
modelada por una ecuacién diferencial

estd sujeta a una captura con una tasa de h(t) miembros por unidad de tiempo,
para alguna funcién dada h(t), entonces la poblacién estd modelada por la ecuacién
diferencial

2 = f(x) — h(t). (1.11)
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y y=f(x)
Compensacion
K
X
Y y=f(x) g
Depensacion
K
K + X
y y= f(z) Depensacién
Critica
Ko K
X

Figura 1.2: Curvas de crecimiento para los casos de compensacién, depensacién y depensacidn critica.

Si la funcién h(t) es una constante H, de tal manera que los miembros son
removidos de la poblacion a una tasa constante H por unidad de tiempo, el modelo

es
¥ = f(z) — H.

Este tipo de captura se denomina tasa constante de captura o rendimiento cons-
tante de captura [12]. Esto surge cuando una cantidad de captura es especificada
(por ejemplo, a través de permisos o acuerdos en temporadas de caza).

Si la poblacion es gobernada por una ecuacion logistica, el modelo con captura
constante es

ﬁ:mﬁ—%)—ﬂ (1.12)

y los equilibrios de (1.12) pueden ser hallados resolviendo la ecuacién cuadrética
re(1—xz/K)—H=0,02*— Kz + KH/r = 0. Se obtienen asf dos equilibrios,

v o HHE i Jge MK
. _ r ro¥ — r
2 y Y L2 2

siempre que K? —4HK/r > 0, 0 H < rK/4. Si H > rK/4, ambas raices son
complejas, 2/(t) < 0 para todo = y cada solucién cae a cero en un tiempo finito.

T
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B e

Figura 1.3: Bifurcacién fold del modelo con captura constante (1.12) en el valor H = .

Si una solucion alcanza cero en un tiempo finito, se considera que el sistema ha
colapsado [12]. Si 0 < H < rK/4, existen dos equilibrios: z1*, el cuédl aumenta de 0
a K/2 cuando H crece de 0 a rK/4; y x5, el cudl disminuye de K a K/2 cuando
H aumenta.

La estabilidad de un equilibrio z* de ' = f(x) — H requiere que f'(z*) < 0,
lo que para el modelo logistico significa que x* > K/2. De esta manera, se tiene
que z1* siempre es inestable, mientras que xz,* siempre es asintoticamente estable.
Cuando H aumenta hasta el valor critico H, = rK /4 se presenta una discontinuidad
en el comportamiento del sistema: los dos equilibrios se unen y se aniquilan entre si,
dando lugar a una bifurcacién fold [5, 48]. La Figura 1.3 muestra el diagrama de la
bifurcacién fold para el modelo (1.12). Para H < H, el tamano de la poblacién tiende
a un tamano de equilibrio que se aproxima a K /2 cuando H — H, (siempre que el
tamano de la poblacién inicial sea menor que z1*); pero para H > H, el tamano
de la poblaciéon alcanza cero en un tiempo finito para todo tamano inicial de la
poblacién (Figura 1.4). Una discontinuidad como la anterior es llamada catdstrofe,
ya que las implicaciones bioldgicas son catastréficas para la especie que es modelada
[13].

Para un modelo de la forma general 2’ = f(x) — H, los equilibrios son los valores
x* de z para los cuales la curva de crecimiento y = f(x) y la curva de captura
y = H (una linea horizontal) se intersectan. Un equilibrio z* es asintéticamente
estable si (f(z) — H),._,~ = f'(z*) < 0, lo cual sucede si en tal interseccién la curva
de crecimiento cruza la curva de captura de arriba hacia abajo cuando z aumenta
(Figura 1.5).

A partir de la Figura 1.5, es claro que si H > max f(z), no hay equilibrios; y
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X i
£ Kl---- - oo -
o BN \\
K/2 “““ /7_ “““““ K /2 —————— xx; ————
.’L'1* E—
H < H, t H > H, t

Figura 1.5: Intersecciones de la curva de crecimiento y = f(z) con la linea de captura constante y = H.

que la tasa critica de captura H, a la cual los dos equilibrios se unen y desaparecen
es max f(x).

Ahora, si la funcién h(t) del sistema (1.11) es una funcién lineal del tamano de
la poblacién, es decir, h(t) = Fx(t), el modelo es

Este tipo de captura es llamada captura proporcional o esfuerzo constante de
captura [12]. Esto surge en el modelamiento de la pesca, donde a menudo se asume
que h, el nimero de peces capturados por unidad de tiempo, es proporcional a
E, el esfuerzo gastado en la pesca. El esfuerzo de pesca puede ser medido, por
ejemplo, por el nimero de barcos de pesca en un tiempo dado. La hipotesis de que
la captura es proporcional al esfuerzo puede ser cuestionada sobre la base de que
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Figura 1.6: Bifurcacién transcritica del modelo con captura proporcional (1.13) en el valor E = r.

un mayor esfuerzo por capturar peces puede ser necesario si la poblacién de peces
es muy pequena, pero esta hipotesis parece ser razonable para muchas pescas en la
actualidad [12].

Si la poblacién es gobernada por un modelo logistico, el modelo con captura
proporcional al esfuerzo es
x

¥ =rz (1 — E) — Ex. (1.13)

Este modelo tiene dos equilibrios: © = 0 y 2*(F) = K(r — E)/r siempre que
0 < E < r. Es facil verificar que el equilibrio x = 0 es inestable y el equilibrio z*(E)
es asintéticamente estable para 0 < E < r. A medida que el esfuerzo aumenta de
cero a r, el equilibrio decrece de K a cero, dando lugar a una bifurcacién transcritica
del sistema [48, 5]. Esta bifurcacion transcritica del sistema no es apreciable en la
realidad, ya que cuando F > r, se tiene x* < 0, que no tiene sentido biologico. La
Figura 1.6 muestra el diagrama para la bifurcacién transcritica que sufre el sistema
(1.13) en £ =r.

El rendimiento esta asociado a la productividad que se alcanza mediante el es-
fuerzo. Asi, para un esfuerzo dado, el rendimiento es Fz*(F) = KE — KE?/r. Este
rendimiento alcanza un valor méximo igual a rK /4 para £ = r/2 con z*(E) = K /2.
Aumentar el esfuerzo més alld de r/2 es contraproducente, ya que disminuye el
rendimiento.

Para un modelo de la forma general 2’ = f(x)— Ez, los equilibrios son los valores
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2*(E) de x para los cuales la curva de crecimiento y = f(x) y la curva de captura
y = Ex se intersectan. Un equilibrio z* es asintéticamente estable si

(f(z) = Bx)peye = f/(2") = E <0,

lo cual sucede si, en tal interseccién, la curva de crecimiento cruza la curva de
captura de arriba hacia abajo, cuando = aumenta. Si f(0) = 0, entonces x = 0 es
un equilibrio inestable, a menos que x = 0 sea el unico equilibrio (Figura 1.7).

Dado un esfuerzo F, el rendimiento es Y = Ez*(E) = F(z*), y el méximo
rendimiento es max F'(z*), obtenido con E = E,,,, elegido de modo que la linea
y = Ez pasa a través del maximo de f(z).

Y= Emas y=Ex

(AE)
() x X

Figura 1.7: Intersecciones de la curva de crecimiento y = f(x) con la linea de captura proporcional
y = Fx.

La curva rendimiento-esfuerzo es la grafica del rendimiento contra el esfuerzo. En
el caso de compensacién, el rendimiento aumenta a medida que el esfuerzo aumen-
ta, hasta un maximo denominado rendimiento mdzimo sostenible (RMS), y luego
decrece continuamente a cero, alcanzando cero cuando E = f’(0). Sin embargo, en
el caso de depensacion, existe un esfuerzo critico £* = r(K*) donde el rendimiento
cae a cero discontinuamente (Figura 1.8). Lo mismo sucede con depensacién critica,
pero en este caso existe una propiedad adicional tal que, si el esfuerzo es lo sufi-
cientemente grande, el tamano de la poblacion puede caer por debajo de Ky y a
continuacién es atraido por el equilibrio asintéticamente estable en cero [12].

1.2.2. Dinamica poblacional de dos especies en interaccién

Los diferentes tipos de interaccion bioldgica entre un par de especies se pueden
clasificar segin los resultados positivos (+), negativos (—) o neutros (~) que afecten
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Figura 1.8: Curva rendimiento-esfuerzo.

- Competencia (—, —

a cada especie debido a la interaccion con la otra. A saber:
)

). Las dos especies son rivales y al competir entre si cada una
tiene un efecto perjudicial en el crecimiento de la otra [18], [15].

y crecimiento de ambas [18].

- Mutualismo o Simbiosis (+,+). Cada especie tiene un efecto beneficioso sobre la
otra [15]. Esto es, la interaccién entre las dos especies contribuye al bienestar

- Depredacion o Parasitismo (+,—). Una especie, el depredador o parésito, tiene
un efecto perjudicial sobre la segunda especie; esta otra especie, la presa o

huesped, respectivamente, tiene un efecto beneficioso sobre la primera [15].

gativa en la otra [18].

- Comensalismo (+, ~). Una especie se beneficia sin danar a la otra [18].
- Amensalismo (~,—). Una especie no queda afectada, pero influye de manera ne-
- Neutralismo (

~, Y

Y

). Ninguna de las dos especies recibe beneficio ni perjuicio.

En este contexto, se suponen dos especies que interactiian con tamanos de pobla-
cién z(t) y y(t) respectivamente. El modelo consiste en un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden

{ ©' = F(z,y)
y = G(x,y)

(1.14)
Los diversos tipos de interaccién biolégica son representados matemaéaticamente
por los diferentes signos que puedan tomar las tasas de cambio de las tasas de
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crecimiento F'(x,y) y G(x,y) con respecto a los tamanos de poblacién x y y [12], es
decir, por los signos correspondientes a Fy, Fy,, G, y Gy.

Aqui, se consideraran casos de depredacién, que supondran un punto de partida
de los modelos propuestos en los capitulos 3 y 4.

Sistemas presa-depredador

La formulacién de modelos matematicos para describir interacciones entre de-
predadores y presas tiene su origen en el matematico italiano Vito Volterra y en el
bidlogo matematico norteamericano Alfred James Lotka, quienes en la misma época
formularon modelos similares pero de manera independiente [18]. Actualmente y en
honor a ellos, se habla del modelo Lotka-Volterra.

En los anos 20, se le pregunt6 a Volterra si era posible explicar fluctuaciones que
habian sido observadas en la poblacién de peces del mar Adridtico y que eran de
gran preocupacion para los pescadores en tiempos de bajas poblaciones de peces.
Volterra construyé un modelo basado en la hipotesis de que los peces y los tiburones
se encontraban en una relacién presa-depredador [12].

Una descripcién del modelo Lotka-Volterra se presenta a continuacién. Sea x(t)
el nimero de peces e y(t) el nimero de tiburones en el tiempo t. Se asume que
el plancton, el cual es el suministro de alimentos para los peces, es ilimitado y
por tanto la tasa de crecimiento de la poblacion de peces en ausencia de tiburones
sera constante. Esto es, si no hay tiburones, la poblacion de peces puede satisfacer
una ecuacién diferencial de la forma dx/dt = 2’ = Ax. Por otra parte, los tiburones
dependen de los peces como su suministro de alimentos y, por tanto, se asume que si
no hay peces, los tiburones tendran una tasa de mortalidad per capita constante. Es
decir, en ausencia de peces, la poblacién de tiburones podria satisfacer una ecuacion
de la forma dy/dt = y' = —py. Se asume que la presencia de peces aumenta la tasa
de crecimiento de los tiburones, cambiando la tasa de crecimiento per capita de los
tiburones de —p a —p + cx. La presencia de tiburones reduce la poblacién de peces,
cambiando la tasa de crecimiento per capita de los peces de A a A — by. A partir de
esto, se llega a las ecuaciones de Lotka-Volterra:

' =x(A—by)
{ v =y(=p+cx) (115)

Los equilibrios del sistema son (0,0) y (z*,y*) = (u/c, A\/b). Es facil determinar
que el equilibrio (0,0) es inestable. La matriz Jacobiana en el equilibrio (z*,y*) es

(o ).
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Debido a que la traza es igual a 0 y el determinante es A > 0, los valores propios
son imaginarios puros. Cuando los valores propios son imaginarios puros, la linea-
lizacién del sistema esta en el limite entre inestabilidad y estabilidad asintética, y
entre oscilaciones que crecen en amplitud y aquellas que decrecen. La linealizaciéon no
permite dar una respuesta sobre la estabilidad del equilibrio. Cuando esto sucede, se
dice que el punto de equilibrio es no hiperbélico [44] y el sistema es estructuralmente
inestable [18].

Para ver las 6rbitas en el retrato de fase, se representa la relacion funcional entre
x y y con el tiempo ¢t como parametro. Para esto, al dividir la segunda ecuacién de
este sistema entre la primera, se tiene que
dy/dt —dy  y(—p+cx)

de/dt — dr () —by)

Esta ecuacién diferencial se puede resolver por separacion de variables

/_M+dex:/)\_bydy,
z Y

—plogx + cx = Alogy — by + h,

dando como resultado

donde h es la constante de integracion, o

—plogx — Alogy + cx + by = h.

El minimo valor de la funcion
F(z,y) = —plogx — Alogy + cx + by

se obtiene con 0F/Jx = 0, 0F/0y = 0. Por tanto, ¢ — u/x = 0, b — Ny = 0, o
x=2z"=p/c,y =y* = A\/b, lo que corresponde al equilibrio interior. Este equilibrio
puede ser descrito por la ecuacién

F(z,y) = —plogz™ — Aogy™ + cx™ + by*
A
- —ulog% — Nog 5 +ju+ A= ho.

Cada érbita del sistema estd dada implicitamente por una ecuaciéon F'(z,y) = h
para alguna constante h > hg, la cual estd determinada por las condiciones iniciales.
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Haciendo el cambio de variables x = 2* +u = p/c+u, y = y*+v = A\/b+ v, se
obtiene

0

A A
F(x,y) = —,ulog(% +u) — )\log(g +v) + C(E +u) + b(g +v) = h.

Obsérvese que

log(ﬁ +u) = log . log(1 4+ %)
c c 0

y, si h — hg es pequeiio, se puede usar la equivalencia log(1 + x) ~ x — 2?/2 para
aproximar la expresion por

Ccu cu
c opoop

Similarmente, se puede aproximar log(\/b+ v) por log \/b+ bv/\ — b*v? /\?. De
esta manera, las érbitas F'(z,y) = h se aproximan a

L 2 A b?
—plogt —cu+ —u? — Nog > —bv+ —v* + p4cu+ X+ bv = h,
c L b A
0
2 2 by
ot =htulog? + ANlog 2 — = X =h— hy,
1 A c b

lo cual representa una elipse (si A > hg) con centro de simetria en el equilibrio
(x*,y*). Lo anterior significa que para h — hy pequenio y positivo, las érbitas son
curvas cerradas alrededor del equilibrio interior, esto es, las soluciones deben ser
periddicas. De esta manera, el modelo Lotka-Volterra predice las fluctuaciones que
habfan sido observadas experimentalmente [12].

La Figura 1.9a muestra un ejemplo de la evolucién temporal de las poblaciones
del modelo Lotka-Volterra (1.15), y en la Figura 1.9b su respectivo retrato de fase
y campo vectorial.

Un modelo méas realista que el sistema Lotka-Volterra es aquél en el que, en
ausencia de depredadores, las presas obedecerfan a un modelo logistico [12]. Esto
podria sugerir un sistema

¥ =x(\—ax — by)
{ Y =y(—p+cr) (1.16)
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La matriz Jacobiana en el equilibrio interior (si éxiste tal equilibrio) es

—ax* —bx*
cy* 0 ’

con determinante bcz*y* > 0y traza —ax™ < 0. Esto es, (z*,y*) es asintéticamen-
te estable. El equilibrio (z*,y*) puede ser un punto espiral, asi que es posible la
presencia de oscilaciones, pero solamente oscilaciones amortiguadas. El criterio de
Dulac muestra que no es posible la existencia de una orbita peridédica. Es facil ve-
rificar que si cA — ap > 0, el equilibrio (A\/a,0) es un punto de silla; mientras que
si cA — ap < 0, el equilibrio (A/a,0) es un nodo asintéticamente estable. Por tanto,
en cada caso existe exactamente un equilibrio asintéticamente estable al cual tiende
cada orbita.

Con el fin de obtener una posibilidad de orbitas periédicas sin la sensitividad
extrema del modelo Lotka-Volterra, se tiene que asumir tasas de crecimiento per
cépita no lineales [12]. Por tanto, se consideran modelos de la forma

¥ =uaf(r) — zyo(x)
{ Yy =ylcxop(z) —e) (1.17)

En ausencia de depredadores (y = 0), este modelo podria reducirse a ' = x f(x),
donde f(x) representa la tasa de crecimiento per cdpita de las presas. El término
xy¢(x) es llamado respuesta funcional del depredador [12]. El término zyp(z) es el
nimero de presas consumidas por el depredador en la unidad de tiempo. La constante
c es la conversion eficiente de presas en depredadores, y el término cxyd(z) es llamado
respuesta numérica del depredador [12]. La constante e es la tasa de mortalidad del
depredador. Modelos de la forma (1.17) son conocidos como modelos Rosenzweig-
MacArthur por haber sido propuestos por M.L. Rosenzweig y R.H. MacArthur en
1963 [77].

Para el sistema (1.17), usualmente se asume que
¢(x) 20,  ¢'(z) <0, [zo(x)] = 0, (1.18)

y que z¢(x) estd acotada cuando x — oo [12]. Estas hipétesis significan que a medi-
da que la poblacion de presas aumenta la tasa de consumo de presas por depredador
aumenta también, pero la fraccion del total de presas consumidas por depredador
decrece. Algunas formas explicitas de la respuesta funcional del depredador que han
sido utilizadas tradicionalmente son: (véase [39, 40, 43, 76, 45, 85])

zp(r) =%, 0<z <M, z¢p(x)=a, v>M, (a,M >0) [Holling type I]
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ro(z) = s (o, A >0) [Holling type II]
vh(x) = 225, (0, A>0) [Holling type III]
zo(x) = a(l — e ) [Ivlev type]
xop(x) =ax?, (¢g<1) [Rosenzweig type]

Otras formas de respuesta funcional del depredador pueden verse en [85].

Para un modelo Rosenzweig-MacArthur (1.17) con un equilibrio (z*,y*) dado
por z*¢(z*) =e/cy y* = f(z*)/d(2*), la matriz Jacobiana en el equilibrio es

< o f'(@") — 2y ' (27)  —ard(x) )
cy*[zd(x)], 0 ’
cuyo determinante es cz*y*¢(z*)[zp(x)],. > 0y cuya traza es *(f'(z*) — y*¢'(z*)).
La pendiente de la isoclina-presa, f(z) — yo(z) = 0, en el equilibrio (z*, y*) es

P(a) f'(a”) = fa)d (%) _ f'(=7) —yro'(a”)

(o(2%))? N ¢(z*) ’

la cual tiene el mismo signo que la traza de la matriz Jacobiana. Esto es, el equilibrio
es asintoticamente estable si la isoclina-presa tiene pendiente negativa en el equilibrio
e inestable si la isoclina-presa tiene pendiente positiva en el equilibrio (Figura 1.11).

Ninguna 6rbita puede cruzar el eje z positivo o el eje y positivo. Una orbita
que comienza sobre el eje y tiende hacia el origen, mientras que una orbita que
comienza sobre el eje x tiende hacia el equilibrio sobre el eje x positivo. Cada orbita
que comienza en el interior del primer cuadrante, si estd acotada, permanece en el
interior del primer cuadrante y debe, en virtud del teorema de Poincaré-Bendixson,
tender al equilibrio (*, y*), o al equilibrio (K, 0) sobre el eje x positivo, o a un ciclo
limite alrededor del equilibrio (z*,y*) [12].

Ahora, se verd, que cada érbita debe permanecer acotada. Si no existe un equili-
brio (z*,y*), esto es, si cKp(K) < e, donde f(K) = 0, entonces el equilibrio (K 0)
es asintéticamente estable y cada érbita tiende a él (Figura 1.12a).

Si la isoclina-presa tiene pendiente negativa en (z*,y*), entonces (z*,y*) es

asint6ticamente estable y cada drbita tiende a él; (K, 0) es inestable (Figura 1.12b).
Si la isoclina-presa tiene pendiente positiva en (z*, y*), entonces (z*, y*) es inestable
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Figura 1.11: Estabilidad del equilibrio (z*,3*) en un modelo Rosenzweig-MacArthur (Sistema (1.17)).
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Figura 1.12: Posibles campos vectoriales para un modelo Rosenzweig-MacArthur (Sistema (1.17)).

y tiene que haber un ciclo limite alrededor de (z*,y*) al cual cada dérbita tiende
(Figura 1.12c). Si se ignora la posibilidad patolégica (y muy sensible a las pertur-
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baciones) de una secuencia infinita de 6rbitas alrededor de (z*,y*) y se asume que
s6lo puede existir un ciclo limite, se tiene un modelo mas plausible que el modelo
original de Lotka-Volterra para explicar el comportamiento periédico observado.

Modelos Kolmogorov

Modelos de dos especies cuyas tasas de crecimiento per capita son funciones del
tamano de la poblacién, son descritos por ecuaciones de la forma

v =xf(x,y)
{ Y =yg(z,y), (1.19)

y son llamados modelos Kolmogorov. Las hipdtesis sobre el comportamiento del
modelo presa-depredador son:

1) fy(z,y) <0, gu(z,y) >0, gy(z,y) <0.

(ii) Para alguna capacidad de carga K > 0, f(K,0) =0y f(z,y) < 0siz > K;
para alguna minima poblacién de presas para soportar depredarores L > 0,
g(L,0) = 0.

Debido a que g,(x,y) > 0, g,(z,y) < 0, la isoclina-depredador, g(x,y) = 0, se
inclina hacia arriba a la derecha de (L,0) (o es vertical si g,(z,y) = 0), como en el
modelo Rosenzweig-MacArthur. La interpretaciéon de una condicién g,(x,y) = 0 es
que los depredadores no interfieren con otros en la busqueda de presas. El modelo
Rosenzweig-MacArthur es un caso especial del modelo Kolmogorov con f(z,y) =
f(z) —yo(z), g(x,y) = cxp(x) — e. Por tanto, f,(z,y) = —¢(z) < 0, g.(z,y) =
clzop(z)] > 0, K estd determinada por f(K) =0,y L por cLp(L) = e. Un ejemplo
de un modelo Kolmogorov diferente al modelo Rosenzweig-MacArthur es el modelo
Leslie [54] con una capacidad de carga para el depredador proporcional al tamano
de la poblacién presa, esto es,

Y
) =b (1 - —) .
9(z,y) "
Teorema 1.2.1. Bajo las anteriores hipdtesis (i) y (it), cada solucion de un modelo
Kolmogorov con x(0) > 0, y(0) > 0 permanece acotada para 0 <t < oo.

La demostracién de este teorema puede verse en [12]. Una consecuencia inme-
diata de este teorema, junto con el teorema de Poincaré-Bendixson, es el teorema de
Kolmogorov [46] que se enuncia a continuacion.
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Teorema 1.2.2. Cada orbita de un sistema presa-depredador tipo Kolmogorov tien-
de a un equilibrio estable o a un ciclo limite estable cuando t — oo.

A partir de esto se puede explicar las oscilaciones periddicas que originalmente
condujeron a la formulacién del modelo Lotka-Volterra y que sugieren que un modelo
presa-depredador con tasas de crecimiento per cépita no lineales es mas adecuado
para su descripcion [12].

Modelos del tipo Kolmogorov son la mayoria de modelos para situaciones en
las cuales la tasa de crecimiento per cépita de cada especie depende solamente de
los tamanos de poblacién de ambas especies. El efecto de los factores x e y en las
ecuaciones para x’ e y’, respectivamente, es asegurar que ninguna de las especies
se generan espontaneamente. Una ¢rbita para la cual x = 0 en algin momento
debe permanecer sobre el eje y del plano de fase para todos los tiempos posteriores.
También es seguro que cada dérbita que inicia en el primer cuadrante (z > 0, y > 0)
del plano de fase, permanece en el primer cuadrante [12].

1.3. Dindmica de poblaciones migratorias: El caso de
las especies de peces Prochilodus y Pseudoplatys-
toma

Todos los anos, millones de especies migratorias, como ballenas, murciélagos,
aves, peces, tortugas marinas e incluso insectos, ya sea por agua, tierra o aire, reco-
rren enormes distancias en busca de mejores condiciones climaticas, alimento mas
abundante o un medio adecuado para reproducirse. Hay migraciones entre norte
y sur, este y oeste, zonas continentales montanosas y costeras bajas, y a lo largo
de rios y quebradas. Las especies migratorias son recursos ecolégicos, culturales y
econémicos vitales para la sociedad, compartidas por los paises y sus habitantes.
Muchas de estas especies estdan amenazadas por acciones humanas como la sobre-
explotacion, la contaminacion, la alteracion y destruccion de los habitats, el trafico
ilegal y el cambio climatico (véase [65]).

En particular, muchos peces, tales como atunes, dorados, peces espada, bagres
y bocachicos, también realizan migraciones. Algunos, cuando se aparean, viajan
grandes distancias con el fin de depositar sus huevos y protegerlos de posibles de-
predadores. Los recién nacidos se desarrollan en zonas de cria donde se alimentan
y luego se trasladan a aguas mas profundas o incluso al mar abierto, donde conti-
nuaran con el ciclo biologico. Proteger este ciclo es garantizar no solo la continuidad
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de cada especie [23], sino también la seguridad alimentaria y el valor econémico de
la pesca en los diferentes paises (véase [65]).

El ciclo de vida de los peces se desarrolla en la medida en que cada individuo
pasa a través de las etapas de huevo, larva, juvenil y adulto. Es asi como, partiendo
de la formacion del huevo o cigote, después de un periodo de incubacién, se pro-
duce la eclosion y de cada huevo sale una pequena larva, que nada y se alimenta
libremente mientras va completando su desarrollo, hasta transformarse en un pez
juvenil. Al iniciar la fase juvenil el pez es todavia muy pequeno, pero ya esta com-
pletamente formado y continuara creciendo sin experimentar otras transformaciones
importantes hasta llegar al estado adulto, que es cuando el individuo desarrolla la
capacidad para reproducirse; con lo cual, al llegar el momento de la reproduccion
y producirse el desove (esto es, cuando las génadas liberan su contenido de évulos
y espermatozoides), el individuo completa su propio ciclo biolégico a la vez que da
origen a una nueva generacion de individuos, los cuales a su vez iniciaran un nuevo
ciclo (véase [23]).

En la vida de los peces existe ademas otro cambio de estado, que estda relacionado
con la explotacién pesquera, y que resulta de gran importancia para el estudio de
la vida de los peces y para la pesca misma. Resulta que, en las primeras etapas de
vida, el pez no puede ser capturado por aquellos que se dedican a las actividades de
pesca, ya sea porque es muy pequeno o porque estd fuera del area de pesca. Pero,
a medida que el pez crece, las condiciones se modifican hasta que un cambio (en
el tamano, localizacién y/o habitat del pez) hace que por primera vez pueda ser
detectado y capturado por los métodos de pesca existentes. Este cambio de estado
es conocido como reclutamiento en las areas de biologia y pesca, y permite separar
en dos etapas relevantes la vida del pez: fase prerecluta y fase posrecluta. Cuando
se pasa de la fase prerecluta a la fase posrecluta, el pez se integra a la poblacion
recluta ¢ explotable, apareciendo por primera vez para la pesca. En la mayoria de
los casos, especialmente cuando se estudian poblaciones que son recursos pesqueros,
es interesante conocer la poblacion explotable puesto que es la parte de la poblacion
total que es visible para la pesca y la investigacién pesquera (véase [23]).

Los individuos de la fase explotable crecen, desovan (una o varias veces) y mue-
ren. Las variaciones en su abundancia se deben principalmente a la pesca, la depre-
dacién y factores ambientales (vientos, corrientes, temperatura, salinidad, etc.) [16].
En las fases no explotables, la mortalidad es usualmente muy alta, particularmente
en el final de la fase larval [24]. Esta mortalidad no es causada directamente por la
pesca. Esta alta mortalidad conlleva un pequeno porcentage de supervivientes hasta
el reclutamiento [16]. En algunas especies, los peces jévenes (o prereclutas) ocupan
zonas de cria donde los adultos no estdn presentes en una cantidad apreciable. En
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tal caso, el reclutamiento implica una migraciéon al area de explotacién desde las
zonas de cria [11].

Con respecto al estudio de la dinamica de poblaciones de peces, existen modelos
y métodos estadisticos para la evaluacién de recursos pesqueros, como muestran los
trabajos de Sparre y Venema [79], Hilborn y Walters [37], Csirke [23], Plagdnyi [69] o
Beverton y Holt [11]. Pero, en este contexto, la mayoria de los modelos se refieren a
especies marinas y especialmente a aquellas cuyos cambios en abundancia no estan
dominados por migracién. Esto es, especies con poco comportamiento migratorio
(principalmente peces demersales, es decir, aquellos que viven en o cerca del fondo y
presentan poco movimiento [22]) [11, 37, 79]. Sin embargo, existen especies de peces
altamente migratorias, no s6lo marinas sino también en rios de agua dulce, que son
de gran importancia social, econémica y ambiental, las cuales requieren de estudios
que predigan cambios estructurales en su dinamica con el fin de tomar medidas para
el control de su explotacién.

Por otra parte, es importante resaltar que el factor captura en modelos ma-
tematicos de dinamica de poblaciones ha sido estudiado por autores como Brauer y
Castillo-Chavéz [12], Britton [15], Murray [66], y Campos e Isaza [18]. Sin embargo,
en esos modelos, la poblacién se asume en su totalidad, sin ninguna divisién en clases
0 grupos, y por tanto se ignora cualquier relacién entre posibles subpoblaciones.

De la misma manera, en los estudios de la dindmica de poblaciones son nece-
sarios modelos que incluyan posibles relaciones interespecificas (entre individuos o
poblaciones de distintas especies) que en la naturaleza son diversas, pueden adquirir
una gran complejidad y no siempre resultan evidentes. Estas interacciones biologi-
cas con otras especies pueden tener implicaciones relevantes en la dindmica de las
poblaciones. De hecho, muchas especies han desaparecido de una u otra region co-
mo consecuencia directa de la extincién de otras y, en muchos casos, esta relacion
causa-efecto, desconocida hasta ese momento, no se ha podido evidenciar més que
a posteriori.

En concreto, una de las interacciones mas importantes que afecta la dindmica de
las poblaciones de peces es la depredacién. Los principales depredadores de los peces
(incluidas las especies no comerciales) son los peces mismos. La depredacién es un
proceso importante para la regulaciéon de las poblaciones de peces. Sin embargo, las
interacciones entre depredadores y presas y sus efectos sobre los recursos pesqueros
son sumamente variados y complejos, por lo que es necesario estudiarlos en profun-
didad. En realidad, la pesca en el mundo esta dirigida tanto a las concentraciones
de depredadores como de presas [31]. Pero, en los modelos matemaéticos tipo sistema
presa-depredador, algunos autores han estudiado solamente la captura de depreda-
dores, como Brauer y Castillo-Chavéz [12]. Por tanto, para lograr la sostenibilidad
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y un aprovechamiento mas ventajoso de los recursos pesqueros es necesario conocer
las interacciones, los efectos de la depredacion en el ecosistema, asi como elaborar
modelos en un contexto multiespecifico [31].

En este sentido, los modelos matematicos propuestos en esta memoria estan
inspirados en el comportamiento natural de algunas especies de peces del género
Prochilodus y Pseudoplatystoma que habitan en las cuencas hidrograficas del Orino-
co y del Magdalena en Colombia. No obstante, estos modelos son generales y pueden
aplicarse al estudio de diferentes poblaciones migratorias afectadas por factores de
reclutamiento, depredacién y captura,

Los peces Prochilodontid del género Prochilodus (llamado coporo en el norte de
Sur América, sdbalo en el sur, y curimbata en Brasil) y Semaprochilodus (llamado
bocachico en espafiol y jaraqui en portugués) son abundantes en las principales
cuencas fluviales de América del Sur y son los mas famosos migrantes de larga
distancia. La poblacién de peces migra en busca de refugios temporales, habitats de
alimentacién y zonas de desove [28].

En el occidente de la cuenca del Orinoco en América del Sur, la mayoria de los
Prochilodus adultos migran desde los habitats de la estacién seca en los rios y arroyos
tributarios de los Llanos y el Piedemonte Andino, a sus habitats de desove y de
alimentacion en la temporada de lluvias en los canales de las tierras bajas y llanuras
de inundacién de los principales cauces de los rios. Al principio, estas migraciones rio
abajo consisten en movimientos relativamente descoordinados por los peces solitarios
y pequenas agregaciones. Més tarde, los peces se congregan para el desove en los
canales fluviales y las zonas de la sabana inundada durante la subida de aguas y la
inundacién. Los huevos fertilizados, los embriones y las larvas son llevados a la deriva
con la corriente del rio a cierta distancia aguas abajo, y finalmente terminan en las
lagunas de la llanura de inundacién donde los juveniles se alimentan de invertebrados
y algas. Durante el periodo de caida de aguas, grandes grupos de coporos migran rio
arriba en los rios tributarios que se originan en la Cordillera de Los Andes (véase
[28]).

El Prochilodus mariae, una especie especifica de Prochilodus, tiene un rol dual
en los ecosistemas acuaticos de la cuenca del Orinoco por varios motivos. Por un
lado, debido a su caracteristica de especie detritivora (que se alimenta detritos, es
decir, restos de materia organica, tales como tejidos muertos de plantas y animales
y desperdicios [71]), esta localizado en el primer eslab6n de la cadena alimenticia y,
por otro lado, es capturado para ser comercializado, convirtiéndose en una fuente de
trabajo y alimento de consumo para las poblaciones riberenas (indigenas y colonos),
siendo la mas importante base de proteinas de esas comunidades [72]. Por tanto, las
implicaciones de la captura en la dinamica del Prochilodus son muy interesantes, ya
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que cualquier disminucién de esta especie podria tener un impacto importante.

Por otra parte, el género Pseudoplatystoma incluye algunos de los grandes ba-
gres de la familia Pimelodidae, con tres especies reconocidas: Pseudoplatystoma fas-
ciatum, Pseudoplatystoma tigrinum (comunmente conocido como bagre rayado) y
Pseudoplatystoma coruscans (cuyo nombre comun es surubi), distribuidas desde el
norte y este de América del Sur, al este de los Andes y al sur de Parana [93, 81, 34, 1].
Estas especies son migratorias, de gran tamano, con buena calidad de carne y po-
cas espinas [19, 47, 1], condiciones que hacen que sean muy vulnerables a la pesca
[1]. Es por esto que son altamente comercializados, ocupando el segundo lugar en
la pesca comercial después del Prochilodus [19, 20, 26]. El Pseudoplatystoma es un
bagre feroz carnivoro con evidente comportamiento depredatorio y canibalistico de
diferentes peces més pequenos [32, 83, 26|. El Pseudoplatystoma sigue las grandes
migraciones del Prochilodus y otras especies acompanantes, que ocurren durante el
verano, ya que estas especies son su principal fuente de alimento [1, 74, 26], lo que
les permite estar preparados para una segunda migracién reproductiva en el inicio
de las lluvias.

Las poblaciones de Pseudoplatystoma han declinado [1, 30, 64], debido a fac-
tores como la deforestacion, la contaminacién del agua y la sobreexplotacion. El
gran riesgo en el que se encuentra esta especie es tan evidente que en la actualidad
esta catalogada como especie en peligro critico en las cuencas del Orinoco y del Mag-
dalena en Colombia [1, 64]. Si no se toman medidas de gestién de la pesca a tiempo,
puede llegar al colapso [30]. En este sentido, son necesarios estudios para estable-
cer las relaciones interespecificas para el Pseudoplatystoma con el fin de predecir
cambios estructurales en poblaciones explotadas de este tipo y proponer medidas de
control conjuntas [26]. Por tanto, las implicaciones en la dindmica de la interaccién
presa-depredador entre las poblaciones de Prochilodus y Pseudoplatystoma son muy
interesantes, porque un decrecimiento en cualquiera de estas especies podria tener
un impacto importante.

Todas estas cuestiones han inspirado el diseno y estudio de los modelos que se
plantean en esta memoria.



Capitulo 2

Dinamica poblacional de una especie
migratoria de dos etapas con captura

En este capitulo se modela y analiza el comportamiento cualitativo de una especie
migratoria de dos etapas de desarrollo con factor de captura. Se muestra cémo
la dindmica estd determinada por un parametro umbral R. Como resultado més
significativo, se prueba que si R < 1, entonces el punto de equilibrio de extincién es
globalmente asintéticamente estable, lo que asegura que la especie desaparecera bajo
esta condicion. Simulaciones numéricas, producidas mediante la variacién de los
parametros obtenidos desde datos empiricos, muestran diferentes situaciones con
respecto a la evolucién de la poblacién y permiten validar el modelo.

2.1. Preliminares

Algunos modelos matematicos de dindmica de poblaciones que incorporan la
captura han sido estudiados por autores como Brauer y Castillo-Chavéz [12], Britton
[15], Murray [66], y Campos e Isaza [18]. Sin embargo, en esos modelos, la poblacién
se asume en su totalidad, sin ninguna divisiéon en clases o grupos, y por tanto se
ignora cualquier relacion entre posibles subpoblaciones.

En particular, con respecto a la dinamica de poblaciones de peces, existen mode-
los y métodos estadisticos para la evaluacién de recursos pesqueros, como muestran
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los trabajos de Sparre y Venema [79], Hilborn y Walters [37], Csirke [23], Plaganyi
[69] o Beverton y Holt [11]. Pero, en este contexto, la mayoria de los modelos ma-
tematicos se refieren a especies marinas y especialmente a aquellas cuyos cambios en
abundancia no estan dominados por migracién. Esto es, especies con poco compor-
tamiento migratorio (principalmente peces demersales, es decir, aquellos que viven
en o cerca del fondo y presentan poco movimiento [22]) [11, 37, 79]. Sin embargo,
existen poblaciones altamente migratorias, no s6lo marinas sino también en rios de
agua dulce, que son de gran importancia social, econémica y ambiental.

En este sentido, la novedad del estudio que se presenta en este capitulo es que
se modela la dindmica de una especie migratoria, en la cual la poblacién tiene
una estructura de dos etapas, con una relacion entre estas etapas establecida por
medio del reclutamiento, y un factor de captura. Dicho estudio, se basa en los datos
empiricos de una poblacién de peces migratorios para los que se ha observado ese
comportamiento vital.

Un modelo matematico de dindmica de una especie debe involucrar los diferentes
cambios de estado relacionados con su ciclo de vida biolégico y su explotacién. El
ciclo de vida de los peces se desarrolla en la medida en que cada individuo pasa
a través de las etapas de huevo, larva, juvenil y adulto. En las primeras etapas de
vida, el pez no puede ser capturado por aquellos que se dedican a las actividades de
pesca, ya sea porque es muy pequeno o porque esta fuera del area de pesca. Pero,
a medida que el pez crece, las condiciones se modifican hasta que un cambio (en
el tamano, localizacién y/o habitat del pez) hace que por primera vez pueda ser
detectado y capturado por los métodos de pesca existentes. Este cambio de estado
es conocido como reclutamiento en las areas de biologia y pesca, y permite separar
en dos etapas relevantes la vida del pez: fase prerecluta y fase posrecluta. Cuando
se pasa de la fase prerecluta a la fase posrecluta, el pez se integra a la poblacion
recluta 6 explotable, apareciendo por primera vez para la pesca. En la mayoria de
los casos, especialmente cuando se estudian poblaciones que son recursos pesqueros,
es interesante conocer la poblacion explotable puesto que es la parte de la poblacion
total que es visible para la pesa y la investigacién pesquera (véase [23]). En algunas
especies, los peces jovenes (o prereclutas) ocupan zonas de cria donde los adultos
no estan presentes en una cantidad apreciable. En tal caso, el reclutamiento implica
una migracién al drea de explotacién desde las zonas de cria [11].

Asi, el principal propdsito de este capitulo es proporcionar y analizar un modelo
para la dinamica de una poblacién migratoria, que incluye el factor de captura y
una estructura de dos etapas: prerecluta (huevos, larvas y/o juveniles) y recluta (o
explotable). El modelo examina la importancia del rol de la poblacién prerecluta,
que en el caso de poblaciones de peces usualmente no es visible para la actividad
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pesquera, en la dinamica de la poblacién explotable. El sistema de ecuaciones dife-
renciales no lineales propuesto explica la influencia de los pardametros poblacionales
considerados para la dinamica. Una vez propuesto el modelo, los estados de equili-
brio del sistema son calculados. Luego, se prueba que la existencia de un estado de
equilibrio no trivial depende del valor de un parametro umbral R, el cual es una
funcién de los parametros poblacionales. Finalmente, se demuestra que este parame-
tro umbral no sélo determina la estabilidad local de los equilibrios y la existencia de
una bifurcacién transcritica [5, 48], sino también la estabilidad global de ellos, que
es el mejor resultado que se puede esperar obtener en el marco de la dindmica de la
poblacién.

Los resultados matematicos logrados son biolégicamente significativos, puesto
que permiten predecir cuando la poblacién tiende a ser estable o, por el contrario,
cuando tiende a desaparecer.

Estos resultados tedricos han sido validados por simulaciones numéricas que se
ejecutaron mediante el uso de datos estadisticos de algunas poblaciones de peces
Prochilodus. Los peces Prochilodontid del género Prochilodus (llamado coporo en el
norte de Sur América, sdbalo en el sur, y curimbata en Brasil) y Semaprochilodus
(lamado bocachico en espanol y jaraqui en portugués) son abundantes en las princi-
pales cuencas fluviales de América del Sur y son los mas famosos migrantes de larga
distancia. La poblacién de peces migra en busca de refugios temporales, habitats de
alimentaciéon y zonas de desove [28] (el desove se produce cuando las génadas libe-
ran su contenido de 6vulos y espermatozoides, iniciandose a continuacion la primera
etapa en la vida de toda una nueva generacion de individuos con la formacion del
huevo o cigote [23]).

En el occidente de la cuenca del Orinoco en América del Sur, la mayoria de los
Prochilodus adultos migran desde los habitats de la estacién seca en los rios y arroyos
tributarios de los Llanos y el Piedemonte Andino, a sus habitats de desove y de
alimentacion en la temporada de lluvias en los canales de las tierras bajas y llanuras
de inundacién de los principales cauces de los rios. Al principio, estas migraciones rio
abajo consisten en movimientos relativamente descoordinados por los peces solitarios
y pequenas agregaciones. Mas tarde, los peces se congregan para el desove en los
canales fluviales y las zonas de la sabana inundada durante la subida de aguas y la
inundacién. Los huevos fertilizados, los embriones y las larvas son llevados a la deriva
con la corriente del rio a cierta distancia aguas abajo, y finalmente terminan en las
lagunas de la llanura de inundacién donde los juveniles se alimentan de invertebrados
y algas. Durante el periodo de caida de aguas, grandes grupos de coporos migran rio
arriba en los rios tributarios que se originan en la Cordillera de Los Andes (véase
28)).
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El Prochilodus mariae, una especie especifica de Prochilodus, tiene un rol dual
en los ecosistemas acuaticos de la cuenca del Orinoco por varios motivos. Por un
lado, debido a su caracteristica de especie detritivora (que se alimenta detritos, es
decir, restos de materia organica, tales como tejidos muertos de plantas y animales
y desperdicios [71]), esta localizado en el primer eslab6n de la cadena alimenticia y,
por otro lado, es capturado para ser comercializado, convirtiéndose en una fuente de
trabajo y alimento de consumo para las poblaciones riberenas (indigenas y colonos),
siendo la mas importante base de proteinas de esas comunidades [72]. Por tanto, las
implicaciones de la captura en la dinamica del Prochilodus son muy interesantes, ya
que cualquier disminucién de esta especie podria tener un impacto importante.

2.2. Modelo matematico

En esta seccion, se proporciona un modelo matematico continuo para una pobla-
cién migratoria de dos etapas de desarrollo que incluye un factor de captura. Este
modelo estd dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales,

o _ax(t) .
x(t)—éy(t)(t) e ) .
IO = 5y~ e+ aB)y()

En esta memoria, se considera el concepto de poblacion como un conjunto bien
definido de una especie dada, cuyos parametros permanecen constantes en la distri-
bucién de la poblacién [79]. En el modelo, es el nimero de individuos o tamafio de la
poblacién. Siguiendo las ideas bésicas y la estructura del modelamiento matematico
de poblaciones bioldgicas, la dindmica de la poblacién modelada por el sistema (2.1)
se lleva a cabo bajo los siguientes supuestos ([12, 15, 23, 66, 11]).

= La poblacién total N(t) se divide en dos subpoblaciones: poblacion prerecluta
x(t) (huevos, larvas y/o juveniles) y poblacion explotable y(t) (adultos).

= El pardmetro ¢ representa la tasa de reproduccion de la poblacion explotable.
Solamente los adultos son lo suficientemente maduros para reproducirse.

= El pardmetro p representa la tasa de mortalidad natural, asumida igual para
ambas subpoblaciones (prerecluta y explotable).



2.2 Modelo matematico 59

= La poblacién prerecluta ocupa zonas de cria donde los adultos no tienen pre-
sencia en una cantidad considerable. Esto es, el reclutamiento implica una
migracion al drea de explotacién desde las zonas de cria [11].

= Los individuos de la poblacién prerecluta que sobreviven a las causas de muerte
natural pasaran de la fase prerecluta a la fase posrecluta, integrandose en la
poblacién explotable. La tasa de reclutamiento v se considera proporcional al
numero total de reclutas R, esto es, v = cR. La constante de proporcionalidad
¢ es asumida igual a 1, para simplificar del modelo.

= El ntimero total de reclutas depende solamente del tamano de la poblacién
prerecluta. En este contexto, la forma de la relacién poblacion-reclutamiento
de Beverton-Holt [11] se toma para establecer el ntimero de reclutas R en
términos de la poblacion prerecluta, como sigue:

a-x(t)
R—m.

= El parametro « representa el maximo nimero de reclutas producido, o reclu-
tamiento mdzimo [37].

= El pardmetro [ representa la poblacién necesaria para producir (en promedio)
un reclutamiento igual a /2 [37].

= El pardametro q es llamado coeficiente de capturabilidad, el cual representa una
medida de la habilidad para capturar individuos de la poblacién. Cuanto mas
eficiente sea el arte de captura (o pesca), mayor es el valor de ¢ [79].

= El pardmetro E representa el esfuerzo de captura (o esfuerzo de pesca, esto es,
nimero de barcos, dias de embarcacion, etc) [18, 79].

= El pardmetro F representa la tasa de mortalidad por captura (o tasa de morta-
lidad por pesca [18, 79]), la cual se asume proporcional al esfuerzo de captura
(E) y estd dada por la relacion F' = q - E.

» La tasa de mortalidad total de la poblacion explotable esta representada por
p+q-E[79].
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= Una distribucion homogénea de ambas poblaciones, prerecluta y posrecluta,
es asumida. Es decir, cada individuo prerecluta tiene la misma probabilidad
de ser reclutado, y cada adulto tiene la misma probabilidad de ser capturado.

Bajo los supuestos anteriores, el diagrama de la Figura 2.1 representa la dindmica
de una poblacién migratoria de dos etapas de desarrollo con un factor de captura.

px(t) py(t)  qEy(t)

Figura 2.1: Dindamica poblacional de una especie migratoria de dos etapas con captura.

Todos los pardametros en el modelo (2.1) son no negativos con el fin de que
tengan significado biolégico. Es facil probar que el sistema (2.1) estd bien planteado
porque, si la condicién inicial (x(0), y(0)) estd en la regién 2 = {(x,y)/z > 0,y > 0},
entonces las soluciones estaran definidas para todo ¢ > 0 y permaneceran en esta
region. Esto se puede ver mediante el andlisis de la direccién del flujo del sistema
(2.1) en la frontera de €. En primer lugar, nétese que el origen de coordenadas (0, 0)
es un punto de equilibrio. Ahora, obsérvese que cualquier solucién con condicién
inicial (0) > 0, y(0) = 0 implica que en el eje z: © < 0y y > 0. Similarmente,
cualquier solucién con condicién inicial z(0) = 0, y(0) > 0 implica que en el eje y:
>0y y < 0. Asi, en virtud de la unicidad de la trayectoria que pasa por cada
punto, esto indica que cualquier 6rbita que pasa a través de la frontera de €2, se
dirige hacia el interior de (2. Por tanto, cualquier trayectoria que comienza en (2,
permanecera completamente contenida en €2 para todo ¢ > 0. Por consiguiente, la
regién ) es un conjunto invariante positivo para el sistema (2.1). En consecuencia,
se considerara éste como el espacio de estados de este sistema.
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2.3. Estudio analitico del modelo

En esta seccién, se estudia la existencia y estabilidad de los puntos de equilibrio
del sistema (2.1) en funcién de los valores de los parametros que intervienen en el
modelo.

Puntos de equilibrio del modelo

Proposicién 2.3.1. FEl sistema (2.1) presenta un punto de equilibrio trivial P," =
(x1*,91*) = (0,0) € Q, para todos los valores de los pardmetros. Ademds, si R >
1, presenta también un tnico punto de equilibrio no trivial Py® = (x9*,y2*) en el
interior de €2, donde

__ 0 b
Lw+qlb  «

(2.2)

Al punto de equilibrio trivial se le denominard punto de equilibrio de extincion,
ya que dicho punto indica que la poblacion de prereclutas y explotables es nula.

Demostracién. Dendtese por (x;*,y;*) los puntos de equilibrio del sistema (2.1),
esto es, los estados de equilibrio tales que 2/(t) = 0y y/(t) = 0 para todo ¢t > 0.

Resolviendo el correspondiente sistema de ecuaciones no lineales, se obtiene un
punto de equilibrio trivial

(xl*v yl*) = (07 O)

y un punto de equilibrio no trivial dado por

)
20 p\p+qb  « 0= (ptgE)\p+qE  « '

Es obvio que el punto de equilibrio trivial pertenece a ) para todos los valores
de los parametros. Por otro lado, el no trivial pertenece a €2 dependiendo del valor
del parametro umbral, como se demuestra a continuacion.

Si R > 1, entonces quE > 1, y por tanto 6 — (u + gE) > 0. Por consiguiente,

dado que todos los parametros en la ecuaciéon son mayores que cero,

x", ys" > 0.

Esto es, existe también un punto de equilibrio no trivial (z2*, y2*) en el interior
de Q.
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Por el contrario, si R < 1, el tnico punto de equilibrio en §2 es el punto de
equilibrio trivial Pi* = (z1*,y1*) = (0,0), que biolégicamente indica que la especie
esta extinta. Debido a esto, de aqui en adelante, se llamara a este equilibrio el punto
de equilibrio de extincion. Para probar esto, se distinguen dos casos:

= R < 1: En este caso, es facil verificar, observando las coordenadas del punto
de equilibrio no trivial ", que 22* < 0, dado que % > (. Por tanto, este punto
permanece en el exterior de la region €).

= R = 1: En este caso, dado que (M% — ’%f — 1) = 0, se tiene que x3* = Yo" =
0.
Por consiguiente, si R < 1, sélo se tiene el punto de equilibrio trivial. O]

Observacién 2.3.1. Obsérvese que es biolégicamente coherente que uno de los
equilibrios del sistema corresponda a la extincion de la especie para cualquier valor de
los parametros porque, en tal caso, dicha especie desaparece y por tanto, permanece
en ese estado de extincién para siempre.

Analisis de estabilidad

Proposicién 2.3.2. El punto de equilibrio de extincion Py* es localmente asintdti-
camente estable si R < 1 e inestable si R > 1.

Demostracién. Al calcular la matriz Jacobiana del sistema (2.1), evaluada en el
punto de equilibrio P;*, se obtiene

. ( 5+ 0 )

—(p+qE)

IR

En este caso, los autovalores son

—a — BEq++/a? +4aBd — 2aBEq + 2E2¢2 — 28
283 ’

_a+ BEq+ \/a? +4aB — 2a8Eq + B2E*¢* + 20y
23 ‘

AL =

Ao =
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Las expresiones previas no permiten determinar el signo de sus partes reales.
Pero, como se tiene solamente dos ecuaciones, se puede deducir sus signos estudian-
do la traza, T = traz(J(P,")), y el determinante, D = det(J(P;")), de la matriz
Jacobiana. Asi, como se tiene que

T:—{%G§+J)+QH4E4<O (2.3)

y, por otra parte,

alp+qE) (¢ B __a(p+gk)
B ( ___1)_ g

pw+qb  «
se distinguen dos casos:

D= (R —1), (2.4)

= R < 1: En este caso, es facil verificar que D > 0. Por tanto, puesto que T < 0,
el punto de equilibrio de extincién P;* es localmente asintéticamente estable.

= R > 1: En este caso, es facil ver que D < 0. Por consiguiente, el punto de
equilibrio de extincién P;* es inestable.

O

Ademas, se ha logrado probar que el punto de extincion es globalmente asintoti-
camente estable si R < 1, como se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1. Si R < 1, entonces el punto de equilibrio de extincion P;* es

globalmente asintoticamente estable.

Demostracién. Se referird a la funcién que define el sistema (2.1) como F(z(t), y(t)).
Esto es, el sistema (2.1) puede ser expresado como

En este punto, se puede considerar la funcién V' : Q — R, definida por
x(t) + (1 + %) y(t)

w+qk
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Esta funciéon V € C'(Q) y el producto escalar VV (z,y) - F(z,y) estd dado por

pB
5 _
VV(z,y)- F(z,y) = (M i % - 1) Y+ Lﬁch z. (2.5)

Como, por hipétesis, R < 1, entonces

bM<y

L+qlb  «

Asi, el primer sumando de la suma (2.5) anterior es menor o igual que 0.

Por otro lado, teniendo en cuenta que todos los parametros y variables que
aparecen son mayores que 0 y que

s

resulta que el segundo sumando de la suma (2.5) de arriba también es menor o igual
que 0.

Por tanto, VV (z,y) - F(z,y) < 0y, consecuentemente, el teorema de Lyapunov-
LaSalle garantiza la estabilidad global del punto de equilibrio de extincién P;* si
R <1. O

Observacién 2.3.2. Obsérvese que este resultado es bioldgicamente relevante por-
que significa que, bajo cualquier combinacién de los pardmetros tal que R < 1,
entonces, para cualquier poblacion inicial, la especie se extinguira. Ello permite in-
ferir que seria muy importante regular las actividades de captura (pesca o caza) con
el fin de no tener R < 1 nunca.

Proposicién 2.3.3. El punto de equilibrio no trivial Py* es localmente asintdtica-
mente estable si R > 1.

Este punto de equilibrio no trivial serd denominado punto de equilibrio de esta-
bilidad ecoldgica.
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Demostracién. Al calcular la matriz Jacobiana del sistema (2.1), evaluada en el
punto de equilibrio no trivial ", se llega a

°p
— 5 5+ p )

O‘( - E_l)
J(Pg*): urq
2

| e ap)
-1
a(quE )

Por tanto, se tiene

y, por otra parte,

p— MptgE) ( o B 1) _ mlptqE)

S—(p+qE)\p+qE o ) 65— (p+qE)

(R —1). (2.7)

Dado que, s6lo cuando R > 1 existe un tnico punto de equilibrio no trivial P*
que pertenece a (), como se demostré en la Proposicién 2.3.1, entonces éste es el
unico caso de importancia biolégica que se tiene que estudiar.

Notese que, si R > 1, entonces ﬁ > 1, y por tanto 0 — (u + ¢F) > 0. Por
tanto, es facil verificar que D > 0. Como T' < 0, entonces el punto de equilibrio no
trivial %" es localmente asintéticamente estable. O

Finalmente, obsérvese que, como el punto de extincién también esta en 2 y no es
atraido por ", el punto de estabiliad ecoldgica no es globalmente asintéticamente
estable en 2. Pero, para los demds puntos en este conjunto, la estabilidad es global
como se demuestra a continuacion.

Teorema 2.3.2. Si R > 1, entonces el punto de estabilidad ecologica Py* es global-
mente asintdoticamente estable en Q\{(0,0)}.
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Demostracién. Observe que cualquier solucién con condicién inicial z(0) > 0,
y(0) = 0 implica que, en el eje z, & < 0y ¢ > 0. Similarmente, cualquier solucién
con condicién inicial z(0) = 0, y(0) > 0 implica que, en el eje y, * > 0y y < 0. Asi,
por la unicidad de la trayectoria que pasa a través de cada punto, esto indica que
cualquier flujo que pasa a través de la frontera de €2, se dirige hacia el interior de 2.
Por tanto, cualquier trayectoria que comienza en ) estard completamente contenida
en este conjunto para todo ¢t > 0. En este mismo sentido, se verifica que, para
cualquier valor de R, cualquier rectangulo lo suficientemente grande que tiene un
vértice en el origen y el opuesto en la z-nulclina es invariante. Como consecuencia,
cualquier solucién estd acotada para t — oo.

Ahora, denétese por F(x,y) = (Fi(x,y), Fa(x,y)) a la funcién que define el
sistema (2.1), esto es,

(x,y) = F(l’,y) = (Fl(x>y)>F2(x>y))'

De manera que, al calcular la divergencia del sistema se tiene que

. oF, 0F, af
Fl=v.F=21, %2 (Y 9, 14E) <o,
div(F) 8x+8y ((ﬁ+x)2+ g )<O

Luego, debido a que la divergencia del sistema es negativa en el primer cuadran-
te, en virtud del teorema de Poincare-Bendixson, se puede concluir que cualquier
trayectoria tiende a un punto de equilibrio o un ciclo. Para este caso, es un pun-
to de equilibrio que debe ser necesariamente el tinico estable en el rectangulo si la
trayectoria no es el punto de equilibrio inestable. O]

Observaciéon 2.3.3. Obsérvese que este resultado tiene un importante significado
biolégico. Si R > 1 entonces existen dos puntos de equilibrio P;* y " en {2, como
se demostré en la Proposicién 2.3.1. Pero P;* es inestable (Proposicion 2.3.2), y P*
es globalmente asintdticamente estable en Q\{(0,0)} (Teorema 2.3.2). Por tanto, si
R > 1, cualquier (tamano de) poblacién inicial tiende a ser estable.

Corolario 2.3.1. Para el sistema (2.1), se tiene lo siguiente:

(i) Si R < 1, existen dos puntos de equilibrio del sistema: P,* € Q, y Py* ¢
Q, siendo P globalmente asintdticamente estable en Q) mientras que Py* es
inestable.

(i) Si R = 1, Pi* es el unico punto de equilibrio del sistema y es un punto de
equilibrio no hiperbolico, el cual también es globalmente asintoticamente estable

en €.
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(111) Si R > 1, existen dos puntos de equilibrio del sistema: Py* y Py* ambos en Q,
siendo Py* inestable, mientras que Py" es localmente asintdticamente estable.

Por tanto, el sistema (2.1) experimenta una bifurcacion transcritica en R = 1.

La Figura 2.2 muestra el diagrama de bifurcacién del sistema (2.1).

P

'L£¢l\f\! v v ¥ ¥ VY

Figura 2.2: Diagrama de Bifurcacién. El sistema (2.1) experimenta una bifurcacién transcritica en el

valor del pardmetro umbral R = 1.

Observacién 2.3.4. Obsérvese que esta bifurcacién local [5] es matemédticamente
importante, pero no tiene sentido bioldgico, porque cuando R < 1, el punto de
equilibrio no trivial estd fuera de la regién 2.

2.4. Simulacién numérica y validacion del modelo con
datos empiricos reales

En esta seccién, se simulan diferentes escenarios posibles con el fin de verificar
el efecto que algunos parametros relevantes tienen en la dinamica de una poblacién
migratoria de dos etapas de desarrollo. Esto es importante desde un punto de vista
de la biologia y la pesca ya que es posible disenar estrategias para el control y
sostenibilidad de la poblacién.

Los siguientes escenarios son calculados para validar la coherencia entre los re-
sultados tedricos obtenidos en la seccién previa y las simulaciones numéricas del
modelo.
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Un escenario importante es cuando la especie esta en peligro de extincién, con
R < 1. El otro escenario ocurre cuando la poblacién tiende a ser estable, con R > 1.
Para estas simulaciones, se utilizaron estadisticas de algunos de los parametros po-
blacionales de dos especies de peces migratorios en Colombia: Prochilodus mag-
dalenae y Prochilodus mariae. En concreto, los parametros obtenidos a partir de
publicaciones de investigaciones realizadas sobre estas especies [20, 72|, son aquellos
relacionados con la mortalidad natural y la mortalidad por captura. Mientras que la
estimacion de los demés parametros poblacionales se hizo de forma aleatoria debido
a la ausencia de publicaciones al respecto.

Por otra parte, es importante indicar que dada la dificultad de medir el tamano
de la poblacion real de los recursos pesqueros, las predicciones sobre el comporta-
miento de estas especies se hacen tradicionalmente en funcién de sus capturas. En
este sentido, tanto para el modelo propuesto como para las investigaciones biologi-
cas realizadas sobre el recurso pesquero, las capturas se consideran proporcionales al
tamano de la poblacién. Teniendo en cuenta todo esto, se puede inferir que los dife-
rentes estados de equilibrio obtenidos tedricamentes son coherentes con las posibles
situaciones en las que esta especie se puede encontrar.

2.4.1. Especie en peligro de extincion

Para llevar a cabo las simulaciones numéricas, se tienen en cuenta los pardametros
poblacionales establecidos para la especie Prochilodus magdalenae en la cuenca del
Magdalena en Colombia en 2006. A partir de ellos, se tiene que la mortalidad total
de la especie (1 + ¢ - E) es 4.55, la mortalidad natural (x) es 0.897 y la mortalidad
por pesca (F') es 3.65 [20]. En este caso, se toman los valores de los pardametros
0 =146, a =20 y 8 = 60. Nétese que, cuando R < 1, por los resultados tedricos,
la poblacién debe extinguirse, como sucede en la simulacién (Figura 2.3).

Este resultado coincide con el estado del recurso pesquero, Prochilodus magdale-
nae, en la cuenca del Magdalena en Colombia en 2006, donde los informes de captura
muestran una marcada disminucion de la especie comparada con los informes pre-
vios de 1978, 1990, 1995 and 1999 [20]. Debido a la disminucién en las capturas, esta
especie ha sido clasificada como especie en peligro critico en Colombia [20, 64].

2.4.2. Estabilidad ecolégica

Con el fin de realizar las simulaciones numéricas, se toman en cuenta los parame-
tros poblacionales establecidos en resultados de investigacién sobre el estado de la
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x(t)
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Figura 2.3: Peligro de extincién. Pardmetros poblaciones con valores: 1 = 0,897, u + qFE = 4,55,
0 =146, a« =20 y = 60; condicién inicial z(0) =2y y(0) =3; y R = 0,52.

pesca del Prochilodus mariae en la regiéon del Orinoco de Colombia para el periodo
comprendido del 2005 al 2008. A partir de ellos, se tiene que la mortalidad total de
la especie (u+¢q- E) es 1.38 y la mortalidad por pesca (F) es 0.75 [72]. En este caso,
se toman los valores de los pardametros 0 = 14,6, « = 20 y 8 = 60, como en el caso
previo. Nétese que cuando R > 1, por resultados tedricos, la poblacion debe tender
a ser estable, como ocurre en la simulacién (Figura 2.4).

Este resultado coincide con el estado del recurso pesquero en la regién del Orinoco
de Colombia para el periodo comprendido del 2005 al 2008, donde se predijo que
el recurso no estd en un nivel de sobrepesca, lo que significa que su explotacion se
encuentra en una medida aceptable. Asi, manteniendo el nivel del esfuerzo aplicado
y conservando el ecosistema en que habita, la especie serd sostenible en el tiempo
[72].
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—x(t)
—y@®)

Figura 2.4: Estabilidad ecolégica. Parametros poblacionales con valores: ¢ = 0,63, u + ¢F = 1,38,
d = 14,6, a = 20 and 8 = 60; condicién inicial z(0) =2y y(0) =3;y R = 8,69.



Capitulo 3

Dinamica poblacional de una especie
migratoria de dos etapas con captura
y depredacion

En este capitulo se enriquece el modelo sobre la dinamica poblacional de una
especie migratoria de dos etapas con captura expuesto en el capitulo anterior, inclu-
yendo ahora la interaccién con otra especie que ocupa el mismo habitat, siendo esta
ultima depredadora de la primera y constituyendo asi un sistema presa-depredador.
En este sentido, se prueba que la dinamica del sistema estda determinada por un
parametro umbral R que depende de los pardmetros poblacionales. Como resultado
mas significativo, se obtiene que, si R > 1, entonces el punto de equilibrio de ex-
tincién es globalmente asintoticamente estable, lo que asegura que ambas especies,
presas y depredadores, estan en peligro. Ademds, el capitulo presenta una serie de
simulaciones numéricas, producidas mediante la variaciéon de los parametros prove-
nientes de datos empiricos, que muestran diferentes situaciones con respecto a la
evolucion del sistema presa-depredador y permiten validar el modelo dado.

3.1. Preliminares

Comprender la dindmica de una poblacién implica conocer no sélo el tamano
y la estructura, sino también, y méas importante, conocer la forma y la intensidad
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con la que cambia y se renueva en si misma [23]. Los cambios en abundancia de las
poblaciones pueden ser explicados por factores tales como cambios en el medioam-
biente (variacién en la temperatura, factores fisico-quimicos, sistemas de corriente,
contaminacion, etc.) [16, 66|, dindmica del ecosistema (interaccién multiespecifica,
migracion, reclutamiento, etc.) [11, 37, 79], y cambios en los patrones de captura
(dindmica de acceso abierta, regulaciones de caza o pesca) [23, 66].

En particular, para el estudio de poblaciones de peces existen modelos y méto-
dos estadisticos para la evaluacion de recursos pesqueros como se puede ver en los
trabajos de Sparre y Venema [79], Hilborn y Walters [37], Csirke [23], Plaganyi [69]
o Beverton y Holt [11]. En este contexto, la mayoria de los modelos matematicos se
refieren a especies marinas y especialmente a aquellas cuyos cambios en abundancia
no son dominados por migracién, esto es, especies con poco comportamiento migra-
torio (principalmente peces demersales) [11, 37, 79]. Sin embargo, existen especies de
peces altamente migratorios en rios de agua dulce, los cuales requieren de estudios
que predigan cambios estructurales en su dindmica con el fin de tomar medidas para
el control de su explotacion.

Ademas, cuando los peces pasan de la fase prerecluta a la fase posrecluta, se
integran a la poblacion explotable, apareciendo por primera vez para la pesca. Estos
individuos de la fase explotable crecen, desovan (una o varias veces) y mueren. Las
variaciones en su abundancia se deben principalmente a la predacién y factores
ambientales (vientos, corrientes, temperatura, salinidad, etc.) [16]. En las fases no
explotables, la mortalidad es usualmente muy alta, particularmente en el final de
la fase larval [24]. Esta mortalidad no es causada directamente por la pesca [16].
Esto conlleva un pequeno porcentage de supervivientes hasta el reclutamiento [16].
Como se apuntaba en el capitulo anterior, en algunas especies, los peces jévenes
(o prereclutas) ocupan zonas de cria donde los adultos no estdn presentes en una
cantidad apreciable. En tal caso, el reclutamiento implica una migracion al area de
explotacion desde las zonas de cria [11].

Por otra parte, como también se senald en el capitulo anterior, el factor captura
en modelos matematicos de dinamica de poblaciones ha sido estudiado por autores
como Brauer y Castillo-Chavéz [12], Britton [15], Murray [66], y Campos e Isaza [18].
No obstante, en esos modelos, la poblacion se asume en su totalidad, sin ninguna
divisién en clases o grupos, y por tanto se ignora cualquier relacién entre posibles
subpoblaciones. Ademas, en sistemas presa-depredador, algunos autores han estu-
diado solamente la captura de depredadores, como Brauer y Castillo-Chavéz [12].
Estos sugieren estudiar la captura de la presa, lo cual seria apropiado para un examen
de la medida en que se puede controlar a una poblacién mediante la manipulacion
de su suministro de alimentos.
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En este sentido, la novedad del estudio que se presenta en este capitulo es que se
amplia el modelo sobre la dinamica poblacional de una especie migratoria de dos eta-
pas con captura, expuesto en el capitulo anterior, incluyendo la interaccién con otra
especie que ocupa el mismo habitat, siendo esta ultima especie depredadora de la
primera. El modelo constituye un sistema presa-depredador que considera la pobla-
ci6én presa dividida en dos subpoblaciones: prerecluta (huevos, larvas y juveniles) y
explotable (adultos), y establece una relacién entre ellas basada en el reclutamiento.
El modelo, ademas de incluir el factor predacién en la poblacién de la especie mi-
gratoria de dos etapas, también incluye el factor captura en ambas especies (presas
y depredadores), y analiza sus efectos sobre la dindmica del sistema. Esto permite
el examen de una relacién interespecifica entre dos poblaciones explotadas con el
fin de predecir los cambios estructurales en la dindmica del sistema. El sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales propuesto, explica la influencia de los parame-
tros poblacionales considerados para la dindmica. En este contexto, se prueba que
la existencia de un estado de equilibrio no trivial depende del valor de un parametro
umbral R, el cual es una funcion de los parametros de la poblacién. Asi mismo, se
demuestra que este parametro umbral no solamente determina la estabilidad local
de los equilibrios y la existencia de dos bifurcaciones en el sistema, sino también la
estabilidad global del punto de equilibrio de extincion.

Los resultados matematicos logrados tienen un gran significado biolégico, puesto
que a partir de ellos se puede predecir cuando ambas poblaciones explotadas tienden
a ser estables o, por el contrario, cuando ambas o una sola de las dos especies tiende
a desaparecer.

El modelo aqui descrito se basa en el comportamiento natural de algunas especies
de peces del género Prochilodus, ya descrito en el capitulo anterior, y Pseudoplatys-
toma.

El género Pseudoplatystoma incluye algunos de los grandes bagres de la familia
Pimelodidae, con tres especies reconocidas: Pseudoplatystoma fasciatum, Pseudo-
platystoma tigrinum (comunmente conocido como bagre rayado) y Pseudoplatysto-
ma coruscans (cuyo nombre comun es surubi), distribuidas desde el norte y este de
América del Sur, al este de los Andes y al sur de Parand [93, 81, 34, 1]. Estas espe-
cies son migratorias, de gran tamano, con buena calidad de carne y pocas espinas
[19, 47, 1], condiciones que hacen que sean muy vulnerables a la pesca [1]. Es por
esto que son altamente comercializados, ocupando el segundo lugar en la pesca co-
mercial después del Prochilodus [19, 20, 26]. El Pseudoplatystoma es un bagre feroz
carnivoro con evidente comportamiento depredatorio y canibalistico de diferentes
peces més pequenos [32, 83, 26]. El Pseudoplatystoma sigue las grandes migraciones
del Prochilodus y otras especies acompanantes, que ocurren durante el verano, ya
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que estas especies son su principal fuente de alimento [1, 74, 26|, lo que les permite
estar preparados para una segunda migracion reproductiva en el inicio de las lluvias.

Las poblaciones de Pseudoplatystoma han declinado [1, 30, 64], debido a facto-
res como la deforestacion, la contaminacion del agua y la sobreexplotacién. El gran
peligro de esta especie es tan evidente que en la actualidad estd catalogado como
especie en peligro critico en las cuencas del Orinoco y del Magdalena en Colombia
[1, 64]. Si no se toman medidas de gestién de la pesca a tiempo, puede llegar al
colapso [30]. En este sentido, son necesarios estudios para establecer las relaciones
interespecificas para el Pseudoplatystoma con el fin de predecir cambios estructu-
rales en poblaciones explotadas y proponer medidas de control conjuntas [26]. Por
tanto, las implicaciones en la dinamica de la interaccion presa-depredador entre las
poblaciones de Prochilodus y Pseudoplatystoma son muy interesantes porque un de-
crecimiento en cualquiera de estas especies podria tener un impacto importante. De
aqui, se deduce la necesidad de plantear nuestro modelo.

Los resultados tedricos que arroja el modelo propuesto, han sido validados por
simulaciones numéricas realizadas mediante el uso de datos estadisticos sobre tres
especies de dichos peces migratorios en Colombia: Prochilodus magdalenae, Prochi-
lodus mariae y Pseudoplatystoma fasciatum.

3.2. Modelo matematico

En esta seccion, se proporciona un modelo matematico continuo para la dindmica
poblacional de una especie migratoria de dos etapas con captura y depredacion, el
cual esta dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales,

azx(t)
a(t) 5y(t)t— 5+ —nz(t)z(t) — ma(t)
90 = 50— 0)5(0) = (a + Fiy(0) 3.1

(t) = rx(t)z(t) + my(t)2(t) — (p2 + F2)=(1)

Siguiendo las ideas bésicas y la estructura del modelamiento matemaéatico de
poblaciones bioldgicas [12, 15, 23, 66, 11|, la dindmica de la poblacién se lleva a
cabo bajo los siguientes supuestos.

= La poblacién total N(t) se divide en tres subpoblaciones: poblacion de presas
prerecluta x(t) (huevos, larvas y/o juveniles de la especie presa), poblacion de
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presas explotable y(t) (adultos de la especie presa) y poblacion de depredadores

2(t).
= La fuente de alimento de la poblacion de presas se considera ilimitada.

= Los depredadores dependen de las presas como su fuente de alimento. En
este sentido, la fecundidad y la reproduccién de los depredadores depende de
la cantidad y calidad de alimento. Por tanto, se asume que en ausencia de
presas, la poblaciéon de depredadores desaparecera.

= El parametro J representa la tasa de reproduccion de la poblacion de presas
explotable. Solamente los adultos son lo suficientemente maduros para repro-
ducirse.

= La poblacion de presas prerecluta ocupa zonas de cria donde las presas adultas
no tienen presencia en una cantidad considerable. Esto es, el reclutamiento de
la especie presa implica una migracion al area de explotacion desde las zonas
de cria [11].

» Los individuos de la poblacién presa prerecluta que sobrevivan pasaran de la
fase prerecluta a la fase posrecluta, integrandose en la poblacién de presas
explotable. La tasa de reclutamiento de la especie presa <y, se considera pro-
porcional al numero total de presas reclutas R, esto es, v = cR. La constante
de proporcionalidad ¢ se asume igual a 1 por simplicidad, como en el modelo
previo.

= El nimero total de presas reclutas depende solamente del tamano de la pobla-
cién de presas prerecluta. En este contexto, la forma de la relacion poblacion-
reclutamiento de Beverton-Holt [11] se considera para establecer el nimero de
presas reclutas R en términos de la poblacion de presas prerecluta, como sigue:

_a-a(t)
Sy

= El pardmetro «a representa el maximo ntimero de presas reclutas producido, o
reclutamiento mdximo [37).

= El pardmetro [ representa la poblacién necesaria para producir (en promedio)
un reclutamiento igual a /2 [37].
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= La constante 7 representa el coeficiente de depredacion.

= La constante k representa la conversion eficiente de presas en depredadores
[12].

» El pardmetro p; representa la tasa de mortalidad natural de la especie presa,
asumida igual para ambas subpoblaciones: presa prerecluta y presa explotable.

= El pardmetro us representa la tasa de mortalidad natural de la especie depre-
dadora.

= Los parametros q; v g2 son llamados coeficientes de capturabilidad de la pobla-
cién de presas explotable y de la poblacion de depredadores respectivamente.
Este coeficiente es una medida de la habilidad para capturar individuos de
cada poblacién. Cuanto méds eficiente sea el arte de captura (o pesca), mayor
es el valor de ¢ [79].

s Los parametros F; y E5 representan los esfuerzos de captura de la poblacion
de presas explotable y de la poblacién de depredadores, respectivamente (o
esfuerzos de pesca, es decir, el niumero de barcos, dias de embarcacién, etc.
(79, 18]).

= Los pardmetros F y F, representan las tasas de mortalidad por captura (o
tasa de mortalidad por pesca [79, 18]) de las poblaciones de presas explotable
y de depredadores, respectivamente, las cuales se asumen proporcionales a los
esfuerzos de captura y estan dadas por las relaciones I} = ¢1- E1 vy Fy = ¢ Fs.

= Las tasas de mortalidad total de las presas y los depredadores estan represen-
tadas por puy + Fy y po + F, respectivamente [79].

= Una distribucién homogénea de las tres poblaciones es asumida. Es decir, cada
individuo de la especie presa tiene la misma probabilidad de ser depredado,
cada prerecluta presa tiene la misma probabilidad de ser reclutado, cada adulto
presa tiene la misma probabilidad de ser capturado y cada depredador tiene
la misma probabilidad de ser capturado.

Bajo los supuestos anteriores, el diagrama de la Figura 3.1 representa la dindmica
de una especie migratoria de dos etapas con captura y depredacion.

Todos los pardmetros en el modelo (3.1) son no negativos con el fin de que tengan
un significado biolégico. Es facil probar que el sistema (3.1) estd bien planteado,
porque, si la condicién inicial ((0),y(0), 2(0)) esta en la regién Q = {(z,y,2)/z >
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e P y(t)
i mrz nyz Yy Fry
— z(t) <7H§Z
p2z  Faz

Figura 3.1: Dindmica poblacional de una especie migratoria de dos etapas con depredacién y captura.

0,y > 0,z > 0}, entonces las soluciones estaran definidas para todo tiempo ¢t > 0y
permaneceran en esta region. Esto se puede ver mediante el andlisis de la direccion
del flujo del sistema (3.1) en la frontera de 2. En primer lugar, nétese que el origen
de coordenadas (0,0,0) es un punto de equilibrio. Ahora, obsérvese que cualquier
solucién con condicién inicial z(0) > 0, y(0) = 0, z(0) = 0 implica que en el eje
r: & < 0,y > 0y 2 = 0. Similarmente, cualquier solucién con condicién inicial
xz(0) = 0, y(0) > 0, 2(0) = 0 implica que en el eje y: & > 0, y < 0y 2 = 0. Del
mismo modo, cualquier solucién con condicién inicial z(0) = 0, y(0) = 0, z(0) > 0
implica que el el eje z: © =0,y = 0y 2 < 0. Asi, en virtud de la unicidad de la
trayectoria que pasa por cada punto, esto indica que cualquier trayectoria que pasa
a través de la frontera de €2, se dirige hacia el interior de {2. Por tanto, cualquier
trayectoria que comienza en €2, permanecera completamente contenida en €2 para
todo t > 0. Por consiguiente, la regién €2 es un conjunto invariante positivo para
el sistema (3.1). En consecuencia, se considerara éste como el espacio de estados de
este sistema.

3.3. Estudio analitico y numérico del modelo

A continuacién, se estudia la existencia y estabilidad de los puntos de equilibrio
del sistema (3.1) en funcién de los pardmetros poblacionales. Este anélisis permite
estudiar diferentes escenarios acerca de la evolucién de una poblacién migratoria de
dos etapas con captura y depredacién. Con el fin de hacer esto, se consideraran los
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siguientes parametros umbrales:

R = M (1 + %) (3.2)

pa(pn + F1)(p2 + F2)(6 — (g + Fh))

€= rao(d — Fy)

. (3.3)

Puntos de equilibrio del modelo

Proposicién 3.3.1. El sistema (3.1) tiene un punto de equilibrio trivial P;* =
(0,0,0), un punto de equilibrio de la forma Py* = (x2%,y2*,0) con x2*, 2™ no nulos,
y a lo sumo tres puntos de equilibrio de la forma Ps*™ = (x3*,ys*, 23*) con x3*, ys*, 23*
no nulos.

Demostracién. Sean (x;*,y;*, z;*) los puntos de equilibrio del sistema (3.1), esto
es, los estados de equilibrio tales que &(t) =0, g(t) =0, 2(t) = 0 para todo t > 0.

Resolviendo el correspondiente sistema de ecuaciones no lineales, se obtiene un
punto de equilibrio trivial

(1", 1", 217) = (0,0,0);

un equilibrio de la forma P," = (z2*, y2*,0) dado por

£ _ ad _ (M1+F1)< M))
T i B (1 0 )

P Fl)(cSOéi (11 + F1)) (1 - Jg = <1 * %))

y un equilibrio de la forma P3* = (z3*,y3*, 23*) dado por

. (et Fy) x
Ys _T_ZL’?))

*
. 1 KQT3
zZ3 = —

— + F ))
ey~ P
donde z3* corresponde a las raices del polinomio de tercer grado

A(l’g*)g + B(l’g*)2 + C(l’g*) + D= O, (34)
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con
A= Ii(é - Fl),

B = Br(0 — F1) — (p2 + F2)(20 — F1),
C = (") (6(p2 + Fo) — Br(26 — Fy) — ax),

D=2%(u, + F)”.

A partir de esto, se sigue que el sistema (3.1) tiene a lo sumo tres puntos de
equilibrio de la forma P3* = (3", y3*, 23%). O

Proposicién 3.3.2. FEl sistema (3.1) tiene el punto de equilibrio P,* = (0,0,0) en
Q para todos los valores de los parametros; mientras que solamente si R < 1, el
punto de equilibrio de la forma Py* = (x9*,y2*,0) estd en €.

Demostracion. Es obvio que el punto de equilibrio trivial pertenece a ) para
todos los valores de los parametros. Por otra parte, el punto de equilibrio de la forma
Py = (x9",y2",0) pertenece a 2 dependiendo de el valor del parametro umbral R,
como se demuestra a continuacion.

Si R < 1, entonces miFl > 1, y por consiguiente § — (u1 + Fy) > 0. Por tanto,

observando las coordenadas del punto de equilibrio P, se deduce que

ZL’Q*, yg* > 0.

Si R = 1, entonces P»* = P;* = (0,0,0), dado que (-2 LB 1) =0.

utqE ~ «
ad

———— > 0. Por tanto, P,* =
pa(pn + F1) ’

Si R > 1, entonces x3* < 0, puesto que
(SL’Q*,yQ*,O) ¢ Q.

Asi, solo si R < 1, existe un punto de equilibrio de la forma (z5*, y2*,0) en Q. O

Observacién 3.3.1. Obsérvese que es biologicamente coherente que uno de los
equilibrios del sistema para cualquier valor de los parametros sea la extincion de las
especies porque, en tal caso, dichas especies desaparecen, y por tanto, el sistema no
evoluciona nunca mas.

Un punto de equilibrio de la forma P3* = (z3*,y3*, 23*) también pertenece a (2
dependiendo del valor del parametro umbral R. Para comprobar esto, es necesario
obtener la expresién de x3* en términos de los pardmetros del sistema (3.1), esto
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Cuadro 3.1: Casos simulados numéricamente con los respectivos valores para cada pardmetro del sistema
(3.1).

‘ Casos simulados ‘ Q@ ‘ I5; ‘ ) ‘ K ‘ n ‘ 1 ‘ [42 ‘
Caso 1 418 | 5 100505 10.63|0.2132
Caso 11 5115 5 |0.05]0.5]0.63|0.2132
Caso 111 8125|10|0.05]0.5|0.63 | 0.2132

Cuadro 3.2: Andlisis numérico de los puntos de equilibrio que estdn en la regidén 2 para cada sistema
delaforma (3.1) cuando R >1, R=1,1-C<R <1, R=1-Cy R < 1-C. Aqui, 1 indica que el
equilibrio esta en (2, 0 significa que el punto de equilibrio esta en el exterior de €2, y el signo — indica
que el sistema no tiene puntos de equilibrio de |la forma respectiva. Esto corresponde a la consolidacién

de los resultados obtenidos en todas las simulaciones.

| Existencia | R>1|R=1]|1-C<R<1|R=1-C|[R<1-C|

0,0,0) 1 1 1 1 1
(23,95,0) 0 — 1 1 1
(231, Y315 231) 0 0 0 0 0
(239, Y3 230) 0 0 0 — 1
(33, Y335 233) 0 0 0 0 0

es, se requiere resolver el polinomio (3.4). Sin embargo, las expresiones de las raices
de este polinomio en términos de los parametros del sistema son muy complejas, lo
que dificulta su estudio analitico. Por esta razon, el estudio de estos puntos de equi-
librio se llevé a cabo mediante simulacion numérica con el Toolbox de Matematica
Simbodlica de MATLAB.

Para el andlisis numérico, la funcion clasdtri.m del software SDamala Toolbox
[3] desarrollado en MATLAB, es usada. Esta funcién permite obtener y clasificar los
puntos de equilibrio de un sistema de tres ecuaciones diferenciales y estos resultados
se muestran en un archivo de texto. Esta funcién se modificé para devolver los
puntos de equilibrio y la estabilidad de cada uno de ellos. La funcién es llamada
en un script de MATLAB n-veces en cada simulacién, lo cual consiste en variar
solamente los valores de los pardmetros Fy y F, en el intervalo [0.001,3] con un
incremento de 0.01, y de esta manera se toman todas las posibles combinaciones de
valores de estos parametros. La Tabla 3.1 muestra los casos simulados con un total
de 13.726.202 sistemas diferentes de la forma (3.1) en cada caso.
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A partir del andlisis numérico, se puede deducir que el sistema (3.1) tiene un punto
de equilibrio de la forma P3* = (x3*,y3*, 23*) en Q solamente cuando R < 1 — C,
véase Tabla 3.2.

Por otra parte, si R
equilibrio trivial P;* = (0

1, el tnico punto de equilibrio en €2 es el punto de

>
,0,0). Para mostrar esto, se distinguen dos casos:

= R > 1: Las simulaciones numéricas muestran que, en este caso, el sistema
(3.1) no tiene puntos de equilibrio de la forma P;* en Q (ver Tabla 3.2). Estas
simulaciones muestran que los puntos de equilibrio de esta forma permanecen
en el exterior de la region Q.

= R = 1: Las simulaciones numéricas muestran que, en este caso, el sistema (3.1)
no tiene puntos de equilibrio de la forma P;* en ). Por lo tanto, solamente el
punto de equilibrio trivial pertenece a la regién (2.

Por tanto, si R > 1, biolégicamente esto implica que la especie se extinguira.
Debido a eso, a partir de ahora, se llamara a este equilibrio el punto de equilibrio de
extincion

Analisis de estabilidad

Proposicion 3.3.3. Si R > 1, entonces el punto de equilibrio de extincion P,* es
localmente asintoticamente estable, mientras que si R < 1, es inestable.

Demostracién. Calculando la matriz Jacobiana del sistema (3.1), evaluada en el
punto de equilibrio trivial P;*, se obtiene

_a (1 + M) 5 0
Jpry=| 7 “
' 5 (1 + F1) 0
0 0 —(p2 + Fy)
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En este caso, los valores propios son

M= —(p2 + Fy)

— (% (1+ 1) +(u1+F1)> +VA

«

Ao = 5
\ —(%(1—0—’%—5)—1-(#1—0—}71))—\/&
o 2
donde
2
A:(% (1+%)+(u1+ﬂ)) +4%f(1—7€)

O R e i)

2
- (g <1+M) —(u1+F1)) LI
a B

Es facil ver que Ay <0y A3 < 0.

Con el fin de analizar el signo de )\, se distinguen dos casos:

= R > 1: En este caso, se tiene que

(% (1+%) +(u1+F1)) > A,

lo cual implica que

(50+5) o) -

y por tanto, Ay < 0.

» R < 1: Nétese, para este caso, que

Gy CRNCLE RN 2
ﬁ o :ul_'_ 1) <A7
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lo cual implica que

GO romrem)

y por tanto, Ay > 0.

< VA,

En consecuencia, el punto de equilibrio de extinciéon P;* es localmente asintoti-
camente estable si R > 1 e inestable si R < 1. O

Ademas, se ha logrado probar que el punto de extincion es globalmente asintoti-

camente estable si R > 1, como se muestra en el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1. Si R > 1, entonces el punto de equilibrio de extincion P;* es
globalmente asintoticamente estable.

Demostracién. Dendtese a la funcién que define el sistema (3.1) por F(x(t), y(t), z(t)).
Esto es, el sistema (3.1) puede ser expresado como

En este punto, se puede considerar la funcién V' : Q@ — R, definida por

z(t) + (1 + %) y(t)

V(t) = V((t),y(t), 2(t) =

w1+ Iy

Esta funcién V' € C'(Q) y el producto escalar VV (z,y, z) - F(x,y, 2) estd dado
por
VV(z,y,z)  F(z,y,2) = Az + By + C=z, (3.5)

donde
NIB

Btz M
w1+ F

ot (20

A=
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Teniendo en cuenta que todos los parametros que aparecen son mayores que 0,
todas las variables que aparecen son mayores o iguales que 0, y que

mp
B+x

T im(‘”(”%)y)go’
1 1

entonces Ar <0y Cz <0.
Por otra parte, puesto que, por hipdtesis R > 1, entonces

1_M<1+M)SO’
) o

:u1<07

esto es, se tiene que By < 0.

Por tanto, VV (z,y) - F(z,y) < 0y, consecuentemente, el teorema de Lyapunov-
LaSalle garantiza la estabilidad global del punto de equilibrio de extincién P;* si
R > 1. O

Observacién 3.3.2. Obsérvese que este resultado es importante desde el punto de
vista biolégico, puesto que significa que, bajo cualquier combinacién de los parame-
tros dando R > 1, entonces, para cualquier poblacién inicial, ambas especies (presas
y depredadores) estéan en peligro y se extinguiran. Esto permite inferir que seria muy
importante regular las actividades de captura (pesca o caza) con el fin de nunca te-
ner R > 1. Nétese que R no depende de F, (la mortalidad por captura de la especie
depredadora), pero depende de F; (la mortalidad por captura de la especie presa).
En consecuencia, con el fin de prevenir la extincién de ambas especies es necesario
regular el esfuerzo de captura ejercido sobre la especie presa.

Proposicién 3.3.4. Si1 —C < R < 1, el punto de equilibrio Py" es localmente
asintoticamente estable; y si R < 1 —C, entonces es inestable.

Este punto de equilibrio serd denominado punto de equilibrio de extincion de la
especie depredador.

Demostracién. Calculando la matriz Jacobiana del sistema (3.1), evaluada en el
punto de equilibrio P*, se obtiene

J(Pz*)n 0 J<P2*)13

J(P) = J(R)a —(u+F1) J(%")s
0 0 J(Py")33
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donde p ( ) )
o B+ By _
J(P" ) = o <—5_ (i +F1)) i,
o nad(l-R)
J(Py" )13 = PRTES 0k
o Bt FR)\
) = a <5 — (1 +F1))
o nad (1 —R)
) = (1 + F1) (0 = (a + 1))’
o kao (6 — Fy) .
T = R G-y TR
En este caso, los valores propios son
B kad (6 — FY) .
ST T I T A
Ny = —((A+M1)+(M1+F1))+\/Z
2
Ay = —((A+m) +( + 1)) - VA
2
donde )
A:§<M1(M1+F1)>
a \0— (,Ul + Fl)
y

A= ((A+ )+ (m+ F)° = 4(A+ m) (i + Fr) — 64)

(A+ ) — (m + F))? + 40 A.

Puesto que A > 0, entonces A > 0. Asi, se deduce que A3 < 0.
Por otra parte, ya que R < 1, se tiene

(i + F) <1+M) <1,
) @

o lo mismo

B p(p + Fr)
E(&4m+ﬂJ<L
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lo cual es equivalente a

A(—é_(ul+Fl)) <1,

p1 (1 + F1)
y conduce a
(A4 p1)(pa + Fr) —0A > 0.

Por tanto, se deduce que
(A+ )+ (m + F))° > A,
lo cual implica que
| (At ) + (m + F) [>| VA,
y consecuentemente Ay < 0.

Finalmente, puesto que R < 1, entonces ijl > 1,y por tanto, 6 — (3 + Fy) > 0

lo cual implica que 6 — F; > 0, y también que C > 0.

Asi, con el fin de analizar el signo de \;, se distinguen dos casos:

m 1 —C <R < 1: En este caso, es facil verificar que A\; < 0. Por lo tanto, el
punto de equilibrio " es localmente asintéticamente estable. En esta situa-
cién, cualquier (tamano de) poblacién inicial lo suficientemente cerca a P»* va
a evolucionar hacia la extincion de la poblacion de depredadores.

= R <1—C: En este caso, es facil ver que A\; > 0. Por tanto P»" es inestable.

O

Observacién 3.3.3. Obsérvese que este resultado también es biologicamente sig-
nificativo. Si 1 — C < R < 1 entonces existen dos puntos de equilibrio P* y P*
en ), pero P;* es inestable (Proposicion 3.3.3) y P»* es localmente asintéticamente
estable (Proposicién 3.3.4). Por tanto, si 1 —C < R < 1, cualquier (tamafio de)
poblacion inicial lo suficientemente cercana a P* evolucionard hacia la extincion de
la poblacién de depredadores. Ello permite inferir que seria muy importante regular
las actividades de captura con el fin de nunca tener 1 —C < R < 1, para prevenir
la extincion de la especie depredador.

Por otra parte, las simulaciones numéricas proporcionan evidencia de que un
equilibrio de la forma P;* esta en la regién 2 y es localmente asintéticamente estable
solo cuando R < 1 —C, ver Tabla 3.2 y Tabla 3.3.

Un punto de equilibrio de la forma P3* que esta en la regién €2 serd denominado
punto de estabilidad ecologica.
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Cuadro 3.3: Anélisis numérico de la estabilidad asintética local de los puntos de equilibrio de la forma

P5* del sistema (3.1). Aqui, 1 indica que el punto de equilibrio es localmente asintéticamente estable,

mientras que 0 significa que el punto de equilibrio es inestable. Esto corresponde a la consolidacién de

los resultados obtenidos en todas las simulaciones.

| Estabilidad | R>1|R=1[1-C<R<1|R=1-C|[R<1-C|

(731, Y31, Z31) 1 1 1 1 1
(x;,za Y32, Z§2) 0 0 0 — 1
(733, Y33, 233) 0 0 0 0 0

Observaciéon 3.3.4. Obsérvese que cuando R < 1 —C el comportamiento del siste-
ma tiene un significado bioldgico importante, puesto que en este caso un equilibrio
de la forma P3* pertenece a {2 y es localmente asintoticamente estable. Por tanto,
bajo la condicién R < 1 —C, se puede decir que hay estabilidad ecoldgica local, esto
es, cualquier (tamano de) poblacién inicial lo suficientemente cercana al equilibrio
P5* tiende a ser estable, permitiendo asi la coexistencia de ambas especies (presas y
depredadores).

Corolario 3.3.1. Para el sistema (3.1), se tiene que:

(i)

(i)

(iii)

Si R > 1, ewisten cinco puntos de equilibrio: Pi* en Q, P2" en el exterior de
Q, y tres puntos de equilibrio de la forma P3" en el exterior de ). En este
contexto, Pi* es globalmente asintoticamente estable en Q, Py" es inestable,
un equilibrio de la forma P3* es localmente asintdticamente estable y los otros
dos de esta forma son inestables.

Si R =1, existen cuatro puntos de equilibrio: P,* en Q y tres puntos de equi-
librio de la forma P3* en el exterior de ). En esta situacion, Pi* es un punto
de equilibrio no hiperbolico, el cual es globalmente asintoticamente estable, un
equilibrio de la forma Ps* es localmente asintéticamente estable y los otros dos
de esta forma son inestables.

Si1—C <R <1, existen cinco puntos de equilibrio: P, en Q, Py* en €, y
tres puntos de equilibrio de la forma Ps* en el exterior de €). En este caso, P;*
es inestable, Py* localmente asintéticamente estable, un punto de equilibrio de
la forma P3* es localmente asintdticamente estable y otros dos de esta forma
son inestables.
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(iv) Si R =1—C, existen cuatro puntos de equilibrio: P;* en ), Py* en Q, y dos
puntos de equilibrio de la forma P3* en el exterior de S). En este contexto, Py*
es inestable, Py* es un punto de equilibrio no hiperbdlico, el cual es localmente
asintoticamente estable, un punto de equilibrio de la forma Ps* es localmente
asintoticamente estable y otro de esta forma es inestable.

(v) SiR < 1—C, existen cinco puntos de equilibrio: Pi* en Q, Py* en ), un punto
de equilibrio de la forma P3" en Q, y dos puntos de equilibrio de la forma
P3* en el exterior de Q). En este caso, Pi* y Py* son inestables, un punto
de equilibrio de la forma Ps* es localmente asintéticamente estable en €, un
punto de equilibrio de la forma P3* es localmente asintdticamente estable en el
exterior de 2, y otro de esta forma es inestable.

Por tanto, el sistema (3.1) experimenta dos bifurcaciones transcriticas en los valores
de los parametros R=1y R =1-C.

La Figura 3.2 representa el diagrama de bifurcacién del sistema (3.1).

Py

&

A

Figura 3.2: El sistema (3.1) experimenta dos bifurcaciones transcriticas en los valores de los pardmetros
R=1yR=1-C.

Observacién 3.3.5. Obsérvese que ambas bifurcaciones locales [5] en el sistema no
tienen sentido bioldgico porque no se dan dentro de Q.
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3.4. Simulacién numérica y validacion del modelo con
datos empiricos reales

En esta seccion, se simulan diferentes escenarios posibles con el fin de verificar
el efecto que algunos parametros relevantes tienen en la dindmica de una poblacion
migratoria de dos etapas en un ambiente con depredadores y factor captura. Esto,
como ya se apunto en el capitulo anterios, es importante desde un punto de vista
de la biologia y la pesca ya que es posible disenar estrategias para el control y
sostenibilidad de esta poblacion.

Los siguientes escenarios son calculados para verificar la validez de los resultados
tedricos obtenidos en la seccion previa.

El primer escenario es cuando ambas especies, presas y depredadores, se extin-
guen (ecosistema en peligro de extincién) con R > 1. Un segundo escenario resulta
cuando solamente se extingue la especie depredadora (depredadores en peligro de
extincién) con 1 —C < R < 1. Finalmente, un tercer escenario ocurre cuando ambas
poblaciones, presas y depredadores, tienden a ser estables (estabilidad ecolégica)
con R < 1—C. Para estas simulaciones, se han usado estadisticas de algunos de los
parametros poblacionales de tres especies de peces migratorios en Colombia: Prochi-
lodus magdalenae, Prochilodus mariae y Pseudoplatystoma fasciatum. De la misma
manera que en el capitulo 2, los parametros obtenidos a partir de publicaciones de
investigaciones realizadas sobre estas especies [20, 72|, son aquellos relacionados con
la mortalidad natural y la mortalidad por captura. Mientras que la estimacion de
los demas parametros poblacionales se hizo de forma aleatoria debido a la ausencia
de publicaciones al respecto.

Por otra parte, es importante recordar que dada la dificultad de medir el tamano
de la poblacion real de los recursos pesqueros, las predicciones sobre el comporta-
miento de estas especies se hacen tradicionalmente en funcién de sus capturas. En
este sentido, asi como en el capitulo 2, tanto para el modelo propuesto aqui como
para las investigaciones biolégicas realizadas sobre estos recursos pesqueros, las cap-
turas se consideran proporcionales al tamano de la poblacién. Teniendo en cuenta
todo esto, se puede inferir que los diferentes estados de equilibrio obtenidos tedrica-
mentes son coherentes con las posibles situaciones en las que estas especies de peces
se pueden encontrar.
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3.4.1. Ecosistema en peligro de extincion

Para llevar a cabo las simulaciones numeéricas, se han tenido en cuenta los
parametros poblacionales establecidos para Prochilodus magdalenae y Pseudoplatys-
toma fasciatum en la cuenca del Magdalena en Colombia en 2006. A partir de ellos,
se tiene que, para el Prochilodus magdalenae, la mortalidad natural (u;) es 0.897 y
la mortalidad por pesca (F7) es 3.65 [20]; y para el Pseudoplatystoma fasciatum, la
mortalidad natural (us) es 0.458 y la mortalidad por pesca (Fz) es 1.012 [20]. En
este caso, se tomaron los valores de los pardmetros 6 =5, a =4, =8 n1n=05y
k = 0,05. Nétese que, cuando R > 1, por los resultados tedricos, las poblaciones se
extinguirdn, como sucede en la simulacién (ver Figura 3.3(a)).

Este resultado coincide con el estado de los recursos pesqueros Prochilodus mag-
dalenae y Pseudoplatystoma fasciatum, en la cuenca del Magdalena en Colombia en
2006, donde los informes de captura muestran una marcada disminucién de ambas
especies comparados con informes previos [20]. Debido al decrecimiento en su captu-
ra, estas especies han sido clasificadas como especies en peligro critico en Colombia
20, 64].

3.4.2. Depredadores en peligro de extincion

Con el fin de realizar las simulaciones numéricas, se han tomado en cuenta los
parametros poblacionales establecidos en resultados de investigacién sobre el estado
de la pesca, en la regién del Orinoco en Colombia, del Prochilodus mariae durante el
periodo de 2005 a 2008 y del Pseudoplatystoma fasciatum en 2006. A partir de ellos,
se tiene que, para el Prochilodus mariae la tasa de mortalidad total (u; + F) es 1.38
y la mortalidad por pesca (F}) es 0.75 [72]; y para el Pseudoplatystoma fasciatum,
la mortalidad total (us + F5) es 0.622, la mortalidad natural (us) es 0.2132 y la
mortalidad por pesca (F3) es 0.4088 [20]. En este caso, se toman los valores de los
parametros 0 =5, a=4, =8, 1n=0,5y k= 0,05, como en el caso previo. Notese
que, cuando 1 — C < R < 1, por resultados tedricos, la poblacion de depredadores
debe extinguirse, como ocurre en la simulacién (ver Figura 3.3(b)).

Este resultado coincide con el estado de los recursos pesqueros Prochilodus ma-
riae y Pseudoplatystoma fasciatum, en la region del Orinoco en Colombia para el
periodo desde 2005 al 2008, y 2006 respectivamente. Para el Prochilodus mariae se
predijo que este recurso no esta en un nivel de sobrepesca, lo que significa que su
explotacion estd en una medida aceptable. Asi, manteniendo el nivel de esfuerzo y
conservando el ecosistema que habita, la especie serd sostenible en el tiempo [72].
Sin embargo, los informes de captura del Pseudoplatystoma fasciatum muestran un
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Figura 3.3: Simulaciones Numéricas. Para todos los casos se simulé con los valores de los parametros
poblacionales: § =5, « =4, 5 =8, 7 =05y x = 0,05. (a) Ecosistema en peligro de extincidn,
R > 1, con py = 0,897, F1 = 3,65, uo = 0,458, F5 = 1,012, y R = 2,54. (b) Depredadores en peligro
de extincién, 1 —C < R < 1, con p; = 0,63, Fy = 0,75, po = 0,2132, F, = 0,4088, 1 — C = 0,54
y R = 0,62. (c) Estabilidad ecolégica, R < 1—-C < 1, con uy = 0,63, F; = 0,45, us = 0,2132,
F=0251-C=0,73y R =0,49.

marcado decrecimiento de la especie comparado con los informes previos [20]. Debido
al decrecimiento en sus capturas, esta especie ha sido clasificada como una especie
en peligro critico en Colombia [20, 64].

3.4.3. Estabilidad ecolégica

Para realizar las simulaciones numéricas en este caso, se han tenido en cuenta los
parametros poblacionales establecidos en resultados de investigaciéon sobre el estado
de la pesca de Prochilodus mariae y Pseudoplatystoma fasciatum en la regién del
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Orinoco en Colombia, como en los casos previos. Sin embargo, se ha asumido una
reduccién en el esfuerzo de pesca ejercido sobre ambas especies, de tal manera que
ahora I} = 0,45y F», = 0,25. Los demés parametros poblacionales toman los mismos
valores que en los casos previos. Notese que cuando R < 1 — C ambas poblaciones
del ecosistema, presas y depredadores, tienden a ser estables, como ocurre en la
simulacién (ver Figura 3.3(c)).

Estos resultados son de gran importancia desde el punto de vista de la investiga-
cién pesquera, ya que, con la reduccion del esfuerzo pesquero ejercido sobre ambas
especies consideradas (presas y depredadores) y la conservacién de los ecosistemas
que habitan, éstas seran sostenibles en el tiempo.



Capitulo 4

Dinamica poblacional de un sistema
presa-depredador con reclutamiento
y captura en ambas especies

En este capitulo se proporciona un modelo matematico para un sistema presa-
depredador con reclutamiento y captura en ambas especies, y se analiza su dinamica
cualitativa. El modelo se formula considerando un crecimiento poblacional basado en
una forma general de reclutamiento y de respuesta funcional del depredador, asi co-
mo la captura de presas y depredadores a una tasa proporcional a la densidad de
sus poblaciones. En este sentido, se prueba que la dinamica y las bifurcaciones del
sistema estan determinadas por un parametro umbral que ahora es bidimensional
R = (mq,ms), con my,my > 0. Finalmente, algunas simulaciones numéricas, va-
riando los valores de los parametros my y mo, muestran diferentes escenarios acerca
de la evolucién del sistema y permiten validar el modelo.

4.1. Preliminares

La dinamica de los sistemas presa-depredador continua siendo de interés para
matematicos aplicados y ecologistas debido a su existencia e importancia universal
[10]. La interaccién presa-depredador es una de las relaciones interespecificas bésicas
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para modelos ecoldgicos y sociales [92]. Los modelos matematicos que describen este
tipo de interacciones tienen su origen en Lotka [56] y Volterra [90], quienes, en la
década de los 20, formularon un modelo similar, pero independientemente, el cual
es conocido como el modelo Lotka-Volterra en honor a ellos [18]. Desde entonces, un
crecimiento de tipo logistico ha sido usualmente asumido para la especie presa en
los modelos, mientras que una tasa de mortalidad lineal para la especie depredadora
[92].

Algun tiempo después, una respuesta funcional del depredador comenzd a ser
incorporada, es decir, se asumié que la tasa de depredacién depende de la densidad
de la poblacién de victimas [18]. Algunos modelos con esas caracteristicas, conocidos
como modelos Rosenzweig-MacArthur [77], son de la forma

{ i=uzf(z) — ryd(z)
y = cxyo(x) — ey,

donde: z f(z) representa la tasa de crecimiento de la especie presa en ausencia de de-
predadores; el término xy¢(x) es llamado respuesta funcional del depredador; x¢(x)
es el numero de presas consumidas por depredador en una unidad de tiempo; la cons-
tante ¢ es la conversion eficiente de presas en depredadores (usualmente 0 < ¢ < 1
[92]); el término cxyg(x) es llamado respuesta numérica del depredador; y la cons-
tante e es la tasa de mortalidad del depredador [12].

Hasta ahora, algunas formas convencionales para la respuesta funcional del de-
predador que han sido usadas (véase [39, 40, 43, 76, 45, 85]) son:

ro(z) =57, 0o <M, z¢(x)=a, v>M, (a,M >0) [Holling type I]
o) = 5, (o, A >0) [Holling type II]
vp(r) = £25, (0, A>0) [Holling type II1]
zo(z) = a(l — e ") [Ivlev type]
zop(x) =ax?, (¢<1) [Rosenzweig type]

La relacién entre stock (S) y reclutamiento (R) en poblaciones de peces ha sido
objeto de numerosos estudios (véase [25, 24, 37, 42, 78]). Entre los modelos que
han sido desarrollados para ajustar curvas stock-reclutamiento a conjuntos de datos
estan las curvas de Beverton-Holt [11] y Ricker [75], a saber:
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R= 5?“—55, (a, B> 0) [Beverton-Holt]
R=6Se™,  (5,A>0) [Ricker]

La recoleccion y la captura en modelos matematicos de dindmica de poblaciones han
sido estudiadas por autores como Brauer y Castillo-Chavéz [12], Britton [15], Murray
[66] o Campos e Isaza [18]. En particular, para sistemas presa-depredador, se ha estu-
diado solamente la captura de depredadores. Sin embargo, Brauer y Castillo-Chavéz
sugieren estudiar la captura de presas también, ya que esto podria ser apropiado
para un examen de la medida en que se puede controlar una poblaciéon mediante la
manipulacién de su suministro de alimentos [12].

En este sentido, el principal proposito de este capitulo es proporcionar y analizar
un modelo matematico para la dindmica de un sistema presa-depredador, el cual
se formula considerando un crecimiento poblacional basado en una forma general
de reclutamiento y de respuesta funcional del depredador, y la captura de presas y
depredadores a una tasa proporcional a la densidad de sus poblaciones. Por tanto,
los resultados obtenidos cubren la casuistica originada por los diferentes tipos de
respuesta funcional y de reclutamiento antes indicados.

En particular, se prueba que, para cualquiera de las formas (tradicionales) de
reclutamiento y respuesta funcional, la dinamica y las bifurcaciones estan determi-
nadas por un pardmetro umbral bidimensional R = (mq, msy), con my, my > 0, en
lugar de por uno unidimensional, como ocurre usualmente en estos modelos.

Los resultados matematicos logrados tienen un gran interés bioldgico, ya que
ellos permiten predecir cuando las poblaciones de presas y depredadores tienden a
ser estables o, de lo contrario, cudndo una de ellas o ambas tienden a desaparecer.

Estos resultados tedricos han sido validados por simulaciones numéricas, las cua-
les han sido ejecutadas utilizando datos estadisticos de algunas poblaciones de peces
de los géneros Prochilodus y Pseudoplatystoma.

4.2. Modelo matematico

En esta seccién, se propone un modelo matematico continuo para la dinamica
de un sistema presa-depredador con reclutamiento y captura en ambas especies.
La dindmica de este sistema es modelada por el siguiente sistema de ecuaciones
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diferenciales no lineales,

{fb(t)zx(t)f(fﬁ(t), y(0) = x(®)[r(z(t) = y(t)o(x(t)) — mi (4.1)
(1) = y(®)g(x(t), y(1)) = y(O)[s(y(t)) + cx(t)p(x(t)) — mo] '

donde ¢(z) puede ser cualquiera de los tipos descritos antes y r(x), s(y) pueden darse
siguiendo los modelos obtenidos por Beverton-Holt o Ricker. Todos los parametros
en el modelo son no negativos, a fin de tener un significado biolégico.

Siguiendo las ideas basicas y la estructura del modelamiento matematico de
poblaciones bioldgicas [12, 15, 23, 66, 11|, la dindmica de la poblacién se lleva a
cabo bajo los siguientes supuestos.

= La poblacién total N(t) se divide en dos subpoblaciones: poblacion de presas
x(t) y poblacion de depredadores y(t).

= La fertilidad y la reproduccion de presas y depredadores depende de la cantidad
y calidad de alimento.

= Las funciones r(x) y s(y) representan las tasas de reclutamiento per cdpita de
presas y depredadores, respectivamente. Estas tasas decrecen con el tamano
de la poblacion de la correspondiente especie ya que, a medida que crece el
tamano de esas poblaciones, aumenta la competencia intraespecifica (entre
individuos de la misma especie) por alimento y, en consecuencia, disminuye la
reproduccién y el reclutamiento per capita. De esta manera, se tiene que
Ve >0, r(z)>0, 7(z) <0y lim r(z) =0

T—00

y similarmente

Vy >0, s(y)>0, s'(y) <0y lim s(y) =0.
Y—00
No obstante, la tasa de reclutamiento neta de cada especie crece con el tamano
de su poblacién, es decir, [zr(z)] >0y [ys(y)] > 0.

s El término xy¢(z) se denomina la respuesta funcional del depredador; mientras
que x¢(z) es el numero de presas consumidas por depredador en una unidad
de tiempo [12].

= La constante c¢ representa la conversion eficiente de presas en depredadores,
generalmente 0 < ¢ < 1 [92], y el término czyp(x) es llamado la respuesta
numeérica del depredador [12].
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La funcién ¢(x) es tal que
Ve >0, ¢(x)>0, ¢(r) <0 and [zo(z)] >0

donde z¢(x) esta acotada cuando x — oo [12, 45]. Estas hipdtesis expresan la
idea de que a medida que la poblacion de presas aumenta, la tasa de consumo
de presas por depredador aumenta, pero la fraccién de la poblacién total de
presas consumida por depredador disminuye [12].

Los parametros p; y pe representan las tasas de mortalidad natural de las
presas y depredadores respectivamente.

Los parametros ¢ v ¢o representan llamados coeficientes de capturabilidad de
las presas y los depredadores respectivamente, los cuales son una medida de la
habilidad para capturar individuos de cada especie. Cuanto mas eficiente sea
el arte de captura, mayor es el valor del coeficiente de capturabilidad [79].

Los parametros E; y FE, representan los esfuerzos de captura ejercidos sobre
presas y depredadores, respectivamente (para esfuerzos de pesca, esto significa
el nimero de barcos, dfas de embarcacién, etc. [79, 18]).

Los parametros F; y F, representan las tasas de mortalidad por captura de
las presas y depredadores respectivamente, las cuales son proporcionales a los
esfuerzos de captura y estan dadas por las relaciones Fy = q1- By v Fo = qo- E»
[18, 79].

Los parametros m y ms representan las tasas de mortalidad total de las presas
y los depredadores respectivamente, que estan dados por m; = pu; + Fi y
Mo = W2 + F2 [79]

Las tasas de crecimiento per cdpita de las poblaciones de presas y depredadores
estdan dadas respectivamente, por los términos

f(z,y) =7r(z) — yo(x) — ma,
9(7,y) = s(y) + cxp(z) — my.

La tasa de crecimiento per capita de cada especie decrece con el tamano de su
poblacion respectiva. Es decir, los términos autorreguladores f,(x,y) v g,(z,v)
son negativos, esto es, fi(z,y) < 0y g,(z,y) < 0. Teniendo en cuenta los
signos de las funciones que involucran en sus expresiones, para los términos
de interaccion se tiene que f,(z,y) < 0y g.(z,y) > 0, que explican que la
poblacién de presas disminuye con el aumento de la poblacién de depredadores
y la poblacion de depredadores aumenta con el crecimiento de la poblacién de
presas.
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reclutamiento <- - - - reproduccion reproiuccién - - - -> reclutamiento
1

pr—]  al) | ays@)y - ays@—| (1) |—ys(y)

| L

mr  Fix p2y  Foy

Figura 4.1: Dindmica de un sistema presa-depredador con reclutamiento y captura en ambas especies.

= Una distribucion homogénea de ambas poblaciones, presas y depredadores, es
asumida. Es decir, cada presa tiene la misma probabilidad de ser depredada o
capturada y cada depredador tiene la misma probabilidad de ser capturado.

Bajo los supuestos anteriores, el diagrama de la Figura 4.1 representa la dindmica
de un sistema presa-depredador con reclutamiento y captura en ambas especies.

Es facil comprobar que (4.1) estd bien planteado, puesto que, si la condicion
inicial (z(0),y(0)) estd en laregién Q = {(x,y)/x > 0,y > 0}, entonces las soluciones
estaran definidas para todo tiempo ¢t > 0 y permanecen en esta regién. Esto se puede
ver mediante el andlisis de la direccién del flujo del sistema (4.1) en la frontera de
Q. Primero, nétese que el origen de coordenadas (0,0) es un punto de equilibrio.
Ahora, obsérvese que cualquier solucién con condicién inicial z(0) > 0, y(0) = 0
implica que en el eje z, y = 0. Similarmente, cualquier solucién con condicién inicial
x(0) = 0, y(0) > 0 implica que en el eje y, £ = 0. Asi, debido a la unicidad de
la trayectoria que pasa a través de cada punto, se puede asegurar que cualquier
orbita que pasa a través de la frontera de 2 estara completamente contenida en
la frontera de € para todo t > 0. Por tanto, cualquier trayectoria que comienza
en §), estard completamente contenida en 2 para todo ¢t > 0. De esta manera, la
regién ) es un conjunto invariante positivo para el sistema (4.1). En consecuencia,
se considerara éste como el espacio de estados del este sistema.
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4.3. Estudio analitico del modelo

En esta seccion, se estudia la existencia y estabilidad de los equilibrios del sis-
tema (4.1) en funcién de los parametros poblacionales. Con el fin de hacer esto, se
considera el siguiente parametro umbral bidimensional

R = (ml, mg), (ml,mg > 0) (42)

Puntos de equilibrio del modelo

Proposicién 4.3.1. El sistema (4.1) tiene cuatro tipos distintos de posibles de pun-
tos de equilibrio en §):

(i) Un punto de equilibrio trivial Py* = (x¢*,v0*) = (0,0) para todos los valores
del pardmetro.

(ii) Un punto de equilibrio de la forma Pi* = (x1*,y1*) = (K,0), con r(K) = my,
si y solamente si my < r(0).

(111) Un punto de equilibrio de la forma Py = (x9*,y2*) = (0, M), con s(M) = ma,
st y solamente si my < s(0).

(iv) Un punto de equilibrio de la forma P3* = (x3*,y3*) = (x*,y*), donde z* satis-
face la ecuacion

r(z*) — ml)
cr*o(x*)+s| ———— ) —my=0 4.3
) ( oz ; 49
e y* estd dado, como una funcion de x*, por
r(z*) —my
= T 4.4
T 4

s1 y solamente si (mq, my) verificamy < r(0)—M¢(0) yms < s(0) dmy < r(0)
y s(0) < mg < s(0) + cKo(K).
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Demostraciéon. Resolviendo el correspondiente sistema de ecuaciones no lineales,
se puede obtener el punto de equilibrio (trivial)

(xo*v y0*> = (Ov 0)

y otros tres tipos distintos de posibles equilibrios dados por
(1%, y1") = (K,0) con 7(K) = my,
(x2*,42*) = (0, M) con s(M) = msy,

(x3*,y3*) = (z*,y*) con z* e y* no nulos,

donde z* verifica la ecuacién

cr*d(a*) + s (M) —my =0

L r@) —m
YT T e

En este punto, tenemos que hallar los valores del parametro (mq, msy) bajo los
cuales estos equilibrios pertenecen a €.

(i) Es obvio que el punto de equilibrio trivial, (0,0), pertenece a 2 para todos los
valores de los parametros.

(7i) Puesto que
Ve >0, r(x)>0, () <0y limr(z) =0,

T—00
es facil comprobar que solamente si m; < r(0), entonces existe un tinico K > 0
tal que 7(K') = my. Por tanto, un dnico punto de equilibrio de la forma (X, 0)
pertenece a €2, solamente si el pardmetro m; < r(0).

(#i) Similarmente, dado que

Yy >0, s(y)>0, s'(y) <0y lim s(y) =0.
Y—00
es facil probar que solamente si my < $(0), entonces existe un tinico M > 0 tal
que s(M) = ms. Por tanto, un tnico punto de equilibrio de la forma (0, M)
pertenece a (2, solamente si el parametro my < s(0).
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r(x)—mq
#(x)
x > 0. Asi, para cualquier solucién de la ecuacién (4.3), se tiene que y* <0y

consecuentemente (z*,y*) ¢ Q.

(iv) Primero, obsérvese que cuando r(0) < my, entonces < 0 para todo

Ahora, asimase que 7(0) — M¢(0) < my; < r(0) y ms < s(0), donde M > 0
es tal que (0, M) € Q es el tnico punto de equilibrio de esta forma, como se
demostré anteriormente. Entonces, supongase, por reduccién al absurdo, que
existe un punto de equilibrio de la forma P3* = (z*,y*) € Q. En este contexto,
s(y*) < mg = s(M). Por tanto, puesto que s'(y) < 0, se tiene que M < y*,
esto es

r
M< —7F———
*

o en otras palabras
my < r(z*) — Mo(z").
Por otra parte, por hipdtesis, se tiene que f,(z,y) = '(x) — y¢'(z) < 0. Por

tanto, en particular, ’(z) — M¢'(z) < 0. Asi, la funcién h(x) = r(z) — M¢(z)
es decreciente y dado que z* > 0, entonces

my < r(z*) — Mo(z*) < r(0) — M¢p(0).
En consecuencia, se tiene m; < r(0) — M¢(0) lo cual es una contradiccién.

Similarmente, asumase que m; < r(0) y s(0) + cK¢(K) < mg, donde K > 0
es tal que (K,0) € Q es el tnico punto de equilibrio de esta forma, como
se demostré antes. Entonces, supéngase, por reduccién al absurdo, que existe
un punto de equilibrio de la forma Py = (z*,y*) € Q. En este contexto,
r(K) = my < r(z*). Por tanto, puesto que r'(x) < 0, se tiene que z* < K.
Observe que, por la ecuacién (4.3),

et p(z*) + s (M) _——

Por otra parte, por hipétesis, la funcién x¢(z) es creciente, mientras que la

funcién s(y) es decreciente. Por tanto, cz*¢(z*) < cK¢(K) y s <T(fﬁ?;:;m> <

5(0). Consecuentemente,

r(x*)

ms = ca*d(a*) + s (%) < cKo(K) + s(0).

Por consiguiente, se tiene msy < s(0) + cK¢(K) lo que es una contradiccion.
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Si se asume que my < 7(0) — M@(0) y ma < s(0), entonces existen K, M, tales
que r(K) =my y s(M) = my. En particular, de la primera condicién, se sigue

r(0)—mq
que M < 0)

y, consecuentemente,
<7’(O) — my
S -

¢(0)

Por tanto, evaluando la funcién en el lado derecho de la ecuacién (4.3) en

x = 0, resulta
c0¢(0) + s <%) —mgy < 0.

Por otra parte, puesto que la funcién h(z) = r(x) — M¢(x) es continua (de-
creciente) y my verifica que

r(K)— Mo(K)=my — Mo(K) <my <r(0) — Mp(0),

) < s(M) = ms.

entonces existe T, con 0 < T < K, tal que my = r(T) — M¢(T) y asi, M =

r(T)—mq
R Por tanto,

y, evaluando la funcién en el lado derecho de la ecuacién (4.3) en x = 7, resulta

cxp(T) + s (L:ml) —mgy > 0.
¢(T)
Por tanto, la funcién en el lado derecho de la ecuacion (4.3) es negativa cuando
esta evaluada en x = 0, mientras que es positiva cuando estd evaluada en x = 7.
En consecuencia, puesto que es continua, existe z*, con 0 < z* < K, tal que
la evaluacién de esta funcién en z* es igual a 0. Puesto que, z* < K, se tiene

r(a*) > r(K) = my y, debido a esto, y* = "L 5,

Finalmente, vamos a suponer que m; < r(0) y s(0) < ma < s(0) + cK¢(K).
r(0)—mq

#(0)

) < 5(0) < ma.

De la primera condicion, se sigue que
<7’(O) — my
s T

¢(0)

Por tanto, evaluando la funcién en el lado derecho de la ecuacién (4.3) en
x = 0, se obtiene

> (0 y consecuentemente,

06(0) + s (%) —my < 0,



4.3 Estudio analitico del modelo 103

Por otra parte, puesto que m; < r(0), existe un tinico K > 0 tal que r(K) =

my. Entonces,
T’(K) — m1>
s| —=—=—) =s(0).
(o) =0
Por tanto, evaluando la funcién en el lado derecho de la ecuacién (4.3) en
x = K, se tiene
cK¢(K) + s(0) —mgy > 0.

En consecuencia, la funcién en el lado derecho de la ecuacién (4.3) es negativa
cuando se evaltia en x = 0, mientras que es positiva cuando es evaluada en
x = K. Por tando, puesto que es continua, existe z*, con 0 < z* < K, tal que
la evaluacion de esta funcién en x* es igual a 0. Dado que, x* < K, se tiene

r(z*) > r(K) =my y, debido a esto, y* = "E)Tm >,

El equilibrio (z*, y*) en cualquiera de esas dos regiones del plano de pardmetros
es unico, como se demuestra a continuacion. Efectivamente, supongase, por
reduccién al absurdo, que existe otro equilibrio (z*,3*), con z*,3* > 0 en
cualquiera de esas dos regiones. Entonces, ambos x* y x* satisfacen la ecuacién

crd(z) + 5 (%) — g = 0.

Puesto que todas las funciones en el lado derecho de esta ultima ecuacién son
suaves, existe £ > 0 entre x* y x* que verifican

=T

lo cual puede ser escrito como

i (252) (2=

Por otra parte, por hipdtesis, el primer sumando de esta suma es mayor o igual
que cero, c[zp(z)] > 0, y el primer factor del segundo sumando es menor que
r(x)—mq

¢(x)
sumando. Obsérvese que, como ambos z* y x* verifican que r(z*),r(z*) >
my; = r(K), se tiene que () > m; = r(K). En particular, este segundo
factor, puede ser reescrito en esta forma

r(@) - (") (@)
(@)

T=Z

cero, s’ < 0. En este punto, considérese el segundo factor del segundo
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Puesto que el término autoregulador

folz,y) =r'(z) — yd'(x)
es negativo, el segundo factor también es negativo.

Resumiendo, resulta que

) (‘e

lo que constituye una contradiccion.

< 0,

T=I

claoa)l + o

O

Observacién 4.3.1. Obsérvese que es biologicamente coherente que uno de los
equilibrios del sistema (4.1) para cualquier valor de los parametros sea el punto de
equilibrio trivial, Fy* = (0,0), que biolégicamente indica que ambas especies estan
extintas, y en este estado, ambas especies desaparecen y no evolucionan de nuevo.
Por esta razom, este estado de equilibrio serda denominado punto de equilibrio de
extincion.

Analisis de estabilidad

Proposicién 4.3.2. Simy; > r(0) y mg > s(0), entonces el punto de equilibrio de
extincion Py* = (0,0) es localmente asintdticamente estable, e inestable en otro caso.

Demostracién. Calculando la matriz Jacobiana del sistema (4.1), evaluada en el
punto de equilibrio de extinciéon Fy*, se obtiene

T = ( O o ) |

En este caso, los valores propios son

)\1 = 7“(0) —ma,

Por tanto, el punto de equilibrio de extincién Py* es localmente asintéticamente
estable solamente si m; > r(0) y ms > s(0), e inestable en otro caso. O
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Nétese que, por la Proposicién 4.3.1, si my > r(0) and ms > s(0), entonces el
punto de equilibrio de extincién Py* = (0,0) es tnico en la regién §2. Ademds, se ha
logrado probar que este punto estacionario es globalmente asintéticamente estable
si my > r(0) y mg > s(0), como se demuestra en el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Si my > r(0) y me > s(0), entonces el punto de equilibrio de
extincion Py* es globalmente asintoticamente estable.

Demostracién. Dendtese a la funcién que define el sistema (4.1) por H(x(t),y(t)).
Esto es, el sistema (4.1) puede ser expresado como

En este punto, se puede considerar la funcién V' : Q — R, definida por
V() =V(x(t),y(t)) = z(t) + y(t).
Esta funciéon V € CY(Q) y el producto escalar VV (z,y) - H(x,y) estd dado por

VV(z,y) - H(z,y) = x(r(z) —mi) + zyd(z)(c — 1) + y(s(y) —ma).  (4.5)

Puesto que, 7’(x) < 0 para todo z > 0y §'(y) < 0 para todo y > 0, entonces
r(z) < r(0) para todo x > 0y s(y) < s(0) para todo y > 0. Como, por hipdtesis,
my > 7(0) y me > s(0), entonces 7(x) < my para todo z > 0y s(y) < my para todo
y > 0. Por tanto, 7(x) — my < 0 para todo x > 0y s(y) — my < 0 para todo y > 0.

Asi, teniendo en cuenta que todos los pardmetros y variables que aparecen son
mayores que 0, el primer y tercer sumando de (4.5) son menores que 0.

Por otra parte, por las hipdtesis del modelo (4.1), se tiene que 0 < ¢ < 1y
¢(x) > 0. Entonces, el segundo sumando de (4.5) también es menor que 0.

Por lo tanto, VV (x,y)-F(z,y) < 0y consecuentemente el Teorema de Lyapunov-
LaSalle garantiza la estabilidad global del punto de equilibrio de extincion Fy*, si
my > 7(0) y mg > s(0). O

Observacién 4.3.2. Notese que este resutado es biolégicamente significativo, pues-
to que significa que, bajo cualquier combinacion de los pardametros que resulte en
my > r(0) y mg > s(0), entonces, para cualquier poblacién inicial, las especies se
extinguirdn. Ello permite inferir que es esencial regular las actividades de captura
con el fin de evitar que my; > r(0) y ma > s(0).
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Proposicién 4.3.3. Si m; < r(0) y ma > s(0) + cK¢(K), entonces el punto de
equilibrio de la forma Pi* = (K, 0) es localmente asintoticamente estable, e inestable
en otro caso.

El punto de equilibrio (K,0) serd llamado el punto de equilibrio de extincion de
la especie depredadora.

Demostracién. Calculando la matriz Jacobiana del sistema (4.1), evaluada en el
punto de equilibrio (K, 0) se llega a

. Kr'(x),_ —K¢(K)
J(Pl):< 0 5(0)+0K¢(K)—m2)'

En este caso, los valores propios son
AN o= Kr'(x),_, <0,
Ay = 5(0) + cKo(K) — ma.

Por tanto, el punto de equilibrio P;* es localmente asintéticamente estable solamente
si mg > s(0) + cK¢(K), e inestable en otro caso. O

Observaciéon 4.3.3. Obsérvese que este resultado también tiene relevancia biol6gi-
ca, puesto que significa que, bajo cualquier combinacion de los parametros para la
que resulte my > s(0) + cK¢(K), entonces, para cualquier (tamano de) poblacién
inicial lo suficientemente cercana a (K, 0), la especie depredadora se extinguira. Por
tanto, se permite inferir que es muy importante regular las actividades de captura
sobre la especie depredadora con el fin de no tener my > s(0) + cK¢(K), si se desea
que dicha especie no se extinga.

Proposicién 4.3.4. Sim; > r(0) —Mp(0) y ma < s(0), el punto de equilibrio de la
forma Py* = (0, M) es localmente asintéticamente estable, e inestable en otro caso.

El punto de equilibrio (0, M) serd llamado el punto de equilibrio de extincion de
la especie presa.

Demostracién. Calculando la matriz Jacobiana del sistema (4.1), evaluada en el
punto de equilibrio (0, M) se llega a

o [ 7(0) = Mep(0) —my 0
J(P') = ( cM(0) Ms'(y)y—n ) '
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En este caso, los valores propios son

A= Ms'(y),_p <0,

Ao = 1(0) — M (0) — m.

Por tanto, el punto de equilibrio P* es localmente asintéticamente estable si mq >
r(0) — M®(0), e inestable en otro caso. O

Observacién 4.3.4. Una vez mas, el resultado también es bioldgicamente relevante,
puesto que significa que, bajo cualquier combinacién de los pardmetros para la que
resulte my > r(0) — M¢(0), entonces, para cualquier (tamano de) poblacién inicial
lo suficientemente cercana a (0, M), la especie presa se extinguird. Por tanto, seria
muy importante regular las actividades de captura sobre la especie presa con el fin
de evitar que my > r(0) — M(0), si se desea que dicha especie no se extinga

Teorema 4.3.2. Si un punto de equilibrio de la forma P3* = (x*,y*) pertenece a €2,
entonces éste es localmente asintoticamente estable.

Este punto de equilibrio (z*,y*) serd llamado equilibrio de estabilidad ecolégica.

Demostracién. Por la Proposicién 4.3.1, se tiene que my < r(x*) y mo > s(y*),
cuando el punto de equilibrio P3* = (z*, y*) pertenece a ).

Ahora, calculando la matriz Jacobiana del sistema (4.1) y evaluando en el punto
de equilibrio (z*,y*), se llega a

o _ [ (@) — Y ()] —aT(27)
J(P3 ) - ( cy*[xgb(x)];* y*s/(y)y* ) .
En este caso, los valores propios son
Mo = (1S W)y +2° [ (@) = y"0/(@)ar] £ VA) /2 (4.6)

donde

A= (y's'(y)y — [ (@)e — ¥ (2)])? — dexy* [v ()]}
De los supuestos considerados para el modelo, se sabe que s'(y) < 0 para todo y > 0
y que el término autorregulador f.(z,y) es negativo, esto es

fo(z,y) =1'(z) — y¢'(z) < 0.

Evaluando en el punto de equilibrio (z*, y*) se tiene

s'(y), <0
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r'(2)er — Yy ¢ (x)r <O.

Por tanto, el primer sumando de la expresién de los valores propios (4.6) verifica

v )y + 2 (2)er — ¥ ¢ (2)er] <O

Ahora, se pueden distinguir tres casos:

= A <0: En este caso, los valores propios A;2 son complejos con parte real
negativa.

= A =0: En este caso, Ay = Ay <0

= A > 0: En este caso, notese que

> VA,

|y s' (Y)ys + 27 (2)ar — y" (2)a]

En consecuencia, Ay < Ay < 0.

Por tanto, para todos los casos, los valores propios tienen parte real negativa.
De esta manera, estd probado que si el punto de equilibrio P3* = (z*,y*) pertenece
a €1, entonces es localmente asintéticamente estable. O]

Observacién 4.3.5. Obsérvese que este resultado también es biologicamente sig-
nificativo porque, si el punto de equilibrio (z*, y*) pertenece a €2, entonces se puede
llegar a tener estabilidad ecoldgica. Esto es, cualquier (tamanio de) poblacién inicial
lo suficientemente cercana a (z*,y*) tiende a ser estable, permitiendo la coexistencia
de ambas especies: presas y depredadores.

Con el fin de construir regiones en el espacio de parametros
I'= {(ml,m2) Tmy > O,m2 > 0} (47)

que revelen cambios en la dindmica del sistema (4.1) mientras los valores de m; y
my varian, se tendran en cuenta todos los resultados obtenidos hasta el momento.
Primero, considérese la linea vertical punteada 7(0) y la linea horizontal punteada
s(0) en todo I'. Segundo, cuando el punto de equilibrio de la forma (0, M) estd en €,
consideraremos la linea vertical punteada r(0) — M¢(0), es decir, en toda la region
donde my < $(0). Tercero, cuando el punto de equilibrio de la forma (K, 0) estd en
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2, consideraremos la linea horizontal punteada s(0) + cK¢(K), es decir, en toda la
regién donde my < r(0).

El siguiente corolario resume los resultados obtenidos sobre la dindmica del siste-
ma (4.1), estableciendo una particién del espacio paramétrico bidimensional I'; que
revela el diagrama de bifurcacion que se muestra en la Figura 4.2.

Corolario 4.3.1. Para el sistema (4.1), se tiene el siguiente diagrama de bifurca-
cion:

(i) Caso I: Simy > r(0) ymg > s(0), entonces el punto de equilibrio de extincion
(0,0) es el unico punto de equilibrio en € y es globalmente asintdticamente
estable (Figura 4.2, region I).

(ii) Caso II: Simy > r(0) yme < s(0), entonces el punto de equilibrio de extincion
(0,0) es inestable y también existe un tunico punto de equilibrio de la forma
(0, M) en Q el cual es localmente asintéticamente estable. En este caso, el
sistema (4.1) no tiene puntos de equilibrio de la forma (K,0) o (x*,y*) en Q
(Figura 4.2, region II).

(111) Caso III: Simy < s(0) y r(0) — M¢p(0) < my < r(0), entonces el punto de
equilibrio (0,0) es inestable y existen un unico punto de equilibrio de la forma
(K,0) y un unico punto de equilibrio de la forma (0, M) ambos en §2, siendo
(K, 0) inestable y (0, M) localmente asintéticamente estable. En esta situacion,

el sistema (4.1) no tiene punto de equilibrio de la forma (x*,y*) en Q (Figura
4.2, region III).

(iv) Caso IV: Simy < s(0) y my < r(0) — M¢(0), entonces el punto de equilibrio
(0,0) es inestable y existen un unico punto de equilibrio de la forma (K,0) y
un unico punto de equilibrio de la forma (0, M) ambos en Q, los cuales son
inestables. En esta regidn, el sistema (4.1) tiene un punto de equilibrio de la
forma (z*,y*) en Q el cual es localmente asintdticamente estable (Figura 4.2,
region 1V).

(v) Caso V: Simy < r(0) y s(0) < ma < s(0) + cK¢(K), entonces el punto de
equilibrio (0,0) es inestable y existen un tinico punto de equilibrio de la forma
(K,0) que es inestable y un unico punto de equilibrio de la forma (x*,y*) el
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Figura 4.2: Particiones del espacio de parametros (4.7) que indican cambios en la dindmica del sistema

(4.1) mientras los valores de my y mg varian.

cual es localmente asintdticamente estable. En este caso, el sistema (4.1) no
tiene punto de equilibrio de la forma (0, M) en Q (Figura 4.2, regién V).

(vi) Caso VI: Simy < 1(0) yme > s(0) +cK¢(K), entonces el punto de equilibrio
(0,0) es inestable y existe un unico punto de equilibrio de la forma (K,0) que
es localmente asintdticamente estable. En esta situacion, el sistema (4.1) no
tiene puntos de equilibrio de la forma (0, M) o (x*,y*) en Q (Figura 4.2, region
VI).

Observacién 4.3.6. Obsérvese que, al pasar de una regién a otra pueden ocurrir
bifurcaciones transcriticas o pitchfork [5] que afecten a los puntos de equilibrio de
extincion. Ademas, el valor del pardmetro (my,ms) = (r(0),s(0)) constituye un
punto de bifurcacién cuspide [7] en el espacio de parametros bidimensional T'.
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4.4. Simulacién numérica y validacion del modelo con
datos empiricos reales

En esta seccion, se simulan diferentes escenarios con el fin de verificar los efectos
que tiene la pesca sobre la dinamica de un sistema presa-depredador de peces de
la forma (4.1). Esto es importante desde un punto de vista de la ecologia de peces
y la investigacién pesquera, puesto que es posible disenar estrategias orientadas al
control y la sostenibilidad de un sistema presa-depredador de peces. Ademds, estos
escenarios son calculados para comprobar la coherencia entre los resultados tedricos
obtenidos en la seccién previa y las simulaciones numéricas y asi validar el modelo.

Para realizar las simulaciones numéricas, se utilizan estadisticas sobre algunos
parametros poblacionales de dos especies de peces que interactiian como presa y
depredador, respectivamente, en la cuenca del Orinoco en Colombia: Prochilodus
mariae y Pseudoplatystoma fasciatum. De la misma manera que en los capitulos 2
y 3, los parametros obtenidos a partir de publicaciones de investigaciones realizadas
sobre estas especies [20, 72], son aquellos relacionados con la mortalidad natural
y la mortalidad por captura. Mientras que la estimacién de los demés parametros
poblacionales se hizo de forma aleatoria debido a la ausencia de publicaciones al
respecto.

En este sentido, se tomaron en cuenta los parametros establecidos en resultados
de investigacion sobre el estado de la pesca en la cuenca del Orinoco en Colombia
para el Prochilodus mariae en el periodo comprendido desde el 2005 hasta el 2008
[72] y para el Pseudoplatystoma fasciatum en el 2006 [20]. A partir de ellos, se
tiene que la mortalidad total (m;) de la especie Prochilodus mariae es 1.38 y la
mortalidad por pesca (Fy) es 0.75 [72]; mientras que la mortalidad total (ms) de
la especie Pseudoplatystoma fasciatum es 0.622 y la mortalidad por pesca (Fy) es
0.4088 [20]. A partir de estos datos, se sigue que las tasas de mortalidad natural de
presas y depredadores son p; = 0,63 v ps = 0,2132, respectivamente.

Ademas, para estas simulaciones numeéricas, se asume un reclutamiento de la
forma Beverton-Holt para ambas especies y una respuesta funcional del depredador
Holling tipo II. En este sentido, las funciones que representan las tasas de recluta-
miento per capita de presas y depredadores, y la respuesta funcional del depredador
son tales que

( ) 15z
rr\r) = —m—m—
x+ 10’
oY
ys(y)

:y+10
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T

ré(r) = 2130

respectivamente. La constante de conversién eficiente de presas en depredadores
toma el valor de ¢ = 0,003.

Por otra parte, es importante recordar que debido a la dificultad de medir el
tamano de la poblacion real de los recursos pesqueros, las predicciones sobre el com-
portamiento de estas especies se hacen tradicionalmente en funcién de sus capturas.
En este sentido, asi como en los capitulos 2 y 3, en este caso también tanto para
el modelo propuesto como para las investigaciones bioldgicas realizadas sobre estos
recursos pesqueros, las capturas se consideran proporcionales al tamano de la po-
blacién. Teniendo en cuenta todo esto, se puede inferir que los diferentes estados de
equilibrio obtenidos tedricamentes son coherentes con las posibles situaciones en las
que estas especies de peces se pueden encontrar.

Usando los valores reales de las mortalidades por pesca F} y F3, el sistema esta en
el Caso VI descrito en el Corolario 4.3.1. Esto es, my < r(0) y mg > s(0) +cKo(K),
donde el punto de equilibrio (0, 0) es inestable y existe un tinico punto de equilibrio de
la forma (K, 0) que es localmente asintéticamente estable (véase regién VI en Figura
4.3). Estos resultados coinciden con el estado de los recursos pesqueros, Prochilodus
mariae 'y Pseudoplatystoma fasciatum, en la regiéon del Orinoco de Colombia para
el periodo comprendido entre el 2005 al 2008 y para el ano 2006 respectivamente,
donde se predice que el recurso Prochilodus mariae no esta en un nivel de sobrepesca,
lo que significa que su explotacién estd en una medida aceptable [72]; mientras que el
recurso Pseudoplatystoma fasciatum esta catalogado como especie en peligro critico
en la cuenca del Orinoco en Colombia [64, 20]. Asi, manteniendo el nivel del esfuerzo
de pesca para el Prochilodus mariae y conservando el ecosistema que habita, esta
especie seria sostenible en el tiempo [72]. Pero, es necesario reducir el esfuerzo de
pesca ejercido sobre la especie Pseudoplatystoma fasciatum con el fin de prevenir su
extincion y mantener la coexistencia de las dos especies.

Noétese que, cuando my > r(0) y mg > s(0), por resultados tedricos, ambas es-
pecies se extinguen, como ocurre en las simulaciones cuando se incrementa la mor-
talidad por pesca del Prochilodus mariae en un 20 % (véase regién I en Figura 4.3).
En vista de esto, la recomendacién es no solamente reducir o mantener el esfuerzo
de pesca del Prochilodus mariae, sino también reducir el esfuerzo de pesca del Pseu-
doplatystoma fasciatum con el fin de prevenir la extincion de ambas poblaciones.

Otro posible escenario es cuando m; > r(0) y ma < s(0). Entonces, el punto
de equilibrio de extincién (0,0) es inestable y también existe un tnico punto de
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Figura 4.3: Simulaciones numéricas del sistema (4.1) con zr(z) = 15z/(x +10), ys(y) = 5y/(y + 10),
xd(x) = x/(x + 30) y ¢ = 0,003, mientras los valores de my y mgo varfan. Los retratos de fase
obtenidos por medio de diferentes escenarios simulados corresponden a cada una de las regiones del
espacio de parametros (4.7). Regién I: F} incrementado en un 20% y F5 real, es decir, m; = 1,53 y
meo = 0,622. Regién Il: F} aumentado en un 20% y F5 disminuido en un 35 %, esto es, m; = 1,53 y
mo = 0,4789. Regién Ill: F} incrementado en un 15 % y F5 reducido en un 35 %, es decir, m; = 1,4925
y ma = 0,4789. Regién IV: Fj real y F5 disminuido en un 35 %, esto es, m; = 1,38 y my = 0,4789.
Regién V: my = 0,3 y F5 reducido en un 29,60 %, es decir, ms = 0,501. Regién VI: Esfuerzos de pesca
reales, esto es, m; = 1,38 y my = 0,622.
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equilibrio de la forma (0, M) en 2 el cual es localmente asintéticamente estable,
como ocurre en las simulaciones cuando se aumenta la mortalidad por pesca del
Prochilodus mariae en un 20 % y se reduce el esfuerzo de pesca de Pseudoplatystoma
fasciatum en un 35 % (véase region Il en Figura 4.3). En esta situacion, la especie
presa tiende a desaparecer.

Ahora, cuando my < s(0) y r(0) — M@(0) < my; < r(0), entonces el punto de
equilibrio (0,0) es inestable y ademds existen un unico punto de equilibrio de la
forma (K, 0) y un unico punto de equilibrio de la forma (0, M) ambos en €2, donde
(K, 0) es inestable y (0, M) es localmente asintéticamente estable, como ocurre en las
simulaciones por un incremento en la mortalidad por pesca del Prochilodus mariae
en un 15 % y al reducir el esfuerzo de pesca del Pseudoplatystoma fasciatum en un
35 % (véase regién III en Figura 4.3).

Observe que, si my < r(0) — M¢(0) y ms < s(0), el punto de equilibrio (0,0) es
inestable y ademds en (2 existen un tinico punto de equilibrio de la forma (X, 0), un
tnico punto de equilibrio de la forma (0, M), los cuales son ambos inestables, y un
tnico punto de equilibrio de la forma (z*,y*) el cual es localmente asintéticamente
estable, como ocurre en las simulaciones al mantener la mortalidad por pesca real del
Prochilodus mariae y al reducir el esfuerzo de pesca del Pseudoplatystoma fasciatum
en un 35 % (véase region IV en Figura 4.3). Nétese que una reduccion en el esfuerzo
de pesca ejercido sobre la especie depredadora permite la coexistencia de las dos
especies.

Finalmente, cuando m; < 7(0) y s(0) < mg < s(0)+cK¢(K), el punto de equili-
brio (0,0) es inestable y existen un tnico punto de equilibrio de la forma (K, 0) que
es inestable y un tnico punto de equilibrio de la forma (z*,y*) el cual es localmente
asintéticamente estable, como ocurre en las simulaciones reduciendo el esfuerzo de
pesca del Pseudoplatystoma fasciatum en un 29,60 % y cambiando la mortalidad
total del Prochilodus mariae por my = 0,3 (véase regiéon V en Figura 4.3). Para
generar este escenario, es necesario reducir significativamente tanto la mortalidad
por pesca como la mortalidad natural de la especie presa. Esto es consistente con el
hecho de que la supervivencia de la especie también esta asociada con cambios en los
factores que causan su mortalidad natural (condiciones ambientales, enfermedades,
etc.).



Capitulo 5

Estudio numérico de modelos:
Software DSamala Toolbox para el
analisis y simulacion de sistemas
dinamicos discretos, continuos y
estocasticos

En este capitulo se describe una herramienta computacional para la simulacién
y el andlisis de sistemas dindmicos discretos, continuos y estocasticos. Esta herra-
mienta, denominada DSamala Toolbox, se presenta como un Toolbox de MATLAB.
DSamala Toolbox constituye un aporte significativo para el estudio de sistemas
dindmicos a través del uso de las tecnologias de la informacién y comunicacion,
TICs, especialmente cuando las ecuaciones que los modelan son dificiles o imposi-
bles de resolver analiticamente.

5.1. Preliminares

La teoria de sistemas dinamicos estudia el comportamiento a largo plazo de
sistemas en evolucién [14]. Una de las caracteristicas fundamentales de esta teorfa



116 Estudio numérico de modelos: Software DSamala Toolbox

es su naturaleza interdisciplinar [80], ya que es una teorfa matemdtica en constante
interaccién con un gran ntmero de disciplinas que pertenecen a las Ciencias Fisicas
(Termodindmica, Mecanica de Fluidos, Electromagnetismo, etc.), a la Ingenieria
(Teoria de Control Moderno, Automatizacién, etc.), e incluso a las Ciencias de la
Vida (Ecologia, Epidemiologia, etc.) [4].

La prediccion y el andlisis del comportamiento de un sistema dindmico son tareas
dificiles, que sufren de una falta de herramientas eficaces [9]. En efecto, un sistema
dindmico es usualmente un modelo matematico que en la mayoria de los casos, debido
a la no linealidad de sus ecuaciones, es dificil o imposible de resolver analiticamente.
Del mismo modo, no es facil de aplicar los métodos analiticos tradicionales o ellos no
existen. Por otro lado, una vez disenado el modelo, la simulaciéon numérica del mismo
debe ser contrastada con los datos empiricos para validar dicho modelo. Esta cuestion
es sumamente importante si se pretende predecir el futuro del aspecto de la realidad
modelado con cierto nivel de garantias o si se pretende manipular determinados
parametros para lograr que el fenémeno llegue a una situacion deseable (de equilibrio
o periodicidad). La simulacién a través de un ordenador es una alternativa para
superar estas dificultades [21].

Actualmente, existen muy pocas herramientas computacionales para la simula-
cién y el andlisis de sistemas dindmicos. Algunas herramientas son complejas en su
uso, tienen licencia comercial y usualmente son desarrolladas solamente para algunas
aplicaciones particulares [87].

Herramientas de este tipo son:

» IGB (Identificador grdfico de bifurcaciones) [84]. Esta desarrollada en MATLAB,
localiza e identifica bifurcaciones locales en sistemas dinamicos discretos [6] y
continuos [5, 59|, sistemas dindmicos auténomos y multiparamétricos [7] y sis-
temas dindmicos multidimensionales [86]. Su interfaz gréfica es complicada
para un usuario sin experiencia en MATLAB o sin una ayuda muy detallada
sobre el uso del programa.

» PHASER [33]. Es una aplicacién Java para la simulacién de sistemas dindmicos
discretos y continuos en variable real. Su desventaja es que es un software
comercial, cuyo cédigo no esta disponible para el usuario. Su propietario es la
compania Phaser Scientific Software, LLC, y su ultima versién fue en 2009.

= MATDS [36]. Es un programa basado en MATLAB para la investigacion de
sistemas dindmicos. Esta herramienta muestra bifurcaciones y exponentes de
Lyapunov, tiene pocos métodos de analisis para un sistema y su interfaz grafica
es un poco compleja para su uso.
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» Pplane and dfield [70]. Genera y muestra retratos de fase de un sistema dindmi-
co. Tiene funciones basicas para simular un sistema. Por tanto, no se puede
analizar un sistema dinamico completamente. Se encuentra en versiones para

Java y MATLAB.

» MatCont [91]. Es un paquete grafico de MATLAB para el estudio numérico
interactivo de sistemas dinamicos, especializado en el analisis de bifurcaciones.

» DDE-BITFTOOL [29]. Es un paquete de MATLAB para bifurcaciéon numérica
y analisis de estabilidad de ecuaciones diferenciales con retardo de varios retra-
sos discretos fijos y/o estado dependiente. Permite el andlisis computacional
de la continuidad y la estabilidad de las soluciones estacionarias.

= System-Solver [27]. Es una herramienta de cédigo abierto para la modelacién
de sistemas dinamicos, desarrollada en Java y se enfoca en la solucién numérica
de sistemas dindmicos deterministicos utilizando el método de Runge-Kutta.
Dicha herramienta cuenta tnicamente con esa funcionalidad, pero tiene la
ventaja de solucionar sistemas de ecuaciones de cualquier orden y exportar los
datos a otros lenguajes de programacién. Ademas, es software libre.

Sin embargo, para resolver numéricamente un modelo matemédtico es necesario
tener conocimientos sobre lenguajes de programacién y algoritmos numéricos [87].
En este sentido, el software DSamala Toolbox ha sido desarrollado para la simula-
cién y analisis numérico de sistemas dinamicos discretos, continuos y estocasticos.
DSamala Toolbox, comparado con las herramientas computacionales mencionadas
anteriormente, es un software completo, que permite un mejor andlisis y simulacién
de un sistema dinamico a través de resultados eficientes y eficaces. El manejo de este
software no requiere que el usuario sea un experto en lenguajes de programacion o
algoritmos numéricos. DSamala Toolbox tiene una interfaz grafica de usuario (GUI)
que es muy simple y facil de utilizar, y un conjunto de funciones (Toolbox) que le
permiten al usuario interactuar con el cédigo. Asi, DSamala Toolbox puede ser usada
desde las funciones contenidas en el Toolbox, si el usuario tiene conocimientos sobre
MATLAB, o a través de la interfaz grafica, para cualquier usuario con o sin experien-
cia en MATLAB. Ademas, esta herramienta se complementa con un manual de usua-
rio para la interfaz grafica y un manual de referencia de las funciones del Toolbox.
Este software es libre y se puede descargar desde el repositorio central de MATLAB,
en: http://www.mathworks.es/matlabcentral/fileexchange /27171-sdamala-toolbox

La herramienta DSamala Toolbox permite realizar iteracion de funciones, anali-
zar oOrbitas, determinar y clasificar puntos fijos y periddicos, graficar series tempo-
rales, diagramas de bifurcacion, soluciones de un sistema, retratos de fase y campos
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Sistema Dindamico

S. Discretos 5. Continuos S. Estocasticos
—— Iteracién grafica —— Comportamiento — Grafica de funciones
—— Serie de tiempo —— Diagrama de bifurcacion —— Sistemas unidimensionales
—— lteracion de funciones ——Sistemas hamiltonianos —— autonomos

Diagrama de bifurcacion — Exponentes de Lyapunov — Sistemas unidimensionales
—— Método de Newton ——Funciones de Lyapunov — Sistemas bidimensionales
—— Analisis con parametros —— Andlisis con parametros L Aplicaciones

Exponentes de Lyapunov —Aplicaciones

—— Aplicaciones

Figura 5.1: Lista de funcionalidades bajo el modelo de desarrollo FDD.

vectoriales, identificar y clasificar puntos de equilibrio, calcular exponentes de Lya-
punov, determinar funciones hamiltonianas, y analizar la estabilidad en el sentido
de Lyapunov. Ademas, esta herramienta tiene ejemplos de algunos sistemas dinami-
cos clasicos que exhiben comportamiento cadtico, como el conjunto de Mandelbrot
[58], la ecuacién logistica [41] y el sistema de Lorenz [55], para los cuales serfa muy
costoso, en términos de tiempo y esfuerzo, realizar solamente un estudio analitico
sin la ayuda de un ordenador, debido a la complejidad de su comportamiento.

En este sentido, DSamala Toolbox constituye una nueva herramienta compu-
tacional para la ensenanza e investigacion en el area de sistemas dinamicos.

5.2. Metodologia

Para el desarrollo de DSamala Toolbox, se utilizdé la metodologia de desarrollo
basada en funcionalidades (FDD - Feature Driven Development) [68]. El modelo
global lo enmarca los sistemas dinamicos, el cual se divide en tres modelos: siste-
mas discretos, continuos y estocédsticos. A cada uno de éstos les corresponde una
lista de funcionalidades que son las caracteristicas del software (ver Figura 5.1). A
continuaciéon se detalla el diseno de las funcionalidades.

Sistemas Discretos. 1) lteracidn grdfica: Muestra el comportamiento de un
sistema discreto retornando los puntos fijos y su clasificacién en repulsor, atractor o
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no hiperbdlico. 2) Serie de tiempo: Grafica la serie de tiempo del sistema y retorna
los valores de dicha serie. Con esta grafica, se muestra si el sistema tiene puntos pe-
riédicos y su estabilidad. 3) Iteracion de funciones: Permite obtener los puntos fijos
del periodo seleccionado y la grafica de su comportamiento. 4) Diagrama de bifurca-
cion: Muestra la grafica donde cambios en la dindmica de un sistema son observados
para una familia parametrizada de funciones cuando el valor del pardmetro varia. 5)
M¢étodo de Newton: Es una herramienta bésica para hallar puntos fijos, que muestra
el valor hallado y la convergencia del método graficamente. 6) Andlisis con pardme-
tros: Proporciona el andlisis de la dinamica de un sistema parametrizado; obtiene
los puntos fijos del sistema en términos de los parametros y es posible dar valores
a dichos pardmetros para generar la gréfica del comportamiento. 7) Ezponentes de
Lyapunov: Analiza la estabilidad del sistema, determina si el sistema es cadtico y
obtiene puntos de bifurcacién para una familia parametrizada. 8) Aplicaciones: Se
interactia con algunos ejemplos predeterminados (ecuacion logistica, conjunto de
Julia y conjunto de Mandelbrot), donde el usuario ingresa los datos, la simulacién
se realiza y el comportamiento del sistema es observado.

Sistemas Continuos. 1) Comportamiento: El sistema es simulado y el retra-
to de fase, las curvas solucion, el campo vectorial, las nulclinales y los puntos de
equilibrio con su respectiva clasificacién son obtenidos. 2) Diagrama de bifurcacion:
Muestra el cambio en la dinamica de una familia de sistemas continuos parame-
trizados a medida que el valor del parametro varia. 3) Sistemas hamiltonianos: se
comprueba si un sistema es conservativo; en caso de serlo, se obtiene la funcién
hamiltoniana y su grafica junto con la de las curvas de nivel. 4) Ezponentes de Lya-
punov: Se obtiene exactamente los valores de los exponentes de Lyapunov, excepto
para sistemas discretos donde solo se genera una grafica de la evolucion de esos ex-
ponentes en el tiempo. 5) Funcién de Lyapunov: Permite analizar la estabilidad del
sistema en el sentido de Lyapunov. Esto es esencial cuando no es posible desde la
funcionalidad de comportamiento, por ejemplo, en el caso de valores propios nulos.
6) Andlisis con parametros: Permite analizar sistemas parametrizados indicando los
puntos de equilibrio y el tipo de comportamiento. 7) Aplicaciones: Se interactiia con
algunos ejemplos predeterminados (sistema de Lorenz y oscilador arménico), donde
el usuario puede ingresar datos, simular y observar el comportamiento del sistema.

Sistemas estocasticos: 1) Grdfica de funciones: Representa una funcién es-
tocastica y puede analizar sistemas en una y dos dimensiones. 2) Sistemas unidimen-
sionales autonomos: Grafica el comportamiento de este tipo de sistemas con funcio-
nes deterministicas constantes. 3) Sistemas dindmicos unidimensionales: Representa
la solucién de sistemas unidimensionales con cualquier funcién deterministica. 4) Sis-
temas bidimensionales: grafica el retrato de fase y las curvas solucién de sistemas
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bidimensionales. 5) Aplicaciones: Se interactia con algunos ejemplos predetermi-
nados (sistema Lotka-Volterra estocastico y modelo epidemiolégico SI estocdstico)
donde el usuario puede ingresar datos, simular y observar el comportamiento.

5.3. Resultados

5.3.1. Instalacion del producto

DSamala Toolbox se desarrollé usando MATLAB version R2009a. Para su ope-
racion, se requiere MATLAB version R2008a o alguna superior con los Toolbox de
procesamiento de imagenes (Image Processing Toolbox) y de matemética simbdlica
(Symbolic Math Toolbox). Se debe copiar la carpeta DSamala en una carpeta local
del ordenador y adicionarla en el Path de MATLAB. Después de esto, se puede usar
el software de dos formas: la primera, utilizando la interfaz grafica de usuario (que
para ello se escribe DSamala en el Command Window de MATLAB); y la segunda,

utilizando las funciones contenidas en el Toolbox (desde el Command Window o
invocadas desde un script de MATLAB).

5.3.2. Estructura DSamala Toolbox

La Figura 5.2 representa el funcionamiento general de la interfaz grafica de usua-
rio de DSamala Toolbox, donde el tipo de sistema dinamico puede ser seleccionado
(discreto, continuo o estocastico). Luego, se escoge la funcionalidad respectiva y se
ingresan los datos requeridos en la aplicacion actual. Mas tarde, se realiza el pro-
cedimiento apropiado y muestra los datos de salida, ya sea en un grafico o como
analisis de datos del sistema seleccionado. Este proceso se puede realizar cuantas
veces se desee hasta que se cierren todas las ventanas activas.

La Figura 5.3 muestra la estructura general de la interfaz grafica de usuario
DSamala Toolbox. En algunas funcionalidades, se despliegan ventanas adicionales,
por ejemplo, los datos de salida del analisis se muestran en una ventana como en
la Figura 5.4(a) y las figuras externas se despliegan en ventanas como en la Figura
5.4(b). Para llamar una funcién la estructura es:

[salida 1,salida 2,...,salidam| =
nombrefuncion(parametro_l, parametro_2, ..., parametro n);

donde salida_m corresponde a las variables que retornan la funciéon denominada
nombrefuncion que recibe unos parametros parametro n.
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Tipo

\ Sistema dinamico /

S. Discreto S. Estocastico

Ingreso datos

Procedimiento
segun funcién

Salida
Grafica-datos

Figura 5.2: Diagrama de flujo para el procedimiento general de DSamala Toolbox.

B DSamala Toolbox - leracién gréfica o | ) S
Archivo SD. DiscretosSD. Continuos S, Esocdsticos _Heramientas_Ayuda
EEERDRE - A =0T

Funcién Identidad
Funcién
Heraciones

Orbita

No. de iteraciones

Graficar

Figura 5.3: Estructura general de DSamala Toolbox. Ventana de iteracién grafica. Cuadro rojo: ingreso
de datos de la funcionalidad respectiva. Cuadro negro: botones de inicio de procedimiento. Cuadro
verde: visualizacién grafica del resultado. Cuadro amarillo: ingreso de datos para visualizacién detallada

de la grafica.
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Figura 5.4: Ventanas adicionales. (a) Ventana externa de informe de la iteracién de la ecuacién (5.1)

conr =32y K = 1. (b) Ventana de gréfica externa.

5.3.3. Caso de uso

De aqui en adelante, las principales aplicaciones de los mentus de sistemas dis-
cretos, continuos y estocasticos utilizando la GUI seran descritas brevemente.

Sistemas Discretos

Considérese la ecuacién logistica dada por

Tn
Tptl1 =TTy — ?
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conr = 3,2y K = 1. La Figura 5.3 muestra la orbita de =y = 0,3. La ventana
de informe visualizada en la Figura 5.4(a) indica la clasificacién de los puntos fijos.
La Figura 5.5(a) muestra la segunda iterada generada a través de la funcionalidad
Iteracién grafica. La Figura 5.5(b) muestra el reporte de los puntos de periodo dos.

[ TR R R R P p— ———— S— — [ g
Jlecrivg 9, Docmns 500 Corbmst G1), b artn - Heramsnan dpals

I kAR 0BDRL- A 0 eD

(a)
'0 ﬁlewmeSamazafpumo_s_.{cT . | [
File Edit View Go Debug Desktop ‘Window Help ™
* = O : = i &% : Locatio_ﬁ:i1.‘i-l-e:J'fr';{"-;:}lf)-Sama.l-a;';puntos..t;xt =

ANALISIS DE LOS PUNTOS FPERIODICCS DE LA FUNCION £ (x)=3.2*x*({1-x) =

Puntos de periodo 1 L

=x=0.000000, es repulsor ‘
=x=0.687500, es repulsor |

Puntos de periodo 2

=x=0.513045, es atractor
=x=0.799455, es atractor

La funcidn iterada Z wveces es,
£r2(x)= —[256%x% ([16*xX*%(x — 1)} /5 + 1)%(x — 1)}/25

(b)

Figura 5.5: (a) Gréfica de f?(z) cruzada con la identidad, donde f(z) = 3,2z(1 — x). La linea azul
representa la funcién f2(z) y la linea roja representa la identidad. (b) Informe de los puntos de periodo
ly2de f(z) = 3,22(1 — x).

La Figura 5.6(a) muestra el diagrama de bifurcacién de la familia parametrizada



124 Estudio numérico de modelos: Software DSamala Toolbox

de ecuacién (5.1), en el cual se muestra los cambios en la dindmica del sistema
a medida que el pardmetro r varia desde 1 hasta 4, con un incremento de 0.01.
La Figura 5.6(b) muestra la grafica de los exponentes de Lyapunov de la ecuacién
logistica (5.1).

(b)

Figura 5.6: (a) Diagrama de bifurcacién para la familia parametrizada f,(x) = rz(1 — z). (b) Gréfica
de los exponentes de Lyapunov de f,.(z) = rz(1 — ).

La sintaxis para graficar los exponentes de Lyapunov de la Figura 5.6(b) es:

[rr, lam] = td_explp(f, domr, Xo,nit)

Sistemas Continuos

Se pueden analizar y simular sistemas de una, dos o tres ecuaciones. Un ejemplo
bien conocido es el oscilador de Van der Pol, dado por el sistema (5.2).

{ z=y (5.2)

y=—v+(1—-2a%y

El retrato de fase del sistema (5.2) se muestra en la Figura 5.7(a). Otras gréficas
son generadas en ventanas externas con soluciones del sistema, retrato de fase y
campo vectorial en una sola grafica, las nulclinales y el informe de la clasificacién de
los puntos de equilibrio (vease Figuras 5.7(b), 5.7(c), 5.7(d) y 5.8, respectivamente).

Las sintaxis de las principales funciones usadas en la funcionalidad Comporta-
miento se describen a continuacién.
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Portrait phase:

retratol(f,x0,t0,n)
[XX,YY,t]=retrato2(f,g,dt,x0,y0,t0,n)
[XX,YY,ZZ,t]=retrato3(f,g,h,dt,x0,y0,z0,t0,int)
Vector field:

directionl(f,1li,c,1s)
[dx,dyl=direction2(f,g,li,c,1s)
direction3(f,g,h,li,c,1s)

Analysis of dynamic of the system:
clasduni(f,t0,x0)

clasdbi(f,g)

clasdtri(f,g,h)

System solution and nulclinales:
[solx,soly,solxg,solygl=solucion(f,g,x0,y0,to0)
nulclinales(f,g,dom)

donde f, g y h corresponden a las ecuaciones; x0, yO y z0 a los valores iniciales de
las variables; to el tiempo inicial; n el niimero de iteraciones; un intervalo definido
por un valor inicial (1i); un incremento (c); y un valor final (1s).

La Figura 5.9(a) muestra el célculo de los exponentes de Lyapunov a través de
series de tiempo del sistema (5.3), mientras que la Figura 5.9(b) muestra el informe
de los exponentes obtenidos para este sistema

=10(y — x)
y=1xz+28x—y (5.3)

z"zxy—%z

La sintaxis para calcular los exponentes de Lyapunov es:

[T,Res]=tc_explyapunov(f,to,dt,tf,ystartutp)
[T,Res]=tc_explyapunov2(f,g,to,dt,tf,ystart,ioutp)
[T,Res]=tc_explyapunov3(f,g,h,to,dt,tf,ystart,ioutp)

donde f, g y h representan las ecuaciones; to el tiempo inicial; dt el incremento del
tiempo; tf el tiempo final; ystart el vector que contiene las condiciones iniciales de
las variables x, y e z; ioutp el intervalo para mostrar los datos.
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Figura 5.7: Simulaciones numéricas para el sistema (5.2). (a) Retrato de fase. (b) Grafica de las solu-
ciones. (c) Retrato de fase y campo vectorial. (d) Nulclinales.

Sistemas Estocasticos

La Figura 5.10 muestra varias realizaciones y la media de las mismas, que re-
presentan la solucién del sistema dindmico unidimensional estocastico dado por la
ecuacién (5.4).

dX(t) = 1,5Xdt + XdW, (5.4)

El sistema (5.5) representa un modelo poblacional estocastico.

{ dX(t) = X(5— X = Y)dt 4+ 0,1XdW, (5.5)

dY (t) = (X -Y — Y)dt + 0,1V dW,

El retrato de fase y las curvas solucién del sistema (5.5) se observan en la Figura
5.11(a) y Figura 5.11(b), respectivamente.
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Ei=, v)=v;
gim, v)=-=+({1-8"2) *y;

Nulclinales del sistema:
Para dx/dt =0:

y=0

Para dy/dt =0:

y=-x7 (x"2 - 1)

Puntos de eguilibrio del sistema:
pe(1)=(0.000000,0.000000)

Matriz Jacobiana (Jac) del sistema:

Jac{i,1)=0

Jac({i,2)=1

Jac{2,1)=— 2*g¥y - 1

Jac{2,2)=1 - x"2

Punto de eguilibrioc No. 1: (0.000000,0.000000)
La matriz linealizada (&) es:

A(i,1)=0.000000

A({i,2)=1.000000

Af{2,1)=-1.000000

Af{2,2)=1.000000

El polinomio caracteristico del =istema es: 172 — 1 + 1
Eigenvalores del sistema:

el=1/2 — (3n{3/f2)y*i) /2

e2= (3mif2y*i)f2 + 1/2

el punto de eguilibrio es una fuente espiral

Figura 5.8: Informe de la clasificacién de los puntos de equilibrio del sistema (5.2).

m
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ESTABILIDAD DEL SISTEMA

Sistems ingresado:
d=x/dt = 10% (y-X)
dy/dt = -X*Z+28%x-vy
dz/dt = =x*y—(8/3) %=

Exponentes de Lyapunov del sistema: |
expl = 0.582548
exp2 = 0.063785
exp3 = -14,303778

El sistema ez cadtico I

(b)

Figura 5.9: (a) Exponentes de Lyapunov del sistema (5.3). (b) Informe del resultado del anélisis de los
exponentes de Lyapunov del sistema (5.3).
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Figura 5.10: Solucién del sistema estocastico (5.4).
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Figura 5.11: Simulacién numérica del modelo poblacional estocastico (5.5). (a) Retrato de fase. (b)

Curvas solucidn.
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Capitulo 6

Conclusiones y futuras lineas de
investigacion

A continuacién, se expondran las principales conclusiones que se desprenden
de la investigacién presentada en esta memoria y se plantearan futuras lineas de
investigacion que quedan abiertas en este campo, a tenor de los resultados obtenidos.

6.1. Conclusiones

En el capitulo 2, se ha proporcionado un modelo matematico para la dindmica
poblacional de una especie migratoria de dos etapas de desarrollo con captura. Este
modelo asume que la evoluciéon de una especie migratoria esta determinada por la re-
lacién entre dos subpoblaciones (prerecluta y explotable) basada en el reclutamiento
y por la influencia del factor captura.

Para este primer modelo, se ha logrado probar que la dindmica de la pobla-
cion estd determinada por un parametro umbral R, que depende de los parametros
poblacionales. Como resultados importantes, se demostré que si R < 1, el punto
de equilibrio de extincién es globalmente asintoticamente estable en el espacio de
estados €2; y si R > 1, el punto de estabilidad ecoldégica P* también es globalmen-
te asintéticamente estable, pero en Q\{(0,0)}. Otro resultado interesante, desde el
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punto de vista matematico, es que el sistema de ecuaciones diferenciales que repre-
senta el modelo propuesto experimenta una bifurcacién transcritica [5] en el valor
del parametro umbral R = 1. Este modelo ha sido validado a través de simulacio-
nes numéricas realizadas con datos estadisticos reales de algunas especies de peces
del género Prochilodus que habitan en las cuencas del Orinoco y del Magdalena en
Colombia.

El modelo propuesto en el capitulo 2 constituye una nueva perspectiva para el
modelamiento matematico de poblaciones biolégicas. Por una parte, los modelos
matematicos tradicionales que incluyen el factor captura asumen la poblacién en
su totalidad y cerrada, mientras que el modelo aqui propuesto considera que la
poblacién esta dividida en dos subpoblaciones que se relacionan a través del reclu-
tamiento, el cual implica una migracion desde las zonas de cria hasta las areas de
captura. Por otra parte, el modelo desarrollado en éste capitulo ha sido validado con
datos estadisticos reales de poblaciones de peces migratorios de agua dulce, lo cual
evidencia su aplicabilidad y originalidad frente a los modelos estadisticos utilizados
en la evaluacion de recursos pesqueros que consideran principalmente poblaciones
de peces marinas y con poco comportamiento migratorio.

En el capitulo 3, se amplia el modelo sobre la dindmica poblacional de una es-
pecie migratoria de dos etapas con captura expuesto en el capitulo 2, incluyendo
ahora la interaccion con otra especie que ocupa el mismo habitat, siendo esta tltima
especie depredadora de la primera y constituyendo asi un sistema presa-depredador.
En este contexto, se ha disenado un nuevo modelo que considera una especie migra-
toria con una estructura de dos etapas (prerecluta y explotable) relacionadas por el
reclutamiento, que esta siendo afectada por el factor depredacién debido a la pre-
sencia de una especie depredadora en el ambiente, y que incluye el factor captura
en ambas especies (presas y depredadores).

En el analisis de este segundo modelo, se ha probado que la dindmica completa
del sistema presa-depredador modelado esta determinada por otro parametro umbral
R que depende de los parametros de la poblacién. Un resultado muy significativo
es que, cuando R > 1, el punto de equilibrio de extinciéon de ambas especies es
globalmente asintoticamente estable. Otro resultado de interés matemaético, es que el
sistema de ecuaciones diferenciales que representa este segundo modelo poblacional
experimenta dos bifurcaciones transcriticas [5], una en el valor paramétrico R = 1
y otra en el valor R = 1 — C, donde C estda dado en funcion de los pardmetros
poblacionales. Este segundo modelo también ha sido validado mediante simulaciones
numéricas realizadas con datos estadisticos reales de algunas especies de peces de
los géneros Prochilodus y Pseudoplatystoma propias de las cuencas del Magdalena
y del Orinoco en Colombia.
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De igual manera que en el modelo anterior, el modelo propuesto en el capitulo
3 constituye una novedad para el modelamiento de poblaciones migratorias con
factores de reclutamiento, depredacion y captura, puesto que permite el analisis de
una relacién interespecifica entre dos poblaciones explotadas con el fin de predecir
cambios estructurales en la dindmica de un sistema con dichas caracteristicas. En
efecto, la gran mayoria de los estudios realizados en biologia para la evaluacion
de poblaciones de gran importancia social y econdémica, consideran a las especies
aisladas, esto es, sin ningun tipo de relacion interespecifica, lo que en la realidad es
poco comun teniendo en cuenta que para mantener el balance alimenticio natural
y perfecto de los seres vivos, diferentes interacciones entre las especies, como la
depredaciéon, son necesarias.

En el capitulo 4, se proporciona otro modelo matematico mas general para un
sistema presa-depredador con reclutamiento y captura en ambas especies. Este nuevo
modelo incorpora un crecimiento de las poblaciones basado en una forma general
de reclutamiento y de respuesta funcional del depredador, asi como la captura de
presas y depredadores a una tasa proporcional a la densidad de sus poblaciones,
respectivamente.

Como resultado interesante del estudio de este tercer modelo, se ha demostra-
do que, para cualquiera de las formas (tradicionales) de reclutamiento y respuesta
funcional, la dindmica y las bifurcaciones del sistema estdn determinadas ahora
por un pardmetro umbral bidimensional, R = (m, ms), con my, mg > 0, en lu-
gar de por uno unidimensional, como ocurre usualmente en estos modelos. Como
resultado més relevante, se ha demostrado que, si m; > r(0) y ma > s(0), en-
tonces el punto de equilibrio de extincion es globalmente asintéticamente estable.
A partir de los resultados, se construye una particion del espacio de parametros
I' = {(my,mq)/my > 0,my > 0} que revela el diagrama de bifurcacién. En este
contexto, al pasar de una region a otra pueden ocurrir bifurcaciones transcriticas o
pitchfork [5] que afectan a los puntos de equilibrio de extincién. Ademés, el valor del
pardmetro (mq, ms) = (r(0), s(0)) constituye un punto de bifurcacién cuspide [7] en
el espacio de parametros bidimensional I". De la misma forma que en los modelos
anteriores, los resultados tedricos han sido validados por simulaciones numéricas, las
cuales se han ejecutado utilizando datos estadisticos de poblaciones de peces de los
géneros Prochilodus y Pseudoplatystoma.

El modelo propuesto en el capitulo 4 también constituye una novedad para el
modelado matematico de las poblaciones biolégicas, ya que incorpora una tasa de
crecimiento basada en un forma general de reclutamiento y de respuesta funcional del
depredador y la captura de depredadores y presas, como sugieren Brauer y Castillo
[12] a una velocidad proporcional a su poblacién. Por tanto, los resultados obtenidos
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cubren la casuistica originada por los diferentes tipos de respuestas funcionales y
formas de reclutamiento establecidos tradicionalmente en la literatura, tanto por
autores del area de la biomatemética como del area de la biologia y la pesca.

Finalmente, en el capitulo 5, se describe una herramienta computacional para
la simulacion y el andlisis de sistemas dinamicos discretos, continuos y estocdsti-
cos. Esta herramienta, denominada DSamala Toolbox, permite realizar iteracién de
funciones, analizar érbitas, determinar y clasificar puntos fijos y periddicos, graficar
series temporales, diagramas de bifurcacion, soluciones de un sistema, retratos de
fase y campos vectoriales, identificar y clasificar puntos de equilibrio, calcular expo-
nentes de Lyapunov, determinar funciones hamiltonianas, y analizar la estabilidad
en el sentido de Lyapunov.

Por todo lo anterior, DSamala Toolbox constituye una nueva herramienta compu-
tacional que proporciona muchas ventajas en el estudio y la investigacién de sistemas
dindmicos discretos, continuos y estocasticos, especialmente cuando las ecuaciones
que los modelan son dificiles o imposibles de resolver analiticamente.

6.2. Futuras lineas de investigacion

A partir de los modelos que hemos propuesto y analizado en esta memoria,
algunas lineas de investigacion se abren en este campo. Por un lado, estan pendientes
de analizar modelos donde las tasas de reproduccion, muerte natural y mortalidad
por captura puedan variar, dependiendo de las condiciones ambientales, temporadas
de captura (pesca o caza) y técnicas usadas.

Por otra parte, seria interesante considerar otras formas generales de reclutamien-
to, que dependan de caracteristicas especiales del sistema, tales como canibalismo,
otras formas de interaccién interespecifica (competencia, mutualismo, comensalismo,
amensalismo o neutralismo), transmisiéon de enfermedades, mortalidad por captura
de juveniles, barreras impuestas por el hombre que impiden el acceso a las areas
explotables, por ejemplo embalses, las cuales son muy comunes en los rios de agua
dulce de gran tamano.

En el caso de los modelos tipo presa-depredador propuestos en los capitulos 3 y 4,
también seria interesante investigar la dinamica de estos sistemas con una respuesta
funcional del depredador que dependa de la densidad de ambas poblaciones, presas
y depredadores.

Otra linea interesante para investigar seria considerar una distribucién espacial
en los modelos propuestos, donde la migraciéon no dependa solamente del recluta-



6.2 Futuras lineas de investigacién 135

miento sino también de las regiones en el espacio ocupadas por las diferentes sub-
poblaciones de las especies modeladas. Con el fin de hacer esto, se deberian estimar
las tasas de migracién entre los diferentes habitas.

Una nueva linea de investigacion podria ser el estudio de la versién estocastica
de cada modelo que se ha propuesto en esta memoria, lo cual podria conducir a
otra aproximacién de la dinamica real de las especies, debido a la presencia de
aleatoriedad en la mayoria de los sistemas de la naturaleza.

Finalmente, con el fin de ampliar el d&mbito de aplicaciéon de la herramienta
computacional DSamala Toolbox, se ha pensado programar la aplicacién para la
solucién de sistemas continuos de orden mayor a 3 y la inclusion de més aspectos
en el estudio de bifurcaciones.
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