
 

 
 
 
 

TESIS DOCTORAL 
 
 
 

APLICACIÓN DEL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS 
GENERALIZADAS A PROBLEMAS DE PROPAGACION DE 

ONDAS EN EL TERRENO 
 
 

Autor: 
Ángel Muelas Rodríguez 

Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos 

 
 

DEPARTAMENTO DE CONSTRUCCIÓN Y FABRICACIÓN 

E.T.S. INGENIEROS INDUSTRIALES 

UNIVERSIDAD NACIONAL DE EDUCACIÓN A DISTANCIA 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

2015 
 
   



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

2 
 

 
DEPARTAMENTO DE CONSTRUCCIÓN Y FABRICACIÓN 

 
 
 

E.T.S. INGENIEROS INDUSTRIALES 
 
 
 
 

 
APLICACIÓN DEL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS 
GENERALIZADAS A PROBLEMAS DE PROPAGACION DE 

ONDAS EN EL TERRENO 
 
 

Autor:                              Director: 
Angel Muelas Rodríguez            D. Juan José Benito Muñoz 
Ingeniero de Caminos, Canales y Puertos             Dr. Ingeniero Industrial 

 
      Codirector: 

D. Francisco Ureña Prieto 
Dr. Ingeniero Industrial 

 
 
 
 
 
 
 

2015 
 

 

 

 



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

3 
 

Agradecimientos 

 

En primer  lugar, quiero dedicar esta  tesis a mis padres, Ana Mª y Ángel, por  todo el  cariño y 

apoyo que me han mostrado desde niño y que nunca podré agradecer suficientemente. También 

deseo dedicar este trabajo a mi mujer Ana, mis hijos Ángel e Inés, y mis hermanos Ana y Álvaro, 

por su apoyo en todas las circunstancias de la vida y la alegría que siempre me transmiten. 

 

Quisiera aprovechar estas  líneas para expresar mi agradecimiento a  las personas que me han 

dirigido  y  ayudado  en  la  elaboración  de  esta  Tesis Doctoral: D.  Juan  José  Benito Muñoz  y D. 

Francisco Ureña Prieto, por su generosa dedicación, su valiosa ayuda, su considerable paciencia y 

su estímulo constante para llevar a buen fin este trabajo. 

 

Asimismo,  quiero  subrayar mi  agradecimiento  al  apoyo  proporcionado  por  la  Escuela  Técnica 

Superior de Ingenieros Industriales (UNED) de España, Proyecto 2014‐IFC02. 

   



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

4 
 

 

INDICE	
 

AGRADECIMIENTOS ............................................................................................................ 3 

LISTA DE SÍMBOLOS, ABREVIATURAS Y SIGLAS ....................................................................... 6 

ÍNDICE DE FIGURAS Y TABLAS ................................................................................................ 9 

1.  INTRODUCCION................................................................................................................. 14 

2.  OBJETIVOS ......................................................................................................................... 14 

3.  ANTECEDENTES................................................................................................................. 16 

3.1.  LOS MÉTODOS MESHLESS ................................................................................................................. 19 

3.1.1.  Definición ................................................................................................................. 19 

3.1.2.  Origen y evolución de los Métodos sin malla .......................................................... 22 

3.1.3.  Clasificación de los Métodos sin malla ................................................................... 25 

4.  EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS .................................................. 29 

4.1.  INTRODUCCIÓN ................................................................................................................................. 29 

4.2.  FORMULACIÓN GENERAL DEL MÉTODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS ..................... 29 

4.3.  FUNCIONES DE PONDERACIÓN .......................................................................................................... 32 

4.4.  DISCRETIZACIÓN ESPACIAL EN X E Y HASTA 2º ORDEN ................................................................... 33 

4.5.  DISCRETIZACIÓN ESPACIAL EN X E Y HASTA 4º ORDEN ................................................................... 40 

5.  ESQUEMA EN D.F.G. PARA LA ECUACION DE ONDAS ........................................................ 45 

5.1.  ECUACIONES BÁSICAS DE ELASTODINÁMICA ................................................................................... 45 

5.1.1.  Formulación en desplazamientos ............................................................................ 45 

5.1.2.  Formulación en tensión-velocidad .......................................................................... 50 

5.1.3.  Condiciones de contorno .......................................................................................... 52 

5.2.  ESQUEMA EN DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS ................................................................... 55 

5.2.1.  Formulación en desplazamientos ............................................................................ 55 

5.2.2.  Formulación en tensión-velocidad .......................................................................... 58 

5.2.3.  Formulación de las condiciones de contorno .......................................................... 61 

5.2.4.  Discretización temporal ............................................................................................ 65 

5.3.  CONVERGENCIA, CONSISTENCIA Y ESTABILIDAD DEL MÉTODO ...................................................... 66 

5.3.1.  Consistencia .............................................................................................................. 67 

5.3.2.  Estabilidad ................................................................................................................ 71 

5.4.  COMPARACIÓN DE LAS DISTINTAS FORMULACIONES ...................................................................... 83 

5.4.1.  Formulación en desplazamientos y velocidad-tensión para discretizaciones regulares 83 

5.4.2.  Desplazamientos y velocidad-tensión para discretizaciones irregulares ................ 95 

5.5.  COMPARATIVA CON OTRO SOFTWARE ............................................................................................. 98 



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

5 
 

6.  CONTORNOS PERFECTAMENTE SINCRONIZADOS ............................................................ 105 

6.1.  FORMULACIÓN ................................................................................................................................ 106 

6.2.  ESQUEMA EN D.F.G. PARA LOS PERFECTLY MATCHED LAYERS .................................................. 116 

6.2.1.  Formulación en tensión-velocidad ........................................................................ 116 

6.2.2.  Formulación en desplazamientos .......................................................................... 120 

6.2.3.  Esquema en D.F.G. para la formulación de P.M.L en desplazamientos ............. 124 

6.3.  ESTABILIDAD DEL ESQUEMA EN D.F.G. PARA LOS P.M.L. ............................................................ 128 

6.4.  ANÁLISIS DE LOS CONTORNOS PERFECTAMENTE SINCRONIZADOS ............................................... 132 

6.5.  EJEMPLO NUMÉRICO ...................................................................................................................... 138 

7.  ANÁLISIS DE LA INFLUENCIA DE LA TOPOGRAFIA .......................................................... 143 

7.1.  SEMIESPACIO ELÁSTICO CON UN ORIFICIO INTERIOR. CASO CIRCULAR Y RECTANGULAR .......... 144 

7.2.  SEMIESPACIO ELÁSTICO CON UNA PEQUEÑA MONTAÑA ................................................................ 146 

8.  EJEMPLOS DE APLICACIÓN .............................................................................................. 148 

8.1.  ENSAYO CROSS-HOLE ..................................................................................................................... 148 

8.2.  SÍSMICA DE REFRACCIÓN ................................................................................................................ 175 

9.  CONCLUSIONES ............................................................................................................... 182 

10. DESARROLLOS FUTUROS ................................................................................................. 185 

11. BIBLIOGRAFÍA Y REFERENCIAS ....................................................................................... 186 

 

   



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

6 
 

LISTA DE SÍMBOLOS, ABREVIATURAS Y SIGLAS 

 

0U  Valor exacto de la función en el nodo central de la estrella. 

iU  Valor exacto de la función en el nodo i de la estrella. 

ih  Coordenada x del nodo i respecto del nodo central. 

ik  Coordenada y del nodo i respecto del nodo central. 

0x  Coordenada x del nodo central de la estrella. 

0y  Coordenada y del nodo central de la estrella. 

jx  Coordenada x del nodo j de la estrella. 

jy  Coordenada y del nodo j de la estrella. 

0u  Valor aproximado de la función en el nodo central de la estrella. 

iu  Valor aproximado de la función en el nodo i de la estrella. 

 ii khw ,  Función de ponderación de los nodos de la estrella. 

 uB5  Funcional de la estrella hasta 2º orden en x e y. 

 uB14  Funcional de la estrella hasta 4º orden en x e y. 

A  Matriz de los coeficientes. 

uD  Vector de las derivadas parciales incógnitas del problema 

b  Vector de los términos independientes. 

L  Matriz triangular inferior resultante de la descomposición de Çholesky de A. 

nu0  Valor aproximado de la función en el nodo central en el paso temporal n. 

n
iu  Valor aproximado de la función en el nodo i en el paso temporal n. 

t  Paso temporal. 

E  Módulo de elasticidad. 

  Coeficiente de Poisson. 

  Densidad del medio 

G  Módulo de rigidez transversal 

σij: Tensor de tensiones actuante 
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εij: Tensor de deformaciones 

Fi: Fuerza actuante por unidad de volumen 

λ: Parámetro elástico igual a: 

ߣ ൌ
ܧ߭

ሺ1 ൅ ߭ሻሺ1 െ 2߭ሻ
ൌ

ܩ	߭	2
1 െ 2߭

 

  Velocidad de propagación de las ondas P. 

  Velocidad de propagación de las ondas S. 

gi(t): componente i de la tensión aplicada en la superficie de contorno 

ni: componente i de la normal a la superficie de contorno 

vi: componente de la velocidad 

tTE  Error cometido en la parte temporal de la aproximación. 

yxTE ,  Error cometido  en la parte espacial de la aproximación. 

TTE  Error total cometido con la aproximación. 

  Coeficiente de amplificación del análisis de Von Neumann. 

k  Número de onda. 

k  Vector número de onda. 

0x  Vector de las coordenadas del nodo central de la estrella. 

jx  Vector de las coordenadas del nodo j de la estrella. 

jh  Vector de las coordenadas del nodo j respecto del nodo central de la estrella. 

xU  Desplazamiento exacto de la onda en la dirección x. 

yU  Desplazamiento exacto de la onda en la dirección y. 

௫଴ݑ
௡  Desplazamiento aproximado de  la onda en el nodo central de  la estrella en  la dirección x 

para el paso temporal n. 

௬଴ݑ
௡  Desplazamiento aproximado de  la onda en el nodo central de  la estrella en  la dirección y 

para el paso temporal n. 

௫ݑ
௝௡  Desplazamiento aproximado de la onda en el nodo j en la dirección x para el paso temporal 

n. 

௬ݑ
௝௡  Desplazamiento aproximado de la onda en el nodo j en la dirección y para el paso temporal 

n. 

  Frecuencia angular. 



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

8 
 

)(xx  Factor de amortiguamiento de PML en la dirección x, 

)(yy  Factor de amortiguamiento de PML en la dirección y, 
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1. INTRODUCCION	

Cada  día  son más  variados  y  complejos  los  problemas  de mecánica  cuyo  análisis  se  trata  de 

abordar utilizando métodos numéricos. 

  

En la mayoría de los casos la geometría del problema es determinante, debiéndose comprobar la 

estabilidad en cada etapa de cálculo. En muchas ocasiones, el dominio de cálculo varía de una 

etapa a otra. 

 

Estos  problemas  se  abordan,  no  sin  grandes  dificultades,  con  los  métodos  numéricos  más 

convencionales,  tales  como  elementos  finitos,  diferencias  finitas,  etc.  En muchos  casos,  estos 

métodos  presentan  la principal  desventaja  de  su  dependencia  de  una malla,  por  lo  que  cada 

modificación de  la  geometría o  la aparición de discontinuidades dentro del dominio exigen  la 

realización de un  remallado de  éste,  lo  cual  repercute en  el  tiempo de  ejecución del  cálculo, 

precisión y complejidad del algoritmo de cálculo. En los últimos años, los métodos sin malla han 

surgido como una alternativa a los métodos numéricos convencionales basados en la generación 

de una malla. 

 

Uno de los objetivos fundamentales de los denominados métodos sin malla, es eliminar en parte 

las dificultades apuntadas realizando una aproximación en términos nodales únicamente. 

 

Dentro  de  los  llamados métodos  sin malla  se  encuentra  el Método  de  las Diferencias  Finitas 

Generalizadas  (MDFG) del  cual  cabe destacar  sobre  todo  su  aplicación para  el  caso de nubes 

irregulares de puntos. Los trabajos de Benito [21] a [28], Gavete [61] a [64], Ureña [161] a[168] y 

Salete  [27],  [28],  [165]  a  [168],  sobre  diferencias  finitas  generalizadas  permiten  abordar  la 

resolución  de  ecuaciones  diferenciales  en  derivadas  parciales  en  cualquier  tipo  de  dominio 

mediante distribuciones  irregulares de nodos. Debido a  su precisión  y eficacia  computacional, 

este método presenta un gran atractivo en la modelización de la aplicación de cargas estáticas o 

dinámicas  en  el  medio  continuo.  En  particular,  dicho  método  permite  la  modelización  de 

fenómenos sísmicos en el terreno, introduciendo discontinuidades, irregularidades geométricas, 

etc. 

 

2. OBJETIVOS	

El objeto de  la presente  tesis  se  centra en  la aplicación del Método de  las Diferencias  Finitas 

Generalizadas  (MDFG)  a  los  problemas  de  propagación  de  ondas  en  el  terreno,  analizando 

problemas  de  tipo  elastodinámico,  cuya  solución  se  basa  en  la  resolución  de  la  ecuación  de 

ondas, en su propagación por un dominio semi‐infinito, elástico e isótropo. 
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En  la presente  tesis  se pretende afianzar  las bases para el desarrollo  y aplicación del método 

denominado Diferencias  Finitas Generalizadas  al estudio  y modelización de  la propagación de 

ondas  en  el  terreno.  Se  pretende  hacer  patente  la  solidez  del  método,  exponiendo  los 

fundamentos y el desarrollo del método, así como analizando su consistencia y estabilidad. 

 

En primer  lugar se va a exponer  los fundamentos teóricos del Método de  las Diferencias Finitas 

Generalizadas  con  el  fin  de  obtener  las  expresiones  que  permitan  la  aproximación  de  las 

derivadas espaciales con aproximación de hasta 2º y 4º orden en dos dimensiones. Asimismo se 

va  a  plantear  una  formulación  para  la  discretización  temporal  a  emplear  en  el  esquema  de 

Diferencias Finitas Generalizadas. 

 

Se  va  a  desarrollar  el  esquema  en DFG  utilizando  las  formulaciones  en  desplazamientos  y  en 

tensión‐velocidad. Complementariamente, se analizarán  las posibles condiciones de contorno a 

aplicar,  exponiendo  la  formulación  que  permite  la  imposición  de  condiciones  de  borde  al 

esquema en diferencias finitas. 

 

Una  vez expuesta  la  formulación  completa  correspondiente  al esquema en Diferencias  Finitas 

Generalizadas para la resolución de problemas de elastodinámica, se efectuará una comparación 

de  resultados  obtenidos  con  las  distintas  formulaciones  expuestas,  con  objeto  de  evaluar  su 

precisión. 

 

Un aspecto importante de la modelización de un problema elastodinámico es el tratamiento de 

los contornos del problema. Con el fin de evitar la interferencia debida al rebote de la onda en el 

contorno del modelo  y  cumplir  la  condición de  radiación,  sería necesario adoptar un dominio 

excesivamente  grande  aún  para  espacios  de  tiempo  de  análisis  pequeños,  ya  que  en  la 

modelización de  la  transmisión de ondas  la energía  transmitida decae muy  lentamente  con  la 

distancia. Por este motivo, se hace necesaria  la modelización de unos contornos que de alguna 

forma absorban  las ondas  sin  reflejarlas y que no alteren  los  resultados en  la  zona de  interés 

debido  a  la  reflexión  de  las  ondas  en  dichos  contornos.  Estos  contornos  absorbentes, 

denominados  Contornos  Perfectamente  Acoplados  o  en  su  denominación  inglesa  Perfectly 

Matched  Layers  (PML),  se  adosan  a  los  límites  del  dominio  elástico  de  forma  muy  natural 

utilizando la idea de extensión analítica al dominio complejo, provocando que la amplitud de una 

onda que entra en este material absorbente, se atenúe y decrezca exponencialmente a medida 

que  avanza en él.  La exposición de  su  formulación, estudio de  su estabilidad  y análisis de  los 

parámetros  que  gobiernan  el  comportamiento  de  los  contornos  absorbentes  es  otro  de  los 

objetivos  de  la  presente  Tesis.  Este  estudio  se  completará  con  un  análisis  paramétrico  de  las 

variables que definen un contorno absorbente y su influencia en la solución del problema. 
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Una vez expuestos  los distintos elementos que permiten modelizar un determinado problema 

elastodinámico,  se  analizarán  varios  ejemplos  clásicos  (problema  de  Lamb),  comparando  la 

solución obtenida con el MDFG con  la obtenida mediante el empleo de programas comerciales 

(FLAC). 

 

Otros aspectos adicionales que se analizarán son  la  influencia de  la  topografía del modelo y el 

estudio de heterogeneidades dentro del dominio, evaluando los resultados obtenidos. 

 

La  última  parte  de  la  tesis  se  centra  en  la  aplicación  del  Método  de  Diferencias  Finitas 

Generalizadas  a  casos  concretos  reales,  con el objetivo de evaluar  la  representatividad de  los 

modelos desarrollados. 

3. ANTECEDENTES	

Existen una serie de fenómenos en la naturaleza que pueden describirse mediante la formulación 

de ecuaciones algebraicas, diferenciales o integrales. Sin embargo, no siempre es posible obtener 

la solución exacta de estas ecuaciones debido a la complejidad de los fenómenos. En estos casos 

es necesario recurrir a procedimientos numéricos para lograr soluciones aproximadas. El auge de 

las técnicas de simulación con ordenadores ha permitido generar modelos numéricos cada vez 

más complejos para abordar la resolución de problemas en ingeniería. 

 

El diseño en diversas ramas de  la  ingeniería requiere frecuentemente el análisis y  la resolución 

de problemas derivados del análisis de tensiones y deformaciones en el medio a estudiar. Para 

ello  se  construyen modelos matemáticos más  o menos  complicados  que  permiten  analizar  el 

problema objeto de estudio. 

 

En algunos problemas es posible encontrar  las  leyes que gobiernan el  comportamiento de un 

determinado fenómeno, siendo factible  introducir en el modelo  las ecuaciones matemáticas de 

dichas  leyes.  Estos  tipos  de  ecuaciones  suelen  ser  de  dos  clases:  ecuaciones  diferenciales 

ordinarias (EDO) y/o ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP). 

 

En la resolución de las ecuaciones diferenciales que rigen un fenómeno físico ha de considerarse 

adicionalmente  el  dominio  de  definición  del  problema  y  las  condiciones  de  contorno 

correspondientes. Los dominios  reales en  los que  se plantean  las ecuaciones diferenciales que 

gobiernan los fenómenos físicos presentan geometrías complejas que no pueden simplificarse a 

dominios  geométricos  más  sencillos  en  los  que  serían  aplicables  los  métodos  analíticos  de 

resolución  de  ecuaciones  diferenciales.  Por  este  motivo,  se  han  desarrollado  los  métodos 

numéricos de resolución de ecuaciones diferenciales. 

 



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

17 
 

Se  ha  desarrollado  una  gran  variedad  de métodos  y  técnicas  para  resolver  numéricamente 

ecuaciones diferenciales, siendo  los más extendidos el método de elementos  finitos  (MEF) y el 

método de diferencias finitas (MDF). 

 

El método de Elementos Finitos es un método en el que el requisito principal consiste en que las 

cantidades  (tensiones  y  deformaciones),  varían  a  lo  largo  de  cada  elemento  en  un  campo 

prefijado, utilizando  funciones específicas controladas por parámetros. La  formulación consiste 

en ajustar estos parámetros de tal forma que el error sea mínimo en términos de energía local o 

global.  Este método  se  ha  empleado  intensamente  para  resolver  problemas  con  geometrías 

complicadas, debido a su capacidad para discretizar los dominios físicos mediante algoritmos de 

mallado muy  potentes  que  permiten  importar  y  exportar  archivos  a  herramientas  CAD  que 

facilitan el tratamiento gráfico del dominio. 

 

En el caso del método de Diferencias Finitas, se emplea otra técnica numérica para la resolución 

de grupos de ecuaciones diferenciales. En este caso, cada grupo de ecuaciones es reemplazado 

directamente por una expresión algebraica escrita en términos de variable en puntos discretos. 

 

A pesar del progresivo aumento de  la potencia y prestaciones de  los ordenadores durante  los 

últimos años, existen algunos problemas de  ingeniería que demandan requisitos muy exigentes 

en  términos  de  capacidad  de  memoria,  tiempo  de  cálculo,  etc.  que  no  son  fácilmente 

solventables. 

 

Por ejemplo, se han constatado las siguientes limitaciones del método de los elementos finitos: 

 

 Elevado  coste  en  la  generación  de  la  malla.  No  siempre  es  posible  generar 

automáticamente una malla adecuada a  la geometría del problema,  siendo en muchos 

casos necesaria la intervención del analista para supervisarla y modificarla. 

 Reducida precisión en  la obtención de  tensiones, especialmente en  las  interfaces entre 

elementos. 

 Pérdida de precisión en análisis en grandes deformaciones, debido a  la distorsión de  los 

elementos. 

 Dificultades  para  simular  problemas  de  generación  y  progreso  de  fracturas, 

especialmente si su ubicación no coincide con la interfaz entre elementos. 

 Grandes complicaciones en la simulación de la rotura del material en un gran número de 

fragmentos. 

 Dificultades para  llevar a cabo análisis adaptativos, que  incluyen remallados para  lograr 

una  conectividad  adecuada  entre nodos.  El  coste  computacional de  este  remallado  en 

cada paso es excesivo. 
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Muchos de estos problemas tienen su origen en la necesidad de elementos o mallas en la etapa 

de creación del modelo. Este hecho ha fomentado el desarrollo de métodos que no requieren el 

empleo  de  una malla  predefinida  para  la  discretización  del  dominio.  Estos métodos  son  los 

denominados Métodos sin Malla o Meshfree Methods. 

 

La  definición  de  Métodos  sin  Malla  puede  encontrarse  en  G.R.  Liu  y  Y.T.  Gu  [105]  en  su 

publicación An Introduction to Meshfree Methods and their Programming:  

 

An MFree  method  is  a  method  used  to  establish  system  algebraic  equations  for  the  whole 

problem domain without the use of a predefined mesh for the domain discretization. 

 

Los Métodos sin Malla emplean una serie de puntos distribuidos en el dominio y en sus bordes 

para modelizar el dominio del problema y sus contornos. Estos puntos –nodos‐ no constituyen 

una malla propiamente dicha, ya que no se requiere a priori  la  información de  la conectividad 

entre los mismos para la interpolación o la aproximación de funciones incógnita de las variables 

de campo. 

 

Esta  ventaja  permite  abordar  problemas  donde  se  requieren  remallados  (análisis  de  grandes 

deformaciones)  o modificaciones  de  la  conectividad  entre  nodos  (análisis  de  la  evolución  de 

fracturas),  por  ejemplo.  Asimismo,  permiten  analizar  dominios  complejos.  Dado  el  enorme 

potencial  de  estos métodos,  se  está  dedicando  un  gran  esfuerzo  a  desarrollar  esta  área  de 

investigación, tal como se puede comprobar por  la profusión de estudios y artículos existentes 

sobre estos métodos en los últimos años. 

 

Actualmente  se han  logrado  grandes  avances en esta materia, optimizando  sus  algoritmos de 

aproximación  y mostrando  competitividad  computacional.  Incluso  ya  se  están  desarrollando 

programas de cálculo a nivel comercial. 

 

Sin  embargo,  se  ha  observado  que  las  aproximaciones  de  estos  métodos  sin  malla  son 

fuertemente dependientes de una serie de parámetros intrínsecos de la formulación, que deben 

ser seleccionados por el analista. Se ha constatado que existe una  fuerte dependencia entre  la 

precisión de  la  solución  y  la distribución nodal  adoptada. Por ejemplo, una distribución nodal 

inadecuada  puede  afectar  gravemente  a  la  precisión  de  estos  métodos,  incluso  llegando  a 

provocar singularidades matriciales y la detención del proceso de cálculo. Por este motivo, gran 

parte de los numerosos trabajos publicados en los últimos años se ha centrado en el estudio de 

sensibilidad  de  los  factores  que  influyen  en  la  convergencia  y  bondad  de  la  solución  de  los 

métodos  sin malla. Por ejemplo,  las aproximaciones numéricas empleadas, al  ser generadas a 

partir  de  parámetros  nodales,  generalmente  involucran  funciones  de  forma  numéricas,  no 

analíticas. La elección adecuada de estas funciones influye considerablemente en la precisión de 

los resultados obtenidos. 
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En el momento presente, existen algunas  limitaciones para  la  implementación generalizada de 

estos métodos  sin malla,  tales  como  la  necesidad  de  una malla  de  integración  subyacente, 

empleo de patrones nodales regulares, selección a priori de parámetros  intrínsecos al método, 

aumento de tiempo computacional, etc. 

3.1. Los	métodos	Meshless	

3.1.1. Definición	

 

Los Métodos Meshless —o Meshfree, según otros autores (Fries y Matthies [59]; Liu y Gu [105]; 

Oñate [138])— son métodos numéricos de resolución de ecuaciones diferenciales en  los que el 

sistema de ecuaciones discretas a resolver se obtiene  íntegramente a partir de un conjunto de 

nodos  o  puntos  de  evaluación  repartidos  por  el  dominio  del  problema  y  su  contorno.  Para 

plantear el sistema de ecuaciones correspondiente no se requiere a priori  la  información de  la 

conectividad entre los nodos del dominio (malla predefinida). 

 

Son muy variados  los diferentes métodos sin malla publicados en  la bibliografía de  las últimas 

décadas. Una  de  las  causas  de  la  variedad  existente  es  que  el  criterio  para  categorizar  a  un 

método  numérico  como  Meshless  no  es  absolutamente  rígido.  El  requisito  que  idealmente 

debería satisfacer un Messless –o Messfree‐ Method es que en ningún  instante del proceso de 

resolución  de  la  ecuación  diferencial  (para  una  geometría  arbitraria  dada  y  cualquier  tipo  de 

condiciones de contorno aplicadas) fuera necesaria la existencia de una malla predefinida. 

 

Los MMs  desarrollados  hasta  el  presente  no  suelen  considerarse  ideales,  al  encontrarse  en 

alguna de las siguientes situaciones: 

 

 Necesidad de malla subyacente de integración global. En los casos en los que la malla de 

integración  no  se  desacopla  de  las  posiciones  nodales,  una  estrategia  de  parcelación 

clásica de dominios bidimensionales es la triangulación de Delaunay [30]. Cuando la malla 

de  integración  se  desacopla  de  las  posiciones  nodales,  la malla  recibe  el  nombre  de 

estructura de celdas. 

 

 Necesidad de malla subyacente de  integración  local. Los métodos que utilizan una malla 

de  integración  local se consideran más próximos al caso  ideal, puesto que  la generación 

de una malla  local es más  inmediata que  la de una malla para el dominio completo. La 

malla  de  integración  local  se  utiliza  para  evaluar  la  formulación  de  las  ecuaciones 

impuesta en dominios locales alrededor de cada nodo, en lugar de extendida al dominio 

completo.  En  este  caso,  los  términos  integrales  del  sistema matricial  se  evalúan  sólo 

sobre dominios locales muy regulares (generalmente circulares) y sus bordes. 
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Un concepto que se encuentra ligado a la naturaleza de los MMs es el denominado dominio de 

influencia  nodal  (ver  figura  3.1)  La  definición  más  intuitiva  de  lo  que  representa  puede 

encontrarse en Dolbow y Belytschko [48]: el dominio de influencia es el subdominio en el cual un 

nodo  particular  contribuye  a  la  aproximación  numérica,  de  tal  forma  que  el  solape  de  los 

dominios  de  influencia  nodales  definen  la  conectividad  del  modelo.  Es  decir,  el  dominio  de 

influencia de un nodo comprende el área en el que quedan inmersos los nodos que contribuyen 

a  la  aproximación  numérica  de  la  función  en  dicho  nodo.  Su  tamaño  queda  generalmente 

determinado por el del dominio de soporte de la función de peso o ponderación (ver figura 3.2) 

asociada cada nodo, función que es únicamente no nula en el  interior de su soporte compacto. 

La  función  de  peso  define  la  forma  en  que  los  nodos  incluidos  en  el  dominio  de  influencia 

contribuyen  a  la  aproximación  numérica.  Por  ejemplo,  un  tipo  de  función  de  ponderación 

comúnmente  empleada  es  la  fracción  potencial,  inversamente  proporcional  a  la  función 

potencial de la distancia di de cada nodo al nodo central: 

 

ሺ݀௜ሻݓ ൌ
1

݀௜
௣ 

 

 

 

 
 

Figura 3‐1. Esquema de dominios de influencia nodal 
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Figura 3‐2. Ejemplo de función de peso asociada a cada nodo 

 

En resumen, las características generales de los métodos sin malla son los siguientes: 

 

 No  necesidad  de malla  a  priori  para  generación  de  la  aproximación  numérica.  En  los 

métodos  sin  malla  no  está  predefinida  la  conectividad  entre  nodos,  sino  que  se  va 

ajustando durante las distintas etapas del cálculo. En cada paso se comprueba qué nodos 

se  sitúan  dentro  del  dominio  de  cada  nodo,  por  lo  que  la  conectividad  puede  ir 

evolucionando durante el cálculo, sin que tenga  lugar un proceso de remallado (caso de 

los métodos de elementos  finitos). Esta característica confiere una gran  flexibilidad a  la 

hora de incorporar o eliminar nodos al modelo. 

 

 Continuidad de las funciones de forma. Las funciones de forma de los métodos sin malla 

pueden  construirse de  tal  forma que  sean  continuas  y  suaves hasta un orden  tan  alto 

como se desee. 
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 Mayor complejidad en la implementación de condiciones de contorno. En los métodos sin 

malla el efecto de  la aplicación de  las condiciones de contorno no se circunscribe sólo a 

los nodos de frontera, sino que debe extenderse hacia el interior del dominio. 

 

 Mayor coste computacional. Los métodos  sin malla actuales presentan un mayor coste 

computacional  que  los  métodos  de  elementos  finitos.  Esto  es  debido  a  la  mayor 

complejidad de  las  funciones de  forma respecto a  los métodos basados en mallas. Esto 

quiere  decir  que  en  cada  punto  de  integración  son  necesarias  más  operaciones 

adicionales para evaluar  las  funciones de  forma  (búsqueda de nodos en el dominio de 

influencia,  inversión matricial)  en  el  caso  de  los métodos  sin mallas  que  en métodos 

basados en mallas. Adicionalmente, el número de puntos de integración necesarios para 

una aproximación suficientemente precisa es mayor en el caso de los métodos sin malla, 

por  tener  que  evaluar  funciones  que  requieren  órdenes  polinomiales  superiores.  Por 

último, el tamaño del dominio de influencia nodal condiciona la anchura de banda de las 

matrices en el sistema de ecuaciones que es preciso resolver. 

 

3.1.2. Origen	y	evolución	de	los	Métodos	sin	malla	

Puede decirse que el origen de los métodos sin malla se sitúa a partir de los años 30 del siglo XX, 

cuando surgieron los conocidos como métodos de colocación (Slater, 1934; Barta, 1937; Frazer et 

al., 1937; etc.). Posteriormente, el Método de Diferencias Finitas con distribución nodal arbitraria 

o  Método  de  Diferencias  Finitas  Generalizado  (GFDM,  siglas  inglesas  de  Generalized  Finite 

Difference Method)  surge en  los años 70, con  los  trabajos de Girault  (1974), Pavlin y Perrone, 

(1975). Años más tarde, en 1980, Liszka y Orkisz  [97,98] presentaron un trabajo de adaptación 

del  Método  de  Diferencias  Finitas  a  dominios  arbitrarios  empleando  una  técnica  de 

condensación local de la malla. En este trabajo pusieron de manifiesto la capacidad del GFDM de 

competir  en  prestaciones  computacionales  con  el  MEF,  mejorando  sustancialmente  el 

tratamiento de condiciones de contorno respecto al método de diferencias finitas tradicional. 

 

Hidrodinámica de Partículas Suavizadas 

Uno  de  los  primeros métodos  sin malla más  conocidos  es  el  denominado  Smoothed  Particle 

Hydrodynamics  (SPH) o Hidrodinámica de Partículas  Suavizadas,.  El  fundamento del  SPH es  la 

obtención de soluciones numéricas aproximadas para  las ecuaciones de  la Dinámica de Fluidos 

mediante  la asimilación de un  fluido a un  conjunto de partículas que actúan  como puntos de 

interpolación de  las propiedades del  fluido. Este método  fue aplicado  inicialmente en modelos 

de fenómenos astrofísicos, en los que la definición de los contornos del dominio no era esencial 

para  la solución del problema. Los primeros trabajos del SPH se deben a Lucy [109] (1977), y a 

Monaghan y sus colaboradores (Gingold y Monaghan [65], 1977). 
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Métodos basados en Mínimos Cuadrados Móviles 

En 1981 Lancaster y Salkauskas [94] introdujeron los Mínimos Cuadrados Móviles, Moving Least 

Squares (MLS) para aplicaciones topográficas de reconstrucción de superficies a partir de datos 

discretos  en  puntos  arbitrariamente  distribuidos.  Posteriormente,  Belytschko  [12,13]  empleó 

esta técnica de aproximación para desarrollar el Element Free Galerkin Method (EFGM), que es 

uno  de  los métodos  sin malla más  extendido.  Años  después,  con  el  fin  de  independizar  la 

formulación meshless de una malla auxiliar de  integración numérica, Atluri y Zhu [6] publicaron 

el Meshless  Local  Petrov Galerkin Method  (MLPG),  considerado  como  otro  de  los  principales 

métodos  sin malla.  Los  autores  de  ambos métodos,  EFGM  y MLPG,  centraron  sus  primeras 

investigaciones  en  resolver  tests  clásicos  de  la  teoría  de  elementos  finitos  en  el  campo  de  la 

Elasticidad  (problemas  de  Laplace  y  Poisson  en  dominios  rectangulares)  con  sus métodos  sin 

malla.  Los  excelentes  resultados  obtenidos  en  cuanto  a  error  numérico  y  convergencia 

contribuyeron a profundizar en su estudio. 

En  la década de 1990 aumentó el desarrollo de  los métodos sin malla centrado principalmente 

en  los métodos basados en  la  formulación débil. El Método de  los Elementos Difusos, Diffuse 

Element Method (DEM), publicado por Nayroles [130], reemplazó las funciones interpolantes del 

MEF,  extendidas  a  un  elemento,  por  funciones  de  forma  idénticas  a  las  resultantes  de  una 

aproximación  por mínimos  cuadrados móviles,  extendidas  a  un  entorno  local  del  nodo. Más 

tarde Belytschko [12, 13] evolucionó el DEM para dar lugar al EFGM corrigiendo la evaluación de 

las  derivadas  de  la  aproximación  numérica  y  el método  de  imposición  de  las  condiciones  de 

contorno en  la  frontera. Belytschko  contribuyó decisivamente  a potenciar  la  aplicación de  los 

métodos sin malla en los problemas de la Mecánica de estructuras. 

 

Métodos de kernel reproductor 

El método denominado Reproducing Kernel Particle Method  (RKPM)  fue desarrollado por W.K. 

Liu et al. [106,107,108] a partir de 1995. La introducción de la función kernel propuesta por W.K. 

Liu  permite  obtener  funciones  de  forma  equivalentes  (Belytschko  et  al.  [14])  a  las  que  se 

consiguen  por  un  procedimiento  de  mínimos  cuadrados  móviles  que  emplee  las  mismas 

funciones  de  peso.  Estos métodos  encontraron  sus  primeras  aplicaciones  en  el  ámbito  de  la 

teoría de ondas (W.K. Liu et al. [108]). 

 

Particiones de Unidad 

En  1996  Duarte  y  Oden  [52]  demostraron  que  las  funciones  de mínimos  cuadrados móviles 

(MLSF) constituyen una partición de unidad y posteriormente desarrollaron un método sin malla 

denominado h‐p clouds. La idea básica de este método es emplear una partición de unidad para 

construir  las  funciones  h‐p  clouds.  Estas  funciones  resultantes,  denominadas  h‐p  clouds, 
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conservan propiedades del MLSF, tales como  la regularidad, y permiten representar polinomios 

de cualquier grado mediante combinaciones lineales de las mismas.  

 

La  idea  de disponer  de  un  conjunto  de  funciones  que  conforman  una  PU  de  cierto  orden  de 

consistencia es la base de la familia de métodos que se denominan Partition of Unity Methods o 

métodos PUM, desarrollados en 1995 por Babuška y Melenk [8]. 

 

Métodos de Interpolación de Punto 

Hacia el final de la década de 1990 varios investigadores centraron sus esfuerzos en métodos que 

empleasen  técnicas  de  interpolación.  Las  investigaciones  llevadas  a  cabo  por  Liu, Gu  y Wang 

condujeron  a  la  aparición  sucesiva  de  diversos Métodos  de  Interpolación  de  Punto:  el  Point 

Interpolation Method (PIM, Liu y Gu [100], 1999), con funciones base polinómicas; el Local Radial 

Point  Interpolation Method  (LRPIM,  Liu  y Gu  [101],  2001),  con malla  de  integración  local;  el 

Boundary  Radial  Point  Interpolation  Method  (BRPIM,  Gu  y  Liu  [70],  2001);  el  Radial  Point 

Interpolation Method (RPIM, Wang y Liu [178]), con funciones base radiales; y el Boundary Point 

Interpolation Method (BPIM, Gu y Liu [71]). 

 

Otros métodos 

Entre otros métodos que han contribuido a la difusión de los métodos sin malla merece citar el 

FPM,  el  LBIE  o  el  MWS.  El  Finite  Point  Method  (FPM,  Oñate  et  al.  [134])  combina  una 

aproximación  local mediante mínimos  cuadrados  ponderados  con  una  técnica  de  colocación 

basada en partículas fijas, con el fin de reducir la inestabilidad numérica. El FPM se ha empleado 

satisfactoriamente  en  problemas  de  transporte  por  convección‐difusión,  flujos  en  régimen 

incompresible y Mecánica de Sólidos. El Local Boundary Integral Equation Method (LBIE, Zhu et 

al. [183]) es similar al Método de los Elementos de Contorno (BEM, Boundary Element Method). 

El LBIE permite  restringir a dominios  locales de  los nodos de contorno  las  integrales que en el 

BEM se extienden globalmente. Los Meshfree Weak‐Strong Form Methods (MWS [102, 103]) han 

sido estudiados por Liu y Gu desde 2002. Se trata de métodos basados en la combinación de las 

formulaciones débil y  fuerte aplicadas a distintos grupos de nodos para obtener el  sistema de 

ecuaciones discretas. La formulación débil  local se emplea para nodos en  la frontera en los que 

las condiciones de contorno se imponen en la derivada de la función. 

 

Desarrollos recientes 

Actualmente existen un grupo de  técnicas que, pueden ser consideradas meshless o, de algún 

modo, pueden combinarse con métodos ya existentes para facilitar su  implementación. Una de 

las  más  destacadas  es  el  Análisis  Isogeométrico  (Isogeometric  Analysis,  IGA  en  sus  siglas 
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inglesas), desarrollado por el profesor Hughes y sus colaboradores [76,11] desde 2005. El IGA es 

una  generalización  del  MEF  que  se  basa  en  la  construcción  de  la  aproximación  numérica 

mediante NURBS (Non Uniform Rational B‐Splines), en lugar de la clásica discretización mediante 

malla.  El  uso  de  las  B‐splines  para  la  aproximación  permite  la  integración  del  análisis  en  los 

paquetes CAD, que emplean esa misma técnica para  la modelización geométrica. El  IGA ofrece 

así un enorme potencial para  la resolución directa de EDPs y, de hecho, el número de trabajos 

relacionados con su investigación se ha incrementado notablemente. 

 

El Método  de  Esferas  Finitas  (Method  of  Finite  Spheres,  De  y  Bathe  [45,  46])  se  caracteriza 

porque  la discretización  se  lleva a  cabo utilizando esferas n−dimensionales  como dominios de 

soporte nodal y, como novedad,  la  integración numérica se efectúa mediante reglas específicas 

que eliminan la necesidad de una malla subyacente. Las funciones de forma que usa el Método 

de Esferas Finitas carecen de propiedad interpolante, por lo que existen aspectos que requieren 

una atención especial, como por ejemplo la imposición de condiciones de contorno tipo Dirichlet. 

 

3.1.3. Clasificación	de	los	Métodos	sin	malla	

Diversos autores han abordado  la clasificación de  los métodos sin malla. Cabe citar  los trabajos 

de Belytschko et al.  [14]  (1996),  Liu  [104]  (2003),  Fries  y Matthies  [59]  (2004),  Liu  y Gu  [105] 

(2005),  Chen  et  al.  [34]  (2006)  o  Nguyen  et  al.  [131]  (2008).  A  continuación  se  expone  la 

clasificación extraída de Liu y Gu  [105], quienes proponen clasificar  los MMs atendiendo a  los 

tres criterios siguientes: 

 

 Procedimiento de formulación 

 Esquema de aproximación o interpolación 

 Representación del dominio 

Procedimiento de formulación 

La clasificación según este criterio distingue tres grupos de MMs:  los basados en  la formulación 

débil,  los  basados  en  la  formulación  fuerte  y  los  basados  en  una  combinación  de  ambas 

formulaciones. 

En  los  métodos  basados  en  la  formulación  débil  las  ecuaciones  diferenciales  en  derivadas 

parciales  que  gobiernan  el  problema  se  transforman  en  primer  lugar  en  un  sistema  de 

ecuaciones denominadas ecuaciones  integrales en  forma débil. A partir de estas ecuaciones se 

obtiene  un  sistema  de  ecuaciones  algebraicas mediante  un  proceso  de  integración  numérica, 

utilizando una malla de celdas de integración de forma global o local en el dominio del problema. 

Estos métodos  se  desarrollaron  a  partir  de  1990: Nayroles  et  al.  [130]  publicaron  en  1992  el 

Método de los Elementos Difusos (DEM). Belytschko et al. presentaron en 1994 el Element Free 
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Galerkin Method (EFGM). Los MMs basados en formulación débil con malla de integración local 

se deben  fundamentalmente al trabajo de Atluri y Zhu, que exploraron  la  formulación débil de 

Petrov‐Galerkin para desarrollar  a partir de 1998 el MLPG,  y  a  Liu  y Gu,  impulsores del  Local 

Radial Point  Interpolation Method (LRPIM). Otros métodos sin malla basados en  la formulación 

débil  son  el  h‐p‐cloud Method  (Duarte  y Oden  [52],  [53],  1996)  o  el  Partition  of Unity  Finite 

Element Method (PUFEM) (Babuška y Melenk [8], 1997). 

 

Los  métodos  basados  en  la  formulación  fuerte  discretizan  directamente  las  ecuaciones 

diferenciales  en  los  nodos  del  dominio  mediante  esquemas  de  colocación  para  obtener  un 

sistema discretizado de ecuaciones algebraicas. Las principales ventajas de estos métodos son su 

simplicidad de  los algoritmos de  resolución, su eficiencia computacional y  la  independencia de 

una malla de  integración subyacente. Sin embargo, son a menudo  inestables, poco  robustos e 

imprecisos, en especial cuando  las condiciones de contorno se  imponen en  las derivadas de  la 

variable  incógnita  del  problema.  En  este  caso  se  debe  recurrir  al  empleo  de  nodos  ficticios, 

utilización de mallas regulares en los contornos, etc. Se encuentran en esta categoría el MDF con 

distribución arbitraria de nodos, conocido como Generalized Finite Difference Method (GFDM), 

o el Finite Point Method (FPM). 

 

Por último, los métodos sin malla basados en la combinación de las formulaciones débil y fuerte 

son  los  llamados Weak‐Strong Form Methods  (MWS). En estos métodos se emplean  las ambas 

formulaciones  (fuerte  y  débil),  de  forma  que  las  ecuaciones  discretizadas  en  forma  débil  se 

aplican a los nodos próximos al borde del dominio con condiciones de contorno impuestas en las 

derivadas de la variable incógnita, mientras que las ecuaciones en forma fuerte se emplean para 

los restantes nodos del dominio. Estos métodos proporcionan soluciones estables y precisas en 

problemas de mecánica de sólidos. 

 

Esquema de aproximación o interpolación 

El  esquema  de  aproximación  o  interpolación  de  las  funciones  es  de  suma  importancia  en  los 

métodos sin malla. La forma en que se construyen las funciones de forma a partir de puntos de 

evaluación arbitrariamente dispuestos en el dominio, sin una malla predefinida ni conectividad 

establecida a priori, es un aspecto clave en los métodos sin malla. Según este criterio, se pueden 

distinguir los siguientes métodos: 

 

 Métodos  basados  en  la  aproximación  por Mínimos Cuadrados Móviles.  Estos métodos 

proporcionan  una  aproximación  continua  para  la  función  de  campo  en  el  dominio 

completo del problema. Entre  los métodos que emplean esta técnica para  la generación 

de las funciones de forma se encuentran el DEM, el EFGM o el MLPG. 
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 Métodos  basados  en  la  representación  integral  de  la  función.  El  SPH  y  el  RKPM 

pertenecen a esta categoría. 

 Métodos  basados  en  la  Interpolación  de  Punto.  Son  los  llamados  métodos  PIM  y 

derivados:  LRPIM,  BRPIM,  RPIM,  BPIM.  Estos métodos  emplean  la  interpolación  para 

generar las funciones de forma que cumplen la propiedad de función delta de Kronecker. 

Existen dos tipos de formulaciones: las de base polinómica y las de base radial. 

 Particiones de Unidad.  Los h‐p clouds, el PUFEM, X‐FEM y GFEM  se encuadran en esta 

categoría. 

 

Representación del dominio 

Según este criterio, los métodos sin malla pueden clasificarse en dos categorías: métodos de tipo 

dominio  y métodos de  tipo  frontera.  En  los primeros,  tanto  el dominio  como  la  frontera  son 

representados mediante nodos o puntos de evaluación. El sistema de ecuaciones discretas deriva 

de la aplicación de la formulación débil o fuerte en el dominio completo. 

 

En los métodos de tipo frontera sólo la misma se representa mediante nodos, cuya existencia en 

el  interior del dominio no se requiere. El sistema de ecuaciones discretas se obtiene a partir de 

los nodos de frontera mediante el uso de funciones de forma. Ejemplos de métodos de este tipo 

son el BNM, el LBIE, el BPIM y el BRPIM. 

 

Como  resumen,  la  clasificación  de  los métodos  sin malla  según  los  criterios  comentados  se 

muestra en la tabla siguiente, basada en la publicada por Liu y Gu [105]: 
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Criterio  Categoría  Método 

Formulación 

Métodos basados en formulación fuerte  FPM, GFDM 

Métodos basados en formulación débil  EFGM, RPIM, RKPM, MLPG, 

LRPIM 

Métodos basados en combinación  de 

formulación fuerte‐débil 

MWS, SPH 

Esquema de 

Aproximación 

Mínimos Cuadrados Móviles  DEM, EFGM, MLPG 

Representación integral de la 

aproximación de la función 

SPH, RKPM 

Métodos de interpolación de punto  LRPIM, BRPIM, RPIM, BPIM 

Partición de Unidad  h‐p Clouds, PUM,… 

Representación del 

dominio 

Dominio  EFGM, SPH, MLPG, GFDM,… 

Frontera  BNM, BPIM, LBIE 

Tabla 3‐1. Clasificación de los métodos sin malla 

 

 

Dentro del contexto de los métodos sin malla, el presente trabajo se centra en la formulación del 

método  de  diferencias  finitas  generalizadas  (MDFG  ó GFDM  en  inglés)  y  en  el  estudio  de  su 

aplicación a la implementación, modelización y resolución de problemas de elastodinámica. 
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4. EL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	

4.1. Introducción	

A  continuación  se  van  a  exponer  los  fundamentos  teóricos del Método de Diferencias  Finitas 

generalizadas, el cual se basa en la aproximación por mínimos cuadrados móviles. 

 

4.2. Formulación	general	del	método	de	diferencias	finitas	generalizadas	

 

En este apartado se estudia el MDFG para la resolución de ecuaciones diferenciales en derivadas 

parciales de cualquier orden con coeficientes constantes. 

 

Sea un problema gobernado por la siguiente ecuación de orden n en derivadas parciales: 

 

   enfL n U  

Y con las siguientes condiciones de contorno: 

 

   engL n U1  

En  donde  U  es  una  función  al  menos  n  veces  derivable,    Ω	 ⊂ 	࣬௠    en  donde  m=2,  3, 

dependiendo de si se considera un dominio de 2 o 3 dimensiones.    representa  el contorno del 
dominio. Por otro  lado Ln y Ln‐1 son operadores  lineales en derivadas parciales de orden n y n‐1 

respectivamente, y, f y g son dos funciones conocidas. 

 

A continuación se procede a discretizar el dominio Ω en un número  finito de nodos, pudiendo 

estar estos nodos colocados de manera irregular, tal y como se muestra en la figura adjunta. 

 

 

Figura 4‐1. Dominio discretizado de manera irregular 



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A  cada  uno  de  los  nodos  del  domino  se  le  asocia  un  número  de  nodos  de  su  entorno, 

obteniéndose de esta forma lo que se conoce con el nombre de estrella (ver figura siguiente).  

 

 

Figura 4‐2. Formación de estrellas dentro del dominio 

 

En donde (x0, y0) son las coordenadas del nodo central de la estrella y (xi, yi) son las coordenadas 

del  nodo  i  de  la  estrella.  Por  tanto,  se  formarán  tantas  estrellas  como  nodos  contenga  el 

dominio. 

 

Se  Llama   U(x0,y0) U0   al valor de  la  función a aproximar en el nodo  central de  la estrella, y  

U(xi,yi) Ui  el valor de la función en el nodo i. 

  

Si  se  lleva  a  cabo  el  desarrollo  en  serie  de  Taylor  de  cada  uno  de  los  nodos  de  la  estrella 

alrededor del nodo central se obtiene: 

 

௜ܷ ൌ ܷ଴ ൅ ݄௜ 	
߲ܷ଴
ݔ߲

൅ ݇௜
߲ܷ଴
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ

2
	
߲ଶܷ଴
ଶݔ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
߲ଶܷ଴
ݕ߲ݔ߲

൅
݇௜
ଶ

2
	
߲ଶܷ଴
ଶݕ߲

൅ ⋯൅
݄௜
௡

݊!
	
߲௡ܷ଴
௡ݔ߲

൅ ⋯൅
݇௜
௡

݊!
	
߲௡ܷ଴
௡ݕ߲

൅⋯ 

[4.1] 

En donde: 

Ui = U(xi,yi) representa el valor exacto de la función en el nodo i 

U0 = U(x0,y0) representa el valor exacto de la función en el nodo central de la estrella. 

Los valores de los incrementos hi y ki son los siguientes: 

0

0

yyk

xxh

ii

ii




 




(x0, y0)

(xi, yi)
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Truncando el desarrollo de Taylor en los términos de orden n se obtiene una aproximación de la 

función Ui, que denominamos ui: 

 

௜ݑ ൌ ଴ݑ ൅ ݄௜ 	
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

൅
݇௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅ ⋯൅
݄௜
௡

݊!
	
߲௡ݑ଴
௡ݔ߲

൅⋯൅
݇௜
௡

݊!
	
߲௡ݑ଴
௡ݕ߲

 

[4.2] 

 

En donde: 

ui=u(xi,yi) representa el valor aproximado de la función en el nodo i de coordenadas (xi, yi). 

u0=u(x0,y0)  representa el valor aproximado de la función en el nodo central de la estrella. 

 

El error cometido con el truncamiento citado será: 

 

௜ܧ ൌ ଴ݑ	 െ ௜ݑ ൅ ݄௜ 	
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ
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ଶݔ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
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߲௡ݑ଴
௡ݔ߲

൅ ⋯൅
݇௜
௡

݊!
	
߲௡ݑ଴
௡ݕ߲

 

[4.3] 

 

Se define el siguiente funcional para cada estrella del dominio, realizando la suma de los errores 

cuadráticos ponderados de cada uno de los nodos de la estrella: 

 

௡ሺ௡ାଷሻܤ
ଶ

ሾݑሿ ൌ 	෍ቈቆݑ଴ െ ௜ݑ ൅ ݄௜ 	
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ቇ ,ሺ݄௜ݓ		 ݇௜ሻ቉
ଶ

 

[4.4] 

Donde: 

 

w(hi, ki) es una función de ponderación dependiente de la distancia de cada nodo al nodo central 

de la estrella. 
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Imponiendo  la  condición  de  que  el  funcional  obtenido  sea mínimo  respecto  a  las  derivadas 

parciales, se obtiene un sistema lineal de 
௡	ሺ௡ାଷሻ

ଶ
 ecuaciones: 

࢛ࡰ	ۯ ൌ  ࢈

 

La matriz A  es  una matriz  simétrica  y  de  orden 
௡ሺேାଷሻ

ଶ
	x	

௡ሺேାଷሻ

ଶ
	    invertible,  por  lo  cual  se 

obtendrá una solución única para el sistema de ecuaciones.  

 

Una vez obtenido el vector Du se sustituyen en la expresión      fL n U   las derivadas parciales 

por  sus  valores  en  diferencias  finitas,  reemplazándose  de  esta  manera  las  ecuaciones 

diferenciales por ecuaciones algebraicas en diferencias finitas, las cuales se resuelven de manera 

recurrente a partir de los valores conocidos en el contorno del dominio. 

 

4.3. Funciones	de	ponderación	

La utilización de funciones de ponderación es una característica común a todos los métodos sin 

malla. Las funciones de ponderación se usan para disponer de un soporte compacto, definiendo 

un subdominio  (disco, rectángulo, burbuja, etc…) relativamente pequeño en el que su valor es 

distinto de cero, siendo nulo en el resto del dominio. Cada función de ponderación se asocia a un 

nodo, pudiéndose superponer con otros subdominios tal y como aparece en la figura siguiente: 

 

 

Figura 4‐3. Superposición de subdominios de funciones de ponderación 

 

 

 
i
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Un tipo de función de ponderación utilizada es la fracción potencial, esto es: 

ሺ݀௜ሻݓ ൌ
1

݀௜
௣ 

En donde: 

݀௜ ൌ ฮ൛ሼݔሽ െ ሼݔ௜ሽฮ , es decir la distancia de cada nodo de la estrella al nodo central.  

 

Otra función de ponderación utilizada es la función exponencial: 

ሺ݀௜ሻݓ ൌ ݁൫ି௞	ௗ೔
మ൯ 

Las spline también son funciones utilizadas como funciones de ponderación, en concreto caben 

destacar la cúbica: 
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Y la spline cuártica: 

 

10

2432

10

1
)(

3861)(2/





ii

iiiii

dwrpdsi

ddddwrpdsi

 

4.4. Discretización	espacial	en	X	e	Y	hasta	2º	orden	

A  continuación  se  van  a  obtener  las  fórmulas  en  diferencias  finitas  generalizadas  para  la 

resolución  de  problemas  gobernados  por  ecuaciones  diferenciales  con  derivadas  parciales  de 

hasta 2 º orden. 

 

Sea la ecuación diferencial en derivadas parciales en un dominio   R2, con frontera : 
 

 

ଵܣ
߲ܷሺݔ, ሻݕ
ݔ߲

൅ ଶܣ
߲ܷሺݔ, ሻݕ
ݕ߲

൅ ଷܣ
߲ଶܷሺݔ, ሻݕ
ଶݔ߲

൅ ସܣ
߲ଶܷሺݔ, ሻݕ
ଶݕ߲

൅ ହܣ
߲ଶܷሺݔ, ሻݕ
ݕ߲	ݔ߲

ൌ ,ݔሺܨ  ሻݕ

[4.5] 
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Con la condición de contorno: 

 

ܽଵܷሺݔ, ሻݕ ൅ ܽଶ
߲ܷሺݔ, ሻݕ
ݔ߲

൅ ܽଷ
߲ܷሺݔ, ሻݕ
ݕ߲

ൌ ݃ሺݔ,  Ωሻ	݁݀	ܽݎ݁ݐ݊݋ݎሺ݂	Γ		݁݊																	ሻݕ

[4.6] 

 

En donde U(x,y) es una función al menos dos veces diferenciable en , y A1, A2, A3, A4, A5, a1, a2 

y a3 son constantes. 

 

La condición de contorno establecida es la que se denomina mixta. Por tanto si se anulan a2 y a3 

en  la  expresión  anterior,  se  tienen  las  condiciones  de  contorno  tipo Dirichlet  y  si  se  anula  el 

coeficiente a1, se tienen las condiciones de tipo Neumann. 

 

Al efectuar el desarrollo de Taylor U(x,y) en torno al nodo central de coordenadas (x0, y0), para 

cada nodo de la estrella de coordenadas (xi, yi) se tiene: 

 

௜ܷ ൌ ܷ଴ ൅ ݄௜ 	
߲ܷ଴
ݔ߲

൅ ݇௜
߲ܷ଴
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ

2
	
߲ଶܷ଴
ଶݔ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
߲ଶܷ଴
ݕ߲ݔ߲

൅
݇௜
ଶ

2
	
߲ଶܷ଴
ଶݕ߲

൅ ⋯൅
݄௜
௡

݊!
	
߲௡ܷ଴
௡ݔ߲

൅ ⋯൅
݇௜
௡

݊!
	
߲௡ܷ଴
௡ݕ߲

൅⋯ 

[4.7] 

 

En donde: 

Ui = U(xi,yi) representa el valor exacto de la función en el nodo i 

U0 = U(x0,y0) representa el valor exacto de la función en el nodo central de la estrella. 

Los valores de los incrementos hi y ki son los siguientes: 

0

0

yyk

xxh

ii

ii




 

Truncando el desarrollo de Taylor en los términos de orden 2 se obtiene una aproximación de la 

función Ui, que denominamos ui: 

 

௜ݑ ൌ ଴ݑ ൅ ݄௜ 	
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

൅
݇௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

 

[4.8] 
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En donde: 

ui=u(xi,yi) representa el valor aproximado de la función en el nodo i de coordenadas (xi, yi). 

u0=u(x0,y0)  representa el valor aproximado de la función en el nodo central de la estrella. 

 

El error cometido con el truncamiento citado será: 

 

௜ܧ ൌ ଴ݑ	 െ ௜ݑ ൅ ݄௜ 	
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅
݇௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

 

[4.9] 

Realizando  la  suma  de  los  errores  cuadráticos  ponderados  de  cada  uno  de  los  nodos  de  la 

estrella, se define el siguiente funcional para cada estrella del dominio: 

 

ሿݑହሾܤ ൌ 	෍ቈቆݑ଴ െ ௜ݑ ൅ ݄௜ 	
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅
݇௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

ቇ ,ሺ݄௜ݓ		 ݇௜ሻ቉
ଶே

௜ୀଵ

 

[4.10] 

Donde: 

w(hi, ki) es una función de ponderación dependiente de la distancia de cada nodo al nodo central 

de la estrella. 

Minimizando  el  funcional  B5[u]  respecto  de  las  derivadas  parciales,  se  obtiene  el  siguiente 

sistema de 5 ecuaciones con 5 incógnitas: 

෍ሺݑ଴ െ ௜ݑ ൅ ݄௜
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
1
2
	ቆ݄௜

ଶ 	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅ ݇௜
ଶ 	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅ 2݄௜݇௜	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

ቇ݄௜	ݓଶ ൌ 0

ே

௜ୀଵ

 

෍ሺݑ଴ െ ௜ݑ ൅ ݄௜
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
1
2
	ቆ݄௜

ଶ 	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅ ݇௜
ଶ 	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅ 2݄௜݇௜	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

ቇ݇௜	ݓଶ ൌ 0

ே

௜ୀଵ

 

෍ሺݑ଴ െ ௜ݑ ൅ ݄௜
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
1
2
	ቆ݄௜

ଶ 	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅ ݇௜
ଶ 	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅ 2݄௜݇௜	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

ቇ
݄௜
ଶ

2
ଶݓ	 ൌ 0

ே

௜ୀଵ

 

෍ሺݑ଴ െ ௜ݑ ൅ ݄௜
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
1
2
	ቆ݄௜

ଶ 	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅ ݇௜
ଶ 	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅ 2݄௜݇௜	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

ቇ
݇௜
ଶ

2
ଶݓ	 ൌ 0

ே

௜ୀଵ

 

෍ሺݑ଴ െ ௜ݑ ൅ ݄௜
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
1
2
	ቆ݄௜

ଶ 	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅ ݇௜
ଶ 	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅ 2݄௜݇௜	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

ቇ݄௜݇௜	ݓଶ ൌ 0

ே

௜ୀଵ

 

[4.11] 
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Este sistema se puede representar en forma matricial de la siguiente manera: 

ሾۯሿ ∙ 	 ሾ۲ܝሿ ൌ 	 ሾ܊ሿ 

Donde Du  es  el  vector  de  incógnitas,  las  cuales  son  precisamente  las  derivadas  parciales  que 

buscamos sustituir en la ecuación diferencial que representa el problema.  

௨ܦ ൌ ቊ
଴ݑ߲
ݔ߲

,
଴ݑ߲
ݕ߲

,
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

,
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

	 ,
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

ቋ
்

 

[4.12] 

 

b es el vector de los términos independientes del sistema, igual a: 

 

܊ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

෍ሺെݑ଴ ൅ ,ሺ݄௜ݓ	݄௜		௜ሻݑ ݇௜ሻଶ
ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ,ሺ݄௜ݓ	݇௜		௜ሻݑ ݇௜ሻଶ
ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ௜ሻݑ
		݄௜

ଶ

2
,ሺ݄௜ݓ	 ݇௜ሻଶ

ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ௜ሻݑ
		݇௜

ଶ

2
,ሺ݄௜ݓ	 ݇௜ሻଶ

ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ,ሺ݄௜ݓ	݇௜	݄௜			௜ሻݑ ݇௜ሻଶ
ே

௜ୀଵ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

					 

[4.13] 

 

Por último A es la matriz de los coeficientes cuya expresión es la siguiente: 
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























































N

i
ii

N

i

ii
N

i

i

N

i

ii
N

i

ii
N

i

i

N

i
ii

N

i

iii
i

N

i
ii

N

i

ii
N

i

i
N

i
iii

wkh

w
kh

w
k

SIM

w
kh

w
kh

w
h

wkhw
k

w
kh

wk

wkhw
kh

w
h

wkhwh

1

222

1

2
3

1

2
4

1

2
3

1

2
22

1

2
4

1

22

1

2
3N

1i

2
2

22

1

22

1

2
2

1

2
3

1

222

22

244

22

22
N

1i

N

1i

A
 

[4.14] 

 

Se puede observar que  la matriz A es una matriz  simétrica y para que ésta no  sea  singular  la 

estrella debe poseer al menos cinco nodos sin contar el nodo central. 

Para la resolución de este sistema de ecuaciones, y dado que la matriz A es simétrica, se puede 

aplicar  la descomposición de Cholesky, descomponiéndose  la matriz A  en  el producto de dos 

matrices: una matriz triangular inferior multiplicada por su traspuesta, esto es: 

ሾۯሿ ൌ 	 ሾࡸሿ 	 ∙ 	 ሾࡸሿࢀ 

 

El sistema a resolver quedaría de la siguiente forma: 

ሾۯሿ ∙ 	 ሾ۲ܝሿ ൌ 	 ሾۺሿ 	 ∙ 	 ሾۺሿ܂ ∙ ሾ۲ܝሿ ൌ ሾ܊ሿ 

Siendo: 

 

ۺ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
݈ଵଵ
݈ଶଵ
݈ଷଵ
݈ସଵ
݈ହଵ

					

0
݈ଶଶ
݈ଷଶ
݈ସଶ
݈ହଶ

					

0
0
݈ଷଷ
݈ସଷ
݈ହଷ

				

0
0
0
݈ସସ
݈ହସ

				

0
0
0
0
݈ହହ

				

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

		  ܂ۺ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ଵଵ݈ۍ
0
0
0
0

				

݈ଶଵ
݈ଶଶ
0
0
0

				

݈ଷଵ
݈ଷଶ
݈ଷଷ
0
0

				

݈ସଵ
݈ସଶ
݈ସଷ
݈ସସ
0

				

݈ହଵ
݈ହଶ
݈ହଷ
݈ହସ
݈ହହ

	

ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 

Este sistema se puede resolver en dos etapas. 

1. Llamando a   ሾۺሿ܂ ∙ ሾ۲ܝሿ ൌ ሾ܇ሿ , el sistema quedaría:  

ሾۺሿ 	 ∙ 	 ሾۺሿ܂ ∙ 	 ሾ۲ܝሿ ൌ 	 ሾۺሿ 	 ∙ 	 ሾ܇ሿ ൌ ሾ܊ሿ 
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El desarrollo del sistema ሾۺሿ 	 ∙ 	 ሾ܇ሿ ൌ ሾ܊ሿ en forma matricial es el siguiente: 

  	

	

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
݈ଵଵ
݈ଶଵ
݈ଷଵ
݈ସଵ
݈ହଵ

					

0
݈ଶଶ
݈ଷଶ
݈ସଶ
݈ହଶ

					

0
0
݈ଷଷ
݈ସଷ
݈ହଷ

					

0
0
0
݈ସସ
݈ହସ

				

0
0
0
0
݈ହହے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

		

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵݕ
ଶݕ
ଷݕ
ସݕ
ےହݕ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ ෍ሺെݑ଴ ൅ ,ሺ݄௜ݓ	݄௜		௜ሻݑ ݇௜ሻଶ

ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ,ሺ݄௜ݓ	݇௜		௜ሻݑ ݇௜ሻଶ
ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ௜ሻݑ
		݄௜

ଶ

2
,ሺ݄௜ݓ	 ݇௜ሻଶ

ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ௜ሻݑ
		݇௜

ଶ

2
,ሺ݄௜ݓ	 ݇௜ሻଶ

ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ,ሺ݄௜ݓ	݇௜	݄௜			௜ሻݑ ݇௜ሻଶ
ே

௜ୀଵ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

 

[4.15] 

Resolviendo el sistema anterior, queda: 

y୩ ൌ ሺെu଴ሻ ∙ 	෍M୩୧		c୧

ହ

୧ୀଵ

൅	෍ݑ௝ 	 ∙ 		෍ܯ௞௜		 ௝݀௜

ହ

௜ୀଵ

ே

௝ୀଵ

 

[4.16] 

En donde: 

௜௝ܯ ൌ ሺെ1ሻଵିఋ೔ೕ 	
1
݈௜௜
	෍ ݈௜௞		ܯ௞௝

௜ିଵ

௞ୀ௝

																														݅ ൐ ݆ 

௜௝ܯ ൌ 	
1
݈௜௜
																																																																								݅ ൌ ݆ 

௜௝ܯ ൌ 	0																																																																										݅ ൏ ݆ 

 

En  la que ij es  la  función delta de Kronecker, y  los  coeficientes  ci y dji adoptan  las  siguientes 
expresiones: 

ܿ௜ ൌ෍ ௝݀௜

ே

௝ୀଵ

 

௝݀ଵ ൌ 	 ௝݄		ݓଶ         ௝݀ଶ ൌ 	 ௝݇		ݓଶ           ௝݀ଷ ൌ 	
௛ೕ

మ

ଶ
ଶ        ௝݀ସݓ		 ൌ 	

௞ೕ
మ

ଶ
ଶ        ௝݀ହݓ		 ൌ 	 ௝݄	݇௝		ݓଶ 
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2. A  partir  de  los  valores  yk  se  pueden  obtener  las  derivadas  parciales  ሾ۲ܝሿ  resolviendo  el 

sistema: 

ሾۺሿ܂ ∙ ሾ۲ܝሿ ൌ ሾ܇ሿ 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
݈ଵଵ
݈ଶଵ
݈ଷଵ
݈ସଵ
݈ହଵ

					

0
݈ଶଶ
݈ଷଶ
݈ସଶ
݈ହଶ

					

0
0
݈ଷଷ
݈ସଷ
݈ହଷ

					

0
0
0
݈ସସ
݈ହସ

				

0
0
0
0
݈ହହے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

		

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0ݑ߲
ݔ߲
0ݑ߲
ݕ߲

0ݑ2߲
2ݔ߲

0ݑ2߲
2ݕ߲

0ݑ2߲
ےݕ߲ݔ߲

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

ଵݕ
ଶݕ
ଷݕ
ସݕ
یହݕ

ۋ
ۊ
 

[4.17] 

 

Al  resolver  dicho  sistema  se  obtiene  la  siguiente  fórmula  recursiva  que  permite  calcular  las 

expresiones explícitas de las derivadas parciales en diferencias finitas generalizadas: 

 

௨ሺ݇ሻܦ ൌ
1
݈௞௞

	൥ݕ௞ െ	෍ ݈௞ା௜,௞		ܦ௨ሺ݇ ൅ ݅ሻ

ହି௞

௜ୀଵ

൩

ൌ 	
1
݈௞௞

	቎ሺെu଴ሻ ∙ 	෍M୩୧		c୧

ହ

୧ୀଵ

൅	෍ݑ௝ 	 ∙ 		෍ܯ௞௜		 ௝݀௜

ହ

௜ୀଵ

ே

௝ୀଵ

െ	෍ ݈௞ା௜,௞		ܦ௨ሺ݇ ൅ ݅ሻ

ହି௞

௜ୀଵ

቏ 

[4.18] 

 

A  continuación  se  sustituyen  las  fórmulas  explícitas  de  las  derivadas  parciales  en  diferencias 

finitas generalizadas en la ecuación diferencial original: 

 

ଵܣ
߲ܷሺݔ, ሻݕ
ݔ߲

൅ ଶܣ
߲ܷሺݔ, ሻݕ
ݕ߲

൅ ଷܣ
߲ଶܷሺݔ, ሻݕ
ଶݔ߲

൅ ସܣ
߲ଶܷሺݔ, ሻݕ
ଶݕ߲

൅ ହܣ
߲ଶܷሺݔ, ሻݕ
ݕ߲	ݔ߲

ൌ ,ݔሺܨ  ሻݕ

[4.19] 
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Una vez agrupados los términos, la expresión que finalmente se obtiene es la siguiente:  

 

െ݉଴	ݑ଴ ൅	෍ ௝݉	ݑ௝ ൌ ,଴ݔሺܨ ଴ሻݕ ൌ ଴݂

ே

௝ୀଵ

 

[4.20] 

 

La expresión obtenida se denomina ecuación de  la estrella. Esta ecuación relaciona  los valores 

de la función en el centro de la estrella y en los nodos de la misma con el valor de la función F en 

el centro de la estrella. Los coeficientes m0 y mj dependen del número de nodos de la estrella N, 

de los incrementos hj y kj y de la función de ponderación w: 

m0= m0 (N, hj, kj, w) 

mj= mj (N, hj, kj, w) 

 

En la ecuación anterior se cumple, por definición: 

	

െ݉଴ 	൅	෍ ௝݉ 	ൌ 0

ே

௝ୀଵ

 

 

4.5. Discretización	espacial	en	X	e	Y	hasta	4º	orden	

En este caso se va a obtener la formulación en diferencias finitas generalizadas para la resolución 

de  problemas  gobernados  por  ecuaciones  diferenciales  con  derivadas  parciales  de  hasta  4º 

orden. 

 

Sea la ecuación diferencial en derivadas parciales en un dominio   R2, con frontera : 

 

),(
),(),(

),(),(),(),(),(),(

),(),(),(),(),(),(

4

4

143

4

13

22

4

123

4

114

4

103

3

92

3

82

3

7

3

3

6

2

52

2

42

2

321

yxF
y

yxU
A

yx

yxU
A

yx

yxU
A

yx

yxU
A

x

yxU
A

y

yxU
A

yx

yxU
A

yx

yxU
A

x

yxU
A

yx

yxU
A

y

yxU
A

x

yxU
A

y

yxU
A

x

yxU
A




































































 

[4.21] 
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Con la condición de contorno:  

 

ߚ
߲ܷ
߲݊

൅ ܷ	ߛ	 ൌ ݃ሺݔ,  Ωሻ	݁݀	ܽݎ݁ݐ݊݋ݎሺ݂	Γ		݁݊																	ሻݕ

[4.22] 

 

 

 

Esta condición de contorno desarrollada es la siguiente: 

),(
),(),(),(),(

),(),(),(),(),(
),(

1092

2

8

2

7

2

2

63

3

52

3

42

3

33

3

21

yxg
y

yxU
a

x

yxU
a

y

yxU
a

yx

yxU
a

x

yxU
a

y

yxU
a

yx

yxU
a

yx

yxU
a

x

yxU
ayxUa













































 

[4.23] 

 

En donde U(x,y) es una función al menos dos veces diferenciable en , y, A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7, 

A8, A9, A10, A11, A12, A13, A14, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9, y a10 son constantes. 

 

Al efectuar el desarrollo de Taylor U(x,y) en torno al nodo central de coordenadas (x0, y0), para 

cada nodo de la estrella de coordenadas (xi, yi) se tiene: 

 

௜ܷ ൌ ܷ଴ ൅ ݄௜ 	
߲ܷ଴
ݔ߲

൅ ݇௜
߲ܷ଴
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ

2
	
߲ଶܷ଴
ଶݔ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
߲ଶܷ଴
ݕ߲ݔ߲

൅
݇௜
ଶ

2
	
߲ଶܷ଴
ଶݕ߲

൅
݄௜
ଷ

6
	
߲ଷܷ଴
ଷݔ߲

൅
݇௜
ଷ

6
	
߲ଷܷ଴
ଷݕ߲

൅
݄௜
ଶ݇௜
2

	
߲ଷܷ଴
ݕଶ߲ݔ߲

൅
݄௜݇௜

ଶ

2
	
߲ଷܷ଴
ଶݕ߲ݔ߲

൅
݄௜
ସ

24
	
߲ସܷ଴
ସݔ߲

൅
݇௜
ସ

24
	
߲ସܷ଴
ସݕ߲

൅
݄௜
ଷ݇௜
6

	
߲ସܷ଴
ݕଷ߲ݔ߲

൅
݄௜
ଶ݇௜

ଶ

4
	
߲ସܷ଴
ଶݕଶ߲ݔ߲

൅
݄௜݇௜

ଷ

6
	
߲ସܷ଴
ଷݕ߲ݔ߲

൅ ⋯൅
݄௜
௡

݊!
	
߲௡ܷ଴
௡ݔ߲

൅ ⋯൅
݇௜
௡

݊!
	
߲௡ܷ଴
௡ݕ߲

൅⋯ 

[4.24] 

 

En donde: 

Ui = U(xi,yi) representa el valor exacto de la función en el nodo i 

U0 = U(x0,y0) representa el valor exacto de la función en el nodo central de la estrella. 
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Los valores de los incrementos hi y ki son los siguientes: 

0

0

yyk

xxh

ii

ii




 

Truncando el desarrollo de Taylor en los términos de orden 4 se obtiene una aproximación de la 

función Ui, que denominamos ui: 

 

௜ݑ ൌ ଴ݑ ൅ ݄௜ 	
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

൅
݇௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅
݄௜
ଷ

6
	
߲ଷݑ଴
ଷݔ߲

൅
݇௜
ଷ

6
	
߲ଷݑ଴
ଷݕ߲

൅
݄௜
ଶ݇௜
2

	
߲ଷݑ଴
ݕଶ߲ݔ߲

൅
݄௜݇௜

ଶ

2
	
߲ଷݑ଴
ଶݕ߲ݔ߲

൅
݄௜
ସ

24
	
߲ସݑ଴
ସݔ߲

൅
݇௜
ସ

24
	
߲ସݑ଴
ସݕ߲

൅
݄௜
ଷ݇௜
6

	
߲ସݑ଴
ݕଷ߲ݔ߲

൅
݄௜
ଶ݇௜

ଶ

4
	
߲ସݑ଴
ଶݕଶ߲ݔ߲

൅
݄௜݇௜

ଷ

6
	
߲ସݑ଴
ଷݕ߲ݔ߲

 

[4.25] 

 

En donde: 

ui=u(xi,yi) representa el valor aproximado de la función en el nodo i de coordenadas (xi, yi). 

u0=u(x0,y0)  representa el valor aproximado de la función en el nodo central de la estrella. 

 

El error cometido con el truncamiento citado será: 

 

௜ܧ ൌ ଴ݑ	 െ ௜ݑ ൅ ݄௜ 	
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅
݇௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

൅
݄௜
ଷ

6
	
߲ଷݑ଴
ଷݔ߲

൅
݇௜
ଷ

6
	
߲ଷݑ଴
ଷݕ߲

൅
݄௜
ଶ݇௜
2

	
߲ଷݑ଴
ݕଶ߲ݔ߲

൅
݄௜݇௜

ଶ

2
	
߲ଷݑ଴
ଶݕ߲ݔ߲

൅
݄௜
ସ

24
	
߲ସݑ଴
ସݔ߲

൅
݇௜
ସ

24
	
߲ସݑ଴
ସݕ߲

൅
݄௜
ଷ݇௜
6

	
߲ସݑ଴
ݕଷ߲ݔ߲

൅
݄௜
ଶ݇௜

ଶ

4
	
߲ସݑ଴
ଶݕଶ߲ݔ߲

൅
݄௜݇௜

ଷ

6
	
߲ସݑ଴
ଷݕ߲ݔ߲

 

[4.26] 

 

A continuación se define el siguiente funcional para cada estrella del dominio, que corresponde a 

la suma de los errores cuadráticos ponderados de cada uno de los nodos de la estrella: 
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ሿݑଵସሾܤ ൌ 	෍ቈቆݑ଴ െ ௜ݑ ൅ ݄௜ 	
଴ݑ߲
ݔ߲

൅ ݇௜
଴ݑ߲
ݕ߲

൅
݄௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

൅
݇௜
ଶ

2
	
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

൅ ݄௜݇௜ 	
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

൅
݄௜
ଷ

6
	
߲ଷݑ଴
ଷݔ߲

൅
݇௜
ଷ

6
	
߲ଷݑ଴
ଷݕ߲

ே

௜ୀଵ

൅
݄௜
ଶ݇௜
2

	
߲ଷݑ଴
ݕଶ߲ݔ߲

൅
݄௜݇௜

ଶ

2
	
߲ଷݑ଴
ଶݕ߲ݔ߲

൅
݄௜
ସ

24
	
߲ସݑ଴
ସݔ߲

൅
݇௜
ସ

24
	
߲ସݑ଴
ସݕ߲

൅
݄௜
ଷ݇௜
6

	
߲ସݑ଴
ݕଷ߲ݔ߲

൅
݄௜
ଶ݇௜

ଶ

4
	
߲ସݑ଴
ଶݕଶ߲ݔ߲

൅
݄௜݇௜

ଷ

6
	
߲ସݑ଴
ଷݕ߲ݔ߲

ቇ ,ሺ݄௜ݓ		 ݇௜ሻ቉
ଶ

 

[4.27] 

 

Donde: 

w(hi, ki) es una función de ponderación dependiente de la distancia de cada nodo al nodo central 

de la estrella. 

Minimizando  el  funcional  B14[u]  respecto  a  las  derivadas  parciales,  se  obtiene  el  siguiente 

sistema de 14 ecuaciones con 14 incógnitas: 

ሾۯሿ ∙ 	 ሾ۲ܝሿ ൌ 	 ሾ܊ሿ 

[4.28] 

 

En este sistema la matriz de las derivadas parciales es la siguiente: 

௨ܦ ൌ ቊ
଴ݑ߲
ݔ߲

,
଴ݑ߲
ݕ߲

,
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

,
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

,
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

,
߲ଷݑ଴
ଷݔ߲

,
߲ଷݑ଴
ଷݕ߲

,
߲ଷݑ଴
ݕଶ߲ݔ߲

,
߲ଷݑ଴
ଶݕ߲ݔ߲

,
߲ସݑ଴
ସݔ߲

,
߲ସݑ଴
ସݕ߲

,
߲ସݑ଴
ݕଷ߲ݔ߲

,
߲ସݑ଴
ଶݕଶ߲ݔ߲

,
߲ସݑ଴
ଷݕ߲ݔ߲

ቋ
்

 

[4.29] 

La matriz ሾۯሿ es simétrica, siendo necesario 14 ecuaciones para resolver el sistema. Esto equivale 

a decir que  las estrellas deben  tener al menos 14 nodos más el nodo central. Las expresiones 

explícitas  de  los  elementos  de  la matriz  ሾ۲ܝሿ  dependen  del  número  de  nodos,  la  selección  y 

disposición de los nodos y la función de ponderación. 

 

El sistema mencionado se puede resolver análogamente al caso de  la discretización de hasta 2º 

orden, obteniéndose la siguiente fórmula recursiva: 

௨ሺ݇ሻܦ ൌ
1
݈௞௞

	൥ݕ௞ െ	 ෍ ݈௞ା௜,௞		ܦ௨ሺ݇ ൅ ݅ሻ

ଵସି௞

௜ୀଵ

൩

ൌ 	
1
݈௞௞

	቎ሺെu଴ሻ ∙ 	෍M୩୧		c୧

ଵସ

୧ୀଵ

൅	෍ݑ௝ 	 ∙ 		෍ܯ௞௜		 ௝݀௜

ଵସ

௜ୀଵ

ே

௝ୀଵ

െ	 ෍ ݈௞ା௜,௞		ܦ௨ሺ݇ ൅ ݅ሻ

ଵସି௞

௜ୀଵ

቏ 

[4.30] 
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En donde: 

௜௝ܯ ൌ ሺെ1ሻଵିఋ೔ೕ 	
1
݈௜௜
	෍ ݈௜௞		ܯ௞௝

௜ିଵ

௞ୀ௝

																														݅ ൐ ݆																						݅, ݆ ൌ 1,… , 14 

௜௝ܯ ൌ 	
1
݈௜௜
																																																																								݅ ൌ ݆																						݅, ݆ ൌ 1,… , 14	 

௜௝ܯ ൌ 	0																																																																										݅ ൏ ݆																						݅, ݆ ൌ 1,… , 14						 

 

En  la que ij es  la  función delta de Kronecker, y  los coeficientes ci y dji adoptan  las  siguientes 

expresiones: 

ܿ௜ ൌ෍ ௝݀௜

ே

௝ୀଵ

 

௝݀ଵ ൌ 	 ௝݄		ݓଶ         ௝݀ଶ ൌ 	 ௝݇		ݓଶ           ௝݀ଷ ൌ 	
௛ೕ

మ

ଶ
ଶ        ௝݀ସݓ		 ൌ 	

௞ೕ
మ

ଶ
ଶ        ௝݀ହݓ		 ൌ 	 ௝݄	݇௝		ݓଶ 

௝݀଺ ൌ 	
௛ೕ

య

଺
        ଶݓ		 ௝݀଻ ൌ 	

௞ೕ
య

଺
            ଶݓ		 ௝଼݀ ൌ 	

௛ೕ
మ௞ೕ	

ଶ
      ଶݓ		 ௝݀ଽ ൌ 	

௛ೕ		௞ೕ
మ	

ଶ
     ଶݓ		 ௝݀ଵ଴ ൌ 	

௛ೕ
ర

ଶସ
 ଶݓ		

௝݀ଵଵ ൌ 	
௞ೕ

ర

ଶସ
     ଶݓ		 ௝݀ଵଶ ൌ 	

௛ೕ
య௞ೕ	

଺
       ଶݓ		 ௝݀ଵଷ ൌ 	

௛ೕ
మ	௞ೕ

మ

ସ
    ଶݓ		 ௝݀ଵସ ൌ 	

௛ೕ		௞ೕ
య	

଺
 ଶݓ		

 

Sustituyendo  las  expresiones  de  las  derivadas  parciales  en  la  ecuación  diferencial  original,  se 

obtiene:  

െ݉଴	ݑ଴ ൅	෍ ௝݉	ݑ௝ ൌ ,଴ݔሺܨ ଴ሻݕ ൌ ଴݂																																		ሺܰ ൒ 14ሻ

ே

௝ୀଵ

 

[4.31] 

 

La  expresión  obtenida  corresponde  a  la  ecuación  de  la  estrella.  Esta  ecuación  relaciona  los 

valores de  la  función en el centro de  la estrella y en  los nodos de  la misma con el valor de  la 

función F en el centro de la estrella. Los coeficientes m0 y mj dependen del número de nodos de 

la estrella N, de los incrementos hj y kj y de la función de ponderación w: 

m0= m0 (N, hj, kj, w) 

mj= mj (N, hj, kj, w) 

En la ecuación anterior se cumple, adicionalmente: 

െ݉଴ 	൅	෍ ௝݉ 	ൌ 0

ே

௝ୀଵ
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5. ESQUEMA	EN	D.F.G.	PARA	LA	ECUACION	DE	ONDAS	

Una  vez  expuestas  las  discretizaciones  espacial  y  temporal,  se  va  a  estudiar  la  aplicación  del 

método de diferencias finitas generalizadas a la resolución de problemas en elastodinámica. 

 

5.1. Ecuaciones	básicas	de	elastodinámica	

En  los  apartados  siguientes  se  expondrán  las  ecuaciones  que  gobiernan  la  formulación  de 

problemas en elastodinámica, en función de desplazamientos o en tensión y velocidad. 

 

5.1.1. Formulación	en	desplazamientos	

Las  ecuaciones  de  equilibrio  dinámico  en  elasticidad  para  el  caso  de  3  dimensiones  son  las 

siguientes: 

 

௫ߪ߲
ݔ߲

൅
߲߬௫௬
ݕ߲

൅
߲߬௫௭
ݖ߲

൅ ௫ܨ ൌ ߩ
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

 

߲߬௫௬
ݔ߲

൅
௬ߪ߲
ݕ߲

൅
߲߬௬௭
ݖ߲

൅ ௬ܨ ൌ ߩ
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

 

߲߬௫௭
ݔ߲

൅
߲߬௬௭
ݕ߲

൅
௭ߪ߲
ݖ߲

൅ ௭ܨ ൌ ߩ
߲ଶݑ௭
ଶݐ߲

 

[5.1] 

Estas ecuaciones escritas en notación indicial se reducen a la siguiente expresión: 

 

௜௝,௝ߪ ൅ ௜ܨ	 ൌ ,݅															ü௜	ߩ ݆ ൌ ,ݔ ,ݕ  ݖ

[5.2] 

 

Donde: 

ij:  Tensor de tensiones actuante 

Fi:  Fuerza por unidad de volumen, p.ej. el peso del material 

  Densidad del material 

ui:  Componentes del vector desplazamiento 

 

 

Las  tensiones  están  relacionadas  con  las  deformaciones  unitarias mediante  la  ley  de  Hooke 

generalizada para un medio elástico e isótropo: 

 

௜௝ߪ ൌ ௜௝ߜ	௞௞ߝ	ߣ ൅  ௜௝ߝ	ܩ2
[5.3] 
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ߣ ൌ
ܧ߭

ሺ1 ൅ ߭ሻሺ1 െ 2߭ሻ
ൌ

ܩ	߭	2
1 െ 2߭

	 

[5.4] 

 

Siendo  y G (módulo de rigidez) las denominadas constantes de Lamé. 

 

Estas ecuaciones, desarrolladas para el caso de 3 dimensiones, son las siguientes: 

 

௫ߪ ൌ ௫ߝ൫	ߣ ൅ ௬ߝ ൅ ௭൯ߝ ൅  ௫ߝ	ܩ	2

௬ߪ ൌ ௫ߝ൫	ߣ ൅ ௬ߝ ൅ ௭൯ߝ ൅  ௬ߝ	ܩ	2

௭ߪ ൌ ௫ߝ൫	ߣ ൅ ௬ߝ ൅ ௭൯ߝ ൅  ௭ߝ	ܩ	2

߬௫௬ ൌ  																															௫௬ߝ	ܩ	2

߬௬௭ ൌ  																															௬௭ߝ	ܩ	2

߬௫௭ ൌ  																															௫௭ߝ	ܩ	2
[5.5] 

 

Adicionalmente, la expresión que relaciona las deformaciones unitarias con los desplazamientos 

es la siguiente: 

௜௝ߝ ൌ
1
2
൫ݑ௜,௝ ൅  ௝,௜൯ݑ

[5.6] 

 

O bien, desarrolladas para el caso de 3 dimensiones: 

 

௫ߝ ൌ
௫ݑ߲
ݔ߲

௬ߝ																																								 ൌ
௬ݑ߲
ݕ߲

௭ߝ																																							 ൌ
௭ݑ߲
ݖ߲

																				 

 

  ௫௬ߝ ൌ 	
ଵ

ଶ
	ቀ
డ௨ೣ
డ௬

൅
డ௨೤
డ௫
ቁ										ߝ௬௭ ൌ 	

ଵ

ଶ
	ቀ
డ௨೤
డ௭

൅
డ௨೥
డ௬
ቁ										߬௫௭ ൌ 	

ଵ

ଶ
	ቀ
డ௨ೣ
డ௭

൅
డ௨೥
డ௫
ቁ    	

 

[5.7] 

 

 

Sustituyendo  la expresión de  las deformaciones unitarias en  las ecuaciones de  la Ley de Hooke, 

resulta: 

 

௜௝ߪ ൌ ௜௝ߜ	௞,௞ݑ	ߣ ൅ ݆,݅ݑ൫	ܩ ൅  ൯݅,݆ݑ
[5.8] 
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Introduciendo esta expresión en  las ecuaciones de equilibrio dinámico y considerando nulas  las 

fuerzas unitarias volumétricas Fi, resulta la siguiente ecuación: 

 

௜௝,௝ߪ ൌ ௞,௞௜ݑ	ߣ ൅ ௜,௝௝ݑ൫	ܩ ൅ ௝,௜௝൯ݑ ൌ ,݅															ü௜	ߩ ݆ ൌ ,ݔ ,ݕ  ݖ

[5.9] 

 

Cambiando el subíndice mudo j por k, resulta: 

 

௜௞,௞ߪ ൌ ௞,௞௜ݑ	ߣ ൅ ௜,௞௞ݑ൫	ܩ ൅ ௞,௜௞൯ݑ ൌ ሺߣ ൅ ௞,௜௞ݑሻܩ ൅ ௜,௞௞ݑ	ܩ ൌ ,݅															ü௜	ߩ ݆ ൌ ,ݔ ,ݕ  ݖ

	
[5.10] 

 

Desarrollando la ecuación anterior, queda: 

 

ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௬
ݕ߲ݔ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௭
ݖ߲ݔ߲

൅ ܩ ቆ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ௫
ଶݕ߲

൅
߲ଶݑ௫
ݖ߲

ቇ ൌ ߩ
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

 

 

ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௫
ݕ߲ݔ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௬
ଶݕ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௭
ݖ߲ݕ߲

൅ ܩ ቆ
߲ଶݑ௬
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ௬
ଶݕ߲

൅
߲ଶݑ௬
ݖ߲

ቇ ൌ ߩ
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

 

 

ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௫
ݖ߲ݔ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௬
ݖ߲ݕ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௭
ଶݖ߲

൅ ܩ ቆ
߲ଶݑ௭
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ௭
ଶݕ߲

൅
߲ଶݑ௭
ݖ߲

ቇ ൌ ߩ
߲ଶݑ௭
ଶݐ߲

 

[5.11] 

 

En el caso de dos dimensiones las ecuaciones resultantes son: 

 

ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௬
ݕ߲ݔ߲

൅ ܩ ቆ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ௫
ଶݕ߲

ቇ ൌ ߩ
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

 

ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௫
ݕ߲ݔ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௬
ଶݕ߲

൅ ܩ ቆ
߲ଶݑ௬
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ௬
ଶݕ߲

ቇ ൌ ߩ
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

 

[5.12] 

 

Esta  formulación  en  desplazamientos  gobierna  el  comportamiento  de  problemas  en 

elastodinámica en 2 dimensiones. 

 

O bien, escritas de otra manera: 
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߲ ൤ሺߣ ൅ ሻܩ2
௫ݑ߲
ݔ߲ ൅ ߣ

௬ݑ߲
ݕ߲ ൨

ݔ߲
൅
߲ ൤ܩ ൬

௫ݑ߲
ݕ߲ ൅

௬ݑ߲
ݔ߲ ൰൨

ݕ߲
ൌ
௫ߪ߲
ݔ߲

൅
߲߬௫௬
ݕ߲

ൌ ߩ
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

 

 

߲ ൤ܩ ൬
௫ݑ߲
ݕ߲ ൅

௬ݑ߲
ݔ߲ ൰൨

ݔ߲
൅
߲ ൤ߣ

௫ݑ߲
ݔ߲ ൅ ሺߣ ൅ ሻܩ2

௬ݑ߲
ݕ߲ ൨

ݕ߲
ൌ
߲߬௫௬
ݔ߲

൅
௬ߪ߲
ݕ߲

ൌ ߩ
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

 

[5.13] 

 

Las 2 ecuaciones anteriores se pueden escribir empleando el operador ׏ൌ ଓԦ డ
డ௫
൅ ଔԦ డ

డ௬
 

 

ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ ൬
௫ݑ߲
ݔ߲ ൅

௬ݑ߲
ݕ߲ ൰

ݔ߲
൅ ܩ ቆ

߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ௫
ଶݕ߲

ቇ ൌ ሺߣ ൅ 	ሻܩ
߲ሺ׏	ݑሬԦሻ	
ݔ߲

൅ ௫ݑଶ׏	ܩ ൌ ߩ	
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

 

ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ ൬
௫ݑ߲
ݔ߲ ൅

௬ݑ߲
ݕ߲ ൰

ݕ߲
൅ ܩ ቆ

߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ௫
ଶݕ߲

ቇ ൌ ሺߣ ൅ 	ሻܩ
߲ሺ׏	ݑሬԦሻ	
ݕ߲

൅ ௬ݑଶ׏	ܩ ൌ ߩ	
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

 

[5.14] 

 

O en forma vectorial: 

ሺߣ ൅ ׏ሺ	׏	ሻܩ ∙ ሬԦሻݑ	 ൅ ሬԦݑଶ׏	ܩ ൌ ߩ	
߲ଶ	ݑሬԦ
ଶݐ߲

 

[5.15] 

 

Como ׏ଶݑሬԦ ൌ ׏ሺ	׏	 ∙ ሬԦሻݑ െ	׏	x	׏	x	ݑ	ሬሬሬԦ	o, resulta: 
 

ሺߣ ൅ ׏ሺ	׏	ሻܩ2 ∙ ሬԦሻݑ	 െ ሬሬሬԦ	ݑ	x	׏	x	׏	ܩ ൌ ߩ	
߲ଶ	ݑሬԦ
ଶݐ߲

 

[5.16] 

 

Efectuando la divergencia de esta ecuación y recordando la siguiente identidad: 

 

׏ ∙ ൫׏ 	ൈ	⊞ሬሬሬሬԦ൯ ൌ 0 

[5.17] 

Donde ⊞ሬሬሬሬԦ representa cualquier cantidad vectorial. 
 

Resulta: 

ሺߣ ൅ ׏ሺ	ଶ׏	ሻܩ2 ∙ ሬԦሻݑ	 ൌ ߩ	
߲ଶ	ሺ׏ ∙ ሬԦሻݑ

ଶݐ߲
 

[5.18] 



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

49 
 

Esta  ecuación  indica  que  cualquier  distorsión  asociada  con  un  cambio  en  el  volumen  de  los 

elementos del medio (׏ ∙ u) se va a propagar en la forma de una onda con una velocidad: 

 

௣ݒ ൌ ߙ ൌ ඨ
ߣ ൅ ܩ2
ߩ

ൌ ඨΚ ൅
4
ܩ3

ߩ
 

[5.19] 

Siendo K el módulo de deformación volumétrica: 

 

Κ ൌ
ܧ

3ሺ1 െ 2߭ሻ
ൌ ߣ ൅

2
3
 ܩ

[5.20] 

 

Si ahora efectuamos el rotacional de la ecuación vectorial citada anteriormente, queda: 

 

ሺߣ ൅ ׏ሻܩ2 ൈ	ሾ׏	ሺ׏ ∙ ሬԦሻሿݑ	 െ ׏	ܩ ൈ ሺ׏	x	׏	x	ݑ	ሬሬሬԦሻ ൌ ߩ	
߲ଶሺ׏ ൈ ሬԦሻݑ

ଶݐ߲
 

[5.21] 

Sabiendo que: 

׏ ൈ ׏ ∙⊞ൌ 0 
[5.22] 

Donde ⊞ሬሬሬሬԦ representa cualquier cantidad vectorial. 
 

Y teniendo en cuenta la igualdad siguiente que resulta de la identidad citada anteriormente: 

 

׏ଶ൫׏ ൈ∙⊞ሬሬሬሬԦ൯ ൌ ׏ቀ	׏	 ∙ ൫׏ ൈ∙⊞ሬሬሬሬԦ൯ቁ െ	ቀ׏	x	׏	x	൫׏ ൈ∙⊞ሬሬሬሬԦ൯ቁ ൌ െቀ׏	x	׏	x	൫׏ ൈ∙⊞ሬሬሬሬԦ൯ቁ 

[5.23] 

 

Se llega a: 

׏ଶሺ׏	ܩ ൈ∙ ሬԦሻݑ ൌ ߩ	
߲ଶሺ׏ ൈ ሬԦሻݑ

ଶݐ߲
 

[5.24] 

Esta ecuación  indica que  cualquier distorsión  asociada  con una deformación  tangencial de  los 

elementos del medio elástico se va a propagar en forma de onda con una velocidad vs: 

 

௦ݒ ൌ ߚ ൌ ඨ
ܩ
ߩ
 

[5.25] 
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5.1.2. Formulación	en	tensión‐velocidad	

Se parte de las ecuaciones, ya citadas anteriormente, de equilibrio dinámico en elasticidad: 

 

௜௝,௝ߪ ൅ ௜ܨ	 ൌ ,݅															ü௜	ߩ ݆ ൌ ,ݔ ,ݕ  ݖ

[5.26] 

 

Donde: 

ij:  Tensor de tensiones actuante 

Fi:  Fuerza por unidad de volumen, p.ej. el peso del material 

  Densidad del material 

ui:  Componentes del vector desplazamiento 

 

Las ecuaciones anteriores se pueden escribir en función de la velocidad vi : 

 

௫ߪ߲
ݔ߲

൅
߲߬௫௬
ݕ߲

൅
߲߬௫௭
ݖ߲

൅ ௫ܨ ൌ ߩ
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

ൌ ߩ
௫ݒ߲
ݐ߲

 

߲߬௫௬
ݔ߲

൅
௬ߪ߲
ݕ߲

൅
߲߬௬௭
ݖ߲

൅ ௬ܨ ൌ ߩ
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

ൌ ߩ
௬ݒ߲
ݐ߲

 

߲߬௫௭
ݔ߲

൅
߲߬௬௭
ݕ߲

൅
௭ߪ߲
ݖ߲

൅ ௭ܨ ൌ ߩ
߲ଶݑ௭
ଶݐ߲

ൌ ߩ
௭ݒ߲
ݐ߲

 

[5.27] 

 

Las tensiones se relacionan con las deformaciones unitarias teniendo en cuenta la ley de Hooke 

generalizada para un medio elástico e isótropo: 

 

௜௝ߪ ൌ ௜௝ߜ	௞௞ߝ	ߣ ൅  ௜௝ߝ	ܩ2
[5.28] 

 

ߣ ൌ
ܧ߭

ሺ1 ൅ ߭ሻሺ1 െ 2߭ሻ
ൌ

ܩ	߭	2
1 െ 2߭

	 

[5.29] 

 

Siendo  y G (módulo de rigidez) las denominadas constantes de Lamé. 

 

Adicionalmente, la expresión que relaciona las deformaciones unitarias con los desplazamientos 

es la siguiente: 

௜௝ߝ ൌ
1
2
൫ݑ௜,௝ ൅  ௝,௜൯ݑ

[5.30] 
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Sustituyendo  la  expresión  anterior  en  la  ecuación  de  Hooke  se  obtiene  la  relación  entre 

tensiones y desplazamientos: 

 

௜௝ߪ ൌ ௜௝ߜ	௞,௞ݑ	ߣ ൅ ௜,௝ݑ൫ܩ ൅  ௝,௜൯ݑ

[5.31] 

 

Desarrollando esta expresión, resulta: 

 

௫ߪ ൌ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௫ݑ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݑ߲
ݕ߲

൅ ߣ
௭ݑ߲
ݖ߲

 

௬ߪ ൌ ߣ
௫ݑ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௬ݑ߲
ݕ߲

൅ ߣ
௭ݑ߲
ݖ߲

 

௭ߪ ൌ ߣ
௫ݑ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݑ߲
ݕ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௭ݑ߲
ݖ߲

 

߬௫௬ ൌ 	ܩ	 ቆ
௫ݑ߲
ݕ߲

൅
௬ݑ߲
ݔ߲

ቇ																											 

߬௬௭ ൌ 	ܩ	 ቆ
௬ݑ߲
ݖ߲

൅
௭ݑ߲
ݕ߲

ቇ																											 

߬௫௭ ൌ 	ܩ	 ൬
௫ݑ߲
ݖ߲

൅
௭ݑ߲
ݔ߲

൰																											 

[5.32] 

 

Derivando las igualdades anteriores respecto al tiempo, se tiene: 

 

௫ߪ߲
ݐ߲

ൌ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݒ߲
ݕ߲

൅ ߣ
௭ݒ߲
ݖ߲

 

௬ߪ߲
ݐ߲

ൌ ߣ
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௬ݒ߲
ݕ߲

൅ ߣ
௭ݒ߲
ݖ߲

 

௭ߪ߲
ݐ߲

ൌ ߣ
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݒ߲
ݕ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௭ݒ߲
ݖ߲

 

߲߬௫௬
ݐ߲

ൌ 	ܩ	 ቆ
௫ݒ߲
ݕ߲

൅
௬ݒ߲
ݔ߲

ቇ																											 

߲߬௬௭
ݐ߲

ൌ 	ܩ	 ቆ
௬ݒ߲
ݖ߲

൅
௭ݒ߲
ݕ߲

ቇ																											 

߲߬௫௭
ݐ߲

ൌ 	ܩ	 ൬
௫ݒ߲
ݖ߲

൅
௭ݒ߲
ݔ߲

൰																											 

[5.33] 
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Estas 6 ecuaciones  junto con  las 3 ecuaciones de equilibrio dinámico, son  las que gobiernan  la 

formulación de problemas en elastodinámica a partir de los parámetros de tensión y velocidad. 

 

En el caso de 2 dimensiones, las ecuaciones se reducen a las cinco siguientes: 

 

௫ߪ߲
ݔ߲

൅
߲߬௫௬
ݕ߲

൅ ௫ܨ ൌ ߩ
௫ݒ߲
ݐ߲

								 

߲߬௫௬
ݔ߲

൅
௬ߪ߲
ݕ߲

൅ ௬ܨ ൌ ߩ
௬ݒ߲
ݐ߲

									 

௫ߪ߲
ݐ߲

ൌ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݒ߲
ݕ߲

 

௬ߪ߲
ݐ߲

ൌ ߣ
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௬ݒ߲
ݕ߲

 

߲߬௫௬
ݐ߲

ൌ 	ܩ	 ቆ
௫ݒ߲
ݕ߲

൅
௬ݒ߲
ݔ߲

ቇ											 

[5.34] 

 

5.1.3. Condiciones	de	contorno	

La  adecuada  resolución  de  un  problema  en  elastodinámica  exige  definir,  además  de  la 

formulación  de  propagación  de  la  solicitación  en  el  medio  elástico  (ecuaciones  en  tensión‐

velocidad  o  en  desplazamientos),  unas  condiciones  de  contorno  que  han  de  incorporarse  al 

problema. 

 

Los dos tipos de condiciones de contorno que se habitualmente se consideran son las siguientes: 

 

 Condiciones de frontera tipo Dirichlet 

 Condiciones de superficie libre 

 

La  condición  de  frontera  tipo  Dirichlet  supone  imponer  un  desplazamiento  fijo  en  los  nodos 

frontera que delimitan el contorno  físico del problema. En el caso de 2 dimensiones  (x,y), esta 

condición es la siguiente: 

 

,ݔ௫ሺݑ ,ݕ 0ሻ ൌ ௫ݑ
௫,௬଴ ൌ ,ݔ௫଴ሺݑ  ሻݕ

 

,ݔ௬ሺݑ ,ݕ 0ሻ ൌ ௬ݑ
௫,௬଴ ൌ ,ݔ௬଴ሺݑ  ሻݕ

[5.35] 

 

En el caso de la condición de superficie libre, ésta se impone igualando la tensión en el punto del 

contorno al valor de la tensión a aplicar (definida por las condiciones de contorno). 
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Las ecuaciones que permiten imponer esta condición son las siguientes: 

 

௫ߪ ∙ ݊௫ ൅ ߬௫௬ ∙ ݊௬ ൅ ߬௫௭ ∙ ݊௭ ൌ ௫݌ ൌ ݃௫ሺݐሻ 

߬௫௬ ∙ ݊௫ ൅ ௬ߪ ∙ ݊௬ ൅ ߬௬௭ ∙ ݊௭ ൌ ௬݌ ൌ ݃௬ሺݐሻ 

߬௫௭ ∙ ݊௫ ൅ ߬௬௭ ∙ ݊௬ ൅ ௭ߪ ∙ ݊௭ ൌ ௭݌ ൌ ݃௭ሺݐሻ 

[5.36] 

 

Siendo: 

nx:  componente x de la normal a la superficie de contorno 

ny:  componente y de la normal a la superficie de contorno 

nz:  componente z de la normal a la superficie de contorno 

px:  componente x de la tensión normal en la superficie de contorno 

py:  componente y de la tensión normal en la superficie de contorno 

pz:  componente z de la tensión normal en la superficie de contorno 

 

Los  valores  gx(t),  gy(t)  y  gz(t)  son  funciones  del  tiempo,  de  forma  que  pueden  imponerse 

condiciones de contorno variables con el tiempo. 

 

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar en forma matricial: 

 

൥
௫ߪ ߬௫௬ ߬௫௭
߬௫௬ ௬ߪ ߬௬௭
߬௫௭ ߬௬௭ ௭ߪ

൩ ൥
݊௫
݊௬
݊௭
൩ ൌ 	 ቎

݃௫ሺݐሻ
݃௬ሺݐሻ
݃௭ሺݐሻ

቏ 

[5.37] 

 

O en dos dimensiones: 

ቂ
௫ߪ ߬௫௬
߬௫௬ ௬ߪ ቃ ቂ

݊௫
݊௬ቃ ൌ 	 ൤

݃௫ሺݐሻ
݃௬ሺݐሻ

൨ 

[5.38] 

 

En  el  caso  de  la  formulación  del  problema  de  elastodinámica  en  tensión  y  velocidad,  la 

implementación  de  este  tipo  de  condiciones  de  contorno  se  lleva  a  cabo  imponiendo 

directamente el valor de la tensión aplicada en el contorno. 

 

Si la formulación del problema en elastodinámica se lleva a cabo en desplazamientos, es preciso 

expresar las tensiones en función de los desplazamientos y los parámetros elásticos G y : 
 

 

 



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

54 
 

 

൥
௫ߪ ߬௫௬ ߬௫௭
߬௫௬ ௬ߪ ߬௬௭
߬௫௭ ߬௬௭ ௭ߪ

൩ ൥
݊௫
݊௬
݊௭
൩ ൌ

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
	ߣሺۍ ൅ ሻܩ	2

ݔݑ߲
ݔ߲

൅ ߣ
ݕݑ߲

ݕ߲
൅ ߣ

ݖݑ߲
ݖ߲

	ܩ ൬
ݔݑ߲
ݕ߲

൅
ݕݑ߲

ݔ߲
൰ ൬

ݔݑ߲
ݖ߲

൅
ݖݑ߲
ݔ߲
൰

	ܩ ൬
ݔݑ߲
ݕ߲

൅
ݕݑ߲

ݔ߲
൰ ߣ

ݔݑ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
ݕݑ߲

ݕ߲
൅ ߣ

ݖݑ߲
ݖ߲

൬
ݕݑ߲

ݖ߲
൅
ݖݑ߲
ݕ߲
൰

൬
ݔݑ߲
ݖ߲

൅
ݖݑ߲
ݔ߲
൰ ൬

ݕݑ߲

ݖ߲
൅
ݖݑ߲
ݕ߲
൰ ߣ

ݔݑ߲
ݔ߲

൅ ߣ
ݕݑ߲

ݕ߲
൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2

ݖݑ߲
ݖ߲ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ቈ
ݔ݊
ݕ݊
ݖ݊
቉ ൌ

ൌ ቎
݃௫ሺݐሻ
݃௬ሺݐሻ
݃௭ሺݐሻ

቏ 

[5.39] 

 

En 2 dimensiones, la expresión matricial resultante es la siguiente: 

 

ቂ
௫ߪ ߬௫௬
߬௫௬ ௬ߪ ቃ	ቂ

݊௫
݊௬ቃ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ߣሺۍ ൅ ሻܩ2

௫ݑ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݑ߲
ݕ߲

ܩ ቆ
௫ݑ߲
ݕ߲

൅
௬ݑ߲
ݔ߲

ቇ

ܩ ቆ
௫ݑ߲
ݕ߲

൅
௬ݑ߲
ݔ߲

ቇ ߣ
௫ݑ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ2
௬ݑ߲
ݕ߲ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

	ቈ
݊௫

݊௬
቉ ൌ 	 ቎

݃௫ሺݐሻ

݃௬ሺݐሻ
቏ 

[5.40] 

 

Siendo: 

 

gx(t):  componente x de la tensión aplicada en el punto de la superficie de contorno 

gy(t):  componente y de la tensión aplicada en el punto de la superficie de contorno 

 

Esta condición se puede expresar de forma reducida, empleando las expresiones de las tensiones 

derivadas de la ley de Hooke, en función de los desplazamientos ui : 

 

൫ߣ	ݑ௞,௞	ߜ௜௝ ൅ ௜,௝ݑሺ	ܩ ൅ 	௝,௜൯ݑ ௝݊ ൌ ݃௜ሺݐሻ 

[5.41] 

 

Cuando gi(t) es igual a cero, no existen fuerzas aplicadas a la superficie. 
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5.2. Esquema	en	Diferencias	Finitas	Generalizadas	

En este aparatado se va a obtener el esquema en diferencias finitas generalizadas de la ecuación 

de elastodinámica para el caso de 2 dimensiones. 

5.2.1. Formulación	en	desplazamientos	

Las 2 ecuaciones que permiten resolver los problemas de elastodinámica en dos dimensiones en 

función de los desplazamientos son las siguientes: 

 

ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௬
ݕ߲ݔ߲

൅ ܩ ቆ
߲ଶݑ௫
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ௫
ଶݕ߲

ቇ ൌ ߩ
߲ଶݑ௫
ଶݐ߲

 

ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௫
ݕ߲ݔ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ
߲ଶݑ௬
ଶݕ߲

൅ ܩ ቆ
߲ଶݑ௬
ଶݔ߲

൅
߲ଶݑ௬
ଶݕ߲

ቇ ൌ ߩ
߲ଶݑ௬
ଶݐ߲

 

[5.42] 

A  partir  de  la  discretización  espacial  expuesta  en  los  apartados  4.1  y  4.2  (ver  expresión 

recurrente  adjunta)  se  pueden  obtener  las  derivadas  parciales  incluidas  en  las  ecuaciones 

anteriores. 

௨ሺ݇ሻܦ ൌ
1
݈௞௞

	൥ݕ௞ െ	෍ ݈௞ା௜,௞		ܦ௨ሺ݇ ൅ ݅ሻ

ହି௞

௜ୀଵ

൩ ൌ 

ൌ
1
݈௞௞

	቎ሺെu଴ሻ ∙ 	෍M୩୧		c୧

ହ

୧ୀଵ

൅	෍ݑ௝ 	 ∙ 		෍ܯ௞௜		 ௝݀௜

ହ

௜ୀଵ

ே

௝ୀଵ

െ	෍ ݈௞ା௜,௞		ܦ௨ሺ݇ ൅ ݅ሻ

ହି௞

௜ୀଵ

቏ 

[5.43] 

Las derivadas parciales se pueden expresar de la siguiente manera: 

߲ଶݑ௫ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݔ߲

ൌ െ݉ଵଵ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲ଶݑ௫ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݕ߲

ൌ െ݉ଶଶ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲ଶݑ௫ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݕ߲ݔ߲

ൌ െ݉ଵଶ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲ଶݑ௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݔ߲

ൌ െ݉ଵଵ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲ଶݑ௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݕ߲

ൌ െ݉ଶଶ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲ଶݑ௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݕ߲ݔ߲

ൌ െ݉ଵଶ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

[5.44] 
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En notación abreviada, las 6 derivadas se pueden expresar de la forma siguiente: 

 

߲ଶݑ௜ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
௞ݔ௝߲ݔ߲

ൌ ௜,௝௞ݑൣ
଴ ൧

௧ୀ௡∆௧
ൌ െ ௝݉௞

଴ 	 ௜ݑ
଴ ൅෍ ௝݉௞

௟ 	 ௜ݑ
௟௡

ே

௟ୀଵ

௡  

[5.45] 

 

El superíndice n  indica el paso de tiempo;  los superíndicies 0 y  l se refieren al nodo central y al 

resto de  los nodos de  la estrella, respectivamente, y N es el número de nodos de  la estrella. En 

este  estudio  los  nodos  de  la  estrella  se  han  seleccionado  usando  el  criterio  de  distancia.  Los 

coeficientes  ௝݉௞
଴  multiplican al valor aproximado de la función U en el nodo central de la estrella 

ሺ ௜ݑ
଴ሻ௡  en el instante de tiempo t=nt. Adicionalmente,  ௝݉௞

௟  son los coeficientes que multiplican 

al valor aproximado de la función U en los restantes nodos de la estrella ሺ ௜ݑ
௟௡ ሻ en el instante de 

tiempo t=nt. 

   

Las  derivadas  temporales  correspondientes  se  pueden  obtener  a  partir  de  las  siguientes 

expresiones (esquema de diferencias finitas centradas):  

 

߲ଶݑ௫ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݐ߲

ൌ
௫଴ݑ

௡ାଵ െ 2	 ௫଴ݑ
௡ ൅ ௫଴ݑ

௡ିଵ

ሺ∆tሻଶ
 

 

߲ଶݑ௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݐ߲

ൌ
௬଴ݑ

௡ାଵ െ 2	 ௬଴ݑ
௡ ൅ ௬଴ݑ

௡ିଵ

ሺ∆tሻଶ
 

[5.46] 

 

Finalmente,  sustituyendo  las  derivadas  espaciales  y  temporales  en  las  ecuaciones  de 

elastodinámica en 2 dimensiones, resultan las siguientes 2 ecuaciones: 

 

ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଵܩ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ 

൅	ܩ ቌെ݉ଵଵ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ െ ݉ଶଶ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൌ ߩ
௫଴ݑ

௡ାଵ െ 2	 ௫଴ݑ
௡ ൅ ௫଴ݑ

௡ିଵ

ሺ∆tሻଶ
 

[5.47] 
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ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଶଶܩ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ 

൅	ܩ ቌെ݉ଵଵ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ െ ݉ଶଶ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൌ ߩ
௬଴ݑ

௡ାଵ െ 2	 ௬଴ݑ
௡ ൅ ௬଴ݑ

௡ିଵ

ሺ∆tሻଶ
 

[5.48] 

 

Operando, resulta: 

௫଴ݑ ൌ
௡ାଵ 2	 ௫଴ݑ

௡ െ ௫଴ݑ
௡ିଵ 	൅

ሺ∆tሻଶ

ߩ
	቎ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଵܩ2

଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵଵ
௝ 	 ௫ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ ܩ ቌെ݉ଶଶ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ቏ 

[5.49] 

 

௬଴ݑ ൌ
௡ାଵ 2	 ௬଴ݑ

௡ െ ௬଴ݑ
௡ିଵ 	൅

ሺ∆tሻଶ

ߩ
	቎ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଶଶܩ2

଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଶଶ
௝ 	 ௬ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ ܩ ቌെ݉ଵଵ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ቏ 

[5.50] 

 

En notación abreviada, quedaría: 

 

௜ݑ
଴ ൌ௡ାଵ 2	 ௜ݑ

଴௡ െ ௜ݑ
଴௡ିଵ ൅ 

൅
ሺ∆tሻଶ

ߩ
൥ሺߣ ൅ ሻ൭െ݉௜௝ܩ

଴ 	 ௝ݑ
଴ ൅෍݉௜௝

௟ 	 ௝ݑ
௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ ൱	൅ ܩ ൭െ ௝݉௝
଴ 	 ௜ݑ

଴ ൅෍ ௝݉௝
௟ 	 ௜ݑ

௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ ൱൩ 

[5.51] 

 

Estas expresiones permiten calcular las componentes ux y uy del desplazamiento del nodo central 

de la estrella en el instante de tiempo (n+1)t, a partir del desplazamiento del nodo central de la 

estrella en los instantes de tiempo nt y (n‐1)t, y a partir de los desplazamientos de los nodos 

de la estrella en el tiempo nt. 
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5.2.2. Formulación	en	tensión‐velocidad	

Las    5  ecuaciones  que  gobiernan  la  elastodinámica  en  2D  en  función  de  los  parámetros  de 

tensión y velocidad son las obtenidas en el apartado 5.1.1: 

 

௫ߪ߲
ݔ߲

൅
߲߬௫௬
ݕ߲

൅ ௫ܨ ൌ ߩ
௫ݒ߲
ݐ߲

								 

߲߬௫௬
ݔ߲

൅
௬ߪ߲
ݕ߲

൅ ௬ܨ ൌ ߩ
௬ݒ߲
ݐ߲

									 

௫ߪ߲
ݐ߲

ൌ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݒ߲
ݕ߲

 

௬ߪ߲
ݐ߲

ൌ ߣ
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௬ݒ߲
ݕ߲

 

߲߬௫௬
ݐ߲

ൌ 	ܩ	 ቆ
௫ݒ߲
ݕ߲

൅
௬ݒ߲
ݔ߲

ቇ										 

[5.52] 

 

Análogamente  al  caso  de  las  derivadas  parciales  espaciales  de  la  función  desplazamiento,  las 

derivadas  parciales  espaciales  de  las  componentes  de  la  tensión  se  pueden  expresar  de  la 

siguiente manera: 

 

,଴ݔ௫ሺߪ	߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݔ߲

ൌ െ݉ଵ
଴	 ௫଴ߪ ൅෍݉ଵ

௝	 ௫ߪ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲	߬௫௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݔ߲

ൌ െ݉ଵ
଴	 ߬௫௬଴ ൅෍݉ଵ

௝	 ߬௫௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

,଴ݔ௬ሺߪ	߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݕ߲

ൌ െ݉ଶ
଴	 ௬଴ߪ ൅෍݉ଶ

௝	 ௬ߪ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲	߬௫௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݕ߲

ൌ െ݉ଶ
଴	 ߬௫௬଴ ൅෍݉ଶ

௝	 ߬௫௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

[5.53] 

 

Las derivadas espaciales de la variable velocidad también se pueden escribir análogamente: 

 

,଴ݔ௫ሺݒ	߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݔ߲

ൌ െ݉ଵ
଴	 ௫଴ݒ ൅෍݉ଵ

௝	 ௫ݒ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

,଴ݔ௫ሺݒ	߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݕ߲

ൌ െ݉ଶ
଴	 ௫଴ݒ ൅෍݉ଶ

௝	 ௫ݒ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  
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,଴ݔ௬ሺݒ	߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݔ߲

ൌ െ݉ଵ
଴	 ௬଴ݒ ൅෍݉ଵ

௝	 ௬ݒ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

,଴ݔ௬ሺݒ	߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݕ߲

ൌ െ݉ଶ
଴	 ௬଴ݒ ൅෍݉ଶ

௝	 ௬ݒ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

[5.54] 

En notación abreviada,  los dos grupos de derivadas espaciales se pueden expresar de  la  forma 

siguiente: 

߲	߬௜௝ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
௞ݔ߲

ൌ ൣ߬௜௝,௞
଴ ൧

௧ୀ௡∆௧
ൌ െ݉௞

଴	 ߬௜௝
଴ ൅෍݉௞

௟ 	 ߬௜௝
௟௡

ே

௟ୀଵ

௡  

,଴ݔ௜ሺݒ	߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
௞ݔ߲

ൌ ௜,௞ݒൣ
଴ ൧

௧ୀ௡∆௧
ൌ െ݉௞

଴	 ௜ݒ
଴ ൅෍݉௞

௟ 	 ௜ݒ
௟௡

ே

௟ୀଵ

௡  

[5.55] 

El superíndice n  indica el paso de tiempo;  los superíndicies 0 y  l se refieren al nodo central y al 

resto de  los nodos de  la estrella, respectivamente, y N es el número de nodos de  la estrella. En 

este  estudio  los  nodos  de  la  estrella  se  han  seleccionado  usando  el  criterio  de  distancia.  Los 

coeficientes  ௝݉
଴ multiplican al valor aproximado de la variable considerada (tensión o velocidad) 

en el nodo central de la estrella ሺ ߬௜௝
଴ ሻ௡  en el instante de tiempo t=nt. Adicionalmente,  ௝݉

௟ son 

los coeficientes que multiplican al valor aproximado de  la variable  (tensión o velocidad) en  los 

restantes nodos de la estrella ሺ ߬௜௝
௟௡ ሻ en el instante de tiempo t=nt. 

 

Las derivadas temporales de  las variables velocidad y tensión se pueden expresar mediante  las 

siguientes ecuaciones (esquema clásico de diferencias finitas):  

 

,଴ݔ௫ሺݒ߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݐ߲

ൌ
௫଴ݒ

௡ାଵ െ	 ௫଴ݒ
௡

∆t
 

 

,଴ݔ௬ሺݒ߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݐ߲

ൌ
௬଴ݒ

௡ାଵ െ	 ௬଴ݒ
௡

∆t
 

 

,଴ݔ௫ሺߪ߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݐ߲

ൌ
௫଴ߪ

௡ାଵ െ	 ௫଴ߪ
௡

∆t
 

 

,଴ݔ௬ሺߪ߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݐ߲

ൌ
௬଴ߪ

௡ାଵ െ	 ௬଴ߪ
௡

∆t
 

 

߲߬௫௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݐ߲

ൌ
߬௫௬଴

௡ାଵ െ	 ߬௫௬଴
௡

∆t
 

[5.56] 
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Sustituyendo  las  derivadas  espaciales  y  temporales  en  las  ecuaciones  de  elastodinámica  en  2 

dimensiones (sin consideración de las fuerzas por unidad de volumen Fi), resultan las siguientes 

ecuaciones en diferencias finitas (se muestra la ecuación diferencial y a continuación la ecuación 

en diferencias finitas): 

 

௫ݒ߲
ݐ߲

ൌ
1
ߩ
	ቆ
௫ߪ߲
ݔ߲

൅
߲߬௫௬
ݕ߲

ቇ						 

௫଴ݒ
௡ାଵ ൌ ௫଴ݒ

௡ ൅
∆t
ߩ
቎െ݉ଵ

଴	 ௫଴ߪ 	൅	෍݉ଵ
௝	 ௫ߪ

௝ 	െ ݉ଶ
଴	 ߬௫௬଴ ൅෍݉ଶ

௝	 ߬௫௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቏ 

௬ݒ߲
ݐ߲

ൌ
1
ߩ
	ቆ
߲߬௫௬
ݔ߲

൅
௬ߪ߲
ݕ߲

ቇ							 

௬଴ݒ
௡ାଵ ൌ ௬଴ݒ

௡ ൅
∆t
ߩ
቎െ݉ଵ

଴	 ߬௫௬଴ ൅෍݉ଵ
௝	 ߬௫௬	

௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ െ ݉ଶ
଴	 ௬଴ߪ ൅෍݉ଶ

௝	 ௬ߪ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቏ 

 

௫ߪ߲
ݐ߲

ൌ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݒ߲
ݕ߲

 

 

௫଴ߪ
௡ାଵ ൌ ௫଴ߪ

௡ ൅ ∆t ቎ሺߣ	 ൅ ሻቌെ݉ଵܩ	2
଴	 ௫଴ݒ ൅෍݉ଵ

௝	 ௫ݒ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ 	ߣ	 ቌെ݉ଶ
଴	 ௬଴ݒ ൅෍݉ଶ

௝	 ௬ݒ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ቏ 

 

௬ߪ߲
ݐ߲

ൌ ߣ
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௬ݒ߲
ݕ߲

 

 

௬଴ߪ
௡ାଵ ൌ ௬଴ߪ

௡ ൅ ∆t ቎ߣ ቌെ݉ଵ
଴	 ௫଴ݒ ൅෍݉ଵ

௝	 ௫ݒ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ ሺߣ	 ൅ ቌെ݉ଶ		ሻܩ	2
଴	 ௬଴ݒ ൅෍݉ଶ

௝	 ௬ݒ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ቏ 

 

߲߬௫௬
ݐ߲

ൌ 	ܩ	 ቆ
௫ݒ߲
ݕ߲

൅
௬ݒ߲
ݔ߲

ቇ										 

 

߬௫௬଴
௡ାଵ ൌ ߬௫௬଴

௡ ൅ ∆t	 ∙ ܩ	 ቎െ݉ଶ
଴	 ௫଴ݒ ൅෍݉ଶ

௝	 ௫ݒ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ 	െ ݉ଵ
଴	 ௬଴ݒ ൅෍݉ଵ

௝	 ௬ݒ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቏ 

[5.57] 

 

Las 5 ecuaciones en diferencias finitas se pueden escribir de forma abreviada: 
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௜ݒ
଴௡ାଵ ൌ ௜ݒ

଴௡ ൅
∆t
ߩ
൥െ ௝݉

଴	 ߬௜௝
଴ 	൅ 	෍ ௝݉

௟	 ߬௜௝
௟ 	௡

ே

௟ୀଵ

௡ ൩ 

 

߬௜௝
଴௡ାଵ ൌ ߬௜௝

଴௡ ൅ ∆t	 ൥ߣ	ߜ௜௝ ൭െ݉௞
଴	 ௞ݒ

଴ ൅෍݉௞
௟ 	 ௞ݒ

௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ ൱ ൅ ܩ ൭െ ௝݉
଴	 ௜ݒ

଴ ൅෍ ௝݉
௟	 ௜ݒ

௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ െ ݉௜
଴	 ௝ݒ

଴ ൅෍݉௜
௟	 ௝ݒ

௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ ൱൩ 

[5.58] 

 

5.2.3. Formulación	de	las	condiciones	de	contorno	

Los dos  tipos de  condiciones de  contorno mencionados anteriormente que  se van a aplicar al 

esquema en diferencias finitas obtenido son: 

 

 Condiciones de frontera tipo Dirichlet 

 Condiciones de superficie libre 

 

La  condición  de  frontera  tipo  Dirichlet  supone  imponer  un  desplazamiento  fijo  en  los  nodos 

frontera: 

 

,ݔ௫ሺݑ ,ݕ 0ሻ ൌ ௫ݑ
௫,௬଴ ൌ ,ݔ௫଴ሺݑ  ሻݕ

 

,ݔ௬ሺݑ ,ݕ 0ሻ ൌ ௬ݑ
௫,௬଴ ൌ ,ݔ௬଴ሺݑ  ሻݕ

[5.59] 

 

La aplicación de la condición de frontera de este tipo al esquema en diferencias finitas es sencilla: 

basta  con  imponer  en  cada  paso  temporal  a  cada  nodo  frontera  el  valor  del  desplazamiento 

indicado por las expresiones anteriores; ݑ௫଴ሺݔ, ,ݔ௬଴ሺݑ  ሻ yݕ  .ሻݕ

 

En el caso de la condición de superficie libre, ésta se impone igualando la tensión en el punto del 

contorno al valor de la tensión a aplicar. Si la formulación empleada en el análisis del problema 

se  lleva  a  cabo  en  términos  de  tensión  y  velocidad,  la  implementación  de  este  tipo  de 

condiciones de contorno se lleva a cabo imponiendo directamente el valor de la tensión aplicada 

en el contorno. Si  la  formulación del problema  se  lleva a cabo en desplazamientos, es preciso 

expresar las tensiones en función de los desplazamientos y los parámetros elásticos G y : 
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൥
௫ߪ ߬௫௬ ߬௫௭
߬௫௬ ௬ߪ ߬௬௭
߬௫௭ ߬௬௭ ௭ߪ

൩ ൥
݊௫
݊௬
݊௭
൩ ൌ

ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
	ߣሺۍ ൅ ሻܩ	2

ݔݑ߲
ݔ߲

൅ ߣ
ݕݑ߲

ݕ߲
൅ ߣ

ݖݑ߲
ݖ߲

	ܩ ൬
ݔݑ߲
ݕ߲

൅
ݕݑ߲

ݔ߲
൰ ൬

ݔݑ߲
ݖ߲

൅
ݖݑ߲
ݔ߲
൰

	ܩ ൬
ݔݑ߲
ݕ߲

൅
ݕݑ߲

ݔ߲
൰ ߣ

ݔݑ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
ݕݑ߲

ݕ߲
൅ ߣ

ݖݑ߲
ݖ߲

൬
ݕݑ߲

ݖ߲
൅
ݖݑ߲
ݕ߲
൰

൬
ݔݑ߲
ݖ߲

൅
ݖݑ߲
ݔ߲
൰ ൬

ݕݑ߲

ݖ߲
൅
ݖݑ߲
ݕ߲
൰ ߣ

ݔݑ߲
ݔ߲

൅ ߣ
ݕݑ߲

ݕ߲
൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2

ݖݑ߲
ݖ߲ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ቈ
ݔ݊
ݕ݊
ݖ݊
቉ ൌ

ൌ ቎
݃௫ሺݐሻ
݃௬ሺݐሻ
݃௭ሺݐሻ

቏ 

[5.60] 

 

En 2 dimensiones, la expresión matricial resultante es la siguiente: 

 

ቂ
௫ߪ ߬௫௬
߬௫௬ ௬ߪ ቃ	ቂ

݊௫
݊௬ቃ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ߣሺۍ ൅ ሻܩ2

௫ݑ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݑ߲
ݕ߲

ܩ ቆ
௫ݑ߲
ݕ߲

൅
௬ݑ߲
ݔ߲

ቇ

ܩ ቆ
௫ݑ߲
ݕ߲

൅
௬ݑ߲
ݔ߲

ቇ ߣ
௫ݑ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ ൅ ሻܩ2
௬ݑ߲
ݕ߲ ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

	ቈ
݊௫

݊௬
቉ ൌ 	 ቎

݃௫ሺݐሻ

݃௬ሺݐሻ
቏ 

[5.61] 

 

Siendo: 

nx:  componente x de la normal a la superficie de contorno 

ny:  componente y de la normal a la superficie de contorno 

gx(t):  componente x de la tensión aplicada en el punto de la superficie de contorno 

gy(t):  componente y de la tensión aplicada en el punto de la superficie de contorno 

 

Esta condición se puede expresar de forma reducida, empleando las expresiones de las tensiones 

derivadas de la ley de Hooke, en función de los desplazamientos ui : 

 

൫ߣ	ݑ௞,௞	ߜ௜௝ ൅ ௜,௝ݑሺ	ܩ ൅ 	௝,௜൯ݑ ௝݊ ൌ ݃௜ሺݐሻ 

[5.62] 

 

Cuando gi(t) es igual a cero, no existen fuerzas aplicadas a la superficie. 

 

A continuación se va a desarrollar la imposición de condiciones de borde de este tipo al esquema 

en  diferencias  finitas.  Las  expresiones  explícitas  de  las  derivadas  espaciales  primeras  son  las 

siguientes: 
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,଴ݔ௫ሺݑ߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݔ߲

ൌ െ݉ଵ
଴	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵ

௝	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

,଴ݔ௫ሺݑ߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݕ߲

ൌ െ݉ଶ
଴	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଶ

௝	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

,଴ݔ௬ሺݑ߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݔ߲

ൌ െ݉ଵ
଴	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵ

௝	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

,଴ݔ௬ሺݑ߲ ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݕ߲

ൌ െ݉ଶ
଴	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଶ

௝	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

[5.63] 

 

Sustituyendo estas expresiones en las dos ecuaciones de la condición de borde, queda: 

 

቎ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵܩ2
଴	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵ

௝	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ 	ߣ ቌെ݉ଶ
଴	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଶ

௝	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ቏ ∙ ݊௫ ൅ 

൅቎ܩ ቌെ݉ଶ
଴	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଶ

௝	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ െ ݉ଵ
଴	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵ

௝	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ	቏ ∙ ݊௬ ൌ ݃௫ሺݐሻ	 

[5.64] 

 

቎ܩ ቌെ݉ଶ
଴	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଶ

௝	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ െ ݉ଵ
଴	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵ

௝	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ	቏ ∙ ݊௫ ൅	 

൅቎ߣቌെ݉ଵ
଴	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵ

௝	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅	ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଶܩ2
଴	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଶ

௝	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ቏ ∙ ݊௬ ൌ ݃௬ሺݐሻ 

[5.65] 

 

Estas dos ecuaciones se pueden expresar de forma reducida: 

 

൝ߣ ൭െ݉௞
௦ 	 ௞ݑ

௦ ൅෍݉௞
௟ 	 ௞ݑ

௟௡
ே

௟ୀଵ

௡ ൱ ൅ ܩ ൥൭െ ௝݉
௦	 ௜ݑ

௦ ൅෍ ௝݉
௟	 ௜ݑ

௟௡
ே

௟ୀଵ

௡ ൱ ൅ ൭െ݉௜
௦	 ௝ݑ

௦ ൅෍ ௝݉
௟	 ௝ݑ

௟௡
ே

௟ୀଵ

௡ ൱൩ൡ ∙ ௝݊ ൌ

ൌ ݃௜ሺݐሻ 

[5.66] 

 

Correspondiendo  el  superíndice  s  a  los  nodos  de  la  superficie  libre  y  el  superíndice  l  a  los 

restantes nodos de las estrellas cuyo nodo central pertenece a la superficie libre. 
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Dejando en el lado derecho de las ecuaciones anteriores los términos correspondientes al nodo 

central de la estrella, resulta: 

 

቎ሺߣ ൅ ሻቌ෍݉ଵܩ2
௝	 ௫ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

ቍ ൅ 	ߣ ቌ෍݉ଶ
௝	 ௬ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

ቍ቏ ∙ ݊௫ ൅ ቎ܩ ቌ෍݉ଶ
௝	 ௫ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

൅෍݉ଵ
௝	 ௬ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

ቍ቏ ∙ ݊௬ ൌ 

ൌ ݃௫ሺݐሻ 	൅ ൣሺߣ ൅ ݉ଵ	ሻܩ2
଴	 ௫଴ݑ

௡ ൅ ଶ݉	ߣ
଴	 ௬଴ݑ

௡ ൧ ∙ ݊௫ ൅ ൫݉ଶܩൣ
଴	 ௫଴ݑ

௡ ൅ ݉ଵ
଴	 ௬଴ݑ

௡ ൯	൧ ∙ ݊௬ 

[5.67] 

 

቎ܩ ቌ෍݉ଶ
௝	 ௫ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

൅෍݉ଵ
௝	 ௬ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

ቍ	቏ ∙ ݊௫ ൅ ቎ߣ ቌ෍݉ଵ
௝	 ௫ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

ቍ ൅	ሺߣ ൅ ሻቌ෍݉ଶܩ2
௝	 ௬ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

ቍ቏ ∙ ݊௬ ൌ 

ൌ ݃௬ሺݐሻ 	൅ ݉ଶ	൫ܩൣ
଴	 ௫଴ݑ

௡ ൅	݉ଵ
଴	 ௬଴ݑ

௡ ൯൧ ∙ ݊௫ ൅ ሺ݉ଵߣൣ
଴	 ௫଴ݑ

௡ ሻ ൅ ሺߣ ൅ ሻ൫݉ଶܩ2
଴	 ௬଴ݑ

௡ ൯	൧ ∙ ݊௬ 

[5.68] 

 

Agrupando los términos en  ௫ݑ
௝௡  y  ௬ݑ

௝௡ , queda el siguiente sistema de 2n ecuaciones en el que las 

incógnitas son los desplazamientos  ௫ݑ
௝௡  y  ௬ݑ

௝௡  de los n nodos añadidos de la frontera libre: 

 

෍ൣ݊௫	ሺߣ ൅ ሻ݉ଵܩ2
௝ ൅ ݊௬ܩ	݉ଶ

௝൧	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

൅	෍ൣ݊௫	ߣ	݉ଶ
௝ ൅ ݊௬	ܩ	݉ଵ

௝൧	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

ൌ 

ൌ ݃௫ሺݐሻ 	൅ ൣሺߣ ൅ ݉ଵ	ሻܩ2
଴	 ௫଴ݑ

௡ ൅ ଶ݉	ߣ
଴	 ௬଴ݑ

௡ ൧ ∙ ݊௫ ൅ ൫݉ଶܩൣ
଴	 ௫଴ݑ

௡ ൅ ݉ଵ
଴	 ௬଴ݑ

௡ ൯	൧ ∙ ݊௬ 

[5.69] 

 

෍ൣ݊௫	ܩ	݉ଶ
௝ ൅ ݊௬	ߣ	݉ଵ

௝൧	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

൅	෍ൣ݊௫	ܩ	݉ଵ
௝ ൅ ݊௬	ሺߣ ൅ ݉ଶ	ሻܩ2

௝൧	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

ൌ 

ൌ ݃௬ሺݐሻ 	൅ ݉ଶ	൫ܩൣ
଴	 ௫଴ݑ

௡ ൅	݉ଵ
଴	 ௬଴ݑ

௡ ൯൧ ∙ ݊௫ ൅ ሺ݉ଵߣൣ
଴	 ௫଴ݑ

௡ ሻ ൅ ሺߣ ൅ ሻ൫݉ଶܩ2
଴	 ௬଴ݑ

௡ ൯	൧ ∙ ݊௬ 

[5.70] 

 

Para  resolver este  sistema  se añade en  la  superficie  libre pero  fuera del dominio, un número 

igual de nodos a los correspondientes a la superficie libre. En una estrella con nodo central i, los 

nodos añadidos son ni
se . Los restantes nodos son ni

si. Por tanto, los nodos totales de una estrella 

alrededor del nodo central i son N= ni
se + ni

si. 

 

Los  valores  de  la  función  en  los  nodos  de  la  superficie  libre  son  desconocidos,  pero  las 

condiciones  de  superficie  libre  son  conocidas  (condición  que  se  ha  impuesto).  ௜ܷ
௦௘son  los 

desplazamientos de los n nodos añadidos (nodos de Neumann) que pertenecen a una estrella en 

la que  ௜ܷ
௦es el desplazamiento de su nodo central y  ௜ܷ

௦௜ los desplazamientos en los restantes nsi 

nodos de la estrella.  
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Por  tanto,  resultan  2n  ecuaciones  (2  ecuaciones  por  cada  nodo  de  la  superficie  libre)  con  2n 

incógnitas, las cuales son los desplazamientos en los n nodos añadidos. Estas incógnitas aparecen 

en  los sumatorios. Resolviendo este sistema, se obtenen  los valores de  la  función  ௜ݑ
௦௘௡  en  los 

nodos Neumann añadidos, en el instante t=n∆t. 

 

5.2.4. Discretización	temporal	

 

Debido a que el objeto de esta  tesis  se  centra en  la aplicación del Método de  las Diferencias 

Finitas Generalizadas a  los problemas de propagación de ondas en el terreno, adicionalmente a 

la  discretización  espacial  expuesta  es  necesario  realizar  una  discretización  temporal.  Esta 

discretización temporal se llevará a cabo empleando diferencias finitas clásicas. 

 

Realizando el desarrollo en  serie de Taylor de  la  función U(x,y,t) en un entorno t de  t1,  se 
tiene: 

 

ܷሺݐଵ ൅ ሻݐ∆ ൌ ܷሺݐଵሻ ൅ 	ݐ∆
߲ܷሺݐଵሻ
ݐ߲

൅
ሺ∆tሻଶ

2!
	
߲ଶܷሺݐଵሻ
ଶݐ߲

൅
ሺ∆tሻଷ

3!
	
߲ଷܷሺݐଵሻ
ଷݐ߲

൅
ሺ∆tሻସ

4!
	
߲ସܷሺݐଵሻ
ସݐ߲

൅ ⋯ 

[5.71] 

 

ܷሺݐଵ െ ሻݐ∆ ൌ ܷሺݐଵሻ െ 	ݐ∆
߲ܷሺݐଵሻ
ݐ߲

൅
ሺ∆tሻଶ

2!
	
߲ଶܷሺݐଵሻ
ଶݐ߲

െ
ሺ∆tሻଷ

3!
	
߲ଷܷሺݐଵሻ
ଷݐ߲

൅
ሺ∆tሻସ

4!
	
߲ସܷሺݐଵሻ
ସݐ߲

െ ⋯ 

[5.72] 

En donde se ha abreviado U(x, y, t1)= U(t1) . Truncando ambos desarrollos en los términos de 2º 

orden y sumándolos, se obtiene: 

 

ଵݐሺݑ ൅ ሻݐ∆ ൅ ଵݐሺݑ െ ሻݐ∆ ൌ ଵሻݐሺݑ	2 ൅ ሺ∆tሻଶ
߲ଶݑሺݐଵሻ
ଶݐ߲

൅
2	ሺ∆tሻସ

4!
	
߲ସݑሺݐଵሻ
ସݐ߲

൅  ሻ଺ሿݐ∆ሾሺߠ

[5.73] 

siendo U(t1) el valor exacto de la función y u(t1) el valor aproximado en t1. 

 

Operando en la expresión anterior para despejar el valor de la derivada segunda, queda: 

 

߲ଶݑሺݐଵሻ
ଶݐ߲

ൌ
ଵݐሺݑ ൅ ሻݐ∆ െ ଵሻݐሺݑ	2 ൅ ଵݐሺݑ െ ሻݐ∆

ሺ∆tሻଶ
െ
	ሺ∆tሻଶ

12
	
߲ସݑሺݐଵሻ
ସݐ߲

൅  ሻସሿݐ∆ሾሺߠ

[5.74] 
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Donde el error de truncamiento sería: 

 

ௗ௘௥௜௩	௧,ଶªܧܶ ൌ െ
	ሺ∆tሻଶ

12
	
߲ସݑሺݐଵሻ

ସݐ߲
൅ ݐ																													ሻସሿݐ∆ሾሺߠ ൏ ଵݐ ൏ ݐ ൅  ݐ∆

[5.75] 

 

Si vez de sumar se restan ambos desarrollos en serie se tiene: 

 

ଵݐሺݑ ൅ ሻݐ∆ െ ଵݐሺݑ െ ሻݐ∆ ൌ 	ݐ∆	2
ଵሻݐሺݑ߲
ݐ߲

൅	
2	ሺ∆tሻଷ

3!
	
߲ଷݑሺݐଵሻ
ଷݐ߲

൅  ሻହሿݐ∆ሾሺߠ

[5.76] 

 

Operando en la expresión anterior para despejar el valor de la derivada primera, queda: 

 

ଵሻݐሺݑ߲
ݐ߲

ൌ
ଵݐሺݑ ൅ ሻݐ∆ െ ଵݐሺݑ െ ሻݐ∆

ݐ∆	2
	െ

	ሺ∆tሻଶ

3!
		
߲ଷݑሺݐଵሻ
ଷݐ߲

൅  ሻସሿݐ∆ሾሺߠ

[5.77] 

 

En este caso el error de truncamiento sería: 

 

ௗ௘௥௜௩	௧,ଵªܧܶ ൌ െ
	ሺ∆tሻଶ

3!
		
߲ଷݑሺݐଵሻ
ଷݐ߲

൅ ݐ																													ሻସሿݐ∆ሾሺߠ ൏ ଵݐ ൏ ݐ ൅  ݐ∆

[5.78] 

 

5.3. Convergencia,	consistencia	y	estabilidad	del	método	

 

Una vez obtenido la ecuación en diferencias finitas explícita en el tiempo, es necesario demostrar 

la convergencia del método, es decir, que dicha ecuación en diferencias finitas se aproxima a la 

solución cuando los incrementos disminuyen, y el número de iteraciones tiende a infinito. 

 

De acuerdo con el teorema de equivalencia de Lax, un esquema en diferencias finitas explícito en 

el tiempo, consistente y bien planteado1 , es convergente si y sólo si es estable. Por tanto, en los 

apartados siguientes se va a analizar  la consistencia y  la estabilidad del esquema de diferencias 

finitas obtenido. 

 

 

                                                            
1  Problema  bien  planteado: Dado  un  problema  de  valor  inicial  o  de  Cauchy  se  dice  que  el  problema  está  bien 
planteado si este admite solución única y dependiente de forma continua de sus valores iniciales. 
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5.3.1. Consistencia	

 

El  esquema  en  diferencias  finitas  será  consistente  si  se  aproxima  a  la  solución  cuando  los 

incrementos disminuyen, o  lo que es  lo mismo: el error  tiende a cero cuando h e t  tienden 
también a cero. 

 

Por tanto se van a evaluar  los errores cometidos tanto en el truncamiento espacial como en el 

temporal. 

 

Para la parte temporal se tiene: 

 

∂ଶuሺx଴, y଴, ∆tሻ
∂tଶ

ൌ
uሺx଴, y଴, t ൅ ∆tሻ െ 2	uሺx଴, y଴, tሻ ൅ uሺx଴, y଴, t െ ∆tሻ

ሺ∆tሻଶ
െ
	ሺ∆tሻଶ

12
	
∂ସuሺx଴, y଴, tଵሻ

∂tସ

൅ θሾሺ∆tሻସሿ 
[5.79] 

 

Siendo t ≤ t1 ≤ t+t 
 

El error de truncamiento temporal es, por tanto: 

 

௧ܧܶ ൌ െ
	ሺ∆tሻଶ

12
	
∂ସuሺx଴, y଴, tଵሻ

∂tସ
൅ θሾሺ∆tሻସሿ 

[5.80] 

 

En el caso de las derivadas espaciales, se parte de la ecuación diferencial genérica: 

 

߲ଶܷሺݔ, ,ݕ ሻݐ

ଶݐ߲
ൌ ሾܥଵ ଷܥ					ଶܥ ସܥ ହሿܥ ∙

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
߲ܷ଴
ݔ߲
߲ܷ଴
ݕ߲
߲ଶܷ଴
ଶݔ߲
߲ଶܷ଴
ଶݕ߲

߲ଶܷ଴
ےݕ߲ݔ߲

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ ሾܥሿ	ሾܦ௎ሿ ൌ ,ݔሺܨ  	ሻݕ

[5.81] 

 

Siendo U una función de x, y, t. 
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Con objeto de obtener el error de truncamiento cometido al calcular las derivadas espaciales, se 

va a emplear el desarrollo completo de la serie de Taylor. De esta forma se obtiene el siguiente 

funcional B(U),  realizando  la  suma de  los errores  cuadráticos ponderados en  cada uno de  los 

nodos de la estrella:    

 

ሺܷሻܤ ൌ 	෍ቈቆܷ଴ െ ௜ܷ ൅ ݄௜ 	
߲ܷ଴
ݔ߲

൅ ݇௜
߲ܷ଴
ݕ߲

൅
1
2
൬݄௜ 	

߲ܷ଴
ݔ߲

൅ ݇௜
߲ܷ଴
ݕ߲

൰
ଶ

൅
1
6
	൬݄௜ 	

߲ܷ଴
ݔ߲

൅ ݇௜
߲ܷ଴
ݕ߲

൰
ଷ

	

ே

௜ୀଵ

൅
1
24
	൬݄௜ 	

߲ܷ଴
ݔ߲

൅ ݇௜
߲ܷ଴
ݕ߲

൰
ସ

൅ ⋯ቇ ,ሺ݄௜ݓ		 ݇௜ሻ቉
ଶ

 

[5.82] 

 

Donde: 

w(hi, ki) es una función de ponderación dependiente de la distancia de cada nodo al nodo central 

de la estrella. 

 

Si  el  funcional  anterior  se minimiza  respecto  a  las  derivadas  de  hasta  orden  2,  se  obtiene  el 

siguiente sistema lineal: 

ሾAሿ ∙ 	 ሾD௎ሿ ൌ 	൭෍߯	 ௝݄

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݇

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݄
ଶ

2
					

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݇
ଶ

2

ே

௝ୀଵ

		 ෍߯	 ௝݄

ே

௝ୀଵ

௝݇൱

்

ൌ ൣb෠൧ 

[5.83] 

 

Siendo: 

 

 ߯ ൌ ൤െݑ଴ ൅ ௝ݑ െ
ଵ

଺
	ቀ݄௜ 	

డ௨బ
డ௫

൅ ݇௜
డ௨బ
డ௬
ቁ
ଷ
െ ଵ

ଶସ
	ቀ݄௜ 	

డ௨బ
డ௫

൅ ݇௜
డ௨బ
డ௬
ቁ
ସ
െ ⋯ ൨	ݓሺ݄௜, ݇௜ሻଶ	 

[5.84] 

 

Por otra parte, al aproximar  la  función U por el desarrollo de Taylor  truncado en  las derivadas 

parciales de hasta orden 2, el sistema lineal obtenido es el siguiente: 

 

ሾܣሿ ∙ 	 ሾD୳ሿ ൌ ሾܾሿ 
[5.85] 

Donde Du es el vector de las derivadas parciales: 

௨ܦ ൌ ቊ
଴ݑ߲
ݔ߲

,
଴ݑ߲
ݕ߲

,
߲ଶݑ଴
ଶݔ߲

,
߲ଶݑ଴
ଶݕ߲

	 ,
߲ଶݑ଴
ݕ߲ݔ߲

ቋ
்

 

[5.86] 
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b es el vector de los términos independientes del sistema, igual a: 

 

܊ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

෍ሺെݑ଴ ൅ ,ሺ݄௜ݓ	݄௜		௜ሻݑ ݇௜ሻଶ
ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ,ሺ݄௜ݓ	݇௜		௜ሻݑ ݇௜ሻଶ
ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ௜ሻݑ
		݄௜

ଶ

2
,ሺ݄௜ݓ	 ݇௜ሻଶ

ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ௜ሻݑ
		݇௜

ଶ

2
,ሺ݄௜ݓ	 ݇௜ሻଶ

ே

௜ୀଵ

෍ሺെݑ଴ ൅ ,ሺ݄௜ݓ	݇௜	݄௜			௜ሻݑ ݇௜ሻଶ
ே

௜ୀଵ ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

 

[5.87] 

 

El error de truncamiento espacial TEx será igual a la diferencia entre función F(x,y) de la ecuación 

diferencial calculada a partir del desarrollo completo de Taylor y del desarrollo truncado. 

 

ሾܥଵ ଷܥ					ଶܥ ସܥ ହሿܥ ∙

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
߲ܷ଴
ݔ߲
߲ܷ଴
ݕ߲
߲ଶܷ଴
ଶݔ߲
߲ଶܷ଴
ଶݕ߲

߲ଶܷ଴
ےݕ߲ݔ߲

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ ሾܥሿ	ሾܦ௎ሿ ൌ ,ݔሺܨ  ሻݕ

[5.88] 
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௫ܧܶ ൌ ሾܥሿ	ሺሾܦ௎ሿ െ ሾܦ௨ሿሻ ൌ ሾܥሿ	ሾܣሿିଵ	൫ൣ ෠ܾ൧ െ ሾܾሿ൯ ൌ ሾܥሿ	ሾܣሿିଵ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

෍߯	 ௝݄

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݇

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݄
ଶ

2
	

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݇
ଶ

2

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݄

ே

௝ୀଵ

௝݇
ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

	 

[5.89] 

 

Se aprecia que el error de truncamiento derivado de la aproximación espacial es proporcional a 

los valores de los incrementos hj y  kj, hj
2, kj

2, y al producto hj kj. 

El error de  truncamiento  total TTE  será  la  suma de  los errores  respectivos de  la discretización 

temporal TEt y espacial TEx. Finalmente, hay que comprobar el  límite del error de truncamiento 

cuando los incrementos de tiempo y espaciales tienden a cero: 

 

lim
௛,௞,∆௧→ሺ଴,଴,଴ሻ

	ܧܶܶ ൌ lim
∆௧→଴

௧ܧܶ ൅ lim
௛,௞→ሺ଴,଴ሻ

௫ܧܶ ൌ 

 

ൌ 	lim
∆௧→଴

ቆെ
	ሺ∆tሻଶ

12
	
∂ସuሺx଴, y଴, tଵሻ

∂tସ
൅ θሾሺ∆tሻସሿቇ ൅ lim

௛,௞→ሺ଴,଴ሻ
ሾܥሿ	ሾܣሿିଵ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

෍߯	 ௝݄

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݇

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݄
ଶ

2
	

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݇
ଶ

2

ே

௝ୀଵ

෍߯	 ௝݄

ே

௝ୀଵ

௝݇
ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

ൌ 0 

[5.90] 

 

Por tanto, se cumple la consistencia del esquema en diferencias finitas. 
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5.3.2. Estabilidad	

 

El  siguiente paso para  asegurar  la  convergencia es demostrar  la estabilidad, estableciendo un 

criterio en términos de paso temporal para asegurar dicha estabilidad. 

 

Existen diversos criterios para determinar la estabilidad de una ecuación diferencial en derivadas 

parciales. Entre ellos, el criterio de Von Neumann es el más fácil de aplicar para determinar si un 

método  de  integración  es  estable.  Consiste  en  realizar  una  descomposición  armónica  de  la 

solución aproximada. 

 

Los  desplazamientos ux  y uy  del  nodo  central  de  la  estrella  (x0,y0)  en  el  tiempo  n  se  pueden 

expresar de la siguiente manera: 

 

௫଴ݑ
௡ ൌ ሾ௄ሿ	݁௜	௡ߦ	ܣ

೅ݔത0 ൌ  	௬బ൯	௫బା௄೤	൫௄ೣ	݁௜	௡ߦ	ܣ
 

௬଴ݑ
௡ ൌ ሾ௄ሿ	݁௜	௡ߦ	ܤ

೅ݔത0 ൌ  ௬బ൯	௫బା௄೤	൫௄ೣ	݁௜	௡ߦ	ܤ
[5.91] 

 

Los  desplazamientos  ux  y  uy  del  nodo  j  de  la  estrella  (xj,yj)  en  el  tiempo  n  se  descomponen 

análogamente: 

 

௫ݑ
௝௡ ൌ ሾ௄ሿ	݁௜	௡ߦ	ܣ

೅ݔത݆ ൌ  ௬ೕ൯	௫ೕା௄೤	൫௄ೣ	݁௜	௡ߦ	ܣ
 

௬ݑ
௝௡ ൌ ሾ௄ሿ	݁௜	௡ߦ	ܤ

೅ݔത݆ ൌ  ௬ೕ൯	௫ೕା௄೤	൫௄ೣ	݁௜	௡ߦ	ܤ

[5.92] 

 

Siendo: 

 

ሾܭሿ ൌ ൤
௫ܭ
௬ܭ
൨         ̅ݔ௝ ൌ ଴ݔ̅ ൅	 ത݄௝ ൌ ቀ

଴ݔ
଴ݕ
ቁ ൅ ቆ ௝݄

௝݇
ቇ  

 

ߦ ൌ ݁ି௜	ఠ	୼௧ ൌ cosሺ߱	Δݐሻ െ ݅	 sinሺ߱	Δݐሻ 
 

 

Las expresiones anteriores de  los desplazamientos se  introducen en el esquema de diferencias 

finitas obtenido en el apartado 4.4.2: 
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௫଴ݑ ൌ
௡ାଵ 2	 ௫଴ݑ

௡ െ ௫଴ݑ
௡ିଵ 	൅

ሺ∆tሻଶ

ߩ
	቎ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଵܩ2

଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵଵ
௝ 	 ௫ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ ܩ ቌെ݉ଶଶ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ቏ 

[5.93] 

 

௬଴ݑ ൌ
௡ାଵ 2	 ௬଴ݑ

௡ െ ௬଴ݑ
௡ିଵ 	൅

ሺ∆tሻଶ

ߩ
	቎ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଶଶܩ2

଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଶଶ
௝ 	 ௬ݑ

௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	 ௫଴ݑ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ௫ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ ܩ ቌെ݉ଵଵ
଴ 	 ௬଴ݑ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ௬ݑ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ቏ 

[5.94] 

 

Después de sustituir las expresiones de los desplazamientos, resulta: 

 

ሾ௄ሿ	݁௜	௡ାଵߦ	ܣ
೅ݔത0 ൌ ሾ௄ሿ	݁௜	௡ߦ	ܣ	2

೅ݔത0 െ ሾ௄ሿ	݁௜	௡ିଵߦ	ܣ
೅ݔത0 ൅ 

൅
ሺ∆tሻଶ

ߩ
	቎ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଵܩ2

଴ ሿܶ௫̅బܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܣ	 ൅෍݉ଵଵ
௝ 	

ே

௝ୀଵ

ሿܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܣ
ܶ௫̅ೕቍ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ ሿܶ௫̅బܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܤ	 ൅෍݉ଵଶ

௝ ሿܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܤ	
ܶ௫̅ೕ

ே

௝ୀଵ

ቍ ൅ 

൅ܩ	ቌെ݉ଶଶ
଴ ሿܶ௫̅బܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܣ	 ൅෍݉ଶଶ

௝ 	

ே

௝ୀଵ

ሿܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܣ
ܶ௫̅ೕቍ቏	 

[5.95] 

 

ሾ௄ሿ	݁௜	௡ାଵߦ	ܤ
೅ݔത0 ൌ ሾ௄ሿ	݁௜	௡ߦ	ܤ	2

೅ݔത0 െ ሾ௄ሿ	݁௜	௡ିଵߦ	ܤ
೅ݔത0 ൅ 

൅
ሺ∆tሻଶ

ߩ
	቎ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଶଶܩ2

଴ ሿܶ௫̅బܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܤ	 ൅෍݉ଶଶ
௝ 	

ே

௝ୀଵ

ሿܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܤ
ܶ௫̅ೕቍ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ ሿܶ௫̅బܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܣ	 ൅෍݉ଵଶ

௝ ሿܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܣ	
ܶ௫̅ೕ

ே

௝ୀଵ

ቍ ൅ 

൅ܩ	ቌെ݉ଵଵ
଴ ሿܶ௫̅బܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܤ	 ൅෍݉ଵଵ

௝ 	

ே

௝ୀଵ

ሿܭሾ	݅݁	݊ߦ	ܤ
ܶ௫̅ೕቍ቏ 

[5.96] 
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Dividiendo ambas ecuaciones por ߦ௡	݁௜	ሾ௄ሿ
೅ݔത0, queda: 

 

ߦ	ܣ ൌ 	ܣ	2 െ
ܣ
ߦ
	൅

ሺ∆tሻ2

ߩ
	቎ሺߣ ൅ ሻቌെ݉11ܩ2

0 	ܣ	 ൅෍݉11
݆ 	

ܰ

݆ൌ1

ሾ௄ሿ	௜݁	ܣ
೅ത݄݆ቍ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	ܤ	 ൅෍݉ଵଶ

௝ ሿܭሾ	݅݁		ܤ	
ܶ௛ഥೕ

ே

௝ୀଵ

ቍ ൅ 	ܩ ቌെ݉ଶଶ
଴ 	ܣ	 ൅෍݉ଶଶ

௝ 	

ே

௝ୀଵ

ሿܭሾ	݅݁		ܣ
ܶ௛ഥೕቍ቏ 

[5.97] 

 

ߦ	ܤ ൌ 	ܤ	2 െ
ܤ
ߦ
	൅

ሺ∆tሻ2

ߩ
	቎ሺߣ ൅ ሻቌെ݉22ܩ2

0 	ܤ	 ൅෍݉22
݆ 	

ܰ

݆ൌ1

ሾ௄ሿ	௜݁	ܤ
೅ത݄݆ቍ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	ܣ	 ൅෍݉ଵଶ

௝ ሿܭሾ	݅݁		ܣ	
ܶ௛ഥೕ

ே

௝ୀଵ

ቍ ൅ ቌെ݉ଵଵ	ܩ
଴ 	ܤ	 ൅෍݉ଵଵ

௝ 	

ே

௝ୀଵ

ሿܭሾ	݅݁		ܤ
ܶ௛ഥೕቍ቏ 

[5.98] 

Como:  

 

݉ଵଵ
଴ ൌ෍݉ଵଵ

௝ 	

ே

௝ୀଵ

																	݉ଵଶ
଴ ൌ෍݉ଵଶ

௝ 	

ே

௝ୀଵ

															݉ଶଶ
଴ ൌ෍݉ଶଶ

௝ 	

ே

௝ୀଵ

	 

 

Queda: 

ߦ	ܣ ൌ 	ܣ	2 െ
ܣ
ߦ
	൅

ሺ∆tሻ2

ߩ
	቎ሺߣ ൅ ሻቌെ෍݉11ܩ2

݆ 	

ܰ

݆ൌ1

	ܣ	 ൅෍݉11
݆ 	

ܰ

݆ൌ1

ሾ௄ሿ	௜݁	ܣ
೅ത݄݆ቍ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻቌെ෍݉ଵଶܩ
௝ 	

ே

௝ୀଵ

	ܤ	 ൅෍݉ଵଶ
௝ ሿܭሾ	݅݁		ܤ	

ܶ௛ഥೕ

ே

௝ୀଵ

ቍ ൅ 	ܩ ቌെ෍݉ଶଶ
௝ 	

ே

௝ୀଵ

	ܣ	 ൅෍݉ଶଶ
௝ 	

ே

௝ୀଵ

ሿܭሾ	݅݁		ܣ
ܶ௛ഥೕቍ቏ 

[5.99] 

 

ߦ	ܤ ൌ 	ܤ	2 െ
ܤ
ߦ
	൅

ሺ∆tሻ2

ߩ
	቎ሺߣ ൅ ሻቌെ෍݉22ܩ2

݆ 	

ܰ

݆ൌ1

	ܤ	 ൅෍݉22
݆ 	

ܰ

݆ൌ1

ሾ௄ሿ	௜݁	ܤ
೅ത݄݆ቍ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻቌെ෍݉ଵଶܩ
௝ 	

ே

௝ୀଵ

	ܣ	 ൅෍݉ଵଶ
௝ ሿܭሾ	݅݁		ܣ	

ܶ௛ഥೕ

ே

௝ୀଵ

ቍ ൅ ቌെ෍݉ଵଵ	ܩ
௝ 	

ே

௝ୀଵ

	ܤ	 ൅෍݉ଵଵ
௝ 	

ே

௝ୀଵ

ሿܭሾ	݅݁		ܤ
ܶ௛ഥೕቍ቏ 

[5.100] 
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Despejando la relación A/B en ambas ecuaciones e igualando las dos expresiones, resulta: 

 

ቐߦ െ 2 ൅
1
ߦ
െ
ሺ∆tሻଶ

ߩ
቎ሺߣ ൅ ሻቌെ෍݉ଵଵܩ2

௝
ே

௝ୀଵ

൅෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

݁௜	ሾ௄ሿ
೅௛ഥೕቍ ൅ ܩ ቌെ෍݉ଶଶ

௝ 	

ே

௝ୀଵ

൅෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

݁௜	ሾ௄ሿ
೅௛ഥೕቍ቏ቑ ∙ 

 

ቐߦ െ 2 ൅
1
ߦ
െ
ሺ∆tሻଶ

ߩ
቎ሺߣ ൅ ሻቌെ෍݉ଶଶܩ2

௝
ே

௝ୀଵ

൅෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

݁௜	ሾ௄ሿ
೅௛ഥೕቍ ൅ ܩ ቌെ෍݉ଵଵ

௝ 	

ே

௝ୀଵ

൅෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

݁௜	ሾ௄ሿ
೅௛ഥೕቍ቏ቑ ൌ 

 

ൌ
ሺ∆tሻ4

2ߩ
	ሺߣ ൅ ሻ2ܩ 	ቌെ෍݉ଵଶ

௝ 	

ே

௝ୀଵ

	൅෍݉ଵଶ
௝ 	݁݅	ሾܭሿ

ܶ௛ഥೕ

ே

௝ୀଵ

ቍ

2

 

[5.101] 

 

Sabiendo que: 

 

ߦ ൅
1
ߦ
ൌ ݁ି௜	ఠ	୼௧ ൅ ݁௜	ఠ	୼௧ ൌ cosሺ߱	Δݐሻ െ ݅	 sinሺ߱	Δݐሻ ൅ cosሺ߱	Δݐሻ ൅ ݅	 sinሺ߱	Δݐሻ ൌ2 cosሺ߱Δݐሻ 

 

Queda: 

 

൞2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ െ
ሺ∆tሻ2

ߩ
൦ሺߣ ൅ ሻ൮෍݉11ܩ2

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲ ൅ ൮෍݉22ܩ

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲൪ൢ ∙ 

൞2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ െ
ሺ∆tሻ2

ߩ
൦ሺߣ ൅ ሻ൮෍݉22ܩ2

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲ ൅ ൮෍݉11ܩ

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲൪ൢ ൌ 

 

ൌ
ሺ∆tሻ4

2ߩ
	ሺߣ ൅ ሻ2ܩ 	൮෍݉12

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲

2

 

[5.102] 

 

 

Efectuando la multiplicación del primer miembro de la ecuación anterior, resulta: 
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4ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻଶ െ 2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ
ሺ∆tሻ2

ߩ
	൦ሺߣ ൅ ሻ൮෍݉22ܩ2

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲ ൅ 

൅ܩ ൮෍݉11
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲ ൅ ሺߣ ൅ ሻ൮෍݉11ܩ2

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲ ൅ ൮෍݉22ܩ

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲൪ ൅ 

൅
ሺ∆tሻ4

2ߩ
൦ሺߣ ൅ ሻ2ܩ2 ൮෍݉11

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲൮෍݉22

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ൮෍݉11ܩ	ሻܩ2
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲

2

൅ ሺߣ ൅ ൮෍݉22ܩ	ሻܩ2
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ ݁݅	ሾܭሿ
ܶത݄݆൯൲

2

൅ 

൅ܩଶ ൮෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

ቀ1 െ ݁௜	ሾ௄ሿ
೅௛ഥೕቁ൲൮෍݉ଶଶ

௝
ே

௝ୀଵ

ቀ1 െ ݁௜	ሾ௄ሿ
೅௛ഥೕቁ൲൪ ൌ

ሺ∆tሻସ

ଶߩ
	ሺߣ ൅ ሻଶܩ 	൮෍݉ଵଶ

௝
ே

௝ୀଵ

ቀ1 െ ݁௜	ሾ௄ሿ
೅௛ഥೕቁ൲

ଶ

 

[5.103] 

Se puede expresar la siguiente relación: 

 

1 െ ݁௜ሾܭሿ
ܶത݄݆	 ൌ 1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ 

 

Dividiendo la ecuación [5.103] por 4 y sustituyendo la expresión anterior, se obtiene: 

 

ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻଶ െ 2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ
ሺ∆tሻଶ

ߩ	4
	቎ሺߣ ൅ ሻ෍൫݉ଵଵܩ3

௝ ൅ ݉ଶଶ
௝ ൯

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯቏ ൅ 

൅
ሺ∆tሻସ

ଶߩ	4
൦ሺߣ ൅ ሻଶܩ2 ൮෍݉ଵଵ

௝
ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ෍݉ଵଵܩ	ሻܩ2
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯ ∙෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ܩ	ሻܩ2 ൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

൅ܩଶ ൮෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

െ		ሺߣ ൅ ሻଶܩ 	൮෍݉ଵଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ െ ݅	 sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲

ଶ

ے
ۑ
ۑ
ې
ൌ 0	

[5.104] 
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La ecuación anterior se puede descomponer en una parte real y una imaginaria. 

 

Parte Real 

ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻଶ െ 2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ
ሺ∆tሻଶ

ߩ	4
	቎ሺߣ ൅ ሻ෍൫݉ଵଵܩ3

௝ ൅ ݉ଶଶ
௝ ൯

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯቏ ൅ 

൅
ሺ∆tሻସ

ଶߩ	4
൦ሺߣ ൅ ሻଶܩ2 ൮෍݉ଵଵ

௝
ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ܩ	ሻܩ2 ൮෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ∙ ൮෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ܩ	ሻܩ2 ൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

൅ܩଶ ൮෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

െሺߣ ൅ ሻଶܩ2 ቌ෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

	sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ቍ	ቌ෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

	sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ቍ ൅ 

െሺߣ ൅ ෍݉ଵଵܩ	ሻܩ2
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ ∙෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ ൅ 

െሺߣ ൅ ෍݉ଶଶܩ	ሻܩ2
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ ∙෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ ൅ 

െܩଶ ቌ෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ቍቌ෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ቍ ൅ 

െ		ሺߣ ൅ ሻଶܩ ൮෍݉ଵଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲൮෍݉ଵଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

൅		ሺߣ ൅ ሻଶܩ ቌ෍݉ଵଶ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ቍቌ෍݉ଵଶ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ቍ቏ ൌ 0 

[5.105] 
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La ecuación anterior se puede agrupar de la siguiente manera: 

 

ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻଶ െ 2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ
ሺ∆tሻଶ

ߩ	4
	቎ሺߣ ൅ ሻ෍൫݉ଵଵܩ3

௝ ൅ ݉ଶଶ
௝ ൯

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯቏ ൅ 

൅
ሺ∆tሻସ

ଶߩ	4
	൞൦ሺߣ ൅ ሻ൮෍݉ଵଵܩ2

௝
ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ ܩ ൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲൪ ∙	

൦ሺߣ ൅ ሻ൮෍݉ଶଶܩ2
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ ܩ ൮෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲൪ ൅	

െ ቎ሺߣ ൅ ሻቌ෍݉ଵଵܩ2
௝ sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯

ே

௝ୀଵ

ቍ ൅ ܩ ቌ෍݉ଶଶ
௝ sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯

ே

௝ୀଵ

ቍ቏	 ∙ 

቎ሺߣ ൅ ሻቌ෍݉ଶଶܩ2
௝ sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯

ே

௝ୀଵ

ቍ ൅ ܩ ቌ෍݉ଵଵ
௝ sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯

ே

௝ୀଵ

ቍ቏ ൅ 

െ		ሺߣ ൅ ሻଶܩ 	

ۏ
ێ
ێ
ۍ
൮෍݉ଵଶ

௝
ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲

ଶ

െ ቌ෍݉ଵଶ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ቍ

ଶ

ے
ۑ
ۑ
ې
	

ۙ
ۘ

ۗ
ൌ 0 

[5.106] 

 

Denominando: 

ܽଵ ൌ෍݉11
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯																ܽ2 ൌ ෍݉11
݆ sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯

ܰ

݆ൌ1

	 

ܽଷ ൌ෍݉22
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯																ܽ4 ൌ෍݉22
݆ sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯

ܰ

݆ൌ1

 

ܽହ ൌ෍݉12
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯																ܽ6 ൌ෍݉12
݆ sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯

ܰ

݆ൌ1

 

[5.107] 

 

La ecuación queda así: 

ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻଶ െ 2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ
ሺ∆tሻଶ

ߩ	4
	ሾሺߣ ൅ ሻሺܽଵܩ3 ൅ ܽଷሻሿ ൅ 

൅
ሺ∆tሻସ

ଶߩ	4
	ሼ		ሾሺߣ ൅ ܽଵ	ሻܩ2 ൅ ଷሿܽܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽଷ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଵܽ	ܩ ൅		

െሾሺߣ ൅ ܽଶ	ሻܩ2 ൅ ∙ሿ	ସܽ	ܩ ሾሺߣ ൅ ܽସ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଶܽ	ܩ െ ሺߣ ൅ ሻଶሺܽହܩ
ଶ െ ܽ଺

ଶሻ ൌ 0	
[5.108] 

 

Esta ecuación es una ecuación de 2º grado cuya incógnita es:   1 െ cosሺ߱Δݐሻ 
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Resolviendo dicha ecuación, se obtiene: 

 

1 െ cosሺ߱Δݐሻ ൌ
ሺ∆tሻଶ

ߩ	4
	ሾሺߣ ൅ ሻሺܽଵܩ3 ൅ ܽଷሻ ൅ 

 

൅ටሾሺߣ ൅ ሻሺܽଵܩ3 ൅ ܽଷሻሿଶ െ 4ሼሾሺߣ ൅ ܽଵ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଷܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽଷ	ሻܩ2 ൅ –ሿ	ଵܽ	ܩ ሾሺߣ ൅ ܽଶ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ସܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽସ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଶܽ	ܩ െ ሺߣ ൅ ሻଶሺܽହܩ
ଶ െ ܽ଺

ଶሻሽ቉ 

[5.109] 

Llamando: 

 

ܣ ൌ ሺߣ ൅ ሻሺܽଵܩ3 ൅ ܽଷሻ 
 

ܤ ൌ ሾሺߣ ൅ ܽଵ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଷܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽଷ	ሻܩ2 ൅ –ሿ	ଵܽ	ܩ ሾሺߣ ൅ ܽଶ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ସܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽସ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଶܽ	ܩ െ ሺߣ ൅ ሻଶሺܽହܩ
ଶ െ ܽ଺

ଶሻ 

 

Se puede escribir: 

 

1 െ cosሺ߱Δݐሻ ൌ
ሺ∆tሻଶ

ߩ	4
	ቂܣ ൅ ඥܣଶ െ  ቃܤ4

[5.110] 

Como:    0 ൑ 1 െ cosሺ߱Δݐሻ ൑ 2, resulta: 
 

0 ൑ ݐ∆ ൑ ඨ
ߩ	8

ܣ ൅ ଶܣ√ െ ܤ4
 

[5.111] 

En primer lugar ha de tenerse en cuenta: 

0 ൑ ܽଵ ൌ෍݉11
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯ ൑ 2	݉11
0 				 

െ݉ଵଵ
଴ ൑ 	ܽଶ ൌ෍݉ଵଵ

௝ sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ ൑ ݉ଵଵ
଴

ே

௝ୀଵ

 

0 ൑ ܽଷ ൌ෍݉22
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯ ൑ 2	݉22
0 				 

െ݉ଶଶ
଴ ൑ 	ܽସ ൌ෍݉ଶଶ

௝ sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ ൑ ݉ଶଶ
଴

ே

௝ୀଵ

 

0 ൑ ܽହ ൌ෍݉12
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯ ൑ 2	݉12
0 				 

െ݉ଵଶ
଴ ൑ 	ܽ଺ ൌ෍݉ଵଶ

௝ sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ ൑ ݉ଵଶ
଴

ே

௝ୀଵ

 

[5.112] 
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Para acotar el valor de t, el objetivo es hacer mínima la expresión de la derecha de la 

inecuación. Para que esto suceda, el valor de A debe ser máximo y el de B mínimo. 

 

El término que debe ser máximo es:  

	
ܣ ൌ ሺߣ ൅ ሻሺܽଵܩ3 ൅ ܽଷሻ 

[5.113] 

 

Teniendo en cuenta  las 6 expresiones anteriores, el valor de A se puede acotar de  la siguiente 

manera: 

 

ܣ ൌ ሺߣ ൅ ሻሺܽଵܩ3 ൅ ܽଷሻ ൑ 2	ሺߣ ൅ ݉11	ሻሺ|ܩ3
0 | ൅ |݉22

0 |ሻ 
[5.114] 

 

El término que debe ser mínimo es: 

 

ܤ ൌ ሾሺߣ ൅ ܽଵ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଷܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽଷ	ሻܩ2 ൅ –ሿ	ଵܽ	ܩ ሾሺߣ ൅ ܽଶ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ସܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽସ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଶܽ	ܩ െ ሺߣ ൅ ሻଶሺܽହܩ
ଶ െ ܽ଺

ଶሻ 

[5.115] 

 

Para que B sea mínimo, a1 y a3 deben ser mínimos. Por tanto: 

 

min ܽଵ	 ⇒ 	 ൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯ ൌ 0				 → 				 sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ ൌ 0		 ⇒ 		 ܽ2 ൌ 0	 

[5.116] 

 

minܽଷ	 ⇒ 	 ൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯ ൌ 0				 → 				 sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ ൌ 0		 ⇒ 		 ܽ4 ൌ 0	 

[5.117] 

 

También a5 ha de ser máximo: 

 

maxܽହ	 ⇒ 	 ൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯ ൌ 2				 → 				 sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ ൌ 0		 ⇒ 		 ܽ6 ൌ 0	 

[5.118] 

 

Sustituyendo los valores anteriores, queda: 

 

ሾሺߣ ൅ ܽଵ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଷܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽଷ	ሻܩ2 ൅ –ሿ	ଵܽ	ܩ ሾሺߣ ൅ ܽଶ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ସܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽସ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଶܽ	ܩ െ ሺߣ ൅ ሻଶሺܽହܩ
ଶ െ ܽ଺

ଶሻ ൒ 

൒	െሺߣ ൅ ܽ52	ሻ2ܩ ൌ 	െ4	݉12
0 2

	ሺߣ ൅ ሻ2ܩ 	൒ 	െ4	݉12
0 2

	ሺߣ ൅   ሻ2ܩ3
[5.119] 
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Por tanto: 

 

0 ൑ ݐ∆ ൑ ඨ
ߩ	8

ܣ ൅ ଶܣ√ െ ܤ4
൑ 

 

൑
ඩ

ߩ8

2	ሺߣ ൅ ݉11	ሻሺ|ܩ3
0 | ൅ |݉22

0 |ሻ ൅ ටሾ2	ሺߣ ൅ ݉11	ሻሺ|ܩ3
0 | ൅ |݉22

0 |ሻሿ2 ൅ 16	݉12
0 2

	ሺߣ ൅ ሻ2ܩ3
 

[5.120] 

 

Finalmente se llega al siguiente criterio de estabilidad: 

0 ൑ ݐ∆ ൑
ඩ

ߩ4

	ሺߣ ൅ |݉11	ሻሺܩ3
0 | ൅ |݉22

0 |ሻ ൅ ටሾ	ሺߣ ൅ |݉11	ሻሺܩ3
0 | ൅ |݉22

0 |ሻሿ2 ൅ 4	݉12
0 2

	ሺߣ ൅ ሻ2ܩ3
 

[5.121] 

 

Simplificando, queda:  

0 ൑ ݐ∆ ൑
ඩ

ߩ4

	ሺߣ ൅ ሻܩ3 ቈሺ|	݉11
0 | ൅ |݉22

0 |ሻ ൅ ටሺ	|݉11
0 | ൅ |݉22

0 |ሻ2 ൅ 4	݉12
0 2
቉

 

[5.122] 
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Parte Imaginaria 

 

En este caso se considera la parte imaginaria de la ecuación: 

 

2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ
ሺ∆tሻଶ

ߩ	4
቎ሺߣ ൅ ሻ෍൫݉ଵଵܩ3

௝ ൅ ݉ଶଶ
௝ ൯		sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯

ே

௝ୀଵ

	቏ ൅ 

െ
ሺ∆tሻସ

ଶߩ	4
቎ሺߣ ൅ ሻଶܩ2 ቌ෍݉ଵଵ

௝
ே

௝ୀଵ

	sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ቍ ∙	൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

൅ሺߣ ൅ ሻ2ܩ2 ቌ෍݉11
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯ቍ ∙ ቌ෍݉22
݆

ܰ

݆ൌ1

	sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ቍ ൅ 

൅2	ሺߣ ൅ ܩ	ሻܩ2 ൮෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ∙ ቌ෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ቍ ൅ 

൅2ሺߣ ൅ ܩ	ሻܩ2 ൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ቌ෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ቍ ൅ 

൅ܩଶ ቌ෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ቍ൮෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

൅ܩଶ ቌ෍݉ଶଶ
௝ 	sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯

ே

௝ୀଵ

ቍ൮෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ 

െ	2	ሺߣ ൅ ሻଶܩ ቌ෍݉ଵଶ
௝ 	൫1 െ cos൫ሾܭሿܶഥ݄݆൯൯	

ே

௝ୀଵ

ቍ		ቌ෍݉ଵଶ
௝

ே

௝ୀଵ

		sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ቍ቏ ൌ 0	

[5.123] 
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Simplificando, queda: 

2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ ቎ሺߣ ൅ ሻ෍൫݉ଵଵܩ3
௝ ൅ ݉ଶଶ

௝ ൯		sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯

ே

௝ୀଵ

	቏ ൅ 

െ
ሺ∆tሻଶ

ߩ	
൞	൦	ሺߣ ൅ ൮෍݉11	ሻܩ2

݆
ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶഥ݄݆൯൯൲ ൅ ൮෍݉22	ܩ
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶഥ݄݆൯൯൲൪	 ∙ 

቎ሺߣ ൅ ሻቌ෍݉ଶଶܩ2
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ቍ ൅ ܩ ቌ෍݉ଵଵ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ቍ቏ ൅	

൅ ቎ሺߣ ൅ ሻቌ෍݉ଵଵܩ2
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ቍ ൅ ܩ ቌ෍݉ଶଶ
௝

ே

௝ୀଵ

sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯ቍ቏ 	 ∙	

൦	ሺߣ ൅ ൮෍݉ଶଶ	ሻܩ2
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲ ൅ ൮෍݉ଵଵ	ܩ
௝

ே

௝ୀଵ

൫1 െ cos൫ሾܭሿ் ത݄௝൯൯൲൪ ൅ 

െ	2	ሺߣ ൅ ሻଶܩ ቌ෍݉ଵଶ
௝ 	൫1 െ cos൫ሾܭሿܶഥ݄݆൯൯	

ே

௝ୀଵ

ቍ	ቌ෍݉ଵଶ
௝

ே

௝ୀଵ

		sin൫ሾܭሿ் ത݄௝൯ቍቑ 	ൌ 0	

[5.124] 

Llamando de nuevo: 

ܽଵ ൌ෍݉11
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯																ܽ2 ൌ ෍݉11
݆ sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯

ܰ

݆ൌ1

	 

ܽଷ ൌ෍݉22
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯																ܽ4 ൌ෍݉22
݆ sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯

ܰ

݆ൌ1

 

ܽହ ൌ෍݉12
݆

ܰ

݆ൌ1

൫1 െ cos൫ሾܭሿܶത݄݆൯൯																ܽ6 ൌ෍݉12
݆ sin൫ሾܭሿܶത݄݆൯

ܰ

݆ൌ1

 

[5.125] 

Queda entonces: 

2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ ൌ
ሺ∆tሻ2

ߣሺ	ߩ ൅ ሻሺܽଶܩ3 ൅ ܽସሻ
	ሼሾሺߣ ൅ ܽ1	ሻܩ2 ൅ 	ଷሿܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽ4	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଶܽ	ܩ ൅ 

൅ሾሺߣ ൅ ܽ2	ሻܩ2 ൅ ସሿܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽ3	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଵܽ	ܩ െ 	2	ሺߣ ൅  ܽ6ሽ	ܽ5	ሻ2ܩ
[5.126] 

 

Como:    0 ൑ 2ሺ1 െ cosሺ߱Δݐሻሻ ൑ 4 ,resulta: 

 

0 ൑
ሺ∆tሻ2

ߣሺ	ߩ ൅ ሻሺܽଶܩ3 ൅ ܽସሻ
	ሼሾሺߣ ൅ ܽ1	ሻܩ2 ൅ 	ଷሿܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽ4	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଶܽ	ܩ ൅ 

൅ሾሺߣ ൅ ܽ2	ሻܩ2 ൅ ସሿܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽ3	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଵܽ	ܩ െ 	2	ሺߣ ൅ ܽ6ሽ	ܽ5	ሻ2ܩ ൑ 4 

[5.127] 
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Despejando t, queda: 
 

0 ൑ ݐ∆ ൑	 

൑ ඨ
ߣሺ	ߩ4 ൅ ሻሺܽଶܩ3 ൅ ܽସሻ	

ሾሺߣ ൅ ܽଵ	ሻܩ2 ൅ ଷሿܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽସ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଶܽ	ܩ ൅ ሾሺߣ ൅ ܽଶ	ሻܩ2 ൅ ସሿܽ	ܩ ∙ ሾሺߣ ൅ ܽଷ	ሻܩ2 ൅ ሿ	ଵܽ	ܩ െ 2	ሺߣ ൅ ܽ଺	ܽହ	ሻଶܩ
 

[5.128] 

 

Con el fin de hacer mínimo el valor de la derecha de la inecuación, ha de ser: 

 

min|4ߩ	ሺߣ ൅ ሻሺܽ2ܩ3 ൅ ܽ4ሻ| ൌ 0					 
[5.129] 

Con lo cual, la parte imaginaria no aporta un nuevo criterio de estabilidad, quedando por tanto la 

condición obtenida con la parte real: 

 

0 ൑ ݐ∆ ൑
ඩ

ߩ4

	ሺߣ ൅ ሻܩ3 ቈሺ|	݉11
0 | ൅ |݉22

0 |ሻ ൅ ටሺ	|݉11
0 | ൅ |݉22

0 |ሻ2 ൅ 4	݉12
0 2
቉

 

[5.130] 

 

5.4. Comparación	de	las	distintas	formulaciones	

5.4.1. Formulación	 en	 desplazamientos	 y	 velocidad‐tensión	 para	 discretizaciones	
regulares		

En primer  lugar  se  van  a  comparar  los  resultados de  la  formulación en desplazamientos  y en 

velocidad‐tensión, empleando esquemas de GFDM de aproximación de 2º y 4º orden, para dos 

casos académicos. 

 

Complementariamente,  se  analizará  la  influencia  del  coeficiente  de  Poisson  y  el  número  de 

nodos elegido para la estrella en la formulación de 2º orden. 

 

El modelo elegido para efectuar el análisis es un cuadrado de 441 nodos,  siendo el espaciado 

nodal h=k=0.05. El criterio elegido para la elección de los nodos de la estrella es el de la distancia, 

siendo la función de peso elegida la siguiente: 

 

 
Adicionalmente,  se  ha  elegido  un  cuadrado  de  1681  nodos  (h=k=0.025)  para  estudiar  la 

influencia de la distancia entre nodos respecto al paso temporal. 
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Formulación en desplazamientos 

 

Con el  fin de evaluar el grado de aproximación que  se obtiene con el esquema de diferencias 

finitas  generalizadas  expuesto,  se  a  un modelo  simple  constituido  por  un  cuadrado  de  lado 

unidad.  

 

Se han empleado dos modelos con 441 (espaciado nodal: 0.05 m. ‐ ver figura 5‐1) y 1681 nodos 

(espaciado nodal: 0.025 m.‐ ver figura 5‐2), aplicando una condición de contorno tipo Dirichlet en 

los bordes del dominio. 

 

 

Figura 5‐1. Distribuciones nodales con 441 y 1681 nodos 

 

 

 

Se  ha  considerado  un módulo  ߣ ൌ ௘ௗ௢௠é௧௥௜௖௢ܧ	 ∙
ఔ

ଵିఔ
ൌ 0.5	,  un módulo  de  rigidez  transversal 

ܩ ൌ ா

ଶ	ሺଵାఔሻ
ൌ 0.25, y una densidad ߩ ൌ 1. 

 

La solución exacta de este problema es la siguiente: 

 































cosycosxt
ρ

μ2
cos=t)y,(x,U

sinysinxt
ρ

μ2
cos=t)y,(x,U

y

x
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Figura 5‐2.  Representación del módulo de la deformación en el instante inicial 

 

En  las  figuras siguientes se muestra  la comparación entre  la solución exacta de  la deformación 

(ux, uy) y los valores obtenidos empleando el esquema de Diferencias Finitas Generalizadas para 

el nodo de coordenadas (0.5, 0.5), considerando 500 pasos de tiempo, equivalente a 0.5 seg. Se 

ha  calculado  la  solución  con  esquemas  de  diferencias  finitas  con  aproximación  de  segundo  y 

cuarto orden para las derivadas espaciales de segundo orden, empleando dos modelos con 441 

(espaciado nodal: 0.05m) y 1681 nodos (espaciado nodal: 0.025m). 
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Figura 5‐3. Comparativa entre los desplazamientos de la solución exacta y los obtenidos 
empleando una formulación de segundo orden con fórmulas explícitas de diferencias finitas para 

las derivadas espaciales con aproximación de 2º y 4º orden 
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Figura 5‐4. Comparativa entre la solución exacta de Ux y la obtenida con un esquema de D.F.G 
para las derivadas espaciales con aproximación de 2º orden 
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Figura 5‐5. Error en Ux entre la solución exacta y la obtenida con un esquema de D.F.G para las 
derivadas espaciales con aproximación de 2º orden 
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Figura 5‐6. Comparativa entre la solución exacta de Uy y la obtenida con un esquema de D.F.G 
para las derivadas espaciales con aproximación de 2º orden 

‐5.00E‐04

0.00E+00

5.00E‐04

1.00E‐03

1.50E‐03

2.00E‐03

2.50E‐03

3.00E‐03

3.50E‐03

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50

Er
ro
r 
e
n
 U
y 
(m

)

Tiempo (seg)

Nodo (0.5, 0.5) ‐ Error Uy (m)

Error Uy
 

Figura 5‐7. Error en Uy entre la solución exacta y la obtenida con un esquema de D.F.G para las 
derivadas espaciales con aproximación de 2º orden 
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Figura 5‐8. Comparativa entre la solución exacta de Ux y la obtenida con un esquema de D.F.G 
para las derivadas espaciales con aproximación de 4º orden 

 

Figura 5‐9. Error en Ux entre la solución exacta y la obtenida con un esquema de D.F.G para las 
derivadas espaciales con aproximación de 4º orden 
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Figura 5‐10. Comparativa entre la solución exacta de Uy y la obtenida con un esquema de D.F.G 
para las derivadas espaciales con aproximación de 4º orden 

 

Figura 5‐11. Error en Uy entre la solución exacta y la obtenida con un esquema de D.F.G para las 
derivadas espaciales con aproximación de 2º orden 
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Como  se  puede  ver,  el  grado  de  aproximación  es  significativo,  estimando  el  máximo  error 

cometido  entre  1x10‐3  y  3x10‐3  para  aproximación  de  2º  orden,  y  entre  7x10‐5  y  2x10‐4  para 

aproximación de 4º orden. 

 

 

 

Adicionalmente, se ha analizado otro caso académico, con el fin de evaluar otros parámetros. 

 

La solución teórica de este segundo caso se muestra a continuación: 

 
 

La  figura  5.12  muestra  las  soluciones  teóricas  y  las  obtenidas  mediante  el  empleo  de  la 

formulación en desplazamientos con aproximaciones de 2º orden, para valores del coeficiente de 

Poisson  igual a: 0.45, 0.47, y 0.49. Como se puede apreciar, en todos  los casos se han obtenido 

resultados satisfactorios. 

 

 

Figura 5‐12. Comparativa entre las soluciones teóricas y las obtenidas mediante el empleo de la 
formulación en desplazamientos para diferentes valores del coeficiente de Poisson (t=2 seg) 
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La  figura 5.13 muestra  los  resultados obtenidos  cuando  se aumenta el  tiempo de  cálculo  (t=5 

seg.), adoptando un  coeficiente de Poisson  igual a 0.49. Se puede apreciar  la precisión de  los 

resultados. 

 

 

Figura 5‐13. Desplazamientos para ν=0.49 durante 5 seg. 

 

Formulación en velocidad‐tensión 

 

En este caso, la solución teórica es la siguiente: 

 

 
 

La figura 5.14 muestra la solución teórica (a trazos) y las obtenidas empleando la formulación en 

tensión‐velocidad (línea continua), con aproximaciones de 2º y 4º orden, para un coeficiente de 

Poisson de 0.30. 

 

La figura 5.15 muestra el mismo caso, pero con el modelo de 1681 nodos. Puede observarse  la 

inestabilidad de la solución. Se deduce que cuando disminuye la separación entre nodos, el paso 

temporal también debe reducirse. 
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Figura 5‐14. Velocidades. Aproximación de 2º y 4º orden 

 

 

Figura 5‐15. Velocidades obtenidas al reducir el espaciado entre nodos 

 

Las  figuras  5.16,  5.17  y  5.18,  muestran  la  solución  teórica  exacta  (líneas  de  puntos)  y  las 

obtenidas  empleando  la  formulación  de  GFD  en  velocidad‐tensión  (línea  continua),  con 

aproximación de 2º orden para diferentes valores del coeficiente de Poisson: 0.40, 0.45, y 0.47. 

En todos los casos se obtienen buenos resultados, pero a medida que el coeficiente de Poisson se 

aproxima a  su valor máximo  (0.5)  la precisión de  la  solución disminuye a  lo  largo del  tiempo, 

siendo necesario adoptar un paso temporal menor o una nube de puntos más fina. 
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Figura 5‐16. Velocidades. Aproximación de 2º orden para ν=0.40. 

 

 

Figura 5‐17. Velocidades. Aproximación de 2º orden para ν=0.45. 

 

 

Figura 5‐18. Velocidades. Aproximación de 2º orden para ν=0.47. 

 

 



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

95 
 

5.4.2. Desplazamientos	y	velocidad‐tensión	para	discretizaciones	irregulares	

 

En  este  caso  se  van  a  analizar  las  formulaciones  en  desplazamientos  y  velocidad‐tensión  con 

aproximación de 2º orden en distribuciones nodales irregulares. 

 

La figura 5‐19 muestra las dos distribuciones irregulares de nodos (515 y 6526 nodos) empleadas 

para evaluar la formulación en velocidad‐tensión. 

 

 

Figura 5‐19. Nubes de nodos irregulares con 515 y 6526 nodos respectivamente 

 

Las figuras 5.20 y 5.21 muestran la solución exacta (con círculos) y los valores obtenidos para las 

velocidades (línea continua). Se puede observar, en este caso, el incremento de precisión que se 

logra  cuando  se  incrementa  el  número  de  nudos  del modelo, manteniendo  el mismo  paso 

temporal. 
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Figura 5‐20. Velocidades para aproximación de 2º orden con una distribución irregular de nodos 
(515 nodos) 

 

 

Figura 5‐21. Velocidades para aproximación de 2º orden con una distribución irregular de nodos 
(6526 nodos) 

 

La  figura  5.22  muestra  las  dos  distribuciones  nodales  irregulares  usadas  para  evaluar  la 

formulación  en  desplazamientos.  Las  figuras  5.23  y  5.24  muestran  la  solución  exacta  (con 

círculos)  y  los  resultados  aproximados  de  las  velocidades  (línea  continua).  En  este  caso  se 

observa que la mejora en la precisión al incrementarse el número de nodos no es significativa. 
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Figura 5‐22. Distribuciones nodales irregulares con 272 y 1780 nodos 

 

Figura 5‐23. Desplazamientos para aproximación de 2º orden empleando una distribución 
irregular de nodos (272 nodos) 

 

 

Figura 5‐24. Desplazamientos para aproximación de 2º orden empleando una distribución 
irregular de nodos (1780 nodos) 
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5.5. Comparativa	con	otro	software	

Complementariamente, con el fin de validar los resultados obtenidos empleando el esquema de 

diferencias finitas generalizadas expuesto, se ha efectuado un cálculo con un software comercial 

contrastado (FLAC), que emplea el método de diferencias finitas. 

 

El  programa  FLAC  (Fast  Lagrangian  Analysis  of  Continua),  fue  desarrollado  para  el  cálculo 

geotécnico  en  1986  por  el  grupo  ITASCA,  de  Indiana. Desde  entonces  hasta  hoy  día,  han  ido 

apareciendo versiones más sofisticadas y actualizadas de la versión inicial ideada por el Dr. Peter 

Cundall. 

 

El  programa  FLAC  emplea  el método  de  las  diferencias  finitas  con  un  esquema de  resolución 

explicito para la resolución de las ecuaciones diferenciales planteadas en el problema objeto de 

estudio.  En  diferencias  finitas,  cada  grupo  de  ecuaciones  se  sustituye  por  una  expresión 

algebraica en puntos discretos. 

 

Las ecuaciones utilizadas por FLAC se basan en  la segunda  ley de Newton del movimiento, que 

relaciona  la  aceleración  de  una masa  al  ser  sometida  a  una  fuerza  aplicada  variable  con  el 

tiempo. En problemas estáticos, FLAC utiliza la propiedad de que la aceleración correspondiente 

a la suma de las fuerzas del sistema tiende a cero (ΣF = 0).  

 

Además de la ecuación de movimiento, se necesita la ley del comportamiento del sólido, que se 

conoce como  la relación constitutiva o  ley  tensión‐deformación  (por ejemplo, modelo elástico, 

modelo  de Mohr‐Coulomb,…).  Finalmente,  para  terminar  de  definir  el  sistema  a  resolver,  se 

deben indicar las condiciones iniciales y de contorno. 

 

El proceso de cálculo se lleva a cabo de forma cíclica en cada uno de los elementos y en cada uno 

de los pasos de cálculo de manera independiente, según el siguiente esquema: 
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Figura 5‐25. Esquema de cálculo en FLAC (Manual del FLAC v.5.0). 

 

Aunque se divide el medio en elementos formados por cuadriláteros, FLAC divide internamente 

el  cuadrilátero  en  dos  grupos  superpuestos  de  triángulos  de  deformación  constante  de 

elementos triangulares según se muestra en la figura XXX. Cada triángulo constituye una subzona 

del cuadrilátero. 

 

Figura 5‐26. a) Elementos cuadriláteros utilizados por FLAC; b) Elemento típico triangular con 
vectores velocidad; c) Vector fuerza en los nodos (Manual FLAC) 
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En  cada paso  temporal, el  cálculo  resuelve dos  conjuntos de ecuaciones:  las de equilibrio del 

movimiento y las constitutivas. Las deformaciones y desplazamientos se obtienen a partir de las 

tensiones y fuerzas de cada punto de masa en el paso anterior. Por aplicación del teorema de la 

divergencia de Gauss a  los elementos discretizados, se obtienen velocidades en cada punto de 

masa que son usadas para expresar las deformaciones del elemento. A continuación, se usan las 

ecuaciones  constitutivas  para  calcular  las  nuevas  tensiones  a  partir  de  dichas  deformaciones. 

Calculadas  las  tensiones,  las  fuerzas equivalentes  aplicadas en  cada nodo están determinadas 

pues las tensiones en cada subzona triangular, actúan como tracciones en los lados del triángulo, 

de forma que cada una de ellas es equivalente a dos fuerzas iguales Fi, actuando en los extremos 

del correspondiente lado. 

 

Según se ha expuesto, en el esquema explícito utilizado por FLAC,  la  ley constitutiva solamente 

es consultada una vez por cada elemento y por cada paso de cálculo, con lo que no es necesario 

almacenar ninguna matriz de rigidez. 

 

Según se indica en el manual de FLAC, el software alcanza toda su potencia en problemas de flujo 

plástico, donde el método de resolución explicito, permite seguir procesos físicamente inestables 

sin  divergencias  numéricas,  así  como  la  resolución  de  sistemas  de  ecuaciones  no  lineales  de 

tensión‐deformación  en  casi  el  mismo  tiempo  de  cálculo  que  con  sistemas  de  ecuaciones 

lineales,  sin necesidad de almacenar ninguna matriz. Por  tanto, el método de cálculo utilizado 

por  FLAC,  lo hace un programa  recomendado para  la  simulación de  grandes deformaciones  y 

modelos  de  un  gran  número  de  elementos.  El  esquema  de  diferencias  finitas  explícito  que 

incorpora el programa puede seguir el recorrido físico y simular el efecto del recorrido de carga 

en  la  respuesta  constitutiva.  El  criterio  de  estabilidad  numérico  para  el  esquema  debe 

proporcionar una frontera superior para los valores de los pasos de cálculo usados en el método 

de diferencias finitas. 

 

El  modelo  adoptado  para  efectuar  la  comparación  se  muestra  en  la  figura  5‐27.  Se  ha 

considerado un medio elástico de dimensión horizontal igual a 5 m. y dimensión vertical igual a 

1.5 m., formado por una malla de nodos igualmente espaciados en las dos direcciónes (espaciado 

nodal igual a 0,02 unidades). El número total de nodos es de 19076. El origen de coordenadas se 

sitúa en la esquina superior izquierda del modelo, siendo el eje x horizontal y creciente hacia la 

derecha, y el eje y vertical y creciente hacia abajo (ver figura adjunta). 
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Figura 5‐27. Modelo de cálculo analizado 

  

Los parámetros elásticos adoptados son: 

 

λ ൌ 18 (unidades de tensión, p. ej. kN/m2) 

G=   9.0 (unidades de tensión, p.ej kN/m2) 

ρ ൌ 1  (unidades de masa/volumen, p.ej Ton(m)/m3) 

 

En este modelo, los valores de la velocidad de las ondas P y S son: 

       

௣ݒ ൌ ඨ
ߣ ൅ ܩ2
ߩ

ൌ ඨ
18݇ܰ ݉ଶ⁄ ൅ 2 ∙ 9	݇ܰ/݉ଶ

ଷ݉/݊݋ܶ	1 ൌ  ݏ/݉	6

 

௦ݒ ൌ ඨ
ܩ
ߩ
ൌ ඨ

9	݇ܰ/݉ଶ

ଷ݉/݊݋ܶ	1 ൌ  ݏ/݉	3

 

Se ha aplicado una carga vertical dinámica de tipo pulso (en unidades de tensión) en un punto 

situado en la intersección del eje de simetría vertical con el borde superior. El pulso está definido 

de la forma siguiente: 

 

ሻݐሺ݌ ൌ ቄ0.5							0 ൑ 	ݐ ൑ .ݏ	0.012
	ݐ																			0 ൐ .ݏ	0.012

ቅ 

 

Este  modelo  descrito  se  ha  calculado  adicionalmente  con  el  software  comercial  FLAC, 

considerando la misma geometría, separación de nodos, propiedades elásticas y pulso dinámico 

aplicado. Se han adoptado las mismas condiciones de contorno y el mismo paso de tiempo. 

 

DOMINIO ELASTICO

y

x

2.5 m 2.5 m

1.5 m. P1 (2.5, 0.5)
P3 (3.207, 0.707)

P2 (3.0, 0.0)
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Los puntos empleados para efectuar  la  comparación de  resultados empleando el esquema de 

diferencias finitas generalizadas (GFDM) y el software comercial (FLAC) corresponden a: 

 

P1=(2.5, 0.5) 

P2=(3.0, 0.0) 

            P3=(3.207, 0.707) 

 

El siguiente gráfico muestra la comparación del desplazamiento vertical del punto P1(2.5, 0.5) en 

función del tiempo. 

 

 

Figura 5‐28. Comparativa entre el desplazamiento vertical obtenido en función del tiempo, en el 
nodo (2.5, 0.5), con el esquema de D.F.G. y el software comercial FLAC 

 

 

La onda P alcanza el punto P1 en el  instante  t=0.083 seg. El valor máximo del desplazamiento 

vertical producido es  igual a 5 x 10‐5. El desplazamiento horizontal registrado es prácticamente 

nulo. Observando  las dos  curvas de  la evolución del desplazamiento  vertical del punto P1,  se 

aprecia  que  el  GFDM  proporciona  valores  muy  próximos  a  los  obtenidos  con  el  software 

comercial FLAC.  

 

Las ondas P alcanzan el punto P2 in 0.083 seg,  las ondas S en t=0.166 seg. y las ondas Rayleigh 

en t=0.175 seg. Estos instantes de llegada se pueden apreciar en las figuras siguientes: 
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Figura 5‐29. Comparativa entre el desplazamiento horizontal obtenido en función del tiempo, en 
el nodo (3.0, 0.0), con el esquema de D.F.G. y el software comercial FLAC 

 

 

Figura 5‐30. Comparativa entre el desplazamiento vertical obtenido en función del tiempo, en el 
nodo (3.0, 0.0), con el esquema de D.F.G. y el software comercial FLAC 

 

Observando  simultáneamente  la  evolución  de  los  desplazamientos  en  el  punto  P2,  se  puede 

apreciar  que  el  desplazamiento  máximo  vertical  corresponde  al  instante  en  el  que  el 

desplazamiento  horizontal  se  anula  (0.21  seg.)  y  análogamente  el  valor  máximo  del 

desplazamiento  horizontal  se  corresponde  con  un  valor  casi  nulo  de  desplazamiento  vertical 

(0.19 seg.). Esta correspondencia entre desplazamientos es característica de las ondas Rayleigh. 
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Finalmente, en las dos figuras siguientes se puede observar el instante de llegada de las ondas al 

punto P3.  Las ondas P alcanzan este punto en el  instante  t= 0.166  seg., obteniéndose valores 

muy  similares de  los desplazamientos  vertical  y horizontal,  ya que  las  componentes  vertical  y 

horizontal  del movimiento  tienen  el mismo  ángulo  de  proyección  respecto  a  la  dirección  de 

propagación  de  la  onda. Como  se  aprecia  en  estas  figuras,  los  resultados  obtenidos  son muy 

similares en ambos métodos (FLAC y Método de Diferencias Finitas Generalizadas). 

 

 

Figura 5‐31. Comparativa entre el desplazamiento vertical obtenido en función del tiempo, en el 
nodo (3.207, 0.707), con el esquema de D.F.G. y el software comercial FLAC 

 

Figura 5‐32. Comparativa entre el desplazamiento horizontal obtenido en función del tiempo, en 
el nodo (3.207, 0.707), con el esquema de D.F.G. y el software comercial FLAC 
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6. CONTORNOS	PERFECTAMENTE	SINCRONIZADOS	

Al resolver un problema numérico definido sobre un espacio infinito mediante diferencias finitas 

o  elementos  finitos,  surge  el problema de que  el modelo debe  ser  finito  y, por  tanto, deben 

introducirse contornos inexistentes en el problema real. 

 

La modelización de la transmisión de ondas ha de resolver uno de los problemas más difíciles a la 

hora de truncar una malla, ya que la energía transmitida decae muy lentamente con la distancia. 

Por  este motivo,  se  hace  necesaria  la modelización  de  unos  contornos  que  de  alguna  forma 

absorban las ondas sin reflejarlas y que no alteren los resultados en la zona de interés debido a la 

reflexión de las ondas en dichos contornos. Debido a la dificultad de implementar una condición 

de  contorno  en  el modelo  que  cumpla  las  condiciones  citadas,  se modificó  este  enfoque  (“A 

perfectly matched layer for the absorption of electromagnetic waves”, Berenger, 1994): en lugar 

de  incorporar una  condición de  contorno  absorbente,  se planteó  la posibilidad de  acoplar un 

medio absorbente en el contorno del medio elástico (ver figura 6.1). Este “material absorbente” 

(Perfectly Matched Layer)  se adosa a  los  límites del dominio elástico y es  independiente de  la 

condición de contorno que desee fijarse. Cuando una onda entra en este material absorbente, se 

atenúa y decrece exponencialmente a medida que avanza en él. Aunque dicha onda alcance  la 

frontera,  la  onda  reflejada  que  regresa  continúa  atenuándose  en  el  interior  del  material 

absorbente, de forma que  la energía de  la onda que vuelve a entrar en el medio elástico se ha 

reducido significativamente. No obstante, el  principal problema que se produce es la generación 

de ondas reflejadas en el contacto medio elástico‐material absorbente, ya que dichas ondas se 

generan en  la transición entre materiales diferentes. La adecuada formulación de este material 

absorbente debe reducir al máximo las reflexiones producidas en dicho contacto, al entrar en el 

dominio PML. 

 

En los siguientes apartados se desarrolla la formulación empleada para incorporar este material 

absorbente en la modelización de la transmisión de ondas. 
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Figura 6‐1. Esquema del medio absorbente adosado a los límites del dominio elástico 

 

6.1. Formulación	

Se supone que el espacio alejado de la región de interés es homogéneo, lineal e invariante en el 

tiempo. Por tanto, la solución de la ecuación de ondas en el espacio infinito puede considerarse 

una superposición de ondas planas.  

 

Una onda plana desplazándose a  lo  largo del eje x puede  representarse mediante  la  siguiente 

ecuación: 

,ݔሺݑ ሻݐ ൌ  ሻ݁௜ሺ௞௫ି௪௧ሻݓሺܣ
[6.1] 

Siendo A(w)  la amplitud, donde w es  la  frecuencia angular y k el vector de onda. En un medio 

isotrópico se cumple: 

ܿ	 ൌ
ܮ
ܶ
ൌ

ߨ2
݇
ߨ2
߱

ൌ
߱
݇
 

[6.2] 

Donde c es  la velocidad de fase, L es  la  longitud de onda, T el período, w  la frecuencia angular 

(número  de  oscilaciones  en  2π  unidades  de  tiempo)  y  k  el  vector  de  onda  (número  de 

oscilaciones en 2π unidades de espacio).  

 

Con estas consideraciones, la solución de la ecuación de ondas puede descomponerse en la suma 

de una serie de funciones de la forma: 

Espacio infinito

Ondas radiantes

Zona de interés: 
Fuentes de emisión, 
heterogeneidades, 
singularidades, …

Contorno de la región truncada

Zona de interés: 
Fuentes de emisión, 
heterogeneidades, 
singularidades, …

Medio  absorbente
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ܹሺݕ,  ݁௜ሺ௞௫ି௪௧ሻ	ሻݖ
[6.3] 

La expresión anterior es una función analítica de x. Por tanto, dicha función puede continuarse 

analíticamente, siendo posible evaluar la solución en valores complejos de x. Así, por ejemplo, en 

el  caso del dominio  real de x,  la  solución de  la ecuación de ondas  corresponde a una  función 

oscilatoria del tipo eikx (ver figura adjunta). 

 

 

Figura 6‐2. Solución oscilatoria del tipo eiKx 

Sin embargo,  si  se  considera un dominio en el que para  x  ≥ 7  se  añade una parte  imaginaria 

linealmente  creciente  (ver  figura  adjunta),  se  obtiene  una  solución  exponencialmente 

decreciente para x ≥ 7.  

 

 

Figura 6‐3. Dominio con parte imaginaria para x ≥ 7 
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La razón es que al evaluar la función eikx en el dominio con parte imaginaria se multiplica por un 

factor exponencialmente decreciente: 

 

݁௜௞ሺோ௘	௫ା௜	ூ௠	௫ሻ ൌ ݁௜௞ሺோ௘	௫ሻ	݁ି௞	ூ௠	௫ 

[6.4] 

 

Se  produce  entonces  una  atenuación  de  la  solución  en  el  contorno  absorbente,  tal  como  se 

muestra en la figura siguiente: 

 

 

Figura 6‐4. Atenuación de la solución oscilatoria para x > 7 

 

En  el  caso de  2 dimensiones,  como  las  variables de  campo  son  funciones  analíticas de  x e  y,  

pueden continuarse analíticamente, evaluando la solución en los valores complejos de x e y. Sin 

embargo,  el  principal  inconveniente  es  la  resolución  de  la  ecuación  de  ondas  en  el  dominio 

complejo. Para evitar este inconveniente, se efectúa un cambio de variable en el dominio PML, el 

cual puede suponerse conceptualmente como una transformación simple de la ecuación original.   

 

Si se tiene en el dominio PML: 

 

ሻݔ෤ሺݔ ൌ ݔ ൅ ݅	݂ሺݔሻ 
[6.5] 
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Se puede escribir: 

෤ݔ߲ ൌ ൬1 ൅ ݅
݂݀
ݔ݀
൰  ݔ߲

[6.6] 

Si se considera una función tal que: 

 

	
݂݀
ݔ݀

ൌ
ሻݔ௫ሺߜ
߱

 

[6.7] 

Se puede escribir: 

෤ݔ߲ ൌ ൬1 ൅ ݅
݂݀
ݔ݀
൰ ݔ߲ ൌ 	 ൬1 ൅ ݅

ሻݔ௫ሺߜ
߱

൰  ݔ߲

[6.8] 

 

Por tanto: 

 

෤ݔ ൌ න൬1 ൅ ݅
ሻݔ௫ሺߜ
߱

൰ ݔ߲ ൌ ݔ ൅ ݅ න
ሻݔ௫ሺߜ
߱

 ݔ߲

[6.9] 

 

La derivada parcial respecto a la variable ݔ෤ resulta igual a: 
 

߲
෤ݔ߲

ൌ
߲
ݔ߲

ݔ߲
෤ݔ߲

ൌ
1

1 ൅ ݅
ሻݔ௫ሺߜ
߱

	
߲
ݔ߲

 

[6.10] 

 

Por  tanto,  la  ecuación  de  ondas  en  elastodinámica  se  puede  resolver  en  el  dominio  PML 

efectuando la transformación anterior de la derivada parcial. La función ߜ௫ሺݔሻ corresponde a la 

función de  atenuación de  la onda en  el dominio PML.  La  frecuencia   divide  a  la  función de 
atenuación para lograr un perfil de absorción en el dominio PML independiente de la frecuencia. 

 

Análogamente, en el caso de un contorno PML en dirección x e y donde las derivadas espaciales 

aparecen en la ecuación de ondas, las mismas se sustituirían por las siguientes expresiones: 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
߲
ݔ߲
		→		

1

1 ൅ ݅
ሻݔ௫ሺߜ
߱

	
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲
	→		

1

1 ൅ ݅
ሻݕ௬ሺߜ
߱

	
߲
ݕ߲

 

[6.11] 
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Esta sustitución se va a efectuar en las 5 ecuaciones siguientes que gobiernan la formulación de 

problemas  en  elastodinámica  en  2  dimensiones  a  partir  de  los  parámetros  de  tensión  y 

velocidad: 

 

 

ߩ
௫ݒ߲
ݐ߲

ൌ
௫ߪ߲
ݔ߲

൅
߲߬௫௬
ݕ߲

൅  							௫ܨ

ߩ
௬ݒ߲
ݐ߲

	ൌ
߲߬௫௬
ݔ߲

൅
௬ߪ߲
ݕ߲

൅  							௬ܨ

௫ߪ߲
ݐ߲

ൌ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݒ߲
ݕ߲

 

௬ߪ߲
ݐ߲

ൌ ߣ
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௬ݒ߲
ݕ߲

 

߲߬௫௬
ݐ߲

ൌ 	ܩ	 ቆ
௫ݒ߲
ݕ߲

൅
௬ݒ߲
ݔ߲

ቇ											 

[6.12] 

 

Estas  ecuaciones  se  pueden  escribir  de  la  siguiente manera  (considerando  nulas  las  fuerzas 

másicas F): 

 

൜
௜,௧ݒ	ߩ ൌ 																																					௜௝,௝ߪ

௜௝,௧ߪ ൌ ௞,௞ݒ௜௝ߜ	ߣ ൅ ௜,௝ݒ൫	ܩ ൅ ௝,௜൯ݒ
 

[6.13] 

 

Donde el parámetro v representa velocidades y σ tensiones en el material del dominio. 

 

Estas ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma matricial: 

 


















































































































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


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




















y

x

y

xy

x

y

x

y

xy

x

yx

yx

yx

x
G

y
G

yx
G

t

t

t

t

t

























00
11

0

000
11

)2(000

000
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[6.14] 
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Como se ha mencionado anteriormente, para obtener  la formulación de PML en dirección x en 

problemas  lineales  de  propagación  de  ondas,  se  considera  el  dominio  PML  como  una 

continuación  analítica  de  las  variables  espaciales  del medio  elástico  a  un  dominio  parcial  de 

variable compleja. 

 

x  x i


x
(x)



y  y i


y
(x)













 
[6.15] 

 

Donde δx, δy son las funciones de amortiguamiento, que se han considerado iguales y función de 

la variable x. El perfil de amortiguamiento en el dominio PML es: 

 

Q
I
i

F
i

i
F
i

yx )
xx

xx
σ(

Δt

1
=δδ(x)(x)δ=(x)δ





 

[6.16] 

 

Donde ݔ௜
ூ y ݔ௜

ி corresponden a las coordenadas inicial y final del dominio PML, y el exponente Q 

adopta el valor 2. 

 

En el dominio PML las derivadas espaciales que aparecen en la ecuación de ondas se sustituirían 

por las siguientes expresiones: 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
߲
ݔ߲
		→		

1

1 ൅ ݅
ሻݔ௫ሺߜ
߱

	
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲
	→		

1

1 ൅ ݅
ሻݔ௬ሺߜ
߱

	
߲
ݕ߲

 

[6.17] 

La solución de la ecuación de ondas en 2 dimensiones puede descomponerse en funciones de la 

forma siguiente: 

 

σ୶ሺx, y, tሻ ൌ σ୶ᇱ ሺx, yሻ	e୧ன୲ 
σ୷ሺx, y, tሻ ൌ σ୷ᇱ ሺx, yሻ	e୧ன୲ 

τ୶୷ሺx, y, tሻ ൌ τ୶୷ᇱ ሺx, yሻ	e୧ன୲ 

v୶ሺx, y, tሻ ൌ v୶ᇱ ሺx, yሻ	e୧ன୲ 
v୷ሺx, y, tሻ ൌ v୷ᇱ ሺx, yሻ	e୧ன୲ 

[6.18] 
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Adoptando ߜ௫ሺݔሻ ൌ ሻݔ௬ሺߜ ൌ  ߜ y  sustituyendo  las derivadas  anteriores,  resultan  las  siguientes 

expresiones: 

௫ߪ߲
ݐ߲

ൌ
ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2

1 ൅ ݅ ߱ߜ

௫ݒ߲
ݔ߲

൅
ߣ

1 ൅ ݅ ߱ߜ

௬ݒ߲
ݕ߲

ൌ െ݅߱	ߪ௫ 

 

߲߬௫௬
ݐ߲

ൌ 	
ܩ

1 ൅ ݅ ߱ߜ

௫ݒ߲
ݕ߲

൅
ܩ

1 ൅ ݅ ߱ߜ

௬ݒ߲
ݔ߲

ൌ 			െ݅߱	߬௫௬	 

 

௬ߪ߲
ݐ߲

ൌ
ߣ

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
௫ݒ߲
ݔ߲

൅
ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
௬ݒ߲
ݕ߲

ൌ െ݅߱	ߪ௬ 

 

௫ݒ߲
ݐ߲

ൌ
1
ߩ
ቌ

1

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
௫ߪ߲
ݔ߲

൅
1

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
߲߬௫௬
ݕ߲

ቍ ൌ 	െ݅߱	ݒ௫							 

 

௬ݒ߲
ݐ߲

ൌ
1
ߩ
ቌ

1

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
߲߬௫௬
ݔ߲

൅
1

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
௬ߪ߲
ݕ߲

ቍ ൌ 	െ݅߱	ݒ௬							 

[6.19] 

 

Operando, resulta: 

 

ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݒ߲
ݕ߲

ൌ െ݅߱	ߪ௫ 	൬1 ൅ ݅
ߜ
߱
൰ ൌ െ݅߱	ߪ௫ ൅  ௫ߪ	ߜ

 

	ܩ ቆ
௫ݒ߲
ݕ߲

൅
௬ݒ߲
ݔ߲

ቇ ൌ 	െ݅߱	߬௫௬ 	൬1 ൅ ݅
ߜ
߱
൰ ൌ 	െ݅߱	߬௫௬ ൅  ௫௬߬	ߜ

 

ߣ
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[6.20] 
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Finalmente, volviendo al dominio del tiempo queda: 
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[6.21] 

 

Estas relaciones se pueden poner en forma matricial: 
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[6.22] 

 

 

Para efectuar un análisis de estabilidad en el medio  continuo del PML,  según Kristel C. Meza‐

Fajardo  y  Apostolos  S.  Papageorgiu  [113],  [114],  se  puede  escribir  la matriz  anterior  de  los 

coeficientes como: 
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[6.23] 

 

El problema de autovalores asociado con la ecuación anterior es: 

 

௜ܺ ࢏ࢃ	 ൌ  ࢏ࢃ	࡭

[6.24] 

 

Se considera el  sistema estable  si  todos  los autovalores  ௜ܺ  tienen partes  reales negativas. Por 

tanto, para encontrar los autovalores debe igualarse a cero el siguiente determinante: 

 

 

A  I 
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
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
0    0

0
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x


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y


0   

 0 

[6.25] 

 

La matriz  [A‐χI] puede  reducirse a  la siguiente matriz  triangular superior mediante eliminación 

gaussiana: 
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[6.26] 

 

Donde: 

 

    

   2  k
x
2  k

y
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k
x
2k

y
2( )2

 2  k
x
2( 2) k

y
2

   

[6.27] 

En la matriz anterior el determinante se obtiene fácilmente como el producto de los elementos 

de  la diagonal de  la matriz triangular superior. La ecuación característica queda de  la siguiente 

manera: 
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

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[6.28] 

 

 

Una de las 5 raíces de la ecuación anterior es evidente: 

   

 0 
1
   

[6.29] 

 

Los otros cuatro autovalores se obtienen a partir de la ecuación siguiente: 
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y
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[6.30] 
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Llamando ߩ	߫ଶ ൌ  :queda ,ߖ

     

0)2()()3)(( 222222   yxyx kkkk  

[6.31] 

 

Los 4 autovalores restantes son los siguientes: 
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[6.32] 

 

Al ser negativa la parte real de todos los autovalores, la estabilidad está garantizada. 

 

El desarrollo es análogo para el PML en dirección y. 

 

En las esquinas del modelo, donde se intersectan el PML en la dirección x y el PML en la dirección 

y, se superponen las propiedades de ambos PML. 

 

6.2. Esquema	en	D.F.G.	para	los	Perfectly	Matched	Layers	

En  este  apartado  se  deducirán  las  expresiones  en  diferencias  finitas  para  los  contornos 

absorbentes  (Perfectly Matched  Layers‐  PML),  tanto  para  la  formulación  en  tensión‐velocidad 

como en desplazamientos. 

 

6.2.1. Formulación	en	tensión‐velocidad	

Según  se  indicó  al desarrollar  la  formulación del esquema en diferencias  finitas  generalizadas 

para la ecuación de ondas, las derivadas parciales espaciales de las componentes de la tensión se 

pueden expresar de la siguiente manera: 
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[6.33] 

 

Las derivadas espaciales de la variable velocidad también se pueden escribir análogamente: 
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[6.34] 

 

Las derivadas temporales de  las variables velocidad y tensión se pueden expresar mediante  las 

siguientes ecuaciones (esquema clásico de diferencias finitas):  
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[6.35] 
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A continuación se sustituyen las expresiones anteriores en las 5 ecuaciones obtenidas en tensión 

y velocidad correspondientes al dominio P.M.L.: 

 

1) 
డఙೣ
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[6.36] 

 

Sustituyendo las expresiones de las derivadas espaciales y temporales, se obtiene: 
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Despejando, queda: 
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[6.38] 
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[6.39] 

Al sustituir las expresiones de las derivadas espaciales y temporales, resulta: 
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Despejando, se obtiene: 
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[6.42] 
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Sustituyendo las expresiones de las derivadas espaciales y temporales, se obtiene: 
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Despejando, queda: 
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డ௩ೣ
డ௧

ൌ 			
ଵ

ఘ
	ቀ
డఙೣ
డ௫

൅
డఛೣ೤
డ௬

ቁ െ  									௫ݒ	ߜ	

[6.45] 

Sustituyendo las expresiones de las derivadas espaciales y temporales, se puede obtener: 

௫଴ݒ
௡ାଵ െ	 ௫଴ݒ

௡

∆t
ൌ
1
ߩ
ቌെ݉ଵ

଴	 ௫଴ߪ ൅෍݉ଵ
௝	 ௫ߪ

௝ െ ݉ଶ
଴	 ߬௫௬଴ ൅෍݉ଶ

௝	 ߬௫௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ െ 	ߜ ௫଴ݒ
௡  

[6.46] 

 

Despejando, resulta: 

௫଴ݒ
௡ାଵ ൌ ሺ1 െ tሻ∆	ߜ ௫଴ݒ

௡ ൅
∆t
ߩ
ቌെ݉ଵ

଴	 ௫଴ߪ ൅෍݉ଵ
௝	 ௫ߪ

௝ െ ݉ଶ
଴	 ߬௫௬଴ ൅෍݉ଶ

௝	 ߬௫௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡௡
ே

௝ୀଵ

௡ ቍ 

[6.47] 

 

5) 
డ௩೤
డ௧

ൌ 	
ଵ

ఘ
	ቀ
డఛೣ೤
డ௫

൅
డఙ೤
డ௬
ቁ െ  									௬ݒ	ߜ		

[6.48] 

Al sustituir las expresiones de las derivadas espaciales y temporales, resulta: 

௬଴ݒ
௡ାଵ െ	 ௬଴ݒ

௡

∆t
ൌ
1
ߩ
	ቌെ݉ଵ

଴	 ߬௫௬଴ ൅෍݉ଵ
௝	 ߬௫௬

௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ െ ݉ଶ
଴	 ௬଴ߪ ൅෍݉ଶ

௝	 ௬ߪ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ െ 	ߜ ௬଴ݒ
௡  

[6.49] 

 

Despejando, se obtiene: 

௬଴ݒ
௡ାଵ ൌ ሺ1 െ 	tሻ∆	ߜ ௬଴ݒ

௡ ൅
∆t
ߩ
	ቌെ݉ଵ

଴	 ߬௫௬଴ ൅෍݉ଵ
௝	 ߬௫௬

௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ െ ݉ଶ
଴	 ௬଴ߪ ൅෍݉ଶ

௝	 ௬ߪ
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ 

[6.50] 
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Estas 5 ecuaciones en diferencias finitas generalizadas se pueden escribir en notación abreviada 

de la siguiente manera: 

 

௜௝ߪ
଴ ൌ௡ାଵ ሺ1 െ tሻ∆	ߜ ௜௝ߪ

଴௡ ൅ ∆t ൥ߣ	ߜ௜௝ ൭െ݉௞
଴	 ௞ݒ

଴ ൅෍݉௞
௟ 	 ௞ݒ

௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ ൱ ൅ ܩ ൭െ݉௜
଴	 ௝ݒ

଴ ൅෍݉ଵ
௟ 	 ௝ݒ

௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ െ ௝݉
଴	 ௜ݒ

଴ ൅෍ ௝݉
௟	 ௜ݒ

௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ ൱൩ 

 

௜ݒ
଴௡ାଵ ൌ ሺ1 െ 	tሻ∆	ߜ ௜ݒ

଴௡ ൅
∆t
ߩ
	൭െ ௝݉

଴	 ௜௝ߪ
଴ ൅෍ ௝݉

௟	 ௜௝ߪ
௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ ൱ 

[6.51] 

 

6.2.2. Formulación	en	desplazamientos	

La  formulación en desplazamientos  se puede obtener a partir de  las 5 ecuaciones en  tensión‐

velocidad: 

 

௫ݒ߲
ݐ߲

ൌ
1
ߩ
ቆ
௫ߪ߲
ݔ߲

൅
߲߬௫௬
ݕ߲

ቇ											 

௬ݒ߲
ݐ߲

	ൌ
1
ߩ
ቆ
߲߬௫௬
ݔ߲

൅
௬ߪ߲
ݕ߲

ቇ										 

௫ߪ߲
ݐ߲

ൌ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ߣ
௬ݒ߲
ݕ߲

 

௬ߪ߲
ݐ߲

ൌ ߣ
௫ݒ߲
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
௬ݒ߲
ݕ߲

 

߲߬௫௬
ݐ߲

ൌ 	ܩ	 ቆ
௫ݒ߲
ݕ߲

൅
௬ݒ߲
ݔ߲

ቇ											 

[6.52] 

 

Se definen las siguientes variables auxiliares: 

 

߲ܷ௫
ݐ߲

ൌ ௫ݒ 															
߲ܷ௬
ݐ߲

ൌ  			௬ݒ

 

௫௫ߛ߲
ݐ߲

ൌ ௫ߪ	 															
௫௬ߛ߲
ݐ߲

ൌ 	 ߬௫௬ 																
௬௬ߛ߲
ݐ߲

ൌ  						௬ߪ	

[6.53] 

 

Al sustituir las variables citadas, las 5 ecuaciones anteriores quedan de la siguiente manera: 
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߲ܷ௫
ݐ߲

ൌ
1
ߩ
ቆ
௫௫ߛ߲
ݔ߲

൅
௫௬ߛ߲
ݕ߲

ቇ											 

߲ܷ௬
ݐ߲

ൌ
1
ߩ
ቆ
௫௬ߛ߲
ݔ߲

൅
௬௬ߛ߲
ݕ߲

ቇ											 

௫௫ߛ	߲
ݐ߲

ൌ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
߲ܷ௫
ݔ߲

൅ ߣ
߲ܷ௬
ݕ߲

 

௬௬ߛ߲
ݐ߲

ൌ ߣ
߲ܷ௫
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
߲ܷ௬
ݕ߲

 

௫௬ߛ߲
ݐ߲

ൌ 	ܩ	 ቆ
߲ܷ௫
ݕ߲

൅
߲ܷ௬
ݔ߲

ቇ											 

[6.54] 

 

Las funciones anteriores pueden descomponerse en funciones armónicas de la forma siguiente: 

 

γ୶୶ሺx, y, tሻ ൌ γ୶୶ᇱ ሺx, yሻ	e୧ன୲ 
γ୷୷ሺx, y, tሻ ൌ γ୷୷ᇱ ሺx, yሻ	e୧ன୲ 

γ୶୷ሺx, y, tሻ ൌ γ୶୷ᇱ ሺx, yሻ	e୧ன୲ 

U୶ሺx, y, tሻ ൌ U୶ᇱ ሺx, yሻ	e୧ன୲ 
U୷ሺx, y, tሻ ൌ U୷ᇱ ሺx, yሻ	e୧ன୲ 

[6.55] 

Como  se  ha mencionado  anteriormente,  la  ecuación  de  ondas  en  elastodinámica  se  puede 

resolver  en  el  dominio  PML  efectuando  las  transformaciones  de  las  derivadas  parciales 

siguientes: 

 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
߲
ݔ߲
		→		

1

1 ൅ ݅
ሻݔ௫ሺߜ
߱

	
߲
ݔ߲

߲
ݕ߲
	→		

1

1 ൅ ݅
ሻݔ௬ሺߜ
߱

	
߲
ݕ߲

 

[6.56] 

 

La  función   ሻݔ௫ሺߜ corresponde  a  la  función  de  atenuación  de  la  onda  en  el  dominio  PML. 

Adoptando ߜ௫ሺݔሻ ൌ ሻݔ௬ሺߜ ൌ  ߜ y  sustituyendo  las derivadas  anteriores,  resultan  las  siguientes 

expresiones: 
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߲ܷ௫
ݐ߲

ൌ
1
ߩ
ቌ

1

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
௫௫ߛ߲
ݔ߲

൅
1

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
௫௬ߛ߲
ݕ߲

ቍ ൌ 	െ݅߱	ܷ௫	 

 

߲ܷ௬
ݐ߲

ൌ
1
ߩ
ቌ

1

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
௫௬ߛ߲
ݔ߲

൅
1

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
௬௬ߛ߲
ݕ߲

ቍ ൌ 	െ݅߱	ܷ௬	 

 

௫௫ߛ߲
ݐ߲

ൌ
ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2

1 ൅ ݅ ߱ߜ

߲ܷ௫
ݔ߲

൅
ߣ

1 ൅ ݅ ߱ߜ

߲ܷ௬
ݕ߲

ൌ െ݅߱	ߛ௫௫									 

 

௫௬ߛ߲
ݐ߲

ൌ 	
ܩ

1 ൅ ݅ ߱ߜ

߲ܷ௫
ݕ߲

൅
ܩ

1 ൅ ݅ ߱ߜ

߲ܷ௬
ݔ߲

ൌ 			െ݅߱	ߛ௫௬										 

 

௬௬ߛ߲
ݐ߲

ൌ
ߣ

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
߲ܷ௫
ݔ߲

൅
ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2

1 ൅ ݅ ߱ߜ

		
߲ܷ௬
ݕ߲

ൌ െ݅߱	ߛ௬௬				 

[6.57] 

 

Operando, resulta: 

 

1
ߩ
ቆ		
௫௫ߛ߲
ݔ߲

൅		
௫௬ߛ߲
ݕ߲

ቇ ൌ 	െ݅߱	ܷ௫ 	൬1 ൅ ݅
ߜ
߱
൰ ൌ 	െ݅߱	ܷ௫ ൅  ௫ܷ	ߜ

 

1
ߩ
ቆ		
௫௬ߛ߲
ݔ߲

൅	
௬௬ߛ߲
ݕ߲

ቇ ൌ 	െ݅߱	ܷ௬ ൬1 ൅ ݅
ߜ
߱
൰ ൌ െ݅߱	ܷ௬ ൅  ௬ܷ	ߜ

 

ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
߲ܷ௫
ݔ߲

൅ ߣ
߲ܷ௬
ݕ߲

ൌ െ݅߱	ߛ௫௫ 	൬1 ൅ ݅
ߜ
߱
൰ ൌ 	െ݅߱	ߛ௫௫ ൅  ௫௫ߛ	ߜ

 

	ܩ
߲ܷ௫
ݕ߲

൅ 	ܩ
߲ܷ௬
ݔ߲

ൌ 			െ݅߱	ߛ௫௬ ൬1 ൅ ݅
ߜ
߱
൰ ൌ 	െ݅߱	ߛ௫௬ ൅  ௫௬ߛ	ߜ

 

	ߣ	
߲ܷ௫
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ 		ሻܩ	2
߲ܷ௬
ݕ߲

ൌ െ݅߱	ߛ௬௬ 		൬1 ൅ ݅
ߜ
߱
൰ ൌ െ݅߱	ߛ௬௬ ൅  		௬௬ߛ	ߜ

[6.58] 
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Finalmente, volviendo al dominio del tiempo queda: 

 

߲ܷ௫
ݐ߲

ൌ 	െ݅߱	ܷ௫ ൌ
1
ߩ
ቆ		
௫௫ߛ߲
ݔ߲

൅		
௫௬ߛ߲
ݕ߲

ቇ െ  												௫ܷ	ߜ

߲ܷ௬
ݐ߲

ൌ 	െ݅߱	ܷ௬ ൌ
1
ߩ
ቆ		
௫௬ߛ߲
ݔ߲

൅	
௬௬ߛ߲
ݕ߲

ቇ െ  												௬ܷ	ߜ

௫௫ߛ߲
ݐ߲

ൌ െ݅߱	ߛ௫௫ ൌ 		 ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
߲ܷ௫
ݔ߲

൅ ߣ
߲ܷ௬
ݕ߲

െ  ௫௫ߛ	ߜ

௫௬ߛ߲
ݐ߲

ൌ 	െ݅߱	ߛ௫௬ ൌ 	ܩ
߲ܷ௫
ݕ߲

൅ 	ܩ
߲ܷ௬
ݔ߲

െ  															௫௬ߛ	ߜ

௬௬ߛ߲
ݐ߲

ൌ െ݅߱	ߛ௬௬ ൌ 	ߣ	
߲ܷ௫
ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ 	ሻܩ	2
߲ܷ௬
ݕ߲

െ  ௬௬ߛ	ߜ

[6.59] 

 

A partir de las dos primeras ecuaciones se puede escribir: 

 

߲ଶܷ௫
ଶݐ߲

ൌ 	
1
ߩ
ቆ		
߲ଶߛ௫௫
ݐ߲	ݔ߲

൅		
߲ଶߛ௫௬
ݐ߲	ݕ߲

ቇ െ 	ߜ
߲ܷ௫
ݐ߲

			 

 

߲ଶܷ௬
ଶݐ߲

ൌ 	
1
ߩ
ቆ		
߲ଶߛ௫௬
ݐ߲	ݔ߲

൅	
߲ଶߛ௬௬
ݐ߲	ݕ߲

ቇ െ 	ߜ
߲ܷ௬
ݐ߲

			 

[6.60] 

 

Sustituyendo las tres ecuaciones restantes en las dos ecuaciones obtenidas, resulta: 

 

߲ଶܷ௫
ଶݐ߲

ൌ 	
1
ߩ
ቈሺߣ	 ൅ ሻܩ	2

߲ଶܷ௫
ଶݔ߲

൅ ߣ
߲ଶܷ௬
ݕ߲	ݔ߲

െ ߜ
௫௫ߛ߲
ݔ߲

	൅ 	ܩ	
߲ଶܷ௫
ଶݕ߲

൅ 	ܩ
߲ଶܷ௬
ݕ߲	ݔ߲

െ 	ߜ
௫௬ߛ߲
ݕ߲

቉ െ 	ߜ
߲ܷ௫
ݐ߲

			 

 

߲ଶܷ௬
ଶݐ߲

ൌ 	
1
ߩ
ቈܩ	

߲ଶܷ௫
ݕ߲	ݔ߲

൅ 	ܩ
߲ଶܷ௬
ଶݔ߲

െ 	ߜ
௫௬ߛ߲
ݔ߲

൅ 	ߣ	
߲ଶܷ௫
ݕ߲	ݔ߲

൅ ሺߣ	 ൅ 	ሻܩ	2
߲ଶܷ௬
ଶݕ߲

െ 	ߜ
௬௬ߛ߲
ݕ߲

቉ െ 	ߜ
߲ܷ௬
ݐ߲

			 

[6.61] 

 

Teniendo en cuenta que:  

௫௫ߛ߲
ݔ߲

൅		
௫௬ߛ߲
ݕ߲

ൌ ߩ ൬
߲ܷ௫
ݐ߲

൅  		௫൰ܷ	ߜ

 

	
௫௬ߛ߲
ݔ߲

൅	
௬௬ߛ߲
ݕ߲

ൌ ቆߩ
߲ܷ௬
ݐ߲

൅  		௬ቇܷ	ߜ

[6.62] 
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Se puede escribir: 

 

ߩ
߲ଶܷ௫
ଶݐ߲

൅ ߩ	ߜ	2
߲ܷ௫
ݐ߲

ൌ 	 ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
߲ଶܷ௫
ଶݔ߲

൅ 	ܩ	
߲ଶܷ௫
ଶݕ߲

൅ ሺߣ ൅ 	ሻܩ
߲ଶܷ௬
ݕ߲	ݔ߲

െ  		ܷ௫	ଶߜ	ߩ

 

ߩ
߲ଶܷ௬
ଶݐ߲

൅ ߩ	ߜ	2
߲ܷ௬
ݐ߲

ൌ 	ܩ	
߲ଶܷ௬
ଶݔ߲

൅	ሺߣ	 ൅ 	ሻܩ	2
߲ଶܷ௬
ଶݕ߲

൅ ሺߣ ൅ 	ሻܩ
߲ଶܷ௫
ݕ߲	ݔ߲

െ  			ܷ௬	ଶߜ	ߩ

[6.63] 

 

Estas dos ecuaciones se pueden escribir en notación abreviada de la siguiente manera: 

 

	ߩ ௜ܷ,௧௧ ൅ 	ߩ	ߜ	2 ௜ܷ,௧ ൌ 	 ሺߣ ൅ 	ሻܩ ௝ܷ,௝௜ ൅ 	ܩ ௜ܷ,௝௝ െ 	ଶߜ	ߩ ௜ܷ 

[6.64] 

 

6.2.3. Esquema	en	D.F.G.	para	la	formulación	de	P.M.L	en	desplazamientos	

Una  vez  obtenida  la  formulación  en  desplazamientos  para  los  Perfectly Matched  Layers,  se 

puede obtener el esquema en Diferencias Finitas Generalizadas a partir de las expresiones de las 

siguientes derivadas parciales espaciales: 

 

߲ଶܷ௫ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݔ߲

ൌ െ݉ଵଵ
଴ 	 ܷ௫଴ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ܷ௫
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲ଶܷ௫ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݕ߲

ൌ െ݉ଶଶ
଴ 	 ܷ௫଴ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ܷ௫
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲ଶܷ௫ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݕ߲ݔ߲

ൌ െ݉ଵଶ
଴ 	 ܷ௫଴ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ܷ௫
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲ଶܷ௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݔ߲

ൌ െ݉ଵଵ
଴ 	 ܷ௬଴ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ܷ௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲ଶܷ௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݕ߲

ൌ െ݉ଶଶ
଴ 	 ܷ௬଴ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ܷ௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

߲ଶܷ௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݕ߲ݔ߲

ൌ െ݉ଵଶ
଴ 	 ܷ௬଴ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ܷ௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡  

[6.65] 

 

 

Las  6  derivadas  espaciales  anteriores  se  pueden  expresar  en  notación  abreviada  de  la  forma 

siguiente: 
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ൣ ௜ܷ,௝௞
଴ ൧

௧ୀ௡∆௧
ൌ െ ௝݉௞

଴ 	 ௜ܷ
଴ ൅෍ ௝݉௞

௟ 	 ௜ܷ
௟௡

ே

௟ୀଵ

௡  

[6.66] 

 

El superíndice n  indica el paso de tiempo;  los superíndicies 0 y  l se refieren al nodo central y al 

resto de los nodos de la estrella, respectivamente, y N es el número de nodos de la estrella. Los 

coeficientes  ௝݉௞
଴  multiplican al valor aproximado de la función U en el nodo central de la estrella 

ሺ ௜ݑ
଴ሻ௡  en el instante de tiempo t=nt. Los coeficientes  ௝݉௞

௟   multiplican al valor aproximado de la 

función U en los restantes nodos de la estrella ሺ ௜ݑ
௟௡ ሻ en el instante de tiempo t=nt. 

   

Las  derivadas  temporales  correspondientes  se  pueden  obtener  a  partir  de  las  siguientes 

expresiones (esquema de diferencias finitas centradas): 

 

 

߲ܷ௫ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݐ߲

ൌ
ܷ௫଴

௡ାଵ െ	 ܷ௫଴
௡ିଵ

2	∆t
 

 

߲ܷ௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ݐ߲

ൌ
ܷ௬଴

௡ାଵ െ	 ܷ௬଴
௡ିଵ

2	∆t
 

 

 

߲ଶܷ௫ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݐ߲

ൌ
ܷ௫଴

௡ାଵ െ 2	 ܷ௫଴
௡ ൅ ܷ௫଴

௡ିଵ

ሺ∆tሻଶ
 

 

߲ଶܷ௬ሺݔ଴, ,଴ݕ ሻݐ∆݊
ଶݐ߲

ൌ
ܷ௬଴

௡ାଵ െ 2	 ܷ௬଴
௡ ൅ ܷ௬଴

௡ିଵ

ሺ∆tሻଶ
 

[6.67] 

 

Sustituyendo  las expresiones de  las derivadas parciales en  las dos ecuaciones obtenidas en el 

apartado anterior [6.63], resulta: 

 

ߩ
߲ଶܷ௫
ଶݐ߲

൅ ߩ	ߜ	2
߲ܷ௫
ݐ߲

ൌ 	 ሺߣ	 ൅ ሻܩ	2
߲ଶܷ௫
ଶݔ߲

൅ 	ܩ	
߲ଶܷ௫
ଶݕ߲

൅ ሺߣ ൅ 	ሻܩ
߲ଶܷ௬
ݕ߲	ݔ߲

െ  		ܷ௫	ଶߜ	ߩ

 

ߩ
߲ଶܷ௬
ଶݐ߲

൅ ߩ	ߜ	2
߲ܷ௬
ݐ߲

ൌ 	ܩ	
߲ଶܷ௬
ଶݔ߲

൅	ሺߣ	 ൅ 	ሻܩ	2
߲ଶܷ௬
ଶݕ߲

൅ ሺߣ ൅ 	ሻܩ
߲ଶܷ௫
ݕ߲	ݔ߲

െ  			ܷ௬	ଶߜ	ߩ

[6.68] 
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ߩ
ܷ௫଴

௡ାଵ െ 2	 ܷ௫଴
௡ ൅ ܷ௫଴

௡ିଵ

ሺ∆tሻଶ
൅ 	ߩ	ߜ	2

ܷ௫଴
௡ାଵ െ	 ܷ௫଴

௡ିଵ

2	∆t
ൌ 

ൌ	 ሺߣ	 ൅ ሻቌെ݉ଵଵܩ	2
଴ 	 ܷ௫଴ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ܷ௫
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ ܩ	 ቌെ݉ଶଶ
଴ 	 ܷ௫଴ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ܷ௫
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ൅ 	

൅ ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	 ܷ௬଴ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ܷ௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ	െ 	ଶߜ	ߩ ܷ௫଴
௡ 		 

[6.69] 

 

ߩ
ܷ௬଴

௡ାଵ െ 2	 ܷ௬଴
௡ ൅ ܷ௬଴

௡ିଵ

ሺ∆tሻଶ
൅ 	ߩ	ߜ	2

ܷ௬଴
௡ାଵ െ	 ܷ௬଴

௡ିଵ

2	∆t
ൌ 

ൌ 	ܩ	 ቌെ݉ଵଵ
଴ 	 ܷ௬଴ ൅෍݉ଵଵ

௝ 	 ܷ௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅	ሺߣ	 ൅ ቌെ݉ଶଶ	ሻܩ	2
଴ 	 ܷ௬଴ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ܷ௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ൅

൅ ሺߣ ൅ ቌെ݉ଵଶ	ሻܩ
଴ 	 ܷ௫଴ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ܷ௫
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ െ ଶߜ	ߩ ܷ௬଴
௡ 			 

[6.70] 

 

 

Despejando el valor de  ܷ௫଴
௡ାଵ  y  ܷ௬଴

௡ାଵ  se obtiene el esquema en D.F.G. siguiente: 

 

ܷ௫଴
௡ାଵ ൌ

1
1 ൅ t∆ߜ

	ቐሺ2 െ ሺ∆ݐሻଶߜଶሻ ܷ௫଴
௡

൅
ሺ∆ݐሻଶ

ߩ
	቎ሺߣ	 ൅ ሻቌെ݉ଵଵܩ	2

଴ 	 ܷ௫଴ ൅෍݉ଵଵ
௝ 	 ܷ௫

௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ൅

൅ ܩ ቌെ݉ଶଶ
଴ 	 ܷ௫଴ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ܷ௫
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ ൅ ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	 ܷ௬଴ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ܷ௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ቏

െ ሺ1 െ ሻݐ∆	ߜ ܷ௫଴
௡ିଵ ቑ 

[6.71] 
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ܷ௬଴ ൌ
௡ାଵ 	ൌ 			

1
1 ൅ t∆ߜ

	ቐሺ2 െ ሺ∆ݐሻଶߜଶሻ ܷ௬଴
௡

൅
ሺ∆ݐሻଶ

ߩ
	቎ሺ	ܩሻቌെ݉ଵଵ

଴ 	 ܷ௬଴ ൅෍݉ଵଵ
௝ 	 ܷ௬

௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ൅

൅						 ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଶଶܩ2
଴ 	 ܷ௬଴ ൅෍݉ଶଶ

௝ 	 ܷ௬
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ

൅ ሺߣ ൅ ሻቌെ݉ଵଶܩ
଴ 	 ܷ௫଴ ൅෍݉ଵଶ

௝ 	 ܷ௫
௝௡

ே

௝ୀଵ

௡ ቍ቏ െ ሺ1 െ 		ሻݐ∆	ߜ ܷ௬଴
௡ିଵ ቑ 

[6.72] 

 

 

 

Estas dos expresiones pueden resumirse en la siguiente ecuación escrita en notación abreviada: 

 

 

௜ܷ
଴௡ାଵ ൌ

1
1 ൅ t∆ߜ

	൝ሺ2 െ ሺ∆ݐሻଶߜଶሻ ௜ܷ
଴௡

൅
ሺ∆ݐሻଶ

ߩ
	൥ሺߣ	 ൅ ሻܩ	 ൭െ ௝݉௜

଴ 	 ௝ܷ
଴ ൅෍ ௝݉௜

௟ 	 ௝ܷ
௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ ൱൅

൅ ܩ ൭െ ௝݉௝
଴ 	 ௜ܷ

଴ ൅෍ ௝݉௝
௟ 	 ௜ܷ

௟௡

ே

௟ୀଵ

௡ ൱൩ െ ሺ1 െ ሻݐ∆	ߜ ௜ܷ
଴௡ିଵ ൡ ൅ ΘሾሺΔݐሻଶ, ሿ 

[6.73] 
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6.3. Estabilidad	del	esquema	en	D.F.G.	para	los	P.M.L.	

 

En este apartado se estudia la estabilidad del esquema en diferencias finitas generalizadas para 

la zona de P.M.L., obtenido en el apartado anterior: 

 

  



  ))([(

)(
))([(2

1

1
=

1=

00
2

02201 l
j

nl
ji

N

l
j

n
jii

n
i

n umumG
t

ut
t

u 





 

  ])(,[])(1)]( 201

1=

00 p
ii

nl
i

nl
kk

N

l
i

n
kk htutumumG       

[6.74] 

 

Análogamente al estudio de estabilidad del esquema en Diferencias Finitas Generalizadas de  la 

zona lineal del modelo, este análisis del esquema en D.F.G. para la zona de PML se lleva a cabo 

realizando una descomposición armónica de la solución aproximada en los nodos de la malla en 

un instante de tiempo t. 

 

  NjeBueBueAueAu
inj

y
nin

y
ninj

x
nin

x
n ,...,1= ;= ;=  ;= 00 jxTk

0xTkjxTk
0xTk     

[6.75] 

 

Donde N es el número de nodos de la estrella y, 

 

  





















 

sin

cos
==;=;=

y

xtwie khxx j0j

   
[6.76] 

 

La amplitud de k es el número de onda,  es el factor de amplificación cuyo valor determinará la 

condición de estabilidad y  es la frecuencia angular. 
 

Sustituyendo  los  valores  de  las  descomposiciones  armónicas  en  la  expresión  del  esquema  en 

diferencias finitas generalizadas para la zona de P.M.L., resulta: 
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




























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
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1
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1
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jhkjhk

jhk

jhkjhk

jhk
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j
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j
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NTi
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N
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N
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emBBmtt
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[6.77] 

 

Donde:  

 
j

N

j

N

j

N

mm  
1

0
1

0
1

0 =;=;=
 

 

y sabiendo que, 

 

 
ρ

=β;
ρ
2λ

=α
GG

 

[6.78] 

 

Resulta: 

 

A  1t   1 1t   22 t 2

 


 t 2

1

N

  2m
j
 2

j  1e
i kTh

j






















 B  2  2  t 2

1

N


j

1e
i kTh

j










B  1t   1 1t   2 2 t 2

 


 t 2

1

N

  2m
j
 2

j  1e
i kTh

j






















 A  2  2  t 2

1

N


j

1e
i kTh

j








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







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








   
[6.79] 

 

Despejando  el  valor  de  B  de  la  segunda  ecuación  e  introduciéndolo  en  la  primera  ecuación, 

resulta: 
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[6.80] 

 

Sustituyendo la expresión   en la ecuación anterior, resulta: 
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[6.81] 

 

Operando, se obtienen las siguientes condiciones: 

 

Parte Real 
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[6.82] 
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Parte Imaginaria 
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[6.83] 

 

Operando  con  la  ecuación  anterior  y  eliminando  términos  con  criterios  conservadores,  se 

obtienen las siguientes condiciones de estabilidad de la estrella: 
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Donde  
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Esta condición de estabilidad es un 5% menor que en el caso elástico. 
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6.4. Análisis	de	los	contornos	perfectamente	sincronizados	

 

En este  apartado  se  analiza  la  influencia del parámetro σ,  correspondiente  a  la ecuación que 

representa la función de atenuación δ considerada en el dominio PML: 

 

Q
I
i

F
i

i
F
i

yx )
xx

xx
( σ

Δt

1
=δδ(x)(x)δ=(x)δ




  

[6.85] 

Donde ݔ௜
ூ y ݔ௜

ி corresponden a las coordenadas inicial y final del dominio PML, y el exponente Q 

adopta el valor 2. 

 

En  la  figura  siguiente  se muestra el modelo empleado para analizar  la mencionada  influencia. 

Consiste en un modelo de un medio elástico semi‐infinito con una superficie libre horizontal. 

 

 

Figura 6‐5. Modelo empleado en el análisis de PML 

 

El dominio elástico del modelo queda delimitado como sigue: 

 

Ω ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ 	Թଶ 		ോ 	0 ൑ ݔ ൑ 5; 	0 ൑ ݕ ൑ 1.5	ሽ 
 

El dominio PML  para simular un dominio infinito viene definido por: 

 

Πଵ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ 	Թଶ 	 ⁄ 0 ൑ ݔ ൏ 0.5; 		0 ൑ ݕ ൑ 1.0	ሽ 
 

Πଶ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ 	Թଶ 	 ⁄ 4.5 ൏ ݔ ൑ 5; 		0 ൑ ݕ ൑ 1.0	ሽ 
 

Πଷ ൌ ሼሺݔ, ሻݕ ∈ 	Թଶ 				ോ 	0 ൑ ݔ ൑ 5; 				1.0 ൏ ݕ ൑ 1.5	ሽ 
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Se han definido adicionalmente las siguientes condiciones de contorno: 

 

ܷ௫ሺݔ, 1.5, ሻݐ ൌ ܷ௬ሺݔ, 1.5, ሻݐ ൌ 0 

 

ܷ௫ሺ0, ,ݕ ሻݐ ൌ ܷ௬ሺ0, ,ݕ ሻݐ ൌ 0 

 

ܷ௫ሺ5, ,ݕ ሻݐ ൌ ܷ௬ሺ5, ,ݕ ሻݐ ൌ 0 

 

డ	௎ೣሺ௫,௬,௧ሻ

డ௬
	ቚ	ሺ௫,଴ሻ ൌ 	

డ	௎೤ሺ௫,௬,௧ሻ

డ௬
	ቚ 	ሺ௫,଴ሻ ൌ 0									0 ൑ ݔ ൑ 5  

 

Se  ha  adoptado  una malla  regular  de  19076  nodos,  con  un  espaciado  de  0.02.  En  la  figura 

siguiente se muestra el mallado efectuado. 

 

 

Figura 6‐6. Malla de nodos adoptada 

 

Se ha aplicado un pulso  tipo escalón en  la  intersección entre el eje de  simetría y el  contorno 

superior (2.5, 0.0). A continuación se analizará la variación de la amplitud de onda en el interior 

del dominio PML en función del parámetro . 
 

Los parámetros tensodeformacionales del dominio elástico son: 

 

λ ൌ
E	ν

ሺ1 െ νሻሺ1 െ 2νሻ
ൌ 2.0	 N mଶൗ  

 

G ൌ
E

2ሺ1 ൅ νሻ
ൌ 1.0	 N mଶൗ  

 

ሻ݀ܽ݀݅ݏሺ݀݁݊	ߩ ൌ 1.0	 ݇݃ ݉ଷൗ  
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Las velocidades de propagación de las ondas P y S se pueden obtener a partir de las expresiones 

siguientes: 

 

௣ݒ ൌ ඨ
ߣ ൅ ܩ2
ߩ

ൌ 2݉ ⁄ݏ  

௦ݒ ൌ ඨ
ܩ
ߩ
ൌ 1݉ ⁄ݏ  

 

El rango de valores considerado para el parámetro σ es el siguiente: 

 

0.01 ≤ σ ≤ 0.15. 

 

Cuanto mayor sea el valor del parámetro σ, más rápidamente se atenúa la amplitud de onda en 

el  interior del dominio PML. No obstante, una atenuación muy brusca origina un  fenómeno de 

reflexión mayor en la interfaz dominio elástico‐PML  (en la figura adjunta se muestra la reflexión 

citada). 

 

 
Figura 6‐7. Reflexión producida en la interfaz dominio elástico‐PML 

Un valor bajo del parámetro  σ reduce la reflexión mencionada, pero también disminuye el nivel 

de atenuación dentro del dominio PML (ver figura adjunta). 

 

 
Figura 6‐8. Un valor bajo de σ disminuye la reflexión en la interfaz dominio elástico‐PML 
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Por tanto, es preciso alcanzar un equilibrio entre ambos fenómenos (reflexión de  la onda en el 

interfaz dominio elástico‐PML y grado de atenuación en el interior del dominio PML). 

 

Con  el  fin  de  obtener  el  valor  óptimo  del  parámetro  σ,  se  ha  analizado  la  evolución  de  la 

amplitud de onda en la dirección y, dado que el pulso se ha aplicado en dicha dirección. 

 

El gráfico  siguiente muestra  la  relación entre  la amplitud de onda A1  (amplitud de  la onda en 

distintos puntos del eje y) y la inicial A0 (amplitud inicial en el punto de aplicación del pulso) para 

distintos valores del parámetro σ. La interfaz dominio elástico‐PML corresponde a y=1.0. 

 

 

Figura 6‐9. Relación entre la amplitud de onda A1 y la amplitud inicial A0 

 

 

El siguiente gráfico muestra en detalle  la relación A1/A0 dentro del dominio PML. Como puede 

apreciarse, se produce una atenuación significativa para valores σ ≥ 0.06. Por el contrario, no se 

produce una atenuación  completa para  σ =0.01,  ya que  la onda alcanza el  límite del dominio 

PML, generándose una cierta reflexión. 
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Figura 6‐10. Relación entre la amplitud de onda A1 y y la amplitud inicial A0 en el interior del PML 

 

Adicionalmente, se ha analizado  la relación entre  la amplitud de  la onda  incidente A1 y  la de  la 

reflejada  A2 para distintos valores del parámetro sigma (σ). Los dos gráficos siguientes muestran 

la amplitud de la onda incidente y reflejada para σ=0,10 y σ=0,02. 

 

 

Figura 6‐11. Relación entre la amplitud de onda incidente y la reflejada para el nodo (2.5,0.8) 
para un valor de σ=0.1 
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Figura 6‐12. Relación entre la amplitud de onda incidente y la reflejada para el nodo (2.5,0.8) 
para un valor de σ=0.02 

 

El gráfico siguiente muestra  la relación entre  la amplitud de  la onda  incidente y de  la reflejada  

para 4 puntos distribuidos a lo largo del eje de simetría del modelo (y=0.2, y=0.7, y=0.8, y=0.96). 

Se  aprecia  que  la  relación  A2/A1  no  se  reduce  significativamente  para  valores  de  sigma  (σ) 

superiores a  0,06. La mayor atenuación se produce para valores de sigma (σ) inferiores a 0,03. 
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Figura 6‐13. Relación entre la amplitud de la onda incidente y la reflejada en cuatro puntos del 
eje de simetría del modelo 

 

A partir del análisis  llevado a cabo (atenuación de  la amplitud en el dominio PML y relación de 

amplitudes  de  las  ondas  incidente  y  reflejada),  se  puede  concluir  que  el  valor  óptimo  del 

parámetro sigma (σ) se sitúa en el intervalo  0.2‐ 0.3, para el PML considerado en el modelo. 

 

Si  la  dimensión  y  del  dominio  PML  fuese  superior,  se  podría  adoptar  un  valor  inferior  del 

parámetro  sigma  (σ),  siempre que no  se produjera ninguna  reflexión  en  el  límite  externo del 

dominio PML. 

 

6.5. Ejemplo	Numérico	

 

Con objeto de evaluar la viabilidad de la función de atenuación δ considerada en el dominio PML, 

se ha analizado un ejemplo que muestra  la propagación de un  impulso vertical en  la superficie 

del terreno. La geometría del modelo se muestra en la figura 6‐14. 
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Figura 6‐14. Geometría del modelo 

El terreno se ha modelizado mediante una malla regular de 20301 nodos, con un espaciado de 10 

entre nodos. Los parámetros elásticos del terreno adoptados son: 

 

λ = 2∙106 kN/m2 

G = 5∙105 kN/m2 

ρ = 2000 kg /m3 

 

Con estos parámetros, la velocidad de las ondas P y S es la siguiente: 

 

vp = 1225 m/s 

vs = 500 m/s 

 

El paso de tiempo adoptado en el problema es de Δt= 5 10‐4 seg.  

 

El perfil de atenuación adoptado para el PML es el siguiente: 

Q
I
i

F
i

i
F
i

yx )
xx

xx
( σ

Δt

1
=δδ(x)(x)δ=(x)δ




  

Donde ݔ௜
ூ y ݔ௜

ி corresponden a las coordenadas inicial y final del dominio PML, y el exponente Q 

adopta el valor 2. El parámetro sigma se ha considerado igual a 0.02. 

 

En  las  figuras  siguientes  se muestra  la  deformación  radial  y  tangencial  (centrada  en  el  punto 

donde se ha aplicado el impulso) para los instantes de tiempo t=0.25 seg., 0.50 seg. y 0.68 seg. 
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Figura 6‐15. Deformación radial para t=0.25 seg. 

 

 

 

Figura 6‐16. Deformación tangencial para t=0.25 seg. 
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Figura 6‐17. Deformación radial para t=0.50 seg. 

 

 

 

Figura 6‐18. Deformación tangencial para t=0.50 seg. 
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Figura 6‐19. Deformación radial para t=0.68 seg. 

 

Figura 6‐20. Deformación tangencial para t=0.68 seg. 

 

Como  se  puede  apreciar  en  las  figuras,  se  ha  producido  una  atenuación  efectiva  en  el  PML. 

Podría  haberse  adoptado  un  exponente  Q  mayor  para  lograr  una  atenuación  mayor,  pero 

produciría  una mayor  reflexión  en  la  interfaz  dominio  elástico‐PML.  Este  parámetro  debe  ser 

cuidadosamente elegido para  cada  caso, dependiendo de  los parámetros  físicos del modelo  y 

teniendo en cuenta la longitud del PML. 
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7. ANÁLISIS	DE	LA	INFLUENCIA	DE	LA	TOPOGRAFIA	

En este apartado se muestra la influencia que la topografía y la presencia de irregularidades en el 

dominio tienen en la resolución de problemas de elastodinámica. Se ha planteado una variación 

del problema de Lamb [93] en un dominio con una irregularidad topográfica y otro caso adicional 

con presencia de un hueco en el dominio elástico. 

 

En  todos  los  casos  analizados  se  ha  empleado  el modelo  descrito  en  la  sección  anterior  (ver 

figura 7.1). Se ha adoptado una malla regular de 19076 nodos, con un espaciado nodal de 0.02. 

Los parámetros elásticos asignados al modelo son los siguientes: 

 

λ ൌ
E	ν

ሺ1 െ νሻሺ1 െ 2νሻ
ൌ 18.0	 N mଶൗ  

 

G ൌ
E

2ሺ1 ൅ νሻ
ൌ 9.0	 N mଶൗ  

 

ሻ݀ܽ݀݅ݏሺ݀݁݊	ߩ ൌ 1.0	 ݇݃ ݉ଷൗ  

 

la función de atenuación δ considerada en el dominio PML es la siguiente: 

 

2
I
i

F
i

i
F
i

yx )
xx

xx
( σ

Δt

1
=δδ(x)(x)δ=(x)δ




  

 

Donde ݔ௜
ூ  y ݔ௜

ி corresponden a  las coordenadas  inicial y final del dominio PML. Se ha adoptado 

un valor del parámetro sigma (σ) igual a 0.02. 
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Figura 7‐1. Geometría del modelo empleado en el análisis 

 

Se ha aplicado un pulso vertical de tipo escalón en el centro de  la superficie  libre (2.5, 0.0). Las 

condiciones  de  contorno  empleadas  son:  superficie  libre  en  el  borde  superior  y  condiciones 

homogéneas de Dirichlet (u=0) en los bordes del modelo (límite final del PML). 

 

7.1. Semiespacio	elástico	con	un	orificio	interior.	Caso	circular	y	rectangular	

 

En primer lugar, se han añadido una serie de nodos al modelo que servirán para definir el borde 

del orificio circular que se analizará posteriormente (ver figura 7.2). Los nodos añadidos aportan 

una  irregularidad  al  esquema  nodal  al  generarse  tipos  de  estrellas  diferentes  de  las  que  se 

generan para el resto de la nube de nodos. 

 

 

 

Figura 7‐2. Geometría del semiespacio elástico con nodos añadidos en un patrón circular 
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El  principal  objetivo  de  este modelo  inicial  es  analizar  la  influencia  de  la  presencia  de  una 

irregularidad en  la malla. La figura 7.3.a muestra  la magnitud del desplazamiento en el  instante 

t=0.137 seg. (se ha considerado un paso de tiempo de 0.0003 seg.). En este instante la onda P ya 

ha  rebasado  la  irregularidad, mientras  que  la  onda  S  acaba  de  llegar  a  la misma.  Se  puede 

observar que no se produce distorsión apreciable en los desplazamientos, aunque los nodos son 

claramente  visibles  ya  que  la  gradación  de  color  en  los  nodos  representa  la  magnitud  del 

desplazamiento producido. Para una mejor apreciación, en la figura 7.3.b se representa el mismo 

resultado (magnitud del desplazamiento) pero en  lugar de representar  los nodos del modelo se 

ha generado una superficie por triangulación. Los vértices de cada triángulo están constituidos 

por nodos del modelo y  la  intensidad de color de  los mismos se ha calculado  interpolando  los 

valores de los desplazamientos en los vértices de cada triángulo (nodos del modelo). 

 

 

Figura 7‐3. a) Magnitud de los desplazamientos en la irregularidad nodal, representando los nodos; 
b)Magnitud de los desplazamientos en la irregularidad, representando superficies interpoladas 

 

 

A continuación se han eliminado los nodos interiores a la circunferencia delimitada por los nodos 

añadidos  anteriormente,  imponiendo  una  condición  homogénea  de  Dirichlet  en  el  contorno 

interior. La figura 7.4 corresponde a  la magnitud de  los desplazamientos en el  instante t=0.177 

seg. Se puede apreciar la aparición de varios frentes de ondas: los que se generan desde el punto 

de  aplicación  del  impulso  y  los  generados  alrededor  del  contorno  del  orificio  del  interior  del 

modelo. 
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Figura 7‐4. Magnitud de los desplazamientos alrededor de un orificio circular con condiciones de 
contorno de Dirichlet (instante t=0.177 seg.) 

 

Finalmente, se ha analizado la presencia de un orificio no circular en el interior del modelo. Se ha 

eliminado  un  grupo  de  nodos  de  un  área  de  forma  cuadrada  del modelo,  imponiendo  una 

condición de  superficie  libre en  los bordes que delimitan dicha  área.  La  figura 7.5 muestra  la 

magnitud  del  desplazamiento  en  el  instante  t=0.165  seg.,  cuando  las  ondas  P  y  S  han 

sobrepasado  la  irregularidad  de  forma  cuadrada.  En  este  instante  es  posible  apreciar  que  se 

genera una cierta perturbación en el área que rodea al orificio. 

 

 

 

Figura 7‐5. Magnitud de los desplazamientos alrededor de un orificio de forma cuadrada con 
condición de contorno de superficie libre (t=0.165 seg.) 

 

7.2. Semiespacio	elástico	con	una	pequeña	montaña	

En  este  apartado  se  ha  analizado  una  irregularidad  diferente:  una  pequeña  montaña  en  la 

superficie  libre  superior  del  modelo.  En  la  figura  7.6.a  se  muestra  la  magnitud  del 

desplazamiento en el instante de tiempo t=0.14 seg., precisamente cuando las ondas de Rayleigh 

pasan por  la montaña de  la  superficie.  En dicha  figura  se puede observar que  se  genera una 

reflexión en la superficie del modelo a ambos lados de la irregularidad topográfica. 

 

En  la  figura 7.6.b se muestra  la situación unos  instantes más  tarde  (t=0.182 seg.), donde ya se 

puede  apreciar  que  la  irregularidad  topográfica  actúa  como  un  foco  emisor  de  ondas.  Dicha 

figura muestra claramente la nueva familia de ondas generadas (scattering). 
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Figura 7‐6. Magnitud de los desplazamientos en el semiespacio con una pequeña montaña en 
dos instantes de tiempo: a)t=0.14 seg. y b)t=0.184 seg. 
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8. EJEMPLOS	DE	APLICACIÓN	

A  continuación  se  van  a  exponer  dos  ejemplos  en  los  que  se  ha  aplicado  el  esquema  de 

Diferencias Finitas Generalizadas para modelizar dos tipos de ensayos de investigación geofísica 

habitualmente empleados. 

 

Estos ensayos mencionados son: 

 

 Ensayo cross‐hole 

 Sísmica de refracción 

 

A continuación se detalla cada uno de ellos. 

 

8.1. Ensayo	Cross‐hole	

Es  un método  que  se basa  en  registrar  el  tiempo  que  tarda  una  onda  sísmica  en  propagarse 

desde un emisor a un receptor  los cuales se desplazan simultáneamente por dos perforaciones 

verticales ejecutadas previamente. En  la primera perforación se  introduce  la fuente emisora de 

energía y en el segundo el receptor, situados ambos a la misma profundidad. De esta manera se 

mide  la  velocidad  de  propagación  de  las  ondas  a  través  del  material  situado  entre  ambos 

sondeos.  Repitiendo  el  ensayo  a  distintas  profundidades  se  obtiene  un  perfil  de  velocidades 

sísmicas en función de la profundidad. 

 

En  función del tipo de fuente emisora utilizada en  la generación de  las ondas sísmicas, varía el 

contenido en ondas P y S es diferente. Si, por ejemplo, se emplean explosivos el contenido en 

ondas P es mayor, particularmente cuando se utilizan grandes cantidades y se detona cerca de la 

superficie del terreno. Los impactos verticales también tienen un contenido elevado en ondas P, 

mientras que si se producen impactos horizontales en la superficie del suelo se genera un mayor 

contenido en ondas SH. 

 

Para la ejecución del ensayo, es necesario un mínimo de dos sondeos (ver figura 8.1). La técnica 

consiste en generar pulsos sísmicos dentro de uno de los sondeos (sondeo emisor) y determinar 

el  tiempo  transcurrido  desde  que  se  genera  el  pulso  hasta  que  se  recibe,  por medio  de  un 

geófono de  tres componentes, en el otro sondeo  (sondeo  receptor). Conociendo el  tiempo de 

recorrido que las ondas emplean en recorrer la distancia que separa la fuente y los receptores, se 

puede determinar la velocidad de propagación del medio situado entre ambos. Adicionalmente, 

es necesario calcular, de manera  independiente,  la densidad de  los materiales extraídos de  los 

sondeos. 
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Figura 8‐1. Esquema del ensayo cross‐hole 

El tiempo medido es función de la distancia entre el emisor y el receptor y de las características 

del medio  atravesado.  En  el  caso de  existir oquedades  ‐o  inclusiones de un material  con una 

velocidad sísmica menor‐ (ver figura 8.2) en el camino de las ondas que hagan alargar el tiempo 

de recorrido, se reflejará dicha variación en la gráfica del ensayo a la profundidad a la que se ha 

producido. 

 

 

Figura 8‐2. Ensayo cross‐hole empleado en la detección de oquedades 
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A partir de  los valores de velocidad se puede obtener un modelo del subsuelo compuesto por 

capas de velocidad constante y espesor variable. Este método es muy útil para determinar, de 

manera rápida, la estructura del subsuelo. 

 

Sus aplicaciones más frecuentes son la detección del sustrato rocoso, estudios sobre ripabilidad 

de  rocas, etc. Por ejemplo, Son varios  los  criterios que  se han venido utilizando para  juzgar a 

priori la ripabilidad de un terreno. El más extendido consiste en determinar la velocidad sísmica 

de propagación de las ondas de compresión (Ondas P) a través del macizo rocoso, mediante una 

prospección geofísica de sísmica de refracción. 

 

A  continuación  se muestra  una  tabla  donde  se  indica  la  potencial  ripabilidad  de  una  roca  en 

función de la velocidad de las ondas P en el macizo rocoso. 

 

 
 

Con el  fin de  comprobar  la aplicabilidad del método de Diferencias Finitas Generalizadas a un 

caso concreto, se ha procedido a efectuar la simulación de un ensayo cross‐hole realizado en un 

Proyecto en Arabia Saudita (ver figura 8.3) 
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Figura 8‐3. Localización de la zona del Proyecto 

 

En la zona citada se realizó una investigación geotécnica consistente en tres sondeos a rotación 

con extracción de testigo continuo y un ensayo cross‐hole adicional (ver figuras 8.4 y 8.5). 

 

Situación  de  la  zona 

investigada 
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Figura 8‐4. Testificación del sondeo realizado (0‐10 m) 
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Figura 8‐5. Testificación del sondeo realizado (10‐15 m) 

 

En  las  figuras  8.6  y  8.7  se  muestran  los  resultados  del  ensayo  cross‐hole  realizado  y  las 

propiedades dinámicas deducidas de los ensayos efectuados. 
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Figura 8‐6. Tabla con los resultados del ensayo cross‐hole realizado 

 

 

Figura 8‐7. Gráficas de las propiedades dinámicas obtenidas de la investigación efectuada 
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A  la vista de  la  investigación efectuada,  se constató que el  sustrato estaba constituido por un 

terreno arenoso de compacidad densa hasta  los 6 metros de profundidad, aumentando a muy 

densa a partir de dicha profundidad. 

 

En  la  figura  8.8  se  muestran  los  parámetros  dinámicos  obtenidos  (Edyn,  Gdyn),  junto  con  el 

parámetro lambda definido anteriormente: 

 

λ ൌ
E	ν

ሺ1 െ νሻሺ1 െ 2νሻ
ൌ
	ܩ	ݒ	2
1 െ 2ν

 

 

 

Figura 8‐8. Gráficas de los parámetros dinámicos del modelo en función de la profundidad 
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Una vez definido el  tipo de  terreno  con  sus propiedades dinámicas,  se ha  simulado el ensayo 

cross‐hole efectuado mediante el siguiente modelo de cálculo: 

 

 

Figura 8‐9. Modelo empleado en la simulación del ensayo cross‐hole 

 

Se ha zonificado el modelo mediante 8 subniveles de 2 metros de espesor, asignándole a cada 

uno  de  los  subniveles  los  parámetros  siguientes  correspondientes  al  punto  medio  de  cada 

estrato: 

 

 
 

A  continuación  se  muestran  los  resultados  de  los  modelos  correspondientes  a  los  ensayos 

efectuados a 5, 7, 9 y 11 metros de profundidad. 

 

Z

IMPULSO 
HORIZONTAL

6 m

16 m

Geófono

3 m

Material Prof. (m)  medio(Mpa) Gdyn‐medio (Mpa)  (Ton/m3)

1 1 192.404 127.500 1.9

2 3 260.962 174.000 1.9

3 5 318.077 211.000 1.9

4 7 358.462 238.000 1.9

5 9 457.115 303.667 1.9

6 11 628.269 416.667 1.9

7 13 714.423 473.667 1.9

8 15 798.462 527.000 1.9
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En primer  lugar se muestra  la simulación para el ensayo cross‐hole a 5 metros de profundidad. 

En la figura 8.9 se muestra el instante donde la perturbación alcanza la posición del geófono y en 

la figura 8.10 se representa evolución de la deformación horizontal en el punto de ubicación del 

geófono. El instante donde la onda alcanza al geófono es el t=0.0046 seg, correspondiente a una 

velocidad aproximada de Vp=650 m/s. 

 

 

Figura 8‐10. Gráfica de la simulación del ensayo a z=5 m. 

 

 

Figura 8‐11. Representación de la deformación horizontal en el punto de ubicación del geófono 
(z=5 m) 

‐6.00E‐07

‐4.00E‐07

‐2.00E‐07

0.00E+00

2.00E‐07

4.00E‐07

6.00E‐07

8.00E‐07

1.00E‐06

1.20E‐06

1.40E‐06

1.60E‐06

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010

U
x 
(m

)

Tiempo (seg)

Nodo (3.0, 5.0) ‐ Ux (m)

Nodo (3.0,5.0)‐Ux (m)



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

158 
 

En el caso de la modelización del ensayo cross‐hole a 7 metros de profundidad, se muestra en la 

figura 8.11 el instante donde la perturbación alcanza la posición del geófono. En la figura 8.12 se 

representa  evolución  de  la  deformación  horizontal  en  el  punto  de  ubicación  del  geófono.  El 

instante donde  la onda alcanza al geófono es el t=0.0042 seg, correspondiente a una velocidad 

aproximada de Vp=710 m/s. 

 

Figura 8‐12. Gráfica de la simulación del ensayo a z=7 m. 

 

 

Figura 8‐13. Representación de la deformación horizontal en el punto de ubicación del geófono 
(z= 7 m) 
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Respecto al ensayo efectuado a 9 metros de profundidad, se aprecia en la figura 8.13 el instante 

donde  la perturbación alcanza  la posición del geófono a 9 metros de profundidad y en  la figura 

8.14 se representa evolución de la deformación horizontal en el punto de ubicación del geófono. 

El instante donde la onda alcanza al geófono es el t=0.0038 seg, correspondiente a una velocidad 

de Vp=790 m/s. 

 

 

Figura 8‐14. Gráfica de la simulación del ensayo a z=9 m. 

 

 

Figura 8‐15. Representación de la deformación horizontal en el punto de ubicación del geófono 
(z=9 m) 
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Finalmente, se ha efectuado un análisis similar para una profundidad de 11 metros. En la figura 

8.15 se muestra el instante donde la perturbación alcanza la posición del geófono a 11 metros de 

profundidad y en la figura 8.16 se representa evolución de la deformación horizontal en el punto 

de  ubicación  del  geófono.  El  instante  donde  la  onda  alcanza  al  geófono  es  el  t=0.0033  seg., 

correspondiente a una velocidad de Vp=910 m/s. 

 

 

Figura 8‐16. Gráfica de la simulación del ensayo a z=11 m. 

 

 

Figura 8‐17. Representación de la deformación horizontal en el punto de ubicación del geófono 
(z=11 m) 
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Una  vez  obtenidos  los  valores  para  las  restantes  profundidades,  se  ha  obtenido  el  siguiente 

cuadro con las velocidades sísmicas obtenidas del modelo: 

 

 
 

En la figura 8.18 se muestra la comparativa entre las velocidades sísmicas deducidas del ensayo 

cross‐hole y las del modelo de Diferencias Finitas Generalizadas: 

 

 

Figura 8‐18. Representación de las velocidades de las ondas P y S obtenidas en el ensayo y las 
deducidas del modelo 

Prof. (m) Vp‐modelo ( Vs‐modelo (m

1 510 270

3 590 320

5 650 347

7 710 380

9 790 420

11 910 490

13 970 520

15 1030 550

0

2

4

6

8

10

12

14

16

0 200 400 600 800 1000 1200

P
ro
fu
n
d
id
ad

 (
m
)

Vp ó Vs (m/s)

Comparativa Velocidades sísmicas

Vp (m/s) Vs (m/s) Vp‐modelo (m/s) Vs‐modelo (m/s)



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

162 
 

 

Como se puede apreciar,  las velocidades sísmicas obtenidas se ajustan satisfactoriamente a  las 

obtenidas en el ensayo real, con un error máximo del orden del 5%. Se considera, por tanto, que 

el modelo  realizado permite  representar  adecuadamente un ensayo  cross‐hole e  incluso  sirve 

para obtener parámetros dinámicos a partir de ensayos reales. 

 

Un aspecto adicional que se ha estudiado es  la posibilidad de existencia de una oquedad en el 

terreno –o  la presencia de un terreno más blando‐ en  la zona donde se efectúa el ensayo. Para 

ello,  se ha empleado el modelo del ensayo cross‐hole efectuado a 11 metros de profundidad, 

incorporando  una  inclusión  de  1 m2  de  un  terreno  significativamente más  blando  (ver  figura 

8.19). 

 

 

Figura 8‐19. Modelo con inclusión de menor rigidez 

 

En  las  figuras  siguientes  8.20  a  8.23  se  muestran  cuatro  instantes  de  la  evolución  de  la 

perturbación. 

 

11m
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HORIZONTAL

6 m

16 m
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3 m

1 m
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menor 
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Figura 8‐20. Instante de llegada de la onda a la zona menos rígida 

 

 

Figura 8‐21. La perturbación alcanza el centro de la zona de menor rigidez 
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Figura 8‐22. La perturbación sobrepasa la inclusión menos rígida 

 

Figura 8‐23. La onda ha rebasado completamente la inclusión de menor rigidez 

 

En  la  figura 8.24  se muestra  la diferencia entre  las deformaciones horizontales medidas en el 

punto de ubicación del geófono. Se aprecia un retraso significativo en la llegada de las ondas al 

geófono, así como una disminución notable de la energía recibida. 
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Figura 8‐24. Comparativa entre las deformaciones horizontales medidas en el punto de ubicación 
del geófono sin/con inclusión de material de menor rigidez 

 

A  la  vista  del  gráfico  anterior,  un  aspecto  que  es  posible  modelizar  con  más  detalle  es  la 

modificación que se produce en un frente de ondas al atravesar una anomalía con una velocidad 

sísmica mayor o menor que  la  correspondiente al  terreno  circundante. Con este objeto  se ha 

estudiado el modelo siguiente 

 

 

Figura 8‐25. Geometría del modelo con anomalía en velocidad sísmica 

‐3.00E‐06

‐2.00E‐06

‐1.00E‐06

0.00E+00

1.00E‐06

2.00E‐06

3.00E‐06

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008 0.009 0.010 0.011 0.012

U
x 
(m

)

Tiempo (seg)

Nodo (3.0, 11.0) ‐ Ux (m)

Nodo (3.0,11.0)‐Ux (m) Ux‐cavidad

MATERIAL  1

IMPULSO VERTICAL

140 m

140 m

30 m

20 m

90 m

MATERIAL  2



APLICACIÓN	DEL	METODO	DE	DIFERENCIAS	FINITAS	GENERALIZADAS	AL	
ESTUDIO	DE	LA	PROPAGACION	DE	ONDAS	EN	EL	TERRENO	

 
 

166 
 

 

En el primer caso, el material 1 tiene las siguientes propiedades: 

 

λ ൌ
E	ν

ሺ1 െ νሻሺ1 െ 2νሻ
ൌ 76000		 kN mଶൗ  

 

G ൌ
E

2ሺ1 ൅ νሻ
ൌ 52000	 kN mଶൗ  

 

ሻ݀ܽ݀݅ݏሺ݀݁݊	ߩ ൌ 2.0	 ݊݋ܶ ݉ଷൗ  

 

Las velocidades de las ondas P y S son: 

vp = 300 m/s 

vs = 160 m/s 

 

Al material 2 se le ha asignado los siguientes parámetros: 

 

λ ൌ
E	ν

ሺ1 െ νሻሺ1 െ 2νሻ
ൌ 5200		 kN mଶൗ  

 

G ൌ
E

2ሺ1 ൅ νሻ
ൌ 3500	 kN mଶൗ  

 

ሻ݀ܽ݀݅ݏሺ݀݁݊	ߩ ൌ 1.5	 ݊݋ܶ ݉ଷൗ  

 

Las velocidades de las ondas P y S son: 

vp = 90 m/s 

vs = 48 m/s 

 

En las figuras siguientes se muestran varios instantes del frente de ondas generado. 
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Figura 8‐26. Frente de ondas en el instante t=0.12 seg 

 

 

Figura 8‐27. Frente de ondas en t=0.20 seg 
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Figura 8‐28. Frente de ondas en t=0.24 seg 

 

 

 

Figura 8‐29. Frente de ondas en t=0.28 seg 
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Figura 8‐30. Frente de ondas en t=0.32 seg 

 

Figura 8‐31. Frente de ondas en t=0.40 seg 

Analizando  las  figuras,  se  observa  que  una  vez  que  el  frente  de  ondas  termina  rodeando  la 

anomalía,  se produce una  transferencia de energía desde  los  lados hacia  la  zona “en  sombra” 

situada  tras  la  anomalía  circular, de  tal  forma que  a medida que  la onda progresa, el  retraso 

generado por dicha anomalía queda prácticamente laminado. 
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En el segundo caso analizado, el material 1 tiene las mismas propiedades: 

 

λ ൌ
E	ν

ሺ1 െ νሻሺ1 െ 2νሻ
ൌ 76000		 kN mଶൗ  

 

G ൌ
E

2ሺ1 ൅ νሻ
ൌ 52000	 kN mଶൗ  

 

ሻ݀ܽ݀݅ݏሺ݀݁݊	ߩ ൌ 2.0	 ݊݋ܶ ݉ଷൗ  

 

Las velocidades de las ondas P y S son: 

vp = 300 m/s 

vs = 160 m/s 

 

Al material 2, sin embargo, se le ha asignado los siguientes parámetros: 

 

λ ൌ
E	ν

ሺ1 െ νሻሺ1 െ 2νሻ
ൌ 2450000		 kN mଶൗ  

 

G ൌ
E

2ሺ1 ൅ νሻ
ൌ 1700000	 kN mଶൗ  

 

ሻ݀ܽ݀݅ݏሺ݀݁݊	ߩ ൌ 2.6	 ݊݋ܶ ݉ଷൗ  

 

Las velocidades de las ondas P y S son: 

vp = 1500 m/s 

vs = 810 m/s 

 

En las figuras siguientes se muestran varios instantes del frente de ondas generado. 
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Figura 8‐32. Frente de ondas en el instante t=0.12 seg 

 

 

Figura 8‐33. Frente de ondas en el instante t=0.16 seg 
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Figura 8‐34. Frente de ondas en el instante t=0.20 seg 

 

 

Figura 8‐35. Frente de ondas en el instante t=0.24 seg 
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Figura 8‐36. Frente de ondas en el instante t=0.28 seg 

 

 

Figura 8‐37. Frente de ondas en el instante t=0.32 seg 
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Figura 8‐38. Frente de ondas en el instante t=0.36 seg 

 

Figura 8‐39. Frente de ondas en el instante t=0.40 seg 

En este segundo caso estudiado se produce una aceleración del frente de ondas al pasar por  la 

anomalía  con mayor  velocidad  sísmica.  Una  vez  rebasada  la  anomalía,  este  frente  de  ondas 

continúa avanzando y extendiéndose lateralmente, como si la fuente de la onda fuese la propia 

anomalía. 
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8.2. Sísmica	de	refracción	

 

Este método  se basa  en determinar  los  tiempos de  recorrido de  las ondas P desde un punto 

conocido  (fuente  sísmica) hasta una  serie de  receptores  (geófonos)  situados a  lo  largo de una 

línea de adquisición. Conociendo el tiempo de recorrido que las ondas P emplean en recorrer la 

distancia que separa la fuente y los receptores, se puede determinar la velocidad de propagación 

del medio situado entre ambos. 

 

Los registros de cada sensor tienen  información de  los movimientos del terreno en función del 

tiempo  y  son  conocidos  como  sismogramas.  Estos  son  analizados  para  obtener  el  tiempo  de 

llegada  de  las  primeras  ondas  a  cada  sensor  desde  el  punto  de  disparo,  y  para  obtener 

información de las ondas que son reflejadas en las diferentes interfaces de suelo. 

 

A partir de  los valores de velocidad se puede obtener un modelo del subsuelo compuesto por 

capas de velocidad constante y espesor variable. Este método es muy útil para determinar, de 

manera rápida,  la estructura del subsuelo. Sus aplicaciones más frecuentes son  la detección del 

sustrato rocoso, estudios sobre ripabilidad, estabilidad de taludes, etc. 

 

La explicación resumida de  la trayectoria de  las ondas en el método de  la Refracción sísmica se 

expone a continuación. 

 

Se considera un medio, con velocidad V1, situado sobre un medio semiinfinito de velocidad V2, 

mayor que V1  (Figura 8.40). Una vez se han generado  las ondas en el punto de disparo, éstas 

comienzan a viajar por el medio superior conformando unos frentes de onda en el espacio. 

 

 

Figura 8‐40. Esquema básico del modelo de Sísmica de Refracción 

IMPULSO VERTICAL

y

250 m

500 m

V1

V2

100 m
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Figura 8‐41. Propagación de ondas en un modelo bicapa. 

 

Inicialmente el  frente de ondas  sería el mostrado en  la  figura 8.41.a. Este  frente se denomina 

frente de ondas directas. En la figura 8.41.b el frente de ondas alcanza el contacto entre los dos 

medios  y  se  generan  las  primeras  refracciones  hacia  la  capa  inferior.  En  la  figura  8.41.c  se 

aprecian 3 frentes de ondas: 1‐ de  las ondas directas; 2‐ de  las ondas refractadas hacia  la capa 

inferior,  y 3‐ de  las  reflejadas hacia  la  capa  superior. Adicionalmente,  se puede  identificar un 

cuarto  frente  de  ondas.  El  frente  de  ondas  refractado  hacia  la  capa  inferior,  no  tiene  una 

curvatura constante, de  tal manera que corresponde a dos  frentes de onda, el que se  refracta 

hacia el medio  inferior, y el que se  refracta hacia el medio superior. Como se puede observar, 

este frente de ondas se encuentra más alejado del punto disparo que el frente de ondas directas 

en  la primera capa, por  lo que alcanzará más rápidamente  los geófonos de  la superficie donde 

aún  no  ha  llegado  el  frente  de  ondas  directas.  En  la  figura8.41.d,  los  4  frentes  de  onda  se 

diferencian claramente. 

 

El frente de ondas refractadas hacia el medio superior se genera cuando los rayos provenientes 

de la fuente alcanzan la interfaz entre los dos medios con un ángulo crítico. Este ángulo crítico ic 

viene definido por la siguiente expresión: 

 

௖݅	݊݁ݏ ൌ
ଵܸ

ଶܸ
 

 

Siendo: 

V1: Velocidad de transmisión de las ondas en el medio superior 

V2: Velocidad de transmisión de las ondas en el medio inferior 
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La refracción mostrada en la figura 8.42, correspondiente al ángulo crítico, implica que las ondas 

no  se propagan por  la  capa  inferior,  sino por el  contacto entra ambas  capas – es decir por  la 

superficie de  refracción‐  con  la  velocidad  v2 de  la  capa  inferior,  siguiendo  la  ley de  recorrido 

mínimo o Principio de Fermat 

 

 

Figura 8‐42. Definición del ángulo crítico de refracción 

 

Con el fin de modelizar un caso real, se ha utilizado un estudio geofísico basado en el método de 

Refracción Sísmica como parte de un estudio que se ha realiza para una cantera en la Ruta F‐730, 

Camino La Pólvora, Valparaíso, Chile. A continuación se muestra la zona estudiada. 

 

 

Figura 8‐43. Situación de la zona de estudio 
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Como  conclusión de este estudio geofísico  se ha obtenido una  serie de perfiles  longitudinales 

multicapa, uno de los cuales ha sido elegido para modelizarlo. 

 

 

Figura 8‐44. Perfil interpretado mediante Sísmica de Refracción 

 

Básicamente, el modelo de terreno interpretado corresponde al modelo tricapa siguiente: 

 

 

Figura 8‐45. Geometría del modelo tricapa analizado 

 

 

Se ha modelizado el mismo esquema de terreno, simulando el ensayo de Sísmica de Refracción, 

obteniéndose  las  figuras siguientes, correspondientes a distintos  instantes de tiempo. Como se 

puede apreciar, la modelización obtenida es claramente satisfactoria, ya que se pueden apreciar 

los distintos frentes de ondas generados y determinar la velocidad de los mismos. 

 

y

x

V1=620 m/s

V2=1900 m/s

10 m

20 m

V3=5000 m/s
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Figura 8‐46. Instante en el que las ondas alcanzan el contacto capa1‐capa 2 

 

Figura 8‐47. Instante en el que las ondas se refractan en la capa 2 
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Figura 8‐48. Generación de ondas refractadas hacia el medio superior 

 

Figura 8‐49. Instante en el que el frente de ondas alcanza el contacto capa 2‐capa 3 
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Figura 8‐50. Vista de los dos frentes de ondas refractadas 

 

 

Figura 8‐51.Vista de los distintos frentes de ondas generadas  
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9. CONCLUSIONES	

A continuación se exponen  las conclusiones más relevantes del trabajo de  investigación que se 

ha materializado en la presente tesis doctoral 

 

Previamente se ha efectuado una revisión bibliográfica de publicaciones, artículos y trabajos que 

han marcado  el origen  y desarrollo posterior de  los Métodos  sin Malla  (Meshless Methods  o 

Meshfree  Methods).  La  ventaja  de  estos  métodos  sin  malla  es  que  permiten  resolver  una 

ecuación diferencial en un dominio genérico en el que  los nodos se encuentran aleatoriamente 

distribuidos y entre los que no existe ninguna relación de conectividad a priori. 

 

Conclusiones generales sobre el Método de Diferencias Finitas Generalizadas 

 

Dentro de  los denominados métodos sin malla,  la presente tesis se centra en el Método de  las 

Diferencias Finitas Generalizadas  (MDFG), destacando sobre  todo su aplicación para el caso de 

nubes  irregulares de puntos. Los trabajos de Benito [21] a [28], Gavete [61] a [64], Ureña [161] 

a[168] y Salete [27], [28], [165] a [168], sobre diferencias finitas generalizadas permiten abordar 

la  resolución de  ecuaciones diferenciales  en derivadas parciales  en  cualquier  tipo de dominio 

mediante distribuciones irregulares de nodos. 

 

Se  ha  podido  comprobar  que  el  Método  de  Diferencias  Finitas  Generalizadas  mantiene  la 

sencillez del Método de Diferencias Finitas Clásico a la vez que presenta el enorme potencial de 

poder aplicarse a mallas irregulares.  

 

Se han obtenido  las expresiones explícitas en diferencias finitas de  las derivadas espaciales con 

aproximación de hasta 2º  y 4º orden  en dos dimensiones. Adicionalmente,  se ha  expuesto  la 

discretización temporal a emplear (esquema clásico de diferencias finitas) en  la formulación en 

desplazamientos y en la de tensión‐velocidad. 

 

Se han estudiado las posibles condiciones de contorno a aplicar, de tipo Dirichlet o de superficie 

libre, desarrollando la formulación para su aplicación. 

 

Una  vez  completado  el  desarrollo  del  esquema  en  Diferencias  Finitas  Generalizadas,  se  ha 

comprobado  la  consistencia  y  la  estabilidad  del método,  acotando  el  incremento  temporal  a 

emplear. 

 

Como  conclusión  de  la  aplicabilidad  del método,  se  ha  llevado  a  cabo  una  comparación  de 

resultados  obtenidos  con  las  distintas  formulaciones  expuestas,  pudiendo  concluir  que  la 

formulación en desplazamientos proporciona mejores resultados que la formulación en tensión‐

velocidad. No obstante, cuando la aproximación espacial en la formulación en tensión‐velocidad 
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es  de  cuarto  orden,  se  logran  resultados  satisfactorios,  aunque  requiere  mayor  tiempo  de 

cálculo. Sin embargo,  la sensibilidad de  la formulación en tensión‐velocidad a  la distancia entre 

nodos y al paso temporal se vuelve más crítica al emplear la aproximación de 4º orden.  

 

La  formulación en desplazamientos arroja  resultados más precisos al  incrementar el orden de 

aproximación  de  las  derivadas  espaciales,  aunque  ello  conlleva  un mayor  tiempo  de  proceso. 

Este aspecto puede no ser decisivo en modelos con un número de nodos reducido, pero puede 

no ser asumible en modelos con un número de nodos significativamente mayor, en  los que un 

orden de aproximación menor proporciona una mejor relación precisión‐tiempo de cálculo. 

 

La formulación en desplazamientos es menos sensible a la distancia entre nodos y al incremento 

en  el  coeficiente de  Poisson que  la  formulación  tensión‐velocidad,  alcanzando  incluso  valores 

próximos a ν=0.5. Sin embargo, la formulación en tensión‐velocidad permite definir condiciones 

de superficie libre de forma más inmediata y precisa, lo que representa una ventaja en el caso de 

análisis sísmicos, en los que es necesario modelizar el terreno y las condiciones de la superficie.  

 

Al emplear distribuciones regulares de nodos los resultados son lógicamente mejores. En los caos 

en  los  que  esta  distribución  no  es  posible  (topografía  o  geometría  irregular  del modelo),  el 

empleo  de  estrellas  constituidas  por  un mayor  número  de  nodos  permite  obtener  resultados 

precisos, aunque obviamente a costa de un mayor tiempo de cálculo. No obstante, aunque en los 

casos reales la distribución nodal será lo más regular posible, una de las ventajas del GDFM es su 

probado buen comportamiento en distribuciones irregulares de nodos. 

 

Conclusiones sobre la aplicación de Contornos Perfectamente Sincronizados 

 

Al resolver un problema numérico definido sobre un espacio infinito mediante diferencias finitas 

o  elementos  finitos,  surge  el problema de que  el modelo debe  ser  finito  y, por  tanto, deben 

introducirse contornos  inexistentes en el problema real. Sin embargo, en  la modelización de  la 

transmisión de ondas  la energía  transmitida decae muy  lentamente  con  la distancia. Por este 

motivo, se hace necesaria la modelización de unos contornos que de alguna forma absorban las 

ondas sin reflejarlas y que no alteren los resultados en la zona de interés debido a la reflexión de 

las  ondas  en  dichos  contornos.  Estos  contornos  absorbentes,  denominados  Contornos 

Perfectamente  Sincronizados o  Perfectly Matched  Layers,  se  adosan  a  los  límites del dominio 

elástico de forma que la amplitud de una onda que entra en este material absorbente, se atenúa 

y decrece exponencialmente a medida que avanza en él. 

 

En  la presente  tesis,  se ha presentado  la  formulación de  contornos  Perfectamente Acoplados 

(Perfectly  Matched  Layers  ‐  PML)  dentro  de  la  formulación  general  en  diferencias  finitas 

generalizadas, obteniéndose  los  correspondientes esquemas explícitos en 2‐D. Adicionalmente 
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se  ha  comprobado  la  estabilidad  de  la  formulación,  así  como  la  condición  de  estabilidad  del 

esquema en Diferencias Finitas Generalizadas propuesto. 

 

Aunque al tratarse de una extensión analítica, no deberían producirse reflexiones en  la  interfaz 

zona  de  interés‐PML,  la  aproximación  numérica  las  hace  inevitables,  haciendo  necesaria  una 

transición suave entre ambas zonas que las minimice. Esto afecta al espesor del PML, ya que tras 

el inevitable rebote en el contorno exterior del PML la amplitud de la onda que vuelve al dominio 

de interés debe ser despreciable (en el camino de vuelta tras el rebote en el contorno del PML, la 

onda también se amortigua). Este aspecto también se ha analizado en el presente trabajo. 

 

Conclusiones sobre la aplicabilidad del método a la investigación geofísica 

 

Se  han  analizado  dos  ejemplos  en  los  que  se  ha  aplicado  el  esquema  de  Diferencias  Finitas 

Generalizadas  para modelizar  dos  tipos  de  ensayos  de  investigación  geofísica  habitualmente 

empleados: el ensayo cross‐hole y laTomografía mediante Sísmica de Refracción. 

 

A  la  vista de  los  resultados obtenidos,  se  considera, por  tanto, que el Método de Diferencias 

Finitas Generalizadas permite representar adecuadamente un ensayo cross‐hole e  incluso sirve 

para  obtener  parámetros  dinámicos  a  partir  de  ensayos  reales.  Adicionalmente  ha  permitido 

modelizar adecuadamente el comportamiento de los frentes de ondas ante anomalías presentes 

en el terreno. 

 

Finalmente,  la  modelización  del  ensayo  de  Sísmica  de  Refracción  ha  sido  igualmente 

satisfactoria, si bien el procesado de datos exige un trabajo adicional de interpretación. 
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10. DESARROLLOS	FUTUROS	

 

En cuanto a posibles desarrollos futuros se pueden indicar los siguientes: 

 

 Continuar  con  la  aplicación  del  Método  de  Diferencias  Finitas  Generalizadas  para  la 

resolución de  la ecuación de ondas propagándose por medios heterogéneos, analizando 

en  detalle  los  fenómenos  originados  por  heterogeneidades  diversas,  tales  como 

cavidades  cársticas,  inclusiones de  suelos de  rigidez diferente, presencia de  fallas, etc., 

estudiándose de forma más detallada la reflexión y refracción de los frentes de onda que 

tiene lugar en los interfaces entre medios de distintas características. 

 Modelización de ensayos geofísicos para  la determinación de  las propiedades dinámicas 

de un material. 

 Aplicación del Método de Diferencias Finitas Generalizadas a  la resolución de problemas 

sísmicos  en  los  que  están  involucradas  estructuras,  analizando  la  interacción  suelo‐

estructura. 

 Realización de modelos 3D  incorporando  los elementos ya desarrollados para esquemas 

2D. 

 Incorporación  de modelos  diferentes  para  el  comportamiento  del material  como  por 

ejemplo modelos viscoelásticos. 
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