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LISTA DE SIMBOLOS, ABREVIATURAS Y SIGLAS

U, Valor exacto de la funcion en el nodo central de la estrella.
U, Valor exacto de la funcién en el nodo i de |a estrella.

h; Coordenada x del nodo i respecto del nodo central.

k; Coordenada y del nodo i respecto del nodo central.

X, Coordenada x del nodo central de la estrella.

o Coordenaday del nodo central de la estrella.

X Coordenada x del nodo j de la estrella.

Y; Coordenada y del nodo j de la estrella.

u, Valor aproximado de la funcién en el nodo central de la estrella.
u; Valor aproximado de la funcién en el nodo i de la estrella.

w(h;,k; ) Funcién de ponderacién de los nodos de la estrella.

15771
Bs[u] Funcional de la estrella hasta 22 orden en x e y.
By, [u] Funcional de la estrella hasta 42 orden en x e .
A Matriz de los coeficientes.
D, Vector de las derivadas parciales incégnitas del problema
b Vector de los términos independientes.
L Matriz triangular inferior resultante de la descomposicidn de Cholesky de A.

u, Valor aproximado de la funcién en el nodo central en el paso temporal n.

u;' Valor aproximado de la funcién en el nodo i en el paso temporal n.
At Paso temporal.

E Modulo de elasticidad.

v Coeficiente de Poisson.

p© Densidad del medio

G Moddulo de rigidez transversal

oj: Tensor de tensiones actuante



APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL
ESTUDIO DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN EL TERRENO

&ij: Tensor de deformaciones
Fi: Fuerza actuante por unidad de volumen

A: Parametro elastico igual a:

1= vE _ZvG
ST (Q+v(d-2v) 1-2v

a Velocidad de propagacion de las ondas P.

L Velocidad de propagacion de las ondas S.

gi(t): componente i de la tensién aplicada en la superficie de contorno
n;: componente i de la normal a la superficie de contorno

vi: componente de la velocidad

TE, Error cometido en la parte temporal de la aproximacion.
TE, , Error cometido en la parte espacial de la aproximacion.
TTE Error total cometido con la aproximacion.

& Coeficiente de amplificacion del analisis de Von Neumann.
k Numero de onda.

k Vector numero de onda.

X, Vector de las coordenadas del nodo central de la estrella.

x; Vector de las coordenadas del nodo j de la estrella.

h; Vector de las coordenadas del nodo j respecto del nodo central de la estrella.
U, Desplazamiento exacto de la onda en la direccion x.

U, Desplazamiento exacto de la onda en la direccion y.

"™u0 Desplazamiento aproximado de la onda en el nodo central de la estrella en la direccién x
para el paso temporal n.

"ug Desplazamiento aproximado de la onda en el nodo central de la estrella en la direccion y

para el paso temporal n.

nu,]c Desplazamiento aproximado de la onda en el nodo j en la direccién x para el paso temporal
n.

”u{, Desplazamiento aproximado de la onda en el nodo j en la direccién y para el paso temporal

n.

@ Frecuencia angular.
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0,(x) Factor de amortiguamiento de PML en la direccion x,

6, (y) Factor de amortiguamiento de PML en la direcciony,
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1. INTRODUCCION

Cada dia son mas variados y complejos los problemas de mecdnica cuyo andlisis se trata de
abordar utilizando métodos numéricos.

En la mayoria de los casos la geometria del problema es determinante, debiéndose comprobar la
estabilidad en cada etapa de célculo. En muchas ocasiones, el dominio de calculo varia de una
etapa a otra.

Estos problemas se abordan, no sin grandes dificultades, con los métodos numéricos mas
convencionales, tales como elementos finitos, diferencias finitas, etc. En muchos casos, estos
métodos presentan la principal desventaja de su dependencia de una malla, por lo que cada
modificacion de la geometria o la aparicién de discontinuidades dentro del dominio exigen la
realizacion de un remallado de éste, lo cual repercute en el tiempo de ejecucion del calculo,
precision y complejidad del algoritmo de calculo. En los Ultimos afios, los métodos sin malla han
surgido como una alternativa a los métodos numéricos convencionales basados en la generacién

de una malla.

Uno de los objetivos fundamentales de los denominados métodos sin malla, es eliminar en parte
las dificultades apuntadas realizando una aproximacion en términos nodales Unicamente.

Dentro de los llamados métodos sin malla se encuentra el Método de las Diferencias Finitas
Generalizadas (MDFG) del cual cabe destacar sobre todo su aplicacién para el caso de nubes
irregulares de puntos. Los trabajos de Benito [21] a [28], Gavete [61] a [64], Urefia [161] a[168] vy
Salete [27], [28], [165] a [168], sobre diferencias finitas generalizadas permiten abordar la
resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en cualquier tipo de dominio
mediante distribuciones irregulares de nodos. Debido a su precisién y eficacia computacional,
este método presenta un gran atractivo en la modelizacién de la aplicacidn de cargas estaticas o
dindmicas en el medio continuo. En particular, dicho método permite la modelizacién de
fendmenos sismicos en el terreno, introduciendo discontinuidades, irregularidades geométricas,
etc.

2. OBJETIVOS

El objeto de la presente tesis se centra en la aplicacion del Método de las Diferencias Finitas
Generalizadas (MDFG) a los problemas de propagacion de ondas en el terreno, analizando
problemas de tipo elastodindmico, cuya soluciéon se basa en la resolucién de la ecuacién de
ondas, en su propagacion por un dominio semi-infinito, eldstico e isétropo.
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En la presente tesis se pretende afianzar las bases para el desarrollo y aplicaciéon del método
denominado Diferencias Finitas Generalizadas al estudio y modelizacién de la propagacion de
ondas en el terreno. Se pretende hacer patente la solidez del método, exponiendo los
fundamentos y el desarrollo del método, asi como analizando su consistencia y estabilidad.

En primer lugar se va a exponer los fundamentos tedricos del Método de las Diferencias Finitas
Generalizadas con el fin de obtener las expresiones que permitan la aproximacion de las
derivadas espaciales con aproximacion de hasta 22 y 42 orden en dos dimensiones. Asimismo se
va a plantear una formulacién para la discretizacion temporal a emplear en el esquema de
Diferencias Finitas Generalizadas.

Se va a desarrollar el esquema en DFG utilizando las formulaciones en desplazamientos y en
tensién-velocidad. Complementariamente, se analizaran las posibles condiciones de contorno a
aplicar, exponiendo la formulacién que permite la imposicion de condiciones de borde al
esquema en diferencias finitas.

Una vez expuesta la formulacién completa correspondiente al esquema en Diferencias Finitas
Generalizadas para la resolucidn de problemas de elastodindmica, se efectuara una comparacién
de resultados obtenidos con las distintas formulaciones expuestas, con objeto de evaluar su
precision.

Un aspecto importante de la modelizacién de un problema elastodindmico es el tratamiento de
los contornos del problema. Con el fin de evitar la interferencia debida al rebote de la onda en el
contorno del modelo y cumplir la condicion de radiacién, seria necesario adoptar un dominio
excesivamente grande aun para espacios de tiempo de analisis pequeios, ya que en la
modelizacion de la transmisidn de ondas la energia transmitida decae muy lentamente con la
distancia. Por este motivo, se hace necesaria la modelizaciéon de unos contornos que de alguna
forma absorban las ondas sin reflejarlas y que no alteren los resultados en la zona de interés
debido a la reflexion de las ondas en dichos contornos. Estos contornos absorbentes,
denominados Contornos Perfectamente Acoplados o en su denominacion inglesa Perfectly
Matched Layers (PML), se adosan a los limites del dominio eldstico de forma muy natural
utilizando la idea de extension analitica al dominio complejo, provocando que la amplitud de una
onda que entra en este material absorbente, se atenle y decrezca exponencialmente a medida
que avanza en él. La exposicién de su formulacién, estudio de su estabilidad y andlisis de los
pardmetros que gobiernan el comportamiento de los contornos absorbentes es otro de los
objetivos de la presente Tesis. Este estudio se completard con un analisis paramétrico de las
variables que definen un contorno absorbente y su influencia en la solucién del problema.
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Una vez expuestos los distintos elementos que permiten modelizar un determinado problema
elastodinamico, se analizardn varios ejemplos cldsicos (problema de Lamb), comparando la
solucion obtenida con el MDFG con la obtenida mediante el empleo de programas comerciales
(FLAC).

Otros aspectos adicionales que se analizaran son la influencia de la topografia del modelo y el
estudio de heterogeneidades dentro del dominio, evaluando los resultados obtenidos.

La ultima parte de la tesis se centra en la aplicacion del Método de Diferencias Finitas
Generalizadas a casos concretos reales, con el objetivo de evaluar la representatividad de los
modelos desarrollados.

3. ANTECEDENTES

Existen una serie de fendmenos en la naturaleza que pueden describirse mediante la formulacién
de ecuaciones algebraicas, diferenciales o integrales. Sin embargo, no siempre es posible obtener
la solucién exacta de estas ecuaciones debido a la complejidad de los fendmenos. En estos casos
es necesario recurrir a procedimientos numéricos para lograr soluciones aproximadas. El auge de
las técnicas de simulacion con ordenadores ha permitido generar modelos numéricos cada vez
mas complejos para abordar la resolucién de problemas en ingenieria.

El disefio en diversas ramas de la ingenieria requiere frecuentemente el andlisis y la resolucién
de problemas derivados del analisis de tensiones y deformaciones en el medio a estudiar. Para
ello se construyen modelos matematicos mas o menos complicados que permiten analizar el
problema objeto de estudio.

En algunos problemas es posible encontrar las leyes que gobiernan el comportamiento de un
determinado fendmeno, siendo factible introducir en el modelo las ecuaciones matematicas de
dichas leyes. Estos tipos de ecuaciones suelen ser de dos clases: ecuaciones diferenciales
ordinarias (EDO) y/o ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP).

En la resolucion de las ecuaciones diferenciales que rigen un fenémeno fisico ha de considerarse
adicionalmente el dominio de definicion del problema y las condiciones de contorno
correspondientes. Los dominios reales en los que se plantean las ecuaciones diferenciales que
gobiernan los fendmenos fisicos presentan geometrias complejas que no pueden simplificarse a
dominios geométricos mas sencillos en los que serian aplicables los métodos analiticos de
resolucion de ecuaciones diferenciales. Por este motivo, se han desarrollado los métodos
numéricos de resolucidén de ecuaciones diferenciales.
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Se ha desarrollado una gran variedad de métodos y técnicas para resolver numéricamente
ecuaciones diferenciales, siendo los mas extendidos el método de elementos finitos (MEF) y el
método de diferencias finitas (MDF).

El método de Elementos Finitos es un método en el que el requisito principal consiste en que las
cantidades (tensiones y deformaciones), varian a lo largo de cada elemento en un campo
prefijado, utilizando funciones especificas controladas por pardmetros. La formulacion consiste
en ajustar estos parametros de tal forma que el error sea minimo en términos de energia local o
global. Este método se ha empleado intensamente para resolver problemas con geometrias
complicadas, debido a su capacidad para discretizar los dominios fisicos mediante algoritmos de
mallado muy potentes que permiten importar y exportar archivos a herramientas CAD que
facilitan el tratamiento grafico del dominio.

En el caso del método de Diferencias Finitas, se emplea otra técnica numérica para la resoluciéon
de grupos de ecuaciones diferenciales. En este caso, cada grupo de ecuaciones es reemplazado
directamente por una expresién algebraica escrita en términos de variable en puntos discretos.

A pesar del progresivo aumento de la potencia y prestaciones de los ordenadores durante los
ultimos afos, existen algunos problemas de ingenieria que demandan requisitos muy exigentes
en términos de capacidad de memoria, tiempo de calculo, etc. que no son facilmente
solventables.

Por ejemplo, se han constatado las siguientes limitaciones del método de los elementos finitos:

e FElevado coste en la generacion de la malla. No siempre es posible generar
automaticamente una malla adecuada a la geometria del problema, siendo en muchos
casos necesaria la intervencion del analista para supervisarla y modificarla.

e Reducida precisidon en la obtencidén de tensiones, especialmente en las interfaces entre
elementos.

e Pérdida de precision en analisis en grandes deformaciones, debido a la distorsion de los
elementos.

e Dificultades para simular problemas de generacién y progreso de fracturas,
especialmente si su ubicacién no coincide con la interfaz entre elementos.

e Grandes complicaciones en la simulacion de la rotura del material en un gran nimero de
fragmentos.

e Dificultades para llevar a cabo andlisis adaptativos, que incluyen remallados para lograr
una conectividad adecuada entre nodos. El coste computacional de este remallado en
cada paso es excesivo.
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Muchos de estos problemas tienen su origen en la necesidad de elementos o mallas en la etapa
de creacién del modelo. Este hecho ha fomentado el desarrollo de métodos que no requieren el
empleo de una malla predefinida para la discretizacién del dominio. Estos métodos son los
denominados Métodos sin Malla o Meshfree Methods.

La definicion de Métodos sin Malla puede encontrarse en G.R. Liu y Y.T. Gu [105] en su
publicacidn An Introduction to Meshfree Methods and their Programming:

An MFree method is a method used to establish system algebraic equations for the whole
problem domain without the use of a predefined mesh for the domain discretization.

Los Métodos sin Malla emplean una serie de puntos distribuidos en el dominio y en sus bordes
para modelizar el dominio del problema y sus contornos. Estos puntos —nodos- no constituyen
una malla propiamente dicha, ya que no se requiere a priori la informacion de la conectividad
entre los mismos para la interpolacion o la aproximacién de funciones incognita de las variables

de campo.

Esta ventaja permite abordar problemas donde se requieren remallados (analisis de grandes
deformaciones) o modificaciones de la conectividad entre nodos (anadlisis de la evolucién de
fracturas), por ejemplo. Asimismo, permiten analizar dominios complejos. Dado el enorme
potencial de estos métodos, se esta dedicando un gran esfuerzo a desarrollar esta drea de
investigacion, tal como se puede comprobar por la profusiéon de estudios y articulos existentes

sobre estos métodos en los ultimos afos.

Actualmente se han logrado grandes avances en esta materia, optimizando sus algoritmos de
aproximacién y mostrando competitividad computacional. Incluso ya se estan desarrollando
programas de cdlculo a nivel comercial.

Sin embargo, se ha observado que las aproximaciones de estos métodos sin malla son
fuertemente dependientes de una serie de parametros intrinsecos de la formulacién, que deben
ser seleccionados por el analista. Se ha constatado que existe una fuerte dependencia entre la
precision de la solucidn y la distribucién nodal adoptada. Por ejemplo, una distribucion nodal
inadecuada puede afectar gravemente a la precision de estos métodos, incluso llegando a
provocar singularidades matriciales y la detencién del proceso de cdlculo. Por este motivo, gran
parte de los numerosos trabajos publicados en los Ultimos afios se ha centrado en el estudio de
sensibilidad de los factores que influyen en la convergencia y bondad de la solucion de los
métodos sin malla. Por ejemplo, las aproximaciones numéricas empleadas, al ser generadas a
partir de pardmetros nodales, generalmente involucran funciones de forma numeéricas, no
analiticas. La eleccion adecuada de estas funciones influye considerablemente en la precisién de
los resultados obtenidos.
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En el momento presente, existen algunas limitaciones para la implementacidon generalizada de
estos métodos sin malla, tales como la necesidad de una malla de integracidon subyacente,
empleo de patrones nodales regulares, seleccidén a priori de pardmetros intrinsecos al método,
aumento de tiempo computacional, etc.

3.1. Los métodos Meshless

3.1.1. Definicion

Los Métodos Meshless —o Meshfree, seglin otros autores (Fries y Matthies [59]; Liu y Gu [105];
Onate [138])— son métodos numéricos de resolucién de ecuaciones diferenciales en los que el
sistema de ecuaciones discretas a resolver se obtiene integramente a partir de un conjunto de
nodos o puntos de evaluacion repartidos por el dominio del problema y su contorno. Para
plantear el sistema de ecuaciones correspondiente no se requiere a priori la informacion de la

conectividad entre los nodos del dominio (malla predefinida).

Son muy variados los diferentes métodos sin malla publicados en la bibliografia de las ultimas
décadas. Una de las causas de la variedad existente es que el criterio para categorizar a un
método numérico como Meshless no es absolutamente rigido. El requisito que idealmente
deberia satisfacer un Messless —o Messfree- Method es que en ningun instante del proceso de
resolucién de la ecuacion diferencial (para una geometria arbitraria dada y cualquier tipo de
condiciones de contorno aplicadas) fuera necesaria la existencia de una malla predefinida.

Los MMs desarrollados hasta el presente no suelen considerarse ideales, al encontrarse en
alguna de las siguientes situaciones:

e Necesidad de malla subyacente de integracion global. En los casos en los que la malla de
integracién no se desacopla de las posiciones nodales, una estrategia de parcelacién
clasica de dominios bidimensionales es la triangulacion de Delaunay [30]. Cuando la malla
de integracién se desacopla de las posiciones nodales, la malla recibe el nombre de
estructura de celdas.

e Necesidad de malla subyacente de integracion local. Los métodos que utilizan una malla
de integracion local se consideran mads préximos al caso ideal, puesto que la generacion
de una malla local es mas inmediata que la de una malla para el dominio completo. La
malla de integracién local se utiliza para evaluar la formulacién de las ecuaciones
impuesta en dominios locales alrededor de cada nodo, en lugar de extendida al dominio
completo. En este caso, los términos integrales del sistema matricial se evaldan sdlo

sobre dominios locales muy regulares (generalmente circulares) y sus bordes.
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Un concepto que se encuentra ligado a la naturaleza de los MMs es el denominado dominio de
influencia nodal (ver figura 3.1) La definicion mds intuitiva de lo que representa puede

encontrarse en Dolbow y Belytschko [48]: el dominio de influencia es el subdominio en el cual un
nodo particular contribuye a la aproximacion numeérica, de tal forma que el solape de los
dominios de influencia nodales definen la conectividad del modelo. Es decir, el dominio de
influencia de un nodo comprende el area en el que quedan inmersos los nodos que contribuyen
a la aproximacion numeérica de la funcion en dicho nodo. Su tamano queda generalmente
determinado por el del dominio de soporte de la funcion de peso o ponderacién (ver figura 3.2)
asociada cada nodo, funcién que es Unicamente no nula en el interior de su soporte compacto.
La funcion de peso define la forma en que los nodos incluidos en el dominio de influencia
contribuyen a la aproximacidn numérica. Por ejemplo, un tipo de funcidon de ponderacidn
comunmente empleada es la fraccién potencial, inversamente proporcional a la funcién
potencial de la distancia d; de cada nodo al nodo central:

1
w(d;) = Fld
i

Dominio de influencia del
nodo de contorno

Nodo de Contorno

Nodo X

Dominio de influencia del nodo X

Figura 3-1. Esquema de dominios de influencia nodal
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Figura 3-2. Ejemplo de funcion de peso asociada a cada nodo

En resumen, las caracteristicas generales de los métodos sin malla son los siguientes:

No necesidad de malla a priori para generacidon de la aproximacién numérica. En los
métodos sin malla no estd predefinida la conectividad entre nodos, sino que se va
ajustando durante las distintas etapas del cdlculo. En cada paso se comprueba qué nodos
se situan dentro del dominio de cada nodo, por lo que la conectividad puede ir
evolucionando durante el calculo, sin que tenga lugar un proceso de remallado (caso de
los métodos de elementos finitos). Esta caracteristica confiere una gran flexibilidad a la
hora de incorporar o eliminar nodos al modelo.

Continuidad de las funciones de forma. Las funciones de forma de los métodos sin malla

pueden construirse de tal forma que sean continuas y suaves hasta un orden tan alto
como se desee.
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e Mayor complejidad en la implementacién de condiciones de contorno. En los métodos sin
malla el efecto de la aplicaciéon de las condiciones de contorno no se circunscribe sélo a
los nodos de frontera, sino que debe extenderse hacia el interior del dominio.

e Mayor coste computacional. Los métodos sin malla actuales presentan un mayor coste
computacional que los métodos de elementos finitos. Esto es debido a la mayor
complejidad de las funciones de forma respecto a los métodos basados en mallas. Esto
quiere decir que en cada punto de integracién son necesarias mas operaciones
adicionales para evaluar las funciones de forma (busqueda de nodos en el dominio de
influencia, inversién matricial) en el caso de los métodos sin mallas que en métodos
basados en mallas. Adicionalmente, el nimero de puntos de integracidon necesarios para
una aproximacion suficientemente precisa es mayor en el caso de los métodos sin malla,
por tener que evaluar funciones que requieren érdenes polinomiales superiores. Por
ultimo, el tamano del dominio de influencia nodal condiciona la anchura de banda de las
matrices en el sistema de ecuaciones que es preciso resolver.

3.1.2. Origeny evolucion de los Métodos sin malla

Puede decirse que el origen de los métodos sin malla se sitUa a partir de los afios 30 del siglo XX,
cuando surgieron los conocidos como métodos de colocacion (Slater, 1934; Barta, 1937; Frazer et
al., 1937; etc.). Posteriormente, el Método de Diferencias Finitas con distribucion nodal arbitraria
o Método de Diferencias Finitas Generalizado (GFDM, siglas inglesas de Generalized Finite
Difference Method) surge en los afos 70, con los trabajos de Girault (1974), Pavlin y Perrone,
(1975). Afios mas tarde, en 1980, Liszka y Orkisz [97,98] presentaron un trabajo de adaptacion
del Método de Diferencias Finitas a dominios arbitrarios empleando una técnica de
condensacion local de la malla. En este trabajo pusieron de manifiesto la capacidad del GFDM de
competir en prestaciones computacionales con el MEF, mejorando sustancialmente el
tratamiento de condiciones de contorno respecto al método de diferencias finitas tradicional.

Hidrodindmica de Particulas Suavizadas

Uno de los primeros métodos sin malla mas conocidos es el denominado Smoothed Particle
Hydrodynamics (SPH) o Hidrodindmica de Particulas Suavizadas,. El fundamento del SPH es la
obtencidn de soluciones numéricas aproximadas para las ecuaciones de la Dindmica de Fluidos
mediante la asimilacién de un fluido a un conjunto de particulas que actidan como puntos de
interpolacion de las propiedades del fluido. Este método fue aplicado inicialmente en modelos
de fendmenos astrofisicos, en los que la definicién de los contornos del dominio no era esencial
para la solucién del problema. Los primeros trabajos del SPH se deben a Lucy [109] (1977), y a
Monaghan y sus colaboradores (Gingold y Monaghan [65], 1977).
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Métodos basados en Minimos Cuadrados Moviles

En 1981 Lancaster y Salkauskas [94] introdujeron los Minimos Cuadrados Mdviles, Moving Least
Squares (MLS) para aplicaciones topograficas de reconstruccidén de superficies a partir de datos
discretos en puntos arbitrariamente distribuidos. Posteriormente, Belytschko [12,13] empled
esta técnica de aproximacion para desarrollar el Element Free Galerkin Method (EFGM), que es
uno de los métodos sin malla mdas extendido. Ahos después, con el fin de independizar la
formulacion meshless de una malla auxiliar de integracidn numérica, Atluri y Zhu [6] publicaron
el Meshless Local Petrov Galerkin Method (MLPG), considerado como otro de los principales
métodos sin malla. Los autores de ambos métodos, EFGM y MLPG, centraron sus primeras
investigaciones en resolver tests clasicos de la teoria de elementos finitos en el campo de la
Elasticidad (problemas de Laplace y Poisson en dominios rectangulares) con sus métodos sin
malla. Los excelentes resultados obtenidos en cuanto a error numérico y convergencia
contribuyeron a profundizar en su estudio.

En la década de 1990 aumentod el desarrollo de los métodos sin malla centrado principalmente
en los métodos basados en la formulacidn débil. EIl Método de los Elementos Difusos, Diffuse
Element Method (DEM), publicado por Nayroles [130], reemplazd las funciones interpolantes del
MEF, extendidas a un elemento, por funciones de forma idénticas a las resultantes de una
aproximacion por minimos cuadrados moviles, extendidas a un entorno local del nodo. Mas
tarde Belytschko [12, 13] evoluciond el DEM para dar lugar al EFGM corrigiendo la evaluacién de
las derivadas de la aproximacion numérica y el método de imposicion de las condiciones de
contorno en la frontera. Belytschko contribuyd decisivamente a potenciar la aplicacién de los
métodos sin malla en los problemas de la Mecanica de estructuras.

Métodos de kernel reproductor

El método denominado Reproducing Kernel Particle Method (RKPM) fue desarrollado por W.K.
Liu et al. [106,107,108] a partir de 1995. La introduccién de la funcién kernel propuesta por W.K.
Liu permite obtener funciones de forma equivalentes (Belytschko et al. [14]) a las que se
consiguen por un procedimiento de minimos cuadrados moviles que emplee las mismas
funciones de peso. Estos métodos encontraron sus primeras aplicaciones en el ambito de la
teoria de ondas (W.K. Liu et al. [108]).

Particiones de Unidad

En 1996 Duarte y Oden [52] demostraron que las funciones de minimos cuadrados moviles
(MLSF) constituyen una particién de unidad y posteriormente desarrollaron un método sin malla
denominado h-p clouds. La idea basica de este método es emplear una particion de unidad para
construir las funciones h-p clouds. Estas funciones resultantes, denominadas h-p clouds,
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conservan propiedades del MLSF, tales como la regularidad, y permiten representar polinomios
de cualquier grado mediante combinaciones lineales de las mismas.

La idea de disponer de un conjunto de funciones que conforman una PU de cierto orden de
consistencia es la base de |la familia de métodos que se denominan Partition of Unity Methods o
métodos PUM, desarrollados en 1995 por Babuska y Melenk [8].

Métodos de Interpolacién de Punto

Hacia el final de la década de 1990 varios investigadores centraron sus esfuerzos en métodos que
empleasen técnicas de interpolacion. Las investigaciones llevadas a cabo por Liu, Gu y Wang
condujeron a la aparicién sucesiva de diversos Métodos de Interpolacion de Punto: el Point
Interpolation Method (PIM, Liu y Gu [100], 1999), con funciones base polindmicas; el Local Radial
Point Interpolation Method (LRPIM, Liu y Gu [101], 2001), con malla de integracién local; el
Boundary Radial Point Interpolation Method (BRPIM, Gu y Liu [70], 2001); el Radial Point
Interpolation Method (RPIM, Wang y Liu [178]), con funciones base radiales; y el Boundary Point
Interpolation Method (BPIM, Gu vy Liu [71]).

Otros métodos

Entre otros métodos que han contribuido a la difusion de los métodos sin malla merece citar el
FPM, el LBIE o el MWS. El Finite Point Method (FPM, Ofiate et al. [134]) combina una
aproximaciéon local mediante minimos cuadrados ponderados con una técnica de colocacién
basada en particulas fijas, con el fin de reducir la inestabilidad numérica. El FPM se ha empleado
satisfactoriamente en problemas de transporte por conveccién-difusién, flujos en régimen
incompresible y Mecanica de Sélidos. El Local Boundary Integral Equation Method (LBIE, Zhu et
al. [183]) es similar al Método de los Elementos de Contorno (BEM, Boundary Element Method).
El LBIE permite restringir a dominios locales de los nodos de contorno las integrales que en el
BEM se extienden globalmente. Los Meshfree Weak-Strong Form Methods (MWS [102, 103]) han
sido estudiados por Liu y Gu desde 2002. Se trata de métodos basados en la combinacidn de las
formulaciones débil y fuerte aplicadas a distintos grupos de nodos para obtener el sistema de
ecuaciones discretas. La formulacion débil local se emplea para nodos en la frontera en los que
las condiciones de contorno se imponen en la derivada de la funcion.

Desarrollos recientes

Actualmente existen un grupo de técnicas que, pueden ser consideradas meshless o, de algun
modo, pueden combinarse con métodos ya existentes para facilitar su implementacién. Una de
las mas destacadas es el Andlisis Isogeométrico (Isogeometric Analysis, IGA en sus siglas
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inglesas), desarrollado por el profesor Hughes y sus colaboradores [76,11] desde 2005. El IGA es
una generalizacién del MEF que se basa en la construccion de la aproximacion numérica
mediante NURBS (Non Uniform Rational B-Splines), en lugar de la clasica discretizacién mediante
malla. El uso de las B-splines para la aproximacién permite la integracién del analisis en los
paquetes CAD, que emplean esa misma técnica para la modelizacion geométrica. El IGA ofrece
asi un enorme potencial para la resolucién directa de EDPs y, de hecho, el nimero de trabajos

relacionados con su investigacion se ha incrementado notablemente.

El Método de Esferas Finitas (Method of Finite Spheres, De y Bathe [45, 46]) se caracteriza
porque la discretizacién se lleva a cabo utilizando esferas n—-dimensionales como dominios de
soporte nodal y, como novedad, la integracion numérica se efectia mediante reglas especificas
gue eliminan la necesidad de una malla subyacente. Las funciones de forma que usa el Método
de Esferas Finitas carecen de propiedad interpolante, por lo que existen aspectos que requieren
una atencion especial, como por ejemplo la imposicién de condiciones de contorno tipo Dirichlet.

3.1.3. Clasificacion de los Métodos sin malla

Diversos autores han abordado la clasificacién de los métodos sin malla. Cabe citar los trabajos
de Belytschko et al. [14] (1996), Liu [104] (2003), Fries y Matthies [59] (2004), Liu y Gu [105]
(2005), Chen et al. [34] (2006) o Nguyen et al. [131] (2008). A continuacién se expone la
clasificaciéon extraida de Liu y Gu [105], quienes proponen clasificar los MMs atendiendo a los
tres criterios siguientes:

e Procedimiento de formulacién
e Esquema de aproximacion o interpolacion

e Representacion del dominio

Procedimiento de formulacién

La clasificacion segun este criterio distingue tres grupos de MMs: los basados en la formulacion
débil, los basados en la formulacién fuerte y los basados en una combinacién de ambas

formulaciones.

En los métodos basados en la formulaciéon débil las ecuaciones diferenciales en derivadas

parciales que gobiernan el problema se transforman en primer lugar en un sistema de
ecuaciones denominadas ecuaciones integrales en forma débil. A partir de estas ecuaciones se
obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas mediante un proceso de integracién numérica,
utilizando una malla de celdas de integracion de forma global o local en el dominio del problema.
Estos métodos se desarrollaron a partir de 1990: Nayroles et al. [130] publicaron en 1992 el
Método de los Elementos Difusos (DEM). Belytschko et al. presentaron en 1994 el Element Free
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Galerkin Method (EFGM). Los MMs basados en formulacién débil con malla de integracién local
se deben fundamentalmente al trabajo de Atluri y Zhu, que exploraron la formulacién débil de
Petrov-Galerkin para desarrollar a partir de 1998 el MLPG, y a Liu y Gu, impulsores del Local
Radial Point Interpolation Method (LRPIM). Otros métodos sin malla basados en la formulacion
débil son el h-p-cloud Method (Duarte y Oden [52], [53], 1996) o el Partition of Unity Finite
Element Method (PUFEM) (Babuska y Melenk [8], 1997).

Los métodos basados en la formulacion fuerte discretizan directamente las ecuaciones
diferenciales en los nodos del dominio mediante esquemas de colocacién para obtener un
sistema discretizado de ecuaciones algebraicas. Las principales ventajas de estos métodos son su
simplicidad de los algoritmos de resolucion, su eficiencia computacional y la independencia de
una malla de integracion subyacente. Sin embargo, son a menudo inestables, poco robustos e
imprecisos, en especial cuando las condiciones de contorno se imponen en las derivadas de la
variable incégnita del problema. En este caso se debe recurrir al empleo de nodos ficticios,
utilizacion de mallas regulares en los contornos, etc. Se encuentran en esta categoria el MDF con
distribucién arbitraria de nodos, conocido como Generalized Finite Difference Method (GFDM),
o el Finite Point Method (FPM).

Por ultimo, los métodos sin malla basados en la combinacién de las formulaciones débil y fuerte
son los llamados Weak-Strong Form Methods (MWS). En estos métodos se emplean las ambas
formulaciones (fuerte y débil), de forma que las ecuaciones discretizadas en forma débil se
aplican a los nodos préximos al borde del dominio con condiciones de contorno impuestas en las
derivadas de la variable incégnita, mientras que las ecuaciones en forma fuerte se emplean para
los restantes nodos del dominio. Estos métodos proporcionan soluciones estables y precisas en
problemas de mecdnica de sélidos.

Esquema de aproximacién o interpolacion

El esquema de aproximacién o interpolacion de las funciones es de suma importancia en los
métodos sin malla. La forma en que se construyen las funciones de forma a partir de puntos de
evaluacion arbitrariamente dispuestos en el dominio, sin una malla predefinida ni conectividad
establecida a priori, es un aspecto clave en los métodos sin malla. Segun este criterio, se pueden
distinguir los siguientes métodos:

e Meétodos basados en la aproximacion por Minimos Cuadrados Moviles. Estos métodos
proporcionan una aproximacidon continua para la funcion de campo en el dominio
completo del problema. Entre los métodos que emplean esta técnica para la generacion
de las funciones de forma se encuentran el DEM, el EFGM o el MLPG.
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e Meétodos basados en la representacién integral de la funcion. El SPH y el RKPM
pertenecen a esta categoria.

e Métodos basados en la Interpolacion de Punto. Son los llamados métodos PIM y
derivados: LRPIM, BRPIM, RPIM, BPIM. Estos métodos emplean la interpolacion para
generar las funciones de forma que cumplen la propiedad de funcién delta de Kronecker.
Existen dos tipos de formulaciones: las de base polindmica y las de base radial.

e Particiones de Unidad. Los h-p clouds, el PUFEM, X-FEM y GFEM se encuadran en esta

categoria.

Representacion del dominio

Segun este criterio, los métodos sin malla pueden clasificarse en dos categorias: métodos de tipo
dominio y métodos de tipo frontera. En los primeros, tanto el dominio como la frontera son
representados mediante nodos o puntos de evaluacidn. El sistema de ecuaciones discretas deriva
de la aplicacion de la formulacién débil o fuerte en el dominio completo.

En los métodos de tipo frontera sélo la misma se representa mediante nodos, cuya existencia en
el interior del dominio no se requiere. El sistema de ecuaciones discretas se obtiene a partir de
los nodos de frontera mediante el uso de funciones de forma. Ejemplos de métodos de este tipo
son el BNM, el LBIE, el BPIM y el BRPIM.

Como resumen, la clasificacién de los métodos sin malla segln los criterios comentados se
muestra en la tabla siguiente, basada en la publicada por Liu y Gu [105]:
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Criterio Categoria Método
Métodos basados en formulacion fuerte FPM, GFDM
Métodos basados en formulacion débil EFGM, RPIM, RKPM, MLPG,
Formulacidn LRPIM
Métodos basados en combinacion de MWS, SPH
formulacion fuerte-débil
Minimos Cuadrados Mdviles DEM, EFGM, MLPG
Representacion integral de la SPH, RKPM
Esquema de aproximacion de la funcién

Aproximacion

Métodos de interpolacion de punto

LRPIM, BRPIM, RPIM, BPIM

Particidon de Unidad

h-p Clouds, PUM,...

Representacion del
dominio

Dominio

EFGM, SPH, MLPG, GFDM,...

Frontera

BNM, BPIM, LBIE

Tabla 3-1. Clasificacion de los métodos sin malla

Dentro del contexto de los métodos sin malla, el presente trabajo se centra en la formulacién del

método de diferencias finitas generalizadas (MDFG 6 GFDM en inglés) y en el estudio de su

aplicacion a la implementacion, modelizacién y resolucién de problemas de elastodinamica.
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4. EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS

4.1. Introduccion

A continuacidn se van a exponer los fundamentos tedricos del Método de Diferencias Finitas

generalizadas, el cual se basa en la aproximacién por minimos cuadrados maviles.

4.2. Formulacion general del método de diferencias finitas generalizadas

En este apartado se estudia el MDFG para la resolucién de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales de cualquier orden con coeficientes constantes.

Sea un problema gobernado por la siguiente ecuacion de orden n en derivadas parciales:

LUl=f en Q

Y con las siguientes condiciones de contorno:

L,H[U]=g en T

En donde U es una funciéon al menos n veces derivable, Q < R™ en donde m=2, 3,
dependiendo de si se considera un dominio de 2 o 3 dimensiones. I representa el contorno del
dominio. Por otro lado L, y L,.1 son operadores lineales en derivadas parciales de orden ny n-1
respectivamente, y, fy g son dos funciones conocidas.

A continuacion se procede a discretizar el dominio Q en un numero finito de nodos, pudiendo
estar estos nodos colocados de manera irregular, tal y como se muestra en la figura adjunta.

Figura 4-1. Dominio discretizado de manera irregular
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A cada uno de los nodos del domino se le asocia un nimero de nodos de su entorno,
obteniéndose de esta forma lo que se conoce con el nombre de estrella (ver figura siguiente).

o (%, i)
\

\ /‘

\ ,’
- K (X0 Yo)
°-- ‘r\ > o
AN
! \

! ®
1

d

Figura 4-2. Formacién de estrellas dentro del dominio

En donde (xq, Yo) son las coordenadas del nodo central de la estrella y (x;, y;) son las coordenadas
del nodo i de la estrella. Por tanto, se formaran tantas estrellas como nodos contenga el

dominio.

Se Llama U(xq,Yo)= Uo al valor de la funcién a aproximar en el nodo central de la estrella, y

U(x;yi)= U; el valor de la funcién en el nodo i.

Si se lleva a cabo el desarrollo en serie de Taylor de cada uno de los nodos de la estrella

alrededor del nodo central se obtiene:

U= U+ E)U0+k 6U0+hi2 62U0+ 0%U, k? 62U0+ h? 6"U0+ k' 8™U,
ETROT M g Ty T2 ax2 T T axay T 2 dy? n! oxn nl dyn

[4.1]

En donde:
U; = U(x;,y;) representa el valor exacto de la funcion en el nodo i
Uo = U(xo,y0) representa el valor exacto de la funcion en el nodo central de la estrella.
Los valores de los incrementos h; y ki son los siguientes:
h, =x; — X,

ki=y, =¥
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Truncando el desarrollo de Taylor en los términos de orden n se obtiene una aproximacion de la

funcién U;, que denominamos u;:

h ou, +k6u0+hi2 62u0+hk 62u0+k 62u0+ +h" 6”u0+ +k{l o™u,
U=t ox Loy | 2 ox? U oxay T 2 9y? n! dxm n! dym

[4.2]

En donde:
ui=u(x,y;) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo i de coordenadas (x;, yi).

Uo=u(xo,yo) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo central de la estrella.

El error cometido con el truncamiento citado sera:

= h ou, N dug N h? 0%u, ok 0%uy k¥ 9%u, .. R} a™u, N k' 0™,
PT o T W G TR T axz T M Gxay T 2 9y n! oxn n! ayn
[4.3]

Se define el siguiente funcional para cada estrella del dominio, realizando la suma de los errores

cuadraticos ponderados de cada uno de los nodos de la estrella:

. i on 2, oug  h7 0%uy 0%y KE 62u0+ R 9™,
"(’”3) ’ — a Ty T2 axz T MM Gxay T 2 ay2 nl oxm
i=
kI o™y
e ayn w(hl,k)
[4.4]
Donde:

w(h;, k;) es una funcién de ponderacién dependiente de la distancia de cada nodo al nodo central

de la estrella.
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Imponiendo la condiciéon de que el funcional obtenido sea minimo respecto a las derivadas

. . . . n(n+3 .
parciales, se obtiene un sistema lineal de (T) ecuaciones:
AD,=b
. e n(N+3) n(N+3) . .
La matriz A es una matriz simétrica y de orden 5 X > invertible, por lo cual se

obtendra una solucidn Unica para el sistema de ecuaciones.

Una vez obtenido el vector D, se sustituyen en la expresiéon L n[U]: f las derivadas parciales

por sus valores en diferencias finitas, reemplazdndose de esta manera las ecuaciones
diferenciales por ecuaciones algebraicas en diferencias finitas, las cuales se resuelven de manera

recurrente a partir de los valores conocidos en el contorno del dominio.

4.3. Funciones de ponderacion

La utilizacién de funciones de ponderacién es una caracteristica comun a todos los métodos sin
malla. Las funciones de ponderacidn se usan para disponer de un soporte compacto, definiendo
un subdominio (disco, rectangulo, burbuja, etc...) relativamente pequefio en el que su valor es
distinto de cero, siendo nulo en el resto del dominio. Cada funcidon de ponderacion se asocia a un
nodo, pudiéndose superponer con otros subdominios tal y como aparece en la figura siguiente:

Figura 4-3. Superposiciéon de subdominios de funciones de ponderacién
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Un tipo de funcién de ponderacién utilizada es la fraccién potencial, esto es:

1

w(d;) = Pl
l

En donde:

d; = [[{{x} - {3

, es decir la distancia de cada nodo de la estrella al nodo central.

Otra funcion de ponderacidn utilizada es la funcidn exponencial:

W(dl) = e(_k dlz)

Las spline también son funciones utilizadas como funciones de ponderacion, en concreto caben

destacar la cubica:
2 2
si d, <rpl/2 w(di):(§—4di2+4df}
4 4 .Y
si rp/2<d,<rp w(di):(§—4di+4di2—§de

si d,>rp wd,)=

1010

Y la spline cudrtica:

sio d,<rp/2 w(d,)=(1-6d>+8d>-3d)

si d,>rp w(afi):1010

4.4. Discretizacion espacial en X e Y hasta 22 orden

A continuacidon se van a obtener las formulas en diferencias finitas generalizadas para la
resolucion de problemas gobernados por ecuaciones diferenciales con derivadas parciales de

hasta 2 2 orden.
Sea la ecuacién diferencial en derivadas parciales en un dominio Q c R?, con frontera I':

U (x, U (x, 02U (x, 92U (x, 92U (x,
(xy)+A (xy)+A (xy)+A (xy)+A (x,y)

1 ax 2 ay 3 axz 4 ayz 5 ax ay :F(x’y)

[4.5]
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Con la condicion de contorno:

au(x,y) aU(x,y)
+ a3
dx dy

a, U(x,y) + a, =g(x,y) en I' (frontera de Q)

[4.6]

En donde U(x,y) es una funcion al menos dos veces diferenciable en Q, y Ay, A, A3, A4, As, a1, a2

y a3 son constantes.

La condicion de contorno establecida es la que se denomina mixta. Por tanto si se anulan a, y a3
en la expresidén anterior, se tienen las condiciones de contorno tipo Dirichlet y si se anula el
coeficiente ay, se tienen las condiciones de tipo Neumann.

Al efectuar el desarrollo de Taylor U(x,y) en torno al nodo central de coordenadas (xq, Yo), para

cada nodo de la estrella de coordenadas (x;, y;) se tiene:

U= U +h U, Tk E)U0+hi2 92U, N 02U, k? 92U, N Rl 9™U, . +k{l o"U, .
ETROT T x Py 2 ox? U oxay T 2 ay? n! ox™ n! oym

[4.7]

En donde:
U; = U(x,y;) representa el valor exacto de la funcién en el nodo i
Uo = U(xg,y0) representa el valor exacto de la funcién en el nodo central de la estrella.
Los valores de los incrementos h; y k; son los siguientes:
h;, =x; —Xx,
ki =yi=Yo

Truncando el desarrollo de Taylor en los términos de orden 2 se obtiene una aproximacion de la

funcién U;, que denominamos u;:

ou, du, h? 0%u, 0%uy k¥ 9%u,
d0x dy 2 0Ox dxdy 2 dy

ui=uyg+h

[4.8]
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En donde:
ui=u(x,y;) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo i de coordenadas (x;, yi).

Uo=U(xg, Vo) representa el valor aproximado de la funcion en el nodo central de la estrella.

El error cometido con el truncamiento citado sera:

£ = +h80 k6u0+hi262u0+ki262u0+hk 0%uy,
i = h~ W ax My T2 axz T2 ayz MM Gxay

[4.9]

Realizando la suma de los errores cuadraticos ponderados de cada uno de los nodos de la
estrella, se define el siguiente funcional para cada estrella del dominio:

N 2 52 2 42 2 2
_Z th dug +k6u0+hi6u0+ki6u0+hk6u0 bk
= Tu Rt T T2 oy T hiki gy | Wl k)

i=1
[4.10]

Donde:

w(h, k;) es una funcién de ponderacion dependiente de la distancia de cada nodo al nodo central
de la estrella.

Minimizando el funcional Bs[u] respecto de las derivadas parciales, se obtiene el siguiente
sistema de 5 ecuaciones con 5 incognitas:

Z(uo—ul+hl u0+1<h azu°+ki2 O ok, azu>hiw2=o
ox 2 dx? dy? dxady
2 2 2
;(uo b=+ z <h aa:; + k2 aauz" + 2hik; gg;) k; w2 = 0
= oug  dug 1( , 0%u, , 0%u o%uo\h?
;(uo uchhg 2t kg <hi Rk = 2hik axay>7 =0
o o dug 1( 0% , 0%u 0%uo\ k2
;(uo—ui+hl - +le+§<hi 3+ =242, iaxay>7 =0
= 0 ouy 1( , 0%, 0% 0%u, "
;(uo—ul+hl e (hl Gy K 2hiky axay>hikiw —0
[4.11]
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Este sistema se puede representar en forma matricial de la siguiente manera:
[A]- [Dy] = [b]

Donde D, es el vector de incognitas, las cuales son precisamente las derivadas parciales que
buscamos sustituir en la ecuacion diferencial que representa el problema.

u

_ (0uy Oug 0%uy 0%uy 9%ug r
| ax ' dy’ 0x2’ dy? 'dxdy

[4.12]
b es el vector de los términos independientes del sistema, igual a:
N
Z(—uo +u;) by wihg, k)?
i=1
N
Z(—uo +uy) k; wihg, k)?
i=1
N B2
b= Z(—uo + ui)Tl w(hg, k;)?
i=1
N .2
z(—uo +u;) 21 w(h;, k;)?
i=1
N
Z(—uo +uy) hy k; whg, ky)?
i=1
[4.13]

Por ultimo A es la matriz de los coeficientes cuya expresién es la siguiente:

36



APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL

ESTUDIO DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN EL TERRENO

N N N h3 N th N
Zhizw2 Zhikiw2 Z 2’ w’ Z ’2’ w’ Zhizkl.w2
i=1 izlil - I\§'=1h.2k. 2 i:}v e 2 i;l o
;kiw ; ’2’w zlz’w ;hikiw
Nop N hik? N Wik
A: i 2 i Vi 2 i i 2
24" 2 4" 2, 2 "
N N
SIM Zkl W2 Zhiki WZ
g o 2
N
Zhi2ki2wz

[4.14]

Se puede observar que la matriz A es una matriz simétrica y para que ésta no sea singular la

estrella debe poseer al menos cinco nodos sin contar el nodo central.

Para la resolucion de este sistema de ecuaciones, y dado que la matriz A es simétrica, se puede

aplicar la descomposicion de Cholesky, descomponiéndose la matriz A en el producto de dos

matrices: una matriz triangular inferior multiplicada por su traspuesta, esto es:

[A]- [Dy] = [L] - [L]"-[D] = [b]
Siendo:
iy, 0 0 0 0 7 11 Lo L3 L Ds1]
121 122 O O 0 0 l22 132 l4_2 l52
L=|lzg; Il Lz 0 0 L"=[0 0 I Lz Is
lyn laz ULz lag O 0 0 0 Iy Isq
sy lsz sz lsa Iss | L0 0 0 0 Is5]

Este sistema se puede resolver en dos etapas.

1. Llamandoa [L]T-[D,] = [Y], el sistema quedaria:

[L] - [L]T- [Dy] = [L] - [Y] = [b]
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El desarrollo del sistema [L] - [Y] = [b] en forma matricial es el siguiente:

/ i(‘%"‘ui) h; w(h, k;)? \

Z( o + 1) Ky w(hy, k;)?

'l11 0 0 0 07 [}71"
lby Lz 0 0 0] (¥
37 liz Lz 0 0] |ys]= Z( U + U; ) W(hi,ki)2
ljn Lo Lz lyg O [J’4|
sy lsz sz lsa Issl s k.2
Z(—uo +u;) 21 w(h;, k;)?
i=1

\i(—uo +u;) hik; W(hi'ki)Z/

[4.15]
Resolviendo el sistema anterior, queda:
5 N 5
Yk = (_uo) Z My ¢ + Zuj ) ZMRL d]l
1=1 j=1 =1
[4.16]
En donde
-1
1_6. 1 . .
Ml] - (_1) Y= lik Mkj L>]
Lii =
=j
1
Mij = l_ L=]
122
M;j= 0 i <j

En la que 9; es la funcién delta de Kronecker, y los coeficientes c¢; y d; adoptan las siguientes

expresiones:

N
-S4,

j=1

dj4_ = —— W2 d]5 = h] k] W2
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2. A partir de los valores yx se pueden obtener las derivadas parciales [D,] resolviendo el
sistema:

[L]" - [Dy] = [Y]

_auo_

0x

ou,
_lll 0 0 O O— E yl
l21 l22 0 0 0 aZuO yZ
l3y Iz I3z 0 0 2 | = Y3

X
lyn laz ULz lag O 9, Va
sy Ilsz lsz3 lsa Issd - Ys

dy

0%u,

[ 0x0y ]

[4.17]

Al resolver dicho sistema se obtiene la siguiente férmula recursiva que permite calcular las
expresiones explicitas de las derivadas parciales en diferencias finitas generalizadas:

1
D) = 7~ |- Zlkﬂkn(km

5 N

= lkk (- uO) szi G + z ZMkl ji T Zlkﬂk Dy (k +1)
=1

A continuacion se sustituyen las férmulas explicitas de las derivadas parciales en diferencias
finitas generalizadas en la ecuacién diferencial original:

ou U (x, 02U (x, 02U (x, 02U (x,
(x,y) + A (xy)+A (xy)+A (xy)+A (x,y)

A —r 25y 37 5x2 ‘T oy2 5W=F(X,Y)

[4.19]
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Una vez agrupados los términos, la expresidon que finalmente se obtiene es la siguiente:

N
—Mg Uy + ij uj = F(x0,¥0) = fo
=1

[4.20]

La expresidn obtenida se denomina ecuacion de la estrella. Esta ecuacion relaciona los valores
de la funcién en el centro de la estrella y en los nodos de la misma con el valor de la funcién F en
el centro de la estrella. Los coeficientes mg y m; dependen del nimero de nodos de la estrella N,
de los incrementos h;y k; y de la funcién de ponderacién w:

mo=mo (N, h;, kj, w)

m;= m; (N, hj, kj, W)

En la ecuacién anterior se cumple, por definicién:
N
—-my + ij =0
j=1

4.5. Discretizacion espacial en X e Y hasta 42 orden

En este caso se va a obtener la formulacion en diferencias finitas generalizadas para la resolucion
de problemas gobernados por ecuaciones diferenciales con derivadas parciales de hasta 4¢

orden.
Sea la ecuacion diferencial en derivadas parciales en un dominio Q2 < R2, con frontera I'":

2 2 2 3
4 8U(x,y)+A aU(x,y)JrA 0 U(x,y)+A 0 U(x,y)+A 0 U(x,y)+A 0 U(x,y)Jr

'oox P oy oo M > xoy Cad
o*U(x, o*U(x, o*U(x, o*U(x, 0'Ul(x, 0'U(x,
A, g y)JrA8 (2y)+A9 (3y)+A10 (4,V)+A11 g y)+A12 2( 2y)+
ox~0y Ox0oy oy ox ox 0y ox~oy
0*U(x, 0*U(x,
+ 4, ( 3y) +4, (4 Y) =F(x,y)
ox0y oy
[4.21]

40



APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL
ESTUDIO DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN EL TERRENO

Con la condicién de contorno:

au
Pt rU=gxy) en T (frontera de Q)
[4.22]
Esta condicidn de contorno desarrollada es la siguiente:
3 3 3 3 2
aU(xy)+a, 2YEN , GUGEY) | 0V, 0UY)  , OUEY)
ox ox~0oy Ox0y oy ox
0*U(x, 0*Ul(x, oU (x, oU (x,
ta, ( y)+a8 (2 y)+a9 ( y)+alo ( y):g(xay)
oxoy oy ox oy
[4.23]

En donde U(x,y) es una funcién al menos dos veces diferenciable en Q, y, Aj, Ay, A3, Ag, As, Ag A7,
Ag, Ao, A1, A11, A1y, A3, A4, a1, @3, @3, a4, as, 3g, a7, Ag, Ag, Y 10 SON constantes.

Al efectuar el desarrollo de Taylor U(x,y) en torno al nodo central de coordenadas (o, Yo), para
cada nodo de la estrella de coordenadas (x;, y;) se tiene:

U, U, h? 9%U, 02U, k? 9%U, h3 03U, k} 93U, h?k; 93U,
Ui=U0+hi +kl - + i i_+_ +— + —
dx dy 2 0x? dxdy 2 dy*? 6 0x3 6 0dy3 2 0x2%dy
hk? 93U, kY d*U, kP 8*U, h3k; 9*U, h*k? 0%U, Rk} 08U,
2 0xdy? 24 ox* 24 oyt 6 0x30y 4  0dx%0y? 6 0dxdy3
hit a™U, ki* a™U,
_|_...+m axn +... F ayn ces
[4.24]
En donde:

U; = U(x,y;) representa el valor exacto de la funcién en el nodo i

Uo = U(xg,y0) representa el valor exacto de la funcion en el nodo central de la estrella.
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Los valores de los incrementos h; y k; son los siguientes:
ki =y =yo

Truncando el desarrollo de Taylor en los términos de orden 4 se obtiene una aproximacion de la

funcion U;, que denominamos u;:

dug du, h?¥ 9%y, 0%uy k% 0%uy h3 3u, kP d%u, hik; 9%u
U =ug+ hy — 4+ ki + = =+ hik; —— + — L -
ox dy 2 0x? dxdy 2 0dy? 6 0x3 6 0y3 2 0x?dy
hik? 93uq N hi 0*u, N k¥ a%u, N Rk, 0*u, N hZk?  9%u, N hik? 9%u,
2 0xdy? 24 ox* 24 oy* 6 0x30y 4  0x20y? 6 0xdy3

[4.25]

En donde:

ui=u(x;y;) representa el valor aproximado de la funcién en el nodo i de coordenadas (x;, vi).

Uo=U(Xg, Vo) representa el valor aproximado de la funcion en el nodo central de la estrella.

El error cometido con el truncamiento citado sera:

Bym g — g 4y D0y g o O KOy 0% I 0% | K O
l O T gx ey 2 ax? 2 0dy? “toxdy 6 0x3 6 0dy3
W2k, 03w, hik? 9%uy kY 9w k¥ 0*u, h¥k; d*u, RIk? 9w,
2 0x?dy 2 9xdy? 24 ox* ' 24 oy* 6 0dx30y 4  0x?%0y?
k3 0*ug
6 9xdy3

[4.26]

A continuacion se define el siguiente funcional para cada estrella del dominio, que corresponde a
la suma de los errores cuadraticos ponderados de cada uno de los nodos de la estrella:
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l
ox ki 8y+2 a2 T2 E)y2+hlkL 8x6y+6 3 T o dy3

h2k, d3u, hk? 9%u, ht d%uy kP 0*uy K3k, d%u, hPk? 0*u,
2 0x?dy 2 0xdy? 24 0x* 24 0y* 6 0dx3dy 4  0x2%0y?

hikd 9%y, g
+— 5= wlhyky)

[( ou, ouy h? 0%u, k¥ 9%u, 0%uy  h3 aduy, ki 93u,
—u; +h; — —

:u
-P
MZ

i=1

6 0xdy3
[4.27]

Donde:

w(h, k;) es una funcién de ponderacion dependiente de la distancia de cada nodo al nodo central

de la estrella.

Minimizando el funcional Bis[u] respecto a las derivadas parciales, se obtiene el siguiente

sistema de 14 ecuaciones con 14 incégnitas:

[A] - [Dy] = [b]
[4.28]

En este sistema la matriz de las derivadas parciales es la siguiente:

D = duy duy 0%uy 0%uy 0%u, d3uy 93u, A%u, 0%uy dtuy dtuy d*u, dtu, 0ty )"
“lox ' dy  0x2 ' 0y? 'oxdy’ 0x3 ' dy3 ' 0x2dy’ dxdy?’ dx* ' dy* ' dx30y’ 0x20y?’ 0xdy3

[4.29]

La matriz [A] es simétrica, siendo necesario 14 ecuaciones para resolver el sistema. Esto equivale
a decir que las estrellas deben tener al menos 14 nodos mas el nodo central. Las expresiones
explicitas de los elementos de la matriz [D,] dependen del nimero de nodos, la seleccién y

disposicion de los nodos y la funcién de ponderacion.

El sistema mencionado se puede resolver andlogamente al caso de la discretizaciéon de hasta 22

orden, obteniéndose la siguiente férmula recursiva:

14—k

1
D, (k) = T [Yk z lgvix Dy(k +1)

) 14 N 14 14—k

=1 (—up) - E My ¢ + E u; - E M,; dj; — E Levix Du(k +1)
Kk L - L -
i=1 j=1 =1 =1

[4.30]
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En donde:
i-1
1_6.. 1 . . P
Mij = (=1)"7°0 — ) Ly My; i>j ij=1,..,14
Lii =
1 . .
M;j = — i=j iL,j=1,..,14
Lii

En la que §; es la funcién delta de Kronecker, y los coeficientes c; y d;j adoptan las siguientes

expresiones:

N
Ci = Zdjl

=1

~

h;? k;?
_ 2 o 2 j 2 L= K 2 = R L. w2
diy = hy w di = kj w djz = oW djs oW dis = hjkj w
hi3 k3 hi%k; hj k;i? hi*
d.. = J WZ di-» = J WZ dia = J 2 dio = J ) WZ d: - W2
j6 6 j7 6 j8 2 j9 2 j10 24
k* hi3k hi? k;? hi k
j 2 L LI 2 — J 2 — j 2
d]11 2z W d]12 P d113 ) w d]14 P

Sustituyendo las expresiones de las derivadas parciales en la ecuacion diferencial original, se

obtiene:

N
—Mmy Uy + ij u;j = F(xo,¥0) = fo (N = 14)

j=1

[4.31]

La expresion obtenida corresponde a la ecuacion de la estrella. Esta ecuacién relaciona los
valores de la funcidn en el centro de la estrella y en los nodos de la misma con el valor de la
funcion F en el centro de la estrella. Los coeficientes mg y m; dependen del numero de nodos de
la estrella N, de los incrementos h; y k; y de la funcién de ponderacion w:

Mop= Mg (NI h]l kJI W)
m;=m; (N, hj, kj, W)

En la ecuacién anterior se cumple, adicionalmente:

N
-mgy + ij =0
j=1
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5. ESQUEMA EN D.F.G. PARA LA ECUACION DE ONDAS

Una vez expuestas las discretizaciones espacial y temporal, se va a estudiar la aplicacién del
método de diferencias finitas generalizadas a la resolucién de problemas en elastodinamica.

5.1. Ecuaciones basicas de elastodinamica

En los apartados siguientes se expondran las ecuaciones que gobiernan la formulacion de
problemas en elastodinamica, en funcién de desplazamientos o en tensidn y velocidad.

5.1.1. Formulacion en desplazamientos

Las ecuaciones de equilibrio dindmico en elasticidad para el caso de 3 dimensiones son las

siguientes:
do, Ot ot 0%u
X + Xy + Xz +Fx — p 2x
dx dy 0z Jat
ot do, 01 0%u
Xy 2Ty T yZ L =p Zy
0x dy 0z at
ot ot do. 0%u
Xz + yz + z + Fz =p z
0x dy 0z ot?
[5.1]
Estas ecuaciones escritas en notacién indicial se reducen a la siguiente expresion:
Gij,j+ Fl=pul i,j=x,y,z
[5.2]
Donde:
Cij: Tensor de tensiones actuante
Fi: Fuerza por unidad de volumen, p.€j. el peso del material
p: Densidad del material
u Componentes del vector desplazamiento

Las tensiones estan relacionadas con las deformaciones unitarias mediante la ley de Hooke
generalizada para un medio eldstico e isétropo:

O-ij = /1 Ekk 61] + 2G Sij
[5.3]
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1= vE _2vG
S (1+v)(1-2v) 1-2v
[5.4]

Siendo A y G (mddulo de rigidez) las denominadas constantes de Lamé.

Estas ecuaciones, desarrolladas para el caso de 3 dimensiones, son las siguientes:
ox=A(ex+e,+&)+2Geg,
O'y=/1(€x+£y+82)+268y
o,=A(ex+e,+¢&)+2Geg,

Ty = 2 G &y
Ty, = 2G &y,
Tyz =2 G &xy
[5.5]

Adicionalmente, la expresidn que relaciona las deformaciones unitarias con los desplazamientos
es la siguiente:

1
&ij =5 (ui,j + )

[5.6]
O bien, desarrolladas para el caso de 3 dimensiones:
ou, u, du,
& = & =—— &, =
dx dy 0z
1 (Ouy 6uy) 1 (auy auz) 1 (aux 6uz)
gxy_z(ay+ax €yz = 3 az+ay Tz = 5\ %, T ox
[5.7]

Sustituyendo la expresion de las deformaciones unitarias en las ecuaciones de la Ley de Hooke,
resulta:

[5.8]
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Introduciendo esta expresidon en las ecuaciones de equilibrio dindmico y considerando nulas las

fuerzas unitarias volumétricas Fi, resulta la siguiente ecuacion:

O-ij] Aukkl‘}‘G(ul]] u],l])=pul i,j:x,y,Z
[5.9]
Cambiando el subindice mudo j por k, resulta:
Ok = Apepi + G (Ui + Uiein) = A+ O + G ugpg = p U Lj=xY2
[5.10]
Desarrollando la ecuacién anterior, queda:
0%u 2 9%u, 0%u, 0%u, 0%u, 0%u,
(/1+G) +(/1+G) +(/1+G)axaz+6<ax2+ayz+ az>— 52
A+6) 0 +(/1+G) O +(/1+G) Y i e N Wi
9xdy 9z axz  ayz a9z ) P
0%u 0%u 2u 0%u, 0%u, 0%u, 0%u,
(/1+G) +(/1+G) +(/1+G) G<0x2+0y2+ aZ>—pat2
[5.11]
En el caso de dos dimensiones las ecuaciones resultantes son:
A+ (;) Ot a4 6 Uy | (L, D) _ O
xdy axz  ayz |~ P ar
2u 0%u, 0%u, 0%u,,
+G<0x2 Ty ) P a2
[5.12]

Esta formulacion en desplazamientos gobierna el comportamiento de problemas en
elastodinamica en 2 dimensiones.

O bien, escritas de otra manera:
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ou ou ou, Ou
a[(/1+26) x+/16—]+a[6< x+ax)] 30x+afxy_ 0%u,

dx dy dx dy ot?

a[a(auu )] a[za”u(ﬂzc)a]

arxy doy, _ 02 U,
dx dy ax ay  Par
[5.13]
Las 2 ecuaciones anteriores se pueden escribir empleando el operador V=7 la— + ]_’iy
ou,  ou
0x dy 0°Uy,  0%Uy o(Vu) 2 0“uy
1+6) Fp +G<0x2+6y =(1+6) I + G Veu, 352
ou, OJu
0 ( £+ —y) 2 2 = 2
ox ' 0y 0°u, 0°uy, o(Vu) 0%u,
A+G G =A+G G V?u, =
@+6 dy +(ax2+ay2 @+6) 7= +GVuy = pon
[5.14]
O en forma vectorial:
02U
A+OVV-WD+G6Vi= p—s e
[5.15]
Como V?u = V(V-u) — VxVxu o, resulta:
N R 0%
A+26)V(V-u)—GVxVxu =p 72
[5.16]
Efectuando la divergencia de esta ecuacion y recordando la siguiente identidad:
v-(VxH)=0
[5.17]
Donde E) representa cualquier cantidad vectorial.
Resulta:
0% (V-1u)
A+260)VE (V- 0) = p———
A+260V (V- D) = p—ss
[5.18]
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Esta ecuacién indica que cualquier distorsidon asociada con un cambio en el volumen de los
elementos del medio (V - u) se va a propagar en la forma de una onda con una velocidad:

4
A+26 |K+36
P p

[5.19]
Siendo K el médulo de deformacidn volumétrica:
K= £ =A+=G
3(1 - 2v) 3
[5.20]
Si ahora efectuamos el rotacional de la ecuacidn vectorial citada anteriormente, queda:
. . 0%(V x u)
A+26)VX [V(V- )] —-GVXx(VxVxu) = PGz
[5.21]
Sabiendo que:
VXV-H=0
[5.22]

Donde E) representa cualquier cantidad vectorial.

Y teniendo en cuenta la igualdad siguiente que resulta de la identidad citada anteriormente:

v (VxE) = v (V- (VxH)) - (vxVx(vVxH)) = - (VxVx (v xH))
[5.23]

Se llega a:
0%(V x u)
GV3(VxU)= p———"
( )= Pz
[5.24]
Esta ecuacion indica que cualquier distorsion asociada con una deformacidn tangencial de los

elementos del medio el3stico se va a propagar en forma de onda con una velocidad vs:

[5.25]
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5.1.2. Formulacién en tension-velocidad

Se parte de las ecuaciones, ya citadas anteriormente, de equilibrio dinamico en elasticidad:

Uij,j+ Fl=pul i,j=x,y,z
[5.26]
Donde:
Gij: Tensor de tensiones actuante
Fi: Fuerza por unidad de volumen, p.ej. el peso del material
p: Densidad del material
u Componentes del vector desplazamiento
Las ecuaciones anteriores se pueden escribir en funcién de la velocidad v; :
do, Ot Jdt d0%u av
x + xy + Xz Fx =p X _ p_x
0x dy 0z ot? ot
ot do, Ot 0%u ov
Xy 20y yz+Fy:p y:p_y
ox dy 0z ot? at
ot 0T do. 0%u ov,
Xz + vz z + Fz =p z _ p_z
dx dy 0z ot? ot
[5.27]

Las tensiones se relacionan con las deformaciones unitarias teniendo en cuenta la ley de Hooke
generalizada para un medio eldstico e isotropo:

O-ij =1 Ekk 611 + 2G gij
[5.28]

1= vE _2vG
T (14+v) (1 -2v) 1-2v

[5.29]
Siendo A y G (mddulo de rigidez) las denominadas constantes de Lamé.

Adicionalmente, la expresion que relaciona las deformaciones unitarias con los desplazamientos
es la siguiente:

1
&ij = 5 (s + )
[5.30]
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Sustituyendo la expresidon anterior en la ecuacion de Hooke se obtiene la relacion entre

tensiones y desplazamientos:

O-ij = Auk’k 611 + G(ui'j + uj'i)

[5.31]
Desarrollando esta expresion, resulta:
ou, ou,, du,
o, =@A +2G) 7% + A 3y +1 e
ou, du,, ou,
Uy—ﬂ.ﬁi-(ﬂ. +ZG)W+ 97
ou, y ou,
o, Aﬁ-l-la_-l_(l 2G) P
ou, Ju,
Ty = 6 ( 3y W)
B ou, OJu,
tyz 0z Oy
du, OJdu,
faz (62 * ax)
[5.32]
Derivando las igualdades anteriores respecto al tiempo, se tiene:
0V, av,, dv,
W_(A +2G) 5 +/16y +Aaz
do, v, v, dv,
W"la_ﬁ’l +ZG)—+/1 62
aaz 6 v,
= + /1
arxy _ ¢ <avx avy>
6Tyz _ ¢ <6vy >
6sz _ ¢ (avx avz)
[5.33]
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Estas 6 ecuaciones junto con las 3 ecuaciones de equilibrio dinamico, son las que gobiernan la
formulacidn de problemas en elastodinamica a partir de los pardmetros de tensiéon y velocidad.

En el caso de 2 dimensiones, las ecuaciones se reducen a las cinco siguientes:

00, 0Ty, v,
= F =p—2

ax "oy TP
0Ty, 00, v,
x Ty THh TP
do, v, v,
XA +26)—=+1=2
o - A0 TG
do ov dv
9% _ , 9% vy
SL=A="+ (2 +26)~
0Ty =G %4_6&

at dy  Ox

[5.34]

5.1.3. Condiciones de contorno

La adecuada resolucion de un problema en elastodinamica exige definir, ademas de Ia
formulacion de propagaciéon de la solicitacion en el medio eldstico (ecuaciones en tension-
velocidad o en desplazamientos), unas condiciones de contorno que han de incorporarse al

problema.

Los dos tipos de condiciones de contorno que se habitualmente se consideran son las siguientes:

e Condiciones de frontera tipo Dirichlet

e Condiciones de superficie libre

La condiciéon de frontera tipo Dirichlet supone imponer un desplazamiento fijo en los nodos

frontera que delimitan el contorno fisico del problema. En el caso de 2 dimensiones (x,y), esta

condicion es la siguiente:

ux(x, y’ 0) = Oujcf'y = uxo(x, }’)

x,y

uy(x' Bz 0) = Ouy = uyO(xf Y)

[5.35]

En el caso de la condicion de superficie libre, ésta se impone igualando la tension en el punto del

contorno al valor de la tensién a aplicar (definida por las condiciones de contorno).
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Las ecuaciones que permiten imponer esta condicion son las siguientes:

O-x'nx+‘[xy'ny+‘[xz'nz=px=gx(t)
Tyy "Ny + 0y "Ny + Ty, -1, = py, = g, (8)

szlnx+Tyz'ny+O-z'nz:pz:gz(t)

[5.36]

Siendo:

Ny: componente x de la normal a la superficie de contorno

ny: componente y de la normal a la superficie de contorno

n,: componente z de la normal a la superficie de contorno

Pyx: componente x de la tensidn normal en la superficie de contorno

py: componente y de la tensidén normal en la superficie de contorno

(o componente z de la tensidn normal en la superficie de contorno

Los valores gx(t), g,(t) y g.(t) son funciones del tiempo, de forma que pueden imponerse
condiciones de contorno variables con el tiempo.

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar en forma matricial:

Ox  Txy Txz] [Ny gx(t)
[Txy oy ryZ] [ny = [g,(®)
Txz Tyz 0z [N, g, ()
[5.37]
O en dos dimensiones:
[f’x Txy] [""]z 9x(£)
Txy Oy llNy gy (t)
[5.38]

En el caso de la formulaciéon del problema de elastodinamica en tension y velocidad, la
implementacion de este tipo de condiciones de contorno se lleva a cabo imponiendo
directamente el valor de la tensién aplicada en el contorno.

Si la formulacién del problema en elastodindmica se lleva a cabo en desplazamientos, es preciso

expresar las tensiones en funcion de los desplazamientos y los pardmetros eldsticos Gy A:
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Ox  Txy Txz] [Ny
Tyy Oy Tyz||ny| =
Txz Tyz Uz n;

Ju, ou, du, Ou, ou, Ou,
(,1 +2(;)—+,1—+/1 G( +—) ( + )
0x dy 0z Jdy  0x Jdz  Ox
Jou, Ou, ou, du, ou, Ju, Ju, T
= G( ) A—+@ +26)—+2 ( ) n,| =
dy  0x d0x dy 0z Jdz  dy n,
(aux auz) (au auz) ou, .
! dz  Ox dz  0dy 0x
(9 (0)
= gy(t)
19,(t)
[5.39]
En 2 dimensiones, la expresidn matricial resultante es la siguiente:
ou, du,, ou,
A+2G)——+ 11— G| ==
[ax Txy][] (A +26) 5=+ 3 <ay x l gx()
T n
* Y (2% Oy Otx gy(®)
dy  Ox 0x
[5.40]

Siendo:

g«(t): componente x de la tensién aplicada en el punto de la superficie de contorno
g,(t): componentey de la tensidn aplicada en el punto de la superficie de contorno

Esta condicidn se puede expresar de forma reducida, empleando las expresiones de las tensiones
derivadas de la ley de Hooke, en funcién de los desplazamientos u; :

(A uk‘k 61] +G (ui‘j + uj,i) n] = gl(t)
[5.41]

Cuando gi(t) es igual a cero, no existen fuerzas aplicadas a la superficie.
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5.2. Esquema en Diferencias Finitas Generalizadas

En este aparatado se va a obtener el esquema en diferencias finitas generalizadas de la ecuacién
de elastodinamica para el caso de 2 dimensiones.

5.2.1. Formulaciéon en desplazamientos

Las 2 ecuaciones que permiten resolver los problemas de elastodinamica en dos dimensiones en
funcién de los desplazamientos son las siguientes:

0%u, 0%u 0%u, 0%u 0%u
A+G 1+6)=—2+G X *) = X
A+ 05 T U055, 7 <6x2+ay2> P a2
0%u, 0%u,, 0%*u, 0%u, 0%u,,
1+ 6) axay+ 1+ 6) 3y7 +G < 92 +—ay2 ) =P

[5.42]
A partir de la discretizacion espacial expuesta en los apartados 4.1 y 4.2 (ver expresion
recurrente adjunta) se pueden obtener las derivadas parciales incluidas en las ecuaciones
anteriores.

5-k

1 .

DLk = [yk = D lieie Dulk +0)| =
i=1

) 5 N 5 5-k

=7 (—up) - E My ¢ + E u; - E My, dj; — E Lesix Du(k + 1)
Kk - - L —
i=1 =1 i=1 i=1

[5.43]
Las derivadas parciales se pueden expresar de la siguiente manera:

N
0%u,.(xg, yo, NAL - ,
x{ (;) }2]0 ) -mP; "ug + th "

x .

Jj=1

0%u, (xq, Yo, nAL) >
x 0,00y _ j j
372 = —-m3, "ul +z:m22 "y,

j=1

2 N
0%u, (X0, Yo, NAL) _ 0. my0 _I_ij ny,J
axay 12 X ' 12 X

Jj=1

0%u,, (xo, Vo, NAL) °
y\~0,.)0 _ 0 mn,,0 i nJ
axz - _mll uy + Z m11 uy

j=1

0%u,, (xo, Vo, nAL) §
y\*0oryo _ 0 n,0 J nJ
3y7 =—M3, Uy, + Z my, U,

j=1

92 >
uy(xo‘yo’nAt) = —mO, "0 4+ mj nuj
axay - 12 y ' 12 vy

j=1

[5.44]
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En notacidon abreviada, las 6 derivadas se pueden expresar de la forma siguiente:

N
0%u;(x nAt)

X0, Yo, _ 1.0 _ 0 n.0 1 nl
- [ui'jk]t=nAt - _m]k ul + mjk ul

=1

0x;0xy,

[5.45]

El superindice n indica el paso de tiempo; los superindicies 0 y | se refieren al nodo central y al
resto de los nodos de la estrella, respectivamente, y N es el nimero de nodos de la estrella. En
este estudio los nodos de la estrella se han seleccionado usando el criterio de distancia. Los

coeficientes m]pk multiplican al valor aproximado de la funciéon U en el nodo central de la estrella

("u?) en el instante de tiempo t=nAt. Adicionalmente, m}k son los coeficientes que multiplican

al valor aproximado de la funcién U en los restantes nodos de la estrella ("u!) en el instante de
tiempo t=nAt.

Las derivadas temporales correspondientes se pueden obtener a partir de las siguientes
expresiones (esquema de diferencias finitas centradas):

azux(xm y(); nAt) . n+1u2 - 2 nug + n—1u2
atz - (At)z

azuy(xOI yOr nAt) _ n+1u:§)] _ 2 nu;)] + n_lug
2t o

[5.46]

Finalmente, sustituyendo las derivadas espaciales y temporales en las ecuaciones de
elastodinamica en 2 dimensiones, resultan las siguientes 2 ecuaciones:

N N
A+6)| —md ™+ Z m{l "u,{ + @A+ 6) [ —md; "y + z m{z nujj; +
j=1 j=1

N . . N . . n+1u0 -2 nuo + n—luo

0o n, 0 J n J 0 n,,0 ] nJ | _ X X X

TG —myy Ut Z My Uy — Mz Uy + Z My Ux | =P (0?2
j=1 j=1

[5.47]
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N N
A+ 6)| —m? ™l +Zm{2 "u,]; +@+6) [ —-m), "u) +Zm£2 nui +
j=1 j=1
N N n+1,,0 n, 0 4 n-1,0
; ; ; ; u 2 "u, + u
y y y
+G | —mi; "u) +Zm{1 ”uJJ, —m3, "uj +Zmé2 ”uJJ, =p @0
j=1 ]=1
[5.48]
Operando, resulta:
N
n+1,0 — 9 ny 0 _ n-1,0 (At)z 1+ 26 0 n,,0 J n,Jj
U, = U, — ' uy + P A+26)| —m7; "ul + my; Uy |+
=1
N N
+(A+6) | —mi, "u) +Zm{2 "u, |+ G —m9; "ul +Zméz "ul
=1 j=1
[5.49]
N
2
ntl,0 — 2 1m0 _ nm1,0 +—(At) A+26)[ —m9, ™u? +ij |+
y - y y p 22 y 22 y
Jj=1
N N
+(A+6)[ —mf, ™ul +Zm{2 "ul |+ 6| -md, "u +Zm{1 "uf,
=1 =1
[5.50]
En notacion abreviada, quedaria:
n+1ul§) =2 nulp _ n—lulp +
N N
(At)2 0 n,0 I n,l 0 n,0 I n,l
+ A+6)| -my; "w+ ) my; My | + G| -my; "up + ) my; My
=1 =1
[5.51]

Estas expresiones permiten calcular las componentes uy y u, del desplazamiento del nodo central
de la estrella en el instante de tiempo (n+1)At, a partir del desplazamiento del nodo central de la
estrella en los instantes de tiempo nAt y (n-1)At, y a partir de los desplazamientos de los nodos
de la estrella en el tiempo nAt.
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5.2.2. Formulacion en tension-velocidad

Las 5 ecuaciones que gobiernan la elastodindmica en 2D en funcién de los pardmetros de

tension y velocidad son las obtenidas en el apartado 5.1.1:

00, 0Ty, v,
_Xx E =p—=

ax "oy TP
0Ty, 00, v,
x Ty THh TP
doy, av, vy,
XA +26)—=+1=2
o - A T2 GG
do, v, v,
Y- = 26—
= At 205
OTxy =G a&_}_a&

Jat dy = Ox

[5.52]

Andlogamente al caso de las derivadas parciales espaciales de la funcién desplazamiento, las
derivadas parciales espaciales de las componentes de la tensién se pueden expresar de la

siguiente manera:

N
0 o,(xy, Vo, NAL ) .
x (X0, Yo, nAt) _ —m? n0£+zm{ ng)
d0x -
J:
9 7, ( Ab) §
TxyXo, Yo, 11 _ 0 n_0 jin_j
o =-m) "3, + Zml T2y
]=
9 a,( AD) $
a, (X0, Yo, M0 Co
A0 g gty m) o]
y 4
0 Ty (%9, Yo, NAL) Lo
224 5 = -mj "9, +Zm£ T3,
y 4

[5.53]

Las derivadas espaciales de la variable velocidad también se pueden escribir analogamente:

0 vy (X0, Yo, nAL)
0x B

0 vx(Xo, Yo, nAL)

N
m? ™ + Z m] "v]
j=1
N
m9 "l + Z mj v}
dy .
j=1
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0 vy, (xg, Yo, NAL) B
0x B

0 vy, (xo, yo, NAL) _

N
Y
j=1
N
=1

dy
[5.54]
En notacion abreviada, los dos grupos de derivadas espaciales se pueden expresar de la forma
siguiente:
0 7, (X0, Yo, nAL) [ m? +zm n z
oxy, tijlelpmpar = k
0 Ul(xo»}’o’nAt) n..0 ny!
el LA A +ka

[5.55]
El superindice n indica el paso de tiempo; los superindicies 0 y | se refieren al nodo central y al
resto de los nodos de la estrella, respectivamente, y N es el nimero de nodos de la estrella. En
este estudio los nodos de la estrella se han seleccionado usando el criterio de distancia. Los

coeficientes m](-) multiplican al valor aproximado de la variable considerada (tensién o velocidad)

en el nodo central de la estrella ("T?j) en el instante de tiempo t=nAt. Adicionalmente, m} son
los coeficientes que multiplican al valor aproximado de la variable (tensidn o velocidad) en los

restantes nodos de la estrella ("Tfj) en el instante de tiempo t=nAt.

Las derivadas temporales de las variables velocidad y tensidon se pueden expresar mediante las
siguientes ecuaciones (esquema cldsico de diferencias finitas):

v, (X, Yo, nAL) "0 — 0
ot B At

0vy (x, ¥, nAL) ") — ™0
at B At

00, (xg, Yo, NAL) n+1a,? g2
ot At

1

aay(xo,yo,nAt) o) — "oy

ot At
aTxy(xO’yOJnAt) n+1TJ(c)y - nTJ?y

ot At

[5.56]
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Sustituyendo las derivadas espaciales y temporales en las ecuaciones de elastodindmica en 2
dimensiones (sin consideracién de las fuerzas por unidad de volumen F;), resultan las siguientes
ecuaciones en diferencias finitas (se muestra la ecuacién diferencial y a continuacion la ecuacién
en diferencias finitas):

ovy aax 00% 0Ty
at p d0x dy
n+1..0 n o At 0 i n J 0 jn J
Uy = +? -mj] "o + m; 0y —m, ‘rxy+ m; Ty

dvy, 1 [0ty N do,
at  p \ ox dy

N
At S
) = °+? -m? Txy+2m] n ,]Cy —m9 "039+Zm£ "a;
=
do, ov
—~=Q +26 —+,1—y
Jt ( ) ady
N N
gl = "gl + At|(A +2G)| —m? "v,?+Zm{ "l |+ A | —-m? ”v39+2m£ "y
j=1 j=1
do ov dv
y x y
22 A +26) 22
Jt 0x ( )ay
N
"ed = "ol + At|A| —m) " °+Zm] "v; +A+26) | —md "vj‘,)-i-Zmé "vjf
j=1
a‘rxy= G %4_6&
Jt dy  Ox
”“r,?y— "3y + At G —m2”°+2m1”,ﬂ 2"°+Zm1";
[5.57]

Las 5 ecuaciones en diferencias finitas se pueden escribir de forma abreviada:
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At
n+1vlp — nvio + —

n+1_0 _ n_0
Ty = T At

N N N
0 n,0 1 onl 0 n,0 1 nl 0n.0 1 nl
/16ij<—mk vk+ka vk>+G<—mj vi+ij v —m; v +Zmi vj>l
=1

=1 =1

5.2.3. Formulacion de las condiciones de contorno

Los dos tipos de condiciones de contorno mencionados anteriormente que se van a aplicar al
esquema en diferencias finitas obtenido son:

e Condiciones de frontera tipo Dirichlet

e Condiciones de superficie libre

La condicion de frontera tipo Dirichlet supone imponer un desplazamiento fijo en los nodos
frontera:

Uy (%,7,0) = “uy” = uyo(x,y)

uy(xJ yr 0) = Ou;f.y = uyO(x! Y)
[5.59]

La aplicacién de la condicion de frontera de este tipo al esquema en diferencias finitas es sencilla:
basta con imponer en cada paso temporal a cada nodo frontera el valor del desplazamiento
indicado por las expresiones anteriores; o (X, y) y Uy (x,y).

En el caso de la condicion de superficie libre, ésta se impone igualando la tension en el punto del
contorno al valor de la tensién a aplicar. Si la formulacion empleada en el analisis del problema
se lleva a cabo en términos de tensién y velocidad, la implementacion de este tipo de
condiciones de contorno se lleva a cabo imponiendo directamente el valor de la tensién aplicada
en el contorno. Si la formulacion del problema se lleva a cabo en desplazamientos, es preciso

expresar las tensiones en funcion de los desplazamientos y los parametros elasticos Gy A:
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Ox  Txy Txz][Ny
Toy Oy Tyz||ny| =
Txz Tyz Uz n,

Ju, ou, c (6u du, ) (aux 6u2>
dy 0z dy  0x dz  Ox
au ou, ou, ou, ou, ou, ou, T
| ) |-
dy  0Ox dx dy 0z dz  dy n
ou, Ou, ou, OJu, ou, .
55 5+5)
! dz  Ox dz  0dy 0x
9 (0)
= gy(t)
92(8)

[5.60]

En 2 dimensiones, la expresidn matricial resultante es la siguiente:

] ou
(A +26) x4

T e H:gxm

i G<%+aﬁ> 2 2%t ZG) gy(®)
dy  Ox d0x
[5.61]
Siendo:
Ny: componente x de la normal a la superficie de contorno
ny: componente y de la normal a la superficie de contorno

g«(t): componente x de la tensién aplicada en el punto de la superficie de contorno
g,(t): componentey de la tensidn aplicada en el punto de la superficie de contorno

Esta condicidn se puede expresar de forma reducida, empleando las expresiones de las tensiones
derivadas de la ley de Hooke, en funcién de los desplazamientos u; :

(A uk‘k 61] +G (ui‘j + u]"i) n] = gl(t)
[5.62]

Cuando gi(t) es igual a cero, no existen fuerzas aplicadas a la superficie.
A continuacién se va a desarrollar la imposicién de condiciones de borde de este tipo al esquema

en diferencias finitas. Las expresiones explicitas de las derivadas espaciales primeras son las

siguientes:
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N
ou, (xg, Vo, AL
x( oazo ) _ —m? "0 +Zmi nyJ
j=1
N
ou, (xg, ¥o, NAL
x( oayo ) _ g ”u2+2mé )
y =
N
ou,, (xg, Yo, NAt)
y\#~0r 70 _ 0 n,0 J n,Jj
=-m; "u; + m; u
5 2 mug+ ) ml "
X =
N
ou., (xq, Vo, NAL
y - D — g 4 Y md
j=1
[5.63]
Sustituyendo estas expresiones en las dos ecuaciones de la condicidon de borde, queda:
N
A+26) -md ™u °+Zm1 "l 42| —m nu3+2mé "u), || ny +
j=1
N
+|G m8”°+2m1”] 0”u§’,+2m{ "u, |- ny = g, @®
j=1
[5.64]
N N
G| —-m9 "ul +Zmé "ul —md "u +Zm{ "uj, n, +
N N
+ (A —-m? "u2+2m{ "ul )+ (A+26) | —m? ”u3+2m£ " || n, = g,(©)
[5.65]

Estas dos ecuaciones se pueden expresar de forma reducida:

N N
{ ( mj uk+2mk uk>+G < "u Zm- "u->+(—mis "u]-s+Zm]l- nu})]}-nj =
=1

= gl(t)
[5.66]

—~

ST
-~

Correspondiendo el superindice s a los nodos de la superficie libre y el superindice | a los
restantes nodos de las estrellas cuyo nodo central pertenece a la superficie libre.

63



APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL
ESTUDIO DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN EL TERRENO

Dejando en el lado derecho de las ecuaciones anteriores los términos correspondientes al nodo
central de la estrella, resulta:

N

N
1+26) Zm]",]c + A Zmé "ujj, ‘n, + |G Zm u1+2m1 "ujj, ‘ny, =

= g,(t) +[(A+20)m°” °+Amz u?]-nx+[G(mz" 0 +m uy)]'ny

N N N N
G Zmé "u£+2mj "u{, Ny + |2 Zm{ "+ (A4 26) Zmé "ujj, ‘n, =
j=1 j=1 j=1

j=1
= 0y(© +[6(m¢ "2 + mD "u)] e + [Am$ ") + A+ 26)(m2 ") ] -y
[5.68]

Agrupando los términos en "u,’c y "u] gueda el siguiente sistema de 2n ecuaciones en el que las

incognitas son los desplazamientos "u J cy " de los n nodos afiadidos de la frontera libre:

Z[nx (A +26)m] + ny,G mé] "l 4 Z[nx Am) + ny, G m{] "u§ =
=1 =
=g,(t) + [(/'1+2G)m° "ud + Am9 uf,] ‘n, + [G(m2 "ud + m? ug’,)]-ny

[5.69]
N N
Z[nx Gmé +ny/1m{] nu,]; + Z[nx G m{ +n, A1+ 26) mé] nui =
j=1 j=1
:gy(t) +[G(m u + mg n 0)] Ny +[,1(mo n °)+(/1+26)(m° n 0)] n,
[5.70]

Para resolver este sistema se afiade en la superficie libre pero fuera del dominio, un nimero
igual de nodos a los correspondientes a la superficie libre. En una estrella con nodo central i, los
nodos afiadidos son n;*® . Los restantes nodos son n:*. Por tanto, los nodos totales de una estrella
alrededor del nodo central i son N= n*¢ + n;®'.

Los valores de la funcién en los nodos de la superficie libre son desconocidos, pero las
condiciones de superficie libre son conocidas (condicion que se ha impuesto). U®son los
desplazamientos de los n nodos afiadidos (nodos de Neumann) que pertenecen a una estrella en
la que U/ es el desplazamiento de su nodo central y UiSi los desplazamientos en los restantes ng;
nodos de la estrella.
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Por tanto, resultan 2n ecuaciones (2 ecuaciones por cada nodo de la superficie libre) con 2n
incdgnitas, las cuales son los desplazamientos en los n nodos anadidos. Estas incégnitas aparecen
en los sumatorios. Resolviendo este sistema, se obtenen los valores de la funcién "u;® en los

nodos Neumann anadidos, en el instante t=nAt.

5.2.4. Discretizacion temporal

Debido a que el objeto de esta tesis se centra en la aplicacion del Método de las Diferencias
Finitas Generalizadas a los problemas de propagacion de ondas en el terreno, adicionalmente a
la discretizacion espacial expuesta es necesario realizar una discretizacién temporal. Esta
discretizacion temporal se llevard a cabo empleando diferencias finitas clasicas.

Realizando el desarrollo en serie de Taylor de la funcion U(x,y,t) en un entorno At de t;, se
tiene:

Uty + A0 = U(ey) + ar 228D 4 @2 0°U(t)  (A* 0°U(t)  (AD* 2*U(t)

ot 2! ot2 3! at3 4! Jt*
[5.71]
oUu(ty) (AD)? 2%2U(t;) (AD)3 23U(t) (AD)* 0*U(ty)
Ut -8 =Ut) -0t — =+ 5~ 37 @ T @ o
[5.72]

En donde se ha abreviado U(x, y, t1)= U(t1) . Truncando ambos desarrollos en los términos de 22
orden y sumandolos, se obtiene:

0%u(ty) | 2 (A" 0*u(ty)

u(t; + At) + u(t; — At) = 2 u(ty) + (At)? 3¢ 1 P + 6[(A1)®]
[5.73]
siendo U(t1) el valor exacto de la funcién y u(t1) el valor aproximado en t;.
Operando en la expresion anterior para despejar el valor de la derivada segunda, queda:
o%u(t u(ty + At) — 2 u(ty) + u(t, — At At)? o*u(t
ot? (At)? 12 ot*
[5.74]
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Donde el error de truncamiento seria:

(A% 9*u(ty)
TE¢ 22 geriv = — 12 at41 +6[(At)*] t<ty;<t+At

Si vez de sumar se restan ambos desarrollos en serie se tiene:

ou(ty) | 2(80° *u(ty)

t At) — t; —At) = 2 At
u(t; + At) —u(ty ) ot 31 913

+ 0[(At)°]

[5.75]

[5.76]

Operando en la expresion anterior para despejar el valor de la derivada primera, queda:

ou(ty)  u(ty +At) —u(t, — At) B (AD)? 03u(ty)

o[(At)*
ot 2 At 3! ot3 +01(at)’]
En este caso el error de truncamiento seria:
At)? d3u(t
TE; 12 gerip = — (49 (&) + 6[(At)*] t<t,<t+At

3! ot3

5.3. Convergencia, consistencia y estabilidad del método

[5.77]

[5.78]

Una vez obtenido la ecuacién en diferencias finitas explicita en el tiempo, es necesario demostrar

la convergencia del método, es decir, que dicha ecuacién en diferencias finitas se aproxima a la

solucion cuando los incrementos disminuyen, y el nUmero de iteraciones tiende a infinito.

De acuerdo con el teorema de equivalencia de Lax, un esquema en diferencias finitas explicito en

el tiempo, consistente y bien planteado’, es convergente siy sélo si es estable. Por tanto, en los

apartados siguientes se va a analizar la consistencia y la estabilidad del esquema de diferencias

finitas obtenido.

! Problema bien planteado: Dado un problema de valor inicial o de Cauchy se dice que el problema esta bien

planteado si este admite solucidn Unica y dependiente de forma continua de sus valores iniciales.
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5.3.1. Consistencia

El esquema en diferencias finitas sera consistente si se aproxima a la soluciéon cuando los
incrementos disminuyen, o lo que es lo mismo: el error tiende a cero cuando Ah e At tienden

también a cero.

Por tanto se van a evaluar los errores cometidos tanto en el truncamiento espacial como en el
temporal.

Para la parte temporal se tiene:
0%u(Xg, Yo, AY) _ u(Xo,¥o, t + At) — 2 u(Xg, ¥o, 1) + u(X,yo, t —A)  (At)? 9*u(Xo, Y0, t1)

ot? (At)? 12 ot*
+ 0[(AD)*]

[5.79]
Siendo t < t; < t+At

El error de truncamiento temporal es, por tanto:

(At)? *u(xo, Yo, t1)
12 ot

TE, = — +8[(AD)*]

[5.80]
En el caso de las derivadas espaciales, se parte de la ecuacion diferencial genérica:

— aUO -
0x
aU,
dy

92U (x,y,t) 0*U
— =0 G G G Gl 57 |=C]Dy] = Fxy)

22U,
dy?
22U,

[0x0y .

[5.81]

Siendo U una funcién de x, v, t.
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Con objeto de obtener el error de truncamiento cometido al calcular las derivadas espaciales, se
va a emplear el desarrollo completo de la serie de Taylor. De esta forma se obtiene el siguiente
funcional B(U), realizando la suma de los errores cuadraticos ponderados en cada uno de los

nodos de la estrella:

B(U) = Z U= Uy + hy 220 4, 20 1(h aU°+/\<6U")2+1(h aU"+kaU")
B 0 P ox ay 2\ ax Tty " 9x

b (h aU"+kaU°)4+ hy, K 2
o4 \M oy iay w(hy, k;)

[5.82]

Donde:

w(h, k;) es una funcién de ponderacion dependiente de la distancia de cada nodo al nodo central

de la estrella.

Si el funcional anterior se minimiza respecto a las derivadas de hasta orden 2, se obtiene el

siguiente sistema lineal:

N N N B2 N 2 N T
wewa= (Yen Yo 3 Yt Yann) -1
j=1 j=1 j=1 Jj=1 =1
[5.83]
Siendo:
ou Aug\3 1 ou au
X:[—uo‘l‘u] 6(h 0+k 0) _Z(hia_xo-l_klao _] W(hi’ki)z
[5.84]

Por otra parte, al aproximar la funcidon U por el desarrollo de Taylor truncado en las derivadas
parciales de hasta orden 2, el sistema lineal obtenido es el siguiente:

[A] - [Dy] = [b]

[5.85]
Donde D, es el vector de las derivadas parciales:
_{E)uo ouy, 0%u, 0%u, 62u0}T
Y lax ' dy’ 0x2’ dy? 'dxdy
[5.86]
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b es el vector de los términos independientes del sistema, igual a:

N

Z(—uo +u;) h; w(hy, ky)?

i=1

N
Z(—uo +u;) k; w(hy, k;)?
i=1

N B2
Z(—uo +u;) Tl w(hy, k;)?
i=1

N 2
Z(—uo + u;) TL w(hy, k;)?
i=1

N
Z(—uo +u;) hy k;w(hy, k)?
=1

[5.87]

El error de truncamiento espacial TEx sera igual a la diferencia entre funcién F(x,y) de la ecuacién

diferencial calculada a partir del desarrollo completo de Taylor y del desarrollo truncado.

[Cy

C;

Cs

— aUO —
Ox
aU,
dy
02U,
0x?
02U,
dy?
92U,

C4 CS] '

[0x0y ]

= [C][Dy] = F(x,y)

[5.88]
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M=
=
&

-
1l
=

=
=
Koy

TE, = [C] ([Dy] — [D,]) = [C1[A]7* ([B] — [p]) = [C] [A]*

INgE
b
N|\.>[‘\,

~
1]
oy

1=
=
N|\.?t}

[y

~.
1l
=

M=y
N
=
&?\T‘

[5.89]

Se aprecia que el error de truncamiento derivado de la aproximacion espacial es proporcional a
. 2 2
los valores de los incrementos h;y k;, h;%, k%, y al producto hjk;.

El error de truncamiento total TTE serd la suma de los errores respectivos de la discretizacion

temporal TE; y espacial TE,. Finalmente, hay que comprobar el limite del error de truncamiento
cuando los incrementos de tiempo y espaciales tienden a cero:

lim TTE =Al§n})TEt + lim TE, =

h,k,At—(0,0,0) h,k—(0,0)
N
(ZX hj\
j=1
N
¥
j=1
(0 eyt N R
= Jim (=g g OL0% )+ lim VAT D =

~
Il
[uy

M=
b
N |

~
1l
[y

[5.90]

Por tanto, se cumple la consistencia del esquema en diferencias finitas.
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5.3.2. Estabilidad

El siguiente paso para asegurar la convergencia es demostrar la estabilidad, estableciendo un
criterio en términos de paso temporal para asegurar dicha estabilidad.

Existen diversos criterios para determinar la estabilidad de una ecuacion diferencial en derivadas
parciales. Entre ellos, el criterio de Von Neumann es el mas facil de aplicar para determinar si un

método de integracion es estable. Consiste en realizar una descomposicion armonica de la
solucién aproximada.

Los desplazamientos u, y u, del nodo central de la estrella (xo,yo) en el tiempo n se pueden

expresar de la siguiente manera:
. T_ .
nug = A& el K™% — 4 gn el(Kxx0+Kyyo)

nu;), = B én ei[K]T;‘co = B én ei(Kxx0+Kyy0)

[5.91]

Los desplazamientos ux y u, del nodo j de la estrella (x;y;) en el tiempo n se descomponen
andlogamente:

nu)]; = A& ei[K]Tﬁ_Cj =A&" ei(Kxxi"'Kyyj)

nu;; =B {:n ei[K]ij =B fn ei(Kxx]""Kyyj)

[5.92]

Siendo:

[K] = [iﬂ % =%+ By = (;2) + (Zj)

§=e @A = cos(w At) — i sin(w At)

Las expresiones anteriores de los desplazamientos se introducen en el esquema de diferencias
finitas obtenido en el apartado 4.4.2:
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N
2
0 =2 M0 — " 1y0 +( ) (A +26)| —m?; "ul +Zm{1 "l |+
j=1
N N
+(A+6) | —m?, ™y + Z ml, nuj, + G| —m9, "ul+ Z mj, "ul
j=1 j=1
[5.93]
N
n+1,0 — 9 ny 0 _ 11,0 (At)z 1426 0 n,,0 J n,J
Uy =2 "uy — Uy +T A +26)| —-mz; "uy + ) my, "uy |+
j=1
N N
+A+6) [ —mfd, ™ul + Z mi, Mu, |+ G| —md; " + Z m{;, "uj,
j:]_ ]=1
[5.94]
Después de sustituir las expresiones de los desplazamientos, resulta:
A €n+1 ei[K]TEO =24 {rn ei[K]Ta_co —A szn—l ei[K]T?cO +
N
At)? R . o
+ &9 (A+26)| —m$ A&" et Ko 4 Z ml, AE el KIE | 4
j=1
N
+(A+G) | —md, BE" el K% 4 Z ml, B & el k1'% | 4
j=1
N
+G [ -m9, A&" € [K17%o 4 z méz A& el [K1"%;
j=1
[5.95]
B Szn+1 ei[K]TJ_co =2Bé&n ei[K]TxO —B Szn—1 ei[K]TxO +
N
At)? T . o
+( P) A+26)(-my, B En e' (K10 + Z méz B fn e (K], +
j=1
N
+(A+G) | —mQ, AE" el KI5 4 Z ml, A" el KI5 | 4
j=1
N
+G [ -m, B&" € (K17%o 4 Z mJ, B&" e (K17 %
j=1
[5.96]
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L . i [K1T%
Dividiendo ambas ecuaciones por " e* K] *0, queda:

A (Av)? . N
Ag =24 _E+(P) (4 +26) _m21A+Zm]11Ael[K]Thf +

j=1

+A+6)|-md, B + Z ml, B e8I | 4 G [ —-m, A + Z ml, A el KI'h;

j=1 j=1
[5.97]
B (At)? . -
B§=2B ~% +( ) (A+26)| —-m3, B +me22 BellKI"h | 4
p =
+(A+6) [ -md, A +Zm{2A el ' ) 4 G | —m¢, B +Zm{1 B ellKI'h
j=1 j=1
[5.98]
Como:
N N N
1 = Z my, mi, = Z my, ma, = Z my,
j=1 j=1 j=1
Queda:
Av)” {[KITF,
Aé=2A _E-I_ 1+ 26) m11A+ mllAe +
N N
+(1+G) —Zm{Z B +Zm{23 el k' ) 4 g —Z Iy A+ ) m, A el
j=1 j=1 j=1 j=1
[5.99]
(A ) I7F
Bf—ZB—E (A+26) mzzB+ mZZBe i |+
+(1+6) —zm{Z A +Zm{2A el k' | 4 G —mel B +Zm{1 B iK'
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1
[5.100]
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Despejando la relacion A/B en ambas ecuaciones e igualando las dos expresiones, resulta:

1 At)z N N B N N B
f=2z= G20 |~ i+ Yl e BT [ = 4 md, el )|
p =1 =1 =1 =1

f—2+1— At)?
S p

_ (an*
e

N N N N
(/1+26) Zm2+2m£ i[x]T h; +G Zmil_l_zmle k1T h; —
=1 j=1 j=1

j=1 J
N

N
J i Li[KITh;
=) e+ ) my e

j=1 j=1

[5.101]

Sabiendo que:

1 ) )
& +E = e L@AL 4 ol WAL = cos(w At) — i sin(w At) + cos(w At) + i sin(w At) = 2 cos(wAt)

Queda:
( I 1
N N
(ap)? j { IK]TE; j { IK]TE;
{2(1 - cos(wAt)) — (A +26) Zmll (1-e®h) 1+ ¢ Zmzz (1 - ) |-
L p _ j=1 =1 1)
( I 7
N N
(ap? j K] j K]
121 - cos@an) - ==+ 26) [ D iy (1= WIT) | 46| Dl (1- W) ||} =
L p j=1 =1 )

2
N
At)* . I
- (pz) + Z m), (1)
j=1

[5.102]

Efectuando la multiplicacion del primer miembro de la ecuacién anterior, resulta:
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4(1 — cos(wAt))? )

(A +26) Zm22(1—e Y | +

N N N
6| Dol (1= W) |+ @2 [ Dl (1 - W) 46| ) md, (1- W) |+
j=1 j=1 j=1

(At)4 N N
i . Ty . P . Ty .
+ pE (1 + 26)? ijll (1—el[K] h/) ijzz (1—el[K] hl)
j=1 j=1
2 2
N
+(A+26) G Z m (1-e W) | +(1+26)6 z m, (1—e'R) | +
j=1 j=1
N
. ) At)4 ) _
Z m{l (1 —etKI” hl 2 m22 E[KITR; ) ( ) A+ 6)? Z m12 — et [K]Thf)
j=1

[5.103]
Se puede expresar la siguiente relacion:

1— iK'y =1 — cos([K]"h;) — i sin([K]"h;)
Dividiendo la ecuacion [5.103] por 4 y sustituyendo la expresién anterior, se obtiene:

(1 — cos(wAt))? ( )

(1+36) Z(m11 +mJ,) (1 - cos([K]k;) — i sin([K]"h;))| +

. N
+ (a¢ > | (A +26)? Z ml, (1- cos([K]"h;) — i sin([K]"k;)) Z m), (1 - cos([K1"h;) — i sin([K]"k;))
j=1 j=1

+(A+26) GZ ml, (1= cos([K]"R;) — i sin([K]"h;)) Z ml, (1= cos([K]R;) — i sin([K]"h;)) +
=1 =
N N
+(A+26)G Z ml, (1 = cos([K]"R;) — i sin([K]"h;)) Z ml, (1 = cos([K]"R;) — i sin([K]"h;))
j=1 j=1
+G? Z mJ, (1 - cos([K]"h;) — i sin([K]7k;)) Z mJ, (1 - cos([K]"h;) — i sin([K]"R;))
= =

2
N
= 67 | Y ml, (1= cos(IKI"Ry) =  sn(K1'F) } =0

j=1

[5.104]
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La ecuacidn anterior se puede descomponer en una parte real y una imaginaria.

Parte Real
(A1)? S _
(1 — cos(wAt))? — 2(1 — cos(wAt)) " (1 +36) Z(m{l +mj,) (1 — cos([K]"R))) | +
=
a0* N N
+ 77 A+ 26)? 2 m{l (1- cos([K]Ti_lj)) z méz (1- cos([K]Tl_lj)) +
j=1 j=1

N N
+(A+26)G m’ (1 - cos([K]1™h))) |- m (1 —cos([K]™hy)) |+
jZl 11 j ; 11 j

N N
+(1+26)G m’ (1 - cos([K]Th))) m’ (1 —cos([K]™hy)) |+
jZl 22 j ]Zl 22 j

N N
+G? m! (1 — cos([K]h))) m (1 —cos([K]™h)) | +
(; 11 j ; 22 j
N N
—(A+26)? m/ sin([K]"h;) m’ sin([K]Th;) | +
(; 11 j ) <; 22 j
N N
~(A+26)G Yy ml sin([K]"R)) - Y ml,sin([K]"h)) +
JZ; 11 j ; 11 j

N N
—A+26)6 Y m sin([K]"h;) - m’ sin([K]7h;) +
; 22 j ; 22 j
N N
—G? m! sin([K]Th;) m’ sin([K]Th;) | +
<; 11 j )(; 22 j
N
— (A + 6)? m! (1 - cos([K]Th))) m’ (1 —cos([K]™hy)) |+
jZl 12 j JZ=1 12 j
N
ml, sin([K]Tﬁj)> <Z ml, sin([K]Tﬁj)ﬂ =0
=1

N

+ (/1+G)2<

=1
[5.105]
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La ecuacidn anterior se puede agrupar de la siguiente manera:

(Av)?

(1 — cos(wAt))? — 2(1 — cos(wAt)) T

N
(1 +36) ) (m, +ml;) (1 - cos(IKIRy)) | +
=1

4 N . = i
+ SO N 26) (Dl (1 cos(KTRY) | 46| D (1 - cos(i17F)
j=1 =1

N N
1+ 26) m’ (1 —cos([KI™hj)) |+ G m! (1 —cos([K1™h)) || +
; 22 j ; 11 j

N
(1+26) m’ sin([K]"hj) | + G m’ sin([K]7h;)
<Z 11 ]) (Z 22 j

N N
1+ 26) m), sin([K]"k) |+ G m) sin([K]7h;)
<; 22 1> <; 11 j

2

N N 2
— (A +6)? Z ml, (1 - cos([K1™h;)) | — (Z ml, Sin([K]Tf_lj)> l =0
=1 j=1 )

+

[5.106]
Denominando:
N N
a, = z m]11 (1 - cos([K]Ti_lj)) a, = Z mj11 sin([K]Tl_Lj)
11=Vl 11=V1
a; = Z m, (1 — cos([K]Ti_lj)) a, = z m, sin([K]Tﬁj)
JI=Vl J;l
as = z m), (1 — cos([K]Ti_lj)) ag = Z m, sin([K]Tl_Lj)
j=1 j=1
[5.107]
La ecuacidén queda asi:
(Ap)?
(1 — cos(wAt))? — 2(1 — cos(wAt)) 0 [(A+3G)(a; +a3)]+
(ap*
+ e {[(A+26)a; +Gaz]- [A+2G)az; +Ga, |+
-[A+26)a,+Ga, ' [A+26)a,+Ga, ] — A+ G)*(at—a?) =0
[5.108]

Esta ecuacién es una ecuacion de 22 grado cuya incognita es: 1 — cos(wAt)
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Resolviendo dicha ecuacidn, se obtiene:

(Ap)?
1 — cos(wAt) = i) [(A+3G)(a; +a3) +

+J[(/1+36)(a1 +a)P -1 +26)a; +Gas] - [A+26)as +Ga, ]-[(A+26) a, + G a, ] - [(A+26) ay + G ay ] — (A + G)?(aZ — ad)}

[5.109]
Llamando:

A=A+36)(a;, +as3)

B=[1+26)a;+Gaz ] [A1+26)as;+Ga; -[(A1+26G)ay+Gay] - [A+26G)a,+Ga,] — (A + G)*(aZ —a?)

Se puede escribir:

4

1 — cos(wAt) = (Atzz [A +./az - 43]

[5.110]
Como: 0 <1 — cos(wAt) < 2, resulta:

8
0 <At < P
A++VA? — 4B

[5.111]
En primer lugar ha de tenerse en cuenta:

N
0<a = Z mj11 (1- cos([K]Tf_lj)) <2md,
j=1
N
-m{; < a, = Zm{l sin([K]Th;) < m),
=1

N
0<a;= Z méz (1- cos([K]Tf_lj)) <2m),
j=1

N

—-mJ, < a, = Zméz sin([K]Th;) < m3,
=1

N
0<as= Z mj12 (1- cos([K]Tf_lj)) <2md,
j=1

N
-m?, < ag = Zm{z sin([K]Th;) < m},
=1
[5.112]
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Para acotar el valor de At, el objetivo es hacer minima la expresion de la derecha de la
inecuacion. Para que esto suceda, el valor de A debe ser maximo y el de B minimo.

El término que debe ser maximo es:

A= (A + 36)((11 + ag)
[5.113]

Teniendo en cuenta las 6 expresiones anteriores, el valor de A se puede acotar de la siguiente

manera:

A= QA+36)(a; +a3) <2@A+36)(mdy| + mH])
[5.114]

El término que debe ser minimo es:

B=[1+26)a;+Gaz ] [A1+26)as+Ga; -[A+26G)a,+Ga,] - [A+26G)a, +Gay,] —(A+ G)*(a — a?)

[5.115]
Para que B sea minimo, a; y a3 deben ser minimos. Por tanto:
mina, = (1 - cos([K]Tl_lj)) =0 - sin([K]Tﬁj) =0 = a,=0
[5.116]
mina; = (1 — cos([K]Ti_lj)) =0 - sin([K]Ti_lj) =0 = a,=0
[5.117]
También as ha de ser maximo:
max as = (1 - cos([K]Tﬁj)) =2 - sin([K]Tﬁj) =0 = a;=0
[5.118]

Sustituyendo los valores anteriores, queda:
[(A+26)a;+Gaz ] [A+26)az+Ga; -[(A+26)ay +Gay ] [A+26)a, +Ga, ] — (A +G)? (a2 —a2) =

> —(1+6)?a = —aml (A+6)? = —am?,” (1 +36)?
[5.119]
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Por tanto:

0<At< 8p <
A+ VAZ 4B

8p

2 (A+36)(|m,| + ImS,]) + J[z A+ 36)(I mo, | + [m%,D]2 + 16 m%,” (4 + 36)?2

[5.120]

Finalmente se llega al siguiente criterio de estabilidad:

4
0<At< P

A+ 36)(ImY, | + |mS,]) + J[ A+ 36)(ImY, | + [m%,D]2 + 4m%,” (2 + 36)?

[5.121]

Simplificando, queda:

4
0<At< P

(4 +36) [(I mi; |+ [md,|) + J( Imd, | + [md, )% + 4m‘1’22

[5.122]
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Parte Imaginaria

En este caso se considera la parte imaginaria de la ecuacion:

2( ) (A+36) z:(m11 +mJ,) sin([K]"h;) |+
(A )4 2 T N j Th
A+ 26) <Z m11 sm([K] h; )) Z ms; (1 - COS([K] hj))
+(2 + 26)? Z m’h (1 - cos([K] Z mzz s1n( K]T n

=

j=1 j=1

N
+2(A1+26)G Z m{l (1 — cos([K1"hy)) ( m11 sin([K Thj)> +

Jj=1

N N
+2(A+26) G| » m), (1 - cos([K]"R))) ml, sin([K]"R,) |+
z 22 ) JZ; 22

=1

N N
+G? Z méz sin([K]Thj)> z m{l (1- cos([K]Ti_lj))
= =
-2 +6)? (Z ml, (1— cos([K1"h;)) > <Z ml, sin([K]TE].)>] =
= =1

N N
+62 zm;sm(wnj)> > ml, (1 - cos(IKI"Ry))
j=1

[5.123]
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Simplificando, queda:

N
2(1 — cos(wAt)) (1 + 36) Z(m{l + méz) sin([K]"h;)
=1

2 N N
- (A;) { (A +26) <Z m, (1— cos([K]Thj))> +G <Z m, (1 — Cos([K]Thj))>] :
j=1 j=1
N . N .
1 +26) <Z m, sin([K]TEj)) +G (Z ml, sin([K]Ti_lj)> +
N N
+ (A +26) m! sin([K]"h, ) G m’ sin([K]"h )
N
(1+26) Z m, (1 - cos([K]"k))) Z mJ, (1 - cos([K]Th)))

j=1

-2 +6)? (Z m{z (1- COS([K]TE ) > (Z m12 sin( K]Th]-)>} =0

[5.124]
Llamando de nuevo:
N N
a, = Z mj11 (1- cos([K]Ti_lj)) a, = Z m]il sin([K]Ti_zj)
Jj=1 j=1
N N
a; = Z méz (1 — cos([K]Ti_lj)) a, = Z méZ sin([K]Tﬁj)
f v
= Z , (1= cos([K]™h;)) ag =y m, sin([K]7h;)
Jj=1 j=1
[5.125]

Queda entonces:

(av)?
p(A+36)(a; +ay)
+(A+26)a,+Gay] - [(A+26G)a;+Ga; ] — 2(A+6G)* as ag}

2(1 — cos(wAt)) =

{ll+26)a;+Gas] - [(A+26G)a,+Ga, ]|+

[5.126]
Como: 0 < 2(1 — cos(wAt)) < 4 ,resulta:
(a)” A+26) a +Gasl - [(A+26) a, +G
> (A +36)(a, + ap) {{G+26)a;+Gaz] - [A+26)a,+Ga, ]+
+(A+26)a,+Gay]- [(A+26)as+Ga, ] — 2(A+6)*aga} <4
[5.127]
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Despejando At, queda:

0<At<
- 4p (A +3G)(a, + a,)
T JA+26)a;+Gaz] [A+26)a,+Gay, ]+ [(A+2G)a, +Gay]  [(A+2G)az;+Ga ] —2 A+ G)? as ag
[5.128]
Con el fin de hacer minimo el valor de la derecha de la inecuacion, ha de ser:
min|4p (1 +36)(a, +a,)| =0
[5.129]

Con lo cual, la parte imaginaria no aporta un nuevo criterio de estabilidad, quedando por tanto la
condicién obtenida con la parte real:

4
0<At< P

2
A+ 36) [(|m | + ImS,]) + \/( |m?, | + Im5, )2 +4m?,

[5.130]

5.4. Comparacion de las distintas formulaciones

5.4.1. Formulacion en desplazamientos y velocidad-tension para discretizaciones
regulares

En primer lugar se van a comparar los resultados de la formulacién en desplazamientos y en
velocidad-tension, empleando esquemas de GFDM de aproximacion de 22 y 42 orden, para dos
casos académicos.

Complementariamente, se analizara la influencia del coeficiente de Poisson y el nimero de

nodos elegido para la estrella en la formulacion de 22 orden.

El modelo elegido para efectuar el analisis es un cuadrado de 441 nodos, siendo el espaciado
nodal h=k=0.05. El criterio elegido para la eleccion de los nodos de la estrella es el de la distancia,
siendo la funcidn de peso elegida la siguiente:

1
W Ry

Adicionalmente, se ha elegido un cuadrado de 1681 nodos (h=k=0.025) para estudiar la

whi, k;) =

influencia de la distancia entre nodos respecto al paso temporal.
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Formulacion en desplazamientos

Con el fin de evaluar el grado de aproximacion que se obtiene con el esquema de diferencias
finitas generalizadas expuesto, se a un modelo simple constituido por un cuadrado de lado
unidad.

Se han empleado dos modelos con 441 (espaciado nodal: 0.05 m. - ver figura 5-1) y 1681 nodos
(espaciado nodal: 0.025 m.- ver figura 5-2), aplicando una condicién de contorno tipo Dirichlet en
los bordes del dominio.

Figura 5-1. Distribuciones nodales con 441y 1681 nodos

Se ha considerado un mdédulo A = E, ometrico ;—v = 0.5, un mddulo de rigidez transversal
E . _
G = Yoo 0.25,y una densidad p = 1.

La solucidn exacta de este problema es la siguiente:

U.(xyt)= cos[ 21 tJ Sinx siny
\/ p
_ 2p
U,(x,y,t)= cos 7 t |cosx cosy
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=075

025

Figura 5-2. Representacion del mddulo de la deformacién en el instante inicial

En las figuras siguientes se muestra la comparacién entre la solucién exacta de la deformacién
(uy, uy) y los valores obtenidos empleando el esquema de Diferencias Finitas Generalizadas para
el nodo de coordenadas (0.5, 0.5), considerando 500 pasos de tiempo, equivalente a 0.5 seg. Se
ha calculado la solucién con esquemas de diferencias finitas con aproximaciéon de segundo y
cuarto orden para las derivadas espaciales de segundo orden, empleando dos modelos con 441
(espaciado nodal: 0.05m) y 1681 nodos (espaciado nodal: 0.025m).

85



APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL
ESTUDIO DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN EL TERRENO

4 023 4077

5 % 076

5 025¢ 2

A " 075

z Z

& 022¢ %074

E1 B

?’* =073

& 0215 : : : : F&‘: 0.72

=% benchmarkitest (441 nodes) e U ; =

< uxZnd order formulation § uy?nd Ordeﬁr fom‘ﬂ?uon :

5 0 Fi i L H 2071 L i 1 Q
1] 0.1 02 03 04 05 0 0.1 02 03 04 05

t t

4023 .o

& % 076

5025} Y

& 107

& %

< 0.22¢ 2074

% i1 N] EBoms ,

Q0215 O ( 63; ....... ) ......... ,-N; - ) :

=) benichmark test (1621 nodes): | : 3 :

< ux 2nd order formulation ; vy 2nd order formulafion :

8 02 : : ' - 2071 : : ; :
0 0.1 02 03 04 05 0 0.1 02 03 04 05

t t

Figura 5-3. Comparativa entre los desplazamientos de la solucién exacta y los obtenidos
empleando una formulacién de segundo orden con féormulas explicitas de diferencias finitas para
las derivadas espaciales con aproximacion de 22 y 42 orden
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0.2320

Nodo (0.5, 0.5) - Ux (m)

0.2300

%N

0.2280

0.2260

0.2240

Ux (m)

0.2220

0.2200

0.2180

0.2160

0.2140

0.2120

0.00

0.05

0.10

0.15 0.20 0.25 0.30
Tiempo (seg)
===Nodo (0.5,0.5)-Ux (m) ==Ux -exact

0.35

0.40

0.45 0.50

Figura 5-4. Comparativa entre la solucion exacta de Ux y la obtenida con un esquema de D.F.G
para las derivadas espaciales con aproximacién de 22 orden

1.00E-03

Nodo (0.5, 0.5) - Error Ux (m)
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0.40

0.45 0.50

Figura 5-5. Error en Ux entre la solucién exacta y la obtenida con un esquema de D.F.G para las
derivadas espaciales con aproximacién de 22 orden
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Nodo (0.5,0.5) - Uy (m)
0.78

0.77

0.76 \k

/

N
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/
4

0.74

N,
0.73 N \
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0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50
Tiempo (seg)
===Nodo (0.5,0.5)-Uy (m) ==Uy -exact

Figura 5-6. Comparativa entre la solucidn exacta de Uy y la obtenida con un esquema de D.F.G
para las derivadas espaciales con aproximacién de 22 orden
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Tiempo (seg)
——Error Uy

Figura 5-7. Error en Uy entre la solucidn exacta y la obtenida con un esquema de D.F.G para las
derivadas espaciales con aproximacién de 22 orden
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Nodo (0.5, 0.5) - Ux (m)

0.2320
0.2300
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Figura 5-8. Comparativa entre la solucion exacta de Ux y la obtenida con un esquema de D.F.G
para las derivadas espaciales con aproximacién de 42 orden
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Figura 5-9. Error en Ux entre la solucion exacta y la obtenida con un esquema de D.F.G para las
derivadas espaciales con aproximacién de 42 orden
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Nodo (0.5,0.5) - Uy (m)
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Figura 5-10. Comparativa entre la solucién exacta de Uy y la obtenida con un esquema de D.F.G
para las derivadas espaciales con aproximacién de 42 orden
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Figura 5-11. Error en Uy entre la solucién exacta y la obtenida con un esquema de D.F.G para las
derivadas espaciales con aproximacién de 22 orden
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Como se puede ver, el grado de aproximacion es significativo, estimando el maximo error

cometido entre 1x107° y 3x10°° para aproximacion de 22 orden, y entre 7x10” y 2x10™ para
aproximacion de 49 orden.

Adicionalmente, se ha analizado otro caso académico, con el fin de evaluar otros pardmetros.

La solucidn tedrica de este segundo caso se muestra a continuacion:

T +2
Jo(x,y.t) = cos xsin y cos( N

L
Uy(x.y.t) = sinx cosy cos(
T ' 2 2
U,(z,y,t) = cos masin my cos(y /222 g
o(2y y ;
- ' 2 2
Uy(x,y,t) =sinmrcosmy cos(4/ “{A;t“")wf)

La figura 5.12 muestra las soluciones tedricas y las obtenidas mediante el empleo de Ia

2( +),u

formulacion en desplazamientos con aproximaciones de 22 orden, para valores del coeficiente de

Poisson igual a: 0.45, 0.47, y 0.49. Como se puede apreciar, en todos los casos se han obtenido
resultados satisfactorios.

 — |
cr

—
]
4
4.
i
i

i ; "*:/'/HO é 5 s ; ;8
D'Eﬂ 02 04 06 03 1 2 14 16 18 2
benchmark test (441 nodes)

2nd order fom.(App. 2%), ouput node (0.5,0.5), Time step =0.001

Figura 5-12. Comparativa entre las soluciones tedricas y las obtenidas mediante el empleo de la
formulacion en desplazamientos para diferentes valores del coeficiente de Poisson (t=2 seg)

ux(App2) -, uxexact 00o
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La figura 5.13 muestra los resultados obtenidos cuando se aumenta el tiempo de calculo (t=5

seg.), adoptando un coeficiente de Poisson igual a 0.49. Se puede apreciar la precisién de los
resultados.

ST T AT AT A & A Al

ux(App2) -, uxexact 00o

benchmark test (441 nodes) u=1;A=1;v=0.49
2nd order fom.(App. 2%), ouput node (0.5,0.5), Time step =0.005

Figura 5-13. Desplazamientos para v=0.49 durante 5 seg.

Formulacion en velocidad-tension

En este caso, la solucidén tedrica es la siguiente:

Vel y, t) = —y/ HQ‘ cos  sin y sin (4 / HQ‘“
Vy(z.y,t) = —4/ )‘+2“ SIN T COS Y COS \/ +2”)f

2(A+2 2(A+2

V, ( LY, f +p)ﬁ,(()%“1\‘l“ Hl,"wlll [ 2(A+ p)ﬂ,
2(A+2 2(A4+2

| ( Y. 1) —1/ +'u T SIN T cos Ty cos(4/ ( +4“) mt)

La figura 5.14 muestra la solucion tedrica (a trazos) y las obtenidas empleando la formulacién en

tensién-velocidad (linea continua), con aproximaciones de 22 y 42 orden, para un coeficiente de
Poisson de 0.30.

La figura 5.15 muestra el mismo caso, pero con el modelo de 1681 nodos. Puede observarse la
inestabilidad de la solucién. Se deduce que cuando disminuye la separacién entre nodos, el paso
temporal también debe reducirse.
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v=0,3, A=0.0005
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benchmark test (1681 nodes) !
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v=0.3, A=0.0005
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1 order formulation (App. order4) =15, u=1, p=1

Figura 5-14. Velocidades. Aproximacion de 29 y 42 orden

v=0.3, A=0.001
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benchmark test (1681 nodes) t

1 order formulation (App. order4) 2A=1.5, p=1, p=1

Figura 5-15. Velocidades obtenidas al reducir el espaciado entre nodos

Las figuras 5.16, 5.17 y 5.18, muestran la solucidon tedrica exacta (lineas de puntos) y las
obtenidas empleando la formulacion de GFD en velocidad-tensidon (linea continua), con
aproximacion de 22 orden para diferentes valores del coeficiente de Poisson: 0.40, 0.45, y 0.47.
En todos los casos se obtienen buenos resultados, pero a medida que el coeficiente de Poisson se
aproxima a su valor maximo (0.5) la precision de la solucidon disminuye a lo largo del tiempo,
siendo necesario adoptar un paso temporal menor o una nube de puntos mas fina.
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Figura 5-16. Velocidades. Aproximacion de 22 orden para v=0.40.

Poisson=045
: T
) IO U SUVO SO SO SO SR NOUR SO
Y U S AU W08 VRO AU O O U SO
<,
¥ -
2 i ' i i i
0 02 04 06 08 1
benchmark test (441 nodes) t
1 order formulation (App. order 2) A=9, pu=1, p=1
Figura 5-17. Velocidades. Aproximacién de 22 orden para v=0.45.
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Figura 5-18. Velocidades. Aproximacién de 22 orden para v=0.47.
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5.4.2. Desplazamientos y velocidad-tension para discretizaciones irregulares

En este caso se van a analizar las formulaciones en desplazamientos y velocidad-tensién con

aproximacion de 22 orden en distribuciones nodales irregulares.

La figura 5-19 muestra las dos distribuciones irregulares de nodos (515 y 6526 nodos) empleadas

para evaluar la formulacién en velocidad-tension.

Figura 5-19. Nubes de nodos irregulares con 515 y 6526 nodos respectivamente

Las figuras 5.20 y 5.21 muestran la solucién exacta (con circulos) y los valores obtenidos para las
velocidades (linea continua). Se puede observar, en este caso, el incremento de precisidon que se
logra cuando se incrementa el nimero de nudos del modelo, manteniendo el mismo paso

temporal.
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Figura 5-20. Velocidades para aproximacion de 22 orden con una distribucién irregular de nodos
(515 nodos)
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Figura 5-21. Velocidades para aproximacion de 22 orden con una distribucién irregular de nodos
(6526 nodos)

La figura 5.22 muestra las dos distribuciones nodales irregulares usadas para evaluar la
formulacion en desplazamientos. Las figuras 5.23 y 5.24 muestran la solucién exacta (con
circulos) y los resultados aproximados de las velocidades (linea continua). En este caso se
observa que la mejora en la precision al incrementarse el nimero de nodos no es significativa.
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Figura 5-22. Distribuciones nodales irregulares con 272 y 1780 nodos
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Figura 5-23. Desplazamientos para aproximacion de 22 orden empleando una distribucion

irregular de nodos (272 nodos)
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Figura 5-24. Desplazamientos para aproximacion de 22 orden empleando una distribucion

irregular de nodos (1780 nodos)
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5.5. Comparativa con otro software

Complementariamente, con el fin de validar los resultados obtenidos empleando el esquema de
diferencias finitas generalizadas expuesto, se ha efectuado un calculo con un software comercial
contrastado (FLAC), que emplea el método de diferencias finitas.

El programa FLAC (Fast Lagrangian Analysis of Continua), fue desarrollado para el calculo
geotécnico en 1986 por el grupo ITASCA, de Indiana. Desde entonces hasta hoy dia, han ido
apareciendo versiones mas sofisticadas y actualizadas de la versidn inicial ideada por el Dr. Peter
Cundall.

El programa FLAC emplea el método de las diferencias finitas con un esquema de resolucion
explicito para la resolucion de las ecuaciones diferenciales planteadas en el problema objeto de
estudio. En diferencias finitas, cada grupo de ecuaciones se sustituye por una expresion
algebraica en puntos discretos.

Las ecuaciones utilizadas por FLAC se basan en la segunda ley de Newton del movimiento, que
relaciona la aceleracion de una masa al ser sometida a una fuerza aplicada variable con el
tiempo. En problemas estdticos, FLAC utiliza la propiedad de que la aceleracién correspondiente
a la suma de las fuerzas del sistema tiende a cero (ZF = 0).

Ademas de la ecuacién de movimiento, se necesita la ley del comportamiento del sélido, que se
conoce como la relacidn constitutiva o ley tensidn-deformacién (por ejemplo, modelo elastico,
modelo de Mohr-Coulomb,...). Finalmente, para terminar de definir el sistema a resolver, se
deben indicar las condiciones iniciales y de contorno.

El proceso de calculo se lleva a cabo de forma ciclica en cada uno de los elementos y en cada uno
de los pasos de cdlculo de manera independiente, segun el siguiente esquema:
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Ecuacion de equilibrio
(ecuacién de movimiento)

desplazamientos

y velocidades nuevos :
tensiones

Yy fuerzas nuevas

Relacién tensioén-deformacion
(Ecuacidn constitutiva)

Figura 5-25. Esquema de calculo en FLAC (Manual del FLAC v.5.0).

Aunque se divide el medio en elementos formados por cuadrilateros, FLAC divide internamente
el cuadrildtero en dos grupos superpuestos de tridngulos de deformacion constante de

elementos triangulares segun se muestra en la figura XXX. Cada triangulo constituye una subzona
del cuadrilatero.

(b) ©

Figura 5-26. a) Elementos cuadrilateros utilizados por FLAC; b) Elemento tipico triangular con
vectores velocidad; c) Vector fuerza en los nodos (Manual FLAC)
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En cada paso temporal, el calculo resuelve dos conjuntos de ecuaciones: las de equilibrio del
movimiento y las constitutivas. Las deformaciones y desplazamientos se obtienen a partir de las
tensiones y fuerzas de cada punto de masa en el paso anterior. Por aplicacion del teorema de la
divergencia de Gauss a los elementos discretizados, se obtienen velocidades en cada punto de
masa que son usadas para expresar las deformaciones del elemento. A continuacion, se usan las
ecuaciones constitutivas para calcular las nuevas tensiones a partir de dichas deformaciones.
Calculadas las tensiones, las fuerzas equivalentes aplicadas en cada nodo estan determinadas
pues las tensiones en cada subzona triangular, actian como tracciones en los lados del triangulo,
de forma que cada una de ellas es equivalente a dos fuerzas iguales F;, actuando en los extremos
del correspondiente lado.

Segun se ha expuesto, en el esquema explicito utilizado por FLAC, la ley constitutiva solamente
es consultada una vez por cada elemento y por cada paso de célculo, con lo que no es necesario
almacenar ninguna matriz de rigidez.

Segun se indica en el manual de FLAC, el software alcanza toda su potencia en problemas de flujo
pldstico, donde el método de resolucidn explicito, permite seguir procesos fisicamente inestables
sin divergencias numeéricas, asi como la resolucion de sistemas de ecuaciones no lineales de
tension-deformacién en casi el mismo tiempo de calculo que con sistemas de ecuaciones
lineales, sin necesidad de almacenar ninguna matriz. Por tanto, el método de calculo utilizado
por FLAC, lo hace un programa recomendado para la simulacién de grandes deformaciones y
modelos de un gran ndmero de elementos. El esquema de diferencias finitas explicito que
incorpora el programa puede seguir el recorrido fisico y simular el efecto del recorrido de carga
en la respuesta constitutiva. El criterio de estabilidad numérico para el esquema debe
proporcionar una frontera superior para los valores de los pasos de célculo usados en el método
de diferencias finitas.

El modelo adoptado para efectuar la comparacion se muestra en la figura 5-27. Se ha
considerado un medio eldstico de dimension horizontal igual a 5 m. y dimensién vertical igual a
1.5 m., formado por una malla de nodos igualmente espaciados en las dos direcciénes (espaciado
nodal igual a 0,02 unidades). El numero total de nodos es de 19076. El origen de coordenadas se
sitia en la esquina superior izquierda del modelo, siendo el eje x horizontal y creciente hacia la
derecha, y el eje y vertical y creciente hacia abajo (ver figura adjunta).

100



APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL
ESTUDIO DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN EL TERRENO

¢ P2 (3.0, 0.0) X
N ® >
®
1.5m. P1(2.505) @

P3 (3.207, 0.707)

DOMINIO ELASTICO

Figura 5-27. Modelo de calculo analizado

Los parametros elasticos adoptados son:
A = 18 (unidades de tensién, p. j. kN/m?)
G= 9.0 (unidades de tensidn, p.ej kN/m?)

p = 1 (unidades de masa/volumen, p.ej Ton(m)/m°)

En este modelo, los valores de la velocidad de las ondas P y S son:

= =6
v p 1Ton/m3 m/s

|G 9kN/m2_3
Vs = p |1Ton/m3 m/s

Se ha aplicado una carga vertical dindmica de tipo pulso (en unidades de tensién) en un punto

_\//1+ZG_\/18kN/m2+2-9kN/m2
. _

situado en la interseccién del eje de simetria vertical con el borde superior. El pulso esta definido
de la forma siguiente:

(05 0<t <0012s.
p(t) = {0 t > 0.012 s.}

Este modelo descrito se ha calculado adicionalmente con el software comercial FLAC,
considerando la misma geometria, separacion de nodos, propiedades eldsticas y pulso dinamico
aplicado. Se han adoptado las mismas condiciones de contorno y el mismo paso de tiempo.
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Los puntos empleados para efectuar la comparacion de resultados empleando el esquema de
diferencias finitas generalizadas (GFDM) y el software comercial (FLAC) corresponden a:

P1=(2.5, 0.5)
P2=(3.0, 0.0)
P3=(3.207, 0.707)

El siguiente grafico muestra la comparacién del desplazamiento vertical del punto P1(2.5, 0.5) en
funcién del tiempo.

VERTICAL DISPLACEMNENT. POINT (2.5, 0.5)

0 00006
0.00004
=
£ 000002
E
[”
o
=
Z  0,00000 e ANDF G
; 0,000 0,0%0 0,100 0.1% 0.200 02s% _____. ]“l AC
z .
=
£ 000002
-
0 00004

0 00006
Time (s)

Figura 5-28. Comparativa entre el desplazamiento vertical obtenido en funcidn del tiempo, en el
nodo (2.5, 0.5), con el esquema de D.F.G. y el software comercial FLAC

La onda P alcanza el punto P1 en el instante t=0.083 seg. El valor maximo del desplazamiento
vertical producido es igual a 5 x 10”. El desplazamiento horizontal registrado es practicamente
nulo. Observando las dos curvas de la evolucién del desplazamiento vertical del punto P1, se
aprecia que el GFDM proporciona valores muy proximos a los obtenidos con el software
comercial FLAC.

Las ondas P alcanzan el punto P2 in 0.083 seg, las ondas S en t=0.166 seg. y las ondas Rayleigh
en t=0.175 seg. Estos instantes de llegada se pueden apreciar en las figuras siguientes:
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HORIZONTAL DISPLACEMENT. POINT (3.00, 0.00)

0.00008
0.00007
0.00006
0.00005
0.00004
0.00003
0.00002
0.00001
0.00000
0.0000D,000 0.050
0.00002
0.00003
0.00004
0.00005%
0.00006
0.00007
0,00008

—NMDFG

Horizontal displacement

Time (s)

Figura 5-29. Comparativa entre el desplazamiento horizontal obtenido en funcién del tiempo, en
el nodo (3.0, 0.0), con el esquema de D.F.G. y el software comercial FLAC

VERTICAL DISPLACENENT. POINT (3.00, 0.00)
0.00020

0,00015
0,00010
0.00005
0.00000

0.000 0.050 0,100
0.00005

—NMDFG

Vertical displacement

0.00010
-0,00015

0.00020
Time (s)

Figura 5-30. Comparativa entre el desplazamiento vertical obtenido en funcidén del tiempo, en el
nodo (3.0, 0.0), con el esquema de D.F.G. y el software comercial FLAC

Observando simultdneamente la evolucion de los desplazamientos en el punto P2, se puede
apreciar que el desplazamiento maximo vertical corresponde al instante en el que el
desplazamiento horizontal se anula (0.21 seg.) y analogamente el valor maximo del
desplazamiento horizontal se corresponde con un valor casi nulo de desplazamiento vertical
(0.19 seg.). Esta correspondencia entre desplazamientos es caracteristica de las ondas Rayleigh.
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Finalmente, en las dos figuras siguientes se puede observar el instante de llegada de las ondas al

punto P3. Las ondas P alcanzan este punto en el instante t= 0.166 seg., obteniéndose valores

muy similares de los desplazamientos vertical y horizontal, ya que las componentes vertical y

horizontal del movimiento tienen el mismo angulo de proyeccién respecto a la direccion de

propagacion de la onda. Como se aprecia en estas figuras, los resultados obtenidos son muy

similares en ambos métodos (FLAC y Método de Diferencias Finitas Generalizadas).

VERTICAL DISPLACEMENT. POINT (3.207,0.707)
0.00003

0,00002

0 00001

0 D000

0.000 0.0% 0 100 01% 0 200 0.25%0

0 00001

Vertical displacement

0 0000

0 0000 §
Time (s)

—NMDFG

Figura 5-31. Comparativa entre el desplazamiento vertical obtenido en funcidn del tiempo, en el

nodo (3.207, 0.707), con el esquema de D.F.G. y el software comercial FLAC

HORIZONTAL DISPLACEMENT. POINT (3.207,0,70%)

000003
000002

0.0000]1

0 00000
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0 00001
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0 00002

O 0000
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Figura 5-32. Comparativa entre el desplazamiento horizontal obtenido en funcidn del tiempo, en

el nodo (3.207, 0.707), con el esquema de D.F.G. y el software comercial FLAC
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6. CONTORNOS PERFECTAMENTE SINCRONIZADOS

Al resolver un problema numérico definido sobre un espacio infinito mediante diferencias finitas
o elementos finitos, surge el problema de que el modelo debe ser finito y, por tanto, deben

introducirse contornos inexistentes en el problema real.

La modelizacién de la transmision de ondas ha de resolver uno de los problemas mas dificiles a la
hora de truncar una malla, ya que la energia transmitida decae muy lentamente con la distancia.
Por este motivo, se hace necesaria la modelizacién de unos contornos que de alguna forma
absorban las ondas sin reflejarlas y que no alteren los resultados en la zona de interés debido a la
reflexion de las ondas en dichos contornos. Debido a la dificultad de implementar una condicidn
de contorno en el modelo que cumpla las condiciones citadas, se modificd este enfoque (“A
perfectly matched layer for the absorption of electromagnetic waves”, Berenger, 1994): en lugar
de incorporar una condicion de contorno absorbente, se planted la posibilidad de acoplar un
medio absorbente en el contorno del medio elastico (ver figura 6.1). Este “material absorbente”
(Perfectly Matched Layer) se adosa a los limites del dominio eldstico y es independiente de la
condicion de contorno que desee fijarse. Cuando una onda entra en este material absorbente, se
atenula y decrece exponencialmente a medida que avanza en él. Aunque dicha onda alcance la
frontera, la onda reflejada que regresa continla atenuandose en el interior del material
absorbente, de forma que la energia de la onda que vuelve a entrar en el medio elastico se ha
reducido significativamente. No obstante, el principal problema que se produce es la generacion
de ondas reflejadas en el contacto medio eldstico-material absorbente, ya que dichas ondas se
generan en la transicién entre materiales diferentes. La adecuada formulacidon de este material
absorbente debe reducir al maximo las reflexiones producidas en dicho contacto, al entrar en el
dominio PML.

En los siguientes apartados se desarrolla la formulacién empleada para incorporar este material
absorbente en la modelizacion de la transmisién de ondas.
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Contorno de la regidn truncada

Espacio infinito /

Zona de interés:
Fuentes de emision,

Zona de interés:
Fuentes de emision,

heterogeneidades,
singularidades, ...

heterogeneidades,
singularidades, ...

Ondas radiantes Medio absorbente

Figura 6-1. Esquema del medio absorbente adosado a los limites del dominio eldstico

6.1. Formulacion

Se supone que el espacio alejado de la regién de interés es homogéneo, lineal e invariante en el
tiempo. Por tanto, la solucidn de la ecuacién de ondas en el espacio infinito puede considerarse
una superposicion de ondas planas.

Una onda plana desplazandose a lo largo del eje x puede representarse mediante la siguiente
ecuacion:
u(x, t) = A(w)eitkx—wt)
[6.1]
Siendo A(w) la amplitud, donde w es la frecuencia angular y k el vector de onda. En un medio
isotropico se cumple:

[6.2]
Donde c es la velocidad de fase, L es la longitud de onda, T el periodo, w la frecuencia angular
(ndmero de oscilaciones en 2m unidades de tiempo) y k el vector de onda (niumero de
oscilaciones en 2t unidades de espacio).

Con estas consideraciones, la solucién de la ecuacidn de ondas puede descomponerse en la suma
de una serie de funciones de la forma:
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W(y, Z) ei(kx—wt)
[6.3]
La expresidn anterior es una funcién analitica de x. Por tanto, dicha funcién puede continuarse
analiticamente, siendo posible evaluar la solucion en valores complejos de x. Asi, por ejemplo, en
el caso del dominio real de x, la solucién de la ecuacién de ondas corresponde a una funcién
ikx

oscilatoria del tipo ™ (ver figura adjunta).

SOLUCION OSCILATORIA

| A
SO A Y A [

0.2

Exp (ikX)
o

-0.2

0.4 \
0s LY [ |
0s L[ [\ [ ]\

p V| V[ |V

= Exp (ikx)

Figura 6-2. Solucién oscilatoria del tipo ™

Sin embargo, si se considera un dominio en el que para x 2 7 se afade una parte imaginaria
linealmente creciente (ver figura adjunta), se obtiene una solucidn exponencialmente
decreciente parax > 7.

Dominio con parte imaginaria parax 27
0.3
0.2 —
//
0.1 —
L=
x ]
£ 0
-0.1
(x)
-0.2
-0.3
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Re X

Figura 6-3. Dominio con parte imaginaria para x> 7
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La razén es que al evaluar la funcién e en el dominio con parte imaginaria se multiplica por un
factor exponencialmente decreciente:

eik(Re x+ilmx) — eik(Re x) e—k Imx

[6.4]

Se produce entonces una atenuacion de la soluciéon en el contorno absorbente, tal como se
muestra en la figura siguiente:

SOLUCION CON PML

0.8
0.6 \
0.4

0.2 7\
0 4 \ /T\ N T

-0.2

Exp (ikX)

-0.4

-0.6

-0.8

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Re X = Exp (ikx)

Figura 6-4. Atenuacién de la solucidn oscilatoria para x > 7

En el caso de 2 dimensiones, como las variables de campo son funciones analiticas de x e v,
pueden continuarse analiticamente, evaluando la solucion en los valores complejos de x e y. Sin
embargo, el principal inconveniente es la resolucién de la ecuacién de ondas en el dominio
complejo. Para evitar este inconveniente, se efectia un cambio de variable en el dominio PML, el
cual puede suponerse conceptualmente como una transformacién simple de la ecuacién original.

Si se tiene en el dominio PML:

X(x)=x+if(x)
[6.5]
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Se puede escribir:

Si se considera una funcidén tal que:

df _ 6x(x)
dx w

Se puede escribir:

6i=(1+i%>ax= (1+i¥>ax

Por tanto:

J?=j(1+i6x<)€)>6x=x+ij6x(x)6x

w w

La derivada parcial respecto a la variable X resulta igual a:

_9ox 1 2

9
0% ~ 0x 0% 1+i6x(gx) ox

[6.6]

[6.7]

[6.8]

[6.9]

[6.10]

Por tanto, la ecuacién de ondas en elastodindmica se puede resolver en el dominio PML

efectuando la transformacién anterior de la derivada parcial. La funcién &, (x) corresponde a la

funcidon de atenuacion de la onda en el dominio PML. La frecuencia ® divide a la funcion de

atenuacion para lograr un perfil de absorcién en el dominio PML independiente de la frecuencia.

Andlogamente, en el caso de un contorno PML en direccién x e y donde las derivadas espaciales

aparecen en la ecuacion de ondas, las mismas se sustituirian por las siguientes expresiones:

0 1 d

% —

0x .0, (x) 0x
1+ )

0 1 0

- 5 -

W i ya()y) dy

[6.11]
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Esta sustitucidon se va a efectuar en las 5 ecuaciones siguientes que gobiernan la formulacién de

problemas en elastodindmica en 2 dimensiones a partir de los parametros de tensién y

velocidad:

v, 0o, 0Ty
= F,
Pt “ax "oy T
av Jt do.
y xy y
= E
Pt “7ax Tay T
doy, 0V, vy,
X _ 2G) = -
5t 1 +26) Tx + 1 3y
do. av dv
y x y
—=1—+U1 +2G6G)—
ot x TAT2O5)
0Ty —c v, N vy,
at dy Ox

[6.12]

Estas ecuaciones se pueden escribir de la siguiente manera (considerando nulas las fuerzas

masicas F):

{P Vit = 0ij,j
O-ij,t =1 6ijvk‘k +G (vi‘j + vj,i)
[6.13]
Donde el parametro v representa velocidades y o tensiones en el material del dominio.
Estas ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma matricial:
do, 0 0 0 202 19
ot X oy
07, o 0 0 < c2 o
ot y Ox T,
do, 0 0 0 29 sl o,
ot ox
U)C
oV, ig lg 0 0 0
ot pox poy v,
ov
z 0 lg lg 0 0
ot pOx pOoy
[6.14]
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Como se ha mencionado anteriormente, para obtener la formulaciéon de PML en direccién x en
problemas lineales de propagacion de ondas, se considera el dominio PML como una
continuacion analitica de las variables espaciales del medio eldstico a un dominio parcial de

variable compleja.

g=x+i %X
@
8™
¥=y+i
@

[6.15]

Donde 6x, 8y son las funciones de amortiguamiento, que se han considerado iguales y funcion de
la variable x. El perfil de amortiguamiento en el dominio PML es:

— _ _ :L xiF_xi
0,(x)=0,(x)=0(x)=0 e

X, —X

i i

)Q

[6.16]

Donde xl-l y xiF corresponden a las coordenadas inicial y final del dominio PML, y el exponente Q

adopta el valor 2.

En el dominio PML las derivadas espaciales que aparecen en la ecuacién de ondas se sustituirian
por las siguientes expresiones:

0 1 )

— q [RS—

0x 1+ l.5x(x) 0x
)

d 1 d

il = i

W14y ya()x) 9y

[6.17]

La solucion de la ecuacion de ondas en 2 dimensiones puede descomponerse en funciones de la
forma siguiente:

ox(x,y,1) = ox(x,y) et

oy(x,y,t) = oy(x,y) e

iwt

Txy (X' Y t) = T;(y(xr Y) eimt
V(X ¥, 1) = vi(x,y) et
it

vy(xy,0) = vy(xy) e
[6.18]
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Adoptando §,(x) = 6, (x) = & y sustituyendo las derivadas anteriores, resultan las siguientes

expresiones:
do, (4 +2G)0v, A Oy,

= —iw 0y,
o0t 1442 0x 14,00
0Ty G O0v, G Jvy, )
= + = —lW Tyy
ot 1+i%ay 1+i%0x
do. A dv A+2G) ov
% -0 a;+( 6) 9y = 0%
1+la 1+la
v, 1 1 do, 1 0Ty )
- == + = —lw Uy
o p 1+i% ox 1+i% 9y
av 1 1 0t 1 do.
a_y:_ 3 axy+ 3 ay = —iw v,
EoP\i+ic % 14ic W
[6.19]
Operando, resulta:
v, vy ] 0 ]
@) +26)E+AW——La)ax <1+15>——lw0x+60x
ov, 0Jv, ] 0 ]
G E-I_E = —iw Ty (1+l;)= =W Tyy + 6 Tyy,
Aavx+(/1+26)avy— j (1+‘6)— iwa, + 8
7% dy - lw oy =)= —iwoy gy
1 (do, Ot 1)
()
1 (01, doy ) 0 ]
E(Bx +W ——lwvy(1+lz>——1wvy+6vy
[6.20]
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Finalmente, volviendo al dominio del tiempo queda:

doy ) v, v,
?——lwax— (l +20)W+/1E—50'x

ot ov, 0v
= = —lWwTyy =G (—x+—y>—61xy

Jt Jdy  Ox
do av av

y _ _ x y
W —lw 0y /1%4'(/1 ZG)W_(SO-)]
v, 1 (00, 01y
W__lwvx_5<ax 3y — d vy

Estas relaciones se pueden poner en forma matricial:

do, -5 0 0 (A+ 2(;)i P
ot ox oy
Tl o -5 o 62 c2 |l
ot oy Ox T,
9o, l_| ¢ 0 -5 29 202 o,
ot ox oy ’
oV, 1o 10 0 5 0 '
a@t poOx poy v,
19
a4 0 lﬁ lﬁ 0 -5
ot poOx poy

[6.21]

[6.22]

Para efectuar un analisis de estabilidad en el medio continuo del PML, segun Kristel C. Meza-
Fajardo y Apostolos S. Papageorgiu [113], [114], se puede escribir la matriz anterior de los

coeficientes como:
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5 0 0 ik ((A+26) kA
0 -5 0 ik G ik G

y X

A=l 0 0 -6 kA  ik(A+2G)

1 ik
ik, K, 0 _5 0
P P
ik ik
0o M 0 =)
P P
[6.23]
El problema de autovalores asociado con la ecuacidn anterior es:
Xi Wi = A Wi
[6.24]

Se considera el sistema estable si todos los autovalores X; tienen partes reales negativas. Por
tanto, para encontrar los autovalores debe igualarse a cero el siguiente determinante:

—5-y 0 0 ik(A+2w) kA
0 00—y 0 iky,u ik
A-x1|=| 0 0 -6-y ikiA ik(4+2u) |=0
i ik
L% 0 —5—y 0
P P
' ik
0 LY X 0 —0—y
p p

[6.25]

La matriz [A-yl] puede reducirse a la siguiente matriz triangular superior mediante eliminacién

gaussiana:
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c 00 ik (A+2u) ik,
0 ¢ O ik u ik g
A-yl | 0 0 ¢ ik A ik, (4+24)
K2(A+2u)+K2u KK (A+
OOOngX( w)+kop KK (A+p)
ps ps
0 0O 0 A
Ps
[6.26]
Donde:
c=—6-1
K2K2(A+ p)?
9 = pc? + K2+ KA+ 200) —— y(A+1)
Y pg2+kf(/1+2,u)+k5,u
[6.27]

En la matriz anterior el determinante se obtiene facilmente como el producto de los elementos
de la diagonal de la matriz triangular superior. La ecuacién caracteristica queda de la siguiente

manera:

A- 7! ‘:i[(pgz +ku+ kj(/1+2y))(pg2 +K2(A+2u) + kjﬂ)— kfkj(/ﬂy)z}:o

pz
[6.28]
Una de las 5 raices de la ecuacidn anterior es evidente:
c=0=y,=-0
[6.29]
Los otros cuatro autovalores se obtienen a partir de la ecuacion siguiente:
[(pgz +keu+ kS (A+ 2,u))(pg2 +KA(A+2u)+ kj,u) ~keki (4 +,u)2:|: 0
[6.30]
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Llamando p ¢? = ¥, queda:

w? +y(k; + k) (A+3)+ (k] + k) p(A+24) =0

[6.31]
Los 4 autovalores restantes son los siguientes:
X, ==+ (K] +K0)4
y, =—(K; +k2)u Xy =—0—1 /(K +K7) 4
=
vy ==(K+KD)(A+20) Ky =0+ (K2 +k2) 22
_ H 2 2\ A+2,
X5 =—0+1, /(K +K)) .
[6.32]

Al ser negativa la parte real de todos los autovalores, la estabilidad esta garantizada.
El desarrollo es analogo para el PML en direccién y.

En las esquinas del modelo, donde se intersectan el PML en la direccion x y el PML en la direccion
y, se superponen las propiedades de ambos PML.

6.2. Esquema en D.F.G. para los Perfectly Matched Layers

En este apartado se deduciran las expresiones en diferencias finitas para los contornos
absorbentes (Perfectly Matched Layers- PML), tanto para la formulacién en tension-velocidad
como en desplazamientos.

6.2.1. Formulacion en tension-velocidad

Segln se indico al desarrollar la formulacién del esquema en diferencias finitas generalizadas
para la ecuacién de ondas, las derivadas parciales espaciales de las componentes de la tensién se
pueden expresar de la siguiente manera:

N
0 o,(xy, Vo, NAL ; ;
x( oai’o ) _ -m{ gl + Zm{ "o,

j=1

N
aTxy(xO'yOJnAt) — _mo nTO +Zm1 n’[j
Ox 1 xy - 1 xy

]=

116



APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL
ESTUDIO DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN EL TERRENO

d 0, (X9, Yo, NAL) _
dy -

0 Tyy (X9, Yo, NAL) _
dy

N

-m9 "o + z my, "o,

]:

N
-m3 "2, + Z mJ, "t
=1

1

xy

[6.33]

Las derivadas espaciales de la variable velocidad también se pueden escribir analogamente:

0 vy (X, Yo, nAt)
d0x B

0 vy (xo, Yo, nAL)
dy B

0 vy, (X0, Yo, NAL) _
0x

0 vy, (xg, yo, NAL) _
dy

_m(l)

-
1l

o
S

-
1l

0
1

-
1l

0
2

S
Rqo
+
M=
3
[y

[y

RQ:O
+
M=
3
N~

=

=
‘<§o
+
M=
r—l§\~.

[y

S
‘<§o
+
M=
3
N~

-
1l
Juy

Las derivadas temporales de las variables velocidad y tensidn se

siguientes ecuaciones (esquema clasico de diferencias finitas):

n+i,0 _

avx(xO' yO:nAt) _ Ux Ux
ot B At

vy (g, Yo, nAE)  "TvP — P
ot B At

00, (X0, Yo, nAL) _ "lgd — "o
ot B At

day(xo, Yo, nAL) _ "Tla) — g
ot B At

aTxy(xO: yOant) _ n+1TJ(3y - nTJ(gy

ot B At

S
[

[6.34]

pueden expresar mediante las

[6.35]
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A continuacidén se sustituyen las expresiones anteriores en las 5 ecuaciones obtenidas en tensiéon
y velocidad correspondientes al dominio P.M.L.:

00y 617

v
) TE= (A +26)E+A52 =50
[6.36]
Sustituyendo las expresiones de las derivadas espaciales y temporales, se obtiene:
n+10_0 n_o
X X
At =1 +2G6) m2"°+2m1 "v] 8"°+Zm2"3f —-8"
[6.37]
Despejando, queda:
N
50 = (1 -8§A1) "6l +At|(A +26)| —m? nv£+2m{ "l |+ 24 mg"°+2mé "y
j=1
[6.38]
O0Tyxy (avx avy)
2) at_G 6y+x 0 Tyy
[6.39]
Al sustituir las expresiones de las derivadas espaciales y temporales, resulta:
n+10 _ no0 N , .
xyAt Y — 6| —m ™ 0+Zm]n; gnv§+2m{ n_UJJ/ — 5 ",
j=1
[6.40]
Despejando, se obtiene:
", = (1 - 8A0) ", + AtG| —md M °+Zm1"’ m) ™v °+Zm{ ")
[6.41]
aay avx Ovy
3) —> +(/1 +ZG) — b0,
[6.42]
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Sustituyendo las expresiones de las derivadas espaciales y temporales, se obtiene:

n+1,0 _ n;0 N . .
yAt Y =1 (1)”0+ij "Wl l+@ +26)| -md nv},’+2m£ ") |- 8"
j=1
[6.43]
Despejando, queda:
N N
g0 = (1 -8 AY) "o + At (2| —m) nv,?+2m{ "wll+ @ +26) —-m? ”v39+2m£ "y
=1 j=1
[6.44]
a'Ux _ 1 (aO'x aTxy)
4) at  p 6x+6y 0 vy
[6.45]
Sustituyendo las expresiones de las derivadas espaciales y temporales, se puede obtener
n+1v)(c) _ nv;é) N
m =_ ?"°+ijnj 8"1,%,+Zmé nr,]cy )
j=1
[6.46]
Despejando, resulta:
n+10 At 0n0 Jn] Ono JnJ
0 =(1-8A) ™ +? my +Zm m; ‘rxy+2m Tyy
[6.47]
av 1 [0t do
Y — - ([XY Y\ —
>) ot p(6x+6) (Svy
[6.48]
Al sustituir las expresiones de las derivadas espaciales y temporales resulta:
n+1,.0 n..o
v v 1
yAt Yy - g) nTJ(c)y ij nTajcy _mg nO’;,) ij no_] _ nvj(,)
[6.49]
Despejando, se obtiene:
n+1,.0 noAt 0 n_0 Jn] 0n0 JnJ
vy = (1 —-6At) vy+? -my Txy+2m Tyy — My +Z:m2 oy
[6.50]
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Estas 5 ecuaciones en diferencias finitas generalizadas se pueden escribir en notacién abreviada

de la siguiente manera:

"o = (1 -6 A0) g} + At

N N
A6 (m,g "v£+2mk vk>+6< ;v + Zmﬁ nvjl—m]Q "vl-O+Zm} "v{)l
=1

N
At
iyl = (1-8A) " + > (—m]‘-) "o + Z m} "ailj)

[6.51]

6.2.2. Formulacion en desplazamientos

La formulacion en desplazamientos se puede obtener a partir de las 5 ecuaciones en tensién-

velocidad:

v, 1/(0doy N OTyy
at  p\ox dy

vy _1(0ny 0o,
at p\ 0x ay

Oy av
= 26)— -
T =1+ G) +/1 6y
do dv
y Vx Uy
— =A—+AL +26G)—
ot e T4 )6)/
_aTxy =G %4_6&
at dy Ox
[6.52]
Se definen las siguientes variables auxiliares:
aU, U,
ot IEI
a)/xx a]/xy 6yyy
PTG ot ac
[6.53]

Al sustituir las variables citadas, las 5 ecuaciones anteriores quedan de la siguiente manera:
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U, 1<6Vxx +0ny>

at p\ Ox dy

au, _ 1(0Vxy n 0Vyy

at p\ ox dy
0 Vux aU, au,,
o5t =1 +26) 7% +AW
0Yyy aU, au,,
TS —Aax+(/1+26)a—
ayxy - G Uy + a&

at dy d0x

[6.54]

Las funciones anteriores pueden descomponerse en funciones arménicas de la forma siguiente:

VXY, 1) = Vi (X, y) €'t
Yy (XY, 0 = vyy(x,y) el
Yy (X3, = Vi (x,y) el
Ux(x,y,t) = Uy (xy) e'*
Uy(xy,t) = Uy(x,y) e
[6.55]
Como se ha mencionado anteriormente, la ecuacién de ondas en elastodindmica se puede

resolver en el dominio PML efectuando las transformaciones de las derivadas parciales

siguientes:
9] 1 d
0x 1+ l.5x(x) 0x
0]
d 1 d
; —
Lay 1+ ya()X) oy

[6.56]
La funcién 6,(x) corresponde a la funcidon de atenuaciéon de la onda en el dominio PML.

Adoptando J,(x) = 6, (x) = & y sustituyendo las derivadas anteriores, resultan las siguientes
expresiones:
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1 0Vxx 1 a%w

ou, 1 oy
=— = —iw
at p 6 Ox .6 Oy x
1+Lw 1+lw
au 1 1 d 1 0
—Y=C Vay vy | = iw Uy
0t p\14i0 0x 140 0y
W W
O _ (A +26)0U, A 03Uy
= = —lW Vxx
Jat .60 Ox .0 ay
1+la 1+la
sy G aU, G aU, _
ot _1+i§ay+1+i£ax_ ST
W w
,y A U, (A+26) U,
= = —iw Y.
ot .0 ox .86 oy ry
1+la 1+la

[6.57]

Operando, resulta:

1( 0Vex  OVxy é
- LA A 1+i—)= —i
p( 0x+ dy lex( +1i ) iwU,+d8U,

1/ 0 d )
<ﬂ+ M>= —iny(1+iZ)=—iny+5Uy

p\ Ox dy
oU, au,, , ) ,
1 +26) 7% +AW:_WVM (1+la>= —IW Vex + 6 Vox
aUu, au, ) ) _
G 6y+GW= —Lwyxy<1+la)=—w)yxy+6yxy
U, au,, , 6 .
A % +(A +26) W=—w)yyy <1+LZ>=—lwyyy+6yyy

[6.58]
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Finalmente, volviendo al dominio del tiempo queda:

U 1/ 0 ]
== —inx=;< Pox 4 ﬂ>—6ux

Jt d0x ady
au 1/ 0y ay.
y , Xy Yy
— = —iw U, =— —|-6U
o - Y ( ox | dy ) y
0Yx ] aU, au,
5 = @ Vex = 1+26) ax+lw—6yxx
ayxy ) aU, aUy
ot :_lwyxy:GW-}_GW_é‘yxy
Yyy au, au,
3¢ WYy, =1 % +(1+26) 3y 8 Vyy
[6.59]
A partir de las dos primeras ecuaciones se puede escribir:
02U, 1 0%y, N azyxy 5 au,
gtz p\ dxat Ayt ot
02U,  1( 0%yy, N 0%yyy 5 au,
atz2  p\ dxat dyot at
[6.60]

Sustituyendo las tres ecuaciones restantes en las dos ecuaciones obtenidas, resulta:

0%U, 1 02U, 02U dy 02U 202U dy ouU
= |1 +26 I—2 -2 +6—24+6 Y _ 5 2| -5 ==
3t p[( 20T 5y % T Y aray 0 oy ot
92U, 1[_ 0%u, _ 8°U, oy 22U 92U, oy U
Yy X Yy xy X y Yy y
- - _5 p 1426 225w _s T
e p[ axay " ox? ax " taxay A T20) 55 6yl at
[6.61]
Teniendo en cuenta que:
0Vax |, OVxy Uy )
Y i Y
ax  dy p( gt 1O
Vxy = 0Vyy au,
0x dy - P W-I_SUJ’
[6.62]
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Se puede escribir:

02U, aU, 02U, 02U, 02U
26 =@ +26 G A+G Y —pS2U
P Y20Pp5 = U205+ G 57+ A+ 6 55, =8 Us
2 au. 02U 2 02
y y _ y y X o2
P +26p Fra G 92 + 1 +26) 3y7 +(A1+6) 9% 0y pd&-U,
[6.63]
Estas dos ecuaciones se pueden escribir en notacién abreviada de la siguiente manera:
P Ui,tt + 2 6,[) Ui,t = (A + G) U],]l + G Ul,]] —pP 62 Ui
[6.64]

6.2.3. Esquema en D.F.G. para la formulacién de P.M.L en desplazamientos

Una vez obtenida la formulacidn en desplazamientos para los Perfectly Matched Layers, se

puede obtener el esquema en Diferencias Finitas Generalizadas a partir de las expresiones de las

siguientes derivadas parciales espaciales:

02U, (xo, yo, nAL)
dx? B

02U, (xo, o, nAL) _
dy?

02U, (xq, Vo, nAL) _
dxady

02U, (xo, yo, nAt)
0x?

02U, (xg, Yo, nAL) _
dy?

02U, (xo, Yo, nAL) _
dxdy

Las 6 derivadas espaciales

siguiente:

—my,

0
11

0
22

0
11

0
22

0
12

N
nyyo0 J g
Ux+zm11 Ux
Jj=1
N
nyr0 J nygj
Ux+zm22 Ux
Jj=1
N
nyr0 J nypJ
Ux+zm12 Ux
Jj=1
N
nyyo J g
Uy+z:m11 Uy
Jj=1
N
nyro0 J nygJ
Uy+z:m22 Uy
j=1

N
nyy0 j mypi
UJ,+Z:m12 U,
j=1

[6.65]
anteriores se pueden expresar en notacion abreviada de la forma

124



APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL
ESTUDIO DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN EL TERRENO

N

0 — _mo o Loyl

[Ui,jk]tznAt_ jie Ui +ijk U;
=1

[6.66]

El superindice n indica el paso de tiempo; los superindicies 0 y | se refieren al nodo central y al
resto de los nodos de la estrella, respectivamente, y N es el nimero de nodos de la estrella. Los
0

coeficientes mj, multiplican al valor aproximado de la funcion U en el nodo central de la estrella

("u?) en el instante de tiempo t=nAt. Los coeficientes m}, multiplican al valor aproximado de la

funcién U en los restantes nodos de la estrella ("u}) en el instante de tiempo t=nAt.

Las derivadas temporales correspondientes se pueden obtener a partir de las siguientes
expresiones (esquema de diferencias finitas centradas):

U, (xo, yo, nAL) YR - TR
ot B 2 At

90Uy (xo, yo, nAL) _ Y — g
at 2 At

azUX(XOI }70, nAt) _ n+1U£ —_ 2 nt(C) + n—1U3(C)
atz - (At)z

aZUY(xO:yO: nAt) _ n+1U39 -2 nte + n_lU)(])
9c2 T

[6.67]

Sustituyendo las expresiones de las derivadas parciales en las dos ecuaciones obtenidas en el
apartado anterior [6.63], resulta:

92U, U, 02U,  8%U, 92U

2 = 2 Yy _ 2
p 5¢2 +26 p T (/1 + G) 522 + G ayz + (A + G) 9% Dy p o) U,
d2%U ou 0%U 22U 02U
y Yy _ y Yy X 2
246 =G A 2G A+G —p6cU
p 512 + p T %2 + ( + ) ayz +( + ) ) ay p y

[6.68]
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Tl+1U)(C) -2 nU)E') + n—1U)(C) o 6 n+1U)(C) _ Tl—lU’E-) _
p (A1)? p 2 At

N N
= @A +26)|-mb "0 +Zm{1 "yl |+ 6| -mY, "U2 +Zm§2 nyl |+

=1 =1
N
+@+6)|-mi, "Uy+ Zm{z "U,, | —p &% UL
=1
6.69]
7’l+1U3(3 _ 2 nU;]) + n—1U39 + 2 5 n+1U39 _ n—1U3(]) _
p (AD)? p 2 At
N N
=G| -m}; U +Zm{1 ")+ A +26) | —md, Uy +Zm§2 "Uy |+
j:]_ ]=1
N
+(A+6) | —mo, "o+ Z ml, "0l | - p 82 "0
Jj=1
[6.70]
Despejando el valor de "**U2 y "*'U? se obtiene el esquema en D.F.G. siguiente:
n+ir0 _ 2 — (At 252 nUO
* =TT oMt (2 — (At)#6°) "Uy
N
At)? ) )
+( ) A +26)| —md, "U,?+Zm{1 Ul +
p &
N N
+ G| -md, "U2 + Z mb, "Ul |+ @A+ G| -m), "UQ + Zm{Z "U,
j=1 j=1
- (1-5M)" 100
[6.71]
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n+1

(2 - (A£)?52) "V

S

1+ 6At

2
N (At)

N
()| -m}; "UY +Zm{1 "UJ{ +
=1

N
+ @A+26)-md, "Uy + Z my, "U;
j=1
N
+A+6)| —mf, "U2 + Z my, "Uy || - (1 -6 A0) "TTUY
j=1
[6.72]

Estas dos expresiones pueden resumirse en la siguiente ecuacion escrita en notacion abreviada:

n+1U'O _
P =

_ 252 N0
1+ 8At {(2 (80787 "U;

N (At)

N
1+ G) (—mfi "UP + Z m}; ”U}) +
=1

p
N

+G (—m})j "y + z m}; "U})
=1

-(1-5 At)"_lUiO} + 0[(A)?,]

[6.73]
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6.3. Estabilidad del esquema en D.F.G. para los P.M.L.

En este apartado se estudia la estabilidad del esquema en diferencias finitas generalizadas para
la zona de P.M.L., obtenido en el apartado anterior:

n+10: 1 _2 2n0(At)2 _OnO Nlnl
u [2-8%(AN*) "u) + =" [(A+G)(=m), "ul + D m’, "ul) +

! 1+ oAt P — Ji 7
N
+G(=my, "ul + > my "ul)] = (1= 6At)""ul 1+ O[AL, (h,)"]
=1

[6.74]

Andlogamente al estudio de estabilidad del esquema en Diferencias Finitas Generalizadas de la
zona lineal del modelo, este analisis del esquema en D.F.G. para la zona de PML se lleva a cabo
realizando una descomposicién armdnica de la solucién aproximada en los nodos de la malla en

un instante de tiempo t.

T T

"o . ikao_ - n KX, BE" ikao. nj Bf" ik x; V=1 N
u, =Aé"e ; 'ul =A&"e ;ou, = g'e » Uy = € J = b
[6.75]

Donde N es el numero de nodos de la estrella y,
_ K, cos
X; =X, +h; E=e "k = :K{ ) (P}
K, sin

La amplitud de k es el nUmero de onda, & es el factor de amplificacion cuyo valor determinara la

[6.76]

condicién de estabilidad y o es la frecuencia angular.

Sustituyendo los valores de las descomposiciones armodnicas en la expresion del esquema en
diferencias finitas generalizadas para la zona de P.M.L,, resulta:
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AE(1+0AL) = (2—82(At)2)A—§(1—8A1) + (At)z[az(—AmO N AZN:mjeikThi "
BZ(—AT]O +Aznjeik hj)+(a2 _Bz)(_BCO +Bzcjeik h; il

Ty

BE(14+8A1) = (2—-8%(At)*)B —%(1 —8AL) + (A1)’ [B* (—=Bm, + Bimjeik H+

T

o (=B, +BY M e )+ (o —B-AG, + AD L e ]

[6.77]

Donde:

N N N
mOZij; 770:277j; gozzgj
1 1 1

y sabiendo que,
\/m \F
o= s B= =
p p

Resulta:

[6.78]

A{é (L+0nt)+&™(1-ont) —(2_ & At)zj + At)ZZj:(azmj Fn )[1_ I H
=-B(a - ) At)ZZj: : (1_ eikThj]
B[é"(l+ 5At)+§*1(1— §At)—(2_52( At)z) +( At)ZZjl( pm +a2nj)[1_ ; T H
- —A(az _ﬁZ)(At)Z i?j (1_ R kTth

1

[6.79]

Despejando el valor de B de la segunda ecuacidn e introduciéndolo en la primera ecuacion,

resulta:
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{5(1+Az)+§-1(1—m> -8 (atf )+ (aeP Slam, + o, (1 H
{§(1+At)+§l(l—At) (- (AP )+ (AP S (B, +a2,7j{1_e’“hj ﬂ _

fer-rssf-]

[6.80]
Sustituyendo la expresion E=e" en la ecuacidn anterior, resulta:
2cos WAt + 2i oAt sincoAt—(Z—c?z (At)2j+(At)2 ZN:(azmj +ﬂ2771)(1— e kThj] X
L 1 i
2cos wAt + 2i SAt sina)At—(Z—d2 (At)z)Jr(At)ZZN:(,BZmJ +a277j)[1— eikTth =
L 1 i
4 2l & ik'h, i
(at) (o~ %) [Z{J (l—e ’H
1
[6.81]
Operando, se obtienen las siguientes condiciones:
Parte Real
ZCosa)At—(Z—ﬁ2 (At)2)+(At)ZZN:(a2mj +ﬂ277j)(1— cos kThj) X
L 1 a
2cosa)At—(2—52 (At)2]+(At)2i(ﬂ2mj +a277])(1— cos kThj) —
L 1 i
{25& sin wAt —(At)2 ZN:(azmj +p°n, )sin k'h, }x
1
{Zé‘At sin wAt—(At)zi(ﬂzmj +a277j)sin k' hj}
1 2 2
—(At) ( ) HZ{ (1 cosk'h )J [Z{ sink'h ] }—0
[6.82]
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Parte Imaginaria

{25Atsma)At (At)zi(a m +p°n. )sm k'h }
1

2

{ZCOSUOA‘I (2 52 At j+ At) ZN: Yij mj+a277j)(1—coskThj)}+
1

{zam sin wAt—(At)ZZj:(,Bzmj +a’y, )sin kThJ}x
{ZCoswAt —(2—52(At)2j+(At)ZZj:(a2mj + 57, )(L-cosk'h )}
(8)" (a2~ 52)2{[%‘; (1-cosk™ )](Zg sink"h H:o

1

[6.83]

Operando con la ecuacion anterior y eliminando términos con criterios conservadores, se
obtienen las siguientes condiciones de estabilidad de la estrella:

0<o0Ar<l1

4

At <
(az +B2)[(| my | +[M, |)+\/(mo +T]o)z +Q3 +8252]

[6.84]

Donde

_ azﬂz(mo "'770)2 "'7/’10770(052 _ﬁz)
(o +ﬂ2)2(m0 +17,)

[1]

Esta condicidn de estabilidad es un 5% menor que en el caso eldstico.
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6.4. Analisis de los contornos perfectamente sincronizados

En este apartado se analiza la influencia del parametro o, correspondiente a la ecuacidon que
representa la funcién de atenuacion 6 considerada en el dominio PML:

F
1 X —X

_ _ _so + X TXiv
6,(x)=8,(x)=08(x)=5 AtG( 1)

[6.85]
Donde xl-l y xiF corresponden a las coordenadas inicial y final del dominio PML, y el exponente Q

adopta el valor 2.

En la figura siguiente se muestra el modelo empleado para analizar la mencionada influencia.
Consiste en un modelo de un medio eldstico semi-infinito con una superficie libre horizontal.

IMPULSO VERTICAL
X, X, 1’ X, X, X

DOMINIO ELASTICO

Y1

PML

Y1

yV

Figura 6-5. Modelo empleado en el analisis de PML

El dominio eldstico del modelo queda delimitado como sigue:
QO={(x,y)ER? /0<x<50<y<15}

El dominio PML para simular un dominio infinito viene definido por:
I ={(x,y) ER? / 0<x<05 0<y<1.0}
I, ={(x,y) e R? / 45<x<5 0<y<10}
I;={(x,y) e R* /0<x<5 10<y<15}
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Se han definido adicionalmente las siguientes condiciones de contorno:
Uy(x,1.5,t) = U,(x,1.5,t) =0
U,(0,y,t) = U, (0,,t) =0

U,(5,y,t) =Uy,(5,y,t) =0

3 Uy(x,,1) _ 0Uy(xy,0) _
T (x0) = T (x,0) = 0 <x< 5

Se ha adoptado una malla regular de 19076 nodos, con un espaciado de 0.02. En la figura
siguiente se muestra el mallado efectuado.

Figura 6-6. Malla de nodos adoptada

Se ha aplicado un pulso tipo escalén en la interseccidn entre el eje de simetria y el contorno
superior (2.5, 0.0). A continuacién se analizara la variacion de la amplitud de onda en el interior

del dominio PML en funcion del pardmetro G.

Los parametros tensodeformacionales del dominio elastico son:

Ev
= = N
A (1-v)(1—2v) 20 /2
E
= —--= N
“=arv M [

p (densidad) = 1.0 kg/ms
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Las velocidades de propagacién de las ondas P y S se pueden obtener a partir de las expresiones

siguientes:

A+ 2G
v, = =2m/s
p
G
vo= |—=1m/s
p

El rango de valores considerado para el pardmetro o es el siguiente:

0.01<0<0.15.

Cuanto mayor sea el valor del pardmetro o, mas rapidamente se atenua la amplitud de onda en
el interior del dominio PML. No obstante, una atenuacién muy brusca origina un fendmeno de
reflexion mayor en la interfaz dominio elastico-PML (en la figura adjunta se muestra la reflexion
citada).

Figura 6-7. Reflexién producida en la interfaz dominio elastico-PML

Un valor bajo del parametro o reduce la reflexion mencionada, pero también disminuye el nivel
de atenuacién dentro del dominio PML (ver figura adjunta).

Figura 6-8. Un valor bajo de ¢ disminuye la reflexién en la interfaz dominio elastico-PML
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Por tanto, es preciso alcanzar un equilibrio entre ambos fendmenos (reflexion de la onda en el
interfaz dominio eldstico-PML y grado de atenuacidn en el interior del dominio PML).

Con el fin de obtener el valor 6ptimo del parametro o, se ha analizado la evolucién de la
amplitud de onda en la direccién y, dado que el pulso se ha aplicado en dicha direccidn.

El grafico siguiente muestra la relaciéon entre la amplitud de onda A; (amplitud de la onda en
distintos puntos del eje y) y la inicial A (amplitud inicial en el punto de aplicacion del pulso) para
distintos valores del parametro o. La interfaz dominio elastico-PML corresponde a y=1.0.

A, /A, - Coordenada Y

1.00 -
0.90
0.80
0.70

o 0.60

~~ 0.50

< 0.40
0.30
0.20 \\
0.10

O-OO T I T T T I
00 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 09 10 11 1.2 13 14 15

Coordenada Y

= Sigma=0.01 =@=Sigma=0.02 —e—Sigma=0.03 —8—Sigma=0.06 —A&—Sigma=0.10 —@—Sigma=0.15

Figura 6-9. Relacién entre la amplitud de onda A; y la amplitud inicial Ag

El siguiente grafico muestra en detalle la relacién A;/A, dentro del dominio PML. Como puede
apreciarse, se produce una atenuacion significativa para valores o 2 0.06. Por el contrario, no se
produce una atenuacion completa para o =0.01, ya que la onda alcanza el limite del dominio
PML, generandose una cierta reflexion.
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A, /A, - Coordenada Y
0.06
0.05
0.04
£ 0.03
<
< 0.02
0'01 k
0.00 QQ —%
095 100 1.05 1.10 1.15 120 1.25 1.30 1.35 140 1.45
Coordenada Y
=ie=Sigma=0.01 =@ Sigma=0.02 =—4—Sigma=0.03
= Sigma=0.06 == Sigma=0.10 =fi—Sigma=0.15

Figura 6-10. Relacién entre la amplitud de onda A; y y la amplitud inicial Ag en el interior del PML

Adicionalmente, se ha analizado la relacidn entre la amplitud de la onda incidente A; y la de la

reflejada A, para distintos valores del pardmetro sigma (o). Los dos graficos siguientes muestran

la amplitud de la onda incidente y reflejada para 0=0,10 y 6=0,02.

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

Desplazamiento

-0.05

-0.1

-0.15

Sigma=0,10 - Desplazamiento Punto (2.5, 0.8)

7\

A,

Ur

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 050 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00 1.10

Tiempo (seg.)

Figura 6-11. Relacién entre la amplitud de onda incidente y la reflejada para el nodo (2.5,0.8)

para un valor de 6=0.1
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Sigma=0,02 - Desplazamiento Punto (2.5, 0.8)

0.25

0.2 A f\
3 0.15 A
.§ 0.1 1
E I
© 005 V ur
2 0
g Aq ¥ \

-0.05

-0.1

-0.15

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 050 060 070 0.80 090 1.00 1.10
Tiempo (seg.)

Figura 6-12. Relacién entre la amplitud de onda incidente y la reflejada para el nodo (2.5,0.8)
para un valor de 0=0.02

El grafico siguiente muestra la relacidon entre la amplitud de la onda incidente y de la reflejada
para 4 puntos distribuidos a lo largo del eje de simetria del modelo (y=0.2, y=0.7, y=0.8, y=0.96).
Se aprecia que la relacion A,/A; no se reduce significativamente para valores de sigma (o)
superiores a 0,06. La mayor atenuacion se produce para valores de sigma (o) inferiores a 0,03.
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A, /A, - Sigma
0.6
0.5 — ﬁ"* .j
ST |
0.4
<L o3 —

o /7 o —o
v

MEanl

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1 0.11 0.12 0.13 0.14 0.15

Sigma
—h=Y=0.2 «=@=Y=0.7 =@=Y=0.8 ==Y=0.96

Figura 6-13. Relacién entre la amplitud de la onda incidente y la reflejada en cuatro puntos del
eje de simetria del modelo

A partir del analisis llevado a cabo (atenuacion de la amplitud en el dominio PML y relacién de
amplitudes de las ondas incidente y reflejada), se puede concluir que el valor éptimo del
pardmetro sigma (o) se situa en el intervalo 0.2- 0.3, para el PML considerado en el modelo.

Si la dimensién y del dominio PML fuese superior, se podria adoptar un valor inferior del

pardmetro sigma (o), siempre que no se produjera ninguna reflexién en el limite externo del
dominio PML.

6.5. Ejemplo Numérico

Con objeto de evaluar la viabilidad de la funcién de atenuacién & considerada en el dominio PML,
se ha analizado un ejemplo que muestra la propagacién de un impulso vertical en la superficie
del terreno. La geometria del modelo se muestra en la figura 6-14.
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1000 m. 1000 m.
300 m. 300 m.
Xll X1F le XzF X
N >
1000 m
ELASTIC DOMAIN
\’1I """
]:300 m. PML
/V1F
y N

Figura 6-14. Geometria del modelo

El terreno se ha modelizado mediante una malla regular de 20301 nodos, con un espaciado de 10
entre nodos. Los parametros elasticos del terreno adoptados son:

A =2-10° kN/m?
G =5-10° kN/m?
p = 2000 kg /m?

Con estos parametros, la velocidad de las ondas P y S es la siguiente:

Vp=1225m/s
Vs = 500 m/s

El paso de tiempo adoptado en el problema es de At=5 10 seg.

El perfil de atenuacion adoptado para el PML es el siguiente:

I X=X q
5, (x)= Sy(X) =9(x)=6= EG (ﬁ)
Donde xl-’ y xf corresponden a las coordenadas inicial y final del dominio PML, y el exponente Q
adopta el valor 2. El parametro sigma se ha considerado igual a 0.02.

En las figuras siguientes se muestra la deformacion radial y tangencial (centrada en el punto
donde se ha aplicado el impulso) para los instantes de tiempo t=0.25 seg., 0.50 seg. y 0.68 seg.
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Wy

Urad Mag
g 5e-006-
de-6
2e-6
0%
Figura 6-15. Deformacién radial para t=0.25 seg.
wy
Utang Ma
3e-006-
2e-6
:1e-6
0 -

Figura 6-16. Deformacion tangencial para t=0.25 seg.
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RaTE
it '$y
N v . 0'1
\\\_ :_l?'f"' Urad Mag
— 4e-006-
- 3e-6
2e-0
—led
0 -
Figura 6-17. Deformacioén radial para t=0.50 seg.
Utang Ma
3e-006-
2e-b
,__]e—é
0 -

Figura 6-18. Deformacién tangencial para t=0.50 seg.
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— - - " - -
I
11

: tt?f !
P SR Y

‘1\\\'\%#'-".' | Urad Mag

3e-006-
— 2e-6
-_-__16—6
0 =
*—Z
'..'T
Figura 6-19. Deformacién radial para t=0.68 seg.
Utang Ma
4.48e-006-
4e-6
3e-6
2e-6
.—-_:19-6
0 =
A

Figura 6-20. Deformacion tangencial para t=0.68 seg.

Como se puede apreciar en las figuras, se ha producido una atenuacién efectiva en el PML.
Podria haberse adoptado un exponente Q mayor para lograr una atenuacién mayor, pero
produciria una mayor reflexién en la interfaz dominio eldstico-PML. Este parametro debe ser
cuidadosamente elegido para cada caso, dependiendo de los parametros fisicos del modelo y
teniendo en cuenta la longitud del PML.
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7. ANALISIS DE LA INFLUENCIA DE LA TOPOGRAFIA

En este apartado se muestra la influencia que la topografia y la presencia de irregularidades en el
dominio tienen en la resolucidon de problemas de elastodindmica. Se ha planteado una variacién
del problema de Lamb [93] en un dominio con una irregularidad topografica y otro caso adicional
con presencia de un hueco en el dominio el3stico.

En todos los casos analizados se ha empleado el modelo descrito en la seccién anterior (ver
figura 7.1). Se ha adoptado una malla regular de 19076 nodos, con un espaciado nodal de 0.02.
Los parametros elasticos asignados al modelo son los siguientes:

_ Ev
T (1=v)(1-2v)

A =180 N/ ,

E

C=oa Ty

=90 N/ ,
. _ kg
p (densidad) = 1.0 /m3

la funcién de atenuacién 6 considerada en el dominio PML es la siguiente:

_ _ e b X =X 2
0, (x)=8,(x)=0(x)=0 AtG( )

F I

i i

Donde x/ y xf corresponden a las coordenadas inicial y final del dominio PML. Se ha adoptado
un valor del parametro sigma (o) igual a 0.02.
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IMPULSO VERTICAL

0 05 l(Z.S,0.0) 45 50

v

DOMINIO ELASTICO

PML

Figura 7-1. Geometria del modelo empleado en el analisis

Se ha aplicado un pulso vertical de tipo escalén en el centro de la superficie libre (2.5, 0.0). Las
condiciones de contorno empleadas son: superficie libre en el borde superior y condiciones
homogéneas de Dirichlet (u=0) en los bordes del modelo (limite final del PML).

7.1. Semiespacio elastico con un orificio interior. Caso circular y rectangular

En primer lugar, se han afiadido una serie de nodos al modelo que serviran para definir el borde
del orificio circular que se analizara posteriormente (ver figura 7.2). Los nodos anadidos aportan
una irregularidad al esquema nodal al generarse tipos de estrellas diferentes de las que se
generan para el resto de la nube de nodos.

Figura 7-2. Geometria del semiespacio eldstico con nodos afiadidos en un patrén circular
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El principal objetivo de este modelo inicial es analizar la influencia de la presencia de una
irregularidad en la malla. La figura 7.3.a muestra la magnitud del desplazamiento en el instante
t=0.137 seg. (se ha considerado un paso de tiempo de 0.0003 seg.). En este instante la onda P ya
ha rebasado la irregularidad, mientras que la onda S acaba de llegar a la misma. Se puede
observar que no se produce distorsidn apreciable en los desplazamientos, aunque los nodos son
claramente visibles ya que la gradacion de color en los nodos representa la magnitud del
desplazamiento producido. Para una mejor apreciacion, en la figura 7.3.b se representa el mismo
resultado (magnitud del desplazamiento) pero en lugar de representar los nodos del modelo se
ha generado una superficie por triangulaciéon. Los vértices de cada tridngulo estdn constituidos
por nodos del modelo y la intensidad de color de los mismos se ha calculado interpolando los
valores de los desplazamientos en los vértices de cada tridngulo (nodos del modelo).

UMcd Magnitude

Figura 7-3. a) Magnitud de los desplazamientos en la irregularidad nodal, representando los nodos;
b)Magnitud de los desplazamientos en la irregularidad, representando superficies interpoladas

A continuacién se han eliminado los nodos interiores a la circunferencia delimitada por los nodos
afiadidos anteriormente, imponiendo una condicién homogénea de Dirichlet en el contorno
interior. La figura 7.4 corresponde a la magnitud de los desplazamientos en el instante t=0.177
seg. Se puede apreciar la aparicidn de varios frentes de ondas: los que se generan desde el punto
de aplicacion del impulso y los generados alrededor del contorno del orificio del interior del
modelo.
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1 11 Hi L H Hi

FHEE Y
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Eiinan

:

Figura 7-4. Magnitud de los desplazamientos alrededor de un orificio circular con condiciones de
contorno de Dirichlet (instante t=0.177 seg.)

Finalmente, se ha analizado la presencia de un orificio no circular en el interior del modelo. Se ha
eliminado un grupo de nodos de un area de forma cuadrada del modelo, imponiendo una
condicidn de superficie libre en los bordes que delimitan dicha area. La figura 7.5 muestra la
magnitud del desplazamiento en el instante t=0.165 seg., cuando las ondas P y S han
sobrepasado la irregularidad de forma cuadrada. En este instante es posible apreciar que se
genera una cierta perturbacién en el area que rodea al orificio.

Figura 7-5. Magnitud de los desplazamientos alrededor de un orificio de forma cuadrada con
condicién de contorno de superficie libre (t=0.165 seg.)

7.2. Semiespacio elastico con una pequeifia montaiia

En este apartado se ha analizado una irregularidad diferente: una pequefia montana en la
superficie libre superior del modelo. En la figura 7.6.a se muestra la magnitud del
desplazamiento en el instante de tiempo t=0.14 seg., precisamente cuando las ondas de Rayleigh
pasan por la montafia de la superficie. En dicha figura se puede observar que se genera una
reflexion en la superficie del modelo a ambos lados de la irregularidad topografica.

En la figura 7.6.b se muestra la situacién unos instantes mas tarde (t=0.182 seg.), donde ya se
puede apreciar que la irregularidad topografica actia como un foco emisor de ondas. Dicha
figura muestra claramente la nueva familia de ondas generadas (scattering).
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t | ﬁ? Displaoement (mod)

E .0001
0_5
‘ ' ' lh.!’ Displacement (mod)
\ v,
= .0001
n_?

Figura 7-6. Magnitud de los desplazamientos en el semiespacio con una pequeiia montana en
dos instantes de tiempo: a)t=0.14 seg. y b)t=0.184 seg.
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8. EJEMPLOS DE APLICACION

A continuacion se van a exponer dos ejemplos en los que se ha aplicado el esquema de
Diferencias Finitas Generalizadas para modelizar dos tipos de ensayos de investigacidén geofisica
habitualmente empleados.

Estos ensayos mencionados son:

e Ensayo cross-hole

e Sismica de refraccion

A continuacion se detalla cada uno de ellos.

8.1. Ensayo Cross-hole

Es un método que se basa en registrar el tiempo que tarda una onda sismica en propagarse
desde un emisor a un receptor los cuales se desplazan simultdneamente por dos perforaciones
verticales ejecutadas previamente. En la primera perforacidn se introduce la fuente emisora de
energia y en el segundo el receptor, situados ambos a la misma profundidad. De esta manera se
mide la velocidad de propagacion de las ondas a través del material situado entre ambos
sondeos. Repitiendo el ensayo a distintas profundidades se obtiene un perfil de velocidades
sismicas en funcién de la profundidad.

En funcion del tipo de fuente emisora utilizada en la generacién de las ondas sismicas, varia el
contenido en ondas P y S es diferente. Si, por ejemplo, se emplean explosivos el contenido en
ondas P es mayor, particularmente cuando se utilizan grandes cantidades y se detona cerca de la
superficie del terreno. Los impactos verticales también tienen un contenido elevado en ondas P,
mientras que si se producen impactos horizontales en la superficie del suelo se genera un mayor
contenido en ondas SH.

Para la ejecucion del ensayo, es necesario un minimo de dos sondeos (ver figura 8.1). La técnica
consiste en generar pulsos sismicos dentro de uno de los sondeos (sondeo emisor) y determinar
el tiempo transcurrido desde que se genera el pulso hasta que se recibe, por medio de un
gedfono de tres componentes, en el otro sondeo (sondeo receptor). Conociendo el tiempo de
recorrido que las ondas emplean en recorrer la distancia que separa la fuente y los receptores, se
puede determinar la velocidad de propagacion del medio situado entre ambos. Adicionalmente,
es necesario calcular, de manera independiente, la densidad de los materiales extraidos de los
sondeos.
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SONDEO EMISOR | SISM( SONDEOS RECEPTORES

Figura 8-1. Esquema del ensayo cross-hole

El tiempo medido es funcién de la distancia entre el emisor y el receptor y de las caracteristicas
del medio atravesado. En el caso de existir oquedades -o inclusiones de un material con una
velocidad sismica menor- (ver figura 8.2) en el camino de las ondas que hagan alargar el tiempo
de recorrido, se reflejara dicha variacién en la grafica del ensayo a la profundidad a la que se ha
producido.

&

—
S

\,. —

“

e

Figura 8-2. Ensayo cross-hole empleado en la deteccion de oquedades
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A partir de los valores de velocidad se puede obtener un modelo del subsuelo compuesto por
capas de velocidad constante y espesor variable. Este método es muy util para determinar, de
manera rapida, la estructura del subsuelo.

Sus aplicaciones mas frecuentes son la deteccidén del sustrato rocoso, estudios sobre ripabilidad
de rocas, etc. Por ejemplo, Son varios los criterios que se han venido utilizando para juzgar a
priori la ripabilidad de un terreno. El mas extendido consiste en determinar la velocidad sismica
de propagacion de las ondas de compresion (Ondas P) a través del macizo rocoso, mediante una
prospeccién geofisica de sismica de refraccion.

A continuacién se muestra una tabla donde se indica la potencial ripabilidad de una roca en
funcién de la velocidad de las ondas P en el macizo rocoso.

Vp (m/s) CALIDAD DE MATERIAL
Menor a 600 Materiales Sueltos
600-1300 Ripado Facil
1300-1700 Ripado Normal
1700-1850 Ripado Duro
Mayores a 1850 No son Ripable (Voladura).

Con el fin de comprobar la aplicabilidad del método de Diferencias Finitas Generalizadas a un
caso concreto, se ha procedido a efectuar la simulacion de un ensayo cross-hole realizado en un
Proyecto en Arabia Saudita (ver figura 8.3)
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Geotechnical Investigation, Manifa Cogeneration and Main Substation Project
Manifa, Saudi Arabia

Figura 8-3. Localizacidn de la zona del Proyecto

En la zona citada se realizé una investigacion geotécnica consistente en tres sondeos a rotacion

con extraccion de testigo continuo y un ensayo cross-hole adicional (ver figuras 8.4 y 8.5).
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LOG OF BOREHOLE: CH-03 %nn ~SuHam
Reporl No. SA08-1342/2 :_

E AN

IAB. ol

PROJECT: Geotechnical Investigation, Manifa Cogeneration and Main Substation Project, Manlfa, Saudi Arabia

DRILLING METHOD: Mud rotary DIAM: 100 mm SHEET 1 OF 2
SAMPLING METHOD: 50mm split barrel . N 3052772.564 m
_____ P ‘ o COORDINATES: E 299371.316 m
CORE BARREL: - ELEVATION: 7.52
CORE RUNG Ifor overy b yam o}
x_ revery 0. Q co 200 UDW,| LL
o Elw Panciration DESCRIPTION N R Rl vl Y R
TR o ||
< 28] P Medium dense to dense light brown pooriy graded SAND (8P} g 5|1 “
- silty sand with gravet, 0.0 to 0.15m :
XS 1 078 14152110 - hand excavation, 0.0 t0 0.15m
- 1AS 120
Xs_z 1 o
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f~ 2 o
228
1311418
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i 3'25_4 B aane
3.45
— 3.75] 2021/
0121124
4 2( S5 120
W 1 e
1122
XS'E 4.95)
| 5 .
-6, - £ . . _ 6.00
X <.z e 22124125 (DsaMnsoe{ lﬁ Lx)ery dense Gght gray sity SAND vanying to sendy SILT
7
- 750 a2
24/28/22-
. XS‘S 7000 100mm
- O 5o 9.00 i
XS»Q 835 ztggmai;z-
10
DATE N BORING | CASING | WATER )
ME  |DEPTH (m) [DEPTH (m) | DEPTH (m) REMARKS
26 Feh 09 - 1525 | Not Used . Drinarg R1g: Falling 1500
27 Feb 09 0745 J - - 6.60 Logger: Ashfaq

| Note:

Figura 8-4. Testificacién del sondeo realizado (0-10 m)
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LOG OF BOREHOLE: CH-03
Report No. SAQ08-1342/2

oro -Suuain
5%9\ ‘

-

SA S a

PROJECT: Geotechnical Investigation, Manifa Cogeneration and Main Substation Project, Manifa, Saudi Arabia

DRILLING METHOD: Mud rotary

DIAM: 100 mm

SHEET

2

OF

2

SAMPLING METHOD: 50mm split barrel

COORDINATES:

N 3052772.584 m
E 299371316 m

CORE BARREL

ELEVATION: 7.52

R o : o
Iz _ or every 0.15m o] co.. | 200 o LL
G E el NoDEPTH P;?gga;;?n DESCRIPTION g el B L,;',,%s; mlcn;’ (f:/LJ.
e m) [RQD %] @ % |
) PP T Vary dense tight gray silty SAND (SM) EBHR
y 10.90] 100mm
-11—
424 12.00)
2412921
X 51 12.40 100mm
13.50 13
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|
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_20_
DAT BORING | CASING WATER
ATE TIME " {DEPTH (m) |[DEPTH (m) | DEPTH (m) REMARKS
) Drilling Rig: Failing 1500
26 Feb 09 15.25 Not Used - Driller: Gone
27 Feb 09 0745 - - 6.60 Logger: Ashfaq
Note:

Figura 8-5. Testificacién del sondeo realizado (10-15 m)

En las figuras 8.6 y 8.7 se muestran los resultados del ensayo cross-hole realizado y las
propiedades dindmicas deducidas de los ensayos efectuados.
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16 Lo

Assumed |Compression Shear Poisson's Dynamic Dynamic
Total Unit W Wave Ratio Shear Modulus, |Young's Modulus,
Test | \iaterial Description | SPTNValue | ave ) ? 9
Depth, m Weight, v, | Velocity, V, | Velocity, V, n Gyynamic Egynamie
(kN/m®) {mis) (mis) (MPa) {MPa)
0.75 Sand 22 18 486 260 0.30 124 323
1.50 -do- 23 18 508 268 0.31 131 344
225 -do- 30 19 525 287 0.29 159 410
3.00 -do- 32 19 565 300 0.30 174 455
375 -do- 45 19 584 313 0.30 189 492
4.50 -do- 43 19 812 321 0.31 200 523
5.25 -do- 43 19 625 328 0.31 208 546
6.00 -do- 49 19 B37 341 0.30 225 585
6.75 ~-do- 50 19 663 353 0.30 241 6285
7.50 -do- 50 19 682 358 0.21 248 651
8.25 -do- 50 19 709 372 0.31 268 703
9.00 -do- 50 19 750 398 0.30 308 804
975 -do- 50 19 782 415 0.30 334 870
10.50 -do- 50 19 826 443 0.30 379 285
11.25 -do- 50 19 886 463 0.31 415 1,000
12.00 -do- 50 19 921 485 0.31 456 1,182
12.75 ~do- 50 19 942 483 0.31 471 1,235
13.50 -do- 50 19 962 505 .30 494 1,288
14.25 -do- 50 19 991 517 0.31 518 1,359
15.00 -do- 50 18 1,012 526 0.31 536 1,409
CROSS-HOLE TEST RESULTS
Borehole No. CHO3
Geotechnical Investigation, Manifa Cogeneration and Substation Project
Manifa, Saudi Arabia
Figura 8-6. Tabla con los resultados del ensayo cross-hole realizado
SPT N-Valus Shear Wave Velocity, mis Dynamic Shear Modulus, Mpa Dynamic Young's ModJlus, Mpa
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Geotechnical Investigation, Manifa Cogeneration and Substation Project

DYNAMIC SOIL PROPERTIES
Borehole No. CHO3

Manifa, Saudi Arabia

Figura 8-7. Graficas de las propiedades dinamicas obtenidas de la investigacién efectuada
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A la vista de la investigacidén efectuada, se constatd que el sustrato estaba constituido por un
terreno arenoso de compacidad densa hasta los 6 metros de profundidad, aumentando a muy
densa a partir de dicha profundidad.

En la figura 8.8 se muestran los parametros dindmicos obtenidos (Egn, Gayn), junto con el

parametro lambda definido anteriormente:

Ev _2vG

A=A ovwa= 12

Parametros dinamicos

E dyn 6 G dyn (Mpa)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400
0 !

LU

NN

Profundidad (m)

Y

12

14 \ \

’ P

=¢—Edyn (Mpa) ==Gdyn (Mpa) ==Lambda (Mpa)

Figura 8-8. Graficas de los pardmetros dindmicos del modelo en funcién de la profundidad
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Una vez definido el tipo de terreno con sus propiedades dinamicas, se ha simulado el ensayo

cross-hole efectuado mediante el siguiente modelo de cdlculo:

6m

3m

Z
Geofono
\\
\{“ (@ p
16 m IMPULSO
HORIZONTAL

Figura 8-9. Modelo empleado en la simulacién del ensayo cross-hole

Se ha zonificado el modelo mediante 8 subniveles de 2 metros de espesor, asignandole a cada
uno de los subniveles los parametros siguientes correspondientes al punto medio de cada

estrato:

Material ~ Prof. (m) ~ Amedio(Mpa) Gy medio (Mpa) p (Ton/m3)

1 1 192.404 127.500 1.9
2 3 260.962 f 174.000 1.9
3 5 318.077 i 211.000 1.9
4 7 358.462 f 238.000 1.9
5 9 457.115 i 303.667 1.9
6 11 628.269 f 416.667 1.9
7 13 714.423 | 473.667 1.9
8 15 798.462 f 527.000 1.9

A continuacién se muestran los resultados de los modelos correspondientes a los ensayos
efectuados a 5, 7, 9 y 11 metros de profundidad.
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En primer lugar se muestra la simulacién para el ensayo cross-hole a 5 metros de profundidad.
En la figura 8.9 se muestra el instante donde la perturbacién alcanza la posicién del gedéfono y en
la figura 8.10 se representa evolucién de la deformacién horizontal en el punto de ubicacidn del
gedfono. El instante donde la onda alcanza al geéfono es el t=0.0046 seg, correspondiente a una
velocidad aproximada de V=650 m/s.

Urad Magnitude
7 3.000e-06
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2.1e-6

1.4e-6

Te-7

Figura 8-10. Grafica de la simulacién del ensayo a z=5 m.
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Figura 8-11. Representacion de la deformacidn horizontal en el punto de ubicacién del gedfono
(z=5m)
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En el caso de la modelizacién del ensayo cross-hole a 7 metros de profundidad, se muestra en la
figura 8.11 el instante donde la perturbacién alcanza la posicion del geéfono. En la figura 8.12 se
representa evolucion de la deformacidon horizontal en el punto de ubicacién del gedfono. El
instante donde la onda alcanza al gedfono es el t=0.0042 seg, correspondiente a una velocidad
aproximada de V,=710 m/s.
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Figura 8-12. Grafica de la simulacién del ensayo a z=7 m.
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Figura 8-13. Representacion de la deformacidn horizontal en el punto de ubicacién del gedfono
(z=7m)
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Respecto al ensayo efectuado a 9 metros de profundidad, se aprecia en la figura 8.13 el instante
donde la perturbacion alcanza la posicion del geéfono a 9 metros de profundidad y en la figura
8.14 se representa evolucién de la deformacion horizontal en el punto de ubicacion del geéfono.
El instante donde la onda alcanza al gedfono es el t=0.0038 seg, correspondiente a una velocidad
de V,=790 m/s.
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Figura 8-14. Grafica de la simulacién del ensayo a z=9 m.
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Figura 8-15. Representacion de la deformacién horizontal en el punto de ubicacion del gedfono
(z=9 m)
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Finalmente, se ha efectuado un analisis similar para una profundidad de 11 metros. En la figura
8.15 se muestra el instante donde la perturbacion alcanza la posicion del geéfono a 11 metros de
profundidad y en la figura 8.16 se representa evolucién de la deformacién horizontal en el punto
de ubicacién del gedfono. El instante donde la onda alcanza al gedfono es el t=0.0033 seg.,
correspondiente a una velocidad de V,=910 m/s.
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Figura 8-16. Grafica de la simulacién del ensayo a z=11 m.
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Figura 8-17. Representacion de la deformacidn horizontal en el punto de ubicacién del gedfono
(z=11m)
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Una vez obtenidos los valores para las restantes profundidades, se ha obtenido el siguiente

cuadro con las velocidades sismicas obtenidas del modelo:

Prof. (m)  Vp-modelo (Vs-modelo (i
1 510 270
3 590 320
5 650 347
7 710 380
9 790 420
11 910 490
13 970 520
15 1030 550

En la figura 8.18 se muestra la comparativa entre las velocidades sismicas deducidas del ensayo

cross-hole y las del modelo de Diferencias Finitas Generalizadas:
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Figura 8-18. Representacidn de las velocidades de las ondas P y S obtenidas en el ensayo y las
deducidas del modelo
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Como se puede apreciar, las velocidades sismicas obtenidas se ajustan satisfactoriamente a las
obtenidas en el ensayo real, con un error maximo del orden del 5%. Se considera, por tanto, que
el modelo realizado permite representar adecuadamente un ensayo cross-hole e incluso sirve
para obtener parametros dindmicos a partir de ensayos reales.

Un aspecto adicional que se ha estudiado es la posibilidad de existencia de una oquedad en el
terreno —o la presencia de un terreno mas blando- en la zona donde se efectUa el ensayo. Para
ello, se ha empleado el modelo del ensayo cross-hole efectuado a 11 metros de profundidad,
incorporando una inclusién de 1 m? de un terreno significativamente mas blando (ver figura
8.19).

6m
3m ,
11m
16 m
Geofono ~{_| 1m
\‘] e_

Oquedad o d IMPULSO
inclusion de /// HORIZONTAL
menor

rigidez

Figura 8-19. Modelo con inclusidon de menor rigidez

En las figuras siguientes 8.20 a 8.23 se muestran cuatro instantes de la evolucién de la
perturbacién.
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Figura 8-20. Instante de llegada de la onda a la zona menos rigida
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Figura 8-21. La perturbacidn alcanza el centro de la zona de menor rigidez
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Figura 8-22. La perturbacidn sobrepasa la inclusion menos rigida
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Figura 8-23. La onda ha rebasado completamente la inclusidon de menor rigidez

En la figura 8.24 se muestra la diferencia entre las deformaciones horizontales medidas en el
punto de ubicacion del gedfono. Se aprecia un retraso significativo en la llegada de las ondas al
gedfono, asi como una disminucion notable de la energia recibida.
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Figura 8-24. Comparativa entre las deformaciones horizontales medidas en el punto de ubicacién
del gedfono sin/con inclusion de material de menor rigidez

A la vista del grafico anterior, un aspecto que es posible modelizar con mas detalle es la
modificacion que se produce en un frente de ondas al atravesar una anomalia con una velocidad
sismica mayor o menor que la correspondiente al terreno circundante. Con este objeto se ha
estudiado el modelo siguiente

140 m

90 m
MATERIAL 1

140 m

MATERIAL 2

ZOmI

30m

T IMPULSO VERTICAL

Figura 8-25. Geometria del modelo con anomalia en velocidad sismica
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En el primer caso, el material 1 tiene las siguientes propiedades:

Ev
A A=W =) 76000 /m2
G e 52000 /mz

p (densidad) = 2.0 Ton/m3

Las velocidades de las ondas Py S son:
Vp =300 m/s
vs = 160 m/s

Al material 2 se le ha asignado los siguientes parametros:

Ev
A= — 5200 kN
(1—-v)(1—2v) /m
G 20T 3500 XN/ ,

p (densidad) = 1.5 Ton/m3
Las velocidades de las ondas P y S son:
Vp =90 m/s

v =48 m/s

En las figuras siguientes se muestran varios instantes del frente de ondas generado.
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APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL M

Urad Magnitude
3.000e-05
2.8e-5

2.1e-5

1.4e-5

7e-6

Figura 8-26. Frente de ondas en el instante t=0.12 seg

Urad Magnitude
3.000e-05
2.8e-5

2.1e-5

1.4e-5

7e-b6

[RRARR

0.000e+00

Figura 8-27. Frente de ondas en t=0.20 seg
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Urad Magnitude
2.000e-05

1.5e-5

0.000e+00

Figura 8-28. Frente de ondas en t=0.24 seg

Urad Magnitude
2.000e-05

1.5e-5

0.000e+00

Figura 8-29. Frente de ondas en t=0.28 seg
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Figura 8-30. Frente de ondas en t=0.32 seg

Figura 8-31. Frente de ondas en t=0.40 seg

[NEREAR

Urad Magnitude

2.000e-05

1.5e-5

0.000e+00

Urad Magnitude

2.000e-05

1.5e-5

M

~0.000e+00

Analizando las figuras, se observa que una vez que el frente de ondas termina rodeando la

anomalia, se produce una transferencia de energia desde los lados hacia la zona “en sombra”

situada tras la anomalia circular, de tal forma que a medida que la onda progresa, el retraso

generado por dicha anomalia queda practicamente laminado.

169



APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL
ESTUDIO DE LA PROPAGACION DE ONDAS EN EL TERRENO

En el segundo caso analizado, el material 1 tiene las mismas propiedades:

Ev
= =7 kN
M= A Ta 76000 /o2
G = —  — 52000 kN/
2(1+v) m?

p (densidad) = 2.0 T‘m/mg
Las velocidades de las ondas Py S son:
vp =300 m/s

Vs =160 m/s

Al material 2, sin embargo, se le ha asignado los siguientes pardmetros:

Ev
A= Ay 2450000 /2
G=—— 1700000 kN/
2(1+v) m?

p (densidad) = 2.6 Ton/m3
Las velocidades de las ondas Py S son:
vp = 1500 m/s

vs =810 m/s

En las figuras siguientes se muestran varios instantes del frente de ondas generado.
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Urad Magnitude

2.103e-05
2e-5

1.5e-5

Se-6

(NN

—0.000e+00

Figura 8-32. Frente de ondas en el instante t=0.12 seg

Urad Magnitude

2.103e-05
2e-5

1.5e-6

[RARARA

0.000e+00

Figura 8-33. Frente de ondas en el instante t=0.16 seg
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Urad Magnitude

1.5e-5

0.000e+00

Figura 8-34. Frente de ondas en el instante t=0.20 seg

Urad Magnitude
2.000e-05
1.5e-5
le-5
5e-6
0.000e+00

Figura 8-35. Frente de ondas en el instante t=0.24 seg

!
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APLICACION DEL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS GENERALIZADAS AL m

Urad Magnitude
2.000e-05
1.5e-5
le-5
5e-6
0.000e+00

Figura 8-36. Frente de ondas en el instante t=0.28 seg

Urad Magnitude
2,000e-05

1.5e-5

Figura 8-37. Frente de ondas en el instante t=0.32 seg
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Urad Magnitude
1.000e-05

7.5e-6

5e-6

2.5e-6

RN

—0.000e+00

Figura 8-38. Frente de ondas en el instante t=0.36 seg

Urad Magnitude
1.000e-05

7.5e-6

2.5e-6

[RARRRRRE

0.000e+00

Figura 8-39. Frente de ondas en el instante t=0.40 seg

En este segundo caso estudiado se produce una aceleracién del frente de ondas al pasar por la
anomalia con mayor velocidad sismica. Una vez rebasada la anomalia, este frente de ondas
continlia avanzando y extendiéndose lateralmente, como si la fuente de la onda fuese la propia
anomalia.
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8.2. Sismica de refraccion

Este método se basa en determinar los tiempos de recorrido de las ondas P desde un punto
conocido (fuente sismica) hasta una serie de receptores (gedfonos) situados a lo largo de una
linea de adquisicién. Conociendo el tiempo de recorrido que las ondas P emplean en recorrer la
distancia que separa la fuente y los receptores, se puede determinar la velocidad de propagacién
del medio situado entre ambos.

Los registros de cada sensor tienen informacién de los movimientos del terreno en funcién del
tiempo y son conocidos como sismogramas. Estos son analizados para obtener el tiempo de
llegada de las primeras ondas a cada sensor desde el punto de disparo, y para obtener
informacion de las ondas que son reflejadas en las diferentes interfaces de suelo.

A partir de los valores de velocidad se puede obtener un modelo del subsuelo compuesto por
capas de velocidad constante y espesor variable. Este método es muy util para determinar, de
manera rapida, la estructura del subsuelo. Sus aplicaciones mas frecuentes son la deteccion del
sustrato rocoso, estudios sobre ripabilidad, estabilidad de taludes, etc.

La explicaciéon resumida de la trayectoria de las ondas en el método de la Refraccion sismica se
expone a continuacion.

Se considera un medio, con velocidad V1, situado sobre un medio semiinfinito de velocidad V2,

mayor que V1 (Figura 8.40). Una vez se han generado las ondas en el punto de disparo, éstas
comienzan a viajar por el medio superior conformando unos frentes de onda en el espacio.

IMPULSO VERTICAL

!

100 m Vv,

250 m

500 m

Figura 8-40. Esquema basico del modelo de Sismica de Refraccién
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Figura 8-41. Propagacion de ondas en un modelo bicapa.

Inicialmente el frente de ondas seria el mostrado en la figura 8.41.a. Este frente se denomina
frente de ondas directas. En la figura 8.41.b el frente de ondas alcanza el contacto entre los dos
medios y se generan las primeras refracciones hacia la capa inferior. En la figura 8.41.c se
aprecian 3 frentes de ondas: 1- de las ondas directas; 2- de las ondas refractadas hacia la capa
inferior, y 3- de las reflejadas hacia la capa superior. Adicionalmente, se puede identificar un
cuarto frente de ondas. El frente de ondas refractado hacia la capa inferior, no tiene una
curvatura constante, de tal manera que corresponde a dos frentes de onda, el que se refracta
hacia el medio inferior, y el que se refracta hacia el medio superior. Como se puede observar,
este frente de ondas se encuentra mas alejado del punto disparo que el frente de ondas directas
en la primera capa, por lo que alcanzara mas rdpidamente los gedfonos de la superficie donde
aun no ha llegado el frente de ondas directas. En la figura8.41.d, los 4 frentes de onda se
diferencian claramente.

El frente de ondas refractadas hacia el medio superior se genera cuando los rayos provenientes
de la fuente alcanzan la interfaz entre los dos medios con un angulo critico. Este angulo critico i.
viene definido por la siguiente expresion:

Siendo:
Vi: Velocidad de transmisién de las ondas en el medio superior
V,: Velocidad de transmisidon de las ondas en el medio inferior
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La refraccion mostrada en la figura 8.42, correspondiente al angulo critico, implica que las ondas
no se propagan por la capa inferior, sino por el contacto entra ambas capas — es decir por la
superficie de refraccion- con la velocidad v2 de la capa inferior, siguiendo la ley de recorrido
minimo o Principio de Fermat

Profundidad {(m)

Adaptado de Boyd, 1999.

Distancia (m)

Figura 8-42. Definicidn del angulo critico de refraccién

Con el fin de modelizar un caso real, se ha utilizado un estudio geofisico basado en el método de
Refraccion Sismica como parte de un estudio que se ha realiza para una cantera en la Ruta F-730,
Camino La Pdlvora, Valparaiso, Chile. A continuacién se muestra la zona estudiada.

6332800 6332800

6332600 6332600

6332400 6332400

6332200 6332200

Figura 8-43. Situacién de la zona de estudio
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Como conclusion de este estudio geofisico se ha obtenido una serie de perfiles longitudinales

multicapa, uno de los cuales ha sido elegido para modelizarlo.

DISTANCIA m]

R T i t T 1 i .
R Cruce Pel v Gruce el V3
Cruce Perti V5 |

e e Cruce Pedtl VB
i | Ly | | | | | \ | | | | Iso
6200

ELEVACION [m]
=

Vi 42 - . e PR M e g @ B
V- g e i S o CRAE 3 e B R e e A ks T
o3 } ! e o ——a

1800 fmvs]

KOAM LTDA

ESTUDIO DE REFRACCION S/SMICA
PROYECTO CAMNG LA POLVORA

(SOUME0S, RIPABLE ZOMA 3~ RUTA F-730 CAVING LA POLVORA - VALPARAISO

MODELO DE INTERPRETACION ONDA P, PERFILVZ

(=]
= =
] ™

GECDATOS SAIC. _ WATOZ015 PG 1~ V2

Figura 8-44. Perfil interpretado mediante Sismica de Refraccidon

Basicamente, el modelo de terreno interpretado corresponde al modelo tricapa siguiente:

X
A >
10 m V,=620 m/s
y
N
S V,=1900 m/s
Y
V;=5000 m/s
y
A\ 4

Figura 8-45. Geometria del modelo tricapa analizado

Se ha modelizado el mismo esquema de terreno, simulando el ensayo de Sismica de Refraccidn,
obteniéndose las figuras siguientes, correspondientes a distintos instantes de tiempo. Como se
puede apreciar, la modelizacidon obtenida es claramente satisfactoria, ya que se pueden apreciar
los distintos frentes de ondas generados y determinar la velocidad de los mismos.
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UMod Magnitude

2.754e-05
2.4e-5
1.8e-5
1.2e-5
be-6

0.000e+00
Figura 8-46. Instante en el que las ondas alcanzan el contacto capal-capa 2

[ARRE!

UMod Magnitude

2.754e-05
2.4e-5
1.8e-5
1.2e-5

Figura 8-47. Instante en el que las ondas se refractan en la capa 2

0.000e+00
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UMod Magnitude
2.754e-05

24e-5

1.8e-5

1.2e-5

0.000e+00

Figura 8-48. Generacion de ondas refractadas hacia el medio superior

UMod Magnitude

2.754e-05
2.4e-5
1.8e-5
1.2e-5
be-6

Figura 8-49. Instante en el que el frente de ondas alcanza el contacto capa 2-capa 3

0.000e-+00
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UMod Magnitude
2.754e-05

24e-5

Figura 8-50. Vista de los dos frentes de ondas refractadas

UMod Magnitude
2.754e-05

2.4e-5

1.8e-5

1.2e-5

0.000e+00

Figura 8-51.Vista de los distintos frentes de ondas generadas
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9. CONCLUSIONES

A continuacién se exponen las conclusiones mas relevantes del trabajo de investigacion que se
ha materializado en la presente tesis doctoral

Previamente se ha efectuado una revision bibliografica de publicaciones, articulos y trabajos que
han marcado el origen y desarrollo posterior de los Métodos sin Malla (Meshless Methods o
Meshfree Methods). La ventaja de estos métodos sin malla es que permiten resolver una
ecuacién diferencial en un dominio genérico en el que los nodos se encuentran aleatoriamente

distribuidos y entre los que no existe ninguna relacién de conectividad a priori.

Conclusiones generales sobre el Método de Diferencias Finitas Generalizadas

Dentro de los denominados métodos sin malla, la presente tesis se centra en el Método de las
Diferencias Finitas Generalizadas (MDFG), destacando sobre todo su aplicacién para el caso de
nubes irregulares de puntos. Los trabajos de Benito [21] a [28], Gavete [61] a [64], Urefa [161]
a[168] y Salete [27], [28], [165] a [168], sobre diferencias finitas generalizadas permiten abordar
la resolucion de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en cualquier tipo de dominio
mediante distribuciones irregulares de nodos.

Se ha podido comprobar que el Método de Diferencias Finitas Generalizadas mantiene la
sencillez del Método de Diferencias Finitas Clasico a la vez que presenta el enorme potencial de
poder aplicarse a mallas irregulares.

Se han obtenido las expresiones explicitas en diferencias finitas de las derivadas espaciales con
aproximacion de hasta 22 y 42 orden en dos dimensiones. Adicionalmente, se ha expuesto la
discretizacion temporal a emplear (esquema cldsico de diferencias finitas) en la formulacion en
desplazamientos y en la de tensidn-velocidad.

Se han estudiado las posibles condiciones de contorno a aplicar, de tipo Dirichlet o de superficie
libre, desarrollando la formulacién para su aplicacién.

Una vez completado el desarrollo del esquema en Diferencias Finitas Generalizadas, se ha
comprobado la consistencia y la estabilidad del método, acotando el incremento temporal a
emplear.

Como conclusién de la aplicabilidad del método, se ha llevado a cabo una comparacién de
resultados obtenidos con las distintas formulaciones expuestas, pudiendo concluir que la
formulacion en desplazamientos proporciona mejores resultados que la formulacion en tension-
velocidad. No obstante, cuando la aproximacion espacial en la formulacién en tensién-velocidad
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es de cuarto orden, se logran resultados satisfactorios, aunque requiere mayor tiempo de
calculo. Sin embargo, la sensibilidad de la formulacidn en tensidn-velocidad a la distancia entre

nodos y al paso temporal se vuelve mas critica al emplear la aproximacion de 42 orden.

La formulacion en desplazamientos arroja resultados mas precisos al incrementar el orden de
aproximacion de las derivadas espaciales, aunque ello conlleva un mayor tiempo de proceso.
Este aspecto puede no ser decisivo en modelos con un nimero de nodos reducido, pero puede
no ser asumible en modelos con un numero de nodos significativamente mayor, en los que un
orden de aproximacién menor proporciona una mejor relacion precisidon-tiempo de calculo.

La formulacién en desplazamientos es menos sensible a la distancia entre nodos y al incremento
en el coeficiente de Poisson que la formulacidén tensidn-velocidad, alcanzando incluso valores
préximos a v=0.5. Sin embargo, la formulacidn en tensidn-velocidad permite definir condiciones
de superficie libre de forma mds inmediata y precisa, lo que representa una ventaja en el caso de

analisis sismicos, en los que es necesario modelizar el terreno y las condiciones de la superficie.

Al emplear distribuciones regulares de nodos los resultados son légicamente mejores. En los caos
en los que esta distribucion no es posible (topografia o geometria irregular del modelo), el
empleo de estrellas constituidas por un mayor nimero de nodos permite obtener resultados
precisos, aunque obviamente a costa de un mayor tiempo de calculo. No obstante, aunque en los
casos reales la distribucién nodal sera lo mas regular posible, una de las ventajas del GDFM es su
probado buen comportamiento en distribuciones irregulares de nodos.

Conclusiones sobre la aplicacion de Contornos Perfectamente Sincronizados

Al resolver un problema numérico definido sobre un espacio infinito mediante diferencias finitas
o elementos finitos, surge el problema de que el modelo debe ser finito y, por tanto, deben
introducirse contornos inexistentes en el problema real. Sin embargo, en la modelizacion de la
transmision de ondas la energia transmitida decae muy lentamente con la distancia. Por este
motivo, se hace necesaria la modelizacidon de unos contornos que de alguna forma absorban las
ondas sin reflejarlas y que no alteren los resultados en la zona de interés debido a la reflexion de
las ondas en dichos contornos. Estos contornos absorbentes, denominados Contornos
Perfectamente Sincronizados o Perfectly Matched Layers, se adosan a los limites del dominio
elastico de forma que la amplitud de una onda que entra en este material absorbente, se atenua
y decrece exponencialmente a medida que avanza en él.

En la presente tesis, se ha presentado la formulacién de contornos Perfectamente Acoplados

(Perfectly Matched Layers - PML) dentro de la formulacién general en diferencias finitas
generalizadas, obteniéndose los correspondientes esquemas explicitos en 2-D. Adicionalmente
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se ha comprobado la estabilidad de la formulacién, asi como la condicidn de estabilidad del
esquema en Diferencias Finitas Generalizadas propuesto.

Aunque al tratarse de una extension analitica, no deberian producirse reflexiones en la interfaz
zona de interés-PML, la aproximacién numérica las hace inevitables, haciendo necesaria una
transicién suave entre ambas zonas que las minimice. Esto afecta al espesor del PML, ya que tras
el inevitable rebote en el contorno exterior del PML la amplitud de la onda que vuelve al dominio
de interés debe ser despreciable (en el camino de vuelta tras el rebote en el contorno del PML, la
onda también se amortigua). Este aspecto también se ha analizado en el presente trabajo.

Conclusiones sobre la aplicabilidad del método a la investigacion geofisica

Se han analizado dos ejemplos en los que se ha aplicado el esquema de Diferencias Finitas
Generalizadas para modelizar dos tipos de ensayos de investigacion geofisica habitualmente
empleados: el ensayo cross-hole y laTomografia mediante Sismica de Refraccion.

A la vista de los resultados obtenidos, se considera, por tanto, que el Método de Diferencias
Finitas Generalizadas permite representar adecuadamente un ensayo cross-hole e incluso sirve
para obtener parametros dindmicos a partir de ensayos reales. Adicionalmente ha permitido
modelizar adecuadamente el comportamiento de los frentes de ondas ante anomalias presentes
en el terreno.

Finalmente, la modelizacién del ensayo de Sismica de Refraccion ha sido igualmente
satisfactoria, si bien el procesado de datos exige un trabajo adicional de interpretacion.
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10. DESARROLLOS FUTUROS

En cuanto a posibles desarrollos futuros se pueden indicar los siguientes:

e Continuar con la aplicacién del Método de Diferencias Finitas Generalizadas para la
resolucion de la ecuacion de ondas propagandose por medios heterogéneos, analizando
en detalle los fendmenos originados por heterogeneidades diversas, tales como
cavidades carsticas, inclusiones de suelos de rigidez diferente, presencia de fallas, etc.,
estudidandose de forma mas detallada la reflexion y refraccion de los frentes de onda que
tiene lugar en los interfaces entre medios de distintas caracteristicas.

e Modelizacion de ensayos geofisicos para la determinacion de las propiedades dinamicas
de un material.

e Aplicacion del Método de Diferencias Finitas Generalizadas a la resolucién de problemas
sismicos en los que estan involucradas estructuras, analizando la interaccién suelo-
estructura.

e Realizacién de modelos 3D incorporando los elementos ya desarrollados para esquemas
2D.

e Incorporacién de modelos diferentes para el comportamiento del material como por
ejemplo modelos viscoelasticos.
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