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Resumen

Esta tesis estudia métodos de integracion numérica geométrica, especificamente,
métodos numéricos diseflados para conservar la funcién de Lyapunov de un sistema
dinamico. En otras palabras, se proponen aproximaciones numeéricas cuya energia
disminuye, al igual que en la ecuacion diferencial de origen. Por lo tanto, se centra
la atencion en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) que se puedan reescribir en
la forma de un gradiente lineal, es decir, la parte derecha de la EDO se escribe como
el producto de una matriz definida negativa y el gradiente de la funcién de Lyapunov
del sistema. Con este objetivo, se implementan métodos de gradiente discreto para
la integracion numérica de un sistema de EDO. Los métodos de gradiente discreto
son esquemas implicitos, que dan lugar a sistemas dinamicos discretos que poseen la
misma funcién de Lyapunov gue el sistema continuo. En este trabajo se demuestra
gue es posible reescribirlos de forma explicita imponiendo determinadas condiciones
sobre los parametros del método. La formulacién de un método de gradiente discreto
es sencilla, pues basta con establecer la relacion entre la aproximacion de una ma-
triz definida negativa y un gradiente discreto, el cual tiene propiedades similares a
las del gradiente de la funcién de Lyapunov del sistema continuo. En principio, este
procedimiento produce métodos de primer orden, pero el andlisis muestra el camino
para el disefio de métodos de orden superior. El método propuesto se aplica a la dis-
cretizacion de las redes neuronales de Hopfield, con y sin autopesos. Este sistema se
considera como un caso de prueba adecuado, ya que permite definir sistemas de alta
dimension facilmente y, en la mayoria de las aplicaciones, la conservacién de su fun-
cion de Lyapunov es mas importante que la exactitud de las trayectorias particulares.
Los resultados son corroborados por medio de experimentos numéricos, en los que
el método de gradiente discreto propuesto se compara con la regla de Euler, algunos
métodos comerciales de Runge-Kutta y un método de proyeccion, disefiado especi-
ficamente para la conservacion de la funcién de Lyapunov. Como predice la teoria,
los métodos de gradiente discretos preservan la funcion de Lyapunov, mientras que
los métodos convencionales no lo hacen, ya que al discretizar el sistema, en algunos
casos aparecen soluciones periédicas y en otros la funcion de Lyapunov no decrece a
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lo largo de las trayectorias.

También como parte de la tesis se propone la extension de alto orden del método
de gradiente discreto anteriormente mencionado. En esencia, se considera la compo-
sicion del método de gradiente discreto de primer orden con su adjunto, dando como
resultado un método de gradiente discreto de segundo orden. El método adjunto es
la aplicacion inversa del método original con el tamafio de paso negativo. Por ulti-
mo, se disefian experimentos numéricos con el objetivo de validar el funcionamiento
del método propuesto, en los que se compara con el método de gradiente discreto de
primer orden y la regla trapezoidal. En estos experimentos se muestra la capacidad
de este método tanto para conservar la funciéon de Lyapunov del sistema continuo
como para aproximarlo con precision. En este caso, también se utilizan las redes de
Hopfield como caso de estudio, considerando la ausencia de autopesos.

Teniendo en cuenta los resultados de las simulaciones en cada caso, se concluye
gue tanto el método de gradiente discreto como su extensién son una opcion valida y
prometedora para la discretizacion de sistemas de gradiente con funcion de Lyapunov.

Palabras clave

Integracion Numérica Geomeétrica; Sistemas Dinamicos; Funcion de Lyapunov; Es-
tabilidad; Métodos Numéricos para EDOs; Gradientes Discretos.




Abstract

This thesis studies numerical methods that preserve a Lyapunov function of a
dynamical system, i.e numerical approximations whose energy decreases, just like
in the original diferential equation. Therefore we will focus on OrdinanytBien-
tial Equations (ODES) that can be rewritten in the form of a linear gradient, i.e, the
right-hand side of the ODE is written as the product of a negative-definite matrix
and the gradient of the Lyapunov function of the system. With this aim, a discrete
gradient methods is implemented for numerical integration of a system of ordinary
differential equations. Discrete gradient methods are implicit methods, which result
in discrete dynamical systems that possess the same Lyapunov function as the con-
tinuous system. In this work it is shown that they can be computed explicitly for
particular families of systems that fulfil some mild assumptions. The formulation
of discrete gradient methods is straightforward, since they can be written by means
of the approximation of a negative-definite matrix and a discrete gradient, which has
properties that are similar to those of the gradient of the Lyapunov function. In princi-
ple, this procedure yields first order methods, but the analysis paves the way to desig-
ning higher-order methods. The proposed methods are applied to continuous Hopfield
neural networks, both with and without self-weights, which are regarded as a suita-
ble test case since high-dimensional systems can easily be defined and preservation
of the Lyapunov function is more important than accuracy of particular trajectories
in most applications. The results are illustrated by means of numerical experiments,
where the discrete gradient methods is compared to the Euler rule, standard Runge-
Kutta methods and a projection method specifically designed for the conservation of
the Lyapunov function. As predicted by the theory, discrete gradient methods preser-
ve the Lyapunov function, whereas conventional methods fail to do so, since either
periodic solutions appear or the energy does not decrease.

Also as part of this thesis, the extension of discrete gradient methods to higher
order is proposed. In essence we are considering a discrete first order gradient to-
gether with its adjoint, giving as a result a discrete gradient method of second order.
The adjoint method is the inverse map of the original method with negative step si-
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ze. Finally, the proposed method is implemented in numerigag/xents, where it
is compared to the first order discrete gradient methods and to the trapezoidal rule.
These experiments show the method characteristic feature, namely preservation of
the Lyapunov function, as well as its ability to approximate the continuous system
precisely. In this case, the proposed methods are also applied to the discretization of
the Hopfield neural network, for which only the case without self-weights has been
considered.

Given the simulation results in each case, it is concluded that both the discrete
gradient method and its extension are a valid and promising choice for the discreti-
zation of gradient systems with Lyapunov function.

Keywords

Geometric Numerical Integration; Dynamical Systems; Lyapunov Function; Stabi-
lity; Numerical Methods for ODEs; Discrete Gradients.
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Capitulo 1

Preliminares

Resumen del capitulo

Este capitulo esta compuesto de tres secciones. En la primera se hace
una breve introduccion al tema en el que se enmarca la tesis, la integra-
cion geométrica, haciendo un breve recorrido por los antecedentes y los
principales resultados que aparecen en la literatura hasta la fecha. Luego,
se introduce el sistema que se utilizard como caso de estudio, las redes
de Hopfield. Posteriormente y con el objetivo de que la tesis sea auto-
contenida, se describen también en este capitulo los fundamentos de las
técnicas mateméticas usadas en diferentes momentos del trabajo, estos
resultados se recogen en las otras dos secciones. Una de estas seccio-
nes estara dedicada al estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias
vistas como un caso particular de los sistemas dinamicos; mientras que
la otra, se dedicara al estudio de métodos numéricos disefiados para la
resolucién de ecuaciones diferenciales ordinarias.

1.1. Introduccidn

Los conceptos de derivada e integral nacieron conjuntamente con las ecuaciones
diferenciales y el calculo infinitesima®(] en el siglo XVIIl y estan estrechamente
relacionados con la solucion de problemas mecanicos y geométricos, entre otros. En
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muchas ocasiones, resolver estos problemas no se reduce &anaoa primitiva

0 una integral sino a resolver una ecuacion diferencial. Resulta de vital importancia
sefialar que practicamente cada ley fisica que rige nuestro universo puede ser mo-
delada matematicamente mediante una ecuacién diferencial, reflejando cada una de
las posibles evoluciones del sistema en cuestion, mediante las infinitas soluciones
gue presente dicha ecuacién diferencial. Si se trabaja con un problema de valores
iniciales, también llamado problema de Cauchy, se estaria identificando realmente la
evolucion del sistema fisico que se esta estudiando. Si se tiene en cuenta el papel fun-
damental que juegan las ecuaciones diferenciales en la aplicacion de la matematica a
otras ciencias, resulta logico el gran esfuerzo que han dedicado grandes matematicos
de la talla de Newton, Leibniz entre otrosd] a la tarea de resolverlas o integrarlas.

La incapacidad de los métodos elementales de integracién para resolver algunos de
los problemas mas importantes motivo la introduccion de técnicas de mayor poten-
cia y generalidad, entre las que se puede citar el trabajo con series y los métodos
numéricos P5] de los que se hablara posteriormente en este capitulo. A pesar d
ser incuestionable la importancia y utilidad del analisis numérico para la resolucion
aproximada de sistemas de ecuaciones diferenciales, se ha demostrado que incluso
los métodos numéricos mas sofisticados son incapaces de respetar la dinamica del
sistema continuo, a menos que se trabaje con un tamafio de paso suficientemente pe-
guefo, siendo este un inconveniente a tener en cuenta cuando de la resolucion de
problemas reales se trata. Esta incapacidad de los métodos numéricos tradicionales,
por llamarlos de alguna manera, ha dado lugar al surgimiento de una nueva linea de
investigacion, conocida comaotegracion Geométrica

La integracion geométrica [], es una linea activa de investigacion desde diver-
sospuntos de vista, la cual, enlaza la metodologia del andlisis de sistemas dindmicos
con el disefio de métodos numéricég][que preserven las propiedades cualitati-
vasdel sistema continuo. La motivacion de la creacion y desarrollo de algoritmos
gue preserven estas propiedades, en diferentes tipos de problemas, viene dada in-
dependientemente en cada una de las areas de investigacion, como por ejemplo: la
astronomia, la dinamica molecular, la mecénica y la fisica tedrica. En otras palabras,
se puede decir que se disefia el método numérico teniendo en cuenta cual o cuales
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propiedades del sistema continuo es interesante conseniande en cuenta el area

de investigacion y las principales aplicaciones del sistema en cuention. Asimismo, los
resultados obtenidos en las distintas areas aplicadas contribuyen a su vez al desarrollo
de técnicas mas precisas en el campo del analisis numérico.

En las ultimas décadas, ha surgido un creciente interés por el estudio de méto-
dos numéricos que preserven las propiedades geométricas del flujo de una ecuacién
diferencial. En este sentido, el objetivo fundamental es considerar las caracteristicas
cualitativas de las trayectorias del sistema dinamico, por ejemplo: conservacion de
la energia, estabilidad, conservacion del Hamiltoniano, entre otras. El problema seria
entonces el disefio de métodos numéricos, de manera tal que la trayectoria discreta
del método, tenga también las mismas propiedades.

Dentro del campo de la integracién geométrica, se pueden encontrar un gran ni-
mero de resultados relacionados con el estudio de sistemas Hamiltorigh&sf{os
sigemas pueden considerarse desde dos puntos de vista. Por una parte, son siste-
mas que preservan una determinada magnitud, especificamente, la energia y por otra,
pueden verse como sistemas cuyas soluciones evolucionan o estan definidas en una
cierta variedad. Ademas de los resultados relacionados con sistemas Hamiltonianos,
métodos simplécticos y de proyeccion, existen una gran variedad de resultados rela-
cionados con la conservacion de invariantes cuadraticds $in embargo, cuando
se kefiere a la conservacion de la funcion de Lyapunov de un sistema de gradiente los
resultados son escasos, centrandose principalmente en dos direcciones: métodos de
gradiente discreta3] y métodos de proyeccion P]. Resulta sorprendente la escases
de resultados referentes a la conservacion de la estabilidad de los sistemas dindmicos,
si se tiene en cuenta que el analisis dinamico de ecuaciones diferenciales ordinarias
dista de ser nueva en el campo del andlisis numérico. De hecho, el concepto de A-
estabilidad P9] equivale a la preservacion de la estabilidad de la solucioistEnsas
escalares simples como casos de prueba. Desde este punto de vista, se puede ver la
conservacion de la funcién de Lyapunov de un sistema de ecuaciones diferenciales
como una generalizacion del concepto de A-estabilidad para sistemas no lineales. El
objeto de esta investigacion es disefiar métodos numéricos para la conservacion de la
funcion de Lyapunov de un sistema de gradiente.
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Los métodos de gradiente discreto fueron propuestos inicéntn el objeti-
vo de conservar primeras integrales][ Posteriormente, se ampliaron para incluir
sigemas de gradienteT], teniendo en cuenta que la ecuacion que define un siste-
ma ¢k gradiente puede reescribirse en la forma de gradiente lineal. Para reescribir un
sistema en la forma de gradiente lineal, basta con expresarlo como el producto de
una matriz definida negativa y el gradiente de la funcion de Lyapunov del sistema.
Basandose en esta idea se puede afirmar que el disefio de los métodos de gradiente
discreto es relativamente sencillo: definir una aproximacion de la matriz definida ne-
gativa y del gradiente de la funcion de Lyapunov. A la aproximacion del gradiente de
la funcién de Lyapunov se le define como gradiente discreto.

En el préximo capitulo donde se realiza un estudio detallado de estos métodos
se vera que al definir el gradiente discreto a partir del gradiente de la funcion de
Lyapunov del sistema, ambos tendran propiedades similares. Por otra parte, tenien-
do en cuenta su metodologia de construccion, los métodos de gradiente discreto son
métodos numeéricos implicitos que considerados como sistemas dinamicos discretos,
conservan la funcién de Lyapunov del sistema continuo. Se pueden encontrar otros
resultados en3d] pero la experiencia practica sobre estos métodos es lianitdal
aplicacién de estos a la discretizaciéon de sistemas reales aparece escasamente refe-
renciada en la literatura.

Por su parte, los métodos de proyeccion estan disefiados de manera tal que al
proyectar la solucion del sistema sobre una determinada variedad, la funcion de Lya-
punov evaluada en este valor proyectado, disminuye su valor. De esta manera se
garantiza que la trayectoria discreta de dicha funcion sea decreciente a lo largo de
las trayectorias. Se sabe que los métodos de proyeccién se derivan de esquemas de
Runge-Kutta explicitos siempre que los coeficientes que definen el método sean po-
sitivos [L1], aunque esta restriccion se elimina mas adelahie Es valido sefialar
gueen principio la formulacion de los métodos de proyeccion responde a un esque-
ma explicito, que son menos complejos computacionalmente que los implicitos. Sin
embargo, su formulacién requiere de la resolucion de una ecuacién escalar no lineal
en cada paso del método por lo que se complejiza grandemente su implementacion
practica. Por otra parte, hay trabajos que han estudiado la aplicacién de métodos de
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Runge-Kutta a la integracion de sistemas de gradieriie En este trabajo se de-
muestra que algunos esquemas implicitos de Radau, originalmente propuestos para
la discretizacion de sistemasiff y sistemas hamiltonianos, también conservan la
funcion de Lyapunov de sistema continuo imponiendo condiciones y restricciones

al tamafio de paso. Tanto los métodos de proyeccién como los esquemas implicitos
de Runge-Kutta anteriormente mencionados estan sustentados por teoremas no cons-
tructivos, por lo que la conservacion de la funcién de Lyapunov solo se garantiza para
determinados tamafios de paso. En otras palabras, con el fin de conservar la funcién
de Lyapunov del sistema continuo es necesario realizar un addtecdel tamafio

de paso. En resumen, aunque hay que reconocer que estos métodos son promete-
dores, su implementaciéon es complicada y puede elevar considerablemente el coste
computacional, por lo que no son adecuados para todos los casos. Es por esto que se
propone el uso de métodos de gradiente discreto en lo que a la conservacion de la fun-
cion de Lyapunov se refiere. Aungue en el desarrollo de la tesis se realizan estudios
comparativos de estos con algunos de los métodos anteriormente mencionados.

Como campo de aplicacién y caso de estudio de las técnicas propuestas, se adopta
la familia de sistemas denominados redes de Hopfikld [a redes de Hopfield son
sistemas dinamicos, inspirados en las redes neuronales biolégicas. Estos sistemas
han sido propuestos como algoritmos computacionales para resolver problemas de
memoria asociativa?], optimizacion combinatoriad] y estimacion de parametros
[6], entre otras numerosas aplicaciones. Durante el desarmllivathajo se disefia
un método de gradiente que por construccion, preserva la funcion de Lyapunov que
presenta el sistema de Hopfield, motivo por el cual desde el punto de vista dinamico
se considera un sistema estable.

Existen algunos trabajos que han abordado ya el problema desde este punto de
vista. A partir del trabajo previo realizado sobre el sistema continuo, se formula la
red discreta como un método numérico no estandar que resuelve la ecuacion con-
tinua, dependiendo del tamafio de paso de discretizacién. Desde el punto de vista
numeérico, la red discreta es una aproximacion de primer orden de la continua. El
analisis dinamico muestra que se preservan los puntos fijos del sistema, asi como su
estabilidad o inestabilidad. Sin embargo, en general, no puede garantizarse la conser-
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vacion de la funcién de Lyapunov, lo que se demuestra mediastmkiruccion de
soluciones periddicas. En resumen, la destruccion de la estructura de gradiente, di-
ficulta la capacidad de estos sistemas como algoritmos de optimizacion. Ya en estos
trabajos previos, mediante experimentos numéricos, se exploré la posibilidad de uti-
lizar métodos numéricos alternativos que preserven la funcion de Lyapunov asi como
las demas propiedades favorables de la red continua.

El trabajo propone la bisqueda de métodos numéricos para sistemas de ecua-
ciones diferenciales que preserven la funcion de Lyapunov. El hallazgo de métodos
numéricos que preserven la funcién de Lyapunov es un tema muy interesante, com-
plicado y practicamente inexplorado, existiendo muy pocos estudios profundos y ex-
perimentos computacionales realizados en este sentido, por lo que resulta interesante
profundizar el estudio en esta linea.

En este trabajo se abordara el problema de la conservacion de la funcion de Lya-
punov mediante el estudio de los métodos de gradiente. Se centra la atencion en los
métodos de gradiente discreto, trabajando principalmente con el gradiente discreto
del incremento de las coordenadas, introducido3éh [

Algunos resultados preliminares de este trabajo se muestraf]empque luego
se &tienden los resultados obtenidos a sistemas dinamicos mas generales. Se sigue el
siguiente esquema, inicialmente se muestra la metodologia del disefio de métodos de
gradiente discreto y su funcionamiento al integrar sistemas escalares simples. Luego,
se introducen las redes de Hopfield y se centra la atencion en la discretizacion de és-
tas. Para esto se disefia un método de gradiente discreto, escogiéndo los parametros
de manera tal que el método obtenido se puede reescribir explicitamente. Posterior-
mente se generaliza este resultado, demostrando que bajo ciertas condiciones de los
parametros, siempre es posible reeescribir el método de gradiente discreto, que por
definicion es implicito, en un método explicito. Por otra parte, se realiza un estudio
detallado del método de proyeccion propuestoléh fon vistas a realizar una com-
paracion justa entre este y el método de gradiente discreto propuesto. En el préximo
capitulo, se integra un sistema escalar simple mediante el método de proyeccién an-
teriormente mencionado, de esta manera se evidencian algunas deficiencias de este
método, que se interpretan como desventajas respecto al método de gradiente dis-

6



Capitulo 1. Preliminares

creto. Se realiza un andlisis tedrico y computacional de lastee®s. Se valida el
funcionamiento del método de gradiente discreto obtenido comparandolo con la re-
gla de Euler explicita, algunos esquemas comerciales de Runge-Kutta y el método
de proyeccién antes mencionado, los resultados se muestran en el capitulo 5. Poste-
riormente, se propone la extension a alto orden del método de gradiente discreto. Se
realiza una nueva serie de experimentos numéricos, esta vez comparando el método
de gradiente discreto con su extension donde se observa que si bien las soluciones
obtenidas por ambos métodos son cualitativamente similares, la extensiébn minimiza
el error local. Se utilizé6 matlab tanto para implementar los métodos propuestos como
para realizar las simulaciones en las que se valida su funcionamiento comparando
con otros métodos conocidos.

El trabajo esta compuesto por seis capitulos. Este primer capitulo recoge la in-
troduccién general de la tesis asi como algunas definiciones y resultados importantes
relacionados con la teoria de sistemas dinamicos y el analisis numérico. En el se-
gundo capitulo se introducen algunos conceptos fundamentales relacionados con la
integracion geomeétrica, asi como algunos métodos de interés. En el tercer capitu-
lo se introducen conceptos relacionados con los gradientes discretos, ya que se ha
demostrado la capacidad de estos métodos para conservar algunas propiedades cua-
litativas de los sistemas dinamicos. Ya en el cuarto capitulo, luego de introducir las
redes de Hopfield como caso de estudio puntualizando su importancia en diversas
aplicaciones, se discretizan mediante un método de gradiente discreto. También en
este capitulo se realiza un analisis del orden del método propuesto. Posteriormente, a
partir de este método y utilizando algunas de las técnicas de integracion geométrica
vistas en el capitulo dos, se propone una extension de alto orden de este. El capi-
tulo 5 por su parte, se dedica a la validacién de los métodos propuestos, mostrando
el resultado de las simulaciones disefiadas en orden de mostrar su funcionamiento y
ventajas respecto a otros métodos conocidos. Finalmente en el sexto capitulo se dan
las conclusiones del trabajo y se dejan claras posibles lineas de investigacion para
trabajos futuros.
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1.2. Sistemas dinamicos

Esta seccion esta dedicada al estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias
vistas como un caso particular de los sistemas dinamicos. El capitulo comienza con
un breve recuento sobre el surgimiento y desarrollo de las ecuaciones diferenciales.
Luego se listan una serie de definiciones y resultados que aparecen en la literatura
especializada, prestando atencion especial a los sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Teniendo en cuenta que en la practica muchas veces es imposible obte-
ner la solucion analitica de los sistemas de ecuaciones diferenciales, se introducen
los conceptos necesarios para el analisis de la estabilidad de estos, tanto para el caso
lineal, como para el no lineal. Se introducen ademas los conceptos de flujo y fun-
cion de Lyapunov de una ecuacion diferencial ordinaria. Finalmente, se establece la
correspondencia entre los sistemas de gradiente y los sistemas con funcién de Lya-
punov.

1.2.1. Introduccién a las ecuaciones diferenciales

El surgimiento de las ecuaciones diferenciales tiene lugar conjuntamente con el
desarrollo del célculo diferencial e integral. Fue Leibniz el primero en adjudicarle el
término deecuacion diferenciah la ecuacion en donde la incégnita es una funcion y
aparece junto a sus derivadas. A pesar de esto, no es hasta los siglos XVIIl y XIX que
las ecuaciones diferenciales llegan a considerarse como un elemento fundamental de
las aplicaciones de la matematica a otras ciencias. Con el desarrollo de las ciencias
en estos siglos se amplian grandemente el nimero de problemas de diferentes ramas
gue eran modelables y resolubles usando ecuaciones diferenciales.

Se denominan ecuaciones diferenciales a aquellas ecuaciones cuyas incégnitas
son funciones de una o varias variables y de sus derivadas. En otras palabras, una
ecuacion diferencial es una ecuacion que relaciona los diferenciales de una o varias
funciones, mediante una ley dada. En el caso en que la incégnita de una ecuacion di-
ferencial sea funcién de una variable se esta en presencia de una ecuacioén diferencial
ordinaria (EDO) y si es funcion de varias variables la ecuacion diferencial sera una
ecuacion en derivadas parciales (EDP).

8
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Los sistemas de EDO pueden contener explicitamente o no ldleaimalepen-
dientet. Usualmente a esta variable se le asigna un significado fisico, el tiempo. En
el caso en que dicha variable no aparezca de manera explicita, el sistema de EDO se
dice auténomo, cuya formulacion general viene dada por:

dy;

e T VRSO N S RN (1.1)

Las funcionesf (y1, . . ., Yn) estan definidas en un cierto conjunto abig€tdel espa-
cio real de dimension, mientras que las variableg (.. ., y,) denotan las coordena-
das de un punto de dicho espacio. Este conjuht® conoce comespacio de fases
del sistema. Esta formulacion también puede escribirse en forma vectorial:

g fa(y)
Z=FO=| i [ y=0mw) (1.2)
f(y)

Hay que mencionar que el trabajo con sistemas autbnomos no introduce pérdida de
generalidad. En efecto, dado un sistema no auténomo, bastaria introducir una nueva
variabley,,; =ty considerar que las funcionésdependen de vectoreg (..., Yn:i1)

de un espacio de fases aumentado, introduciendo asi al modelo la dependencia del
tiempot.

Una solucion del sistemd (1) es una funciory = ¢ (t) definida sobre el intervalo
[t1,t2] tal que al sustituirla en las ecuaciones del sistema en el lugar que ocupa la
variabley proporciona una identidad en todo el intervalo, o sea:

% = f(p(t)  Vte[t,to]

Edrechamente vinculado a este concepto esta el de oOrbita: especificamente se tiene
qgue una Orbita serd la curva en el espacio de fé@séada por la imagen de una
solucidng extendida a todo el intervaldy [ t5].

El estudio del conjunto de soluciones de una ecuacion diferencial se puede abor-
dar analizando el comportamiento de determinadas soluciones particulares, a saber,

9
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las que cumplen la siguiente condicion:

pi(t) =¢i(tx), i=1...,n para t; #t, (1.3)
Existen dos tipos de soluciones de esta clase:
1. La solucién estacionaria o posicion de equilibrio.
2. La solucion periddica.

Haciendo uso del teorema de existencia y unicidad se supong gtiep; (t) con
i = 1,...,nes una solucion del sistema {) que cumple con la condiciori Q). En
esk caso es posible prolongar la solucipr: ¢; (t) sobre todo el intervalo{eo, +0),
cumpliéndose ademas uno de los siguientes casos:

1. Para todos los valores dese cumple quepi (t) = y;, i = 1,...,n donde
(V.---»Yn) €S un punto del conjunto abierfd. A la soluciony; = ¢; (t) y
al punto ¢, ....Yy) se les denomina posicion eequilibrio del sistemal.1).

2. Existe un numero positiva tal que pard arbitrario se cumple que:
pit+w)=¢i(t),i=1...,n

y paralt; — to| < w existe al menos un indidepara el cual se cumple la de-
sigualdady; (t1) # ¢i (t2). En este caso la solucién se denompegiddicade
periodow. Una solucién periddica describe una trayectogarada

A continuacién se enuncia una proposicion gue brinda una caracterizacion de la de-
finicion de posicion de equilibrio.

Proposicionl.1 (Posicion de equilibrio): Dado el sistemal(1) es necesario y sufi-
ciente para que el puntof,...,yn) € Q sea una posicion de equilibrio del sistema
quefi(y;,....yp) =0coni=1,....n.

En la literatura se pueden encontrar una gran variedad de métodos disefiados para
la obtencion de soluciones analiticas tanto de ecuaciones como de sistemas de EDO.

10
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A pesar de su gran funcionalidad, en muchos casos estos métsdéiam ineficaces

a la hora de obtener la solucion analitica de la ecuacion o el sistema de EDO segln
sea el caso, principalmente cuando se estda modelando un problema real. Es entonces
cuando entra a jugar su papel la teoria de estabilidad de las EDO. Haciendo uso de
los resultados existentes en esta linea es posible realizar un estudio cualitativo del
comportamiento de las soluciones del sistema alrededor de los puntos de equilibrio.
De esta manera, si bien es cierto que no se tiene la expresion analitica de la solu-
cion exacta de la ecuacion o el sistema de EDO en cuestion, al menos se pueden
sacar conclusiones sobre su comportamiento en una cierta vecindad de los puntos de
equilibrio.

1.2.2. Estabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales

Dado un sistema de EDO comb {), el analisis de su estabilidad remite intuitiva-
merte a la idea de que a una desviacion pequefa de los valores iniciales corresponde
una variacién también pequefia de la solucién, incluso en un intervalo de tiempo infi-
nitamente grande. Para establecer la definicién rigurosa, se introduce explicitamente
en la notacién la dependencia de los valores iniciales, de forma @ug sera la so-
lucion del sistemal( 1) correspondiente a los valores iniciale®sdecir, se verifica

¢(0,6) =¢.

Definicion 1.1 (Estabilidad segin Lyapunavie dice que la posicion de equilibrio
y = (y;.....Yn) del sistemal.l) es estable segun Lyapunov si cumple:

1. Existep > 0 suficientemente pequefio tal que pafra y*| < p, la solucién
¢ (t,€) del sistemal.1) esta determinada para tots 0.

2. Paratoda > 0 existes < p tal que silé — y*| < § entoncegp (1,£) — Y| < e
para todd > 0.

En otras palabras, dado el sistertidl), una posicién de equilibrig* es estable
segun Lyapunov, si toda solucion del sistema que parte en el instante de tierBpo
de un punto suficientemente proximo al punto de equiliytiose mantiene en su
curso ulterior en un entorno de este punto tan pequefio como se desee. Cuando un
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punto de equilibrio no es estable, se denoniireatable Otro concepto fundamental
es el de estabilidad asintética, como se refleja en la siguiente definicion.

Definicion 1.2 (Estabilidad asintotica)Seay” = (y, .. .,Ys) una posicion de equili-
brio del sistemal(.1), se dice que* es a&sintéticamente estable si, ademas de cumplir
con las condiciones de estabilidad, se cumple patgo suficientemente pequefio:

[é-y <o = lim |eté-y|=0

Resumiendo, un punto de equilibiyd es estable si todas las soluciones cercanas
a él se mantienen cerca. Por su parte, se dice que es asintdticamente estable si las so-
luciones cercanas a él no solo se mantienen cerca, sino que tienden a él. No obstante,
las trayectorias de las soluciones alrededor de un punto de equilibrio estable o asin-
téticamente estable pueden sealitativamentadiferentes. En el siguiente epigrafe
se recogen los comportamientos mas comunes.

1.2.3. Retrato de fases de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales
con matriz de coeficientes constantes

En esta seccion se ilustran algunos de los posibles comportamientos de las solu-
ciones en el entorno de un punto de equilibrio. En cada caso, se clasifican los tipos
de trayectorias que se pueden encontrar teniendo en cuenta su estabilidad. Por sim-
plicidad se restringe el analisis a dimensién dos pero es preciso mencionar que en
dimensiones superiores pueden aparecer comportamientos mas complejos.

Sea el sistema:
dy_ A (14)
at =Y '

a;; a , .
dondey = (yl] JA= ( t 12) cona;j constantes. La solucion general del sistema
Y2 a1 ax

seray (t) = c; vy et + ¢ vp et siendo:

= 11, A, los valores propios de la matriz

12
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= V1, V, l0S vectores propios correspondientes a los valores prdpids respec-
tivamente.

= Cp, Cp, constantes de integracion, que se obtendrian de la condicion inicial.

Bajo estas condiciones se pueden analizar tres casos principales, con distintas varian-
tes:

NNV \W/
N2 N\

T 7™
AN 7NN

a) Nodo estable. b) Nodo inestable.

N A
X '7// :\T\\

¢) Nodo degenerado estable. d) Nodo degenerado inestable.

Figura 1.1: Distintos tipos de nodos.
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i

a) Punto de ensilladura. b) Centro.

{f;
N
e

N

|

c) Foco estable. d) Foco inestable.

Figura 1.2: Puntos de equilibrio con autovalores de signos diferentes o complejos.

1. Los valores propios da son reales, no nulos y de igual signo. En este caso,
el punto de equilibrio es unodq pudiendo distinguirse los cuatro comporta-
mientos de la figurd.l

a) 11 # 1 = Se dtienen trayectorias de fase curvilineas que se acercan o
se alejan del origen segun sea el signo de los valores propios.

1) 211 < 1, < 0 = Todas las trayectorias se aproximan al origen de
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coordenadas, como se observa en el caso a) de la fighyrpor lo
guese tiene un nodo estable.

2) 11 > A, > 0 = Todas las trayectorias se alejan del origen de coorde-
nadas, véase caso b) de la figlira dando lugar a un nodo inestable.

b) 1, = 12 = A = Se dtienen trayectorias de fase rectas que se acercan o
se alejan del origen segun sea el signo del valor propio.

1) 1 < 0 = Si la matriz del sistema es diagonalizable, se obtiene un
nodo estable. En caso de que la matriz no sea diagonalizable enton-
ces se obtiene un nodo degenerado estable, como en el caso c) de la
figural.l

2) 2 > 0 = Sila matriz del sistema es diagonalizable, se obtiene un
nodo inestable. En caso de que la matriz no sea diagonalizable en-
tonces se obtiene un nodo degenerado inestable, véase caso d) de la
figural.l

2. Los valores propios de la matrzson reales, no nulos y de signos diferentes.
Se obtienen trayectorias curvilineas que se aproximan al origen de coordenadas
en la direccion del autovector con autovalor negativo y se alejan del origen
en la direccion del autovector con autovalor positivo. Por ejemplo, véase el
gréafico a) de la figurd..2 En este caso, el punto de equilibro se denomina
purto de ensilladura

3. Los valores propios de la matrzson complejos conjugadas, = a=+ib.

a) a = 0 = Las trayectorias de fase, salvo la posicion de equilibri@),0
son cerradas. Este caso, que se denoroémdrg esta ilustrado por el
gréfico b) de la figurd..2

b) a # 0 = Las soluciones seran oscilantes pero no periddicas. Las tra-
yectorias se acercan o se alejan del origen de coordenadas en forma de
espiral dependiendo del signo deEn este caso, el punto de equilibrio
se denomindoco.
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1) a < 0 = Lastrayectorias se acercan al origen en forma de espiral
logaritmica, como se ve en el caso c) de la figuga

2) a > 0 = Las trayectorias se alejan del origen en forma de espiral
logaritmica, mostrando un ejemplo en el caso d) de la figLita

De la observacion de todos estos casos, se obtiene un criterio gemepainto de
equilibrio es estable si todos los valores propios de la matriz de coeficientes A tienen
parte real negativa

1.2.4. Analisis de la estabilidad por linealizacion

En esta seccién se recogen algunos resultados referentes al analisis de la esta-
bilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales. De manera general los
problemas de la practica se pueden modelar utilizando sistemas de ecuaciones dife-
renciales no lineales para los cuales es posible indagar sobre el comportamiento de
sus soluciones de manera global. Sin embargo, conocer lo que ocurre alrededor de
un punto de equilibrio resulta bastante complicado. Seria por lo tanto conveniente
poder obtener alguna informacién del sistema no lineal a partir del lineal alrededor
de un punto de equilibrio. De esta manera se podria realizar un analisis del compor-
tamiento de las soluciones del sistema no lineal a partir de su linealizacién, al menos
localmente.

Dado un sistema de EDO no lineal como ér?), la linealizacion alrededor del
punto de equilibrioy” = (y;,...,yy) esta determinada por los términos lineales del
desarrollo en serie de Taylor de la funcién vectoFiakes decir:

Y FY)+LFE) 6 Y)

donde J, F (y*) es la matriz jacobiana de la funciéhevaluada en el punto de equi-
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librio y*. Por ejemplo en el cago= 2, si F (y) = (fi(y1, ¥2), f2(y1, ¥2)), se tiene:

o oh
dy1 dy»

JyF (y) = (15)
o ot
ayl 3)’2 y=y*

Obsérvese que siempre es posible simplificar la notacion utilizada. Bastaria con tras-
ladar la posicién de equilibrig* al origen de coordenadas mediante el cambio de
variableY = y — y*. Teniendo en cuenta que(y*) = 0, ya quey* es un punto

de equilibrio, se tiene entonces q%\% = JyF(y") Y, siendoJ, F(y*) una matriz
constante.

Luego de linealizar el sistema seria Gtil contar con alguna herramienta que permi-
ta relacionar el aspecto de fases alrededor de un punto de equilibrio de un sistema no
lineal, con el aspecto de fases de la linealizacion correspondiente. Un resultado cla-
sico al respecto es el teorema de Hartmanh $3] que se enuncia a continuacion.

Eske teorema garantiza que el comportamiento de las trayectorias, en una vecindad
del punto de equilibrio del sistema no lineal, coincide en lo esencial con el compor-
tamiento de las trayectorias en el entorno del origen para el sistema lineal, siempre
gue los valores propios del jacobiano de la linealizacién no se anulen.

Teorema 1.1.

Dado un sistema autbnomo de EDO como Ef)( se asume qug* es n punto de
equilibrio de dicho sistema. Seg B(y*) la matriz jacobiana de F evaluada eyi

y seandi, i = 1,...,n sus respectivos valores propios. Entonces, la estabilidad del
punto de equilibrio puede ser determinada de la siguiente manera:

= Sj el sistema linealizado es estrictamente estable, es dewidas los valores
propios de JF(y*) se encuentran estrictamente en el semiplano izquierdo del
plano complejo, entonces el punto de equilibyioes asintéticamente estable
para el sistema no lineal original.

= Si el sistema linealizado es inestable, es decir, si al menoslaros valores
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propios de JF(y") se ecuentra estrictamente en el semiplano derecho del
plano complejo, entonces el punto de equilibyices inestable para el sistema
no lineal original.

= Si el sistema linealizado es marginalmente estable, es detigas los valo-
res propios de JF(y*) se encuentran en el semiplano izquierdo, pero al menos
uno de ellos esta en el eje iy, entonces no se puede concluir nada acerca de
la aproximacién lineal. El punto de equilibrig* puede ser estable, asintética-
mente estable, o inestable para el sistema no lineal original.

Resumiendo, este teorema garantiza que el comportamiento de las trayectorias
alrededor de un punto de equilibrio es cualitativamente similar en el sistema no lineal
y en su linealizacion, salvo alrededor de los puntos de equilibrio no hiperbdélicos, o
sea, a los que le correspondan valores propios imaginarios puros.

1.2.5. Formalizacion de los sistemas dinamicos generales

Los conceptos vistos hasta el momento sobre EDO pueden integrarse en el marco
de la teoria general de los sistemas dinamicos. Un sistema dinamico, intuitivamente,
es el formalismo que describe el comportamiento de todos los elementos de un de-
terminado espacio con el transcurso del tiempo. Este espacio puede ser, por ejemplo,
el espacio de estados de un determinado sistema fisico. Para ilustrar este ejemplo se
puede considerar como sistema fisico el movimiento de los planetas bajo la influen-
cia de sus respectivas fuerzas gravitacionales. Seria entonces muy interesante poder
analizar el comportamiento de los planetas con el transcurso del tiempo. En concreto,
se deberia poder predecir si en algun instante de ti¢mppdiese ocurrir una colision
entre estos, o si el sistema continuara evolucionando continuamente cualquiera sea el
valor det. Se procede entonces a definir formalmente qué es un sistema dinamico.

Definicion 1.3(Sistema dindmico)Un sistema dinamico es una aplicacitde clase
Cltal queG xQ 2, Q, dondeQ es un conjunto abierto del espacio euclidtktby G
es un semigrupo. Denotanddt, y) = ¢ (y) se tiene que la aplicaciah : Q — Q
satisface:
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(1) ¢o: Q@ — Qeslaidentidad, es decigg (y) = .
(2) ¢t o ¢s = ¢t para cualesquieras € G.

En el caso en qué& fuese un grupo, se dice que se trata de un sistema dina-
mico inversible. Notese que, en este caso, la definicion implica que la aplicacién
¢ Q — QseaCl para caday que tenga invers@l, la cual se denota p@r. En
otras palabras, la aplicaci@nsera un difeomorfismo. Siempre qBe= Ng0o G = Z
se esta en presencia de un sistema dindmico discreto. En cambio ¢siandR*

0 G = R el sistema dinamico es continuo. La aplicacipse denomindlujo del
sistema dinamico.

De manera general, se tiene que la soluciéon de una EROflego de un sistema
dinamico inversible A continuacién se muestra un ejemplo que ilustra esta afirma-
cién. SeaA la matriz de una aplicacion lineal en el espacio vectdRidly sea¢ la
aplicacionR x R" <, R" definida pors (t, y) = eAly. Entonces:

p:R" — R"
y — ¢y

se representa pak = e”l. Puede comprobarse faciimente que se cumplen las condi-
ciones de la definicién anterior.

(1) ¢o(y) =e%y) =y, por tantopg es el operador identidad.

(2) ¢ 0 ps(y) = eAler(y) = eA9(y) = s (Y).

Existe una relacion obvia entre el sistema dinamico definido anteriormente y la ecua-
cion diferencial lineal de matriz constan%% = Ay, yague la solucion de la ecuacion
diferencial es de la formg = e”ty, = ¢ (Yo).

Generalizando, se tiene que un sistema dinamico en un espacio vectorial carac-
teriza una ecuacion diferencial o, de forma equivalente, un campo vectorial. En efec-
to, siendo el espacio vectoril de dimension finita y5 un conjunto abierto dg&,
dado un sistema dinamics en S es posible construir un campo vectorial $n
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F : S — E dado por:

_dai(y)

F(y) T t:0;

yeS, F(y)eE (16)

Lo anteriormente planteado se puede reescribir en términos mas convencionales. Si
¢t - S — S es un sistema dinamico cone S tal quey(t) = ¢ (Y)YF : S — E
esta definida como ed (), se obtiene:

dy

Z_F 17

5 =FO) (1.7)
siendoy(t) = ¢¢(y) la curva solucion del(7) sujeta a las condiciones iniciales
y(0) = y,. De esta manera se obtiene una ecuacion diferencial autonoma. Por es-
te motivo, cuando se busca en la literatura informacion sobre sistemas dindmicos

continuos aparece como uno de los ejemplos mas ilustrativos el flujo de una ecuacion
diferencial autbnoma.

1.2.6. Funcion de Lyapunov

El analisis de la estabilidad de los sistemas no lineales se puede realizar mediante
el estudio de los valores propios de la linealizacién, como se ha visto anteriormente.
Sin embargo este procedimiento resulta a menudo intratable por su complejidad. Otro
de los caminos a seguir para el analisis de la estabilidad de un sistema dinamico es
haciendo uso de la funcién de Lyapunov. El método de Lyapunov resulta muy efecti-
VO, aunque tiene el inconveniente de que no existe ningln procedimiento constructivo
para encontrar dicha funcion. Sin embargo, en ocasiones, la eleccién de la funcién de
Lyapunov resulta natural, por ejemplo en el caso de sistemas mecanicos o eléctricos,
donde la energia se considera a menudo como funcién de Lyapunov del sistema. De
manera general, es usual denotar la funciéon de Lyapunov por laMeteacual se
define de la siguiente manera.

Definicion 1.4 (Funcion de Lyapunov)Seay* € Q un punto de equilibrio del siste-
ma (L.2). SeaV : U — R unafuncion continua definida en una vecindddc Q,
diferenciable elJ — y*. Se dice qué/ es funciéon de Lyapunov en una vecindad de
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y* si cumple:
a) V(y") =0,V(y) > 0siy # Yy
b) (jj_\t/ <0enU -y~

Obsérvese que, utilizando la regla de la cadena, esta definicion es equivalente a
(?j_\t/ = VV(y) - f(y) < 0 can V acotada inferiormente. De esta condicion se deduce
gueV sera decreciente a lo largo de las trayectorias.

Uno de los objetivos del analisis cualitativo de las EDO es demostrar la estabili-
dad de un punto de equilibrio sin calcular la solucién analitica de la ecuacion dife-
rencial. El siguiente teorema muestra que la existencia de la funcion de Lyapunov en

una vecindad de un punto de equilibrio caracteriza la estabilidad de este.

Teorema 1.2(Teorema 4.1 en3]).
Seay* un punto de equilibrio del sistem@.2) y V una funcién de Lyapunov de este
enla vecindadQ dey*. Entoncesy* es asintéticamente estable.

Resumiendo, para concluir la estabilidad asintética de un determinado punto de
equilibrio de un sistema de EDO no lineal, basta con demostrar que se puede definir
una funciéon de Lyapunov en una vecindad de este punto.

1.2.7. Formulacion de gradiente para sistemas con funcion de Lyapu-
nov

En esta seccion se pretende establecer la correspondencia entre los sistemas de
gradiente y los sistemas con funcién de Lyapunov. A simple vista no resulta aparente,
pero se puede establecer una correspondencia entre ellos que sera Util en proximos
capitulos.

Un sistema de gradientéefinido en un conjunto abier@ c R" es un sistema
dinamico de la forma: dy

priai AU0) (1.8)

dondeV : U — R es una funcion de clagg? y VV(y) = il a_V) es ¢

a1 dyn
vector gradiente d¥ definido tal quevV(y) : U — R". Ahora bien, considerando
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V : U - R" conp la derivada de la funcié¥ a lo largo de las trayectorias de g,
pata cada puntg* = y(t*) se tiene:

dV(y (1))

V() = T

Teaema 1.3.
Se tiene qu&/(y) < O para todoy € U. AsimismoV(y*) = 0 si y solo siy* es un
punto de equilibrio d€1.8).

Corolario 1.1.
Seay* un minimo aislado de V. Entoncgses un punto de equilibrio asintéticamente
estable del sistema de gradielfie8).

Nétese que teniendo en cuenta lo visto en la seccidn anterior referente a la funcion
de Lyapunov de un sistema de EDO, se puede establecer la analogia y concluir que
la funciénV en este caso, no es mas que la funcion de Lyapunov del sisteBha (

Porsu parte los sistemas con funcion de Lyapunov se pueden escribir de la forma:

dy _

i L(Y)VV(y)

siendo L(y) una matriz simétrica y definida negativa. Esta formulacion se conoce co-
mo la forma degradiente lineal del sistemE39] y se puede considerar como una
gereralizacion de un sistema de gradiente. En efecto, la ecuatifnsg obtiene

cono un caso particular del gradiente lineal tomahdyg) como la matriz identidad
cambiada de signo. De aqui, se concluye la equivalencia entre los sistemas de gra-
diente y los sistemas con funcién de Lyapunov por lo que, en lo sucesivo, se hara
referencia a estos Ultimos como sistemas de gradiente.

En préoximos capitulos, la conservacion de la estabilidad del sistema bajo dis-
cretizacion, sera el centro de atencién. Es por esto que a continuacion se recuerdan
algunos resultados fundamentales del analisis numérico.
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1.3. Métodos numéricos para ecuaciones diferenciales ordi-
narias

En esta seccion se hace una breve introduccion a los métodos numéricos dise-
flados para la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias. Se introducen los
conceptos de estabilidad, orden, consistencia y convergencia de un método numéri-
co. Se parte de su formulacién general para luego diferenciar los métodos explicitos
de los implicitos, puntualizando las ventajas y desventajas en cada caso. Se diferen-
cian ademas los métodos de paso simple y los multipaso poniendo ejemplos de cada
uno.

1.3.1. Aproximacion numérica y sus propiedades

En este apartado se resumen algunas de las definiciones y resultados mas sig-
nificativos del analisis numérico, especificamente de los métodos disefiados para la
resoluciéon de ecuaciones diferenciales ordinarid permitiendo su referencia en
€l resto del trabajo. Por otra parte, se habla de la necesidad de disefiar métodos nu-
méricos que conserven las propiedades cualitativas del sistema continuo, tales como
el flujo, la estabilidad o la funcion de Lyapunov en caso de que la posea, entre otras.
Centrandose en la incapacidad de los métodos numéricos usuales para conservar estas
propiedades, se introducen los conocidos como métodos de integracion geométrica.
En el disefio de estos métodos se centrara el trabajo en proximos capitulos.

De manera general se le llameétodo numéric§46] a un algoritmo que permite
obtener la solucion de un problema matematico mediante el uso de un nimero finito
de operaciones aritméticas, aunque sea con caracter aproximado. Durante el estudio
de los métodos numéricos siempre se pone en consideracion la mejor aproximacion
de la solucion calculada, asi como el menor coste computacional.

De la teoria de ecuaciones diferenciales, revisada en la seccion anterior, se sabe
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gue el problema de Cauchy, o de valores iniciales:

dy

— =F(ty), t>t

dt (t.y) 0 (19)
y(to) = Yo

posee una Unica solucionBi: [tg, o) x R" — R" es una funcién suficientemente
suave. Esta suavidad puede caracterizarse de varias maneras por ejemplo, bastaria
con que la funciorF fuese de Lipschitz, o sea:

Definicion 1.5. Se dice que- : R" — IR™ es de Lipschitz si existe una constante
K > 0 tal que:
IF(X) - FWI < Klx=yl, VX yeR"

En los casos en los que no es posible obtener la expresiéon analitica de la solucion
exacta mediante el uso de los métodos de resolucion de EDO, se procede a obtener
una aproximacion numérica de la solucion. Se sabe entonces que un método numérico
para el problemal(9) viene dado por la ecuacion:

Yirr = PE e Yo - - > Yo) (1.10)

donde se asume que existe la funciBnay, y esta bien definida. Por su partg,es
una aproximacioén del verdadero valor de la solugidty), siendohy el incremento
del tiempo entre instantes sucesivps= ty.1 — t. Para simplificar, en lo adelante se
consideray constante y se escribe sdloAl hablar de métodos numéricos implicitos
en proximas secciones, se vera que la funtign, puede estar definida en forma
implicita.

Cuando se trabaja con métodos numéricos hay tres conceptos que no se pueden
dejar de mencionar: convergencia, estabilidad y consistefi¢ja$, 36]. El analisis
de estas propiedades, ayudara a caracterizar correctamente el método numérico con
el que se esté trabajando. Es por esto que se recuerdan a continuacion algunas de las
definiciones mas utilizadas en la literatura especializada sobre este tema.

La idea deconvergenciaesta relacionada con etror global, es decir, con la di-
ferencia entre el verdadero valor de la solucién y la aproximacién numérica calculada
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tras cierto nimero de pasos.

Definicion 1.6. Un método numérico se dice convergente si para cada EDO como en
la ecuacion 1.9) conF funcion de Lipschitz y tod¢* > 0 s cumple que:

[im max -yt =0
UL . Ik =y (@l

dondela] € Z es la parte entera dee R, siendoy, la aproximacién del verdadero
valor de la soluciory ent.

En otras palabras se dice que el método numérico es convergente si para cada fun-
cion de Lipschitz, la soluciéon numérica de la EDO tiende a la solucién real tomando
el tamafio de paso cada vez mas pequefio sobre un intervalo de tiempo determinado.
Es valido sefialar que la convergencia no es solo otra propiedad deseada sino una
condicion fundamental, ya que un método numeérico que no converja, en la practica
resulta inatil.

Definicion 1.7. Se dice que un método numérico, como en la ecuadidrt)(para la
EDO (1.9 es de orderp si:

Y (tes1) = PEn (Y (), -, ¥ (to) = O(hP™)

paratoddk =0,1,...

Una definicién alternativa es que un método numérico es de qrderecupera
exactamente cada solucion polinémica de graadiomenos. El orden de un método
numeérico proporciona informacion acerca de su comportamiento local. En otras pa-
labras, al avanzar dgaty,; conh suficientemente pequefio se incurre en un error de
ordenO (hP+?).

Otra propiedad deseada cuando se trabaja con métodos numéricos es la consisten-
cia. Se sabe que asi como la convergencia esta estrechamente relacionada con el error
global del método numérico, onsistenciase relaciona con arror local. Grosso
modo, se puede decir que es el error tras un solo paso del método y refleja en qué
medida los verdaderos valores de la solucion satisfacen las ecuaciones del método
numerico.
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Definicion 1.8. Un método numérico como ed (L0 es consistente si:

Yro(y) = F(Y) (111)

Obsérvese que un método numérico tal quél) se satisface es un método nu-
méiico al menos de orden uno.

Por su parte el concepto dstabilidad esta estrechamente relacionado con la
manera en la que se propagan los errores en el algoritmo al calcular sucesivamente los
valores aproximados de la solucion. Existen varios conceptos de estabilidad citados
en la literatura [8). A continuacion se discuten los conceptos de 0-estabilidad y
edabilidad absoluta o A-estabilidad.

La idea de 0-estabilidad es acotar la propagacién del error. Ese error se refiere al
cometido al estimar la solucién en un instante de tiempo determinado. Si un méto-
do es O-estable, entonces el efecto de este error sobre las aproximaciones sucesivas
se puede acotar uniformemente para tamafios de paso suficientemente pequefios. La
definicion rigurosa de 0-estabilidad seria:

Definicion 1.9. Un método numérico como ed.(0 es 0-estable s¥ cunple la
condicion de Lipschitz, con constante de Lipschitz respecto de la variapjgara
h < hgp, 0 sea:

e n(Y) = Yen (Y < Ally -yl

En cambio, se dice que un método numéricalesolutamente estabteA-estable
si para un tamafo de paso fijo la evolucion de la solucion discretizada permanece
acotada en el infinito. Esta propiedad se relaciona con el comportamiento asintético
de la solucion. Es, por tanto, un concepto antagénico a la 0-estabilidad, en la que para
un intervalo de integracion fijo, la solucién permanece acotada cuando el tamafio de
paso es suficientemente pequefio.

Para realizar el andlisis de la A-estabilidad de un método numérico se trabaja con
el problema de Cauchy lineal y escalar:

y'() =ay(®), t>0

YO 1 (1.12)
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conA € C, cuya solucion viene dada pp(t) = e'. Notese que limy(t)| = 0sila
parte real del es negativa.

Definicion 1.10. Un método numérico que aproxime. {2 esA-establesi:
[Vnl = 0 cuando t, — +oo

siendoh el paso de discretizacién. La solucién numésigae (1.12) evidentemente
depende deny de A. Laregion de estabilidad absolude un método numérico es el
subconjunto del plano complejo:

A={h=h1eC:|y| >0 cuando t,— +oo}

Luego A es el conjunto de todos los valores lilg para los cuales las soluciones
obtenidas a través del método numérico tienden a cero cugtidnde a infinito.

Si bien es cierto que cada una de estas propiedades tiene su valor por separa-
do, si existiese un resultado que las vinculara seria muy Util en la practica. De esta
manera no seria necesario comprobar que se cumplen cada una de las definiciones
antes mencionadas para hacer un estudio detallado del método numérico. Afortuna-
damente este resultado existe y se considera uno de los mas importantes de la teoria
de analisis numérico, se le conoce comemrema de equivalencia de LE()]. Este
teaema relaciona los conceptos de convergencia, estabilidad y consistencia de un
método numérico de la siguiente manera.

Teorema 1.4.
Un método numérico es convergente si y solo si es consistente y estable.

También esta demostrado en la literatura que si un determinado método numérico
es 0-estable y consistente de orgemntonces es convergente de orgensu error
global viene dado poy (tx) — yx = O(hP). Obsérvese la reduccién en el orden del
error, frente a la definiciot.7 para el error local.

Hadga aqui el resumen de las propiedades generales de un método numérico. En
el préximo apartado se clasifican los métodos numéricos en explicitos, implicitos,
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de paso simple y multipaso o paso mudltiple, poniendo ejemplasada caso. Va-

le sefialar que no todas las clasificaciones son excluyentes o sea, es posible hablar
de un método explicito de paso simple, de un método implicito de paso mdultiple o
viceversa.

1.3.2. Meétodo de Euler

El primero de todos los métodos numéricos disefiados para integrar una EDO
fue introducido por Euler en 1768. EI método de Eui&i][ como se conoce hasta
la actualidad, esta considerado como la piedra angular de la evolucién del analisis
numeérico de las ecuaciones diferenciales, a pesar de ser sencillo y elemental compu-
tacionalmente.

La idea detras de este método es relativamente sencilla. Supongase que se quiere
integrar una EDO como e ©) y solo se conoce el valor de la solucién exacta en un
instante de tiempdy. Se plantea la cuestion de si seria entonces posible aproximar el
valor de la solucién en un nuevo instante de tiempo. La respuesta a esta pregunta es
afirmativa y el enfoque mas elemental seria utilizar una interpolante lineal constante.
En otras palabras, estimar el valor de la solucién exaffahaciendo la siguiente
aproximacion:

F(y(t) ~ F(y(to)) Yte[to,to+h]

siendoh > 0 suficientemente pequefio. Integrandokf)(se obtiene:
t
y(®) =y(to) + j: F(y (7)) dr = yo + (t - to) F(Yo) (1.13)
0

dado qud-(y) = % Luego, si se considera la sucestént; = to+h, t, = tg+2h, ...
dondeh > 0 es el tamafio de paso, se denotayaa la estimacion numérica de la
solucién exactay (t) siendok = 0,1,...y se tiene en cuenta la ecuacidnid se
obtiene:

Ve = Y +h F(y), k=0,1,... (1.14)

A este esquema se le conoce como método de Euler. Néteserguaepende dg, |
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y que el términoy,,; esté despejado. Esto equivale a decir que el método obtenido

es explicito y de paso simple, como se vera mas adelante. Por otra parte, se sabe que
el método de Euler es convergente y de primer orden. Finalmente, haciendo uso del
Teorema de Lax se puede concluir que este método es estable y consistente.

1.3.3. Formulacion implicita y explicita de métodos numéricos

Un método implicito es aquel en el que el térmipQ, aparece implicitamente
en la ecuacion que describe al método. De manera general un método implicito se
puede expresar de la siguiente manera:

Pe h (Yir1s Yo - -5 Yo) = O (1.15)

Por ejemplo, para obtener létodo de Euler implicitse considera un esquema de
diferencias para la aproximacion de la primera derivada por retroceso en el instante

Y = Yk+1, O S€&
dy (tkr1) N Y (tee1) =y ()

dt h
Teriendo en cuenta que:
dy (t t - Vy(t

conlo que finalmente se obtienemétodo de Euler implicito

y(tk+1) = y(tk) +h F(yk+1)

Nétese que al aplicar el método de Euler implicito habria que resolver una ecuacién

no lineal en cada paso y esto conlleva a que el coste computacional sea mayor. Es-
to sucede de manera general con todos los métodos implicitos, constituyendo una
desventaja con respecto a los métodos explicitos. En cambio, los métodos implicitos
tienen propiedades favorables desde el punto de vista de la estabilidad numérica y
juegan un papel fundamental en la resolucién de ecuaciones algebraico-diferenciales
y ecuacionestiff [13].
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Por su parte, un método explicito es aquel en el que la varigbleapaece
despejada. En otras palabras, la funcirde la ecuacionl(15 puede escribirse
cono sigue:

Yir1 = Y + e n (Yo - - -5 Yo) (1.16)

con lo que el célculo dg,,, no depende de si mismo, sino de las aproximaciones
precedentes.

1.3.4. Meétodos de paso simple o multipaso

Existen una gran variedad de métodos numéricos en los que se obtiene el valor
de la solucién numérica en un tiempo futuro usando informacién relativa a la historia
reciente de la solucion. El calculo de la aproximacion en estos casos no se limita
a utilizar informacion sobre el estado presente de la misma. En otras palabras, se
puede decir que para calcular el térmiyQ, se utiliza no solo el térming, como
en el método de Euler, sino que ademas se necesitan 10s ténginos ., Yi_r+1
siendor > 1 el nimero de pasos del método con el que se esté trabajando. Estos
métodos son los conocidos comm@todos multipasdNotese que esta descripcion es
consistente con la formulacién dada en la ecuaciéh). En cambio, si para calcular
Yk+1 bada con utilizar el términgy,, se dice que se esta en presencia de un método
de paso simple.

En general un método lineal multipaso aopasos, se puede describir utilizando
2r +2 constantesy, ..., ar, Bo. . .., Br que son los coeficientes de los polinomios que
describen el método:

ar Yge1 oo T @0 Yior41 = h [ﬂr F(yk+1) +... +ﬁ0 F(yk—r+1)] (1-17)

Noétese que sB; = 0 el método sera explicito y en caso contrario sera implicito,

ya que para efectuar un paso del método es necesario hallar todas las componentes
dey,,1 resolviendo un sistema de ecuaciones. La formulacion general de los méto-
dos multipaso implicitos y explicitos coinciden con las ecuaciohes)(y (1.16
regpectivamente.
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Ahora bien, si la funciénbg , de (1.15) es lineal, entonces la ecuaciéh 15
representa un método lineal multipaso. Existen varios métodos lineales multipaso,
entre los que se pueden citar los métodos de Adams explicitos e implicitos.

1.3.5. Meétodos de Runge-Kutta

Una segunda generalizacion para la mejora del método de Euler son los métodos
de Runge-Kutta. Al igual que con los métodos multipaso, existen formulaciones ex-
plicitas e implicitas de estos métodos. A continuacion se comenta muy brevemente
uno de los enfoques a seguir para la obtencién de este tipo de métodos.

La idea de los métodos descritos en 1895 por Runge y elaborados mas amplia-
mente por Kutta para la resolucion de un problema de Cauchy de primer orden, como
el dado en la ecuacion Q), consiste en calcular la nueva ordenada adicionando a la
anterior un incremento. Este incremento debe coincidir con el desarrollo de Taylor
de la solucién exacta hasta el término de la derivada de aégaluada ery + h,
pero solo utilizando la primera derivadaldeEsta idea es similar a la de los métodos
obtenidos a partir del desarrollo de Taylor, pero en estos se trabaja con la evaluacion
de la funcién y sus derivadas superiores. El incremento que caracteriza un método de
Runge-Kutta se obtendra como combinacion lineal de valores obtenidos al dvaluar
en s puntos del subintervalo formado por dos instantes de tiempo sucesivos. En su
forma mas general, un método de Runge-Kutta se define de la siguiente manera:

Definicion 1.11. Seana;j, bj, i = 1,...,sndmeros reales y sea = Zle gj. Un
método de Runge-Kutta viene dado por:

S
YK+1:yk+Ayk:yk+thi Ki
i—1
. (1.18)
Kithk+cih,yk+hZainj . i=12...,s
i-1

siendos el numero de etapas del método.

Como se deduce de la definicion, el método esta completamente caracterizado
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por los coeficientes;j, by y ;. Por definicion,c; = 0, mientras que & ¢ < 1 para
i > 1. Estos coeficientes usualmente se encuentran agrupados en el conocido como
tableaude Butcher 1.0]:

CL | aq1 A2 ... Qs

Co| a1 a2 ... ag
o bien, en forma matricial: t?r

Cs| Qs A ... Aags

by by ... bs

dorde A = (aj) € R¥S, b = (b1, by,...,b)" € R®y ¢ = (c1,Cp,...,Co)" € RS
Por su partes denota el nimero de etapas del metodo. Si los elemaptssn nulos
paraj >iconi=12,...,sentonces cadl; puede ser explicitamente calculado en
términos de cada uno de los 1 coeficienteky, ..., Ki_;. En este caso, el método
de Runge-Kutta es explicito. En caso contrario, se esta en presencia de un método de
Runge-Kutta implicito, en el que para calcular el coeficiéfites necesario resolver
un sistema no lineal cosecuaciones.

Ahora bien, los coeficientes;, b y ¢ se determinan bajo la condicion de que
el valor aproximadoy,,; calculado segunl(18 coincida con el que se obtendria
evduando el desarrollo en serie de Taylor hasta el término de aden

s
h' 4
Y1 = Y + Z il y(')|tk (1.19)
i=1
lo cual equivale a exigir que el incremento de Runge coincida con el incremento de

Taylor, o sea:

S S hi _

hy biki=> =y (1.20)

i=1 i=1
Comparando las expresiones 18 y (1.19 se observa que, en la primera, el in-
cremento se construye como combinacion lineal de las funci&fess decir, de la
funcién F evaluada ers puntos cuyas abcisas se encuentran en el interyatg,f];
por el contrario, en la segunda, el incremento se construye como combinacion lineal
de lass primeras derivadas dgevaluadas eh = ty. Es decir, la idea fundamental
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de los métodos de Runge-Kutta consiste en contraponer dossfateneonstruir el
incrementaAy,:

1. Taylor: Evaluacién desfunciones (las derivadas) en un solo puito
2. Runge-Kutta: Evaluacion de una funcioéi-j enspuntos del intervalotf, tx,1].

Desde el punto de vista computacional, resulta mas eficiente evaluar una sola funcién
en s puntos, que hallar las derivadas superiores de una determinada funcion para
luego evaluarlas en un Unico punto, como se requiere en el caso de los métodos
disefiados a partir del desarrollo en serie de Taylor. De ahi la vigencia de los métodos
de Runge-Kutta mas de un siglo después de ser propuestos.

1.4. Conclusiones

Este capitulo ademas de introducir el tema de la tesis, consta de otras dos grandes
secciones. La primera se ha dedicado al estudio de los sistemas dinamicos y a las
ecuaciones diferenciales ordinarias, como casos particulares de estos. Se ha hecho
énfasis en el andlisis de la estabilidad, tanto de los sistemas lineales como de los no
lineales. En el caso de los sistemas no lineales, se recordaron resultados basicos de
la teoria de estabilidad de ecuaciones diferenciales, que garantizan que el estudio de
la estabilidad de un sistema no lineal puede realizarse a través de su linealizacion
alrededor de los puntos de equilibrio del sistema. Como método alternativo se intro-
duce el concepto de funcién de Lyapunov, puntualizando que su existencia garantiza
la estabilidad del sistema dado, al menos en una vecindad del punto de equilibrio en
cuestion. Finalmente, se establece la correspondencia entre los sistemas de gradiente
y los sistemas con funcion de Lyapunov.

En la otra seccién se recogen algunos de los resultados mas relevantes de la teoria
de analisis numérico. Algunos de los conceptos y definiciones que se recogen en este
capitulo se ulilizaran mas adelante, por lo que el objetivo principal del capitulo es
sentar las bases para que la tesis sea autocontenido. Se mencionan diferentes clasi-
ficaciones de los métodos numéricos: métodos explicitos, implicitos, paso simple y
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multipaso, ilustrando con ejemplos cada caso. Asimismo, seuracesumen de sus
principales propiedades: orden de convergencia, estabilidad y consistencia.

Es valido sefialar que, si bien los métodos numéricos clasicos brindan buenas
aproximaciones de las soluciones en la mayoria de los casos, la discretizacién no
conserva las propiedades cualitativas del sistema continuo, siendo este el punto de
partida para el disefio de métodos de integracién geométrica, a los que se les dedica
el préximo capitulo.
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Int egracion geometrica

Resumen del capitulo

En este capitulo se introducen los métodos de integracion geométrica.
Estos métodos estan disefiados con el objetivo de conservar las propie-
dades cualitativas del sistema continuo bajo discretizacién, cualquiera
sea el tamafio de paso con el que se trabaje. En cambio, los métodos
numeéricos clasicos vistos en el capitulo anterior solo las conservan para
tamafios de paso suficientemente pequefios. Tras hacer una breve intro-
duccion a los métodos de integracion numérica geométrica, se define el
adjunto de un método numérico que, junto con la compaosicién de méto-
dos numeéricos, constituye una via alternativa para el incremento del or-
den de un determinado método a la vez que se conservan determinadas
propiedades cualitativas del sistema continuo. Finalmente, se analizan
los métodos de proyeccion disefiados con el objetivo de conservar la fun-
cion de Lyapunov de un sistema dado. Comienza aqui la contribucion de
la presente tesis, pues los métodos de proyeccién se implementan sobre
diversos sistemas y, del estudio detallado de sus limitaciones, se deduce
el interés de los métodos de gradiente discreto que se introducen en el
proximo capitulo.
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2.1. Integracion numeérica geomeétrica

Se @be que las ecuaciones diferenciales juegan un papel fundamental en la apli-
cacion de la matematica a otras ciencias, por lo que el esfuerzo dedicado a la tarea
de resolverlas o integrarlas estd ampliamente justificado. Como se vio en el capitu-
lo anterior, en ocasiones los métodos elementales de integracion son incapaces de
resolverlas. Es entonces cuando entra a jugar su papel el estudio cualitativo de las
soluciones alrededor de un punto de equilibrio del sistema, ya que de esta manera se
obtiene al menos una nocion del comportamiento de sus soluciones. Por otra parte,
esta incapacidad motivo la introduccion de técnicas de mayor potencia y generali-
dad, entre las que se pueden citar el trabajo con series y los métodos numéricos. Por
ejemplo, los métodos numéricos multipaso y Runge-Kutta citados en las secciones
precedentes, son herramientas Utiles para la resolucion aproximada de sistemas de
ecuaciones diferenciales. Pero incluso los métodos numéricos mas sofisticados fallan
cuando se trata de reproducir la dinAmica del modelo continuo. En otras palabras,
si bien es cierto que brindan una aproximacién suficientemente cercana a la solu-
cion exacta, en muchas ocasiones la solucién obtenida no conserva las propiedades
cualitativas del sistema continuo. Por ejemplo, son incapaces de conservar las propie-
dades geométricas del flujo de la ecuacion diferencial, primeras integrales, puntos de
equilibrio, o la estabilidad, entre otras propiedades del sistema continuo. Un ejemplo
clasico de esta incapacidad se obtiene al integrar el sistema de ecuaciones diferen-
ciales que describe el movimiento de los planetas del sistema solar alrededor del sol,
conocido como problema de Keplef.[La primera ley de Keplegarantiza que los
planetas del sistema solar se mueven formando una orbita eliptica con el sol en uno
de sus focos. Sin embargo, al integrar el sistema de ecuaciones diferenciales que des-
cribe esta dinamica utilizando la regla de Euler, la solucién aproximada obtenida no
describe una trayectoria eliptica por lo que no respeta la dindmica del sistema con-
tinuo. Existen una gran variedad de problemas en los que, al discretizar el sistema
continuo, la solucién aproximada obtenida no presenta las mismas propiedades que
la solucidn exacta, propiedades que pueden ser conocidas incluso sin tener la expre-
sion analitica de la solucion. Con vistas a solucionar este problema, surge una nueva
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linea de investigacion, la cual se conoce como integracion @eigan [1 7].

Cono se menciona en el capitulo anterior, la integracion geométrica establece un
vinculo entre el analisis de sistemas dinamicos y el disefio de métodos numéricos, de
manera tal que al discretizar el sistema continuo mediante el método numérico dise-
flado se conserven sus propiedades cualitativas. Se disefian métodos con el objetivo
de conservar las propiedades del flujo de la ecuacion diferencial, por ejemplo: méto-
dos simplécticos para sistemas Hamiltonianos (métodos que conserven la energia o
la forma simpléctica del sistema), métodos que conservan primeras integrales y mé-
todos numéricos en variedades, métodos que conservan estructuras como el volumen
o invariantes lineales y cuadraticas, métodos que conservan la estabilidad incluyendo
puntos de equilibrio y funcién de Lyapunov del sistema, entre otros. La motivacién de
la creacién y desarrollo de algoritmos que preserven estas propiedades en diferentes
problemas, viene dada independientemente en cada una de las areas de investigacion
ya que el interés por conservar una determinada propiedad del sistema continuo es-
ta estrechamente relacionada con las aplicaciones de dicho sistema. Por ejemplo, se
sabe que las soluciones de un sistema Hamiltoniano viven en una variedad en la que
una determinada funcién, que a menudo corresponde a la nocidn fisica de energia,
se mantiene constante. Por tanto, cualquier aproximacion numérica para la que esta
funcion deje de ser constante, no seria una buena aproximacion para dicho sistema.
El problema seria entonces el disefio de métodos numéricos, de manera tal que la tra-
yectoria discreta del método tenga las mismas propiedades que el sistema continuo.

Frente a los numerosos métodos que se han propuesto en el ambito de los sis-
temas Hamiltonianos, la implementacién de métodos para sistemas de gradiente es
relativamente escasa. Desde un punto de vista fisico, las ecuaciones de Hamilton des-
criben sistemas conservativos, mientras que los sistemas de gradiente, a través de la
existencia de la funcién de Lyapunov, introducen la nocién de sistema disipativo. En
esta direccidn se trabaja en proximos capitulos, centrando la atencion en el disefio de
métodos numéricos que conserven la estabilidad del sistema y con esta, su funcion
de Lyapunov.
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2.2. Adjunto de un método numeérico

Cono se vio en secciones anteriores, una de las propiedades fundamentales de un
método numeérico es su orden de convergencia. Teniendo en cuenta la relacién directa
gue existe entre el orden de un método numérico y su error local, seria conveniente,
una vez disefiado un método numérico, ser capaces de incrementar su orden, ya que
de esta manera se obtendria una aproximacién de la solucion mas cercana a la reali-
dad. Con este propdsito, se dedica esta seccion al estudio del adjunto de un método
numerico ya que, como se vera mas adelante, componiendo un determinado método
numeérico con su adjunto, se obtiene un método con las mismas propiedades que el
inicial pero de al menos un orden mayor.

En esta seccion se hablara de los métodos numéricos simétricos, de los que se
sabe poseen propiedades favorables. La clave para compresdretdaes la defi-
nicion de adjunto de un método numérico, la cual viene dada por:

Definicion 2.1. El adjunto®; del métodaby, es el mapa inverso del método original
con tamafio de paso inverst, o sea:

* -1
¢)h = ¢)—h

En otras palabrasgy,; = @} (yi) esta definido implicitamente pdr_p (Yy,1) = k-
Por otra parte, un método en el qae = Op se llamasimétrico Resumiendo, un
método numérico es simétrico si coincide con su adjunto.

Como se comento en el capitulo anterior, se sabe que el flujo de una ecuacion di-
ferencial autbnoma es simétrico, o sea, coincide con su inverso cambiando de signo la
escala de tiempo. En cambio, de manera general los métodos numéricos de paso sim-
ple no presentan esta propiedad. Es posible citar varios ejemplos que lo demuestran,
de los cuales, el mas sencillo es la regla de Euler:

= El método de Euler implicito es el adjunto del método de Euleli@im

= La regla del punto medio implicita es simétrica, por lo que ddamcon su
adjunto.
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= Laregla trapezoidal y el método de Stérmer-Verlet también spnétscas.
En cuanto a las propiedades de los métodos adjuntos, se tiene:

= (0f) = p.

n (OpoPh)* = W o @p.

El teorema que se enuncia a continuacion muestra la relacion que existe entre el
orden de un método numérico y el de su adjunto.

Teorema 2.1.
Seay; el flujo exacto de una ecuacion diferencial autbnoma y®gan método de
paso simple de orden p tal que:

@n (Yo) = ¢n (Yo) + C (Yo) hP** + O (hP*?) (2.2)

Entonces, el método adjundg, es también de orden p y se cumple que:

@}, (Yo) = n (o) + (-1)PC (yo) hP** + O(hP*?) (2.2)

En particular, si el método es simétrico, su orden minimo sera bar [

2.3, Métodos de composicion

Los métodos de composicion son aquellos que se obtienen al considerar la accion
consecutiva de varios métodos numéricos. Se fracciona el tamafio de paso de manera
tal que en cada uno de los subpasos actla uno de los métodos numéricos que forman
la composicion. En los subpasos pueden actuar métodos iguales o diferentes y even-
tualmente la composicion puede considerarse como la accion consecutiva del mismo
método numérico. Existen varias variantes de esta idea: la composicion de varios mé-
todos de Runge-Kutta considerando el mismo tamafio de pakdd composicion
cidica de métodos multipasa §] o la composicién de métodos de Runge-Kutta de
bajo orden P8]. En proximos capitulos se utilizaran los métodos de composimin
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el objetivo de aumentar el orden de convergencia a la vez quensergan ciertas
propiedades cualitativas del método original. Con este objetivo, a continuacién se
considera la composicion de un método basico de paso fijo con diferentes tamafios
de paso y eventualmente la composicion con su adjunto, idea que ha sido desarrollada
previamente end2, 58, 40].

Definicion 2.2. Sea®y, un método numérico de paso simpleyyy,, ..., ys numeros
reales. Entonces se define su composicion con tamarfios dejgaseh, ..., yshde
manera tal que:

¥h =Dy ho...0D, (2.3)

siendo¥y, el método de composicion correspondiente.

El teorema que se enuncia a continuacion muestra que la eleccion de los escalares
vih,y2h,...,yshinfluye en el orden del método de composicién obtenido. Especi-
ficamente, se tiene:

Teorema 2.2.
Sea®y, un método de paso simple de orden p. Si:

yi+...+ys = 1 (2.4)

y1P e 4yePt = 0

entonces el método de composic{@rB) es al menos de orden-pl.

Ahora bien, si en lugar de componer un mismo método numeérico con diferentes
tamafios de paso, se compusiera un método con su adjunto la composicion dada por
la ecuacién 2.3) deberia ser reemplazada por la ecuacion:

‘I‘h:(I)Qshod)zsho...od)alhod);lh (2.5)

con lo que la condicién2(4) para la obtencion de un método de orden al mgnos
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se convertiria en:

Br+a1+...+Bs+as = 1 (2.6)

. L 1 . .
En particular, la solucién; = g1 = > pata p = s= 1 convierte todo método de paso
simple de primer orden en un método simétrico de segundo orden, tal que:

Wh = Dy 0 D 2.7)

Por ejemplo, sib,, es el método de Euler explicito, entonéEs en 2.7) define el
mébdo de punto medio implicito. En préximos capitulos se utilizara esta técnica para
incrementar el orden de un método de integracién geométrica de gradiente discreto,
siendo éste uno de los principales aportes de la tesis.

2.4. Método de proyeccion que conserva la funcion de Lya-
punov

En esta seccion se trabaja con un método de proyeccién disefiado especificamen-
te con el objetivo de conservar la funcién de Lyapunov del sistema continuo. Los
resultados que se discuten a continuacion fueron publicados con anterioridadl en [

2.4.1. Definicion del método de proyeccion

Para disefar el método de proyeccion, los autores proponen el uso de un método
de Runge-Kutta de etapas explicito al que denotan pgr Este método es de orden
py esta definido por los coeficientag, bj. Otra caracteristica requerida dg es
gue esté provisto de salida densa, la cual sea de grdens etapas. Usualmente,
P > p-1, cons > s. Especificamente, la salida del métagippaa un instante
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intermediot, < t, + 6h < t, + h est definida por las ecuaciones:

B
Yo = Ynt hz bi (6) gi. 6€[0,1] (2.8)
i=1
i-1
g = f{yn+h2a;jgj], i=1...,3 (2.9)
=1
Considérese un problema general de valores iniciales:
dy
— =F(,y), tx>t
at ty) 0 (2.10)
y(to) = Yo

Al aplicar el métodapy, se calcula una aproximacidn, 1 de la solucion deZ.10 en
el tiempoty,.1 =ty + ha partir de los valores dé&,(y,), siguiendo el esquema que se
detalla a continuacion:

Paso 1 Después de calcular las etapas inteigyase calculd/n.1 = ¢n(yn), aproxima-
cion dada por el método de Runge-Kutta basico:

S
Vos1=Yo+h > big (2.12)

=1

Paso 2 Se calcula una aproximacidfy, 1 de la funcién de Lyapunov:

m
Vit = V() +h )" b @ (Xoee:) (2.12)
i=1
siendob” y ¢/, i = 1,...,mlos coeficientes y los nodos de la formula de

cuadratura Gaussiana en1Qy « el flujo de la ecuacién diferencia? (L0). Los
valoresynsc = y(th+c'h),i = 1,...,mse calculan seglr2(8) y corresponden
al método de Runge-Kutta con salida densa.
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El sentido de la ecuacior (L2 resulta evidente al considerar que:

d
T - v Fy) =a()
Entonces: o1
ft o (Y1) dt = V (yne2) = V (vn) (2.13)

Esta integral se puede reescribir en el intervald, L], para esto se considera
el siguiente cambio de variable:
2t_tn+1_tn 2t_tn_h_tn

_ _ _ t_tn _h
s= S - _2( h) 1= t-ty= 5(s+1)

Con lo que finalmente se tiene que:
h
t=th+ E(S+ 1)

Resulta evidente que $ie [ty, tho1] entoncess € [-1,1]. Por otra parte, se

tiene quedt = > ds con lo que la siguiente cadena de igualdades es valida:

e 1 1 h h 1
ftn a(y(t))dt:j:la(y(tn+§(s+l)))Eds:hj; a(y(ty +zh))dz

e s+1 ds
La dltima igualdad se cumple al tomar= — yaque entonceslz = >
Derotando:

,B(S)—— ((tn+ (s+1)))

e tiene;

! h h ! S
j:a(y(tn+§(s+1)))§ds:Ilﬁ(s)dSz;bT,B(s)

1
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y considerands = 2¢’ - 1 ertonces:
1 ¢ &L h
hfo a(y(ty+zh)dz~ .; b'B(2c —1) = .; b Ea(y(tn +hq))
Introduciendo esta aproximacion eéh13, se tiene:
1 h O
V) Vo) =h [ oyt +zh)dz~ 3 Db alyrha)

Pa tanto, las aproximacioneg(t, + hg) ~ Ynic: S€ calculan utilizando el
método de Runge-Kutta con salida densa. Finalmente se tiene que:

h m
V(Yn+1) ~ V(yn) + > Z b (Ynic) = Vi

i=1

Pas 3. Se calculays, 1, que es la proyeccion @g. 1 sobre la variedad diferenciable de
dimensioén O — 1) dada por:

M= {y: V(Y) = Vni1} (2-14)

Existen varias técnicas de proyecciéon que se pueden utilizar en este paso del
algoritmo. En este caso se utilizara una de las mas conocidas, la proyeccion ortogonal.
Esta técnica permite calcular la proyecciénygdg, como:

Yn+1 = Yne1 + AnWh (2.15)

dondew, = Wy (Yn, h) € R" define la direccion de proyeccionmy = A, (Yn, h) € R se
escoge de manera tal qug1 € M. La proyeccion estdndar calcuylg 1 resolviendo
el problema de optimizacion:

min||Yn+1 _7n+1”

sujeto av (Yn+l) = Vhi1
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Si la norma considerada es la euclidiana, las condiciones ariesle Lagrange,
después de aproxim&V (Vni1) ~ VV (Yn:1) conducen a la resolucion del sistema:

Yo+l = Ynel + AVV (Vner)  cON V(Yni1) = Vir (2.16)

Se dice entonces qug.1 €s la proyeccién ortogonal dg,1 sobre M, aunque es
valido sefialar que se pueden escoger otras direcciones de proyeccion.

Obsérvese que, una vez escogida la direccion de proyeagid@h valor obtenido
equivale a resolver ehla ecuacion:

V (¢n (Yn) + AWn) = Vny1 =0 (2.17)

Nétese que esta ecuacion es no lineal payajue existen varias maneras de resolver

una ecuacion de este tipo. Por ejemplo, se podria utilizar el método de Newton, aun-
gue el tipo de ecuacién que se obtenga en cada caso, puede sugerir la utilizacion de

otras vias de solucion. Es estrictamente necesario que la ecuadigrnténga solu-
cidn ya que esto garantiza que.1 € M. El siguiente teorema garantiza la existencia
de la solucién bajo ciertas condiciones.

Teorema 2.3.

Se considera el método de proyeccion descrito en los pasos 1, 2 y 3, el cual conserva

la funcién de Lyapunov V del sistema de ecuaciones diferendaleg. Si ademas
setiene quevV(yn)" - Wh (Yn, 0) # O entonces:

() Existe i > 0 tal que Men(Yn) + AW,) — Va1 = 0 define una anica funcién
An = A (Yn, h) para cualquier he [0, h*].

(i) El orden del método de proyecciéon ps> min{p, p + 1, 2m}

La prueba de este teorema se encuentral&n Una vez realizado un analisis

exhaustivo de este método tedricamente, resulta necesario para una mejor compren-

sion ilustrar el funcionamiento practico del mismo. Es por esto que en la préxima

seccién se escoge un sistema de EDO sencillo y se integra mediante este método,
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pretendiendo de esta manera darle sentido a cada uno de logipbatmoritmo que
lo definen.

2.4.2. llustracion del funcionamiento del método

Con el objetivo de ilustrar el funcionamiento del método propuesto anteriormen-
te, se introduce un ejemplo sencillo y ampliamente estudiado. El objetivo es discre-
tizar este sistema mediante el método de proyeccién que se introdujo en la seccion
anterior. El sistema en estudio es:

@:—ay, a>0
dt (2.18)

y(0 =1

De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias se sabe que este problema de
Cauchy tiene solucién analitica, la cual viene daday§r= e~ 2!, con lo que siem-

pre quea > 0 el sistema sera estable. También se puede afirma\’/qtje% y? es

funcién de Lyapunov de este sistema, ya que:

a(y)=VV-F=-ay?<0 paratodo a>0

Nétese queF = —ay es la parte derecha de la ecuacion diferencial y que el gra-
dienteVV =y. Esta observacién muestra que el sistema en estudio posee funcién de
Lyapunov.

A continuacion se procede a aplicar el método de proyeccion, para lo que se
siguen los 3 pasos del algoritmo que lo definen.

Paso 1 Calcularyn;1 = ¢n(yn) siendogn un método de Runge-Kutta de ordpnPara
mostrar el funcionamiento del método y a la vez simplificar el trabajo alge-
braico, basta con tomas, como la regla de Euler, considerandola como un
Runge-Kutta de primer orden, resultando:

Yni1 =Yn+ hF(yn) = yn— ahy,
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con lo que:
Y1 = (1-ah)y, (2.19)

Luego de calculayy, 1, se procede al caculo de la aproximacion de la funcién
de LyapunoW,, ;. Para esto se trabaja con el mismo método del paso anterior,
pero considerando su salida densa.

Paso 2 Segun el método se tiene que calcWgr; de manera tal que:

m
Vi = V() +h ) b7 @ (Ynec:) (2.20)
i=1
siendob;, ¢, i = 1,...,mlos coeficientes y nodos de la cuadratura Gaussia-

na en [01] respectivamente. Por su parte los valofes: ~ y(tn + ¢ h) se
calculan utilizando la salida densa del método utilizado en el paso anterior.

Ahora bien, sienda el flujo de la ecuacion(18 y V su funcion de Lyapunov,
setiene:

th+h
ft & () dt = V(¥ (tnsn)) — V ()

t—t .
I se dotiene:

de manera que haciendo el cambio de variabie

th+h 1
L a(y)dt:hfc; a(y(th + o h))do

pudiendo ahora hacer correspondea los nodos de la cuadratura Gaussiana.
En particular, dado que solo se pretende alcanzar primer orden, se trabaja con

1 - . , .
o= y sucoeficiente asociado® = 1. Entonces, aplicando la férmula de la
cuadratura en [A]:

1 h h
hj(; a(y(th +oh))do = Ea(y(tn+§))
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. h
para luego aplicar la regla de Eulertgn 5:

h h h h h h h h
E“(Y(tn+ 5)) ~ Ea(y” + > F(Yn)) = EQ(Yn—aiyn) = Ea((l—ai)yn)

y teniendo en cuenta que(y) = —ay? se obtiene:

h h h h\ ,
2o((r-e2)) = -ez (23] 3

Sugituyendo en 2.20):

h h\? 1 h h\?
Vi1 = V(yn) - as (1— aé) o= Eyﬁ— aé(l— aé) ya

conlo que, finalmente, se tiene:

1 _h h\?| ,
Vhe1 = E—aé (l—aé)lyn (221)

Luego de calcular las aproximaciones tanto de la solucién como de la funcion
de Lyapunov, a las que se denotan coypo Yy Va1 respectivamente, solo
faltaria obteney,,1 que, como se vio anteriormente, es la proyecciog,gde
sobre la variedadM. Para esto basta aplicar el tercer paso del método.

Paso 3 En este paso se calcufg.1 como la proyeccion dg,, 1 sobre la variedad:

M= {y : V(yn) = Vn+1}

Segun la ecuacior?(16), el objetivo es calculat de manera tal que la siguiente
ecuacion tenga sentido:

0=V (Y1 + AV (¥h+1)) = Vs = V(A + ) Yne1) — Vet

la segunda igualdad se satisface ya que en este probi&hfg), = y. Entonces,
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sustituyendo las expresionesyies, Vi1, dadas en2.19 y (2.21), se tiene:

1 _h h\?| .
V((1+/l)(1—ah)yn)— E—az 1—35 yn:O
1 1 h h\?
§a+@%1—amWﬁ-§—a§@—a§);ﬁ:o

gue tras la correspondiente manipulacion algebraica, resulta:

2
(1+@2u—am2=1—ah@—ag)

h2
1-ah{l-az
erfia3)

1+2)°%=
(1+4) (1—an?
2
\/1—ah(1—a2)
1+a= 1-ah

obteniéndose:

\/1—ah+(ah)2— @

1-ah
Sustituyendo el valor déy Y1 en la ecuacionZ.16), se tiene:

A= -1 (2.22)

\/1—ah+(ah)2— @

1-ah

yn+1:(1_ah)Yn+ -1 (1—ah)yn

con lo que finalmente se obtiene el método de proyeccién buscado:

Yot = \/1 _ah+ (@hy? - (""2)3 Yo (2.23)

Nétese que el método obtenido es explicito y que, teniendo en cuenta la manera en
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la que esta disefiado, permite conservar la funcién de Lyapuwei@istema continuo.

Sin embargo, se puede apreciar en este ejemplo que no respeta de manera general
la dinamica del sistema continuo. Una de las circunstancias que pueden dar lugar a
un comportamiento incorrecto es la aparicion de puntos espurios, o sea, soluciones
del sistema discreto que no lo son del continuo. Por ejemplo, en los casos en los
qgue el términcah = 2, el radical que aparece en la ecuacion del método se hace
uno, con lo quen,1 = Ya, 0 Sea, el método no avanza, por lo que se entiende que

ha encontrado un punto de equilibro. Esta solucién es incorrecta, dado que el Unico
punto de equilibro del sistema continuo es el origen de coordenadas.

Por otra parte, cuando se enunci6é el método, se puntualizé la necesidad de que
existiera unt de manera tal que la ecuaciéh 16 tenga sentido. Sin embargo, al
observar la expresion dg obtenida en este ejemplo, se puede concluir que su exis-
tencia depende del signo que tome el polinomio de tercer grado en térmiads de
gue aparece en el numerador de20). Ahora bien, considérese dicho polinomio:

(3
fr)=1-r+r2-—
(r) + 7]

conr = ah. Este polinomio tiene dos raices complejas y una real, estando esta Ultima
localizada aproximadamente er: 7,5. Haciendo un analisis del signo @&) alre-

dedor de este punto, se puede concluir §(r¢ > 0 cuando O< r < 7,5. Luego, en

este intervalo, la ecuacion que defing @ndria solucion y el método de proyeccion
funcionaria correctamente, salvo por la aparicién de puntos espurios. Por otra parte
siempre que > 7,5, f(r) < 0 con lo que la ecuacior? (22 no tendria solucién y por

enck no se podria aplicar el método de proyeccion.

A modo de conclusién se puede decir que este ejemplo no solo sirve para ilus-
trar el funcionamiento del método de proyeccién, sino que muestra la complejidad
computacional que encierran cada uno de sus pasos. También, se evidencia la in-
capacidad del método para encontrar solucién cualquiera sea el tamafio de paso de
discretizacién. Notese que en el andlisis anterior, se concluye que el buen funciona-
miento del método depende del valoralk, por lo que el tamafio de paso juega un
papel fundamental. En préximos capitulos se compara la eficiencia de este método
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con el de un método de gradiente discreto. La eleccion critictadeafio de paso
sera un punto clave de la comparacion.

2.5. Conclusiones

En este capitulo se ha centrado la atencién en los métodos de integraciéon numé-
rica geométrica. Se vio como la composicion de un método con su adjunto es una
estrategia plausible a la hora de incrementar el orden de un determinado método nu-
mérico, a la vez que se conservan las propiedades del sistema continuo en cuestion.

También en este capitulo se han discutido aspectos claves del funcionamiento de
un método de proyeccion disefiado para la conservacién de la funcién de Lyapunov
de un determinado sistema de EDO. Este método fue propuest@]gns autores
denuestran que, siguiendo un determinado algoritmo de trabajo, se puede disefiar
un método de proyeccion para el que existirahutle manera tal que se conserve
la funcién de Lyapunov del sistema continuo. Hay que sefialar que el proceso de
obtencidn de este valor del paso de discretizacion no es constructivo, por lo que en la
practica, para obtener un funcionamiento correcto del método, podria ser necesario
escoger un tamafio de paso extremadamente pequefio. También en este capitulo se
ilustra el funcionamiento del método aplicado a un sistema de EDO escalar simple,
evidenciandose algunas limitaciones del mismo.
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Capitulo 3

Gradientes discretos y
discretizacion de sistemas de
gradiente lineal

Resumen del capitulo

En este capitulo se describen los métodos numéricos no convencionales
basados en gradientes discretos, mostrando los trabajos previos encon-
trados en la literatura. Asimismo, se introducen los resultados fundacio-
nales de la tesis, al construir una familia de estos métodos. En la seccion
3.1se introduce el concepto de gradiente discreto, asi como algiena

las definiciones y resultados mas importantes relacionados con estos. En
la seccién3.2 se enumeran algunos ejemplos de gradientes discretos,
mientras que en la seccidh3 se repasa la formulacion de un método

de integracion de gradiente discreto. Se puntualiza el hecho de que, en
principio, los métodos de gradiente discreto son métodos numéricos im-
plicitos. Estos métodos estan disefiados de manera tal que conserven las
propiedades cualitativas de los sistemas dinamicos, tales como el flujo,
la energia, la estabilidad, entre otras, cualquiera sea el tamafio de pa-
so con el que se discretice el sistema continuo. Es vélido sefialar que
este trabajo se centra especificamente en la conservacion de la funcion
de Lyapunov y por ende de la estabilidad del sistema. Comenzando con
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las aportaciones novedosas del capitulo, en la se@citse describe la
mebdologia de construccion de métodos de gradiente discreto, hacien-
do énfasis en la eleccion de los parametros. Con el objetivo de mostrar
de manera practica el funcionamiento de dicha metodologia de trabajo,
se seleccionan tres sistemas escalares simples, para los que se disefian
métodos de gradiente discreto. A la vista de los resultados obtenidos con
los ejemplos sencillos, se establece como gradiente discreto para el res-
to del trabajo el del incremento de las coordenadas. Es entonces cuando
se obtiene uno de los resultados mas importantes del capituiaina
eleccion adecuada de los parametros, el método de gradiente discreto
obtenido puede reescribirse de forma explicita para el caso de sistemas
dinamicos con funcién de Lyapunov multilineBinalmente se hace el
estudio del orden de los métodos obtenidos en el caso general y en los
casos particulares de los sistemas escalares escogidos como ejemplos
ilustrativos.

3.1. Formulaciones de gradiente para sistemas dinamicos y
gradientes discretos.

El disefio de métodos de gradiente discreto tiene su fundamento en una idea rela-
tivamente sencilla. Supéngase que se tiene una EDO general:

dy

— =F(ty), t>t

at ty) 0 3.1)
y(to) = Yo

de la cual se sabe que posee una funcion de Lyapunov, con las caracteristicas descritas
en capitulos anteriores, a la que se denota por laVetra idea, entonces, consiste en
sustituir la derivada d¥ por un incremento finito. Incidentalmente, se hace notar que
dicha funcién podria ser una primera integral del sistema, pero teniendo en cuenta que
el objetivo de la tesis es el disefio de métodos de integracion que conserven la funcién
de Lyapunov del sistema bajo discretizacion, en lo que resta, todos los resultados que
se muestran sobre métodos de gradiente discreto se reducen al caso de sistemas con
funcion de Lyapunov.
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Se puede afirmar que toda EDO como &ri)(para la cual se conoce su funcion
de Lyapunov puede ser reescrita en la formadeliente lineal[39):

dy _

= = L) WV() (32)

siendoVV el gradiente de la funciéon de Lyapunov del sistema continuouyna

matriz simétrica y definida negativa. Es valido sefialar que tammmoV son fun-

ciones continuamente diferenciables, aunque se asume tanta diferenciabilidad como
sea necesaria para ambas funciones en el resto del trabajo. Ademas se sabe que esta
descomposicién no es Unica y que las diferentes formas de eddsippueden con-
siderarse como diferentes estructuras métrichdgpta Ultima afirmacién podria dar

lugar a una interesante linea de investigacion, aunque en estos momentos queda fuera
del alcance de este trabajo. Por su parte, los gradientes discretos pueden utilizarse pa-

ra construir aproximaciones discretas de la ecuacion diferencial, las cuales preservan
funciones de Lyapunov exactamente.

Definicién 3.1. SeaV una funcién diferenciable. Se dice entonces §dees un
gradiente discreto d¥ si es una funcion continua y cumple que:

W(y,2.(z-y)=V(2-V(y)

_ (3.3)
VV(y.y) = VV(y)

siendoy = y(K), z= y(k + 1), notacién que se mantiene en el resto del trabajo.

A continuacién se enuncia una proposicién que brinda una caracterizacion de la
definicion de gradiente discreto.

Proposicién3.1 La funciénVV es un gradiente discreto si es continua y cumple:

V(9 -V(y)

W(y,2) = 2y

(z-y)+w(,2, (Y2
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dondew (Y, 2) esuna funcion vectorial tal que:

w(,2(z-y)=0 si y#z
fim (w (y. 2) = 7, ) VV(y)) = 0

siendor

(-y) la proyeccion de la componente perpendicularay.

Notese que en dimension uno existe un unico gradiente discreto y viene dado por:

= V(2 -V
VV(y, 2 = V(@ -V (34)
z=-y
En cambio en dimensiones mas altas existe una gran diversidad de gradientes dis-
cretos. Una definicidn analoga para campos vectoriales permite estudiar el analogo

discreto a la regla de la cadena.

Definicion 3.2. SeaF un campo vectorial diferenciable. Enton8 es una deriva-
dadiscreta si es continua y cumple:

DF(y, 2.(z~y) = F(2 - F(y)

DF(y,y) = DF(y)

De la definicién se deduce qu2F es una derivada discreta si y solo si cada una
desus filas es un gradiente discreto para la coordenada correspondiente, es decir, el
gradiente discreto es una derivada discreta unidimensional.

Proposicion3.2 (Regla de la Cadena)SeanF y G campos vectoriale)F y DG
suscorrespondientes derivadas discretas. Ento2ESG(y), G(2)) DG(y, 2) es una
derivada discreta parg o G.

En el siguiente epigrafe se listan algunos de los gradientes discretos de alto orden
mas utilizados en la literatura.
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3.2. Algunos gradientes discretos.

Cono se menciona anteriormente, existe una amplia gama de gradientes discretos
de alto orden en la literatura, por ejemplo, el gradiente discreto del valor medio,
el gradiente discreto del punto medio y el gradiente discreto del incremento de las
coordenadas.

Ejemplo3.1 El gradiente discreto del valor medial]] viene dado por:

_ 1
TIV(y. 2) = fo W(l-dy+édds  (v#2)

dondeV,V(y, 7) es el promedio del gradiente ¥een[y, 7] siendo y, 7] el segmento
que uneyy z

Ejemplo3.2 El gradiente discreto del punto medio introducido por Gonzadlekde
define como:

V(2-V(y)

VoV (y,
V(Y. 2 = |—YI

(z-y) + 7 y)NV( ) (y# 2

Ambos gradientes discretos son exactos en el punto medig, decuandoVV
es lineal. En otras palabras, se tiene §¥= V,V = V,V en el punto medio del
intervalo [y, Z] siempre quéVV sea lineal.

Ejemplo3.3. Otro de los gradientes mas utilizados en la literatura es el gradiente
discreto del incremento de las coordenadas. Este gradiente discreto estd asociado con
la trayectoria lineal a trozos que ugeon z, siendo cada trozo paralelo a uno de los

ejes coordenados. Este hecho contrasta con los gradientes discretos anteriormente re-
sefiados, que se basan intuitivamente en una trayectoria a lo largo del segn@nto |

Este gradiente discreto se denota gV paray € R" tal quey = (Y1, Yo, ..., Yn).
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Asumiendo como orden de las coordenagias., . . ., y, Se tiene:

Vi(z1, Y2, ¥n) =V (Y1, Y2, ... ¥n)
2 —-Y1
V(z1,22,Y3, ..., ¥n) = V (21, ¥2.¥3, - - ., Yn)
Z =Y

VsV (y, 2 = : (35)
V (le sy Zn—2, Zn—l’ yn) - V (Zl’ ey Zn—2’ yn—l, yn)
Zn-1— Yn-1
V(zZ1, ... Z0-2,Z0-1,Z0) =V (21, . . ., Zn-2, Zn-1, Yn)
Zn —Yn

El gradiente discreto del incremento de las coordenadas se puede ver como una
aproximacion de primer orden del gradiente \den el punto medio del interva-

o[y, 7.

3.3. Método de integracion

Para la EDO escrita en forma de gradiente lineal como3&?) §e consideran
mébdos de integracién de la forma:
z-y — —
= =Ly zh WV (36)
Como se sugiere anteriormentglk) tiene como objetivo proporcionar una aproxi-
macion adecuada dgt) ent = k h. Nétese que el método dado por la ecuaci®i)(
es mplicito, al menos en principio, ya queparece en la parte derecha de la ecuacion

gue describe el método. A continuacién se describen los requisitos y el significado
de los parametros del métodq,VV.

La matriz L(y, z h) de funciones continuamente diferenciables representa una
especie de discretizacion d¢y), mientras qué’V(y, 2) es ungradiente discretoSe
ha demostrado er8f] que, sienddvV un gradiente discretpel método dado por la
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ecuacion 8.6) es consistente siempre que:

L(y, v, 0) = L(y) (3.7)

con lo que respetando esta condicion y la dé8égradiente discreto, la eleccion de
los parametro& y VV puede hacerse libremente.

Pa otra parte se tiene que el métodod) conservaV si L esdefinida negativa, o
sea, la funciorV evaluada en la trayectoria discreta de la solucion también decrece,
en el sentido de la siguiente definicion.

Definicion 3.3. Sea la funciorV(y), se dice qué/ es una funcién de Lyapunov del
método numeérico dado por la ecuaci@rd, siV(2) < V(y) para todoy, salvo cuando
z=y. En este Ultimo caso, se cumple la igualdéd) = V(y).

Proposicién3.3. SiL(y, z h) es definida negativa para togioz, h, entonced/ es una
funcion de Lyapunov de la aplicaciéB.f).

Esta proposicion garantiza que los métodos de integracion de gradiente discreto
conservan la funcién de Lyapunov del sistema continuo, cualquiera sea el tamafio de
pasoh que se utilice en la discretizacion.

Demostraciér3.1 Para probar qu¥ es funcion de Lyapunov, basta con demostrar
gue decrece alo largo de las trayectorias, o sea:

V(2)-V(y) <0
En efecto, se tiene:

V(2 - V(y) = WV(z y) (z-Y) = W(z y) (hL(y, 2h) VV(z ¥))
=hVV(z y)" L(y, zh) VV(z ¥)

dorde la primera igualdad resulta de la definici@n3], y la segunda, de la ecuacion
(3.6). Ahora bien, denotando= VV(z, y) se tiene:

V(2 -V() =hV Lv<0 si v£0
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siempre qué seadefinida negativa.

3.4. Formulacién de un método de gradiente discreto

En esta seccion se brinda el mecanismo de trabajo que se utiliza cuando se preten-
de discretizar un sistema de EDO, como el dado por la ecuagidn ¢on el enfoque
del gradiente discreto. Para ello, se propone el siguiente esquema:

1. Reescribir el sistema en la formagtadiente lineadada por la ecuacion(2),
conL continuamente diferenciable.

2. Escoger los parametros del métotoy VV, de manera tal que se cumpla la
condicion de consistencia&(7) y la definicion de gradiente discreto.

3. Hnalmente, discretizar el sistema continuo, considerando un método de inte-
gracion con la siguiente estructura:

zZ-y - —

- L(y, zh) VV(y, 2 (3.8)

en el que se asume, como se menciono anteriorment&yql\beson continua-
mente diferenciables.

3.4.1. Métodos de gradiente discreto para sistemas escalares simples

Para mostrar practicamente el mecanismo de obtencién de un método de gradien-
te discreto, se consideran algunos ejemplos de ecuaciones escalares simples, tomados
de [47]. Se escogieron estos sistemas por dos razones fundamerigalE@emprimer
lugar, son sistemas para los que es relativamente sencillo encontrar una funcién de
Lyapunov. Es valido sefalar que la eleccion de la funcion de Lyapunov del sistema
es un punto sensible, ya que en muchos casos se puede afirmar que un determinado
sistema de EDO tiene funcion de Lyapunov, pero no es posible determinar la ecua-
cion que la define, ni existe una metodologia de trabajo infalible establecida con este
proposito. La segunda razon para la elecciéon de estos sistemas es que presentan al
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menos un punto fijo asintéticamente estable. De la teoria deiletdd de sistemas

de EDO, se conoce que siengioun punto fijo asintéticamente estable del sistema,
entoncesV = (y — y*)? es funcién de Lyapunov del sistema en cuestién, al menos
localmente. Haciendo uso de estos ejemplos, se muestra ademas como una eleccion
adecuada de la matrizpermite reescribir el método de gradiente en forma explicita.

Primeramente, se considera el problema de valores iniciales:

P1: —=-ay, YO =¥ (3.9)

cona > 0. De la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias se sabe que este pro-
blema de Cauchy tiene solucion analitica, la cual viene dada por:

y(t) =yoe 2! (3.10)

por lo que siempre qua > 0 este sistema sera asintéticamente estable. Esto permite
proponer como candidata a funcién de Lyapunov del sistema a la fuucit’m:Z—L y2.

Pala demostrar que efectivamentees funcion de Lyapunov del, basta con com-
probar que se cumplen las condiciones de la definicion dada en capitulos anteriores.
Estas son triviales, salvo la cuestion critica de Yugecrezca a lo largo de las tra-
yectorias. Se tiene, entonces:

%’zvv-fzy(—ay)z—ayzw

. . 1
que se cumple para tode siempre quea > 0. En resumen, efectivamente= > y?

puede considerarse como funcion de Lyapunov del sistedr. (

Luego de escoger la funcion de Lyapunov del sistema, el primer paso para obtener
un método de gradiente discreto es reescribirlo en la forma de gradiente Bral (
Se puede escribir:
dy

G- ay=Lyvey) (3.11)

teniendo en cuenta qi&/ = yy tomandoL = —a. Obsérvese ademas que con esta
eleccion del se garantiza quk < 0.
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El segundo paso para la obtencion del método de gradientetdigséa selec-
cién de los parametros del métot¢y, z h) y VV(y, 7). Los pardmetros se escogen
demanera tal que cumplan la condicién de consistendigy, 0) = L(y) y la defini-
cién de gradiente discret&V(y,y) = VV(y). En este caso, la eleccién del gradiente
es evidente, ya que se esta trabajando en dimension uno, en la que existe un unico
gradiente discreto, cuya definicion esta dada3ef).(Resulta, entonces:
z2-y?  z+y

2@z-y) 2 (3.12)

VV(y,2) =

Para la eleccion de(y, z h) hay una gran variedad de opciones. En este caso se hace
la eleccién que resulta mas natulak: L, teniendo en cuenta qliees constante.

Finalmente sustituyendo la eleccion de los pardmetro8.€) §e tiene:

ah(z+y) ah ah

z=y+hL(y,2 VV(y,2 =y - > y—7z— 7y (3.13)
de manera que puede despejarse
1_2ah
Z= a2h y (3.14)
1+ 7

obteniéndose asi un método de gradiente discreto, que ademas de poseer todas las
caracteristicas que tienen estos métodos por construccion, también es explicito.

Como segundo ejemplo, se considera el sistema de EDO con condiciones inicia-

les: d
P2: d—{ ——ay’,  y(O) =yo (3.15)

cona > 0. En este caso también es posible obtener la solucion analitica del sistema
y viene dada por la expresion:

Yo

\/Zaty02+ 1

y(t) = (3.16)
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Existen varias formas de comprobar que el punto de equilirio 0 esasintética-
mente estable. El jacobiano de la EDO dada por la ecua8idh) (es negativo en

y* = 0, obien el limitet — oo de la solucion exacta dada por la ecuacidri)

es nulo. En este caso, también se propone como funcién de Lyapukow a%yz.
Redizando un andlisis similar al efectuado en el ejemplo anterior se demuestra que,
en efectoyV es funcion de Lyapunov del sistema. Ademas, esta propiedad se cumple
globalmente, ya que:

\
(jj_t =V.f=y(-ayd)=-ay*<0
para cualquiey # 0. Dada la definicion d¥ y tomandoL(y) = —ay? se reescribe
el sistemagd.15 en la forma de gradiente lineal, tal que:
dy

5= —ay®=-ay*(y) = L(y) WV (3.17)

Al igual que en el ejemplo anterior, se deben escoger los parametros del método,
L(y,zh) y VV(y,2) de manera tal que cumplan las condiciones que garantizan la
consistencia del método de gradiente discreto que se obtendra a continuacién. En
este ejemplo, al igual que en el caso anterior, existe una Unica posibilidad para la
eleccion del gradiente discreto, ya que se esta trabajando también en dimension uno.
Teniendo en cuenta que se escogibomo enPl, el gradiente discreto vendra dado

por la misma expresion, o sea:

VW(y,2) = %’ (3.18)

También haciendo la eleccion trivial,= L se tiene:

ahy?z ahy®

(z+y)=y- > 3 (3.19)

hy?

— = a
z=y+hL(y,2VV(y,2 =y - 5
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de manera que en este caso también es posible dezpejar

1_@)/2
7=— 2"y (3.20)

ah ,

trgY

obteniéndose asi un método de gradiente discreto que, al igual que en el ejemplo
anterior, es explicito.

Como tercer y ultimo ejemplo, se considera el problema de valores iniciales,
conocido en la literatura como ecuacion logistica:

dy

P3: —
dt

=ay(l-y), y(©0)=yYo (3.21)

cony > 0,a > 0. Al igual que en los ejemplos anteriores, es posible obtener la
solucién analitica de este sistema y viene dada por:

y(@® = (3.22)

1+ (— - 1) e-at
Yo

En este caso, el sistema presenta dos puntos de equilibed), y* = 1. Razonando

de manera similar a como se hizo anteriormente, se puede demostrgr gué

es asintoticamente estable. Por tanto, una buena candidata a funcion de Lyapunov

en este caso, seria la funci¥h= %(1 - y)2. Se verifica facilmente que cumple las

condiciones para ser funcion de Lyapunov del sistema para este punto de equilibrio,

ya que:

dv 5
E:VV-f:—(1—y)ay(1—y):—ay(1—y) <0 (3.23)
siempre quey > 0,y # 1,a > 0. Es valido sefialar que, a diferencia de los casos
anteriores, en este caso la condicion para\gsea funcion de Lyapunov del sistema
solo se satisface localmente. La importancia de este factor radica en que el método
numeérico puede dar lugar a una trayectoria que salga del dominio en el §ue la
seleccionada es funcién de Lyapunov. Ahora biérges funcion de Lyapunov del
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sistema 8.21) en una vecindad dg° = 1, la cual es vdlida para cualquier valor
inicial yp > 0. Entonces, la EDO puede reescribirse en la forma de gradiente lineal,
definiendo:

L(y) = -ay (3.24)

de manera que:

d
T =ayl-y=Ly)W (3.25)

con L(y) definida negativa, como se requiere. La formulacion general del gradiente
discreto en este caso también coincide con el dado en la ecudcipnd que es de
dimensién uno, con lo que:

(1-2%2-(1-y)> -2+z+y
2(z-Y) B 2

(Y. 2) = (3.26)
Respecto a la eleccién dgy, z, h) también es este caso se asume L. La construc-
cion del método de gradiente discreto es analoga a los casos anteriores. Sustituyendo
entonces los parametros escogidos en la ecua8inge obtiene el método de gra-
diente discreto: L
z=y+hL(y.2VV(y.2
:y_ahy(:%iziz)
2
ah ah
—y+ahy- —yz- —y?
yrahy-—yz- =y
Degejandoz, se tiene:
h
(1 +ah- a? y) y
z= (327)

1+ —
+2y

Como se observa, en este caso el método de gradiente discreto obtenido también
es explicito, a pesar de que la definicion de estos métodos es implicita. A modo
de conclusion, se puede decir que para sistemas de dimensién uno con funcion de
Lyapunov cuadratica, siempre que se estoja L, el método de gradiente discreto
obtenido puede reescribirse en forma explicita.
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3.4.2. Formulacién de un método de gradiente discreto como un nato
numerico explicito

Como se vio en el epigrafe anterior, bajo ciertas condiciones de los parametros,
es posible obtener métodos de integracion de gradiente discreto explicitos. En esta
seccién se formaliza este resultado mostrando una familia de sistemas para los que
se puede escribir el método de gradiente discreto en forma explicita.

A partir de este momento, se trabajara con el gradiente discreto del incremento de
las coordenadas. Es valido sefialar que, en lo sucesivo, se prescindira del subindice
gue aparece en la definicién inicial de este gradiente. Dicho esto y teniendo en cuenta
la definicion del gradiente discreto del incremento de las coordenadisse puede
reescribir su coordenada i-ésima de la siguiente manera:

V(Zla"'szisyi+la"'9yn) _V(Zl,---,Zi—l,yi,yi+l,---,yn)
Z —Yi

(V). (v.2 = (3.28)

Considerando sistemas de EDO cuya funcion de Lyapunov sea multilineal, entonces
V se puede reescribir segun:

V(Y1 .-oa¥n) = A V1o Vit Yists - V) Yi + Bi Ve, - - - Vi1, Yieds - - - Vi) (3.29)

para cada componentgsiendoA; y B; funciones escalares. Notese que se dan las

. \Y -
igualdadesA; = g_y %
incremento de la lemci(’)ln de Lyapundl es decir, el numerador d&.28), puede ser

calculado de la siguiente manera:

= 0, Bi = Vly-0. Entonces, la-ésima componente del

AV =V(Z,...,2-1,Z, Y15+ Yn) = V(Zs -5 21, Y, Yisds - - -5 Yn)
=A@, ., Z3-1. Y1) Z + Bi(Zes - 21, Vit -, Yn) -
-A @,z it Y)Y - Bz - 21 Yieas -5 Yn)
=Ai(Z1, 21, Y415+ - > Yn) (2 = Vi)

Sustituyendo esta expresion €hd9, se tiene que laésma componente del gra-
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diente discreto del incremento de las coordenadas viene dada po

(W), 022 = Az B2 Y- V) (3.30)

siempre que; # z. Ahora bien, por brevedad se escribe:

AWVY.D=A@,....2-1,Yi+1,- - > Yn)

enfatizando qué (y, 2) no depende dg, paraj > i.

El siguiente paso para el disefio de un método de gradiente discreto es la eleccion
deL(y, z h), donde el tnico requerimiento es la condicién de consistefcip Se

asume ahora que es posible escobéy, z h) como una matriz diagonal donde cada
componentd; dependa linealmente de es decir que se pueda escribir como:

Li (y, zh) = M (y) + Nii () z (3.31)

siendoM, N funciones matriciales diagonales. Entonces, al sustituir la mattifi-
nida en 8.3]) y el gradiente del incremento de las coordenadas €, €e tiene:

z -y =hLi (v 2h) (W), (.2 = h [Mi () + Ni (1) 2] A (¥, )
=hMi (VA (Y.2+hNi (VA (Y. D)7
con lo que se puede despezar
zZ-hNi (VA .2z =y +hMi()A(y.2
z(1-hNi (YA (Y. 2) =y + hMi (Y) A (Y. 2
para, finalmente, obtener la expresion explicita:

_YithMi(y)A (Y. 2
1-hNi (WA(Y2

(3.32)

Aunque la parte derecha de la expresion formalmente depende del zeetola
practicaz puede calcularse sin tener que resolver una ecuacién no lineal, ya que
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solo aparece erB(32 a través del gradiente discre®V/(y, z). Nétese que en la
eauacion (.30 la componentd-édma del gradiente discreto solo depende de las
componenteg; de zcon j < i. Por tanto, al calculag, todas las variables en la
ecuacion 8.32 ya han sido calculadas. En resumen, el método definido por éa ecu
cion (3.30 es una expresion explicita que puede ser calculada secueectal A
modo de conclusion se puede decir que, cuaviés multilineal, entonces se puede
obtener un método numérico explicito con el gradiente discreto del incremento de las
coordenadas, escogiendo los elementos de la diagonatdmo funciones lineales

de la variable.

3.5. Andlisis del orden del método

En esta seccion se estudia el orden del método numérico obtenido en la seccion
anterior mediante el procedimiento sistematico habiti]l: el desarrollo en serie
de Taylor alrededor dén = 0O, tanto de la solucién exacta del sistema de ecuacio-
nes diferenciales, como de la solucién aproximada obtenida por el método numérico.
Es valido sefialar que el método de gradiente discreto es consistente por construc-
cion [39], con lo que es al menos de orden uno. Luego el objetivo princdipasta
seccion es determinar si este método numérico eventualmente podria alcanzar orden
p > 1y calcular la constante de error del método. En otras palabras, se considera, por
una parte, la solucién exacydt) de la ecuacioén diferencial y, por otra, la solucién
aproximaday provista por el método numérico. Asumiendo que no se comete ningun
error al calcular la solucion dnel error local de un método de ordpicon constante
de errorC puede ser acotado por la expresjignt + h) — z|| < C hP*1, dondezes el
resultado de un pagodel método numérico. A continuacion, se muestra este analisis
en detalle, para luego aplicarlo a sistemas escalares simples, especificamente a los
sistemad”1, P2 y P3, con los que se trabajé anteriormente.
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3.5.1. Andlisis del orden del método de gradiente discreto

Pam analizar el orden de un método numérico, primeramente se realiza el desa-
rrollo en serie de Taylor de la solucion exagtét), para luego compararlo con el
desarrollo de la aproximacion numérica. En general el método de gradiente discreto
es de orden uno, ya que los términos de segundo orden no se anulan.

Se sabe que un sistema de EDO puede reescribirse en la forma de gradiente lineal
cuando posee funcién de Lyapunov, o sea:
dy

g = M =LMVVE) (3.33)

Por claridad de expresion, se omitira la dependenciaddey (t) siempre que no cree
confusion. Por tanto, el desarrollo en serie de Taylor de la solucién exacta de la EDO
viene dado por:

dy h?d?y 3
a-i'?F-FO(h )

=y+hf(y)+ h—; J(y) f(y) + O(h®) (3.34)

y(t+h)=y+h

h 2
=y +hLY) V() + = I°0) f(y) + O(h?)
siendoJ ¢(y) la matriz Jacobiana d&paray:

Je_ 9 _

ot _[ ot
o

ay,-

0 (L(y) VV(y)),
0 yj

= ] ibj=1,...,n (3.35)
ij ij
A continuacién se considera la solucipdel método numérico de gradiente discreto,

como en la ecuaciérB(39. Se supone, para simplificar, que la aproximadiémo
depende del tamafio de pakoSe puede entonces definir la funcién

F(zhy=z-y-hL(y,2)-VV(y,2 =0 (3.36)

La funcidonF(z h) define implicitamente = g(h). Por tanto, el desarrollo en serie
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de Taylor de la solucion numérica br= 0 viene dado por:

2 42
z=y+h@ +h—ﬁ

ot 7 anz +O(h3) (3.37)

h=0

ya queg(0) = y. Entonces, la derivad%—ﬁ se dotiene con ayuda del teorema de la
funcion implicita:

dF 9F dz 9F OF dg oF _

%_E.%_F%_E.d_h-p%_o (3.38)
tal que:
dg  (oF\"' oF
%‘_(E) i (3:39)

Teniendo en cuenta la expresion alada en la ecuacior 36), se tiene, por una
pate, que:

OF a(L-vVv
LI CIAL)) (840
0z 0z
o(L-WV) o .
donde o es kh mariz jacobiana, o0 sea, una matriz cuadrada en la que el
o(L-VV)

elementdj viene dado me'. Pa otra parte:
i
oF — =
— =—-L-VV 341
ah (341)

Sustituyendo .40 y (3.41) en 3.39 se obtiene la derivada @gh):

-1

(C-VV) (342)

d_h:{ln_hT

Nétese que para= 0 la ecuacion.39 se reduce a:

dg

dhlho L(y) - VV(y) = f(y) (3.43)
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ya que se cumplen las igualdades y, L (y, y,0) = L(y). Ahora bien, el siguiente
paso seria obtener la derivada de segundo orderhijelo que da lugar a calcular el
diferencial de la ecuacior3 (39 definiendo la funciéiG (z h):

Gz h)_d ~(L-VV)=0 (3.44)

F_oF dg oF |, ha(i?v) dg
8z dh o6h | " 4z dh

El teorema de la funcién implicita garantiza que:

4G _9G dz 96 _0G dg 4G
d9h "9z dntoh "9z antan O (3.45)

donde se utiliza la definicion implicita de= g (h). Diferenciando la definicion de
G (z h) en la ecuacion3.44) se obtiene, por una parte:

G _ g
5, = hH-J (3.46)
62(L-WV) dg.
doH la mat i § - J9 el jacobiano d
siendoH la matriz cuya componenig¢ es 32,07 <h y J¢ el jacobiano de
L-VV,osea:
a(L-VVv) [a(C-WV)

d 1 -
= = :1 47
J = a7, | Mimbeen (3.47)

i]

Por otra parte, se tiene que:

2
G _ _;a.99 (|n—th).OI g (3.48)

an- ) an” dh2

Como se esté trabajando con los desarrollos en serie de Taylor alreddder dge
entonces:

2
49,979 (349

oG ;
9zl 0" Gh * Ghe

| 06
0Zlho

d|h:0
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Sustituyendo entonces en la ecuaci®idf se obtiene la derivada de segundo orden:

d’g
an?|,_,

dg

:2‘]d|h=0'%

=239, f (3.50)

donde la dltima igualdad resulta del calculo previo de la primera derivada, como en
la ecuacion §.43. Finalmente, sustituyendo en la ecuacidrBy) resulta:

z=y+hf(y)+h? 39 f(y)+0O(h (3.51)

Comparando esta ecuacion con el desarrollo de la solucion exacta que aparece en
la ecuacion .34, se obtiene que la constante de error de los términos de segundo
orden es:

Cop = (%JC - Jd|h=0) f(y) (3.52)

por lo que la condiciéri® = 2 J d|h:0 garantizaria que el método de gradiente dis-
creto obtenido es de segundo orden.

A modo de comparacion, se calcula la constante de error correspondiente a la
regla de Euler explicita definida por:

z=y+hf(y)=y+hL(y) - VV(y) (3.53)

la cual puede ser comparada con el desarrollo de la solucién exacta d&ia4gn (
siendo la constante de error en este caso:

Ce = %JC f(y) (3.54)

Més adelante se muestra, en algunos casos particulares, cémo este valor es muchas
veces mayor que la constante de error del método de gradiente discreto propuesto
para las aplicaciones examinadas, aunque ambos métodos sean de primer orden.
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3.5.2. Andlisis del orden del método, para sistemas escalar@sples

Se ha mostrado ef{] que los métodos de gradiente discreto, ademas de ser mé-
todos numéricos cuya formulacion general es implicita, son métodos de primer orden.
En este epigrafe se pretende particularizar los resultados obtenidos en el epigrafe an-
terior, en cuanto al andlisis del orden del método de gradiente discreto obtenido, al
caso particular de los ejempl®4, P2 y P3. También en estos casos se compara con
la regla de Euler. Ahora bien, se sabe que:

Can = (33°- 3% 1)

siendo J ¢ el jacobiano discreto dado eB.85 y J9 el jacobiano continuo cuya ex-
presion viene dada e @7 y f(y) la parte derecha de la EDO en cuestion.

Trabajando corP1 se tiene qud(y) = —ay, J¢ = —a, J9 = —g conlo que
Cep = 0. Esto demuestra que el método de gradiente obtenido en este caso es al
menos de segundo orden, hecho que se corrobora al demostrar que coincide con la
regla trapezoidal. En efecto, para este Ultimo método, se tiene que:

z=y+ 2@+ ()] =y + J-az-ay

de manera que, despejangaesulta:

Z:1 ahy
2

guees el método de gradiente discreto obtenidoxih4. Resumiendo, en este caso
se dotiene un método de gradiente discreto que, ademas de ser explicito, es de se-
gundo orden. Por otra parte se sabe que la constante de error asociada al término de

segundo orden para el método de Euler se calcula segun la ecuaéidnRara este
2

. . acy : . .
ejemplo seriaCg = — con lo que se puede concluir que si se considera el error
en valor absoluto, el error producido por el método de Euler siempre sera mayor que
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el producido por el método de gradiente discreto. Por supuiesto,el analisis se
refiere ah suficientemente pequefio de forma que domine el térmi('h)z).

2
Trabajando corP2, se tiene qud(y) = —ay3, J¢ = —3ay?, J9 = _aTy con

lo que al sustituir en la expresion Ggp se tiene:

Cep = a%y®

Para calcular la constante de error asociada a la regla de Euler hay que tener en cuenta
gue para este sistema toma la forma:

z=y-ay®
Por su parte, de acuerdo a la ecuaci®h4) se tiene:
CE 3 2,5

:an

conlo que se puede concluir que en efecto el método de gradiente discreto es de
primer orden. Ahora bien, hay que sefialar que cualquiera sea el vajptadeons-

tante de error asociada a los términos de segundo orden para el método de gradiente
discreto va a ser menor que la asociada a la regla de Euler. En otras palabras:

Ccp < Cg, paratodoye R

Este resultado basta para garantizar que la precision del método de gradiente discreto
sera mayor que la de la regla de Euler o, en términos de error local, el método de
gradiente discreto tiene menor error local.

Haciendo un analisis similar paR8 se tiene que:

fiy)=ay(l-y), J°=a(l-2y),
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con lo que al sustituir en la expresién @gp seobtiene la siguiente expresion:
2
avy 2
Cep = — (1-vy)
Eneste caso, la regla de Euler viene dada por la expresion:

z=y+ay(l-y)

Teniendo en cuenta la expresion de la constante de error asociada a los términos de
segundo orden, se tiene:

2
Ce = (1-2y)1-y)

En este caso también resulta facil concluir que el método de gradiente discreto es
de primer orden, al igual que la regla de Euler. Sin embargo, a diferencia del caso
anterior,Cgp no siempre va a ser menor qGe. Resulta relativamente sencillo de-
terminar los valores dg para los cuale€gp < Cg, 0 seaCgp — Ce < 0, ya que
sustituyendo las expresiones calculadas anteriorment&Cparg Ce se tiene:

1-y)?-(1-2y)(1-y)<0=y(l-y) <0

Esto se cumple pasa< 0 0y > 1 por lo que en estos intervalos la precision del méto-

do de gradiente discreto sera mayor que la de la regla de Euler. No obstante, hay que
sefialar que el objetivo fundamental del trabajo es la preservacion de las propiedades
cualitativas del sistema, por lo que la busqueda de un error extremadamente pequefio
tiene un interés limitado.

3.6. Experimentos numericos

A continuacion se muestran graficamente los resultados de algunas simulaciones
realizadas al integrar numéricamente los probleRig$2 y P3. En todos los casos
se trabaja coa = 100.
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09 = = = Gradiente discreto | -

08| Euler explicito

0.7 == Solucion exacta

051
0.3F \ e

01f N ]

.
1 1 1 e k. L - ol

0
0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1

0.045

0.04f = = +Gradiente discreto | |

Euler explicito

0.035

0.025

0.02

error global

0.015

0.005

0 - T S e ! . !

0 10 20 30 40 50 60

Figura 3.1: Trayectoria de las soluciones (figura superioryor gllobal (figura infe-
rior), para el problem®&1, h = 0,002.
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log10(error global)
1
ol
T

— % - Gradiente discreto

—o— Euler explicito

log10(error global)
1
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T

— % - Gradiente discreto

—o— Euler explicito

Figura 3.2: Relacién entre error global y tamafio de paso en blgmaPl1,y, = 1

(figura superior)yo = —1 (figura inferior).

e



Yadira Hernandez-Solano

Para el problem®&1, < trabaj6é primeramente cgg = 1, h = 0,002, mostrando
los resultados de las simulaciones en la figdita En esta figura se observan dos
grédicas, la primera de las cuales muestra las trayectorias de las soluciones obtenidas
para ambos métodos, o sea, para el método de gradiente discreto propuesto y para
la regla de Euler, asi como la solucion exacta de este problema que fue calculada
analiticamente en el epigraed. Por su parte, la segunda grafica representa el error
global a lo largo de la trayectoria, que se obtuvo restando la trayectoria obtenida
mediante el método definido en la ecuaci8riLf) luego dek pa®s, menos la solu-
cion exacta dada por la ecuaciéhl0 ent = kh. Se observa que tanto el método
de gradiente como la regla de Euler brindan una solucién aproximada cercana a la
solucién exacta, aunque se puede apreciar que la solucion obtenida por el método
de gradiente discreto es practicamente la misma que la exacta, mientras que la de la
regla de Euler difiere un poco de esta Ultima. Se observa ademas que el error global
del método de Euler es mucho mayor que el del método de gradiente discreto. Por
su parte, la figur8.2 muestra los resultados de un segundo experimento. Esta vez se
trabajé con valores del tamafio de paso ehtre 2- 10y h = 2. 1073, con el
objetivo de mostrar como variaba el error global de los métodos numéricos respecto
del tamafio de pash. La primera gréafica corresponde al punto inigigl= 1y la
segunda § = —1, observandose en ambos casos que la dependencia del error global
respecto dé para la regla de Euler es lineal, como se esperaba ya que es un método
numérico de primer orden. No puede dejar de sefalarse que la escala de ambos ejes
en la figura3.2 es logaritmica. En cambio, para el método de gradiente dis@eto
pesar de que la dependencia apreciada también es lineal, la recta que muestra esta de-
pendencia tiene pendiente dos, hecho que valida el resultado obtenido en la seccion
anterior cuando se demostrd que en este caso el método de gradiente discreto es de
segundo orden. Asimismo, se muestra que en ambos casos el error para el método de
Euler es superior. Por otra parte, se observa que si se aumenta el tamafio de paso, por
ejemplo, considerandb = 0,02 el método de Euler produce resultados completa-
mente incorrectos. Uno de los comportamientos observados con mayor frecuencia, si
bien las figuras correspondientes no resultaban particularmente ilustrativas y se han
omitido, es que las soluciones producidas por el método de Euler entran en ciclos y
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comienzan a oscilar.

Pa@ el problemaP2, en primer lugar, se definig = 1, h = 0,003, dando lugar
a los resultados que se muestran en la fiGuBaAqui, la primera grafica muestra las
trayectorias de las soluciones obtenidas tanto para el método de gradiente discreto
propuesto, como para la regla de Euler explicita. Esta figura también muestra la tra-
yectoria de la solucion exacta calculada analiticamente con anterioridad. Por su parte,
la segunda grafica representaesbr global a lo largo de la trayectoria, obtenido de
manera similar al caso anterior, pero esta vez restando la trayectoria obtenida por el
método dado en la ecuaciéB.20) luego dek pa®s y la solucion exacta dada por
la ecuacion .16 ent = kh. Se observa que tanto el método de gradiente como la
regla de Euler brindan una solucién aproximada cercana a la solucién exacta, pero el
error global del método de Euler es superior al del método de gradiente discreto. En
un segundo experimento, mostrado en la fighira se trabaj6é cotm en d intervalo
h e (10-4,10°3), con el objetivo de mostrar la influencia del tamafio de paso en el
error global de los métodos numéricos. La primera gréafica corresponde al punto ini-
cial yp = 1y la segunda § = —1. Obsérvese que en ambos casos la dependencia
del error global respecto dees lineal, como se esperaba, ya que al igual que en el
ejemplo anterior ambos métodos son de primer orden. Asimismo, se muestra que en
ambos casos el error para el método de Euler es superior. Ahora bien, si se aumenta
el tamafio de paso, por ejemplo, considerahde 0,03 el método de Euler produ-
ce resultados completamente incorrectos y el error crece de forma no acotada hasta
sobrepasar la capacidad del ordenador.

Un conjunto similar de experimentos se realiz6 para el probR8ndefinido por
la ecuacion logistica. En la figufab se muestran las trayectorias de las soluciones
y los errores pargo = 1,5 y h = 0,004. Para el analisis de la influencia del tamafio
de paso sobre el error global, mostrado en la figuéase utilizé primeroyg = 1,5
y luegoyp = 0,5 para mostrar distintos comportamientos cualitativos, teniendo en
cuenta que en este caso el punto de equilibro estabte=e$. En ambos casos se
aprecia la capacidad del método de gradiente discreto, no solo para brindar una buena
aproximacion de la solucién del sistema, sino también para conservar la funcién de
Lyapunov del sistema continuo.
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0.9f = = = Gradiente discreto R

Euler explicito i

''''' Solucién exacta

0 | | | | | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

0.1

0.09 = = = Gradiente discreto |

0.0811 Euler explicito i

0.07

0.06

0.05

error global

0.04

0.03

0.02

0.01

Figura 3.3: Trayectoria de las soluciones (figura superioryor g@fobal (figura infe-
rior), para el problem#&2, h = 0,003.
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log10(error global)

e — % - Gradiente discreto

5 —e— Buler explicito

-4 -39 -38 -37 -36 -35 -34 -33 -32 -31 -3
log10(h)

log10(error global)

- — % - Gradiente discreto

—o— Euler explicito

Figura 3.4: Relacién entre error global y tamafio de paso en blgmaP2,yp = 1
(figura superior)yo = —1 (figura inferior).
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15 T T

= = = Gradiente discreto i

Euler explicito

----- Solucién exacta

— an— ok I il

0 001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.1

0.09

0.08 = = =Gradiente discreto

Euler explicito

0.05[

0.04f

error global

0.03f

20 25 30

Figura 3.5: Trayectoria de las soluciones (figura superioryor @fobal (figura infe-
rior), para el problem®&3, h = 0,004.
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log10(error global)

-6 _ ¥ - — % - Gradiente discreto
-62p -~ - —o— Euler explicito E
¥~
_64 | | | | | | | | |

log10(error global)

Phe — % - Gradiente discreto

b~ —o— Euler explicito

Figura 3.6: Relacién entre error global y tamafio de paso, panételdo de gradien-
te discreto y la regla de Euler, ambos aplicados a la ecuacion diferencial logistica.
Yo = 1,5 (figura superior)yp = 0,5 (figura inferior).
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A modo de conclusion, se puede afirmar que los métodos de gmdisateto,
a pesar de ser implicitos, se pueden reescribir de manera explicita si se consideran
condiciones especiales de los parametros. También se establece que, a pesar de ser en
principio métodos de primer orden, existen condiciones que garantizan que puedan
obtenerse métodos de gradiente discreto de orden superior. Incluso en los casos en los
gue se obtengan métodos de gradiente discreto explicitos de primer orden, los méto-
dos de gradiente discreto suelen aproximar mejor la solucion del sistema, pero sobre
todo respetan el comportamiento cualitativo del sistema original, ya que conservan la
funcion de Lyapunov del sistema continuo cualquiera sea el tamafio de paso con el
gue se trabaje. En préoximos capitulos se generalizan estos resultados trabajando con
sistemas de alta dimensién.

3.7. Conclusiones

En el inicio del capitulo se mostraron algunos preliminares de la teoria de los
gradientes discretos y el disefio de métodos de integracién basados en estos. Se cen-
tra la atencion en los métodos de gradiente discreto disefiados especificamente para
la conservacion de la funcion de Lyapunov del sistema continuo, dando lugar poste-
riormente a la exposicion de las principales aportaciones del capitulo. Se describe la
metodologia de construccion de métodos de gradiente discreto, haciendo énfasis en
la eleccion de los parametros. Se ilustra el funcionamiento de esta metodologia, dise-
flando métodos de gradiente discreto para tres sistemas escalares simples. A continua-
cion, se centra la atencién en el gradiente discreto del incremento de las coordenadas
y se formalizan los resultados obtenidos, trabajando con una familia de sistemas de
EDO, cuya funcion de Lyapunov es multilineal. De esta manera, se obtiene el resul-
tado mas importante del capitulcon una eleccién adecuada de los parametros, el
método de gradiente discreto obtenido puede reescribirse de forma explicita, para
el caso de sistemas dinamicos con funcion de Lyapunov multilikgaimente se
realiza un estudio del orden de los métodos obtenidos en el caso general y en los ca-
sos particulares de los sistemas escalares simples. Los resultados se ilustran mediante
una serie de experimentos numéricos, que corroboraron la capacidad de los métodos
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obtenidos para conservar la funcion de Lyapunov del sistentanoona la vez que
reducen, en la mayoria de los casos, el error global, en comparacion con la regla de
Euler.
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Capitulo 4

Discretizacion de las redes de
Hopfield con gradiente discreto

Resumen del capitulo

En este capitulo se exponen algunos de los resultados mas importantes
de la tesis. Se propone el uso de un método de gradiente discreto para
la integracion de sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de ma-
nera tal que se preserven la funcién de Lyapunov del sistema al tiempo
gue las demas propiedades favorables del sistema continuo. Como cam-
po de aplicacion se utilizan las redes de Hopfield con y sin autopesos.
Se muestra cOmo en ambos casos es posible reescribir el método de gra-
diente discreto explicitamente teniendo en cuenta la forma de la funcion
de Lyapunov del sistema y la eleccion de los parametros del método.
Posteriormente se hace el andlisis del orden del método propuesto y se
propone su extension de alto orden. Especificamente se propone la com-
posicion del método de gradiente discreto con su adjunto dando lugar
de esta manera a un método de segundo orden que ademas de conservar
la funcién de Lyapunov del sistema continuo puede escribirse explicita-
mente al igual que en el caso anterior.
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4.1. Lasredes de Hopfield

En este capitulo se propone el uso de un método de integracién disefiado de ma-
nera tal que, al discretizar un sistema de EDO con funcién de Lyapunov, ésta se con-
serve conjuntamente con el resto de propiedades favorables que posea el sistema. El
capitulo sigue la siguiente estructura: en esta seccion se introducen las redes de Hop-
field como campo de aplicacién; en la seccidéhse propone el disefio de un método
de gadiente discreto para discretizar las redes de Hopfield de dimensién dos, con el
objetivo de conservar la funcion de Lyapunov del sistema cualquiera sea el tamafio de
paso con el que se trabaje; a continuacion, en la sedci@e generaliza el resultado
de la seccién anterior trabajando con el modelo de Hopfield de dimensiém la
secciénd.4 se hace el analisis del orden del método de gradiente discigiogsto;
ya en la secciéd.5 se considera la presencia de autopesos en el modelo, discreti-
zando también en este caso el sistema utilizando un método de gradiente discreto;
finalmente, en la seccioh6 se propone una generalizacion del método propuesto a
alto orden, componiendo el método de gradiente discreto obtenido inicialmente con
su adjunto.

Como se dijo anteriormente, se utilizaran como campo de aplicacién las redes
de Hopfield con y sin autopesos. Este sistema es un modelo recurrente inspirado en
las redes neuronales biologica¥][ Desde el punto de vista dinamico, las redes de
Hopfield son un sistema estable, ya que poseen funcién de Lyapunov. Precisamente
esta peculiaridad de ser sistemas con funcién de Lyapunov es la que ha sido utiliza-
da para resolver problemas de optimizacion combinata@ia{3] y estimacion de
parametros T, 56]. Por tanto, se desea que al discretizar el sistema, la recetdiscr
también posea funcién de Lyapunov, en otras palabras, que se conserve la funcion
de Lyapunov del sistema continuo bajo discretizacion. Trabajos preijioriestran
guela discretizacion usual utilizada en el marco de la redes neuronales no conserva
la funcidon de Lyapunov del sistema, ya que aparecen soluciones periddicas. Resulta
natural, por tanto, la busqueda de un método de integracion alternativo que conserve
la funcion de Lyapunov a la vez que integre el sistema. Por otra parte, las redes de
Hopfield también pueden considerarse como una generalizacion del modelo de Ising
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de la mecénica estadistica/], y su simulaciéon por ordenador permitiria investigar
propiedades de tales modelos, siempre que la discretizacion preserve sus caracteris-
ticas dinamicas. Por ultimo, desde un punto de vista estrictamente matematico, la
generalizacion a alto orden de las redes de Hopfigld{(] permite definir sistemas

de EDO de dimensién arbitraria, que constituyen un interesante banco de pruebas
de métodos numéricos. En estos sistemas, la conservacion de las propiedades cua-
litativas cobra mas importancia que la minimizacion del error local en la obtencion
de aproximaciones de las soluciones. Por todas estas razones, resultan las redes de
Hopfield un modelo atractivo para mostrar el funcionamiento de los métodos de gra-
diente discreto. Como se menciond en el capitulo 3, éstos métodos estan disefiados
especificamente para la conservacion de la funcion de Lyapunov del sistema conti-
nuo, cualquiera sea el tamafo de paso con el que se trabaje, a la vez que brindan una
buena aproximacién de las soluciones.

Una red neuronal de Hopfield se puede describir de manera general como un
sistema dindmico continuo, compuesto palementos de proceso o neuronas. En
cada instante de tiempo la variablei = 1,...,n refleja la salida de la neurona
i-ésima. Por otra parte, desde el punto de vista dinamico, las redes de Hopfield son
sistemas estables, pues poseen funcion de Lyapunov, que usualmente se denota con la
letraV. A esta funcion también se le conoce como funcién de energia del sistema. La
consideracion de la funcién de Lyapunov como energia permite ver, desde el punto
de vista fisico, este modelo como un sistema disipativo, ya que como se vio en el
capitulo 1, una de las principales caracteristicas de una funcion de Lyapunov es que
decrece a lo largo de las trayectorias. En la literatura aparecen varias formulaciones
para las redes de Hopfield, pero en este trabajo se centra la atencién en la conocida
como formulacion de Abel] 55, 31].

La formulacion de Abe de las redes de Hopfield esta definida por el siguiente
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sistema de ecuacionesdimensional:

duy
i JZ:;Wij yj—bi

Ui
. = tanh| —
h=mn (ﬁ)

dondeu; puede interpretarse bioldgicamente como el potencial interno de la neurona

(4.1)

i, 8 > 0 es un pardmetro, cuya funcién es regular la pendiente de la tangente hiper-
bolica yn es el nimero de neuronas. Por su parte, los elemaptesnj=1,...,n
representan el peso de la conexion de la neujasan lai y losb; coni = 1,...,n

son los valores del sesgo de la neurar&anto los valores dejj; como los deb; son
constantes. A partir de este momento, se asgmeel sin pérdida de generalidad.

Esta suposicion solo lleva a un cambio en la escala en el tiempo. Obsérvese que la
ecuacion 4.1) no es exactamente un sistema de EDO debido a las variables inter
nasu;. Estrictamente hablando, es una ecuacion Algebraico-Difererngidbpde la

patte diferencial es lineal.

A partir de ahora se asumira que la matriz de autopesos es simétrica y con diago-
nal nula, o seav; = wj; y w; = 0. Se demuestra[] que cuando se utilizan las redes
de Hopfield como método de optimizacién, esta suposicion no conduce a pérdida de
generalidad.

Desde el punto de vista dinamico, se puede demostrar que las redes de Hopfield
dadas en la ecuacién.() poseen puntos de equilibrio estables. Este hecho se deriva
de la existencia de una funcién de Lyapunov ya que, la existencia de tal funcion, al
menos en una vecindad de un punto de equilibrio, caracteriza su estabilidad [
Ahora bien, se sabe que la funcién de Lyapunov del sistema viene dada por:

183 v 1
V(Y):_EZZWuMYJ"‘ZblM—_EyTWY"'bTy 4.2)

de manera que resulta facil establecer que este modelo es un sistema de gradiente, ya
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que:

du < oV
— = ) Wijyj-bi=-—
dt JZ:; Y
Est igualdad es un punto clave a la hora de demostraiVogs, en efecto, funcion
de Lyapunov del sistema, pues su derivada temporal resulta entonces:

dv oV dy du N (V)P N (VP
A ’Z(W) (1- tarte(w)) = -Z(@) (1-7) <0
(4.3)
La ultima desigualdad resulta al observar que las variables de estado permanecen
acotadas pofyj| < 1, ya que se obtienen como resultado de la funcién tangente
hiperbdlica. Consecuentemente, todo punto fijo es también un minimo loval/de
por ende un punto de equilibrio estable.

Con el objetivo de exponer resultados generales, tanto para el sistema dinamico
gue define la red continua como para su discretizacion, se reformula la ecuatjon (
en rminos de las variableg. De esta manera se eliminan las variahlegue se
habian considerado variables internas del sistema. Se tiene entonces que:

dy _dydu oo
il _(1 tarh (u.))J

oV
= (1_yi2)[ Wij Yj = bi] = —(1—Yi2)(a—yi)
reaultando finalmente la que se considera como definicién de sistema de Hopfield:

% =-(1-v?) (g—;/i) (4.4)

Este sistema puede también escribirse en forma matricial:

n
Wij Y —bi]

1
n

j=1

dy
5t = L) (4.5)
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siendo:

1-y2 .. 0

L(y) = :
0 ... 1-y?

mientras quevV(y) es el gradiente de la funcion de Lyapunov definida en la ecua-
cion (4.2). Notese que la ecuaciod.p) coincide con la forma de gradiente lineal del
sistema que se vio en el capitulo 3.

Una propiedad singular de este sistema es que las trayectorias permanecen den-
tro del hipercubo {1, 1)", siempre que el valor inicial también se encuentre dentro
de este. En otras palabras, el hipercubo es invariante, lo cual es obvio de acuerdo
a la ecuacion4.1), ya que la tangente hiperbdlica toma valores entik ). Sin
embargo, si un método numérico estandar fuese aplicado a la ecuadioma(dis-
cretizacion podria destruir esta propiedad.

En cuanto a la dinamica del sistema, debido a la existencia de la funcién de Lya-
punov, el tnico posible comportamiento a largo plazo es que las trayectorias se acer-
guen asintéticamente a un punto que pertenezca al conjunto de puntos fijos del siste-
ma. En particular, no existirian soluciones periddicas. De la ecuatidn ge puede
corcluir que los puntos de equilibrio del sistema, ver capitulo 1, pueden clasificar-
se en: vértices del hipercubo, o sea,ny)ml quely;| = 1; y puntos de equilibrio
interiores, que son aquellos en los qEWij yj — by = 0. Notese que, al asumir la

=1
ausencia de autopesos, como en el caso que nos ocupa, la funcién de Lydpunov

: _ v $
es lineal en cada una de sus variables, ya%ve: - Z Wijyj — bi nodepende de
I i1

yi. A la hora de caracterizar la estabilidad del sistema, se distinguen dos casos fun-
damentales, segun se considere la ausencia de autopesos o no. Por una parte, cuando
los autopesos se anulan, puede demostralsguf los Unicos puntos fijos estables

de la red de Hopfield continua, dada por la ecuacii)( son los vértices del hiper-

cubo. Por otra parte, el analisis del caso en el que los autopesos no se anulan resulta
mucho mas complicado. Resumiendo, tanto la existencia de la funcién de Lyapunov
como la invarianza del hipercubo son caracteristicas criticas para el comportamiento
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favorable de las redes de Hopfield. Es por esto que el objetivdafuantal de este
trabajo es disefiar o proponer métodos numeéricos que, por construccién, preserven la
funcion de Lyapunov que presenta la red continua, independientemente del tamafio
de paso con que se trabaje.

4.2. Aplicacion del gradiente discreto a las redes de Hop-
field

En esta seccion se procede al disefio de un método de gradiente discreto especi-
ficamente construido para conservar la funcion de Lyapunov del sistema que define
las redes de Hopfield. Existen algunos trabajos que han abordado ya el problema
desde este punto de vista, entre los que se puede citar la tesis doctoral del profesor
Miguel Atencia Ruiz ]. En estos trabajos, a partir de resultados previos sobre el sis
tema continuo, se formula la red discreta como un método numérico no estandar que
resuelve la ecuacion continua, dependiendo del tamafio de paso de discretizacion.
Desde el punto de vista numérico, dicha red discreta es una aproximacion de pri-
mer orden de la continua. Asimismo, el andlisis dinAmico muestra que se preservan
los puntos fijos del sistema, asi como su estabilidad o inestabilidad. Sin embargo,
en general, este método no estandar no garantiza la conservacion de la funcién de
Lyapunov, lo que se demuestra mediante la construccion de soluciones periddicas.
En resumen, la destruccion de la estructura de gradiente, dificulta la capacidad del
sistema como algoritmo de optimizacion.

A la vista de los resultados anteriores, surge la necesidad de disefiar un método
numérico que permita discretizar la red continua a la vez que conserve las propieda-
des cualitativas de ésta, especificamente su funcion de Lyapunov. Para esto se centra
la atencién en los métodos de gradiente discreto y se sigue el esquema descrito para
el disefio de éstos en el capitulo anterior, 0 sea:

1. Reescribir el sistemat(l) en la forma de gradiente Iine%% =L(y)VV(y)
definiendo explicitamente la expresion de la malriy) y del gradiente de la
funcionV(y).
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2. Discretizar el sistema usando el método:

=Tz WV (y.2 (4.6)

siendoL (y, y,0) = L(y), VV (¥, y) = YV (y).

3. Sustituir las expresiones de(y, z h) y VV (y, 2) en @4.6) para obtener la ex-
presion del método numérico resultante.

Con vistas a ilustrar la metodologia de obtencién de un método de gradiente discreto,
se escoge como ejemplo ilustrativo el sistema de Hopfield en dimension dos asu-
miendo la ausencia de autopesos. Como se dijo anteriormente, se escoge el gradiente
discreto del incremento de las coordenads’s

Teniendo en cuenta la formulacion general de las redes de Hopfield dada en la
ecuacion 4.1), en dimension dos el sistema adquiere la siguiente forma:

du
L =wiy, — b, y1=tanhuy

t @.7)
gr = Wi b2, Y2 =tanhu;

El primer paso para la obtencion de un método de gradiente discreto para este sistema,
seria reescribirlo en la forma de gradiente lineal.

4.2.1. Formulacion del sistema en forma de gradiente lineal

Dado que se trabaja cone R?, se usara la notaciéry = (y1,y»). Ahora bien,
teniendo en cuenta la expresion\delada en la ecuaciond @) para el sistemad(7)

1Cuando no haya confusion se mantiene la notacion habitual de usar subindices para las distintas
componentes de un vector.
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y asumiendaw;j = wj;j parai # j y w; = 0, entonces:
1 1
V=-3 (Wi2y1Y2) +b1y1 - > (W21Y2Y1) + b2 y2
1
== (2wi2y1y2) + bryr +bpye

=—-Wpy1y2+ by + by

con lo que:
oV oV
VW =|—, —|=(=Wi2y2 + b, = W1 y1 + by)
(5}’1 5YZ) ¢ y
Como se vio en la seccion anterior, se puede reescribir el sistema eliminando las
variables internas;, quedando:

dy: ov
d_tl (1-v3) (_é‘_w)

raltle 7 RO L

(1 - yi) (Wi2y2 — by)

Finalmente, en forma matricial, puede escribirse:

dyr
dt _(1—)’5 0 ](le}’z—bl]
dy 0 1-y3)lwayri—by
dt
dy
rriallVAAAC))
dorde:
_y2 _
L(y>=—[1 . 02), vv<y)=[ W“y“bl]
0 1-y5 —W21Yy1 + b2

Teniendo en cuenta qu€y) es simétrica y definida negativa, se cumple:

av

_ T
=V L) TV =0
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ya que:

1-y2 0 \(- b
(V)T L) VV = —(—W12Y2+b1,—W21Y1+b2)( £ )[ Wazyz 1)

0 1-y2Jl-woryri+by
= - [(—W12Y2 +by) 2(1— Y%) + (= Wory1 + b) 2(1— Y%)] <0

Esto implica que efectivament¥y) es una funcion de Lyapunov para el sistera)(
Luego de reescribir el sistema en la forma de gradiente lineal, corresponde elegir los
parametros del método de gradiente discreto.

4.2.2. Definicion de los parametros del método

Una vez reescrito el sistemd.() en la forma de gradiente lineal, se seleccionan
los parametros del método de gradiente discreto mediante el que se discretizara la red
continua. Los parametros se escogen de manera tal que se clifypla 0) = L (y),
VV (y,y) = VV(y). En este caso se elige:

’L‘(y,z,h)=—(l‘ylzl ° ]

0 1-y2%

Con esta eleccion dees facil comprobar que se cumple la condicién de consistencia,
o sea,L (y,y,0) = L(y). Por otra parte, la expresion para el gradiente discreto del
incremento de las coordenadas seria:

V(z1,¥2) = V (Y1, ¥2)
2 —-Y1

VV(y, 2 =
V(z1,2) -V (21, Y2)
Z—-Y2
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y teniendo en cuenta la definicion Weaeallta:

(=Wi2z1 Yo + 171 + oY) — (~Wi2y1 Y2 + bry1 + b2 yo)
-y

YV (y, 2) =
(-Wi221 22+ 12 + 02 20) = (-Wi2Z1 Y2 + D171 + DoY)
Z—Y2

— Wi Y2 (21 — Y1) + br (22 — y1)

_ AN 3 (— W2 Y2 + bl)
—Wi1221 (20— Yo) + bo (z2 — o) -Wi2271 + by
Z-Y2
Finalmente se tiene que:
Wy, 2) = ( W2 b ) (4.8)
—Wi2271 + b2
—Wi2Y2 + by

con lo quevV(y,y) = ( ) = VV(y) como se requeria.

~Wioy1 + b

Una vez elegidos los parametros del método y luego de comprobar que cumplen
con la definicion de gradiente discreto y la condicién de consistencia, solo queda
sustituir en la ecuacion general de los métodos de gradiente discreto y obtener la

formula de discretizacion.

4.2.3. Discretizacion mediante gradiente discreto

La siguiente fase del proceso de construccion del método, tras escoger sus pa-
rametros, es propiamente la discretizacion del sistema continuo dado por la ecua-

cion (4.7), segun:
z=y+hL(y,zh)VV(y, 2 (4.9)
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[21) _ [Y1] _ h[l -y121 0 )[— Wi2Yo + bl)
pz) Y2 0 1-yo2o)\—W12271 + b

de manera que queda:

0 sea:

z1=y1+h[(-1+y127) (—Wa2Y2 + b1)]
=Y+ h[(-1+Yy22)(-Wi221 + b)]

En este caso es posible despeiay z,, con lo que se puede expresar el método en
forma explicita, o sea:

71 =y1+h[(wi2y2 — b1) —y1z1 (Wi2y2 — b1)]
z1[1+hyr (Wiayo —b1)] = y1 + h (wioy2 — by)

2 = y1 +h (Wizy2 — by)
1+hyr (Wipys — by)

De manera similar se despaay se obtiene:

2y = Yo +h (w1271 — by)
1-hys (W22 — by)

Resumiendo, se obtiene un método de gradiente discreto explicito para las redes de
Hopfield de dimensién dos, cuya formulacion viene dada por:

y1+h (Wipy, — by) _ Y2+h(wipzg —byp)

a= 2771y hy, (Wi221 — bp)

" 1+hy (Wi2y2 —by)’

Este método fue disefiado para que, cualquiera que sea el paso de discretizacion, se
conserve la funcion de Lyapunov del sistema continuo. En la siguiente seccién se
generalizan los resultados aplicandolos a las redes de Hopfield de dimensién
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4.3. Generalizacion del gradiente discreto al sistema de Hop-
field de dimensionn

Con vistas a generalizar los resultados obtenidos en la seccion anterior, se consi-
deray € R", n € IN. Entonces, se tiene que las redes de Hopfield vienen dadas por el

sistema: ]
dy
— =) Wijyj—bi

yi = tanh ()

(4.10)

cuya funcion de Lyapunov resulta ser:

1 n n n

V(y) = _EZZW” YiYi +ZbiYi
i=1 j=1 =1

Obsérvese que asumir la ausencia de autopesos es equivalente a dstegonil-

tilineal, por lo que responde a la descomposicion dada en la ecu&ci del ca-
pitulo 3.

Por otra parte, se sabe que es posible reescribir este sistema en términos de las
variablesy;, coincidiendo esta formulacion con la de gradiente lineal dadd.én (

En ooncreto, se tiene:
dy: L
o= (1—y?)[zlwuyj - bi]
]=

Eda formulacién es conveniente, para posteriormente pasar a seleccionar los parame-
tros del método. La correcta eleccion de los parametros permitira reescribir el método
numeérico de gradiente discreto en forma explicita. Los parametros escogidos en este

caso son:
1—y1 Z ... 0

L(y,zh)=- :
0 .. 1-V¥nz4

Es facil comprobar quk (y, y,0) = L (y), ya que cuandb = 0, se cumpley = z Se
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considera ahora el gradiente discreto del incremento de |ladertadas:

V(Zl’ Y2, ... ,yn)—V(yly Y2, ... ’yn)

-y
V(le 229 y3’ ey yn)_V(Zla y2’ e Yn)
2 —-Y2

VV(y’ Z): V(Zl’ cee zi—l’ Zi? Yi+1, ,yn)—V(Zl, cee Zi—la yia yi+la ’yl"l)

Z =Y

V@, ....z)-V(z, ..., Zn-1, Yn)
Zn — Yn

Como se comento en el capitulo 3, cuando la funcién de Lyapunov es multilineal, se
puede simplificar la notacion escribiendo el gradiente discreto propuesto como:

(W), -2 =A@+ s, Yistoo- V) (4.11)

: oV . I
siempre que; # z, dondeA; = W Enocasiones, por brevedad se escribira:
|

A|(y,Z) :Al (Zla“'? zi—l’ yi+lv~~-9 Yn)
pero es importante tener en cuenta g€y, z) no depende de; cuandoj > i.

Utilizando esta notacion, se puede reescribir el gradiente discreto del incremento de
las coordenadas de la siguiente manera:

Al(YZy---yYn)
A2 (Zla y39 LN Yn)

VW (y,2 = '
Ai (Zl’ ) zi—lv Yi+17 ey Yn)

An (Zla cee 7Zn—l)
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Notese que en este caso también resulta sencillo comprobgrayab,= 0

(WV), 09 = (V)i (9)

Luego de escoger los parametros del método y comprobar que cumplen las condicio-
nes bajo las cuales se garantiza la consistencia del método numérico, se procede a
la discretizacion del sisteméd.(0 como en 4.9). Teniendo en cuenta la eleccion de

los parametros, se puede garantizar la obtencion de un método de gradiente discreto
explicito. Esto ocurre especificamente debido a\§es multilineal,L(y, z h) es li-

neal respecto a la variabiey el gradiente discreto seleccionado es el incremento de

las coordenadas. Finalmente, el método obtenido es:

yi + h(A - D)
-:1—+hyi(Ai—bi)’ AiZ;Wiij-F;Wijyj (4.12)

Nétese que, a pesar de que a simple vista parece que el método obtenido es impli-
cito, hay que tener en cuenta g&g(y, z) no depende dg; cuandoj > i. Entonces,

es evidente que cada componente puede ser calculada utilizando solamente las com-
ponentes anteriores a esta, por lo que el método de gradiente discreto obtenido es
explicito en la practica. De esta manera, es posible aprovechar todas las ventajas de
los métodos explicitos sobre los implicitos, sobre todo en cuanto a eficiencia a la hora
de implementarlos.

4.4. Andlisis del orden de la aplicacion al sistema de Hop-
field

En esta seccion se analiza el método de gradiente discreto propuesto, analizando
su orden en el caso de la integracion de las redes de Hopfdildensionales. Se
sabe que el orden del método numérico obtenido puede ser estudiado siguiendo el
procedimiento estandar, en otras palabras, comparando el desarrollo en serie de Tay-
lor alrededor dé = O de la solucién exacta del sistema de ecuaciones diferenciales y
de la solucion aproximada que brinda el método numérico. Nétese que el método de
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gradiente discreto es consistente por construccion, por les@ menos de orden
uno y por ende el error luego de un paso viene dady fieth)—z = Cgp h2+O(h 3),
siendoCgp la constante de error del método. En el capitulo 3, se vio que la constante
de error depende d&f y J ¢ segun la ecuacion que se reproduce a continuacion por
comodidad de referencia:

1
Cop = (EJC - Jd |h:0) f(y) (4.13)
a(L-vVv L-VV
siendoJd = ( 57 ) J¢= 9 3 ) losjacobianos del método numérico y de la

ecuacion continua, respectivamente, mientrasf@yees la parte derecha de la EDO.

Como se mencion6 anteriormente, la simple aplicacion del método de gradiente
discreto a sistemas de EDO lineales y escalares conduce a la obtencion de laregla tra-
pezoidal, que como se sabe del andlisis numérico es un método de segundo orden, por
lo que es ventajoso en comparacién con la regla de Euler. A continuacion se analizara
si esta ventaja se mantiene cuando se aplica este método a sistemas mas complejos.
Noétese que, teniendo en cuenta la elecciérLdeVV, la i-ésima coordenada del
términoL - VV para las redes de Hopfield viene dada por:

(L-VWV) =@-¥%z)A .2 (4.14)

dondeA(y, 2) se define como enrl(11). Ahora bhien, la matriz jacobiana del sistema
cortinuo J 9 se define segun:

a .
I =-yiAWY.2 Jﬂ:(l—yizi)a_?':(l—Yizi)Wij
]
A o
ya quea—Zi = 0sii # j. Teniendo en cuenta que cuankle: 0, se cumplere = v,

oV
i (V,y) = — regllta;
A (Y,Y) o,
oV 3d

Jii o = - ¥ ay; J |h=o - (1 - Y.Z) Wij (4.15)
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Por su parte, teniendo en cuenta la expresiod éa definicion de la matriz y del
gradiente discret¥V se obtiene:
oV S

Jﬁ=—2yia—yi IG=(1-y?)wy s i#] (4.16)
Calculando la expresion de la constante de €t del método de gradiente dis-
creto, se observa que solo los términos de la diagonal se anulan, ya que habria que

. 1 .
calcular la dlferenmaé Je- g |.._o- Edte resultado basta para concluir que, de ma-
nera general, el método de gradiente discreto obtenido es solo de primer orden. No
obstante, si se escogen los parametros del método de manera d& gue J 9 |h:0
se obtendra un método de gradiente discreto al menos de segundo orden. Por otra

parte, se recuerda que la constante de error del método de Euler viene dada por:

_1 c
Ce = 33°1()

Si & compara este valor con el de la constante de error del método de gradiente
discreto, que viene dada por:

1
Cop = (EJC— Jd|h:0) f(y)

lo que sugiere qU€EE > Cgp, a pesar de ser ambos métodos de primer orden. Es
decir, el método de gradiente discreto brindaria una mejor aproximacion de las so-
luciones, a la vez que conserva la funcién de Lyapunov del sistema. En el proximo
capitulo, mediante simulaciones numéricas se respalda esta suposicion.

El analisis que se ha realizado en esta seccidn no es facilmente generalizable para
la obtencion de condiciones superiores a orden dos. El establecimiento de una teoria
sistematica del orden de métodos de gradiente discreto, similar a la desarrollada para
los métodos de Runge-Kutta, es una direccién prometedora para futuras investigacio-
nes que, sin embargo, se sale de los objetivos trazados para este trabajo.
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4.5. Método de gradiente discreto para el sistema de Hop-
field con autopesos

En los epigrafes anteriores se trabajo con la formulacion de Abe de las redes neu-
ronales de Hopfield considerando que no existen autopesos, o sea, asumiendo
Como se dijo anteriormente, en este caso los puntos de equilibrio estables del sistema
se encuentran en los vértices del hipercubo de definicion. Este modelo encuentra una
aplicacion significativa como método de optimizacion cuando la funcién objetivo es
mutilineal. En este epigrafe se asume la presencia de autopesos en el modelo y se
disefia un método de gradiente discreto para discretizarlo. En este caso, los puntos de
equilibrio del sistema continuo se encuentran en el interior del hipercubo. Una varian-
te del modelo resultante se ha aplicado a la construccién de un método de estimacién
de parametros, por lo que es también un interesante caso de estudio.

Se recuerda que la formulacion de Abe viene dada por:

du—znlw yi — b
T ijYj— b
dt j:1

Ui
. = tanh| —
h=tn (ﬂ)

y que este sistema posee funcién de Lyapunov, dada por:

n
V(Y)Z_%Z;Wijym"‘;bi)ﬁ

Caomo en este caso se estd asumiendo la presencia de autopesos en el modelo, o
sea,w; # 0, la funcion de Lyapunov no seria multilineal por lo que no es posible
reescribirla como en el ejemplo anterior, en el que se asumid la ausencia de autopesos.
En cambio, la siguiente descomposicion es valida:

v=-> [ZWijyiyj"'%Wiiin]"‘Z bi yi
i

i >
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También en este caso puede reescribirse el sistema en térreittas hriabley;,

dyi
ot - 1 Y| [Zwljyj_b]

Luego de reescribir el sistema en la forma de gradiente lineal y siguiendo la meto-
dologia de trabajo para el disefio de métodos de gradiente discreto, dada al inicio de
este capitulo, el siguiente paso seria escoger los parametros del método, a saber: el
gradiente discret&V y la matrizL. Como se vio anteriormente, estos parametros

se escogen de manera tal que se cumplan las dos condidiaf{gsy) = VV(y),

L(y, y,0) = L(y), garantizando de esta manera la obtencién de un método consisten-
te. En este caso también se trabaja con el gradiente discreto del incremento de las
coordenadas. Se sabe que de manera general la coorde¥sitia de este gradiente
discreto viene dada por:

resultando:

V(Zla---,Zi—l,zi,yi+l,---,yn) _V(Zl,---,Zi—l,Yi,yi+l,---,yn)

(V). = PPy

y teniendo en cuenta la descomposicién\en este caso, se tiene:

1
A @ 7YY+ Bi—EWiiZiZ
(Vv).z
! Z =Y

1
(A- (21 1, Yot Yn) Vi + Bi = S Wiy 2)

Z =Y
(A- (Z1,.... 21, Yis1,---»Yn) — —W.. (z +y.)) (z-v)

z-v)
De esta manera, finalmente se tiene quedsima coordenada del gradiente discreto
del incremento de las coordenadas, se define segun:

_ 1
(V) = A (@2t Yoot V) = 5 Wi (3 + Y1) (4.17)
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donde:
A= ZWij Zi +ZWij Yj
j<i j>i
igual que en el caso sin autopesos, aunque cabe sefialar que en este caso no coincide
con el gradiente de la funcion de Lyapunov.

Por su parte, en el modelo en que se consideraba que todos los aulgpssos
anulaban, se asumio:

L = - diag (1-yi 2)

Si se toma ahora este valor paﬂ,ase habrian seleccionado exactamente los mismos
parametros que para el modelo de Hopfield sin autopesos. Se trabajara provisional-
mente con esta definicién, con el Unico objetivo de ilustrar la importancia que tiene
una correcta seleccion de los parametros. En efecto, a continuacion se podra apreciar
cémo en este caso esta seleccion no es adecuada, lo que dara lugar a un cambio en la
eleccion de..

Sustituyendo los parametros escogidos en la ecuadiéngque define el método
de integracion, se tiene:

_Z‘;y‘ =-(1-vz) (Aa—%w“ (z +Yi)):_(1_YiZi)[Ai—%WiiZi_%Wiiyi]

1 1
z=Yi- h(l_YiZi)(Ai_EWiiZi—EWiiYi)

1 1 1 1
=VYi-— h(Ai—EWiizi—EWiiyi —AiYiZi+§WiiYiZiz+§WiiYi22i)
1 1 1 1
=Y - h[(EWii Yi)zi2+(§Wiiyi2_§Wii —AiYi) Z +(Ai - EWii Yi)]

Finalmente, agrupando por potenciaszdeesulta:
M i yi) 22+
5 Wi Vi | Zj
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h(—Ai +%Wiiyi)+yi =0
(4.18)
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con lo que si se denota:

.
CK——Z i ¥i
h h o,
B=5wi+hAy - swiyi-1 (4.19)
h
y=SWiYi—hA+Y

la ecuacién4.18 no es mas que una ecuacién de segundo grado en térmigos de

A continuacion se hace un andlisis cualitativo para decidir cual de las dos so-
luciones de la ecuacion de segundo grado obtenida anteriormente, definira el mé-
todo de gradiente discreto que se esta diseflando. Esta claro que, por consistencia,
cuandoh = 0 debe cumplirse que = y. Si se considera que la ecuacich19
define los coeficientea(h), g(h), y(h) como funciones dé, cuandoh = O se ten-
drén los valoresr(0) = 0, 8(0) = -1, ¥ (0) = y;. Se considera ahora la ecuacion
a(h) z2 + B(h) z+ y(h) = 0 y se comienza el andlisis con la solucién que viene dada

por:
_ 2 _
g = TP NPT~ day (4.20)

2a
Analizando el limite cuandh — 0, se tiene:

=B+ B*-4ay . (=B+ B:-4day -B- B*-4day
lim = lim .
h—0 2a h—0 2a —B-\BZ-day
— fim B2 (82~ 40)
h—0 2&(—,8 - \B2%- 4cm/)
2
= [im J
h—>0_13_ /ﬁz _4a,y
. 2y
=Im——=w
h—0—5—|B|
yaquep(0) = —1. La no existencia del limite es un criterio suficiente para desechar
esta solucioén, dado que se asume que el método debe estar definido por una funcion
continua.
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Haciendo un andlisis similar con la otra solucién, se obtiene:

fim ~2= VB2 - 4ay
2a

h—

B T AR B [

h»0—-B+|8] -28 2

De esta manera se concluye gme- y cuandoh = 0, que coincide con la condicién
intuitiva de consistencia. Asi, se puede afirmar que el método de gradiente discre-

- \B7T-day

2a

to estaria definido por la ecuacian= cona, B, y como en la
ecuacion 4.19.

Luego de efectuar algunos experimentos numéricos con vistas a validar el fun-
cionamiento del método obtenido, se puede arribar a la conclusién de que este no es

adecuado en varios aspectos:

1. Habria que chequear en cada paso el signg,d& que cuand@ > 0O la
discretizacién correcta es la que viene dada por la ecuacion:

g+ Ay

2a

Z

2. A pesar de conservar la funcion de Lyapunov del sistema continuo, la discre-
tizacién no respeta el dominio de definicién de este, ya que las soluciones se
salen del hipercubo-(, 1).

3. Otro inconveniente de esta discretizacion es que siempxuéay < 0, el
método no encuentra solucion.

Teniendo en cuenta el mal funcionamiento del método obtenido, se propone una elec-
cion diferente de los parametros, con el objetivo de mejorar su eficiencia. Se continlia
trabajando con el mismo gradiente discreto, o sea:

(W) = A - %Wii @ +y)

pero se toma la eleccion mas sencilla para la matris decirl = L = — diag(l - ylz)
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Entonces, el método queda de la siguiente forma:

% == (1_yi2)(Ai —%Wii (z +Yi))
1 1
== (1_yi2)(Ai — 5 Wi Z — 5 Wi Yi)

= (1—yi2)(Aa - %Wii yi)+(1—yi2)(%wii zi)
con lo que:

Wi Yi) +h(1- Y.Z)(% Wi Zi)

Z‘_D(l_yiz)w“zizyi_h(l—yg)( WiiYi)

2

|
NI NI NI

(1— g (1-y?) w“) Z=Yyi- h(l—yiz)(Ai — Zw yi)

Finalmente, se obtiene un método de gradiente discreto explicito que viene dado por
el siguiente modelo iterativo:

Yi- h(l_yiz)(Ai_%Wiiyi)

4= h
1- E (1_yi2) Wi

Ege método de gradiente discreto permite discretizar las redes de Hopfield con au-
topesos a la vez que conserva la funcién de Lyapunov de la red continua. Obsérvese
gue en este caso también fue posible reescribir el método en forma explicita incluso
cuando la funcion de Lyapunov no es multilineal. Por otra parte, haciendo un analisis
del orden similar al realizado para el método obtenido con ausencia de autopesos, se
concluye que este método es también de primer orden.

Teniendo en cuenta que en ambos casos se han obtenido métodos de gradiente
discreto de primer orden, la propuesta de una generalizacion de alto orden de dichos
métodos es una linea natural a seguir. Es en esta direccion en la que se encuentran los
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resultados de la proxima seccion.

4.6. Método de gradiente discreto adjunto

El objetivo de esta seccion es obtener un método de gradiente discreto de orden
superior. Especificamente, se propone la extension de alto orden del método de gra-
diente discreto disefiado al inicio del capitulo, aplicado a las redes de Hopfield sin
autopesos. Para esto, se considera la composicién de este con su adjunto. De manera
general, para obtener el adjunto de un método numérico se considera el inverso del
método y se retrocede en el tiempo. En otras palabras, se efectian los inter@mbios
pory;, h por —h, tal como se explico con mas detalle en el capitulo 2. Teniendo esto
en cuenta y considerando la expresion del método de gradiente discreto obtenido con
anterioridad, cuya expresion viene dada en la ecuadid)( se tiene:

y_: ZI_hA(yl77y|—lsz|+la’Zn)
! 1_hZA|(yl77y|—lszl+lsaZn)

i=1...,n (4.21)

Luego de despejar, es necesario invertir el orden de célculo de las coordenadas para
obtener un método explicito, el cual sera el adjunto del método de gradiente discreto
dado en la ecuaciort (12, o sea:

— yl _hAi(yl,---,yi—l,zi+l,---,zn)
1_hy|Ai(yl,---,yi—l,zi+l,---,zn)’

Z i=n,...,1 (4.22)
Teniendo en cuenta que el objetivo de esta seccidn es obtener un método de gradiente
discreto de orden superior, se propone la composicion del método de gradiente dis-
creto de primer orden con su adjunto. Como se dijo en el capitulo 2, la composicién
de métodos numéricos tiene muchas finalidades pero cuando se trata de incrementar
el orden de convergencia, una de las vias a seguir es la composicion:

Wh = Dy 0 B (4.23)

gue convierte todo métodb consistente de paso simple y orden uno en un método
¥ simétrico de segundo ordef7]. En particular, siend@y, el método de gradiente
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discreto propuesto en la ecuaciénld y @; su adjunto, cuya expresion viene dada
enla ecuacion 4.22), entonces se puede afirmar dig seé& un método numérico
explicito, simétrico y de segundo orden. Resulta relativamente sencillo comprobar
gue ademas este método conserva la funcion de Lyapunov del sistema continuo. Se
tiene que:

Dpy2(Yn) = Vne1 = V(Vni1) < VWh)

ya quedy, es un método de gradiente discreto, sieMda funcién de Lypaunov del
sistema. Por otra parte:

Ph(yn) = @;/2 (Pny2(Yn) = (D;/z (Vn+1) = Yne1

y en este caso también se cumple ¥{g,1) < V (V,,1) ya qued; es también un
método de gradiente discreto, con lo que se concluye la validez de la siguiente cadena
de desigualdades:

V(yn+1) <V (Vn+1) < V(yn)

En resumen, el método numérico propuesto, ademas de ser explicito, simétrico y de
orden dos, conserva la funcién de Lyapunov del sistema.

4.7. Conclusiones

En este capitulo se recogen algunos de los resultados mas importantes de la tesis.
En primer lugar, se introducen las redes de Hopfield como campo de aplicacion de
las técnicas de integracién que se proponen posteriormente. Se diferencian dos casos
concretos, segln se asuma la ausencia o la presencia de autopesos en el modelo. A
continuacion, se disefia un método de gradiente discreto de manera tal que se con-
serve la funcion de Lyapunov bajo discretizacion, cualquiera sea el tamafio de paso.
Se muestra, ademas, que una eleccién adecuada de los parametros del método de
gradiente discreto permite reescribirlo explicitamente, a pesar de ser estos métodos
implicitos en principio. Este resultado se obtiene tanto para el modelo sin autope-
S0s como, posteriormente, para el que incluye autopesos y, por tanto, cuya funcion
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de Lyapunov no es multilineal. Se realiza ademas, en este lcg@tiestudio del
orden del método propuesto, obteniéndose condiciones de segundo orden sobre los
parametros. Finalmente, se propone una extension de alto orden del método obteni-
do, al discretizar el sistema de Hopfield considerando la ausencia de autopesos y se
demuestra su capacidad para conservar la funcién de Lyapunov del sistema continuo.
En el proximo capitulo, se muestran simulaciones en las que se ilustra el fun-
cionamiento del método de gradiente discreto obtenido para la discretizacion de las
redes de Hopfield sin autopesos. Se muestran también en las simulaciones las me-
joras que introduce su extension de segundo orden ya que, si bien es cierto que las
soluciones obtenidas son similares cualitativamente, el método de segundo orden mi-
nimiza el error local cometido en la discretizacion, a la vez que conserva la funcion
de Lyapunov del sistema, respetando a su vez el dominio de definicion de la red
continua.
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Experimentos numéricos

Resumen del capitulo

En este capitulo se muestran un grupo de simulaciones numéricas con
el objetivo de respaldar los resultados tedricos de capitulos anteriores
respecto al orden, convergencia y exactitud de los métodos de gradiente
discreto propuestos. Los experimentos se disefiaron para la discretiza-
cion de las redes de Hopfield asumiendo la ausencia de autopesos. En
primer lugar, se compara el método de primer orden disefiado con la re-
gla de Euler, algunos esquemas de Runge-Kutta y el método de proyec-
cion presentado en capitulos anteriores. En todos los casos, se aprecia el
buen comportamiento del método de gradiente discreto, tanto en la preci-
sion con la que aproxima la solucion del sistema, como en su capacidad
para conservar la funcién de Lyapunov del sistema continuo cualquie-
ra sea el tamafo de paso de discretizacion. Este buen comportamiento
persiste incluso al aumentar el tamafio de paso, hasta el punto de que el
resto de los métodos muestran comportamientos erroneos desde el punto
de vista dinamico. A continuacion, se disefian algunos experimentos con
objeto de mostrar las mejoras obtenidas al proponer la extension de alto
orden del método de gradiente discreto, mediante la composicién con el
método adjunto.
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5.1. Método de gradiente discreto

En d capitulo anterior se propone un método de gradiente discreto para la dis-
cretizacion de las redes de Hopfield que, como ya se ha dicho, vienen dadas por la
siguiente ecuacién algebraico-diferencial:

El método de gradiente discreto obtenido cuando se asume la ausencia de autopesos
en el modelo viene dado por:

i + h(A - by)

gue, como se vio en el capitulo anterior, es un método explicito ya que todas las
componenteg; con j < i ya han sido calculadas cuando se afronta el compum de

En este capitulo se muestra el resultado de algunos experimentos numéricos reali-
zados con el fin de evaluar el funcionamiento de este método. De la teoria del analisis
numeérico se sabe que cualquier método numérico puede proporcionar una aproxima-
cion correcta de las soluciones de un determinado sistema de ecuaciones diferencia-
les, si se trabaja con un tamafo de paso suficientemente pequefio. Es por esto que,
con objeto de mostrar las ventajas de trabajar con este método de gradiente discreto,
se disefian casos de prueba en los que usualmente los métodos tradicionales fallan al
obtener una aproximacion adecuada de las soluciones o al conservar la dinamica del
sistema continuo. En la seccidnl vimos que las redes de Hopfield, desde el punto
de \ista dinamico, constituyen un sistema estable, ya que es un sistema con funcion
de Lyapunov. Por otra parte, teniendo en cuenta la ecuacién que define este modelo,
se sabe que su dominio de definicion se encuentra dentro del hipercyid\y que
al asumir la ausencia de autopesos, owgga 0, los puntos de equilibrio estables
coinciden con los vértices del hipercubo, puntos en logyjue 1. Puede decirse, por
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consiguiente, que tanto la existencia de la funcién de Lyapaomwo su dominio de
definicién son dos caracteristicas fundamentales de este sistema, teniendo en cuenta,
entre otras aplicaciones, la resolucion de problemas de optimizacién. Por tanto, el
objetivo de los experimentos serd mostrar la superioridad del método de gradiente
discreto, en lo tocante a que, al discretizar el sistema, se continllen conservando estas
propiedades.

Para disefar los experimentos numéricos, se tuvo en cuenta que en una vecindad
de un punto critico, el comportamiento de las soluciones puede ser cualitativamente
diferente, dependiendo de la discretizacién y el tamafio de paso con el que se trabaje,
por lo que tomar el punto inicial cerca de un punto critico seria un interesante caso
de estudio. Por tanto, se fuerza el sistema a tener un punto de equilibrio inestable
Ve, €l cual se define como un punto arbitrario en el interior del hipercufiol]",
estableciendo convenientemente la relacion entre los parametros, eb gediry..

Noétese que el punto de ensilladura que presenta el sistema pertenece a la frontera
entre las cuencas de atraccion asociadas a diferentes puntos de equilibrio estables.
Finalmente, se escoge el punto inicyglen una vecindad del punto critigg, de
manera tal que pequefas perturbaciones conduzcan a comportamientos dinamicos
cualitativamente diferentes.

Con respecto a la matriz de pesds inicialmente, se tomaron los coeficientes
de la matrizW aleatorios, pero de manera tal que la matriz fuese simétrica y con
diagonal nula. Los experimentos realizados con esta definicién de los parametros no
mostraron ningln comportamiento relevante, o sea, no se aprecia ninguna ventaja del
método de gradiente discreto sobre los métodos tradicionales. En el siguiente conjun-
to de experimentos, se definen los coeficientes de la mM&tdierentes en distintos
ordenes de magnitud, de manera tal que el sistema sea moderadstifefige en-
tonces cuando comenzaron a ser visibles las ventajas de la utilizacién del método de
gradiente discreto propuesto. Los experimentos numéricos se realizaron con cuatro
enfoques diferentes, que se explicaran detalladamente en préximas secciones. La idea
general de cada enfoque seria:

1. Experimentos cualitativocomparacion con la regla de Euler, con el objetivo
de mostrar la factibilidad, al menos en principio, del método propuesto. Para
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esto se utilizan como ejemplo de prueba las redes de Hopfield €dh

2. Experimentos cuantitativocomparacion con la regla de Euler, confirmando
los resultados tedricos obtenidos en la secdidireferentes al orden y preci-
sion del método propuesto.

3. Comparacion practicaistematica con métodos de Runge-Kutta comercialgs |
se mplementan los métodos sobre sistemas de alta dimensién, y los resultados
apoyan el uso practico del método propuesto.

4. Comparacion con el método pmyeccion 12]: el objetivo es mostrar las ven-
tajas del método de gradiente discreto propuesto frente a métodos que también
han sido disefiados expresamente para la integracién de sistemas de gradiente.

5.1.1. Enfoque cualitativo. Comparacién con el método de Euler

El primero de los experimentos esta disefiado desde el punto de vista cualitati-
vo, siendo el objetivo mostrar el funcionamiento del método de gradiente discreto,
comparando su funcionalidad con la del método de Euler explicito. La eleccion del
método de Euler resulté ser la mas natural, teniendo en cuenta que el método de
gradiente discreto es también explicito y de primer orden. Para los experimentos se
considera el sistema de Hopfield aos 3. La matriz de los autopesos se escoge Si-
métrica y con diagonal nula y, en concreto, los valores exactos para este experimento
son:

0 100 1
W=|[100 0 10
1 100 O

Por su parte, el punto inicial se escoge aleatoriamente pero en una vecindad reducida
del punto critico, que en este caso se fijgen (0,4 -0,2 0,1)", mientras qué viene

dada pob = Wy, garantizando asi qug es un punto de equilibrio. Primeramente,

se trabaja con un tamafio de paso pequefio, especificamend®01, como grupo

de control. En este caso el comportamiento dindamico de ambos métodos es similar.

Ambos conservan la funcién de Lyapunov del sistema continuo, aungque se observa

116



Capitulo 5. Experimentos numéricos

gue el error local en el caso del método de Euler es levementd@ugdedel método

de gradiente discreto. Dicho sea de paso, no es de extrafiar que el método de Euler
se comporte correctamente desde el punto de vista dinamico, pues se ha demostrado
gue este método conserva la funcién de Lyapunov cuando se considera un tamafio
de paso suficientemente pequef®]]Las trayectorias obtenidas se muestran en las
figuras5.1y 5.2

Sinembargo, cuando se aumenta el tamafio de passe 6,005, el resultado de
las simulaciones es radicalmente diferente. Las trayectorias para este caso se mues-
tran en la figurd.3, donde se observa que la segunda componente entra en una solu-
cion periddica cuando se integra el sistema utilizando el método de Euler. En cambio,
la solucion obtenida a través del método de gradiente discreto contindia conservando
un comportamiento correcto: las tres componentes de la solucidn convergen a uno de
los puntos de equilibrio estables del sistema. Respecto a la funcién de Lyapunov, cu-
ya trayectoria se muestra en la figird, es evidente que la regla de Euler es incapaz
de onservarla y este hecho se corrobora al aparecer puntos en los que el incremento
deV es visible.

El comportamiento del error local también se muestra en la figutaobser-
vandose un comportamiento totalmente erréneo para la regla de Euler, a pesar de
estar trabajando con un tamafio de paso pequefio. Por otra parte se realizé una ba-
teria completa de experimentos con diferentes tamafios de paso. Comenzando con
h = 0,004, aparecen puntos donde la regla de Euler deja de conservar la funcién
de Lyapunov, aungue la solucion sigue convergiendo al punto de equilibrio estable.
Parah = 0,0045, se obtiene una solucién de periodo dos, mientras que la trayec-
toria que se muestra en la figusad parah = 0,005 parece ser de periodo cuatro.
Aungue el andlisis dinamico de las soluciones discretas obtenidas no constituya el
objeto del presente trabajo, cabe comentar que la aparente existencia de una bifurca-
cion que dobla el periodo, cuando el tamafio de paso se considera como un paradmetro
de bifurcacion, sugiere una posible ruta al caos si el tamafio de paso se incrementara
suficientemente. El comportamiento cualitativo obtenido (la preservacion de la fun-
cion de Lyapunov por el método del gradiente discreto y la aparicion de soluciones
periédicas para el método de Euler) aparece de forma consistente para una amplia
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Euler explicito
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Figura 5.1: Trayectoria de las tres componentes de la solueida idd de Hopfield
de dimensiom = 3 parah = 0,001.
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Figura 5.2: Funcion de Lyapunaxy error local de la red de Hopfield de dimension
n = 3 parah = 0,001.
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— — = Gradiente discreto

Euler explicito
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Figura 5.3: Trayectoria de las tres componentes de la solueida idd de Hopfield
de dimensiém = 3 parah = 0,005.
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Figura 5.4: Funcion de Lyapunaxy error local de la red de Hopfield de dimension
n = 3 parah = 0,005.
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gama de valores de los coeficientdsh, ad como de los valores inicialgg.

5.1.2. Enfoque cuantitativo: analisis del error

El segundo grupo de experimentos se llevo a cabo con los mismos parametros que
en el caso anterior, pero ahora la eleccion de los tamafios de paso estaba guiada por
un enfoque cuantitativo. A diferencia de los casos simples del capitulo 3, no se dis-
pone de la expresion analitica de la solucion exacta del sistema. Por tanto, no puede
concluirsea priori cual de los dos métodos esta brindando una mejor aproximacion
de esta solucién. En orden a tener una idea mas clara al respecto, se discretiza consi-
derando un tamafio de paso extremadamente pequefio, exacthradh@®01, y las
trayectorias son consideradas como la soluei@actadel sistema, lo que se confirma
teniendo en cuenta que las soluciones obtenidas por ambos métodos son muy simila-
res. Entonces, se discretiza el sistema utilizando tanto el método de Euler como el de
gradiente discreto utilizando = 0,001 y se comparan con la solucién considerada
exacta, mostrando el resultado en la figbua Ambas trayectorias, cuando se consi-
derah = 0,001, se alejan de la trayectoria exacta , pero la perturbacién ocurrida para
el método de Euler es considerablemente mayor. También en la fidgisa mues-
trauna vista ampliada de las trayectorias obtenidas, para que la comparacion pueda
realizarse con mayor claridad. Este proceso de degradacion mas lenta del método de
gradiente discreto, cuando el tamafio de paso se aumenta, sugiere que los métodos
disefiados para preservar el comportamiento cualitativo del sistema original también
poseen propiedades favorables desde el punto de vista cuantitativo.

Por otra parte, con el fin de estimar la relacion e influencia del tamafio de paso de
discretizacién respecto al error local producido, tanto por el método de Euler como
por el método de gradiente discreto, se realizan otro grupo de simulaciones pero
esta vez considerando el sistema coa 30. El resto del contexto experimental se
mantiene, es decir, el punto critico se escoge aleatoriamente dentro del hipercubo de
definicién y el punto inicial en una vecindad de éste, mientras que los elementos de la
matriz de autopesdd/ se escogen aleatoriamente respetando su simetria y la ausencia
de autopesos. El error se estima con el procedimiento ustjalgue se resume en
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0.4 T T T T
= = = Gradiente discreto (h=0.0001)
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Figura 5.5: Primera componente de la trayectoria de la solagida red de Hopfield
de dimensiom = 3 calculada por ambos métodos con diferentes tamafos de paso
(figura superior). Vista ampliada de la misma trayectoria (figura inferior).
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log10(error)
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log10(h)

Figura 5.6: Error local de la red de Hopfield de dimensién30 para ambos métodos
con diferentes tamafios de paso.

restar la solucion obtenida mediante un método de ondga la proporcionada por

un método de orden al menns- 1. En este caso, se analizan el método de Eulery el
método de gradiente discreto, que son ambos de orden uno. Por tanto, se comparan las
soluciones obtenidas con la que resulta al discretizar el sistema utilizando un método
de Runge-Kutta de segundo orden. De esta manera, se obtiene una aproximacion del
error local, tanto para el método de Euler como para el de gradiente discreto. Los
resultados se muestran, en escala logaritmica, en la figéevidenciando que el

error local producido por el método de gradiente discreto es menor que el que se
obtiene al discretizar el sistema mediante el método de Euler. En efecto, se aprecia
gue la constante de error del método de gradiente discreto es un orden de magnitud
menor que la de la regla de Euler, tal como se habia demostrado en la s&écion
Ademas, el hecho de que la dependencia entre el error local y el tamafio de paso
sea lineal en la escala logaritmica, corrobora el resultado obtenido también en la
seccién3.5 el método de gradiente discreto propuesto es de primer orden
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Una vez validado el funcionamiento y superioridad del métodgrddiente dis-
creto propuesto respecto a la regla de Euler, tanto en su capacidad para conservar la
funcion de Lyapunov del sistema continuo como al brindar una mejor aproximacion
de las soluciones, se pone a prueba su eficiencia comparando con algunos métodos
de Runge-Kutta disponibles en la bibliotecaMatlab [54].

5.13. Comparacion con métodos de Runge-Kutta

Es bien sabida la eficiencia de los esquemas de Runge-Kutta en la resolucion de
sistemas de ecuaciones diferenciales. Existe una gran variedad de estos esquemas,
incluyendo formulaciones explicitas, implicitas, de paso fijo, de paso variable, etc.,
como se vio en la seccidn3.5 Puede decirse que las implementaciones comerciales
de los métodos de Runge-Kutta constituyen el estandar a batir por nuevas propuestas,
y por esta razén parece conveniente utilizarlos como referencia de comparacion frente
al método de gradiente discreto aqui expuesto.

Ahora bien, el método de gradiente discreto es un método explicito de paso fijo,
para el que no se ha disefiado ninguna estrategia adaptativa de paso variable como
mecanismo de control de error. Por su parte, los métodos de Runge-Kutta poseen so-
fisticados métodos de andlisis de control de error, orden y adaptacion del tamarfio de
paso, entre otros. Surge entonces de manera natural la cuestion de como realizar una
comparacion equitativa entre ambos métodos, que permita validar la eficiencia del
método de gradiente discreto. Siguiendo la documentacidviatlab, la cual acon-
seja no manipular directamente el tamafio de paso, se configuran los esquemas de
Runge-Kutta escogidos para el experimento fijando la tolerancia abstil)tené-
xima permitida. Esta se puede considerar comparable al error local de un método
de paso fijo. Entonces, el tamafio de paso del método de gradiente discreto se ajusta

[ tol , - .
comoh = %5, yaque de la figurd.6 se infiere que el error local es aproximada-
merte:

y(t+h) — z=105h? (5.1)

En resumen, la idea es realizar la comparacion, en términos de coste y fiabilidad,
entre métodos que cumplen los requisitos de exactitud impuestos, enfoque que esta
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Tabla 5.1: Comparacion del método de gradiente discreto caosvarétodos de
Runge-Kutta cort € [0,0,5]. DG: método de gradiente discretoged45 ode23

ode23smétodos dévatlab.

Tolerancia Método Tiempo (seg) mMAX¥ % pasosAV > 0
DG 0.03 -1.85104 0.00%
1072 ode45 0.41 7.81 31.75%
ode23 0.26 9.93 38.50%
ode23s 0.47 1.44072 6.45 %
DG 0.08 -4.2510°7 0.00%
103 ode45 0.41 6.540°1 24.82%
ode23 0.26 9.9401 26.09 %
ode23s 0.53 5.9704 3.38%
DG 0.24 -1.1410°7 0.00 %
104 ode45 0.42 6.590°1 24.82 %
ode23 0.28 9.9401 25.00 %
ode23s 0.60 1.780°3 2.44%
DG 1.00 -3.3710°8 0.00%
10 ode45 0.41 6.590°1 24.82%
ode23 0.27 9.9401 24.87%
ode23s 0.58 1.340°3 2.22%

sustentado en las principales referencias consultadas saenese]? 7].
Los métodos de Runge-Kutta (vetd] y las referencias que contiene) seleccio-
nacbs para comparar con el método de gradiente discreto propuesto fueron:

= 0ded5: esquema explicito de Runge-Kutta de 6rdenes 4y 5, disefiado por Dor-

mand y Prince.

= 0de23: esquema explicito de Runge-Kutta de 6rdenes 2 y 3, disefiado por Bo-
geacki y Shampine. Puede ser mas eficiente queded5para tolerancias de
error bajas y en presencia de problemas moderadarstifite

= 0de23s: se basa en una formula modificada del método de Rosenbrock de or-

den 2 para ecuacionestiff.
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En estos experimentos también se trabaja con el sistema de IHaj&gidimen-
sionn = 30, y la matriz de los autopesos se obtiene aleatoriamente para luego mul-
tiplicar uno de sus elementos por una constante positiva suficientemente grande, de
manera tal que el jacobiano del sistema tenga valores propios diferentes. De esta
manera se garantiza que el sistema sea moderadasighteos resultados de las
simulaciones se muestran en la tabla, que recoge el valor de la tolerancia utili-
zaw en cada caso, el tiempo en segundos que demora cada método en converger, el
maximo valor que alcanza el incremento de la funcién de Lyapunov fvigy el
porcentaje de pasos en los que el incremento de la funciéon de Lyapunov es positivo
(% pasosAV > 0). Este ultimo valor refleja la tasa de ocasiones en las que cada
método deja de conservar la funcién de Lyapunov del sistema continuo, ya que al
serV decreciente a lo largo de las trayectorias, por ser funcién de Lyapunov del sis-
tema, su incrementaV tendria que ser negativo en todo momento. Teniendo todo
esto en cuenta, se puede concluir que el indicador fundamental de fiabilidad de los
métodos es el incremento maximo de la funcién de LyapunovA¥ay cualquier
valor positivo indicaria la destruccion de la estabilidad del sistema.

Se puede apreciar en los resultados que, para todos los valores de la tolerancia
analizados, los métodos de Runge-Kutta fallan a la hora de conservar la funcion de
Lyapunov del sistema continuo, incluso cuaridb= 1072, lo que implica que el
paso de discretizacion es del orden de*18egun la relacion establecida entre ellos.

En otras palabras, incluso para tamafos de paso suficientemente pequefios, los mé-
todos de Runge-Kutta no brindan una solucion cualitativamente correcta, o sea, las
soluciones obtenidas no conservan la funcién de Lyapunov del sistema. Sin embargo,
se puede diferenciar el comportamiento del métode23sdel resto. Por ejemplo,
cuando la tolerancia toma el valml = 1072, los métodos explicitosde45y ode23

fallan a la hora de conservar la funcion de Lyapunov, ya que se aprecian considerables
incrementos positivos dé. Por su parte, el métodmde234alla por un margen muy
pequefio. No es de extrafiar que este método funcione mejor que los esquemas ex-
plicitos, ya que esta disefiado para la resolucion de ecuastfiieg se conocen las
ventajas en este sentido de los métodos implicitos. De la teoria del analisis numérico
se sabe que los métodos explicitos usualmente no funcionan correctamente al discre-
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tizar sistemastiff, ya que cualquiera que sea la condicién inicial con la que se trabaje,
se ven obligados a disminuir excesivamente el tamafio de paso en orden a obtener la
solucién del sistema. Por otra parte, cuando se observa el porcentaje de pasos en los
gue la funcién de Lyapunov aumenta (% paa®s> 0), el métodade23dalla con

una frecuencia limitada, pero significativa, mientras que los métodos explicitos fallan
aproximadamente un tercio de los pasos. En cambio, el método de gradiente discreto
obtiene la solucion del sistema, a la vez que conserva la funcion de Lyapunov del
sistema continuo, cualquiera sea el tamafio de paso de discretizaciéon. Es sorprenden-
te el hecho de que, al imponer valores de tolerancia mas estrictos, los resultados se
mantienen. Por ejemplo, patal = 107°, todos los métodos de Runge-Kutta ana-
lizados fallan en conservar la funciéon de Lyapunov. También se puede concluir de
los experimentos que para cualquier valor de la tolerancia comprendido en el rango
analizado, el método de gradiente discreto es al menos un orden de magnitud mas
rapido que los métodos de Runge-Kutta. De esta manera queda justificada la eleccion
del método de gradiente discreto sobre los esquemas de Runge-Kutta analizados, a
pesar de ser un método de primer orden. En la taldlde muestran los resultados

para un determinado juego de valores de los parametros, pero es valido sefialar que
los resultados se repiten de forma consistente para una amplia gama de valbtes de

b, yo, al igual que en los experimentos realizados con la regla de Euler.

5.1.4. Comparaciéon con el método de proyecciéon

Finalmente, se compara el método propuesto con el método de proyeccion que
se introduce en la secci@4. Como se vio anteriormente, este método también esta
disefiado con el objetivo de conservar la funcién de Lyapunov del sistema continuo.
Como método de Runge-Kutta basico para la construccion del método de proyeccion,
se utilizé el esquema de Fehlberg 4(5) considerando la salida densa del método de
orden 5.

Los experimentos muestran que, tomando valores pequefios del tamafio de paso,
por ejemplo, valores entle = 10°° y h = 1073, el método de gradiente discreto
y el método de proyeccion se comportan correctamente. En otras palabras, no solo
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Figura 5.7: Component® de la solucion numérica obtenida por el método de gra-
diente discreto y el método de proyeccién para 1072 (figura superior). Funcion
de Lyapunow obtenida por ambos métodos también gasal10-2 (figura inferior).
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obtienen soluciones cualitativamente similares, sino guedisoluciones conservan
la funcién de Lyapunov del sistema continuo, como se muestra en la figurape-
sarde tener un comportamiento similar, es valido sefialar que en estos experimentos,
el coste computacional del método de proyeccion es significativamente superior al
del método de gradiente discreto. No obstante esta observacién, hay que aclarar que
una comparacion rigurosa en términos de tiempo de CPU requeriria una cuidadosa
programacion con una mejora del rendimiento. Sin embargo, el descubrimiento mas
relevante aparece cuando, al aumentar el tamafio de paso, por ejemplo-hasta,
el método de proyeccién no encuentra solucién. Por su parte, el método de gradiente
continta funcionando satisfactoriamente, incluso para tamarfios de paso alin mayores,
como se muestra en la talial

Par interpretar la razon por la que el método de proyeccién fracasa completa-
mente en proporcionar una solucion del sistema, se realizo un analisis detallado del
algoritmo. El punto critico es la resolucién de la ecuacién no lineal que define la
proyeccion en cada paso de discretizacion. En la se€cise vio que en la tercera
etgpa del algoritmo que define el método de proyeccion, se proyecta la aproximacion
de la soluciéry,,, calculada en el primer paso, sobre una variedad a la que se denota
con la letraM. Esta variedad esta disefiada de manera tal que, mientras la solucion
se mantenga sobre ella, el método conservara la funcion de Lyapunov del sistema.
Ahora bien, para obtener la proyeccion de la solucion sgiiyes necesario obtener
un valor ded que satisfaga la siguiente ecuacion:

V (¥ni1 +4V9(Vns1)) = Vi1 =0

Para solucionar esta ecuacion podria utilizarse cualquier método iterativo, por ejem-
plo el método de Newton. En este caso se recurrié a la implementacion que propor-
ciona la funciénfzero de Matlab. El andlisis de los experimentos mostré que este
método puede fallar en tres puntos:

1. Enlos experimentos realizados se observa que es necesario ajustar cuidadosa-
mente el valor inicial de esta ecuacion, ya que el algoritmo no converge para
algunos valores, por ejemplo con la eleccién ob\gia: 0.
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2. En algunos casos no fue posible encontrar un valor inicialcQueergiera a
una proyeccion valida.

3. En otras ocasiones, el método iterativo produce un desbordamiento tras calcu-
lar algunas aproximaciones, sin llegar a converger.

Si se tiene en cuenta que resolver esta ecuacion no lineal equivale a proyectar sobre la
variedadM, y que es precisamente esta proyeccion lo que garantiza que se conserve
la funcion de Lyapunov, la falta de convergencia del método de solucion se vislumbra
como un gran inconveniente del método de proyeccion.

A modo de resumen, se puede decir que las dos Ultimas situaciones del parra-
fo anterior sugieren que, en ocasiones, la variestbgodria no existir, impidiendo
el buen funcionamiento de este método. Esto no contradice los resultados expuestos
en [L7], donde se demuestra que existetusuficientemente pequefio para el cual
la proyeccion sera valida. Sin embargo, el resultado teérico, al ser no constructivo,
no evita que, en la practica, pueda fijarse un tamafio de paso para el que no exista la
proyeccion. Este hecho evidencia una deficiencia del método de proyeccién respecto
al de gradiente discreto, ya que este Ultimo encuentra solucién a la vez que conser-
va la funcién de Lyapunov del sistema continuo, cualquiera sea el tamafio de paso
escogido.

5.2. Método de composicion

Esta seccion esta dedicada a la validacion de la extension de alto orden del método
de gradiente discreto propuesto. Como se vio en el capitulo 3, los métodos de com-
posicion usualmente se utilizan con el objetivo de aumentar el orden de convergencia
de un determinado método numérico, a la vez que se conservan ciertas propiedades
cualitativas del método original. Recordemos que en el capitulo anterior se propone
un método de gradiente discreto para la integracion de las redes de Hopfield, asu-
miendo la ausencia de autopesos. El método de gradiente discreto obtenido para la
discretizacion de este sistema se define segun la ecudcid, €s de primer orden
y eda diseflado de manera tal que al discretizar el sistema se conserva su funcién de
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Figura 5.8: Aproximacién numérica de una de las componentes stducion obte-
nida por cada método pata= 5 - 1072 (figura superior). Funcion de Lyapundt
obtenida por cada método también plara5 - 10°2 (figura inferior).
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Figura 5.9: Error local para cada uno de los métodos, al calukoluciéon aproxi-
mada pard = 5- 1073

Lyapunov, cualquiera sea el tamafio de paso.

A partir de este método, y tomando en consideracion que la compaosicion de un
método de paso simple de primer orden con su adjunto da lugar a un método simétrico
de segundo orden, se propuso en el capitulo 4 un método de composicion, que es el
gue se estudia en esta seccién. Especificamente se considera el método:

lPh = q)h/z o @;/2

siendo®y el método de gradiente discreto propuesto en la ecuadidid) (y @y su
adunto, cuya expresion viene dada en la ecuacib@dj. Se puede afirmar entonces
gueeste es también un método de gradiente discreto, por lo que conserva la funcién
de Lyapunov bajo discretizacion, es explicito y de segundo orden.

Los experimentos numéricos se disefiaron con dos enfoques diferentes:
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1. Cualitativamente comparacion con el método de gradiente discreto y con la
regla trapezoidal, para probar la validez, en principio, de la propuesta.

2. Cuantitativamentecomparacion con el método de gradiente discreto de primer
orden, con el objetivo de mostrar las mejoras que aporta esta generalizacion.

En ambos enfoques se utilizan como caso de estudio las redes de Hopfield, asumiendo
la ausencia de autopesos y la dimensién30. El resto de los pardmetros, entiéndase
W, b, yo, se escogen de manera similar a los casos mostrados en la seccién anterior.
El primer grupo de simulaciones se disefio como prueba de concepto, con el obje-
tivo de mostrar el funcionamiento del método de compaosicion propuesto. Para esto se
compara con el método de gradiente discreto de primer orden y con la regla trapezoi-
dal. La eleccion de la regla trapezoidal resulté ser la eleccién mas natural, teniendo
en cuenta que es un método explicito y de segundo orden, al igual que el método de
composicién. Los resultados se muestran en las figugag 5.9. En la primera fi-
gura se muestra la aproximacion numérica de una de las componentes de la solucion
del sistema obtenida mediante cada uno de los métodos. Se muestra solo una com-
ponente porque la informacion obtenida cualquiera sea la componente analizada es
similar. Los tres métodos muestran comportamientos cualitativos similares, tanto a la
hora de obtener una aproximacion de la solucién valida, como al conservar la funcion
de Lyapunov del sistema. La conservacion de la funcién de Lyapunov se observa en
la segunda gréfica de la figura. Todos los resultados mostrados hasta ahora, son el
resultado de discretizar el sistema utilizafide 10-3 como paso de discretizacion.
Cuando se incrementa levemente el tamafio de paso, por ejethpiosa 1073, la
regla trapezoidal deja de mostrar un comportamiento correcto, ya que en la mayoria
de los casos no es capaz de integrar el sistema. De esta manera, se sustenta una vez
mas la eleccion de los métodos de integracion geomeétrica sobre otros métodos tradi-
cionales, en este caso, la regla trapezoidal. Por su parte, en lafi§semmuestra el
comportamiento del error local respecto al tiempo, también hafal0-3. El resul-
tado de este experimento permite afirmar que, incluso en los casos en los que tanto
los métodos de gradiente discreto como la regla trapezoidal brindan soluciones cua-
litativamente similares a la vez que conservan la funcién de Lyapunov, es el método
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de composicion el que minimiza el error local en el proceso. Erasgerar que este
método mejorara la precision respecto al de gradiente discreto, ya que es de un orden
superior, pero es incluso mejor que la regla trapezoidal, que es de su mismo orden de
convergencia.

El segundo grupo se experimentos fue disefiado con el objetivo de comparar el
funcionamiento de ambos métodos de gradiente discreto y estd motivado, en cierta
manera, teniendo en cuenta los resultados del experimento anterior. El objetivo es
mostrar otras ventajas que sustenten la eleccion del método de composicion sobre el
de gradiente discreto de primer orden. La pregunta fundamental a responder es si la
extension de alto orden del método de gradiente discreto de primer orden, ademas de
proveer mejoras en cuanto a su precision y capacidad de conservacion de la funcién
de Lyapunov del sistema, funciona mejor a la hora de conservar otras propiedades
cualitativas del sistema, como por ejemplo, su dominio de definicion. En la primera
gréfica de la figur®.10se muestra la aproximacion numérica de una de las compo-
nertes de la solucion obtenida mediante ambos métodos de gradiente discreto para
h = 1072. Por su parte, en la segunda gréfica se observa el comportamiento de la
funcién de Lyapunow, también pard = 1072, evidenciando la capacidad de am-
bos métodos para conserwdr obteniéndose soluciones similares. No obstante, en
la figura5.11 se observa que el error local para el método de gradiente diseset
considerablemente mayor que el obtenido mediante el método de composicion. A
simple vista, estos experimentos no brindan ningdn elemento nuevo a nuestro ana-
lisis pero nos sirven de punto de partida para el préximo grupo de simulaciones. A
continuacién, se aumenta el tamafio de pabo=a3 - 102 y en la primera grafica
de la figura5.12se observa que se continian obteniendo soluciones cualitetiva
te similares para ambos métodos. En cambio, si se observa el comportamiento de la
funcion de Lyapunov en la segunda grafica de esta figura, se aprecia un leve incre-
mento de esta, para la solucién obtenida mediante el método de gradiente discreto.
En otras palabras, el método de gradiente discreto deja de conservar la funcién de
Lyapunov. Dado que la teoria garantiza que un método de gradiente discreto conser-
va la funcion de Lyapunov, este comportamiento puede calificarse de sorprendente y
merece un analisis detallado. La revision del experimento confirmé que la solucion
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Figura 5.10: Aproximacion numérica de una de las componentksssidéucion obte-
nida mediante ambos métodos de gradiente discretohpari02 (figura superior).
Funcion de Lyapunow obtenida mediante ambos métodos de gradiente discreto
también pard = 1072 (figura inferior).
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Figura 5.11: Error local para cada uno de los métodos, al caleusmlucion aproxi-
mada pard = 1072,

obtenida por el método de gradiente discreto se sale del dominio de definicion de
la red continua, que como se sabe es el hipercuefipl(. Resumiendo, el fallo del
método de gradiente no tiene que ver con la conservacion de la funcién de Lyapu-
nov del sistema, sino con la conservaciéon de su dominio de definicion. En cambio,
el método de composicion continGia brindando soluciones cualitativamente correctas,
a la vez que minimiza el error local, como se puede observar en la tigLBaEl
eshblecimiento de una fundamentacién tedrica de estos resultados es un punto que
merece investigacion ulterior.

5.3. Conclusiones

Este capitulo se ha dedicado a validar el funcionamiento del método de gradiente
discreto de primer orden propuesto y de su generalizacién a alto orden. La valida-
cion se realizé al compararlo con la regla de Euler, algunos esquemas comerciales
de Runge-Kutta y el método de proyeccion propuestoléh Este Gltimo método,
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Figura 5.12: Aproximacion numérica de una de las componentksssdéucion obte-

nida mediante ambos métodos de gradiente discretdpa®10-2 (figura superior).
Funcion de LyapunoV obtenida mediante ambos métodos de gradiente discreto tam-
bién parah = 3- 1072 (figura inferior).
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Figura 5.13: Error local para cada uno de los métodos, al caleusmlucion aproxi-
mada pard = 3- 1072,

como se mostro en el capitulo 2, fue disefiado concretamente para garantizar la con-
servacion de la funcién de Lyapunov del sistema continuo.

Al comparar con la regla de Euler, se observé que, para tamafios de paso sufi-
cientemente pequefios, el método de gradiente discreto funciona de manera similar
a la regla de Euler. Sin embargo, al incrementar levemente el tamafio de paso, la
regla de Euler muestra un comportamiento totalmente erréneo, apareciendo incluso
soluciones periddicas, las cuales destruyen totalmente la estructura de gradiente del
sistema continuo. Otra forma de ver este resultado es que la regla de Euler es incapaz
de conservar la funcion de Lyapunov del sistema, siendo visibles puntos en los que
se aprecia un aumento considerable. Por el contrario, el método de gradiente discreto
contindia funcionando correctamente.

Por su parte, al comparar el funcionamiento del método de gradiente discreto
con algunos esquemas comerciales de Runge-Kutta de érdenes superiores a él, se
observa que, incluso para tamafios de paso pequefiostcem® >, los tres méto-
dos de Runge-Kutta son incapaces de conservar la funcién de Lyapunov del sistema
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continuo. Incluso el método implicitode23s que esta disefiado para la resolucion
de problemastiff, muestra un incremento de la funcion de Lyapunov, siendo el mé-
todo de gradiente discreto el nico en mostrar un comportamiento cualitativamente
correcto: conservacion de la funcion de Lyapunov y del dominio de definicion.

Por dltimo, al comparar con el método de proyeccién se obtienen comportamien-
tos similares de ambos métodos, siempre y cuando el paso de discretizacién sea me-
nor o igual que 10°. Para tamafios de paso superiores a este valor, el método de
proyeccion es incapaz de encontrar una solucion del sistema que, a su vez, conserve
la funcién de Lyapunov. Un analisis detallado de las posibles razones del fallo del
método de proyeccién, pese a estar disefiado especificamente para garantizar la con-
servacion de la funcién de Lyapunov, sugiere que en ocasiones no existe la variedad
sobre la que debe proyectarse.

Finalmente, se valida el funcionamiento de la extension de alto orden de este mé-
todo, obtenida al componerlo con su adjunto. Este método, al que se denomin6 méto-
do de composicién, se compara con el método de gradiente discreto de primer orden
y con la regla trapezoidal. Los experimentos mostraron, por una parte, la incapacidad
de la regla trapezoidal para integrar el sistema conservando a su vez la funcion de
Lyapunov del sistema continuo. Por otra parte, se evidencian las mejoras que aporta
esta generalizacion, en dos sentidos: el incremento del orden de convergencia, lo cual
resultaba evidente, al ser este un método de segundo orden por construccion; y la ca-
pacidad para conservar las propiedades cualitativas del sistema continuo. Se observa
gue, incluso cuando el método de gradiente discreto falla en conservar el dominio de
definicién del sistema y por ende su funcion de Lyapunov, el método de composicion
continla mostrando un comportamiento cualitativo correcto.

De esta manera, el conjunto de experimentos numéricos mostrados, pretende se-
falar la utilizacion, tanto del método de gradiente discreto como de su extension,
como elecciones validas a la hora de discretizar sistemas de gradiente con funcién de
Lyapunov.
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Conclusiones

La presente tesis se ha desarrollado en el marco de la integracion geométrica,
prestando especial interés a la conservacion, bajo discretizacion, de la funcion de
Lyapunov de sistemas de gradiente. Se centra la atencion en los métodos de gradiente
discreto, trabajando principalmente con el gradiente discreto del incremento de las
coordenadas.

En el primer capitulo, ademas de hacer una breve introduccién al tema central de
la tesis, se recopila un gran namero de resultados de la literatura referentes al estudio
de las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOS), vistas como un caso particular de
los sistemas dinamicos y de la teoria de andlisis numérico, con vistas a que la tesis
fuese autocontenida. Se presta especial atencion a los resultados referentes al analisis
de la estabilidad, tanto de los sistemas lineales como de los no lineales, listando re-
sultados que garantizan un comportamiento similar entre las 6rbitas de un sistema no
lineal y su linealizacion bajo ciertas condiciones. Se introduce ademas el concepto
de funcién de Lyapunov, mostrando su existencia como un método alternativo para el
andlisis de la estabilidad del sistema dado, al menos en un determinado entorno. Por
otra parte, se establece la correspondencia entre los sistemas con funcién de Lyapu-
nov y los sistemas de gradiente. Se recuerdan ademas algunas clasificaciones basicas
de los métodos numeéricos: explicitos, implicitos, paso simple y multipaso, asi como
un breve resumen de sus principales propiedades: consistencia, estabilidad y orden
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de convergencia. Finalmente, se puntualiza la incapacidasbdaétodos numéricos
clasicos para conservar las propiedades cualitativas del sistema continuo, siendo es-
te el punto de partida para el capitulo 2 de la tesis, que se dedica a los métodos de
integracion geométrica.

En el capitulo 2 se introduce la idea del disefio de métodos de integracidon numé-
rica geométrica, centrando la atencion en los métodos disefiados con el objetivo de
conservar la funcién de Lyapunov del sistema continuo y con ella su estabilidad. Se
muestra la composicion de métodos numéricos como una via alternativa para incre-
mentar el orden de convergencia de un determinado método numérico, sin renunciar
a gue se conserven las propiedades del sistema que se pretende discretizar. También
en este capitulo se realiza un estudio detallado de un método de proyeccion disefiado
en [L2] para la conservacién de la funcion de Lyapunov de un determisestema
de EDO, con vistas a comparar su funcionamiento con el de los métodos de gradiente
discreto, que son el eje central del capitulo 3. Una primera contribucion preliminar
de la tesis, incluida en este capitulo, es el analisis de la implementacion del método
de proyeccion sobre un sistema escalar lineal, ilustrando la complejidad y las limita-
ciones del método incluso en esta ecuacion trivial.

Teniendo en cuenta que la tesis propone el uso de métodos de gradiente discreto,
se dedica el capitulo 3 a su estudio, mostrando inicialmente algunos aspectos basicos
gue proporcionan el fundamento al disefio de métodos de integracién basados en
gradientes discretos. Se dirige la atencion principalmente a los métodos de gradiente
discreto disefiados especificamente para la conservacion de la funcién de Lyapunov
del sistema continuo. Ya en este capitulo se muestran algunos de los resultados de la
tesis:

1. Se ilustra la metodologia de construccion de métodos de gradiente discreto,
integrando tres sistemas escalares simples.

2. Se demuestra que, con una eleccion adecuada de los parametros, el método de
gradiente discreto obtenido puede reescribirse de forma explicita, para el caso
de sistemas dinamicos con funcién de Lyapunov multilineal, siempre que se
trabaje con el gradiente discreto del incremento de las coordenadas.

142



Capitulo 6. Conclusiones

3. Se realiza un estudio detallado del orden de los métodosidiesn el caso
general y en los casos particulares de los sistemas escalares simples.

4. Se validan los resultados obtenidos, realizando experimentos numéricos, que
evidencian la capacidad de los métodos de gradiente discreto disefiados en cada
caso para conservar la funcion de Lyapunov del sistema continuo, a la vez que
minimizan, casi siempre, el error global.

El capitulo 4, por su parte, recoge algunos de los resultados mas importantes de
la tesis. En este capitulo se introduce como caso de estudio el sistema algebraico-
diferencial conocido como redes de Hopfield. Este modelo se utiliza para mostrar el
funcionamiento de los métodos propuestos, dando lugar a los principales aportes del
capitulo, entre los que se enumeran:

1. Se disefia un método de gradiente discreto que conserva la funcion de Lyapu-
nov del sistema bajo discretizacién, cualquiera sea el tamafio de paso.

2. Se muestra que, en este caso, es posible reescribir explicitamente el método de
gradiente discreto obtenido realizando una eleccién adecuada de los parame-

tros.

3. Se obtienen condiciones sobre los parametros que permitirian disefiar un mé-
todo de gradiente discreto de segundo orden.

4. Se propone una extension de alto orden del método obtenido, para la discreti-
zacion del sistema de Hopfield considerando la ausencia de autopesos.

Los resultados tedricos obtenidos en este capitulo se validan mediante simulaciones
numéricas implementadas Btatlab de los métodos disefiados en la tesis, siendo este
el contenido del capitulo 5 de la tesis.

El capitulo 5 se dedica a la validacion del funcionamiento del método de gra-
diente discreto de primer orden propuesto y de su generalizacion a alto orden. Los
principales resultados son:
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1.

Se valida el funcionamiento del método de gradiente disdesfmimer orden
comparandolo con la regla de Euler, algunos esquemas comerciales de Runge-
Kutta y el método de proyeccién propuesto &f][

. S valida el funcionamiento de la extension de alto orden de este método. En

este caso, se compara con el método de gradiente discreto de primer orden y
con la regla trapezoidal.

. Teniendo en cuenta los resultados de las simulaciones en cada caso, se conclu-

ye que tanto el método de gradiente discreto como su extension son elecciones
validas a la hora de discretizar sistemas de gradiente con funcioén de Lyapunov.

Como se ha puntualizado en varias ocasiones durante el desarrollo de este trabajo,
el disefio de métodos numéricos que conserven la funcion de Lyapunov dista de ser un
camino poco fructifero. Por el contrario, queda mucho camino por recorrer y muchas
direcciones que explorar. En la linea de esta investigacion se podria profundizar en
las siguientes direcciones:

1.

Generalizar las condiciones bajo las cuales se obtienen métodos de gradiente
discreto explicitos, a pesar de ser implicita la formulacion general de estos.

. Continuar trabajando en la busqueda de condiciones que permitan incrementar

el orden de los métodos de gradiente discreto. En esta direccion, el objetivo
general seria establecer una teoria del orden que permita disefiar métodos de
gradiente discreto de orden arbitrario, similar a la que se ha desarrollado para
los métodos de Runge-Kutta y los métodos multipaso.

. Respecto a los métodos de proyeccion, seria interesante proponer diferentes di-

recciones de proyeccion, a la vez que se imponen condiciones sobre el tamafio
de paso para garantizar que el método esté bien definido y conserve la funcion
de Lyapunov del sistema continuo.

. Aplicar los resultados obtenidos a otros sistemas, mas alla de las redes de Hop-

field, con objeto de probar la generalidad de la metodologia obtenida.
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