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Introduccion

La teoria de las superficies de Riemann es una de las joyas de la matema-
tica clasica cuyas ramificaciones parecen no tener fin. Como se comprueba
al analizar la lista de matematicos, de primera linea, que han contribuido a
su desarrollo: Weierstrass, Harnack, Fuchs, Picard, Hilbert, Poincare, Klein,
Teichmiiller, Weil, Ahlfors, Bers, etc. lista que llega hasta Maryam Mirzakha-
ni, la primera mujer ganadora de una medalla Field (2014), por sus trabajos
en un campo relacionado (ver [88]): Los espacios mdduli y de Teichmiiller,
siendo el mismo Riemann quien inicié su estudio al establecer que asignando
un punto a cada posible estructura analitica en una superficie compacta de

género g, obtenemos una variedad real de dimensién 6g — 6.

Una caracteristica de las superficies de Riemann es que aparecen de forma
natural en ramas aparentemente muy alejadas de la matematica: Espacios
de gérmenes de funciones holomorfas (ver |72, 79]|), cuerpos de funciones
algebraicas (|26]), curvas afines y proyectivas (ver |77, 87]), variedades ana-
liticas complejas (ver [10] ), o espacios de orbitas (ver [12, 75]). No deja de
ser sorprendente que alguno de sus teoremas como el de Riemann Roch, que
conecta caracteristicas analiticas y topolégicas, pueda demostrarse mediante
meétodos puramente analiticos (ver [44]), topologicos (cohomologia de haces,
ver [46]), o algebraicos (“adeles”, ver [87]).

Un resultado, en absoluto trivial, establece que en toda superficie de Riemann
se pueden definir funciones meromorfas (ver [44, 46, 79]), y por tanto puede
ser considerada como un recubridor ramificado de la esfera de Riemann C
(compactacion de Alexandroff de C).

Una superficie de Riemann compacta S que soporta una funcién meromorfa
© de grado p, es decir que cada punto regular de C tiene p preimagenes
distintas, se denomina p-gonal. Si consideramos el conjunto de puntos B C

C con un nimero menor que p de preimagenes distintas y E = ¢ 1(B)
tendremos que S — E es un recubrimiento topolégico de p hojas de C - B.

En la actualidad, el caso mejor conocido es aquel en el que o, (7 (S—
E,z)) es un subgrupo normal de wl(@ — B, z), dichos recubridores

se denominan regulares, normales, o de Galois.
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4 INTRODUCCION

La razén principal es que en dichos recubridores el grupo cociente:
771((: - B,Z)/QO*(TH(S - va))

es isomorfo al grupo de automorfismos de S compatibles con ¢ (“Deck Trans-
formations”). Una explicacion muy intuitiva de lo que esto significa, aunque
quizas algo politicamente incorrecta, puede verse en los capitulos: “Men who
don‘t realize that their wives have been interchanged” de la referencia [78].

El objeto de esta tesis es el estudio de las superficies de Riemann
que no son de este tipo. Es decir son un recubrimiento ramificado
irregular de la esfera de Riemann. En estas superficies no son apli-
cables las técnicas estandar, aplicadas con éxito, a las superficies
que son un recubrimiento regular.

Por supuesto un estudio exhaustivo de dichas superficies seria un objetivo
utépico, por lo que nos limitaremos a analizar algunos aspectos determinados

de algunos tipos especificos de dichas superficies.

Uno de los estudios se refiere a las superficies p-gonales (p primo mayor que
2) tales que el grupo de monodromia correspondiente al morfismo p-gonal
es isomorfo al grupo diédrico D,. Concretamente se estudian las superficies

reales.

Una superficie de Riemann real es un par (X, o) donde X es una superficie de
Riemann y ¢ una involucién anticonforme. Hay una equivalencia functorial
entre la categoria de las superficies de Riemann reales y la de las curvas
algebraicas definidas por polinomios con coeficientes reales, (ver referencias
(94, 96, 97, 17|). El estudio de las curvas algebraicas reales es clasico en

matematicas y tiene importantes aplicaciones como la criptografia.

Una primera aproximacién a su clasificacién se realiza mediante equivalencia
topologica. Dos superficies de Riemann reales (X, o) y (X', 0’) son equiva-
lentes si existe un homeomorfismo h : X — X’ tal que 0 = h~to’h.

Cada clase de equivalencia se caracteriza por la accién de la involucién an-

ticonforme o en la superficie. Si (X, o) es una superficie de Riemann real el

conjunto de puntos fijados por o (Fiz(c)) es o bien vacio o bien consiste

en k curvas disjuntas llamadas “6valos” (ver [54, 93]). El tipo topolégico,

también conocido como “especie” de o, viene dado por el nimero de 6valos y

la orientabilidad o no de la superficie cociente % Si o tiene k 6valos y <‘§—>
X

es orientable se dice que (X, o) tiene especie +k, si == es no orientable se

dice que (X, o) tiene especie —k.
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El teorema de Harnack (ver [54, 37]) restringe las posibles especies de las
superficies de Riemann reales, que pueden ser 1 < k < g+1, k = g+ 1mod(2)
X

cuando % es orientable y 0 < k < g cuando — 3 es no orientable.

Las superficies de Riemann de alguna clase especifica tienen, en general,
mayores restricciones. Por ejemplo las posibles especies de las superficies
de Riemann reales hiperelipticas fueron determinadas por Felix Klein. Una
generalizacion de este resultado para superficies p-hiperelipticas puede verse

en la referencia [20].

En el presente trabajo se refinan dichas restricciones para el caso de las
superficies p-gonales diédricas reales, y también se obtienen restricciones
para los posibles géneros de dichas superficies.

El otro estudio se refiere a superficies con més de un morfismo n-gonal (aho-
ra no nos cenimos a valores primos). Un morfismo n-gonal es una aplicacion
holomorfa de grado n de X en la esfera de Riemann C. Si existe una apli-
cacion tal, se dice que X es una superficie de Riemann n-gonal. Dos campos
en que dichas superficies son de gran interés son la criptografia y los cuerpos
de moéduli (ver [67, 105]).

Como consecuencia de la desigualdad de Severi-Castelnuovo si n es primo y
el género de la superficie cumple g > (n—1)? entonces el morfismo n-gonal, si

existe, es inico. Esta es la denominada acotacion de Accola (ver [2, 4, 5, 6]).

Conocer la unicidad del morfismo n-gonal es en muchos casos importante,
por ejemplo en el caso de una familia F de superficies de Riemann n-gonales
en que el morfismo n-gonal es tnico, pues el estudio de dicha familia se
reduce al estudio de la configuraciéon de valores en puntos en la esfera de
Riemann (los puntos de ramificacion de los morfismos). Usando esta idea
pueden estudiarse los grupos de automorfismos de superficies n-gonales (ver
114, 11])).

Se quieren encontrar familias de superficies de Riemann, de género g, con
varios morfismos p-gonales siendo p un entero primo y g < (p — 1)2. Al ser

p primo el morfismo p-gonal ha de ser irregular o ciclico.

El caso ciclico ha sido estudiado intensivamente, en [35, 36| se construye
una familia de superficies de Riemann de género (p — 1)? que admiten dos
morfismos p-gonales ciclicos, mostrando de este modo que la acotacién de
Accola es optima para las superficies p-gonales ciclicas. Gonzalez Diez y
Gromadzki han demostrado que, en el caso ciclico todos los morfismos p-
gonales son conjugados (ver [49, 50|) y en la referencia [51] se obtienen

limites superiores para el nimero de morfismos p-gonales conjugados.
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FEn la tesis se desarrolla un método para construir ejemplos concretos de su-
perficies de Riemann con varios morfismos p-gonales. Aplicando este método,
con ayuda de ordenador, hemos encontrado superficies irregulares con varios
morfismos para los casos trigonal y pentagonal. Concretamente se construyen
a familias de géneros 2 y 4 con 2 morfismos trigonales y familias de géneros

6 v 8 con dos morfismos pentagonales.

A continuacién se extienden estos ejemplos a familias de superficies p-gonales,
de género méximo, con dos morfismos para cualquier primo p > 2, y tam-
bién para familias de superficies n-gonales, con dos morfismos, de género no

acotado cuando n no es primo.

La tesis se divide en seis capftulos. Los dos primeros son una recopilacién
de hechos fundamentales para el desarrollo posterior y en ellos no se prueba
ninguno de los resultados, dado que las demostraciones pueden encontrase
en la literatura estandar sobre el tema.

El capitulo tercero describe en detalle el método de Reidemeister-Schreier
para obtener presentaciones de subgrupos. Aqui si se incluyen las pruebas de
algunos resultados por contener técnicas que se utilizaran posteriormente.
También se detalla la interpretacion grafica del proceso y se aplica a un

ejemplo geométrico del tipo de los que luego se analizaran.

Fl capitulo cuarto, presenta de una manera unificada, y mas detallada de lo
que aparece en los articulos originales, las técnicas, basadas en la reescritura
de Reidemeister-Schreier, que seran fundamentales para los desarrollos que

se realizaran a continuacion.

Los capitulos quinto y sexto contienen los estudios mencionados anterior-

mente y contienen por tanto los resultados originales de esta tesis.

En el capitulo cinco se presentan los resultados obtenidos en forma de res-
tricciones de las especies para el caso de las superficies p-gonales diédricas
reales, y también las restricciones para los géneros de dichas superficies.

En el capitulo seis se presentan ejemplos concretos de superficies de Rie-
mann, de género maximo, con varios morfismos p-gonales y a continuaciéon
se extienden estos ejemplos a familias de superficies p-gonales, de género
méximo, para cualquier primo p > 2, y también para familias de superficies
n-gonales, con dos morfismos, de género no acotado cuando n no es primo.

Demostrando asi que la acotacién de Accola es optima.
Estos resultados se han presentado en las referencias :

Cortdzar, I.; Costa, A.F.: Real Dihedral p-Gonal Riemann Surfaces. Moscow
Mathematical Journal,13/4 (2013), 631-647.
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Cortdzar, I.; Costa, A.F.: Finding Riemann surfaces with several p-gonal
morphisms. RACSAM, DOI=10.1007/s13398-014-0189-z.






Capitulo 1
Espacios recubridores

Vamos a resumir una serie de resultados clasicos sobre espacios recubridores
y transformaciones recubridoras, que van a ser basicos para el resto de los
capitulos. No se incluye ninguna demostraciéon de los resultados, estas pueden
verse en (91, 101, 109].

Como norma general supondremos que todos los espacios topoldgicos son
espacios de Hausdoff.

1.1. Levantamientos

DEFINICION 1.1.1. Seanp:Y — X v f: E — Y, aplicaciones continuas.

Un levantamiento de f es una aplicacién continua f : E — Y que hace

A

F——X
!

conmutativo el diagrama:

DEFINICION 1.1.2. Una aplicacién continua p : ¥ — X se dice que es un
homeomorfismo local cuando para cada y € Y existe un entorno V de y tal
que ply es un homeomorfismo.

ProPOSICION 1.1.1. Sip : Y — X es homeomorfismo local para cada

r€X pY(x) es un conjunto discreto.

TEOREMA 1.1.1. Supongamos, con la notacion anterior, que p es un ho-
meomorfismo local y E conexo. St fl,fg son levantamientos de f tales que
fi(e) = fa(e) para algin e € E entonces fi = fa.

Un caso particular muy importante es cuando E = I = [0, 1] es decir cuando
f es un camino en X y por tanto f un camino en Y (levantamiento de

caminos).

TEOREMA 1.1.2. Sea p : Y — X un homeomorfismo local, a,b € X |,
a €Y tal que p(a) = a. Supongamos que existe una aplicacion continua
F:IxI— X tal que para todot € I : F(0,t) = a, F(1,t) = b. Si cada

9



10 1. ESPACIOS RECUBRIDORES

v(s) = F(s,t) se puede levantar a un camino 4; en'Y comenzando en «,

entonces Yo y y1. son homdtopos (luego (1) = 1(1)).

1.2. Espacios Recubridores

1.2.1. Aplicaciones recubridoras.

DEFINICION 1.2.1. Sea p : Y — X continua y suprayectiva, un abierto
U C X se dice reqularmente cubierto por p si y sblo si la imagen inversa
p~Y(U) se puede poner como p~'(U) = UiesV;, siendo V; una familia de
abiertos disjuntos de Y tales que cada restriccion p|y; es un homeomorfismo
entre V; y U.

Un entorno U de xz € X se denomina entorno reqular si estd regularmente
cubierto.

DEFINICION 1.2.2. Sea p : Y — X continua y suprayectiva tal que todo
punto z € X tiene un entorno regular U. Entonces se dice que p es una
aplicacion recubridora y el par (Y, p) un espacio recubridor, recubrimiento o
cubierta de X.

NoTA. Por abuso de lenguaje frecuentemente llamaremos a Y espacio recu-
bridor sin especificar la aplicaciéon p.

OBSERVACION. Dado que si vy es un lazo en'Y, p(y) es un lazo en X, y
una homotopia entre lazos en Y da lugar a una en X, es facil comprobar que

la aplicacién p induce un homomorfismo p, : m1 (Y, yo) — w1 (X, p(vo))-

PROPOSICION 1.2.1. Sip:Y — X es una aplicacion recubridora entonces

es un homeomorfismo local.

TEOREMA 1.2.1. Seap:Y — X una aplicacion recubridora con p(yo) = zo,

cualquier camino v : I — X tal que y(0) = xg tiene un tnico levantamiento

a Un Camino v que comienza en Yo.

PROPOSICION 1.2.2. Seap:Y — X una aplicacion recubridora con p(yo) =
xo, y sea F 1 I x I — X wuna aplicacion continua con F(0,0) = xzo. Fuziste
un unico levantamiento de F' a una aplicacidn continua F:IxI—Y ta

que ﬁ(0,0) =1y . Por tanto si F' es una homotopia de caminos también F.

TEOREMA 1.2.2. Sea p : Y — X wuna aplicacion recubridora, siendo X
conezo por caminos. Entonces dados x1,70 € X, p~Y(x1) y p~'(x2) tienen

la misma cardinalidad.
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Este teorema permite hablar de un espacio recubridor de n hojas (pudiendo

n ser finito o no).

TEOREMA 1.2.3. Seap:Y — X una aplicacion recubridora con p(yy) = xo.
Sean 7,0 dos caminos homdtopos de xg a x1 y 7 y 0 sus levantamientos
comenzando en yo . Entonces ¥ y o también son homdtopos (y terminan en

un mismo punto y ).

1.2.2. Aplicacién y Homomorfismo de Monodromia.
Sea p : Y — X una aplicacion recubridora con p(yp) = xo. Dado [f] €
71(X, 20) si § es un levantamiento de g € [f] comenzando en yg € p~' (o)
el punto g(1) es independiente del representante g elegido.

Tenemos por tanto una aplicacién ¢ : m1(X,x9) — p~'(x¢) que define una
accion por la derecha del grupo (X, zg) sobre el conjunto p~!(xg), y que

se denomina aplicaciéon de monodromia.

TEOREMA 1.2.4. Seap:Y — X una aplicacion recubridora con p(yo) = xo.
Tenemos:
1. El homomorfismo ps : m1(Y,yo) — m1(X, z0) es inyectivo.
2. Sea G el subgrupo de w1 (X, xo) imagen por p, de m1(Y,yo), la aplica-
cion de monodromia induce una aplicacion inyectiva entre el conjunto

de clases por la derecha de G en 71(X,x0) y p~(20)-
®:my (X, 20)/G = p(z0) R(G[f]) = F(1)

3. La anterior correspondencia es biyectiva si Y es conezo por caminos.
4. Si f es un lazo basado en xy entonces [f] € G si y sélo si el levan-

tamiento de f comenzando en ygy, que denotamos f, es también un

lazo.

COROLARIO 1.2.1. §5i Y es simplemente conexo la aplicacion de mono-
dromia es biyectiva. Si 'Y es conexo por caminos el nimero de hojas del

recubrimiento viene dado el indice del subgrupo p.(m1(Y,yo)) en m1 (X, xo).

DEFINICION 1.2.3. Sea p : Y — X una aplicacién recubridora y g € X,
consideramos la fibra F' = p~!(zg), y definimos una aplicacién p = F x
m1(X,z0) = F tal que y € F'y [a] € m1(X, z0), p(y, [a]) = @(1) (punto final
del levantamiento de o comenzando en y). Es decir definimos una actuacion

por la derecha del grupo 71 (X, zg) en F' y denotamos y.[a] = p(y, [a]).

PROPOSICION 1.2.3. Si Y es conexo por caminos el grupo w1 (X, xg) opera

transitivamente en F = p~1(xo).
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Sea S, el conjunto de las permutaciones de {0, ...,n — 1}, si numeramos las
preimégenes de xg € X, p define un homomorfismo de grupos;

p:m(X,z) = S,

Dicho homomorfismo se denomina homomorfismo de monodromia y su ima-
gen grupo de monodromia. Las distintas formas de numerar las preimdgenes

dardn lugar a grupos conjugados.

PROPOSICION 1.24. Sea p: m(X,x) — Sy, el homomorfismo de monodro-
mia de un espacio recubridor de n hojas conexo por caminos p : Y — X.
El grupo de monodromia es un subgrupo transitivo de S, isomorfo al gru-

po cociente w1 (X, x)/H, siendo H el mayor subgrupo normal de m (X, x)

contenido en G = p,(m1(Y,y)), es decir H = ﬂ h~1Gh.
hEWl(X,a?)

Un estudio de la representacion por monodromia para el caso especifico de

superficies de Riemann y recubridores ramificados puede verse en [87].

OBSERVACION. El grupo H de la proposicién 1.2.4 es un subgrupo del grupo
G del teorema 1.2.4. Dos lazos y1,v2 en X cuyos levantamientos en Y lleven
el punto yp al mismo punto y; (y por tanto pertenecientes a GG) pueden tener
levantamientos en Y comenzando en y; que terminen en puntos distintos (y

por tanto no pertenecer a H).

1.2.3. Levantamiento general.
Vamos ahora a considerar los levantamientos de aplicaciones mas generales

que los caminos.

TEOREMA 1.2.5. (Teorema del levantamiento general) Sea p: Y — X una
aplicacion recubridora con p(yo) = xo, y f continua f: E — X con f(eg) =
xo (siendo Y, X, E conexos por caminos y localmente conexos por caminos).
La aplicacion f se puede levantar o una fA, conlinua, tal que f(eo) =Y St Y
sélo si fu(m1(E, ep)) C pu(m(Y,y0)). Si tal levantamiento existe es unico.

1.3. Equivalencia de espacios recubridores

NOTA. A partir de ahora supondremos todos los espacios conexos por cami-

nos y localmente conexos por caminos.

DEFINICION 1.3.1. Seanp: Y — X y ¢ : Z — X aplicaciones recubridoras.

Se dice que son equivalentes cuando existe un homeomorfismo h (equivalencia
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de recubridores) que hace conmutativo el diagrama:
" Z
N
X

PROPOSICION 1.3.1. Con la notacidn anterior si existen homeomorfismos

Y

hi, ho tales que hi(yo) = ha(yo) para algin yo € Y entonces hy = ho.

TEOREMA 1.3.1. Seanp:Y — X yq: Z — X aplicaciones recubridoras ta-
les que p(yo) = q(20) = xo . Eriste una equivalencia de espacios recubridores

h:Y — Z tal que h(yo) = z0 si y sdlo si son iguales los grupos

P«(m1(Y,90)) = ¢«(m1(Z, 20))

Ademds si h existe es unica.

Dada una aplicacién recubridora p : ¥ — X y fijado z¢g € X nos interesa

analizar como varia p.(m1(Y,y)) con los distintos valores que puede tomar
y € p~ (o).

PROPOSICION 1.3.2. Sea p : Y — X wna aplicacion recubridora, yo,y1 €
p~L(@0) y sean Hy = pu(mi(Y,90))  Hi = po(mi(Y,y1)). Si 7y es un camino
de yo a y1 entonces a = p.y serd un lazo en X basado en xq y se cumple:

[a} * Hy % [a]fl = Hj

Reciprocamente dado H C (X, x0), conjugado de Hy, eziste y € p~'(x0)
lal que p.(m1(Y,y)) = H.

TEOREMA 1.3.2. Seanp:Y — X yq: Z — X aplicaciones recubridoras.
Condicidn necesaria y suficiente para que exista una equivalencia entre es-
pacios recubridores (para unos puntos base determinados a posteriori) es que
para cualesquiera yo € p~(x0) y 20 € ¢ (z0) los subgrupos (de (X, z¢) )
P« (m1(Y,90)) v g«(m1(Z, 20)) sean conjugados .

OBSERVACION. Hemos demostrado que existe correspondencia biyectiva

entre:

Clases de espacios recubridores equivalentes <+ Clases de conjugacion de

subgrupos de w1 (X, xg).
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1.4. El espacio recubridor universal

DEFINICION 1.4.1. Sea p : Y — X una aplicacién recubridora tal que
p(yo) = xo. S 'Y es simplemente conexo se denomina FEspacio recubridor

universal de X.

Como 71 (Y, yo) es trivial, también lo es p. (71 (Y, yo)) C m1 (X, z¢) El teorema

1.3.1 implica que todos los espacios recubridores universales son equivalentes.

No todos los espacios tienen un espacio recubridor universal, aunque éste

existe en muchos casos. Para asegurarlo necesitamos una propiedad extra.

DEFINICION 1.4.2. Un espacio X se dice que es semilocalmente simplemente
conexo cuando para cada x € X existe un entorno U tal que inc, (71 (U, z))

es el grupo trivial (siendo inc la inclusion de U en X).

TEOREMA 1.4.1. Sea X conezxo por caminos, localmente conexo por caminos
y semilocalmente simplemente conero. Entonces tiene un espacio recubridor
universal.

OBSERVACION. Dado que las variedades conezas, y por tanto las superficies
de Riemann son localmente conexas por caminos y localmente simplemente
conezas (luego también semilocalmente) se deduce que siempre tienen espacio

recubridor universal.

Ahora pasemos a la propiedad fundamental de los espacios recubridores uni-

versales.

TEOREMA 1.4.2. Sea p : Y — X una aplicacion recubridora siendo Y
simplemente conexo. Sea q : Z — X wuna aplicacion recubridora cualquie-
ra. Fxiste una aplicacion recubridora s : Y — Z que hace conmutativo el

diagrama:
S

N

X

Y VA

COROLARIO 1.4.1. Con la notacién anterior s : Y — Z es también un

espacio recubridor universal de Z.

El siguiente corolario explica que se hable del espacio recubridor universal.

COROLARIO 1.4.2. 51 Y y Z son espacios recubridores universales de X

son equivalentes.

PROPOSICION 1.4.1. Si X es simplemente conexo toda aplicacion recubri-

dora es un homeomorfismo p:Y — X.
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1.4.1. La accién del grupo fundamental sobre el espacio recu-
bridor universal.
Hemos visto que dado un espacio recubridor p : ¥ — X las imagenes por
el homomorfismo p, de los grupos 7 (Y, y) siendo y € p~!(x) son subgrupos
conjugados de m (X, x).

Nos preguntamos por el reciproco: Dada una clase de equivalencia [H]| de
subgrupos conjugados de 71 (X, z) ;Existird un espacio recubridor y una

aplicacién recubridora p : Y — X tal que p, genere dichos subgrupos?
Si existe el espacio recubridor universal la respuesta es afirmativa.

Supongamos que g : £ — X es una aplicacién recubridora universal y sean
zo € X y eg € ¢ '(x0). Dado un punto cualquiera e existira un camino
~ desde ep hasta e, ¥ = g o7 serd un camino de zp a ¢(e), como E es
simplemente conexo todos los caminos 4 que unen eg con e son homoétopos

y por tanto también lo seran las proyecciones v que unen xqy con g(e).

Consideremos la accién por la derecha de [0] € (X, xg) sobre ¢~1(xo)
(definida en la secciéon 1.2.2). Aplicard ey en un punto e; € ¢~1(xg), ademés
existe un tnico levantamiento de + comenzando en e, que denotaremos 7,
que terminard en un punto € = J(1) € ¢ *(g(e)). El punto €’ sélo depende
de e y de la clase [0].

Hemos definido por tanto una aplicacion Y : E x m1(X,z9) = E (e, [d]) —
e.[0] = €.

PROPOSICION 1.4.2. La aplicacion Y : E x m(X,x0) — E es un accion de

grupo por la derecha sobre el conjunto E.

Dado un subgrupo G C 71(X, z9) podemos definir una relacion de equiva-
lencia en E del siguiente modo:

e~e < existegeG: eg=¢
Se comprueba facilmente que es una relacién de equivalencia. Denotaremos
por E//G al conjunto de clases de equivalencia (6rbitas).

PROPOSICION 1.4.3. El subgrupo de m1(X, xq) estabilizador de e, es el sub-

grupo trivial para todo e € E. La accion es por tanto sin puntos fijos (libre).

TEOREMA 1.4.3. Dado G subgrupo de 71 (X, ), sea Y el espacioY = E/G
entonces la aplicacion p 1Y — X p(eG) = q(e) constituye una aplicacion
recubridora cuyo nimero de hojas es el indice de G en m (X, x0) y tal que
las imdgenes por p. de los grupos w1 (Y, yo) para los distintos yo € p~*(z0)

son las clases de conjugacion de G en w1 (X, xo).
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1.4.2. Definicién por monodromia.

PROPOSICION 1.4.4. Sea p: m1(X,x) — Sy, un homomorfismo de grupos tal
que su imagen p(m(X,x)) es un subgrupo transitivo. Si X tiene un recubridor
universal, existe un recubridor Y conexo por caminos p : Y — X cuyo

homomorfismo de monodromia es p.

OBSERVACION. Si existe recubridor universal hemos demostrado que existe

correspondencia biyectiva entre:

Clases de espacios recubridores conexos por caminos de n hojas — Clases

de homomorfismos de grupos entre w1 (X, z) — S, equivalentes por

conjugacion en Sy.

1.5. Transformaciones recubridoras (“Deck Transformations”)

PROPOSICION 1.5.1. Dada una aplicacion recubridora p : Y — X los ho-
meomorfismos h : Y — Y tales que p = p o h forman, con la operacion de

composicion de aplicaciones, un grupo que se denota Deck,(Y, X).

Los elementos de dicho grupo se denominan transformaciones recubridoras,

y el grupo Deck, (Y, X) define una accion sobre el conjunto Y.

OBSERVACION. Para todo z € X cada transformacién recubridora h aplica
las fibras F = p~!(z) en si mismas.

PROPOSICION 1.5.2. El grupo Decky(Y, X) actia sin puntos fijos (libre) en
Y. Es decir si h € Deck,(Y, X), h # id entonces h no tiene puntos fijos.

DEFINICION 1.5.1. Dada p : ¥ — X tal que p(yo) = zo . Se define una
correspondencia (siendo F la fibra F = p~!(x)) :

U : Deck,(Y,X) — F  W(h) = h(yo)

PROPOSICION 1.5.3. El homeomorfismo h queda determinado una vez que

se conoce U(h) por tanto la correspondencia VU es inyectiva.

Denotaremos Hy = pi(m1(Y,y0)) C m(X,z0) . Sea F = p~1(zg) y sea
¢ : m (X, 20)/Ho — F la biyeccion definida en el teorema 1.2.4.

PROPOSICION 1.5.4. La imagen de la aplicacion V es igual a la imagen por
O del subgrupo N(Hy)/Ho C m(X,z0)/Ho (Siendo N(Hy) el normalizador
de Hy o sea N(Ho) = {g: gHog™' = Ho} ).
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TEOREMA 1.5.1. La aplicacion ® 1 oW = Deck(Y, X) — N(Hy)/Hp es un

isomorfismo de grupos.

OBSERVACION. El grupo Deck(Y, X) actua por la izquierda en la fibra
mientras que (X, zg) actia por la derecha. Por tanto Deck(X,Y) se iden-
tifica naturalmente con el grupo opuesto (operacion g1 x go = g2g1) de

m1(X, zp). Naturalmente todo grupo es isomorfo a su opuesto a través de

g— gt

DEFINICION 1.5.2. Una aplicacion recubridora p : Y — X se denomina de
Galois (también se emplean los términos normal y regular) cuando Hy =

p+«(m1(Y,90)) es un subgrupo normal de 71 (X, zg) (donde yo € p~*(z0)).

Si una aplicacion recubridora es de Galois como Hy es normal, p. (71 (Y,y)) =

Hy, para cada y € p~t(zo) .

TEOREMA 1.5.2. El grupo Hy = p.(m1(Y,y0)) es un subgrupo normal de
7(X, z0) siy sélo si para cada par de puntos y1,ys € p~(z0) existe una trans-
formacion recubridora h : Y —'Y tal que h(y1) = y2 (Es decir: Deck,(Y, X)

actiia transitivamente en p~1(zo)).

COROLARIO 1.5.1. Sip:Y — X es una aplicacion recubridora de Galois.
Deck,(Y, X) es isomorfo a m (X, x)/Ho.

PROPOSICION 1.5.5. Sip:Y — X es espacio recubridor universal entonces

es de Galois.

TEOREMA 1.5.3. Una aplicacion recubridora de Galois p : Y — X se ca-
racteriza porque los caminos en Y que son levantamientos de un lazo en X,

son todos lazos (cerrados) o todos caminos abiertos.

COROLARIO 1.5.2. Sip:Y — X es espacio recubridor universal ®=1 o U
es un isomorfismo Decky(Y, X) — m1(X, zg).

1.5.1. Grupos de homeomorfismos y recubridores.
Vamos ahora a analizar un método de construir espacios recubridores que

seran de Galois.

Recordemos la siguiente definicion:

DEFINICION 1.5.3. La accién de G sobre Y se dice que es libremente dis-
continua si para cada y € Y existe un entorno V tal que para cada g # e
VNng(V) =0 (Si g1 # g2 entonces g1(V) N g2(V) = @ considerando que
g lge(V)NV = 0).
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TEOREMA 1.5.4. Sea Y conexo por caminos y localmente conexo por ca-
minos, G un grupo de homeomorfismos de Yen Y. La aplicacion cociente
m:Y = Y/G es recubridora si y sélo si la accion de G sobre Y es libremente

discontinua. En ese caso la aplicacion recubridora es de Galois y G es el
grupo Deckr(Y,Y/G).

TEOREMA 1.5.5. Sip: Y — X es una aplicacion recubridora de Galois

y G = Deck,(Y,X) existe un homeomorfismo h que hace conmutativo el

P

Y/G

diagrama:

X

COROLARIO 1.5.3. Sea (E, 7) el espacio recubridor universal de X entonces
X es homeomorfo a E/Deck,(E,X).

Esto serd muy importante en la teorfa de Superficies de Riemann una vez que
se establezcan los espacios recubridores universales (Uniformizacion). Pues
los grupos de automorfismos que actiien de forma propia discontinua en ellos

?

originaran Superficies de Riemann.

1.6. Espacios con el mismo recubridor universal.

Vamos a considerar ahora dos espacios X1, X9 con el mismo recubridor uni-
versal E . Existiran dos subgrupos de Aut(E) (homeomorfismos de E en E)
G1 2 m(X1) y G2 2 m(Xa) tales que X1 = F/G1 y Xo = E/Go.

PROPOSICION 1.6.1. Una aplicacidon continua f : X1 — Xo induce una
aplicacion continua (levantamiento) f:E—>E (no de forma inica) tal
que pg o f = fop siendo p; : E — E/G; las proyecciones recubridoras
universales. Es decir tenemos el diagrama:

E*f>E

W]

X14f>X2

PROPOSICION 1.6.2. Cada levantamiento f: E — Ede f: X1 — Xo
induce un homomorfismo F : G1 — G2 que se caracteriza porque F(g).f =

fog. Sif: X1 — Xo es un homeomorfismo, entonces los homomorfismos

F : G1 — G correspondientes a los levantamientos son isomorfismos.



1.6. ESPACIOS CON EL MISMO RECUBRIDOR UNIVERSAL. 19

COROLARIO 1.6.1. 57 f : X1 — X5 es un homeomorfismo, entonces G1,Go

son conjugados en Aut(E).

OBSERVACION. Si consideramos GG1, G2 con condiciones “extra”’, como que
sus elementos sean homeomorfismos biholomorfos, no podemos asegurar que,
aunque f sea un homeomorfismo, G1, G2 sean conjugados en el grupo mas
restringido Anal(E) (homeomorfismos biholomorfos de E en E). Aunque,

naturalmente, si lo seran en Aut(E) .

PROPOSICION 1.6.3. Si X = E/G yY = E/H siendo H C G C Aut(E).
Entonces Deck(Y,X) = N(H)/H (donde N(H) es el normalizador de H en
G).

Esta proposicién es otra forma de expresar el teorema 1.5.1.
PROPOSICION 1.6.4. Sea X = E/G, eY el espacio recubridor de X definido
por la monodromia w : m(X,x) — S, como m(X,x) = G tenemos el ho-
momorfismo inducido & : G — S,,. Entonces Y = E/&~1(Stab(0)), ademds
Y = E/ker(®) es un recubridor de Galois de X e Y que hace conmutativo:
Y
/7
X

Con las proyecciones candnicas f : z mod ker(@) — z mod @~ (Stab(0)),
g : z mod ker(@) — z mod G, h: z mod &~ *(Stab(0)) — z mod G.

X

(Una renumeracion en S,, dard lugar a grupos conjugados en Aut(E)).






Capitulo 2

Superficies de Riemann y de Klein

2.1. Superficies de Riemann

Con espiritu similar al del capitulo anterior, en éste resumimos los resultados
bésicos de la teoria de superficies de Riemann, sus automorfismos, grupos
fuchsianos, etc.

Tampoco aqui se incluyen demostraciones, que pueden encontrarse en las
referencias clasicas 112, 14, 7, 44, 46, 87|, o en tratamientos mas modernos
como [73, 39, 48, 76|, para la aplicacion de técnicas computacionales puede
consultarse [15].

DEFINICION 2.1.1. Una superficie de Riemann es una wvariedad analitica

conexa de dimension compleja uno (ver [25, 10]).

NoTA. En la definiciéon de una variedad analitica X suele exigirse que tenga
una base de abiertos numerable. La razon de esta exigencia es asegurar que
X sea un espacio paracompacto. Sin embargo en la mayoria de los textos se
definen las superficies de Riemann sin esta exigencia, dado que un teorema
de Radé asegura que una superficie de Riemann siempre tiene topologia
numerable (ver |7]).

Como las funciones de transicion ¢ o ¢y~! entre cartas (U, ¢), (V,1) han de
ser analiticas sus derivadas deben cumplir las condiciones de Cauchy Rie-
mann y por tanto su Jacobiano es mayor que cero, esto implica que las
cartas compatibles definen de forma natural una orientacion en la variedad
(v sus conjugadas la otra). Por tanto todas las superficies de Riemann son

ortentables.

2.1.1. Funciones holomorfas y meromorfas.
Sea X una superficie de Riemann, p € X y f : W — C una funcion definida
en un entorno W de p.

DEFINICION 2.1.2. Se dice que f: W — C es holomorfa en p si existe una
carta ¢ : U — V, p € U, tal que f o ¢! es holomorfa en ¢(p). Cuando es
holomorfa para todo ¢ € W se dice holomorfa en W.

21
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Denotaremos por O(W) al conjunto de funciones holomorfas en W. Se com-

prueba facilmente que es una C-algebra.

DEFINICION 2.1.3. Sea f holomorfa en un abierto W — {p} siendo p € W.
Se dice que f tiene una singularidad evitable en p si existe una carta (U, ¢)
tal que f o ¢! tiene una singularidad evitable en ¢(p). Analogamente para

polos y singularidades esenciales.

La definicién no depende de la carta empleada dado que ¢; o ¢;1 tiene que
ser holomorfa en ¢;(U; N Uj).

DEFINICION 2.1.4. Se dice que f es meromorfa en p € X cuando es holo-
morfa, o tiene una singularidad evitable, o tiene un polo en p. Cuando f es

meromorfa para todo punto ¢ € W se dice meromorfa en W.

Denotaremos por M(W) al conjunto de funciones meromorfas en W.

Si f es meromorfa en U, dada cualquier carta (U,¢) p € U, f o ¢~ tendra
un desarrollo en serie de Laurent en un disco punteado de ¢(p). Es decir:

fo(d7'(2) =Y calz — o(p)"
n=k

Aunque el valor de los coeficientes dependera de la carta, no asi el valor k
(indice del menor coeficiente distinto de cero) a este valor se le denomina

orden de f en p y se denota ord,(f).

De la definicién de funcién compleja meromorfa se tiene:

» f es holomorfa en p si y s6lo si ord,(f) > 0. Si ord,(f) =k >0 f
tiene en p un cero de orden k.
» f tiene en p un polo de orden k si y sélo si ord,(f) = —k, k> 0.

» Cuando f no es cero ni polo en p tenemos ord,(f) = 0.

2.1.2. Teoremas heredados de la Teoria de funciones de Varia-
ble Compleja. Por la forma de definir las funciones holomorfas y meromor-
fas en superficies de Riemann hay una serie de propiedades que se deducen

directamente de la teoria de funciones de variable compleja. Los resumimos:

TEOREMA 2.1.1. (Ceros y Polos discretos) Sea f una funcidn meromorfa
definida en un abierto conexo W C X (X superficie de Riemann). Si f no
es idénticamente nula, el conjunto de ceros y polos es discreto en W (cada

polo o cero tiene un entorno en W en el que no hay otros ceros y/o polos ).

COROLARIO 2.1.1. Sea f una funcién meromorfa definida en una superficie

de Riemann compacta X . Entonces f tiene un nimero finito de ceros y polos.
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TEOREMA 2.1.2. (Identidad) Sean f,g dos funciones meromorfas definidas
en un abierto conexo W C X. Si f = g en un conjunto S C W que tiene un

punto limite en W, entonces f =g en W.

TEOREMA 2.1.3. (Weirstrass) Sea { f,} una sucesion de funciones holomor-
fas en W C X abierto. Si {f,} converge uniformemente hacia una funcion

f en cada compacto K C W entonces f es holomorfa en W.

TEOREMA 2.1.4. (M6dulo maximo) Sea f holomorfa en un abierto conezo
W C X, si existe p € W tal que para todo x € W |f(p)| > |f(x)| entonces f
es constante en W.

COROLARIO 2.1.2. Si f es holomorfa en una superficie de Riemann com-

pacta X. Entonces f es constante en X.

TEOREMA 2.1.5. (Mddulo mdzimo para funciones armdnicas) Sea f una
funcion armdnica en un abierto conexo W C X. Si existe p € W tal que
para cada x € W |f(p)| > |f(z)| entonces f es constante en W. Asi si X es

compacta las dinicas funciones armdnicas definidas en X son las constantes.

2.2. Aplicaciones entre Superficies de Riemann

DEFINICION 2.2.1. Una aplicacion F' : X — Y, entre superficies de Rie-
mann, se denomina holomorfa en p cuando existen cartas (U,¢) p € U y
(V,2p) F(p) € V tales que la funcién ¢po Fog~! : ¢(U) — (V) es holomorfa
en ¢(p). Si F esta definida en el abierto W C X y es holomorfa para cada
p € W entonces se dice holomorfa en W, o simplemente que es holomorfa si
lo es en todo X.

Una aplicacién holomorfa F' : X — Y se dice que es un biholomorfismo o iso-
morfismo cuando F es biyectiva y F~! holomorfa. En ese caso las superficies
X,Y se denominan isomorfas.

Consecuencia del teorema 2.1.2 es:

TEOREMA 2.2.1. (Identidad) Sean F, G aplicaciones holomorfas F,G : X —

Y si FF'= G en un conjunto S con un punto limite en X entonces F = G en

X.
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2.2.1. Estructura local de las aplicaciones entre superficies de

Riemann.

TEOREMA 2.2.2. Sean X,Y superficies de Riemann y F : X — Y una

aplicacion holomorfa en p € X no constante y q = F(p). Friste un nimero
k y cartas (U,¢) p e U y (V,4) q € V tales que:

1. ¢(p) =0
2. 9(q) =0
3. FlU)cCV

4. F=v¢oFo¢t:¢(U)— (V) viene dada por F(z) = 2F
Ademds el nimero k verifica lo siguiente: Existen W C U entorno de p

y M C V entorno de q tales que para todo w € M w # q el conjunto
F~Yw)NW tiene exactamente k elementos, esto hace que k no dependa de

las coordenadas locales elegidas.

Este importante teorema tiene muchas consecuencias.

TEOREMA 2.2.3. Sean X,Y superficies de Riemann, F': X — Y holomorfa

no constante. Entonces F' es una aplicacion abierta.

COROLARIO 2.2.1. Sean X,Y superficies de Riemann, F : X — Y holo-
morfa e inyectiva. Entonces F es biholomorfa entre X y F(X).

TEOREMA 2.2.4. Sea X una superficie de Riemann compacta, F': X — Y

holomorfa no constante. Entonces Y es compacta y F suprayectiva.

DEFINICION 2.2.2. Se define la multiplicidad de F: X - Y enp € X,y
se denota multy(F'), como el entero k tal que existen coordenadas locales en

las que F' es de la forma z — z* en un entorno de p.

PROPOSICION 2.2.1. Sea f una funcion meromorfa definida en la superficie
de Riemann X. Con holomorfa asociada F : X —C. Tenemos:

» Sipe X esun cero de f entonces multy(F) = ord,(f)
» Sip € X esun polo de f entonces mult,(F) = —ordy(f)
» Sip € X no es polo ni cero de f entonces mult,(F) = ordy(f — f(p))

DEFINICION 2.2.3. Sea F': X — Y una aplicacién holomorfa no constante
entre superficies de Riemann. Se dice que p € X es un punto de ramificacién
de F cuando mult,(F') > 1. Al punto F(p) imagen de uno de ramificacion

se le denomina valor critico.

TEOREMA 2.2.5. Sean X,Y superficies de Riemann. F : X — Y holo-
morfa no constante. El conjunto de puntos de ramificacion A = {p € X :

mult,(F) > 1} es cerrado y discreto en X.
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COROLARIO 2.2.2. Sea X una superficie de Riemann compacta F': X — Y

holomorfa no constante. El conjunto de puntos de ramificacion es finito.

TEOREMA 2.2.6. Sean X,Y superficies de Riemann y F : X — Y una
aplicacion holomorfa no constante. Si mult,(F) = 1 ezisten entornos U de
pyV de F(p) tales que F|y es biholomorfa de U — V.

PROPOSICION 2.2.2. Sea F' : X — Y wna aplicacion holomorfa no cons-
tante entre superficies de Riemann y g una funcion meromorfa en Y. Se
tiene

ordy(g o F) = ordpy) (9)mult,(F)

2.2.2. Aplicaciones propias.

DEFINICION 2.2.4. Una aplicacién continua F' : X — Y entre superficies
de Riemann se denomina propia si para cada conjunto compacto K C Y se
tiene que FF~1(K) es compacto en X.

OBSERVACION. Sea I’ : X — Y una aplicacién continua entre superficies
de Riemann, como Y es un espacio de Hausdorff si K C Y es compacto sera
cerrado, y por tanto también lo sera F~!(K). Si X es compacta igualmente
lo ser4 el conjunto F'~!(K) . Asi entre superficies de Riemann compactas las

aplicaciones continuas son propias.

TEOREMA 2.2.7. Sea F una aplicacion holomorfa no constante y propia
entre superficies de Riemann X,Y se tiene
1. F es cerrada
2. F es suprayectiva
3. Para todo ¢ €Y F~1(q) es finito
4. Para todo q € Y y cada entorno U de F~(q) erxiste un entorno
abierto V de q tal que F~1 (V) C U
5. Si F es un homeomorfismo local, para todo q € Y existe un entorno
abierto V de q tal que:
Fwvy=Ju
i€l
Donde los U; son abiertos, no vacios, disjuntos dos a dos tales que las

restricciones F|y, son homeomorfismos. Es decir F es una aplicacion
recubridora (ver [91]).

COROLARIO 2.2.3. El conjunto de wvalores criticos de una aplicacion ho-
lomorfa, no constante, y propia F' : X — Y es discreto y cerrado en Y.

Ademds si X, Y son compactas dicho conjunto es finito.
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OBSERVACION. Sea B el conjunto de valores criticos de F': X — Y. Defi-
nimos Y/ =Y — By X' = X — F~!(B) la aplicacién F|x: es holomorfa, no
constante, y propia de X’ — Y. Por el teorema 2.2.6 F es un homeomor-
fismo local X’ — Y’ y una aplicacion recubridora, luego F~1(q) tendra la
misma cardinalidad para cada q € Y’ por el teorema 1.2.2, y por el teorema
2.2.7 esta serd finita n = Card(F~1(q)). Este niimero n se denota por dg(F).

DEFINICION 2.2.5. Se denomina grado de una aplicacion holomorfa, no

constante, y propia F' : X — Y entre superficies de Riemann al niimero
dg(F).

TEOREMA 2.2.8. Sea F': X = Y una aplicacion holomorfa no constante y

propia entre superficies de Riemann para cada q € Y se verifica

dg(F)= > multy(F)
pEF~1(q)
COROLARIO 2.24. Una aplicacion holomorfa, no constante, y propia F' :
X =Y es un isomorfismo entre superficies de Riemann, si y sélo si dg(F) =
1. Por tanto si X es una superficie de Riemann compacta que tiene definida
una funcion meromorfa con un sélo polo entonces X es isomorfa o la esfera

de Riemann.

TEOREMA 2.2.9. Si f es una funcion meromorfa definida en una superficie
de Riemann compacta X :

Z ordy(f) =0

peX

2.2.3. Foérmula de Riemann-Hurwitz. Una férmula importante en
la teoria de superficies de Riemann compactas es la formula de Riemann-
Hurwitz, que relaciona la caracteristica de Euler con el grado de una funciéon

meromorfa.

TEOREMA 2.2.10. (Formula de Riemann-Hurwitz) Sea F' : X — Y una
aplicacion holomorfa no constante entre superficies de Riemann compactas
de géneros g(X) y g(Y). Se cumple la relacion:

29(X) — 2 = dg(F)(2g(Y) = 2) + Y _ (multy(F) — 1)
peX

DEFINICION 2.2.6. Se denomina orden total de ramificacién de la aplicacion
holomorfa no constante F': X — Y entre superficies de Riemann compactas

al nimero b =) (mult,(F) — 1)

peX

La férmula de Riemann-Hurwitz se puede poner

b=2[g(X)—dg(F)(g(Y)—1)—1]
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y por tanto el orden total de ramificaciéon es par.

DEFINICION 2.2.7. Una superficie de Riemann compacta X de género g(X) >
1 se denomina hipereliptica cuando es un recubrimiento de 2 hojas de C

Si X es hipereliptica 7 : X — C el recubridor de dos hojas (dg(m) =2)

aplicando la férmula de Riemann-Hurwitz tendremos:
b

b=2g9(X)+1)  g(X)=5-1

2.3. Recubridores ramificados (“Branched Coverings”)

NoTA. Las propiedades de las aplicaciones recubridoras, no ramificadas, se
estudian en detalle en [91, 109].

Hemos visto que una aplicacién holomorfa, no constante, y propia F': X — Y
entre superficies de Riemann, da lugar a una aplicacion recubridora F' :
X — FYB) - Y — B, siendo B el conjunto de los valores criticos de F
(cerrado y discreto), esta aplicacion recubridora tendra un numero finito n
de hojas.

Por este motivo se tiene la siguiente definicion:

DEFINICION 2.3.1. Una aplicacion holomorfa no constante y propia F :

X — Y entre superficies de Riemann se denomina recubridor ramificado.

Vamos ahora a analizar la posibilidad de extender un recubridor no ramifi-
cado a uno ramificado.

TEOREMA 2.3.1. Sea Y wuna superficie de Riemann B C Y wun conjunto
cerrado discreto Y' =Y — B. Supongamos que X' es otra superficie de Rie-
mann y que © : X' — Y’ es un recubridor no ramificado (propio). Existe
una superficie de Riemann X un recubridor ramificado I1 : X — Y y un
biholomorfismo ¢ : X —II~Y(B) — X' que preserva las fibras (es decir dado

pEX—IY(B) T(p)=n(p(p)).

TEOREMA 2.3.2. Sean X,Y,Z superficies de Riemann F : X —Y y G :
Z —'Y recubridores ramificados. Sea B C'Y un conjunto cerrado discreto y
Y'=Y-B, X'=F YY), 2/ =G YY"). Cada aplicacién biholomorfa \ :
X' = Z' que preserva las fibras, es decir para cada p € X' F(p) = G(\(p)),

se puede extender a una aplicacion biholomorfa A : X — Z.

El teorema anterior justifica la siguiente definicion:
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DEFINICION 2.3.2. Sean X,Y superficies de Riemann y F : X — Y un
recubridor ramificado. Sea A C Y el conjunto de valores criticos de F'y sean
Y' =Y - A, X' = F7L(Y"). El recubridor F se denomina normal (o de
Galois) silo es F|x/ : X' — Y’ (ver definicion 1.5.2).

2.4. Uniformizaciéon y grupos fuchsianos

TEOREMA 2.4.1. (Riemann Mapping Theorem) Una superficie de Riemann
S simplemente conexa es isomorfa (biholomorfa) a una de las siguientes

superficies:

1. La esfera de Riemann C
2. FEl plano complejo C
3. El semi-plano complejo H (Imag(z) > 0)

Una demostracion puede verse en [44], otra con un enfoque més geométrico
en [66].

TEOREMA 2.4.2. Los automorfismos analiticos de la esfera de Riemann

vienen dados por las transformaciones de Mébius:

az+b
cz+d
Los automorfismos analiticos de C vienen dados por: {az + b, a # 0} y los

a,b,c,d e C, ad—bc>0

de H por las transformaciones de Mébius con a,b,c,d € R yad —bc = 1
(formando un grupo isomorfo a PSL(2,R)).

Las transformaciones de Mébius se clasifican, segin la traza T' de su matriz
normalizada (ad — be = 1), en: Parabélicas T = +2 (fijan un punto en C),
elipticas T real, T? < 4 (fijan 2 puntos en @), y loxodrémicas T2 ¢ [0, 4] (Si
T € R se denominan hiperbélicas) (fijan dos puntos en C).

TEOREMA 2.4.3. La accién de PSL(2,R) en H es (ver [72]): Transitiva en
H, transitiva en las geodésicas de H, y doblemente transitiva en R|J{oo}.

En H se puede definir una geometria de Riemann con curvatura negativa

2 2
constante (hiperbolica) por medio de ds? = dxy%dy (referencias que tratan

la geometria hiperbolica son {12, 103, 66, 24]).

TEOREMA 2.4.4. Las transformaciones de PSL(2,R) son isometrias hiper-

bolicas.

Kl siguiente teorema va a permitir definir una geometria hiperbélica en toda

superficie de Riemann cuyo recubridor universal sea H.
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TEOREMA 2.4.5. (Uniformizacion) Cada superficie de Riemann S es iso-
morfa a X/ donde X es su superficie de Riemann recubridora universal y

A es un subgrupo de Aut(X) que aclia de forma libre discontinua en X.

La demostracion de este teorema puede verse en [44, 66, 39] y una historia

del mismo en [1].

Hay que notar que hay muchas maneras de uniformizar una superficie. Por
ejemplo usando grupos de Schottky (ver [59, 58]) e incluso es posible uni-
formizar simultaneamente dos superficies entre las que exista un homeomor-
fismo quasiconforme, siendo esto de fundamental importancia en la teoria de
espacios de Teichmiiller (ver [92, 66]) aunque existe otra aproximacioén no

basada en la doble uniformizacion (ver [40]).

TEOREMA 2.4.6. La superficie H/Ay es isomorfa a la superficie H/Ay si y
sdlo si A1 y Ao son conjugados en PSL(2,R).

2.4.1. Grupos kleinianos y fuchsianos.

DEFINICION 2.4.1. Sea I' un grupo discreto de transformaciones de Mo-
bius, se define la region de discontinuidad Q(I") como el conjunto {z € @}
en los que T' actta de forma propia discontinua. Si Q(I') # @ a T se le
denomina Kleniano. Al complementario A(T) = C — Q(T) se le denomina
conjunto limite (Algunos autores denominan kleiniano a un grupo discreto

de transformaciones de Mobius).

Si I es kleiniano Q/T" sera la union de un conjunto ( a lo sumo numerable)
de superficies de Riemann y 7 : Q@ — Q/T" serd una aplicacion holomorfa
abierta. Si I' actia de forma libremente discontinua (el estabilizador G es
trivial para cada z € Q) 7 serd una aplicacion recubridora (no ramificada) e
inducira una estructura de variedad compleja en Q/T". Si en algin punto zg
el estabilizador es no trivial, entonces serd un grupo ciclico y la proyeccién

7 sera localmente k a 1. En este caso w serd un recubridor ramificado.

Es posible asignar a /I" tanto una estructura de “orbifold” (ver [111, 102,
68, 99]), como de superficie de Riemann, definiendo una carta “especial” en
los puntos de ramificacion ver [12]. Asi serd posible uniformizar la esfera de

Riemann (con puntos de ramificacion) como H/T' (ver [44]).

Salvo en algunos casos elementales A(I") es no numerable con interior vacio
(en C), y es el conjunto de los puntos de acumulacion de los puntos fijos de
los elementos loxodromicos de T'.
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Los grupos kleinianos se estudian en las referencias [13, 56, 85, 104|. Un
libro divulgativo que estudia los aspectos fractales de los conjuntos limites

de los grupos kleinianos es [90].

DEFINICION 2.4.2. Un grupo fuchsiano I' es un grupo kleiniano cuyo con-
junto limite A(I") est4 contenido en un circulo C' de la esfera de Riemann y tal
que los elementos de I' fijan, como conjuntos, cada una de las componentes

conexas de C — C.

Por conjugacion cada grupo fuchsiano es isomorfo a un subgrupo discreto de
PSL(2,R).

DEFINICION 2.4.3. Un grupo fuchsiano I' se denomina de primera clase si
A(T) = R. En este caso /T tiene dos componentes H/T y L/A. Si no es de
primera clase se denomina de segunda clase y en este caso Q(I') = H|UL R

donde R es una union de intervalos abiertos de R.

Los grupos fuchsianos se estudian exhaustivamente en las referencias [12,
75].

TEOREMA 2.4.7. Propiedades importantes de los grupos fuchsianos son:

Los tnicos elementos de orden finito son elipticos.

El conjunto de sus elementos es, a lo sumo, numerable.

El estabilizador de cada punto es trivial o un grupo ciclico finito.
Un grupo fuchsiano es abeliano si y sdlo si es ciclico.

El normalizador (en PSL(2,R)) de un fuchsiano no ciclico es fuch-

siano.

AN

2.4.1.1.  Regiones Fundamentales.

DEFINICION 2.4.4. Un conjunto cerrado F C H se denomina regién funda-

mental para un grupo fuchsiano I si:

1. Ug(]—") =H
gel
2. interior(F) () interior(¢F) = @ para todo g € I', g # id

TEOREMA 24.8. 5i Fi,Fo son regiones fundamentales para I' sus dreas

hiperbolicas son iguales.

DEFINICION 2.4.5. Sea I' un grupo fuchsiano y p € H un punto no fija-
do por ningin elemento de G, El conjunto D,(I') = {¢ € H : p(q,p) <
p(g9(q),p) para cada g € T'} (siendo p distancia hiperbolica en H) se denomi-
na region de Dirichlet para I' centrada en p.
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TEOREMA 2.4.9. La region de Dirichlet Dp(I') es una region fundamental

convexa para I localmente finita.

Otro método de construir regiones fundamentales, debido a Ford se describe
en [45].

TEOREMA 2.4.10. Sea A un subgrupo de indice finito n de un grupo fuch-
siano I, A también es fuchsiano. Sean {A,Agi, ..., Agn—1} representantes
de clases por la derecha de I' en A y F una region fundamental para T,

tendremos que:
FA = }'Ugl(]—') U Ugn(]—') a(Fa) = na(F) siendo a el area hiperbdlica.

es una region fundamental para A.

Por construcciéon la region de Dirichlet es una unién numerable de semi-
planos y por tanto estd limitada por un conjunto, a lo sumo numerable, de
segmentos geodésicos y regiones de 9H.

Usando el modelo hiperbolico del Disco (equivalente al semi-plano) tenemos
los siguientes casos: (ver [75])

OOOD

(3] (i} [iv}

i) Superficie compacta, ii) Superficie con un pinzamiento (vértice ideal en
00) 4#i) Superficie con un lado libre en el infinito, iv) Superficie con vértice
ideal y conjunto numerable de lados.

TEOREMA 2.4.11. Sea P una region fundamental conexa localmente finita

(poligono fundamental) para el grupo fuchsiano T' tenemos:

n P liene a lo sumo un conjunto numerable de vértices y lados, los
vértices son aislados.

» Un compacto K C H intersecta o P en un nimero finito de vértices
y lados.

» OP es una union de lados, y la interseccion de dos lados es un vértice

que es punto extremo de cada uno de ellos y viceversa.
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TEOREMA 2.4.12. Sea I' un grupo fuchsiano con poligono fundamental P
yI" ={g el :PNyg(P) es un lado}. Si Y es el conjunto de lados de P,
existe una biyeccion I «— Y tal que para cada lado s € P existe un inico
lado s € P y un elemento g € T* que satisfacen s’ = g(s) (si s = s’ la
transformacion g es eliptica de orden 2 , en este caso consideramos como

vértice el punto medio de dicho lado).
TEOREMA 2.4.13. T'* genera I' (ver [57| capitulo 7).
TEOREMA 2.4.14. Son equivalentes:

L. p(P) < 0.
2. P no tiene lados libres y tiene un nimero finito de lados.

Dado un grupo fuchsiano I' con poligono fundamental P, vamos a definir una
relacion de equivalencia entre vértices. De forma que v; ~ v9 cuando existe
g € T tal que va = g(v1). Las clases de equivalencia se denominan ciclos.
Evidentemente los estabilizadores de los vértices de un ciclo son conjugados

y tienen el mismo orden m.

TEOREMA 2.4.15. Con la notacion anterior, sea {vi,...,vn} un ciclo con

n
27
dngulos internos en P {¢1, ..., pn} se tiene: E ;= —.
m

1

TEOREMA 2.4.16. Sea I' un grupo fuchsiano y P un poligono fundamental:

1. H/T es homeomorfa a P/T.

2. H/T es compacta si y sélo si P es compacto.

DEFINICION 2.4.6. Si H/T" es compacta, el grupo I' se denomina cocom-
pacto.

2.4.1.2.  Signaturas.

Sea un grupo fuchsiano I' con poligono fundamental P, realizando opera-
ciones de “cirugfa” en dicho poligono llegamos a uno equivalente, desde el
punto de vista de la topologia combinatoria (ver [71]), de forma que I" tiene
generadores (ver [12]) :

1. aiby, ..., a4by elementos que intercambian lados (hiperboélicos). Siendo
g el género de la superficie H/T.

2. x1,...,x, elementos elipticos que seran estabilizadores no triviales
de vértices. Habra r clases de conjugacion de elementos elipticos de
orden méximo y todo elemento eliptico de I" serd conjugado de una
potencia de alguno de los ;. Los 6rdenes de los elementos elipticos

de orden maximo se denominan periodos.
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3. p1,...,ps elementos parabolicos (vértices ideales en el co). Habra s
clases de conjugacion de elementos parabélicos y cada elemento pa-
rabdlico de T serd conjugado de una potencia de uno de los p;.

4. hq, ..., hy elementos hiperbélicos correspondientes a lados libres.

y relaciones:

L™
t s r g

2. H h;lan;lH x;l H[ai, b;]
1 i 1 1

Que denominaremos presentaciéon canoénica.
Si el grupo es de primera clase tenemos que el area hiperbdlica a(H/I") =

. 1
21(2g — 2 + E (1-— m—) + s) ha de ser mayor que cero. Si es de segunda
1 J

clase (t > 0) su area hiperbdlica es oo, pero sigue teniendo que cumplirse

- 1
que29—2—|—2(1—ﬁ)—|—8+t>0.
1 J

Se dice que la signatura del grupo es s(I') = (g; ma, ..., my; 55 ).

TEOREMA 2.4.17. (Poincaré) Dados los enteros g > 0,7 > 0,m; > 2,8 >

-
1

0,t > 0 tales que 2g—2—|—2(1 — —)+s+t>0. Existe un grupo fuchsiano
M.
1 J

T con signatura s(T') = (g;mq, ..., my; 8;t).

La demostracién original de este teorema contenia algin error, una demos-

tracion correcta puede verse en [84].

TEOREMA 2.4.18. (Siegel) Sea T un grupo fuchsiano cocompacto. La super-
ficie de Riemann compacta S = H/T' tiene drea hiperbdlica acotada inferior-

mente por a(S) >g7. Alcanzdndose la igualdad cuando la signatura de T' es

s(T) = (0;2,3,7).

2.4.2. Numero de Automorfismos de una superficie de Rie-
mann compacta.

Basandose en el teorema de Siegel es posible demostrar:

TEOREMA 2.4.19. (Hurwitz) Sea S una superficie de Riemann compacta de

género g > 2 . El grupo Aut(S) de automorfismos de S tiene orden menor o
igual a 84(g —1).

La demostracién de este teorema también se puede realizar usando los puntos
de Weierstrass (ver [44, 87]).
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Los automorfismos de las superficies de Riemann han sido profusamente
estudiados (ver [55, 107, 43, 34]).

2.5. Superficies de Klein y grupos N.E.C.

Es posible generalizar el analisis complejo a superficies con bordes y/o no
orientables. Las superficies con esta nueva estructura se denominan superfi-
cies de Klein y su estudio detallado puede verse en [8, 9, 41, 95, 47, 69,
53, 27, 31].

DEFINICION 2.5.1. Una funcién f, con valores en C, definida en un abierto
W C C, se denomina dianalitica: Si % = 0 (analitica) o % = 0 (antianali-

tica) en cada componente conexa de W.

DEFINICION 2.5.2. Una estructura dianalitica en una variedad topologica
S de dimension 2 con borde, es un conjunto maximal de cartas (U, ¢) siendo
U un abierto de Sy ¢ un homeomorfismo entre U y un abierto de C o de CT,
de forma que las funciones de transicion ¢ op~! | entre cartas (U, ¢), (V, ),
son dianaliticas en U (V. (Si UV es un abierto de C* que no lo es de C
se exige la dianalaticidad de una extensién de las funciones de transicion a
un abierto de C).

DEFINICION 2.5.3. Una superficie de Klein es una variedad topologica de

dimensién 2 con borde en la que hay definida una estructura dianalitica.

Si anadimos al atlas de una superficie de Riemann una carta (U, co¢) (siendo
¢ la conjugacion compleja) por cada carta (U, ¢) obtenemos una superficie
de Klein.

DEFINICION 2.5.4. Se define el borde 95 de una superficie de Klein S como
{x € S: existe carta (U, ¢) tal que x € U,¢p(U) C Ct,¢(z) € R}

OBSERVACION. Si se cumple para una carta ha de cumplirse para todas en
cuyo dominio esté x.

Para poder definir morfismos entre superficies de Klein vamos a necesitar
una aplicacién especial:

DEFINICION 2.5.5. La aplicacién “doblez” es la aplicacién suprayectiva con-
tinua y abierta ® : C — C* definida por ®(z + iy) = = + i|y|.

DEFINICION 2.5.6. Un morfismo entre superficies de Klein 5,5’ es una
aplicacion continua f : S — S’ tal que:

« £(0S) C 08’
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» Para cada z € S existen cartas (U,¢) de S,z € U y (V,v¢) de
S’ f(s) € V tales que f(U) C V,y una funcién analitica F : ¢(U) —
C tal que conmuta el diagrama:

U ! 1%
.| b
o(U) C ct

Siempre podemos extender F a F : ¢(U)|J(U) — C mediante F(z) = F(2)

para z € ¢(U) (reflexion de Schwartz). Ademas, cuando ¢(U) es conexo,
®oFy =®oF;en ¢(U) implica Fy = Fh.

OBSERVACION. Los morfismos no constantes entre superficies de Klein son

aplicaciones abiertas.

TEOREMA 2.5.1. Sean S,S’,S” superficies de Kleiny f:S — S',g:5 —
S" aplicaciones continuas no constantes tales que f(9S) C 95" y g(9S’) C
08" . Se tiene (ver [9]):

s Si f,g son morfismos go f: S — 5" es un morfismo.

w Si f es un morfismo suprayectivo y g o f un morfismo entonces g es
un morfismo.

v Si f es abierta, g un morfismo y go f un morfismo entonces f es un

morfismo.

COROLARIO 2.5.1. Sean S,S" superficies de Klein y f un morfismo entre

ellas. Si f es un homeomorfismo entonces f es un isomorfismo.

2.5.0.1. Cubierta doble.
Dada una superficie de Klein existe siempre una superficie de Riemann
(quizas no conexa) con un morfismo de orden dos entre ellas. Este hecho
permite estudiar las superficies de Klein por medio de superficies de Riemann.

TEOREMA 2.5.2. Sea S una superficie de Klein, existe una superficie de
Riemann S, un morfismo de orden dos m: S, — S, y una aplicacion anti-

analitica 0 : S, — S, tal que Too =m y 0% = 1.

Al triple (S¢,m,0) se le denomina cubierta doble de la superficie de Klein
Sy su construccién puede verse en [22]. Dicha construccion produce una
superficie conexa en el el caso de que S sea no orientable y/o tenga borde,
si S es una superficie de Riemann dicha construccion genera dos superficies

de Riemann.



36 2. SUPERFICIES DE RIEMANN Y DE KLEIN

TEOREMA 2.5.3. Si (S.,m,0) y (S.,7',0') son cubiertas dobles de una su-
perficie de Klein S existe un inico isomorfismo f : S, — S tal que 7 = 7'o f

y foo=d'of.

TEOREMA 2.5.4. Sea S una superficie de Klein, X una superficie de Rie-
mann y f : X — S un morfismo no constante. Existe un inico morfismo
(entre superficies de Riemann) ]/”\: X — 5. que hace conmutativo el diagra-

ma.

x—t.s

N

S

Un estudio mas detallado de las cubiertas dobles puede verse en [53, 19, 31].

2.5.1. Grupos N.E.C. Un estudio detallado de los grupos N.E.C pue-
de verse en [113, 80].

PROPOSICION 2.5.1. Los automorfismos dianaliticos de H, que denotaremos
Aut(H) vienen dados por:

"z Zjig a,b,c,d € € R, ad — be > 0 (analiticos: Aut™(H)).

.z gjr's a,b,e,d € € R, ad — be < 0 (antianaliticos: Aut~ (H) ).

Aparecen dos tipos de automorfismos antianaliticos segun la traza T de su

matriz normalizada ad — bc = —1;

1. Reflexiones 72 = 0 (fijan un circulo o una recta perpendicular a R).
2. Reflexiones con deslizamiento T2 # 0 (fijan dos puntos de R).

PROPOSICION 2.5.2. Un subgrupo discreto de Aut(H) actia de forma pro-
piamente discontinua en H. Por tanto H/T serd una superficie de Klein y la

proyeccion candnica H— H/T' un morfismo.

DEFINICION 2.5.7. Un subgrupo I' discreto cocompacto de Aut(H) se de-
nomina Grupo N.E.C. (“Non-Euclidean Crystallographic”).

Un grupo N.E.C. contenido en Aut™(H) es un grupo fuchsiano. Si tiene
elementos antianaliticos se denomina grupo N.E.C. propio. Dado un gru-

po N.E.C. propio I' el subgrupo fuchsiano canénico es el subgrupo I'" =
' Aut™ (H).

TEOREMA 2.5.5. Si S = H/T es una superficie de Klein yT' # T'", entonces
S.=H/T*.
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Una regién fundamental para un grupo N.E.C se define de forma analoga a
la de los grupos fuchsianos (ver seccion 2.4.1.1) y lo mismo para la region
fundamental de Dirichlet (ver {113, 100, 83, 42]).

TEOREMA 2.5.6. La region de Dirichlet F), de un grupo N.E.C. T tiene las

siguientes propiedades ( region fundamental regular, ver [113]):

1. F, es un poligono convexo con un nimero finito de lados, homeomorfo
a un disco cerrado.
2. OF, es una poligonal de Jordan cerrada unidn de un nimero finito
de geodésicas hiperbdlicas.
3. Los lados de I}, son de tres tipos:
a) Pares congruentes s,s' donde s = F,(\gF, y s’ = F,(g 'F,
donde g € T y g # id tendremos s = gs'.
b) Pares congruentes como en el caso anterior pero con g eliptica
de orden 2 en este caso s|Js' = F,(gF)
¢) Lados s tales que s = F,( gF), siendo g una reflexion.
4. Sipara g € T se tiene que F,(\gFp, # O y F, y gF), no tienen lados

en comin, su interseccion es un vértice.

Una region fundamental se puede modificar (ver |71, 113]) para obtener
otra con un simbolo de superficie que origina una presentaciéon de I' que

denominaremos canonica (ver [71]). Con generadores:

1. a1by,...,a4bg caso orientable, hiperbolicos. Siendo g el género de la
superficie H/T".

2. dy, ...,d4 caso no orientable, reflexiones con deslizamiento. Siendo g
el género de la superficie H/T".

3. x1,...,x, elipticos que serdn estabilizadores no triviales de vértices.

4. ey, ..., e, generadores de “conexién”, normalmente hiperbélicos, elip-
ticos en algunos casos.

5. ¢ 1=1,...,kj=1,...,5; + 1 reflexiones.

y relaciones:

Mg
Ly

—1
Cis;+1€iCi1€;

2

ij

(Cijs Cij1)™9 siendo (ng; > 2,1 < j < s55)

—1 -1,.—1
€1 .6 Ty ..

1

C

.y ay, by]....[ag, by caso orientable.

AR I S

-1 -1,-1 172 2 :
€] ...y Ty ..z, dj..dy caso no orientable.
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Nota. En la literatura (por ejemplo [22]) aparece frecuentemente otras

relaciones equivalentes, por ejemplo:

T1...xre1...eglar, bi]...[ag, by

2.5.1.1.  Signaturas.
A una superficie de Klein S = H/T', siendo I un grupo N.E.C. con la

presentacién anterior se le asigna una signatura:

s(I) = (g &5 [ma, ., me s {11, o P1sy )5 ooy (MR s sy, ) )

Donde g es el género de S, + si la superficie es orientable y — si no lo es, y
k es el numero de componentes conexas de 9S.

TEOREMA 2.5.7. Dos grupos N.E.C con signaturas:
(g5 %5 ma, o, mes {(nag, oo sy ), ooy (k1 ooy Mkesy ) 3)

(¢'s &5 [mh, .., mb]; {(nfy, ...,n’ls/l), ey (Mqs "'>”§<s;€)})

Son isomorfos, como grupos abstractos, si y sdlo si:

1. Ambos son orientables (+) o no orientables (—); g = ¢'; r = 1/;
k=Fk.

2. [m},...,m.] es una permutacion de [mq, ..., m,].

3. Eziste una permutacion ¢ de {1,...,k} tal que s; = Sib(i)

4. Si +: Todos los (n’d)(i)l,...,n;s(f)sz,) son /una permutacion cz’clica'de
los (ni1,...,nis;) 0 todos los (n¢(i)1’ ""nqﬁ(i)s@-) son una permutacion
ciclica de los (Nis,—1, ..., Mi1).

5. Si—: Cada ( OIERE n;ﬁ(i)si) es una permutacion ciclica de (n;1, ..., Nis,)
o de (Njs;,...,ni1).

Los nameros my,..,m, se denominan periodos propios y los (n1, ..., nis,)

ciclo-periodos.

DEFINICION 2.5.8. Si I' no tiene periodos ni ciclo-periodos, o sea si su

signatura es:
(9: %5 1 (=) R (5D

Se dice que I' es un grupo de superficie con k componentes conexas de borde.

TEOREMA 2.5.8. El drea hiperbdlica de una superficie S = H/T', siendo T
un grupo N.E.C de signatura:

(ga +7 [ml) "7m7‘]; {(nllv "'7”181)) ceey (nkh 7nk‘9k)}) €s’

a(8) = a(l) = 2(29—2+k+21—— Z 1—7

n;
i=1 1131 i
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y la de una superficie correspondiente a un grupo de signatura:

(97 - [m17 "7m1”]; {(n117 "‘7n181>7 ceey (nk17 7nksk)}) €s’

r ks
i=1 ! i=1 j=1 &)

TEOREMA 2.5.9. Una signatura arbitraria

(g7 :|:7 [m17 "7m’l‘]; {(n117 "'7n181>7 ceey (nklu ceey nksk)})

corresponde a la signatura de un grupo N.E.C cuando:

1. a(l) >0

2. St la signatura es no orientable: g > 1

TEOREMA 2.5.10. Sea A un subgrupo de indice finito n de un grupo N.E.C.
T, A serd también un grupo N.E.C. Sean {A, Ag1, ..., Agn—1} representantes
de clases por la derecha de A en I' y F una region fundamental para T,
tenemos que:

Fa=FJaA - Jm@
Es una region fundamental para A. Cumpliéndose a(Fa) = na(F) siendo a

el drea hiperbélica.

2.6. Orbifolds

Para analizar las superficies definidas mediante grupos fuchsianos y N.E.C.
es util el concepto de “orbifold” que es una generalizacion del de variedad
(“manifold”) (ver [111, 102, 68, 99]).

DEFINICION 2.6.1. Dado un espacio topoldgico X, una carta orbifold es
una quadrupla (U, U, ¢, I') donde:

1. U es un abierto de X y U es un abierto conexo de R”

2. ' es un grupo finito que actda sobre U.

3. @ U — U esuna aplicacion compatible con I' (p = pg para cada g €
I') que induce un homeomorfismo ¢! : U/T — U.

DEFINICION 2.6.2. Un orbifold (sin borde) O es un espacio de Hausdorff
paracompacto Xo (espacio subyacente) recubierto por un conjunto de cartas
(Ui, Ui, @i, T';), cerrado respecto a las intersecciones finitas de los abiertos Uy,

con las siguientes propiedades:

s SiU; C Uj
1. Existe un homomorfismo inyectivo de grupos f;; : I'; = I';
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2. Existe un encaje (“embedding”) ¢;; de U; en ﬁj compatible con

fij, 0 sea pi;(vx) = fi;(7)pi;(T), y tal que el siguiente diagrama

conmuta:
ﬁi Pij vaJ
Ui/T ——— U;/ fi;(T%)
@z]/rz
@i ®5
#i U;/T;
4
U; U;

» SiU; C Uj C Uy existe v € Ty tal que v, = @jx 0 05 ¥ Y iy ' =

fik o fij

DEFINICION 2.6.3. Nosotros vamos a cefiirnos al caso de R? = C y que las

acciones de cada I';, y cada ¢;; sean dianaliticas.

OBSERVACION. Si para todo i el grupo I'; = {1} la definicién coincide con
la de variedad.

Considerando para cada z € U; las preiméagenes por ¢, los estabilizadores de
dichos puntos son isomorfos (conjugados) y por tanto definen un grupo que

denotaremos I',.

DEFINICION 2.6.4. El lugar singular del orbifold O es el conjunto ¥p =
{r e Xp: T, #{1}}.

PROPOSICION 2.6.1. El lugar singular de un orbifold de dimension 2 tiene
los siguientes tipos de puntos: (ver 111, 68])

1. Puntos espejo: Cuando Ty es Zo (y la accién de Ty en C es una
reflezion).

2. Puntos cdnicos de orden n: Cuando I'y es Z,.

3. Puntos esquina: Cuando I'y es el grupo diédrico Dy, (orden 2n).

DEFINICION 2.6.5. Un orbifold O es una cubierta orbifold de un orbifold

O, cuando existe una aplicacion 7 : X5 — Xo tal que:

1. Dado z € Xp existe un una carta ((7,U, ¢, ') de O tal que x €
U= U/T y cada componente conexa V; de 71(U) es homeomorfa a

ﬁ/Fi, siendo I'; un subgrupo de I'.
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2. Sea 1); : (7/1“2 — V; dicho homeomorfismo y w; : U — ﬁ/lﬂZ la

proyeccién canoénica. Entonces ¢ = 7o ; ow;

ﬁ/FZ’ b ‘/;
U ~U~U/T
®

OBSERVACION. El espacio X5 no es, en general, un espacio recubridor de
Xo.

DEFINICION 2.6.6. Un orbifold O se denomina bueno si admite a una va-
riedad como cubierta orbifold.

OBSERVACION. En el caso de que Xp sea una superficie de Riemann, una
variedad O que sea una cubierta orbifold suya, serd un recubrimiento rami-
ficado de Xp.

DEFINICION 2.6.7. Un orbifold O es orientable si lo es el espacio Xp y

ningun I' contiene elementos anticonformes.

PROPOSICION 2.6.2. St M es una variedad y G un grupo que actia de
forma propiamente discontinua entonces M /G es un orbifold.

DEMOSTRACION. Para cada [z] € M/G escogemos x € M. Sea I, su
grupo de isotropfa, existe un entorno U, invariante, como conjunto, por los
elementos de I, y disjunto con sus trasladados por los otros elementos de G

(realmente habria que considerar la imagen en R™ de ﬁx)

La proyeccion ¢, : U, = U, /1 — U, /G es un homeomorfismo y define una
carta (ﬁx, Uz, g, I;). Aumentamos por las intersecciones finitas, para ello
aunque si Uy, ) .... Uz, # © no podemos asegurar que U, NN (7” # O
(dependera de que preimégenes escojamos) si sabemos que existen vy, ..., v €
G tales que U = 'ylﬁwl n-.. ﬂ’ykﬁmk # ¢ y podemos utilizar como grupo
actuando sobre U el subgrupo vlfxlfyfl n-. ﬂwgkafygl . Es claro que M /G
es un orbifold con este atlas. O

TEOREMA 2.6.1. 51 M es una variedad analitica real y G un subgrupo de

diffeomorfismos andliticos entonces M /G es un orbifold bueno.

La demostracion de este teorema, enunciado en [111], puede verse en [86|

utilizando una condicién ligeramente menos fuerte que la analiticidad.

Por tanto si I' es un grupo N.E.C. (fuchsiano) entonces H/I' tendré una
estructura de orbifold bueno, ademas de una estructura de superficie de Rie-
mann o Klein. La forma de definir una carta, para la estructura de superficie

de Riemann, en un punto cénico puede verse en [12].



42 2. SUPERFICIES DE RIEMANN Y DE KLEIN

DEFINICION 2.6.8. Sea O un orbifold y x € Xp — X se dice que el orbifold
O es una cubierta orbifold con base Z si O es una cubierta orbifold y 7(Z) = .

DEFINICION 2.6.9. Un orbifold conexo O que es una cubierta orbifold de
O con base T (z = 7(Z)) es una cubierta universal orbifold de O, si para

cualquier otra cubierta orbifold (O, 7’) con base T (z = 7/(Z)) existe un
levantamiento ¢ : O — O de 7 tal que ¢(Z) = Z y tal que (a,q) es una

cubierta orbifold de O.
q ~
O
0]

PROPOSICION 2.6.3. Todo orbifold tiene una cubierta orbifold universal
(ver [111]).

0

La cubierta orbifold universal es una cubierta ramificada normal (ver secciéon
1.5.2), por tanto para cada preimagen & de x existe una transformacion
recubridora que lleva  a . Cuando O es un orbifold bueno tiene una cubierta

orbifold que es una variedad simplemente conexa.

PROPOSICION 2.6.4. Si Yo tiene codimensidn 2 o mayor cada cubierta
orbifold O de O proviene del completado (“completion”) de un recubrimiento

no ramificado del espacio Xo — Xo (ver [111]).

DEFINICION 2.6.10. El grupo fundamental 7§ (0O) de un orbifold es el gru-
po de transformaciones recubridoras (ramificadas) de su cubierta orbifold

universal.

OBSERVACION. En el caso de nuestro interés, superficies de Klein com-
pactas hiperbolicas S = H/T', siendo I' un grupo N.E.C., tendremos que
79(8) =T.

2.6.1. Orbifolds y monodromia.
Dado un orbifold vamos a considerar dos grupos fundamentales 7 (0) y
m1(Xo — X0). Ambos estén relacionados.

En el caso de superficies con puntos cénicos x1, ..., T, de 6rdenes mq, ..., My,
se tiene que 7(S) 2 m(S — )/ < A", ..,y > (ver [89]) donde 7" €
m1(S—X) es la clase de homotopia de un lazo que da m; vueltas alrededor de
x; y no rodea a ningin otro punto. Para el caso de una superficie con borde
la relacion de 70 (S) con 71(S.) (cubierta doble) puede verse en [100].

Dado un espacio X (con recubridor universal) y un homomorfismo transitivo
m1(X) — S, (monodromia) tenemos definido un espacio recubridor conexo
(ver 1.4.2).
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Por tanto dado un orbifold O y un homomorfismo transitivo, m (Xo—%0) —
Sn, tendremos definido un recubrimiento de Xp. Sin embargo esto no nos
define en general una cubierta orbifold.

Si consideramos un homomorfismo transitivo w : 7P(0) — S, en el caso

que 79 (0) sea un grupo N.E.C. tendremos que ¥ ~!(Stab(0)) y ker(¢)) son
también grupos N.E.C. al ser subgrupos de indice finito de un grupo N.E.C.

Un caso de particular interés es considerar la esfera de Riemann con n puntos
conicos B = {x1,...,x,} de 6rdenes myq, ..., m,, tal que C= H/A (donde A es
un grupo fuchsiano cocompacto). En este caso definiendo un homomorfismo
transitivo w : m(C — B, 29) = F,, — S, tendremos definida una cubierta
que se podra completar a una ramificada. Sin embargo no para cualquier w
dicha cubierta se podra poner como H/T siendo I" un subgrupo de A. Deberéa
cumplirse ademas que a cada -y;, lazo libremente homoétopo a la frontera de
un circulo con centro en z; que representa un elemento de 771((6 —B,z) y
que denominaremos meridiano de z;, se le asigne una permutacién de un

orden que divida m;.

Ademads teniendo en cuenta que cada superficie de Riemann compacta admite
funciones meromorfas (ver [44, 46, 79]|) y que estas pueden considerarse
un recubrimiento ramificado de C este caso se aplica a cualquier tipo de

superficie compacta.






Capitulo 3

Presentacion de Subgrupos: Método de

Reidemeister-Schreier

El método de Reidemeister-Schreier de la teoria combinatoria de grupos es de

—H
=%

un subgrupo I' C A define una superficie S' = % que es un recubrimiento

gran importancia en el siguiente escenario: Si tenemos una superficie S

(ramificado) de S de orden [A : T']. Obtener una presentacion del grupo I’
a partir de la de A permite la deduccion de caracteristicas de la superficie

recubridora.

Referencias para esta teoria son [82, 38, 28, 16| y su aplicaciéon a la geo-

metria de superficies puede verse en [115].

Dado un Grupo & generado por los elementos {g1, g2...} podemos asignar un
simbolo a; a cada generador g; y considerar el grupo libre F' generado por
{a1,ag, ...}, cuyos elementos son cadenas de simbolos, o sus inversos, que se

denominan palabras, siendo la cadena vacia el elemento unidad.

Existe un tnico homomorfismo suprayectivo ® : F' — & tal que ®(a;) = g;
y por tanto & es isomorfo a G = F/ker(®). Al par {F,®} se le denomina
presentaciéon de &, a los simbolos a; se les denomina generadores de la pre-
sentacion y a los elementos de ker(®), que son palabras en a;, relaciones de

la presentacion (puede haber distintas presentaciones del mismo grupo).

La presentacion se escribe: G =< aq, a9, ....; P,Q, R, ... > (P,Q, R,... son las

relaciones).

En cualquier presentacion la palabra vacia, y las palabras a;a; L ai_lai son

siempre relaciones, y se denominan relaciones triviales.

Supongamos que P,Q, R, ... son relaciones de G, decimos que la palabra W
es derivable de P, @, R, ... si las siguientes operaciones, aplicadas un niimero
finito de veces, dan lugar a la palabra vacia:

1. Insercién de una de las palabras P, P~ Q,Q 7!, ..., o de una las rela-
ciones triviales, al principio, final, o entre dos simbolos consecutivos
de W.

2. Borrado de una de las palabras P, P71, Q,Q™!, ..., o de las relaciones

triviales, si aparece como sfmbolos consecutivos en la palabra W.

45
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Dos palabras A, B se dice que son libremente iguales, si AB~' es derivable

de las relaciones triviales.

NotaA. En la mayoria de las ocasiones se emplea la misma notacién para
escribir los g; (elementos de &) que para escribir los a; (elementos de F') y la
misma letra para describir el grupo y la presentacién que se estd usando. En
caso de querer hacer una distincién mas explicita representaremos el grupo

con letras goticas.

3.1. Reescritura de Reidemeister-Schreier

3.1.1. Transformaciones de Tiezte y reescrituras.

TEOREMA 3.1.1. Sea un grupo & con una presentacion:
G=<a,b,c,..;PQR,..>

cualquier otra presentacion de & se obtiene aplicando una sucesion finita de

transformaciones de los siguientes tipos (transformaciones de Tiezle):

1. Si la palabra S es derivable de las relaciones P,Q, R, ..., afiadir S a
las relaciones.

2. St alguna de las relaciones @Q es derivable de las demds, eliminar
dicha relacion.

3. St K es una palabra anadir un nuevo generador x y una nueva rela-
cion x 'K (v =K).

4. Si alguna de las relaciones es de la forma p = S, donde p es un
generador, eliminar dicha relacion, el generador p, y sustituir las

apariciones de p en las restantes relaciones por la palabra S.

DEFINICION 3.1.1. Sea & un grupo con presentacion:
G =<ai,..,an; Ry(a),... >

y H un subgrupo de G generado por un conjunto de palabras {J;(a)}.
Una reescritura para H es un conjunto de simbolos {s;} y una pareja de
aplicaciones 6, T:
0:{si} & {Ji(a)}
7 : {Palabras en aque son elementos de H} — {Palabras en s = {s;}}

De forma que 6 es una biyeccién y para cada palabra W(a) € H la palabra
6(T(W)) define el mismo elemento de H (siendo 6 la aplicacion de palabras

en s a palabras en a inducida por 6).

NotA. 7(Ji(a)) no tiene porqué ser s;.
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TEOREMA 3.1.2. Dada una reescritura T podemos obtener una presentacion
de H usando:

= (Generadores: s;.
» Relaciones:
1. S; = T(@(Sz))
2. 7(U) = 7(U) siendo U ~ U palabras “libremente iguales” que
definen un elemento de H.
3. 7(U1Ug) = 7(U1)1(Us) siendo Uy, Us palabras tales que definen
elementos de H.
4. T WR,W~1) = 1 siendo W una palabra cualquiera en a y R,

una relacion de G.

La demostracién de este resultado, por otra parte intuitivamente evidente,
puede verse en [82]. Hay que notar que esta presentacion es tremendamente

complicada y no tiene ningtn valor practico.

3.1.2. Reescritura de Reidemeister.
Para simplificar la presentacion anterior vamos a escoger un conjunto A =
{K,L,M,...} de representantes de clase por la derecha de H en G, los ele-
mentos de dicho conjunto serdn palabras en los generadores a.

Dada una palabra W (en a), denotaremos por W* a su representante de

clase, es decir la unica palabra del conjunto A tal que:

HW = HW*

Esto define una aplicacion * : G — A de forma que *(W) = W* que se
denomina representacioén de clases por la derecha de H en G.

TEOREMA 3.1.3. Sea W — W™ una representacion de clases por la derecha

de H en G, entonces H estd generado por las palabras:
Kay((Kan)")™

donde K € A puede ser cualquiera de los representantes de clase (o sea
cualquier elemento del conjunto A) y a, cualquiera de los generadores de G.

Asociamos un sfmbolo SKa, @ cada una de estas palabras (estd asociacion

dard lugar a la biyeccion 0 en la reescritura que vamos a definir).

Observacion 3.1.1. Si el indice m = [G : H] y n = namero de generadores

de G son finitos, existen mn simbolos sk, -

DEMOSTRACION. Ka,((Ka,)*)™! es evidentemente un elemento de H
puesto que HKa, = H(Ka,)*. Tenemos que demostrar que cada elemento

de H puede ponerse como un producto de estas palabras y sus inversos.
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Dado que en las palabras que definen elementos de G aparecen inversos de
generadores (a; ') consideramos el producto:

[Ka, (Kap ' )) T [(Kay ) an(((Kay ') au)*) 7]
Como ((Ka;l)*au)* = (Ka;lau)* = K tenemos que:
-1 —1yx\—1 —1y* -1
Ka, ((Ka, )*") (Ka, )'a, K" =1
luego (Ka;l)*au(((Ka;l)*au)*)_1 es el inverso de Ka;l((Kagl)*)_l

Sea U = ag}...a5 (¢; = £1) una palabra que define un elemento de H,

vamos a intentar ponerla de la forma:

U= Wl*a/ill((Wlaill)*)’lwg‘ai??((Wgaffz)*)’l ..... W;ai’;((WnafL’;)*)’l

Para ello tendremos que hacer Wy = 1, Wy = Wlaill, Wy = Wn,lafﬁ;ll
y por tanto Wi =1, Wy = aj}, W3 = ajt a2, ..., W, = azll...amjll (se tiene

que Wpair = U, luego (Wyai)* =1 pues U es un elemento de H). Vemos

que W; es el segmento inicial de U antes de llegar al sfmbolo i-esimo.

Como W*a,((Wau)*)™t = swea, ¥y W*a;l((Wa;I)*)_l = sﬁau siendo

M = (Wa;l)* vemos que U se puede poner de la forma deseada. O

La demostracion muestra como definir la reescrituras:

COROLARIO 3.1.1. Sea W — W™ una representacion de clases por la dere-
cha de H en G. Definiendo:

_ *\—1 _ €1 € _ LE1 En

Q(Skau> = Ka,((Kau)™) T(U) = T(am...al;;) = 8Krap, S Koy,
(donde K es el representante del segmento de U que precede a a,; siej =1y
-1
1
un proceso de reescritura que se demomina reescritura de Reidemeister.

el segmento de U que precede e incluye a a,,* sic; = —1). Tenemos definido

PROPOSICION 3.1.1. Un proceso de reescritura de Reidemeister tiene, ade-

mds de las propiedades generales de una reescritura, las sigutentes:

1. Si U, Uson libremente iquales y definen elementos de H, también lo
son 7(U) y 7(U) (en simbolos 5Kay,)-

2. 8i Uy, Us definen elementos de H entonces T7(U1Uz) y 7(Ur)7(Us)
son palabras idénticas.

DEMOSTRACION. Para demostrar 1 basta comprobar que T(VGZG;EW)
es libremente igual a 7(VW), lo que es evidente a partir de:

1y —1 -1 _ -1
T(Vaua, W) = SV *a, Syeg, o T(Va, a,W) = o8 gy S(Van ) a

La propiedad 2 es consecuencia directa de la definicién de reescritura de
Reidemeister. O
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TEOREMA 3.1.4. Sea H un subgrupo de G =< ai,...,an; Ry(a), ... > , el

proceso de reescritura de Reidemeister da lugar a la siguiente presentacion:
H =< Skay, - SKay = T(Ka,(Ka,)*) ™), ., 7(KR, K1), ... >

donde K recorre los elementos de A (representantes de las clases por la

derecha de H en G), a, son los generadores de G y R,, las relaciones de G.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior podemos eliminar, por ser

triviales, las relaciones de la presentacion del teorema 3.1.2 7(U) = 7(U) y
T(UlUQ) == T(Ul)T(Ug).
Cualquier W que defina un elemento de H se puede poner W ~ UK (libre-

mente igual) donde K = W* y U = WK™, U es un elemento de H, por
tanto

T WRW Y= r(UKR,K'U ") = 7(U)r(KR, K )r(U™)
y la relacion 7(W R, W ~1) es derivable de la relacion (KR, K ~1). O

COROLARIO 3.1.2. Si G es un grupo finitamente presentado (nimero finito
de generadores y relaciones) y H un subgrupo de indice finito de G entonces

H es un grupo finitamente presentado.

3.1.3. Representantes de Schreier. Para obtener una mayor sim-
plificacién de la presentacién de H vamos a considerar un conjunto de repre-

sentantes de clases por la derecha de H en GG con las siguiente propiedad:

» Cada palabra L que es un segmento inicial (prefijo) de una palabra
K € A (representante de clase) es a su vez un representante de clase,
es decir L € A .

Un conjunto de representantes de esta forma se denomina transversal de

Schreger.

PROPOSICION 3.1.2. Sea G =< ay,...,an; Ry(a),... > y sea H un subgrupo
de G, existe un conjunto de representantes de Schreier.

DEMOSTRACION. Cada clase por la derecha de H en G es un conjunto de
palabras en los generadores a; que podemos considerar reducidas (de longitud
minima).

Denominaremos longitud de la clase, a la minima de las longitudes de sus
palabras. La clase H contiene la identidad que es la palabra vacia (longitud
cero).

Si Sy es una clase de longitud uno escogemos cualquier palabra de longitud

1 de S7 como representante.
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Si Ss es una clase de longitud 2 existira en ella una palabra b1bs (donde cada
besun aouna~ '), (b)* sera a lo sumo de longitud 1 y (b1)*by pertenecera,

a So. Escogemos (b1)*be como representante de Ss.

Continuando de este modo obtenemos una transversal de Schreier. O

TEOREMA 3.1.5. (Presentacion de Reidemeister-Schreier) Sea H un
subgrupo de G =< ay,...,an; Ry(a),... > G, el proceso de reescritura de
Reidemeister, usando representantes de Schreier, produce:

H =< SKays i SMay, o T(KR, K™Y, >

Donde K recorre el conjunto de los representantes de Schreier, a, son los
generadores de G y R, las relaciones de G.
Las relaciones syrq, ocurren cuando May ~ (May)* (libremente igual) sien-

do M € A un representante de Schreier.

DEMOSTRACION. Si May(May)*~! ~ 1 entonces 7(May(May)*1) ~
7(1) = 1 y la relacién spq, = 7(May(May)*~!) es derivable de la relacién

SMay -

Consideremos ahora 7(Ka,(Ka,)*~!) al calcularlo tendremos (hasta llegar al

simbolo a, ) simbolos del tipo sy, siendo Na, = (Na,)* (pues todo prefijo
-1

(Nag ')
N y estos simbolos se pueden eliminar por ser al mismo tiempo relaciones.

de K es un representante de Schreier) o del tipo s .. bero (Na;lap)* =
P

Anélogamente usando que 7(U 1) = (7(U))~! podemos eliminar los simbo-
los que siguen a a, y la relacion sxq, = 7(Ka,(Ka,)*™!) es derivable de la

relacion skq, = Skq, que evidentemente puede ser eliminada. O

Observacion 3.1.2. Al calcular T(KR,K ™) podemos prescindir de los sim-
bolos iniciales (hasta llegar al primero de R,,) y finales (después del iltimo
de R, ).

COROLARIO 3.1.3. Un subgrupo de un grupo libre es un grupo libre.

3.2. Meétodo Grafico (Grafos de Schreier)

El método de Reidemeister-Schreier puede describirse también mediante un
grafo (grafo de Schreier). Consideremos un grafo formado por:

s Vértices: Clases de equivalencia por la derecha de H en G.
» Aristas: Saliendo de cada vértice, una por cada generador de G, de

forma que « une los vértices HS — HpBa.
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Una transversal de Schreier sera un arbol orientado (grafo sin ciclos) tal que
desde el vértice inicial, H, se pueden alcanzar todos los vértices del grafo

(siguiendo caminos orientados).

Una vez definida una transversal de Schreier es habitual nombrar los vértices
por el camino que lleva desde H hasta dicho vértice (representante de clase
de Schreier), asi los nombres de los vértices coincidiran con el conjunto de
representantes de clase {K}.

Para nombrar las aristas existen dos posibilidades (ambas usadas en la lite-

ratura):

1. Nombrar la arista con el nombre del generador de G que realiza la
transicion.

2. Nombrar la arista como sk, donde K es el nombre del vértice origen
(representante de Schreier) y x el nombre del generador de G que

realiza la transicion.

El primer método es 1util para determinar los generadores de H en funcién

de los de G pues sk, se obtendra del siguiente modo:

= Producto de los generadores de GG, correspondientes a la transversal
de Schreier, partiendo del vértice inicial H hasta llegar a K.

s Producto por z.

= Producto de los inversos de los generadores para volver por la trans-

versal de Schreier desde el vértice (Kx)* hasta el inicial H.

El segundo método permite obtener facilmente las relaciones de H pues a la
relacion zyz... le corresponde para cada vértice K el producto de las aristas
SKzS.yS.z... (que sera un ciclo). Caso que aparezca x~ ! el simbolo a usar sera
SE; donde L = (Mxz~1)* o sea el vértice origen de la arista s, que termina
en M.

Prescindir, en el célculo, de las aristas que sean parte de la transversal de
Schreier es lo mismo que prescindir de las relaciones sy, cuando Lz = (Lx)*.

Por supuesto, una vez conocidos los dos métodos, la diferencia entre una u

otra forma de nombrar es irrelevante.

EJEMPLO. Sea G =< rl,r2,r3;r%,r%,r§,(7"17"2)8,(7“27’3)8,(7‘17“3)2 >y H el
conjunto de palabras de G de longitud par.
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El grafo de Schreier es:

Donde s17 es cualquiera de s1,,, S17,,51r; ¥ andlogamente s, » es cualquiera

de Spiry, Spirg,Sriry -
Una transversal de Schreier viene dada por: 1,r;.

Tendremos s1,, = 1 (por ser el arco de la transversal) y no lo usaremos para

obtener directamente una presentacion simplificada.

r? produce s, = 1, 73 produce si,,5,, = 1 (también el equivalente

SpirgSiry = 1), ¥ 7“% produce $1p,8r,7; = 1. Por tanto s,,,, = sl_r1 Y Spirg =
2

—1

S1pg-

8 _
1re —

(r173)? produce (Spy,5105)° = S%TB =1,y (ror3)® produce (s1,,8r,75)8 =1y

(37’17“2317“3)8 =1L

Llamando A = si,,, B = s1,, tenemos que H =< A, B; A%, B? (AB)® >
(como B? = 1 tenemos que (AB)® = 1 equivale a (A~!B)® = 1).

(r179)® produce (8,,,)% = 1y también (s, 817,)° = s 1, anadlogamente

En este caso el célculo grafico es mucho mas sencillo que el analitico que se
puede ver en [82].

EJEMPLO. Sea G =< z,y; 22,3 > y H su subgrupo conmutador.

X XY

Una transversal de Schreier viene dada por 1, z,v, zy, 3, xy? (marcada con

linea continua).
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Vemos que los generadores, que no son a su vez relaciones, son:

Swy,xs Szy?,20 Swy?,yr Sy2,y Sy Sy

La relacion z? produce Sgy? 25y2,2 = 1 por lo que prescindimos de la relacion
y de sg,2 , también produce sgy 28y = 1 asi que también prescindimos del

generador Sgy ..

La relacion 43 produce s =1y s, =1 por lo que prescindimos de

zy?y
dichos generadores.

De esta forma H es el grupo libre generado por s,2 , y sy .. En funcién de

1:671, S2.p =

los generadores de G los generadores de H son s,, = yxy~ iy

nyy_293_1.

3.3. Ejemplo Geomeétrico

Vamos a aplicar el procedimiento a un ejemplo geométrico. Sea I' un grupo
fuchsiano con signatura:

(0;2,2,2,2,2,2)
Que tendra generadores 1, xo,...,xg todos ellos elipticos de orden 2, por

2 ,
tanto x7 = 1, ademés x1zow324T576 = 1.

Definimos el homomorfismo ¢ : I' — S5 (Notar que ¢(I') es un subgrupo
transitivo de Sx)

Ty — (07 1)(274)(3) Ty — (07 3)(17 2)(4) r3 — (07 3)(17 2)(4)
zg — (0,1)(2,4)(3) x5 — (0,3)(1,2)(4) x6 — (0,3)(1,2)(4)
y queremos analizar la superficie correspondiente al subgrupo A = o~ 1(Stab(0))

(estabilizador de 0) que sera una cubierta de orden 5 de la superficie unifor-

mizada por T

Veremos, mas adelante, que podemos obtener la signatura aplicando el teo-
rema 4.2.1 esta sera:
(9:2,2,2,2,2,2)

y aplicando Riemann-Hurwitz :

6 6
1 1
2g—2+§ (1—5):5(0—24—5 (1—5)) Obtenemos g = 2
1 1

Analisis de Reidemeister-Schreier.

Necesitamos una transversal de Schreier. Para ello vemos que palabras U
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son tales que (U)(0) = 1,...,4 y cumplen las condiciones de Schreier. Esco-

gemos:

(x1)(0) =1 p(2122)(0) =2 @(22)(0) =3  p(r12221)(0) =4
Asi una transversal serd K1 = 1,Ky = z1,K3 = z120, K4 = 29, K5 =
r1Tox1.

Para calcular los representantes de las palabras U de I', vemos a que punto
lleva la imagen ¢(U) el punto 0, por ejemplo:

(73)" = (z5)" = (z6)" = K4 (24)" = K3

(xox1)* = Ky (mamime)* = K1 (m1z2m122)" = K5 (zox12271)" = Ko

Los generadores del subgrupo serdn de la forma sg, 2, = Sap = Kozp(Kazp)* !
y las relaciones K RK~!. Los generadores de A que a su vez son relaciones
son: si1, 512, 522, S31-
La representacion en I' de los s, se puede obtener facilmente (aunque no es
estrictamente necesario):
_ k=1 _ -1 _ -1 _ -1 _ —1
S13 = 1‘3(1‘3) = I3 S14 = X424 S15 = TpTo 516 = ey
— -1 — -1 _ _ -1 _ —1_ -1
8§21 = T1X4 =1 S22 = mlmz(mlmg) =1 S23 = 1‘11‘3(1‘1932) = T1X3Ty X7
— 2\x—1 . -1 -1 _ -1 -1
S24 = 124 (27) = X1T4 S25 = T1X5Ty T S26 = T1XeTg Ty
*—1 —1 —1
sa1 = z1zezi(zizex1)” =1 ssa=x12] =1 833 =T1Z2x32]
-1 -1 -1 -1 —1 -1
$34 = 1T2xa(T1T221) = T1T2X4T] Ty T3 835 = T1T2X5T 836 = T1T2T6T]
*—1 —1
Sa1 = zox1(z2w1)” = xom1Ty  Sa2 =1 sa3 = x213
-1 -1
Sa4 = ToTa(T2w1)" " = T2TaT,  Sas = ToTs  Sa6 = TaTe

_ =1 _ 4 _ -1 -1, 1 _ —1_—1_-—1
s51 = x1x2x121 (T122) = S52 = T1T2T1T2X] Ty T1  S53 = T1T2T1T3T] Ty T

x—1 —1_ -1 -1 _—-1_-1 -1_-1_-
854:1'11'21'1334(331932) = T1X2X1T4To5 Tq S55 = X1X2X1T5X17 Lo I S56 = L1X2T1TeXL7 Lo Tq

Vamos a obtener las relaciones. Sélo es necesario calcular los simbolos co-
rrespondientes a R en K.R.K 1.

Correspondientes a 72 = 1:

K1) 511801 =1591 =1

=

2)  8215(Kazy)*,e; = 521511 = 1

=

3) 8318(K3$1)*71,1 — 8531551 luego S51 — 1

K4)  8418(Kyw)) e, = S41841 = 1 serd uno de los generadores elipticos (541)% =

—_

K5)  $518[Ksa1],2, = 551531

Correspondientes a 23 = 1:

1
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s12842 = 1 (s42 = 1) 92830 =1 (s32 =1) sg28220 =1 s42512 =1 S52852 =
1 (eliptico orden 2)

Correspondientes a 73 = 1:

513543 — 1 $23833 — 1 $33823 — 1 543813 — 1 553853 — 1 (eliptiCO orden
2)

Correspondientes a 73 = 1:

$148924 = 1 594814 = 1 834854 = 1 844844 = 1 (eliptiCO orden 2) 854834 =
1

Correspondientes a 22 = 1:

S$15845 = 1 $925835 — 1 8358925 — 1 845815 = 1 S55855 — 1 (eliptiCO orden
2)

Correspondientes a 23 = 1:

S16546 — 1 526536 — 1 $36526 — 1 S46S16 — 1 S56S56 — 1 (eliptiCO orden
2)

Correspondientes a r1ror314251¢ = 1:
5115225328 (2 w9w3) *24 S (v1720334) * 35 S (210273 3435) w6 — 533524515546 = 1

543514525536 = 1 552553554535596 = 1 541513544545516 = 1 523534555556 =
1

Para simplificar la notacién, de la presentacion, denotaremos a los elementos

elipticos:
Zn = s41 Za = S52 43 = S53 L4 = Sa4 L5 = S55 L6 = S56
v a los otros elementos:
Y1 =s13Y2 =503 Y3 =514 Ys =534 Y5 =515 Y5 = 525 Y7 = 516 Y5 = S26
quedando las relaciones:
Z; =1
Yz_li/})_lyéy’?_l — 1 Y1—1}/3}/6)/8—1 — 1
ZoZ3Y Y5 'Yy =1 ZWiZiYs Yi=1 YaYaZsZ =1

despejando Y7 = Y, 'V Vs Y =Y 'VaYs Yo = Z;'Z: 'Y queda

ZP=1 273Vl '\WaYe =1 /i ZuYy WYaZs Z6Yy 'Y = 1
y despejando Y4_1 = Z3_122_1Y6_1Y3_1Y1Y6

Z} =1 ZWMZY: 'Y YT WYaYe 2023 Z5 Z6Yy Y = 1
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llamando Dy = Y3 Z4Y1_1 (sera eliptico) tendremos Y174 = D4Y; luego

ZP=1 Di=1 Z\DVY; Yo'V 'Y3Y629 232526V Y5 = 1

llamando D; = Y1Y; 'Yy 'Y, ' Y3YsZ, Yy 1Y, Y YsYsY, ! (que serd eliptico
al ser conjugado de eliptico) para j = 2,3,5,6 y D1 = Z; tendremos:

D} =1 DiD4sDyD3DsDsY1Yy 'Yy 'Y ' Y3YsYs Y5 =1

Ahora llamamos 1 = Y] V3 luego (Yy ' = ;'Y 1) y llamando a; = Y
D? =1 D1D4yD3D3D5D6Y Yy ‘o Bray B Y s =1

llamando A; = V1Y; ' Y5V 'y By = 1Y5 1B Y5y
D1D4yDsD3DsDg A Y1 Y5 ' Bray By 1Y 1Y =1
D1DyDyD3DsDg Ay B1Y1Ys ta 1B Y s = 1
D1DyDsD3DsDe A1 B1 AT V1Y 187 Y s = 1
D1D4yDyD3DsDs A1 B1 AT By Y1 Y Y Yy =1

y lamando As =Y, y By = Y5_1 obtenemos por fin:

D? =1

(A
D1DyDyD3DsDg[Aq, B1][A2, Ba] =1

Que es la presentacion canonica del grupo de signatura (2;2,2,2,2,2,2)

Interpretacion geomeétrica.

Si consideramos x1,T9,...,x¢ y la relaciéon xiroxszsxrsre = 1 tendremos
una presentacion del grupo fundamental de la superficie S obtenida de H/T'
quitando los puntos conicos (sera una esfera menos 6 puntos, y por tanto su
grupo fundamental es F5). A cada generador z; le corresponde un lazo en la
superficie alrededor del punto conico ¢ que denotaremos X; € m1(5).

Consideremos una cubierta ramificada de 5 hojas, el punto base del grupo
fundamental de S tendrd 5 preimégenes en la cubierta que podemos nume-
rar. Cada levantamiento de X; comenzando en una preimagen del punto base
finaliza en otra preimagen del punto base. Tenemos definida asi una aplica-
cion ¢ : w1 (S) — S5 de forma que si X; lleva la preimagen j a la k entonces

V(X)) = k.

Sea la preimagen numerada como 0 el punto considerado como base de ho-
motopia de la cubierta sin los puntos de ramificacion, 1 ~!(Stab(0)) seran las

proyecciones en S de los lazos del grupo fundamental de la cubierta.
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Una transversal de Schreier correspondiente a 1 ~!(Stab(0)) consiste en las
palabras correspondientes a las concatenaciones de lazos cuyos levantamien-
tos llevan la preimagen 0 a la 1,2, 3,4, cumpliendo la condicién de que el

prefijo también ha de pertenecer a la transversal.

Los generadores del grupo fundamental de la cubierta son:

S;; = Camino por la transversal desde 0 hasta 7, concatenado con

levantamiento de X; comenzando en 4, concatenado con

Camino por la transversal hasta 0

Por ejemplo S33 = X1X2X3X1_1 0 Sy = X2X4X2_1 y los demas andlogos.

Nota. Existe una interpretaciéon geométrica general de un grupo como una

superficie. Dado un grupo con presentacion:
<Gty gni R,y By >

Podemos considerarlo el grupo fundamental de la superficie obtenida par-
tiendo de un “ramillete” de n circulos, correspondientes a los generadores
g1, ---, gn, identificando cada camino R; con la frontera de un disco Do (ver
[110]).






Capitulo 4

Subgrupos de grupos fuchsianos y N.E.C.

Dado una superficie uniformizada por un grupo fuchsiano (o N.E.C.) T" cada
uno de los subgrupos de indice finito A define una cubierta ramificada de
orden N = [I" : A]. Los elementos de I" actiian sobre las clases por la derecha
de A en I'" y si numeramos dichas clases tendremos un homomorfismo de
grupos I' — Sy (siendo Sy el grupo simétrico de orden N). Si la imagen de

dicho homomorfismo es transitiva la cubierta es conexa.

Reciprocamente dado un homomorfismo I' — Sy de imagen transitiva nos
gustaria saber cuando da lugar a una cubierta y conocer las caracteristicas

de la misma.

Conocer exactamente el subgrupo uniformizador, usando Redemeister-Schreier,
es enormemente complicado (ver ejemplo 3.3) por lo que seria interesante te-
ner algin método més sencillo que proporcione informacién parcial tal como

la signatura de dicho subgrupo.

Este problema fue resuelto por David Singerman (ver [106], y apartado 4.2)
para grupos fuchsianos, y posteriormente, ampliado por Hoare para grupos
N.E.C. (ver [61], y apartado 4.5).

FEn este capitulo se utiliza para todos los casos el método algebraico de Hoare.
Aunque para grupos fuchsianos, aparte de no ser el método empleado cuan-
do se resolvié el problema por primera vez, los resultados presentados son
triviales (un subgrupo de un grupo discreto de PSL(2) ha de ser discreto)
o més facilmente obtenibles considerando regiones fundamentales (ver [75]).
Sin embargo sirve como introduccién a las técnicas empleadas para grupos

N.E.C.

NoTa. Aunque normalmente empleamos letras griegas (I',A) para los gru-
pos fuchsianos y N.E.C. es este capitulo se emplearan letras latinas (F,G)
para enfatizar el predominio del caracter algebraico de los desarrollos sobre

su interpretacién geométrica.

59
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4.1. Subgrupos de indice finito de grupos fuchsianos

Esta seccion se basa en la referencia [62], la generalizacion para subgrupos
de indice infinito se estudia en la referencia [63].
Hemos visto (seccion 2.4.1.2) que un grupo fuchsiano de primera clase admite

una presentacion:

1

_ L1 Yr 1 -1 .- -1
F=<ai,b1,...,ag,bg, @1, ..., Try D1, ey D3 L1 Yy oy TXT DY oDy X1 -y [a1, b1]...[ag, bg] >

Donde a;, b; son elementos hiperboélicos correspondientes a una base del grupo
fundamental de la superficie que define F', z; son elementos elipticos de orden
i, v los p; son elementos parabélicos.

Un subgrupo de F' que sea un grupo fuchsiano dara lugar a una superficie que
serd un recubrimiento de la generada por F', por tanto nos interesa analizar

los subgrupos de F'.

Si s > 0, eliminando (mediante una transformacion de Tiezte):

1 1

1 :pz_l...ps_ x] ...x;l[al,bl]...[ag,bg]

Vemos que F' es un producto libre de grupos ciclicos y, por el teorema de

subgrupos de Kurosh (ver [16]), todos sus subgrupos también lo son. Nos

centraremos por tanto en grupos fuchsianos del tipo:
F=<ay,by, .. ag,bg,x1,....xp;2]", ...,:r:ﬂ,xl_l...x;l[al,bﬂ...[ag,bg} >
Vamos a considerar un tipo de grupo mas general con presentaciéon:
G=<ai,..,ag R, ...,Ry>
siendo a; los generadores y R; las relaciones.

Decimos que dos relaciones R;, R; estan conectadas si existe una secuencia
de relaciones R; = rg,...r, = R; tales que ry,rp41 comparten al menos
un generador. Esto define una relaciéon de equivalencia en las relaciones,

tendremos:

PROPOSICION 4.1.1. Sea G =< aq,...,ag; R1,..., Ry, >, G es un producto

libre de los grupos definidos mediante:

» Relaciones: Cada una de las clases de equivalencia respecto a la co-
nexion.

» Generadores: Los que aparecen en las relaciones de cada clase (los
generadores que no aparecen en ninguna relacion dan lugar a un

grupo libre).

PROPOSICION 4.1.2. Sea G =< ay, ...,a5; Ry, ..., R > tal que cada o >

0 y cada a; aparece en el conjunto de las relaciones raiz R; (es decir en la
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palabra Ry...R,,) una vez con exponente 1 y otra con exponente —1. Entonces

G es un producto libre de un grupo libre y grupos fuchsianos.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior basta demostrarlo para el

caso en que las relaciones forman una sola clase de conexion.

Si podemos cambiar, mediante transformaciones de Tiezte, la presentacion
de G a una del tipo:

1

c et (T -1
<ai,bi,...,ag,bg, 21, .oy Ty, dy, dgs ]t x) (22 [an, b ag, bgl)Y >

FEstard demostrada la proposicion.

En efecto, si v = 1 este grupo es obviamente el producto libre del grupo
fuchsiano:

1

gl — -1
< a1, bi, ... ag,bg, 1, e 2]t ) 2wy [a, b ag, byl >

por el grupo libre < dy, ..., ds >.

1

Y si v > 1 hacemos e = 1" ...z; ay,b1]...[ag, by] y G es el producto libre

del grupo fuchsiano:

oM -1,.-1 -1
<ai,bi,...,ag,bg, 1,652yt L x)T € e xyx, ar, by [ag, by] >

por el grupo libre < dy, ..., ds >.

Supongamos que Rj, Re son relaciones distintas de G que contienen ap, se
podra poner R; = Rjja1R12, Ro = R21a1_1R22.

Si definimos un nuevo generador e = R; y hacemos la sustitucién a; =

RﬁleRﬁl tendremos una presentacion equivalente:
e} -1 @ Q Je'
G =< €,a9,...,a%; € 1,(R21R12€ RHRQQ) 2,R33,...,Rmm >

y cada generador a; sigue ocurriendo, en el conjunto de relaciones, exac-
tamente una vez con exponente 1 y otra con exponente —1, ademas las

relaciones siguen formando una tunica clase de conexion.

Si algin otro generador, por ejemplo a,,, aparece en la relaciéon raiz R; una
vez con exponente 1 y otra con exponente —1 esto mismo ocurrird en la

nueva relacion raiz Roj Rise ' Ri1Ras.

Repitiendo este procedimiento llegamos a una presentacion (renumerando
los generadores si es necesario) en la que todos las relaciones menos una son

potencia de un generador es decir:

— L0102 Am—1 Qv
G =<el,...,em1,am; -, Q3 €] €57, .., e, 0, RY™ >
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y cada generador e; ocurre en R exactamente una vez con exponente —1,
mientras que cada a; ocurre 2 veces una con exponente 1 y otra con exponente
—1.

Sea R’ una relacion del tipo:

-1_-1

R = wlwfl...wqwq 2] oz VS, ). s, ys) r,s >0

Donde w, z, y son generadores a; (o sus inversos) , los z son e; (o sus inversos),

y los generadores en S no son ninguno de los w, z, z, y.

Vamos a transformar R’ reduciendo la subpalabra S pero manteniendo la
misma estructura, de esta forma llegaremos a la presentacion deseada y es-

tara demostrada la proposicion (notar que R es de tipo R’ haciendo S = R).

Sea « uno de los generadores presentes en S o su inverso, cuando el par
aa~! ocurre en S lo cambiamos de sitio, es decir si R = Paa™'Q ponemos
R' = aa 'PQ (no lo eliminamos para que se siga cumpliendo que cada
generador aparece dos veces) de esta manera mantenemos el tipo de R’y

reducimos la subpalabra S.

Si a1 aparece en S pero no « (« serd entonces uno de los e;) podemos poner
R' = ABa~'C' vy definiendo 29 = BaB~' tendremos R’ = Az;'BC y con

lo que seguimos manteniendo el tipo de R’ (sustituyendo e?j por zo? siendo

ej = o) y reducimos S.

Una vez eliminados estos casos, quedan los simbolos « tales que o y o~ !

aparecen como simbolos no consecutivos en S. Entre ellos habra un par
que aparezca a una distancia minima. Ponemos R = AayBa 'Cy~'D e
introduciendo el generador yy = yB y eliminando el generador y obtenemos
R = Aaypa~'CBy, ' D.

Si ahora introducimos g = B~'C~'a y eliminamos « tenemos que R’ =
ACBlzg, yo] D y finalmente introduciendo x511 = D~ 'x,D y ys11 = D~ lygD
conseguimos R’ = ACBD|zs11,ys+1] que mantiene el tipo de la relacion y
reduce la subpalabra S. Con lo que, por induccién, queda demostrada la

proposicién. U

PROPOSICION 4.1.3. Sea G =< aq,...,ax; R1, ..., Ry, > una presentacion
tal que cada a; ocurre en el conjunto de relaciones p; veces con erponente
+1 y n; veces con exponente —1. Sea H un subgrupo de G, y T un proceso
de reescritura de Reidemeister-Schreier (siendo {K, L} los representantes de
Schreier de H en G (transversal de Schreier)) de modo que H tiene una

presentacion:

~1
H =< ...;8Ka;s - SLajy - T(KRGK ™), 00 >
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donde denotamos por La; a los subindices correspondientes a palabras tales
que tanto L como Laj son representantes de Schreier (Laj es libremente
igual o (Laj)*).

Entonces cada generador sppa, ocurre en el conjunto {T(KR,K 1)} p; veces

con exponente +1 y n; veces con exponente —1.

DEMOSTRACION. Vamos a calcular 7(K R,K 1) reescribiendo sélo los
simbolos de R4, dado que podemos prescindir de la palabra inicial y final
(ver observacién 3.1.2).

Fijemos R, cada spzq; ocurre en el conjunto {7(K R,K ')} las mismas veces

que ocurre a; en .

En efecto sea A,a; la palabra inicial de R, hasta llegar a un a; entonces spzq;,
ocurre en {T(KRyK 1)}, en la misma posicion, para un solo K = (MA_1)*.
Anélogamente para a; ' (pues T(KRJ'K™1) = [T(KR K11 ). O

DEFINICION 4.1.1. Sea G =< ay, ...,ai; R, ..., R >, (cada ; > 0) y H
un subgrupo de G. Dada una palabra w se define el exponente de R; relativo
a w (que denotaremos e;(w) ) como el menor niimero positivo e tal que R

pertenece a w'Huw.

Dado que 1 = R € w™'Hw tenemos que e;(w) es un divisor de ;. Por
tanto en la reescritura de Reidemeister-Schreier:

FKRK™Y) = (KRGO k1. G0 | (kRSO K1
T(KRGS K™ = 7(KR(KR:)* )r((KR)*Ri(KR})* ™). 7 (KRGO ™) R K™
Si K'R¢K € H entonces K 'R; "R¢RM™K € H, luegosi L = (KR™)* ten-
dremos que e;(L) = e;(K) y por la féormula anterior vemos que T(LRfi(L)L_l)

es una permutacion ciclica de T(KR?(K)K*).

Ahora bien L = (KR[")* es equivalente a HL = HKR]", y multiplicando
por la derecha por R'g obtenemos HL < R; >= HK < R; > siendo < R; >
el grupo ciclico generado por R;. Asi el namero de tales L sera el ntmero de

elementos en la clase doble (por la derecha e izquierda, “double coset” ver
[16] ) HK < R; > en G, que es por definicion e;(K).

PROPOSICION 4.1.4. Sea G =< ay,...,a; Ry, ..., RY™ >, H subgrupo de
G y T una reescritura de Reidemeister-Schreier con representantes {K}. Sea
{Q} un subconjunto de los mismos que forman un conjunto completo de
representantes de las clases dobles (H,< R; >)) en G (“double coset”). En-

tonces:
g

H =< ...,SKa;s - SLajs s (T(QRZ"(Q)Q_I))%(Q) y e >
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Ademds si cada generador a; ocurre en el conjunto {R;} p; veces con expo-
nente +1 y n; veces con exponente —1 entonces Sprq;, ocurre en el conjunto

{T(QRZq(Q)Q_l)} p;i veces con exponente +1 y n; veces con exponente —1.

DEMOSTRACION. Si eliminamos las relaciones redundantes (permutacio-
nes ciclicas) anteriormente comentadas, vemos que H tiene la presentacion

indicada.

Supongamos que a; ocurre p;, veces en R, con exponente +1 (tendremos

pi = Zpl-q). Hemos visto (4.1.3) que spzq, ocurre p;g veces en {r(KR,K 1)}
q

(¢ fijo) y por tanto ocurrird agp;, veces en {T(KRq*K~1)}.
Sea piqo el ntimero de veces que 574, aparece con exponente +1 en la palabra

T(QRZ‘I(Q)Qfl), ocurrira, %pti veces en 7(K Rq* K1) para cada K en el

conjunto HQ < R, > (debido a que T(KRZ“IK_l) = [T(KRSQ(K)K_l)}%)
por tanto:
QqPiqg = Z %pti = QqPiqQ
HQ<R,> 4
luego piq = piqo vy como el namero total de apariciones de spzq, €5 Y PigQ =
> Diq = Di, y analogamente para el caso de n;, queda demostrada la propo-
sicion. O

DEFINICION 4.1.2. Sea G =< a,b,c,...; Ry, R, ... >y E = {a,a™1,b,...} el
conjunto de generadores y sus inversos. Dos elementos x, y de F se denominan
1_coiniciales si 271y ocurre en alguna palabra W = R;R; (o, lo que es lo
mismo, en R; escrita circularmente). Se dira que x,y son coiniciales si existe

una secuencia x = 2g, 21, ..., 2n, = y tales que z;, z;41 son 1 _coiniciales.

OBSERVACION. Claramente la coinicialidad es una relaciéon de equivalencia

en F, que denotaremos .

DEFINICION 4.1.3. Una aplicaciéon ¢ : £ — S, siendo S un conjunto cual-
quiera, se dice que es una asignacion de vértices cuando x <1y = ¢(z) =
©(y). Una asignacién se dice maximal cuando x 1y < ¢(z) = ¢(y).

DEFINICION 4.1.4. El grafo coinicial de G es el grafo cuyos vértices son
los elementos de E, y las aristas unen los vértices que son 1 coiniciales.
El ntimero de componentes conexas de dicho grafo serd el nimero de cla-
ses de equivalencia de coinicialidad (ver [60] para un estudio de los grafos

coiniciales).

Por ejemplo en el grupo < a,b;abab > tenemos 2 clases de equivalencia
{a”!,b} v {a, 071}
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El grafo coinicial de F =< ay, b1, as, by, x1; 23, xl_l[a,l, b1][a2, be] > es un ciclo

tal y como se ve en la figura:

PROPOSICION 4.1.5. Sea G =< a1,a9,as,...; R1, Ro, ... > tal que tiene una
asignacion de vértices mazimal v con p vértices. Si H es un subgrupo de G
de indice finito N, la presentacion de Reidemeister-Schreier de H tiene una

asignacion mazimal de N(p — 1) + 1 vértices.

DEMOSTRACION. Consideramos el grupo auxiliar:

H =< ey SKay aT(KR K™Y, .. >
Que se obtiene a partir de H eliminando las (N — 1) relaciones sr,, para

La; ~ (La;)* (libremente iguales).
Definimos las aplicaciones p, o:

p(s%a,) = (Kal'=/%)

o(sa,) = v(af) =1

o B _ L —a B
S1 8%ca;> 5L, (or, B ==£1) son 1_ coiniciales entonces SKa;SLa; €8 UNa subpa-

labra de alguna de las 7(M Ry M ~H7(MRM~') = 7(MRy R M) luego
Ry Ry, = Pa;aan ya¥y af son l-coiniciales, teniendo la misma imagen
por v.

Ademas K = (MPag_a_l)/Q)* y L = (MPai_aa;B_l)/Q)* luego p(s%,,) =
P(1a,) = (MPa;®)".

Por tanto (p, o) es una asignacion de vértices.

Dicha asignaciéon tendré pN vértices. Para ver que es maximal supongamos

que p(s5cq,) = p(sL, ) ¥ 0(s%a,) = 0(sL,.)-

B

Como v es una asignaciéon maximal af y a; son coiniciales.

Supongamos que af' y ai son 1 coiniciales existird un representante () tal
que Sk, Y s‘SQak son 1 coiniciales porque si Ry, R, = Paf‘ai@ vy M =
(KaEaH)ﬂP_l)* entonces 8;(31_5‘22% es una subpalabra de 7(M R, R,, M~ 1).
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¢ B R a ' 4 a _
Asf podemos encontrar s, a) coinicial con s%, , cumpliéndose que p(s Kai) =

p(sﬁaj) = p(sgaj) lo que implica que L = T'y que s, v sﬁaj son coiniciales.

Por tanto la asignacién es maximal.
Volvamos ahora al grupo:
H =< ... SKq;, ;3 SLa;s (KR K™Y, ... >

Cada relacion del tipo sr,; da lugar a spq; b sZéj v puede, a lo sumo, juntar
dos clases de equivalencia, por tanto el niimero de clases coiniciales serd por
lo menos Np — (N —1).

Vamos a asociar un grafo dirigido I' (con tantos vértices como clases coinicia-
. - o . +1 : .
les) a la presentacion H, los vértices seran (p, 0)(s}y,,) v las aristas serdn los

elementos s9,,. que unen el vértice (p,0)(syy,,) con el vértice (p, o) (sy7,.)-

Sea I' el grafo obtenido a partir de I' colapsando las aristas del tipo sr;,
su numero de vértices coincidird con el numero de clases coiniciales de la

presentacién H.

Una transversal de Schreier da lugar a un arbol ¥ contenido en el grafo de
Schreier. Si consideramos el subgrafo A de I' formado por las aristas spq;, po-
demos definir una aplicaciéon A — ¥ que envia cada vértice (p(s%aj), o(s%a‘j )
a p(s¢ aj) (que es un representante de Schreier), cada arista sr,; a la arista
que une L con La; = (La;)* y cada arista SZ;j a la arista que une La; con
L.

Esta aplicacion aplicaria ciclos no triviales de A en ciclos no triviales de X

(que no existen al ser un arbol).

Por tanto A no tiene ciclos no triviales y al colapsar (N — 1) aristas reducire-

mos los vértices en (N — 1) con lo que queda demostrada la proposicion. [

Si eliminamos los generadores sr,, el ntmero de vértices de una asignaciéon

maximal puede cambiar. Sin embargo:

PROPOSICION 4.1.6. Sea G =< ay,...,a; R", ..., R > «; > 0 un grupo
con un grafo coinicial consistente en un ciclo y en el cada generador ocurre
a lo sumo dos veces en las relaciones raiz, sea H un subgrupo de indice finito
N. si eliminamos los generadores spq; de la presentacion de Reidemeister-
Schreier la presentacion resultante tiene una astgnacion de vértices maximal

con un solo vértice.

DEMOSTRACION. En este caso el grafo coinicial de H consistird en N
ciclos y por la demostracion anterior cada srq, estard en un ciclo distinto del

1
que esta SLa;
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—1 . .. +1 2
Por tanto tendremos palabras xspq,y y ws, z . Si eliminamos los s7, daran

lugar al ciclo:

Con lo cual colapsamos dos ciclos en uno. Como hay N — 1 generadores sz,

al finalizar tendremos un solo ciclo. O

TEOREMA 4.1.1. Sea Gy =< aq,b1,...,aq,bg; [a1,b1]...[ag, bg] > (g > 1),
un grupo que uniformiza una superficie de Riemann de género g, y H un

subgrupo de indice finito N entonces H admite una presentacion:

H =< a1, B1, ., ON(g—1)+1: BN(g—1)+15 [a1, Bi]--[an(g—1)+1, Bn(g—1)+1] >

y uniformiza una superficie de Riemann de género N(g — 1) + 1.

DEMOSTRACION. G, satisface las hipdtesis de la proposicién 4.1.6, por
tanto usando la presentacion reducida (eliminando sr,,) de Reidemeister-
Schreier tenemos una asignaciéon maximal de un vértice y las relaciones for-
man una dnica clase de conectividad. Ademas por la proposiciéon 4.1.3 cada
uno de los generadores de H aparece una vez con exponente +1 y otra con

-1 en las relaciones.

Aplicando la proposicion 4.1.2 vemos que no puede haber “grupo libre” (sus
generadores no aparecerian en ninguna relacion). Ademas la asignacion de
vértices puede transferirse a la presentacion resultante de cada transforma-
cién de Tiezte que se usa para llegar al resultado de la proposicién 4.1.2 sin

alterar el nimero de vértices.

Asi llegamos a una presentacion de H con sblo una relacion (pues H no
tiene elementos de orden finito) y una asignacion maximal con un vértice.

Claramente dicha presentacién ha de ser:

H =< 0417617 ...,Ckm,ﬁm; [041751]"-[@771761%] >
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Como G, tiene 2n generadores y 1 relacién, la presentacién de Reidemeister-
Schreier de H tiene 2gN generadores y 2N —1 relaciones (N —1 de tipo spq;).
Ademés cada 7(KRK™!) contiene un generador que no es del tipo SLa;s
as{ cuando eliminamos estos generadores tenemos tenemos 2gN — N + 1
generadores y IV relaciones.

Ninguna de las transformaciones de Tiezte usadas en la demostracién de la
proposicion 4.1.2 cambia la diferencia entre generadores y relaciones (al final
quedard tnicamente una) que es 2N (g — 1) 4+ 1 por tanto 2m = 2N (g — 1) +
2. O

TEOREMA 4.1.2. Sea

— gl o1 -1
F=<aybi, .. ag,bg,x1,...;x; 2], .,/ oy oy [ar, b [ag, by] >

(9 > 1) y H un subgrupo de F de indice finito N. Entonces H admite una

presentacion del mismo tipo.

DEMOSTRACION. F' satisface las hipétesis de la proposicién 4.1.6, por
tanto usando la presentacion reducida (eliminando los generadores srq,) de
Reidemeister-Schreier tenemos una asignacién maximal de un vértice y las
relaciones forman una tnica clase de conectividad. Ademés la eliminacién
de las relaciones que son permutaciones ciclicas de las que permanecen no

cambia la asignacién de vértices.

Por la proposicién 4.1.4 vemos que H tiene una presentacion:

@1y 7@
H =< .. 5kq - (T(QR" Q7))@ .. >

en la que cada uno de los generadores de H aparece una vez con exponente
+1 y otra con —1 en las relaciones, aplicando la proposicién 4.1.2 vemos que
H tiene una presentacion del mismo tipo que F'. O

DEFINICION 4.1.5. Dada una presentacion G =< ay, ..., ax; R}", ..., ROm >
se define la Deficiencia de la presentacién como:

IG)=k—m diferencia entre nimero de generadores y de relaciones.

v la Medida como:

p(@) = 8(G) ~ 1+ 30— 1)
q=1 1
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TEOREMA 4.1.3. Sea F un grupo fuchsiano con presentacidn:
<1, b1, ey gy by, T, ey Ty Ly ooy D3 2 oy T 1y ey Han, b1 [ag, D] >

y H un subgrupo de indice finito N. Entonces H es también un grupo fuch-
siano y p(H) = Nu(F)

DEMOSTRACION. Supongamos que F' tiene una presentacion:

— gl -1 -1
F=<aybi,...,aq,bg,x1,...;xp; 2], ., x) 2y oz, [ar, bl [ag, bg] >

segun el teorema anterior H serd fuchsiano, y ninguna de las transforma-
ciones de Tiezte usadas en la proposicién 4.1.2 para llegar a la presentacién

canonica (ver seccion 2.4.1.2), cambian la medida ni la deficiencia.

La deficiencia y medida de F' son:

r+1

1 1
§(F)=29—1  u(F)=2g— 2+Z (1-—) =2g-2+) (1——)con Y41 =1
q=1 f)/q q=1 q
Segin la proposicién 4.1.4 una presentacién de H seré:
@ %
H =< ...,S5Ka;, SKb;-- -5Lag» SMb, - (T(QRg VDo-1y@, .. >
Que tiene una deficiencia y una medida:
r+1
S(H) = (2g+r)N—(N-1)=) (r+1)  p(H)=05-1+» Y (1-
Q =1 Q
r+1 eo(Q) r+1
pH)=N@Q2g+r—1)-> Y L= =N(2g+r-1) Z D e(@)
=1 q 17979

Pero Zeq(Q) = N pues {Q} forman un conjunto completo de representan-

Q
tes de Gmod (H, < R; >) luego:

r+1 r+1 1
w(H) = NQ2g+r—1) NZ 2g+r—1)—27—)]:
g=1 "1

tr+1 r+1 r+1

= N[(2g+7r—1) Z N[(2g+7—1) ZHZl—— = Nu(F)

Ahora si

r —1 -1 -1 -1
F=<a1,b1,...;0g,bg,T1,ccc,TryP1y ey Ds; T3y ooy Tiy P oDy TY Ty a1, b1 Jag, bg] >
eliminando p; tenemos la presentacion (con la misma medida):

_ !
F =<ay,bi,...;aq,bg, 21, ..., %r, P2, ... Ds; T]*, ...y x)™ >
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La presentacién que obtenemos de H, por un célculo andlogo al anterior,
tiene una medida u(H) = Nu(F).

Si eliminamos los generadores (y a la vez relaciones) srq, obtenemos otra
presentacion equivalente a H con la misma medida y tal que cada generador

ocurre a lo sumo una vez en el conjunto de relaciones rafz.

Sea R una relacion raiz si introducimos un generador ¢ = R y eliminamos
uno de los generadores que aparecen en R obtenemos una presentacién equi-
valente con la misma medida que H . Continuando con este procedimiento
llegamos a una presentacion que sigue cumpliendo p = Nu(F'), y que es un
producto libre de grupos ciclicos. Ademaés si un generador es a su vez una

relacion lo podemos eliminar sin cambiar la medida.

Si quedan elementos ciclicos infinitos ¢y, ..., ¢, introducimos generador d~! =
c1...c, y relaciéon dej...c, que no cambia la medida y obtenemos una repre-

sentacion fuchsiana canénica que cumplird lo enunciado en el teorema. [

NoTA. Aunque no se han querido emplear argumentos geométricos, la medi-
da, para F' grupo fuchsiano de primera clase con presentacion canénica, es el
area hiperbolica, dividida por 27, del poligono fundamental de F'. Pues ten-
dremos deficiencia 6 (F') = 2g+s—1y medida p(F) = 2g+s—2+22:1(1—%)
(ver seccion 2.4.1.2)

4.2. Subgrupos fuchsianos y grupos de permutaciones

Esta seccion se basa en [106]. Denotaremos Sy al grupo de permutaciones
de N elementos.

Vamos a considerar una superficie uniformizada por un grupo fuchsiano F'
con signatura (g, m1, me, ...,m.; s;t) (ver seccion 2.4.1.2) o sea con una pre-

sentacion:

F =<ay,b1,...;aq,bg, 21, ...y Tr, D1, .oes Py N1y oony Pt

1 1

71 —
l’l ..

) =1 p-1 -1 _— -1

st L x)m hyLhy YDy -z, a1, bi]...Jag, by] >

Hemos visto en la seccién anterior que cada subgrupo H de indice finito NV de
F es también fuchsiano, tiene una presentacién del mismo tipo, y se cumple

la relacion entre medidas: u(H) = Nu(F).

La respuesta a ;cuales son las posibles signaturas de H? la proporciona el

siguiente teorema:
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TEOREMA 4.2.1. Sea F un grupo fuchsiano con signatura
(97 my, M2, ..., Myr; S5 t)
existird un subgrupo H de indice N con signatura

/ !, 4/
(9751115 oy MLy T2 ey 2Ly ooy MLy ey Ml 5 875 )

st y solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Exziste un subgrupo transitivo G de Sy y un epimorfismo 0 : FF — G
tal que la permutacion 6(x;) tiene l; ciclos de longitudes %, g
S
2. 8 = Z Nimero de ciclos de la permutacion 0(pg)

k=1
t

3.t = Z Numero de ciclos de la permutacion 6(hy)

k=1
4. ¢ es tal que u(H) = Npu(F)

DEMOSTRACION. Supongamos que existe G con las condiciones reque-
ridas, y sea Gy C G el estabilizador de un elemento cualquiera de Sy =
{0,..., N —1}. Al ser G transitivo G es un subgrupo de indice N y el sub-
grupo H = 671(Gp) es un subgrupo de F también de indice N.

Denotamos {Hay, ..., Hany—_1} a las clases por la derecha de H en F. Un
elemento v € F' induce una permutacion Hoy; — H(oyy) = Ha; en dichas
clases. El elemento 6(y) = g € G induce la misma permutacion en las clases
{Gogo0, ..., Gogn-1} (siendo g; = 0(«;) ), al ser § un homomorfismo.

Todas las longitudes de los ciclos de la permutacion 6(z;) han de dividir a
m; . ., . .
m; (pues r;7 = 1). Supongamos que dicha permutacion tiene un ciclo de

longitud k, existiran k clases H~1, ..., H; tales que:
Hyiz; = Hryo, Hyoxj = Hys, ..., Hypwy = Hy

luego H'ylx;? = Hy asf 'ylx;?yl_l €eHy % = nj1 serd un periodo de H.

Supongamos que la permutacién 6(z;) tiene otro ciclo de longitud &, como

antes existiran clases Hag, ..., Hay, tales que Hozlx;? = Hay obteniéndose

un elemento eliptico oqac;?afl

(en cuyo caso no valdrian ambos como generadores de la presentacion de H)

€ H. Si estos elementos fueran conjugados

existiria A € H tal que:

ko —1y—1 ko1
Aaqzioy AT =xiy



72 4. SUBGRUPOS DE GRUPOS FUCHSIANOS Y N.E.C.

llamando y; = fylxjfyl_l tenemos )\alfyl_lyf’ylal_lz\*l = yf por tanto )\alfyl_l
conmuta con el elemento eliptico y;“ , ¥ se cumple Aoy, = y? luego:

Hoy = HX 'y = Hyjy = Hmalyy 'm = Hnaf
y ambos serian el mismo ciclo.

Anélogamente tampoco es posible obtener las clases de equivalencia de ele-
mentos elipticos de dos periodos distintos a partir del mismo ciclo, porque

entonces tendriamos:

’ylefyl_l eH alx;?al_l eH H’ylmg-’ =Hoy

1 k

—p,—1 —p.—1 ko —1 po—1 _ —1 s
luego anz; "y € Hy como anz; "y, (M7 )7113]-0(1 = aizja;  serfan

conjugados en H.

Asi por cada ciclo de longitud k& menor que m; en la permutacion 6(z;)

. . . m . .
tenemos un tinico periodo nj; = - en H inducido por m;.

Reciprocamente si m; induce un periodo nj; en H es que existe o tal que

mj m;

az;’ a~! € H entonces Hax™i = Ha y por tanto 6(z;) tendrd un ciclo de
- mi

longitud nT]z

Los elementos parabolicos e hiperbolicos se tratan de modo similar . Si 6(p;)

tiene un ciclo de longitud k hay un elemento conjugado de pf en H y tenemos

como antes una correspondencia entre ciclos y clases de elementos parabdlicos
inducidas por p;.

Ademas ¢’ ha de tener el valor adecuado para que se cumpla pu(H) = Nu(F).

Reciprocamente supongamos que existe H con la signatura deseada, eviden-
temente se ha de cumplir u(H) = Nu(F).

F' actia como un grupo de permutaciones en las clases por la derecha de
H en F. Si asignamos una numeracién a dichas clases tenemos definido un
homomorfismo ¢ : ' — Sy, Sea K el nicleo de dicho homomorfismo, %
sera isomorfo a G = imag(y) C S, y la aplicacion inducida 6 : F' — % e

serd un epimorfismo siendo claro que G tiene las propiedades deseadas. [

4.3. Subgrupos de indice finito de grupos N.E.C.

Los resultados obtenidos para grupos fuchsianos pueden generalizarse para
grupos N.E.C. como se hace en la referencia [64].

Para realizar este andlisis vamos a considerar grupos GG con una presentacion
que es una generalizacion de la canénica de los grupos N.E.C. definida en la
seccion 2.5.1.

Previamente vamos a modificar ligeramente la definicién de grafo coinicial.
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Sea P un grupo con presentacion P =< a,b, ¢, ...,;I1,l2,..., R, S >

DEFINICION 4.3.1. Un conjunto de relaciones {I;} se dice que es de rela-
ciones de identificacion si cada relacion I; consiste en el producto de dos

generadores y los generadores que aparecen en I;, I; son disjuntos.

Modificamos la definicion de grafo coinicial colapsando en el conjunto E, de
generadores y sus inversos (ver 4.1.2), los generadores que aparecen en las

relaciones de identificacion.

Es decir si zy es una relacion de identificacion, en F no apareceran x,y, 5, y !

y en su lugar aparecera un elemento {z,y 1}.

El objetivo de estd modificacion es que el grafo coinicial de un grupo N.E.C.,

con la presentacién candnica, siga siendo un ciclo.

La forma de construir este grafo a partir del definido anteriormente es igno-
rar las aristas producidas por las relaciones de identificacién y colapsar los
elementos de E que son coiniciales por las relaciones de identificacién.

En la figura se pueden ver los grafos coiniciales ordinario y modificado para

un grupo N.E.C. con generadores a1, b1, az, b2, x1, €1, c11,c12.

OBSERVACION. Con la nueva definicion de grafo coinicial el nimero de

vértices del grafo correspondiente a una presentacion N.E.C. canoénica sera
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49 + 2k + 2r + > (s; + 1) (en la presentaciéon candnica s; es el namero de

grupos diédricos del cicloperiodo siendo el ntiimero de reflexiones s; + 1).

OBSERVACION. Sea H es un subgrupo de P y H un grupo definido por
la presentacion de Reidemeister-Schreier de H de la que se han eliminado
las relaciones srq, (ver demostracion de la proposiciéon 4.1.5). Si escogemos
como relaciones de identificacién de H las reescrituras de las relaciones de
identificacion de P, por un procedimiento andlogo al de la proposicion 4.1.5,

vemos que el grafo coinicial de H consiste en [P : H] copias del grafo de P.

DEFINICION 4.3.2. Un subgrupo tipo N.E.C. es aquel que tiene una pre-

sentacion con generadores:

vy 1<i<k 1<5<mn
w2z 1<1<q

y relaciones:

_—
yz]
. (yiinjyij—HAi_jl)mj ni; > 1 (definiendo y;r,+1 = ¥i1)

« R (a R, le denominaremos relacion raiz) m = 1...d
Exigimos que:

1. Ningun y;; aparezca en las relaciones R; ni en las palabras A;;.
gun y;; ap J p J
2. Cada generador z; aparece exactamente 2 veces (como z; 0 2, D en
A;i Y U{RyY (Observacion: Se ignoran las apariciones en A7Y).
J g D 1]

3. El grafo coinicial con y;; como relaciones de identificacién es un ciclo.
4. En el conjunto {4;;} U{R,,} existe una coleccién de generadores de
N j g
conexion z;, que aparecen una vez en {A;;j} y otra vez en {R,,} ,
y ademas aparecen un vez con exponente +1 y otra con —1 (Notar
que invirtiendo el orden a y;;41y;; cambiamos de signo a los z que

aparecen en A;;).

NoTA. Si consideramos la presentacién canénica como una presentacion tipo

N.E.C tendremos r; = s; + 1 y ng,, = 1 de la relacién cis#leicﬂei_l

DEFINICION 4.3.3. Se define la medida N.E.C. de una presentaciéon G tipo
N.E.C. como:

. 1, 1 1

77(G):q—d—1+2(1—f)+52(1—f>

— Vi — Nij

=1 2,
NoTa. No confundir con la medida p definida en 4.1.5, que también es apli-
cable a grupos N.E.C. (ahora sin un significado geométrico claro). Observar

que los n;; = 1 no afectan a la medida N.E.C.
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La medida N.E.C. de un grupo N.E.C. con la presentacion canénica es (ver
comentario que sigue al teorema 2.5.6)

T

ag+k—2—Z(1—n§)+;Z(1—7;)

i=1 v i
Donde o = 2 si la superficie definida por el grupo es orientable y @ = 1 si no

lo es. Coincide con el area hiperbolica de dicha superficie dividida por 2.

PROPOSICION 4.3.1. Sea G un subgrupo tipo N.E.C. Entonces G tiene una
presentacion candnica de grupo N.E.C.

DEMOSTRACION. Introducimos los generadores:
-1 -1
Cij = Ail'HAij—lyiinj_lmAil Yy € = A”AWL
Y la relacion e; 1Ai1...Airi, para poder eliminar los generadores y;;.

2

Es inmediato comprobar que la relacién yfj se transforma en c¢;;, ademas

—1\nss -
(yijAijyij+1A;; )" pasa a ser (cijcij11)" pues:
(A7t AT e An Ay 1 A At LA e A A AT =
ij—1fhi1 Cig Al g =184 By e Ly Gl 1L A -
= A Ail (Cijcij+1)TL]Ai1...Aij,1

dj—1

(si nj; = 1 podemos reemplazar ¢;j11 por ¢ij).
(Yir, AiriyilA;il)”"i se transforma en:

-1 —1 —1\ngp. —1 -1 -1 N,
(Aim—l"'Ail CimAil---Ain—lAimcilAim) o= (Aim—l"'Ail Cir; €iCi1€; Ail---Airi—l) i

: : —1\n;,.
libremente igual a (cir,4+1€ici1€; )",

Si njy; > 1 introducimos un nuevo generador ¢;p,+1 = eicilei_l y tendremos

como nuevas relaciones (Ciy,Cip,4+1)""i y cmﬂeicﬂe;l.

Ahora introducimos los generadores x,, = R,, y tendremos como nuevas

relaciones z7" v ¥, Ry

Una vez realizadas estas operaciones el grafo coinicial continua siendo un

ciclo, si usamos los cfj como relaciones de identificacion.

En las relaciones ei_lAil...Airi , a:,;blRm los generadores x,,, e; aparecen una
vez v los de conexién dos veces, podemos por tanto combinar estas relaciones
usando los generadores de conexién y empleando un método como el de la

proposiciéon 4.1.2 llegamos a una presentaciéon N.E.C. candnica. O

Observacion 4.3.1. Si la superficie determinada por el grupo N.E.C. es orien-
table, cada generador z; aparece una vez con exponente 1 y otra con —1 (al
ser, en este caso, la relacién “larga” de la presentacién canénica a blal_lbl_l....).
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PROPOSICION 4.3.2. La medida N.E.C. (ver 4.1.5) de la presentacion no

cambia con las transformaciones realizadas en la proposicion anterior.

DEMOSTRACION. Es una comprobacién directa a partir de la definicién.
O

TEOREMA 4.3.1. Sea G un grupo N.E.C. con la presentacion candnica de-

finida en la seccion 2.5.1. Si H es un subgrupo de indice finito N entonces

H también tiene una presentacion N.E.C. candnica.

DEMOSTRACION. Sea 7 un proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier,
vamos a demostrar que la presentaciéon de H obtenida mediante este método
satisface las condiciones de la proposicion anterior.

2
ij)
nes en H de la forma 7(Kc;; K~ ') donde K es un representan-

1. Empezamos considerando las relaciones c;;, daran lugar a relacio-
te de Schreier de HK < ¢;; > (Es decir uno cualquiera del con-
junto de representantes de Schreier K de H en G que cumplen
HK < ¢j >= HK' < c¢j; >).

Existen dos posibilidades: (K¢;j)* = K o (Kc¢;j)* # K.

En el primer caso la relacién se transforma en s%(cij y en el segundo
Ol SKeijS(Keij) eij-

Asi los generadores de reflexion ( y;;) de H van a ser los sk.,; tales
que (Kc;j)* = K (si existen). En este caso K¢;; K~ € H y vemos
que los generadores de reflexion de H serdn conjugados de los c¢;;.
Las relaciones originadas por las relaciones c;s;11€ici1€; 1 (que por
simplificar la escritura denotaremos xeye ') para los representantes
Ky (Kx)* son:

—1
SKws(Kx)*eS(Kze)*ysKe

-1

S(Kx)*xsKes(Ke)*yS(Kx)*e
Pues (Keye™1)* = (Kz™1)* = (Kx)*.
Pero como sgzS(kq) €8 una relacion S(Kx)*zSKeS(Ke)*yS(_ém)*e pue-
de reemplazarse por s};sKes(}%ey)*ys&éx)*e.
Larelacion (Key)* = (Kxe)* es una permutacion ciclica de la inversa
de sts(Kx)*es(Ku)*ysf}le y asi podemos cenirnos, al caso en que los
K son representantes de Schreier de HK < x > .
Como antes tenemos dos posibilidades: (Kz)* = K o (Kz)* # K,

ahora bien (Kx)* = K si y solo si (Kze)* = (Ke)* luego (Kzey)* =
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(Key)* = (Kze)* y por tanto Siy ¥ S(kze)+y Serdn ambos generado-
res de reflexion (y;;) o no lo sera ninguno. Si ambos lo son la relacién
obtenida es del tipo (y,»injyinAi_jl)”ij.

. Consideramos ahora las relaciones originadas por (zy)" (z,y generan
un subgrupo diédrico).

Estas serén 7(K (xy)"K ') siendo K representante de Schreier de
HK <zy >.

Sea m el menor entero positivo tal que K (zy)™K ! € H, que dividi-
ra a n, entonces 7(K (zy)" K1) = [r(K (zy)™K~1)]m y los simbolos
que obtenemos son de los tipos:

S(K(zy))*x S(K(zy)ra)*y

= Supongamos que K es tal que HK < zy ># HKx < xy > en-
tonces (K (zy)"x)* # (K (zy)")* y ninguno de los simbolos es un
y;j- Como es inmediato comprobar que 7((Kxz)*(zy)"(Kz)*~1)
es una permutacion ciclica de 7(K (yx)" K1) que resulta (usan-
do que S8k = 1) de (K (y~'z~h)" K1), basta considerar
la relacion 7(K (xy)"K 1), que es del tipo Rk%. Es decir el par
x,y dara lugar a un elemento eliptico de orden 2

= Si, por el contrario, HK < xy >= HKx < xy > tenemos que
HK (zy)" = HKx(zy)® y existira ¢q tal que HK (zy)lx = HK.
- Si ¢ = 2t, entonces HK (xy)tx(yr)t = HK y como 2% = y? = 1,
HEK(zy)'z = HK (zy)' y (K (zy)'z)* = (K(zy)")*
- Si g = 2t+1 entonces HK (zy)tz(yz)* = HK y (K (2y)tz)* =
(K (zy)tay)*
Permutando ciclicamente 7(K (xy)™K 1) hasta llegar a:
(K (2y)")* ()™ (K (zy)") ™) 0 a 7((K (vy)'z)* (yo)™ (K (zy) =) ")

obtenemos una relacién cuyo primer simbolo es uno de los y;;.
Escogiendo adecuadamente K (representante de HK < xy >),
e intercambiando x e y si fuera necesario, podemos suponer que
estamos calculando (K (zy)™K 1) y que sk, es uno de los y;;.
- Sim = 2w+1 entonces HK (zy)Yz(yz)*™ = HKz = HK por
tanto (K (zy)“z)" = (K(zy)"(2Y))" ¥ S(K(zy)wa)+y €5 también
uno de los y;;.

Como

T(K(l‘y)mK_l) = SKaSKy--S(K(xy)wa)*yS (K (zy)wz)*z S (K (zy)2®)y

la relacién es del tipo yiijA_l. En este caso HKx es “fijado”
por xz (o sea HKx = HK) y HK (xy)"x es “fijado” por y.
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- Si m = 2w entonces (K (zy)¥z)* = (K(zy))* vy

T(K(l‘y)mel) = SKaSKy--S(K(xy))* xS (K (xy))*y-S (K (zy)2v—1)y

donde (g (py)wa)=y €8 también uno de los y;; y la relacion es del
mismo tipo que antes. Ahora tanto HKz como HK (xy)™ son
“fijados” por .

3. Como hemos visto antes las relaciones de identificacién son de dos

tipos: s%,, cuando (Kz)* = K y da lugar a un y;j, y SLaS(La)*z
cuando no.

En el primer caso sg, no puede ser un generador trivial, exigiria
Kz = (Kz)*, y tampoco lo es al menos uno de los generadores en el
segundo caso.

Eliminamos las relaciones sp.5(1q)«, Y los generadores sy,
sustituyendo dichos generadores por por SZ; en las restantes relacio-
nes (o viceversa si s, es trivial).

Una vez realizado estos reemplazamientos el ntimero de ocurren-
cias de sy, en las relaciones raiz es la suma de ocurrencias originales
de sy, mas las de S(pz)«-

Como z ocurre dos veces en las relaciones excluidos las de iden-
tificacion C?j (recordar que para simplificar notacion z representa un
¢ij) tendremos que sy, ocurre cuatro veces en los transformados de
las relaciones raiz.

Pero hemos visto que las relaciones, en las que no intervienen los
Yij, son redundantes por parejas y, si dejamos solo una de estas rela-
ciones, cada uno de los generadores restantes (incluidos los triviales),
que denotaremos por z;, ocurre dos veces en la colecciéon de palabras

Aij7 Rk

. Si de esta presentacion H eliminamos las relaciones triviales, ob-

tenemos una presentacion H cuyo grafo coinicial contiene N ciclos
disjuntos, siendo cada uno de ellos isomorfo al ciclo del grafo coini-
cial de la presentacion original (ver los comentarios que siguen a la
definicién 4.3.1).

Por tanto si eliminamos los generadores triviales de la presenta-
cion H (ver 4.1.6) obtenemos una presentacion que cumple todos los

requisitos de la proposicion 4.3.1.

0

COROLARIO 4.3.1. Sea H un subgrupo de indice finito de un grupo N.E.C.

G. Cada generador eliptico de H es de uno de los siguientes tipos:
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1. Conjugado en H de un elemento c* € H siendo ¢ un generador

eliptico de G de orden n (k divide a n).
2. Conjugado en H de un elemento K (zy)*K~' € H, siendo x,y gene-
radores de reflexion de G tales que (xy)™ = 1 y K un determinado

representante de Schreier (k divide a n).

DEMOSTRACION. Si consideramos G, el doble de Klein de G tendremos
un grupo fuchsiano y cada elemento eliptico de G., que es a su vez un ele-
mento eliptico de G, es conjugado de la potencia de un generador eliptico
(ver seccion 2.4.1.2). Ahora bien los generadores elipticos de G, son los ge-
neradores elipticos de G y los productos de reflexiones que dan lugar a un
elemento de orden finito. O

OBSERVACION. La segunda parte se demuestra también en el punto 2 de
la demostracion del teorema 4.3.1 (donde ademés se ve que condiciones debe
cumplir el representante K).

COROLARIO 4.3.2. Sea H un subgrupo de indice finito de un grupo N.E.C.
G. Cada generador de reflexion de H es un conjugado en H de un elemento
LxL=' € H siendo x un generador de reflexion de G y L un representante de
Schreier. Si H no contiene conjugados de generadores de reflexion entonces

la presentacion candnica de H no contiene generadores ci; ni e;.

DEMOSTRACION. sp, = Lx(Lz)*~! es un generador de reflexion (ori-
ginado por x) cuando (Lz)* = L luego sz, = LxL~!. Ademas las trans-
formaciones para obtener las presentacion canoénica (ver demostracion de la

proposicion 4.3.1) cambian cada y;; por un conjugado suyo en H. O

TEOREMA 4.3.2. Sean &, $ como en el teorema anterior entonces las

medidas N.E.C. de sus presentaciones candnicas estdn relacionadas por:
n(H) = Nn(G)

DEMOSTRACION. Vamos a considerar la presentacion G’ de @& obtenida
de la canénica G anadiendo las relaciones redundantes:

ST (e ey oy Han, b Jag, b)) T

La medida p de dicha presentacion es (ver definicion 4.1.5):

k k
S(G)=2g+k+r+> (si+1)—2r—2) (si+1)—2
i=1 =1
k s;+1

p(G) =6(G)—1+> > ( 1_7 +22 1_7 +ZZ 1_7 =

=1 j=1 =1 j=1



80 4. SUBGRUPOS DE GRUPOS FUCHSIANOS Y N.E.C.

k ks r
1 - 1 1
:2g—’r+k—3—52(&—1—1)—1—22(1—@)—1—22(1—@)
=1 =1 j=1 %
El namero de vértices del grafo coinicial de la presentacion G’ es v(G') =
k
49 + 2k + 2r + Z(Sl + 1). Por tanto:
i=1

n(G) = Su(@) + (o(E) ~ 2)

Sea H’ la presentacién de $) obtenida por el método de Reidemeister-Schreier,
sin eliminar relaciones redundantes introducidas, a partir de G’. Tendremos
(por un procedimiento totalmente analogo al de la demostracion del teorema
4.1.3) que p(H') = Nu(G").

Si eliminamos uno de los generadores de las relaciones de identificacion que
no sean del tipo y;;, asi como dichas relaciones, obtenemos una presentacion
H" tal que p(H") = p(H'). Si eliminamos ademas los generadores triviales

(que a su vez son relaciones) una (equivalente) H"” tal que p(H"") = n(H").

Se tiene que v(H") = Nv(G’) puesto que hay N vértices en el grafo coinicial
de H” por cada vértice en el grafo coinicial de G’. Como H"' se obtiene de
H" eliminando los generadores triviales v(H") = Nv(G') — 2(N — 1) pues
hay N — 1 , por tanto:

1

%M(H”’) + 3 (H") ~2) = %NM(G’) + %(NU(G’) _ON42-2)=

= N(Gu(G') + 3 (0(G") ~ 2) = Nn(G)
La presentacion H" serfa una presentacion tipo NEC (ver 4.3.2) excepto por-
que cada relator de la forma R,;" aparece junto a su inverso. Podemos pasar
de esta representacién a una candnica que contiene ademas los inversos de las
relaciones elipticas y larga, por un procedimiento igual al de la proposicién
4.3.1, sin alterar en cada transformacion el ntmero 1u(H")+ 1 (v(H") —2).
Asi si H es la presentacion canonica de $):
1

A(H) = Sp(H") + (")~ 2) = Ny(G)

4.4. Orientabilidad del espacio cociente

Esta seccion se basa en los resultados presentados en la referencia [65].

Dado un grupo N.E.C., G y un subgrupo H C G nos interesa analizar la
orientabilidad del espacio de 6rbitas H/H (siendo H el plano hiperboélico).
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Para ello consideramos un poligono fundamental, de G, F C H limitado
por lados geodésicos, las propiedades de dicho poligono se han visto en las
secciones 2.4.1.1 y 2.5. Denotamos G* = {8} al conjunto de elementos de G

que emparejan lados de F y que generan G (ver [57] ).

PROPOSICION 4.4.1. Si 8 empareja b con b, y v,0 € G las siguientes pro-

posiciones son equivalentes:

1. vF es adyacente a §F por vb
2. yB 1 =1
3.9%b=8byy#06

DEMOSTRACION. Si se cumple 1 tenemos que vy~ '5F es adyacente a F
por el lado b, por tanto 8 = v~1J y se cumple 2. Si se cumple 2, § = v6 y v #
§ puesto que B € G* y 1 ¢ G* por tanto 6b = v8b = b. Si se cumple 3 como
vb € vF y 6b € §F tendremos que vb € vF N 6F luego v.F es adyacente a
0F por vb. O

PROPOSICION 4.4.2. H/G es orientable si y sdlo si los inicos elementos

anticonformes de G* son reflexiones.

DEMOSTRACION. Tendremos que H/G es homeomorfo a F identificando
los puntos de los lados emparejados (la frontera de F estara determinada por

los lados fijados por las reflexiones).

Si B € G* es anticonforme y no es una reflexion, existiran lados distintos b, b
tales que b = Bb y un punto x en el interior de b tal que x # Bz y Sz € b.
Unimos x y Bz por camino en el interior de F y lo “ensanchamos” un poco.

Tenemos una banda de Mébius y por tanto H/G es no orientable.
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Reciprocamente si los tinicos elementos de G* anticonformes son las reflexio-
nes, solamente elementos conformes identifican puntos distintos en la fron-
tera de F, entonces la orientacion de F induce una orientacion en F/G =
H/G. O

Vamos a considerar una presentacion de G con generadores G* = {f}, y un
proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier para H C G con un conjunto
de representantes de Schreier de las clases por la derecha de H en G que
denotaremos ¥ = {K, L, ...}.

TEOREMA 4.4.1. Sea F = U KF (donde F es un poligono fundamental
» Kex
de G) entonces F es un poligono fundamental de H.

DEMOSTRACION. Vamos a demostrar que F es una region fundamental
y que cumple las condiciones del teorema 2.4.11. Primero vamos a ver que
F es conexo. Como 1 € ¥ tenemos que F C F.Si K € X tiene longitud
1 entonces es del tipo s;g3 = B siendo B € G*, como el poligono BF es
adyacente a F, por un lado b, F U BF es conexo.

Ahora vamos a proceder por induccién, supongamos U K F es conexo sien-

Ke=
do = las palabras de ¥ de longitud menor que n. Sea L € 3 de longitud

n, entonces L = KB K € X,8 € G*, por ser ambos representantes de
Schreier. Existen b y b emparejados por 8, y KBL™! = 1 entonces por la
proposicién 4.4.1 KF es adyacente a LF por el lado Kb.
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Por tanto la frontera de F estard constituida por los lados Kb tales que 3
empareja b con by KB ¢ X.

También se tiene que:

U= Urkr=Jor=H

ANeH ANeH Kex aeG

Seax € FNAF A # 1, A € H (notar que para cualquier L € X se verifica
que HAL = HL luego AL ¢ ¥ al ser el representante de Schreier L) entonces
x € KF NALF (siendo K # AL) y por tanto = estd en un lado Kb tal
que B € G* empareja b con b y KF es adyacente a ALF por Kb, por la
proposicion 4.4.1 KB(AL)™! = 1 luego K3 = AL ¢ ¥ y x est4 en la frontera
de F.

Por otra parte es evidente que F heredera de F la propiedad de interseccion

con compactos.

El resto de la demostracion es el contenido del siguiente lema. U

LEMA 4.4.1. Sea B G* el elemento que empareja los lados b y b de F. El
generador de Schreier sig = KB(KB)*~! empareja el lado (KB)*b con Kb
si y solo si KB ¢ ¥ (en cuyo caso sk no es la identidad). Ademds fija el
lado Kb siy solo si (KB)* =K y (8 es una reflexion.

DEMOSTRACION. Ya hemos visto que los lados de F son del tipo Kb
siendo K3 ¢ ¥. Sea un punto y € (Kj3)*b existira x € b tal que y = (KB)*z
tendremos:

sikpy = KB(KB) 'y = KBz € Kb

y reciprocamente.

(Notar que (K3)*b es un lado de F puesto que b = B~ tby (KB)*3~1 ¢ &
pues de lo contrario K = ((KB)*371)* = (KB)*8~1y K = (Kj3)* contrario
a la hipotesis).

Si Kb es fijado por skp tenemos que (KS3)*b = Kby como sks no es la
identidad por la proposicion 4.4.1 (Kf)* = K, ademés sk es anticonforme
de orden 2 lo que implica que también lo es 8 y por tanto fija b. Reciproca-
mente si § fija by (KB)* = K entonces sk no es la identidad y Kb es un
lado de F fijado por sgg. O

4.4.1. Orientabilidad y grafos de Schreier. Vamos a considerar el
grafo de Schreier (ver capitulo 3) H(G, H, G*), cuyos vértices son las clases
por la derecha de H en G y las aristas los elementos de G*. De forma que
B € G* une los vertices Hy, Hy si Hy = Hx[3 (siendo Y, 1 palabras en G*).
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Un tipo especial de elementos son las reflexiones § € G* que fijan alguno de
los vértices, o sea HK = H(K[)* la arista correspondiente (lazo con base

en HK) se denomina lazo de reflexion.

Denotaremos por H al grafo de Schreier H en el que se han suprimido los
lazos de reflexion. Cada camino en este grafo es una palabra en G*, o sea,
un elemento de G (y viceversa). Por tanto podemos asignar una orientacion
a cada camino segin sea conforme o anticonforme el elemento de G al que
da lugar (llamaremos positivos a aquellos caminos que originan un elemento

conforme).

Los ciclos con base en un elemento de H originan los elementos de H. Los
representantes de Schreier dan lugar a un arbol de caminos que comienzan
en H y llegan a todos los vértices (de esta forma cada vértice puede ponerse
como HK) y los elementos sxg son los ciclos en H construidos del siguiente
modo: Seguir el camino correspondiente al representante K, ir al vértice
destino del arco que origina el elemento 8 y regresar a H siguiendo el inverso
del camino correspondiente al representante de Schreier de dicho vértice.

TEOREMA 4.4.2. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. H/H es orientable.

2. Los tnicos generadores de Schreier (skg) anticonformes son conju-
gados de reflexiones en G*.

3. Todos los ciclos en el grafo H (en el que se han eliminado los lazos
de reflexion) son positivos.

4. Los elementos (HK ), clases por la derecha de H en G, pueden divi-
dirse en dos conjuntos disjuntos. De forma que la accion 5 : HK —
H(Kp)*, siendo 8 € G*, fija los conjuntos cuando B es conforme y
los intercambia cuando es anticonforme, excepto en el caso que B sea

una reflexion que fije HK en cuyo caso no habrd intercambio.

DEMOSTRACION. La equivalencia de 1 y 2 es consecuencia directa de la
proposicién 4.4.2 y del lema 4.4.1.

Supongamos que se cumple 2, entonces todos los ciclos en H con base en
H son positivos, pues son producto de elementos conformes. El resto de los
ciclos del grafo son conjugados de ciclos con base en H y por tanto también
positivos.

Supongamos que se cumple 3, podemos asignar a cada vértice H K una orien-
tacién dependiendo de si el camino de H a HK da lugar a un elemento

conforme o a uno anticonforme. Esto se puede hacer porque al ser todos los
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ciclos de H positivos la orientaciéon asignada no depende del camino elegido.

Evidentemente esta asignacion cumple 4.

Supongamos que se cumple 4, si @« € G*,a € ¥ entonces H y « estdn en el
mismo conjunto si y solo si « es conforme (como « € 3 no puede fijar H).
Procedemos por induccién y suponemos que H v HK estén en el mismo o
distinto conjunto segun la conformidad o anticonformidad de K cuando K
es una palabra de longitud menor que n. Sea L € ¥ de longitud n entonces
L = K~ (notar que v no puede fijar K) y HL y HK estaran en el mismo
conjunto si y sé6lo si v es conforme, por tanto H y HL estaran el mismo
conjunto si y s6lo si L es conforme.

Supongamos ahora que 8 € G* es conforme y L = (K[3)* entonces HL y
H K pertenecen a la misma clase. Si 8 es anticonforme pertenecen a distinta
clase, salvo que /3 sea una reflexion y L = K, entonces cada ciclo sgxg =
KB(KB)*~1 es positivo salvo si (KB)* = K y 3 es una reflexién. Por tanto
se verifica 2. O

COROLARIO 4.4.1. Si H/G es no orientable y |G : H| es impar entonces
H/H es no orientable.

DEMOSTRACION. G contiene 8 € G* que es no orientable y no es una
reflexion. Si H/H es orientable 8 ha de intercambiar los conjuntos disjuntos
que forman los vértices del grafo de Schreier ﬁ, por tanto el ndmero de
vértices (nimero de clases por la derecha = |G : H|) ha de ser par. O

COROLARIO 4.4.2. Si H/G es orientable y H un subgrupo normal de G de
indice impar entonces H/H es orientable.

DEMOSTRACION. Si H es un subgrupo normal y HKf3 = HK como
HK = KH tenemos KHf = KH luego HB = H y, andlogamente, para
cualquier L también HLS = HL.

Como H/G es orientable los tinicos elementos de G* anticonformes son las
reflexiones. Si |G : H| es impar cada reflexion (orden 2) ha de fijar al menos
un HK y por lo anterior ha de fijar todos.

Por tanto todas las aristas en H corresponden a elementos conformes. O

DEFINICION 4.4.1. Un grafo se denomina bipartito cuando sus vértices pue-
den dividirse en dos conjuntos disjuntos U, V' de forma que cada arco conecta
un vértice de U con uno de V. O equivalentemente cuando no contiene ciclos

de longitud impar.

COROLARIO 4.4.3. Si todos los elementos de G* son anticonformes, H/H

es ortentable si y sdlo si el grafo H es bipartito.
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DEMOSTRACION. Como cada arco de H es negativo (anticonforme) H/H
serd orientable si y s6lo si todos los ciclos son de longitud par. O

EJEMPLO. Veamos un ejemplo tomado de [65] que usa el plano Euclideo
(los resultados de esta seccion se aplican igualmente a este caso) y el grupo
cristalogréfico plano:

G =< a,b;b?,ba® = a®b >

Donde b es una reflexion y a invierte la orientacion (luego ambos la invier-
ten), que es una banda de Md&bius con presentacion obtenida a partir de la
“habitual” G =< a, b, ¢; b2, a%c, cbe b~ > eliminando ¢ mediante la relacion

Ci1 :a2 .

H es el estabilizador de 0 en la accién sobre las clases por la derecha de H

en (G generada por las permutaciones:
a—(0,1,2,3) b— (0,1)(2,3)

El grafo de Schreier H seré:

N <~—
)

<F >

El conjunto de vértices es la uniéon de los conjuntos U = {0,2},V = {1,3}, y
todos los elementos de G* = {a,a~!,b} (anticonformes) intercambian U,V
luego E/H es orientable.

Si ahora consideramos las permutaciones: a — (0, 1,2, 3) b—(0,2)(1)(3)

Tenemos el grafo de Schreier:

. . . b
vemos que tiene un ciclo negativo 0 fs1 252 0 y por tanto

E/H es no orientable.

4.5. Subgrupos de grupos N.E.C. y grupos de permutaciones

Vamos a resumir los resultados obtenidos en las secciones anteriores.
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TEOREMA 4.5.1. Con la notacion de las secciones anteriores (G grupo

N.E.C.

;HCG;|G:H|=N )

H tiene una presentacion canonica de grupo N.E.C. (teorema 4.3.1).
Las areas hiperbolicas de las superficies uniformizadas por G y H
cumplen a(H) = Na(G). Siendo a = 2n(ag+k—2+> " (1— m%) +
%Zi,j(l — nl—”)) (teorema 4.3.2).

A cada clase por la derecha fijada por un generador de reflexion de
G le corresponde un generador de reflexion de H (ver demostracion
del teorema 4.3.1).

Si x,y son generadores de reflexiéon de G “enlazados”, es decir existe
una relacion (zy)", hay dos posibilidades (segtn sean las 6rbitas de
la accion del elemento xy en las clases por la derecha de H en G)
(ver demostracion del teorema 4.3.1):

1. La orbita tiene 2 clases (K, L) fijadas por x,y (una fijada por x
y la otra por y si la longitud m de la é6rbita de zy es impar, o
ambas fijadas por x o por y si m es par). En este caso los corres-
pondientes generadores de reflexion de H (los denotaremos X, Y
pudiendo ser siu,SLy 0 SKa,SLe O SKay, SLy ) estan enlazados,
con relacion (XAY A=1)™"™ (si n, = m podemos eliminar uno de
los generadores de reflexion en H).

2. La orbita no tiene clases fijadas por x o y. Este caso da lugar a
un generador eliptico en H de orden n/m (salvo que n = m) por
cada dos orbitas de este tipo (existiran en nimero par).

A cada 6rbita de longitud m de la accién de un generador eliptico z
de G de orden n (z™ = 1) sobre las clases por la derecha de H en G,
le corresponde un generador eliptico de H de orden n/m (teorema
4.2.1).

Todos los generadores elipticos de H se originan por los procedimien-
tos anteriores (ver demostracion del teorema 4.3.1).

H daré lugar a una superficie orientable (H/H) si y s6lo si las clases
por la derecha de H en G se pueden dividir en dos conjuntos dis-
juntos (uno quizés vacio) de forma que la accion de cada generador
conforme de G fija los conjuntos y cada generador anticonforme de
G los intercambia (no teniendo en cuenta las clases fijadas por las
reflexiones, que daran lugar a reflexiones en H) (teorema 4.4.2).
Cada ciclo-periodo de H se origina a partir de un ciclo-periodo de
G (se pueden originar varios de H a partir de uno de G). Los ciclo-
periodos vacios de G originaran uno vacio de H por cada clase fijada
por la reflexién del ciclo-periodo vacio de G.

Si H define una superficie orientable, puede ser necesario invertir la
direccion de alguno de sus ciclo-periodos para que la presentacién
(ver 4.3.2) cumpla la condicién 4 de la definicion 4.3.2 (observacion
4.3.1). Esto exige, en principio, realizar el anélisis de Reidemeister-

Schreier, aunque veremos un procedimiento mas simple.
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OBSERVACION. En la literatura es frecuente considerar las 6rbitas bajo la
accion del grupo diédrico < z,y > en lugar de las érbitas bajo la accién
de zy. Si se hace esto la longitud de la érbita seria la misma en el caso 1
y el doble en el caso 2 (existiendo la mitad de orbitas del tipo 2) y tantos

generadores elipticos como orbitas de este tipo.

Estos resultados van a permitir el andalisis de recubridores ramificados defi-

nidos por permutaciones, método de Hoare-Singerman (ver {106, 61]).

NoTA. Singerman en la referencia [106] desarrollé este método para grupos
fuchsianos no necesariamente cocompactos (ver teorema 4.2.1), posterior-

mente fue generalizado por Hoare (ver [61]) para grupos N.E.C.

Una consideracién que aclara el comportamiento de los generadores de refle-
xion es considerar el método grafico de Reidemeister-Schreier.

Sea (xy)™ un elemento de un ciclo-periodo de G, supongamos que una porcién
del grafo de Schreier es (x,y fijan clases por la derecha) :

T )

N ()

KoL oM

., . . , n

Tendremos que la relacién inducida en H serd (SkxuSkySLzSMySMzSLy)3 -
. _ n

Si llamamos A = skySr, la podemos poner como (sgzAsyryA 13 donde

SKz, SMy son generadores de reflexion de H

Si ni x ni y fijan clases por la derecha tendremos:

K-—2s1

At

N~<~—M
xT

., . . N n .. .
y la relacién inducida en H serd (Sg,SrySmazSny)2 que originard un gene-
rador eliptico de orden 3.

1

Las relaciones cpecpe™ = 1, es decir ¢, = cf , dan lugar a dos tipos de

orbitas en el grafo de Schreier:

s Con dos elementos, ninguno de ellos fijado por ¢,.
s Con un elemento, si ¢, fija K.

FEl primer caso origina un elemento eliptico de orden 1, que por tanto no se

considera. En el segundo caso ¢y fijard Ke y tendremos un enlace s, ~

S(KC)*CO .
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Los resultados mencionados se obtienen aplicando el método de Reidemeister-
Schreier para obtener una presentaciéon de H y posteriormente transforma-

ciones de Tiezte para conseguir una presentacién canoénica.

La utilizaciéon habitual de este procedimiento consiste en lo siguiente: Se
parte de un homomorfismo, de imagen transitiva, ¢ : G — S, y queremos
obtener la signatura de H = ¢~ !(stab(0)) .

Podemos calcular la signatura de H por el siguiente procedimiento simplifi-
cado:

1. Obtenemos los 6rdenes de los generadores elipticos de H correspon-
dientes a los generadores elipticos de G.

2. Obtenemos las orbitas de los grupos diédricos (zy)™ que constituyen
los ciclo-periodos de G:

a) Las orbitas que no contengan clases fijadas ni por z ni por y dan
lugar a generadores elipticos de H.

b) Las orbitas que contengan un par de clases fijadas por x o y
originan los ciclo-periodos de H.

3. Analizamos como estan enlazados los grupos diédricos para consti-
tuir los ciclo-periodos. Usando que cada generador de reflexiéon de H
aparece exactamente en dos grupos.

4. No consideramos ni los periodos ni los valores de los ciclo-periodos
cuando sean 1.

5. Vemos si las clase por la derecha de H en G se pueden dividir en dos
conjuntos disjuntos que se comporten de la forma definida para que
H/H sea orientable.

6. De la relacion (Riemann-Hurwitz) a(H) = Na(G) obtenemos el gé-
nero de la superficie de H.

7. Sila superficie es orientable nos falta obtener la direccién de los ciclo-
periodos. Para ello usamos el grafo de Schreier: Cada enlace (xy)"
de G que da lugar a enlaces en H (SKmASLyA_l) define uno o varios
caminos entre los vértices del grafo fijados por x o y, cada arista del
grafo recorrida en un sentido debe ser recorrida en sentido contrario
por una arista correspondiente al recorrido de otro enlace (zw)™ de
G (tanto si da lugar a un enlace de H como a un elemento eliptico)
de esta forma fijado un ciclo-periodo podemos calcular la direcciéon
de los demés. En el caso de que G tenga mas de un ciclo-periodo,
serd necesario, considerar también la relacién “larga” y las aristas
correspondientes a los generadores de “conexiéon” (comenzando en

los distintos vértices del grafo).

EJEMPLO. Sea G con una presentacion:
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1. Generadores:
w,T,Y,2,1,8,t,e, f,c a,dsiendow, x,y, 2,1, S, t, a, d anti-conformes
2. Relaciones:

2,2 ,2 2.2 2 42
w’x7y7Z’T7S7t

C4
(wz)?, (zy)%, (y2)'2, zewe ™

(rs)°, (st)'2, tfrf~!

e—lf—lc—1a2d2

Es una superficie no orientable de género dos cuya frontera tiene dos com-

ponentes conexas, su signatura sera:

< 2;—;[4];{(24,6,12),(6,12)} >

Supongamos que tenemos ¢ : G — Sg (imagen transitiva)

« w— (1,2)(4,5) Fija 0,3,6,7

« 2 — (0,1)(3,4)(5,6)  Fija 2,7

« y— (0,1)(2,3)(6,7)  Fija 4,5

.z (5,0)  Fija1,4,6,7
(4,7)

Fija 1,2,5, 6

0,3)(1,6)  Fija2,4,5,7
= e — (0,2,4)(1,3,5)

« f—(0,4,6)(1,3,7)

x c— (0,2,4,6)(5,7)
«a—(0,1,2,3,4,5,6,7)

« d— (0,1)(2,3,4,5,6,7)

» ze — (0,1,3,4)(2,5) transforma los puntos fijos de z = 27!

= ewe 1

en los de w
» tf — (0,7,1)(3,4,6) transforma los puntos fijos de ¢ en los de r

y sea H = ¢~ 1(Stab(0)).

FEl generador eliptico ¢ dara lugar a 1 generador eliptico de orden % =2yva
2 de orden 4.

Los generadores de reflexiéon vendran determinados por las clases fijadas por
las reflexiones de G los denotaremos:

W, W3, We, W7, L2, L7, Y4, Y5, 21, 24, 265 27, 71,12, 75, T'6, S0, S3, S4, S5, S6, S7, L2, t4, L5, t7

Calculamos las o6rbitas de los grupos diédricos (alternativamente las permu-
taciones producto, ambos usados en la literatura):
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» <w,xz>—{0,1,2}{3,4,5,6}{7} wz = (0,1,2)(3,4,6,5)
w <,y >— {0,1}{2,3,4}{5,6,7} xy = (2,3,4)(5,7,6)

w <y,z>—{0,1,5}{2,3}{4}{6,7} yz = (0,1,5)(6,7)

» < z,ewe”! >— {1}1{2,3}{4}{0,5}{6}{7} zewe ' = id

» <rs>—{0,3H{1,2}{4, 7}{5}{6} rs = (0,3)(1,2)(4,7)
w <s,t>—{0,31{1,2,6}{4}{5}{7} st = (0,3)(1,2,6)

w <t frf7t>— {0,311, 6 {2}{4{BH{7}  tfrfl=id

Las orbitas, de los grupos diédricos, que no contienen ninguna clase fijada
por sus generadores dan lugar a elementos elipticos: Asi {0,1} de < z,y >
da lugar a un elemento eliptico de orden 6, y {2,3} de < y,z > a uno de
orden 12.

En el grafo de Schreier la acciéon de los enlaces (grupos diédricos) del primer

ciclo-periodo son:

NOTACION. Los vértices numerados del 0,7 corresponden a las clases de
equivalencia por la derecha de H en G, siendo 0 la correspondiente a H, los

generadores entre paréntesis fijan el vértice.

(w)0 —— 1 — 2(z)
Recorriendo (ida y vuelta) (wx)?* damos 24/3 = 8 “vueltas” por tanto un
enlace Dg (24/long o6rbita{0,1,2}).

Analogamente:

w T

(w)3 4 5 6(w) enlace Dg

(w)7 @ 7(x) enlace Doy
()2 BN LN 4(y) enlace D

()7 Fe 5(y) enlace Do

(y)4 @ 4(2) enlace Do
(y)5 =0 N 1(z) enlace Dy

(2)6 A 7(z) enlace Dg

Ademas mediante e tenemos (2)1 — 3(w), (2)4 — (w)0, (2)6 — 6(w), (2)7 —
7(w)

Uniendo los enlaces obtenemos el siguiente grafo:
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0 (w) 3(w) 4 5 6 (w) 7 (w)

7 {ewé1]

Por tanto los ciclo-periodos en H generados por el primer ciclo-periodo de

G son:
1. woxe(8)r2ys(2)yaza(12)z4wp(1)
2. wawe(6)wez6(1)2z627(6) z7wr (1) wrr7(24)z7y5(2)ys21(4) z1ws(1)

Analizamos ahora el segundo ciclo-periodo de G tenemos:

T

(s)0 —— 3(s) enlace D3
(r)1 —= 2(r) enlace Ds

T

(s)4 —— 7(s) enlace D3
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(r)5 @ 5(s) enlace Dg
(r)6 @ 6(s) enlace Dg

(s)0 LN 3(s) enlace Dg

(s)6 SR 2(t) enlace Dy
(s)4 @ 4(t) enlace Do
(s)5 @ 5(t) enlace Do
(s)7 @ 7(t) enlace Dis

Por tanto los ciclo-periodos en H generados por el segundo ciclo-periodo de

G son:

3. 8083(3)8380(6)
4. 1585(6)s5t5(12)t575(1)
5. T17“2(3)T'2t2(1)t286(4)867“6(6)T6t4(1)t484(12)8487(3)S7t7(12)t77“1(1)

La superficie de Klein uniformizada por H es orientable pues las clases por la
derecha se pueden dividir en {0,2,4,6} y {1,3,5,7} que cumplen el criterio
de orientabilidad.

Para calcular el género aplicamos Riemann-Hurwitz:

3 1,23 5 11 5 11 239
82+2-2+ 4+ ettt ) =¢ =

4224 6 12 6 6
29+5— 2+1+23+5+E+1(Z+}+E)+}(§+5+§+1+§)+
- 2 74 6 2°8 12726 6 24 2 4
+1(2+5)+1(5+11)+1(2+3+5+11+2+11) 90434 00
2376 26 12 23 4 6 12 3 1272 9T
luego g = 13.

Unicamente queda calcular la direccién de los ciclo-periodos.

Comenzamos analizando la relacion “larga” (e~!f~!c71a?d? ) (empezando
en b):

1
1 f*l m a2
) 3 1 3

N

d2
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Esto implica que en la correspondiente a zewe™! debemos tener (conside-

rando la observacion de la definicion 4.3.2) :

2 3 5 4

Luego en la parte del grafo correspondiente a wswg debemos tener: 3 —— 4 ——> 5
por tanto el ciclo-periodo 2 tiene la direccién correcta.

. T . .,
Pero entonces en x9ys deberfamos tener: 4 —— 3 y tenemos la direccién

contraria, debiéndose invertir el ciclo-periodo 1.

La orientacion de los cicloperiodos 3, 4 es indiferente al constar ambos de dos

elementos.

Para ver la direccién del ciclo-periodo 5 consideramos que en t9sg debe apa-
recer: 1 — > 6(s) y por tanto tiene la direccién correcta.

En definitiva la signatura de H es:

< 13;+4;[2,4,4,6,12]; {(12,2,8), (6,6,24,2,4),(3,6), (12,6),(3,4,6,12,3,12)} >

OBSERVACION. Los resultados anteriores se aplican sin practicamente nin-
guna modificacion para el caso de subgrupos tipo N.E.C. (ver [61]).

Otros ejemplos pueden verse analizados en la referencia [108|, una aplicacion
de esta técnica a superficies de Riemann con dos simetrias puede verse en la

referencia [21] y una extension de estos ultimos resultados en [70].

4.5.1. Dobles de Klein. Sea un grupo N.E.C. G de signatura:

(g; %5 [ma, ... mp]; {(n11.. 01y ) oo (M1 - Mks,, ) })

queremos saber la signatura de su doble GT (subgrupo de las transformacio-

nes conformes).

Existirdn dos clases por la derecha de GT en G que numeraremos 0, 1 los ele-
mentos conformes daran lugar a una permutacion (0)(1) y los anti-conformes
auna (0, 1) por tanto cada generador eliptico de periodo m; dara lugar a dos

generadores elipticos de periodo m;. No habra reflexiones en G* y las de G
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daran lugar a puntos elipticos niy, ..., ngs,—1 por tanto la signatura de G
sera:

(g/a +7 [mbmla ey MMMy M1y eey Mgy ooes nksk])

Aplicando Riemann-Hurwitz obtenemos:

ks
2 2+ 3 20— )+ 33 (- )=
r b=l =1 “
1 1 ks 1
=2(ag—2+k+2(1—g)+§zz(1_TTJ,))
" v i=1 j=1 k

luego ¢ = ag + k — 1 (siendo o = 1 si G es no orientable y a = 2 en caso
contrario).






Capitulo 5

Superficies p-gonales diédricas reales

Los resultados de este capitulo han sido publicados en la referencia [29].

Una superficie de Riemann real es un par (X, o) donde X es una superficie
de Riemann y ¢ una involucién anticonforme. Dos superficies de Riemann
reales (X, 0) y (X, 0’) son topologicamente equivalentes si existe un homeo-
morfismo h : X — X' tal que ¢ = h='o’h.

Si (X, 0) es una superficie de Riemann real el conjunto de puntos fijados por

o, que denotamos Fiz(c), es o bien vacio o bien consiste en k curvas disjuntas

llamadas “6valos” (ver [54, 93]). El tipo topoldgico, también conocido como

“especie” de o, viene dado por el nimero de 6valos y la orientabilidad o no
X X

de la superficie cociente == . Si o tiene k Gvalos y < es orientable se dice

que (X, o) tiene especie +k, si % es no orientable se dice que (X, o) tiene
especie —k.
El teorema de Harnack (ver [54, 37]|) restringe las posibles especies de las

superficies de Riemann reales, que pueden ser: 1 < k < g+1, k = g+1mod(2)

X

—o< €s1no orientable.

X .
cuando — < es orientable y 0 < k < g cuando

Las superficies de Riemann de alguna clase especifica tienen, en general,
mayores restricciones. Asi para las superficies reales trigonales ciclicas, co-
rrespondientes a las curvas de ecuaciéon y> — f(x) = 0, las posibles especies
son —1 para superficies de género impar y +3, +1, —1 para aquellas de género
par como se demuestra en la referencia [33] en la que también se demuestra
que no hay restricciones para las superficies trigonales genéricas. Contestan-
do asi a una pregunta de Gross y Harris en la referencia [52].

El caso de las posibles especies de las superficies reales p-gonales ciclicas,

curvas de ecuacion zP — f(z) = 0, se estudia en las referencias [32, 18].

Las restricciones para las superficies p-gonales diédricas reales se analizan a

continuacién.

5.1. Cubiertas p-gonales diédricas

Vamos a estudiar un conjunto de superficies de Riemann compactas de un
tipo especifico. Aquellas que admiten una cubierta de p-hojas (siendo p un

97
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nimero primo) de la esfera de Riemann C, considerada como orbifold, de un

tipo que ahora describiremos. Esta cubierta seré irregular.

Vamos a describir las cubiertas f: X — C que queremos considerar: Si B
es el conjunto de valores de f en los puntos de ramificacion, £ = f~%(B) y
2 € C—B. Si fY(z0) = {z0, 21, ..., 7p_1} la monodromia del recubrimiento
w : m(C — B,z) — Sp esta definida de la siguiente manera: Sea [y] €
Wl(@ — B,zp) y % un levantamiento de « con origen en x;, entonces 7;

termina en Zu([4]) (i) -

DEFINICION 5.1.1. Un recubrimiento ramificado f : X — C es p-gonal
diédrico cuando la imagen de 71 (C — B, zp) por la monodromia w es (salvo
renumeracion):

<(0, 1p—1),(1,p—1)(2,p - 2)._.(7%1, p;‘l)> ~p,

(D) es el grupo diédrico de orden 2p). En este caso decimos que X es una

superficie diédrica p-gonal.

Sea F' el subgrupo de Wl(@ — B, zp) imagen de m(X — E, x0) por fi. Como
consecuencia de la definiciéon tenemos las siguientes propiedades de f:

1. La cubierta f : X — C es irregular, es decir F' no es un subgrupo
normal de 71(C — B, z), se tiene que w(F) = Stab(0).

2. A cada meridiano alrededor de un punto b € B, w le asigna una
permutacion del tipo (a, b)(c,d)...(f, h)(e) o un p-ciclo, por tanto la
cubierta no es simple.

El nicleo de w define una superficie que es una cubierta regular de C-B ,

que puede completarse a un recubrimiento ramificado de C de grado 2p.

Dicho recubrimiento lo denotamos f: X — C. El recubrimiento ramificado,
de grado 2, ¢ : X - X, definido por ker(wo fi) C m1(X — E, z¢) es también
regular de grado 2.

Los grupos de transformaciones recubridoras son:
Deck(X,X) = Cy y Deck(X,C) = D,

Ademés existe ¢ € Deck(X,X) C Deck(X, (A:) de orden 2 tal que X = %

NotA. Llamaremos al entero positivo a = % coeficiente p-diédrico del

recubrimiento.
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5.2. Uniformizacién de cubiertas p-gonales diédricas

Supongamos que X es una superficie de Riemann de género g > 2, y que
f:X - C es una cubierta p-gonal diédrica de la esfera de Riemann. He-

mos visto que existe un recubrimiento regular f: X - C, con grupo de
transformaciones Deck(X,C) & D, =< t,r; t2, 72, (tr)P >.

Entonces hay un grupo fuchsiano de signatura (0;2,..."...,2,p,..."..., p), que
escribiremos (0;2™,p"), y un epimorfismo 6 :A — D, tal que A = ker(6) es
un grupo fuchsiano de superficie (sin elementos elipticos) que uniformiza X y
una aplicacién f : X = H/ker(6) — C = H/A. Ademas si (t) = Deck(X, X)

entonces I' = §71((¢)) uniformiza X.

Tenemos asi el diagrama:

~ do 2
X =m/A" " x = HyT

f grado2p -
C =H/A

El grupo fuchsiano I' tendra signatura (g;2™), m > 0, y en general I' no es

un grupo de superficie, por lo que X admite una estructura de orbifold.

La formula de Riemann-Hurwitz implica que:

—1
Qg—2+@:p(—2+@+u)portanto
2 2 P
1 1 1
g:p4 m+p2 n—p+1:p7(%+n—2):a(%+n—2).

OBSERVACION. Sea M, el espacio de méduli de las superficies de Riemann
de género g. M, es un orbifold complejo de dimensién 3g — 3. Las superficies

de Riemann ciclicas de género g se uniformizan mediante grupos fuchsianos
con signatura (0;p), donde N = (g +p — 1)]3%1.
Por tanto el conjunto C C M, de las superficies p-gonales ciclicas es un

orbifold dimensiéon compleja N — 3 (referencia [81]).

Las superficies p-gonales diédricas, con Unicamente puntos de ramificaciéon
de orden 2, se uniformizan mediante grupos fuchsianos de signatura (0; 2V /),
siendo N = (g +p — 1)}7%17 en este caso N’ = 2N (N’ sigue siendo mayor
que N incluso cuando hay algunos puntos con ramificacion de orden p). Asi
el conjunto D de las superficies p-gonales diédricas en M, tiene dimensién

N’ —3 =2N — 3. Como la dimensiéon de D es mayor que la dimensiéon C
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podemos concluir que las superficies p-gonales diédricas aparecen con mayor
frecuencia que las p-gonales ciclicas en el espacio de méduli de las superficies
de Riemann de género g.

5.3. Cubiertas p-gonales diédricas reales

5.3.1. Levantamientos de involuciones de la esfera de Riemann.

Cada involucién anticonforme de la esfera de Riemann C es conjugada de
1

la conjugacion compleja ¢ : z — z o de la aplicacién antipoda z — —=.
La terna (X, f,0) se denomina superficie de Riemann p-gonal real (referen-

cias |94]), cuando:

s X es una superficie de Riemann.
s f: X — C es un morfismo p-gonal.
» 0 es una involucién anticonforme de X que es un levantamiento de

la conjugacién compleja c. Es decir conmuta el diagrama:

xX-2-X

11

C — C
Analogamente si en lugar de ¢ existe una involucién anticonforme
7 deX que es un levantamiento de la aplicaciéon antipoda la terna

(X, f,7) se denomina superficie de Riemann p-gonal antipoda.

La conmutacion del diagrama, es decir la compatibilidad del levantamiento
de la involucién y del morfismo p-gonal estd asegurada cuando el género de
X es mayor que (p — 1) (referencias [2, 3, 4, 5, 6]).

LEMA 5.3.1. Sea f: X — C una cubierta p-gonal diédrica y o una involu-
cion anticonforme de X que es un levantamiento de la conjugacion compleja.
Si f: X — C es la cubierta descrita en las secciones 5.1 5.2, entonces existe
un automorfismo anticonforme o de X que es un levantamiento de ambos o

y ¢. Andlogamente si T es un levantamiento de la aplicacion antipoda.

DEMOSTRACION. Sea B C C el conjunto de valores de ramificacién de
f,E=f"YB), E= f_l(B), v w la monodromia de f, w : 71 (C — B) — Sp.
Entonces tenemos que f,(m1(X — E)) = w™1(Stab(0)) y fu(m (X — E)) =
ker(w).

Vamos a demostrar que ¢, (ker(w)) = ker(w) donde ¢, : 71 (C — B) — m1(C —
B) es el isomorfismo inducido por la conjugacion compleja c. Esto implica
que podemos levantar ¢ a X porque en este caso (c o A)*(m()? — E)) =
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cx(ker(w)) = ker(w), y, por continuidad, podemos extender el levantamiento

~

a X , tendremos asi el diagrama conmutativo:

X-E
X B .t B -C-B
!
Como existe un levantamiento o de c a X tenemos que ¢, (Stab(0)) C Stab(0)
y como ¢, es un isomorfismo ¢, (Stab(0)) = Stab(0).

Si [v] € ker(w) C Stab(0) entonces, a priori, hay dos posibilidades:
id

wle(M) = (0)(L,p — 1)...(25L, 221)

que son las permutaciones que estabilizan 0 en D,,.

Pero solo la identidad es posible, porque en el otro caso existiria un levanta-
miento cerrado 7 de v a X tal que o o7 (levantamiento de un representante
de ¢.([7]) = [co7]) es un camino abierto lo que no es posible siendo ¢ un

homeomorfismo.

Ahora podemos demostrar que o puede levantarse a X. Consideremos el
siguiente diagrama (con la notacion de las secciones 5.1,5.2):

X-E-'“XxX-E _-X_-FE
S b b
o= .
Comnsiderando los homomorfismos inducidos:
foo 0.0 gu(m(X — B)) = e 0 fu(m(X — B)) = e (ker(w))
cx(ker(w)) = ker(w) = fu(m(X — E)) = fu 0 qu(m(X — E))
y siendo f, un monomorfismo o, o q*(m()? — E)) = q*(m()? — E)) que es la

condicién para la existencia de un levantamiento de o. O

OBSERVACION. Notar que un levantamiento o de o es también un levanta-

miento de c.

LEMA 5.3.2. Con las condiciones y notaciones del lema previo. Erxiste una
involucion anticonforme de orden 2 en el grupo < Dp,c > (En el teorema

siquiente demostraremos, que o es ademds una involucidn anticonforme de

X).
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DEMOSTRACION. El orbifold <D)p(7 se uniformiza por el grupo N.E.C.

© (o sea # &~ %), siendo A < © un grupo fuchsiano de superficie
(sin elementos elipticos) que uniformiza Xy % =< Dy, 0 > (referencia
[22]). Existe un elemento en ©, que es un levantamiento de ¢ y que fija una
curva, siendo asf de orden 2. Ese elemento se proyecta en < Dp,5 > en un

automorfismo anticonforme de orden 2. O

TEOREMA 5.3.1. Sea X una superficie de Riemann p-gonal diédrica de gé-

nero g que admite una involucion anticonforme o que es un levantamiento de

—

la conjugacidn compleja. Entonces existe un grupo N.E.C. = con signatura:
(0,4, [2™, p™], {(2™2,p"2,2™3 ..)})

y un epimorfismo 0 : E — Do, =< s,t,1; s2,t2, 72, (tr)P, stst, srsr >, tal

que:

v orden(w) = orden(0(w)), para los elementos w de orden finito de =.

e X = . H
X o-1(<t>)"

» 071(< t >) tiene signatura (g;2').

DEMOSTRACION. Usaremos la notacion de la seccion 5.2 para los grupos

que uniformizan las superficies en consideracion.

Sea una transformacién recubridora ¢ € Deck()/(\' ,@) tenemos el siguiente

diagrama:
X 7.x f.x7Lx
gl b
C C—C C
C ad C

La aplicacién G opoo ! € Deck:()?, C), donde & es el levantamiento de o
construido en in 5.1. Es decir existe ¢ € Deck:()?, C)talque cop =1o0y

analogamente 1o =1 05 L.

Asi para cada elemento ¢ = 6% o ¢’ 0 5°... una de dos 0 ¢ € Deck()?,@)
opeaovo Deck:()?,@). Por tanto Deck:()?,@) es un subgrupo normal de
Deck(X,C) Yoo Deck(X, @) En resumen Deck(X, @) Uoo Deck:()?, C) es

de orden 4p y tiene un subgrupo normal isomorfo a D).

Sea G =< Deck:()?,@),a >C Aut()ff) y Z un grupo N.E.C. que uniformiza
el orbifold )?/G v tal que X = H/A — )?/G >~ H/ZE, donde A es un grupo
fuchsiano de superficie que es un subgrupo normal de =. Este subgrupo tiene
a A como su fuchsiano asociado, o sea: A = =T,
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Como A tiene signatura (0;2™,p") y H/Z = Q, el grupo N.E.C. = tendra
signatura (0, +, [2™1, p™ ], {(22,p"2,2™M3, . )}) cumpliéndose (ver [21] ):

m:2m1+2mi n:2n1—|—2ni.

El morfismo de Klein X = H/A — X/G >~ H/=, determina un epimorfismo
0 : = — G con nucleo kerf = A. El grupo GG, como grupo abstracto debe

cumplir:

» Debe tener un subgrupo normal isomorfo a D, (que también deno-
taremos Dp).

» G — D, debe contener al menos un elemento de orden 2 (por el lema
5.3.2).

» Los elementos de G — D), como son anti-conformes, han de tener
orden par.

» Fl producto de un ntmero par de elementos de G — D, debe per-

tenecer a D), y el producto de un ntimero impar de elementos a
G — D,.

El grupo Dy, =< s,t,r; s2,t2,r%, (tr)P, st = ts, sr = rs > cumple todos los

requerimientos.

Por los teoremas de Sylow G tiene que tener subgrupos de orden 4 que serédn
conjugados. Si s6lo hubiera un subgrupo H de orden 4 entonces seria normal
y el grupo G/H seria de orden p (primo) y por tanto ciclico con todos sus
elementos no triviales de orden p, pero las reflexiones de D), tienen que tener

orden 2 y hay p reflexiones, lo que es imposible.
Por tanto deben existir p subgrupos isomorfos de orden 4.

Los elementos de G — D), tienen que ser de orden par, asi los érdenes posibles
son: 2,4,2p.4p. El orden 4p es imposible pues en ese caso G seria ciclico. Si
hubiera un elemento de orden 4 todos los subgrupos de orden 4 (conjugados)
serian ciclicos y existirian 2p elementos diferentes de orden 4, dos en cada
subgrupo, y no habria elementos de orden 2 en G — D).

(Es interesante notar que el producto semi-directo C5xCy =< s,t; 54, 1%, ts =
st? > tiene a D5 como subgrupo normal y 10 elementos de orden 4 cumplien-
do dichas condiciones).

Por tanto todos los elementos de G — D,, son de orden 2 o 2p.

Los elementos de orden 2p se puden agrupar en parejas, {a,a"'}, {b,b7'}, ...
habiendo por tanto un nimero par de ellos. Como el numero total de ele-
mentos es par (2p), el namero de elementos de orden 2 de G — D), también

debe serlo.
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Como resultado de lo anterior, ahora podemos afirmar que el automorfismo
o es de orden 2.

Los subgrupos de orden 4 tiene que ser grupos Co X Co (“Klein vierergruppe”)
(ver [38]): < a,b; a?,b%, (ab)? >, asi deberd haber p pares de elementos de
orden 2 que conmutan. Sabemos ademés que ningin par de elementos de D,

conmutan.

Denotaremos por s; a los elementos de orden 2 de G — D), y por t; a los
elementos de orden 2 de D,. Podemos tener 2 tipos de subgrupos de orden
4: {1, s1,t1,s1t1} 0 {1, 81, s2, s152} pero el segundo caso se reduce al primero

pues s1s2 € D), y podemos considerar t; = 5152, 52 = s1t.

Supongamos que hubiera dos subgrupos que comparten s1: {1,s1,t1,st1} y
{1,81,t2,5t2}. Como 82 = t% = t% = 1,St1 = t15,8t2 = tQS, (tth)p =1
entonces G es un subgrupo de Dy, puesto que cumple todas sus relaciones y

como son del mismo orden G' = Day,.

Consideremos ahora los subgrupos generados por < s1,t; >,< Si,ta > .
Si ambos fueran de orden 4 estariamos en el caso anterior. Si s1t1 0 sits
tuvieran orden 2p, supongamos que lo sea s1t1, entonces seria un subgrupo

con presentacion < sy, t1; s%,t%, (51t1)2p > que otra vez es Do, Ol

Observacion 5.3.1. En el caso de superficies antipodas obtenemos resultados
similares, pero en este caso el grupo, imagen del epimorfismo 5, podria ser,
ademds de Doy, un grupo de orden 4p que tiene a D), como subgrupo normal
y 2p elementos de orden 4 (Seria un producto semi-directo C, x Cy). Esto
puede ocurrir si y sélo p = 1mod(4) (En el caso de p =5 el grupo con esas

caracteristicas es el grupo de Frobenius).

COROLARIO 5.3.1. El género de una superficie de Riemann X p-gonal dié-
drica real, estd relacionada con la signatura del grupo = por
-1

p
9=" my + L Zmﬁz —1)ny + ( —1an p+1=

= a(m; + izm" + 4ny —I—QZni —2)
=2 1=2
( siendo « el coeficiente p-diédrico).

OBSERVACION. Posteriormente veremos (teorema 5.4.2) que > m; es un
numero par y por tanto el género de una superficie p-gonal diédrica real ha
de ser miltiplo de a. Un resultado similar para subgrupos normales de un
grupo N.E.C. puede verse en [23].
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5.3.2. Superficies p-gonales diédricas reales obtenidas a partir
de grupos.

Dado un grupo N.E.C. Z de signatura (0, +, [271, p™1], {(2™2, p™2, 2™ ..)})
cada epimorfismo 0:= — Do, =< s,t,15 82 42,72, (tr)P, st = ts,sr = rs >,
que cumpla ciertas condiciones, genera una superficie p-gonal diédrica real
(X, f,0),donde f: X =~E  C=1H

0-1<t> T ool<tr>

Las condiciones requeridas son:

1. Los generadores de reflexiéon de = siendo anti-conformes de orden 2
deben tener asignados elementos de tipo s o (tr)™ts.

2. Los generadores elipticos de Z deben tener asignados elementos del
tipo (tr)™ si son de orden p o de tipo (¢r)™t, 1 < m < p —1, si son
de orden 2.

3. Los generadores de conexién pueden tener asignados cualquier ti-

po de elemento que contenga s en su palabra reducida, incluida la
identidad.

TEOREMA 5.3.2. Sea E un grupo N.E.C. de signatura:
(0,4, [2™, p™], { (272, p"2,2™3, ...)})

y 0 : 2 — Doy, un epimorfismo que cumple todas las condiciones anteriores.
Entonces eziste una superficie p-gonal X que soporta una involucidn anticon-

forme que es un levantamiento de la conjugacion compleja y es equivalente
H

conforme a ~———.
f 0—1(<t>)

DEMOSTRACION. Sea X la superficie uniformizada por I' = 5*1(< t>)
con signatura (g;2™). I' es un subgrupo de indice p de A = §71(< t,r >

o H_ H . : _
). La proyeccion §— R serd un morfismo p-gonal, y la proyeccién 7 =

% — —1___ definira una involucién anticonforme que conmutara con el

0—1(<s,t>)
morfismo p-gonal. 0

5.4. Numero de 6valos de una cubierta p-gonal diédrica real.

Sea (X, f,0) una superficie de Riemann p-gonal diédrica real (recordar que
estamos suponiendo p, p > 2). Hay que notar, en primer lugar, que debe
haber al menos un évalo fijado por o al ser p primo y o de orden 2. En efecto:
consideremos un entorno simétrico, es decir que la conjugaciéon compleja
intercambie sus mitades, de un punto z € R C C. Este entorno se levanta
por f a p entornos de X tales que ¢ intercambiari mitades de los mismos.
Como p es impar debe existir al menos un entorno tal que ¢ intercambie sus

mitades.
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Vamos a seguir empleando la notaciéon de las secciones anteriores.

Para obtener el niimero de 6valos, o lo que es lo mismo el nimero de com-
X
<o>?
(referencia [106, 61]) descrito con detalle en el capitulo anterior.

ponentes de la frontera de aplicaremos el método de Hoare-Singerman

Para ello tenemos que saber como actia cada elemento de = en las clases
por la derecha del subconjunto #~1(< s,t >). Esta accién puede estudiarse
mediante la accion de los elementos de Dy, en las clases por la derecha del

subconjunto < s,t > es decir por p : Dy, — P{< s,t > —cosets} = 5),.
Por los resultados previos tenemos un epimorfismo:

X :E = Doy = S, = P{< s5,t > —cosets}

Denotamos H =< s,t >. Para p = 5, por ejemplo, la accién p : Dy, — S,
produce el siguiente grafo de Schreier:

S S S
A T TS AT
H Hr Hrt Hrtr Hrirt
té D,

y por tanto a las permutaciones:
p(s) =id, p(t) = (0)(1,2)(3,4), p(r)=(0,1)(2,3)(4)

donde hemos usado la numeraciéon: 0 = H,1 = Hr,2 = Hrt...

Por cada generador de reflexion ¢; de =, x(¢;) es o la identidad o una per-
mutacion de la forma (a,b)(c,d), ..., (x,y)(2), y por tanto, segun el método
de Hoare-Singerman, ¢; produce p generadores de reflexion Cj 1, ...,C; ) de

6~(H) o exactamente un generador de reflexion C; ..

Tenemos ahora que determinar cuando dos generadores de reflexion Cj; y
Ci, de é\_l(H ) , originados respectivamente por las reflexiones ¢; y ¢
estan “enlazados”, entonces escribiremos C;; ~ Cj . Segtn el método de
Hoare-Singerman, el ntumero de clases de equivalencia de la relacion ~ de los
generadores C; ; nos proporcionard el nimero de 6valos de o.

Diremos que un par de reflexiones c;,cj+1 de Z son adyacentes si cjcji1
tiene 6rdenes 2 o p. Un par de reflexiones adyacentes puede dar lugar a tres
diferentes tipos de parejas ((/9\(01), §(Cj+1)) :
= (s,a) o (a,s) Donde a representa cualquier reflexion de tipo (tr)¥ts,
cuando cjc;j4 tiene orden 2.
» (a,b) Donde a, b representan reflexiones distintas de s, cuando ¢;cj41
tiene orden p.
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Las parejas de tipo (s, a) producen generadores de reflexion Cj, ...,Cjp—1y
Cit1ren 071(H), y si p(a) = (I, m)(n,q)...(r) tendremos los enlaces:

Cji~ Cim; Cjn ~ Clg, Cjp ~ Citar

como hemos visto en el capftulo anterior.

Tenemos un resultado para las parejas de tipo (a,s). El siguiente grafico
muestra los enlaces para el ejemplo: p =5, p(a) = (0,2)(1,4)(3)

Cos

Cho Cn Cr2 Ci3 Cia

~_

Por tanto los generadores de reflexion Cj, ...,Cj -1y Cjy1, estan en, a lo

-1 . .
sumo, % + 1 clases de equivalencia.

El caso (a,b), siendo ambos elementos diferentes de s, resultan en un par
de reflexiones enlazadas en 671(H). Si p(a) fija m y p(b) fija ¢, se tiene

Cjm ~ Cjt1,q-

5.4.1. Grupos adyacentes de reflexiones.
Sea (a, B3, ...,7,d,...) la sucesion de permutaciones obtenidas x a partir de la
sucesion de reflexiones adyacentes (cq, 2, ...). Escribiremos (o, 3, ...,7,9) =

(4,7,0).

Llamaremos O(4 ,) al nimero de clases de equivalencia producidas por la
relacion ~ en el conjunto de reflexiones Cj; correspondientes a las reflexio-
nes originadas por la subsucesion (4,7). Andlogamente definimos O(4 - 4)-
Vamos a considerar los casos: (4, p(a),d) v (A, p(s),9).

En el caso de (4, p(a),d), por lo comentado el la secciéon anterior, el nimero
O(4,p(a),5) de la sucesion completa (A, p(a),d) es:

O(a,p(a),8) = O(A,p(a))

p—1
Otap(a) ) = Oapa) + =5~

El caso (A, p(s), d) se subdivide en dos subcasos: (A’, p(a), p(s), p(a)) y (A’, p(

En el primer subcaso tenemos O (4 (s).6) = O(a,p(s)) ¥ €n el segundo O 4 (s).6)

—1
Otap(s) — 55

a), p(s), p(b))-
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El caso p = 5, p(a) = (0,2)(1,4)(3),p(b) = (0,3)(2,4)(1) se ilustra en la
siguiente figura:

p%l +1 clases de reflexiones (todavia

no hemos tenido en cuenta la primera y la tltima reflexion).

En resumen, por el momento tenemos N

5.4.2. Enlace entre las reflexiones primera y ultima.

~

La relacion c,ecoe™ =10 ¢, = ¢ origina la tltima equivalencia. Si 6(co) =
a siendo p(a) # id, entonces x(cy) # id y existe un enlace Cy ; ~ C), i, pero
esta relacion no es nueva (el primer y altimo “nivel” ya estaban enlazados)

y por tanto no altera el niimero de clases de equivalencia.

Si la asignacion (por 9, p) es ¢ — s — id tenemos también que x(c,) =

~

id y dos casos distintos dependiendo si 6(coc1) = sa, 0(cp—1cn) = as o

O(coc1) = sa, O(cp—1¢,) = bs. En el primer caso no hay nuevos enlaces entre
los elementos Cop; y Cy j v en el segundo esta nueva relacion decrementa el

, —1
numero de clases en %.

Por tanto hemos demostrado el siguiente teorema:

TEOREMA 5.4.1. Sea (X, f,0) una superficie p-gonal diédrica real. El ni-

mero k de dvalos de o debe cumplir: k = 1mod(pT_1),

TEOREMA 5.4.2. El niimero de ciclo-periodos de orden 2 de una superficie

p-gonal diédrica real es par.

DEMOSTRACION. Exceptuando la primera y tdltima reflexion los ciclo-
periodos de orden par estan originados por asignaciones (a, s) o (s,a) y por
tanto tendremos una sucesion (a, s)(s,b) y el namero de estos ciclo-periodos
serd par, pero ademads si la primera reflexion tiene asignado s también lo

debe de tener la ultima. O

5.5. Orientabilidad

Sea (X, f,0) una superficie de Riemann p-gonal diédrica real. Para analizar

la orientabilidad de la superficie de Klein % usamos el teorema 4.4.2.
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Con la terminologia de las secciones anteriores la particularizacion de dicho

teorema es:

TEOREMA 5.5.1. La superficie de Klein % es orientable si y sélo si se

cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. No hay periodos propios en la signatura del grupo Z y el conjunto {c;}
de los generadores de reflezion satisface: 0{c;} C {s, (tr)*'ts, (tr)*2ts}
siendo ki # ko.

2. Hay sdlo periodos propios de orden 2 en la signatura del grupo Z=.
Los generadores elipticos {x;} satisfacen é\{xz} = {(tr)F1t} y los ge-
neradores de reflexion {c;} satisfacen 0{c;} C {s,(tr)¥2ts} donde
ki # ko.

X
<o>

no puede ser orientable porque la accién de dicho generador en las clases

DEMOSTRACION. Si hay un generador eliptico de orden p entonces

por la derecha de g_l(H ) produciria una o6rbita de p clases y no podemos

obtener una biparticién como la que exige el teorema 4.4.2.

Consideremos un poligono regular P, de p lados, en el plano y nombramos

los vértices de P con las clases por la derecha de g_l(H).

El primer caso se sigue del hecho que dadas dos reflexiones en el plano que
son simetrias de P, existe s6lo una bi-coloracién, de los vértices de P, tal

que ambas reflexiones permuten los colores.

Fl segundo caso se sigue del hecho que dadas dos reflexiones en el plano que
son simetrias de P, existe s6lo una bi-coloracion, de los vértices de P, tal

que una reflexion mantenga los colores y la otra los permute. O

Un ejemplo concreto, para ilustrar el teorema, para p = 7 es el siguien-
te: Consideremos que las permutaciones p; = (0,6)(1,5)(2,4)(3) y p2 =
(0,1)(2,6)(5,3)(4), son las imagenes de dos reflexiones. Podemos construir
el siguiente camino en el grafo de Schreier (representando por = las adya-
cencias de p; y por — las adyacencias de po):

D4=2=-6=0—-1=5—=30

Este tipo de caminos, comenzando en un punto fijo de po, siempre terminan
en un punto fijo de p; (porque si no fuera asi el producto no seria una

rotacion).

Si queremos construir una bi-particién tal que pi, ps intercambien las clases

comenzamos, como en el camino descrito anteriormente, en 4 ( punto fijo de
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p2) v saltando las aristas de dos en dos obtenemos que uno de los conjuntos
de la bi-particiéon ha de ser {4,6, 1,3} (tiene % elementos).

Si queremos construir una bi-particion tal que p; intercambie las clases y pa
las fije comenzamos en 4 (punto fijo de p2), los dos siguientes elementos han
de estar en la clase que no esta 4, y los dos situados a continuacién de estos
en la misma. Asi obtenemos la bi-particion {4,0,1},{2,6,5,3}.

5.6. Construccion de cubiertas p-gonales diédricas reales

Para construir superficies p-gonales diédricas reales con especies +k = (i +
1) partimos de un grupo N.E.C. de signatura:
29 44
(07 +7 [_]7 {( @ + )})
Ahora consideramos el epimorfismo 0:2= — Do), definido por la siguiente
tabla:

i B() O

0 a 1

1 s a+1

2 a a+1

3 s 20+ 1
2i—1 s oo+ 1

23 a o+ 1
21 +1 s o+ 1
21+ 2 b o+ 1
21+3 S oo+ 1
2i+4 a ia+1
2t4+4q¢ a ia+1

Donde O; es el numero de clases producidas por la relacion ~ en los ge-
neradores de reflexion Cjj de 67!((s,t)) correspondientes a la reflexiones

CQy+eey Cie

Notar que minimo valor de ¢ debe ser 1 porque si ¢ = 0 entonces 0 no seria

un epimorfismo.

Tenemos que 2¢ + 4q = %9 + 4 (donde g es el género de la superficie) luego
el namero de 6valos es ia + 1= g+ 1 — 2(¢ — 1)a. Por tanto el teorema de
Harnack, y la condicién, en el numero de évalos, k = 1mod(p%1) son las

Unicas restricciones para el caso de especie +k.
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Esta construccion no es, en modo alguno tnica. Otra con generadores elip-
ticos de orden p se construye partiendo de la signatura (0, +, [—], {(2%, p?})
y el epimorfismo definido por la tabla:

0 a 1

1 s a+1

2 a a+1

3 s 200 4+ 1
2 — 1 S o+ 1

21 a o +1
2i+1 b o+ 1
2+ 2 a o+ 1
2t +3 b o+ 1
2i+4 a o+ 1
2i4+2q a oo+ 1

Ahora tendremos g = (i +2¢ —2)ay ia+1=g+1—2(¢g — 1) como en el

caso anterior.

Para especies —k partimos de la signatura (0,4, [—], {(22?9+4}) y de la tabla:

i B(c;) O

0 s 1

1 a 1

2 ] a+1

3 a a+1

2i s o +1
2141 a o+ 1
2+ 2 s oo+ 1
2143 b oo+ 1
2i+4 S o+ 1
2i+5 c o+ 1

2i4+2g+1 borc ia+1
204+2(¢+1) s ia+1
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Si ¢ > 2 la superficie % serd no orientable. Tendremos 2i + 2(q¢ + 1) =
%g + 4, siendo g el género de la superficie, y el ntmero de 6valos es i + 1=
g—(g—1)a+1 (como g > 2 el maximo valor para el nimero de 6valos sera
g—a+1 < g ). Como antes el teorema de Harnack y la condicién, en el

. . _ -1 L -
ntimero de 6valos, k = 1mod(®5~) son las tnicas restricciones.

Para otra construccion podemos partir de la signatura (0, +, [—], {(2%,])})
y de la tabla:
i B(c;) O
0 a 1
1 s a+1
2 a a+1
3 s 2a0+1
21 -1 s 1o+ 1
21 a o+ 1
20 +1 s 1o+ 1
2i 42 b o+ 1
2t+3 s o+ 1
20+ 4 c a0+ 1

214+2q—1 s o+ 1
21+ 2q borc ia+1

Ahora basta exigir ¢ > 1. El género serd g = (i + ¢)a y el namero de 6valos
g—qoa+1.

En resumen tenemos:

TEOREMA 5.6.1. Ezxiste una superficie p-gonal diédrica real (X, f,0) con

espectes £k si y solo st k cumple el teorema de Harnack y k=1 mod(%).

Como corolario se obtiene el resultado principal de la referencia [33], que

contesta a una pregunta formulada por Gross y Harris en la referencia [52].
COROLARIO 5.6.1. Si £k (k # 0) cumple el teorema de Harnack existe una

superficie de Riemann real trigonal genérica con especies Lk.

5.7. Cubiertas p-gonales diédricas antipodas

Un estudio similar al realizado para las cubiertas reales puede realizarse
para las cubiertas antipodas. En este caso la involucién anticonforme 7 no

tiene punto fijos y % es no orientable. Los siguientes resultados tienen
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una demostracion andloga a las correspondientes a las superficies p-gonales
diédricas reales.

TEOREMA 5.7.1. Sea X wuna superficie de Riemann p-gonal diédrica que
tiene una involucion anticonforme T que es un levantamiento de la aplicacion

—

antipoda. Entonces existe un grupo N.E.C. 2 con signatura:
(la O [2m>pn}v {_})

y un epimorfismo 0 : 2 — G tal que X = y 0=1(< t >) tiene

H
0—I(<t>
signatura (g;2!), donde G = Dy, 0 G = Cpx Cy ( cuando existe un producto
semi-directo que tiene a D), como subgrupo normal) y t es un generador de

orden 2 de D, < G.

El caso no diédrico ocurre para, por ejemplo, n = 5 (Grupo de Frobenius,
ver [38])

Cs x Oy =< s,t,r; sH 12,02, (rt)?, (rt)s(rt) 2571, (rsr)?, rs’tr >
TEOREMA 5.7.2. Sea = un grupo N.E.C. de signatura:
(1, 0 [2m7pn}7 {_})
y 0 : E — Doy, un epimorfismo que cumple las condiciones adecuadas (andlo-
gas a las del teorema 5.3.2). Entonces existe una superficie p-gonal diédrica

X, que soporta una involucion anticonforme T que es un levantamiento de

la aplicacidn antipoda. La superficie X es equivalente conforme a %.

El grupo =% tiene signatura (0;22™, p?") por tanto el género de X satisface:
g =am+2an —2a = a(m+2n — 2)

y g debe ser un miltiplo de o = (%)






Capitulo 6

Superficies con mas de un morfismo n-gonal

Los resultados de este capitulo han sido publicados en la referencia [30].

Sea X una superficie de Riemann de género g, un morfismo n-gonal es una
aplicacion holomorfa de grado n de X en la esfera de Riemann C. Cuando

existe tal aplicacion se dice que X es una superficie de Riemann n-gonal.

Como consecuencia de la desigualdad de Severi-Castelnuovo si n es primo
y el género de la superficie cumple la condicién: g > (n — 1)? el morfismo
n-gonal, si existe, es tnico. Esta es la denominada acotacién de Accola.

Estamos interesados en familias de superficies de Riemann, de género g, con
varios morfismos p-gonales siendo p un entero primo y g < (p — 1)2. Al ser
p primo el morfismo p-gonal ha de ser irregular o ciclico.

Vamos a desarrollar un método para construir ejemplos concretos de super-
ficies de Riemann con varios morfismos p-gonales irregulares. Aplicando este
método, con ayuda de ordenador, vamos a encontrar superficies irregulares
con varios morfismos para los casos trigonal y pentagonal. Concretamente
vamos a construir familias de géneros 2 y 4 con dos morfismos trigonales y

familias de géneros 6 y 8 con dos morfismos pentagonales.

A continuacién vamos a extender estos ejemplos para construir familias de
superficies con dos morfismos p-gonales, para cualquier primo p > 2, con el

género maximo permitido por la acotacion de Accola.

También construiremos familias de superficies con dos morfismos n-gonales
de género cualquiera, cuando n no es un nimero primo. Demostrando por

tanto que la acotacion de Accola es 6ptima.

6.1. Obtencion de superficies con varios morfismos n-gonales

Para obtener superficies de Riemann con varios morfismos n-gonales, empe-
zamos con un grupo fuchsiano A de signatura (0; mq, ..., m,) y consideramos
un epimorfismo w : A — G donde G es un grupo finito al que vamos a

imponer ciertas condiciones.

Supongamos que existe un subgrupo H de G tal que:

115
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1. Existen subgrupos G1 < Gy G2 < G, G1 # Gb.
2. H es un subgrupo de indice n de cada G;, i = 1, 2.
3. Los grupos fuchsianos w™!(G;) tienen signaturas con género 0.

Entonces la superficie de Riemann X = H/w™!(H) tiene al menos dos mor-
fismos n-gonales: X — H/w™(G;) =C, i = 1,2.

Si X = H/ ker w, tenemos el siguiente diagrama:

X
h / \ f2
X X
2 j ™~
H/w1(Gy) = C H/w=(Gs) = C
H/A =C

Queremos estudiar los posibles grupos de monodromia G de la cubierta ra-

mificada f. Existen una serie de restricciones a tener en cuenta:

1. dg(f) = dg(fl).dg(tl) (siendo dg el grado de la aplicacion ver defi-
nicion: 2.2.5). Asi ord(G) = dg(f) debe ser un multiplo de dg(fl) y
dg(t1) = ord(G)/dg(fy).

2. Queremos, para que la signatura A sea lo més simple posible, que
ker w sea un grupo fuchsiano de superficie (sin elementos elipticos).
Por tanto el orden de los elementos elipticos de A debe dividir a
ord(QG). Es decir a los elementos elipticos de orden ¢ de A el epimor-
fismo w debe asignar elementos de orden ¢ de G.

3. La formula de Riemann-Hurwitz aplicada a J?implica que 295 —2 =
ord(G)[—2+ Ramif(A)] , siendo “Ramif” el niimero de ramificacién
de A, o sea Ramif(A) = ann—:l donde n; es el orden de cada
elemento eliptico de A).

4. La férmula de Riemann-Hurwitz aplicada a f; implica 2gx — 2 +
Ramif(X) = n[-2+ Ramif(w=(G1))]. Andlogamente para fa.

5. La férmula de Riemann-Hurwitz aplicada a fl implica 2g¢ — 2 =
dg(f1)[~2 + Ramif(A)].

6. El grado de f (orden de () est4 limitado por 84(g¢ — 1) luego g4 >
ord(G)/84 (ver teorema 2.4.19).
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7. Como estamos buscando superficies con mas de un morfismo debemos
respetar la acotacion de Accola que limita el género maximo de X a
(dg(f1) — 1) cuando n es primo.

8. El grupo G tiene que tener dos subgrupos isomorfos al grupo de mo-
nodromia de ﬁ y dichos subgrupos tienen que compartir un elemento

de orden igual al grado de la aplicacién q.
Usando estas limitaciones escribimos:

= Programas en Matlab para analizar las posibles signaturas de los
grupos fuchsianos w™(G;) i = 1,2 y los posibles géneros de X y X.
= Programas en GAP para buscar grupos de un orden dado con al
menos una clase de conjugaciéon de subgrupos isomorfos al grupo de

monodromia de X.

Usando las listas producidas por estos programas podemos descartar rdpida-
mente muchos casos, porque si un grupo no tiene elementos del orden que
se necesita en la signatura la parejo signatura-grupo no es candidata para la
bisqueda de superficies con mds de un morfismo. Las parejas que sobreviven
indican cuales signaturas y grupos podrian funcionar. Aunque aun necesita-
mos encontrar qué elementos generan los subgrupos G1,Go y aplicando las
técnicas de Hoare-Singerman (concretamente las de Singerman pues esta-
mos considerando grupos fuchsianos) calcular las signaturas de w=1(G;) y

wl(H).

= Programas en Matlab para comprobar que las posibles asignaciones

a los generadores de A cumplen el resto de requisitos.

6.2. Superficies trigonales con varios morfismos

El caso mas simple es aquel de las superficies trigonales genéricas n = 3.
Con la notacién de la seccién anterior, para encontrar superficies con mas
de un morfismo trigonal irregular los grupos G;, ¢ = 1,2, deben contener el
grupo de monodromia de los morfismos trigonales irregulares, o sea Ds. Esto
justifica la condicién 1, de la lista que aparece a continuacién, consideramos

ademds el caso mas sencillo, que es G; = Ds, esto justifica la condicion 4.

Para este caso concreto las restricciones a aplicar son:

1. ord(G) debe ser multiplo de 6. Porque G tiene que tener subgrupos
isomorfos a Ds.
2. Los elementos elipticos de A deben tener 6rdenes que dividan a

ord(G) y w les debe asignar elementos de G del mismo orden.
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3. La signatura del grupo w™1(Gy) es (0;2% 3Y) y u+2v = 2gx +4 (ver

33])
4. Aplicando Riemann-Hurwitz a ¢ tenemos (—2+%+22) = OTdéG) (—2+
Ramif(A))

5. Aplicando Riemann-Hurwitz a f] tenemos 29¢—2=6(—2+5+ %“)
pero por las restricciones 3 y 7, de la lista anterior, tenemos que
u+2v < 14 luego g4 < 16

6. El orden de G debe cumplir |G| < 84(16 — 1) = 1260.

7. El género de X debe de ser gx < 5.

Con estas restricciones encontramos los siguientes casos:

6.2.1. G de orden 24. En este caso la tnica posibilidad es G = Sj.

6.2.1.1. Signatura de A: (0;2,2,2,2,2). Consideremos los subgrupos
G1 = S3(= Ds3) generado por las permutaciones (0,1) y (0,1,2) de Sa, v
G = S5 generado por las permutaciones (0,1) y (0,1, 3), que comparten el
elemento de orden dos (0,1) que genera H.

Vamos a etiquetar las clases por la derecha de G; (el anélisis para Gy es

similar) :

0:=G1, 1:=G1(2,3), 2:=G1(1,2,3) 3:=G41(0,1,2,3)

Las permutaciones de las clases por la derecha de G generadas por los

elementos de Sy son:

» Permutacion A = (0,1) de Sy origina la permutacion (2,3) en las
clases por la derecha de G.
» Permutacion B = (1,2) de Sy origina la permutacion (1,2).
» Permutacion C' = (0,1)(2, 3) de Sy origina la permutacion (0,1)(2, 3)
» Permutacion D = (0,2) de Sy origina la permutacion (1,
(0

2) 3
» Permutacion E = (0,3) de Sy origina la permutacion (0,3

Definimos w : A — Sy por la siguiente asignacién de permutaciones de Sy a
generadores elipticos de A:

1 — A,xo — B,og - C,x4y — D, x5 - F

Las permutaciones A, B, C generan S4 y por tanto la aplicacion w : A — Sy
es un epimorfismo, pues se cumple que w(z1)w(z2)w(rs)w(zs)w(xs) = id y
por tanto la relacion “larga” de la presentacion de A se mantiene en Sy.

Aplicando las técnicas de Singerman cada generador origina en w=1(Gq) :



6.2. SUPERFICIES TRIGONALES CON VARIOS MORFISMOS 119

= 1, X2, x4y x5 dos clases de conjugacion de elementos elipticos de
orden 2.

= x3 no genera elementos elipticos

La formula de Riemann-Hurwitz aplicada a t; es —2+8% = 4(—2+4gx +53).
Por tanto gx = 0 y la signatura del grupo w=!(Gy) es:

(0;2,2,2,2,2,2,2,2)

que denotaremos (2;2%).

Aplicando ahora las técnicas de Singerman a la superficie X = H/w™!(H) ve-
mos que tiene género 2 y 8 elementos elipticos de orden 2 (0 sea w™1(H) tiene
signatura (2;2,2,2,2,2,2,2,2)). X es una superficie de género 2 que admi-
te dos morfismos trigonales distintos: X = H/w ' (H) — X = H/w™(G,),
i=1,2.

Como hemos asignado a los generadores elipticos de A permutaciones de
Sy del mismo orden, kerw es un grupo de superficie. Usando la férmula de

Riemann-Hurwitz vemos que X es una superficie de género 7.

En resumen:
TEOREMA 6.2.1. Sea A un grupo fuchsiano de signatura (0;2°), y sea w :
A — Sy el epimorfismo definido por:

x1 — (0,1),29 — (1,2),23 — (0,1)(2,3),24 — (0,2),25 — (0,3)
Entonces X = H/w™1(((0,1))) es una superficie de género 2 que admite dos

morfismos trigonales irrequlares distintos.

Norta. Este teorema produce infinitas superficies de género 2 con varios
morfismos trigonales, pero es posible que dos grupos no conjugados de sig-
natura (0;2°) originen la misma superficie X uniformizada por dos grupos
no conjugados de signatura (2;28). Los grupos con signatura (2;28) unifor-
mizan superficies de género 2 que pueden ser vistas como orbifolds con ocho

puntos conicos.

6.2.1.2. Signatura de A :(0;2,2,2,4). Sean G1, G2, H como en el caso

anterior pero ahora consideramos las permutaciones de Sy:

A=(0,1),B=(0,2),C =(0,3),D = (0,3,2,1)

que originan las siguientes permutaciones en las clases por la derecha de Gy:

A—(2,3),B—(1,3),C —(0,3),D — (0,1,2,3)
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Tenemos que A, B,C generan Sy, y si agsignamos 1 — A,z0 — B,r3 —
C,z4 — D, o sea A tiene 3 generadores elipticos de orden 2 y uno de orden

4, se cumple que w(z)w(z2)w(xs)w(zy) = id.
Aplicando las técnicas de Singerman vemos que en w™!(G1):
= 11, T9, x3 originan dos clases de conjugacién de elementos elipticos
de orden 2.
= 74 N0 origina ningdn generador eliptico en w™!(Gy).
La signatura de w™!(G1) es (0;29), y también la de w™!(Gs).

Aplicando el método de Singerman obtenemos que la signatura del grupo
w™l(H) que uniformiza X es (1;2,2,2,2,2,2) vy que X es una superficie de

género 4.
TEOREMA 6.2.2. Sea A un grupo fuchsiano de signatura (0;23,4), y sea
w: A — Sy el epimorfismo definido por:
x1 — (0,1),z9 — (0,2), 23 — (0,3), 24 — (0,3,2,1)
Entonces X = H/w=({(0,1))) es una superficie de género 1 que admite

dos morfismos trigonales irrequlares distintos, por tanto tenemos infinitas

superficies de género 1 con varios morfismos trigonales.

6.2.1.8. Signatura de A :(0;2,2,2,2,2,2). Con G1,G2, H como en los
casos anteriores, consideramos las permutaciones A = (0,1), B = (0,2),C =
(0,3) y asignando z; — A,z9 — A,x3 — B,x4 — B,x5 — C,zg — C
obtenemos A con 6 generadores elipticos de orden 2.
Ahora el grupo que uniformiza w=!(G1) tiene signatura (0;2'2), H/w™(H)
tiene género 4 y 12 generadores elipticos de orden 2, ker w es un grupo fuch-

siano y H/ ker w es una superficie de género 13.

TEOREMA 6.2.3. Sea A un grupo fuchsiano de signatura (0;2%). Sea w :
A — Sy el epimorfismo definido por:

Ty — (01 1)7$2 — (07 1)7:[)3 — (07 2)7354 — (072)7$5 — (0,3),%‘5 — (073)

Entonces X = H/w™1({(0,1))) es una superficie de género 4 que admite va-

ri0s morfismos trigonales distintos, y como anteriormente existirdn infinitas.

6.2.2. G de orden 48. Consideremos ahora G = Cy X Sy, que repre-
sentaremos como el subgrupo de Sg generado por:

flz(ovl) f2:(172) f3:(07172) f4:(07173)
f5 = (073727 1)(475) f6 - <O73)<475)
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Los grupos G1 =< fi1, fs > v Go =< f1, f4 > son isomorfos a S3 y H =<
f1 > es isomorfo a Cs.

6.2.2.1.  Signatura de A :(0;2,2,2,4). Tenemos que fi.fa.fo.fs =idy
G =< fi1, f2, fs, fe >. Las permutaciones inducidas por estos elementos en

las clase por la derecha (8 clases) de los subgrupos G1 y G2 son:

67 ?)(L 6 (Qv ?,)(217 5) en Gy y (67 5)(17 Zl)(év ?)(gv 6) en Go
Asi el grupo w™!(G1) tiene signatura (0;2%) y andlogamente w™!(Gs). El
grupo w™(H) que uniformiza X tiene signatura (2;2%) y X es una superficie

de género 7.
6.2.2.2.  Signatura de A : (0;2,2,2,2,2). A los elementos previos ana-
dimos:
91=1(0,2) 92=1(0,3) g3=1(0,1)(4,5) ga=(0,3)(1,2)(4,5)
Tenemos que G =< f1, 91,92, 93,94 > y también que fi.91.93.92.94 = id

Las permutaciones inducidas por estos elementos en las clases por la derecha

(8 clases) de los subgrupos G y G2 son:

Por tanto el grupo w™!(G1) tiene signatura (0; 2'?) y analogamente w=!(Gs).
El grupo w™!'(H) que uniformiza X tiene signatura (4;2'2) y X es una

superficie de género 13.
Norta. Las signaturas de los grupos que uniformizan X han aparecido tam-

bién en el caso G = Sy.

6.3. Superficies pentagonales diédricas con varios morfismos

Para el caso de superficies pentagonales, se restringe la bisqueda al caso en
el que el grupo de monodromia del morfismo pentagonal X — C es isomorfo

a Ds. Un caso particular de estas superficies se estudia en la referencia [29].



122 6. SUPERFICIES CON MAS DE UN MORFISMO N-GONAL

En este caso no se ha realizado un anélisis exhaustivo, tanto por falta de
potencia computacional (se ha empleado un portatil estdndar) como por no
ser un objetivo de la tesis, que pretende generalizar los resultados obtenidos
més que generar una lista concreta de superficies. De cualgier modo se han

encontrado varios casos de superficies con mas de un morfismo.

6.3.1. Signatura de A : (0;2,2,5,5). Se considera el grupo G =
(C5 x C5) x Cq de orden 50 como el subgrupo de Syp generado por:
f1=1(0,1,2,3,4)(5,6,7,8,9)
fo=(1,4)(2,3)(6,9)(7,8)
f3=1(5,6,7,8,9)

Sea G1 =< fi1,fa >y G2 =< fa, f3 >, ambos isomorfos al grupo diédrico
D5, v H=< fy >.

Definimos, ademas, los elementos:

g1 =(0,4)(1,3)(5,9)(6,8) g¢2=1(0,4,3,2,1)(5,9,8,7,6)

g3 = (0,3)(1,2)(5,9)(6,8) g4 = (5,9,8,7,6)

Tenemos que G =< ¢1,92.93,94 >y ¢1.92.93.94 = id. Las permutaciones

inducidas por estos generadores en las clases por la derecha (5 clases) de los

subgrupos G1 y Ga son:
g1 — (1,4)(2,3)(0) en G7 y (0,4)(1,3)(2) en G

g2 —~id en G1y (0,1,2,3,4) en Gy
g3 = (0,4)(1,3)(2) en G1 y (1,4)(2,3)(0) en Ga

g4 — (0,1,2,3,4) en G1 y id en Gy

El grupo w™!(G1) tiene signatura (0; 2,2, 5,5, 5, 5,5) y analogamente w ™! (Gs).
El grupo w™(H) que uniformiza X tiene signatura (8;2,2) y X es una su-

perficie de género 16.

TEOREMA 6.3.1. Ezxisten infinitas superficies pentagonales diédricas de gé-

nero 8 con al menos dos morfismos pentagonales diédricos distintos.

6.3.2. Signatura de A : (0;2,2,2,2,2). Se obtiene otra familia de
superficies usando G = Az y A con signatura (0;2,2,2,2,2).

denotamos:
f1:(074)(1?3) f2:(074717273) f3:(074a3a2a1)

Tenemos que A; = G =< f1, f2, f3 >y que G1 =< f1, fa >, G2 =< f1, f3 >
son ambos isomorfos a Ds.
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Definimos los elementos:
g1 = (0’4)(1)2) g2 = (072)(174)
g3 = (07 1)(27 4)

Cumpliéndose que G =< f1,91,92,93,> v f1-f1.91.92.93 = id. Las permuta-
ciones inducidas por estos generadores en las clases por la derecha (6 clases)
de los subgrupos G y Go son:

grupo que uniformiza X es (6;2'%) | ademas X tiene género 16.

TEOREMA 6.3.2. Existen infinitas superficies pentagonales diédricas de gé-

nero 6 con al menos dos morfismos pentagonales diédricos distintos.

6.4. Superficies n-gonales a partir de (n-1)-gonales

Partiendo de una superficie X con varios morfismos (n-1)-gonales, y tal que
el grupo de monodromia de X — H/A sea S, (como las encontradas para
n—1=3,G = S4). Vamos a construir una nueva superficie X’ con varios
morfismos n-gonales y tal que la monodromia de X — H/A sea Sy41.

Tenemos el siguiente diagrama de superficies de Riemann y morfismos:

X
7 / \ f2
X X
= j S
C =H/w(Gy) C=H/w(

C =H/A(w(A) = S,,)

donde:
X=H/wY(H) H=S,
Gi = S5n1
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Supongamos que A tiene signatura (0;mi,...,m;) y que w : A — S, =
P{0,1,...,n-1}. Ahora consideramos el grupo A’ con signatura (0; my, ..., m;, 2, 2)
yw' A= S, =P{0,1,..n} dada por:

W) = wlz), .., o' (27) = w(zr), W' (@)41) = (0,n),0'(27.15) = (0,n)

Obtenemos un diagrama:

X'= H/kerw’

/\
/ \

C=H/w1(S,) C=H/w™(S,)

C=H/A

donde:
X' =H/w Y H) H=S,

Tendremos G = Sp11, estamos pasando de un morfismo (n-1)-gonal a uno
n-gonal, y cada uno de los subgrupos G; seré el estabilizador de un elemento
digamos j. El grupo G; puede verse como un conjunto de n! tuplas de n+ 1
elementos distintos pertenecientes al conjunto {0...n} tales que el elemento
en la posicion j es siempre j, (la (n + 1)-tupla correspondiente a a € G;
esta definida por («(0), a(1),...,a(n), a(n)). Entonces la clase por la derecha
G, B puede representarse por el conjunto de tuplas tales que en la posicién j
aparece 3(j), por tanto podemos etiquetar cada clase por la derecha con un

ntimero del 0 al n.

La acciéon de la permutacion (a,b) en las clases por la derecha fijara (n — 1)

clases, aquellas identificadas por numeros diferentes a a, b.

Asf un generador canénico x; de A’ tal que w'(x;) = (a,b) producird, por el
método de Singerman, (n — 1) generadores elipticos de orden 2 en w'~(G;).

Anéalogamente un generador que tenga asignada una permutacién del tipo
(a,b)(c,d), producira (n — 3) generadores elipticos de orden 2 en w'~1(G;).

Consideremos ahora el subgrupo H de G que es el estabilizador de dos
elementos, digamos 4, j. Dicho subgrupo puede verse como un conjunto de

(n—1)! tuplas de (n+1) elementos, tales que en la posicién i siempre aparece
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1y en la j siempre aparece j y la clase Ha puede verse como un conjun-
to de tuplas distintas tales que en la posicion i siempre aparece «(i) y en
la j siempre aparece «(j). Por tanto podemos representar las clases por la
derecha de H en G por un par ordenado de ntimeros distintos del 0 al n.

La accion de la permutacion (a,b) en las clases por la derecha fijara (n —
1)(n—2) clases, aquellas identificadas por pares de ntumeros que no contengan
a,b.

Por tanto un generador canoénico de A’ que tenga asignada, por w’, una

permutacion del tipo (a,b) producira (n — 1)(n — 2) generadores elipticos de
orden 2 en X'.

Anéalogamente un generador que tenga asignada una permutacién del tipo
(a,b)(c,d) producira (n — 3)(n — 4) generadores elipticos de orden 2 en X'.

Vamos a aplicar el método al caso analizado en 6.2.1.1. En este cason =4y

A’ sera un grupo fuchsiano con signatura (0;27). Construimos w’ mediante:

w'(2)) = (0,1) W'(25) = (1,2) w'(ah) — (0,1)(2,3) w'(z}y) — (0,2)
w'(z5) = (0,3) W' (2) = (0,4) w'(27) — (0,4)
La relacion larga se sigue cumpliendo.
Los grupos G; =< (0,1),(0,1,2),(0,4) >y G2 =< (0,1),(0,1,3),(0,4) >
ambos isomorfos a Sy y H =< (0,1),(0,4) > es isomorfo a Ss.

Tendremos 19 = 6x 3+1 generadores elipticos de orden 2 en w'~1(G1) . Si go,
es el género en la signatura de w'~!(G1), por la férmula de Riemann-Hurwitz:

1 1
290, ~ 24195 =5(~2+75) = g, =0
Por tanto el grupo w'~!(G1) tiene signatura (0;217)

Los calculos para w’'~!(H), que uniformiza X, nos dicen que tiene 36 = 6 x 6
generadores elipticos originados por aquellos generadores de A’ a los que
w’ asigna permutaciones del tipo (a,b). Aplicando la formula de Riemann-
Hurwitz obtenemos que el género de X es 7 , X tendra al menos dos morfis-
mos tetragonales diferentes.

Vamos a generalizar: Consideremos un grupo A" con signatura (0; 22%~1) y
un epimorfismo w : A™ — S, 11 dado por:

w(z1) = (0,1) w(za) = (1,2) w(xs) — (0,1)(2,3) w(zg) — (0,2) w(zs) —

(0,3) w(zg) — (0,4) w(zr) — (0,4), ..., w(xoep—2) = (0,n) w(z2—1) =
(0,m)
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Tenemos

» Nimero de generadores elipticos en w™1(G;) por cada generador en
A™ que tiene asociada una permutacion de tipo (a,b): (n — 1)

» Niamero de generadores elipticos en w™1(G;) por cada generador en
A" que tiene asociada una permutacion de tipo (a,b)(c,d): (n — 3)

» Numero total de generadores elipticos en w™(G;) : 2n? —3n — 1

» Niamero de generadores elipticos en w™(H) por cada generador en
A™ que tiene asociada una permutacion de tipo (a,b): (n —1)(n —2)

» Nimero de generadores elipticos en w™(H) por cada generador en
A" que tiene asociada una permutacién de tipo (a,b): (n —3)(n —4)

» Nimero total de generadores elipticos en w™!(H): 2n3 —Tn?+3n+8

» Género de X =n? —2n —1

Notar que si n es primo estamos por debajo de la acotacion de Accola para
el género, que es: n? —2n + 1.

El mismo método puede aplicarse a las superficies obtenidas en la seccién

6.2.1.2. Continuamos con la misma terminologia que antes y tenemos:

» Numero de generadores elipticos de orden 2 en A™ (todos tienen
asociada una permutacion de tipo (a,b)): 3+ 2(n — 3)

» Nuamero de generadores elipticos de orden 4 en A™: 1

» Niamero de generadores elipticos en w™1(G;) por cada generador en
A™ que tiene asociada una permutacion de tipo (a,b): (n — 1)

» Nimero de generadores elipticos en w™1(G;) por cada generador en
A" que tiene asociada una permutaciéon de tipo (a,b)(c,d): (n — 3)

» Nimero total de generadores elipticos de orden 2 en w™1(G;) : 2n% —
5n+ 3, de orden 4: n — 3

» Nitmero de generadores elipticos en w™!(H) por cada generador en
A™ que tiene asociada una permutacion de tipo (a,b): (n —1)(n —2)

» Ntmero de generadores elipticos en w™!(H) por cada generador en
A™ que tiene asociada una permutacion de tipo (a,b,c,d): (n—3)(n—
1)

» Nimero total de generadores elipticos de orden 2 en w™(H):2n3 —
9n2 4+ 13n — 6 ; numero de generadores de orden 4: n? — Tn + 12

» Género de X = n? —2n — 2.

Y aplicindolo a la superficie de la seccién 6.2.1.3:

» Numero de generadores elipticos de orden 2 en A™ (todos tienen

asociada una permutacion de tipo (a,b)): 6 + 2(n — 3)
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» Nimero de generadores elipticos en w™1(G;) por cada generador en
A™ que tiene asociada una permutacion de tipo (a,b): (n — 1)

= Ntmero total de generadores elipticos de orden 2 en w™1(G;) : 2n?—2

» Niamero de generadores elipticos en w™!(H) por cada generador en
A™ que tiene asociada una permutacion de tipo (a,b): (n—1)(n —2)

= Nimero total de generadores elipticos en w™!(H): 2n® — 6n? + 4n

» Género de X = n? —2n+ 1.

En este caso alcanzamos la cota superior para el género.

COROLARIO 6.4.1. Para cada nimero primo p > 2 existen superficies de
Riemann de género (p — 1)2, (p —1)> =2 y (p — 1)®> — 3 con mds de un

morfismo p-gonal.

6.5. Construcciéon de superficies de género arbitrario

Comenzamos con unas superficies que satisfagan el diagrama:

Supongamos que la signatura del grupo que uniformiza ((/3\2 es (0;aq, ..., qp),
la del grupo que uniformiza C; (0; S, ..., 5r), y la del grupo que uniformiza
X (g;71, ---,Ym) con respectivos 6rdenes de ramificacion Rq, Rg, R,.

Sustituimos el grupo de monodromia G de fpor un producto directo G X G1.

Donde G puede ser cualquier grupo finito (supongamos que de orden 7).

Anadimos a los generadores elipticos de @ generadores elipticos que tengan
asignados elementos que generen G y cumplan la relacion “larga” (producto

igual a 1).

Podemos anadir tantos como queramos, por tanto el orden de ramificacién,

que denotaremos R puede ser tan grande como se quiera.

Tenemos el siguiente diagrama:
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~

(CQ(G X Gl)

Los nuevos generadores, cuando actien en las clases por la derecha de H; x Gy
fijaran todas las clases. Asi cada uno producird 1" = orden(ta) generadores
elipticos en C;. Aplicando la formula de Riemann-Hurwitz:

290, — 2+ Rg+ TR =T(~2+ Ro + R)

Tenemos que gc, es cero porque —2+ Rg =T(—2 + R,).

Notar que si el las aplicaciones f; previas eran g-gonales, las nuevas (qxr)-

gonales, y no siendo un numero primo no se aplica la acotaciéon de Accola.

Cada generador eliptico original de Co genera ahora r veces mas puntos
conicos en el “nuevo” X que en el caso anterior. Asi tenemos que el grupo

que uniformiza el “nuevo” X tiene signatura:

(9Xnew; V15 -+ Ym)
Aplicando la formula de Riemann-Hurwitz:
29x01d — 2+ Ry = q(—2+ Rp)
20xnew — 2+ Ry =rq(—2+4 Rg + TR)

Por tanto 2gxnew —2 = —1r(Ry — qRg —2q) + r¢TR = 7(29x01d —2) + rqTR
y: 1
9Xnew = T9Xold — (T - 1) + iquR

que puede ser tan grande como queramos.

Hemos demostrado que la acotacién de Accola es dptima para cualquier n-

morfismo.




Conclusiones

El objeto de esta tesis es el estudio de las superficies de Riemann que son
un recubrimiento ramificado irregular de la esfera de Riemann. Como un
estudio exhaustivo de dichas superficies es un objetivo utépico, nos limitamos
a analizar algunos aspectos determinados de algunos tipos especificos de estas
superficies.

Uno de los estudios realizados se refiere a las superficies p-gonales (p primo
mayor que 2) tales que el grupo de monodromia correspondiente al morfismo
p-gonal es isomorfo al D,. Concretamente se estudian las superficies reales

es decir aquellas para las que existe una involucién anticonforme o.

Dos superficies de Riemann reales (X, o) y (X', 0’) son equivalentes si existe
un homeomorfismo h : X — X’ tal que 0 = h~'o’h, Cada clase de equi-
valencia se caracteriza por la accién de la involucién anticonforme o en la
superficie. Si (X, o) es una superficie de Riemann real el conjunto de puntos
fijados por o Fiz(o) es o bien vacio o bien consiste en k curvas disjuntas
llamadas “6valos”. El tipo topolégico, viene dado por el nimero de évalos y la
orientabilidad o no de la superficie cociente % Si o tiene k 6valos y <§—>
X

es orientable se dice que (X, o) tiene especie +k, si =< es no orientable se

dice que (X, o) tiene especie —k.
El teorema de Harnack restringe las posibles especies de las superficies de
Riemann reales generales. Las de alguna clase especifica tienen, en general,

mayores restricciones.

En la tesis se obtienen las restricciones de las especies para el caso de las
superficies p-gonales diédricas reales, y también las restricciones para los
géneros de dichas superficies.

El otro estudio se refiere a superficies con més de un morfismo n-gonal. Un
morfismo n-gonal es una aplicacién holomorfa de grado n de X en la esfera

de Riemann C, si existe tal aplicacién la superficie X se denomina n-gonal.

Si n es primo y el género de la superficie cumple g > (n — 1)? entonces el
morfismo n-gonal, si existe, es Gnico. Esta es la denominada acotacién de

Accola.
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130 CONCLUSIONES

En la tesis se muestran ejemplos concretos de superficies de Riemann, de
género mdzrimo, con varios morfismos p-gonales para los casos trigonal y
pentagonal. A continuacion se extienden estos ejemplos a familias de super-
ficies p-gonales, de género mdximo, para cualquier primo p > 2, y también
para familias de superficies n-gonales, con dos morfismos, de género no aco-
tado cuando n no es primo. Demostrando asi que la acotacion de Accola es
oplima.

Como resultados no originales se ha detallado la aplicacion del método de
Hoare-Singerman (obtencion de la signatura del grupo N.E.C. definido por
un grupo de permutaciones (referencia [61])) para el célculo de la orientacion
de los ciclo-periodos de la cubierta, que en el articulo original sélo se describe
para una superficie “base” con un tnico cicloperiodo. Aqui se ha aplicado a

un caso de mayor complejidad que los descritos en la literatura (|61, 108]).

También se detalla la aplicacién del método de Reidemeister-Schreier a un

caso geométrico.
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