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Introducción

La teoría de las super�cies de Riemann es una de las joyas de la matemá-

tica clásica cuyas rami�caciones parecen no tener �n. Como se comprueba

al analizar la lista de matemáticos, de primera línea, que han contribuido a

su desarrollo: Weierstrass, Harnack, Fuchs, Picard, Hilbert, Poincare, Klein,

Teichmüller, Weil, Ahlfors, Bers, etc. lista que llega hasta Maryam Mirzakha-

ni, la primera mujer ganadora de una medalla Field (2014), por sus trabajos

en un campo relacionado (ver [88]): Los espacios móduli y de Teichmüller,

siendo el mismo Riemann quien inició su estudio al establecer que asignando

un punto a cada posible estructura analítica en una super�cie compacta de

género g, obtenemos una variedad real de dimensión 6g − 6.

Una característica de las super�cies de Riemann es que aparecen de forma

natural en ramas aparentemente muy alejadas de la matemática: Espacios

de gérmenes de funciones holomorfas (ver [72, 79]), cuerpos de funciones

algebraicas ([26]), curvas a�nes y proyectivas (ver [77, 87]), variedades ana-

líticas complejas (ver [10] ), o espacios de órbitas (ver [12, 75]). No deja de

ser sorprendente que alguno de sus teoremas como el de Riemann Roch, que

conecta características analíticas y topológicas, pueda demostrarse mediante

métodos puramente analíticos (ver [44]), topológicos (cohomología de haces,

ver [46]), o algebraicos (�adeles�, ver [87]).

Un resultado, en absoluto trivial, establece que en toda super�cie de Riemann

se pueden de�nir funciones meromorfas (ver [44, 46, 79]), y por tanto puede

ser considerada como un recubridor rami�cado de la esfera de Riemann Ĉ
(compactación de Alexandro� de C).

Una super�cie de Riemann compacta S que soporta una función meromorfa

ϕ de grado p, es decir que cada punto regular de Ĉ tiene p preimágenes

distintas, se denomina p-gonal. Si consideramos el conjunto de puntos B ⊂
Ĉ con un número menor que p de preimágenes distintas y E = ϕ−1(B)

tendremos que S − E es un recubrimiento topológico de p hojas de Ĉ−B.

En la actualidad, el caso mejor conocido es aquel en el que ϕ∗(π1(S−
E, x)) es un subgrupo normal de π1(Ĉ − B, z), dichos recubridores
se denominan regulares, normales, o de Galois.
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4 INTRODUCCIÓN

La razón principal es que en dichos recubridores el grupo cociente:

π1(Ĉ−B, z)/ϕ∗(π1(S − E, x))

es isomorfo al grupo de automor�smos de S compatibles con ϕ (�Deck Trans-

formations�). Una explicación muy intuitiva de lo que esto signi�ca, aunque

quizás algo políticamente incorrecta, puede verse en los capítulos: �Men who

don`t realize that their wives have been interchanged� de la referencia [78].

El objeto de esta tesis es el estudio de las super�cies de Riemann

que no son de este tipo. Es decir son un recubrimiento rami�cado

irregular de la esfera de Riemann. En estas super�cies no son apli-

cables las técnicas estándar, aplicadas con éxito, a las super�cies

que son un recubrimiento regular.

Por supuesto un estudio exhaustivo de dichas super�cies sería un objetivo

utópico, por lo que nos limitaremos a analizar algunos aspectos determinados

de algunos tipos especí�cos de dichas super�cies.

Uno de los estudios se re�ere a las super�cies p-gonales (p primo mayor que

2) tales que el grupo de monodromía correspondiente al mor�smo p-gonal

es isomorfo al grupo diédrico Dp. Concretamente se estudian las super�cies

reales.

Una super�cie de Riemann real es un par (X,σ) donde X es una super�cie de

Riemann y σ una involución anticonforme. Hay una equivalencia functorial

entre la categoría de las super�cies de Riemann reales y la de las curvas

algebraicas de�nidas por polinomios con coe�cientes reales, (ver referencias

[94, 96, 97, 17]). El estudio de las curvas algebraicas reales es clásico en

matemáticas y tiene importantes aplicaciones como la criptografía.

Una primera aproximación a su clasi�cación se realiza mediante equivalencia

topológica. Dos super�cies de Riemann reales (X,σ) y (X ′, σ′) son equiva-

lentes si existe un homeomor�smo h : X → X ′ tal que σ = h−1σ′h.

Cada clase de equivalencia se caracteriza por la acción de la involución an-

ticonforme σ en la super�cie. Si (X,σ) es una super�cie de Riemann real el

conjunto de puntos �jados por σ (Fix(σ)) es o bien vacío o bien consiste

en k curvas disjuntas llamadas �óvalos� (ver [54, 93]). El tipo topológico,

también conocido como �especie� de σ, viene dado por el número de óvalos y

la orientabilidad o no de la super�cie cociente X
<σ> . Si σ tiene k óvalos y X

<σ>

es orientable se dice que (X,σ) tiene especie +k, si X
<σ> es no orientable se

dice que (X,σ) tiene especie −k.
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El teorema de Harnack (ver [54, 37]) restringe las posibles especies de las

super�cies de Riemann reales, que pueden ser 1 ≤ k ≤ g+1, k ≡ g+1mod(2)

cuando X
<σ> es orientable y 0 ≤ k ≤ g cuando X

<σ> es no orientable.

Las super�cies de Riemann de alguna clase especí�ca tienen, en general,

mayores restricciones. Por ejemplo las posibles especies de las super�cies

de Riemann reales hiperelípticas fueron determinadas por Felix Klein. Una

generalización de este resultado para super�cies p-hiperelípticas puede verse

en la referencia [20].

En el presente trabajo se re�nan dichas restricciones para el caso de las

super�cies p-gonales diédricas reales, y también se obtienen restricciones

para los posibles géneros de dichas super�cies.

El otro estudio se re�ere a super�cies con más de un mor�smo n-gonal (aho-

ra no nos ceñimos a valores primos). Un mor�smo n-gonal es una aplicación

holomorfa de grado n de X en la esfera de Riemann Ĉ. Si existe una apli-

cación tal, se dice que X es una super�cie de Riemann n-gonal. Dos campos

en que dichas super�cies son de gran interés son la criptografía y los cuerpos

de móduli (ver [67, 105]).

Como consecuencia de la desigualdad de Severi-Castelnuovo si n es primo y

el género de la super�cie cumple g > (n−1)2 entonces el mor�smo n-gonal, si

existe, es único. Esta es la denominada acotación de Accola (ver [2, 4, 5, 6]).

Conocer la unicidad del mor�smo n-gonal es en muchos casos importante,

por ejemplo en el caso de una familia F de super�cies de Riemann n-gonales

en que el mor�smo n-gonal es único, pues el estudio de dicha familia se

reduce al estudio de la con�guración de valores en puntos en la esfera de

Riemann (los puntos de rami�cación de los mor�smos). Usando esta idea

pueden estudiarse los grupos de automor�smos de super�cies n-gonales (ver

[114, 11]).

Se quieren encontrar familias de super�cies de Riemann, de género g, con

varios mor�smos p-gonales siendo p un entero primo y g ≤ (p − 1)2. Al ser

p primo el mor�smo p-gonal ha de ser irregular o cíclico.

El caso cíclico ha sido estudiado intensivamente, en [35, 36] se construye

una familia de super�cies de Riemann de género (p − 1)2 que admiten dos

mor�smos p-gonales cíclicos, mostrando de este modo que la acotación de

Accola es óptima para las super�cies p-gonales cíclicas. Gonzalez Diez y

Gromadzki han demostrado que, en el caso cíclico todos los mor�smos p-

gonales son conjugados (ver [49, 50]) y en la referencia [51] se obtienen

límites superiores para el número de mor�smos p-gonales conjugados.
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En la tesis se desarrolla un método para construir ejemplos concretos de su-

per�cies de Riemann con varios mor�smos p-gonales. Aplicando este método,

con ayuda de ordenador, hemos encontrado super�cies irregulares con varios

mor�smos para los casos trigonal y pentagonal. Concretamente se construyen

a familias de géneros 2 y 4 con 2 mor�smos trigonales y familias de géneros

6 y 8 con dos mor�smos pentagonales.

A continuación se extienden estos ejemplos a familias de super�cies p-gonales,

de género máximo, con dos mor�smos para cualquier primo p > 2, y tam-

bién para familias de super�cies n-gonales, con dos mor�smos, de género no

acotado cuando n no es primo.

La tesis se divide en seis capítulos. Los dos primeros son una recopilación

de hechos fundamentales para el desarrollo posterior y en ellos no se prueba

ninguno de los resultados, dado que las demostraciones pueden encontrase

en la literatura estándar sobre el tema.

El capítulo tercero describe en detalle el método de Reidemeister-Schreier

para obtener presentaciones de subgrupos. Aquí si se incluyen las pruebas de

algunos resultados por contener técnicas que se utilizarán posteriormente.

También se detalla la interpretación grá�ca del proceso y se aplica a un

ejemplo geométrico del tipo de los que luego se analizarán.

El capítulo cuarto, presenta de una manera uni�cada, y más detallada de lo

que aparece en los artículos originales, las técnicas, basadas en la reescritura

de Reidemeister-Schreier, que serán fundamentales para los desarrollos que

se realizarán a continuación.

Los capítulos quinto y sexto contienen los estudios mencionados anterior-

mente y contienen por tanto los resultados originales de esta tesis.

En el capítulo cinco se presentan los resultados obtenidos en forma de res-

tricciones de las especies para el caso de las super�cies p-gonales diédricas

reales, y también las restricciones para los géneros de dichas super�cies.

En el capítulo seis se presentan ejemplos concretos de super�cies de Rie-

mann, de género máximo, con varios mor�smos p-gonales y a continuación

se extienden estos ejemplos a familias de super�cies p-gonales, de género

máximo, para cualquier primo p > 2, y también para familias de super�cies

n-gonales, con dos mor�smos, de género no acotado cuando n no es primo.

Demostrando así que la acotación de Accola es óptima.

Estos resultados se han presentado en las referencias :

Cortázar, I.; Costa, A.F.: Real Dihedral p-Gonal Riemann Surfaces. Moscow

Mathematical Journal,13/4 (2013), 631-647.
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Cortázar, I.; Costa, A.F.: Finding Riemann surfaces with several p-gonal

morphisms. RACSAM, DOI=10.1007/s13398-014-0189-z.





Capítulo 1

Espacios recubridores

Vamos a resumir una serie de resultados clásicos sobre espacios recubridores

y transformaciones recubridoras, que van a ser básicos para el resto de los

capítulos. No se incluye ninguna demostración de los resultados, estas pueden

verse en [91, 101, 109].

Como norma general supondremos que todos los espacios topológicos son

espacios de Hausdo�.

1.1. Levantamientos

Definición 1.1.1. Sean p : Y → X y f : E → Y , aplicaciones continuas.

Un levantamiento de f es una aplicación continua f̂ : E → Y que hace

conmutativo el diagrama:

Y

p

��
E

f̂
>>

f
// X

Definición 1.1.2. Una aplicación continua p : Y → X se dice que es un

homeomor�smo local cuando para cada y ∈ Y existe un entorno V de y tal

que p|V es un homeomor�smo.

Proposición 1.1.1. Si p : Y → X es homeomor�smo local para cada

x ∈ X p−1(x) es un conjunto discreto.

Teorema 1.1.1. Supongamos, con la notación anterior, que p es un ho-

meomor�smo local y E conexo. Si f̂1, f̂2 son levantamientos de f tales que

f̂1(e) = f̂2(e) para algún e ∈ E entonces f̂1 = f̂2.

Un caso particular muy importante es cuando E = I = [0, 1] es decir cuando

f es un camino en X y por tanto f̂ un camino en Y (levantamiento de

caminos).

Teorema 1.1.2. Sea p : Y → X un homeomor�smo local, a, b ∈ X ,

α ∈ Y tal que p(α) = a. Supongamos que existe una aplicación continua

F : I × I → X tal que para todo t ∈ I : F (0, t) = a, F (1, t) = b. Si cada

9



10 1. ESPACIOS RECUBRIDORES

γt(s) = F (s, t) se puede levantar a un camino γ̂t en Y comenzando en α,

entonces γ̂0 y γ̂1. son homótopos (luego γ̂0(1) = γ̂1(1)).

1.2. Espacios Recubridores

1.2.1. Aplicaciones recubridoras.

Definición 1.2.1. Sea p : Y → X continua y suprayectiva, un abierto

U ⊂ X se dice regularmente cubierto por p si y sólo si la imagen inversa

p−1(U) se puede poner como p−1(U) = ∪i∈IVi, siendo Vi una familia de

abiertos disjuntos de Y tales que cada restricción p|Vj es un homeomor�smo

entre Vj y U.

Un entorno U de x ∈ X se denomina entorno regular si está regularmente

cubierto.

Definición 1.2.2. Sea p : Y → X continua y suprayectiva tal que todo

punto x ∈ X tiene un entorno regular U . Entonces se dice que p es una

aplicación recubridora y el par (Y, p) un espacio recubridor, recubrimiento o

cubierta de X.

Nota. Por abuso de lenguaje frecuentemente llamaremos a Y espacio recu-

bridor sin especi�car la aplicación p.

Observación. Dado que si γ es un lazo en Y , p(γ) es un lazo en X, y

una homotopía entre lazos en Y da lugar a una en X, es fácil comprobar que

la aplicación p induce un homomor�smo p∗ : π1(Y, y0)→ π1(X, p(y0)).

Proposición 1.2.1. Si p : Y → X es una aplicación recubridora entonces

es un homeomor�smo local.

Teorema 1.2.1. Sea p : Y → X una aplicación recubridora con p(y0) = x0,

cualquier camino γ : I → X tal que γ(0) = x0 tiene un único levantamiento

a un camino γ̂ que comienza en yo.

Proposición 1.2.2. Sea p : Y → X una aplicación recubridora con p(y0) =

x0, y sea F : I × I → X una aplicación continua con F (0, 0) = x0. Existe

un único levantamiento de F a una aplicación continua F̂ : I × I → Y tal

que F̂ (0,0) = y0 . Por tanto si F es una homotopía de caminos también F̂ .

Teorema 1.2.2. Sea p : Y → X una aplicación recubridora, siendo X

conexo por caminos. Entonces dados x1, x2 ∈ X, p−1(x1) y p−1(x2) tienen

la misma cardinalidad.
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Este teorema permite hablar de un espacio recubridor de n hojas (pudiendo

n ser �nito o no).

Teorema 1.2.3. Sea p : Y → X una aplicación recubridora con p(y0) = x0.

Sean γ, σ dos caminos homótopos de x0 a x1 y γ̂ y σ̂ sus levantamientos

comenzando en y0 . Entonces γ̂ y σ̂ también son homótopos (y terminan en

un mismo punto y1).

1.2.2. Aplicación y Homomor�smo de Monodromía.

Sea p : Y → X una aplicación recubridora con p(y0) = x0. Dado [f ] ∈
π1(X,x0) si ĝ es un levantamiento de g ∈ [f ] comenzando en y0 ∈ p−1(x0)

el punto ĝ(1) es independiente del representante g elegido.

Tenemos por tanto una aplicación φ : π1(X,x0) → p−1(x0) que de�ne una

acción por la derecha del grupo π1(X,x0) sobre el conjunto p−1(x0), y que

se denomina aplicación de monodromía.

Teorema 1.2.4. Sea p : Y → X una aplicación recubridora con p(y0) = x0.

Tenemos:

1. El homomor�smo p∗ : π1(Y, y0)→ π1(X,x0) es inyectivo.

2. Sea G el subgrupo de π1(X,x0) imagen por p∗ de π1(Y, y0), la aplica-

ción de monodromía induce una aplicación inyectiva entre el conjunto

de clases por la derecha de G en π1(X,x0) y p−1(x0):

Φ : π1(X,x0)/G→ p−1(x0) Φ(G[f ]) = f̂(1)

3. La anterior correspondencia es biyectiva si Y es conexo por caminos.

4. Si f es un lazo basado en x0 entonces [f ] ∈ G si y sólo si el levan-

tamiento de f comenzando en y0, que denotamos f̂ , es también un

lazo.

Corolario 1.2.1. Si Y es simplemente conexo la aplicación de mono-

dromía es biyectiva. Si Y es conexo por caminos el número de hojas del

recubrimiento viene dado el índice del subgrupo p∗(π1(Y, y0)) en π1(X,x0).

Definición 1.2.3. Sea p : Y → X una aplicación recubridora y x0 ∈ X,

consideramos la �bra F = p−1(x0), y de�nimos una aplicación ρ = F ×
π1(X,x0)→ F tal que y ∈ F y [α] ∈ π1(X,x0), ρ(y, [α]) = α̂(1) (punto �nal

del levantamiento de α comenzando en y). Es decir de�nimos una actuación

por la derecha del grupo π1(X,x0) en F y denotamos y.[α] = ρ(y, [α]).

Proposición 1.2.3. Si Y es conexo por caminos el grupo π1(X,x0) opera

transitivamente en F = p−1(x0).
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Sea Sn el conjunto de las permutaciones de {0, ..., n− 1}, si numeramos las

preimágenes de x0 ∈ X, ρ de�ne un homomor�smo de grupos;

ρ : π1(X,x)→ Sn

Dicho homomor�smo se denomina homomor�smo de monodromía y su ima-

gen grupo de monodromía. Las distintas formas de numerar las preimágenes

darán lugar a grupos conjugados.

Proposición 1.2.4. Sea ρ : π1(X,x)→ Sn el homomor�smo de monodro-

mía de un espacio recubridor de n hojas conexo por caminos p : Y → X.

El grupo de monodromía es un subgrupo transitivo de Sn isomorfo al gru-

po cociente π1(X,x)/H, siendo H el mayor subgrupo normal de π1(X,x)

contenido en G = p∗(π1(Y, y)), es decir H =
⋂

h∈π1(X,x)

h−1Gh.

Un estudio de la representación por monodromía para el caso especí�co de

super�cies de Riemann y recubridores rami�cados puede verse en [87].

Observación. El grupoH de la proposición 1.2.4 es un subgrupo del grupo

G del teorema 1.2.4. Dos lazos γ1, γ2 en X cuyos levantamientos en Y lleven

el punto y0 al mismo punto yi (y por tanto pertenecientes a G) pueden tener

levantamientos en Y comenzando en yj que terminen en puntos distintos (y

por tanto no pertenecer a H).

1.2.3. Levantamiento general.

Vamos ahora a considerar los levantamientos de aplicaciones más generales

que los caminos.

Teorema 1.2.5. (Teorema del levantamiento general) Sea p : Y → X una

aplicación recubridora con p(y0) = x0, y f continua f : E → X con f(e0) =

x0 (siendo Y,X,E conexos por caminos y localmente conexos por caminos).

La aplicación f se puede levantar a una f̂ , continua, tal que f̂(e0) = y0 si y

sólo si f∗(π1(E, e0)) ⊂ p∗(π1(Y, y0)). Si tal levantamiento existe es único.

1.3. Equivalencia de espacios recubridores

Nota. A partir de ahora supondremos todos los espacios conexos por cami-

nos y localmente conexos por caminos.

Definición 1.3.1. Sean p : Y → X y q : Z → X aplicaciones recubridoras.

Se dice que son equivalentes cuando existe un homeomor�smo h (equivalencia
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de recubridores) que hace conmutativo el diagrama:

Y

p   

h // Z

q~~
X

Proposición 1.3.1. Con la notación anterior si existen homeomor�smos

h1, h2 tales que h1(y0) = h2(y0) para algún y0 ∈ Y entonces h1 = h2.

Teorema 1.3.1. Sean p : Y → X y q : Z → X aplicaciones recubridoras ta-

les que p(y0) = q(z0) = x0 . Existe una equivalencia de espacios recubridores

h : Y → Z tal que h(y0) = z0 si y sólo si son iguales los grupos

p∗(π1(Y, y0)) = q∗(π1(Z, z0))

Además si h existe es única.

Dada una aplicación recubridora p : Y → X y �jado x0 ∈ X nos interesa

analizar como varía p∗(π1(Y, y)) con los distintos valores que puede tomar

y ∈ p−1(x0).

Proposición 1.3.2. Sea p : Y → X una aplicación recubridora, y0, y1 ∈
p−1(x0) y sean H0 = p∗(π1(Y, y0)) H1 = p∗(π1(Y, y1)). Si γ es un camino

de y0 a y1 entonces α = p.γ será un lazo en X basado en x0 y se cumple:

[α] ? H1 ? [α]−1 = H0

Recíprocamente dado H ⊂ π1(X,x0), conjugado de H0, existe y ∈ p−1(x0)

tal que p∗(π1(Y, y)) = H.

Teorema 1.3.2. Sean p : Y → X y q : Z → X aplicaciones recubridoras.

Condición necesaria y su�ciente para que exista una equivalencia entre es-

pacios recubridores (para unos puntos base determinados a posteriori) es que

para cualesquiera y0 ∈ p−1(x0) y z0 ∈ q−1(x0) los subgrupos (de π1(X,x0) )

p∗(π1(Y, y0)) y q∗(π1(Z, z0)) sean conjugados .

Observación. Hemos demostrado que existe correspondencia biyectiva

entre:

Clases de espacios recubridores equivalentes ↔ Clases de conjugación de

subgrupos de π1(X,x0).
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1.4. El espacio recubridor universal

Definición 1.4.1. Sea p : Y → X una aplicación recubridora tal que

p(y0) = x0. Si Y es simplemente conexo se denomina Espacio recubridor

universal de X.

Como π1(Y, y0) es trivial, también lo es p∗(π1(Y, y0)) ⊂ π1(X,x0) El teorema

1.3.1 implica que todos los espacios recubridores universales son equivalentes.

No todos los espacios tienen un espacio recubridor universal, aunque éste

existe en muchos casos. Para asegurarlo necesitamos una propiedad extra.

Definición 1.4.2. Un espacioX se dice que es semilocalmente simplemente

conexo cuando para cada x ∈ X existe un entorno U tal que inc∗(π1(U, x))

es el grupo trivial (siendo inc la inclusión de U en X).

Teorema 1.4.1. Sea X conexo por caminos, localmente conexo por caminos

y semilocalmente simplemente conexo. Entonces tiene un espacio recubridor

universal.

Observación. Dado que las variedades conexas, y por tanto las super�cies

de Riemann son localmente conexas por caminos y localmente simplemente

conexas (luego también semilocalmente) se deduce que siempre tienen espacio

recubridor universal.

Ahora pasemos a la propiedad fundamental de los espacios recubridores uni-

versales.

Teorema 1.4.2. Sea p : Y → X una aplicación recubridora siendo Y

simplemente conexo. Sea q : Z → X una aplicación recubridora cualquie-

ra. Existe una aplicación recubridora s : Y → Z que hace conmutativo el

diagrama:

Y

p   

s // Z

q~~
X

Corolario 1.4.1. Con la notación anterior s : Y → Z es también un

espacio recubridor universal de Z.

El siguiente corolario explica que se hable del espacio recubridor universal.

Corolario 1.4.2. Si Y y Z son espacios recubridores universales de X

son equivalentes.

Proposición 1.4.1. Si X es simplemente conexo toda aplicación recubri-

dora es un homeomor�smo p : Y → X.
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1.4.1. La acción del grupo fundamental sobre el espacio recu-

bridor universal.

Hemos visto que dado un espacio recubridor p : Y → X las imágenes por

el homomor�smo p∗ de los grupos π1(Y, y) siendo y ∈ p−1(x) son subgrupos

conjugados de π1(X,x).

Nos preguntamos por el recíproco: Dada una clase de equivalencia [H] de

subgrupos conjugados de π1(X,x) ¾Existirá un espacio recubridor y una

aplicación recubridora p : Y → X tal que p∗ genere dichos subgrupos?

Si existe el espacio recubridor universal la respuesta es a�rmativa.

Supongamos que q : E → X es una aplicación recubridora universal y sean

x0 ∈ X y e0 ∈ q−1(x0). Dado un punto cualquiera e existirá un camino

γ̂ desde e0 hasta e, γ = q ◦ γ̂ será un camino de x0 a q(e), como E es

simplemente conexo todos los caminos γ̂ que unen e0 con e son homótopos

y por tanto también lo serán las proyecciones γ que unen x0 con q(e).

Consideremos la acción por la derecha de [δ] ∈ π1(X,x0) sobre q−1(x0)

(de�nida en la sección 1.2.2). Aplicará e0 en un punto e1 ∈ q−1(x0), además

existe un único levantamiento de γ comenzando en e1, que denotaremos γ̃,

que terminará en un punto e′ = γ̃(1) ∈ q−1(q(e)). El punto e′ sólo depende

de e y de la clase [δ].

Hemos de�nido por tanto una aplicación Υ : E × π1(X,x0)→ E (e, [δ])→
e.[δ] = e′.

Proposición 1.4.2. La aplicación Υ : E×π1(X,x0)→ E es un acción de

grupo por la derecha sobre el conjunto E.

Dado un subgrupo G ⊂ π1(X,x0) podemos de�nir una relación de equiva-

lencia en E del siguiente modo:

e ∼ e′ ⇐⇒ existe g ∈ G : e.g = e′

Se comprueba fácilmente que es una relación de equivalencia. Denotaremos

por E/G al conjunto de clases de equivalencia (órbitas).

Proposición 1.4.3. El subgrupo de π1(X,x0) estabilizador de e, es el sub-

grupo trivial para todo e ∈ E. La acción es por tanto sin puntos �jos (libre).

Teorema 1.4.3. Dado G subgrupo de π1(X,x0), sea Y el espacio Y = E/G

entonces la aplicación p : Y → X p(eG) = q(e) constituye una aplicación

recubridora cuyo número de hojas es el índice de G en π1(X,x0) y tal que

las imágenes por p∗ de los grupos π1(Y, y0) para los distintos y0 ∈ p−1(x0)

son las clases de conjugación de G en π1(X,x0).



16 1. ESPACIOS RECUBRIDORES

1.4.2. De�nición por monodromía.

Proposición 1.4.4. Sea ρ : π1(X,x)→ Sn un homomor�smo de grupos tal

que su imagen ρ(π(X,x)) es un subgrupo transitivo. Si X tiene un recubridor

universal, existe un recubridor Y conexo por caminos p : Y → X cuyo

homomor�smo de monodromía es ρ.

Observación. Si existe recubridor universal hemos demostrado que existe

correspondencia biyectiva entre:

Clases de espacios recubridores conexos por caminos de n hojas → Clases

de homomor�smos de grupos entre π1(X,x)→ Sn equivalentes por

conjugación en Sn.

1.5. Transformaciones recubridoras (�Deck Transformations�)

Proposición 1.5.1. Dada una aplicación recubridora p : Y → X los ho-

meomor�smos h : Y → Y tales que p = p ◦ h forman, con la operación de

composición de aplicaciones, un grupo que se denota Deckp(Y,X).

Los elementos de dicho grupo se denominan transformaciones recubridoras,

y el grupo Deckp(Y,X) de�ne una acción sobre el conjunto Y .

Observación. Para todo x ∈ X cada transformación recubridora h aplica

las �bras F = p−1(x) en si mismas.

Proposición 1.5.2. El grupo Deckp(Y,X) actúa sin puntos �jos (libre) en

Y . Es decir si h ∈ Deckp(Y,X), h 6= id entonces h no tiene puntos �jos.

Definición 1.5.1. Dada p : Y → X tal que p(y0) = x0 . Se de�ne una

correspondencia (siendo F la �bra F = p−1(x0)) :

Ψ : Deckp(Y,X)→ F Ψ(h) = h(y0)

Proposición 1.5.3. El homeomor�smo h queda determinado una vez que

se conoce Ψ(h) por tanto la correspondencia Ψ es inyectiva.

Denotaremos H0 = p∗(π1(Y, y0)) ⊂ π1(X,x0) . Sea F = p−1(x0) y sea

Φ : π1(X,x0)/H0 → F la biyección de�nida en el teorema 1.2.4.

Proposición 1.5.4. La imagen de la aplicación Ψ es igual a la imagen por

Φ del subgrupo N(H0)/H0 ⊂ π1(X,x0)/H0 (Siendo N(H0) el normalizador

de H0 o sea N(H0) = {g : gH0g
−1 = H0} ).
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Teorema 1.5.1. La aplicación Φ−1 ◦Ψ = Deck(Y,X)→ N(H0)/H0 es un

isomor�smo de grupos.

Observación. El grupo Deck(Y,X) actúa por la izquierda en la �bra

mientras que π1(X,x0) actúa por la derecha. Por tanto Deck(X,Y ) se iden-

ti�ca naturalmente con el grupo opuesto (operación g1 ? g2 = g2g1) de

π1(X,x0). Naturalmente todo grupo es isomorfo a su opuesto a través de

g → g−1.

Definición 1.5.2. Una aplicación recubridora p : Y → X se denomina de

Galois (también se emplean los términos normal y regular) cuando H0 =

p∗(π1(Y, y0)) es un subgrupo normal de π1(X,x0) (donde y0 ∈ p−1(x0)).

Si una aplicación recubridora es de Galois como H0 es normal, p∗(π1(Y, y)) =

H0, para cada y ∈ p−1(x0) .

Teorema 1.5.2. El grupo H0 = p∗(π1(Y, y0)) es un subgrupo normal de

π(X,x0) si y sólo si para cada par de puntos y1, y2 ∈ p−1(x0) existe una trans-

formación recubridora h : Y → Y tal que h(y1) = y2 (Es decir: Deckp(Y,X)

actúa transitivamente en p−1(x0)).

Corolario 1.5.1. Si p : Y → X es una aplicación recubridora de Galois.

Deckp(Y,X) es isomorfo a π1(X,x0)/H0.

Proposición 1.5.5. Si p : Y → X es espacio recubridor universal entonces

es de Galois.

Teorema 1.5.3. Una aplicación recubridora de Galois p : Y → X se ca-

racteriza porque los caminos en Y que son levantamientos de un lazo en X,

son todos lazos (cerrados) o todos caminos abiertos.

Corolario 1.5.2. Si p : Y → X es espacio recubridor universal Φ−1 ◦ Ψ

es un isomor�smo Deckp(Y,X)→ π1(X,x0).

1.5.1. Grupos de homeomor�smos y recubridores.

Vamos ahora a analizar un método de construir espacios recubridores que

serán de Galois.

Recordemos la siguiente de�nición:

Definición 1.5.3. La acción de G sobre Y se dice que es libremente dis-

continua si para cada y ∈ Y existe un entorno V tal que para cada g 6= e

V ∩ g(V ) = Ø (Si g1 6= g2 entonces g1(V ) ∩ g2(V ) = Ø considerando que

g−1
1 g2(V ) ∩ V = Ø).
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Teorema 1.5.4. Sea Y conexo por caminos y localmente conexo por ca-

minos, G un grupo de homeomor�smos de Y en Y . La aplicación cociente

π : Y → Y/G es recubridora si y sólo si la acción de G sobre Y es libremente

discontinua. En ese caso la aplicación recubridora es de Galois y G es el

grupo Deckπ(Y, Y/G).

Teorema 1.5.5. Si p : Y → X es una aplicación recubridora de Galois

y G = Deckp(Y,X) existe un homeomor�smo h que hace conmutativo el

diagrama:

Y

π

}}

p

��
Y/G

h // Xoo

Corolario 1.5.3. Sea (E, π) el espacio recubridor universal de X entonces

X es homeomorfo a E/Deckπ(E,X).

Esto será muy importante en la teoría de Super�cies de Riemann una vez que

se establezcan los espacios recubridores universales (Uniformización). Pues

los grupos de automor�smos que actúen de forma propia discontinua en ellos,

originarán Super�cies de Riemann.

1.6. Espacios con el mismo recubridor universal.

Vamos a considerar ahora dos espacios X1, X2 con el mismo recubridor uni-

versal E . Existirán dos subgrupos de Aut(E) (homeomor�smos de E en E)

G1
∼= π1(X1) y G2

∼= π1(X2) tales que X1
∼= E/G1 y X2

∼= E/G2.

Proposición 1.6.1. Una aplicación continua f : X1 → X2 induce una

aplicación continua (levantamiento) f̂ : E → E (no de forma única) tal

que p2 ◦ f̂ = f ◦ p1 siendo pi : E → E/Gi las proyecciones recubridoras

universales. Es decir tenemos el diagrama:

E

p1
��

f̂
// E

p2
��

X1
f
// X2

Proposición 1.6.2. Cada levantamiento f̂ : E → E de f : X1 → X2

induce un homomor�smo F : G1 → G2 que se caracteriza porque F (g).f̂ =

f̂ ◦ g. Si f : X1 → X2 es un homeomor�smo, entonces los homomor�smos

F : G1 → G2 correspondientes a los levantamientos son isomor�smos.
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Corolario 1.6.1. Si f : X1 → X2 es un homeomor�smo, entonces G1, G2

son conjugados en Aut(E).

Observación. Si consideramos G1, G2 con condiciones �extra�, como que

sus elementos sean homeomor�smos biholomorfos, no podemos asegurar que,

aunque f sea un homeomor�smo, G1, G2 sean conjugados en el grupo más

restringido Anal(E) (homeomor�smos biholomorfos de E en E). Aunque,

naturalmente, si lo serán en Aut(E) .

Proposición 1.6.3. Si X = E/G y Y = E/H siendo H ⊂ G ⊂ Aut(E).

Entonces Deck(Y,X) ∼= N(H)/H (donde N(H) es el normalizador de H en

G).

Esta proposición es otra forma de expresar el teorema 1.5.1.

Proposición 1.6.4. Sea X = E/G, e Y el espacio recubridor de X de�nido

por la monodromía ω : π1(X,x) → Sn como π1(X,x) ∼= G tenemos el ho-

momor�smo inducido ω̂ : G → Sn. Entonces Y = E/ω̂−1(Stab(0)), además

Ŷ = E/ker(ω̂) es un recubridor de Galois de X e Y que hace conmutativo:

Ŷ

g

��

f��
Y

h

  
X

Con las proyecciones canónicas f : z mod ker(ω̂) → z mod ω̂−1(Stab(0)),

g : z mod ker(ω̂)→ z mod G, h : z mod ω̂−1(Stab(0))→ z mod G.

(Una renumeración en Sn dará lugar a grupos conjugados en Aut(E)).





Capítulo 2

Super�cies de Riemann y de Klein

2.1. Super�cies de Riemann

Con espíritu similar al del capítulo anterior, en éste resumimos los resultados

básicos de la teoría de super�cies de Riemann, sus automor�smos, grupos

fuchsianos, etc.

Tampoco aquí se incluyen demostraciones, que pueden encontrarse en las

referencias clásicas [112, 14, 7, 44, 46, 87], o en tratamientos más modernos

como [73, 39, 48, 76], para la aplicación de técnicas computacionales puede

consultarse [15].

Definición 2.1.1. Una super�cie de Riemann es una variedad analítica

conexa de dimensión compleja uno (ver [25, 10]).

Nota. En la de�nición de una variedad analítica X suele exigirse que tenga

una base de abiertos numerable. La razón de esta exigencia es asegurar que

X sea un espacio paracompacto. Sin embargo en la mayoría de los textos se

de�nen las super�cies de Riemann sin esta exigencia, dado que un teorema

de Radó asegura que una super�cie de Riemann siempre tiene topología

numerable (ver [7]).

Como las funciones de transición φ ◦ ψ−1 entre cartas (U, φ), (V, ψ) han de

ser analíticas sus derivadas deben cumplir las condiciones de Cauchy Rie-

mann y por tanto su Jacobiano es mayor que cero, esto implica que las

cartas compatibles de�nen de forma natural una orientación en la variedad

(y sus conjugadas la otra). Por tanto todas las super�cies de Riemann son

orientables.

2.1.1. Funciones holomorfas y meromorfas.

Sea X una super�cie de Riemann, p ∈ X y f : W → C una función de�nida

en un entorno W de p.

Definición 2.1.2. Se dice que f : W → C es holomorfa en p si existe una

carta φ : U → V, p ∈ U , tal que f ◦ φ−1 es holomorfa en φ(p). Cuando es

holomorfa para todo q ∈W se dice holomorfa en W .

21
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Denotaremos por O(W ) al conjunto de funciones holomorfas en W . Se com-

prueba fácilmente que es una C-álgebra.

Definición 2.1.3. Sea f holomorfa en un abierto W − {p} siendo p ∈W .

Se dice que f tiene una singularidad evitable en p si existe una carta (U, φ)

tal que f ◦ φ−1 tiene una singularidad evitable en φ(p). Análogamente para

polos y singularidades esenciales.

La de�nición no depende de la carta empleada dado que φi ◦ φ−1
j tiene que

ser holomorfa en φj(Ui ∩ Uj).

Definición 2.1.4. Se dice que f es meromorfa en p ∈ X cuando es holo-

morfa, o tiene una singularidad evitable, o tiene un polo en p. Cuando f es

meromorfa para todo punto q ∈W se dice meromorfa en W .

Denotaremos porM(W ) al conjunto de funciones meromorfas en W .

Si f es meromorfa en U , dada cualquier carta (U, φ) p ∈ U , f ◦ φ−1 tendrá

un desarrollo en serie de Laurent en un disco punteado de φ(p). Es decir:

f ◦ (φ−1(z)) =

∞∑
n=k

cn(z − φ(p))n

Aunque el valor de los coe�cientes dependerá de la carta, no así el valor k

(índice del menor coe�ciente distinto de cero) a este valor se le denomina

orden de f en p y se denota ordp(f).

De la de�nición de función compleja meromorfa se tiene:

f es holomorfa en p si y sólo si ordp(f) ≥ 0. Si ordp(f) = k > 0 f

tiene en p un cero de orden k.

f tiene en p un polo de orden k si y sólo si ordp(f) = −k, k > 0.

Cuando f no es cero ni polo en p tenemos ordp(f) = 0.

2.1.2. Teoremas heredados de la Teoría de funciones de Varia-

ble Compleja. Por la forma de de�nir las funciones holomorfas y meromor-

fas en super�cies de Riemann hay una serie de propiedades que se deducen

directamente de la teoría de funciones de variable compleja. Los resumimos:

Teorema 2.1.1. (Ceros y Polos discretos) Sea f una función meromorfa

de�nida en un abierto conexo W ⊂ X (X super�cie de Riemann). Si f no

es idénticamente nula, el conjunto de ceros y polos es discreto en W (cada

polo o cero tiene un entorno en W en el que no hay otros ceros y/o polos ).

Corolario 2.1.1. Sea f una función meromorfa de�nida en una super�cie

de Riemann compacta X. Entonces f tiene un número �nito de ceros y polos.
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Teorema 2.1.2. (Identidad) Sean f, g dos funciones meromorfas de�nidas

en un abierto conexo W ⊂ X. Si f = g en un conjunto S ⊂W que tiene un

punto límite en W , entonces f = g en W .

Teorema 2.1.3. (Weirstrass) Sea {fn} una sucesión de funciones holomor-

fas en W ⊂ X abierto. Si {fn} converge uniformemente hacia una función

f en cada compacto K ⊂W entonces f es holomorfa en W .

Teorema 2.1.4. (Módulo máximo) Sea f holomorfa en un abierto conexo

W ⊂ X, si existe p ∈W tal que para todo x ∈W |f(p)| ≥ |f(x)| entonces f
es constante en W .

Corolario 2.1.2. Si f es holomorfa en una super�cie de Riemann com-

pacta X. Entonces f es constante en X.

Teorema 2.1.5. (Módulo máximo para funciones armónicas) Sea f una

función armónica en un abierto conexo W ⊂ X. Si existe p ∈ W tal que

para cada x ∈W |f(p)| ≥ |f(x)| entonces f es constante en W . Así si X es

compacta las únicas funciones armónicas de�nidas en X son las constantes.

2.2. Aplicaciones entre Super�cies de Riemann

Definición 2.2.1. Una aplicación F : X → Y , entre super�cies de Rie-

mann, se denomina holomorfa en p cuando existen cartas (U, φ) p ∈ U y

(V, ψ) F (p) ∈ V tales que la función ψ◦F ◦φ−1 : φ(U)→ ψ(V ) es holomorfa

en φ(p). Si F está de�nida en el abierto W ⊂ X y es holomorfa para cada

p ∈W entonces se dice holomorfa en W , o simplemente que es holomorfa si

lo es en todo X.

Una aplicación holomorfa F : X → Y se dice que es un biholomor�smo o iso-

mor�smo cuando F es biyectiva y F−1 holomorfa. En ese caso las super�cies

X,Y se denominan isomorfas.

Consecuencia del teorema 2.1.2 es:

Teorema 2.2.1. (Identidad) Sean F,G aplicaciones holomorfas F,G : X →
Y si F = G en un conjunto S con un punto límite en X entonces F = G en

X.
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2.2.1. Estructura local de las aplicaciones entre super�cies de

Riemann.

Teorema 2.2.2. Sean X,Y super�cies de Riemann y F : X → Y una

aplicación holomorfa en p ∈ X no constante y q = F (p). Existe un número

k y cartas (U, φ) p ∈ U y (V, ψ) q ∈ V tales que:

1. φ(p) = 0

2. ψ(q) = 0

3. F (U) ⊂ V
4. F̂ = ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(V ) viene dada por F̂ (z) = zk

Además el número k veri�ca lo siguiente: Existen W ⊂ U entorno de p

y M ⊂ V entorno de q tales que para todo ω ∈ M ω 6= q el conjunto

F−1(ω)∩W tiene exactamente k elementos, esto hace que k no dependa de

las coordenadas locales elegidas.

Este importante teorema tiene muchas consecuencias.

Teorema 2.2.3. Sean X,Y super�cies de Riemann, F : X → Y holomorfa

no constante. Entonces F es una aplicación abierta.

Corolario 2.2.1. Sean X,Y super�cies de Riemann, F : X → Y holo-

morfa e inyectiva. Entonces F es biholomorfa entre X y F (X).

Teorema 2.2.4. Sea X una super�cie de Riemann compacta, F : X → Y

holomorfa no constante. Entonces Y es compacta y F suprayectiva.

Definición 2.2.2. Se de�ne la multiplicidad de F : X → Y en p ∈ X, y

se denota multp(F ), como el entero k tal que existen coordenadas locales en

las que F̂ es de la forma z → zk en un entorno de p.

Proposición 2.2.1. Sea f una función meromorfa de�nida en la super�cie

de Riemann X. Con holomorfa asociada F : X →Ĉ. Tenemos:

Si p ∈ X es un cero de f entonces multp(F ) = ordp(f)

Si p ∈ X es un polo de f entonces multp(F ) = −ordp(f)

Sip ∈ X no es polo ni cero de f entonces multp(F ) = ordp(f −f(p))

Definición 2.2.3. Sea F : X → Y una aplicación holomorfa no constante

entre super�cies de Riemann. Se dice que p ∈ X es un punto de rami�cación

de F cuando multp(F ) > 1. Al punto F (p) imagen de uno de rami�cación

se le denomina valor crítico.

Teorema 2.2.5. Sean X,Y super�cies de Riemann. F : X → Y holo-

morfa no constante. El conjunto de puntos de rami�cación A = {p ∈ X :

multp(F ) > 1} es cerrado y discreto en X.
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Corolario 2.2.2. Sea X una super�cie de Riemann compacta F : X → Y

holomorfa no constante. El conjunto de puntos de rami�cación es �nito.

Teorema 2.2.6. Sean X,Y super�cies de Riemann y F : X → Y una

aplicación holomorfa no constante. Si multp(F ) = 1 existen entornos U de

p y V de F (p) tales que F |U es biholomorfa de U → V .

Proposición 2.2.2. Sea F : X → Y una aplicación holomorfa no cons-

tante entre super�cies de Riemann y g una función meromorfa en Y . Se

tiene

ordp(g ◦ F ) = ordF (p)(g)multp(F )

2.2.2. Aplicaciones propias.

Definición 2.2.4. Una aplicación continua F : X → Y entre super�cies

de Riemann se denomina propia si para cada conjunto compacto K ⊂ Y se

tiene que F−1(K) es compacto en X.

Observación. Sea F : X → Y una aplicación contínua entre super�cies

de Riemann, como Y es un espacio de Hausdor� si K ⊂ Y es compacto será

cerrado, y por tanto también lo será F−1(K). Si X es compacta igualmente

lo será el conjunto F−1(K) . Así entre super�cies de Riemann compactas las

aplicaciones continuas son propias.

Teorema 2.2.7. Sea F una aplicación holomorfa no constante y propia

entre super�cies de Riemann X,Y se tiene

1. F es cerrada

2. F es suprayectiva

3. Para todo q ∈ Y F−1(q) es �nito

4. Para todo q ∈ Y y cada entorno U de F−1(q) existe un entorno

abierto V de q tal que F−1(V ) ⊂ U
5. Si F es un homeomor�smo local, para todo q ∈ Y existe un entorno

abierto V de q tal que:

F−1(V ) =
⋃
i∈I

Ui

Donde los Ui son abiertos, no vacíos, disjuntos dos a dos tales que las

restricciones F |Ui son homeomor�smos. Es decir F es una aplicación

recubridora (ver [91]).

Corolario 2.2.3. El conjunto de valores críticos de una aplicación ho-

lomorfa, no constante, y propia F : X → Y es discreto y cerrado en Y .

Además si X,Y son compactas dicho conjunto es �nito.
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Observación. Sea B el conjunto de valores críticos de F : X → Y . De�-

nimos Y ′ = Y −B y X ′ = X − F−1(B) la aplicación F |X′ es holomorfa, no

constante, y propia de X ′ → Y ′. Por el teorema 2.2.6 F es un homeomor-

�smo local X ′ → Y ′ y una aplicación recubridora, luego F−1(q) tendrá la

misma cardinalidad para cada q ∈ Y ′ por el teorema 1.2.2, y por el teorema

2.2.7 está será �nita n = Card(F−1(q)). Este número n se denota por dg(F ).

Definición 2.2.5. Se denomina grado de una aplicación holomorfa, no

constante, y propia F : X → Y entre super�cies de Riemann al número

dg(F ).

Teorema 2.2.8. Sea F : X → Y una aplicación holomorfa no constante y

propia entre super�cies de Riemann para cada q ∈ Y se veri�ca

dg(F ) =
∑

p∈F−1(q)

multp(F )

Corolario 2.2.4. Una aplicación holomorfa, no constante, y propia F :

X → Y es un isomor�smo entre super�cies de Riemann, si y sólo si dg(F ) =

1. Por tanto si X es una super�cie de Riemann compacta que tiene de�nida

una función meromorfa con un sólo polo entonces X es isomorfa a la esfera

de Riemann.

Teorema 2.2.9. Si f es una función meromorfa de�nida en una super�cie

de Riemann compacta X: ∑
p∈X

ordp(f) = 0

2.2.3. Fórmula de Riemann-Hurwitz. Una fórmula importante en

la teoría de super�cies de Riemann compactas es la fórmula de Riemann-

Hurwitz, que relaciona la característica de Euler con el grado de una función

meromorfa.

Teorema 2.2.10. (Fórmula de Riemann-Hurwitz) Sea F : X → Y una

aplicación holomorfa no constante entre super�cies de Riemann compactas

de géneros g(X) y g(Y ). Se cumple la relación:

2g(X)− 2 = dg(F )(2g(Y )− 2) +
∑
p∈X

(multp(F )− 1)

Definición 2.2.6. Se denomina orden total de rami�cación de la aplicación

holomorfa no constante F : X → Y entre super�cies de Riemann compactas

al número b =
∑

p∈X(multp(F )− 1)

La fórmula de Riemann-Hurwitz se puede poner

b = 2[g(X)− dg(F )(g(Y )− 1)− 1]
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y por tanto el orden total de rami�cación es par.

Definición 2.2.7. Una super�cie de Riemann compactaX de género g(X) >

1 se denomina hiperelíptica cuando es un recubrimiento de 2 hojas de Ĉ

Si X es hiperelíptica π : X → Ĉ el recubridor de dos hojas (dg(π) = 2 )

aplicando la fórmula de Riemann-Hurwitz tendremos:

b = 2(g(X) + 1) g(X) =
b

2
− 1

2.3. Recubridores rami�cados (�Branched Coverings�)

Nota. Las propiedades de las aplicaciones recubridoras, no rami�cadas, se

estudian en detalle en [91, 109].

Hemos visto que una aplicación holomorfa, no constante, y propia F : X → Y

entre super�cies de Riemann, da lugar a una aplicación recubridora F :

X − F−1(B) → Y − B , siendo B el conjunto de los valores críticos de F

(cerrado y discreto), esta aplicación recubridora tendrá un número �nito n

de hojas.

Por este motivo se tiene la siguiente de�nición:

Definición 2.3.1. Una aplicación holomorfa no constante y propia F :

X → Y entre super�cies de Riemann se denomina recubridor rami�cado.

Vamos ahora a analizar la posibilidad de extender un recubridor no rami�-

cado a uno rami�cado.

Teorema 2.3.1. Sea Y una super�cie de Riemann B ⊂ Y un conjunto

cerrado discreto Y ′ = Y −B. Supongamos que X ′ es otra super�cie de Rie-

mann y que π : X ′ → Y ′ es un recubridor no rami�cado (propio). Existe

una super�cie de Riemann X un recubridor rami�cado Π : X → Y y un

biholomor�smo ϕ : X −Π−1(B)→ X ′ que preserva las �bras (es decir dado

p ∈ X −Π−1(B) Π(p) = π(ϕ(p))).

Teorema 2.3.2. Sean X,Y, Z super�cies de Riemann F : X → Y y G :

Z → Y recubridores rami�cados. Sea B ⊂ Y un conjunto cerrado discreto y

Y ′ = Y −B, X ′ = F−1(Y ′), Z ′ = G−1(Y ′). Cada aplicación biholomorfa λ :

X ′ → Z ′ que preserva las �bras, es decir para cada p ∈ X ′ F (p) = G(λ(p)),

se puede extender a una aplicación biholomorfa Λ : X → Z.

El teorema anterior justi�ca la siguiente de�nición:
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Definición 2.3.2. Sean X,Y super�cies de Riemann y F : X → Y un

recubridor rami�cado. Sea A ⊂ Y el conjunto de valores críticos de F y sean

Y ′ = Y − A, X ′ = F−1(Y ′). El recubridor F se denomina normal (o de

Galois) si lo es F |X′ : X ′ → Y ′ (ver de�nición 1.5.2).

2.4. Uniformización y grupos fuchsianos

Teorema 2.4.1. (Riemann Mapping Theorem) Una super�cie de Riemann

S simplemente conexa es isomorfa (biholomorfa) a una de las siguientes

super�cies:

1. La esfera de Riemann Ĉ
2. El plano complejo C
3. El semi-plano complejo H (Imag(z) > 0)

Una demostración puede verse en [44], otra con un enfoque más geométrico

en [66].

Teorema 2.4.2. Los automor�smos analíticos de la esfera de Riemann

vienen dados por las transformaciones de Möbius:

az + b

cz + d
a, b, c, d ∈ C, ad− bc > 0

Los automor�smos analíticos de C vienen dados por: {az + b, a 6= 0} y los

de H por las transformaciones de Möbius con a, b, c, d ∈ R y ad − bc = 1

(formando un grupo isomorfo a PSL(2,R)).

Las transformaciones de Möbius se clasi�can, según la traza T de su matriz

normalizada (ad − bc = 1), en: Parabólicas T = ±2 (�jan un punto en Ĉ),
elípticas T real, T 2 < 4 (�jan 2 puntos en Ĉ), y loxodrómicas T 2 /∈ [0, 4] (Si

T ∈ R se denominan hiperbólicas) (�jan dos puntos en Ĉ).

Teorema 2.4.3. La acción de PSL(2,R) en H es (ver [72]): Transitiva en

H, transitiva en las geodésicas de H, y doblemente transitiva en R
⋃
{∞}.

En H se puede de�nir una geometría de Riemann con curvatura negativa

constante (hiperbólica) por medio de ds2 = dx2+dy2

y2
(referencias que tratan

la geometría hiperbólica son [12, 103, 66, 24]).

Teorema 2.4.4. Las transformaciones de PSL(2,R) son isometrías hiper-

bólicas.

El siguiente teorema va a permitir de�nir una geometría hiperbólica en toda

super�cie de Riemann cuyo recubridor universal sea H.



2.4. UNIFORMIZACIÓN Y GRUPOS FUCHSIANOS 29

Teorema 2.4.5. (Uniformización) Cada super�cie de Riemann S es iso-

morfa a X/Λ donde X es su super�cie de Riemann recubridora universal y

Λ es un subgrupo de Aut(X) que actúa de forma libre discontinua en X.

La demostración de este teorema puede verse en [44, 66, 39] y una historia

del mismo en [1].

Hay que notar que hay muchas maneras de uniformizar una super�cie. Por

ejemplo usando grupos de Schottky (ver [59, 58]) e incluso es posible uni-

formizar simultáneamente dos super�cies entre las que exista un homeomor-

�smo quasiconforme, siendo esto de fundamental importancia en la teoría de

espacios de Teichmüller (ver [92, 66]) aunque existe otra aproximación no

basada en la doble uniformización (ver [40]).

Teorema 2.4.6. La super�cie H/Λ1 es isomorfa a la super�cie H/Λ2 si y

sólo si Λ1 y Λ2 son conjugados en PSL(2,R).

2.4.1. Grupos kleinianos y fuchsianos.

Definición 2.4.1. Sea Γ un grupo discreto de transformaciones de Mö-

bius, se de�ne la región de discontinuidad Ω(Γ) como el conjunto {z ∈ Ĉ}
en los que Γ actúa de forma propia discontinua. Si Ω(Γ) 6= Ø a Γ se le

denomina Kleniano. Al complementario Λ(Γ) = Ĉ − Ω(Γ) se le denomina

conjunto límite (Algunos autores denominan kleiniano a un grupo discreto

de transformaciones de Möbius).

Si Γ es kleiniano Ω/Γ será la unión de un conjunto ( a lo sumo numerable)

de super�cies de Riemann y π : Ω → Ω/Γ será una aplicación holomorfa

abierta. Si Γ actúa de forma libremente discontinua (el estabilizador Gz es

trivial para cada z ∈ Ω) π será una aplicación recubridora (no rami�cada) e

inducirá una estructura de variedad compleja en Ω/Γ. Si en algún punto z0

el estabilizador es no trivial, entonces será un grupo cíclico y la proyección

π será localmente k a 1. En este caso π será un recubridor rami�cado.

Es posible asignar a Ω/Γ tanto una estructura de �orbifold� (ver [111, 102,

68, 99]), como de super�cie de Riemann, de�niendo una carta �especial� en

los puntos de rami�cación ver [12]. Así será posible uniformizar la esfera de

Riemann (con puntos de rami�cación) como H/Γ (ver [44]).

Salvo en algunos casos elementales Λ(Γ) es no numerable con interior vacío

(en Ĉ), y es el conjunto de los puntos de acumulación de los puntos �jos de

los elementos loxodrómicos de Γ.
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Los grupos kleinianos se estudian en las referencias [13, 56, 85, 104]. Un

libro divulgativo que estudia los aspectos fractales de los conjuntos límites

de los grupos kleinianos es [90].

Definición 2.4.2. Un grupo fuchsiano Γ es un grupo kleiniano cuyo con-

junto límite Λ(Γ) está contenido en un círculo C de la esfera de Riemann y tal

que los elementos de Γ �jan, como conjuntos, cada una de las componentes

conexas de Ĉ− C.

Por conjugación cada grupo fuchsiano es isomorfo a un subgrupo discreto de

PSL(2,R).

Definición 2.4.3. Un grupo fuchsiano Γ se denomina de primera clase si

Λ(Γ) = R̂. En este caso Ω/Γ tiene dos componentes H/Γ y L/Λ. Si no es de

primera clase se denomina de segunda clase y en este caso Ω(Γ) = H
⋃
L
⋃
R

donde R es una unión de intervalos abiertos de R̂.

Los grupos fuchsianos se estudian exhaustivamente en las referencias [12,

75].

Teorema 2.4.7. Propiedades importantes de los grupos fuchsianos son:

1. Los únicos elementos de orden �nito son elípticos.

2. El conjunto de sus elementos es, a lo sumo, numerable.

3. El estabilizador de cada punto es trivial o un grupo cíclico �nito.

4. Un grupo fuchsiano es abeliano si y sólo si es cíclico.

5. El normalizador (en PSL(2,R)) de un fuchsiano no cíclico es fuch-

siano.

2.4.1.1. Regiones Fundamentales.

Definición 2.4.4. Un conjunto cerrado F ⊂ H se denomina región funda-

mental para un grupo fuchsiano Γ si:

1.
⋃
g∈Γ

g(F) = H

2. interior(F)
⋂
interior(gF) = Ø para todo g ∈ Γ, g 6= id

Teorema 2.4.8. Si F1,F2 son regiones fundamentales para Γ sus áreas

hiperbólicas son iguales.

Definición 2.4.5. Sea Γ un grupo fuchsiano y p ∈ H un punto no �ja-

do por ningún elemento de G, El conjunto Dp(Γ) = {q ∈ H : ρ(q, p) ≤
ρ(g(q), p) para cada g ∈ Γ} (siendo ρ distancia hiperbólica en H) se denomi-

na región de Dirichlet para Γ centrada en p.
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Teorema 2.4.9. La región de Dirichlet Dp(Γ) es una región fundamental

convexa para Γ localmente �nita.

Otro método de construir regiones fundamentales, debido a Ford se describe

en [45].

Teorema 2.4.10. Sea ∆ un subgrupo de índice �nito n de un grupo fuch-

siano Γ, ∆ también es fuchsiano. Sean {∆,∆g1, ...,∆gn−1} representantes

de clases por la derecha de Γ en ∆ y F una región fundamental para Γ,

tendremos que:

F∆ = F
⋃
g1(F)

⋃
...
⋃
gn(F) a(F∆) = na(F) siendo a el area hiperbólica.

es una región fundamental para ∆.

Por construcción la región de Dirichlet es una unión numerable de semi-

planos y por tanto está limitada por un conjunto, a lo sumo numerable, de

segmentos geodésicos y regiones de ∂H.

Usando el modelo hiperbólico del Disco (equivalente al semi-plano) tenemos

los siguientes casos: (ver [75])

i) Super�cie compacta, ii) Super�cie con un pinzamiento (vértice ideal en

∞) iii) Super�cie con un lado libre en el in�nito, iv) Super�cie con vértice

ideal y conjunto numerable de lados.

Teorema 2.4.11. Sea P una región fundamental conexa localmente �nita

(polígono fundamental) para el grupo fuchsiano Γ tenemos:

P tiene a lo sumo un conjunto numerable de vértices y lados, los

vértices son aislados.

Un compacto K ⊂ H intersecta a P en un número �nito de vértices

y lados.

∂P es una unión de lados, y la intersección de dos lados es un vértice

que es punto extremo de cada uno de ellos y viceversa.
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Teorema 2.4.12. Sea Γ un grupo fuchsiano con polígono fundamental P
y Γ∗ = {g ∈ Γ : P

⋂
g(P) es un lado}. Si Υ es el conjunto de lados de P,

existe una biyección Γ∗ ←→ Υ tal que para cada lado s ∈ P existe un único

lado s′ ∈ P y un elemento g ∈ Γ∗ que satisfacen s′ = g(s) (si s = s′ la

transformación g es elíptica de orden 2 , en este caso consideramos como

vértice el punto medio de dicho lado).

Teorema 2.4.13. Γ∗ genera Γ (ver [57] capítulo 7).

Teorema 2.4.14. Son equivalentes:

1. µ(P) <∞.

2. P no tiene lados libres y tiene un número �nito de lados.

Dado un grupo fuchsiano Γ con polígono fundamental P, vamos a de�nir una

relación de equivalencia entre vértices. De forma que v1 ∼ v2 cuando existe

g ∈ Γ tal que v2 = g(v1). Las clases de equivalencia se denominan ciclos.

Evidentemente los estabilizadores de los vértices de un ciclo son conjugados

y tienen el mismo orden m.

Teorema 2.4.15. Con la notación anterior, sea {v1, ..., vn} un ciclo con

ángulos internos en P {ϕ1, ..., ϕn} se tiene:
n∑
1

ϕi =
2π

m
.

Teorema 2.4.16. Sea Γ un grupo fuchsiano y P un polígono fundamental:

1. H/Γ es homeomorfa a P/Γ.
2. H/Γ es compacta si y sólo si P es compacto.

Definición 2.4.6. Si H/Γ es compacta, el grupo Γ se denomina cocom-

pacto.

2.4.1.2. Signaturas.

Sea un grupo fuchsiano Γ con polígono fundamental P, realizando opera-

ciones de �cirugía� en dicho polígono llegamos a uno equivalente, desde el

punto de vista de la topología combinatoria (ver [71]), de forma que Γ tiene

generadores (ver [12]) :

1. a1b1, ..., agbg elementos que intercambian lados (hiperbólicos). Siendo

g el género de la super�cie H/Γ.
2. x1, ..., xr elementos elípticos que serán estabilizadores no triviales

de vértices. Habrá r clases de conjugación de elementos elípticos de

orden máximo y todo elemento elíptico de Γ será conjugado de una

potencia de alguno de los xi. Los órdenes de los elementos elípticos

de orden máximo se denominan periodos.
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3. p1, ..., ps elementos parabólicos (vértices ideales en el ∞). Habrá s

clases de conjugación de elementos parabólicos y cada elemento pa-

rabólico de Γ será conjugado de una potencia de uno de los pi.

4. h1, ..., ht elementos hiperbólicos correspondientes a lados libres.

y relaciones:

1. xmii

2.
t∏
1

h−1
l

s∏
i

p−1
k

r∏
1

x−1
j

g∏
1

[ai, bi]

Que denominaremos presentación canónica.

Si el grupo es de primera clase tenemos que el área hiperbólica a(H/Γ) =

2π(2g − 2 +

r∑
1

(1− 1

mj
) + s) ha de ser mayor que cero. Si es de segunda

clase (t > 0) su área hiperbólica es ∞, pero sigue teniendo que cumplirse

que 2g − 2 +

r∑
1

(1− 1

mj
) + s+ t > 0.

Se dice que la signatura del grupo es s(Γ) = (g;m1, ...,mr; s; t).

Teorema 2.4.17. (Poincaré) Dados los enteros g ≥ 0, r ≥ 0,mi ≥ 2, s ≥

0, t ≥ 0 tales que 2g−2+
r∑
1

(1− 1

mj
) + s+ t > 0 . Existe un grupo fuchsiano

Γ con signatura s(Γ) = (g;m1, ...,mr; s; t).

La demostración original de este teorema contenía algún error, una demos-

tración correcta puede verse en [84].

Teorema 2.4.18. (Siegel) Sea Γ un grupo fuchsiano cocompacto. La super-

�cie de Riemann compacta S = H/Γ tiene área hiperbólica acotada inferior-

mente por a(S) ≥ π
21 . Alcanzándose la igualdad cuando la signatura de Γ es

s(Γ) = (0; 2, 3, 7).

2.4.2. Número de Automor�smos de una super�cie de Rie-

mann compacta.

Basándose en el teorema de Siegel es posible demostrar:

Teorema 2.4.19. (Hurwitz) Sea S una super�cie de Riemann compacta de

género g ≥ 2 . El grupo Aut(S) de automor�smos de S tiene orden menor o

igual a 84(g − 1).

La demostración de este teorema también se puede realizar usando los puntos

de Weierstrass (ver [44, 87]).
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Los automor�smos de las super�cies de Riemann han sido profusamente

estudiados (ver [55, 107, 43, 34]).

2.5. Super�cies de Klein y grupos N.E.C.

Es posible generalizar el análisis complejo a super�cies con bordes y/o no

orientables. Las super�cies con esta nueva estructura se denominan super�-

cies de Klein y su estudio detallado puede verse en [8, 9, 41, 95, 47, 69,

53, 27, 31].

Definición 2.5.1. Una función f , con valores en C, de�nida en un abierto

W ⊂ C, se denomina dianalítica: Si ∂f∂z̄ = 0 (analítica) o ∂f
∂z = 0 (antianalí-

tica) en cada componente conexa de W.

Definición 2.5.2. Una estructura dianalítica en una variedad topológica

S de dimensión 2 con borde, es un conjunto maximal de cartas (U, φ) siendo

U un abierto de S y φ un homeomor�smo entre U y un abierto de C o de C+,

de forma que las funciones de transición φ ◦ψ−1 , entre cartas (U, φ), (V, ψ),

son dianalíticas en U
⋂
V . (Si U

⋂
V es un abierto de C+ que no lo es de C

se exige la dianalaticidad de una extensión de las funciones de transición a

un abierto de C).

Definición 2.5.3. Una super�cie de Klein es una variedad topológica de

dimensión 2 con borde en la que hay de�nida una estructura dianalítica.

Si añadimos al atlas de una super�cie de Riemann una carta (U, c◦φ) (siendo

c la conjugación compleja) por cada carta (U, φ) obtenemos una super�cie

de Klein.

Definición 2.5.4. Se de�ne el borde ∂S de una super�cie de Klein S como

{x ∈ S : existe carta (U, φ) tal que x ∈ U, φ(U) ⊂ C+, φ(x) ∈ R}

Observación. Si se cumple para una carta ha de cumplirse para todas en

cuyo dominio esté x.

Para poder de�nir mor�smos entre super�cies de Klein vamos a necesitar

una aplicación especial:

Definición 2.5.5. La aplicación �doblez� es la aplicación suprayectiva con-

tinua y abierta Φ : C→ C+ de�nida por Φ(x+ iy) = x+ i|y|.

Definición 2.5.6. Un mor�smo entre super�cies de Klein S, S′ es una

aplicación continua f : S → S′ tal que:

f(∂S) ⊂ ∂S′
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Para cada x ∈ S existen cartas (U, φ) de S, x ∈ U y (V, ψ) de

S′, f(s) ∈ V tales que f(U) ⊂ V , y una función analítica F : φ(U)→
C tal que conmuta el diagrama:

U
f

//

φ
��

V

ψ
��

φ(U)
F

// C Φ // C+

Siempre podemos extender F a F̂ : φ(U)
⋃
φ(U)→ C mediante F̂ (z) = F (z)

para z ∈ φ(U) (re�exión de Schwartz). Además, cuando φ(U) es conexo,

Φ ◦ F1 = Φ ◦ F2 en φ(U) implica F1 = F2.

Observación. Los mor�smos no constantes entre super�cies de Klein son

aplicaciones abiertas.

Teorema 2.5.1. Sean S, S′, S′′ super�cies de Klein y f : S → S′, g : S′ →
S′′ aplicaciones continuas no constantes tales que f(∂S) ⊂ ∂S′ y g(∂S′) ⊂
∂S′′ . Se tiene (ver [9]):

Si f, g son mor�smos g ◦ f : S → S′′ es un mor�smo.

Si f es un mor�smo suprayectivo y g ◦ f un mor�smo entonces g es

un mor�smo.

Si f es abierta, g un mor�smo y g ◦ f un mor�smo entonces f es un

mor�smo.

Corolario 2.5.1. Sean S, S′ super�cies de Klein y f un mor�smo entre

ellas. Si f es un homeomor�smo entonces f es un isomor�smo.

2.5.0.1. Cubierta doble.

Dada una super�cie de Klein existe siempre una super�cie de Riemann

(quizás no conexa) con un mor�smo de orden dos entre ellas. Este hecho

permite estudiar las super�cies de Klein por medio de super�cies de Riemann.

Teorema 2.5.2. Sea S una super�cie de Klein, existe una super�cie de

Riemann Sc, un mor�smo de orden dos π : Sc → S, y una aplicación anti-

analítica σ : Sc → Sc tal que π ◦ σ = π y σ2 = 1.

Al triple (Sc, π, σ) se le denomina cubierta doble de la super�cie de Klein

S y su construcción puede verse en [22]. Dicha construcción produce una

super�cie conexa en el el caso de que S sea no orientable y/o tenga borde,

si S es una super�cie de Riemann dicha construcción genera dos super�cies

de Riemann.
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Teorema 2.5.3. Si (Sc, π, σ) y (S′c, π
′, σ′) son cubiertas dobles de una su-

per�cie de Klein S existe un único isomor�smo f : Sc → S′c tal que π = π′◦f
y f ◦ σ=σ′ ◦ f .

Teorema 2.5.4. Sea S una super�cie de Klein, X una super�cie de Rie-

mann y f : X → S un mor�smo no constante. Existe un único mor�smo

(entre super�cies de Riemann) f̂ : X → Sc que hace conmutativo el diagra-

ma:

X

f   

f̂
// Sc

π
��
S

Un estudio más detallado de las cubiertas dobles puede verse en [53, 19, 31].

2.5.1. Grupos N.E.C. Un estudio detallado de los grupos N.E.C pue-

de verse en [113, 80].

Proposición 2.5.1. Los automor�smos dianalíticos de H, que denotaremos

Aut(H) vienen dados por:

z → az+b
cz+d a, b, c, d ∈ ∈ R, ad− bc > 0 (analíticos: Aut+(H)).

z → az+b
cz+d a, b, c, d ∈ ∈ R, ad− bc < 0 (antianalíticos: Aut−(H)).

Aparecen dos tipos de automor�smos antianalíticos según la traza T de su

matriz normalizada ad− bc = −1;

1. Re�exiones T 2 = 0 (�jan un círculo o una recta perpendicular a R).
2. Re�exiones con deslizamiento T 2 6= 0 (�jan dos puntos de R).

Proposición 2.5.2. Un subgrupo discreto de Aut(H) actúa de forma pro-

piamente discontinua en H. Por tanto H/Γ será una super�cie de Klein y la

proyección canónica H→ H/Γ un mor�smo.

Definición 2.5.7. Un subgrupo Γ discreto cocompacto de Aut(H) se de-

nomina Grupo N.E.C. (�Non-Euclidean Crystallographic�).

Un grupo N.E.C. contenido en Aut+(H) es un grupo fuchsiano. Si tiene

elementos antianalíticos se denomina grupo N.E.C. propio. Dado un gru-

po N.E.C. propio Γ el subgrupo fuchsiano canónico es el subgrupo Γ+ =

Γ
⋂
Aut+(H).

Teorema 2.5.5. Si S = H/Γ es una super�cie de Klein y Γ 6= Γ+, entonces

Sc = H/Γ+.
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Una región fundamental para un grupo N.E.C se de�ne de forma análoga a

la de los grupos fuchsianos (ver sección 2.4.1.1) y lo mismo para la región

fundamental de Dirichlet (ver [113, 100, 83, 42]).

Teorema 2.5.6. La región de Dirichlet Fp de un grupo N.E.C. Γ tiene las

siguientes propiedades ( región fundamental regular, ver [113]):

1. Fp es un polígono convexo con un número �nito de lados, homeomorfo

a un disco cerrado.

2. ∂Fp es una poligonal de Jordan cerrada unión de un número �nito

de geodésicas hiperbólicas.

3. Los lados de Fp son de tres tipos:

a) Pares congruentes s, s′ donde s = Fp
⋂
gFp y s′ = Fp

⋂
g−1Fp

donde g ∈ Γ y g2 6= id tendremos s = gs′.

b) Pares congruentes como en el caso anterior pero con g elíptica

de orden 2 en este caso s
⋃
s′ = Fp

⋂
gFp

c) Lados s tales que s = Fp
⋂
gFp siendo g una re�exión.

4. Si para g ∈ Γ se tiene que Fp
⋂
gFp 6= Ø y Fp y gFp no tienen lados

en común, su intersección es un vértice.

Una región fundamental se puede modi�car (ver [71, 113]) para obtener

otra con un símbolo de super�cie que origina una presentación de Γ que

denominaremos canónica (ver [71]). Con generadores:

1. a1b1, ..., agbg caso orientable, hiperbólicos. Siendo g el género de la

super�cie H/Γ.
2. d1, ..., dg caso no orientable, re�exiones con deslizamiento. Siendo g

el género de la super�cie H/Γ.
3. x1, ..., xr elípticos que serán estabilizadores no triviales de vértices.

4. e1, ..., ek generadores de �conexión�, normalmente hiperbólicos, elíp-

ticos en algunos casos.

5. cij i = 1, ..., k j = 1, ..., si + 1 re�exiones.

y relaciones:

1. xmii
2. cisi+1eici1e

−1
i

3. c2
ij

4. (cij , cij+1)nij siendo (nij ≥ 2, 1 ≤ j ≤ si)
5. e−1

1 ....e−1
k x−1

1 ...x−1
r [a1, b1]....[ag, bg] caso orientable.

6. e−1
1 ....e−1

k x−1
1 ...x−1

r d2
1...d

2
g caso no orientable.
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Nota. En la literatura (por ejemplo [22]) aparece frecuentemente otras

relaciones equivalentes, por ejemplo:

x1...xre1...ek[a1, b1]...[ag, bg]

2.5.1.1. Signaturas.

A una super�cie de Klein S = H/Γ, siendo Γ un grupo N.E.C. con la

presentación anterior se le asigna una signatura:

s(Γ) = (g;±; [m1, ..,mr]; {(n11, ..., n1s1), ..., (nk1, ..., nksk)})

Donde g es el género de S, + si la super�cie es orientable y − si no lo es, y

k es el número de componentes conexas de ∂S.

Teorema 2.5.7. Dos grupos N.E.C con signaturas:

(g;±; [m1, ..,mr]; {(n11, ..., n1s1), ..., (nk1, ..., nksk)})

(g′;±; [m′1, ..,m
′
r′ ]; {(n′11, ..., n

′
1s′1

), ..., (n′k1, ..., n
′
ks′k

)})

Son isomorfos, como grupos abstractos, si y sólo si:

1. Ambos son orientables (+) o no orientables (−); g = g′; r = r′;

k = k′.

2. [m′1, ...,m
′
r] es una permutación de [m1, ...,mr].

3. Existe una permutación φ de {1, ..., k} tal que si = s′φ(i)

4. Si +: Todos los (n′φ(i)1, ..., n
′
φ(i)si

) son una permutación cíclica de

los (ni1, ..., nisi) o todos los (n′φ(i)1, ..., n
′
φ(i)si

) son una permutación

cíclica de los (nisi−1, ..., ni1).

5. Si −: Cada (n′φ(i)1, ..., n
′
φ(i)si

) es una permutación cíclica de (ni1, ..., nisi)

o de (nisi , ..., ni1).

Los números m1, ..,mr se denominan periodos propios y los (ni1, ..., nisi)

ciclo-periodos.

Definición 2.5.8. Si Γ no tiene periodos ni ciclo-periodos, o sea si su

signatura es:

(g;±; [−]; {(−), .k.., (−)})

Se dice que Γ es un grupo de super�cie con k componentes conexas de borde.

Teorema 2.5.8. El área hiperbólica de una super�cie S = H/Γ, siendo Γ

un grupo N.E.C de signatura:

(g; +; [m1, ..,mr]; {(n11, ..., n1s1), ..., (nk1, ..., nksk)}) es:

a(S) = a(Γ) = 2π(2g − 2 + k +

r∑
i=1

(1− 1

mi
) +

1

2

k∑
i=1

si∑
j=1

(1− 1

nij
))
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y la de una super�cie correspondiente a un grupo de signatura:

(g;−; [m1, ..,mr]; {(n11, ..., n1s1), ..., (nk1, ..., nksk)}) es:

a(S) = a(Γ) = 2π(g − 2 + k +
r∑
i=1

(1− 1

mi
) +

1

2

k∑
i=1

si∑
j=1

(1− 1

nij
))

Teorema 2.5.9. Una signatura arbitraria

(g;±; [m1, ..,mr]; {(n11, ..., n1s1), ..., (nk1, ..., nksk)})

corresponde a la signatura de un grupo N.E.C cuando:

1. a(Γ) > 0

2. Si la signatura es no orientable: g ≥ 1

Teorema 2.5.10. Sea ∆ un subgrupo de índice �nito n de un grupo N.E.C.

Γ, ∆ será también un grupo N.E.C. Sean {∆,∆g1, ...,∆gn−1} representantes
de clases por la derecha de ∆ en Γ y F una región fundamental para Γ,

tenemos que:

F∆ = F
⋃
g1(F)

⋃
...
⋃
gn(F)

Es una región fundamental para ∆. Cumpliéndose a(F∆) = na(F) siendo a

el área hiperbólica.

2.6. Orbifolds

Para analizar las super�cies de�nidas mediante grupos fuchsianos y N.E.C.

es útil el concepto de �orbifold� que es una generalización del de variedad

(�manifold�) (ver [111, 102, 68, 99]).

Definición 2.6.1. Dado un espacio topológico X, una carta orbifold es

una quadrupla (U, Ũ , ϕ̃,Γ) donde:

1. U es un abierto de X y Ũ es un abierto conexo de Rn

2. Γ es un grupo �nito que actúa sobre Ũ .

3. ϕ̃: Ũ → U es una aplicación compatible con Γ (ϕ̃ = ϕ̃g para cada g ∈
Γ) que induce un homeomor�smo ϕ−1 : Ũ/Γ→ U .

Definición 2.6.2. Un orbifold (sin borde) O es un espacio de Hausdor�

paracompacto XO (espacio subyacente) recubierto por un conjunto de cartas

(Ũi, Ui, ϕ̃i,Γi), cerrado respecto a las intersecciones �nitas de los abiertos Ui,

con las siguientes propiedades:

Si Ui ⊂ Uj
1. Existe un homomor�smo inyectivo de grupos fij : Γi → Γj
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2. Existe un encaje (�embedding�) ϕ̃ij de Ũi en Ũj compatible con

fij , o sea ϕ̃ij(γx̃) = fij(γ)ϕ̃ij(x̃), y tal que el siguiente diagrama

conmuta:

Ũi

ϕ̃i

""

��

ϕ̃ij // Ũj

��

ϕ̃j

}}

Ũi/Γi
ϕ̃ij/Γi

// Ũj/fij(Γi)

��

Ũj/Γj

Ui

ϕi

OO

Uj

ϕj

OO

Si Ui ⊂ Uj ⊂ Uk existe γ ∈ Γk tal que γϕ̃ik = ϕ̃jk ◦ ϕ̃ij y γfikγ−1 =

fjk ◦ fij

Definición 2.6.3. Nosotros vamos a ceñirnos al caso de R2 = C y que las

acciones de cada Γi, y cada ϕ̃ij sean dianalíticas.

Observación. Si para todo i el grupo Γi = {1} la de�nición coincide con

la de variedad.

Considerando para cada x ∈ Ui las preimágenes por ϕ̃, los estabilizadores de

dichos puntos son isomorfos (conjugados) y por tanto de�nen un grupo que

denotaremos Γx.

Definición 2.6.4. El lugar singular del orbifold O es el conjunto ΣO =

{x ∈ XO : Γx 6= {1}}.

Proposición 2.6.1. El lugar singular de un orbifold de dimensión 2 tiene

los siguientes tipos de puntos: (ver [111, 68])

1. Puntos espejo: Cuando Γx es Z2 (y la acción de Γx en C es una

re�exión).

2. Puntos cónicos de orden n: Cuando Γx es Zn.
3. Puntos esquina: Cuando Γx es el grupo diédrico Dn (orden 2n).

Definición 2.6.5. Un orbifold Ô es una cubierta orbifold de un orbifold

O, cuando existe una aplicación π : X
Ô
→ XO tal que:

1. Dado x ∈ XO existe un una carta (Ũ , U, ϕ̃,Γ) de O tal que x ∈
U ∼= Ũ/Γ y cada componente conexa Vi de π−1(U) es homeomorfa a

Ũ/Γi, siendo Γi un subgrupo de Γ.
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2. Sea ψi : Ũ/Γi → Vi dicho homeomor�smo y ωi : Ũ → Ũ/Γi la

proyección canónica. Entonces ϕ̃ = π ◦ ψi ◦ ωi

Ũ/Γi
ψi // Vi

π
��

Ũ
ϕ̃
//

ωi

OO

U ∼= Ũ/Γ

Observación. El espacio X
Ô
no es, en general, un espacio recubridor de

XO.

Definición 2.6.6. Un orbifold O se denomina bueno si admite a una va-

riedad como cubierta orbifold.

Observación. En el caso de que XO sea una super�cie de Riemann, una

variedad Ô que sea una cubierta orbifold suya, será un recubrimiento rami-

�cado de XO.

Definición 2.6.7. Un orbifold O es orientable si lo es el espacio XO y

ningún Γ contiene elementos anticonformes.

Proposición 2.6.2. Si M es una variedad y G un grupo que actúa de

forma propiamente discontinua entonces M/G es un orbifold.

Demostración. Para cada [x] ∈ M/G escogemos x ∈ M . Sea Ix su

grupo de isotropía, existe un entorno Ũx invariante, como conjunto, por los

elementos de Ix y disjunto con sus trasladados por los otros elementos de G

(realmente habría que considerar la imagen en Rn de Ũx).

La proyección ψx : Ux = Ũx/Ix → Ũx/G es un homeomor�smo y de�ne una

carta (Ũx, Ux, ψx, Ix). Aumentamos por las intersecciones �nitas, para ello

aunque si Ux1
⋂
....
⋂
Uxk 6= Ø no podemos asegurar que Ũx1

⋂
....
⋂
Ũxk 6= Ø

(dependerá de que preimágenes escojamos) si sabemos que existen γ1, ..., γk ∈
G tales que Ũ = γ1Ũx1

⋂
....
⋂
γkŨxk 6= Ø y podemos utilizar como grupo

actuando sobre Ũ el subgrupo γ1Ix1γ
−1
1

⋂
...
⋂
γkIxkγ

−1
k . Es claro queM/G

es un orbifold con este atlas. �

Teorema 2.6.1. Si M es una variedad analítica real y G un subgrupo de

di�eomor�smos análiticos entonces M/G es un orbifold bueno.

La demostración de este teorema, enunciado en [111], puede verse en [86]

utilizando una condición ligeramente menos fuerte que la analiticidad.

Por tanto si Γ es un grupo N.E.C. (fuchsiano) entonces H/Γ tendrá una

estructura de orbifold bueno, además de una estructura de super�cie de Rie-

mann o Klein. La forma de de�nir una carta, para la estructura de super�cie

de Riemann, en un punto cónico puede verse en [12].
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Definición 2.6.8. Sea O un orbifold y x ∈ XO−ΣO se dice que el orbifold

Ô es una cubierta orbifold con base x̂ si Ô es una cubierta orbifold y π(x̂) = x.

Definición 2.6.9. Un orbifold conexo Ô que es una cubierta orbifold de

O con base x̂ (x = π(x̂)) es una cubierta universal orbifold de O, si para

cualquier otra cubierta orbifold (Õ, π′) con base x̃ (x = π′(x̃)) existe un

levantamiento q : Ô → Õ de π tal que q(x̂) = x̃ y tal que (Ô, q) es una

cubierta orbifold de Õ.

Ô

π ��

q
// Õ

π′��
O

Proposición 2.6.3. Todo orbifold tiene una cubierta orbifold universal

(ver [111]).

La cubierta orbifold universal es una cubierta rami�cada normal (ver sección

1.5.2), por tanto para cada preimagen x̆ de x existe una transformación

recubridora que lleva x̂ a x̆. Cuando O es un orbifold bueno tiene una cubierta

orbifold que es una variedad simplemente conexa.

Proposición 2.6.4. Si ΣO tiene codimensión 2 o mayor cada cubierta

orbifold Õ de O proviene del completado (�completion�) de un recubrimiento

no rami�cado del espacio XO − ΣO (ver [111]).

Definición 2.6.10. El grupo fundamental πO1 (O) de un orbifold es el gru-

po de transformaciones recubridoras (rami�cadas) de su cubierta orbifold

universal.

Observación. En el caso de nuestro interés, super�cies de Klein com-

pactas hiperbólicas S = H/Γ, siendo Γ un grupo N.E.C., tendremos que

πO1 (S) ∼= Γ.

2.6.1. Orbifolds y monodromía.

Dado un orbifold vamos a considerar dos grupos fundamentales πO1 (O) y

π1(XO − ΣO). Ambos están relacionados.

En el caso de super�cies con puntos cónicos x1, ..., xn de órdenes m1, ...,mn,

se tiene que πO1 (S) ∼= π1(S − Σ)/ < γm1
1 , ..., γmnn > (ver [89]) donde γmii ∈

π1(S−Σ) es la clase de homotopía de un lazo que da mi vueltas alrededor de

xi y no rodea a ningún otro punto. Para el caso de una super�cie con borde

la relación de πO1 (S) con π1(Sc) (cubierta doble) puede verse en [100].

Dado un espacio X (con recubridor universal) y un homomor�smo transitivo

π1(X) → Sn (monodromía) tenemos de�nido un espacio recubridor conexo

(ver 1.4.2).
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Por tanto dado un orbifold O y un homomor�smo transitivo, π1(XO−ΣO)→
Sn, tendremos de�nido un recubrimiento de XO. Sin embargo esto no nos

de�ne en general una cubierta orbifold.

Si consideramos un homomor�smo transitivo ω : πO1 (O) → Sn en el caso

que πO1 (O) sea un grupo N.E.C. tendremos que ψ−1(Stab(0)) y ker(ψ) son

también grupos N.E.C. al ser subgrupos de índice �nito de un grupo N.E.C.

Un caso de particular interés es considerar la esfera de Riemann con n puntos

cónicos B = {x1, ..., xn} de órdenes m1, ...,mn tal que Ĉ = H/∆ (donde ∆ es

un grupo fuchsiano cocompacto). En este caso de�niendo un homomor�smo

transitivo ω : π1(C − B, z0) ∼= Fn → Sn tendremos de�nida una cubierta

que se podrá completar a una rami�cada. Sin embargo no para cualquier ω

dicha cubierta se podrá poner como H/Γ siendo Γ un subgrupo de ∆. Deberá

cumplirse además que a cada γi, lazo libremente homótopo a la frontera de

un circulo con centro en xi que representa un elemento de π1(Ĉ − B, z0) y

que denominaremos meridiano de xi, se le asigne una permutación de un

orden que divida mi.

Además teniendo en cuenta que cada super�cie de Riemann compacta admite

funciones meromorfas (ver [44, 46, 79]) y que estas pueden considerarse

un recubrimiento rami�cado de Ĉ este caso se aplica a cualquier tipo de

super�cie compacta.





Capítulo 3

Presentación de Subgrupos: Método de

Reidemeister-Schreier

El método de Reidemeister-Schreier de la teoría combinatoria de grupos es de

gran importancia en el siguiente escenario: Si tenemos una super�cie S = H
Λ ,

un subgrupo Γ ⊂ Λ de�ne una super�cie S′ = H
Γ que es un recubrimiento

(rami�cado) de S de orden [Λ : Γ]. Obtener una presentación del grupo Γ

a partir de la de ∆ permite la deducción de características de la super�cie

recubridora.

Referencias para esta teoría son [82, 38, 28, 16] y su aplicación a la geo-

metría de super�cies puede verse en [115].

Dado un Grupo G generado por los elementos {g1, g2...} podemos asignar un

símbolo ai a cada generador gi y considerar el grupo libre F generado por

{a1, a2, ...}, cuyos elementos son cadenas de símbolos, o sus inversos, que se

denominan palabras, siendo la cadena vacía el elemento unidad.

Existe un único homomor�smo suprayectivo Φ : F → G tal que Φ(ai) = gi

y por tanto G es isomorfo a G = F/ ker(Φ). Al par {F,Φ} se le denomina

presentación de G, a los símbolos ai se les denomina generadores de la pre-

sentación y a los elementos de ker(Φ), que son palabras en ai, relaciones de

la presentación (puede haber distintas presentaciones del mismo grupo).

La presentación se escribe: G =< a1, a2, ....;P,Q,R, ... > (P,Q,R,... son las

relaciones).

En cualquier presentación la palabra vacía, y las palabras aia
−1
i , a−1

i ai son

siempre relaciones, y se denominan relaciones triviales.

Supongamos que P,Q,R, ... son relaciones de G, decimos que la palabra W

es derivable de P,Q,R, ... si las siguientes operaciones, aplicadas un número

�nito de veces, dan lugar a la palabra vacía:

1. Inserción de una de las palabras P, P−1, Q,Q−1, ..., o de una las rela-

ciones triviales, al principio, �nal, o entre dos símbolos consecutivos

de W.

2. Borrado de una de las palabras P, P−1, Q,Q−1, ..., o de las relaciones

triviales, si aparece como símbolos consecutivos en la palabra W.

45
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Dos palabras A,B se dice que son libremente iguales, si AB−1 es derivable

de las relaciones triviales.

Nota. En la mayoría de las ocasiones se emplea la misma notación para

escribir los gi (elementos de G) que para escribir los ai (elementos de F ) y la

misma letra para describir el grupo y la presentación que se está usando. En

caso de querer hacer una distinción más explícita representaremos el grupo

con letras góticas.

3.1. Reescritura de Reidemeister-Schreier

3.1.1. Transformaciones de Tiezte y reescrituras.

Teorema 3.1.1. Sea un grupo G con una presentación:

G =< a, b, c, ...;P,Q,R, ... >

cualquier otra presentación de G se obtiene aplicando una sucesión �nita de

transformaciones de los siguientes tipos (transformaciones de Tiezte):

1. Si la palabra S es derivable de las relaciones P,Q,R, ..., añadir S a

las relaciones.

2. Si alguna de las relaciones Q es derivable de las demás, eliminar

dicha relación.

3. Si K es una palabra añadir un nuevo generador x y una nueva rela-

ción x−1K (x = K).

4. Si alguna de las relaciones es de la forma p = S, donde p es un

generador, eliminar dicha relación, el generador p, y sustituir las

apariciones de p en las restantes relaciones por la palabra S.

Definición 3.1.1. Sea G un grupo con presentación:

G =< a1, ..., an;Rµ(a), ... >

y H un subgrupo de G generado por un conjunto de palabras {Ji(a)}.
Una reescritura para H es un conjunto de símbolos {si} y una pareja de

aplicaciones θ, τ :

θ : {si} ↔ {Ji(a)}

τ : {Palabras en aque son elementos de H} → {Palabras en s = {sj}}

De forma que θ es una biyección y para cada palabra W (a) ∈ H la palabra

θ̃(τ(W )) de�ne el mismo elemento de H (siendo θ̃ la aplicación de palabras

en s a palabras en a inducida por θ).

Nota. τ(Ji(a)) no tiene porqué ser si.
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Teorema 3.1.2. Dada una reescritura τ podemos obtener una presentación

de H usando:

Generadores: si.

Relaciones:

1. si = τ(θ(si)).

2. τ(U) = τ(Ũ) siendo U ≈ Ũ palabras �libremente iguales� que

de�nen un elemento de H.

3. τ(U1U2) = τ(U1)τ(U2) siendo U1, U2 palabras tales que de�nen

elementos de H.

4. τ(WRνW
−1) = 1 siendo W una palabra cualquiera en a y Rν

una relación de G.

La demostración de este resultado, por otra parte intuitivamente evidente,

puede verse en [82]. Hay que notar que esta presentación es tremendamente

complicada y no tiene ningún valor práctico.

3.1.2. Reescritura de Reidemeister.

Para simpli�car la presentación anterior vamos a escoger un conjunto ∆ =

{K,L,M, ...} de representantes de clase por la derecha de H en G, los ele-

mentos de dicho conjunto serán palabras en los generadores a.

Dada una palabra W (en a), denotaremos por W ∗ a su representante de

clase, es decir la única palabra del conjunto ∆ tal que:

HW = HW ∗

Esto de�ne una aplicación ∗ : G → ∆ de forma que ∗(W ) = W ∗ que se

denomina representación de clases por la derecha de H en G.

Teorema 3.1.3. Sea W →W ∗ una representación de clases por la derecha

de H en G, entonces H está generado por las palabras:

Kaµ((Kaµ)∗)−1

donde K ∈ ∆ puede ser cualquiera de los representantes de clase (o sea

cualquier elemento del conjunto ∆) y aµ cualquiera de los generadores de G.

Asociamos un símbolo sKaµ a cada una de estas palabras (está asociación

dará lugar a la biyección θ en la reescritura que vamos a de�nir).

Observación 3.1.1. Si el índice m = [G : H] y n = número de generadores

de G son �nitos, existen mn símbolos sKaµ .

Demostración. Kaµ((Kaµ)∗)−1 es evidentemente un elemento de H

puesto que HKaµ = H(Kaµ)∗. Tenemos que demostrar que cada elemento

de H puede ponerse como un producto de estas palabras y sus inversos.
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Dado que en las palabras que de�nen elementos de G aparecen inversos de

generadores (a−1
i ) consideramos el producto:

[Ka−1
µ ((Ka−1

µ )∗)−1][(Ka−1
µ )∗aµ(((Ka−1

µ )∗aµ)∗)−1]

Como ((Ka−1
µ )∗aµ)∗ = (Ka−1

µ aµ)∗ = K tenemos que:

Ka−1
µ ((Ka−1

µ )∗)−1(Ka−1
µ )∗aµK

−1 = 1

luego (Ka−1
µ )∗aµ(((Ka−1

µ )∗aµ)∗)−1 es el inverso de Ka−1
µ ((Ka−1

µ )∗)−1

Sea U = aε1µ1 ...a
εn
µn (εi = ±1) una palabra que de�ne un elemento de H,

vamos a intentar ponerla de la forma:

U = W ∗1 a
ε1
µ1((W1a

ε1
µ1)∗)−1W ∗2 a

ε2
µ2((W2a

ε2
µ2)∗)−1.....W ∗na

εn
µn((Wna

εn
µn)∗)−1

Para ello tendremos que hacer W1 = 1,W2 = W1a
ε1
µ1 , ...,Wn = Wn−1a

εn−1
µn−1

y por tanto W1 = 1,W2 = aε1µ1 ,W3 = aε1µ1a
ε2
µ2 , ...,Wn = aε1µ1 ...a

εn−1
µn−1 (se tiene

que Wna
εn
µn = U , luego (Wna

εn
µn)∗ = 1 pues U es un elemento de H). Vemos

que Wi es el segmento inicial de U antes de llegar al símbolo i-esimo.

Como W ∗aµ((Waµ)∗)−1 = sW ∗aµ y W ∗a−1
µ ((Wa−1

µ )∗)−1 = s−1
Maµ

siendo

M = (Wa−1
µ )∗ vemos que U se puede poner de la forma deseada. �

La demostración muestra como de�nir la reescritura:

Corolario 3.1.1. Sea W →W ∗ una representación de clases por la dere-

cha de H en G. De�niendo:

θ(skaµ) = Kaµ((Kaµ)∗)−1 τ(U) = τ(aε1µ1 ...a
εn
µn) = sε1K1aµ1

...sεnKnaµn

(donde Kj es el representante del segmento de U que precede a aµj si εj = 1 y

el segmento de U que precede e incluye a a−1
µj si εj = −1). Tenemos de�nido

un proceso de reescritura que se denomina reescritura de Reidemeister.

Proposición 3.1.1. Un proceso de reescritura de Reidemeister tiene, ade-

más de las propiedades generales de una reescritura, las siguientes:

1. Si U, Ũson libremente iguales y de�nen elementos de H, también lo

son τ(U) y τ(Ũ) (en símbolos sKaµ).

2. Si U1, U2 de�nen elementos de H entonces τ(U1U2) y τ(U1)τ(U2)

son palabras idénticas.

Demostración. Para demostrar 1 basta comprobar que τ(V aεµa
−ε
µ W )

es libremente igual a τ(VW ), lo que es evidente a partir de:

τ(V aµa
−1
µ W ) = ...sV ∗aµs

−1
V ∗aµ

... τ(V a−1
µ aµW ) = ...s−1

(V ∗a−1
µ )∗aµ

s(V ∗a−1
µ )∗aµ

...

La propiedad 2 es consecuencia directa de la de�nición de reescritura de

Reidemeister. �
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Teorema 3.1.4. Sea H un subgrupo de G =< a1, ..., an;Rµ(a), ... > , el

proceso de reescritura de Reidemeister da lugar a la siguiente presentación:

H =< sKaν , ...; sKaν = τ(Kaν((Kaν)∗)−1), ..., τ(KRµK
−1), ... >

donde K recorre los elementos de ∆ (representantes de las clases por la

derecha de H en G), aν son los generadores de G y Rµ las relaciones de G.

Demostración. Por la proposición anterior podemos eliminar, por ser

triviales, las relaciones de la presentación del teorema 3.1.2 τ(U) = τ(Ũ) y

τ(U1U2) = τ(U1)τ(U2).

Cualquier W que de�na un elemento de H se puede poner W ≈ UK (libre-

mente igual) donde K = W ∗ y U = WK−1, U es un elemento de H, por

tanto

τ(WRµW
−1) ≈ τ(UKRµK

−1U−1) = τ(U)τ(KRµK
−1)τ(U−1)

y la relación τ(WRµW
−1) es derivable de la relación τ(KRµK

−1). �

Corolario 3.1.2. Si G es un grupo �nitamente presentado (número �nito

de generadores y relaciones) y H un subgrupo de índice �nito de G entonces

H es un grupo �nitamente presentado.

3.1.3. Representantes de Schreier. Para obtener una mayor sim-

pli�cación de la presentación de H vamos a considerar un conjunto de repre-

sentantes de clases por la derecha de H en G con las siguiente propiedad:

Cada palabra L que es un segmento inicial (pre�jo) de una palabra

K ∈ ∆ (representante de clase) es a su vez un representante de clase,

es decir L ∈ ∆ .

Un conjunto de representantes de esta forma se denomina transversal de

Schreier.

Proposición 3.1.2. Sea G =< a1, ..., an;Rµ(a), ... > y sea H un subgrupo

de G, existe un conjunto de representantes de Schreier.

Demostración. Cada clase por la derecha de H en G es un conjunto de

palabras en los generadores ai que podemos considerar reducidas (de longitud

mínima).

Denominaremos longitud de la clase, a la mínima de las longitudes de sus

palabras. La clase H contiene la identidad que es la palabra vacía (longitud

cero).

Si S1 es una clase de longitud uno escogemos cualquier palabra de longitud

1 de S1 como representante.
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Si S2 es una clase de longitud 2 existirá en ella una palabra b1b2 (donde cada

b es un a o un a−1), (b1)∗ será a lo sumo de longitud 1 y (b1)∗b2 pertenecerá

a S2. Escogemos (b1)∗b2 como representante de S2.

Continuando de este modo obtenemos una transversal de Schreier. �

Teorema 3.1.5. (Presentación de Reidemeister-Schreier) Sea H un

subgrupo de G =< a1, ..., an;Rµ(a), ... > G, el proceso de reescritura de

Reidemeister, usando representantes de Schreier, produce:

H =< sKaν , ...; sMaλ , ..., τ(KRµK
−1), ... >

Donde K recorre el conjunto de los representantes de Schreier, aν son los

generadores de G y Rµ las relaciones de G.

Las relaciones sMaλ ocurren cuando Maλ ≈ (Maλ)∗ (libremente igual) sien-

do M ∈ ∆ un representante de Schreier.

Demostración. Si Maλ(Maλ)∗−1 ≈ 1 entonces τ(Maλ(Maλ)∗−1) ≈
τ(1) = 1 y la relación sMaλ = τ(Maλ(Maλ)∗−1) es derivable de la relación

sMaλ .

Consideremos ahora τ(Kaν(Kaν)∗−1) al calcularlo tendremos (hasta llegar al

símbolo aν ) símbolos del tipo sNaρ siendo Naρ = (Naρ)
∗ (pues todo pre�jo

de K es un representante de Schreier) o del tipo s−1

(Na−1
ρ )aρ

pero (Na−1
ρ aρ)

∗ =

N y estos símbolos se pueden eliminar por ser al mismo tiempo relaciones.

Análogamente usando que τ(U−1) = (τ(U))−1 podemos eliminar los símbo-

los que siguen a aν y la relación sKaν = τ(Kaν(Kaν)∗−1) es derivable de la

relación sKaν = sKaν que evidentemente puede ser eliminada. �

Observación 3.1.2. Al calcular τ(KRµK
−1) podemos prescindir de los sím-

bolos iniciales (hasta llegar al primero de Rµ) y �nales (después del último

de Rµ ).

Corolario 3.1.3. Un subgrupo de un grupo libre es un grupo libre.

3.2. Método Grá�co (Grafos de Schreier)

El método de Reidemeister-Schreier puede describirse también mediante un

grafo (grafo de Schreier). Consideremos un grafo formado por:

Vértices: Clases de equivalencia por la derecha de H en G.

Aristas: Saliendo de cada vértice, una por cada generador de G, de

forma que α une los vértices Hβ → Hβα.
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Una transversal de Schreier será un árbol orientado (grafo sin ciclos) tal que

desde el vértice inicial, H, se pueden alcanzar todos los vértices del grafo

(siguiendo caminos orientados).

Una vez de�nida una transversal de Schreier es habitual nombrar los vértices

por el camino que lleva desde H hasta dicho vértice (representante de clase

de Schreier), así los nombres de los vértices coincidirán con el conjunto de

representantes de clase {K}.

Para nombrar las aristas existen dos posibilidades (ambas usadas en la lite-

ratura):

1. Nombrar la arista con el nombre del generador de G que realiza la

transición.

2. Nombrar la arista como sKx donde K es el nombre del vértice origen

(representante de Schreier) y x el nombre del generador de G que

realiza la transición.

El primer método es útil para determinar los generadores de H en función

de los de G pues sKx se obtendrá del siguiente modo:

Producto de los generadores de G, correspondientes a la transversal

de Schreier, partiendo del vértice inicial H hasta llegar a K.

Producto por x.

Producto de los inversos de los generadores para volver por la trans-

versal de Schreier desde el vértice (Kx)∗ hasta el inicial H.

El segundo método permite obtener fácilmente las relaciones de H pues a la

relación xyz... le corresponde para cada vértice K el producto de las aristas

sKxs.ys.z... (que será un ciclo). Caso que aparezca x−1 el símbolo a usar será

s−1
Lx donde L = (Mx−1)∗ o sea el vértice origen de la arista s.x que termina

en M .

Prescindir, en el cálculo, de las aristas que sean parte de la transversal de

Schreier es lo mismo que prescindir de las relaciones sLx cuando Lx = (Lx)∗.

Por supuesto, una vez conocidos los dos métodos, la diferencia entre una u

otra forma de nombrar es irrelevante.

Ejemplo. Sea G =< r1, r2, r3; r2
1, r

2
2, r

2
3, (r1r2)8, (r2r3)8, (r1r3)2 > y H el

conjunto de palabras de G de longitud par.
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El grafo de Schreier es:

1

s1?

��
r1

sr1?

TT

Donde s1? es cualquiera de s1r1 , s1r2,s1r3 y análogamente sr1? es cualquiera

de sr1r1 , sr1r2,sr1r3 .

Una transversal de Schreier viene dada por: 1, r1.

Tendremos s1r1 = 1 (por ser el arco de la transversal) y no lo usaremos para

obtener directamente una presentación simpli�cada.

r2
1 produce sr1r1 = 1 , r2

2 produce s1r2sr1r2 = 1 (también el equivalente

sr1r2s1r2 = 1 ), y r2
3 produce s1r3sr1r3 = 1. Por tanto sr1r2 = s−1

1r2
y sr1r3 =

s−1
1r3

.

(r1r2)8 produce (sr1r2)8 = 1 y también (sr1r1s1r2)8 = s8
1r2

= 1, análogamente

(r1r3)2 produce (sr1r1s1r3)2 = s2
1r3

= 1, y (r2r3)8 produce (s1r2sr1r3)8 = 1 y

(sr1r2s1r3)8 = 1.

Llamando A = s1r2 , B = s1r3 tenemos que H =< A,B;A8, B2, (AB)8 >

(como B2 = 1 tenemos que (AB)8 = 1 equivale a (A−1B)8 = 1).

En este caso el cálculo grá�co es mucho más sencillo que el analítico que se

puede ver en [82].

Ejemplo. Sea G =< x, y;x2, y3 > y H su subgrupo conmutador.

Una transversal de Schreier viene dada por 1, x, y, xy, y2, xy2 (marcada con

línea continua).
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Vemos que los generadores, que no son a su vez relaciones, son:

sxy,x, sxy2,x, sxy2,y, sy2,y, sy,x, sy2,x

La relación x2 produce sxy2,xsy2,x = 1 por lo que prescindimos de la relación

y de sxy2,x también produce sxy,xsy,x = 1 así que también prescindimos del

generador sxy,x.

La relación y3 produce sxy2,y = 1 y sy2,y = 1 por lo que prescindimos de

dichos generadores.

De esta forma H es el grupo libre generado por sy2,x y sy,x. En función de

los generadores de G los generadores de H son sy,x = yxy−1x−1, sy2,x =

y2xy−2x−1.

3.3. Ejemplo Geométrico

Vamos a aplicar el procedimiento a un ejemplo geométrico. Sea Γ un grupo

fuchsiano con signatura:

(0; 2, 2, 2, 2, 2, 2)

Que tendrá generadores x1, x2, ..., x6 todos ellos elípticos de orden 2, por

tanto x2
i = 1, además x1x2x3x4x5x6 = 1.

De�nimos el homomor�smo ϕ : Γ → S5 (Notar que ϕ(Γ) es un subgrupo

transitivo de S5)

x1 → (0, 1)(2, 4)(3) x2 → (0, 3)(1, 2)(4) x3 → (0, 3)(1, 2)(4)

x4 → (0, 1)(2, 4)(3) x5 → (0, 3)(1, 2)(4) x6 → (0, 3)(1, 2)(4)

y queremos analizar la super�cie correspondiente al subgrupo ∆ = ϕ−1(Stab(0))

(estabilizador de 0) que será una cubierta de orden 5 de la super�cie unifor-

mizada por Γ.

Veremos, más adelante, que podemos obtener la signatura aplicando el teo-

rema 4.2.1 esta será:

(g; 2, 2, 2, 2, 2, 2)

y aplicando Riemann-Hurwitz :

2g − 2 +
6∑
1

(1− 1

2
) = 5(0− 2 +

6∑
1

(1− 1

2
)) Obtenemos g = 2

Análisis de Reidemeister-Schreier.

Necesitamos una transversal de Schreier. Para ello vemos que palabras U
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son tales que ϕ(U)(0) = 1, ..., 4 y cumplen las condiciones de Schreier. Esco-

gemos:

ϕ(x1)(0) = 1 ϕ(x1x2)(0) = 2 ϕ(x2)(0) = 3 ϕ(x1x2x1)(0) = 4

Así una transversal será K1 = 1,K2 = x1,K3 = x1x2,K4 = x2,K5 =

x1x2x1.

Para calcular los representantes de las palabras U de Γ, vemos a que punto

lleva la imagen ϕ(U) el punto 0, por ejemplo:

(x3)∗ = (x5)∗ = (x6)∗ = K4 (x4)∗ = K2

(x2x1)∗ = K4 (x2x1x2)∗ = K1 (x1x2x1x2)∗ = K5 (x2x1x2x1)∗ = K2

Los generadores del subgrupo serán de la forma sKaxb = sab = Kaxb(Kaxb)
∗−1

y las relaciones KRK−1. Los generadores de ∆ que a su vez son relaciones

son: s11, s12, s22, s31.

La representación en Γ de los sab se puede obtener fácilmente (aunque no es
estrictamente necesario):

s13 = x3(x3)
∗−1 = x3x

−1
2 s14 = x4x

−1
1 s15 = x5x

−1
2 s16 = x6x

−1
2

s21 = x1x
−1
1 = 1 s22 = x1x2(x1x2)

−1 = 1 s23 = x1x3(x1x2)
−1 = x1x3x

−1
2 x−1

1

s24 = x1x4(x
2
1)
∗−1 = x1x4 s25 = x1x5x

−1
2 x−1

1 s26 = x1x6x
−1
2 x−1

1

s31 = x1x2x1(x1x2x1)
∗−1 = 1 s32 = x1x

−1
1 = 1 s33 = x1x2x3x

−1
1

s34 = x1x2x4(x1x2x1)
−1 = x1x2x4x

−1
1 x−1

2 x−1
1 s35 = x1x2x5x

−1
1 s36 = x1x2x6x

−1
1

s41 = x2x1(x2x1)
∗−1 = x2x1x

−1
2 s42 = 1 s43 = x2x3

s44 = x2x4(x2x1)
∗−1 = x2x4x

−1
2 s45 = x2x5 s46 = x2x6

s51 = x1x2x1x1(x1x2)
∗−1 = 1 s52 = x1x2x1x2x

−1
1 x−1

2 x−1
1 s53 = x1x2x1x3x

−1
1 x−1

2 x−1
1

s54 = x1x2x1x4(x1x2)
∗−1 = x1x2x1x4x

−1
2 x−1

1 s55 = x1x2x1x5x
−1
1 x−1

2 x−1
1 s56 = x1x2x1x6x

−1
1 x−1

2 x−1
1

Vamos a obtener las relaciones. Sólo es necesario calcular los símbolos co-

rrespondientes a R en K.R.K−1.

Correspondientes a x2
1 = 1:

K1) s11s21 = 1 s21 = 1

K2) s21s(K2x1)∗,x1 = s21s11 = 1

K3) s31s(K3x1)∗,x1 = s31s51 luego s51 = 1

K4) s41s(K4x1)∗,x1 = s41s41 = 1 será uno de los generadores elípticos (s41)2 =

1

K5) s51s[K5x1],x1 = s51s31

Correspondientes a x2
2 = 1:
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s12s42 = 1 (s42 = 1) s22s32 = 1 (s32 = 1) s32s22 = 1 s42s12 = 1 s52s52 =

1 (elíptico orden 2)

Correspondientes a x2
3 = 1:

s13s43 = 1 s23s33 = 1 s33s23 = 1 s43s13 = 1 s53s53 = 1 (elíptico orden

2)

Correspondientes a x2
4 = 1:

s14s24 = 1 s24s14 = 1 s34s54 = 1 s44s44 = 1 (elíptico orden 2) s54s34 =

1

Correspondientes a x2
5 = 1:

s15s45 = 1 s25s35 = 1 s35s25 = 1 s45s15 = 1 s55s55 = 1 (elíptico orden

2)

Correspondientes a x2
6 = 1:

s16s46 = 1 s26s36 = 1 s36s26 = 1 s46s16 = 1 s56s56 = 1 (elíptico orden

2)

Correspondientes a x1x2x3x4x5x6 = 1:

s11s22s32s(x1x2x3)∗x4s(x1x2x3x4)∗x5s(x1x2x3x4x5)∗x6 = s33s24s15s46 = 1

s43s14s25s36 = 1 s52s53s54s35s26 = 1 s41s13s44s45s16 = 1 s23s34s55s56 =

1

Para simpli�car la notación, de la presentación, denotaremos a los elementos

elípticos:

Z1 = s41 Z2 = s52 Z3 = s53 Z4 = s44 Z5 = s55 Z6 = s56

y a los otros elementos:

Y1 = s13 Y2 = s23 Y3 = s14 Y4 = s34 Y5 = s15 Y6 = s25 Y7 = s16 Y8 = S26

quedando las relaciones:

Z2
i = 1

Y −1
2 Y −1

3 Y5Y
−1

7 = 1 Y −1
1 Y3Y6Y

−1
8 = 1

Z2Z3Y
−1

4 Y −1
6 Y8 = 1 Z1Y1Z4Y

−1
5 Y7 = 1 Y2Y4Z5Z6 = 1

despejando Y7 = Y −1
2 Y −1

3 Y5 Y8 = Y −1
1 Y3Y6 Y2 = Z−1

6 Z−1
5 Y −1

4 queda

Z2
i = 1 Z2Z3Y

−1
4 Y −1

6 Y −1
1 Y3Y6 = 1 Z1Y1Z4Y

−1
5 Y4Z5Z6Y

−1
3 Y5 = 1

y despejando Y −1
4 = Z−1

3 Z−1
2 Y −1

6 Y −1
3 Y1Y6

Z2
i = 1 Z1Y1Z4Y

−1
5 Y −1

6 Y −1
1 Y3Y6Z2Z3Z5Z6Y

−1
3 Y5 = 1
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llamando D4 = Y1Z4Y
−1

1 (será elíptico) tendremos Y1Z4 = D4Y1 luego

Z2
i = 1 D2

4 = 1 Z1D4Y1Y
−1

5 Y −1
6 Y −1

1 Y3Y6Z2Z3Z5Z6Y
−1

3 Y5 = 1

llamando Dj = Y1Y
−1

5 Y −1
6 Y −1

1 Y3Y6ZjY
−1

6 Y −1
3 Y1Y6Y5Y

−1
1 (que será elíptico

al ser conjugado de elíptico) para j = 2, 3, 5, 6 y D1 = Z1 tendremos:

D2
i = 1 D1D4D2D3D5D6Y1Y

−1
5 Y −1

6 Y −1
1 Y3Y6Y

−1
3 Y5 = 1

Ahora llamamos β1 = Y −1
1 Y3 luego (Y −1

3 = β−1
1 Y −1

1 ) y llamando α1 = Y −1
6

D2
i = 1 D1D4D2D3D5D6Y1Y

−1
5 α1β1α

−1
1 β−1

1 Y −1
1 Y5 = 1

llamando A1 = Y1Y
−1

5 α1Y5Y
−1

1 y B1 = Y1Y
−1

5 β1Y5Y
−1

1

D1D4D2D3D5D6A1Y1Y
−1

5 β1α
−1
1 β−1

1 Y −1
1 Y5 = 1

D1D4D2D3D5D6A1B1Y1Y
−1

5 α−1
1 β−1

1 Y −1
1 Y5 = 1

D1D4D2D3D5D6A1B1A
−1
1 Y1Y

−1
5 β−1

1 Y −1
1 Y5 = 1

D1D4D2D3D5D6A1B1A
−1
1 B−1

1 Y1Y
−1

5 Y −1
1 Y5 = 1

y llamando A2 = Y1 y B2 = Y −1
5 obtenemos por �n:

D2
i = 1

D1D4D2D3D5D6[A1, B1][A2, B2] = 1

Que es la presentación canónica del grupo de signatura (2; 2, 2, 2, 2, 2, 2)

Interpretación geométrica.

Si consideramos x1, x2, ..., x6 y la relación x1x2x3x4x5x6 = 1 tendremos

una presentación del grupo fundamental de la super�cie S obtenida de H/Γ
quitando los puntos cónicos (sera una esfera menos 6 puntos, y por tanto su

grupo fundamental es F5). A cada generador xi le corresponde un lazo en la

super�cie alrededor del punto cónico i que denotaremos Xi ∈ π1(S).

Consideremos una cubierta rami�cada de 5 hojas, el punto base del grupo

fundamental de S tendrá 5 preimágenes en la cubierta que podemos nume-

rar. Cada levantamiento de Xi comenzando en una preimagen del punto base

�naliza en otra preimagen del punto base. Tenemos de�nida así una aplica-

ción ψ : π1(S)→ S5 de forma que si Xi lleva la preimagen j a la k entonces

ψ(Xi)(j) = k.

Sea la preimagen numerada como 0 el punto considerado como base de ho-

motopía de la cubierta sin los puntos de rami�cación, ψ−1(Stab(0)) serán las

proyecciones en S de los lazos del grupo fundamental de la cubierta.
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Una transversal de Schreier correspondiente a ψ−1(Stab(0)) consiste en las

palabras correspondientes a las concatenaciones de lazos cuyos levantamien-

tos llevan la preimagen 0 a la 1, 2, 3, 4, cumpliendo la condición de que el

pre�jo también ha de pertenecer a la transversal.

Los generadores del grupo fundamental de la cubierta son:

Sij = Camino por la transversal desde 0 hasta i, concatenado con

levantamiento de Xj comenzando en i, concatenado con

Camino por la transversal hasta 0

Por ejemplo S33 = X1X2X3X
−1
1 o S44 = X2X4X

−1
2 y los demás análogos.

Nota. Existe una interpretación geométrica general de un grupo como una

super�cie. Dado un grupo con presentación:

< g1, ..., gn;R1, ..., Rq >

Podemos considerarlo el grupo fundamental de la super�cie obtenida par-

tiendo de un �ramillete� de n círculos, correspondientes a los generadores

g1, ..., gn, identi�cando cada camino Ri con la frontera de un disco D2 (ver

[110]).





Capítulo 4

Subgrupos de grupos fuchsianos y N.E.C.

Dado una super�cie uniformizada por un grupo fuchsiano (o N.E.C.) Γ cada

uno de los subgrupos de índice �nito ∆ de�ne una cubierta rami�cada de

orden N = [Γ : ∆]. Los elementos de Γ actúan sobre las clases por la derecha

de ∆ en Γ y si numeramos dichas clases tendremos un homomor�smo de

grupos Γ→ SN (siendo SN el grupo simétrico de orden N). Si la imagen de

dicho homomor�smo es transitiva la cubierta es conexa.

Recíprocamente dado un homomor�smo Γ → SN de imagen transitiva nos

gustaría saber cuando da lugar a una cubierta y conocer las características

de la misma.

Conocer exactamente el subgrupo uniformizador, usando Redemeister-Schreier,

es enormemente complicado (ver ejemplo 3.3) por lo que sería interesante te-

ner algún método más sencillo que proporcione información parcial tal como

la signatura de dicho subgrupo.

Este problema fue resuelto por David Singerman (ver [106], y apartado 4.2)

para grupos fuchsianos, y posteriormente, ampliado por Hoare para grupos

N.E.C. (ver [61], y apartado 4.5).

En este capítulo se utiliza para todos los casos el método algebraico de Hoare.

Aunque para grupos fuchsianos, aparte de no ser el método empleado cuan-

do se resolvió el problema por primera vez, los resultados presentados son

triviales (un subgrupo de un grupo discreto de PSL(2) ha de ser discreto)

o más fácilmente obtenibles considerando regiones fundamentales (ver [75]).

Sin embargo sirve como introducción a las técnicas empleadas para grupos

N.E.C.

Nota. Aunque normalmente empleamos letras griegas (Γ,∆) para los gru-

pos fuchsianos y N.E.C. es este capítulo se emplearán letras latinas (F,G)

para enfatizar el predominio del carácter algebraico de los desarrollos sobre

su interpretación geométrica.

59
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4.1. Subgrupos de índice �nito de grupos fuchsianos

Esta sección se basa en la referencia [62], la generalización para subgrupos

de índice in�nito se estudia en la referencia [63].

Hemos visto (sección 2.4.1.2) que un grupo fuchsiano de primera clase admite
una presentación:

F =< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xr, p1, ..., ps;x
γ1
1 , ..., xγrr , p

−1
1 ...p−1

s x−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg] >

Donde ai, bi son elementos hiperbólicos correspondientes a una base del grupo

fundamental de la super�cie que de�ne F , xi son elementos elípticos de orden

γi, y los pi son elementos parabólicos.

Un subgrupo de F que sea un grupo fuchsiano dará lugar a una super�cie que

será un recubrimiento de la generada por F , por tanto nos interesa analizar

los subgrupos de F .

Si s > 0, eliminando (mediante una transformación de Tiezte):

p1 = p−1
2 ...p−1

s x−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg]

Vemos que F es un producto libre de grupos cíclicos y, por el teorema de

subgrupos de Kurosh (ver [16]), todos sus subgrupos también lo son. Nos

centraremos por tanto en grupos fuchsianos del tipo:

F =< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xr;x
γ1
1 , ..., x

γr
r , x

−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg] >

Vamos a considerar un tipo de grupo más general con presentación:

G =< a1, ..., ak;R1, ..., Rm >

siendo ai los generadores y Ri las relaciones.

Decimos que dos relaciones Ri, Rj están conectadas si existe una secuencia

de relaciones Ri = r0, ...rm = Rj tales que rk, rk+1 comparten al menos

un generador. Esto de�ne una relación de equivalencia en las relaciones,

tendremos:

Proposición 4.1.1. Sea G =< a1, ..., ak;R1, ..., Rm >, G es un producto

libre de los grupos de�nidos mediante:

Relaciones: Cada una de las clases de equivalencia respecto a la co-

nexión.

Generadores: Los que aparecen en las relaciones de cada clase (los

generadores que no aparecen en ninguna relación dan lugar a un

grupo libre).

Proposición 4.1.2. Sea G =< a1, ..., ak;R
α1
1 , ..., Rαmm > tal que cada αi >

0 y cada ai aparece en el conjunto de las relaciones raíz Ri (es decir en la
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palabra R1...Rm) una vez con exponente 1 y otra con exponente −1. Entonces

G es un producto libre de un grupo libre y grupos fuchsianos.

Demostración. Por la proposición anterior basta demostrarlo para el

caso en que las relaciones forman una sola clase de conexión.

Si podemos cambiar, mediante transformaciones de Tiezte, la presentación

de G a una del tipo:

< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xr, d1, ....ds;x
γ1
1 , ..., x

γr
r , (x

−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg])
γ >

Estará demostrada la proposición.

En efecto, si γ = 1 este grupo es obviamente el producto libre del grupo

fuchsiano:

< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xr;x
γ1
1 , ..., x

γr
r , x

−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg] >

por el grupo libre < d1, ..., ds >.

Y si γ > 1 hacemos e = x−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg] y G es el producto libre

del grupo fuchsiano:

< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xr, e;x
γ1
1 , ..., x

γr
r , e

γ , e−1x−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg] >

por el grupo libre < d1, ..., ds >.

Supongamos que R1, R2 son relaciones distintas de G que contienen a1, se

podrá poner R1 = R11a1R12, R2 = R21a
−1
1 R22.

Si de�nimos un nuevo generador e = R1 y hacemos la sustitución a1 =

R−1
11 eR

−1
12 tendremos una presentación equivalente:

G =< e, a2, ..., ak; e
α1 , (R21R12e

−1R11R22)α2 , Rα3
3 , ..., Rαmm >

y cada generador ai sigue ocurriendo, en el conjunto de relaciones, exac-

tamente una vez con exponente 1 y otra con exponente −1, además las

relaciones siguen formando una única clase de conexión.

Si algún otro generador, por ejemplo am, aparece en la relación raíz R1 una

vez con exponente 1 y otra con exponente −1 esto mismo ocurrirá en la

nueva relación raíz R21R12e
−1R11R22.

Repitiendo este procedimiento llegamos a una presentación (renumerando

los generadores si es necesario) en la que todos las relaciones menos una son

potencia de un generador es decir:

G =< e1, ..., em−1,am, ..., ak; e
α1
1 , eα2

2 , ..., e
αm−1

m−1 , R
αm >
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y cada generador ei ocurre en R exactamente una vez con exponente −1,

mientras que cada aj ocurre 2 veces una con exponente 1 y otra con exponente

−1.

Sea R′ una relación del tipo:

R′ = w1w
−1
1 ...wqw

−1
q z−1

1 ...z−1
r S[x1, y1]...[xs, ys] r, s ≥ 0

Donde w, x, y son generadores ai (o sus inversos) , los z son ei (o sus inversos),

y los generadores en S no son ninguno de los w, z, x, y.

Vamos a transformar R′ reduciendo la subpalabra S pero manteniendo la

misma estructura, de esta forma llegaremos a la presentación deseada y es-

tará demostrada la proposición (notar que R es de tipo R′ haciendo S = R).

Sea α uno de los generadores presentes en S o su inverso, cuando el par

αα−1 ocurre en S lo cambiamos de sitio, es decir si R′ = Pαα−1Q ponemos

R′ = αα−1PQ (no lo eliminamos para que se siga cumpliendo que cada

generador aparece dos veces) de esta manera mantenemos el tipo de R′ y

reducimos la subpalabra S.

Si α−1 aparece en S pero no α (α será entonces uno de los ei) podemos poner

R′ = ABα−1C y de�niendo z0 = BαB−1 tendremos R′ = Az−1
0 BC y con

lo que seguimos manteniendo el tipo de R′ (sustituyendo e
αj
j por z

αj
o siendo

ej = α) y reducimos S.

Una vez eliminados estos casos, quedan los símbolos α tales que α y α−1

aparecen como símbolos no consecutivos en S. Entre ellos habrá un par

que aparezca a una distancia mínima. Ponemos R′ = AαyBα−1Cy−1D e

introduciendo el generador y0 = yB y eliminando el generador y obtenemos

R′ = Aαy0α
−1CBy−1

0 D.

Si ahora introducimos x0 = B−1C−1α y eliminamos α tenemos que R′ =

ACB[x0, y0]D y �nalmente introduciendo xs+1 = D−1xoD y ys+1 = D−1y0D

conseguimos R′ = ACBD[xs+1, ys+1] que mantiene el tipo de la relación y

reduce la subpalabra S. Con lo que, por inducción, queda demostrada la

proposición. �

Proposición 4.1.3. Sea G =< a1, ..., ak;R1, ..., Rm > una presentación

tal que cada ai ocurre en el conjunto de relaciones pi veces con exponente

+1 y ni veces con exponente −1. Sea H un subgrupo de G, y τ un proceso

de reescritura de Reidemeister-Schreier (siendo {K,L} los representantes de
Schreier de H en G (transversal de Schreier)) de modo que H tiene una

presentación:

H =< ..., sKai , ...; ..., sLaj , ..., τ(KRqK
−1), ... >
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donde denotamos por Laj a los subíndices correspondientes a palabras tales

que tanto L como Laj son representantes de Schreier (Laj es libremente

igual a (Laj)
∗).

Entonces cada generador sMai ocurre en el conjunto {τ(KRqK
−1)} pi veces

con exponente +1 y ni veces con exponente −1.

Demostración. Vamos a calcular τ(KRqK
−1) reescribiendo sólo los

símbolos de Rq, dado que podemos prescindir de la palabra inicial y �nal

(ver observación 3.1.2).

Fijemos Rq, cada sMai ocurre en el conjunto {τ(KRqK
−1)} las mismas veces

que ocurre ai en Rq.

En efecto sea Aqai la palabra inicial de Rq hasta llegar a un ai entonces sMai

ocurre en {τ(KRqK
−1)}, en la misma posición, para un solo K = (MA−1

q )∗.

Análogamente para a−1
i (pues τ(KR−1

q K−1) = [τ(KRqK
−1)]−1 ). �

Definición 4.1.1. Sea G =< a1, ..., ak;R
α1
1 , ..., Rαmm >, (cada αi > 0) y H

un subgrupo de G. Dada una palabra w se de�ne el exponente de Ri relativo

a w (que denotaremos ei(w) ) como el menor número positivo e tal que Rei
pertenece a w−1Hw.

Dado que 1 ≡ Rα1
i ∈ w−1Hw tenemos que ei(w) es un divisor de αi. Por

tanto en la reescritura de Reidemeister-Schreier:

τ(KRαii K
−1) = τ(KR

ei(K)
i K−1)....

(
αi

ei(K)
)
....τ(KR

ei(K)
i K−1)

τ(KR
ei(K)
i K−1) = τ(KRi(KRi)

∗−1)τ((KRi)
∗Ri(KR

2
i )
∗−1)...τ((KR

ei(K)−1
i )∗RiK

−1)

Si K−1ReiK ∈ H entonces K−1R−mi ReiR
m
i K ∈ H, luego si L = (KRmi )∗ ten-

dremos que ei(L) = ei(K) y por la fórmula anterior vemos que τ(LR
ei(L)
i L−1)

es una permutación cíclica de τ(KR
ei(K)
i K−1).

Ahora bien L = (KRmi )∗ es equivalente a HL = HKRmi , y multiplicando

por la derecha por Rti obtenemos HL < Ri >= HK < Ri > siendo < Ri >

el grupo cíclico generado por Ri. Así el número de tales L será el número de

elementos en la clase doble (por la derecha e izquierda, �double coset� ver

[16] ) HK < Ri > en G , que es por de�nición ei(K).

Proposición 4.1.4. Sea G =< a1, ..., ak;R
α1
1 , ..., Rαmm >, H subgrupo de

G y τ una reescritura de Reidemeister-Schreier con representantes {K}. Sea
{Q} un subconjunto de los mismos que forman un conjunto completo de

representantes de las clases dobles (H,< Ri >)) en G (�double coset�). En-

tonces:

H =< ..., sKai , ...; ...sLaj , ..., (τ(QR
eq(Q)
q Q−1))

αq
eq(Q) , ... >
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Además si cada generador ai ocurre en el conjunto {Ri} pi veces con expo-

nente +1 y ni veces con exponente −1 entonces sMai ocurre en el conjunto

{τ(QR
eq(Q)
q Q−1)} pi veces con exponente +1 y ni veces con exponente −1.

Demostración. Si eliminamos las relaciones redundantes (permutacio-

nes cíclicas) anteriormente comentadas, vemos que H tiene la presentación

indicada.

Supongamos que ai ocurre piq veces en Rq con exponente +1 (tendremos

pi =
∑
q

piq). Hemos visto (4.1.3) que sMai ocurre piq veces en {τ(KRqK
−1)}

(q �jo) y por tanto ocurrirá αqpiq veces en {τ(KR
αq
q K−1)}.

Sea piqQ el número de veces que sMai aparece con exponente +1 en la palabra

τ(QR
eq(Q)
q Q−1), ocurrirá αq

eq(Q)piqQ veces en τ(KR
αq
q K−1) para cada K en el

conjunto HQ < Rq > (debido a que τ(KR
αq
q K−1) = [τ(KR

eq(K)
q K−1)]

αq
eq(Q) )

por tanto:

αqpiq =
∑

HQ<Rq>

αq
eq(Q)

piqQ = αqpiqQ

luego piq = piqQ y como el número total de apariciones de sMai es
∑
piqQ =∑

piq = pi, y análogamente para el caso de ni, queda demostrada la propo-

sición. �

Definición 4.1.2. Sea G =< a, b, c, ...;R1, R2, ... > y E = {a, a−1, b, ....} el
conjunto de generadores y sus inversos. Dos elementos x, y de E se denominan

1_coiniciales si x−1y ocurre en alguna palabra W = RiRi (o, lo que es lo

mismo, en Ri escrita circularmente). Se dirá que x, y son coiniciales si existe

una secuencia x = z0, z1, ..., zn = y tales que zi, zi+1 son 1_coiniciales.

Observación. Claramente la coinicialidad es una relación de equivalencia

en E, que denotaremos ./.

Definición 4.1.3. Una aplicación ϕ : E → S, siendo S un conjunto cual-

quiera, se dice que es una asignación de vértices cuando x ./ y ⇒ ϕ(x) =

ϕ(y). Una asignación se dice maximal cuando x ./ y ⇔ ϕ(x) = ϕ(y).

Definición 4.1.4. El grafo coinicial de G es el grafo cuyos vértices son

los elementos de E, y las aristas unen los vértices que son 1_coiniciales.

El número de componentes conexas de dicho grafo será el número de cla-

ses de equivalencia de coinicialidad (ver [60] para un estudio de los grafos

coiniciales).

Por ejemplo en el grupo < a, b; abab > tenemos 2 clases de equivalencia

{a−1, b} y {a, b−1}.
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El grafo coinicial de F =< a1, b1, a2, b2, x1;x3
1, x
−1
1 [a1, b1][a2, b2] > es un ciclo

tal y como se ve en la �gura:

a
1

b1 a b2 x
12

x
1

-1
a
1
-1 b

1

-1
a
2

-1
b2
-1

Proposición 4.1.5. Sea G =< a1, a2, a3, ...;R1, R2, ... > tal que tiene una

asignación de vértices maximal v con p vértices. Si H es un subgrupo de G

de índice �nito N , la presentación de Reidemeister-Schreier de H tiene una

asignación maximal de N(p− 1) + 1 vértices.

Demostración. Consideramos el grupo auxiliar:

H̃ =< ..., sKai , ...; τ(KRiK
−1), ... >

Que se obtiene a partir de H eliminando las (N − 1) relaciones sLai para

Lai ≈ (Lai)
∗ (libremente iguales).

De�nimos las aplicaciones ρ, σ:

ρ(sαKai) = (Ka
(1−α)/2
i )∗

σ(sαKai) = v(aαi ) α = ±1

Si sαKai , s
β
Laj

(α, β = ±1) son 1_coiniciales entonces s−αKais
β
Laj

es una subpa-

labra de alguna de las τ(MRkM
−1)τ(MRkM

−1) = τ(MRkRkM
−1) luego

RkRk = Pa−αi aβjQ y aαi y aβj son 1-coiniciales, teniendo la misma imagen

por v.

Además K = (MPa
(−α−1)/2
i )∗ y L = (MPa−αi a

(β−1)/2
j )∗ luego ρ(sαKai) =

ρ(sβLaj ) = (MPa−αi )∗.

Por tanto (ρ, σ) es una asignación de vértices.

Dicha asignación tendrá pN vértices. Para ver que es maximal supongamos

que ρ(sαKai) = ρ(sβLaj ) y σ(sαKai) = σ(sβLaj ).

Como v es una asignación maximal aαi y aβj son coiniciales.

Supongamos que aαi y aδk son 1_coiniciales existirá un representante Q tal

que sαKai y sδQak son 1_coiniciales porque si RmRm = Paαi a
δ
kQ y M =

(Ka
(α+1)/2
i P−1)∗ entonces s−αKais

δ
Qak

es una subpalabra de τ(MRmRmM
−1).



66 4. SUBGRUPOS DE GRUPOS FUCHSIANOS Y N.E.C.

Así podemos encontrar sβTaj coinicial con s
α
Kai

, cumpliéndose que ρ(sαKai) =

ρ(sβLaj ) = ρ(sβTaj ) lo que implica que L = T y que sαKai y s
β
Laj

son coiniciales.

Por tanto la asignación es maximal.

Volvamos ahora al grupo:

H =< ..., sKai , ...; ..., sLaj , ..., τ(KRiK
−1), ... >

Cada relación del tipo sLaj da lugar a sLaj ./ s
−1
Laj

y puede, a lo sumo, juntar

dos clases de equivalencia, por tanto el número de clases coiniciales será por

lo menos Np− (N − 1).

Vamos a asociar un grafo dirigido Γ̃ (con tantos vértices como clases coinicia-

les) a la presentación H̃, los vértices serán (ρ, σ)(s±1
Mai

) y las aristas serán los

elementos sεMai
que unen el vértice (ρ, σ)(sεMai

) con el vértice (ρ, σ)(s−εMai
).

Sea Γ el grafo obtenido a partir de Γ̃ colapsando las aristas del tipo sLaj ,

su número de vértices coincidirá con el número de clases coiniciales de la

presentación H.

Una transversal de Schreier da lugar a un árbol Σ contenido en el grafo de

Schreier. Si consideramos el subgrafo ∆ de Γ formado por las aristas sLaj , po-

demos de�nir una aplicación ∆→ Σ que envía cada vértice (ρ(sαLaj ), σ(sαLaj ))

a ρ(sαLaj ) (que es un representante de Schreier), cada arista sLaj a la arista

que une L con Laj = (Laj)
∗ y cada arista s−1

Laj
a la arista que une Laj con

L.

Esta aplicación aplicaría ciclos no triviales de ∆ en ciclos no triviales de Σ

(que no existen al ser un árbol).

Por tanto ∆ no tiene ciclos no triviales y al colapsar (N−1) aristas reducire-

mos los vértices en (N − 1) con lo que queda demostrada la proposición. �

Si eliminamos los generadores sLai el número de vértices de una asignación

maximal puede cambiar. Sin embargo:

Proposición 4.1.6. Sea G =< a1, ..., ak;R
α1
1 , ..., Rαmm > αi > 0 un grupo

con un grafo coinicial consistente en un ciclo y en el cada generador ocurre

a lo sumo dos veces en las relaciones raíz, sea H un subgrupo de índice �nito

N . si eliminamos los generadores sLaj de la presentación de Reidemeister-

Schreier la presentación resultante tiene una asignación de vértices maximal

con un solo vértice.

Demostración. En este caso el grafo coinicial de H̃ consistirá en N

ciclos y por la demostración anterior cada sLai estará en un ciclo distinto del

que está s−1
Lai

.
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Por tanto tendremos palabras xsLaiy y ws
−1
Lai
z . Si eliminamos los s±1

Lai
darán

lugar al ciclo:

Con lo cual colapsamos dos ciclos en uno. Como hay N − 1 generadores sLai
al �nalizar tendremos un solo ciclo. �

Teorema 4.1.1. Sea Gg =< a1, b1, ..., ag, bg; [a1, b1]...[ag, bg] > (g > 1),

un grupo que uniformiza una super�cie de Riemann de género g, y H un

subgrupo de índice �nito N entonces H admite una presentación:

H =< α1, β1, ..., αN(g−1)+1, βN(g−1)+1; [α1, β1]...[αN(g−1)+1, βN(g−1)+1] >

y uniformiza una super�cie de Riemann de género N(g − 1) + 1.

Demostración. Gn satisface las hipótesis de la proposición 4.1.6, por

tanto usando la presentación reducida (eliminando sLai) de Reidemeister-

Schreier tenemos una asignación maximal de un vértice y las relaciones for-

man una única clase de conectividad. Además por la proposición 4.1.3 cada

uno de los generadores de H aparece una vez con exponente +1 y otra con

-1 en las relaciones.

Aplicando la proposición 4.1.2 vemos que no puede haber �grupo libre� (sus

generadores no aparecerían en ninguna relación). Además la asignación de

vértices puede transferirse a la presentación resultante de cada transforma-

ción de Tiezte que se usa para llegar al resultado de la proposición 4.1.2 sin

alterar el número de vértices.

Así llegamos a una presentación de H con sólo una relación (pues H no

tiene elementos de orden �nito) y una asignación maximal con un vértice.

Claramente dicha presentación ha de ser:

H =< α1, β1, ..., αm, βm; [α1, β1]...[αm, βm] >
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Como Gn tiene 2n generadores y 1 relación, la presentación de Reidemeister-

Schreier deH tiene 2gN generadores y 2N−1 relaciones (N−1 de tipo sLaj ).

Además cada τ(KRK−1) contiene un generador que no es del tipo sLaj ,

así cuando eliminamos estos generadores tenemos tenemos 2gN − N + 1

generadores y N relaciones.

Ninguna de las transformaciones de Tiezte usadas en la demostración de la

proposición 4.1.2 cambia la diferencia entre generadores y relaciones (al �nal

quedará únicamente una) que es 2N(g− 1) + 1 por tanto 2m = 2N(g− 1) +

2. �

Teorema 4.1.2. Sea

F =< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xt;x
γ1
1 , ..., x

γt
t , x

−1
1 ...x−1

t [a1, b1]...[ag, bg] >

(g > 1) y H un subgrupo de F de índice �nito N . Entonces H admite una

presentación del mismo tipo.

Demostración. F satisface las hipótesis de la proposición 4.1.6, por

tanto usando la presentación reducida (eliminando los generadores sLai) de

Reidemeister-Schreier tenemos una asignación maximal de un vértice y las

relaciones forman una única clase de conectividad. Además la eliminación

de las relaciones que son permutaciones cíclicas de las que permanecen no

cambia la asignación de vértices.

Por la proposición 4.1.4 vemos que H tiene una presentación:

H =< ..., sKai , ...; (τ(QR
eq(Q)
q Q−1))

αq
eq(Q) , ... >

en la que cada uno de los generadores de H aparece una vez con exponente

+1 y otra con −1 en las relaciones, aplicando la proposición 4.1.2 vemos que

H tiene una presentación del mismo tipo que F . �

Definición 4.1.5. Dada una presentación G =< a1, ..., ak;R
α1
1 , ..., Rαmm >

se de�ne la De�ciencia de la presentación como:

δ(G) = k −m diferencia entre número de generadores y de relaciones.

y la Medida como:

µ(G) = δ(G)− 1 +
m∑
q=1

(1− 1

αq
)
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Teorema 4.1.3. Sea F un grupo fuchsiano con presentación:

< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xr, p1, ..., ps;x
γ1
1 , ..., xγrr , p1...psx

−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg] >

y H un subgrupo de índice �nito N . Entonces H es también un grupo fuch-

siano y µ(H) = Nµ(F )

Demostración. Supongamos que F tiene una presentación:

F =< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xr;x
γ1
1 , ..., x

γr
r , x

−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg] >

según el teorema anterior H será fuchsiano, y ninguna de las transforma-

ciones de Tiezte usadas en la proposición 4.1.2 para llegar a la presentación

canónica (ver sección 2.4.1.2), cambian la medida ni la de�ciencia.

La de�ciencia y medida de F son:

δ(F ) = 2g−1 µ(F ) = 2g−2+
r∑
q=1

(1− 1

γq
) = 2g−2+

r+1∑
q=1

(1− 1

γq
)con γr+1 = 1

Según la proposición 4.1.4 una presentación de H será:

H =< ..., sKai , sKbi ...; ...sLaj , sMbj ..., (τ(QR
eq(Q)
q Q−1))

γq
eq(Q) , ... >

Que tiene una de�ciencia y una medida:

δ(H) = (2g+r)N−(N−1)−
∑
Q

(r+1) µ(H) = δ−1+

r+1∑
q=1

∑
Q

(1− eq(Q)

γq
)

µ(H) = N(2g + r − 1)−
r+1∑
q=1

∑
Q

eq(Q)

γq
= N(2g + r − 1)−

r+1∑
q=1

1

γq

∑
Q

eq(Q)

Pero
∑
Q

eq(Q) = N pues {Q} forman un conjunto completo de representan-

tes de Gmod (H,< Ri >) luego:

µ(H) = N(2g + r − 1)−N
r+1∑
q=1

1

γq
= N [(2g + r − 1)−

r+1∑
q=1

1

γq
)] =

= N [(2g+r−1)−
tr+1∑
q=1

1

γq
)] = N [(2g+r−1)−

r+1∑
1

1+

r+1∑
q=1

(1− 1

γq
)] = Nµ(F )

Ahora si

F =< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xr, p1, ..., ps;x
γ1
1 , ..., xγrr , p

−1
1 ...p−1

s x−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg] >

eliminando p1 tenemos la presentación (con la misma medida):

F =< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xr, p2, ..., ps;x
γ1
1 , ..., x

γr
r >
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La presentación que obtenemos de H, por un cálculo análogo al anterior,

tiene una medida µ(H) = Nµ(F ).

Si eliminamos los generadores (y a la vez relaciones) sLai obtenemos otra

presentación equivalente a H con la misma medida y tal que cada generador

ocurre a lo sumo una vez en el conjunto de relaciones raíz.

Sea R una relación raíz si introducimos un generador g = R y eliminamos

uno de los generadores que aparecen en R obtenemos una presentación equi-

valente con la misma medida que H . Continuando con este procedimiento

llegamos a una presentación que sigue cumpliendo µ = Nµ(F ), y que es un

producto libre de grupos cíclicos. Además si un generador es a su vez una

relación lo podemos eliminar sin cambiar la medida.

Si quedan elementos cíclicos in�nitos c1, ..., cr introducimos generador d−1 =

c1...cr y relación dc1...cr que no cambia la medida y obtenemos una repre-

sentación fuchsiana canónica que cumplirá lo enunciado en el teorema. �

Nota. Aunque no se han querido emplear argumentos geométricos, la medi-

da, para F grupo fuchsiano de primera clase con presentación canónica, es el

área hiperbólica, dividida por 2π, del polígono fundamental de F . Pues ten-

dremos de�ciencia δ(F ) = 2g+s−1 y medida µ(F ) = 2g+s−2+
∑r

q=1(1− 1
γq

)

(ver sección 2.4.1.2)

4.2. Subgrupos fuchsianos y grupos de permutaciones

Esta sección se basa en [106]. Denotaremos SN al grupo de permutaciones

de N elementos.

Vamos a considerar una super�cie uniformizada por un grupo fuchsiano F

con signatura (g,m1,m2, ...,mr; s; t) (ver sección 2.4.1.2) o sea con una pre-

sentación:

F =< a1, b1, ..., ag, bg, x1, ..., xr, p1, ..., ps, h1, ..., ht;

;xγ11 , ..., x
γr
r , h

−1
1 ...h−1

t p−1
1 ...p−1

s x−1
1 ...x−1

r [a1, b1]...[ag, bg] >

Hemos visto en la sección anterior que cada subgrupo H de índice �nito N de

F es también fuchsiano, tiene una presentación del mismo tipo, y se cumple

la relación entre medidas: µ(H) = Nµ(F ).

La respuesta a ¾cuales son las posibles signaturas de H? la proporciona el

siguiente teorema:
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Teorema 4.2.1. Sea F un grupo fuchsiano con signatura

(g,m1,m2, ...,mr; s; t)

existirá un subgrupo H de índice N con signatura

(g′;n11, ..., n1l1 , n21, ..., n2l2 , ...., nr1, ..., nrlr ; s
′; t′)

si y sólo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Existe un subgrupo transitivo G de SN y un epimor�smo θ : F → G

tal que la permutación θ(xj) tiene lj ciclos de longitudes
mj
nj1
, ...,

mj
njlj

2. s′ =
s∑

k=1

Número de ciclos de la permutación θ(pk)

3. t′ =
t∑

k=1

Número de ciclos de la permutación θ(hk)

4. g′ es tal que µ(H) = Nµ(F )

Demostración. Supongamos que existe G con las condiciones reque-

ridas, y sea G0 ⊂ G el estabilizador de un elemento cualquiera de SN =

{0, ..., N − 1}. Al ser G transitivo G0 es un subgrupo de índice N y el sub-

grupo H = θ−1(G0) es un subgrupo de F también de índice N .

Denotamos {Hα0, ...,HαN−1} a las clases por la derecha de H en F . Un

elemento γ ∈ F induce una permutación Hαi → H(αiγ) = Hαj en dichas

clases. El elemento θ(γ) = g ∈ G induce la misma permutación en las clases

{G0g0, ..., G0gN−1} (siendo gi = θ(αi) ), al ser θ un homomor�smo.

Todas las longitudes de los ciclos de la permutación θ(xj) han de dividir a

mj (pues x
mj
j = 1). Supongamos que dicha permutación tiene un ciclo de

longitud k, existirán k clases Hγ1, ...,Hγk tales que:

Hγ1xj = Hγ2, Hγ2xj = Hγ3, ...,Hγkxj = Hγ1

luego Hγ1x
k
j = Hγ1 así γ1x

k
jγ
−1
1 ∈ H y mj

k = nj1 será un periodo de H.

Supongamos que la permutación θ(xj) tiene otro ciclo de longitud k, como

antes existirán clases Hα1, ...,Hαk tales que Hα1x
k
j = Hα1 obteniéndose

un elemento elíptico α1x
k
jα
−1
1 ∈ H. Si estos elementos fueran conjugados

(en cuyo caso no valdrían ambos como generadores de la presentación de H)

existiría λ ∈ H tal que:

λα1x
k
jα
−1
1 λ−1 = γ1x

k
j γ
−1
1
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llamando yj = γ1xjγ
−1
1 tenemos λα1γ

−1
1 ykj γ1α

−1
1 λ−1 = ykj por tanto λα1γ

−1
1

conmuta con el elemento elíptico ykj , y se cumple λα1γ
−1
1 = ypj luego:

Hα1 = Hλ−1ypj γ1 = Hypj γ1 = Hγ1x
p
jγ
−1
1 γ1 = Hγ1x

p
j

y ambos serían el mismo ciclo.

Análogamente tampoco es posible obtener las clases de equivalencia de ele-

mentos elípticos de dos periodos distintos a partir del mismo ciclo, porque

entonces tendríamos:

γ1x
k
jγ
−1
1 ∈ H α1x

k
jα
−1
1 ∈ H Hγ1x

p
j = Hα1

luego α1x
−p
j γ−1

1 ∈ H y como α1x
−p
j γ−1

1 (γ1x
k
j γ
−1
1 )γ1x

p
jα
−1
1 = α1x

k
jα
−1
1 serían

conjugados en H.

Así por cada ciclo de longitud k menor que mj en la permutación θ(xj)

tenemos un único periodo nji =
mj
k en H inducido por mj .

Recíprocamente si mj induce un periodo nji en H es que existe α tal que

αx

mj
nji

j α−1 ∈ H entonces Hαx
mj
nij = Hα y por tanto θ(xj) tendrá un ciclo de

longitud mj
nji

.

Los elementos parabólicos e hiperbólicos se tratan de modo similar . Si θ(pi)

tiene un ciclo de longitud k hay un elemento conjugado de pki en H y tenemos

como antes una correspondencia entre ciclos y clases de elementos parabólicos

inducidas por pi.

Además g′ ha de tener el valor adecuado para que se cumpla µ(H) = Nµ(F ).

Recíprocamente supongamos que existe H con la signatura deseada, eviden-

temente se ha de cumplir µ(H) = Nµ(F ).

F actúa como un grupo de permutaciones en las clases por la derecha de

H en F . Si asignamos una numeración a dichas clases tenemos de�nido un

homomor�smo ψ : F → SN , Sea K el núcleo de dicho homomor�smo, F
K

será isomorfo a G = imag(ψ) ⊂ Sn y la aplicación inducida θ : F → F
K
∼= G

será un epimor�smo siendo claro que G tiene las propiedades deseadas. �

4.3. Subgrupos de índice �nito de grupos N.E.C.

Los resultados obtenidos para grupos fuchsianos pueden generalizarse para

grupos N.E.C. como se hace en la referencia [64].

Para realizar este análisis vamos a considerar grupos G con una presentación

que es una generalización de la canónica de los grupos N.E.C. de�nida en la

sección 2.5.1.

Previamente vamos a modi�car ligeramente la de�nición de grafo coinicial.
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Sea P un grupo con presentación P =< a, b, c, ..., ; I1, I2, ..., R, S >

Definición 4.3.1. Un conjunto de relaciones {Ii} se dice que es de rela-

ciones de identi�cación si cada relación Ii consiste en el producto de dos

generadores y los generadores que aparecen en Ii, Ij son disjuntos.

Modi�camos la de�nición de grafo coinicial colapsando en el conjunto E, de

generadores y sus inversos (ver 4.1.2), los generadores que aparecen en las

relaciones de identi�cación.

Es decir si xy es una relación de identi�cación, en E no aparecerán x, y, x−1, y−1

y en su lugar aparecerá un elemento {x, y−1}.

El objetivo de está modi�cación es que el grafo coinicial de un grupo N.E.C.,

con la presentación canónica, siga siendo un ciclo.

La forma de construir este grafo a partir del de�nido anteriormente es igno-

rar las aristas producidas por las relaciones de identi�cación y colapsar los

elementos de E que son coiniciales por las relaciones de identi�cación.

En la �gura se pueden ver los grafos coiniciales ordinario y modi�cado para

un grupo N.E.C. con generadores a1, b1, a2, b2, x1, e1, c11,c12.

x
1

x
1

b1

b1

b2

b2

a
2

a
2

c
11

c
11
c
11

-1

c
12

c
12
c
12

-1

e
1

e
1

e
1

-1

e
1

-1

x
1

-1

x
1

-1

c
11

c
12

a
1
-1

a
1
-1

b
1

-1

b
1

-1

a
2

-1

a
2

-1

b2
-1

b2
-1

Observación. Con la nueva de�nición de grafo coinicial el número de

vértices del grafo correspondiente a una presentación N.E.C. canónica será
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4g + 2k + 2r +
∑

(si + 1) (en la presentación canónica si es el número de

grupos diédricos del cicloperiodo siendo el número de re�exiones si + 1).

Observación. Sea H es un subgrupo de P y H̃ un grupo de�nido por

la presentación de Reidemeister-Schreier de H de la que se han eliminado

las relaciones sLai (ver demostración de la proposición 4.1.5). Si escogemos

como relaciones de identi�cación de H̃ las reescrituras de las relaciones de

identi�cación de P , por un procedimiento análogo al de la proposición 4.1.5,

vemos que el grafo coinicial de H̃ consiste en [P : H] copias del grafo de P .

Definición 4.3.2. Un subgrupo tipo N.E.C. es aquel que tiene una pre-

sentación con generadores:

yij 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ ri
zl 1 ≤ l ≤ q

y relaciones:

y2
ij

(yijAijyij+1A
−1
ij )nij nij ≥ 1 (de�niendo yiri+1 = yi1)

Rγmm (a Rm le denominaremos relación raíz) m = 1...d

Exigimos que:

1. Ningún yij aparezca en las relaciones Rj ni en las palabras Aij .

2. Cada generador zl aparece exactamente 2 veces (como zl o z
−1
l ) en

{Aij} ∪ {Rm} (Observación: Se ignoran las apariciones en A−1
ij ).

3. El grafo coinicial con yij como relaciones de identi�cación es un ciclo.

4. En el conjunto {Aij} ∪ {Rm} existe una colección de generadores de

conexión zl, que aparecen una vez en {Aij} y otra vez en {Rm} ,

y además aparecen un vez con exponente +1 y otra con −1 (Notar

que invirtiendo el orden a yij+1yij cambiamos de signo a los zl que

aparecen en Aij).

Nota. Si consideramos la presentación canónica como una presentación tipo

N.E.C tendremos ri = si + 1 y niri = 1 de la relación cisi+1eici1e
−1
i

Definición 4.3.3. Se de�ne la medida N.E.C. de una presentación G tipo

N.E.C. como:

η(G) = q − d− 1 +
d∑
i=1

(1− 1

γi
) +

1

2

∑
i,j

(1− 1

nij
)

Nota. No confundir con la medida µ de�nida en 4.1.5, que también es apli-

cable a grupos N.E.C. (ahora sin un signi�cado geométrico claro). Observar

que los nij = 1 no afectan a la medida N.E.C.
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La medida N.E.C. de un grupo N.E.C. con la presentación canónica es (ver

comentario que sigue al teorema 2.5.6)

αg + k − 2−
r∑
i=1

(1− 1

mi
) +

1

2

∑
i,j

(1− 1

nij
)

Donde α = 2 si la super�cie de�nida por el grupo es orientable y α = 1 si no

lo es. Coincide con el área hiperbólica de dicha super�cie dividida por 2π.

Proposición 4.3.1. Sea G un subgrupo tipo N.E.C. Entonces G tiene una

presentación canónica de grupo N.E.C.

Demostración. Introducimos los generadores:

cij = Ai1...Aij−1yijA
−1
ij−1...A

−1
i1 y ei = Ai1 ...Airi

Y la relación e−1
i Ai1 ...Airi , para poder eliminar los generadores yij .

Es inmediato comprobar que la relación y2
ij se transforma en c2

ij , además

(yijAijyij+1A
−1
ij )nij pasa a ser (cijcij+1)nij pues:

(A−1
ij−1...A

−1
i1 cijAi1...Aij−1AijA

−1
ij ...A

−1
i1 cij+1Ai1...AijA

−1
ij )nij =

= A−1
ij−1...A

−1
i1 (cijcij+1)nijAi1...Aij−1

(si nij = 1 podemos reemplazar cij+1 por cij).

(yiriAiriyi1A
−1
iri

)niri se transforma en:

(A−1
iri−1...A

−1
i1 ciriAi1...Airi−1Airici1A

−1
iri

)niri = (A−1
iri−1...A

−1
i1 cirieici1e

−1
i Ai1...Airi−1)niri

libremente igual a (ciri+1eici1e
−1
i )niri .

Si niri > 1 introducimos un nuevo generador ciri+1 = eici1e
−1
i y tendremos

como nuevas relaciones (ciriciri+1)niri y ciri+1eici1e
−1
i .

Ahora introducimos los generadores xm = Rm y tendremos como nuevas

relaciones xγmm y x−1
m Rm.

Una vez realizadas estas operaciones el grafo coinicial continua siendo un

ciclo, si usamos los c2
ij como relaciones de identi�cación.

En las relaciones e−1
i Ai1 ...Airi , x

−1
m Rm los generadores xm, ei aparecen una

vez y los de conexión dos veces, podemos por tanto combinar estas relaciones

usando los generadores de conexión y empleando un método como el de la

proposición 4.1.2 llegamos a una presentación N.E.C. canónica. �

Observación 4.3.1. Si la super�cie determinada por el grupo N.E.C. es orien-

table, cada generador zl aparece una vez con exponente 1 y otra con −1 (al

ser, en este caso, la relación �larga� de la presentación canónica a1b1a
−1
1 b−1

1 ....).



76 4. SUBGRUPOS DE GRUPOS FUCHSIANOS Y N.E.C.

Proposición 4.3.2. La medida N.E.C. (ver 4.1.5) de la presentación no

cambia con las transformaciones realizadas en la proposición anterior.

Demostración. Es una comprobación directa a partir de la de�nición.

�

Teorema 4.3.1. Sea G un grupo N.E.C. con la presentación canónica de-

�nida en la sección 2.5.1. Si H es un subgrupo de índice �nito N entonces

H también tiene una presentación N.E.C. canónica.

Demostración. Sea τ un proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier,

vamos a demostrar que la presentación de H obtenida mediante este método

satisface las condiciones de la proposición anterior.

1. Empezamos considerando las relaciones c2
ij , darán lugar a relacio-

nes en H de la forma τ(KcijK
−1) donde K es un representan-

te de Schreier de HK < cij > (Es decir uno cualquiera del con-

junto de representantes de Schreier K de H en G que cumplen

HK < cij >= HK ′ < cij >).

Existen dos posibilidades: (Kcij)
∗ = K o (Kcij)

∗ 6= K.

En el primer caso la relación se transforma en s2
Kcij

y en el segundo

en sKcijs(Kcij)∗cij .

Así los generadores de re�exión ( yij) de H van a ser los sKcij tales

que (Kcij)
∗ = K (si existen). En este caso KcijK−1 ∈ H y vemos

que los generadores de re�exión de H serán conjugados de los cij .

Las relaciones originadas por las relaciones cisi+1eici1e
−1
i (que por

simpli�car la escritura denotaremos xeye−1) para los representantes

K y (Kx)∗ son:

sKxs(Kx)∗es(Kxe)∗ys
−1
Ke

s(Kx)∗xsKes(Ke)∗ys
−1
(Kx)∗e

Pues (Keye−1)∗ = (Kx−1)∗ = (Kx)∗.

Pero como sKxs(Kx)∗x es una relación s(Kx)∗xsKes(Ke)∗ys
−1
(Kx)∗e pue-

de reemplazarse por s−1
KxsKes

−1
(Key)∗ys

−1
(Kx)∗e.

La relación (Key)∗ = (Kxe)∗ es una permutación cíclica de la inversa

de sKxs(Kx)∗es(Kxe)∗ys
−1
Ke y así podemos ceñirnos, al caso en que los

K son representantes de Schreier de HK < x > .

Como antes tenemos dos posibilidades: (Kx)∗ = K o (Kx)∗ 6= K,

ahora bien (Kx)∗ = K si y sólo si (Kxe)∗ = (Ke)∗ luego (Kxey)∗ =
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(Key)∗ = (Kxe)∗ y por tanto sKx y s(Kxe)∗y serán ambos generado-

res de re�exión (yij) o no lo será ninguno. Si ambos lo son la relación

obtenida es del tipo (yijAijyij+1A
−1
ij )nij .

2. Consideramos ahora las relaciones originadas por (xy)n (x, y generan

un subgrupo diédrico).

Estas serán τ(K(xy)nK−1) siendo K representante de Schreier de

HK < xy >.

Sea m el menor entero positivo tal que K(xy)mK−1 ∈ H, que dividi-

rá a n, entonces τ(K(xy)nK−1) = [τ(K(xy)mK−1)]
n
m y los símbolos

que obtenemos son de los tipos:

s(K(xy)r)∗x s(K(xy)rx)∗y

Supongamos que K es tal que HK < xy >6= HKx < xy > en-

tonces (K(xy)rx)∗ 6= (K(xy)r)∗ y ninguno de los símbolos es un

yij . Como es inmediato comprobar que τ((Kx)∗(xy)n(Kx)∗−1)

es una permutación cíclica de τ(K(yx)nK−1) que resulta (usan-

do que sKxs(Kx)∗x = 1) de τ(K(y−1x−1)nK−1), basta considerar

la relación τ(K(xy)nK−1), que es del tipo R
n
m
k . Es decir el par

x, y dará lugar a un elemento elíptico de orden n
m .

Si, por el contrario, HK < xy >= HKx < xy > tenemos que

HK(xy)r = HKx(xy)s y existirá q tal que HK(xy)qx = HK.

- Si q = 2t, entonces HK(xy)tx(yx)t = HK y como x2 = y2 = 1,

HK(xy)tx = HK(xy)t y (K(xy)tx)∗ = (K(xy)t)∗

- Si q = 2t+1 entoncesHK(xy)tx(yx)t+1 = HK y (K(xy)tx)∗ =

(K(xy)txy)∗

Permutando cíclicamente τ(K(xy)mK−1) hasta llegar a:

τ((K(xy)t)∗(xy)m(K(xy)t)∗−1) o a τ((K(xy)tx)∗(yx)m(K(xy)tx)∗−1)

obtenemos una relación cuyo primer símbolo es uno de los yij .

Escogiendo adecuadamente K (representante de HK < xy >),

e intercambiando x e y si fuera necesario, podemos suponer que

estamos calculando τ(K(xy)mK−1) y que sKx es uno de los yij .

- Sim = 2w+1 entonces HK(xy)wx(yx)w+1 = HKx = HK por

tanto (K(xy)wx)∗ = (K(xy)w(xy))∗ y s(K(xy)wx)∗y es también

uno de los yij .

Como

τ(K(xy)mK−1) = sKxsKy...s(K(xy)wx)∗ys(K(xy)wx)∗x...s(K(xy)2w)y

la relación es del tipo yiAyjA−1. En este caso HKx es ��jado�

por x (o sea HKx = HK) y HK(xy)wx es ��jado� por y.
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- Si m = 2w entonces (K(xy)wx)∗ = (K(xy)w)∗ y

τ(K(xy)mK−1) = sKxsKy...s(K(xy)w)∗xs(K(xy)w)∗y...s(K(xy)2w−1)y

donde s(K(xy)wx)∗y es también uno de los yij y la relación es del

mismo tipo que antes. Ahora tanto HKx como HK(xy)w son

��jados� por x.

3. Como hemos visto antes las relaciones de identi�cación son de dos

tipos: s2
Kx, cuando (Kx)∗ = K y da lugar a un yij , y sLxs(Lx)∗x

cuando no.

En el primer caso sKx no puede ser un generador trivial, exigiría

Kx = (Kx)∗, y tampoco lo es al menos uno de los generadores en el

segundo caso.

Eliminamos las relaciones sLxs(Lx)∗x y los generadores s(Lx)∗x,

sustituyendo dichos generadores por por s−1
Lx en las restantes relacio-

nes (o viceversa si sLx es trivial).

Una vez realizado estos reemplazamientos el número de ocurren-

cias de sLx en las relaciones raíz es la suma de ocurrencias originales

de sLx más las de s(Lx)∗x.

Como x ocurre dos veces en las relaciones excluidos las de iden-

ti�cación c2
ij (recordar que para simpli�car notación x representa un

cij) tendremos que sLx ocurre cuatro veces en los transformados de

las relaciones raíz.

Pero hemos visto que las relaciones, en las que no intervienen los

yij , son redundantes por parejas y, si dejamos sólo una de estas rela-

ciones, cada uno de los generadores restantes (incluidos los triviales),

que denotaremos por zi, ocurre dos veces en la colección de palabras

Aij , Rk.

4. Si de esta presentación H eliminamos las relaciones triviales, ob-

tenemos una presentación H̃ cuyo grafo coinicial contiene N ciclos

disjuntos, siendo cada uno de ellos isomorfo al ciclo del grafo coini-

cial de la presentación original (ver los comentarios que siguen a la

de�nición 4.3.1).

Por tanto si eliminamos los generadores triviales de la presenta-

ción H (ver 4.1.6) obtenemos una presentación que cumple todos los

requisitos de la proposición 4.3.1.

�

Corolario 4.3.1. Sea H un subgrupo de índice �nito de un grupo N.E.C.

G. Cada generador elíptico de H es de uno de los siguientes tipos:
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1. Conjugado en H de un elemento ck ∈ H siendo c un generador

elíptico de G de orden n (k divide a n).

2. Conjugado en H de un elemento K(xy)kK−1 ∈ H, siendo x, y gene-

radores de re�exión de G tales que (xy)n = 1 y K un determinado

representante de Schreier (k divide a n).

Demostración. Si consideramos Gc el doble de Klein de G tendremos

un grupo fuchsiano y cada elemento elíptico de Gc, que es a su vez un ele-

mento elíptico de G, es conjugado de la potencia de un generador elíptico

(ver sección 2.4.1.2). Ahora bien los generadores elípticos de Gc son los ge-

neradores elípticos de G y los productos de re�exiones que dan lugar a un

elemento de orden �nito. �

Observación. La segunda parte se demuestra también en el punto 2 de

la demostración del teorema 4.3.1 (donde además se ve que condiciones debe

cumplir el representante K).

Corolario 4.3.2. Sea H un subgrupo de índice �nito de un grupo N.E.C.

G. Cada generador de re�exión de H es un conjugado en H de un elemento

LxL−1 ∈ H siendo x un generador de re�exión de G y L un representante de

Schreier. Si H no contiene conjugados de generadores de re�exión entonces

la presentación canónica de H no contiene generadores cij ni ei.

Demostración. sLx = Lx(Lx)∗−1 es un generador de re�exión (ori-

ginado por x) cuando (Lx)∗ = L luego sLx = LxL−1. Además las trans-

formaciones para obtener las presentación canónica (ver demostración de la

proposición 4.3.1) cambian cada yij por un conjugado suyo en H. �

Teorema 4.3.2. Sean G, H como en el teorema anterior entonces las

medidas N.E.C. de sus presentaciones canónicas están relacionadas por:

η(H) = Nη(G)

Demostración. Vamos a considerar la presentación G′ de G obtenida

de la canónica G añadiendo las relaciones redundantes:

x−mii , (e−1
1 ....e−1

k x−1
1 ...x−1

r [a1, b1]....[ag, bg])
−1.

La medida µ de dicha presentación es (ver de�nición 4.1.5):

δ(G′) = 2g + k + r +
k∑
i=1

(si + 1)− 2r − 2
k∑
i=1

(si + 1)− 2

µ(G′) = δ(G′)− 1 +

k∑
i=1

si+1∑
j=1

(1− 1

2
) + 2

r∑
i=1

(1− 1

mi
) +

k∑
i=1

si∑
j=1

(1− 1

nij
) =
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= 2g − r + k − 3− 1

2

k∑
i=1

(si + 1) +

k∑
i=1

si∑
j=1

(1− 1

nij
) + 2

r∑
i

(1− 1

mi
)

El número de vértices del grafo coinicial de la presentación G′ es v(G′) =

4g + 2k + 2r +
k∑
i=1

(si + 1). Por tanto:

η(G) =
1

2
µ(G′) +

1

4
(v(G′)− 2)

SeaH' la presentación de H obtenida por el método de Reidemeister-Schreier,

sin eliminar relaciones redundantes introducidas, a partir de G'. Tendremos

(por un procedimiento totalmente análogo al de la demostración del teorema

4.1.3) que µ(H ′) = Nµ(G′).

Si eliminamos uno de los generadores de las relaciones de identi�cación que

no sean del tipo yij , así como dichas relaciones, obtenemos una presentación

H ′′ tal que µ(H ′′) = µ(H ′). Si eliminamos además los generadores triviales

(que a su vez son relaciones) una (equivalente) H ′′′ tal que µ(H ′′′) = µ(H ′′).

Se tiene que v(H ′′) = Nv(G′) puesto que hay N vértices en el grafo coinicial

de H ′′ por cada vértice en el grafo coinicial de G′. Como H ′′′ se obtiene de

H ′′ eliminando los generadores triviales v(H ′′′) = Nv(G′) − 2(N − 1) pues

hay N − 1 , por tanto:

1

2
µ(H ′′′) +

1

4
(v(H ′′′)− 2) =

1

2
Nµ(G′) +

1

4
(Nv(G′)− 2N + 2− 2) =

= N(
1

2
µ(G′) +

1

4
(v(G′)− 2)) = Nη(G)

La presentaciónH ′′′ sería una presentación tipo NEC (ver 4.3.2) excepto por-

que cada relator de la forma Rγmm aparece junto a su inverso. Podemos pasar

de esta representación a una canónica que contiene además los inversos de las

relaciones elípticas y larga, por un procedimiento igual al de la proposición

4.3.1, sin alterar en cada transformación el número 1
2µ(H ′′′)+ 1

4(v(H ′′′)−2).

Así si H es la presentación canónica de H:

η(H) =
1

2
µ(H ′′′) +

1

4
(v(H ′′′)− 2) = Nη(G)

�

4.4. Orientabilidad del espacio cociente

Esta sección se basa en los resultados presentados en la referencia [65].

Dado un grupo N.E.C., G y un subgrupo H ⊂ G nos interesa analizar la

orientabilidad del espacio de órbitas H/H (siendo H el plano hiperbólico).
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Para ello consideramos un polígono fundamental, de G, F ⊂ H limitado

por lados geodésicos, las propiedades de dicho polígono se han visto en las

secciones 2.4.1.1 y 2.5. Denotamos G∗ = {β} al conjunto de elementos de G

que emparejan lados de F y que generan G (ver [57] ).

Proposición 4.4.1. Si β empareja b̄ con b, y γ, δ ∈ G las siguientes pro-

posiciones son equivalentes:

1. γF es adyacente a δF por γb

2. γβδ−1 = 1

3. γb = δb̄ y γ 6= δ

Demostración. Si se cumple 1 tenemos que γ−1δF es adyacente a F
por el lado b, por tanto β = γ−1δ y se cumple 2. Si se cumple 2, δ = γβ y γ 6=
δ puesto que β ∈ G∗ y 1 /∈ G∗ por tanto δb̄ = γβb̄ = γb. Si se cumple 3 como

γb ∈ γF y δb̄ ∈ δF tendremos que γb ∈ γF ∩ δF luego γF es adyacente a

δF por γb. �

Proposición 4.4.2. H/G es orientable si y sólo si los únicos elementos

anticonformes de G∗ son re�exiones.

Demostración. Tendremos que H/G es homeomorfo a F identi�cando

los puntos de los lados emparejados (la frontera de F estará determinada por

los lados �jados por las re�exiones).

Si β ∈ G∗ es anticonforme y no es una re�exión, existirán lados distintos b, b̄

tales que b = βb̄ y un punto x en el interior de b̄ tal que x 6= βx y βx ∈ b.
Unimos x y βx por camino en el interior de F y lo �ensanchamos� un poco.

Tenemos una banda de Möbius y por tanto H/G es no orientable.
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Recíprocamente si los únicos elementos de G∗ anticonformes son las re�exio-

nes, solamente elementos conformes identi�can puntos distintos en la fron-

tera de F , entonces la orientación de F induce una orientación en F/G ∼=
H/G. �

Vamos a considerar una presentación de G con generadores G∗ = {β}, y un

proceso de reescritura de Reidemeister-Schreier para H ⊂ G con un conjunto

de representantes de Schreier de las clases por la derecha de H en G que

denotaremos Σ = {K,L, ...}.

Teorema 4.4.1. Sea F̃ =
⋃
K∈Σ

KF (donde F es un polígono fundamental

de G) entonces F̃ es un polígono fundamental de H.

Demostración. Vamos a demostrar que F̃ es una región fundamental

y que cumple las condiciones del teorema 2.4.11. Primero vamos a ver que

F̃ es conexo. Como 1 ∈ Σ tenemos que F ⊂ F̃ . Si K ∈ Σ tiene longitud

1 entonces es del tipo s1β ≡ β siendo β ∈ G∗, como el polígono βF es

adyacente a F , por un lado b, F ∪ βF es conexo.

Ahora vamos a proceder por inducción, supongamos
⋃
K∈Ξ

KF es conexo sien-

do Ξ las palabras de Σ de longitud menor que n. Sea L ∈ Σ de longitud

n, entonces L = Kβ K ∈ Σ, β ∈ G∗, por ser ambos representantes de

Schreier. Existen b̄ y b emparejados por β, y KβL−1 = 1 entonces por la

proposición 4.4.1 KF es adyacente a LF por el lado Kb.
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Por tanto la frontera de F̃ estará constituida por los lados Kb tales que β

empareja b̄ con b y Kβ /∈ Σ.

También se tiene que:⋃
λ∈H

λF̃ =
⋃
λ∈H

⋃
K∈Σ

λKF =
⋃
α∈G

αF = H

Sea x ∈ F̃ ∩ λF̃ λ 6= 1, λ ∈ H (notar que para cualquier L ∈ Σ se veri�ca

que HλL = HL luego λL /∈ Σ al ser el representante de Schreier L) entonces

x ∈ KF ∩ λLF (siendo K 6= λL) y por tanto x está en un lado Kb tal

que β ∈ G∗ empareja b̄ con b y KF es adyacente a λLF por Kb, por la

proposición 4.4.1 Kβ(λL)−1 = 1 luego Kβ = λL /∈ Σ y x está en la frontera

de F̃ .

Por otra parte es evidente que F̃ heredera de F la propiedad de intersección

con compactos.

El resto de la demostración es el contenido del siguiente lema. �

Lema 4.4.1. Sea β∈ G∗ el elemento que empareja los lados b̄ y b de F . El
generador de Schreier sKβ = Kβ(Kβ)∗−1 empareja el lado (Kβ)∗b̄ con Kb

si y sólo si Kβ /∈ Σ (en cuyo caso sKβ no es la identidad). Además �ja el

lado Kb si y sólo si (Kβ)∗ = K y β es una re�exión.

Demostración. Ya hemos visto que los lados de F̃ son del tipo Kb

siendo Kβ /∈ Σ. Sea un punto y ∈ (Kβ)∗b̄ existirá x ∈ b̄ tal que y = (Kβ)∗x

tendremos:

sKβy = Kβ(Kβ)∗−1y = Kβx ∈ Kb

y recíprocamente.

(Notar que (Kβ)∗b̄ es un lado de F̃ puesto que b̄ = β−1b y (Kβ)∗β−1 /∈ Σ

pues de lo contrarioK = ((Kβ)∗β−1)∗ = (Kβ)∗β−1 yKβ = (Kβ)∗ contrario

a la hipótesis).

Si Kb es �jado por sKβ tenemos que (Kβ)∗b̄ = Kb y como sKβ no es la

identidad por la proposición 4.4.1 (Kβ)∗ = K, además sKβ es anticonforme

de orden 2 lo que implica que también lo es β y por tanto �ja b. Recíproca-

mente si β �ja b y (Kβ)∗ = K entonces sKβ no es la identidad y Kb es un

lado de F̃ �jado por sKβ . �

4.4.1. Orientabilidad y grafos de Schreier. Vamos a considerar el

grafo de Schreier (ver capítulo 3) H(G,H,G∗), cuyos vértices son las clases

por la derecha de H en G y las aristas los elementos de G∗. De forma que

β ∈ G∗ une los vértices Hχ,Hψ si Hψ = Hχβ (siendo χ, ψ palabras en G∗).
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Un tipo especial de elementos son las re�exiones β ∈ G∗ que �jan alguno de

los vértices, o sea HK = H(Kβ)∗ la arista correspondiente (lazo con base

en HK) se denomina lazo de re�exión.

Denotaremos por H̃ al grafo de Schreier H en el que se han suprimido los

lazos de re�exión. Cada camino en este grafo es una palabra en G∗, o sea,

un elemento de G (y viceversa). Por tanto podemos asignar una orientación

a cada camino según sea conforme o anticonforme el elemento de G al que

da lugar (llamaremos positivos a aquellos caminos que originan un elemento

conforme).

Los ciclos con base en un elemento de H originan los elementos de H. Los

representantes de Schreier dan lugar a un árbol de caminos que comienzan

en H y llegan a todos los vértices (de esta forma cada vértice puede ponerse

como HK) y los elementos sKβ son los ciclos en H construidos del siguiente

modo: Seguir el camino correspondiente al representante K, ir al vértice

destino del arco que origina el elemento β y regresar a H siguiendo el inverso

del camino correspondiente al representante de Schreier de dicho vértice.

Teorema 4.4.2. Las siguientes proposiciones son equivalentes:

1. H/H es orientable.

2. Los únicos generadores de Schreier (sKβ) anticonformes son conju-

gados de re�exiones en G∗.

3. Todos los ciclos en el grafo H̃ (en el que se han eliminado los lazos

de re�exión) son positivos.

4. Los elementos (HK), clases por la derecha de H en G, pueden divi-

dirse en dos conjuntos disjuntos. De forma que la acción β : HK →
H(Kβ)∗, siendo β ∈ G∗, �ja los conjuntos cuando β es conforme y

los intercambia cuando es anticonforme, excepto en el caso que β sea

una re�exión que �je HK en cuyo caso no habrá intercambio.

Demostración. La equivalencia de 1 y 2 es consecuencia directa de la

proposición 4.4.2 y del lema 4.4.1.

Supongamos que se cumple 2, entonces todos los ciclos en H̃ con base en

H son positivos, pues son producto de elementos conformes. El resto de los

ciclos del grafo son conjugados de ciclos con base en H y por tanto también

positivos.

Supongamos que se cumple 3, podemos asignar a cada vértice HK una orien-

tación dependiendo de si el camino de H a HK da lugar a un elemento

conforme o a uno anticonforme. Esto se puede hacer porque al ser todos los
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ciclos de H̃ positivos la orientación asignada no depende del camino elegido.

Evidentemente esta asignación cumple 4.

Supongamos que se cumple 4, si α ∈ G∗, α ∈ Σ entonces H y α están en el

mismo conjunto si y sólo si α es conforme (como α ∈ Σ no puede �jar H).

Procedemos por inducción y suponemos que H y HK están en el mismo o

distinto conjunto según la conformidad o anticonformidad de K cuando K

es una palabra de longitud menor que n. Sea L ∈ Σ de longitud n entonces

L = Kγ (notar que γ no puede �jar K) y HL y HK estarán en el mismo

conjunto si y sólo si γ es conforme, por tanto H y HL estarán el mismo

conjunto si y sólo si L es conforme.

Supongamos ahora que β ∈ G∗ es conforme y L = (Kβ)∗ entonces HL y

HK pertenecen a la misma clase. Si β es anticonforme pertenecen a distinta

clase, salvo que β sea una re�exión y L = K, entonces cada ciclo sKβ =

Kβ(Kβ)∗−1 es positivo salvo si (Kβ)∗ = K y β es una re�exión. Por tanto

se veri�ca 2. �

Corolario 4.4.1. Si H/G es no orientable y |G : H| es impar entonces

H/H es no orientable.

Demostración. G contiene β ∈ G∗ que es no orientable y no es una

re�exión. Si H/H es orientable β ha de intercambiar los conjuntos disjuntos

que forman los vértices del grafo de Schreier H̃, por tanto el número de

vértices (número de clases por la derecha = |G : H|) ha de ser par. �

Corolario 4.4.2. Si H/G es orientable y H un subgrupo normal de G de

índice impar entonces H/H es orientable.

Demostración. Si H es un subgrupo normal y HKβ = HK como

HK = KH tenemos KHβ = KH luego Hβ = H y, análogamente, para

cualquier L también HLβ = HL.

Como H/G es orientable los únicos elementos de G∗ anticonformes son las

re�exiones. Si |G : H| es impar cada re�exión (orden 2) ha de �jar al menos

un HK y por lo anterior ha de �jar todos.

Por tanto todas las aristas en H̃ corresponden a elementos conformes. �

Definición 4.4.1. Un grafo se denomina bipartito cuando sus vértices pue-

den dividirse en dos conjuntos disjuntos U, V de forma que cada arco conecta

un vértice de U con uno de V . O equivalentemente cuando no contiene ciclos

de longitud impar.

Corolario 4.4.3. Si todos los elementos de G∗ son anticonformes, H/H
es orientable si y sólo si el grafo H̃ es bipartito.
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Demostración. Como cada arco de H̃ es negativo (anticonforme) H/H
será orientable si y sólo si todos los ciclos son de longitud par. �

Ejemplo. Veamos un ejemplo tomado de [65] que usa el plano Euclídeo

(los resultados de esta sección se aplican igualmente a este caso) y el grupo

cristalográ�co plano:

G =< a, b; b2, ba2 = a2b >

Donde b es una re�exión y a invierte la orientación (luego ambos la invier-

ten), que es una banda de Möbius con presentación obtenida a partir de la

�habitual� G =< a, b, c; b2, a2c, cbc−1b−1 > eliminando c mediante la relación

c−1 = a2 .

H es el estabilizador de 0 en la acción sobre las clases por la derecha de H

en G generada por las permutaciones:

a→ (0, 1, 2, 3) b→ (0, 1)(2, 3)

El grafo de Schreier H̃ será:

0
b
//

a

��
1

a
��

oo

3

a

OO

// 2
boo

a

^^

El conjunto de vértices es la unión de los conjuntos U = {0, 2}, V = {1, 3}, y
todos los elementos de G∗ = {a, a−1, b} (anticonformes) intercambian U, V

luego E/H es orientable.

Si ahora consideramos las permutaciones: a→ (0, 1, 2, 3) b→ (0, 2)(1)(3)

Tenemos el grafo de Schreier:

0
a //

b

��

1

a
��

3

a

OO

2
a
oo

^^

vemos que tiene un ciclo negativo 0
a // 1

a // 2
b // 0 y por tanto

E/H es no orientable.

4.5. Subgrupos de grupos N.E.C. y grupos de permutaciones

Vamos a resumir los resultados obtenidos en las secciones anteriores.
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Teorema 4.5.1. Con la notación de las secciones anteriores (G grupo

N.E.C.; H ⊂ G; |G : H| = N )

H tiene una presentación canónica de grupo N.E.C. (teorema 4.3.1).

Las áreas hiperbólicas de las super�cies uniformizadas por G y H

cumplen a(H) = Na(G). Siendo a = 2π(αg+k−2+
∑

r
i=1(1− 1

mi
)+

1
2

∑
i,j(1−

1
nij

)) (teorema 4.3.2).

A cada clase por la derecha �jada por un generador de re�exión de

G le corresponde un generador de re�exión de H (ver demostración

del teorema 4.3.1).

Si x, y son generadores de re�exión de G �enlazados�, es decir existe

una relación (xy)n, hay dos posibilidades (según sean las órbitas de

la acción del elemento xy en las clases por la derecha de H en G)

(ver demostración del teorema 4.3.1):

1. La órbita tiene 2 clases (K,L) �jadas por x, y (una �jada por x

y la otra por y si la longitud m de la órbita de xy es impar, o

ambas �jadas por x o por y si m es par). En este caso los corres-

pondientes generadores de re�exión de H (los denotaremos X,Y

pudiendo ser sKx, sLy o sKx, sLx o sKxy, sLy ) están enlazados,

con relación (XAY A−1)n/m (si n = m podemos eliminar uno de

los generadores de re�exión en H).

2. La órbita no tiene clases �jadas por x o y. Este caso da lugar a

un generador elíptico en H de orden n/m (salvo que n = m) por

cada dos órbitas de este tipo (existirán en número par).

A cada órbita de longitud m de la acción de un generador elíptico x

de G de orden n (xn = 1) sobre las clases por la derecha de H en G,

le corresponde un generador elíptico de H de orden n/m (teorema

4.2.1).

Todos los generadores elípticos de H se originan por los procedimien-

tos anteriores (ver demostración del teorema 4.3.1).

H dará lugar a una super�cie orientable (H/H) si y sólo si las clases

por la derecha de H en G se pueden dividir en dos conjuntos dis-

juntos (uno quizás vacío) de forma que la acción de cada generador

conforme de G �ja los conjuntos y cada generador anticonforme de

G los intercambia (no teniendo en cuenta las clases �jadas por las

re�exiones, que darán lugar a re�exiones en H) (teorema 4.4.2).

Cada ciclo-periodo de H se origina a partir de un ciclo-periodo de

G (se pueden originar varios de H a partir de uno de G). Los ciclo-

periodos vacíos de G originarán uno vacío de H por cada clase �jada

por la re�exión del ciclo-periodo vacío de G.

Si H de�ne una super�cie orientable, puede ser necesario invertir la

dirección de alguno de sus ciclo-periodos para que la presentación

(ver 4.3.2) cumpla la condición 4 de la de�nición 4.3.2 (observación

4.3.1). Esto exige, en principio, realizar el análisis de Reidemeister-

Schreier, aunque veremos un procedimiento más simple.
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Observación. En la literatura es frecuente considerar las órbitas bajo la

acción del grupo diédrico < x, y > en lugar de las órbitas bajo la acción

de xy. Si se hace esto la longitud de la órbita sería la misma en el caso 1

y el doble en el caso 2 (existiendo la mitad de órbitas del tipo 2) y tantos

generadores elípticos como órbitas de este tipo.

Estos resultados van a permitir el análisis de recubridores rami�cados de�-

nidos por permutaciones, método de Hoare-Singerman (ver [106, 61]).

Nota. Singerman en la referencia [106] desarrolló este método para grupos

fuchsianos no necesariamente cocompactos (ver teorema 4.2.1), posterior-

mente fue generalizado por Hoare (ver [61]) para grupos N.E.C.

Una consideración que aclara el comportamiento de los generadores de re�e-

xión es considerar el método grá�co de Reidemeister-Schreier.

Sea (xy)n un elemento de un ciclo-periodo deG, supongamos que una porción

del grafo de Schreier es (x, y �jan clases por la derecha) :

K

x

�� y
// L

x // M

y

��

Tendremos que la relación inducida en H será (sKxsKysLxsMysMxsLy)
n
3 .

Si llamamos A = sKysLx la podemos poner como (sKxAsMyA
−1)

n
3 donde

sKx, sMy son generadores de re�exión de H

Si ni x ni y �jan clases por la derecha tendremos:

K
x // L

y

��
N

y

OO

M
x

oo

y la relación inducida en H será (sKxsLysMxsNy)
n
2 que originará un gene-

rador elíptico de orden n
2 .

Las relaciones cnec0e
−1 = 1, es decir cn = ce0 , dan lugar a dos tipos de

órbitas en el grafo de Schreier:

Con dos elementos, ninguno de ellos �jado por cn.

Con un elemento, si cn �ja K.

El primer caso origina un elemento elíptico de orden 1, que por tanto no se

considera. En el segundo caso c0 �jará Ke y tendremos un enlace sKcn ∼
s(Ke)∗c0 .
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Los resultados mencionados se obtienen aplicando el método de Reidemeister-

Schreier para obtener una presentación de H y posteriormente transforma-

ciones de Tiezte para conseguir una presentación canónica.

La utilización habitual de este procedimiento consiste en lo siguiente: Se

parte de un homomor�smo, de imagen transitiva, ϕ : G → Sn y queremos

obtener la signatura de H = ϕ−1(stab(0)) .

Podemos calcular la signatura de H por el siguiente procedimiento simpli�-

cado:

1. Obtenemos los órdenes de los generadores elípticos de H correspon-

dientes a los generadores elípticos de G.

2. Obtenemos las órbitas de los grupos diédricos (xy)n que constituyen

los ciclo-periodos de G:

a) Las órbitas que no contengan clases �jadas ni por x ni por y dan

lugar a generadores elípticos de H.

b) Las órbitas que contengan un par de clases �jadas por x o y

originan los ciclo-periodos de H.

3. Analizamos como están enlazados los grupos diédricos para consti-

tuir los ciclo-periodos. Usando que cada generador de re�exión de H

aparece exactamente en dos grupos.

4. No consideramos ni los periodos ni los valores de los ciclo-periodos

cuando sean 1.

5. Vemos si las clase por la derecha de H en G se pueden dividir en dos

conjuntos disjuntos que se comporten de la forma de�nida para que

H/H sea orientable.

6. De la relación (Riemann-Hurwitz) a(H) = Na(G) obtenemos el gé-

nero de la super�cie de H.

7. Si la super�cie es orientable nos falta obtener la dirección de los ciclo-

periodos. Para ello usamos el grafo de Schreier: Cada enlace (xy)n

de G que da lugar a enlaces en H (sKxAsLyA
−1) de�ne uno o varios

caminos entre los vértices del grafo �jados por x o y, cada arista del

grafo recorrida en un sentido debe ser recorrida en sentido contrario

por una arista correspondiente al recorrido de otro enlace (zw)m de

G (tanto si da lugar a un enlace de H como a un elemento elíptico)

de esta forma �jado un ciclo-periodo podemos calcular la dirección

de los demás. En el caso de que G tenga más de un ciclo-periodo,

será necesario, considerar también la relación �larga� y las aristas

correspondientes a los generadores de �conexión� (comenzando en

los distintos vértices del grafo).

Ejemplo. Sea G con una presentación:
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1. Generadores:

w, x, y, z, r, s, t, e, f, c, a, d siendo w, x, y, z, r, s, t, a, d anti-conformes

2. Relaciones:

w2, x2, y2, z2, r2, s2, t2

c4

(wx)24, (xy)6, (yz)12, zewe−1

(rs)6, (st)12, tfrf−1

e−1f−1c−1a2d2

Es una super�cie no orientable de género dos cuya frontera tiene dos com-

ponentes conexas, su signatura será:

< 2;−; [4]; {(24, 6, 12), (6, 12)} >

Supongamos que tenemos ϕ : G→ S8 (imagen transitiva)

w → (1, 2)(4, 5) Fija 0, 3, 6, 7

x→ (0, 1)(3, 4)(5, 6) Fija 2, 7

y → (0, 1)(2, 3)(6, 7) Fija 4, 5

z → (2, 3)(5, 0) Fija 1, 4, 6, 7

r → (0, 3)(4, 7) Fija 1, 2, 5, 6

s→ (1, 2) Fija 0, 3, 4, 5, 6, 7

t→ (0, 3)(1, 6) Fija 2, 4, 5, 7

e→ (0, 2, 4)(1, 3, 5)

f → (0, 4, 6)(1, 3, 7)

c→ (0, 2, 4, 6)(5, 7)

a→ (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7)

d→ (0, 1)(2, 3, 4, 5, 6, 7)

ze→ (0, 1, 3, 4)(2, 5) transforma los puntos �jos de z = z−1 = ewe−1

en los de w

tf → (0, 7, 1)(3, 4, 6) transforma los puntos �jos de t en los de r

y sea H = ϕ−1(Stab(0)).

El generador elíptico c dará lugar a 1 generador elíptico de orden 4
2 = 2 y a

2 de orden 4.

Los generadores de re�exión vendrán determinados por las clases �jadas por

las re�exiones de G los denotaremos:

w0, w3, w6, w7, x2, x7, y4, y5, z1, z4, z6, z7, r1, r2, r5, r6, s0, s3, s4, s5, s6, s7, t2, t4, t5, t7

Calculamos las órbitas de los grupos diédricos (alternativamente las permu-

taciones producto, ambos usados en la literatura):
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< w, x >→ {0, 1, 2}{3, 4, 5, 6}{7} wx = (0, 1, 2)(3, 4, 6, 5)

< x, y >→ {0, 1}{2, 3, 4}{5, 6, 7} xy = (2, 3, 4)(5, 7, 6)

< y, z >→ {0, 1, 5}{2, 3}{4}{6, 7} yz = (0, 1, 5)(6, 7)

< z, ewe−1 >→ {1}{2, 3}{4}{0, 5}{6}{7} zewe−1 = id

< r, s >→ {0, 3}{1, 2}{4, 7}{5}{6} rs = (0, 3)(1, 2)(4, 7)

< s, t >→ {0, 3}{1, 2, 6}{4}{5}{7} st = (0, 3)(1, 2, 6)

< t, frf−1 >→ {0, 3}{1, 6}{2}{4}{5}{7} tfrf−1 = id

Las órbitas, de los grupos diédricos, que no contienen ninguna clase �jada

por sus generadores dan lugar a elementos elípticos: Así {0, 1} de < x, y >

da lugar a un elemento elíptico de orden 6, y {2, 3} de < y, z > a uno de

orden 12.

En el grafo de Schreier la acción de los enlaces (grupos diédricos) del primer

ciclo-periodo son:

Notación. Los vértices numerados del 0, 7 corresponden a las clases de

equivalencia por la derecha de H en G, siendo 0 la correspondiente a H, los

generadores entre paréntesis �jan el vértice.

(w)0
x // 1

w // 2(x)

Recorriendo (ida y vuelta) (wx)24 damos 24/3 = 8 �vueltas� por tanto un

enlace D8 (24/long órbita{0, 1, 2}).

Análogamente:

(w)3
x // 4

w // 5
x // 6(w) enlace D6

(w)7 • 7(x) enlace D24

(x)2
y
// 3

x // 4(y) enlace D

(x)7
y
// 6

x // 5(y) enlace D2

(y)4 • 4(z) enlace D12

(y)5
z // 0

y
// 1(z) enlace D4

(z)6
y
// 7(z) enlace D6

Además mediante e tenemos (z)1→ 3(w), (z)4→ (w)0, (z)6→ 6(w), (z)7→
7(w)

Uniendo los enlaces obtenemos el siguiente grafo:
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Por tanto los ciclo-periodos en H generados por el primer ciclo-periodo de

G son:

1. w0x2(8)x2y4(2)y4z4(12)z4w0(1)

2. w3w6(6)w6z6(1)z6z7(6)z7w7(1)w7x7(24)x7y5(2)y5z1(4)z1w3(1)

Analizamos ahora el segundo ciclo-periodo de G tenemos:

(s)0
r // 3(s) enlace D3

(r)1
s // 2(r) enlace D3

(s)4
r // 7(s) enlace D3



4.5. SUBGRUPOS DE GRUPOS N.E.C. Y GRUPOS DE PERMUTACIONES 93

(r)5 • 5(s) enlace D6

(r)6 • 6(s) enlace D6

(s)0
t // 3(s) enlace D6

(s)6
t // 1

s // 2(t) enlace D4

(s)4 • 4(t) enlace D12

(s)5 • 5(t) enlace D12

(s)7 • 7(t) enlace D12

Por tanto los ciclo-periodos en H generados por el segundo ciclo-periodo de

G son:

3. s0s3(3)s3s0(6)

4. r5s5(6)s5t5(12)t5r5(1)

5. r1r2(3)r2t2(1)t2s6(4)s6r6(6)r6t4(1)t4s4(12)s4s7(3)s7t7(12)t7r1(1)

La super�cie de Klein uniformizada por H es orientable pues las clases por la

derecha se pueden dividir en {0, 2, 4, 6} y {1, 3, 5, 7} que cumplen el criterio

de orientabilidad.

Para calcular el género aplicamos Riemann-Hurwitz:

8(2 + 2− 2 +
3

4
+

1

2
(
23

24
+

5

6
+

11

12
+

5

6
+

11

12
)) =

239

6
=

= 2g+ 5− 2 +
1

2
+ 2

3

4
+

5

6
+

11

12
+

1

2
(
7

8
+

1

2
+

11

12
) +

1

2
(
5

6
+

5

6
+

23

24
+

1

2
+

3

4
)+

+
1

2
(
2

3
+

5

6
) +

1

2
(
5

6
+

11

12
) +

1

2
(
2

3
+

3

4
+

5

6
+

11

12
+

2

3
+

11

12
) = 2g + 3 +

65

6

luego g = 13.

Únicamente queda calcular la dirección de los ciclo-periodos.

Comenzamos analizando la relación �larga� (e−1f−1c−1a2d2 ) (empezando

en 5):

5
e−1
// 3

f−1

// 1

c−1

��
a2 // 3

d2

VV
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Esto implica que en la correspondiente a zewe−1 debemos tener (conside-

rando la observación de la de�nición 4.3.2) :

2
z // 3

e // 5
w // 4

e−1

VV

y en la correspondiente a tfrf−1:

6
t // 1

f
// 3

r // 0

f−1

VV

Luego en la parte del grafo correspondiente a w3w6 debemos tener: 3
x // 4

w // 5

por tanto el ciclo-periodo 2 tiene la dirección correcta.

Pero entonces en x2y4 deberíamos tener: 4
x // 3 y tenemos la dirección

contraria, debiéndose invertir el ciclo-periodo 1.

La orientación de los cicloperiodos 3, 4 es indiferente al constar ambos de dos

elementos.

Para ver la dirección del ciclo-periodo 5 consideramos que en t2s6 debe apa-

recer: 1
t // 6(s) y por tanto tiene la dirección correcta.

En de�nitiva la signatura de H es:

< 13; +; [2, 4, 4, 6, 12]; {(12, 2, 8), (6, 6, 24, 2, 4), (3, 6), (12, 6), (3, 4, 6, 12, 3, 12)} >

Observación. Los resultados anteriores se aplican sin prácticamente nin-

guna modi�cación para el caso de subgrupos tipo N.E.C. (ver [61]).

Otros ejemplos pueden verse analizados en la referencia [108], una aplicación

de esta técnica a super�cies de Riemann con dos simetrías puede verse en la

referencia [21] y una extensión de estos últimos resultados en [70].

4.5.1. Dobles de Klein. Sea un grupo N.E.C. G de signatura:

(g;±; [m1, ...,mr]; {(n11...n1s1).....(nk1...nksk)})

queremos saber la signatura de su doble G+ (subgrupo de las transformacio-

nes conformes).

Existirán dos clases por la derecha de G+ en G que numeraremos 0, 1 los ele-

mentos conformes darán lugar a una permutación (0)(1) y los anti-conformes

a una (0, 1) por tanto cada generador elíptico de periodo mi dará lugar a dos

generadores elípticos de periodo mi. No habrá re�exiones en G+ y las de G
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darán lugar a puntos elípticos n11, ...., nksk−1 por tanto la signatura de G+

será:

(g′; +; [m1,m1, ...,mrmr, n11, ..., n1s1 , ..., nksk ])

Aplicando Riemann-Hurwitz obtenemos:

2g′ − 2 +
∑
r

2(1− 1

mi
) +

k∑
i=1

si∑
j=1

(1− 1

nij
) =

= 2(αg − 2 + k +
∑
r

(1− 1

mi
) +

1

2

k∑
i=1

si∑
j=1

(1− 1

nij
))

luego g′ = αg + k − 1 (siendo α = 1 si G es no orientable y α = 2 en caso

contrario).





Capítulo 5

Super�cies p-gonales diédricas reales

Los resultados de este capítulo han sido publicados en la referencia [29].

Una super�cie de Riemann real es un par (X,σ) donde X es una super�cie

de Riemann y σ una involución anticonforme. Dos super�cies de Riemann

reales (X,σ) y (X ′, σ′) son topológicamente equivalentes si existe un homeo-

mor�smo h : X → X ′ tal que σ = h−1σ′h.

Si (X,σ) es una super�cie de Riemann real el conjunto de puntos �jados por

σ, que denotamos Fix(σ), es o bien vacío o bien consiste en k curvas disjuntas

llamadas �óvalos� (ver [54, 93]). El tipo topológico, también conocido como

�especie� de σ, viene dado por el número de óvalos y la orientabilidad o no

de la super�cie cociente X
<σ> . Si σ tiene k óvalos y X

<σ> es orientable se dice

que (X,σ) tiene especie +k, si X
<σ> es no orientable se dice que (X,σ) tiene

especie −k.

El teorema de Harnack (ver [54, 37]) restringe las posibles especies de las

super�cies de Riemann reales, que pueden ser: 1 ≤ k ≤ g+1, k ≡ g+1mod(2)

cuando X
<σ> es orientable y 0 ≤ k ≤ g cuando X

<σ> es no orientable.

Las super�cies de Riemann de alguna clase especí�ca tienen, en general,

mayores restricciones. Así para las super�cies reales trigonales cíclicas, co-

rrespondientes a las curvas de ecuación y3 − f(x) = 0, las posibles especies

son −1 para super�cies de género impar y +3,+1,−1 para aquellas de género

par como se demuestra en la referencia [33] en la que también se demuestra

que no hay restricciones para las super�cies trigonales genéricas. Contestan-

do así a una pregunta de Gross y Harris en la referencia [52].

El caso de las posibles especies de las super�cies reales p-gonales cíclicas,

curvas de ecuación xp − f(x) = 0, se estudia en las referencias [32, 18].

Las restricciones para las super�cies p-gonales diédricas reales se analizan a

continuación.

5.1. Cubiertas p-gonales diédricas

Vamos a estudiar un conjunto de super�cies de Riemann compactas de un

tipo especí�co. Aquellas que admiten una cubierta de p-hojas (siendo p un

97
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número primo) de la esfera de Riemann Ĉ, considerada como orbifold, de un

tipo que ahora describiremos. Esta cubierta será irregular.

Vamos a describir las cubiertas f : X → Ĉ que queremos considerar: Si B

es el conjunto de valores de f en los puntos de rami�cación, E = f−1(B) y

z0 ∈ Ĉ−B. Si f−1(z0) = {x0, x1, ..., xp−1} la monodromía del recubrimiento

ω : π1(Ĉ − B, z0) → Sp está de�nida de la siguiente manera: Sea [γ] ∈
π1(Ĉ − B, z0) y γ̃i un levantamiento de γ con origen en xi, entonces γ̃i
termina en xω([γ])(i).

Definición 5.1.1. Un recubrimiento rami�cado f : X → Ĉ es p-gonal

diédrico cuando la imagen de π1(Ĉ − B, z0) por la monodromía ω es (salvo

renumeración):〈
(0, 1, ..., p− 1), (1, p− 1)(2, p− 2)...(

p− 1

2
,
p+ 1

2
)

〉
∼= Dp

(Dp es el grupo diédrico de orden 2p). En este caso decimos que X es una

super�cie diédrica p-gonal.

Sea F el subgrupo de π1(Ĉ−B, z0) imagen de π1(X −E, x0) por f∗. Como

consecuencia de la de�nición tenemos las siguientes propiedades de f :

1. La cubierta f : X → Ĉ es irregular, es decir F no es un subgrupo

normal de π1(Ĉ−B, z0), se tiene que ω(F ) = Stab(0).

2. A cada meridiano alrededor de un punto b ∈ B, ω le asigna una

permutación del tipo (a, b)(c, d)...(f, h)(e) o un p-ciclo, por tanto la

cubierta no es simple.

El núcleo de ω de�ne una super�cie que es una cubierta regular de Ĉ − B,
que puede completarse a un recubrimiento rami�cado de Ĉ de grado 2p.

Dicho recubrimiento lo denotamos f̂ : X̂ → Ĉ. El recubrimiento rami�cado,

de grado 2, q : X̂ → X, de�nido por ker(ω ◦ f∗) ⊂ π1(X −E, x0) es también

regular de grado 2.

Los grupos de transformaciones recubridoras son:

Deck(X̂,X) ∼= C2 y Deck(X̂, Ĉ) ∼= Dp

Además existe t ∈ Deck(X̂,X) ⊂ Deck(X̂, Ĉ) de orden 2 tal que X = X̂
<t> .

Nota. Llamaremos al entero positivo α = p−1
2 coe�ciente p-diédrico del

recubrimiento.
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5.2. Uniformización de cubiertas p-gonales diédricas

Supongamos que X es una super�cie de Riemann de género g ≥ 2, y que

f : X → Ĉ es una cubierta p-gonal diédrica de la esfera de Riemann. He-

mos visto que existe un recubrimiento regular f̂ : X̂ → Ĉ, con grupo de

transformaciones Deck(X̂, Ĉ) ∼= Dp =< t, r; t2, r2, (tr)p >.

Entonces hay un grupo fuchsiano de signatura (0; 2, ...m..., 2, p, ...n..., p), que

escribiremos (0; 2m, pn), y un epimor�smo θ :∆→ Dp tal que Λ = ker(θ) es

un grupo fuchsiano de super�cie (sin elementos elípticos) que uniformiza X̂ y

una aplicación f : X̂ ∼= H/ker(θ)→ Ĉ ∼= H/∆. Además si 〈t〉 = Deck(X̂,X)

entonces Γ = θ−1(〈t〉) uniformiza X.

Tenemos así el diagrama:

X̂ = H/Λ

f̂ grado 2p &&

q grado 2
// X = H/Γ

f grado p
��

Ĉ = H/∆

El grupo fuchsiano Γ tendrá signatura (g; 2m), m > 0, y en general Γ no es

un grupo de super�cie, por lo que X admite una estructura de orbifold.

La fórmula de Riemann-Hurwitz implica que:

2g − 2 +
m

2
= p(−2 +

m

2
+

(p− 1)n

p
) por tanto

g =
p− 1

4
m+

p− 1

2
n− p+ 1 =

p− 1

2
(
m

2
+ n− 2) = α(

m

2
+ n− 2).

Observación. SeaMg el espacio de móduli de las super�cies de Riemann

de género g.Mg es un orbifold complejo de dimensión 3g−3. Las super�cies

de Riemann cíclicas de género g se uniformizan mediante grupos fuchsianos

con signatura (0; pN ), donde N = (g + p− 1) 2
p−1 .

Por tanto el conjunto C ⊂ Mg de las super�cies p-gonales cíclicas es un

orbifold dimensión compleja N − 3 (referencia [81]).

Las super�cies p-gonales diédricas, con únicamente puntos de rami�cación

de orden 2, se uniformizan mediante grupos fuchsianos de signatura (0; 2N
′
),

siendo N ′ = (g + p − 1) 4
p−1 , en este caso N ′ = 2N (N ′ sigue siendo mayor

que N incluso cuando hay algunos puntos con rami�cación de orden p). Así

el conjunto D de las super�cies p-gonales diédricas en Mg tiene dimensión

N ′ − 3 = 2N − 3 . Como la dimensión de D es mayor que la dimensión C
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podemos concluir que las super�cies p-gonales diédricas aparecen con mayor

frecuencia que las p-gonales cíclicas en el espacio de móduli de las super�cies

de Riemann de género g.

5.3. Cubiertas p-gonales diédricas reales

5.3.1. Levantamientos de involuciones de la esfera de Riemann.

Cada involución anticonforme de la esfera de Riemann Ĉ es conjugada de

la conjugación compleja c : z → z̄ o de la aplicación antípoda z → −1
z .

La terna (X, f, σ) se denomina super�cie de Riemann p-gonal real (referen-

cias [94]), cuando:

X es una super�cie de Riemann.

f : X → Ĉ es un mor�smo p-gonal.

σ es una involución anticonforme de X que es un levantamiento de

la conjugación compleja c. Es decir conmuta el diagrama:

X
σ //

f
��

X

f
��

Ĉ
c
// Ĉ

Análogamente si en lugar de σ existe una involución anticonforme

τ deX que es un levantamiento de la aplicación antípoda la terna

(X, f, τ) se denomina super�cie de Riemann p-gonal antípoda.

La conmutación del diagrama, es decir la compatibilidad del levantamiento

de la involución y del mor�smo p-gonal está asegurada cuando el género de

X es mayor que (p− 1)2 (referencias [2, 3, 4, 5, 6]).

Lema 5.3.1. Sea f : X → Ĉ una cubierta p-gonal diédrica y σ una involu-

ción anticonforme de X que es un levantamiento de la conjugación compleja.

Si f̂ : X̂ → Ĉ es la cubierta descrita en las secciones 5.1 5.2, entonces existe

un automor�smo anticonforme σ̂ de X̂ que es un levantamiento de ambos σ

y c. Análogamente si τ es un levantamiento de la aplicación antípoda.

Demostración. Sea B ⊂ Ĉ el conjunto de valores de rami�cación de

f , E = f−1(B), Ê = f̂−1(B), y ω la monodromía de f , ω : π1(Ĉ−B)→ Sp.

Entonces tenemos que f∗(π1(X − E)) = ω−1(Stab(0)) y f̂∗(π1(X̂ − Ê)) =

ker(ω).

Vamos a demostrar que c∗(ker(ω)) = ker(ω) donde c∗ : π1(Ĉ−B)→ π1(Ĉ−
B) es el isomor�smo inducido por la conjugación compleja c. Esto implica

que podemos levantar c a X̂ porque en este caso (c ◦ f̂)∗(π1(X̂ − Ê)) =



5.3. CUBIERTAS P-GONALES DIÉDRICAS REALES 101

c∗(ker(ω)) = ker(ω), y, por continuidad, podemos extender el levantamiento

a X̂ , tendremos así el diagrama conmutativo:

X̂ − Ê

f̂
��

X̂ − Ê

55

f̂

// Ĉ−B
c
// Ĉ−B

Como existe un levantamiento σ de c aX tenemos que c∗(Stab(0)) ⊂ Stab(0)

y como c∗ es un isomor�smo c∗(Stab(0)) = Stab(0).

Si [γ] ∈ ker(ω) ⊂ Stab(0) entonces, a priori, hay dos posibilidades:

ω(c∗([γ])) =

id(0)(1, p− 1)...(p−1
2 , p+1

2 )

que son las permutaciones que estabilizan 0 en Dp.

Pero solo la identidad es posible, porque en el otro caso existiría un levanta-

miento cerrado γ̃ de γ a X tal que σ ◦ γ̃ (levantamiento de un representante

de c∗([γ]) = [c ◦ γ]) es un camino abierto lo que no es posible siendo σ un

homeomor�smo.

Ahora podemos demostrar que σ puede levantarse a X̂. Consideremos el

siguiente diagrama (con la notación de las secciones 5.1,5.2):

X̂ − Ê
q
//

f̂ $$

X − E σ //

f
��

X − E

f
��

Ĉ−B
c
// Ĉ−B

Considerando los homomor�smos inducidos:

f∗ ◦ σ∗ ◦ q∗(π1(X̂ − Ê)) = c∗ ◦ f̂∗(π1(X̂ − Ê)) = c∗(ker(ω))

c∗(ker(ω)) = ker(ω) = f̂∗(π1(X̂ − Ê)) = f∗ ◦ q∗(π1(X̂ − Ê))

y siendo f∗ un monomor�smo σ∗ ◦ q∗(π1(X̂ − Ê)) = q∗(π1(X̂ − Ê)) que es la

condición para la existencia de un levantamiento de σ. �

Observación. Notar que un levantamiento σ̂ de σ es también un levanta-

miento de c.

Lema 5.3.2. Con las condiciones y notaciones del lema previo. Existe una

involución anticonforme de orden 2 en el grupo < Dp, σ̂ > (En el teorema

siguiente demostraremos, que σ̂ es además una involución anticonforme de

X̂).
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Demostración. El orbifold X̂
<Dp,σ̂>

se uniformiza por el grupo N.E.C.

Θ (o sea X̂
<Dp,σ̂>

∼= H
Θ), siendo Λ C Θ un grupo fuchsiano de super�cie

(sin elementos elípticos) que uniformiza X̂ y Θ
Λ
∼=< Dp, σ̂ > (referencia

[22]). Existe un elemento en Θ, que es un levantamiento de c y que �ja una

curva, siendo así de orden 2. Ese elemento se proyecta en < Dp, σ̂ > en un

automor�smo anticonforme de orden 2. �

Teorema 5.3.1. Sea X una super�cie de Riemann p-gonal diédrica de gé-

nero g que admite una involución anticonforme σ que es un levantamiento de

la conjugación compleja. Entonces existe un grupo N.E.C. Ξ con signatura:

(0,+, [2m1 , pn1 ], {(2m2 , pn2 , 2m3 , ....)})

y un epimor�smo θ̂ : Ξ → D2p =< s, t, r; s2, t2, r2, (tr)p, stst, srsr >, tal

que:

orden(w) = orden(θ̂(w)), para los elementos ω de orden �nito de Ξ.

X = H
θ̂−1(<t>)

.

θ̂−1(< t >) tiene signatura (g; 2l).

Demostración. Usaremos la notación de la sección 5.2 para los grupos

que uniformizan las super�cies en consideración.

Sea una transformación recubridora ϕ ∈ Deck(X̂, Ĉ) tenemos el siguiente

diagrama:

X̂
σ̂ //

f̂
��

X̂
ϕ
//

f̂
��

X̂
σ̂−1
//

f̂
��

X̂

f̂
��

Ĉ
c
// Ĉ

id
// Ĉ

c
// Ĉ

La aplicación σ̂ ◦ ϕ ◦ σ̂−1 ∈ Deck(X̂, Ĉ), donde σ̂ es el levantamiento de σ

construido en in 5.1. Es decir existe ψ ∈ Deck(X̂, Ĉ) tal que σ̂ ◦ϕ = ψ ◦ σ̂ y

análogamente σ̂−1 ◦ ϕ = ψ′ ◦ σ̂−1.

Así para cada elemento φ = σ̂a ◦ ϕb ◦ σ̂c... una de dos o φ ∈ Deck(X̂, Ĉ)

o φ ∈ σ̂ ◦ Deck(X̂, Ĉ). Por tanto Deck(X̂, Ĉ) es un subgrupo normal de

Deck(X̂, Ĉ)
⋃
σ̂ ◦Deck(X̂, Ĉ). En resumen Deck(X̂, Ĉ)∪ σ̂ ◦Deck(X̂, Ĉ) es

de orden 4p y tiene un subgrupo normal isomorfo a Dp.

Sea G =< Deck(X̂, Ĉ), σ̂ >⊂ Aut(X̂) y Ξ un grupo N.E.C. que uniformiza

el orbifold X̂/G y tal que X̂ ∼= H/Λ → X̂/G ∼= H/Ξ, donde Λ es un grupo

fuchsiano de super�cie que es un subgrupo normal de Ξ. Este subgrupo tiene

a ∆ como su fuchsiano asociado, o sea: ∆ = Ξ+.
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Como ∆ tiene signatura (0; 2m, pn) y H/Ξ ∼= Ĉ
〈c〉 , el grupo N.E.C. Ξ tendrá

signatura (0,+, [2m1 , pn1 ], {(2m2 , pn2 , 2m3 , ....)}) cumpliéndose (ver [21] ):

m = 2m1 +
∑
i=2

mi n = 2n1 +
∑
i=2

ni.

El mor�smo de Klein X̂ ∼= H/Λ→ X̂/G ∼= H/Ξ, determina un epimor�smo

θ̂ : Ξ → G con núcleo kerθ̂ = Λ. El grupo G, como grupo abstracto debe

cumplir:

Debe tener un subgrupo normal isomorfo a Dp (que también deno-

taremos Dp).

G−Dp debe contener al menos un elemento de orden 2 (por el lema

5.3.2).

Los elementos de G − Dp, como son anti-conformes, han de tener

orden par.

El producto de un número par de elementos de G − Dp debe per-

tenecer a Dp, y el producto de un número impar de elementos a

G−Dp.

El grupo D2p =< s, t, r; s2, t2, r2, (tr)p, st = ts, sr = rs > cumple todos los

requerimientos.

Por los teoremas de Sylow G tiene que tener subgrupos de orden 4 que serán

conjugados. Si sólo hubiera un subgrupo H de orden 4 entonces sería normal

y el grupo G/H sería de orden p (primo) y por tanto cíclico con todos sus

elementos no triviales de orden p, pero las re�exiones de Dp tienen que tener

orden 2 y hay p re�exiones, lo que es imposible.

Por tanto deben existir p subgrupos isomorfos de orden 4.

Los elementos de G−Dp tienen que ser de orden par, así los órdenes posibles

son: 2,4,2p,4p. El orden 4p es imposible pues en ese caso G sería cíclico. Si

hubiera un elemento de orden 4 todos los subgrupos de orden 4 (conjugados)

serían cíclicos y existirían 2p elementos diferentes de orden 4, dos en cada

subgrupo, y no habría elementos de orden 2 en G−Dp.

(Es interesante notar que el producto semi-directo C5nC4 =< s, t; s4, t5, ts =

st2 > tiene a D5 como subgrupo normal y 10 elementos de orden 4 cumplien-

do dichas condiciones).

Por tanto todos los elementos de G−Dp son de orden 2 o 2p.

Los elementos de orden 2p se puden agrupar en parejas, {a, a−1}, {b, b−1}, ...
habiendo por tanto un número par de ellos. Como el número total de ele-

mentos es par (2p), el número de elementos de orden 2 de G −Dp también

debe serlo.
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Como resultado de lo anterior, ahora podemos a�rmar que el automor�smo

σ̂ es de orden 2.

Los subgrupos de orden 4 tiene que ser grupos C2×C2 (�Klein vierergruppe�)

(ver [38]): < a, b; a2, b2, (ab)2 >, así deberá haber p pares de elementos de

orden 2 que conmutan. Sabemos además que ningún par de elementos de Dp

conmutan.

Denotaremos por si a los elementos de orden 2 de G − Dp y por ti a los

elementos de orden 2 de Dp. Podemos tener 2 tipos de subgrupos de orden

4: {1, s1, t1, s1t1} o {1, s1, s2, s1s2} pero el segundo caso se reduce al primero

pues s1s2 ∈ Dp y podemos considerar t1 = s1s2, s2 = s1t.

Supongamos que hubiera dos subgrupos que comparten s1: {1, s1, t1, st1} y
{1, s1, t2, st2}. Como s2 = t21 = t22 = 1, st1 = t1s, st2 = t2s, (t1t2)p = 1

entonces G es un subgrupo de D2p puesto que cumple todas sus relaciones y

como son del mismo orden G = D2p.

Consideremos ahora los subgrupos generados por < s1, t1 >,< s1, t2 > .

Si ambos fueran de orden 4 estaríamos en el caso anterior. Si s1t1 o s1t2

tuvieran orden 2p, supongamos que lo sea s1t1, entonces sería un subgrupo

con presentación < s1, t1; s2
1, t

2
1, (s1t1)2p > que otra vez es D2p. �

Observación 5.3.1. En el caso de super�cies antípodas obtenemos resultados

similares, pero en este caso el grupo, imagen del epimor�smo θ̂, podría ser,

además de D2p, un grupo de orden 4p que tiene a Dp como subgrupo normal

y 2p elementos de orden 4 (Sería un producto semi-directo Cp n C4). Esto

puede ocurrir si y sólo p ≡ 1mod(4) (En el caso de p = 5 el grupo con esas

características es el grupo de Frobenius).

Corolario 5.3.1. El género de una super�cie de Riemann X p-gonal dié-

drica real, está relacionada con la signatura del grupo Ξ por

g =
p− 1

2
m1 +

p− 1

4

∑
i=2

mi + 2(p− 1)n1 + (p− 1)
∑
i=2

ni − p+ 1 =

= α(m1 +
1

2

∑
i=2

mi + 4n1 + 2
∑
i=2

ni − 2)

( siendo α el coe�ciente p-diédrico).

Observación. Posteriormente veremos (teorema 5.4.2) que
∑
mi es un

número par y por tanto el género de una super�cie p-gonal diédrica real ha

de ser múltiplo de α. Un resultado similar para subgrupos normales de un

grupo N.E.C. puede verse en [23].
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5.3.2. Super�cies p-gonales diédricas reales obtenidas a partir

de grupos.

Dado un grupo N.E.C. Ξ de signatura (0,+, [2m1 , pn1], {(2m2 , pn2 , 2m3 , ....)})
cada epimor�smo θ̂ : Ξ → D2p =< s, t, r; s2, t2, r2, (tr)p, st = ts, sr = rs >,

que cumpla ciertas condiciones, genera una super�cie p-gonal diédrica real

(X, f, σ), donde f : X = H
θ̂−1<t>

→ Ĉ = H
θ̂−1<t,r>

.

Las condiciones requeridas son:

1. Los generadores de re�exión de Ξ siendo anti-conformes de orden 2

deben tener asignados elementos de tipo s o (tr)mts.

2. Los generadores elípticos de Ξ deben tener asignados elementos del

tipo (tr)m si son de orden p o de tipo (tr)mt, 1 ≤ m ≤ p− 1, si son

de orden 2.

3. Los generadores de conexión pueden tener asignados cualquier ti-

po de elemento que contenga s en su palabra reducida, incluida la

identidad.

Teorema 5.3.2. Sea Ξ un grupo N.E.C. de signatura:

(0,+, [2m1 , pn1 ], {(2m2 , pn2 , 2m3 , ....)})

y θ̂ : Ξ→ D2p un epimor�smo que cumple todas las condiciones anteriores.

Entonces existe una super�cie p-gonal X que soporta una involución anticon-

forme que es un levantamiento de la conjugación compleja y es equivalente

conforme a H
θ̂−1(<t>)

.

Demostración. Sea X la super�cie uniformizada por Γ = θ̂−1(< t >)

con signatura (g; 2m). Γ es un subgrupo de índice p de ∆ = θ̂−1(< t, r >

). La proyección H
Γ→

H
∆ será un mor�smo p-gonal, y la proyección π =

H
Γ →

H
θ̂−1(<s,t>)

de�nirá una involución anticonforme que conmutará con el

mor�smo p-gonal. �

5.4. Número de óvalos de una cubierta p-gonal diédrica real.

Sea (X, f, σ) una super�cie de Riemann p-gonal diédrica real (recordar que

estamos suponiendo p, p > 2). Hay que notar, en primer lugar, que debe

haber al menos un óvalo �jado por σ al ser p primo y σ de orden 2. En efecto:

consideremos un entorno simétrico, es decir que la conjugación compleja

intercambie sus mitades, de un punto z ∈ R ⊂ Ĉ. Este entorno se levanta

por f a p entornos de X tales que σ intercambiará mitades de los mismos.

Como p es impar debe existir al menos un entorno tal que σ intercambie sus

mitades.
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Vamos a seguir empleando la notación de las secciones anteriores.

Para obtener el número de óvalos, o lo que es lo mismo el número de com-

ponentes de la frontera de X
<σ> , aplicaremos el método de Hoare-Singerman

(referencia [106, 61]) descrito con detalle en el capítulo anterior.

Para ello tenemos que saber como actúa cada elemento de Ξ en las clases

por la derecha del subconjunto θ̂−1(< s, t >). Esta acción puede estudiarse

mediante la acción de los elementos de D2p en las clases por la derecha del

subconjunto < s, t > es decir por ρ : D2p → P{< s, t > −cosets} = Sp.

Por los resultados previos tenemos un epimor�smo:

χ : Ξ→ D2p → Sp = P{< s, t > −cosets}

Denotamos H =< s, t >. Para p = 5, por ejemplo, la acción ρ : D2p → Sp

produce el siguiente grafo de Schreier:

H
s

--

t
::

r
Hr

s

��
t

Hrt

s

��
r

Hrtr

s

��
t

Hrtrt
s
ww

r
dd

y por tanto a las permutaciones:

ρ(s) = id, ρ(t) = (0)(1, 2)(3, 4), ρ(r) = (0, 1)(2, 3)(4)

donde hemos usado la numeración: 0 = H, 1 = Hr, 2 = Hrt...

Por cada generador de re�exión ci de Ξ, χ(ci) es o la identidad o una per-

mutación de la forma (a, b)(c, d), ..., (x, y)(z), y por tanto, según el método

de Hoare-Singerman, ci produce p generadores de re�exión Ci,1, ..., Ci,p de

θ̂−1(H) o exactamente un generador de re�exión Ci,z.

Tenemos ahora que determinar cuando dos generadores de re�exión Ci,j y

Ck,l de θ̂−1(H) , originados respectivamente por las re�exiones ci y ck ,

están �enlazados�, entonces escribiremos Ci,j ∼ Ck,l. Según el método de

Hoare-Singerman, el número de clases de equivalencia de la relación ∼ de los

generadores Ci,j nos proporcionará el número de óvalos de σ.

Diremos que un par de re�exiones cj , cj+1 de Ξ son adyacentes si cjcj+1

tiene órdenes 2 o p. Un par de re�exiones adyacentes puede dar lugar a tres

diferentes tipos de parejas (θ̂(ci), θ̂(cj+1)) :

(s, a) o (a, s) Donde a representa cualquier re�exión de tipo (tr)kts,

cuando cjcj+1 tiene orden 2.

(a, b) Donde a, b representan re�exiones distintas de s, cuando cjcj+1

tiene orden p.
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Las parejas de tipo (s, a) producen generadores de re�exión Cj,0, ..., Cj,p−1 y

Cj+1,r en θ̂−1(H), y si ρ(a) = (l,m)(n, q)...(r) tendremos los enlaces:

Cj,l ∼ Cj,m, Cj,n ∼ Cj,q, Cj,r ∼ Cj+1,r

como hemos visto en el capítulo anterior.

Tenemos un resultado para las parejas de tipo (a, s). El siguiente grá�co

muestra los enlaces para el ejemplo: p = 5, ρ(a) = (0, 2)(1, 4)(3)

C03

C10 C11 C12 C13 C14

Por tanto los generadores de re�exión Cj,0, ..., Cj,n−1 y Cj+1,r están en, a lo

sumo, p−1
2 + 1 clases de equivalencia.

El caso (a, b), siendo ambos elementos diferentes de s, resultan en un par

de re�exiones enlazadas en θ̂−1(H). Si ρ(a) �ja m y ρ(b) �ja q, se tiene

Cj,m ∼ Cj+1,q.

5.4.1. Grupos adyacentes de re�exiones.

Sea (α, β, ..., γ, δ,...) la sucesión de permutaciones obtenidas χ a partir de la

sucesión de re�exiones adyacentes (c1, c2, ...). Escribiremos (α, β, ..., γ, δ) =

(A, γ, δ).

Llamaremos O(A,γ) al número de clases de equivalencia producidas por la

relación ∼ en el conjunto de re�exiones Cj,k correspondientes a las re�exio-

nes originadas por la subsucesión (A, γ). Análogamente de�nimos O(A,γ,δ).

Vamos a considerar los casos: (A, ρ(a), δ) y (A, ρ(s), δ).

En el caso de (A, ρ(a), δ), por lo comentado el la sección anterior, el número

O(A,ρ(a),δ) de la sucesión completa (A, ρ(a), δ) es:

O(A,ρ(a),δ) = O(A,ρ(a))

o

O(A,ρ(a),δ) = O(A,ρ(a)) +
p− 1

2

El caso (A, ρ(s), δ) se subdivide en dos subcasos: (A′, ρ(a), ρ(s), ρ(a)) y (A′, ρ(a), ρ(s), ρ(b)).

En el primer subcaso tenemosO(A,ρ(s),δ) = O(A,ρ(s)) y en el segundoO(A,ρ(s),δ) =

O(A,ρ(s)) − p−1
2
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El caso p = 5, ρ(a) = (0, 2)(1, 4)(3), ρ(b) = (0, 3)(2, 4)(1) se ilustra en la

siguiente �gura:

C03

C10 C11 C12 C13 C14

C21

En resumen, por el momento tenemos N p−1
2 +1 clases de re�exiones (todavía

no hemos tenido en cuenta la primera y la última re�exión).

5.4.2. Enlace entre las re�exiones primera y última.

La relación cnec0e
−1 = 1 o cn = ce0 origina la última equivalencia. Si θ̂(c0) =

a siendo ρ(a) 6= id, entonces χ(cn) 6= id y existe un enlace C0,j ∼ Cn,k pero

esta relación no es nueva (el primer y último �nivel� ya estaban enlazados)

y por tanto no altera el número de clases de equivalencia.

Si la asignación (por θ̂, ρ) es c0 → s → id tenemos también que χ(cn) =

id y dos casos distintos dependiendo si θ̂(c0c1) = sa, θ̂(cn−1cn) = as o

θ̂(c0c1) = sa, θ̂(cn−1cn) = bs. En el primer caso no hay nuevos enlaces entre

los elementos C0,i y Cn,j y en el segundo esta nueva relación decrementa el

número de clases en p−1
2 .

Por tanto hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 5.4.1. Sea (X, f, σ) una super�cie p-gonal diédrica real. El nú-

mero k de óvalos de σ debe cumplir: k ≡ 1mod(p−1
2 ).

Teorema 5.4.2. El número de ciclo-periodos de orden 2 de una super�cie

p-gonal diédrica real es par.

Demostración. Exceptuando la primera y última re�exión los ciclo-

periodos de orden par están originados por asignaciones (a, s) o (s, a) y por

tanto tendremos una sucesión (a, s)(s, b) y el número de estos ciclo-periodos

será par, pero además si la primera re�exión tiene asignado s también lo

debe de tener la última. �

5.5. Orientabilidad

Sea (X, f, σ) una super�cie de Riemann p-gonal diédrica real. Para analizar

la orientabilidad de la super�cie de Klein X
<σ> usamos el teorema 4.4.2.
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Con la terminología de las secciones anteriores la particularización de dicho

teorema es:

Teorema 5.5.1. La super�cie de Klein X
<σ> es orientable si y sólo si se

cumple alguna de las siguientes condiciones:

1. No hay periodos propios en la signatura del grupo Ξ y el conjunto {ci}
de los generadores de re�exión satisface: θ̂{ci} ⊂ {s, (tr)k1ts, (tr)k2ts}
siendo k1 6= k2.

2. Hay sólo periodos propios de orden 2 en la signatura del grupo Ξ.

Los generadores elípticos {xi} satisfacen θ̂{xi} = {(tr)k1t} y los ge-

neradores de re�exión {ci} satisfacen θ̂{ci} ⊂ {s, (tr)k2ts} donde

k1 6= k2.

Demostración. Si hay un generador elíptico de orden p entonces X
<σ>

no puede ser orientable porque la acción de dicho generador en las clases

por la derecha de θ̂−1(H) produciría una órbita de p clases y no podemos

obtener una bipartición como la que exige el teorema 4.4.2.

Consideremos un polígono regular P, de p lados, en el plano y nombramos

los vértices de P con las clases por la derecha de θ̂−1(H).

El primer caso se sigue del hecho que dadas dos re�exiones en el plano que

son simetrías de P, existe sólo una bi-coloración, de los vértices de P, tal
que ambas re�exiones permuten los colores.

El segundo caso se sigue del hecho que dadas dos re�exiones en el plano que

son simetrías de P, existe sólo una bi-coloración, de los vértices de P, tal
que una re�exión mantenga los colores y la otra los permute. �

Un ejemplo concreto, para ilustrar el teorema, para p = 7 es el siguien-

te: Consideremos que las permutaciones p1 = (0, 6)(1, 5)(2, 4)(3) y p2 =

(0, 1)(2, 6)(5, 3)(4), son las imágenes de dos re�exiones. Podemos construir

el siguiente camino en el grafo de Schreier (representando por ⇒ las adya-

cencias de p1 y por → las adyacencias de p2):

� 4⇒ 2→ 6⇒ 0→ 1⇒ 5→ 3 	

Este tipo de caminos, comenzando en un punto �jo de p2, siempre terminan

en un punto �jo de p1 (porque si no fuera así el producto no sería una

rotación).

Si queremos construir una bi-partición tal que p1, p2 intercambien las clases

comenzamos, como en el camino descrito anteriormente, en 4 ( punto �jo de
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p2) y saltando las aristas de dos en dos obtenemos que uno de los conjuntos

de la bi-partición ha de ser {4, 6, 1, 3} (tiene p+1
2 elementos).

Si queremos construir una bi-partición tal que p1 intercambie las clases y p2

las �je comenzamos en 4 (punto �jo de p2), los dos siguientes elementos han

de estar en la clase que no está 4, y los dos situados a continuación de estos

en la misma. Así obtenemos la bi-partición {4, 0, 1}, {2, 6, 5, 3}.

5.6. Construcción de cubiertas p-gonales diédricas reales

Para construir super�cies p-gonales diédricas reales con especies +k = (iα+

1) partimos de un grupo N.E.C. de signatura:

(0,+, [−], {(2
2g
α

+4)})

Ahora consideramos el epimor�smo θ̂ : Ξ → D2p de�nido por la siguiente

tabla:

i θ̂(ci) Oi

0 a 1

1 s α+ 1

2 a α+ 1

3 s 2α+ 1

... ... ...

2i− 1 s iα+ 1

2i a iα+ 1

2i+ 1 s iα+ 1

2i+ 2 b iα+ 1

2i+ 3 s iα+ 1

2i+ 4 a iα+ 1

... ... ...

2i+ 4q a iα+ 1

Donde Oi es el número de clases producidas por la relación ∼ en los ge-

neradores de re�exión Cj,k de θ̂−1(〈s, t〉) correspondientes a la re�exiones

c0, ..., ci.

Notar que mínimo valor de q debe ser 1 porque si q = 0 entonces θ̂ no sería

un epimor�smo.

Tenemos que 2i + 4q = 2g
α + 4 (donde g es el género de la super�cie) luego

el número de óvalos es iα + 1= g + 1 − 2(q − 1)α. Por tanto el teorema de

Harnack, y la condición, en el número de óvalos, k ≡ 1mod(p−1
2 ) son las

únicas restricciones para el caso de especie +k.
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Esta construcción no es, en modo alguno única. Otra con generadores elíp-

ticos de orden p se construye partiendo de la signatura (0,+, [−], {(22i, pq})
y el epimor�smo de�nido por la tabla:

i θ̂(ci) Oi

0 a 1

1 s α+ 1

2 a α+ 1

3 s 2α+ 1

... ... ...

2i− 1 s iα+ 1

2i a iα+ 1

2i+ 1 b iα+ 1

2i+ 2 a iα+ 1

2i+ 3 b iα+ 1

2i+ 4 a iα+ 1

... ... ...

2i+ 2q a iα+ 1

Ahora tendremos g = (i+ 2q − 2)α y iα+ 1 = g + 1− 2(q − 1)α como en el

caso anterior.

Para especies −k partimos de la signatura (0,+, [−], {(2
2g
α

+4}) y de la tabla:

i θ̂(ci) Oi

0 s 1

1 a 1

2 s α+ 1

3 a α+ 1

... ... ...

2i s iα+ 1

2i+ 1 a iα+ 1

2i+ 2 s iα+ 1

2i+ 3 b iα+ 1

2i+ 4 s iα+ 1

2i+ 5 c iα+ 1

... ... ...

2i+ 2q + 1 b or c iα+ 1

2i+ 2(q + 1) s iα+ 1
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Si q ≥ 2 la super�cie X
<σ> será no orientable. Tendremos 2i + 2(q + 1) =

2g
α + 4, siendo g el género de la super�cie, y el número de óvalos es iα+ 1=

g− (q− 1)α+ 1 (como q ≥ 2 el máximo valor para el número de óvalos será

g − α + 1 ≤ g ). Como antes el teorema de Harnack y la condición, en el

número de óvalos, k ≡ 1mod(p−1
2 ) son las únicas restricciones.

Para otra construcción podemos partir de la signatura (0,+, [−], {(2
2g
α , p})

y de la tabla:
i θ̂(ci) Oi

0 a 1

1 s α+ 1

2 a α+ 1

3 s 2α+ 1

... ... ...

2i− 1 s iα+ 1

2i a iα+ 1

2i+ 1 s iα+ 1

2i+ 2 b iα+ 1

2i+ 3 s iα+ 1

2i+ 4 c iα+ 1

... ... ...

2i+ 2q − 1 s iα+ 1

2i+ 2q b or c iα+ 1

Ahora basta exigir q ≥ 1. El género será g = (i+ q)α y el número de óvalos

g − qα+ 1.

En resumen tenemos:

Teorema 5.6.1. Existe una super�cie p-gonal diédrica real (X, f, σ) con

especies ±k si y sólo si k cumple el teorema de Harnack y k ≡ 1 mod(p−1
2 ).

Como corolario se obtiene el resultado principal de la referencia [33], que

contesta a una pregunta formulada por Gross y Harris en la referencia [52].

Corolario 5.6.1. Si ±k (k 6= 0) cumple el teorema de Harnack existe una

super�cie de Riemann real trigonal genérica con especies ±k.

5.7. Cubiertas p-gonales diédricas antípodas

Un estudio similar al realizado para las cubiertas reales puede realizarse

para las cubiertas antípodas. En este caso la involución anticonforme τ no

tiene punto �jos y X
<τ> es no orientable. Los siguientes resultados tienen
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una demostración análoga a las correspondientes a las super�cies p-gonales

diédricas reales.

Teorema 5.7.1. Sea X una super�cie de Riemann p-gonal diédrica que

tiene una involución anticonforme τ que es un levantamiento de la aplicación

antípoda. Entonces existe un grupo N.E.C. Ξ con signatura:

(1,−, [2m, pn], {−})

y un epimor�smo θ : Ξ → G tal que X = H
θ−1(<t>)

, θ−1(< t >) tiene

signatura (g; 2l), donde G = D2p o G = CpnC4 ( cuando existe un producto

semi-directo que tiene a Dp como subgrupo normal) y t es un generador de

orden 2 de Dp ≤ G.

El caso no diédrico ocurre para, por ejemplo, n = 5 (Grupo de Frobenius,

ver [38])

C5 n C4 =< s, t, r; s4, t2, r2, (rt)5, (rt)s(rt)−2s−1, (rs2r)2, rs2tr >

Teorema 5.7.2. Sea Ξ un grupo N.E.C. de signatura:

(1,−, [2m, pn], {−})

y θ : Ξ→ D2p un epimor�smo que cumple las condiciones adecuadas (análo-

gas a las del teorema 5.3.2). Entonces existe una super�cie p-gonal diédrica

X, que soporta una involución anticonforme τ que es un levantamiento de

la aplicación antípoda. La super�cie X es equivalente conforme a H
θ−1(<t>)

.

El grupo Ξ+ tiene signatura (0; 22m, p2n) por tanto el género de X satisface:

g = αm+ 2αn− 2α = α(m+ 2n− 2)

y g debe ser un múltiplo de α = (p−1
2 ).





Capítulo 6

Super�cies con más de un mor�smo n-gonal

Los resultados de este capítulo han sido publicados en la referencia [30].

Sea X una super�cie de Riemann de género g, un mor�smo n-gonal es una

aplicación holomorfa de grado n de X en la esfera de Riemann Ĉ. Cuando
existe tal aplicación se dice que X es una super�cie de Riemann n-gonal.

Como consecuencia de la desigualdad de Severi-Castelnuovo si n es primo

y el género de la super�cie cumple la condición: g > (n − 1)2 el mor�smo

n-gonal, si existe, es único. Esta es la denominada acotación de Accola.

Estamos interesados en familias de super�cies de Riemann, de género g, con

varios mor�smos p-gonales siendo p un entero primo y g ≤ (p − 1)2. Al ser

p primo el mor�smo p-gonal ha de ser irregular o cíclico.

Vamos a desarrollar un método para construir ejemplos concretos de super-

�cies de Riemann con varios mor�smos p-gonales irregulares. Aplicando este

método, con ayuda de ordenador, vamos a encontrar super�cies irregulares

con varios mor�smos para los casos trigonal y pentagonal. Concretamente

vamos a construir familias de géneros 2 y 4 con dos mor�smos trigonales y

familias de géneros 6 y 8 con dos mor�smos pentagonales.

A continuación vamos a extender estos ejemplos para construir familias de

super�cies con dos mor�smos p-gonales, para cualquier primo p > 2, con el

género máximo permitido por la acotación de Accola.

También construiremos familias de super�cies con dos mor�smos n-gonales

de género cualquiera, cuando n no es un número primo. Demostrando por

tanto que la acotación de Accola es óptima.

6.1. Obtención de super�cies con varios mor�smos n-gonales

Para obtener super�cies de Riemann con varios mor�smos n-gonales, empe-

zamos con un grupo fuchsiano ∆ de signatura (0;m1, ...,mr) y consideramos

un epimor�smo ω : ∆ → G donde G es un grupo �nito al que vamos a

imponer ciertas condiciones.

Supongamos que existe un subgrupo H de G tal que:

115
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1. Existen subgrupos G1 ≤ G y G2 ≤ G, G1 6= G2.

2. H es un subgrupo de índice n de cada Gi, i = 1, 2.

3. Los grupos fuchsianos ω−1(Gi) tienen signaturas con género 0.

Entonces la super�cie de Riemann X = H/ω−1(H) tiene al menos dos mor-

�smos n-gonales: X → H/ω−1(Gi) = Ĉ, i = 1, 2.

Si X̂ = H/ kerω, tenemos el siguiente diagrama:

X̂

q
$$

q
zz

f̃

��

f̂1

��

f̂2

��

X
f1

xx

X
f2

&&

H/ω−1(G1) = Ĉ

t1 **

H/ω−1(G2) = Ĉ

t2tt
H/∆ = Ĉ

Queremos estudiar los posibles grupos de monodromía G de la cubierta ra-

mi�cada f̃ . Existen una serie de restricciones a tener en cuenta:

1. dg(f̃) = dg(f̂1).dg(t1) (siendo dg el grado de la aplicación ver de�-

nición: 2.2.5). Así ord(G) = dg(f̃) debe ser un múltiplo de dg(f̂1) y

dg(t1) = ord(G)/dg(f̂1).

2. Queremos, para que la signatura ∆ sea lo más simple posible, que

kerω sea un grupo fuchsiano de super�cie (sin elementos elípticos).

Por tanto el orden de los elementos elípticos de ∆ debe dividir a

ord(G). Es decir a los elementos elípticos de orden q de ∆ el epimor-

�smo ω debe asignar elementos de orden q de G.

3. La fórmula de Riemann-Hurwitz aplicada a f̃ implica que 2g
X̂
−2 =

ord(G)[−2 +Ramif(∆)] , siendo �Ramif� el número de rami�cación

de ∆, o sea Ramif(∆) =
∑ ni−1

ni
donde ni es el orden de cada

elemento elíptico de ∆).

4. La fórmula de Riemann-Hurwitz aplicada a f1 implica 2gX − 2 +

Ramif(X) = n[−2 +Ramif(ω−1(G1))]. Análogamente para f2.

5. La fórmula de Riemann-Hurwitz aplicada a f̂1 implica 2gX̂ − 2 =

dg(f̂1)[−2 +Ramif(∆)].

6. El grado de f̃ (orden de G) está limitado por 84(g
X̂
− 1) luego g

X̂
>

ord(G)/84 (ver teorema 2.4.19).
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7. Como estamos buscando super�cies con más de un mor�smo debemos

respetar la acotación de Accola que limita el género máximo de X a

(dg(f1)− 1)2 cuando n es primo.

8. El grupo G tiene que tener dos subgrupos isomorfos al grupo de mo-

nodromía de f̂1 y dichos subgrupos tienen que compartir un elemento

de orden igual al grado de la aplicación q.

Usando estas limitaciones escribimos:

Programas en Matlab para analizar las posibles signaturas de los

grupos fuchsianos ω−1(Gi) i = 1, 2 y los posibles géneros de X y X̂.

Programas en GAP para buscar grupos de un orden dado con al

menos una clase de conjugación de subgrupos isomorfos al grupo de

monodromía de X.

Usando las listas producidas por estos programas podemos descartar rápida-

mente muchos casos, porque si un grupo no tiene elementos del orden que

se necesita en la signatura la pareja signatura-grupo no es candidata para la

búsqueda de super�cies con más de un mor�smo. Las parejas que sobreviven

indican cuales signaturas y grupos podrían funcionar. Aunque aun necesita-

mos encontrar qué elementos generan los subgrupos G1, G2 y aplicando las

técnicas de Hoare-Singerman (concretamente las de Singerman pues esta-

mos considerando grupos fuchsianos) calcular las signaturas de ω−1(Gi) y

ω−1(H).

Programas en Matlab para comprobar que las posibles asignaciones

a los generadores de ∆ cumplen el resto de requisitos.

6.2. Super�cies trigonales con varios mor�smos

El caso más simple es aquel de las super�cies trigonales genéricas n = 3.

Con la notación de la sección anterior, para encontrar super�cies con más

de un mor�smo trigonal irregular los grupos Gi, i = 1, 2, deben contener el

grupo de monodromía de los mor�smos trigonales irregulares, o sea D3. Esto

justi�ca la condición 1, de la lista que aparece a continuación, consideramos

además el caso más sencillo, que es Gi ∼= D3, esto justi�ca la condición 4.

Para este caso concreto las restricciones a aplicar son:

1. ord(G) debe ser múltiplo de 6. Porque G tiene que tener subgrupos

isomorfos a D3.

2. Los elementos elípticos de ∆ deben tener órdenes que dividan a

ord(G) y ω les debe asignar elementos de G del mismo orden.
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3. La signatura del grupo ω−1(G1) es (0; 2u 3v) y u+2v = 2gX +4 (ver

[33])

4. Aplicando Riemann-Hurwitz a t tenemos (−2+ u
2 + 2v

3 ) = ord(G)
6 (−2+

Ramif(∆))

5. Aplicando Riemann-Hurwitz a f̂1 tenemos 2gX̂ −2 = 6(−2 + u
2 + 2v

3 )

pero por las restricciones 3 y 7, de la lista anterior, tenemos que

u+ 2v < 14 luego gX̂ < 16

6. El orden de G debe cumplir |G| < 84(16− 1) = 1260.

7. El género de X debe de ser gX < 5.

Con estas restricciones encontramos los siguientes casos:

6.2.1. G de orden 24. En este caso la única posibilidad es G ∼= S4.

6.2.1.1. Signatura de ∆: (0; 2, 2, 2, 2, 2). Consideremos los subgrupos

G1
∼= S3(∼= D3) generado por las permutaciones (0,1) y (0, 1, 2) de S4, y

G2
∼= S3 generado por las permutaciones (0, 1) y (0, 1, 3), que comparten el

elemento de orden dos (0, 1) que genera H.

Vamos a etiquetar las clases por la derecha de G1 (el análisis para G2 es

similar) :

0 := G1, 1̄ := G1(2, 3), 2 := G1(1, 2, 3) 3 := G1(0, 1, 2, 3)

Las permutaciones de las clases por la derecha de G1 generadas por los

elementos de S4 son:

Permutación A = (0, 1) de S4 origina la permutación (2, 3) en las

clases por la derecha de G1.

Permutación B = (1, 2) de S4 origina la permutación (1, 2).

Permutación C = (0, 1)(2, 3) de S4 origina la permutación (0, 1)(2, 3)

Permutación D = (0, 2) de S4 origina la permutación (1, 3)

Permutación E = (0, 3) de S4 origina la permutación (0, 3)

De�nimos ω : ∆→ S4 por la siguiente asignación de permutaciones de S4 a

generadores elípticos de ∆:

x1 → A, x2 → B, x3 → C, x4 → D,x5 → E

Las permutaciones A,B,C generan S4 y por tanto la aplicación ω : ∆→ S4

es un epimor�smo, pues se cumple que ω(x1)ω(x2)ω(x3)ω(x4)ω(x5) = id y

por tanto la relación �larga� de la presentación de ∆ se mantiene en S4.

Aplicando las técnicas de Singerman cada generador origina en ω−1(G1) :
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x1 , x2 , x4 y x5 dos clases de conjugación de elementos elípticos de

orden 2.

x3 no genera elementos elípticos

La fórmula de Riemann-Hurwitz aplicada a t1 es −2+81
2 = 4(−2+gX +51

2).

Por tanto gX = 0 y la signatura del grupo ω−1(G1) es:

(0; 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)

que denotaremos (2; 28).

Aplicando ahora las técnicas de Singerman a la super�cieX = H/ω−1(H) ve-

mos que tiene género 2 y 8 elementos elípticos de orden 2 ( o sea ω−1(H) tiene

signatura (2; 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2)). X es una super�cie de género 2 que admi-

te dos mor�smos trigonales distintos: X = H/ω−1(H) → X = H/ω−1(Gi),

i = 1, 2.

Como hemos asignado a los generadores elípticos de ∆ permutaciones de

S4 del mismo orden, kerω es un grupo de super�cie. Usando la fórmula de

Riemann-Hurwitz vemos que X̂ es una super�cie de género 7.

En resumen:

Teorema 6.2.1. Sea ∆ un grupo fuchsiano de signatura (0; 25), y sea ω :

∆→ S4 el epimor�smo de�nido por:

x1 → (0, 1), x2 → (1, 2), x3 → (0, 1)(2, 3), x4 → (0, 2), x5 → (0, 3)

Entonces X = H/ω−1(〈(0, 1)〉) es una super�cie de género 2 que admite dos

mor�smos trigonales irregulares distintos.

Nota. Este teorema produce in�nitas super�cies de género 2 con varios

mor�smos trigonales, pero es posible que dos grupos no conjugados de sig-

natura (0; 25) originen la misma super�cie X uniformizada por dos grupos

no conjugados de signatura (2; 28). Los grupos con signatura (2; 28) unifor-

mizan super�cies de género 2 que pueden ser vistas como orbifolds con ocho

puntos cónicos.

6.2.1.2. Signatura de ∆ : (0; 2, 2, 2, 4). Sean G1, G2, H como en el caso

anterior pero ahora consideramos las permutaciones de S4:

A = (0, 1), B = (0, 2), C = (0, 3), D = (0, 3, 2, 1)

que originan las siguientes permutaciones en las clases por la derecha de G1:

A→ (2, 3), B → (1, 3), C → (0, 3), D → (0, 1, 2, 3)
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Tenemos que A,B,C generan S4, y si asignamos x1 → A, x2 → B, x3 →
C, x4 → D, o sea ∆ tiene 3 generadores elípticos de orden 2 y uno de orden

4, se cumple que ω(x1)ω(x2)ω(x3)ω(x4) = id.

Aplicando las técnicas de Singerman vemos que en ω−1(G1):

x1, x2, x3 originan dos clases de conjugación de elementos elípticos

de orden 2.

x4 no origina ningún generador elíptico en ω−1(G1).

La signatura de ω−1(G1) es (0; 26), y también la de ω−1(G2).

Aplicando el método de Singerman obtenemos que la signatura del grupo

ω−1(H) que uniformiza X es (1; 2, 2, 2, 2, 2, 2) y que X̂ es una super�cie de

género 4.

Teorema 6.2.2. Sea ∆ un grupo fuchsiano de signatura (0; 23, 4), y sea

ω : ∆→ S4 el epimor�smo de�nido por:

x1 → (0, 1), x2 → (0, 2), x3 → (0, 3), x4 → (0, 3, 2, 1)

Entonces X = H/ω−1(〈(0, 1)〉) es una super�cie de género 1 que admite

dos mor�smos trigonales irregulares distintos, por tanto tenemos in�nitas

super�cies de género 1 con varios mor�smos trigonales.

6.2.1.3. Signatura de ∆ : (0; 2, 2, 2, 2, 2, 2). Con G1, G2, H como en los

casos anteriores, consideramos las permutaciones A = (0, 1), B = (0, 2), C =

(0, 3) y asignando x1 → A, x2 → A, x3 → B, x4 → B, x5 → C, x6 → C

obtenemos ∆ con 6 generadores elípticos de orden 2.

Ahora el grupo que uniformiza ω−1(G1) tiene signatura (0; 212), H/ω−1(H)

tiene género 4 y 12 generadores elípticos de orden 2, kerω es un grupo fuch-

siano y H/ kerω es una super�cie de género 13.

Teorema 6.2.3. Sea ∆ un grupo fuchsiano de signatura (0; 26). Sea ω :

∆→ S4 el epimor�smo de�nido por:

x1 → (0, 1), x2 → (0, 1), x3 → (0, 2), x4 → (0, 2), x5 → (0, 3), x5 → (0, 3)

Entonces X = H/ω−1(〈(0, 1)〉) es una super�cie de género 4 que admite va-

rios mor�smos trigonales distintos, y como anteriormente existirán in�nitas.

6.2.2. G de orden 48. Consideremos ahora G = C2 × S4, que repre-

sentaremos como el subgrupo de S6 generado por:

f1 = (0, 1) f2 = (1, 2) f3 = (0, 1, 2) f4 = (0, 1, 3)

f5 = (0, 3, 2, 1)(4, 5) f6 = (0, 3)(4, 5)
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Los grupos G1 =< f1, f3 > y G2 =< f1, f4 > son isomorfos a S3 y H =<

f1 > es isomorfo a C2.

6.2.2.1. Signatura de ∆ : (0; 2, 2, 2, 4). Tenemos que f1.f2.f6.f5 = id y

G =< f1, f2, f5, f6 >. Las permutaciones inducidas por estos elementos en

las clase por la derecha (8 clases) de los subgrupos G1 y G2 son:

f1 → (0̄, 2̄)(1̄, 3̄)(4̄)(5̄)(6̄)(7̄) en G1, G2

f2 → (2̄, 4̄)(3̄, 5̄)(0̄)(1̄)(6̄)(7̄) en G1 y (0̄, 4̄)(1̄, 5̄)(2̄)(3̄)(6̄)(7̄) en G2

f5 → (0̄, 7̄, 2̄, 5̄)(1̄, 6̄, 3̄, 4̄) en G1 y (0̄, 5̄, 2̄, 7̄)(1̄, 4̄, 3̄, 6̄) en G2

f6 → (0̄, 7̄)(1̄, 6̄)(2̄, 3̄)(4̄, 5̄) en G1 y (0̄, 5̄)(1̄, 4̄)(2̄, 7̄)(3̄, 6̄) en G2

Así el grupo ω−1(G1) tiene signatura (0; 28) y análogamente ω−1(G2). El

grupo ω−1(H) que uniformiza X tiene signatura (2; 28) y X̂ es una super�cie

de género 7.

6.2.2.2. Signatura de ∆ : (0; 2, 2, 2, 2, 2). A los elementos previos aña-

dimos:

g1 = (0, 2) g2 = (0, 3) g3 = (0, 1)(4, 5) g4 = (0, 3)(1, 2)(4, 5)

Tenemos que G =< f1, g1, g2, g3, g4 > y también que f1.g1.g3.g2.g4 = id

Las permutaciones inducidas por estos elementos en las clases por la derecha

(8 clases) de los subgrupos G1 y G2 son:

f1 → (0̄, 2̄)(1̄, 3̄)(4̄)(5̄)(6̄)(7̄) en G1, G2

g1 → (0̄, 4̄)(1̄, 5̄)(2̄)(3̄)(6̄)(7̄) en G1 y (2̄, 4̄)(3̄, 5̄)(0̄)(1̄)(6̄)(7̄) en G2

g2 → (0, 6)(1, 7)(2)(3)(4)(5) en G1 y (2̄, 6̄)(3̄, 7̄)(0̄)(1̄)(4̄)(5̄) en G2

g3 → (0̄, 3̄)(1̄, 2̄)(4̄, 5̄)(6̄, 7̄) en G1, G2

g4 → (0̄, 7̄)(1̄, 6̄)(2̄, 5̄)(3̄, 4̄) en G1 y (0̄, 1̄)(2̄, 7̄)(3̄, 6̄)(4̄, 5̄) en G2

Por tanto el grupo ω−1(G1) tiene signatura (0; 212) y análogamente ω−1(G2).

El grupo ω−1(H) que uniformiza X tiene signatura (4; 212) y X̂ es una

super�cie de género 13.

Nota. Las signaturas de los grupos que uniformizan X han aparecido tam-

bién en el caso G = S4.

6.3. Super�cies pentagonales diédricas con varios mor�smos

Para el caso de super�cies pentagonales, se restringe la búsqueda al caso en

el que el grupo de monodromía del mor�smo pentagonal X → Ĉ es isomorfo

a D5. Un caso particular de estas super�cies se estudia en la referencia [29].
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En este caso no se ha realizado un análisis exhaustivo, tanto por falta de

potencia computacional (se ha empleado un portátil estándar) como por no

ser un objetivo de la tesis, que pretende generalizar los resultados obtenidos

más que generar una lista concreta de super�cies. De cualqier modo se han

encontrado varios casos de super�cies con más de un mor�smo.

6.3.1. Signatura de ∆ : (0; 2, 2, 5, 5). Se considera el grupo G =

(C5 × C5) o C2 de orden 50 como el subgrupo de S10 generado por:

f1 = (0, 1, 2, 3, 4)(5, 6, 7, 8, 9)

f2 = (1, 4)(2, 3)(6, 9)(7, 8)

f3 = (5, 6, 7, 8, 9)

Sea G1 =< f1, f2 > y G2 =< f2, f3 >, ambos isomorfos al grupo diédrico

D5, y H =< f2 >.

De�nimos, además, los elementos:

g1 = (0, 4)(1, 3)(5, 9)(6, 8) g2 = (0, 4, 3, 2, 1)(5, 9, 8, 7, 6)

g3 = (0, 3)(1, 2)(5, 9)(6, 8) g4 = (5, 9, 8, 7, 6)

Tenemos que G =< g1, g2.g3, g4 > y g1.g2.g3.g4 = id. Las permutaciones

inducidas por estos generadores en las clases por la derecha (5 clases) de los

subgrupos G1 y G2 son:

g1 → (1̄, 4̄)(2̄, 3̄)(0̄) en G1 y (0̄, 4̄)(1̄, 3̄)(2̄) en G2

g2 → id en G1 y (0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄) en G2

g3 → (0̄, 4̄)(1̄, 3̄)(2̄) en G1 y (1̄, 4̄)(2̄, 3̄)(0̄) en G2

g4 → (0̄, 1̄, 2̄, 3̄, 4̄) en G1 y id en G2

El grupo ω−1(G1) tiene signatura (0; 2, 2, 5, 5, 5, 5, 5) y análogamente ω−1(G2).

El grupo ω−1(H) que uniformiza X tiene signatura (8; 2, 2) y X̂ es una su-

per�cie de género 16.

Teorema 6.3.1. Existen in�nitas super�cies pentagonales diédricas de gé-

nero 8 con al menos dos mor�smos pentagonales diédricos distintos.

6.3.2. Signatura de ∆ : (0; 2, 2, 2, 2, 2). Se obtiene otra familia de

super�cies usando G = A5 y ∆ con signatura (0; 2, 2, 2, 2, 2).

denotamos:

f1 = (0, 4)(1, 3) f2 = (0, 4, 1, 2, 3) f3 = (0, 4, 3, 2, 1)

Tenemos que A5
∼= G =< f1, f2, f3 > y que G1 =< f1, f2 >,G2 =< f1, f3 >

son ambos isomorfos a D5.
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De�nimos los elementos:

g1 = (0, 4)(1, 2) g2 = (0, 2)(1, 4)

g3 = (0, 1)(2, 4)

Cumpliéndose que G =< f1, g1, g2, g3, > y f1.f1.g1.g2.g3 = id. Las permuta-

ciones inducidas por estos generadores en las clases por la derecha (6 clases)

de los subgrupos G1 y G2 son:

f1 → (1, 3)(4̄, 5̄)(0̄)(2̄) en G1 y (2, 3)(4̄, 5̄)(0̄)(1̄) en G2

g1 → (0, 3)(2̄, 4̄)(1̄)(5̄) en G1 y (0, 4)(1̄, 3̄)(2̄)(5̄) en G2

g2 → (1, 5)(2̄, 4̄)(0̄)(3̄) en G1 y (0, 4)(2̄, 5̄)(1̄)(3̄) en G2

g3 → (0, 3)(1̄, 5̄)(2̄)(4̄) en G1 y (1, 3)(2̄, 5̄)(0̄)(4̄) en G2

Los grupos ω−1(G1), ω−1(G2) tienen signatura (0; 210), y la signatura del

grupo que uniformiza X es (6; 210) , además X̂ tiene género 16.

Teorema 6.3.2. Existen in�nitas super�cies pentagonales diédricas de gé-

nero 6 con al menos dos mor�smos pentagonales diédricos distintos.

6.4. Super�cies n-gonales a partir de (n-1)-gonales

Partiendo de una super�cie X con varios mor�smos (n-1)-gonales, y tal que

el grupo de monodromía de X̂ → H/∆ sea Sn (como las encontradas para

n − 1 = 3, G = S4). Vamos a construir una nueva super�cie X ′ con varios

mor�smos n-gonales y tal que la monodromía de X̂ ′ → H/∆ sea Sn+1.

Tenemos el siguiente diagrama de super�cies de Riemann y mor�smos:

X̂

q
((

q
vv

f̃

��

f̂1

��

f̂2

��

X
f1

xx

X
f2

&&

Ĉ = H/ω−1(G1)

t1 ++

Ĉ = H/ω−1(G2)

t2ss

Ĉ = H/∆(ω(∆) ∼= Sn)

donde:

X = H/ω−1(H) H ∼= Sn−2

Gi ∼= Sn−1
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Supongamos que ∆ tiene signatura (0;m1, ...,mr) y que ω : ∆ → Sn =

P{0,1,...,n-1}. Ahora consideramos el grupo ∆′ con signatura (0;m1, ...,mr, 2, 2)

y ω′ : ∆→ Sn+1 = P{0,1,...,n} dada por:

ω′(x′1) = ω(x1), ..., ω′(x′r) = ω(xr), ω
′(x′r+1) = (0, n), ω′(x′r+2) = (0, n)

Obtenemos un diagrama:

X̂ ′= H/kerω′

q
%%

q
yy

f̃

��

f̂1

��

f̂2

��

X ′

f1

xx

X ′

f2

&&

Ĉ= H/ω−1(Sn)

t1 **

Ĉ= H/ω−1(Sn)

t2tt
Ĉ= H/∆′

donde:

X ′ = H/ω−1(H) H ∼= Sn−1

Tendremos G = Sn+1, estamos pasando de un mor�smo (n-1)-gonal a uno

n-gonal, y cada uno de los subgrupos Gi será el estabilizador de un elemento

digamos j. El grupo Gi puede verse como un conjunto de n! tuplas de n+ 1

elementos distintos pertenecientes al conjunto {0...n} tales que el elemento

en la posición j es siempre j, (la (n + 1)-tupla correspondiente a a ∈ Gi

está de�nida por (α(0), α(1), ..., α(n), α(n)). Entonces la clase por la derecha

Giβ puede representarse por el conjunto de tuplas tales que en la posición j

aparece β(j), por tanto podemos etiquetar cada clase por la derecha con un

número del 0 al n.

La acción de la permutación (a, b) en las clases por la derecha �jará (n− 1)

clases, aquellas identi�cadas por números diferentes a a, b.

Así un generador canónico xi de ∆′ tal que ω′(xi) = (a, b) producirá, por el

método de Singerman, (n− 1) generadores elípticos de orden 2 en ω′−1(Gi).

Análogamente un generador que tenga asignada una permutación del tipo

(a, b)(c, d), producirá (n− 3) generadores elípticos de orden 2 en ω′−1(Gi).

Consideremos ahora el subgrupo H de G que es el estabilizador de dos

elementos, digamos i, j. Dicho subgrupo puede verse como un conjunto de

(n−1)! tuplas de (n+1) elementos, tales que en la posición i siempre aparece
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i y en la j siempre aparece j y la clase Hα puede verse como un conjun-

to de tuplas distintas tales que en la posición i siempre aparece α(i) y en

la j siempre aparece α(j). Por tanto podemos representar las clases por la

derecha de H en G por un par ordenado de números distintos del 0 al n.

La acción de la permutación (a, b) en las clases por la derecha �jará (n −
1)(n−2) clases, aquellas identi�cadas por pares de números que no contengan

a, b.

Por tanto un generador canónico de ∆′ que tenga asignada, por ω′, una

permutación del tipo (a, b) producirá (n− 1)(n− 2) generadores elípticos de

orden 2 en X ′.

Análogamente un generador que tenga asignada una permutación del tipo

(a, b)(c, d) producirá (n− 3)(n− 4) generadores elípticos de orden 2 en X ′.

Vamos a aplicar el método al caso analizado en 6.2.1.1. En este caso n = 4 y

∆′ será un grupo fuchsiano con signatura (0; 27). Construimos ω′ mediante:

ω′(x′1)→ (0, 1) ω′(x′2)→ (1, 2) ω′(x′3)→ (0, 1)(2, 3) ω′(x′4)→ (0, 2)

ω′(x′5)→ (0, 3) ω′(x′6)→ (0, 4) ω′(x′7)→ (0, 4)

La relación larga se sigue cumpliendo.

Los grupos G1 =< (0, 1), (0, 1, 2), (0, 4) > y G2 =< (0, 1), (0, 1, 3), (0, 4) >

ambos isomorfos a S4 y H =< (0, 1), (0, 4) > es isomorfo a S3.

Tendremos 19 = 6×3+1 generadores elípticos de orden 2 en ω′−1(G1) . Si gC1

es el género en la signatura de ω′−1(G1), por la fórmula de Riemann-Hurwitz:

2gC1 − 2 + 19
1

2
= 5(−2 + 7

1

2
)⇒ gC1 = 0

Por tanto el grupo ω′−1(G1) tiene signatura (0; 219)

Los cálculos para ω′−1(H), que uniformiza X, nos dicen que tiene 36 = 6×6

generadores elípticos originados por aquellos generadores de ∆′ a los que

ω′ asigna permutaciones del tipo (a, b). Aplicando la fórmula de Riemann-

Hurwitz obtenemos que el género de X es 7 , X tendrá al menos dos mor�s-

mos tetragonales diferentes.

Vamos a generalizar: Consideremos un grupo ∆n con signatura (0; 22n−1)) y

un epimor�smo ω : ∆n → Sn+1 dado por:

ω(x1)→ (0, 1) ω(x2)→ (1, 2) ω(x3)→ (0, 1)(2, 3) ω(x4)→ (0, 2) ω(x5)→
(0, 3) ω(x′6)→ (0, 4) ω(x7)→ (0, 4), ..., ω(x2n−2)→ (0, n) ω(x2n−1)→

(0, n)
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Tenemos

Número de generadores elípticos en ω−1(Gi) por cada generador en

∆n que tiene asociada una permutación de tipo (a,b): (n− 1)

Número de generadores elípticos en ω−1(Gi) por cada generador en

∆n que tiene asociada una permutación de tipo (a,b)(c,d): (n− 3)

Número total de generadores elípticos en ω−1(Gi) : 2n2 − 3n− 1

Número de generadores elípticos en ω−1(H) por cada generador en

∆n que tiene asociada una permutación de tipo (a,b): (n− 1)(n− 2)

Número de generadores elípticos en ω−1(H) por cada generador en

∆n que tiene asociada una permutación de tipo (a,b): (n− 3)(n− 4)

Número total de generadores elípticos en ω−1(H): 2n3−7n2 +3n+8

Género de X = n2 − 2n− 1

Notar que si n es primo estamos por debajo de la acotación de Accola para

el género, que es: n2 − 2n+ 1.

El mismo método puede aplicarse a las super�cies obtenidas en la sección

6.2.1.2. Continuamos con la misma terminología que antes y tenemos:

Número de generadores elípticos de orden 2 en ∆n (todos tienen

asociada una permutación de tipo (a,b)): 3 + 2(n− 3)

Número de generadores elípticos de orden 4 en ∆n: 1

Número de generadores elípticos en ω−1(Gi) por cada generador en

∆n que tiene asociada una permutación de tipo (a,b): (n− 1)

Número de generadores elípticos en ω−1(Gi) por cada generador en

∆n que tiene asociada una permutación de tipo (a,b)(c,d): (n− 3)

Número total de generadores elípticos de orden 2 en ω−1(Gi) : 2n2−
5n+ 3, de orden 4: n− 3

Número de generadores elípticos en ω−1(H) por cada generador en

∆n que tiene asociada una permutación de tipo (a,b): (n− 1)(n− 2)

Número de generadores elípticos en ω−1(H) por cada generador en

∆n que tiene asociada una permutación de tipo (a,b,c,d): (n−3)(n−
4)

Número total de generadores elípticos de orden 2 en ω−1(H):2n3 −
9n2 + 13n− 6 ; número de generadores de orden 4: n2 − 7n+ 12

Género de X = n2 − 2n− 2.

Y aplicándolo a la super�cie de la sección 6.2.1.3:

Número de generadores elípticos de orden 2 en ∆n (todos tienen

asociada una permutación de tipo (a,b)): 6 + 2(n− 3)
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Número de generadores elípticos en ω−1(Gi) por cada generador en

∆n que tiene asociada una permutación de tipo (a,b): (n− 1)

Número total de generadores elípticos de orden 2 en ω−1(Gi) : 2n2−2

Número de generadores elípticos en ω−1(H) por cada generador en

∆n que tiene asociada una permutación de tipo (a,b): (n− 1)(n− 2)

Número total de generadores elípticos en ω−1(H): 2n3 − 6n2 + 4n

Género de X = n2 − 2n+ 1.

En este caso alcanzamos la cota superior para el género.

Corolario 6.4.1. Para cada número primo p > 2 existen super�cies de

Riemann de género (p − 1)2, (p − 1)2 − 2 y (p − 1)2 − 3 con más de un

mor�smo p-gonal.

6.5. Construcción de super�cies de género arbitrario

Comenzamos con unas super�cies que satisfagan el diagrama:

X̂

q $$qzz

f̃

��

f̂1

��

f̂2

��

X(K)

f1

zz

X(K)

f2

$$

Ĉ1(H1)

t1
))

Ĉ1(H2)

t2
uu

Ĉ2(G)

Supongamos que la signatura del grupo que uniformiza Ĉ2 es (0;α1, ..., αl),

la del grupo que uniformiza Ĉ1 (0;β1, ..., βr), y la del grupo que uniformiza

X (g; γ1, ..., γm) con respectivos órdenes de rami�cación Rα, Rβ, Rγ .

Sustituimos el grupo de monodromía G de f̃ por un producto directo G×G1.

Donde G1 puede ser cualquier grupo �nito (supongamos que de orden r).

Añadimos a los generadores elípticos de Ĉ2 generadores elípticos que tengan

asignados elementos que generen G1 y cumplan la relación �larga� (producto

igual a 1).

Podemos añadir tantos como queramos, por tanto el orden de rami�cación,

que denotaremos R puede ser tan grande como se quiera.

Tenemos el siguiente diagrama:
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X̂

q &&qxx

f̃

��

f̂1

��

f̂2

��

X(K)

f1

xx

X(K)

f2

&&

Ĉ1(H1 ×G1)

t1 **

Ĉ1(H2 ×G1)

t2tt
Ĉ2(G×G1)

Los nuevos generadores, cuando actúen en las clases por la derecha deHi×G1

�jarán todas las clases. Así cada uno producirá T = orden(t2) generadores

elípticos en Ĉ1. Aplicando la fórmula de Riemann-Hurwitz:

2gC1 − 2 +Rβ + TR = T (−2 +Rα +R)

Tenemos que gC1 es cero porque −2 +Rβ = T (−2 +Rα).

Notar que si el las aplicaciones fi previas eran q-gonales, las nuevas (q×r)-
gonales, y no siendo un número primo no se aplica la acotación de Accola.

Cada generador elíptico original de Ĉ2 genera ahora r veces más puntos

cónicos en el �nuevo� X que en el caso anterior. Así tenemos que el grupo

que uniformiza el �nuevo� X tiene signatura:

(gXnew; γr1 , ..., γ
r
m)

Aplicando la fórmula de Riemann-Hurwitz:

2gXold − 2 +Rγ = q(−2 +Rβ)

2gXnew − 2 + rRγ = rq(−2 +Rβ + TR)

Por tanto 2gXnew − 2 = −r(Rγ − qRβ − 2q) + rqTR = r(2gXold− 2) + rqTR

y:

gXnew = rgXold − (r − 1) +
1

2
rqTR

que puede ser tan grande como queramos.

Hemos demostrado que la acotación de Accola es óptima para cualquier n-

mor�smo.



Conclusiones

El objeto de esta tesis es el estudio de las super�cies de Riemann que son

un recubrimiento rami�cado irregular de la esfera de Riemann. Como un

estudio exhaustivo de dichas super�cies es un objetivo utópico, nos limitamos

a analizar algunos aspectos determinados de algunos tipos especí�cos de estas

super�cies.

Uno de los estudios realizados se re�ere a las super�cies p-gonales (p primo

mayor que 2) tales que el grupo de monodromía correspondiente al mor�smo

p-gonal es isomorfo al Dp. Concretamente se estudian las super�cies reales

es decir aquellas para las que existe una involución anticonforme σ.

Dos super�cies de Riemann reales (X,σ) y (X ′, σ′) son equivalentes si existe

un homeomor�smo h : X → X ′ tal que σ = h−1σ′h, Cada clase de equi-

valencia se caracteriza por la acción de la involución anticonforme σ en la

super�cie. Si (X,σ) es una super�cie de Riemann real el conjunto de puntos

�jados por σ Fix(σ) es o bien vacío o bien consiste en k curvas disjuntas

llamadas �óvalos�. El tipo topológico, viene dado por el número de óvalos y la

orientabilidad o no de la super�cie cociente X
<σ> . Si σ tiene k óvalos y X

<σ>

es orientable se dice que (X,σ) tiene especie +k, si X
<σ> es no orientable se

dice que (X,σ) tiene especie −k.

El teorema de Harnack restringe las posibles especies de las super�cies de

Riemann reales generales. Las de alguna clase especí�ca tienen, en general,

mayores restricciones.

En la tesis se obtienen las restricciones de las especies para el caso de las

super�cies p-gonales diédricas reales, y también las restricciones para los

géneros de dichas super�cies.

El otro estudio se re�ere a super�cies con más de un mor�smo n-gonal. Un

mor�smo n-gonal es una aplicación holomorfa de grado n de X en la esfera

de Riemann Ĉ, si existe tal aplicación la super�cie X se denomina n-gonal.

Si n es primo y el género de la super�cie cumple g > (n − 1)2 entonces el

mor�smo n-gonal, si existe, es único. Esta es la denominada acotación de

Accola.

129
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En la tesis se muestran ejemplos concretos de super�cies de Riemann, de

género máximo, con varios mor�smos p-gonales para los casos trigonal y

pentagonal. A continuación se extienden estos ejemplos a familias de super-

�cies p-gonales, de género máximo, para cualquier primo p > 2, y también

para familias de super�cies n-gonales, con dos mor�smos, de género no aco-

tado cuando n no es primo. Demostrando así que la acotación de Accola es

óptima.

Como resultados no originales se ha detallado la aplicación del método de

Hoare-Singerman (obtención de la signatura del grupo N.E.C. de�nido por

un grupo de permutaciones (referencia [61])) para el cálculo de la orientación

de los ciclo-periodos de la cubierta, que en el artículo original sólo se describe

para una super�cie �base� con un único cicloperiodo. Aquí se ha aplicado a

un caso de mayor complejidad que los descritos en la literatura ([61, 108]).

También se detalla la aplicación del método de Reidemeister-Schreier a un

caso geométrico.
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