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notación
< “ menor que” > “mayor que”
≤ “menor o igual que” ≥ “mayor o igual que”
⊂ “incluido en” ⊃ “ contiene a”
⊆ “ incluido o igual que” ⊇ “ contiene o es igual a”
≡ “ equivalente a” ≈ “aproximadamente igual que”
∈ “ pertenece a” /∈ “no pertenece a”
: “verifica ” 6= “distinto de”
∪ “unión” ∩ “ intersección”
− “diferencia de conjuntos” ∆ “diferencia simétrica de conjuntos”
∨ “ o ” ∧ “y ”
⇒ “ implica” ⇔ “ si y sólo si ”

“sii ” “ si y sólo si ” R “conjunto de los números reales”
Rn

n

R × · · · × R R∗ R ∪ {±∞}
N “conjunto de los números naturales” Z “conjunto de los números enteros”
Q “conjunto de los números racionales” C “conjunto de los números complejos”

<(z) “parte real de z” =(z) “parte imaginaria de z”
∃ “existe ” @ “no existe”
∀ “para todo” ∞ “infinito”
¬ “no” / “ tal que”
⊥ “ perpendicular a(v.a. independientes)” ‖ “ paralelo a ”
∦ “ no paralelo a” ∴ “por lo tanto”
∵ “ debido a” ∅ “conjunto vacío”
; “sigue” � “c.q.d.”

δa(t), a ∈ R “delta de Dirac”
∫

“integral de Lebesgue”
L n “σ-álgebra de Lebesgue en Rn” `n “medida de Lebesgue en Rn”
L1(µ) “Lebesgue integrable respecto de µ” B(Rn) “σ-álgebra de Borel en Rn”

Ω “espacio muestral” A “σ-álgebra de sucesos”
P “medida de probabilidad” E “esperanza matemática”

• � • “• absolut. conti. respecto •” • ≺ • “• singular respecto •”
P(•�∗) “probabilidad condicionada” E(•�∗) “Esperanza condicionada”
µ.c.t. “µ casi todo” c.s. “P casi seguro’
ĺım “límite” ĺım sup “límite superior”

ĺım inf “límite inferior” máx “máximo”
mı́n “mínimo” sup “supremo”
ı́nf “ínfimo” sen “seno”
cos “coseno” tan “tangente”
F “transformada de Fourier“ F −1 “transformada inversa de Fourier“
L “transformada de Laplace“ L−1 “transformada inversa de Laplace”
Z “transformada Z” Z −1 “transformada Z inversa”
f̄ “transformada de Fourier de f” f̂ “transformada de Laplace de f”
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Capítulo 1
Introducción.

Con el presente trabajo pretendemos estudiar los denominados “procesos de renovación com-
puestos con deriva” en tiempo continuo (T ⊂ R). La teoría de los procesos estocásticos tiene su
origen en estudios relacionados con el movimiento browniano, con las fluctuaciones y ruidos en sis-
temas físicos, con la economía.... Uno de los primeros estudios matemáticos de estos procesos fue
el llevado a cabo por el matemático Louis Bachelier, en 1900, el cual presentó en su tesis [5] un
modelo estocástico para el estudio de los mercados bursátiles. Este trabajo pionero, sin embargo,
durante mucho tiempo permaneció ignorado. Con posterioridad, en 1905, Albert Einstein ([37]) con
su investigación sobre el movimiento browniano, Smoluchowski (1906), Schottky (1918),... hicieron
uso de modelos estocásticos para el estudio de diversos problemas físicos, de tal modo que se puede
considerar la teoría de los procesos estocásticos como el fundamento matemático de la física estadís-
tica. Una introducción muy sistemática sobre los procesos estocásticos y la relación con el estudio de
diversos fenómenos (no sólo físicos) es el interesante libro de Emmanuel Parzen [122].

El estudio matemático riguroso de los procesos estocásticos comenzó con la monografía de
Andrei Kolmogorov [77], publicada en el año 1933 en ruso. En dicha monografía desarrolla la teoría de
la probabilidad desde un punto de vista axiómatico, “exáctamente del mismo modo que la geometría
y el álgebra” (palabras textuales, capítulo 1 de su fundamental trabajo). A partir de los axiomas
Kolmogorov proporciona una definición rigurosa y precisa de proceso estocástico; su punto de vista
subraya el hecho de que un proceso estocástico no es otra cosa que una variable aleatoria valorada
en un espacio de funciones. Posteriormente Joseph Doob en su libro “Stochastic processes” [32]
desarrolla esta idea definiendo un proceso estocástico como “cualquier familia de variables aleatorias
{Xt, t ∈ T}”, puntualizando el hecho de que no hay ninguna razón matemática para restringir el
conjunto T a estar formado por números reales y tampoco para restringir que las variables aleatorias
Xt estén valoradas en conjuntos numéricos (ya sean reales o complejos). El punto de vista de Doob,
consistente con las ideas de Kolmogorov y posteriormente desarrollado por matemáticos como Paul
Lévy [85], William Feller [42]... es el comunmente aceptado como definición de proceso estocástico.

Los procesos de renovación y los procesos de renovación compuestos, asumiendo un conjunto
temporal T ⊂ R continuo o discreto, fueron estudiados ya en los años 30 y 40 del siglo pasado por
A. J. Lotka ([93]), S. Malmquist ([101]) ,. . . en contextos industriales (reemplazamiento de piezas
defectuosas en la industria), físicos (conteo de partículas radiactivas) etc. Sin embargo hasta los
años 50 y 60 no se puede hablar de un estudio riguroso y sistemático de los mismos; los trabajos
de W. Feller ([39], [40], [41]), D. R. Cox ([19], [20]) y W. L. Smith ([139]) sistematizan y dan
forma a la “Teoría de la Renovación” estudiando los “fenómenos renovados” y su relación con los
“fenómenos recurrentes (recurrent events)”, los “procesos de ramificación (branching processes)”,
“caminatas aleatorias (random walks)” , las “colas (queues)” y los “procesos de difusión (diffusion
processes)”. En las décadas siguientes el estudio, tanto desde el punto de vista teórico como aplicado,
ha sido constante, con trabajos tan interesantes como los de R. A. Doney ([31]), A. Garsia and J.
Lamperti ([51]), R. Grübel ([59]), P. Ney ([117]) o L. Tacks ([144]), los cuales investigan conceptos
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fundamentales de la Teoría de la Renovación. Desde el punto de vista práctico, en contextos propios
de la física, merecen destacarse entre otros M. E. Fisher ([46]), M. Kac ([69]), J. Villaroel y M.
Montero ([149]) y Y. Zhou and J. Dou ([158]); en la investigación de fenómenos meteorológicos
L. Lavergnat and P. Golet ([80]), P. Perona, A. Porporato and L. Ridolf ([123]), P. Perona, E.
Daly, B. Crouzy and A. Porporato ([124]) y I. Rodriguez-Iturbe, D. R. Cox and V. Isham ([131]);
biológicos D. Boyer and C. Solis-Salas ([14]) y S. Reuveni, M. Urbach and J. Klafter ([129]); en
geología se han aplicado estos modelos al estudio del epicentro de los terremotos (A. Helmstetter
and D. Sornette, [63]). Debido al gran desarrollo que han tenido las ciencias económicas y financieras
los trabajos en los cuales se estudian aspectos relacionados con las mismas son innumerables: H.
Cramér ([16]), L. Dang, N. Zhu and H. Zhang ([21]), D. C. M. Dickson and C. Hipp ([23]), D. C.
Dickson and C. Hipp ([24]), A. Frolova, Y. Kabanov and S. Pergamenshchikov ([48]), H. U. Gerber
and E. S. W. Shiu ([55]), C. Kluppelberg ([75]), donde se estudia la “probabilidad de ruina”, la
“probabilidad de supervivencia” o el “tiempo de ruina” mediante modelos matemáticos que hacen
uso, en diferente medida, de los procesos de renovación. F. Avram, A. E. Kyprianou and M. R.
Pistorius ([4]), J. Masoliver, M. Montero, J. Perelló an G. H. Weiss ([103]), R. C. Merton ([105]),
T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt and J. Teugels ([132]), donde se investigan diferentes aspectos
relacionados con los mercados financieros.

Nuestra investigación tiene por objeto un tipo particular de procesos de renovación, los procesos
de renovación compuestos con deriva, asumiendo un conjunto temporal T ⊂ R continuo (3.1.1, en
la página 50); en concreto el denominado en la literatura actuarial “modelo de riesgo de Sparre
Andersen” que aunque ha sido ampliamente estudiado desde el punto de vista teórico y práctico
(H. Albrecher and O. J. Boxmab ([1]), S. E. Andersen ([3]), J. Bertoin ([9]), D. C. M. Dickson,
B. D. Hughes and Z. Lianzeng ([26]), D. C. Dickson and C. Hipp ([27]), H. U. Gerber and E .S.
W. Shiu ([54]), etc) en la actualidad ha despertado un renovado interés no únicamente en ámbitos
financieros (D. C. M. Dickson ([30], J. Gao, L. Wu and H. Liu ([49]), D. J. Santana and L. Rincón
([134]), etc), sino también en contextos más generales (S. N. Majumdar and B. Meerson ([97]), M.
Montero and J. Villarroel ([112]), M. Montero, A. Masó-Puigdellosas and J. Villarroel ([114]), A. Pal,
I. Eliazar and S. Reuveni ([121]), J. Villarroel and M. Montero ([150]) . . . ). Nosotros pretendemos
efectuar un estudio general, para lo cual supondremos, en los primeros capítulos, que las sucesiones
{τi}i∈N y {Yj}j∈N son mutuamente independientes, y en el último capítulo asumiremos dependencia
entre τi y Yi, i ∈ N, si bien por razones de tamaño el estudio es menos profundo. Se supone, salvo
que se indique lo contrario, que las variables aleatorias {Yj}j∈N pueden tomar tanto valores positivos
como negativos.

Nos planteamos los siguientes objetivos principales:

Obtener los resultados clásicos relacionados con los procesos de renovación compuestos con
deriva, enfocando su estudio desde una perspectiva “generativa” y autocontenida de forma que
su estudio quede contextualizado correctamente dentro del amplio corpus de la Teoría de la
Renovación, abordando primeramente los procesos de renovación, pasando por los procesos de
conteo renovados y los procesos de renovación compuestos, pues su estudio y comprensión son
imprescindibles para abordar el estudio de los procesos de renovación compuestos con deriva.

Estudiaremos su markovianidad.

Dado un cierto intervalo [0, b] investigaremos el “tiempo de primera llegada a b” y el “tiempo de
escape de [0, b]”, tanto suponiendo tiempo inicial un tiempo de renovación tn, como un tiempo
no de renovación tn < r < tn+1. Se deducirán las ecuaciones integrales que satisfacen y se
resolverán en algunos casos.

Dado el intervalo [0, b] calcularemos la probabilidad de llegar a b y la de escapar del intervalo,
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deduciendo las ecuaciones integrales que satisfacen, tanto partiendo de un tiempo inicial de
renovación como un tiempo inicial no de renovación.

El trabajo está organizado de la siguiente forma:

Introducción.
Describimos su estructura general y, brevemente, lo contextualizamos históricamente.

Procesos estocásticos de renovación.
Definimos los procesos estocásticos de renovación, estudiamos diversas propiedades de los

mismos y describimos algunos de los más importantes. La parte principal del capítulo consiste
en el estudio de los procesos de renovación, en particular el proceso de conteo renovado, y los
procesos de renovación compuestos. También estudiaremos dos paradojas clásicas, “la paradoja
de los tiempos de espera” y “la paradoja del inspector” como ilustración de la sutileza que es
necesario tener a la hora de estudiar los fenomenos aleatorios en general y los procesos de
renovación en particular.

Procesos de renovación compuestos sin correlación salto-tiempo y con deriva. Es-
tudio markovianidad.

En este capítulo estudiamos los procesos de renovación compuestos con deriva, deduciendo
su ley de probabilidad y estudiando su markovianidad. La parte más interesante del trabajo
es el estudio de los tiempos de primera llegada y de los tiempos de escape, de los cuales damos
las ecuaciones de renovación que satisfacen. A continuación estudiamos los tiempos medios
de primera llegada y los tiempos medios de escape deduciendo las ecuaciones integrales que
verifican y en algunos casos resolviéndolas mediante la transformada de Laplace y aplicando
los resultados en algunos ejemplos ilustrativos. También deducimos la ley de probabilidad de
los tiempos de primera llegada y de los tiempos de escape.

Tan interesante como los anteriores estudios, con un enfoque muy parecido, es el de las
probabilidades de primera llegada a la barrera superior de un determinado intervalo, que por
simplicidad (sin perder nada de generalidad) suponemos que es el [0, b], b ∈ (0,+∞) siendo
b 6= +∞, aunque en determinados casos (probabilidad de ruina en estudios actuariales o finan-
cieros) se podría estudiar haciendo b → +∞, y las probabilidades de escape de la zona [0, b].
También aquí deducimos las ecuaciones integrales que verifican y las resolvemos en ciertos
casos, aplicando los resultados en algunos ejemplos interesantes.

Procesos de renovación compuestos con correlación salto-tiempo y con deriva. Es-
tudio markovianidad.

En este capítulo investigamos los procesos de renovación compuestos con deriva suponiendo
correlación entre los tiempos de espera y los saltos, si bien debido a limitaciones evidentes (ta-
maño desmesurado de la tesis...) el estudio no es tan profundo, dejando la parte más detallada
para posteriores publicaciones.

Conclusiones.
Resumimos las principales conclusiones obtenidas y mencionamos algunas de las línea de

investigación que quedan abiertas.
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Capítulo 2
Procesos estocásticos de renovación.

En este capítulo vamos a enunciar algunos resultados básicos de la teoría de los procesos
estocásticos de renovación. Intuitivamente, se puede interpretar un proceso estocástico como un
“proceso” que se va desarrollando en el tiempo según unas determinadas leyes probabilísticas; las
observaciones registradas en los tiempos t1, t2, · · · describen su evolución. Definiciones rigurosas
de procesos estocásticos hay muchas, nosotros proporcionaremos dos, una inspirada en los trabajos
pioneros de J. L. Doob, [32], y que es comúnmente aceptada. A lo largo de esta monografía usaremos
ambas de forma indistinta.

El capítulo está estructurado de la siguiente forma:

En la primera sección estudiaremos los procesos de renovación y los de conteo renovado, re-
cordando los resultados clásicos y deduciendo algunas propiedades relativas a las variables
aleatorias “excess life”, “current life” y “total life” , y dos paradojas interesantes, la “paradoja
del tiempo de espera” y la “paradoja del inspector”.

En la segunda sección investigaremos los procesos de renovación compuestos, hallando la fun-
ción de densidad que describe el proceso y resolviéndola para algunos casos particulares.

2.1. Procesos de renovación. El proceso de conteo renovado.
Los denominados “procesos de renovación”, estudiados por D. R. Cox ([20])), W. Feller ([44]),...

son los precursores de los procesos de renovación compuestos y los procesos de renovación compuestos
con deriva. Juntos forman la importante Teoría de la Renovación, con aplicaciones en economía, física,
biología...En esta sección vamos a estudiar estos procesos con detalle, enunciando los resultados
fundamentales, la mayor parte sin demostración. También analizaremos tres variables aleatorias
relacionadas con los tiempos de llegadas {tn}n∈N y los tiempos entre llegadas {τi}i∈N, la variable
excess life (E +

r ), la variable current life (E −
r ) y la variable total life (Er). Por último, describiremos

dos paradojas interesantes: “la paradoja del tiempo de espera” y la “paradoja del inspector”.
En todo lo que sigue consideramos un espacio probabilístico (Ω,A ,P) y, salvo que se indique

lo contrario, todas las variables aleatorias están definidas en él.

Definición 2.1.1. Proceso de renovación (Feller). Una sucesión de variables aleatorias {Xn}n∈N

decimos que forman un “proceso de renovación (proceso renovado)” si se cumple que Xn =
n∑
k=0

Yk, ∀n ∈

N siendo, a su vez, {Yk}k∈N una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas, con una función de distribución F tal que F (0) = 0. Por convención X0 = 0 contando el
0 como la renovación 0.
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2.1 Procesos de renovación. El proceso de conteo renovado. 12

En el caso en que {Y2, Y3, · · · } sean variables aleatorias idénticamente distribuidas con función
de distribución F y la variable aleatoria Y1 tenga una función de distribución G, decimos que “es un
proceso de renovación retardado”.

En el caso en que se verifique F (0) = 0 ∧ ĺım
x→+∞

F (x) < 1 decimos que “es un proceso de
renovación terminante (transitorio)”.

Un caso particular de procesos de renovación son los denominados “procesos de conteo renova-
dos”.

Definición 2.1.2. Proceso de conteo renovado. Dado un proceso estocástico {N(t)}t≥0 decimos
que es un “proceso de conteo renovado” si es un proceso de conteo donde:

Existe una sucesión {τi}i∈N formada por variables aleatorias continuas, independientes e idén-
ticamente distribuidas, con función de distribución común F tal que F (0) = 0 y función de
densidad común f . Las denominamos “tiempos de espera”. 1

La sucesión de variables aleatorias {tn}n∈N / tn =
n∑
i=0

τi ∀ n ∈ N es un proceso de renovación;

las denominamos “tiempos de renovación”.

En la siguiente imagen se representan los tiempos de espera, los tiempos de renovación y la
variable aleatoria N(t), t > 0.

Relación entre los tiempos de espera, τi, los tiempos de renovación, ti = τ1 + · · ·+τi
y el proceso de conteo N(t), t > 0.

N(t)

t

1

2

n

n+ 1

t1 t2 tn+1 tn+2τ1 τ2 τ3 τn τn+1

Es interesante, en relación con los tiempos de espera {τi}i∈N y el propio proceso de conteo
renovado {N(t)}t≥0, el siguiente teorema:

Teorema 2.1.1. Dado un proceso de conteo renovado {N(t)}t≥0, si los tiempos de espera {τi}i∈N
tienen una distribución exponencial con media 1

ν
, ν > 0, es un proceso de Poisson con intensidad ν.

A continuación vamos a deducir algunos resultados relacionados con el proceso de conteo re-
novado {N(t)}t≥0 .

1Por lo tanto son variables aleatorias positivas. Para el caso discreto se puede consultar [44] de W. Feller.
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2.1.1. Ley de probabilidad.
Teniendo en cuenta (apéndice A.4.1, en la página 254) que todo proceso estocástico {N(t)}t≥0

queda descrito si conocemos la ley de probabilidad de la variable aleatoria N(t) ∀ t ≥ 0, vamos a
obtener una fórmula para dicha ley de probabilidad. Es trivial la deducción de la siguiente proposición:

Proposición 2.1.1. La variable aleatoria N(t), ∀ t ≥ 0, tiene la siguiente ley de probabilidad:

PN(t)(k) = P(N(t) = k) = F ∗k(t) − F ∗(k+1)(t), ∀ k ∈ N (2.1)

Denotamos, ∀ k ∈ N, F ∗k como el k-ésimo producto de convolución de la función de distribu-
ción F .2

Demostración. En efecto

P(N(t) = k) = P(tk ≤ t < tk+1) = P(t < tk+1) − P(t < tk) = F ∗k(t) − F ∗(k+1)(t).

Una vez deducida la ley de probabilidad de la variable aleatoria N(t) es interesante obtener su
función generatriz.

Proposición 2.1.2. La variable aleatoria N(t), ∀ t > 0 tiene de función generatriz:

GN(t)(z) = 1
2πi ·

∫ γ+i∞

γ−i∞
est · 1 − f̂(s)

s(1 − f̂(s) · z)
ds (2.2)

Demostración. Aplicando la transformada de Laplace a la función generatriz:

L(GN(t)(z)) = L(
∞∑
k=0

P(N(t) = k) · zk) = L(
∞∑
k=0

(F ∗k(t) − F ∗(k+1)(t)) · zk) =

=
∞∑
k=0

L(F ∗k(t) · zk) −
∞∑
k=0

L(F ∗(k+1)(t) · zk) =
∞∑
k=0

(f̂(s))k
s

· zk −
∞∑
k=0

(f̂(s))k+1

s
· zk =

=
∞∑
k=0

((f̂(s))k
s

− (f̂(s))k+1

s
) · zk = (1 − f̂(s)

s
· 1

1 − f̂(s) · z
.3

Con lo cual:
2Suponemos, salvo que se indique lo contrario, k > 0.
3Pues se cumple |F ∗k(t)| ≤ 1, ∀k > 0 y por lo tanto, teniendo en cuenta las propiedades de la transformada de

Laplace, podemos aplicar la transformada término a término en la serie.
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L(GN(t)(z)) = 1 − f̂(s)
s · (1 − f̂(s) · z)

.

Teniendo en cuenta el lema de Riemann-Lebesgue (lema A.1.1, en la página 217, recordando
la relación entre la transformada de Laplace y la de Fourier), podemos suponer que L(GN(t)(z)) es
absolutamente integrable (proposición A.3.5, en la página 248), pues:

lim
|s|→+∞

 1 − f̂(s)
s · (1 − f̂(s) · z)

 = 0.

Para calcular ahora GN(t)(z) aplicamos la inversa de la transformada de Laplace y obtenemos
2.2.

Si interpretamos N(tn + h) − N(tn), h > 0 como la “cantidad de renovaciones que se han
producido en el intervalo (tn, tn+h]” (de forma semejante a A.4.21, en la página 261) es fundamental
el siguiente resultado:

Proposición 2.1.3. Para todo tiempo de renovación tn se verifica:

N(tn + h) −N(tn) d= N(h),∀h > 0 (2.3)

Demostración. En efecto:

P(N(tn + h) −N(tn) = m) = P(N(tn + h) = N(tn) +m) =

=
∞∑
k=0

P (N(tn + h) = N(tn) +m�N(tn) = k) · P(N(tn) = k).

Se verifica

P(N(tn) = k) = P(tk ≤ tn < tk+1) =
 0, n 6= k

1, n = k

Por lo tanto

∞∑
k=0

P (N(tn + h) = N(tn) +m�N(tn) = k) · P(N(tn) = k) = P(N(tn + h) = m+ n) =

= P(tn+m ≤ tn+h < tn+m+1) = P(tn+τn+1 + · · ·+τn+m ≤ tn+h < tn+τn+1 + · · ·+τn+m+τn+m+1) =
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= P(τn+1 + · · · + τn+m ≤ h < τn+1 + · · · + τn+m+1) = P(tm ≤ h < tm+1) = P(N(h) = m).4

De forma inmediata deducimos la siguiente proposición, la cual necesitaremos más adelante:

Proposición 2.1.4. Sea N(t), t > 0 la cantidad de renovaciones que se han producido en (0, t]. Se
verifica

N(t) d=
 0, t < t1

1 +N(t− t1), t1 ≤ t
(2.4)

Demostración. Si t < t1 : t0 ≤ t < t1 y puesto que t0 = 0 por definición, N(t) = 0, no ha habido
todavía ninguna renovación.

Si t1 ≤ t se ha producido una renovación en t1 y por lo tanto,

N(t) = 1 + (N(t) −N(t1)) d= 1 +N(t− t1)

por 2.1.3. con lo cual se cumple 2.4.

2.1.2. Función de Renovación. Resultados clave.
A continuación vamos a enunciar algunos resultados clásicos sobre la función de renovación.

Textos de referencia son D. R. Cox ([20]), W. Feller ([45]), S. Karlin y H. Taylor ([70]),...

Definición 2.1.3. Función de renovación. Definimos la “función de renovación”, y la denotamos
por m(t), como m : [0,+∞) → R / m(t) = E(N(t)), ∀t > 0. Siendo N(t) la cantidad de renovaciones
en (0, t].

Es interesante destacar que hemos definidoN(t) como la cantidad de renovaciones en el intervalo
(0, t], con lo cual m(t) es la cantidad esperada de renovaciones en (0, t]. Sin embargo algunos autores
(ver [45] de W. Feller) consideran el intervalo [0, t] contando el origen como una renovación. Definimos:

Definición 2.1.4. Función de renovación amplidada. Definimos la “función de renovación am-
pliada”, y la denotamos por U(t), como U : [0,+∞) → R / U(t) = E(N(t)), ∀t > 0. Siendo N(t) la
cantidad de renovaciones en [0, t].

Evidentemente U(t) = 1 +m(t). Las dos proposiciones siguientes son esenciales en la Teoría de
la Renovación; demostraciones detalladas se pueden consultar, entre otros, en [20] de D. R. Cox.

Proposición 2.1.5. Se verifica ∀ t > 0

m(t) =
∞∑
n=1

F ∗n(t) (2.5)

4Teniendo en cuenta que las variables aleatorias “tiempos de espera” {τi} son independientes e igualmente distribuidas.
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Demostración. Por definición ∀ t > 0

E(N(t)) =
∞∑
n=1

n · P(N(t) = n) =
∞∑
n=1

F ∗n(t).

Teniendo en cuenta la proposición 2.1.1, en la página 13.

Del mismo modo, trivalmente, se deduce:

Proposición 2.1.6. Se verifica ∀ t > 0

m(t) =
∞∑
n=1

P(N(t) ≥ n) (2.6)

Si consideramos la función de renovación ampliada se verifican las proposiciones:

Proposición 2.1.7. Se verifica ∀ t > 0

U(t) =
∞∑
n=0

F ∗n(t) (2.7)

El origen es un átomo de peso unitario y en la anterior serie F ∗0 es una distribución atómica
concentrada en el origen.

Proposición 2.1.8. Se verifica ∀ t > 0

U(t) =
∞∑
n=0

P(N(t) ≥ n) (2.8)

Vamos a enunciar sin demostración dos teoremas muy importantes relacionados con la función
de renovación (demostraciones detalladas se pueden consultar en S. Karlin y H. Taylor ([70])).

Teorema 2.1.2. (Teorema elemental de la renovación). Si los tiempos entre llegadas {τi}i∈N
no tienen función de distribución F aritmética, siendo µ = E(τi) < ∞, µ 6= 0, se verifica:

lim
t→+∞

m(t)
t

= 1
µ
, ĺım
t→+∞

U(t)
t

= 1
µ

(2.9)

El anterior límite se considera nulo cuando µ = ∞.

Cuando F es aritmética existe el teorema equivalente, pero debido a la generalidad y naturaleza
de nuestro estudio parece superfluo enunciarlo.

Como una generalización del anterior teorema se deduce:
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Teorema 2.1.3. (Teorema de Blackwell). Si los tiempos entre llegadas {τi}i∈N no tienen función
de distribución F aritmética, siendo µ = E(τi) < ∞, µ 6= 0, se verifica ∀h > 0:5

lim
t→+∞

[m(t+ h) −m(t)] = lim
t→+∞

[m(t) −m(t− h)] = h

µ
(2.10)

lim
t→+∞

[U(t+ h) − U(t)] = lim
t→+∞

[U(t) − U(t− h)] = h

µ
(2.11)

Cuando µ = ∞ el anterior límite se considera nulo.
En el caso en que F sea aritmética se cumple el anterior límite, siendo h múltiplo del span λ

de F .

Las “ecuaciones de renovación” son esenciales en la Teoría de la Renovación en general y en
nuestro trabajo en particular. Las definimos:

Definición 2.1.5. Ecuación de renovación. Una ecuación integral de la forma:

g(t) = h(t) +
∫ t

0
g(t− l) dF (l), t > 0. (2.12)

O bien:

g = h+ F ∗ g. (2.13)

Siendo h(t) una función conocida, F (t) una función de distribución de una variable aleatoria
positiva conocida y g(t) una función desconocida a determinar, se dice que “es una ecuación de
renovación”.6

Es interesante destacar que la propia función de renovación satisface una ecuación de renova-
ción:

Lema 2.1.1. La función de renovación verifica la siguiente ecuación de renovación:

m(t) = F (t) +
∫ t

0
m(t− l) dF (l) (2.14)

5Una función de distribución F es aritmética si está concentrada en un conjunto A = {kλ, λ ∈ R ∧ k ∈ Z} (es decir, P(¬A) = 0).
La cantidad λ más grande tal que F está concentrada en {λ, 2λ, · · · } recibe el nombre de span de F . El teorema, para el caso discreto,
fue anteriormente demostrado por P. Erdös, W. Feller y H. Pollard.

6Si F (l) tiene una cierta función de densidad f(l), la anterior ecuación integral es posible escribirla de la forma:

g(t) = h(t) +
∫ t

0 g(t − l)f(l) dl, t > 0.
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Demostración. Condicionando por el valor que toma t1 = τ1:

E(N(t)�τ1 = l) =
 0, t < l

1 +m(t− l), l ≤ t

Por el teorema de la probabilidad total:

m(t) = E(N(t)) =
∫ +∞

0
E(N(t)�τ1 = l) dF (l) =

=
∫ t

0
(1 +m(t− l)) dF (l) = F (t) +

∫ t

0
m(t− l) dF (l).

Para el caso de la función de renovación ampliada de un modo semejante se demuestra el
siguiente lema:

Lema 2.1.2. La función de renovación ampliada verifica la siguiente ecuación de renovación:

U(t) = 1 +
∫ t

0
U(t− l) dF (l) (2.15)

Los siguiente teoremas son básicos en la Teoría de la Renovación, y fundamentales a la hora
de resolver una ecuación de renovación:

Teorema 2.1.4. Si h(t) está acotada existe una única función acotada en los intervalos finitos que
satisface la ecuación de renovación 2.12 y se anula en (−∞, 0).

Esta función es:

g(t) = h(t) +
∫ t

0
h(t− l) dm(l) (2.16)

o bien g = h+m ∗ h.

En el caso que consideremos la función de renovación ampliada, es inmediato el teorema:

Teorema 2.1.5. Si h(t) está acotada existe una única función acotada en los intervalos finitos que
satisface la ecuación de renovación 2.12 y se anula en (−∞, 0).

Esta función es:

g(t) =
∫ t

0
h(t− l) dU(l) (2.17)
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o bien g = U ∗ h.

Relacionado con la ecuación de renovación tenemos otro teorema fundamental, que enunciare-
mos sin demostración, que en cierto modo es equivalente al teorema de Blackwell 2.1.3, en la página
17.

Teorema 2.1.6. (“Teorema clave de la renovación” de Smith). Si g(t) es la solución de la
ecuación de renovación g = h+F ∗g, los tiempos de espera {τi}i∈N no tienen función de distribución
F aritmética, siendo µ = E(τi), µ 6= 0, se cumple:

lim
t→+∞

g(t) =


1
µ

∫+∞
0 h(l) dl, si µ < +∞

0, si µ = +∞
(2.18)

En el caso en que F sea aritmética con span λ > 0 se cumple ∀ c > 0:

ĺım
n→+∞

g(c+ nλ) =


λ

µ

+∞∑
n=0

h(c+ nλ), si µ < +∞

0, si µ = +∞

Teorema 2.1.7. Si F no es aritmética con esperanza µ < +∞, µ 6= 0 y varianza σ2 < +∞, se
cumple:

0 ≤ m(t) − t

µ
→ σ2 − µ2

2µ2 , 0 ≤ U(t) − t

µ
→ σ2 + µ2

2µ2 (2.19)

Existe el equivalente cuando se trata de distribuciones aritméticas. El teorema es cierto incluso
cuando no exite varianza, tomando el segundo miembro como +∞.

En la proposición 2.1.1, en la página 13, estudiamos la ley de probabilidad de la variable
aleatoria N(t), t ≥ 0. En el siguiente teorema se completa el estudio hallando su distribución para
valores grandes de t.

Teorema 2.1.8. (Comportamiento asintótico de N(t)). Si F tiene esperanza µ 6= 0 y varianza
σ2, entonces, para t grande, la variable aleatoria N(t), la cantidad de épocas de renovación en el
intervalo (0, t], está distribuida aproximadamente normal con media t

µ
y varianza tσ2

µ3 .
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2.1.3. Las variables aleatorias excess life, current life y total life.
Relacionadas con las variables aleatorias “tiempos de espera”, {τi}, y “tiempos de renovación”,

{tj}, existen tres variables aleatorias muy importantes: el excess life, E +
r = tN(r)+1 − r, r > 0, que

definimos como el tiempo que queda, dado r > 0, para que ocurra la siguiente renovación; el current
life, E −

r = r − tN(r), r > 0, que definimos como el tiempo transcurrido desde la última renovación
hasta el tiempo actual r > 0; el total life, Er = tN(r)+1 − tN(r), que es la longitud del intervalo
[tN(r), tN(r)+1) al cual pertenece r > 0. En la siguiente imagen representamos los tiempos de espera,
los tiempos de renovación y las variables aleatorias E +

r , E −
r y Er.

Las variables aleatorias excess life E +
r , current life E −

r y total life Er.

N(t)

t

1

2

n

n+ 1

t1 tN(r) tN(r)+1

E −
r E +

r

Er

τ1 τN(r) τN(r)+1
r

τN(r)+2

Estas tres variables aleatorias juegan un papel destacado en la Teoría de la Renovación y los
trabajos relacionados con las mismas son numerosos. Estudios interesantes sobre dichas variables
aleatorias se pueden encontrar en los textos clásicos de R. N. Bhattacharya y E. C. Waymire ([6]),
D. R. Cox ([20]), W. Feller ([45]), S. Karlin y H. Taylor ([70]),.... A continuación vamos a deducir
algunos resultados que necesitaremos en nuestra investigación, para lo cual haremos uso tanto de
la función de renovación como de la función de renovación ampliada. Ambas funciones, teniendo
en cuenta el teorema de Helly (teorema A.3.15, en la página 249) y el teorema de continuidad para
funciones características (teorema A.3.16, en la página 250), no son funciones de distribución. Nuestra
investigación obligatoriamente es muy general, deduciendo únicamente las ecuaciones integrales que
satisfacen (un estudio completo implicaría buscar la solución de esas ecuaciones integrales mediante
la transformada de Laplace como se hace, por ejemplo, en [57] de C. Godrèche y J. M. Luck); para
un estudio más detallado será necesario consultar la abundante literatura existente.

Proposición 2.1.9. Las variables aleatorias {E +
r }r>0, E +

r = tN(r)+1 − r, tienen la siguiente función
de distribución:

φ(t�r) = P(E +
r ≤ t) =

∫ r

0
dU(l) [F (t+ r − l) − F (r − l)] ,∀t ∈ [0,+∞) (2.20)
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Demostración. Por definición:

φ(t�r) = P(E +
r ≤ t) =

∑
N(r)

P(tN(r) ≤ r, 0 < tN(r)+1 − r ≤ t) =

=
∑
N(r)

P(tN(r) ≤ r < tN(r) + τN(r)+1 < t+ r) =
∑
N(r)

P(tN(r) ≤ r, r − tN(r) < τN(r)+1 < t+ r − tN(r)) =

=
∑
N(r)

∫ r

0
dF ∗N(r)(l)

∫ t+r−l

r−l
dPτN(r)+1 =

∑
N(r)

∫ r

0
dF ∗N(r)(l) [F (t+ r − l) − F (r − l)] =

Pues, dado el tiempo r > 0, el tiempo restante hasta la siguiente renovación será menor que t
si la N(r) -esima renovación se ha producido antes de r, tN(r) = l < r, y la siguiente renovación se
produce en el intervalo [r, t+ r). Sumando ahora para N(r) = n y l ∈ [0, r] y teniendo en cuenta que
la función de distribución de tn, n ∈ N es F ∗n, y la de τN(r)+1 es F , obtenemos:

=
∫ r

0

∞∑
n=0

dF ∗n(l) [F (t+ r − l) − F (r − l)] =
∫ r

0
d(

∞∑
n=0

F ∗n(l)) [F (t+ r − l) − F (r − l)] =

=
∫ r

0
dU(l) [F (t+ r − l) − F (r − l)] .

Hemos tenido en cuenta U(l) =
∞∑
n=0

F ∗n(l) (proposición 2.1.7, en la página 16) y que se cumplen

las condiciones por las cuales la suma de la serie formada por las derivadas coincide con la derivada
de la suma (A.1.15 y A.1.18, en la página 221).

Para la cola de la distribución, razonando de un modo muy parecido, obtenemos:

Proposición 2.1.10. Las variables aleatorias {E +
r }r>0, E +

r = tN(r)+1 − r cumplen:

P(E +
r > t) = 1 − F (t+ r) +

∫ r

0
dm(l) [1 − F (t+ r − l)] ,∀t ∈ [0,+∞) (2.21)

Demostración. Definimos g(r) = P(E +
r > t). Condicionando por los valores que toma τ1:

P(E +
r > t�τ1 = l) =


1, si l > r + t

P(E +
r−l > t), si l ≤ r + t

Pues en el caso en que τ1 > r + t : τ1 > r y por lo tanto no ha habido ninguna renovación
antes de r con lo cual el intervalo en el cual está r es [0, t1) y por lo tanto se cumple que E +

r =
t1 − r = τ1 − r > r + t− r = t, de donde P(E +

r > t�τ1 = l) = 1.
Si l ≤ r + t : r < r + t y puede ocurrir que r < l < r + t o que l < r < r + t en el primero

de los casos no ha habido renovaciones antes de r con lo cual E +
r = τ1 − r, pero como τ1 ≤ r + t no

puede cumplirse que E +
r > t y por lo tanto será P(E +

r > t�τ1 = l) = 0. Con lo cual, se verifica:
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P(E +
r > t�τ1 = l) =



1, si l > r + t

0, si r < l ≤ r + t

P(E +
r−l > t), si l ≤ r

Aplicando el teorema de la probabilidad total:

P(E +
r > t) =

∫ +∞

0
P(E +

r > t�τ1 = l) dF (l) =
∫ r

0
P(E +

r−l > t) dF (l) +
∫ r+t

r
0 dF (l) +

∫ +∞

r+t
dF (l) =

= 1 − F (r + t) +
∫ r

0
P (E +

r−l > t) dF (l).

Teniendo en cuenta la definición de g se verifica:

g(r) = 1 − F (r + t) +
∫ r

0
g(r − l) dF (l) = 1 − F (r + t) + F ∗ g(r).

La función 1 − F (r + t) cumple las condiciones que nos permiten aplicar el teorema 2.1.5, en
la página 18, y concluimos que

g(r) = 1 − F (r + t) +
∫ r

0
[1 − F (r + t− l)] dm(l).

Con lo cual efectívamente se verifica 2.21.

Teniendo en cuenta los anteriores resultados se deduce:

Proposición 2.1.11. Las variables aleatorias {E +
r }r>0, E +

r = tN(r)+1 −r, tienen la siguiente función
de densidad, suponiendo que F , la función de distribución de los tiempos de espera, tenga función
de densidad f :

fE +
r

(t) = f(t+ r) +
∫ r

0
dm(l)f(t+ r − l),∀t ∈ [0,+∞) (2.22)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 2.1.10, en la página 21, y derivando respecto de
t, concluimos que se verifica 2.22.

Es interesante la siguiente proposición, que completa el resultado obtenido en la proposición
2.1.3, en la página 14:

Proposición 2.1.12. Para todo tiempo t > 0, siendo h > 0, se verifica:

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



2.1 Procesos de renovación. El proceso de conteo renovado. 23

P(N(t+ h) −N(t) = n) =


P(E +

t > h), si n = 0

∫ h
0 P(N(h− l) = n− 1) dφ(l�t), si n > 0, n ∈ N

(2.23)

Demostración. Si n = 0, se verifica P(N(t + h) − N(t) = 0) = P(E +
t > h), pues si en el intervalo

[t, t+ h] no hay ninguna renovación, E +
t , el tiempo que falta para que haya una renovación despues

de t, será mayor que h.
Sea n > 0, n ∈ N. Entonces:

P(N(t+ h) −N(t) = n) =
∫ +∞

0
P(N(t+ h) −N(t) = n�E +

t = l) dFE +
t

(l) =

=
∫ +∞

0
P(N(t+ h) −N(t) = n�tN(t)+1 − t = l) dFE +

t
(l) =

La probabilidad P(N(t+ h) −N(t) = n�tN(t)+1 − t = l) es nula cuando l > h, con lo cual

=
∫ h

0
P(N(t+ h) −N(t) = n�tN(t)+1 − t = l) dFE +

t
(l) =

Teniendo en cuenta la definición de N(t) es evidente que se cumple N(t) = N(tN(t)+1) − 1,
la cantidad de renovaciones que hay en el intervalo (0, t] coincide con las que hay en el intervalo
(0, tN(t)+1] (N(t) + 1) menos una, con lo cual se cumple:

N(t+ h) −N(t) = N(t+ h) − (N(tN(t)+1) − 1) = N(t+ h) −N(tN(t)+1) + 1.

Que tN(t)+1 − t = l ⇒ t = tN(t)+1 − l y por lo tanto:

=
∫ h

0
P(N(tN(t)+1 − l + h) −N(tN(t)+1) + 1 = n) dFE +

t
(l) =

=
∫ h

0
P(N(tN(t)+1 − l + h) −N(tN(t)+1) = n− 1) dFE +

t
(l) =

Teniendo en cuenta ahora la proposición 2.1.3, en la página 14 obtenemos:

=
∫ h

0
P(N(h− l) = n− 1) dFE +

t
(l) =

∫ h

0
P(N(h− l) = n− 1) dφ(l�t).
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A continuación vamos a estudiar la variable aleatoria current life. Necesitamos el siguiente
lema:

Lema 2.1.3. Las variables aleatorias {E −
r }r>0 ,E

−
r = r − tN(r) cumplen:

E −
r = l ⇔ ∃n ∈ N�tn = r − l ∧ τn+1 > l, n = 0, 1, · · · (2.24)

Demostración. Por definición de {E −
r }r>0 ,E

−
r = r − tN(r):

{E −
r = l} ⇔

{
r − tN(r) = l

}
∩
{
tN(r)+1 > r

}
⇔
{
tN(r) = r − l

}
∩
{
τN(r)+1 + tN(r) > r

}
⇔

⇔
{
tN(r) = r − l

}
∩
{
τN(r)+1 > r − tN(r)

}
⇔
{
tN(r) = r − l

}
∩
{
τN(r)+1 > r − (r − l)

}
⇔

⇔
{
tN(r) = r − l

}
∩
{
τN(r)+1 > l

}
, N(r) ∈ N.

Teniendo en cuenta el lema 2.1.3 es inmediato deducir una fórmula para la función de distri-
bución de la variable aleatoria E −

r , r > 0.

Proposición 2.1.13. Las variables aleatorias {E −
r }r>0, E −

r = r − tN(r) tienen la siguiente función
de distribución:

ϕ(t�r) = P(E −
r ≤ t) =


∫ r
r−t dU(l) [1 − F (r − l)] , si t ∈ [0, r]

1 , si t > r
(2.25)

Demostración. Por definición de E −
r , r > 0 obtenemos

ϕ(t�r) = P(E −
r ≤ t) =

∑
N(r)

P(0 < r − tN(r) ≤ t, tN(r)+1 > r) =

=
∑
N(r)

P(r − t ≤ tN(r) ≤ r, τN(r)+1 > r − tN(r)) =
∑
N(r)

∫ r

r−t
dF ∗N(r)(l)

∫ +∞

r−l
dPτN(r)+1 =

Pues para que dado r > 0, el tiempo transcurrido desde la N(r)-ésima renovación sea menor
que t, tiene que ocurrir que la N(r)-ésima renovación se produzca en un tiempo tN(r) = l ∈ (r− t, r)
y la N(r) + 1-ésima renovación se produzca en un tiempo tN(r)+1 > r. Sumando para N(r) = n y
l ∈ [r − t, r] y teniendo en cuenta que la función de distribución de tn, n ∈ N es F ∗n, y la de τN(r)+1
es F , obtenemos:
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=
∞∑
n=0

∫ r

r−t
dF ∗n(l)

∫ +∞

r−l
dF (x) =

∫ r

r−t

∞∑
n=0

dF ∗n(l) [1 − F (r − l)] =

=
∫ r

r−t
d
( ∞∑
n=0

F ∗n(l)
)

[1 − F (r − l)] =
∫ r

r−t
dU(l) [1 − F (r − l)] .

En el caso en que t > r, por el anterior argumento es evidente que P(E −
r ≤ t) = 1.

A continuación deducimos la función de densidad de forma trivial.

Proposición 2.1.14. Las variables aleatorias {E −
r }r>0, E −

r = r − tN(r) tienen la siguiente función
de densidad:

fE −
r

(t) =


(1 − F (t))m′(r − t) , si t ∈ [0, r]

0 , si t > r
(2.26)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 2.1.13, en la página 24, después de dar un cambio
adecuado de variable, obtenemos:

P(E −
r ≤ t) =

∫ r

r−t
dm(l) [1 − F (r − l)] , t ∈ [0, r].

Derivando respecto de t obtenemos 2.26.7

Para la cola de la distribución obtenemos la siguiente proposición:

Proposición 2.1.15. Las variables aleatorias {E −
r }r>0, E −

r = r − tN(r) cumplen:

P(E −
r > t) =


1 − F (r) +

∫ r−t
0 dm(l) [1 − F (r − l)] , si t ∈ [0, r]

0 , t>r
(2.27)

Demostración. Definimos g(r) = P(E −
r > t). Condicionando por los valores que toma τ1, si τ1 > r

no ha habido renovaciones antes de r y por lo tanto r ∈ [0, t1), tN(r) = 0 y E −
r = r− tN(r) = r− 0 =

r > t, pues tiene que ser t ≤ r. Por lo tanto P(E −
r > t�τ1 = l) = 1, si l > r. Si τ1 ≤ r se cumple que

P(E −
r > t�τ1 = l) = P(E −

r−l > t). Es decir:

P(E −
r > t�τ1 = l) =


1, si l > r

P(E −
r−l > t), si l ≤ r

7Es interesante destacar que en este caso no se requiere que los tiempos de espera tengan función de densidad f .
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En el caso en que r − t < τ1 < r se cumple que tN(r) ≥ τ1 y por lo tanto E −
r = r − tN(r) ≤

r− τ1 < r− (r− t) = t de donde P(E −
r > t�τ1 = l) = 0 en el caso en que τ1 ∈ (r− t, r). Con lo cual:

P(E −
r > t�τ1 = l) =



1, si l > r

0, si r − t < l < r

P(E −
r−l > t), si l ≤ r − t

Por el teorema de la probabilidad total, obtenemos:

P(E −
r > t) =

∫ +∞

0
P(E −

r > t�τ1 = l) dF (l) =
∫ r−t

0
P(E −

r−l > t) dF (l) +
∫ r

r−t
0 dF (l) +

∫ +∞

r
dF (l) =

= 1 − F (r) +
∫ r−t

0
P(E −

r−l > t) dF (l).

Por definición de g:

g(r) = 1 − F (r) +
∫ r

0
g(r − l) dF (l).

Se cumplen las hipótesis que nos permite aplicar el teorema 2.1.5, en la página 18, con lo cual:

g(r) = 1 − F (r) +
∫ r

0
[1 − F (r − l)] dm(l).

Concluimos que se verifica 2.27

En el caso del total life los razonamientos son semejantes. Obtenemos:

Proposición 2.1.16. Las variables aleatorias {Er}r>0, Er = tN(r)+1 − tN(r), tienen la siguiente
función de distribución:

β(t�r) = P(Er ≤ t) =
∫ r

r−t
dU(l) [F (t) − F (r − l)] (2.28)

Demostración. Se verifica:

β(t�r) = P(Er ≤ t) =
∑
N(r)

P(tN(r)+1 − tN(r) ≤ t, tN(r) ≤ r, tN(r)+1 > r) =

=
∑
N(r)

P(r−t ≤ tN(r) ≤ r, r ≤ tN(r)+τN(r)+1 < tN(r)+t) =
∑
N(r)

P(r−t ≤ tN(r) ≤ r, r−tN(r) < τN(r)+1 < t) =
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Pues para que dado r > 0 se cumpla que tN(r)+1 −tN(r) sea menor que t > 0 tiene que verificarse
que la N(r)-ésima renovación se produzca en un tiempo tN(r) = l < r y mayor que r−t, y la N(r)+1-
ésima renovación se produzca en un tiempo tN(r)+1 ∈ (r, tN(r) + t). Sumando ahora para N(r) = n y
l ∈ [r − t, r] y teniendo en cuenta que la función de distribución de tn, n ∈ N es F ∗n, y la de τN(r)+1
es F , obtenemos:

=
∑
N(r)

P(r − t ≤ tN(r) ≤ r, r − tN(r) < τN(r)+1 < t) =
∑
N(r)

∫ r

r−t
dF ∗N(r)(l)

∫ t

r−l
dPτN(r)+1 =

=
∞∑
n=0

∫ r

r−t
dF ∗n(l)

∫ t

r−l
dF (x) =

∫ r

r−t

∞∑
n=0

dF ∗n(l) [F (t) − F (r − l)] =

∫ r

r−t
d(

∞∑
n=0

F ∗n(l)) [F (t) − F (r − l)] =
∫ r

r−t
dU(l) [F (t) − F (r − l)] .

La función de densidad se obtiene de forma directa.

Proposición 2.1.17. Las variables aleatorias {Er}r>0, Er = tN(r)+1 − tN(r), tienen la siguiente
función de densidad:

fEr(t) =


f(t)[m(r) −m(r − t)], si 0 < t ≤ r

f(t)[1 +m(r)], si r < t
(2.29)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 2.1.16, en la página 26, por derivación paramé-
trica obtenemos de forma inmediata el resultado.

∂β(t/r)
∂t

=
∫ r

r−t

∂[[F (t) − F (r − l)] dU(l)]
∂t

+[F (t)−F (r−r)] dU(r)·0−[F (t)−F (r−(r−t))] dU(r−t)·(−1) =

=
∫ r

r−t
f(t) dU(l)

De donde se concluye de forma inmediata 2.29.

Para la cola de la distribución, usando un razonamiento semejante al empleado anteriormente,
obtenemos:

Proposición 2.1.18. Las variables aleatorias {Er}r>0 verifican:

P(Er > t) = 1 − F (max{r, t}) +
∫ r

0
[1 − F (max{r − l, t})] dm(l) (2.30)
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Demostración. Vamos a condicionar por el valor que toma τ1. Puede ocurrir que τ1 = l > max{r, t}
en este caso Er = t1−t0 = τ1 = l > t con lo cual P(Er > t) = 1. Si τ1 = l < r, P(Er > t) = P(Er−l > t),
en cualquier otro caso P (Er > t) = 0. Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total:

P(Er > t) =
∫ r

0
P(Er > t�τ1 = l) dFτ1 =

∫ +∞

max{r,t}
dF (l) +

∫ r

0
P(Er−l > t) dF (l) =

= 1 − F (max{r, t}) +
∫ r

0
P(Er−l > t) dF (l).8

Teniendo en cuenta el teorema 2.1.5, en la página 18, puesto que 1 − F (max{r, t}) es una
función acotada, la única solución acotada en los intervalos finitos y que se anula en (−∞, 0) es:

P(Er > t) = 1 − F (max{r, t}) +
∫ r

0
[1 − F (max{r − l, t})] dm(l).

Es relevante el estudio de la variable aleatoria bidimensional (E +
r ,E

−
r ). Obtenemos:

Proposición 2.1.19. Las variables aleatorias {E −
r }r>0 y {E +

r }r>0 tienen la siguiente función de
distribución conjunta:

P(E +
r ≤ x,E −

r ≤ y) =
∫ r

r−y
[F (r + x− l) − F (r − l)] dU(l), x ∈ [0,+∞), y ∈ [0, r] (2.31)

Demostración. Por las definiciones de las variables aleatorias E +
r y E −

r obtenemos:

P(E +
r ≤ x,E −

r ≤ y) =
∑
N(r)

P(tN(r)+1−r ≤ x, r−tN(r) ≤ y) =
∑
N(r)

P(r ≤ tN(r)+1 ≤ r+x, r−y ≤ tN(r) ≤ r) =

=
∑
N(r)

P(r− tN(r) ≤ τN(r)+1 ≤ r+x− tN(r), r− y ≤ tN(r) ≤ r) =
∫ r

r−y
[F (r + x− l) − F (r − l)] dU(l).

Teniendo en cuenta que F ∗n es la función de distribución de tn, n ∈ N y F la de τi, i ∈ N y
sumando para todo n ∈ N.

8En realidad tendríamos:

P(Er > t�τ1 = l) =

 1, si l > max{r, t}

P(Er−l > t), si l ≤ max{r, t}

Pero si r < τ1 = l < t no ha habido renovaciones antes de r, con lo cual Er = t1 − t0 = τ1 < t y por lo tanto
P(Er > t�τ1 = l) = 0 si l ∈ (r, t).
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Es posible obtener la función de densidad conjunta teniendo en cuenta las propiedades de las
funciones de distribución en R2.

Proposición 2.1.20. Las variables aleatorias {E −
r }r>0 y {E +

r }r>0 tienen la siguiente función de
densidad conjunta, suponiendo que las variables aleatorias tiempos de espera {τi}i∈N tengan función
de densidad f :

fE +
r ,E −

r
(x, y) = f(x+ y)U ′(r − y), x ∈ [0,+∞), y ∈ [0, r] (2.32)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 2.1.19 (en el caso en que y < r), es evidente que
se cumplen las condiciones que nos permiten afirmar que:

fE +
r ,E −

r
(x, y) =

∂2
[∫ r
r−y[F (x+ r − l) − F (r − l)] dU(l)

]
∂x∂y

=
∂
[∫ r
r−y f(x+ r − l) dU(l)

]
∂y

=

= f(x+ r − (r − y)U ′(r − y)(− d(r − y)
dy ) = f(x+ y)U ′(r − y).

Para la cola de la distribución conjunta obtenemos:

Proposición 2.1.21. Las variables aleatorias {E −
r }r>0 y {E +

r }r>0 verifican:

P(E +
r > x,E −

r > y) = 1 − F (x+ r) +
∫ r−y

0
dm(l) [1 − F (x+ r − l)] , x ∈ [0,+∞), y ∈ [0, r]

(2.33)

9

Es posible dar una demostración usando las propiedades de la ecuación de renovación:

Demostración. Definimos g(r) = P(E −
r > y,E +

r > x). Condicionando por los valores que toma τ1,
si τ1 > x+ r no ha habido ninguna renovación antes de r con lo cual r ∈ [0, τ1) y E −

r = r− 0 = r > y
por hipótesis; al mismo tiempo E +

r = τ1 − r > x + r − r = x y por lo tanto en este caso P(E −
r >

y,E +
r > x�τ1 = l > x + r) = 1. Si τ1 ≤ x + r : P(E −

r > y,E +
r > x�τ1 = l ≤ x + r) = P(E −

r−l >
y,E +

r−l > x) = g(r − l). Es decir:
9Es interesante destacar que teniendo en cuenta esta identidad, también se puede calcular:

P(E −
r > y) = P(E −

r > y, E +
r > 0) = 1 − F (0 + r) +

∫ r−y

0
dm(l) [1 − F (0 + r − l] = 1 − F (r) +

∫ r−y

0
dm(l) [1 − F (r − l)] .

Por comprobación directa de sus probabilidades se puede comprobar que los sucesos {E −
r > y, E +

r > x} y {E +
r−y > x + y} tienen

la misma probabilidad.
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P(E −
r > y,E +

r > x�τ1 = l) =


1, si l > x+ r

P(E −
r−l > y,E +

r−l > x), si l ≤ x+ r

Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total, obtenemos:

P(E −
r > y,E +

r > x) =
∫ +∞

0
P(E −

r > y,E +
r > x�τ1 = l) dF (l) =

=
∫ x+r

0
P(E −

r−l > y,E +
r−l > x) dF (l) +

∫ +∞

x+r
dF (l) = 1 −F (x+ r) +

∫ x+r

0
P(E −

r−l > y,E +
r−l > x) dF (l).

Si r− y < τ1 < r, se cumple que E −
r = r− t1 < r− (r− y) = y con lo cual τ1 < r− y < r. Por

lo tanto:

g(r) = 1 − F (x+ r) +
∫ r

0
g(r − l) dF (l) = 1 − F (x+ r) +

∫ r−y

0
g(r − l) dF (l).

Se cumplen las condiciones que nos permiten afirmar que:

g(r) = 1 − F (x+ r) +
∫ r−y

0
[1 − F (x+ r − l)] dm(l).

Concluimos que, efectivamente, se verifica 2.33.

A continuación vamos a estudiar la distribución del “excess life”, E +
r , condicionada por el

“current life”, E −
r . Tenemos la siguiente proposición:

Proposición 2.1.22. Dado E −
r = l ≤ r, la distribución de las variables aleatorias {E +

r }r>0 es
independiente de r, y verifica:

P(E +
r > x�E −

r = l) = F̄ (x+ l)
F̄ (l)

, x ∈ [0,+∞) (2.34)

Demostración. Teniendo en cuenta el lema 2.1.3, en la página 24, obtenemos:

P(E +
r > x�E −

r = l) = P(E +
r > x,E −

r = l)
P(E −

r = l) = P(tN(r)+1 − r > x, tN(r) = r − l, τN(r)+1 > l)
P(tN(r) = r − l, τN(r)+1 > l) =

= P(τN(r)+1 + tN(r) > x+ r, tN(r) = r − l, τN(r)+1 > l)
P(tN(r) = r − l, τN(r)+1 > l) = P(τN(r)+1 > x+ l, τN(r)+1 > l)P(tN(r) = r − l)

P(tN(r) = r − l)P(τN(r)+1 > l) =

= P(τN(r)+1 > x+ l)
P(τN(r)+1 > l) = 1 − F (x+ l)

1 − F (l) = F (x+ l)
F (l)

.
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Teniendo en cuenta que N(r) ∈ N ∀r ≥ 0 y que las variables aleatorias {τi}i∈N estan idénti-
camente distribuidas con función de distribución F , concluimos que la distribución de {E +

r }r≥0 no
depende del valor r.

Proposición 2.1.23. Si τi tiene función de densidad f la distribución de E +
r condicionada por

E −
r = l tiene función de densidad:

fE +
r �E −

r =l(x) = f(x+ l)
F (l)

, x ∈ [0,+∞) (2.35)

Demostración. Teniendo en cuenta el resultado obtenido en la proposición 2.1.22, en la página 30,
deducimos para la función de distribución condicionada:

P(E +
r ≤ x�E −

r = l) = 1 − P(E +
r > x�E −

r = l) = 1 − F̄ (x+ l)
F̄ (l)

= F̄ (l) − 1 + F (x+ l)
F̄ (l)

.

Derivando respecto de x obtenemos 2.35.

En la teoría de la renovación son importantes los comportamientos cuando r > 0 es grande
de las distribuciones deducidas anteriormente; las distribuciones cuando r → +∞ de las variables
aleatorias E −

r , E +
r y Er y para su deducción es fundamental el uso del teorema 2.1.6, en la página 19,

el denominado, no sin motivo, “Teorema Clave de la Renovación” de Smith ([139]). Salvo que se diga
lo contrario, suponemos que µ = E(τ1), 0 < µ < +∞.

Teorema 2.1.9. Para valores grandes de r > 0 la función de distribución de E +
r verifica:10

lim
r→+∞

P(E +
r ≤ t) = 1

µ

∫ t

0
[1 − F (l)] dl (2.36)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 2.1.9, en la página 20 y el teorema 2.1.6, en la
página 19 obtenemos:

lim
r→+∞

P(E +
r ≤ t) = 1

µ

∫ +∞

0
(F (t+ u) − F (u)) du = 1

µ

∫ +∞

0
([1 − F (u)] − [1 − F (u+ t]) du =

= 1
µ

[∫ +∞

0
(1 − F (u)) du−

∫ +∞

0
(1 − F (u+ t)) du

]
=

= 1
µ

[∫ +∞

0
(1 − F (u)) du−

∫ +∞

t
(1 − F (l)) dl

]
= 1
µ

∫ t

0
(1 − F (l)) dl.

10Siendo µ = E(τi) y F la función de distribución de τi.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



2.1 Procesos de renovación. El proceso de conteo renovado. 32

Dando un cambio apropiado de variable.

Para la cola de la distribución se deduce trivialmente el siguiente teorema:

Teorema 2.1.10. Para valores grandes de r > 0 la cola de la variable aleatoria E +
r verifica:

lim
r→+∞

P(E +
r > t) = 1

µ

∫ +∞

t
[1 − F (l)] dl (2.37)

Demostración. Por la proposición 2.1.10, en la página 21 y el teorema 2.1.6, en la página 19
tenemos:

lim
r→+∞

P(E +
r > t) = 1

µ

∫ +∞

0
[1 − F (t+ u)] du.

Dando un cambio de variable obtenemos 2.37.

Para el current life obtenemos los siguientes teoremas:

Teorema 2.1.11. Para valores de r > 0 grandes la función de distribución de la variable aleatoria
E −
r verifica:

lim
r→+∞

P(E −
r ≤ t) = 1

µ

∫ t

0
[1 − F (l)] dl (2.38)

Demostración. Por la proposición 2.1.13, en la página 24 y razonando de un modo semejante a los
teoremas anteriores obtenemos 2.38.

En el caso de la cola de la distribución deducimos:

Teorema 2.1.12. Para valores grandes de r > 0, la cola de la variable aleatoria E −
r verifica:

lim
r→+∞

P(E −
r > t) = 1

µ

∫ +∞

t
[1 − F (l)] dl (2.39)

Demostración. Teniendo en cuenta que r > t, se cumple que r− t > 0 y podemos denominar a esa
cantidad por u > 0, con lo cual teniendo en cuenta la proposición 2.1.15, en la página 25, obtenemos:

P(E −
r > t) = 1 − F (u+ t) +

∫ u

0
dm(l) [1 − F (u+ t− l)] .11

11Teniendo en cuenta la definición de producto de convolución se cumple:

∫ u

0
dm(l)[1 − F (u + t − l)] =

∫ +∞

0
dm(l)[1 − F (u + t − l)] =

∫ u+t

0
dm(l)[1 − F (u + t − l)].

Pues en el producto de convolución por convenio la integral es nula para aquellos valores en los cuales la función
integrando toma valores negativos.
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Por lo tanto, teniendo en cuenta el teorema 2.1.6, en la página 19 obtenemos:

lim
r→+∞

P(E −
r > t) = 1

µ

∫ +∞

0
[1 − F (u+ t)] du.

Dando un cambio de variable concluimos 2.39.

Del mismo modo para el total life deducimos:

Teorema 2.1.13. Para valores grandes de r > 0 la función de distribución de la variable aleatoria
Er verifica:

lim
r→+∞

P(Er ≤ t) = 1
µ

∫ t

0
l dF (l) (2.40)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 2.1.16, en la página 26 obtenemos:

lim
r→+∞

P(Er ≤ t) = 1
µ

∫ +∞

0
[F (t) − F (u)] du = 1

µ

∫ +∞

0
du
∫ t

u
dF (l) =

{0 ≤ u ≤ +∞ ∧ u ≤ l ≤ t} ⇒ {0 ≤ u ≤ l ∧ 0 ≤ l ≤ t}.

Con lo cual

= 1
µ

∫ t

0
dF (l)

∫ l

0
du = 1

µ

∫ t

0
l dF (l).

Teorema 2.1.14. Para valores grandes de r > 0 la cola de la variable aleatoria Er verifica:

lim
r→+∞

P(Er > t) = 1
µ

∫ +∞

t
l dF (l) (2.41)

Demostración. Por la proposición 2.1.18, en la página 27, y razonando como en los anteriores
casos, obtenemos:

lim
r→+∞

P(Er > t) = 1
µ

∫ +∞

0
[1 − F (max{u, t}] du = 1

µ

∫ +∞

0
du
∫ +∞

max{u,t}
dF (l) =

= 1
µ

∫ +∞

0
du
∫ +∞

u
dF (l).
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Dando un cambio trivial del recinto de integración obtenemos 2.41.

Para el caso de la variable (E −
r ,E

+
r ) obtenemos los siguientes teoremas:

Teorema 2.1.15. Para valores grandes de r > 0 la distribución de la cola de las variables E −
r y E +

r

(de su distribución conjunta) verifica:

lim
r→+∞

P(E −
r > y,E +

r > x) = 1
µ

∫ +∞

x+y
[1 − F (l)] dl (2.42)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 2.1.21, en la página 29, dando un cambio de
variable, obtenemos:

P(E −
r > y,E +

r > x) = 1 − F (u+ x+ y) +
∫ u

0
dm(l) [1 − F (u+ x+ y − l)] .

Por lo tanto se cumple:

lim
r→+∞

P(E −
r > y,E +

r > x) = 1
µ

∫ +∞

0
[1 − F (u+ x+ y)] du.

Denotando u+ x+ y = l, du = dl obtenemos 2.42.

Teorema 2.1.16. Para valores grandes de r > 0 la distribución conjunta de E −
r y E +

r verifica:

lim
r→+∞

P(E −
r ≤ y,E +

r ≤ x) = 1
µ

∫ x+y

0
[1 − F (l)] dl (2.43)

Demostración. Inmediata teniendo en cuenta la proposición 2.1.21, en la página 29.

Se puede demostrar que las tres familias de variables aleatorias {E −
r }r>0, {Er}r>0, y {E +

r }r>0
forman procesos de Markov con probabilidades de transición estacionarias, y por lo tanto los anterio-
res teoremas límites representan ejemplos de teoremas ergódicos para procesos de Markov pero por
razones de brevedad, y teniendo en cuenta el objetivo de esta monografía, no lo haremos (se puede
consultar, en relación con esta línea de investigación, entre otros, W. Feller ([45]), S. Karlin y H.
Taylor ([70]).

Es importante calcular la media de la variable aleatoria E +
r = tN(r)+1 − r. Para ello primero

vamos a calcular E(tN(r)+1) y hemos de tener en cuenta que no se puede afirmar que:

E(tN(r)+1) = E(τ1 + · · · τN(r)+1) =
N(r)+1∑
i=1

E(τi) = E(τ1)E(N(r) + 1).
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Esto es debido a que en general no hay independencia entre la cantidad de sumandos (que es
una variable aleatoria) y la suma de esos sumandos.

Lema 2.1.4. Identidad de Wald para los procesos de renovación. Se verifica ∀ r > 0

E(tN(r)+1) = µ [1 +m(r)] , µ = E(τ1) < +∞ (2.44)

Demostración. Procederemos usando una ecuación de renovación, para lo cual vamos a condicionar
por los valores que toma τ1; si τ1 = l > r : N(r) = 0 con lo cual tN(r)+1 = τ1 = l; si τ1 = l < r:

tN(r)+1 = l +
N(r)+1−N(t1)∑

i=1
τi = l +

N(r−t1)+1∑
i=1

τi = l + tN(r−l)+1.

Por la proposición 2.1.3, en la página 14.
Por lo tanto:

E(tN(r)+1�τ1 = l) =
 l, si l > r

l + E(tN(r−l)+1), si l ≤ r

Por el teorema de la probabilidad total:

E(tN(r)+1) =
∫ +∞

0
E(tN(r)+1�τ1=l) dPτ1 =

=
∫ +∞

r
l dF (l) +

∫ r

0

[
l + E(tN(r−l)+1)

]
dF (l) =

= µ+
∫ r

0
E(tN(r−l)+1) dF (l).

Es una ecuación de renovación con µ = E(τ1) constante, y teniendo en cuenta el teorema 2.16,
en la página 18, obtenemos que

E(tN(r)+1) = µ+
∫ r

0
µ dm(l) = µ+ µm(r) = µ [1 +m(r)] .

Ahora es inmediato demostrar la siguiente proposición:

Proposición 2.1.24. La variable aleatoria E +
r tiene la siguiente media:

E(E +
r ) = E(tN(r)+1 − r) = µ [1 +m(r)] − r, µ = E(τ1) < +∞ (2.45)
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Demostración. Teniendo en cuenta que E +
r = tN(r)+1 − r, se verifica:12

E(E +
r ) = E(tN(r)+1 − r) = µ [1 +m(r)] − r.

Vamos a estudiar el valor que toma E(E +
r ) para valores grandes de r > 0.

Proposición 2.1.25. Si los tiempos de espera {τi}i∈N no tienen función de distribución aritmética
se verifica:

lim
r→+∞

E(E +
r ) = µ2 + σ2

2µ , 0 < µ < +∞, σ2 < +∞ (2.46)

Siendo µ = E(τi), σ2 = E
[
(τi − µ)2

]
(la varianza de los tiempos de espera).

Demostración. Condicionando por el valor que toma t1 = τ1:

E(E +
r �τ1 = l) =

 l − r, l ≥ r

E(E +
r−l), l < r

Por el teorema de la probabilidad total:

E(E +
r ) =

∫ +∞

0
E(E +

r �τ1 = l) dPτ1(l) =
∫ +∞

0
E(E +

r �τ1 = l) dF (l) =

=
∫ +∞

r
(l − r) dF (l) +

∫ r

0
E(E +

r−l) dF (l).

Se trata de una ecuación de renovación de la forma

f(r) = g(r) +
∫ r

0
f(r − l) dF (l).

con g(r) =
∫+∞
r (l − r) dF (l). Vamos a calcular esa integral:

∫ +∞

r
(l − r) dF (l) =

∫ +∞

0
s dF (s+ r) =

12Teniendo en cuenta que m(0) = 0.
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=
∫ +∞

0
(1 − F (s+ r)) ds =

∫ +∞

0

∫ +∞

s+r
dF (u)13

Teniendo en cuenta ahora el teorema 2.1.6, en la página 19, obtenemos:

lim
r→+∞

E(E +
r ) = 1

µ

∫ +∞

0
g(r) dr = 1

µ

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

∫ +∞

s+r
dF (u)

)
dr =

= 1
µ

∫ +∞

0

u2

2 dF (u) = 1
2µ

∫ +∞

0
u2 dF (u) = µ2 + σ2

2µ .

Después de varios cambios de variable triviales.

Las implicaciones prácticas de los resultados deducidos son importantes, y en algunos casos
sorprendentes. Como ejemplos de la sutileza que es necesario tener a la hora de estudiar los procesos
de renovación vamos a examinar dos paradojas clásicas en el estudio de los procesos renovados.

2.1.4. Las paradoja de los tiempos de espera y del inspector.
Las referencias a ambas paradojas son muy abundantes en la literatura (W. Feller,[45])), noso-

tros únicamente las estudiaremos de un modo general, sin profundizar en los detalles.

La paradoja de los tiempos de espera.

En relación con el excess life, el current life y el total life destaca la denominada Paradoja
de los Tiempos de Espera, que en la abundante literatura sobre la Teoría de la Renovación ha sido
estudiada con diferentes nombres y en diferentes ejemplos a causa de sus serias implicaciones. De un
modo informal, podemos decir que tenemos un proceso de renovación en el cual la sucesión de tiem-
pos de espera, {τi}i∈N está formada por variables aleatorias independientes, igualmente distribuidas
(positivas), con función de distribución F y media µ. Relacionada con ellas, la sucesión de tiempos

de renovación, {tn}n∈N , tn =
n∑
i=1

τi, representa los tiempos en los que se ha producido la renovación

n-ésima, y por lo tanto, ∀n ∈ N, el intervalo [tn, tn+1) es el período de tiempo transcurrido entre la
n-ésima renovación y la (n+1)-ésima renovación.

Dado un cierto r > 0 estamos interesados en calcular la media de la longitud del intervalo
[tN(r), tN(r)+1). Ingenuamente, podemos pensar:

13Teniendo een cuenta que:

∫ +∞

0
s dF (s + r) =

∫ +∞

0

∫ s

0
dx dF (s + r) =

=
∫ +∞

0
dx

∫ +∞

x

dF (s + r) =
∫ +∞

0
[F (+∞ + r) − F (x + r)] dx =

∫ +∞

0
[1 − F (x + r)] dx.
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tN(r)+1 − tN(r) =
N(r)+1∑
i=1

τi −
N(r)∑
i=1

τi = τN(r)+1

Y teniendo en cuenta la equidistribución de los tiempos de espera, la media esperada de la
longitud del intervalo sería µ. Sin embargo, eso no es así, pues hemos deducido la distribución de
Er, r > 0 (proposiciones 2.1.16 y 2.1.17, en la página 26) y observamos que su distribución no es la
misma que la de τi. ¿Hay contradicción?. En realidad no, pues el τN(r)+1 es el único que cumple
tN(r) ≤ r < tN(r)+1, y por lo tanto su distribución coincide con la de Er. Si nos fijamos, primero hemos
elegido r > 0, y a continuación calculamos la media de la longitud de los intervalos que cubren a
ese r en concreto... pero evidentemente, los intervalos de mayor longitud tienen una probabilidad de
cubrirlo mayor.

Examinemos un ejemplo: Un viajero A está en una estación de autobuses, los cuales llegan
de acuerdo con un proceso de Poisson, siendo la media del tiempo esperado entre la llegada de dos
autobuses 1

α
, α > 0. A ha llegado en un tiempo r, siendo su tiempo de llegada independiente de los

autobuses. ¿Cuál es la media de su tiempo de espera para coger el siguiente autobús?. Se pueden dar
dos respuestas diferentes:

Teniendo en cuenta que es un proceso de Poisson, la falta de memoria implica que la distribución
de su tiempo de espera no debe depender del tiempo de llegada, y por lo tanto la respuesta
sería 1

α
.

Como su tiempo de llegada entre dos autobuses consecutivos es aleatorio, su tiempo esperado,
su media, debe ser la mitad del tiempo de espera entre dos autobuses consecutivos; es decir,
1

2α .

Sin embargo, como mencionamos anteriormente, el error está en considerar que ese tiempo de
espera τN(r)+1 tiene una distribución exponencial de parámetro α, cuando en realidad coincide con
la de Er.

Razonemos usando los resultados deducidos con anterioridad. El viajero A ha llegado en un
determinado tiempo r > 0 y quiere saber cual es la media de su tiempo de espera hasta subirse al
siguiente autobus. Es decir, que quiere conocer la media de la variable aleatoria E +

r = tN(r)+1 − r,
para la cual hemos deducido su función de distribución en la proposición 2.1.9, en la página 20:

φ(x�r) = P(E +
r ≤ x) =

∫ r

0
dU(l) [F (x+ r − l) − F (r − l)] =

= e−αr − e−α(x+r) +
∞∑
n=1

∫ r

0

αnln−1

(n− 1)!e
−αl

[
e−α(r−l) − e−α(x+r−l)

]
dl =

= e−αr − e−α(x+r) +
∞∑
n=1

∫ r

0

αnln−1

(n− 1)!
[
e−αr − e−α(x+r)

]
dl =

= e−αr − e−α(x+r) +
[
e−αr − e−α(x+r)

] ∞∑
n=1

∫ r

0

αnln−1

(n− 1)! dl =

= e−αr − e−α(x+r) +
[
e−αr − e−α(x+r)

] ∞∑
n=1

[
αnln

(n− 1)! · n

]r
0

=

= e−αr − e−α(x+r) +
[
e−αr − e−α(x+r)

] ∞∑
n=1

αnrn

n! =
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= e−αr − e−α(x+r) +
[
e−αr − e−α(x+r)

]
(eαr − 1) =

= 1 − eαx = F (x).

Es decir, que la distribución del tiempo de espera para coger el próximo autobús a partir de
r > 0 coincide con la distribución del tiempo de espera τi, y por lo tanto la media del tiempo esperado
a partir de la llegada de A en r > 0 es 1

α
como habíamos aventurado en la primera respuesta.

Para Er también hemos deducido su distribución en la proposición 2.1.16, en la página 26:

β(x�r) = P(Er ≤ x) =
∫ r

r−x
dU(l) [F (x) − F (r − l)] .

Derivando la anterior identidad, y teniendo en cuenta que se trata de un proceso poisonniano,
obtenemos la siguiente identidad para la función de densidad:

fEr(x) =
 α2xe−αx, si 0 < x ≤ r

α(1 + αr)e−αx, si r < x

Vamos ahora a calcular la media de la longitud de ese intervalo que cumple tN(r)+1 ≤ r < tN(r),
E(Er).

E(Er) =
∫ +∞

0
xfEr(x) dx =

∫ r

0
xα2xe−αx dx+

∫ +∞

r
xα(1 + αr)e−αx dx =

= 2
α

− e−αr

α
.

Ese resultado nos confirma lo dicho: la distribución de τN(r)+1 que cumple tN(r) ≤ r < tN(r)+1
no es la común de las variables aleatorias tiempos de espera {τi}i∈N. Fijándonos con más detalle
vemos que

lim
r→+∞

E(Er) = lim
r→+∞

(
2
α

− e−αr

α

)
= 2
α
.

Con lo cual obtenemos que cuando los valores de r > 0 son grandes la longitud esperada del
intervalo particular tN(r) ≤ r < tN(r)+1 es 2

α
y la segunda respuesta que habíamos dado es correcta: el

tiempo esperado (su media) es la mitad del esperado para el intervalo de llegada entre dos autobuses
consecutivos. Lo que ocurre es que en este caso ese tiempo esperado ya no es 1

α
sino 2

α
, y no hay

contradicción. Este hecho sorprendente tiene serias implicaciones y se puede generalizar a cualquier
proceso de renovación.

En efecto, supongamos ahora el proceso de renovación general del que hablábamos al principio.
En el teorema 2.1.9, en la página 31, se obtuvo la distribución límite, para valores grandes de r > 0
(procesos “viejos”, que llevan mucho tiempo funcionando) de la variable aleatoria E +

r ; en el teorema
2.1.11, en la página 32, de la variable aleatoria E −

r y en el teorema 2.1.13, en la página 33 de Er. A
la vista de esos resultados observamos que la distribución de E +

r , igual que ocurría en los procesos
poisonnianos, no coincide con la distribución de Er, pero sí con la de E −

r . Por ello sería un error tomar
el valor esperado hasta que ocurra la siguiente renovación desde r > 0, E(E +

r ), como representativo
para estimar el valor esperado del tiempo entre dos renovaciones consecutivas.

Otro ejemplo clásico en la literatura es la denominada paradoja de inspección (o del inspector).
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La paradoja del inspector.

Supongamos una cierta máquina en una fábrica, un equipo, en el cual se instala una pieza que
permanece en la máquina hasta que se estropea, momento en el cual se sustituye de forma
inmediata por otra pieza semejante y el proceso sigue sin interrupción. Aquí las épocas de renovación
forman un proceso de renovación en donde τk es la duración de la k-ésima pieza.

El “inspector” quiere comprobar las duraciones reales mediante una inspección, para lo cual
toma una muestra de piezas en funcionamiento en la época r > 0 y observa sus duraciones. Teniendo
en cuenta que F es la distribución de la duración de todas las piezas, erroneamente puede pensar que
esa es también la de la pieza inspeccionada en el momento r > 0, pero esto no es así: si se inspecciona
esa pieza en el momento r > 0 ya lleva un tiempo funcionando, que se estime su duración a partir
del momento r introduce un sesgo si se pretende extrapolarlo a todas las piezas: simplemente, puede
que sea una pieza muy “dura”, de mayor duración, y su tiempo de vida sea mucho mayor que el
de las demás. El hecho riguroso es que el haber inspeccionado la pieza en el momento r, estando
funcionando en ese momento, cambia la distribución de su duración: dobla su duración esperada.

Examinemos esto matemáticamente, usando los resultados previos:

E(Er) = E(E −
r + E +

r ) = E(E −
r ) + E(E +

r ) = 2E(E +
r ).

Teniendo en cuenta que la distribución de E −
r coincide con la distribución de E +

r (para valores
grandes de r > 0). En la proposición 2.1.24, en la página 35, hemos calculado E(E +

r ), con lo cual:

E(Er) = 2(µ [1 +m(r)] − r).

Usando el resultado obtenido en la proposición 2.1.25, en la página 36, vemos que para valores
grandes de r se cumple:

lim
r→+∞

E(Er) = 2(µ2 + σ2)
2µ = (µ2 + σ2)

µ
.

¿Quiere esto decir que para estimar la duración de ese tipo de pieza no me sirven los resultados
proporcionados por una muestra, y por lo tanto la estadística “no sirve para nada”? Naturalmente
que no: hay que inspeccionar piezas que se instalen a partir de ese momento r > 0.

En esta sección hemos investigado con cierto detalle los procesos de renovación en general y el
proceso de conteo renovado en particular, enunciando y recordando resultados clásicos, muchos de
ellos sin demostración, que son imprescindibles para el desarrollo de la tesis o que simplemente resul-
taría imperdonable no mencionar en una investigación sobre los procesos de renovación compuestos
con deriva. Sin embargo, como es evidente, no son el objeto principal de nuestro estudio y por lo
tanto, para ampliar conocimientos o resultados más detallados es necesario consultar la bibliografía.
Estudios clásicos, pero actuales, son [39], [40], [41], [44], [45] de W. Feller, donde se estudian en pro-
fundidad los procesos de renovación (no sólo el proceso de conteo renovado), se estudian los procesos
de renovación en el caso en que la distribución F de los tiempos de renovación no está concentrada
en la semirrecta positiva; se relacionan los procesos de renovación con las caminatas aleatorias y se
aplican en la resolución del problema de la ruina; se analizan la paradoja de los tiempos de espera y
la del inspector, etc. Un estudio específico de la Teoría de la Renovación se puede consultar en [19]
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y [20] de D. R. Cox y en [139] de W. L. Smith, donde se estudia el modelo ordinario de los proce-
sos de renovación, el proceso de Poisson y modelos más generales como los procesos de renovación
superpuestos, los alternados y los compuestos, obteniendo resultados muy interesantes y mostrando,
mediante ejemplos, posibles aplicaciones de la teoría. En una línea muy parecida tenemos [70] de S.
Karlin y H. Taylor donde, además de obtener los resultados clásicos relacionados con la Teoría de
la Renovación, estudian las variables aleatorias E −

r , E +
r y Er. También son interesantes los estudios

del proceso de Poisson, de los modelos de conteo y generalizaciones como los procesos de renovación
retardados, los estacionarios, los compuestos, los alternados y los de Markov. En [57] de C. Godrèche
y J. M. Luck se estudian la cantidad de sucesos que ocurren entre 0 y un tiempo dado t, el tiempo del
último suceso antes de t, las variables E −

r y E +
r (para las cuales obtienen la transformada de Laplace

de sus respectivas funciones de densidad), entre otras variables aleatorias; los resultados obtenidos los
particularizan para varios casos, según la naturaleza de la distribución de los intervalos temporales.
En relación con la variable “excess life”, E +

r , en [92] de S. Losidis y P. Kostas obtienen su función de
densidad, sus momentos, su varianza y estudian para t → +∞ la covarianza entre E +

t y N(t).
En un contexto particular, en estudios económicos y actuariales, son importantes, entre otros,

[106] de T. Mikosch y G. Samorodnitsky y [132] de T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt y J. Teugels,
donde usan las herramientas proporcionadas por la Teoría de la Renovación para estudiar tópicos
como la “probabilidad de ruina”, la “probabilidad de supervivencia” etc, que, aunque estudiadas
en un contexto más general y con otra denominación, forman parte importante de esta tesis. Es
interesante destacar en relación con las variables aleatorias E −

r y E +
r que debido a que, en general,

un proceso de renovación compuesto con deriva (definición 3.1.1, en la página 50), el denominado en
la literatura actuarial y financiera “risk reserve process”, no es un proceso markoviano, mediante las
técnicas denominadas “Backward Markovization Technique” y la “Forward Markovization Technique”
se consigue transformarlo en un “Piecewise Deterministic Markov Procecess” (PDMP). Un estudio
muy detallado sobre estas técnicas se puede consultar en [132] de T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt
y J. Teugels.
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2.2. Procesos de renovación compuestos.
Los procesos de renovación compuestos se pueden considerar como una generalización de los

procesos de renovación, y sirven para modelar diferentes fenómenos aleatorios en una gran variedad de
disciplinas científicas. Suelen denominarse, especialmente en contextos físicos y relacionados, CTRW
(continuous-time randon walks). Son interesantes, además de los clásicos W. Feller, D. R. Cox, S.
Karlin y H. Taylor, etc, los estudios de E. W. Montroll y G. H. Weiss ([109]), J. Villarroel y M.
Montero ([148]),...

En esta sección deduciremos su ley de probabilidad, tanto condicionada como no condicionada,
hallando las ecuaciones integrales que satisfacen. A continuación resolveremos esas ecuaciones inte-
grales para algunos ejemplos concretos. También enunciaremos algunos otros resultados relevantes.

Definición 2.2.1. Proceso de renovación compuesto. Dado el proceso estocástico {St}t≥0 deci-
mos que es un “proceso de renovación compuesto” si:

St =
N(t)∑
k=0

Yk, ∀ t ≥ 0, (2.47)

donde:

1. N(t) es un proceso de conteo renovado (definición 2.1.2, página 12).

2. {Yn}n∈N son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con función de
distribución G.

3. τn⊥Ym ∀ {n,m} ∈ N ({τn}n∈N, {Yn}n∈N son sucesiones mutuamente independientes).14

Se trata, por lo tanto, de un proceso de saltos (definición A.4.28, página 263) cuyas llegadas
{N(t)}t≥0 definen un proceso de renovación. Recordando la definición de los procesos de renovación
(definición 2.1.1, en la página 11) por convención Y0 = 0 ∧ t0 = 0. A continuación vamos a estudiar
la ley de probabilidad de St, t > 0.

2.2.1. Ley de probabilidad no condicionada.
En primer lugar vamos a deducir la ley de probabilidad no condicionada. Sea el proceso de

renovación compuesto 2.2.1, se verifica la siguiente proposición:

Proposición 2.2.1. La variable aleatoria St, t > 0 tiene la siguiente función de densidad:

fSt(x) = δ0(x) · (1 − F (t)) + 1
4π2i

·
∫ +∞

−∞
e−ipx dp ·

∫ γ+i∞

γ−i∞
est · (1 − f̂(s)) · f̂(s) · ψ(p)

s(1 − f̂(s) · ψ(p))
ds

(2.48)

siendo δ0(x) la función Delta de Dirac y ψ(p) la función característica de la variable aleatoria Y1.
14En el capítulo 4, en la página 173, estudiaremos el caso en el cual aceptamos dependencia entre τn, Yn ∀ n ∈ N.

Asumimos que los vectores (τk, Yk), k ∈ N tienen la misma distribución (proceso de renovación compuesto homogéneo).
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Demostración. Vamos a calcular la función característica de St, t > 0, ϕSt(p) = E(eipSt):

E(eipSt) = E(eip
∑N(t)

j=1 Yj ) =
∞∑
k=0

E(eip
∑k

j=1 Yj�N(t) = k) · P(N(t) = k) =
∞∑
k=0

(ψ(p))k · P(N(t) = k).

Recordando la definición y las propiedades de las funciones generatrices, si denotamos por
GN(t)(z) la función generatriz de N(t), vemos que E(eipSt) = GN(t)(ψ(p)), siendo ψ(p) la función
característica de Y1. Teniendo en cuenta el resultado obtenido en la proposición 2.1.2, en la página
13 nos quedará:

E(eipSt) = ϕSt(p) = 1
2πi ·

∫ γ+i∞

γ−i∞
est · 1 − f̂(s)

s(1 − f̂(s) · ψ(p))
ds.15

No podemos asegurar que se cumpla que:

lim
|p|→∞

ϕSt(p) = 0.

Concluimos por lo tanto que ϕSt(p) no es la función característica de una variable aleatoria
absolutamente continua. Vamos a descomponer la distribución de probabilidad FSt en la suma de
dos distribuciones de probabilidad, una discreta, FD

St
, y una absolutamente continua, FC

St
, siendo FD

St

la distribución de probabilidad de un átomo concentrado en el {0} .

FSt = FD
St

+ FC
St
.

Vamos a calcular la función característica ϕSt(p) teniendo en cuenta la anterior descomposición:

ϕSt(p) = E(eipSt) = eip·0 · P(St = 0) +
∫ +∞

−∞
eipSt · dFC

St
=

= 1 · P(St = 0) +
∫ +∞

−∞
eipSt · dFC

St
= P(St = 0) +

∫ +∞

−∞
eipSt · dFC

St
.

Para calcular la función característica asociada a la distribución de probabilidad FC
St

despeja-
mos, quedando:

∫ +∞

−∞
eipSt · dFC

St
= E(eipSt) − P(St = 0) = E(eipSt) − P(N(t) = 0) =

= 1
2πi ·

∫ γ+i∞

γ−i∞
est · 1 − f̂(s)

s(1 − f̂(s) · ψ(p))
ds− P(N(t) = 0) =

15Siendo f̂(s) la transformada de Laplace de la función de densidad f(x) de la variable aleatoria τ1. Hemos elegido γ de modo que
todas las singularidades de 1−f̂(s)

s(1−f̂(s)·z)
queden a la izquierda de la recta x = γ.
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= 1
2πi ·

∫ γ+i∞

γ−i∞
est · 1 − f̂(s)

s(1 − f̂(s) · ψ(p))
ds− 1

2πi ·
∫ γ+i∞

γ−i∞
est · 1 − f̂(s)

s
ds =

= 1
2πi ·

∫
Γ∞

est · (1 − f̂(s)) · f̂(s) · ψ(p)
s(1 − f̂(s) · ψ(p))

ds.

Hemos tenido en cuenta que:

P(N(t) = 0) = 1
2πi ·

∫ γ+i∞

γ−i∞
est · 1 − f̂(s)

s
ds.

Si suponemos que la anterior expresión es absolutamente integrable podemos aplicar la inversa
de la transformada de Fourier (teorema A.3.14, en la página 249), quedando:

g(x) = 1
2π ·

∫ +∞

−∞
e−ipx dp · 1

2πi ·
∫ γ+i∞

γ−i∞
est · (1 − f̂(s)) · f̂(s) · ψ(p)

s(1 − f̂(s) · ψ(p))
ds

siendo g(x) la función de densidad asociada a la distribución de probabilidad FC
St

. De aquí dedu-
cimos:

fSt(x) = δ0(x) · P(St = 0) + 1
4π2i

·
∫ +∞

−∞
e−ipx dp ·

∫ γ+i∞

γ−i∞
est · (1 − f̂(s)) · f̂(s) · ψ(p)

s(1 − f̂(s) · ψ(p))
ds.

Teniendo en cuenta que P(St = 0) = P(N(t) = 0) = P(t1 > t) = P(τ1 > t) = 1 − F (t)
obtenemos 4.1.

2.2.2. Ley de probabilidad condicionada.
Vamos a deducir la ley de probabilidad condicionada diferenciando si el tiempo de partida es

un tiempo de renovación tn, n ∈ N o un tiempo r ∈ (tn, tn+1) no de renovación.

Proposición 2.2.2. La variable aleatoria Sr+h, h > 0 condicionada por Sr = x tiene la siguiente
función de densidad:

fSr+h�Sr=x(y) = δ0(y − x)P(E +
r > h) + 1

4π2i
·
∫ +∞

−∞
e−ip(y−x)ψ(p)

∫ h

0

∫ γ+i∞

γ−i∞

es(h−l)[1 − f̂(s)]
s[1 − f̂(s)ψ(p)]

ds dφ(l�r) dp

(2.49)

siendo δ(y − x) la función δ de Dirac, ψ(p) la función característica de la variable aleatoria Y1,
φ(l�r) la función de distribución de E +

r y eligiendo γ ∈ R de forma adecuada.

Demostración. Vamos a calcular la función característica ϕSr+h�Sr=x(p):
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ϕSr+h�Sr=x(p) = E(eipSr+h�Sr=x) = E(eip
∑N(r+h)

k=0 Yk�
N(r)∑
k=0

Yk = x) =

= E(eip
∑N(r)

k=0 Yk+
∑N(r+h)

k=N(r)+1 Yk�
N(r)∑
k=0

Yk = x) = eipx · E(eip
∑N(r+h)−N(r)

k=0 Yk�
N(r)∑
k=0

Yk = x) =

= eipx ·
+∞∑
j=0

E(eip
∑j

k=1 Yk�
N(r)∑
k=0

Yk = x,N(r + h) −N(r) = j)P(N(r + h) −N(r) = j) =

= eipx ·
∞∑
j=0

E(eip
∑j

k=1 Yk)P(N(r + h) −N(r) = j) =

= eipx

P(N(r + h) −N(r) = 0) +
∞∑
j=1

E(eip
∑N(r+h)−N(r)

k=0 Yk)P(N(r + h) −N(r) = j)
 =

= eipx

P(E +
r > h) +

∞∑
j=1

(ψ(p))j
∫ h

0
P(N(h− l) = j − 1)dφ(l�r)

 =

Recordando el resultado obtenido en la proposición 2.1.12 en la página 23. Teniendo en cuenta
las propiedades de las series y haciendo m = j − 1 nos quedará:

= eipx
[
P(E +

r > h) + ψ(p)
∫ h

0

∞∑
m=0

(ψ(p))mP(N(h− l) = m) dφ(l�r)
]

=

Por la proposición 2.1.2, en la página 13, obtenemos:

= eipx
[
P(E +

r > h) + ψ(p)
∫ h

0
GN(h−l)(ψ(p)) dφ(l�r)

]
.

Aplicando ahora la transformada inversa de Fourier nos quedará:

fSr+h�Sr=x(y) = δ(y − x)P(E +
r > h) + 1

2π ·
∫ +∞

−∞
e−ip(y−x)ψ(p)

∫ h

0
GN(h−l)(ψ(p)) · dφ(l�r) dp.

Siendo δ0(y − x) la función δ de Dirac. Recordando la proposición 2.1.2, en la página 13,
concluimos que se verifica 2.49.

Cuando el tiempo de partida es un tiempo de renovación tn es trivial deducir el siguiente
corolario:
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Corolario 2.2.1. La variable aleatoria Stn+h, h > 0 condicionada por Stn = x tiene la siguiente
función de densidad:

fStn+h�Stn =x(y) = δ0(y − x)[1 − F (h)] + 1
4π2i

·
∫ +∞

−∞
e−ip(y−x)

∫ γ+i∞

γ−i∞
esh

[1 − f̂(s)]f̂(s)ψ(p)
s[1 − f̂(s)ψ(p)]

ds dp

(2.50)

siendo δ(y − x) la función δ de Dirac, ψ(p) la función característica de la variable aleatoria Y1 y
eligiendo γ ∈ R de forma adecuada.

Por lo tanto, la ley de probabilidad condicionada por Stn = x, siendo tn un tiempo de renovación,
es estacionaria en el tiempo y en el espacio y podemos suponer que el tiempo inicial será t0; sin
embargo, en general, cuando r no es un tiempo de renovación la ley de probabilidad condicionada no
es estacionaria ni en el tiempo ni en el espacio. Otra implicación trivial de los anteriores resultados es
que la ley de probabilidad de la variable aleatoria St condicionada por S0 = x podemos considerarla
como la ley de probabilidad no condicionada de la variable aleatoria S ′

t = x+St (en paralelo con las
“caminatas aleatorias iniciadas en x”, definición A.4.26, en la página 263).

De un modo parecido a la definición de la “función de renovación” m(t) en el caso de los
procesos de conteo renovados, para el caso de los procesos de renovación compuestos se define la
“función de tendencia (trend function)”, que vamos a denotar por M(t).

Definición 2.2.2. Función de tendencia. Definimos la “función de tendencia”, y la denotamos
por M(t), como M : [0,+∞) → R / M(t) = E(St)), ∀t > 0.

Teniendo en cuenta la definición del proceso estocástico {St}t≥0 (definición 2.2.1, en la página
42) es trivial demostrar, como simple aplicación del teorema de la probabilidad total, la siguiente
proposición:

Proposición 2.2.3. Identidad de Wald para los procesos de renovación compuestos. Se
verifica ∀ t > 0

M(t) = E(Y1) ·m(t), E(|Y1|) < +∞ (2.51)

Siendo m(t) la función de renovación de los procesos de conteo renovados (definición 2.1.3,
página 15).

No es el objetivo de esta tesis el estudio de los procesos de renovación compuestos, sin embargo
los siguientes resultados los enunciamos por su relevancia en contextos actuariales y financieros:

Teorema 2.2.1. Si los tiempos entre llegadas {τi}i∈N no tienen función de distribución F aritmética,
siendo µ = E(τi) < ∞, µ 6= 0, E(|Y1|) < +∞, se verifica:

lim
t→+∞

M(t)
t

= E(Y1)
µ

, ĺım
t→+∞

St
t

= E(Y1)
µ

, c.s. (2.52)

El anterior límite se considera nulo cuando µ = ∞.
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Teorema 2.2.2. Si los tiempos entre llegadas {τi}i∈N no tienen función de distribución F aritmética,
siendo µ = E(τi) < ∞, µ 6= 0, E(|Y1|) < +∞, se verifica:

lim
t→+∞

St+h − St
t

= hE(Y1)
µ

, h > 0 c.s. (2.53)

El anterior límite se considera nulo cuando µ = ∞.

El teorema 2.2.1, que en contextos actuariales y de ciencias económicas se conoce como “renewal
reward theorem”, se interpreta como que el porcentaje a largo plazo de pérdida o beneficio por unidad
de tiempo es igual al porcentaje de perdida o beneficio por unidad de tiempo en un ciclo de renovación.

2.2.3. Estudio de casos particulares de distribuciones.
Una vez deducida la fórmula de la ley de probabilidad de la variable aleatoria St tanto con-

dicionada como no condicionada, vamos a particularizar los resultados para algunos casos. Dado
el espacio probabilistico (Ω,A,P) sea el proceso de renovación compuesto {St}t≥0 definido en él
(definición 2.2.1, página 42).

a) Caso en que los tiempos de espera {τi}i∈N tienen distribución exponencial de pará-
metro λ, τi  ε(λ).

Vamos a deducir en primer lugar la ley de probabilidad no condicionada.

Proposición 2.2.4. (Ley de probabilidad no condicionada).En el caso de que las va-
riables aleatorias tiempos de espera, {τi}i∈N tengan distribución exponencial de parámetro λ la

función de densidad de St =
N(t)∑
i=1

Yi satisface la siguiente igualdad:

fSt(x) = δ0(x)e−λt + 1
2π

∫ +∞

−∞
e−ipx−λt ·

(
eλtψ(p) − 1

)
dp (2.54)

La demostración en el apéndice B.1.1, en la página 265.
Para la ley de probabilidad condicionada se verifica:

Proposición 2.2.5. (Ley de probabilidad condicionada).En el caso de que las variables
aleatorias tiempos de espera, {τi}i∈N tengan distribución exponencial de parámetro λ la función

de densidad de St+h =
N(t+h)∑
i=1

Yi condicionada por St = x satisface la siguiente igualdad:

fSt+h�St=x(y) = δ0(y − x)e−λh + 1
2π ·

∫ +∞

−∞
e−ip(y−x) e

λ(ψ(p)−1)h
[
1 − e−λψ(p)h

]
λ

dp (2.55)
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La demostración requiere cálculos demasiado laboriosos como para transcribirlos. El razona-
miento, semejante al de la anterior proposición, en el apéndice B.1.2, en la página 266.

Como una generalización del anterior caso, tenemos:

b) Caso en que los tiempos de espera {τi}i∈N tienen distribución Erlang de parámetros
λ, n, con n ∈ N.

Vamos a hallar la ley de probabilidad no condicionada del proceso.
Proposición 2.2.6. Ley de probabilidad no condicionada. En el caso de que los tiempos
de espera {τi}i∈N tienen distribución Erlang, τi  εr(n, λ), la función de densidad no condi-
cionada satisface la siguiente igualdad:

fSt(x) = δ0(x)e−λt
n−1∑
k=0

(λt)k

k! + (2.56)

+ 1
2π ·

∫ +∞

−∞
e−ipx−λt

[
n∑
i=1

eλrit [ψ(p) − 1]
(ri − 1)∏n

k=1,k 6=i(ri − rk)
−

n−1∑
i=0

(tλ)i
i!

]
dp

Un esquema de la demostración en el apéndice B.2.1, en la página 267. Para la ley de
probabilidad condicionada, tendremos (un esquema de la demostración en el apéndice B.2.2,
página 268):
Proposición 2.2.7. Ley de probabilidad condicionada. En el caso de que los tiempos de
espera {τi}i∈N tienen distribución Erlang, τi  εr(n, λ), la función de densidad condicionada
satisface la siguiente igualdad:

fSt+h�St=x(y) = δ0(y − x)
n∑
k=1

(λh) e−λh

(k − 1)!

n∑
j=k

αj(t)+ (2.57)

+ 1
2π

∫ +∞

−∞
e−ip(y−x)

[
λψ(p) [ψ(p) − 1]

(n− 1)! e−λh
n∑
i=1

eλrih

(ri − 1)∏n
k 6=i(ri − rk)

(
n∑
k=1

αk(t)
∫ h

0
(λl)k−1e−λrildl

)]
dp

Un estudio muy detallado de los procesos de renovación compuestos (cumulative processes) se
puede consultar en [20] de D. R. Cox, estudiando (en el caso de independencia entre los saltos y
los tiempos de espera) la función generatriz de momentos del proceso, momentos de orden superior,
comportamiento asintótico, etc. Es interesante el artículo de J. Villarroel y M. Montero [148], en el
cual se efectúa un estudio profundo, tanto obteniendo las ecuaciones integrales como resolviéndolas
para algunos casos particulares. En un contexto diferente, estudiando las CTRW con deriva pero
permitiendo resets tenemos [114] de J. Villarroel y M. Montero en el cual se obtiene no sólo la
ley de probabilidad sino también una fórmula para el Mean First -Passage time. Asumiendo ciertas
condiciones en [12] de A. A. Borovkov y A. A. Mogulskii se obtiene la función de densidad del proceso
2.2.1 y su comportamiento asintótico. Desde una perspectiva propia de las ciencias económicas en
[103] de J. Masoliver, M. Montero, J. Perelló y G. H. Weiss se aplican las técnicas de las CTRW al
estudio de la evolución de los mercados financieros obteniendo, entre otros objetos, la transformada
de Laplace-Fourier para la ley de probabilidad del proceso.
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Capítulo 3
Procesos de renovación compuestos sin correlación salto-tiempo y con
deriva. Estudio markovianidad.

En este capítulo vamos a estudiar los procesos estocásticos de renovación compuestos con deriva,
suponiendo que no hay correlación entre los tiempos de espera {τn}n∈N y los saltos {Yn}n∈N. El modelo
que vamos a estudiar comunmente es conocido como “Modelo de Sparre Andersen” (principalmente
en el ámbito de la ciencia actuarial) y es una generalización del “Modelo de Cramér-Lundberg”, en
el cual los tiempos de espera τi siguen una distribución exponencial de parámetro λ, con lo cual el
proceso de conteo N(t) tiene una distribución de Poisson de parámetro λt. La literatura, tanto en el
modelo clásico de Cramér-Lundberg como en el de Sparre Andersen, es muy abundante, siendo un
clásico el estudio de “la probabilidad de ruina” y problemas relacionados, ya en los inicios del cálculo
de probabilidades con Feller. Sería imperdonable no mencionar los estudios pioneros de P. Lundberg
quien en 1903 presentó su tesis doctoral “Approximations of the Probability Function/Reinsurance
of Collective Risks” ([95]); H. Cramér ([16]), quien desarrolló y profundizó el modelo de P. Lundberg,
S. Andersen ([3]) y tantos otros que han hecho posible que en la actualidad la ciencia actuarial haya
alcanzado un desarrollo notable. Relacionados con el tema de estudio en este trabajo son de destacar,
entre otros, D. C. M. Dickson ([24]), D. C. M. Dickson y G. E. Willmot ([25])...y más recientemente
J. Villarroel y M. Montero ([112]) y A. Paland y S. Reuveni ([120]).

Estos estudios asumian como tiempo inicial un tiempo de renovación tn ∈ T, n ∈ N que debido
a la naturaleza del proceso, se puede considerar tn = 0, siendo T el conjunto de todos los tiempos de
renovación. Nosotros, sin embargo, vamos a realizar un estudio más general, vamos a considerar un
tiempo r > 0 arbitrario, que va a cumplir r ∈ [tn, tn+1).

El capítulo está organizado de la siguiente forma:

En la primera sección estudiaremos los procesos de renovación compuestos con deriva, deducien-
do su ley de probabilidad y enunciando algunos otros resultados destacados y fundamentales
en ciencias económicas y financieras.

En la segunda sección estudiaremos la markovianidad del proceso estocástico.

En la tercera y cuarta secciones estudiaremos dos variables aleatorias, el tiempo de primera
llegada a la barrera superior b, y el tiempo de escape del intervalo [0, b]. Dado un cierto intervalo
[0, b] estamos interesados en el tiempo de primera llegada a la barrera superior y el tiempo de
escape del intervalo; deduciremos las identidades de renovación que satisfacen, hallaremos las
ecuaciones integrales que verifican y las resolveremos para algunos casos particulares. También
estudiaremos la ley de probabilidad de dichas variables aleatorias.

En la quinta y sexta secciones, dado un intervalo [0, b] estudiaremos la probabilidad de que el
proceso llegue a la barrera superior y la probabilidad de que salga del intervalo. Deduciremos las
identidades de renovación que satisfacen, hallaremos las ecuaciones integrales que las resuelven
y solucionaremos esas ecuaciones integrales en algunos casos.
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3.1. Ley de probabilidad no condicionada. Ley de probabi-
lidad condicionada.

Definición 3.1.1. Proceso de renovación compuesto con deriva. Dado el proceso estocástico
{Xt}t≥0 decimos que es un “proceso de renovación compuesto con deriva” si :

1. Xt = ct± St, ∀ t ≥ 0.

2. {St}t≥0 es un proceso de renovación compuesto (definición 2.2.1, página 42).

3. c es una cantidad constante; en principio c ∈ R.

A continuación vamos a deducir la ley de probabilidad no condicionada.

Ley de probabilidad no condicionada.

Una vez que hemos hallado la función de densidad de la variable aleatoria St, t > 0 (sección
2.2, página 42), es trivial deducir la de Xt, t > 0 (por simplicidad en los razonamientos, sin pérdida
de generalidad, consideramos Xt = ct+ St, ∀t ≥ 0). Tenemos la siguiente proposicion:

Proposición 3.1.1. La variable aleatoria Xt, t > 0 tiene la siguiente función de densidad:

fXt(x) = fSt(x− ct) (3.1)

Demostración. En efecto:

fXt(x) dx = P(Xt ∈ (x, x+ dx]) = P(ct+
N(t)∑
k=0

Yk ∈ (x, x+ dx]) =

= P(
N(t)∑
k=0

Yk ∈ (x− ct, x− ct+ dx]) = fSt(x− ct) dx.

Teniendo en cuenta la proposición 2.2.1, página 42.

Ley de probabilidad condicionada.

A continuación vamos a estudiar la ley de probabilidad del proceso {Xt}t≥0 condicionada por

X0 = u, donde vamos a considerar el proceso Xt = u+ ct+
N(t)∑
k=0

Yk ∀ t ≥ 0 cuando partimos de

X0 = u (teniendo en cuenta los razonamientos de la sección 2.2, página 42).

Proposición 3.1.2. La variable aleatoria Xt, t > 0, condicionada por X0 = u, u ∈ R, tiene la
siguiente función de densidad:

fXt(x) = fSt(x− u− ct) (3.2)
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El razonamiento es semejante al de la demostración de la proposicion 3.1.1, página 50.
A continuación vamos a hallar la función de densidad de la variable aleatoria Xt, t > 0

condicionada por Xr = y, y ∈ R, r ∈ (tn, tn+1) ∧ r < t.

Proposición 3.1.3. La variable aleatoria Xt, t > r, condicionada por Xr = y, y ∈ R, r ∈ (0, t1)
tiene la siguiente función de densidad:

fXt�Xr=y(x) = fSt�Sr=y−cr(x− ct) (3.3)

Demostración. En efecto:

fXt�Xr=y dx = P(Xt ∈ dx�Xr = y) = P(ct+
N(t)∑
k=0

Yk ∈ (x, x+ dx]�cr +
N(r)∑
k=0

Yk = y) =

= P(
N(t)∑
k=0

Yk ∈ (x− ct, x− ct+ dx]�
N(r)∑
k=0

Yk = y − cr) =

= fSt�Sr=y−cr(x− ct) dx

Teniendo en cuenta la proposición 2.2.2, en la página 44.

Del mismo modo que en la sección 2.2, página 42, definimos la función de tendencia del proceso:

Definición 3.1.2. Función de tendencia. Definimos la “función de tendencia”, y la denotamos
por M(t), como M : [0,+∞) → R / M(t) = E(Xt)), ∀t > 0.

Teniendo en cuenta la definición del proceso estocástico {Xt}t≥0 (definición 3.1.1, en la página
50) es trivial demostrar

Proposición 3.1.4. Identidad de Wald para los procesos de renovación compuestos con
deriva. Se verifica ∀ t > 0

M(t) = ct±M(t) (3.4)

Siendo M(t) la función de tendencia de los procesos de renovación compuestos (definición
2.2.1, página 42 y definición 2.2.2, en la página 46).

Los siguientes resultados son inmediatos:

Teorema 3.1.1. Si los tiempos entre llegadas {τi}i∈N no tienen función de distribución F aritmética,
siendo µ = E(τi) < ∞, µ 6= 0, E(|Y1|) < +∞, se verifica:

lim
t→+∞

M(t)
t

= c± E(Y1)
µ

, ĺım
t→+∞

Xt

t
= c± E(Y1)

µ
, c.s. (3.5)
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El anterior límite se considera nulo cuando µ = ∞.

La demostración es inmediata teniendo en cuenta el teorema 2.2.1, en la página 46. Del mismo
modo, teniendo en cuenta el teorema 2.2.2, en la página 47 es trivial la demostración del siguiente
teorema:

Teorema 3.1.2. Si los tiempos entre llegadas {τi}i∈N no tienen función de distribución F aritmética,
siendo µ = E(τi) < ∞, µ 6= 0, E(|Y1|) < +∞, se verifica:

lim
t→+∞

Xt+h −Xt

t
= c± hE(Y1)

µ
, h > 0 c.s. (3.6)

El anterior límite se considera nulo cuando µ = ∞.

El teorema 3.1.1 es fundamental en ciencias actuariales y está relacionado con la denominada
safety loading, que se define como

η =
c− E(Y1)

µ

E(Y1)
µ

= c · µ

E(Y1)
− 1,

cuando se considera el proceso estocástico {Xt}t≥0, Xt = u + ct − St ∀ t ≥ 0, siendo {St}t≥0 un
proceso de renovación compuesto. Se puede demostrar ([16] de H. Cramér, [26] de D. C. M. Dickson,
B. D. Hughes and Z. Lianzeng, [132] de T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt and J. Teugels, etc) que
cuando η < 0 la “probabilidad de ruina” es 1 y cuando η > 0 la “probabilidad de ruina” es < 1. La
probabilidad de ruina es el equivalente en contextos económicos y financieros de la probabilidad de
escape de un cierto intervalo, que estudiaremos en nuestro trabajo con detalle en la sección 3.6, en
la página 136.

En ciencias actuariales y financieras el proceso de renovación compuesto con deriva se suele

denotar por {Rt}t≥0, Rt = u + ct −
N(t)∑
k=0

Yk, ∀ t ≥ 0, donde {N(t)}t≥0 es un proceso de conteo

renovado, (el conocido como risk reserve process), y se suele estudiar en paralelo con el proceso
{St}t≥0, St = u−Rt, ∀ t ≥ 0 (el conocido como claim surplus process). Gran parte de los resultados
que obtendremos en esta memoria, no sólo la probabilidad de ruina, admiten una interpretación
particular en este contexto, como veremos.

Un estudio más general, aunque centrado en las CTRW, se puede consultar en los artículos
[110] y [111], de J. Villarroel y M. Montero. También son interesantes [42] y [45] de W. Feller, donde
se estudian los procesos de renovación compuestos y las caminatas aleatorias en relación con los
procesos y semigrupos de Markov, derivando, en un contexto físico, la conocida como ecuación de
Fokker-Planck.

Hemos obtenido la ley de probabilidad del proceso cuando el tiempo inicial es t0 o bien un
tiempo r ∈ (0, t1), sin embargo, en un estudio general, es necesario conocer la ley de probabilidad
cuando el tiempo inicial es un tiempo de renovación tn 6= t0 o bien un tiempo r ∈ (tn, tn+1); también
podríamos preguntarnos si es un proceso de Markov, cómo influye el pasado en la evolución futura del
proceso, etc. En la siguiente sección vamos a estudiar con más detalle la probabilidad condicionada
y algunas propiedades notables del proceso {Xt}t≥0.
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3.2. Estudio markovianidad.
En esta sección vamos a estudiar la markovianidad de los procesos {Xt}t≥0, {St}t≥0. En todo

lo que sigue vamos a considerar el proceso estocástico {Xt}t≥0, siendo Xt = ct− St, ∀ t ≥ 0 (el
conocido en ciencias actuariales y económicas como modelo de Sparre Andersen), definido en un
espacio probabilístico (Ω,A ,P) y {St}t≥0 cumpliendo las condiciones de la definición 2.2.1, en la
página 42. Se deducen los siguientes resultados:

Proposición 3.2.1. Dado un proceso de renovación compuesto {St}t≥0, no cumple la propiedad
markoviana, no es un proceso de Markov.

Demostración. En efecto, para que {St}t≥0 sea un proceso de Markov es condición necesaria que
verifique la ecuación de Chapman-Kolmogorov. Sin embargo, teniendo en cuenta las proposiciones
2.2.1, en la página 42, y 2.2.2, en la página 44, se verifica:

P(Sr+h ∈ (x, x+ dx]) 6=
∫
R
P(Sr ∈ dy)P(Sr+h ∈ (x, x+ dx]�Sr = y),

siendo P(Sr+h ∈ (x, x + dx]) = P(Sr+h ∈ (x, x + dx]�S0 = 0).Y, por lo tanto, en general un
proceso de renovación compuesto {St}t≥0 no es markoviano.

Teniendo en cuenta la definición de proceso de renovación compuesto (2.2.1, en la página 42),
o calculando de forma directa, es inmediato el siguiente corolario:

Corolario 3.2.1. Dado el proceso de renovación compuesto {St}t≥0, cumple la propiedad de “pseu-
domarkovianidad”, se cumple la propiedad de Markov cuando consideramos el pasado
F = σ(Sr, r ≤ tn), con tn un tiempo de renovación.

La siguiente proposición es interesante:

Proposición 3.2.2. {St}t≤tn y {Stn+t − Stn}t≥0 son independientes y se verifica que
Stn+t − Stn

d= St ∀ n ∈ N ∧ ∀ t ≥ 0

Demostración. Que son independientes es evidente teniendo en cuenta que Stn+t − Stn es una
variable aleatoria que no depende de los tiempos menores que tn.

Vamos a estudiar la distribución de Stn+t − Stn :

∀ a ∈ R : P(Stn+t − Stn ≤ a) = P(
N(tn+t)∑
k=0

Yk −
N(tn)∑
k=0

Yk ≤ a) =

= P(
N(tn+t)∑

k=N(tn)+1
Yk ≤ a) = P(

N(t)∑
k=0

Yk ≤ a) = P(St ≤ a).1

Con lo cual podemos concluir que efectívamente Stn+t − Stn
d= St ∀t ≥ 0.

1Teniendo en cuenta resultados ya conocidos, como las proposiciónes 2.1.3 y 2.4, en la páginas 15.
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Excepto para el caso Poissoniano la distribución de Sr+t − Sr es diferente de la de St ∀ r >
0 ∧ t > 0 (la demostración es trivial siguiendo el razonamiento anterior).

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la sección 2.2, en la página 42, es inmediata la
siguiente proposición:

Proposición 3.2.3. Dado un proceso estocástico de renovación compuesto {St}t>0, en general no tie-
ne probabilidades condicionadas estacionarias, ni en el tiempo ni en el espacio. Sin embargo, cuando
partimos de un tiempo de renovación, las probabilidades condicionadas son estacionarias, tanto en el
espacio como en el tiempo. Diremos, por lo tanto, que cumple la propiedad de “pseudoestacionariedad
espacio-temporal”.

Una vez que hemos estudiado la markovianidad del proceso de renovación compuesto {St}t≥0
vamos a estudiar la markovianidad del proceso de renovación compuesto con deriva {Xt}t≥0; los
resultados son inmediatos razonando con el proceso {St}t≥0, St = ct−Xt, ∀ t ≥ 0.

Proposición 3.2.4. Dado un proceso de renovación compuesto con deriva {Xt}t≥0, no cumple la
propiedad markoviana, no es un proceso de Markov.

Demostración. Trivial teniendo en cuenta lo demostrado en la proposición 3.2.1 y los resultados
obtenidos en la sección 3.1, en la página 50.

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de los resultados anteriores:

Corolario 3.2.2. Dado el proceso de renovación compuesto con deriva {Xt}t≥0, cumple la propiedad
de “pseudomarkovianidad”, se cumple la propiedad de Markov cuando consideramos el pasado
F = σ(Xr, r ≤ tn), con tn un tiempo de renovación.

La siguiente proposición se demuestra de forma inmediata:

Proposición 3.2.5. {Xt}t≤tn y {Xtn+t −Xtn}t≥0 son independientes y se verifica que
Xtn+t −Xtn

d= Xt ∀ n ∈ N ∧ ∀ t ≥ 0.

Demostración. Que son independientes es evidente teniendo en cuenta que Xtn+t − Xtn es una
variable aleatoria que no depende de los tiempos menores que tn.

Vamos a estudiar la distribución de Xtn+t −Xtn :

∀ a ∈ R : P(Xtn+t −Xtn ≤ a) = P(c(tn + t) −
N(tn+t)∑
k=0

Yk − ctn +
N(tn)∑
k=0

Yk ≤ a) =

= P(ct−
N(tn+t)∑

k=N(tn)+1
Yk ≤ a) = P(ct−

N(t)∑
k=0

Yk ≤ a) = P(Xt ≤ a).2

Con lo cual podemos concluir que efectívamente Xtn+t −Xtn
d= Xt ∀t ≥ 0.

Excepto para el caso Poissoniano la distribución de Xr+t − Xr es diferente de la de Xt ∀ r >
0 ∧ t > 0 (la demostración es trivial siguiendo el razonamiento anterior).

Teniendo en cuenta la proposición 3.2.3 y los resultados obtenidos en la sección 3.1, en la página
50 es trivial demostrar la siguiente proposición:

2Teniendo en cuenta resultados ya conocidos, como las proposiciónes 2.1.3 y 2.4, en la páginas 15.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.2 Estudio markovianidad. 55

Proposición 3.2.6. Dado un proceso estocástico de renovación compuesto con deriva {Xt}t≥0, en
general no tiene probabilidades condicionadas estacionarias, ni en el tiempo ni en el espacio. Sin
embargo, cuando partimos de un tiempo de renovación, las probabilidades condicionadas son esta-
cionarias, tanto en el espacio como en el tiempo. Diremos, por lo tanto, que cumple la propiedad de
“pseudoestacionariedad espacio-temporal”.

Influencia del pasado.

Dado un tiempo r, no necesariamente un tiempo de renovación, estamos interesados en la
influencia del pasado para la evolución futura del proceso. Teniendo en cuenta las características
del proceso estocástico (corolario 3.2.2, página 54), es evidente que P(Xt ∈ B�X0) = P(Xt ∈
B�Xtn) ∀ n ∈ N. Sin embargo, puesto que en general no es markoviano ni homogéneo en el tiempo
(estacionario), eso no se verifica para cualquier tiempo r. Por lo tanto la distribución del proceso
depende del tiempo inicial r en que la información es accesible. Nos interesará la distribución del
proceso condicionada por Fr = σ(Xs, s ≤ r), información completa, todo el pasado. Definimos el
siguiente objeto:

Definición 3.2.1. Definimos la probabilidad condicionada por σ(Xr,E −
r ), r ∈ (tN(r), tN(r)+1) como:

Π(t, B; r, u, z) = P(Xt ∈ B�Xr = u,E −
r = z), B ∈ A , u ∈ R, {r, z} ∈ R+ (3.7)

En relación con la influencia de la información que nos proporciona el pasado para la evolución
futura del proceso es fundamental la siguiente proposición demostrada por J. Villarroel:

Proposición 3.2.7. (J. Villarroel). Dado el proceso estocástico {Xt}t≥0 y el tiempo r ∈ (tN(r), tN(r)+1)
la distribución condicionada del proceso depende únicamente de la información contenida en (Xr,E −

r )
y el resto de la información de la historia previa es irrelevante. En concreto:

P(Xt ∈ B�Fr) = P(Xt ∈ B�Xr,E
−
r ) =

r⊔
z=0

⊔
u

Π(t, B; r, u, z)I{Xr=u,E −
r =z}, ∀B ∈ A (3.8)

A partir de la anterior proposición se deduce de modo inmediato el siguiente corolario:

Corolario 3.2.3. Dado el tiempo presente r la única información relevante para conocer la evo-
lución futura del proceso es la contenida en σ(Xr,E −

r ).

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la sección 3.1, en la página 50, el corolario
3.2.2, la proposición 3.2.7 y el corolario 3.2.3, podemos suponer que el tiempo inicial es t0 = 0 o bien
r ∈ (0, t1).
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3.3. Tiempos de escape. Tiempos de primera llegada a la
barrera superior.

En esta sección vamos a estudiar el tiempo de escape de un cierto intervalo y el tiempo de
primera llegada a la “barrera superior” del intervalo. Intuitivamente, en el caso del tiempo de escape,
dado un cierto intervalo [a, b] queremos estudiar el tiempo en que por primera vez el suceso sale de
esa zona, es decir, el tiempo t para el cual por primera vez se cumple que Xt /∈ [a, b]. En el caso
del tiempo de primera llegada estamos interesados en el tiempo t para el cual Xt = b ∧ Xs ∈
(0, b) ∀ 0 ≤ s < t, con la convención de considerarlo infinito si el proceso sale del intervalo [0, b] antes
de llegar a b (en 3.6.1, en la página 137, demostraremos que para valores grandes de t se verifica
P(Xt /∈ [0, b]) = 1). Siguiendo los mismos razonamientos podríamos estudiar el tiempo de primera
llegada a la barrera inferior a, sin embargo, teniendo en cuenta el carácter de la investigación y que el
razonamiento es el mismo parece aconsejable omitirlo. En la literatura especializada existen muchos
trabajos relativos al estudio de los “hitting times”, los “exit times” y los “first passage times” en los
cuales se pueden ampliar conocimientos o profundizar en los detalles. Sí que conviene resaltar que
el tiempo de primera llegada que estudiaremos a continuación no es un tiempo de primer paso (un
first passage time) sino un hitting time, estamos interesados en el tiempo t en el que por primera
vez Xt = b, mientras que un tiempo de primer paso es el menor tiempo en el cual el proceso cruza la
barrera; de hecho, por definición, el tiempo de primera llegada a una barrera b es mayor que el tiempo
de primer paso de la barrera b. Ya en 1940 Kramers estudió la dinámica de sistemas con barreras
de activación, considerando particulas brownianas y que posteriormente sería conocido como “ the
Kramers problem”. Como referencias destacables tenemos [17], de S. N. Chiu and C. Yin, donde
se estudian los first passage time en el contexto de la teoría de riesgo, [110], de J. Villarroel y M.
Montero, donde se estudian los exit times en el caso de random walk, [146], de D. Valenti, B. Spagnolo
and G. Bonnano, donde se estudian los hitting time en mercados financieros, [158], de Y. Zhou and
J. Dou, donde se estudian los first passage time en difusión de energía...

Para el estudio vamos a simplificar el modelo asumiendo que el intervalo es [0, b]. Teniendo en
cuenta los resultados obtenidos en la sección 3.2 suponemos que el tiempo inicial es t0 = 0 ∨ r ∈
(0, t1). Empezaremos con algunas definiciones:

Definición 3.3.1. Dado el proceso de renovación compuesto con deriva (definición 3.1.1, página
50) X(ω, t), T = [0,+∞) definido en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), denotamos para todo 0 ≤
r < t:

X0
t,0 = Xt = ct−

N(t)∑
k=0

Yk, ∀t ≥ 0. (3.9)

Xu
t,0 = u+ ct−

N(t)∑
k=0

Yk, ∀t ≥ 0. (3.10)

Xu
t,r = u+ c(t− r) −

N(t)∑
k=0

Yk, ∀t ≥ r (3.11)

Definición 3.3.2. Definimos el conjunto F+
2 como el formado por las variables aleatorias que son

medibles respecto la σ−álgebra σ(τ2, τ3, · · · , τn, · · · , Y2, Y3, · · · , Yn, · · · }.
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Antes de abordar el estudio de los tiempos de escape y de primera llegada a la barrera superior
demostraremos el siguiente lema, que necesitaremos para deducir posteriores resultados:

Lema 3.3.1. (J. Villarroel). La cola de la distribución de la variable “excess life”, E +
r , condicionada

por la σ-álgebra Fr = σ(Xs, s ≤ r) verifica la siguiente identidad:

P(E +
r > x�Fr) = P(E +

r > x�Xr,E
−
r ) = F (x+ z)

F (z)
I{E −

r =z} (3.12)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 3.2.7 y el corolario 3.2.3, en la página 55 se
verifica:

P(E +
r > x�Fr) = P(E +

r > x�Xr,E
−
r ).

Con lo cual (denotamos ~σ = (Xr = u,E −
r = z)):

P(E +
r > x�Xr = u,E −

r = z) =
+∞∑
k=0

P(E +
r > x�N(r) = k,Xr = u,E −

r = z)P(N(r) = k�~σ) =

=
+∞∑
k=0

P(τN(r)+1 − E −
r > x,N(r) = k,Xr = u, tN(r) = r − z, τN(r)+1 > z)

P(N(r) = k,Xr = u, tN(r) = r − z, τN(r)+1 > z) · P(N(r) = k�~σ) =

=
+∞∑
k=0

P(τk+1 > z + x,N(r) = k,Xr = u, tk = r − z, τk+1 > z)
P(N(r) = k,Xr = u, tk = r − z, τk+1 > z) · P(N(r) = k�~σ) =

= F (x+ z)
F (z)

+∞∑
k=0

P(N(r) = k�σ) = F (x+ z)
F (z)

.

Teniendo en cuenta que τk+1 es independiente de (N(r), Xr, tk) cuando N(r) = k y la equidis-
tribución de las τi, i ∈ N. Con lo cual, efectívamente, podemos afirmar que se cumple 3.12.

A continuación vamos a estudiar los tiempos de primera llegada a la barrera superior y de
escape del intervalo [0, b].

3.3.1. Tiempos de primera llegada a la barrera superior. Ecuaciones
integrales.

Empezaremos con las definiciones básicas:

Definición 3.3.3. (Tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de X0 = u). Definimos
el tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b], y lo denotamos por tbu, como:
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tbu = inf
{
t > 0 : [Xu

t,0 = b] ∧ [Xu
s,0 ∈ (0, b) ∀ 0 ≤ s < t]

}
, considerando ∞ = inf{∅} (3.13)

Definición 3.3.4. (Tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de X0 = u después de
τ1).

Definimos el tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b] después de τ1,
y lo denotamos por t′b

u , como:

t
′b
u = inf

{
t > 0 : [Xu

τ1+t,0 = b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]

}
, considerando ∞ = inf{∅}

(3.14)

Es esencial el siguiente lema:

Lema 3.3.2. La variable aleatoria t′b
u , tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de X0 = u, u ∈

[0, b] después de τ1, es independiente de τ1, pertenece al conjunto F+
2 y tiene la misma distribución

que tbu+Xτ1
.

Demostración. Suponiendo que Xτ1 = l, obtenemos:

t
′b
u = inf

{
t : [Xu

τ1+t,0 = b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]

}
=

= inf
{
t : [u+Xτ1+t = b] ∧ [Xu

τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]
}

=

= inf
t : [u+ c (τ1 + t) −

N(τ1+t)∑
k=0

Yk = b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]

 =

= inf
t : [u+ cτ1 − (Y0 + Y1) + ct−

N(τ1+t)∑
k=N(τ1)+1

Yk = b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]

 =

= inf
t : [u+ l + ct−

N(t)∑
k=0

Yk = b] ∧ [Xu+l
s,0 ∈ (0, b) ∀ 0 ≤ s < t]

 = tbu+Xτ1
.

Razonando de un modo trivial, y teniendo en cuenta la proposición 2.1.3, en la página 14,
concluimos que efectívamente es independiente de τ1, pertenece a F+

2 y tiene la misma distribución
que tbu+Xτ1

. Cuando t′bu = ∞ la demostración es trivial.

Vamos a estudiar a continuación los tiempos de primera llegada al nivel b > 0.
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Teorema 3.3.1. El tiempo de primera llegada al nivel b partiendo del origen, con X0 = u, u ∈ [0, b]
satisface la siguiente igualdad:

tbu = b− u

c
I{τ1>

b−u
c

} +
(
τ1 + t

′b
u

)
I{τ1≤ b−u

c
,u+cτ1−b<Y1<u+cτ1)

}, tbu = ∞I{τ1≤ b−u
c
,Y1 /∈(u+cτ1−b,u+cτ1)}

(3.15)

Demostración. Condicionando por los valores que toma τ1 obtenemos:

0

Xt

b

i

tbu = b−u
c

i

τ1

u

t

τ1 >
b−u
c

. No ha habido renovaciones antes de τ1 con lo cual,

tbu = inf {t : u+Xt = b} = inf {t : u+ ct = b} = b− u

c
.

τ1 ≤ b−u
c

. En este caso, puesto que antes de τ1 el proceso no puede llegar al nivel b, se verifica:

tbu = τ1 + t
′b
u .

En efecto, puesto que ahora τ1 ≤ b−u
c

, tenemos que considerar el valor que toma el proceso
en τ1, u+Xτ1 = u+ cτ1 − Y1; puede ocurrir:

1. u+Xτ1 ∈ [0, b], en cuyo caso:

tbu =
(
τ1 + t

′b
u

)
I{τ1≤ b−u

c
,u+Xτ1 ∈[0,b]

} =
(
τ1 + t

′b
u

)
I{τ1≤ b−u

c
,Y1∈[u+cτ1−b,u+cτ1]

}.
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0

Xt

b

u+Xτ1

i

b−u
c

i

τ1

b

i

tn
i

tbu

i

tn+1

t
′b
u

tbu

t

2. u+Xτ1 /∈ [0, b], pudiendo ocurrir:
a) Que u+Xτ1 > b.

0

Xt

b

u+Xτ1

i

b−u
c

i

τ1

b

i

tn
i

tbu

i

tn+1

t
′b
u

tbu

t

El tiempo de llegada al nivel b > 0 será en este caso τ1 + t
′b
u . Sin embargo, como

estamos interesados únicamente en llegadas a la barrera b desde el interior de la zona
[0, b], no vamos a considerar este caso.

b) Que u + Xτ1 < 0. Razonando como en el anterior caso el tiempo de primera llegada
al nivel b > 0 será τ1 + t

′b
u . Sin embargo, tampoco vamos a considerar este caso, por

la misma razón.
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0

Xt

b

u+Xτ1

i

b−u
c

i

τ1

b

i

tn
i

tbu

i

tn+1

t
′b
u

tbu

t

O bien

0

Xt

b

u+Xτ1

i

b−u
c

i

τ1

b

i

tn
i

tbu

i

tn+1

t
′b
u

tbu

t

3. Que u+Xτ1 = b. Sin embargo, puesto que estamos estudiando un proceso estocástico con
variables aleatorias continuas, el suceso {u+Xτ1 = b} es un suceso con probabilidad cero.

Con lo cual efectívamente se cumple 3.15. El caso tbu = ∞ es trivial.

Es trivial que el teorema también es cierto cuando u = 0 ∨ u = b. A continuación vamos a
estudiar los tiempos de primera llegada a un nivel b > 0 a partir de un tiempo r > 0, no tiempo
de renovación. Teniendo en cuenta lo razonado anteriormente, podemos considerar que τ1 > r.
Empezaremos con algunas definiciones:

Definición 3.3.5. (Tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de Xr = u. Definimos el
tiempo de primera llegada al nivel b > 0 partiendo Xr = u, u ∈ [0, b], y lo denotamos por tbr,u, como:
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tbr,u = inf
{
t > 0 : [Xu

r+t,r = b] ∧ [Xu
r+s,r ∈ (0, b) ∀ r ≤ r + s < r + t]

}
, considerando ∞ = inf{∅}

(3.16)

Cuando se ha producido la primera renovación y el proceso sigue dentro del intervalo [0, b]
definimos:

Definición 3.3.6. (Tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de Xr = u después de
τ1).

Definimos el tiempo de primera llegada al nivel b > 0 partiendo de Xr = u, u ∈ [0, b] después de
τ1, y lo denotamos por t′b

r,u, como:

t
′b
r,u = inf

{
t > 0 : [Xu

τ1+t,r = b] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]

}
, considerando ∞ = inf{∅}

(3.17)

Es fundamental el siguiente lema:

Lema 3.3.3. La variable aleatoria t′b
r,u, tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de Xr = u, u ∈

[0, b] después de τ1, es independiente de τ1, pertenece al conjunto F+
2 y tiene la misma distribución

que tb
u+cE +

r −Y1
.

Demostración. Se verifica:

t
′b
r,u = inf

{
t > 0 : [Xu

τ1+t,r = b] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]

}
=

= inf
t > 0 : [u+ c(τ1 + t− r) −

N(τ1+t)∑
k=0

Yk = b] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]

 =

= inf
t > 0 : [u+ cE +

r + ct− Y1 −
N(τ1+t)∑

k=N(τ1)+1
Yk = b] ∧ [Xu

τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]
 =

= inf
t > 0 : [u+ cE +

r − Y1 + ct−
N(t)∑
k=0

Yk = b] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]

 =

= inf
{
t > 0 : [Xu+cE +

r −Y1
t,0 = b] ∧ [Xu+cE +

r −Y1
s,0 ∈ (0, b) ∀ 0 ≤ s < t]

}
= tb

u+cE +
r −Y1

.
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Por la proposición 2.1.3, en la página 14. La demostración cuando t′br,u = ∞ es inmediata.

A continuación vamos a deducir una identidad para el tiempo tbr,u.

Teorema 3.3.2. El tiempo de primera llegada al nivel b > 0 partiendo del tiempo r > 0, siendo
Xr = u, u ∈ [0, b], satisface la siguiente igualdad:

tbr,u = b− u

c
I{E +

r > b−u
c

} + (E +
r + t

′b
r,u)I{0≤E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b<Y1<u+cE +
r }, t

b
r,u = ∞I{0≤E +

r ≤ b−u
c
,Y1 /∈(u+cE +

r −b,u+cE +
r )}

(3.18)

Demostración. En efecto, condicionando por los valores que toma τ1:

τ1 > r + b−u
c

. No ha habido renovaciones antes de τ1, con lo cual:

tbr,u = inf
{
t > 0 : Xu

r+t,r = b
}

= inf
t > 0 : u+ ct−

N(r+t)∑
k=0

Yk = b

 = inf {t > 0 : ct = b− u} = b− u

c
.

τ1 ≤ r + b−u
c

. Para cualquier tiempo anterior a τ1 no ha habido renovaciones, con lo cual

∀t < τ1 : Xu
t,r = u+ c(t− r) < u+ c(r + b−u

c
− r) = b y por lo tanto tbr,u = τ1 − r + t

′b
r,u .

Siendo t′b
r,u el tiempo de primera llegada a b partiendo de Xr = u después del valor tomado

por τ1. Estamos interesados en los tiempos en que por primera vez se llega a la barrera b desde
dentro de la zona [0, b], por lo tanto los casos en los que el proceso ha salido de la zona en la
primera renovación no nos interesan.

Con lo cual obtenemos efectívamente 3.18, razonando de un modo equivalente al teorema 3.3.1, en
la página 59. Despreciamos sucesos con probabilidad cero. Cuando tbr,u = ∞ es inmediato.

Lo mismo que ocurría para el tiempo de primera llegada partiendo de un tiempo de renovación,
el teorema también es cierto cuando u = 0 ∨ u = b.

A continuación vamos a calcular el tiempo medio de primera llegada a la barrera superior b,
suponiendo tbu < ∞ ∧ tbr,u < ∞, condicionado por Fr = σ(Xs, s ≤ r) (toda la información disponible
en el tiempo actual r > 0) de un cierto intervalo [0, b], para lo cual haremos uso de los resultados
anteriores3. Definimos la siguiente función:

Definición 3.3.7. (Función media). Definimos la función media como:

M : T × [0, b] × R+ → R+ / ∀(r, u, z) ∈ T × [0, b] × R+ : M(r, u, z) = E(tbr,u�Xr = u,E −
r = z)

(3.19)

3En la definición de la función media son fundamentales la proposición 3.2.7 y el corolario 3.2.3, en la página 55.
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Siendo T el conjunto de los tiempos. Si denominamos por T ⊂ T al subconjunto de los tiempos
de renovación, es evidente que M(tn, u, 0) = M(0, u, 0) ∀(tn, u) ∈ T × [0, b], pues se cumple
E −
tn = tn − tn = 0, con lo cual:

E(tbu�Xtn = u,E −
tn = z) = E(tbu�Xtn = u, 0) = E(tbu�X0 = u)

y para esos casos, por simplicidad, convenimos en representar M(tn, u, 0) = M(0, u, 0) = M(u).
En el caso en que X0 = u ∈ [0, b] obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.3. El tiempo medio de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b]
satisface la siguiente ecuación integral:

M(u) = b− u

c
F (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u

∫ t

t−b
(t− u

c
+M(t− y))g(y)f(t− u

c
) dy dt (3.20)

Demostración. En efecto, teniendo en cuenta la identidad obtenida en 3.3.1, en la página 59 y
aplicando el teorema de la probabilidad total obtenemos:

E(tbu�X0 = u) = b− u

c
E[I{τ1>

b−u
c

}�X0 = u] + E[(τ1 + t′bu )I{τ1≤ b−u
c
,u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�X0 = u] =

= b− u

c

∫
I{l> b−u

c
}P(τ1 ∈ dl�X0 = u) +

∫
lI{l≤ b−u

c
,u+cl−b≤y≤u+cl}P(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u)+

+E[t′buI{τ1≤ b−u
c
,u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�X0 = u] =

= b− u

c

∫ +∞

b−u
c

P(τ1 ∈ dl)+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
lP(τ1 ∈ dl)P(Y1 ∈ dy)+E[t′buI{τ1≤ b−u

c
,u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�X0 = u] =

= b− u

c
F

(
b− u

c

)
+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
lP(τ1 ∈ dl)P(Y1 ∈ dy) + E[t′buI{τ1≤ b−u

c
,u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�X0 = u].

Teniendo en cuenta que las variables aleatorias τi y Yj ∀ {i, j} ∈ N son independientes entre
ellas y del valor que haya tomado el proceso en el tiempo t0, X0 = u.

Vamos a calcular:

E[t′buI{τ1≤ b−u
c
,u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�X0 = u] = E[E[t′buI{τ1≤ b−u

c
,u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�τ1, Y1, X0 = u]�X0 = u] =

= E[I{τ1≤ b−u
c
,u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}E[t′bu�τ1, Y1, X0 = u]�X0 = u] = 4

=
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
E[tbu+cl−y�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u]P(τ1 ∈ dl)P(Y1 ∈ dy).

4Teniendo en cuenta que I{τ1≤ b−u
c ,u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1} es σ(τ1, Y1, X0 = u)−medible.
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Teniendo en cuenta que t′b
u

d= tbu+Xτ1
y es independiente de σ(τ1, Y1). Por lo tanto:

E(tbu�X0 = u) = b− u

c
F (b− u

c
) +

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
(l + E(tbu+cl−y�X0 = u+ cl − y)) dG(y) dF (l).

Dando un cambio apropiado de variable obtenemos 3.20.

En el caso en que el tiempo inicial no sea un tiempo de renovación obtenemos el siguiente
teorema:
Teorema 3.3.4. El tiempo medio de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de un tiempo
r > 0 , Xr = u, u ∈ [0, b], E −

r = z, satisface la siguiente ecuación integral:

M(r, u, z) = b− u

c
·
F (z + b−u

c
)

F (z)
+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u

∫ t

t−b
[t− u

c
+M(t− y)]g(y)f(z + t− u

c
) dy dt (3.21)

Demostración. Teniendo en cuenta la identidad obtenida en el teorema 3.3.2, en la página 63
y aplicando el teorema de la probabilidad total, condicionando por los valores que toma (E +

r , Y1)
obtenemos:

E(tbr,u�Xr = u,E −
r = z) = E(b− u

c
I{E +

r > b−u
c

}�Xr = u,E −
r = z)+

+E[(E +
r + t

′b
r,u)I{0≤E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b<Y1<u+cE +
r }�Xr = u,E −

r = z].

Denotando, por comodidad, ~σ = (Xr = u,E −
r = z):

E(tbr,u�~σ) = b− u

c
E[I{E +

r > b−u
c

}�~σ] + E[E +
r I{0≤E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b<Y1<u+cE +
r }�~σ]+

+E[t′b
r,uI{0≤E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b<Y1<u+cE +
r }�~σ].

Efectuando los cálculos:

En el primer sumando:

b− u

c
E[I{E +

r > b−u
c

}�~σ] = b− u

c
E[E[I{E +

r > b−u
c

}�E +
r , Y1, ~σ]�~σ] =

= b− u

c

∫
E[I{E +

r > b−u
c

}�E +
r = l, Y1 = y, ~σ]P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) = 5

= b− u

c
P(E +

r >
b− u

c
�~σ) = b− u

c
·
F (z + b−u

c
)

F (z)
.

5Pues la variable aleatoria I{E +
r > b−u

c } es σ(E +
r , Y1, ~σ)−medible.
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Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el lema 3.3.1, en la página 57.

En el segundo sumando:

E[E +
r I{0≤E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b<Y1<u+cE +
r }�~σ] = E[E[E +

r I{0≤E +
r ≤ b−u

c
,u+cE +

r −b<Y1<u+cE +
r }�E +

r , Y1, ~σ]�~σ] =

=
∫

E[E +
r I{0≤E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b<Y1<u+cE +
r }�E +

r = l, Y1 = y, ~σ]P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫
lI{0≤ l≤ b−u

c
,u+cl−b<y<u+cl}P(E +

r ∈ dl�~σ)P(Y1 ∈ dy) =

= 1
F (z)

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
l

dF (z + l)
dl dG(y) = 1

F (z)

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
lg(y)f(z + l) dy dl.

En el tercer sumando:

E[t′b
r,uI{0≤E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b<Y1<u+cE +
r }�~σ] = E[E[t′b

r,uI{0≤E +
r ≤ b−u

c
,u+cE +

r −b<Y1<u+cE +
r }�E +

r , Y1, ~σ]�~σ] =

=
∫

E[t′b
r,uI{0≤E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b<Y1<u+cE +
r }�E +

r = l, Y1 = y, ~σ]P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫
I{0≤l≤ b−u

c
,u+cl−b<y<u+cl}E[t′br,u�E +

r = l, Y1 = y, ~σ]P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
E[tbu+cl−y�X0 = u+ cl − y]P(E +

r ∈ dl�~σ))P(Y1 ∈ dy) =

= 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
M(u+ cl − y)g(y)f(z + l) dy dl.

Teniendo en cuenta la equidistribución de tb
u+cE +

r −Y1
y t′b

r,u. Por lo tanto:

M(r, u, z) = b− u

c
·
F (z + b−u

c
)

F (z)
+ 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
[l +M(u+ cl − y)]g(y)f(z + l) dy dl.

Dando un cambio de variable apropiado obtenemos 3.21.
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3.3.2. Tiempos de escape de la zona [0, b]. Ecuaciones integrales.
A continuación vamos a estudiar los tiempos de escape suponiendo que partimos del origen,

de t0 (en realidad, el razonamiento es el mismo si partimos de cualquier tiempo de renovación tn
teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la sección 3.2, página 53). Empecemos con algunas
definiciones (a diferencia del tiempo de primera llegada a b, el tiempo de escape de [0, b] es finito):

Definición 3.3.8. (Tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de X0 = u).
Definimos el tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b], y lo denotamos

por t[0,b]
u , como:

t[0,b]
u = inf

{
t > 0 : Xu

t,0 /∈ [0, b]
}

= inf {t > 0 : u+Xt /∈ [0, b]} (3.22)

Cuando se ha producido la primera renovación y el proceso no ha salido de [0, b] definimos:

Definición 3.3.9. (Tiempo de escape partiendo de X0 = u despues de τ1).
Definimos el tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b] después del valor

tomado por τ1, y lo denotamos por t′[0,b]
u , como:

t′[0,b]
u = inf

{
t > 0 : Xu

τ1+t,0 /∈ [0, b]
}

= inf {t > 0 : u+Xτ1+t /∈ [0, b]} (3.23)

Cuando el tiempo inicial no es de renovación tenemos las siguientes definiciones.

Definición 3.3.10. (Tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de Xr = u).
Definimos el tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de Xr = u, u ∈ [0, b], y lo denotamos

por t[0,b]
r,u , como:

t[0,b]
r,u = inf

{
t > 0 : Xu

r+t,r /∈ [0, b]
}

(3.24)

Para el tiempo de escape después de la primera renovación definimos:

Definición 3.3.11. (Tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de Xr = u después del
valor tomado por τ1).

Definimos el tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de Xr = u, u ∈ [0, b] después del valor
tomado por τ1, y lo denotamos por t′[0,b]

r,u , como:

t′[0,b]
r,u = inf

{
t > 0 : Xu

τ1+t,r /∈ [0, b]
}

(3.25)

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.3 Tiempos de escape. Tiempos de primera llegada a la barrera superior. 68

Son necesarios los siguientes lemas para el desarrollo de la investigación:

Lema 3.3.4. La variable aleatoria t′[0,b]
u , tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de X0 = u

después de τ1, es independiente de τ1, pertenece al conjunto F+
2 (definición 3.3.2, en la página 56) y

tiene la misma distribución que t[0,b]
u+Xτ1

.

Demostración. En efecto:

t′[0,b]
u = inf {t > 0 : u+Xτ1+t /∈ [0, b]} = inf

t > 0 : u+ cτ1 + ct−
N(τ1+t)∑
k=0

Yk /∈ [0, b]
 =

= inf
{
t > 0 : [u+ cτ1 + ct− (Y0 + Y1 + · · · + Yn)]I{τ0+τ1+···+τn≤τ1+t<τ0+···+τn+1} /∈ [0, b]

}
=

= inf {t > 0 : u+Xτ1 +Xt /∈ [0, b]} = t[0,b]
u+Xτ1

.

Cuando partimos de Xr = u, r ∈ (0, t1), u ∈ [0, b] se demuestra de forma inmediata el siguiente
lema, teniendo en cuenta la definición de la variable aleatoria E +

r :

Lema 3.3.5. La variable aleatoria t′[0,b]
r,u , tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de Xr = u, u ∈

[0, b] después de τ1, es independiente de τ1, pertenece al conjunto F+
2 y tiene la misma distribución

que t[0,b]
u+cE +

r −Y1
.

Demostración. En efecto:

t′[0,b]
r,u = inf

{
t > 0 : Xu

τ1+t,r /∈ [0, b]
}

= inf
t > 0 : u+ c(τ1 + t− r) −

N(τ1+t)∑
k=0

Yk /∈ [0, b]
 =

= inf
{
t > 0 : [u+ c(τ1 − r) + ct− (Y0 + Y1 + · · · + Yn)]I{τ0+τ1+···+τn≤τ1+t<τ0+···+τn+1} /∈ [0, b]

}
=

= inf
{
t > 0 : u+ cE +

r − Y1 +Xt /∈ [0, b]
}

= t[0,b]
u+cE +

r −Y1
.

Razonando de un modo semejante a la demostración del anterior lema.

A continuación vamos a deducir las relaciones que satisfacen los tiempos de escape de la zona
[0, b].

Teorema 3.3.5. El tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo del origen con X0 = u satisface la
siguiente igualdad:

t[0,b]
u = b− u

c
I{τ1>

b−u
c

} + τ1I{τ1≤ b−u
c

} + t′[0,b]
u I{τ1≤ b−u

c

}I{u+Xτ1 ∈[0,b]
} (3.26)
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Demostración. Condicionando por los valores que toma τ1:
τ1 >

b−u
c

.

0

u

Xt

b

i

t[0,b]
u = b−u

c

i

τ1

X0 = u

t

En este caso no hay renovaciones antes de τ1 y por lo tanto ∀t ∈ (0, τ1) se cumple que
u+Xt = u+ ct. Por lo tanto,

u+X b−u
c

= u+ c
b− u

c
= u+ b− u = b.

Con lo cual t[0,b]
u = b−u

c
.

τ1 ≤ b−u
c
, u+Xτ1 /∈ [0, b]. El proceso está fuera de la zona [0, b], con lo cual t[0,b]

u = τ1.

0

Xt

b

u+Xτ1

X0 = u

i

b−u
c

i

τ1 = t[0,b]
u

b

i

tn
i i

tn+1

Y1

u+ cτ1

t[0,b]
u

t
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τ1 ≤ b−u
c
, u+Xτ1 ∈ [0, b]. En este caso se verifica que t[0,b]

u = τ1 + t′[0,b]
u .

0

Xt

b

u+Xτ1

X0 = u

i

b−u
c

i

τ1
i

tn
i

t[0,b]
u

i

tn+1

Y1

u+ cτ1

t′[0,b]
u

t[0,b]
u

t

Teniendo en cuenta los razonamientos anteriores, se deduce:

t[0,b]
u = b− u

c
I{τ1>

b−u
c

} + τ1I{τ1≤ b−u
c
,u+Xτ1 /∈[0,b]

} +
(
τ1 + t′[0,b]

u

)
I{τ1≤ b−u

c
,u+Xτ1 ∈[0,b]

}.
Por las propiedades de las funciones indicatrices y de la unión e intersección de conjuntos,

concluimos que se verifica 3.26.

Vamos a estudiar el tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de Xr = u, u ∈ [0, b] y
suponiendo r ∈ (0, t1). Teniendo en cuenta resultados anteriores y las propiedades de la variable
aleatoria E +

r , obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.3.6. El tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de Xr = u ∈ [0, b] satisface la
siguiente identidad:

t[0,b]
r,u = b− u

c
I{E +

r > b−u
c

} + E +
r I{E +

r ≤ b−u
c

} + t′[0,b]
r,u I{E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b≤Y1≤u+cE +
r } (3.27)

Demostración. Condicionando por los valores que toma τ1 obtenemos:

τ1 > r + b−u
c

. En este caso, puesto que no ha habido renovaciones antes de τ1 se cumple:

t[0,b]
r,u = ı́nf{t > 0 : Xu

r+t,r /∈ [0, b]} = ı́nf{t > 0 : u+ ct = b} = b− u

c
.
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Por lo tanto t[0,b]
r,u = b−u

c
.

τ1 ≤ r + b−u
c
, Xu

τ1,r /∈ [0, b]. En este caso el proceso ya está fuera de la zona, y por lo tanto
t[0,b]

r,u = τ1 − r.

τ1 ≤ r + b−u
c
, Xu

τ1,r ∈ [0, b]. En este caso, t[0,b]
r,u = τ1 − r + t′[0,b]

r,u .

Con lo cual:

t[0,b]
r,u =

(
b− u

c

)
I{τ1−r> b−u

c

}+ (τ1 − r) I{τ1−r≤ b−u
c
,Xu

τ1,r /∈[0,b]
}+

(
τ1 − r + t′[0,b]

r,u

)
I{τ1−r≤ b−u

c
,Xu

τ1,r∈[0,b]
} =

=
(
b− u

c

)
I{τ1−r> b−u

c

} + (τ1 − r) I{τ1−r≤ b−u
c

} + t′[0,b]
r,u I{τ1−r≤ b−u

c
,Xu

τ1,r∈[0,b]
}.

Teniendo en cuenta las propiedades de la función indicatriz y de la unión e intersección de
conjuntos.

Que Xu
τ1,r ∈ [0, b] implica:

0 ≤ Xu
τ1,r ≤ b ⇒ 0 ≤ u+ c(τ1 − r) − Y1 ≤ b ⇒ −u− c(τ1 − r) ≤ −Y1 ≤ b− u− c(τ1 − r) ⇒

⇒ u+ c(τ1 − r) − b ≤ Y1 ≤ u+ c(τ1 − r)

Xu
τ1,r ∈ [0, b] ⇒ u+ c (τ1 − r) − b ≤ Y1 ≤ u+ c (τ1 − r) .

Teniendo en cuenta la anterior implicación, obtenemos:

t[0,b]
r,u =

(
b− u

c

)
I{τ1−r> b−u

c

} + (τ1 − r) I{τ1−r≤ b−u
c

} + t′[0,b]
r,u I{τ1−r≤ b−u

c
,u+c(τ1−r)−b≤Y1≤u+c(τ1−r)

}.
Por la definición del “excess life” como E +

r = tN(r)+1 − r y como 0 < r < τ1 concluimos que
τ1 − r = E +

r y por lo tanto se verifica 3.27.

A continuación vamos a hallar los tiempos medios de escape condicionados por la σ-álgebra
Fr = σ(Xs, s ≤ r) de la zona [0, b]. Definimos la siguiente función:

Definición 3.3.12. (Función media). Definimos la función media como:

M : T × [0, b] × R+ → R+ / ∀(r, u, z) ∈ T × [0, b] × R+ : M(r, u, z) = E(t[0,b]
r,u �Xr = u,E −

r = z)
(3.28)
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Cuando r = 0, del mismo modo que en la definición 3.3.7, en la página 63, convenimos en
representar M(0, u, 0) = M(u).

A continuación vamos a deducir las ecuaciones integrales que satisface el tiempo medio de
escape de [0, b].

Teorema 3.3.7. El tiempo medio de escape de la zona [0, b] partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b] satisface
la siguiente ecuación integral:

M(u) =
∫ b−u

c

0
(1 − F (t)) dt+ 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
M(t− y)g(y) dy dt (3.29)

Demostración. Que u+Xτ1 ∈ [0, b] implica:

0 ≤ u+ cτ1 − Y1 ≤ b ⇒ −u− cτ1 ≤ −Y1 ≤ b− u− cτ1 ⇒ u+ cτ1 − b ≤ Y1 ≤ u+ cτ1.

Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el teorema 3.3.5, en la página 68 obtenemos

E(t[0,b]
u �X0 = u) = b− u

c
E(I{τ1>

b−u
c

}�X0 = u) + E(τ1I{τ1≤ b−u
c

}�X0 = u)+

+E(t′[0,b]
u I{τ1≤ b−u

c
}I{u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�X0 = u) =

=
∫ +∞

b−u
c

b− u

c
dF (l) +

∫ b−u
c

0
l dF (l) + E(t′[0,b]

u I{τ1≤ b−u
c

}I{u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�X0 = u).

Las dos primeras integrales se deduce de forma sencilla que se pueden expresar como

∫ b−u
c

0
(1 − F (l)) dl.

Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el lema 3.3.4 sabemos que t′[0,b]
u

d= t[0,b]
u+Xτ1

=
t[0,b]

u+cτ1−Y1 con lo cual:

E(t′[0,b]
u I{τ1≤ b−u

c
}I{u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�X0 = u) =

= E
[
I{τ1≤ b−u

c
}I{u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}E[t′[0,b]

u �X0 = u, τ1, Y1]�X0 = u
]

= 6

6Teniendo en cuenta que la variable aleatoria I{τ1≤ b−u
c }I{u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1} es σ(τ1, Y1)-medible.
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=
∫
I{l≤ b−u

c
}I{u+cl−b≤y≤u+cl}E[t[0,b]

u+cl−y�X0 = u+ cl − y]P(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) = 7

=
∫ b−u

c

0
dF (l)

∫ cl

u+cl−b
E[t[0,b]

u+cl−y�X0 = u+ cl − y] dG(y) =
∫ b−u

c

0
dF (l)

∫ cl

u+cl−b
M(u+ cl − y) dG(y).

Dando un cambio adecuado de variable concluimos que efectívamente se cumple 3.29.

Cuando el tiempo inicial r ∈ (0, t1) deducimos el siguiente teorema:
Teorema 3.3.8. El tiempo medio de escape de la zona [0, b] partiendo de Xr = u, u ∈ [0, b], E −

r = z
satisface la siguiente ecuación integral (por comodidad denotamos ~σ = (Xr = u,E −

r = z)):

M(r, u, z) = 1
cF (z)

∫ b

u
[1 − F (z + t− u

c
)] dt+ 1

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
M(t− y)g(y) dy dt

(3.30)
Demostración. Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el teorema 3.3.6, en la página 70
deducimos

E(t[0,b]
r,u �Xr = u,E −

r = z) = b− u

c
E(I{E +

r > b−u
c

}�Xr = u,E −
r = z)+E(E +

r I{E +
r ≤ b−u

c
}�Xr = u,E −

r = z)+

+E(t′[0,b]
r,u I{E +

r ≤ b−u
c

}I{u+cE +
r −b≤Y1≤+cE +

r }�Xr = u,E −
r = z) =

= b− u

c

∫ +∞

b−u
c

∫
R
P(E +

r ∈ dl�Xr = u,E −
r = z)P(YN(r)+1 ∈ dy)+

+
∫ b−u

c

0
l
∫
R
P(YN(r)+1 ∈ dy)P(E +

r ∈ dl�Xr = u,E −
r = z)+

+E[E(t′[0,b]
r,u I{E +

r ≤ b−u
c

}I{u+cE +
r −b≤Y1≤+cE +

r }�E +
r = l, YN(r)+1 = y,Xr = u,E −

r = z)�Xr = u,E −
r = z] = 8

= b− u

c

∫ +∞

b−u
c

1
F̄ (z)

dF (z + l)
dl +

∫ b−u
c

0

l

F̄ (z)
dF (z + l)

dl + 9

+E[E(t′[0,b]
r,u I{E +

r ≤ b−u
c

}I{u+cE +
r −b≤Y1≤+cE +

r }�E +
r = l, YN(r)+1 = y,Xr = u,E −

r = z)�Xr = u,E −
r = z].

7Pues una vez que se ha fijado el valor τ1 = l, Y1 = y la variable aleatoria t[0,b]
u+cl−y es independiente de σ(τ1, Y1).

8Pues las variables aleatorias E +
r y YN(r)+1 son independientes. Además YN(r)+1 no depende de σ(Xr, E −

r ).
9En su momento vimos(proposición 2.34, en la página 30) que

P(E +
r > x�Xr = u, E −

r = z) = P(E +
r > x�E −

r = z) = P(τN(r)+1 − E −
r > x�E −

r = z) = F (z + x)
F (z)

.

Teniendo en cuenta que τN(r)+1 es independiente de la variable aleatoria Xr conociendo el valor que ha tomado
E −

r .
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Vamos a hallar (denotamos ~σ = (Xr = u,E −
r = z)):

E[E(t′[0,b]
r,u I{E +

r ≤ b−u
c

}I{u+cE +
r −b≤Y1≤+cE +

r }�E +
r = l, YN(r)+1 = y, ~σ)�~σ] =

∫
E(t′[0,b]

r,u I{E +
r ≤ b−u

c
}I{u+cE +

r −b≤Y1≤+cE +
r }�E +

r = l, YN(r)+1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ) =

=
∫
I{l≤ b−u

c
}I{u+cl−b≤y≤u+cl}E[t′[0,b]

r,u �E +
r = l, YN(r)+1 = y, ~σ]P(E +

r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ) =

= 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0

dF (z + l)
dl

∫ u+cl

u+cl−b
M(u+ cl − y) dG(y).

Teniendo en cuenta que t′[0,b]
r,u

d= t[0,b]
u+cE +

r −Y1
y que una vez fijados los valores de E +

r y Y1 la
variable aleatoria t[0,b]

u+cl−y es independiente de σ(E +
r , YN(r)+1).

Razonando de forma semejante a los anteriores teoremas obtenemos 3.30.

3.3.3. Ley de probabilidad de los tiempos de primera llegada a la barrera
superior. Ecuaciones integrales.

A continuación vamos a estudiar la ley de probabilidad de los tiempos de primera llega-
da. En 3.3.1, en la página 57, obtuvimos el tiempo medio de primera llegada condicionado por
Fr = σ(Xs, s ≤ r) a la barrera b usando un argumento de renovación y aplicando el teorema de la
probabilidad total y diversos cálculos aritméticos sencillos. Ese es el esquema de demostración que
vamos a utilizar para deducir la ley de probabilidad del tiempo de primera llegada, y también, en el
siguiente apartado, la del tiempo de escape10. El estudio de los “first passage times” y los “hitting
times” tanto en los procesos de renovación, como en otros tipos de procesos estocásticos, tiene un
interés evidente, no sólo desde el punto de vista teórico matemático, sino también práctico, en una
amplia variedad de disciplinas científicas, como la física, las ciencias económicas, la biología etc.

Definimos la siguiente función (asumimos que tbr,u < ∞ ∧ tbu < ∞):

Definición 3.3.13. (Función ley de probabilidad de primera llegada.) Definimos la función
Ley de probabilidad de primera llegada como (denotamos por ~σ = (Xr = u,E −

r = z)):

P : T × [0, b] × R+ × R+ → R+ / ∀(r, u, z, x) ∈ T × [0, b] × R+ × R+ : P (r, u, z;x) = P(tbr,u ≤ x�~σ)
(3.31)

Siendo T el conjunto de los tiempos. Si denominamos por T ⊂ T al subconjunto de los
tiempos de renovación para esos casos, por simplicidad, convenimos en representar P (tn, u, 0;x) =
P (0, u, 0;x) = P (u;x).

Vamos a estudiar el caso en que el proceso toma en el origen un valor u ∈ [0, b] no nulo.
10Consideramos toda la información disponible en el tiempo r, Fr.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.3 Tiempos de escape. Tiempos de primera llegada a la barrera superior. 75

Teorema 3.3.9. La ley de probabilidad del tiempo de primera llegada al nivel b > 0 partiendo del
origen, con X0 = u, u ∈ [0, b], satisface la siguiente ecuación integral:

Si x > b− u

c
se verifica:

P (u;x) = F (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
P (t− y;x− t− u

c
)g(y) dy dt (3.32)

Si x ≤ b− u

c
se verifica:

P (u;x) = 1
c

∫ u+cx

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
P (t− y;x− t− u

c
)g(y) dy dt (3.33)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.3.1, en la página 59 obtenemos:

Si x > b− u

c
:

P(tbu ≤ x�X0 = u) =
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(tbu ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l) = 11

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(τ1 + t

′b
u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l) =

= F (b− u

c
) +

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(tbu+Xl

≤ x− l�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l) =

= F (b− u

c
) +

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(tbu+cl−y ≤ x− l�X0 = u+ cl − y) dG(y) dF (l).

Vamos a calcular la integral:
11Teniendo en cuenta que:

P(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) = P(τ1 ∈ dl�X0 = u)P(Y1 ∈ dy�X0 = u) = P(τ1 ∈ dl)P(Y1 ∈ dy).
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∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(tbu+cl−y ≤ x− l�X0 = u+ cl − y) dG(y) dF (l).

Para lo cual damos un cambio de variable y obtenemos 3.32.

Si x ≤ b− u

c
:

P(tbu ≤ x�X0 = u) =
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(tbu ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(τ1 + t

′b
u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l) =

=
∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(tbu+Xτ1

≤ x− τ1�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l) =

=
∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(tbu+cl−y ≤ x− l�X0 = u+ cl − y) dG(y) dF (l).

Pues antes del valor que toma τ1 el proceso no puede llegar a la barrera superior al ser
τ1 ≤ b− u

c
, pues Xu

t,0 = u+ ct < b si t < τ1. Que Xu
τ1,0 = b es un suceso con probabilidad cero

y por lo tanto para llegar a b tendrá que ser τ1 + t′b que en el caso de τ1 > x no consideramos.
Para calcular la anterior integral damos un cambio adecuado de variable y obtenemos 3.33.

Cuando el tiempo inicial r ∈ (0, t1) no es un tiempo de renovación obtenemos el siguiente
resultado (por comodidad vamos a denotar ~σ = (Xr = u,E −

r = z)):

Teorema 3.3.10. La ley de probabilidad del tiempo de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de
Xr = u, u ∈ [0, b], E −

r = z, satisface la siguiente ecuación integral:

Si x > r + b−u
c

se verifica:

P (r, u, z;x) =
F (z + b−u

c
)

F (z)
+ 1
cF (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P (t− y;x− t− u

c
)g(y) dy dt (3.34)

Si x ≤ r + b−u
c

verifica:
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P (r, u, z;x) = 1
cF (z)

∫ u+cx

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P (t− y;x− t− u

c
)g(y) dy dt (3.35)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.3.2, en la página 63, obtenemos:

Si x > r + b−u
c

condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional
(E +

r , Y1) obtenemos

P(tbr,u ≤ x�~σ) =
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(tbr,u ≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(E +

r + t
′b
r,u ≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
F (z + b−u

c
)

F (z)
+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(t′b

r,u ≤ x−E +
r �E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl�~σ)P(Y1 ∈ dy�~σ) =

=
F (z + b−u

c
)

F (z)
+ 1
F (z)

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(tbu+cl−y ≤ x− l�X0 = u+ cl − y) dG(y) dF (z + l)

dl .

Con lo cual efectívamente obtenemos 3.34.

Si x ≤ r + b−u
c

condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional
(E +

r , Y1) obtenemos

P(tbr,u ≤ x�~σ) =
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(tbr,u ≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫ +∞

−∞
P(E +

r + t
′b
r,u ≤ x�E +

r = l, Y1 = y~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(t′b

r,u ≤ x− E +
r �E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl�~σ)P(Y1 ∈ dy) =

= 1
F (z)

∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(tbu+cl−y ≤ x− l�X0 = u+ cl − y)P(Y1 ∈ dy) dF (z + l)

dl .

Dando un cambio de variable apropiado es inmediato obtener 3.35.
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3.3.4. Ley de probabilidad del tiempo de escape de la zona [0, b]. Ecua-
ciones integrales.

A continuación vamos a deducir la ley de probabilidad condicionada por Fr = σ(Xs, s ≤ r) de
los tiempos de escape de la zona [0, b]. El estudio sobre la ley de probabilidad del tiempo de escape
de un intervalo es un clásico en la teoría de la renovación, relacionado con las caminatas aleatorias,
las CTRW o modelos más generales; en particular, en las ciencias financieras y actuariales es uno
de los “tópicos relevantes”, es el conocido como tiempo de ruina. El método que seguiremos para la
deducción de la ley de probabilidad es parecido al del apartado anterior, 3.3.3, en la página 74.

Definimos la siguiente función:

Definición 3.3.14. (Función ley de probabilidad del tiempo de escape.)Definimos la función
ley de probabilidad del tiempo de escape como (denotamos por ~σ = (Xr = u,E −

r = z)):

P : T × [0, b] × R+ × R+ → R+ / ∀(r, u, z, x) ∈ T × [0, b] × R+ × R+ : P (r, u, z;x) = P(t[0,b]
r,u ≤ x�~σ)

(3.36)

Siendo T el conjunto de los tiempos. Si denominamos por T ⊂ T al subconjunto de los tiempos
de renovación, convenimos en representar P (tn, u, 0;x) = P (0, u, 0;x) = P (u;x).

Vamos a deducir una ecuación integral para el tiempo de escape de la zona [0, b]. Tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 3.3.11. La ley de probabilidad del tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo del origen
con X0 = u, u ∈ [0, b] satisface la siguiente ecuación integral:

Si x > b−u
c

se verifica:

P (u;x) = 1 − 1
c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g(y) dy dt (3.37)

Si x ≤ b−u
c

se verifica:

P (u;x) = F (x) − 1
c

∫ u+cx

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g(y) dy dt (3.38)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.3.5, en la página 68, obtenemos:

Si x > b−u
c

condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1)
y haciendo uso del teorema de la probabilidad total tendremos:
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P(t[0,b]
u ≤ x�X0 = u) =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(t[0,b]

u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)P(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l)+

+
∫ b−u

c

0

∫
y/∈[u+cl−b,u+cl]

P(τ1 ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(τ1 + t′[0,b]

u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l) =

= F (b− u

c
) +

∫ b−u
c

0

[
1 −

∫ u+cl

u+cl−b
dG(y)

]
P(τ1 ≤ x�τ1 = l, X0 = u) dF (l)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(t′[0,b]

u ≤ x− τ1�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l) =

= F (b− u

c
) + F (b− u

c
) −

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
dG(y) dF (l)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(t[0,b]

u+cl−y ≤ x− l�X0 = u+ cl − y) dG(y) dF (l) =

= 1 −
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b

[
1 − P(t[0,b]

u+cl−y ≤ x− l�X0 = u+ cl − y)
]

dG(y) dF (l) =

= 1 −
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
[1 − P (u+ cl − y;x− l)] dG(y) dF (l).

Dando un cambio apropiado de variable obtenemos 3.37.

Si x ≤ b−u
c

condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1)
y haciendo uso del teorema de la probabilidad total tendremos:

P(t[0,b]
u ≤ x�X0 = u) =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(t[0,b]

u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)P(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) =
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=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l)+

+
∫ b−u

c

0

∫
y/∈[u+cl−b,u+cl]

P(τ1 ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(τ1 + t′[0,b]

u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l) =

=
∫ x

0
dF (l) −

∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
dG(y) dF (l)+

+
∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(t[0,b]

u+Xτ1
≤ x− l�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u) dG(y) dF (l) =

= F (x) −
∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b

[
1 − P(t[0,b]

u+cl−y ≤ x− l�X0 = u+ cl − y)
]

dG(y) dF (l).

Dando un cambio apropiado de variable obtenemos 3.38.

En el caso en que el tiempo de partida no sea un tiempo de renovación r ∈ (0, t1) tenemos el
siguiente resultado (por comodidad denotamos ~σ = (Xr = u,E −

r = z):

Teorema 3.3.12. La ley de probabilidad del tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de
Xr = u, u ∈ [0, b], E −

r = z satisface la siguiente ecuación integral:

Si x > r + b−u
c

se verifica:

P (r, u, z;x) = 1 − 1
cF (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g(y) dy dt (3.39)

Si x ≤ r + b−u
c

se verifica:

P (r, u, z;x) = 1 − F̄ (z + x)
F̄ (z)

− 1
cF̄ (z)

∫ u+cx

u

∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g(y)f(z + t− u

c
) dy dt

(3.40)

Demostración. En efecto, teniendo en cuenta el teorema 3.3.6, en la página 70 obtenemos:
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Si x > r + b−u
c

, condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional
(E +

r , Y1) obtenemos:

P(t[0,b]
r,u ≤ x�~σ) =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(t[0,b]

r,u ≤ x�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫
y/∈[u+cl−b,u+cl]

P(E +
r ≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(l + t′[0,b]

r,u ≤ x�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

= 1
F (z)

F (z + b− u

c
) + 1

F (z)

∫ b−u
c

0

[
1 −

∫ u+cl

u+cl−b
g(y) dy

]
f(z + l) dl+

+ 1
F (z)

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(t′[0,b]

r,u ≤ x− l�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)g(y)f(z + l) dy dl =

= 1 − 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b

[
1 − P(t[0,b]

u+cl−y ≤ x− l�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)

]
g(y)f(z + l) dy dl.

Teniendo en cuenta la independencia de E +
r e Y1 y que P(E +

r ≤ x�E +
r = l) = I{l≤x}. De

modo inmediato concluimos 3.39.

Si x ≤ r + b−u
c

, condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional
(E +

r , Y1) obtenemos:

P(t[0,b]
r,u ≤ x�~σ) =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(t[0,b]

r,u ≤ x�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫
y/∈[u+cl−b,u+cl]

P(E +
r ≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+
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+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(l + t′[0,b]

r,u ≤ x�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

= 1
F (z)

∫ x

0

[
1 −

∫ u+cl

u+cl−b
g(y)

]
f(z + l) dy dl+

+ 1
F (z)

∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(t′[0,b]

r,u ≤ x− l�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)g(y)f(z + l) dy dl =

= 1− F̄ (z + x)
F̄ (z)

− 1
F̄ (z)

∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b

[
1 − P(t[0,b]

u+cl−y ≤ x− l�E +
r = t, Y1 = y, ~σ)

]
g(y)f(z+l) dy dl.

Teniendo en cuenta la independencia de E +
r e Y1 y que P(E +

r ≤ x�E +
r = l) = I{l≤x}. Por

comodidad, en vez de la variable aleatoria YN(r)+1 hacemos uso de Y1, pues YN(r)+1
d= Y1. Se

concluye de forma inmediata 3.40.

Teniendo en cuenta el carácter de este trabajo, hemos deducido las ecuaciones integrales en
un contexto general; para un estudio más detallado, estudiando casos particulares interesantes y
relacionando los resultados con los obtenidos en diversos campos de investigación, como los “tiempos
de ruina” estudiados en las ciencias actuariales y financieras, se puede consultar el artículo Tiempos
medios de escape y primera llegada en el modelo de Sparre Andersen., de próxima publicación. En
este artículo obtenemos el tiempo medio de ruina a partir del tiempo medio de escape de un cierto
intervalo [0, b] mediante el paso al límite b → +∞, estudiamos el comportamiento para valores
grandes de t, etc. Estos resultados también se han dado a conocer en diferentes ponencias dadas
en congresos de la Sociedad de Estadística e Investiación Operativa (SEIO), de la Real Sociedad
Matemática Española (RSME) y del Instituto Universitario de Física Fundamental y Matemáticas
(IUFFyM) de la Universidad de Salamanca. El estudio del tiempo de escape, en un tipo particular
de caminatas aleatorias, puede consultarse en el artículo A semi-deterministic random walk with
resetting, donde obtenemos su media y distribución.

Hemos supuesto que dado un tiempo r, el presente, se conoce toda la historia del proceso hasta
ese tiempo y, mediante el uso de resultados previamente obtenidos, hemos hallado las ecuaciones
integrales. El estudio del tiempo medio de escape o de primera llegada es de suma importancia, no
sólo en contextos actuariales y financieros, si bien generalmente considerando como tiempo inicial
un tiempo de renovación (generalmente t0 = 0), con lo cual E −

r = 0 y el tiempo medio condicionado
por σ(Xs, s ≤ t0) coincide con el tiempo medio condicionado por X0 = u, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos en la sección 3.2, en la página 53. Considerando un tiempo no necesariamente
de renovación r y efectuando un estudio muy parecido al efectuado en esta memoria es de destacar
[110], de M. Montero y J. Villarroel, si bien asumen el conocimiento únicamente del valor tomado
por el proceso en ese tiempo r, Xr = u, no la historia previa.

Es evidente que las fórmulas obtenidas condicionando por X0 = u son un caso particular de las
deducidas condicionando por (Xr = u,E −

r = z) pero hemos preferido efectuar su cálculo particular
pues son imprescindibles para el estudio del caso general.
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3.4. Solución de las ecuaciones integrales. Transformada de
Laplace.

A continuación vamos a solucionar las ecuaciones integrales obtenidas, dando algún ejemplo
ilustrativo con distribuciones particulares para los tiempos de espera y los saltos. Se puede demostrar
que las ecuaciones integrales deducidas tienen solución única, aunque desgraciadamente no siempre
de forma cerrada, pero hemos preferido no hacerlo para no dilatar demasiado la investigación.

3.4.1. Tiempos medios de primera llegada a la barrera superior.
Para resolver las ecuaciones integrales deducidas en la subsección 3.3.1 vamos a hacer uso de

las propiedades de la transformada de Laplace y de Fourier y teniendo en cuenta los correspondientes
teoremas de unicidad (teorema A.1.10 en la página 217, teorema A.1.11 y teorema A.1.12 en la página
218), dada una función f queda identificada de forma única por su transformada de Laplace (f̂) o
por su transformada de Fourier (f̄), si se cumplen ciertas condiciones (lo asumimos sin demostración
por brevedad).

1. El caso general.
Denominamos “caso general” cuando los saltos pueden tomar tanto valores positivos como

negativos. Vamos a sustituir la función de densidad de los saltos por una combinación convexa
de funciones de densidad g(y) = pg+(y) + qg−(y), p+ q = 1 donde:

g+(y) =


0, si y ∈ (−∞, 0)

f1(y), si y ∈ [0,+∞)
, g−(y) =


f2(y), si y ∈ (−∞, 0)

0, si y ∈ [0,+∞)

Siendo f1(y), f2(y) funciones de densidad definidas, respectívamente, en [0,+∞) y (−∞, 0).
Sustituyendo en 3.20, en la página 64, llegamos a:

M(u) = b− u

c
F (b− u

c
) + p

c

∫ b

u

∫ t

t−b
[t− u

c
+M(t− y)]g+(y)f(t− u

c
) dy dt+

+q
c

∫ b

u

∫ t

t−b
[t− u

c
+M(t− y)]g−(y)f(t− u

c
) dy dt,

para el caso en que partimos de X0 = u, u ∈ [0, b]. Cuando partimos de Xr = u, u ∈
[0, b], E −

r = z, sustituyendo en 3.21, en la página 65, obtenemos:

M(r, u, z) = b− u

c

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ p

cF̄ (z)

∫ b

u

∫ t

t−b
[t− u

c
+M(t− y)]g+(y)f(z + t− u

c
) dy dt+

+q
c

∫ b

u

∫ t

t−b
[t− u

c
+M(t− y)]g−(y)f(z + t− u

c
) dy dt.
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No siempre es posible solucionar las anteriores ecuaciones integrales. Vamos a estudiar algu-
nos casos particulares en los cuales es posible obtener resultados concretos.

2. Casos particulares.
Los casos particulares los vamos a agrupar en casos favorables, cuya solución se puede obtener

de forma cerrada mediante la transformada de Laplace, y los desfavorables.

El caso favorable. Solución general.
Denominamos “caso favorable” a aquel en el cual la deriva es positiva y los saltos son

negativos. Es decir, que el proceso estocástico se puede representar de la siguiente forma:

Xt = ct+
N(t)∑
k=0

Yk, ∀ t ≥ 0. (3.41)

Siendo c > 0, Yk ≥ 0 ∀ k ∈ N. De acuerdo con el caso general se verifica que p = 0, q = 1
y vamos, por comodidad, a usar g(y) por g−(y). Efectuaremos el estudio, por lo tanto,
suponiendo que tanto la deriva como los saltos son positivos y el proceso estocástico tiene
la forma 3.41.

Se trata de un proceso estocástico creciente y únicamente puede salir de la zona por la
barrera superior. Vamos a deducir en primer lugar una ecuación para el tiempo de primera
llegada a la barrera superior partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b].
Proposición 3.4.1. La solución de la ecuación integral 3.20, en la página 64, en el caso
en que la deriva es positiva y los saltos son negativos, partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b],
satisface la siguiente identidad:

M(u) = F(b− u), u ∈ [0, b] (3.42)

Siendo:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

csf̂ ′(cs)(1 − ĝ(s)) + 1 − f̂(cs)
cs2(1 − f̂(cs)ĝ(s))

 ds, y ∈ [0,+∞) (3.43)

Un esbozo de la demostración se puede consultar en C.1.1, en la página 270.
Es interesante el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.1. Como ejemplo vamos a estudiar el tiempo medio de primera llegada
a la barrera superior suponiendo que tanto los saltos como los tiempos de espera tienen
distribución exponencial, τi ; ε(λ), Yj ; ε(γ). Tendremos:

f(t) = λe−λt, f̂(cs) = λ

λ+ cs
,

d(f̂(cs))
ds = −cλ

(λ+ cs)2 , g(y) = γe−γy, ĝ(s) = γ

γ + s
.

Sustituyendo obtenemos:
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F(y) = γy

c(λ
c

+ γ)
+
λ− c2(λ

c
+ γ)

c2(λ
c

+ γ)2 + e−y λ
c

γ
− e−y( λ

c
+γ)λ[λ+ γ(c+ 1)]

c2γ(λ
c

+ γ)2 .

Teniendo en cuenta la relación entre F(y) y M(u) obtenemos:

M(u) = γ(b− u)
c(λ

c
+ γ)

+
λ− c2(λ

c
+ γ)

c2(λ
c

+ γ)2 + e−(b−u) λ
c

γ
− e−(b−u)( λ

c
+γ)λ[λ+ γ(c+ 1)]

c2γ(λ
c

+ γ)2

Para el caso en que el tiempo de partida no es de renovación, se deduce la siguiente
proposición:
Proposición 3.4.2. La solución de la ecuación integral 3.21, en la página 65, en el
caso en que la deriva es positiva y los saltos son negativos, partiendo de Xr = u, u ∈
[0, b], E −

r = z, satisface la siguiente identidad:

M(r, u, z) = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] (3.44)

Siendo:

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

csf̂ ′
z(cs)[1 − ĝ(s)] + F̄ (z) − f̂z(cs)

cs2F̄ (z)
+ f̂z(cs)ĝ(s)F̂(s)

F̄ (z)

 ds, y ∈ R+

(3.45)

Con f̂z(cs) =
∫ +∞

0
e(−cs)xf(z + x) dx, f̂ ′

z(cs) = d(f̂z(cs))
ds .

Un resumen de la demostración puede consultarse en C.1.2, en la página 271.
Lo mismo que en el caso en que el tiempo de partida era un tiempo de renovación,

vamos a considerar el siguiente ejemplo:
Ejemplo 3.4.2. Como ejemplo vamos a estudiar el tiempo medio de primera llegada
a la barrera superior suponiendo que tanto los saltos como los tiempos de espera tienen
distribución exponencial, τi ; ε(λ), Yj ; ε(γ). Tendremos:

f(t) = λe−λt, f̂(cs) = λ

λ+ cs
,

d[f̂(cs)]
ds = −cλ

(λ+ cs)2 , g(y) = γe−γy, ĝ(s) = γ

γ + s
.

F̂(s) = −λc
s(λ+ cs)(cs+ λ+ cγ)+ γ + s

s2(cs+ λ+ cγ) = −λ
cs(s+ λ

c
)(s+ λ

c
+ γ)

+ γ + s

cs2(s+ λ
c

+ γ)
.

En la proposición 3.4.2, en la página 85, habíamos deducido que:
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F̂(r, s, z) = csf̂ ′
z(cs)[1 − ĝ(s)] + F̄ (z) − f̂z(cs)

cs2F̄ (z)
+ f̂z(cs)ĝ(s)F̂(s)

F̄ (z)
.

Por lo tanto:

F̂(r, s, z) = cs2 + [cγ + λ− cλ] + λγ

s(cs+ λ)2(γ + s) + λγ

(cs+ λ)(s+ γ) F̂(s).

Teniendo en cuenta la expresión obtenida para F̂(s) obtenemos:

F̂(r, s, z) = s2 + [γ + ρ− cρ]s+ ργ

cs(s+ ρ)2(γ + s) − ρ2γ

s(s+ ρ)2(s+ γ)(s+ ρ+ γ) + ργ

cs2(s+ ρ)(s+ ρ+ γ) .

Siendo ρ = λ
c
. Mediante transformaciones algebráicas elementales podemos expresarlo

como:

F̂(r, s, z) = N(c, γ, ρ, s)
cs2(s+ ρ)2(s+ γ)(s+ ρ+ γ) .

Siendo N(c, γ, ρ, s) un polinomio en s de grado cuatro. Aplicando la transformada de
Laplace inversa obtenemos:

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

[
N(c, γ, ρ, s)

cs2(s+ ρ)2(s+ γ)(s+ ρ+ γ)

]
ds.

Eligiendo α ∈ R de forma adecuada. Se obtiene la solución de forma sencilla haciendo
uso del “teorema de los resíduos”:

F(r, y, z) = A+Bye−ρy + Ce−ρy +De−γy + Ee−(ρ+γ)y.

Siendo {A, B, C, D, E} ciertas constantes que dependen de {c, ρ, γ}. Se obtiene a
continuación que M(r, u, z) = F(r, b− u, z):

M(r, u, z) = A+B(b− u)e−ρ(b−u) + Ce−ρ(c−u) +De−γ(b−u) + Ee−(ρ+γ)(b−u)

El caso desfavorable. Estudio y solución de casos posibles.
Denominamos “caso desfavorable” a aquel en el cual no es posible, en general, obtener

una solución cerrada de la ecuación integral con independencia de la distribución de los
tiempos de espera y de los saltos. Sin embargo, hay algunos casos en los cuales es posible
obtener la solución cerrada.
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• El caso semifavorable.
Denominamos “caso semifavorable” a aquel en el cual los saltos tienen como reco-

rrido (−∞,−b] ∪ [0,+∞). Es decir:

g(y) =



g+(y), si y ∈ [0,+∞)

g−(y), si y ∈ (−∞,−b]

0, si y ∈ (−b, 0)
Dando unos cambios algebraicos sencillos y teniendo en cuenta la definición de la

función g(y) obtenemos, cuando partimos de X0 = u, u ∈ [0, b]:

M(u) = b− u

c
F̄ (b− u

c
)+p

c

∫ b−u

0

∫ t

0

[
b− u− t

c
+M(b− t+ y)

]
g+(y)f(b− t− u

c
) dy dt.

Razonando de forma semejante al “caso favorable” se deduce:
Proposición 3.4.3. La solución de la ecuación integral 3.20, en la página 64, en el
caso en que la deriva es positiva y los saltos toman valores en (−∞,−b] ∪ [0,+∞),
partiendo de X0 = u, satisface la siguiente identidad:

M(u) = F(b− u), u ∈ [0, b] (3.46)

Siendo:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

csf̂ ′(cs)(1 − pĝ+(s)) + 1 − f̂(cs)
cs2(1 − pf̂(cs)ĝ+(s))

 ds, y ∈ [0,+∞) (3.47)

Ejemplo 3.4.3. Como ejemplo vamos a resolver la ecuación integral suponiendo
que los tiempos de espera tienen una distribución exponencial de parámetro λ, τi ;
ε(λ) y los saltos tienen la siguiente función de densidad:

g(y) =



γe−γy, si y ∈ [0,+∞)

g−(y), si y ∈ (−∞,−b]

0, si y ∈ (−b, 0)
Siguiendo el mismo esquema de razonamiento que en el ejemplo 3.4.1 obtenemos:

M(u) = − qγ

r1r2
+ e− λ

c
(b−u) qγ + λ

c

(λ
c

+ r1)(λc + r2)
−

− λ

c(r1 − r2)

[
er1(b−u)(qγ + r1)
r1(r1 + λ

c
)(r1 − r2)

− er2(b−u)(qγ + r2)
r1(r2 + λ

c
)(r2 − r1)

]
+

+ γ

cr1r2
+ 1
r1 − r2

[
er1(b−u)γ + r1

cr1
− er2(b−u)γ + r2

cr2

]
.
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Cuando el tiempo inicial no es un tiempo de renovación se obtiene, teniendo en
cuenta la definición de la función de densidad g(y):

M(r, u, z) = b− u

c

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+

+ p

cF̄ (z)

∫ b−u

0

∫ t

0
[b− t− u

c
+M(b− t+ y)]g+(y)f(z + b− t− u

c
) dy dt.

Vamos a resolver la anterior ecuación integral. Razonando como en la proposición
3.4.2, página 85, se deduce:
Proposición 3.4.4. La solución de la ecuación integral 3.21, en la página 65, en el
caso en que la deriva es positiva y los saltos toman valores en (−∞,−b] ∪ [0,+∞)
partiendo de Xr = u, E −

r = z, satisface la siguiente identidad:

M(r, u, z) = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] (3.48)

Siendo:

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

csf̂ ′
z(cs)[1 − pĝ(s)] + F̄ (z) − f̂z(cs)

cs2F̄ (z)
+ pf̂z(cs)ĝ(s)F̂(s)

F̄ (z)

 ds

(3.49)

Con y ∈ (0,+∞), f̂z(cs) =
∫ +∞

0
e(−cs)xf(z + x) dx, f̂ ′

z(cs) = d(f̂z(cs))
ds .

Ejemplo 3.4.4. Como ejemplo vamos a resolver la ecuación integral suponiendo
que los tiempos de espera tienen una distribución exponencial de parámetro λ, τi ;
ε(λ) y los saltos tienen la siguiente función de densidad g(y) = pg+(y) + qg−(y), p+
q = 1:

g(y) =



γe−γy, si y ∈ [0,+∞)

g−(y), si y ∈ (−∞,−b]

0, si y ∈ (−b, 0)

Efectuando los cálculos como en el ejemplo 3.4.3 obtenemos:

M(r, u, z) = A+B(b− u)e−ρ(b−u) + Ce−ρ(b−u) +De−γ(b−u) + Eer1(b−u) + Fer2(b−u)

Siendo {A, B, C, D, E, F} ciertas constantes que dependen de {c, λ, γ, q}.
• El caso actuarial.

Un caso notable es el denominado “caso actuarial”, en el cual tanto los saltos como
la deriva son positivos. El proceso estocástico, por lo tanto, puede representarse de
la siguiente forma:
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Xt = ct−
N(t)∑
k=0

Yk, ∀ t ≥ 0.

siendo c > 0, Yk ≥ 0 ∀k ∈ N. Por lo tanto, teniendo en cuenta la descomposición
g(y) = qg+(y) + pg−(y), p+ q = 1 se verifica q = 1, g(y) = g+(y).

Razonando de la forma habitual obtenemos que el tiempo de primera llegada,
partiendo de un tiempo de renovación, verifica la siguiente identidad:

tbu = b− u

c
I{τ1>

b−u
c

} + (τ1 + t
′b
u )I{τ1≤ b−u

c
,0<Y1<u+cτ1}.

12

Del mismo modo, el tiempo de primera llegada, partiendo de un tiempo 0 < r < t1
satisface la siguiente igualdad:

tbr,u = b− u

c
I{E +

r > b−u
c

} + (E +
r + t

′b
r,u)I{0≤E +

r ≤ b−u
c
,0<Y1<u+cE +

r }.

A partir de esas expresiones es fácil demostrar que los tiempos medios de primera
llegada a la barrera superior, en el caso actuarial, satisfacen las siguientes ecuaciones
integrales:

M(u) = b− u

c
F̄ (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u

∫ t

0
(t− u

c
+M(t− y))g(y)f(t− u

c
) dy dt. (3.50)

Con u ∈ [0, b]. Y también, cuando r ≥ 0:

M(r, u, z) = b− u

c

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u

∫ t

0
[t− u

c
+M(t−y)]g(y)f(z+ t− u

c
) dy dt.

(3.51)
Son ecuaciones integrales lineales, pero en este caso no podremos efectuar una

integración cerrada. Sin embargo se puede estudiar la existencia de soluciones y el
carácter de estas, caso de existir (ver por ejemplo libro de Kolmogorov [78]). No vamos
a efectuar tal estudio puesto que no es el objetivo del presente trabajo, y asumimos
la existencia y unicidad de la solución de las ecuaciones integrales implicadas.

A la hora de resolver la ecuación 3.50 es fundamental la siguiente proposición:
12Teniendo en cuenta que ahora, a diferencia de lo que ocurría en el caso general, los saltos Yk únicamente toman

valores positivos y como estamos considerando que u + Xτ1 ∈ (0, b), tenemos:

0 < u + cτ1 − y1 < b ⇒ −(u + cτ1) < −y1 < b − (u + cτ1).

u + cτ1 − b < y1 < u + cτ1 ⇒ 0 < y1 < u + cτ1.

Teniendo en cuenta que

τ1 ≤ b − u

c
⇒ cτ1 ≤ b − u ⇒ cτ1 + u ≤ b.

Con lo cual u + cτ1 − b ≤ 0.
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Proposición 3.4.5. Supongamos que F tiene una función de densidad f , de clase Cn

en (0,∞) y que existe un operador diferencial de coeficientes constantes L = L(∂u)
de orden n ∈ N tal que f resuelve:



 n∑
j=0

aj
∂j

∂tj

 f(t) = 0

 n∑
j=1

ajj
∂j−1

∂tj−1

 f(t) = 0

(3.52)

Con las condiciones iniciales

f j(0) = bj, para j = 0, · · · , n− 1. (3.53)

Entonces:
a) La función de renovación m(t) = E(N(t)) tiene una derivada ν(t) = m′(t) que

resuelve la ecuación diferencial:

(L− a0) ν(t) =
 n∑
j=1

aj
∂j

∂tj

 ν(t) = 0 (3.54)

con las condiciones iniciales:

νj(0) = 0 para j = 0, · · · , n− 2, νn−1(0) = a0.

b) M(u) ∈ Cn(0, b) y cualquier solución M(u) de la ecuación integral 3.50 debe
también resolver la ecuación integro-diferencial:

 n∑
j=0

(−c)jaj
∂j

∂uj

M(u) = A+
n−1∑
k=0

BkΠk(u) +
n−2∑
k=0

CkΓk(u) (3.55)

Cuando b < +∞ satisface, además, las n condiciones de frontera:

M(b) = 0, M ′(b) = −1
c

− 1
c
f(0)Π(b), (3.56)

M ′′(b) = −
( 1
c2

)
2f(0) +

( 1
c2

)
f ′(0)Π(b) − 1

c
f(0)Π′(b) +

( 1
c2

)
f(0)Γ(b),

Mk(b) = −
( 1
ck

)
kfk−2(0) − 1

c

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(0)Πi(b)+
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+ 1
c2

k−2∑
i=0

(k − 1 − i)
(−1
c

)k−2−i
fk−2−i(0)Γi(b). De forma abreviada:

M(b) = 0, Mk(b) = −
( 1
ck

)
kfk−2(0)−1

c

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(0)Πi(b)+ (3.57)

+ 1
c2

k−2∑
i=0

(k − 1 − i)
(−1
c

)k−2−i
fk−2−i(0)Γi(b) para k = 1, · · · , n− 1,

si aceptamos f−1(0) = 1,
−1∑
i=0

= 0. Siendo:

A = a0
b− u

c
− b− u

c

n∑
k=1

akbk−1 + a1 −
n∑
k=2

akkbk−2, (3.58)

Bk = (−c)k
 n∑
i=k+1

aif
i−k−1(0)

 , Π(u) =
∫ u

0
M(u− y)g(y) dy, Πk(u) = ∂kΠ(u)

∂uk
,

(3.59)

Ck = (−c)k
 n∑
i=k+2

ai(i− k − 1)f i−k−2(0)
 , Γ(u) =

∫ u

0
g(y) dy, Γk(u) = ∂kΓ(u)

∂uk
.

(3.60)
Un esbozo de la demostración en C.1.3, en la página 273.
Teniendo en cuenta la anterior proposición es fácil obtener una solución de la ecua-

ción 3.55, en la página 90. Es inmediato el siguiente corolario:
Corolario 3.4.1. Supongamos que F tiene una función de densidad f de clase Cn en
(0,∞) para la cual se cumple 3.52 y 3.53, entonces la solución de la ecuación integro
diferencial 3.55 satisface la identidad:

M(u) = ∆(b, u)
∆(b) (3.61)

donde:

∆(b, u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Θ(u) −π1(u) −π2(u) . . . −πn(u)

σ1(b) a00 a01 . . . a0(n−1)

σ2(b) a10 a11 . . . a1(n−1)
...

σn−1(b) a(n−1)0 a(n−1)1 . . . a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.62)
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∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 · · · a0(n−1)

a10 a11 · · · a1(n−1)
...

a(n−1)0 a(n−1)1 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.63)

σj(b) = −Θj(b) − 1
cj
jbj−2 +

j−1∑
i=0

ξj−1−im
i
0(b) + 1

c2

j−2∑
i=0

(j − 1 − i)
(−1
c

)j−2−i
bj−2−iΓi(b),

(3.64)

πi(u) = ∂i+1π0(u)
∂ui+1 , π0(u) = 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

esu ds
s[∑n

j=0 aj(−cs)j − a0ĝ(s)]
, (3.65)

aij = πj+1+i(b)−
i−1∑
k=0

ξi−1−km
k
j+1(b), ξi−1−k = (−1

c
)i−kf i−1−k(0), Θ(b) = Aπ(b)+

n−1∑
k=0

Ckθk(b),

(3.66)

m0(b) =
∫ b

0
Θ(b−y)g(y) dy, mk(b) =

∫ b

0
πk(b−y)g(y) dy, mj

k(u) = ∂jmk(u)
∂uj

, k = 1, · · · , n.
(3.67)

La demostración, resumida, en C.1.1, en la página 278.
Supongamos que el tiempo inicial 0 < r < t1 no es un tiempo de renovación. En

su momento habíamos deducido la ecuación 3.51, página 89. Razonando de un modo
semejante a cuando el tiempo de partida era un tiempo de renovación, obtenemos:
Proposición 3.4.6. Supongamos que F tiene una función de densidad f , de clase Cn

en (0,∞) y que existe un operador diferencial de coeficientes constantes L = L(∂u)
de orden n ∈ N tal que f resuelve:



 n∑
j=0

aj
∂j

∂tj

 f(z + t) = 0

 n∑
j=1

ajj
∂j−1

∂tj−1

 f(z + t) = 0

(3.68)

Con las condiciones iniciales

f j(z) = bj, para j = 0, · · · , n− 1. (3.69)

Entonces M(r, u, z) ∈ Cn(0, b) y cualquier solución M(r, u, z) de la ecuación inte-
gral 3.51 debe también resolver la ecuación integro-diferencial:

 n∑
j=0

(−c)jaj
∂j

∂uj

M(r, u, z) = A+
n−1∑
k=0

BkΠk(u) +
n−2∑
k=0

CkΓk(u) (3.70)
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Cuando b < +∞ satisface, además, las n condiciones de frontera:

M(r, b, z) = 0, M ′(r, b, z) = −1
c

− 1
cF̄ (z)

f(z)Π(b), (3.71)

M ′′(r, b, z) = −
(

1
c2F̄ (z)

)
2f(z)+

(
1

c2F̄ (z)

)
f ′(z)Π(b)− 1

cF̄ (z)
f(z)Π′(b)+

(
1

c2F̄ (z)

)
f(z)Γ(b),

Mk(r, b, z) = −
(

1
ckF̄ (z)

)
kfk−2(z) − 1

cF̄ (z)

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(z)Πi(b)+

+ 1
c2F̄ (z)

k−2∑
i=0

(k − 1 − i)
(−1
c

)k−2−i
fk−2−i(z)Γi(b). De forma abreviada:

M(r, b, z) = 0, Mk(r, b, z) = −
(

1
ckF̄ (z)

)
kfk−2(z)− 1

cF̄ (z)

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(z)Πi(b)+

(3.72)

+ 1
c2F̄ (z)

k−2∑
i=0

(k − 1 − i)
(−1
c

)k−2−i
fk−2−i(z)Γi(b) para k = 1, · · · , n− 1,

si aceptamos f−1(z) = 1,
−1∑
i=0

= 0. Siendo:

A = a0
b− u

c
− b− u

cF̄ (z)

n∑
k=1

akbk−1 + a1 − 1
F̄ (z)

n∑
k=2

akkbk−2, (3.73)

Bk = (−c)k

F̄ (z)

 n∑
i=k+1

aif
i−k−1(z)

 , Π(u) =
∫ u

0
M(u− y)g(y) dy, Πk(u) = ∂kΠ(u)

∂uk
,

(3.74)

Ck = (−c)k

F̄ (z)

 n∑
i=k+2

ai(i− k − 1)f i−k−2(z)
 , Γ(u) =

∫ u

0
g(y) dy, Γk(u) = ∂kΓ(u)

∂uk
.

(3.75)
Teniendo en cuenta la anterior proposición es fácil obtener una solución de la ecua-

ción 3.70 en la página 92. Es inmediato el siguiente corolario:
Corolario 3.4.2. Supongamos quet F tiene una función de densidad f de clase Cn

en (0,∞) para la cual se cumple 3.68 y 3.69, entonces la solución de la ecuación
integro diferencial 3.70 satisface la identidad:

M(r, u, z) = ∆(b, u)
∆(b) (3.76)
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donde:

∆(b, u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Θ(u) −π1(u) −π2(u) . . . −πn(u)

σ1(b) a00 a01 . . . a0(n−1)

σ2(b) a10 a11 . . . a1(n−1)
...

σn−1(b) a(n−1)0 a(n−1)1 . . . a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.77)

∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 · · · a0(n−1)

a10 a11 · · · a1(n−1)
...

a(n−1)0 a(n−1)1 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.78)

σj(b) = −Θj(b) − 1
cjF̄ (z)

jbj−2 + 1
F̄ (z)

j−1∑
i=0

ξj−1−im
i
0(b)+ (3.79)

+ 1
c2F̄ (z)

j−2∑
i=0

(j − 1 − i)
(−1
c

)j−2−i
bj−2−iΓi(b),

πi(u) = ∂i+1π0(u)
∂ui+1 , π0(u) = 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

esu ds
s[∑n

j=0 aj(−cs)j − a0ĝ(s)]
, (3.80)

ν(u) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esu

M̂(s)ĝ(s)
L(s) , νk(u) = ∂kν(u)

∂uk
, (3.81)

aij = πj+1+i(b) −
i−1∑
k=0

ξi−1−km
k
j+1(b), ξi−1−k = (−1

c
)i−kf i−1−k(0), (3.82)

Θ(b) = Aπ(b)+
n−1∑
k=0

Bkνk(b)+
n−1∑
k=0

Ckθk(b) dy, θ(u) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esu

Γ̂(s) ds
L(s) , θk(u) = ∂kθ(u)

∂uk
,

(3.83)

m0(b) =
∫ b

0
Θ(b−y)g(y) dy, mk(b) =

∫ b

0
πk(b−y)g(y) dy, mj

k(u) = ∂jmk(u)
∂uj

, k = 1, · · · , n.
(3.84)

Se sigue el mismo esquema de razonamiento que para los tiempos de renovación,
pero las demostraciones son demasiado aparatosas.
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3.4.2. Tiempos medios de escape.
A continuación vamos a resolver las ecuaciones integrales obtenidas en la subsección 3.3.2. Para

ello, lo mismo que hicimos para los tiempos de primera llegada, vamos a hacer uso de las propiedades
de la transformada de Laplace y de Fourier.

1. El caso general.
Recordando lo razonado en la subsección 3.4.1, en la página 83, a partir de la ecuación 3.29,

en la página 72, obtenemos:

M(u) =
∫ b−u

c

0
(1 − F (t)) dt+ q

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ 0

t−b
M(t− y)g−(y) dy dt+

+p
c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

0
M(t− y)g+(y) dy dt, siendo q = 1 − p, p ∈ [0, 1].

Cuando el tiempo inicial es un tiempo de renovación. Cuando 0 < r < t1 no es un tiempo de
renovación sustituyendo en la ecuación 3.30, en la página 73, obtenemos:

M(r, u, z) = 1
cF (z)

∫ b

u
[1 −F (t− u

c
+ z)] dt+ q

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z+ t− u

c
)
∫ 0

t−b
M(t− y) · g−(y) dy dt+

+ p

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

0
M(t− y) · g+(y) dy dt, siendo q = 1 − p, p ∈ [0, 1].

Una vez planteado el caso general, vamos a estudiar algunos casos particulares.

2. Casos particulares.
Los casos particulares más interesantes los podemos agrupar en casos favorables, cuya solu-

ción se puede obtener de forma cerrada mediante la transformada de Laplace, y los desfavora-
bles.

El caso favorable. Solución general.
Teniendo en cuenta el caso general, y recordando razonamientos previos, se verifica que

p = 1, q = 0; denotamos g(y) = g−(y) por comodidad. Se trata de un proceso estocástico
creciente, por lo tanto únicamente podemos salir de la zona [0, b] por la banda superior.
Proposición 3.4.7. La solución de la ecuación integral 3.29, en la página 72, cuando la
deriva es positiva y los saltos son negativos, partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b], satisface la
siguiente ecuacion integral:

M(u) = F(b− u), u ∈ [0, b] (3.85)
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Siendo:

F(y) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

1
cs2 · 1 − f̂(cs)

1 − f̂(cs)ĝ(s)
ds, y ∈ [0,+∞)13 (3.86)

Un esbozo de la demostración en C.2.1, en la página 281.
Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.5. Supongamos que {τi}i∈N ; ε(λ) y {Yj}j∈N ; ε(γ). Como sabemos:

f̂(s) = λ

λ+ s
, ĝ(s) = γ

γ + s
.

Y por lo tanto obtenemos

F̂(s) = 1
cs2 ·

1 − λ
λ+cs

1 − λ
λ+cs · γ

γ+s
= 1
cs2 · cs(γ + s)

s[cs+ λ+ cγ] = γ + s

s2[cs+ λ+ cγ] .

A partir de la anterior expresión deducimos:

F(y) = 1
c(ρ+ γ)2

[
(ρ+ γ)y + ρ(1 − e−(ρ+γ)y)

]
.

Y por lo tanto:

M(u) = 1
c(ρ+ γ)2

[
(ρ+ γ)(b− u) + ρ(1 − e−(ρ+γ)(b−u))

]
(3.87)

A continuación vamos a estudiar el caso en que el tiempo inicial 0 < r < t1 no es un
tiempo de renovación.
Proposición 3.4.8. Si c > 0 y Yk < 0 ∀k ∈ N la solución de la ecuación integral 3.30,
en la página 73, partiendo de Xr = u, u ∈ [0, b] y E −

r = z, satisface para 0 ≤ u ≤ b la
siguiente ecuación integral:

M(r, u, z) = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] (3.88)

Siendo:
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F(r, y, z) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

1
F (z)cs2

[
1 − esczf̂(cs) − F (z) + escz

∫ z

0
e−sclf(l) dl

]
ds +

(3.89)

+ 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

ĝ(s)F̂(s)
F (z)

[
esczf̂(cs) − escz

∫ z

0
e−sclf(l) dl

]
ds , y ∈ [0,+∞).

Un resumen de la demostración se puede consultar en C.2.2, en la página 283.
Vamos a estudiar el siguiente ejemplo, como aplicación del anterior resultado:

Ejemplo 3.4.6. Supongamos {τi}i∈N / τi ; ε(λ) ∀ i ∈ N y {Yj}j∈N / Yj ; ε(γ) ∀ j ∈
N. Como sabemos:

f(l) = λe−λl, g(y) = γe−γy, f̂(s) = λ

λ+ s
, ĝ(s) = γ

γ + s
.

Teniendo en cuenta la proposición 3.4.8, en la página 96, sabemos que:

F̂(r, s, z) = 1
e−λzcs2

[
1 − escz · λ

λ+ cs
− 1 + e−λz + escz

[
λ(1 − e−(cs+λ)z

cs+ λ

]]
+

+ γescz

(γ + s)e−λz

[
λ

λ+ cs
−
[
λ(1 − e−(cs+λ)z

cs+ λ

]]
F̂(s).

En el ejemplo 3.4.5, en la página 96, obtuvimos:

F̂(s) = γ + s

s2[cs+ λ+ cγ] = γ + s

cs2[s+ ρ+ γ] .

Y por lo tanto:

F̂(r, s, z) = 1
cs2 − 1

c2s2[s+ ρ+ γ] , donde ρ = λ

c
.

Con lo cual podemos concluir que:

F(r, y, z) = [c(ρ+ γ) − 1]y
c2(ρ+ γ) + 1

c2(ρ+ γ)2

[
1 − e−(ρ+γ)y

]
,

lo cual implica que:
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M(r, u, z) = [c(ρ+ γ) − 1](b− u)
c2(ρ+ γ) + 1

c2(ρ+ γ)2

[
1 − e−(ρ+γ)(b−u)

]
(3.90)

El caso desfavorable. Estudio y solución de casos posibles.

Aunque en el “caso desfavorable” no podemos obtener una solución cerrada de la ecua-
ción integral hay algunos casos en los cuales es posible obtener una solución:

• El caso semifavorable.
Después de sencillos cálculos algebráicos y razonando lo mismo que en el “caso

semifavorable” en la subsección 3.4.1, en la página 83, obtenemos:

M(u) =
∫ b−u

c

0
(1 − F (t)) dt+ p

c

∫ b−u

0
f(b− u

c
− t

c
)
∫ t

0
M(b− t+y)g+(y) dy dt. (3.91)

Para el caso en que X0 = u, u ∈ [0, b]. Y para el caso en que Xr = u, u ∈ [0, b]
siendo 0 < r < t1 un tiempo no de renovación obtenemos:

M(r, u, z) = 1
F (z)

∫ b−u
c

0
[1 − F (z + t)] dt+ (3.92)

+ p

cF (z)

∫ b−u

0
f(z + b− u− t

c
)
∫ t

0
M(b− t+ y)g+(y) dy dt.

Vamos a resolver las anteriores ecuaciones integrales. Las demostraciones son in-
mediatas teniendo en cuenta las de las proposiciones 3.4.7 y 3.4.8, en las páginas 95
y 96 respectívamente.
Proposición 3.4.9. La solución de la ecuación integral 3.91 en el caso en que la
deriva es positiva y los saltos pueden tomar valores en (−∞,−b] ∪ [0, b], partiendo de
X0 = u, u ∈ [0, b], satisface la siguiente identidad:

M(u) = F(b− u), u ∈ [0, b] (3.93)

Siendo:

F(y) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

1
cs2 · 1 − f̂(cs)

1 − pf̂(cs)ĝ+(s)
ds, y ∈ [0,+∞) (3.94)

Ejemplo 3.4.7. Como ejemplo vamos a resolver la ecuación integral suponiendo
que los tiempos de espera tienen una distribución exponencial de parámetro λ, τi ;
ε(λ) y los saltos tienen la siguiente función de densidad:

g(y) =



γe−γy, si y ∈ [0,+∞)

g−(y), si y ∈ (−∞,−b]

0, si y ∈ (−b, 0)
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Siguiendo el mismo esquema de razonamiento que en el ejemplo 3.4.5, en la página
96, obtenemos:

M(u) = 1
qλ

+ 1
qγλ(r2 − r1)

(
er2(b−u)(r2 + γ)r1 − er1(b−u)(r1 + γ)r2

)
(3.95)

Si el tiempo inicial 0 < r < t1 no es un tiempo de renovación tenemos el siguiente
resultado:
Proposición 3.4.10. La solución de la ecuación integral 3.92, en la página 98, cuan-
do la deriva es positiva partiendo de Xr = u y asumiendo que E −

r = z, satisface para
0 ≤ u ≤ b la siguiente fórmula:

M(r, u, z) = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] (3.96)

Siendo:

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

1
F (z)cs2

[
1 − esczf̂(cs) − F (z) + escz

∫ z

0
e−sclf(l) dl

]
+

(3.97)

+ 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

pĝ(s)F̂(s)
F (z)

[
esczf̂(cs) − escz

∫ z

0
e−sclf(l) dl

]
, y ∈ [0,+∞)

Ejemplo 3.4.8. Como ejemplo vamos a resolver la ecuación integral suponiendo
que los tiempos de espera tienen una distribución exponencial de parámetro λ, τi ;
ε(λ) y los saltos tienen la siguiente función de densidad g(y) = pg+(y) + qg−(y), p+
q = 1:

g(y) =



γe−γy, si y ∈ [0,+∞)

g−(y), si y ∈ (−∞,−b]

0, si y ∈ (−b, 0)

Efectuando los cálculos como en el ejemplo 3.4.6, en la página 97, obtenemos:

M(r, u, z) = [cr1r2 − qγ](b− u)
c2r1r2

− r1r2 + qγ(r1 + r2)
(cr1r2)2 − (3.98)

− 1
(cr1r2)2[r1 − r2]

[
er1(b−u)r2

2[r1 + qγ] − er2(b−u)r2
1[r2 + qγ]

]

Donde ρ = λ
c

y r1 y r2 son las raíces de la ecuación:
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s2 + (ρ+ γ)s+ qργ = 0, r1 =
−(ρ+ γ) −

√
(ρ+ γ)2 − 4qργ
2 ,

r2 =
−(ρ+ γ) +

√
(ρ+ γ)2 − 4qργ
2 .

Un caso muy interesante, por sus aplicaciones en ciencias económicas y actuariales,
es el “caso actuarial”.

• El caso actuarial.
Razonando de una forma semejante al “caso actuarial” en la subsección 3.4.1, pá-

gina 83, llegamos a la siguiente identidad para el tiempo de escape partiendo de un
tiempo de renovación:

t[0,b]
u = b− u

c
I{τ1>

b−u
c

} + τ1I{τ1≤ b−u
c

} + t′[0,b]
u I{τ1≤ b−u

c
,0<Y1<u+cτ1}.

A partir de ella es fácil demostrar que el tiempo medio de escape empezando desde
un tiempo de renovación satisface la siguiente ecuación integral:

M(u) =
∫ b−u

c

0
[1 − F (t)] dt+ 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

0
g(y)M(t− y) dy dt. (3.99)

Se verifica la siguiente proposición:
Proposición 3.4.11. Supongamos que F tiene una función de densidad f de clase
Cn en (0,∞) y que existe un operador diferencial lineal L = L(∂u) de orden n ∈ N
tal que f resuelve:

L(f) =
 n∑
j=0

aj
∂j

∂tj

 f = 0 (3.100)

Con las condiciones iniciales:

f j(0) = bj, para j = 0, · · · , n− 1. (3.101)

Entonces M(u) ∈ Cn y es solución de la siguiente ecuación integro diferencial:

[
n∑
i=0

(−c)iai
∂i

∂ui

]
M(u) = A+

n−1∑
k=0

BkΠk(u) (3.102)

donde:
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A = a0
b− u

c
− b− u

c

n∑
k=1

akbk−1 + a1 −
n∑
k=2

akbk−2, (3.103)

Bk = (−c)k
 n∑
i=k+1

aif
i−k−1(0)

 , Π(u) =
∫ u

0
M(u− y)g(y) dy, Πk(u) = ∂kπ(u)

∂uk
.

(3.104)
Con las condiciones de frontera en x = b:

M(b) = 0, M ′(b) = −1
c

− 1
c
f(0)Π(b), (3.105)

M ′′(b) = − 1
c2f(0) + 1

c2f
′(0)Π(b) − 1

c
f(0)Π′(b), (3.106)

Mk(b) = (−1)k+1 1
ck
fk−2(0) −

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−i
fk−1−i(0)Πi(b), para k = 2, · · · , n− 1.

(3.107)
O, de una forma más simple:

Mk(b) = (−1)k+1 1
ck
fk−2(0) − 1

c

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(0)Πi(b), para k = 0, · · · , n− 1.

(3.108)

Asumiendo que f−2(0) = 0, f−1(0) = −1 y
−1∑
i=0

= 0.

Un resumen de la demostración se puede consultar en C.2.3, en la página 285.
Teniendo en cuenta la anterior proposición es fácil obtener una solución de 3.102,

en la página 100.
Corolario 3.4.3. Supongamos que F tiene una función de densidad f de clase Cn

en (0,∞) para la cual se cumple 3.100 y 3.101, entonces la solución de la ecuación
integro diferencial 3.102 satisface la identidad:

M(u) = ∆(b, u)
∆(b) (3.109)

donde:

∆(b, u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aπ(u) −π1(u) −π2(u) . . . −πn(u)

σ1(b) a00 a01 . . . a0(n−1)

σ2(b) a10 a11 . . . a1(n−1)
...

σn−1(b) a(n−1)0 a(n−1)1 . . . a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.110)
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∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 · · · a0(n−1)

a10 a11 · · · a1(n−1)
...

a(n−1)0 a(n−1)1 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.111)

σk(u) =
n−k∑
i=1

bi+kπi(u), πi(u) = ∂i+1π0(u)
∂ui+1 , π0(u) = 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

esu ds
s[∑n

j=0 aj(−cs)j − a0ĝ(s)]
,

(3.112)

aij = πj+1+i(b)−
i−1∑
k=0

ξi−1−km
k
j+1(b), ξi−1−k = (−1

c
)i−kf i−1−k(0), mk(b) =

∫ b

0
πk(y)g(b−y) dy,

(3.113)

mj
k(u) = ∂jmk(u)

∂ju
, para i = 0, · · · , n− 1. (3.114)

Un esbozo de la demostración en C.2.1, en la página 288.
Como un caso particular tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.4.4. Supongamos que F tiene una función de densidad f de clase Cn

en (0,∞) y que existe un operador diferencial lineal con coeficientes constantes L =
L(∂u) de orden n ∈ N tal que f resuelve:

L(f) =
 n∑
j=0

aj
∂j

∂tj

 f = 0 (3.115)

con condiciones iniciales

f j(0) = 0, para j = 0, · · · , n− 2, fn−1(0) = a0. (3.116)

Entonces:
a) La función de renovación m(t) = E(N(t)) tiene derivada ν(t) = m′(t) que resuelve

la ecuación diferencial lineal:

(L− a0) ν =
 n∑
j=1

aj
∂j

∂tj

 ν(t) = 0 (3.117)

con condiciones iniciales:

νj(0) = 0 para j = 0, · · · , n− 2, νn−1(0) = a0.
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b) M(u) ∈ Cn(0, b) y cualquier solución M(u) de la ecuación integral 3.99 debe
también ser solución de la ecuación integro diferencial:

 n∑
j=0

(−c)jaj
∂j

∂uj

M(u) = a1 + a0

∫ u

0
M(u− l)g(l) dl, 0 ≤ u < b (3.118)

Cuando b < +∞ satisface, además, las n condiciones de frontera:

M(b) = M j(b) = 0, j = 2, · · · , n− 1, M ′(b) = −1
c
. (3.119)

c) La solución de la ecuacion integro diferencial 3.118, en la página 103, satisface
la identidad:

M(u) = ∆(b, u)
∆(b) (3.120)

donde:

∆(b, u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1π0(u) −σ0(u) −σ1(u) . . . −σn−1(u)
−a1π0(b) σ0(b) σ1(b) . . . σn−1(b)

−1
c

− a1π
′
0(b) σ′

0(b) σ′
1(b) . . . σ′

n−1(b)
...

−a1π
n−1
0 (b) σn−1

0 (b) σn−1
1 (b) . . . σn−1

n−1(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.121)

∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
σ0(b) σ1(b) · · · σn−1(b)
σ

′
0(b) σ

′
1(b) · · · σ

′
n−1(b)

... ... · · · ...
σn−1

0 (b) σn−1
1 (b) · · · σn−1

n−1(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, el wronskiano de {σ0(b), σ1(b), · · · , σn−1(b)}.

(3.122)

σk(u) =
n−k∑
i=1

bi+kπi(u), πi(u) = ∂i+1π0(u)
∂ui+1 , π0(u) = 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

esu ds
s[∑n

j=0 aj(−cs)j − a0ĝ(s)]
.

(3.123)
La demostración es trivial teniendo en cuenta la proposición 3.4.11 y el corolario

3.4.3.
A continuación vamos a estudiar el caso en que τi ; εr(2, λ), y Yj ; ε(γ).

Ejemplo 3.4.9. Supongamos {τi}i∈N / τi ; εr(2, λ), ∀ i ∈ N y {Yj}j∈N / Yj ;
ε(γ) ∀ j ∈ N, g(y) = γ · e−γy. Con esas hipótesis sabemos que:

f(t) = λ2te−λt

1! = λ2te−λt, f ′(t) = λ2(e−λt−λte−λt), f ′′(t) = λ2(−λe−λt−λe−λt+λ2te−λt), · · ·

f(0) = 0, f ′(0) = a0 = λ2.
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Si n = 2 entonces:

M(u) = ∆(b, u)
∆(b)

Donde:

r1 =
2λ− cγ +

√
cγ(cγ + 4λ)

2c , r2 =
2λ− cγ −

√
cγ(cγ + 4λ)

2c ,

∆(b) = (r1 + γ)2

(r1)2(r1 − r2)2 [1 − r2
1]e2r1b + (r2 + γ)2

(r2)2(r1 − r2)2 [1 − r2
2]e2r2b− (3.124)

−(r1 + γ)(r2 + γ)
r1r2(r1 − r2)2 [2 − r2

1 − r2
2]e(r1+r2)b,

∆(b, u) = (r1 + γ)(r2 + γ)
c(r1r2)2(r1 − r2)

[
2λcr1r2(r1 − r2)Be(r1+r2)b − [r1r2 − 2λr2B] er1u+r2b

]
+

(3.125)

+ (r1 + γ)(r2 + γ)
c(r1r2)2(r1 − r2)

[
[r1r2 − 2λr1B] er1b+r2u

]
.

Donde

B = (uγ + 1)r1r2 + γ(r1 + r2)
(cr1r2)2 .

Si 0 < r < t1 no es un tiempo de renovación obtenemos:

t[0,b]
r,u = b− u

c
I{E +

r > b−u
c

} + E +
r I{E +

r ≤ b−u
c

} + t′[0,b]
r,u I{E +

r ≤ b−u
c
,0≤Y1≤u+cE +

r }.

A partir de esa expresión es fácil obtener la siguiente ecuación integral:

M(r, u, z) = 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
[1 − F (z + t)] dt+ 1

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z+t− u

c
)
∫ t

0
M(t−y)g(y) dy dt.

(3.126)
Se obtienen los siguientes resultados, razonando de forma conocida:

Proposición 3.4.12. Supongamos que F tiene una función de densidad f de clase
Cn en (0,∞) y que existe un operador diferencial lineal con coeficientes constantes
L = L(∂u) de orden n ∈ N tal que f es solución de:
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L(f) =
 n∑
j=0

aj
∂j

∂tj

 f(z + t) = 0 (3.127)

con las condiciones iniciales:

f j(z) = bj, para j = 0, · · · , n− 1. (3.128)

Entonces M(r, u, z) ∈ Cn y es solución de la siguiente ecuación integro diferencial:

[
n∑
i=0

(−c)iai
∂i

∂ui

]
M(r, u, z) = A+

n−1∑
k=0

BkΠk(u) (3.129)

donde:

A = a0
b− u

c
− b− u

cF̄ (z)

n∑
k=1

akbk−1 + a1 − 1
F̄ (z)

n∑
k=2

akbk−2, (3.130)

Bk = (−c)k
 n∑
i=k+1

aif
i−k−1(z)

 , Π(u) =
∫ u

0
M(u− y)g(y) dy, Πk(u) = ∂kΠ(u)

∂uk
.

(3.131)
Con condiciones de frontera en x = b:

M(r, b, z) = 0, M ′(r, b, z) = −1
c

− 1
F̄ (z)c

f(z)Π(b), (3.132)

M ′′(r, b, z) = − 1
F̄ (z)c2

f(z) + 1
F̄ (z)c2

f ′(z)Π(b) − 1
F̄ (z)c

f(z)Π′(b), (3.133)

Mk(r, b, z) = (−1)k+1 1
F̄ (z)ck

fk−2(z)− 1
F̄ (z)

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−i
fk−1−i(z)Πi(b), k = 2, · · · , n−1.

(3.134)
O más brevemente

Mk(r, b, z) = (−1)k+1 1
F̄ (z)ck

fk−2(z)− 1
cF̄ (z)

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(z)Πi(b), k = 0, · · · , n−1,

(3.135)

si asumimos que f−2(z) = 0, f−1(z) = −F̄ (z) y
−1∑
i=0

= 0. M(u) es la solución de la

ecuación integro diferencial 3.102 obtenida en la proposición 3.4.11, en la página 100
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A partir de la anterior proposición es fácil obtener una solución de la ecuación
integro diferencial 3.129, en la página 105.
Corolario 3.4.5. Supongamos que F tiene una función de densidad f de clase Cn

en (0,∞) para la cual se cumplen 3.127 y 3.128. Entonces la solución de la ecuación
integro diferencial 3.129 satisface la identidad:

M(r, u, z) = ∆(b, u)
∆(b) (3.136)

donde:

∆(b, u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[Aπ(u) + Γ(u)] −π1(u) −π2(u) . . . −πn(u)

σ0(b) a00 a01 . . . a0(n−1)

σ1(b) a10 a11 . . . a1(n−1)
...

σn−1(b) a(n−1)0 a(n−1)1 . . . a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.137)

∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 · · · a0(n−1)

a10 a11 · · · a1(n−1)
...

a(n−1)0 a(n−1)1 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, aij = πj+1+i(b), para i = 0, · · · , n− 1,

(3.138)

π(u) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

esu ds
sL(s) , πk(u) = ∂kπ(u)

∂uk
, Γ(u) = 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esu

[
n−1∑
i=0

Bis
iM̂(s)ĝ(s)
L(s)

]
ds,

(3.139)

σj(b) = (−1)i+1

F̄ (z)

(1
c

)i
f i−2(z) − Aπi(b) − Γi(b)− (3.140)

− 1
cF̄ (z)

i−1∑
j=0

(−1
c

)i−1−j
f i−1−j(z)Πj(b), j = 0, · · · , n− 1.

Como caso particular se deduce el siguiente corolario:
Corolario 3.4.6. Supongamos que F tiene una función de densidad f de clase Cn

en (0,∞) y que existe un operador diferencial con coeficientes constantes L = L(∂u)
de orden n ∈ N tal que f es solución de:

L(f) =
 n∑
j=0

aj
∂j

∂tj

 f(z + t) = 0 (3.141)
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con las condiciones iniciales:

f j(z) = 0, para j = 0, · · · , n− 2, fn−1(z) = a0. (3.142)

entonces:
a) M(r, u, z) ∈ Cn(0, b) y cualquier solución M(r, u, z) de la ecuación integral 3.126

debe también ser solución de la ecuación integro-diferencial:

 n∑
j=0

(−c)jaj
∂j

∂uj

M(r, u, z) = a1 − a0F (z)
F̄ (z)

(b− u

c
) + a0

∫ u

0
M(u− l)g(l) dl, 0 ≤ u < b

(3.143)
Cuando b < +∞ satisface, además, las n condiciones de frontera:

M(r, b, z) = M j(r, b, z) = 0, j = 2, · · · , n− 1, M ′(r, b, z) = −1
c
. (3.144)

b) La solución de la ecuación integro diferencial 3.143, en la página 107, satisface
la identidad:

M(r, u, z) = ∆(b, u)
∆(b) (3.145)

donde:

∆(b, u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aπ(u) + Γ(u) −π1(u) −π2(u) . . . −πn(u)
−Aπ(b) − Γ(b) a00 a01 . . . a0(n−1)

−1
c

− Aπ′(b) − Γ′(b) a10 a11 . . . a1(n−1)
...

−Aπn−1(b) − Γn−1(b) a(n−1)0 a(n−1)1 . . . a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.146)

∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 · · · a0(n−1)

a10 a11 · · · a1(n−1)
...

a(n−1)0 a(n−1)1 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.147)

πi(u) = ∂i+1π(u)
∂ui+1 , π(u) = 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

esu ds
s[∑n

j=0 aj(−cs)j]
, aij = πj+1+i(b),

(3.148)

Γ(u) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esu

a0M̂(s)ĝ(s)∑n
i=0(−c)iaisi

ds, A = [a1 − a0F (z)
F̄ (z)

(b− u

c
)]. (3.149)

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.4 Solución de las ecuaciones integrales. Transformada de Laplace. 108

Siendo M(u) la solución de la ecuación integro diferencial 3.118 obtenida en el
corolario 3.4.4, en la página 102.

Ahora vamos a estudiar el caso en que τi ; εr(2, λ), y Yj ; ε(γ).
Ejemplo 3.4.10. De acuerdo con las anteriores hipótesis tenemos:

f(t) = λ2te−λt, g(y) = γe−γy, f(z + t) = λ2(z + t)e−λ(z+t),

f ′(z + t) = λ2
[
e−λ(z+t) − λ(z + t)e−λ(z+t)

]
,

f ′′(z + t) = λ3
[
−2e−λ(z+t) + λ(z + t)e−λ(z+t)

]
.

Por lo tanto:

Γ(u) = Bγ(u) + Cγ′(0) +Dγ′′(u), donde:

B = 2λ3γ

c4 , C = λ2[cα1 − 2λα0]γ
c3 , D = λ2α0γ

c2 ,

γ(u) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞

esu ds
s2(s− r1)(s− r2)(s− ρ)2 , γ

k(u) = ∂kγ(u)
∂uk

, k = 0, · · · , 2.

Se sigue, denotando ρ = λ
c

,que

π(u) = 1
λ2e−λz[1 − λz] · [1 + eρu[ρu− 1]]

F (z) = λ2
∫ z

0
te−λt dt = 1 − e−λz[1 + λz], F (z) = e−λz[1 + λz]

Sabemos que

A = λ[1 − λz]
1 + λz

[
2e−λz[1 + λz] − λ

[
1 − e−λz[1 + λz]

]] [b− u

c

]

Teniendo en cuenta lo anterior podemos concluir que

M(r, u, z) = ∆(b, u)
∆(b) (3.150)
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donde:

∆(b, u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aπ(u) + Γ(u) −π1(u) −π2(u) . . . −πn(u)
−Aπ(b) − Γ(b) a00 a01 . . . a0(n−1)

−1
c

− Aπ′(b) − Γ′(b) a10 a11 . . . a1(n−1)
...

−Aπn−1(b) − Γn−1(b) a(n−1)0 a(n−1)1 . . . a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.151)

∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 · · · a0(n−1)

a10 a11 · · · a1(n−1)
...

a(n−1)0 a(n−1)1 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, donde aij = πj+1+i(b). (3.152)

3.4.3. Ley de probabilidad de los tiempos de primera llegada a la barrera
superior.

Vamos a resolver las ecuaciones integrales deducidas en su momento (subsección 3.3.3, en la
página 74). Para ello vamos a hacer uso de las propiedades de la transformada de Laplace en dos
dimensiones.

1. El caso general.
Cuando consideramos que los saltos pueden tomar tanto valores positivos como negativos,

el “caso general”, teniendo en cuenta los teoremas 3.3.1, en la página 59, y 3.3.9, en la página
75, sustituyendo la función de densidad de los saltos, g(y), por una combinación convexa de
funciones de densidad: g(y) = pg+(y) + qg−(y), p+ q = 1, siendo g+(y) la función de densidad
de los saltos ∀ y ∈ [0,+∞) y g−(y) ∀ y ∈ (−∞, 0) obtenemos:

Si x > b− u

c
:

P (u;x) = F (b− u

c
) + p

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

0
P(tbt−y ≤ x− t− u

c
�X0 = t− y)g+(y) dy dt+

(3.153)

+q
c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ 0

t−b
P(tbt−y ≤ x− t− u

c
�X0 = t− y)g−(y) dy dt.

Si x ≤ b− u

c
:

P (u;x) = p

c

∫ u+cx

u
f(t− u

c
)
∫ t

0
P(tbt−y ≤ x− t− u

c
)g+(y) dy dt+ (3.154)

+q
c

∫ u+cx

u
f(t− u

c
)
∫ 0

t−b
P(tbt−y ≤ x− t− u

c
)g−(y) dy dt.
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En el caso en que partimos de X0 = u, u ∈ [0, b].
Cuando el tiempo inicial 0 < r < t1 no es un tiempo de renovación teniendo en cuenta los

teoremas 3.18, en la página 63, y 3.3.10, en la página 76, obtenemos el siguiente resultado (por
comodidad vamos a denotar ~σ = (Xr = u,E −

r = z), u ∈ [0, b]):

Si x > b−u
c

:

P (r, u, z;x) =
F (z + b−u

c
)

F (z)
+ p

cF (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

0
P (t− y;x− t− u

c
)g+(y) dy dt+

(3.155)

+ q

cF (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ 0

t−b
P (t− y;x− t− u

c
)g−(y) dy dt.

Si x ≤ b−u
c

:

P (r, u, z;x) = p

cF (z)

∫ u+cx

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

0
P (t− y;x− t− u

c
)g+(y) dy dt+ (3.156)

+ q

cF (z)

∫ u+cx

u
f(z + t− u

c
)
∫ 0

t−b
P (t− y;x− t− u

c
)g−(y) dy dt.

No obstante, lo mismo que ocurría con los tiempos medios, estas ecuaciones no siempre son
resolubles de forma cerrada (aunque también se puede demostrar la existencia y unicidad de la
solución). Vamos a estudiar algunos casos particulares en los cuales es posible encontrar una
fórmula que sea solución de las ecuaciones integrales correspondientes.

2. Casos particulares
Debido al carácter general de esta tesis y a la dificultad de reflejar de forma resumida los

cálculos implicados, únicamente estudiaremos el que denominábamos “caso favorable”.

El caso favorable. Solución general.
De acuerdo con el caso general, razonando como hicimos en “el caso favorable” en la sub-

sección 3.4.1, tendríamos p = 0, q = 1, y vamos, por comodidad, a usar g(y) en vez de g−(y).
Vamos a deducir una ecuación integral para la ley de probabilidad del tiempo de primera
llegada a la barrera superior partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b]. Únicamente daremos la
solución para el caso en que x > b−u

c
pues para el caso en que x ≤ b−u

c
la ecuación no

admite solución cerrada en general.
Proposición 3.4.13. La solución de la ecuación integral de la ley de probabilidad de
primera llegada a la barrera superior en el caso en que la deriva es positiva y los saltos
son negativos, partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b], satisface la siguiente identidad:

Si x > b−u
c

:

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.4 Solución de las ecuaciones integrales. Transformada de Laplace. 111

P (u;x) = P(b− u;x) siendo : (3.157)

P(y;x) = −1
4π2

∫ α+i∞

α−i∞

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy+px [1 − f̂(cs)]

sp[1 − ĝ(s)f̂(p+ cs)]
ds dp (3.158)

Un resumen de la demostración puede consultarse en C.3.1, en la página 291.
En el caso en que el tiempo inicial 0 < r < t1 no sea un tiempo de renovación obtenemos

el siguiente resultado:
Proposición 3.4.14. La solución de la ecuación integral de la ley de probabilidad de
primera llegada a la barrera superior en el caso en que la deriva es positiva y los saltos
son negativos, partiendo de Xr = u, u ∈ [0, b], 0 < r < t1, E −

r = z, satisface la siguiente
identidad:

Si x > b−u
c

:

P (r, u, z;x) = P(r, b− u, z;x) siendo : (3.159)

P(r, y, z;x) = −1
4π2

∫ α+i∞

α−i∞

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy+px e

scz[e−scz − f̂(cs) + cs
∫ z

0 e
−sctF (t) dt]

psF̄ (z)
ds dp−

(3.160)

− 1
4π2

∫ α+i∞

α−i∞

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy+px ĝ(s)

ˆ̂P(s; p)h̄z(p)
F̄ (z)

ds dp, siendo hz(t) = e−cstf(z + t)u(t)

La demostración sigue el mismo esquema que en C.3.1, en la página 291.

3.4.4. Ley de probabilidad de los tiempos de escape de la zona [0, b].
Vamos a resolver las ecuaciones integrales obtenidas en 3.3.4, en la página 78. Para ello vamos

a hacer uso de las propiedades de las transformadas de Fourier y de Laplace.

1. El caso general.
En el “caso general”, teniendo en cuenta los teoremas 3.3.5, en la página 68, y 3.3.11, en

la página 78, sustituyendo la función de densidad de los saltos, g(y), por una combinación
convexa de funciones de densidad: g(y) = pg+(y) + qg−(y), p+ q = 1, siendo g+(y) la función
de densidad de los saltos ∀ y ∈ [0,+∞) y g−(y) ∀ y ∈ (−∞, 0), llegamos a:

Si x > b− u

c
:
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P (u;x) = 1 − p

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g+(y) dy dt− (3.161)

−q

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g−(y) dy dt.

Si x ≤ b− u

c
:

P (u;x) = F (x) − p

c

∫ u+cx

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g+(y) dy dt (3.162)

−q

c

∫ u+cx

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g−(y) dy dt.

En el caso en que partimos de X0 = u, u ∈ [0, b].
Cuando el tiempo inicial 0 < r < t1 no es un tiempo de renovación obtenemos el siguiente

resultado, teniendo en cuenta los teoremas 3.3.6, en la página 70, y 3.3.12, en la página 80 (por
comodidad vamos a denotar ~σ = (Xr = u,E −

r = z), u ∈ [0, b].)

Si x > b−u
c

:

P (r, u, z;x) = 1 − p

cF (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g+(y) dy dt−

(3.163)

− q

cF (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g−(y) dy dt.

Si x ≤ b−u
c

:

P (r, u, z;x) = 1
F̄ (z)

F (z+x)− p

cF̄ (z)

∫ u+cx

u

∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g+(y)f(z+t− u

c
) dy dt−

(3.164)

− q

cF̄ (z)

∫ u+cx

u

∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
g−(y)f(z + t− u

c
) dy dt.

Sin embargo, lo mismo que ocurría con los tiempos de primera llegada, estas ecuaciones no
siempre son resolubles de forma cerrada. Vamos a estudiar algunos casos particulares en los
cuales es posible encontrar la solución.
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2. Casos particulares
Únicamente vamos a estudiar el “caso favorable”, debido a la dificultad de reflejar los cálculos

necesarios en el resto de casos.

El caso favorable. Solución general.
Razonando de un modo semejante al “caso general” de la subsección 3.4.2, tendríamos

p = 0, q = 1, y vamos por comodidad a usar g(y) por g−(y). Únicamente daremos la
solución para el caso en que x > b−u

c
pues cuando x ≤ b−u

c
no es posible, en general,

obtener una solución cerrada de la ecuación integral.
Proposición 3.4.15. La solución de la ecuación integral de la ley de probabilidad del
tiempo de escape de la zona [0, b] en el caso en que la deriva es positiva y los saltos son
negativos, partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b], satisface la siguiente identidad:

Si x > b−u
c

:

P (u;x) = P(b− u;x) siendo : (3.165)

P(y;x) = −1
4π2

∫ α+i∞

α−i∞

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy+px 1 − ĝ(s)f̂(cs)

sp[1 − ĝ(s)f̂(p+ cs)]
ds dp (3.166)

Un resumen de la demostración en C.4.1, en la página 292.
En el caso en que el tiempo inicial 0 < r < t1 no es un tiempo de renovación obtenemos

el siguiente resultado:
Proposición 3.4.16. La solución de la ecuación integral de la ley de probabilidad del
tiempo de escape de la zona [0, b] en el caso en que la deriva es positiva y los saltos son
negativos, partiendo de Xr = u, u ∈ [0, b], 0 < r < t1, E −

r = z, satisface la siguiente
identidad:

Si x > b−u
c

:

P (r, u, z;x) = P(r, b− u, z;x) siendo : (3.167)

P(r, y, z;x) = −1
4π2

∫ α+i∞

α−i∞

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy+px

 [cF̄ (z) − ĝ(s)f̂z( sc)]
pcsF̄ (z)

 ds dp− (3.168)

− 1
4π2

∫ α+i∞

α−i∞

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy+px

 ĝ(s) ˆ̂P(s; p)ĥz(p)
F̄ (z)

 ds dp,

Siendo hz(t) = e−sctf(z + t)u(t), f̂z( sc) = L(f(z + t
c
)).

La demostración sigue el mismo esquema que C.4.1, en la página 292.
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Un estudio específico sobre los tiempos de escape y de primera llegada, resolviendo las ecuacio-
nes integrales obtenidas para los tiempos medios, teniendo en cuenta una amplia gama de funciones
de distribución tanto para los tiempos de espera como para los saltos puede consultarse en el artícu-
lo Tiempos medios de escape y primera llegada en el modelo de Sparre Andersen, cuyos resultados
han sido dados a conocer en varias ponencias de la SEIO y diversos seminarios (del IUFFyM., del
Grupo de trabajo SPA,. . . ), y en el artículo A semi-deterministic random walk with resetting, [151].
También son interesantes, en un contexto actuarial y de ciencias financieras los artículos [25], de D.
C. M. Dickson y G. E. Willmot, [26], de D. C. M. Dickson, B. D. Hughes y Z. Lianzeng y [27], de
D. C. M. Dickson y C. Hipp donde obtienen la función de densidad del “tiempo de ruina” y diversos
objetos relacionados, como la media, la varianza, coeficiente de variación, kurtosis,. . . un estudio mas
específico de ciencias actuariales es [28], de D. C. M. Dickson y C. Hipp donde estudian la función
de densidad conjunta del tiempo de ruina y del “deficit at ruin”. Clásicos en teoría de riesgo son los
trabajos [54] y [55], de H. U. Gerber y E. S. W. Shiu, [87], de S. Li y J. Garrido donde estudian
el tiempo de ruina deduciendo la conocida en Teoría de Riesgos como “función de Gerber-Shiu” (o
“función de penalidades de Gerber-Shiu”). Recordando los resultados que hemos obtenido en los
ejemplos 3.4.9, en la página 103 y 3.4.10, en la página 108, en los cuales hemos deducido el tiempo
medio de escape si hacemos b → +∞, obtenemos el “tiempo medio de ruina”; sin embargo, si tenemos
en cuenta los ejemplos 3.4.5, en la página 96 y 3.4.6, en la página 97, haciendo b → +∞ el resultado
es +∞, resultado trivial teniendo en cuenta que en el “caso favorable” el proceso que estudiamos
es creciente y únicamente puede salir de la zona por la barrera superior. En el caso de la función
de densidad del “tiempo de ruina”, siguiendo el mismo razonamiento, se puede obtener, teniendo en
cuenta distribuciones particulares para los tiempos de espera y los saltos, haciendo tender b → +∞
en las soluciones obtenidas a partir de las proposiciones 3.4.15 y 3.4.16, en la página 113, la fórmula
que la describe.

Con un enfoque más general, merecen destacarse [9], de J. Bertoin y [17], de S. N. Chiu y C.
Yin donde se estudian los “tiempos de escape” y “tiempos de primer paso”, si bien el modelo que
estudian es bastante diferente al investigado en esta monografía. En [80], de L. Lavergnat y P. Gole
desarrollan un modelo estocástico mediante el cual estudian la distribución del tiempo de lluvia.
En [123], de P. Perona, A. Porporato y L. Ridolf se estudian las acumulaciones anuales de nieve,
y en [124], de P. Perona, E. Daly, B. Crouzy y A. Porporato se desarrolla un modelo estocástico
para el estudio de las avalanchas de nieve mediante procesos de Poisson. Estudios eminentemente
teóricos donde se estudian los “hitting time”, los “exit time” o los “first passage time” obteniendo
resultados destacables para algunos casos concretos o incluso numéricos para determinados valores
de los parámetros son [68], de S. Janson y Y. Peres, [79], de G. Kou y H. Wang, o [146], de D.
Valenti, B. Spagnolo and G. Bonnano, [158], de Y. Zhou y J. Dou, donde se estudia el tiempo medio
de escape en un modelo con aplicaciones en un contexto de ciencias físicas. Estudios centrados en
las CTRW, en los cuales se obtiene la función de densidad del tiempo de escape, el tiempo medio
de escape y otros objetos relacionados son [110], [111], de J. Villarroel y M. Montero, [109], de E.
W. Montroll y G. H. Weiss, [112], de J. Villarroel y M. Montero, en los cuales, aunque los modelos
estudiados son diferentes, se obtiene la función de densidad del proceso usando un argumento de
renovación y se estudian el tiempo medio de escape, aplicando los resultados para algunos casos
concretos. Trabajos en los cuales se realiza un estudio muy interesante, aunque en modelos bastante
diferentes al considerado en esta monografía son [120], de A. Pal y S. Reuveni, [121], de A. Pal , I.
Eliazar y S. Reuveni o [130], de S. Reuveni. Textos dedicados al estudio de los procesos estocásticos
o la Teoría de Riesgos donde se tratan también los tiempos de escape, hitting time, etc son [132],
de T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt y J. Teugels[30], de D. C. M. Dickson, centrados en estudios
actuariales, [6], de R. N. Bhattacharya y E. C. Waymire, [44] y [45], de W. Feller, o [70], de S. Karlin
and H. Taylor con un enfoque más general.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.5 Probabilidades de primera llegada a la barrera superior. 115

3.5. Probabilidades de primera llegada a la barrera supe-
rior.

En esta sección vamos a estudiar la probabilidad de llegar a la barrera superior. La literatura
relacionada con los tiempos de primera llegada es muy abundante, tanto en ciencias económicas [112],
[146], como en biología [14], química [120],[129],...

3.5.1. Probabilidad de llegar a la barrera superior antes de un cierto
tiempo x.

A continuación vamos a estudiar la probabilidad de que el proceso llegue a la barrera superior
b (sin previamente haber llegado a la barrera inferior o haber salido de (0, b)) antes de un cierto
tiempo x > 0; asumimos, salvo que se indique lo contrario, u ∈ [0, b]. En la sección 3.3 estudiamos
los tiempos de primera llegada a la barrera superior, deduciendo las ecuaciones integrales que verifica
su ley de probabilidad; en esta sección vamos a obtener unos resultados equiparables enfocando la
investigación de forma diferente. Empezaremos con unas definiciones y resultados previos.

Definición 3.5.1. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u antes de x > 0.) Definimos
la probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u antes de un cierto tiempo x > 0 como:

P u
b,0x = P(∃t > 0, t ≤ x / [Xu

t,0 = b] ∧ [Xu
s,0 ∈ (0, b) ∀ 0 < s < t ≤ x]) (3.169)

Definición 3.5.2. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u antes de x > 0 después
de τ1.) Definimos la probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u antes de un cierto tiempo x > 0
después de τ1 como:

P u
b,τ1x = P(∃t > 0, τ1 + t ≤ x / [Xu

τ1+t,0 = b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 < τ1 + s < τ1 + t ≤ x]) (3.170)

Vamos a definir la probabilidad de que el proceso llegue a b partiendo de Xr = u, u ∈ [0, b]
antes de un tiempo x > 0 y la probabilidad de que el proceso llegue a b partiendo Xr = u, r ∈ (0, τ1)
antes de un tiempo x > 0 después de τ1.

Definición 3.5.3. (Probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) antes de un
tiempo x > 0.) Definimos la probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) antes de un
tiempo x > 0 como:

P u
b,rx = P(∃t > 0, r + t ≤ x/[Xu

r+t,r = b] ∧ [Xu
r+s,r ∈ (0, b) ∀ r + s < r + t ≤ x]) (3.171)

Definición 3.5.4. (Probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) antes de un
tiempo x > 0 después de τ1.) Definimos la probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r ∈
(0, τ1) antes de un tiempo x > 0 después de τ1 como:

P u
b,rτ1x = P(∃t > 0, τ1 − r + t ≤ x / [Xu

τ1+t,r = b] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 − r < τ1 − r + s < τ1 − r + t ≤ x])

(3.172)
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Los siguientes lemas son esenciales para la investigación:

Lema 3.5.1. La probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u antes de x después de τ1, P
u
b,τ1x,

pertenece a F+
2 y coincide (en distribución) con la probabilidad de llegar a b sin antes haber llegado

a la barrera inferior partiendo de X0 = u+Xτ1 , P
u+Xτ1
b,0x−τ1 antes de x− τ1.

Demostración. En efecto, teniendo en cuenta la definición de la probabilidad de llegar a b sin antes
haber llegado a la barrera inferior partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b] antes de x después de τ1, P

u
b,τ1x

obtenemos:

P u
b,τ1x = P(∃t > 0, τ1 + t ≤ x / [Xu

τ1+t,0 = b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b)∀τ1 < τ1 + s < τ1 + t ≤ x]) =

= P(∃t > 0, τ1+t ≤ x /[u+cτ1−Y1+ct−
N(t)∑
k=0

Yk = b]∧[u+cτ1−Y1+cs−
N(s)∑
k=0

Yk ∈ (0, b)∀τ1 < τ1+s < τ1+t ≤ x]) =

= 14P(∃t > 0, t ≤ x− τ1 / [Xu+Xτ1
t,0 = b] ∧ [Xu+Xτ1

s,0 ∈ (0, b)∀0 < s < t ≤ x− τ1]) = P
u+Xτ1
b,0x−τ1 .

15

Lema 3.5.2. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) antes de un tiempo x > 0
después de τ1, P

u
b,rτ1x, pertenece a F+

2 y coincide (en distribución) con la probabilidad de llegar a b

antes de haber llegado a la barrera inferior partiendo de X0 = u + cE +
r − Y1, P

u+cE +
r −Y1

b,0x−E +
r

antes de
x− E +

r .

Demostración. Teniendo en cuenta la definición de la probabilidad de llegar a b sin antes haber
llegado a la barrera inferior partiendo de Xr = u, u ∈ [0, b], r ∈ (0, τ1) antes de un tiempo x > 0
después de τ1, P

u
b,rτ1x obtenemos:

P u
b,rτ1x = P(∃t > 0, τ1−r+t ≤ x/ [Xu

τ1+t,r = b]∧[Xu
τ1+s,r ∈ (0, b)∀τ1−r < τ1−r+s < τ1−r+t ≤ x]) =

= P(∃t > 0, E +
r + t ≤ x / [u+ cE +

r − Y1 + ct−
N(τ1+t)∑

k=N(τ1)+1
Yk = b]∧

[u+ cE +
r − Y1 + cs−

N(τ1+s)∑
k=N(τ1)+1

Yk ∈ (0, b)∀E +
r < E +

r + s < E +
r + t ≤ x]) =

= P(∃t > 0, E +
r + t ≤ x / [u+ cE +

r − Y1 + ct−
N(t)∑
k=0

Yk = b]∧

[u+ cE +
r − Y1 + cs−

N(s)∑
k=0

Yk ∈ (0, b)∀E +
r < E +

r + s < E +
r + t ≤ x]) = 16P u+cE +

r −Y1
b,0x−E +

r
.

14Teniendo en cuenta las proposiciones 2.1.3 y 2.4 en la página 15.
15Teniendo en cuenta la equidistribución e independencia de los tiempos de espera τi y de los saltos Yj.
16Razonando igual que en el anterior lema.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.5 Probabilidades de primera llegada a la barrera superior. 117

Teniendo en cuenta la definición de la variable aleatoria excess life y la independencia y equi-
distribución de las variables aleatorias {τi}i∈N, {Yj}j∈N.

A continuación vamos a deducir una relación que verifica la probabilidad de llegar a la barrera
superior antes de un tiempo x, para lo cual vamos a condicionar por los valores que toma la variable
bidimensional (τ1, Y1). Salvo que se indique lo contrario, en todos los casos u ∈ [0, b].Tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 3.5.1. La probabilidad de llegar a b antes de x ∈ R+, x > b−u
c

partiendo de X0 = u, τ1 =
l, Y1 = y, P u

b,0x,τ1=l,Y1=y verifica la siguiente identidad:

P u
b,0x,τ1=l,Y1=y = I{ b−u

c
<l}∩{y∈R} + P u

b,lxI{l≤ b−u
c

}∩{u+cl−b≤y≤u+cl} (3.173)

Demostración. Condicionando por los valores que toma (τ1, Y1):

b− u

c
< l. No ha habido renovaciones antes de l; por la definición del proceso:

u+X b−u
c

= u+ c(b− u

c
) = b.

El proceso ha llegado a b y por lo tanto P u
b,0x,τ1=l,Y1=y = 1, para cualquier valor que tome Y1.

l ≤ b− u

c
. Distinguimos dos casos, dependiendo de si al producirse la primera renovación el

salto nos lleva hasta b, o seguimos dentro de la zona [0, b].

• Supongamos que u + cl − y = b. Sin embargo, si suponemos que las variables aleatorias
{τi}i∈N son continuas ese es un suceso con probabilidad cero.

• Supongamos que u+ cl − y ∈ (0, b). Esto ocurre cuando

0 < u+ cl − y < b ⇒ −(u+ cl) < −y < b− (u+ cl) ⇒ (u+ cl) − b < y < (u+ cl).

El proceso sigue dentro de la zona, se ha producido la primera renovación, y por lo
tanto la probabilidad de llegar a b antes de un tiempo x será P u

0,lx.

Con lo cual, efectívamente obtenemos 3.173

A continuación vamos a deducir una ecuación integral para la probabilidad de llegar a b antes
de x ∈ R+, x > b−u

c
partiendo de X0 = u.

Teorema 3.5.2. La probabilidad de llegar a b, antes de x ∈ R+, x > b−u
c

partiendo de X0 = u, que
denotamos por P u

b,0x, satisface la siguiente ecuacion integral:
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P u
b,0x = F̄ (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
b,0x− t−u

c

g(y) dy dt (3.174)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.5.1, el teorema de la probabilidad total, las pro-
piedades de las funciones indicatrices, de la unión e intersección de conjuntos y la independencia
entre las variables aleatorias tiempos de espera τi y los saltos Yj, obtenemos:

P u
b,0x =

∫
P u
b,0x,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) =

=
∫
P u
b,0x,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl�X0 = u)P(Y1 ∈ dy�X0 = u) = 17

=
∫ +∞

b−u
c

dF (l) +
∫ b−u

c

0
dF (l)

∫ u+cl

u+cl−b
P u+cl−y
E,0x−l dG(y).

Teniendo en cuenta que se cumple P u
b,τ1x

d= P u+cτ1−Y1
b,0x−τ1 y dando un cambio de variable apropiado

obtenemos 3.174.

En el caso en que x ≤ b−u
c

, se deducen los siguientes resultados:

Teorema 3.5.3. La probabilidad de llegar a b antes de x ∈ R+, x ≤ b−u
c

partiendo de X0 = u, τ1 =
l, Y1 = y, P u

b,0x,τ1=l,Y1=y verifica la siguiente identidad:

P u
b,0x,τ1=l,Y1=y = P u

b,lxI{l≤x}∩{u+cl−b≤y≤u+cl} (3.175)

Demostración. Condicionando por los valores que toma (τ1, Y1):

b− u

c
< l. No ha habido renovaciones antes de l; por la definición del proceso:

u+X b−u
c

= u+ c(b− u

c
) = b.

El proceso ha llegado a b pero como en este caso x ≤ b−u
c

no lo vamos a considerar.

l ≤ x ≤ b− u

c
. Distinguimos dos casos.

• Supongamos que u + cl − y = b. Si suponemos que las variables aleatorias {τi}i∈N son
continuas ese es un suceso con probabilidad cero.

• Supongamos que u+ cl − y ∈ (0, b). Esto ocurre cuando
17Pues P(τ1 ∈ dl�X0 = u) = P(τ1 ∈ dl), P(Y1 ∈ dy�X0 = u) = P(Y1 ∈ dy).
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0 < u+ cl − y < b ⇒ −(u+ cl) < −y < b− (u+ cl) ⇒ (u+ cl) − b < y < (u+ cl).

Xl ∈ [0, b], se ha producido la primera renovación, y por lo tanto la probabilidad de
llegar a b antes de un tiempo x será P u

0,lx.

• x ≤ l ≤ b− u

c
. Antes de l el proceso no puede haber llegado a b, pues:

∀t < l : u+Xt = u+ ct < u+ cl < u+ c(b− u

c
) = b.

Por lo tanto P u
b,0x,τ1=l,Y1=y = 0.

Con lo cual, efectívamente se cumple 3.175.

A continuación vamos a obtener una ecuación integral para la probabilidad de llegar a b antes
de x ∈ R+, x ≤ b−u

c
partiendo de X0 = u.

Teorema 3.5.4. La probabilidad de llegar a b, antes de x ∈ R+, x ≤ b−u
c

partiendo de X0 = u, que
denotamos por P u

b,0x, satisface la siguiente ecuacion integral:

P u
b,0x = 1

c

∫ u+cx

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
b,0x− t−u

c

g(y) dy dt (3.176)

Demostración. A partir de la identidad deducida en el teorema 3.5.3 obtenemos:

P u
b,0x =

∫
P u
b,0x,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) =

=
∫
P u
b,0x,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl�X0 = u)P(Y1 ∈ dy�X0 = u) =

=
∫ x

0
dF (l)

∫ u+cl

u+cl−b
P u
b,lx dG(y).18

Teniendo en cuenta que se cumple P u
b,τ1x

d= P u+cτ1−Y1
b,0x−τ1 ; por lo tanto concluimos que se verifica

3.176.

Vamos a estudiar la probabilidad de llegar a b partiendo de un tiempo r ∈ (0, t1) antes de un
tiempo x ∈ R+, x > r + b−u

c
.

Teorema 3.5.5. La probabilidad de llegar a b antes de x ∈ R, x > r + b−u
c

partiendo de Xr =
u, τ1 = l, Y1 = y, P u

b,rt,τ1=l,Y1=y, con r ∈ (0, τ1) satisface la siguiente identidad:
18Pues P(τ1 ∈ dl�X0 = u) = P(τ1 ∈ dl), P(Y1 ∈ dy�X0 = u) = P(Y1 ∈ dy).
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P u
b,rt,τ1=l,Y1=y = I{ b−u

c
<E +

r }∩{Y1∈R} + P u
b,rlxI{E +

r ≤ b−u
c

}∩{Y1∈(u+cl′−b,u+cl′)}, l
′ = l − r (3.177)

Demostración. Teniendo en cuenta las hipótesis del enunciado, condicionando por los valores que
toma la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1):

r + b−u
c
< l. No ha habido renovaciones antes de τ1 = l, por lo tanto:

Xu
r+ b−u

c
,r

= u+ c(r + b− u

c
− r) = b.

El proceso ha llegado a b y se cumple que P u
b,rt,τ1=l,Y1=y = 1 para cualquier valor que pudiera

tomar Y1.

l ≤ r+ b−u
c
< x. Diferenciamos según los valores que toma el proceso en el tiempo t1 = τ1 pues

para cualquier t ∈ (0, l) : Xu
t,r = u+ c(t− r) < u+ c(r + b−u

c
− r) = b.

• Sea u+ c(l − r) − y < 0 : Xu
l,r /∈ [0, b], y por lo tanto P u

b,rt,τ1=l,Y1=y = 0.
• Sea u+ c(l − r) − y > b : Xu

l,r /∈ [0, b] y por lo tanto P u
b,rt,τ1=l,Y1=y = 0.

• Sea u+ c(l− r) − y = b. Se trata de un suceso con probabilidad cero, teniendo en cuenta
que tanto las variables aleatorias tiempos de espera, {τi}i∈N como las variables aleatorias
saltos {Yj}j∈N son continuas.

• Sea 0 < u + c(l − r) − y < b : Xu
l,r ∈ [0, b], se ha producido una renovación y por lo

tanto P u
b,rt,τ1=l,Y1=y = P u

b,rτ1x, la probabilidad de llegar a b antes de x partiendo de Xr = u
despues de τ1. Esto ocurre cuando:

0 < u+ c(l − r) − y < b ⇒ 0 < u+ cl′ − y < b ⇒

⇒ −(u+ cl′) < −y < b− (u+ cl′) ⇒ (u+ cl′) − b < y < u+ cl′.

Esto cuando l ≤ r + b−u
c

⇒ l′ ≤ b−u
c

.

Con lo cual, efectivamente se cumple 3.177

Vamos a deducir ahora la ecuación integral que satisface la probabilidad de llegar a b antes del
tiempo x ∈ (0,+∞) partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z).

Teorema 3.5.6. La probabilidad de llegar a b antes de x ∈ (0,+∞), x > r + b−u
c

partiendo de
~σ = (Xr = u,E −

r = z), que denotamos por P u
b,rx, satisface la siguiente ecuación integral:

P u
b,rx =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
b,0x− t−u

c

g(y) dy dt (3.178)
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Demostración. Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el teorema 3.5.5 y aplicando el teorema
de la probabilidad total:

P u
b,rx =

∫
P u
b,r,τ1=l,Y1=yP(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =
∫ +∞

b−u
c

P(E +
r ∈ dl′�~σ)

∫
R
P(Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0
P(E +

r ∈ dl′�~σ)
∫ u+cl′

u+cl′−b
P u
b,rlxP(Y1 ∈ dy�~σ).

Puesto que en el lema 3.5.2, en la página 116, demostramos que P u
b,rτ1x

d= P u+cE +
r −Y1

b,0x−E +
r

, obtenemos:

P u
b,rx =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + l)

∫ u+cl

u+cl−b
P u+cl−y
b,0x−l g(y) dy dl.19

Por comodidad hemos sustituido l′ = l como variable de integración. Dando un cambio apro-
piado de variable obtenemos 3.178.

En el caso en que x ≤ r + b−u
c

tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5.7. La probabilidad de llegar a b antes de x ∈ R, x ≤ r + b−u
c

partiendo de Xr =
u, τ1, Y1, P

u
b,rt,τ1=l,Y1=y siendo r ∈ (0, τ1) satisface la siguiente identidad:

P u
b,rt,τ1=l,Y1=y = P u

b,rlxI{E +
r ≤x}∩{Y1∈(u+cl′−b,u+cl′)}, l

′ = l − r (3.179)

Demostración. Por las hipótesis del enunciado, condicionando por los valores que toma la variable
aleatoria bidimensional (τ1, Y1):

r + b−u
c
< l.

Xu
r+ b−u

c
,r

= u+ c · (r + b− u

c
− r) = b.

El proceso ha llegado a b, pero al ser x ≤ r + b−u
c

no puede llegar antes de x y tendremos
que P u

b,rt,τ1=l,Y1=y = 0 para cualquier valor que pudiera tomar Y1.

l ≤ x ≤ r+ b−u
c

. Diferenciamos varios casos según los valores que toma el proceso en el tiempo
t1 = τ1 pues para cualquier t ∈ (0, l) : Xu

t,r = u+c(t−r) < u+c(r+ b−u
c

−r) = b y xut,r ∈ [0, b].

• Sea u+ c(l − r) − y < 0 : Xu
l,r /∈ [0, b], y por lo tanto P u

b,rt,τ1=l,Y1=y = 0.
• Sea u+ c(l − r) − y > b : Xu

l,r /∈ [0, b] y por lo tanto P u
b,rt,τ1=l,Y1=y = 0.

• Sea u+ c(l − r) − y = b. Es un suceso con probabilidad cero.
19Teniendo en cuenta el lema 3.3.1, en la página 57.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.5 Probabilidades de primera llegada a la barrera superior. 122

• Sea 0 < u + c(l − r) − y < b : Xu
l,r ∈ [0, b], se ha producido una renovación y por lo

tanto P u
b,rt,τ1=l,Y1=y = P u

b,rτ1x, la probabilidad de llegar a b antes de x partiendo de Xr = u
despues de τ1. Esto ocurre cuando:

0 < u+ c(l − r) − y < b ⇒ 0 < u+ cl′ − y < b ⇒

⇒ −(u+ cl′) < −y < b− (u+ cl′) ⇒ (u+ cl′) − b < y < u+ cl′.

Esto cuando l ≤ x ≤ r + b−u
c

⇒ l′ ≤ b−u
c

.

x ≤ l ≤ r + b−u
c

. Antes de l el proceso no puede llegar a b, por lo tanto P u
b,rt,τ1=l,Y1=y = 0.

Con lo cual, efectivamente se cumple 3.179.

Vamos a deducir ahora la ecuación integral que satisface la probabilidad de llegar a b antes del
tiempo x ∈ (0,+∞) partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z).

Teorema 3.5.8. La probabilidad de llegar a b antes de x ∈ (0,+∞), x ≤ r + b−u
c

partiendo de
~σ = (Xr = u,E −

r = z), que denotamos por P u
b,rx, satisface la siguiente ecuación integral:

P u
b,rx = 1

cF̄ (z)

∫ u+cx

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
b,0x− t−u

c

g(y) dy dt (3.180)

Demostración. Por el teorema 3.5.7 deducimos:

P u
b,rx =

∫
P u
b,r,τ1=l,Y1=yP(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =

= 1
F̄ (z)

∫ x

0
f(z + l′)

∫ u+cl′

u+cl′−b
P u
b,rlxg(y) dy dl.

Puesto que en el lema 3.5.2, en la página 116, demostramos que P u
b,rτ1x

d= P u+cE +
r −Y1

b,0x−E +
r

, obtenemos

P u
b,rx = 1

F̄ (z)

∫ x

0
f(z + l)

∫ u+cl

u+cl−b
P u+cl−y
b,0x−l g(y) dy dl.

Hemos considerado, por comodidad, l′ = l. De modo inmediato concluimos que se verifica
3.180.
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3.5.2. Probabilidad de llegar a la barrera superior en general.
A continuación vamos a estudiar las probabilidades de llegar a la barrera superior, sin fijar un

horizonte finito de tiempo. Empezaremos con algunas definiciones:

Definición 3.5.5. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u.) Definimos la probabilidad
de llegar a b partiendo del valor X0 = u como:

P u
b,0 = P(∃t > 0/[Xu

t,0 = b] ∧ [Xu
s,0 ∈ (0, b) ∀ 0 ≤ s < t]) (3.181)

Definición 3.5.6. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u ∈ [0, b] después de
τ1). Definimos la probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u despues de la primera renovación,
después de τ1, como:

P u
b,τ1 = P(∃t > 0/[Xu

τ1+t,0 = b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]) (3.182)

Ahora vamos a definir la probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) y la
probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u después de τ1.

Definición 3.5.7. (Probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1).) Definimos la
probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r cumpliendo las anteriores condiciones como:

P u
b,r = P(∃t > 0/[Xu

r+t,r = b] ∧ [Xu
r+s,r ∈ (0, b) ∀ r ≤ r + s < r + t]) (3.183)

Definición 3.5.8. (Probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) después de
τ1.) Definimos la probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r cumpliendo las condiciones del
enunciado, después de τ1 como:

P u
b,rτ1 = P(∃t > 0/[Xu

τ1+t,r = b] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]) (3.184)

Los siguientes resultados son esenciales para el resto del estudio.

Lema 3.5.3. La probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u después de τ1, P
u
b,τ1, pertenece a F+

2

y coincide (en distribución) con la probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u+Xτ1 , P
u+Xτ1
b,0 .

Demostración. En efecto, teniendo en cuenta la definición de la probabilidad de llegar a b partiendo
de X0 = u después de τ1, obtenemos:

P u
b,τ1 = P(∃t > 0/[Xu

τ1+t,0 = b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]) =

= P(∃t > 0/[u+ cτ1 + ct− Y1 −
N(τ1+t)∑

k=N(τ1)+1
Yk = b] ∧ [Xu

τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]) =
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= P(∃t > 0/[u+ cτ1 − Y1 + ct−
N(t)∑
k=0

Yk = b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]) =

= P(∃t > 0/[Xu+Xτ1
t,0 = b] ∧ [Xu+Xτ1

s,0 ∈ (0, b) ∀ 0 ≤ s < t])20 = P
u+Xτ1
b,0 .21

Lema 3.5.4. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) después de τ1, P
u
b,rτ1,

pertenece a F+
2 y coincide (en distribución) con la probabilidad de llegar a b partiendo de X0 =

u+ cE +
r − Y1, P

u+cE +
r −Y1

b,0 .

Demostración. Teniendo en cuenta la definición de la probabilidad de llegar a b partiendo de Xr =
u, r ∈ (0, τ1) obtenemos:

P u
b,rτ1 = P(∃t > 0/[Xu

τ1+t,r = b] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]) =

= P (∃t > 0/[u+ c(τ1 + t− r) −
N(τ1+t)∑
k=0

Yk = b] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]) =

= P(∃t > 0/[u+ cE +
r − Y1 + ct−

N(t)∑
k=0

Yk = b] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t]) = 22

= P(∃t > 0/[Xu+cE +
r −Y1

t,0 = b] ∧ [Xu+cE +
r −Y1

s,0 ∈ (0, b) ∀ 0 ≤ s < t]) = P u+cE +
r −Y1

b,0 .

Por la definición de la variable aleatoria excess life y la independencia y equidistribución de las
variables aleatorias {τi}i∈N, {Yj}j∈N.

A continuación vamos a deducir una relación que verifica la probabilidad de llegar a la barrera
superior; vamos a condicionar por los valores que toma la variable bidimensional (τ1, Y1).

Teorema 3.5.9. La probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u, τ1 = l, Y1 = y, P u
b,0,τ1=l,Y1=y

verifica la siguiente identidad:

P u
b,0,τ1=l,Y1=y = I{l≥ b−u

c
}∩{y∈R} + P u

b,τ1I{l≤ b−u
c

}∩{u+cl−b<y<u+cl} (3.185)

Demostración. Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1)
obtenemos:

20Teniendo en cuenta las proposiciones: 2.1.3 y 2.4 en la página 15.
21Teniendo en cuenta la equidistribución e independencia de los tiempos de espera τi y de los saltos Yj.
22Teniendo en cuenta las proposiciones: 2.1.3 y 2.4 en la página 15.
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l > b−u
c

. No ha habido renovaciones antes de b−u
c

, y por lo tanto:

u+ c(b− u

c
) = b ∴ u+X b−u

c
= b.

El proceso llega seguro a b, con lo cual P u
b,0,τ1=1,Y1=y = 1 con independencia del valor que

tome Y1.

l ≤ b−u
c

. Es necesario distinguir varios casos:

• Si u+ cl − y > b : Xu
l,0 /∈ [0, b], con lo cual P u

b,0,τ1=l,Y1=y = 0.
• Si u+ cl − y < 0 : Xu

l,0 /∈ [0, b], con lo cual P u
b,0,τ1=l,Y1=y = 0.

• Si u + cl − y = b el proceso ha llegado a b, pero es un suceso con probabilidad cero y no
lo consideramos.

• Si u+cl−y ∈ (0, b) : Xu
l,0 ∈ (0, b) y la probabilidad de llegar a b será P u

b,τ1 , la probabilidad
de llegar a b a partir de τ1. Esto ocurre cuando:

0 < u+ cl − y < b ⇒ −(u+ cl) < −y < b− (u+ cl) ⇒ (u+ cl) − b < y < u+ cl.

Con lo cual se cumple 3.185.

A continuación vamos a deducir una ecuación integral para la probabilidad de llegar a b.
Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5.10. La probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u, P u
b,0 satisface la siguiente

ecuación integral:

P u
b,0 = F̄ (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
b,0 g(y) dy dt (3.186)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.5.9, el teorema de la probabilidad total y la inde-
pendencia entre τi y Yj, ∀ {i, j} ∈ N, obtenemos:

P u
b,0 =

∫
P u
b,0,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) = 23

=
∫ +∞

b−u
c

dF (l)
∫
R

dG(y) +
∫ b−u

c

0
dF (l)

∫ u+cl

u+cl−b
P u
b,τ1 dG(y) =

= F̄ (b− u

c
) +

∫ b−u
c

0
dF (l)

∫ u+cl

u+cl−b
P u
b,τ1 dG(y).

23Pues teniendo en cuenta las hipótesis se cumple:

P(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) = P(τ1 ∈ dl�X0 = u)P(Y1 ∈ dy�X0 = u) = P(τ1 ∈ dl)P(Y1 ∈ dy).
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Puesto que se cumple P u
b,τ1

d= P u+cτ1−Y1
b,0 obtenemos 3.186.

Cuando el proceso ha alcanzado el valor u en un tiempo r ∈ (0, τ1) tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5.11. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, τ1 = l, Y1 = y, siendo
r ∈ (0, τ1), satisface la siguiente identidad:

P u
b,r,τ1=l,Y1=y = I{E +

r > b−u
c

}∩{Y1∈R} + P u
b,rτ1I{E +

r ≤ b−u
c

}∩{u+cE +
r −b<y<u+cE +

r } (3.187)

Demostración. Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1)
obtenemos:

l > r + b−u
c

. Se cumple que:

Xu
r+ b−u

c
,r

= u+ c · (r + b− u

c
− r) = b.

El proceso ha llegado a la barrera superior, por lo tanto P u
b,r,τ1=l,Y1=y = 1 para cualquier valor

que tome Y1.
Esto ocurre cuando:

l > r + b− u

c
⇒ l − r >

b− u

c
⇒ E +

r >
b− u

c
.

l ≤ r+ b−u
c

. Distinguimos según los valores que tome el proceso en τ1, en la primera renovación.
Puede ocurrir:

• u+ c(l − r) − y < 0 : Xu
l,r /∈ [0, b], y por lo tanto P u

b,r,τ1=l,Y1=y = 0.
• u+ c(l − r) − y > b : Xu

l,r /∈ [0, b], con lo cual P u
b,r,τ1=l,Y1=y = 0.

• u+ c(l − r) − y = b. Al ser un suceso de probabilidad cero no lo consideramos.
• u+ c(l− r) − y ∈ (0, b) : Xu

l,r ∈ (0, b), se ha producido la primera renovación, con lo cual
P u
b,r,τ1=l,Y1=y = P u

b,rτ1 . Esto ocurre cuando:

Xu
τ1,r ∈ (0, b) ⇒ 0 < u+ c(l − r) − y < b ⇒ 0 < u+ cE +

r − y < b ⇒

⇒ −(u+ cE +
r ) < −y < b− (u+ cE +

r ) ⇒ (u+ cE +
r ) − b ≤ y ≤ u+ cE +

r .

Esto cuando l ≤ r + b−u
c

⇒ E +
r ≤ b−u

c
.
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Con lo cual se cumple 3.187.

Para la probabilidad de llegar a la barrera superior partiendo de ~σ = (Xr = u,E −
r = z) se

deduce trivialmente el siguiente teorema:

Teorema 3.5.12. La probabilidad de llegar a b partiendo de ~σ = (Xr = u,E −
r = z), r ∈ (0, τ1), que

denotamos por P u
b,r, satisface la siguiente ecuación integral:

P u
b,r =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
b,0 g(y) dy dt (3.188)

Demostración. Por el teorema 3.5.11 y el teorema de la probabilidad total:

P u
b,r =

∫
P u
b,r,τ1=l,Y1=yP(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

P(E +
r ∈ dl′�~σ)

∫
R
P(Y1 ∈ dy�~σ) +

∫ b−u
c

0
P(E +

r ∈ dl′�~σ)
∫ u+cx

u+cx−b
P u
b,rτ1P(Y1 ∈ dy�~σ).

Hemos denotado l′ = l − r. Teniendo en cuenta que P u
b,rτ1

d= P u+cE +
r −Y1

b,0 se cumple:

P u
b,r =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + l′)

∫ u+cl′

u+cl′−b
P u+cl′−y
b,0 g(y) dy dl′.

Dando un cambio apropiado de variable obtenemos 3.188.

3.5.3. Solución ecuaciones integrales. Probabilidad de primera llegada a
la barrera superior.

Una vez que hemos deducido las ecuaciones integrales que satisface la probabilidad de primera
llegada a la barrera superior vamos a resolverlas en los casos en los cuales sea posible (se puede
demostrar que tienen solución única, pero por brevedad no lo haremos); salvo que se indique lo
contrario, suponemos u ∈ [0, b]. Diferenciamos dos casos:

1. El caso general.
Para efectuar un estudio más detallado de las ecuaciones integrales en este caso, puesto que

los saltos pueden tomar tanto valores positivos como negativos, vamos a sustituir la función
de densidad de los saltos por una combinación convexa de funciones de densidad; es decir, que
vamos a suponer g(y) = pg+(y) + qg−(y), p+ q = 1, siendo g+(y) la función de densidad de los
saltos ∀y ∈ [0,+∞) y g−(y) ∀y ∈ (−∞, 0). Haciendo esta sustitución llegamos a:

P u
b,0 = F̄ (b− u

c
) + p

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

0
P t−y
b,0 g+(y) dy dt+ q

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ 0

t−b
P t−y
b,0 g−(y) dy dt.

(3.189)
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En el caso en que el tiempo inicial sea un tiempo de renovación. Para el caso en que 0 < r < t1
no sea tiempo de renovación:

P u
b,r =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ p

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

0
P t−y
b,0 g+(y) dy dt+ (3.190)

+ q

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ 0

t−b
P t−y
b,0 g−(y) dy dt.

En general son ecuaciones que no admiten solución de forma cerrada. Vamos a solucionar
algunos casos particulares.

2. Casos particulares.
Como casos particulares vamos a estudiar:

Caso favorable.
Denominamos caso favorable al caso en el cual la deriva es positiva y los saltos son

negativos. Se trata de un proceso estocástico creciente (razonando como se hizo en la
sección 3.4, en la página 83) y por lo tanto la probabilidad de llegar a la barrera superior,
tanto partiendo de un tiempo de renovación tn como de un tiempo no de renovación
r ∈ (0, t1) será 1.
Caso semifavorable.

Denominamos caso semifavorable a aquel en el cual los saltos negativos pueden tomar
valores únicamente en el intervalo (−∞,−b]. En este caso para la probabilidad de primera
llegada a la barrera superior b partiendo de X0 = u, τ1 = l, Y1 = y tenemos la siguiente
proposición:
Proposición 3.5.1. La probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u, τ1 = l, Y1 =
y, P u

b,0,τ1=l,Y1=y en el caso en que los saltos pueden tomar valores en (−∞,−b] ∪ [0,+∞)
verifica la siguiente identidad:

P u
b,0,τ1=l,Y1=y = I{l≥ b−u

c
}∩{y∈R} + P u

b,τ1I{l≤ b−u
c

}∩{0<y<u+cl} (3.191)

Demostración. Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimen-
sional (τ1, Y1) obtenemos:

• l > b−u
c

. No ha habido renovaciones antes de b−u
c

, y se cumple:

u+ c(b− u

c
) = b ∴ u+X b−u

c
= b.

El proceso llega seguro a b, con lo cual P u
b,0,τ1=l,Y1=y = 1 con independencia del valor

que tome Y1.
• l ≤ b−u

c
. Distinguimos varios casos, dependiendo de si al producirse la primera reno-

vación el proceso sale, o sigue dentro de la zona [0, b].
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◦ Si u+ cl − y > b, ha salido por la barrera superior, con lo cual P u
b,0,τ1=l,Y1=y = 0.

◦ Si u + cl − y < 0, ha salido por la barrera inferior de la zona [0, b], con lo cual
P u
b,0,τ1=l,Y1=y = 0.

◦ Si u + cl − y = b, ha llegado a la barrera superior, pero es un suceso con proba-
bilidad cero y no lo consideramos.

◦ Si u+cl−y ∈ (0, b) está dentro de la zona y por lo tanto la probabilidad de llegar
a b será P u

b,τ1 , la probabilidad de llegar a b a partir de τ1. Esto ocurre cuando:

0 < u+ cl − y < b ⇒ (u+ cl) − b < y < u+ cl ⇒ 0 < y < u+ cl.

Teniendo en cuenta que los saltos únicamente pueden tomar valores en (−∞,−b]∪
[0,+∞).

Con lo cual concluimos que se verifica 3.191.

Es inmediato deducir la siguiente proposición:
Proposición 3.5.2. La probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u, P u

b,0, en el caso en
que los saltos pueden tomar valores en (−∞,−b] ∪ [0,+∞)satisface la siguiente ecuación
integral:

P u
b,0 = F̄ (b− u

c
) + p

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

0
P t−y
b,0 g+(y) dy dt (3.192)

Demostración. Supongamos que la función de densidad de los saltos es combinación
convexa de funciones de densidad, g(y) = pg+(y) + qg−(y), p+ q = 1 siendo:

g+(y) =


0, si y ∈ (−∞, 0)

g1(y), si y ∈ [0,+∞)
, g−(y) =


g2(y), si y ∈ (−∞,−b]

0, si y ∈ (−b,−∞)

Siendo g1(y) y g2(y) funciones de densidad definidas en [0,+∞) y (−∞,−b] respectí-
vamente. Teniendo en cuenta la proposición 3.5.1, en la página 128 y el teorema de la
probabilidad total y la independencia entre τi y Yj, ∀ {i, j} ∈ N, obtenemos:

P u
b,0 =

∫
P u
b,0,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy) =

∫ +∞

b−u
c

dF (l)
∫
R

dG(y)+

+
∫ b−u

c

0
dF (l)

∫ u+cl

0
P u
b,τ1 dG(y) = F̄ (b− u

c
) +

∫ b−u
c

0
dF (l)

∫ u+cl

0
P u
b,τ1 dG(y).

Teniendo en cuenta que se cumple P u
b,τ1

d= P u+cτ1−Y1
b,0 se verifica:
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P u
b,0 = F̄ (b− u

c
) +

∫ b−u
c

0
dF (l)

∫ u+cl

0
P u+cl−y
b,0 dG(y).

Dando un cambio de variable apropiado obtenemos 3.192.

Esa ecuación se puede resolver de forma cerrada mediante la transformada de Laplace,
como demostramos a continuación:
Proposición 3.5.3. La probabilidad de llegar a la barrera superior b partiendo de X0 = u
y los saltos tomando valores en (−∞,−b]∪[0,+∞) satisface la siguiente ecuacion integral:

P u
b,0 = F(b− u), u ∈ [0, b] (3.193)

Siendo:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 1 − f̂(cs)
s(1 − pf̂(cs)ĝ+(s))

 ds, y ∈ [0,+∞) (3.194)

Un esbozo de la demostración en D.1.1, en la página 294.
Vamos a estudiar el caso particular en que los tiempos de espera tienen una distribución

exponencial y los saltos tienen una distribución que es combinación convexa de otras dos,
una de las cuales es exponencial.
Ejemplo 3.5.1. Si los tiempos de espera tienen una distribución exponencial de parámetro
λ, τi ; ε(λ) y los saltos una distribución cuya función de densidad g es de la forma
g(t) = qg−(t) + pg+(t), p+ q = 1 siendo

g−(y) =


h(y), si y ∈ (−∞,−b]

0, si y ∈ (−b,+∞)
g+(y) =


0, si y ∈ (−∞,0)

γe−γy, si y ∈ [0,+∞)

la probabilidad de llegar a la barrera superior b partiendo de X0 = u satisface la siguiente
identidad:

P u
b,0 = c√

(λ+ cγ)2 − 4qcλγ

[
er1(b−u)(γ + r1) − er2(b−u)(γ + r2)

]
, u ∈ [0, b] (3.195)

Siendo

r1 =
−(λ+ cγ) +

√
(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c , r2 =

−(λ+ cγ) −
√

(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c . (3.196)
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En la proposición anterior habíamos obtenido el siguiente resultado:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 1 − f̂(cs)
s(1 − pf̂(cs)ĝ+(s))

 ds.

Sabemos que:

f̂(cs) = λ

λ+ cs
, ĝ(s) = γ

γ + s
.

Con lo cual, sustituyendo, tendremos:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 1 − λ
λ+cs

s
(
1 − p λ

λ+cs · γ
γ+s

)
 ds = 1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 λ+cs−λ
λ+cs

s((λ+cs)(γ+s)−pλγ)
(λ+cs)(γ+s)

 ds =

= 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

[
c(γ + s)

cs2 + (λ+ cγ)s+ qλγ

]
ds = 1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

[
c(γ + s)

c(s− r1)(s− r2)

]
ds.

Siendo r1 y r2 las raíces de la ecuación cs2 + (λ+ cγ)s+ qλγ = 0, es decir:

r1 =
−(λ+ cγ) +

√
(λ+ cγ)2 − 4qcλγ
2c , r2 =

−(λ+ cγ) −
√

(λ+ cγ)2 − 4qcλγ
2c .

El integrando tiene polos de orden uno en r1 y r2, por lo tanto, teniendo en cuenta el
teorema de los residuos:

F(y) = ĺım
s→r1

esy
(γ + s)(s− r1)
(s− r1)(s− r2)

+ ĺım
s→r2

esy
(γ + s)(s− r2)
(s− r1)(s− r2)

=

= c√
(λ+ cγ)2 − 4qcλγ

[er1y(γ + r1) − er2y(γ + r2)] .

Teniendo en cuenta la relación entre P u
b,0 y F(y), obtenemos que efectívamente se veri-

fica 3.195.

A continuación vamos a estudiar la probabilidad de llegar a la barrera superior supo-
niendo el tiempo de partida no de renovación, es decir partiendo de
Xr = u, r ∈ (0, t1).
Proposición 3.5.4. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, τ1 = l, Y1 =
y, r ∈ (0, t1) y los saltos tomando valores en (−∞,−b] ∪ [0,+∞) satisface la siguiente
identidad:
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P u
b,r,τ1=l,Y1=y = P u

b,r,E +
r =l′,Y1=y = I{l′> b−u

c
}∩{y∈R} + P u

b,rlI{l′≤ b−u
c

}∩{0<y<u+cl′}, l
′ = l − r

(3.197)

Demostración. Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimen-
sional (τ1, Y1) obtenemos:

• l > r + b−u
c

. No ha habido renovaciones antes de r + b−u
c

y se cumple:

Xu
r+ b−u

c
,r

= u+ c(r + b− u

c
− r) = b.

Por lo tanto tenemos que P u
b,r,τ1=l,Y1=y = 1 para cualquier valor que tome Y1. Esto

ocurre cuando:

l > r + b− u

c
⇒ l − r >

b− u

c
⇒ l′ >

b− u

c
.

• l ≤ r + b−u
c

. Diferenciando según los valores que tome el proceso en τ1 = l, en la
primera renovación. Puede ocurrir:

◦ u + c(l − r) − y < 0. En este caso el proceso ha salido de la zona [0, b] por la
barrera inferior, y por lo tanto P u

b,r,τ1=l,Y1=y = 0.
◦ u+ c(l− r) − y > b. Ha salido de la zona [0, b] por la barrera superior, con lo cual
P u
b,r,τ1=l,Y1=y = 0.

◦ Xu
l,r ∈ (0, b). Está todavía dentro de la zona, se ha producido la primera renova-

ción, con lo cual ahora tendremos P u
b,r,τ1=l,Y1=y = P u

b,rl. Esto ocurre cuando:

Xu
l,r ∈ (0, b) ⇒ 0 < u+ c(l − r) − y < b ⇒ 0 < u+ cl′ − y < b ⇒

⇒ −(u+ cl′) < −y < b− (u+ cl′) ⇒ (u+ cl′) − b < y < u+ cl′.

Puesto que los saltos únicamente pueden tomar valores en (−∞,−b] ∪ [0,+∞)
y como u+ cl′ − y ∈ (−b, 0) se cumple P u

b,r,τ1=l,Y1=y = P u
b,rl cuando y ∈ (0, u+ cl′).

Esto cuando l ≤ r + b−u
c

⇒ l′ ≤ b−u
c

.
Con lo cual obtenemos 3.197.

A partir del anterior resultado obtenemos:
Proposición 3.5.5. La probabilidad de llegar a b partiendo de
~σ = (Xr = u,E −

r = z), r ∈ (0, τ1) satisface la siguiente ecuación integral:

P u
b,r =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ p

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

0
P t−y
b,0 g+(y) dy dt (3.198)
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Demostración. Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total y la proposi-
ción 3.5.4, en la página 131, considerando la variable aleatoria bidimensional (E +

r , Y1),
obtenemos:

P u
b,r =

∫
P u
b,r,E +

r =l′,Y1=yP(E +
r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =

= 1
F̄ (z)

∫ +∞

b−u
c

f(z + l′) dl′
∫
R
g(y) dy +

∫ b−u
c

0
f(z + l′)

∫ u+cl′

0
P u
b,r(r+l′)g(y) dy dl′ = 24

=
F̄ (z + b−u

c
)

F̄ (z)
+
∫ b−u

c

0
f(z + l′)

∫ u+cl′

0
P u
b,r(r+l′)g(y) dy dl′ =

Teniendo en cuenta que los saltos no toman valores en (−b, 0). En su momento se
demostró que P u

b,rτ1

d= P u+cE +
r −Y1

b,0 , con lo cual:

=
F̄ (z + b−u

c
)

F̄ (z)
+
∫ b−u

c

0
f(z + l′)

∫ u+cl′

0
P u+cl′−y
b,0 (y)g(y) dy dl′.

Estamos en el caso semifavorable, con lo cual los saltos toman valores en (−∞,−b] ∪
[0,+∞) y vamos a considerar la función de densidad de los saltos como combinación
convexa de otras dos funciones de densidad, g(y) = pg+(y) + qg−(y), siendo:

g−(y) =


h1(y), si y ∈ (−∞,−b]

0, si y ∈ (−b,+∞)
g+(y) =


0, si y ∈ (−∞,0)

h2(y), si y ∈ [0,+∞)

Teniendo eso en cuenta, y dando un cambio de variable adecuado obtenemos 3.198.

Esa ecuación se puede solucionar de forma cerrada mediante la transformada de Laplace.
Se cumple la siguiente proposición:
Proposición 3.5.6. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, 0 < r < t1, E −

r =
z y los saltos tomando valores Yj ∈ (−∞,−b] ∪ [0,+∞) ∀ j ∈ N satisface la siguiente
expresión:

P u
b,r = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] donde F satisface: (3.199)

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

 1
sF̄ (z)

[
1 − F (z) − f̂z(cs)

]
+ pĝ+(s)F̂(s)f̂z(cs)

F̄ (z)

 ds, y ∈ [0,+∞)

(3.200)
24Teniendo en cuenta que E +

r = l′ ⇒ τ1 − r = l′ ⇒ τ1 = l′ + r y que f̂z(cs) =
∫ +∞

0 e(−cs)xf(z + x) dx.
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Un resumen de la demostración se puede ver en D.1.2, en la página 296.
Vamos a estudiar el caso particular en que los tiempos de espera tienen una distribución

exponencial y los saltos tienen una distribución que es combinación convexa de otras dos,
una de las cuales es exponencial.
Ejemplo 3.5.2. Si los tiempos de espera tienen una distribución exponencial de parámetro
λ, τi ; ε(λ) y los saltos una distribución cuya función de densidad g es de la forma
g(t) = qg−(t) + pg+(t), p+ q = 1 siendo

g−(y) =


h(y), si y ∈ (−∞,−b]

0, si y ∈ (−b,+∞)
, g+(y) =


0, si y ∈ (−∞,0)

γe−γy, si y ∈ [0,+∞)

la probabilidad de llegar a b partiendo de ~σ = (Xr = u,E −
r = z) satisface la siguiente

ecuación integral:

P u
b,r = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] donde F satisface: (3.201)

F(r, y, z) = e−ρy + eλz
[
pγ

r1r2
+ pγρer1y

r1(r1 − r2)(r1 + ρ) − pγρer2y

r2(r1 − r2)(r2 + ρ) − pγe−ρy

(ρ+ r1)(ρ+ r2)

]
(3.202)

∀y ∈ [0,+∞). Siendo

r1 =
−(λ+ cγ) +

√
(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c , r2 =

−(λ+ cγ) −
√

(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c , ρ = λ

c
.

(3.203)

En la proposición 3.5.6 habíamos deducido la expresión:

F̂(r, s, z) = 1
sF̄ (z)

[
1 − F (z) − f̂z(cs)

]
+ pĝ+(s)F̂(s)f̂z(cs)

F̄ (z)
.

Sabemos que:

f(t) = λe−λtu(t), g+(y) = γe−γyu(y), f̂(cs) = λ

λ+ cs
, ĝ+(s) = γ

γ + s
.

En la proposición 3.5.3 habíamos obtenido

F̂(s) = 1 − f̂(cs)
s[1 − pf̂(cs)ĝ+(s)]

.
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Realizando los cálculos:
Tenemos:

F (z) =
∫ z

0
λe−λt dt = λ

[
−e−λt

λ

]z
0

= 1 − e−λz

Del mismo modo:

F̄ (z) = 1 − F (z) = e−λz

Es trivial que:

f̂z(cs) = esczf̂(cs) − escz
∫ z

0
e−sclf(l) dl.

f̂z(cs) = escz · λ

λ+ cs
− escz

∫ z

0
e−scl · λe−λl dl = escz

[
λ

λ+ cs
− λ

∫ z

0
e−(sc+λ)l dl

]
=

= λescz
[

1
λ+ cs

−
[

−e−(sc+λ)l

sc+ λ

]z
0

]
= λescz

[
1

λ+ cs
−
[

1 − e−(sc+λ)z

λ+ cs

]]
=

= λescz
[
e−(sc+λ)z

λ+ cs

]
= λe−λz

λ+ cs

Se verifica que:

F̂(s) =
1 − λ

λ+cs

s[1 − p · λ
λ+cs · γ

γ+s ]
=

λ+cs−λ
λ+cs

s
[

(λ+cs)(γ+s)−pλγ
(λ+cs)(γ+s)

] =

= cs(γ + s)
s[(λ+ cs)(γ + s) − pλγ] = c(γ + s)

(λ+ cs)(γ + s) − pλγ] = c(γ + s)
cs2 + (λ+ cγ)s+ qλγ

=

= c(γ + s)
c(s− r1)(s− r2)

= γ + s

(s− r1)(s− r2)

Con lo cual:

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

c ds
λ+ cs

+ 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

pγλeλz

s(s− r1)(s− r2)(λ+ cs) ds.

Concluimos, teniendo en cuenta el teorema de los resíduos, 3.202.
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3.6. Probabilidades de escape de la zona [0, b].
Vamos a estudiar la probabilidad de que el proceso salga de la zona [0.b], b ∈ R+(los razona-

mientos son idénticos en el caso de suponer otro intervalo cualquiera de la forma [a, b], {a, b} ∈ R).

Dado el proceso estocástico {Xt}t≥0, Xt = ct−
N(t)∑
k=0

Yk, ∀ t ≥ 0, que en un tiempo determinado r ha

alcanzado un valor u ∈ [0, b], Xr = u ∈ [0, b], queremos estudiar la probabilidad de que el proceso
salga de esa zona. Matemáticamente eso se puede interpretar como que para un determinado t > r se
cumpla Xt /∈ [0, b]. Distinguiremos entre el caso en que el tiempo en el cual el proceso ha alcanzado
el valor u es un tiempo de renovación, y el caso en que el tiempo no es de renovación, es decir, cual-
quier r ∈ (tn, tn+1), tn =

n∑
i=0

τi. La literatura relacionada con el tema es muy abundante, en ciencias

económicas y actuariales ([25], [24],..) donde se estudia la probabilidad de ruina, pero también en
otras disciplinas, como física ([69], [158],...), meteorología ([131], [80], [124],...).

3.6.1. Probabilidades de escape de la zona [0, b] en general.
En el estudio de la probabilidad de escape de la zona [0, b] en general vamos a diferenciar los

casos en los cuales nos interesa conocer la probabilidad de escape antes de un cierto tiempo x, x > 0
y aquellos en los cuales nos interesa la probabilidad de escape sin fijar un tiempo, sin límite temporal.

Probabilidades de escape de la zona [0, b] en general antes de un cierto tiempo x.

Comenzaremos estudiando la probabilidad de escapar de la zona [0, b] antes de un cierto tiempo
x ∈ (0,+∞) y suponemos que el proceso ha alcanzado en un tiempo arbitrario cualquiera r ∈
(0,+∞), Xr = u ∈ [0, b].

Definición 3.6.1. Escape de la zona [0, b] en un tiempo t ∈ (0,+∞). Definimos el suceso
“escape de la zona [0, b] en un tiempo t ∈ (0,+∞)” como:

{Xt /∈ [0, b]}

A continuación vamos a hallar su probabilidad.

Proposición 3.6.1. La probabilidad de que en el tiempo t > 0 el suceso “escape” de la zona [0, b]
satisface la siguiente identidad:

P(Xt /∈ [0, b]) = 1 −
+∞∑
n=0

G∗n(u+ ct)pn +
+∞∑
n=0

G∗n(u+ ct− b)pn, siendo pn = P(N(t) = n) (3.204)

Demostración. En efecto, se verifica:

P(Xt /∈ [0, b]) = 1−P(Xt ∈ [0, b]) = 1−P(0 ≤ u+ct−
N(t)∑
k=0

Yk ≤ b) = 1−P(−(u+ct) ≤ −
N(t)∑
k=0

Yk ≤ b−(u+ct)) =

= 1 − P(u+ ct− b ≤
N(t)∑
k=0

Yk ≤ u+ ct) = 1 −

P(
N(t)∑
k=0

Yk ≤ u+ ct) − P(
N(t)∑
k=0

Yk ≤ u+ ct− b)
 .
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Teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza condicionada:

P(
N(t)∑
k=0

Yk ≤ u+ ct) = E(P(
N(t)∑
k=0

Yk ≤ u+ ct�N(t))) =
+∞∑
n=0

P(
n∑
k=0

Yk ≤ u+ ct�N(t) = n)P(N(t) = n) =

=
+∞∑
n=0

P(
n∑
k=0

Yk ≤ u+ ct)P(N(t) = n) =
+∞∑
n=0

G∗n(u+ ct)pn.

Siendo G∗n el n-ésimo producto de convolución de la función de distribución G (de Yj, j ∈ N),
teniendo en cuenta que por hipótesis la sucesión de variables aleatorias {Yk}k∈N está formada por
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid) y también se da independencia
entre las variables aleatorias Yj y τi, ∀ {i, j} ∈ N de donde se deduce la independencia entre las Yj y
N(t) (este es función de las variables τi). Por lo tanto concluimos 3.204. La demostración suponiendo
un tiempo inicial r ∈ (0, t1) sigue el mismo esquema de razonamiento.

Es interesante estudiar el comportamiento de la anterior probabilidad para valores grandes de
t.

Corolario 3.6.1. Para valores grandes de t > 0 la probabilidad de que el proceso “escape” de la zona
[0, b] es uno.

Demostración. Es conocido que ∀ n ∈ N G∗n es una función de distribución; al mismo tiempo

P(N(t) = n) = pn y por lo tanto
+∞∑
n=0

pn = 1. Por lo tanto:

ĺım
t→+∞

P(Xt /∈ [0, b]) = 1 − ĺım
t→+∞

[+∞∑
n=0

G∗n(u+ ct)pn −
+∞∑
n=0

G∗n(u+ ct− b)pn
]

=

= 1 − ĺım
t→+∞

+∞∑
n=0

G∗n(u+ ct)pn + ĺım
t→+∞

+∞∑
n=0

G∗n(u+ ct− b)pn =

= 1 −
+∞∑
n=0

[
ĺım
t→+∞

G∗n(u+ ct)pn
]

+
+∞∑
n=0

[
ĺım
t→+∞

G∗n(u+ ct− b)pn
]

= 1 −
+∞∑
n=0

pn +
+∞∑
n=0

pn = 1.25

Teniendo en cuenta este resultado, si dejamos que el proceso evolucione hasta tiempos “muy
grandes”, podemos afirmar que la probabilidad de escape de la zona [0, b] es uno, y en ese caso se
cumplirá que P u.i

E,0 = 1 − P u.s
E,0.

Siendo P u.i
E,0 = P(primer escape partiendo de X0 = u sea a través de la barrera inferior), y

P u.s
E,0 = P(primer escape partiendo de X0 = u sea a través de la barrera superior).
25Usando el denominado “criterio de Weierstrass” para la convergencia uniforme de series, (teorema A.1.15, página

221), es evidente que las dos series implicadas son uniformemente convergentes, lo cual nos permite pasar del limite
de la suma de la serie a la suma de los límites.
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A continuación vamos a estudiar la probabilidad de escapar de la zona [0, b] antes de un tiempo
arbitrario x > 0. Empezaremos el estudio suponiendo que el proceso ha alcanzado el valor u ∈ [0, b]
en un determinado tiempo de renovación tn, que teniendo en cuenta la propiedad pseudomarkoviana
del proceso (el proceso es markoviano si condicionamos por σ(Xr, r ≤ tn), donde tn es un tiempo de
renovación) podemos suponer que es t0 sin pérdida de generalidad. Necesitamos algunas definiciones.
En su momento (sección 3.3, en la página 56) estudiamos los tiempos de escape, deduciendo la ley de
probabilidad de los mismos; los resultados que vamos a obtener estudiando la probabilidad de escape
antes de un cierto tiempo x > 0 son semejantes, enfocando la investigación de una forma distinta.

Definición 3.6.2. (Probabilidad de escape de la zona [0, b] partiendo de X0 = u ∈ [0, b]
antes de x > 0.) Definimos la probabilidad de escape de la zona [0, b] partiendo del valor X0 = u
antes del tiempo x > 0 como:

P u
E,0x = P(∃t > 0, t ≤ x / [Xu

t,0 /∈ [0, b]] ∧ [Xu
s,0 ∈ (0, b) ∀ 0 < s < t ≤ x]) (3.205)

Definición 3.6.3. (Probabilidad de escape de la zona [0, b] partiendo de X0 = u antes de
x > 0 después de τ1). Definimos la probabilidad de escape de la zona [0, b] partiendo de X0 = u
antes del tiempo x > 0 después de la primera renovación, después de τ1, como:

P u
E,τ1x = P(∃t > 0, τ1 + t ≤ x / [Xu

τ1+t,0 /∈ [0, b]] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 < τ1 + s < τ1 + t ≤ x])

(3.206)

Ahora vamos a definir la probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > 0 partiendo de
Xr = u, r ∈ (0, τ1) y la probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > 0 partiendo de Xr = u
después de τ1.

Definición 3.6.4. (Probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > 0 partiendo de
Xr = u, r ∈ (0, τ1).) Definimos la probabilidad de escape de la zona [0, b] antes del tiempo x > 0
partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) como:

P u
E,rx = P(∃t > 0, r + t ≤ x / [Xu

r+t,r /∈ [0, b]] ∧ [Xu
r+s,r ∈ (0, b) ∀ 0 < r + s < r + t ≤ x]) (3.207)

Definición 3.6.5. (Probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > 0 partiendo de
Xr = u, r ∈ (0, τ1) después de τ1.) Definimos la probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de
x > 0 partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) después de τ1 como:

P u
E,rτ1x = P(∃t > 0, τ1 − r + t ≤ x /[Xu

τ1+t,r /∈ [0, b]] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b)∀ τ ′

1 < τ ′
1 + s < τ ′

1 + t ≤ x])
(3.208)

Siendo τ ′
1 = τ1 − r. Los siguientes resultados son esenciales.

Lema 3.6.1. La probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > 0 partiendo de X0 = u después
de τ1, P

u
E,τ1x, pertenece a F+

2 y coincide (en distribución) con la probabilidad de escape de la zona
antes de x− τ1 partiendo de X0 = u+Xτ1 , P

u+Xτ1
E,0x−τ1.
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Demostración. En efecto, teniendo en cuenta la definición de la probabilidad de escape de la zona
[0, b] antes de x partiendo de X0 = u después de τ1, obtenemos:

P u
E,τ1x = P(∃t > 0, τ1 + t ≤ x / [Xu

τ1+t,0 /∈ [0, b]] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b)∀τ1 ≤ τ1 + s < τ1 + t ≤ x]) =

= P(∃t > 0, τ1 + t ≤ x / [u+ cτ1 + ct− Y1 −
N(τ1+t)∑

k=N(τ1)+1
Yk /∈ [0, b]]∧

[u+ cτ1 + cs− Y1 −
N(τ1+s)∑

k=N(τ1)+1
Yk ∈ (0, b)∀τ1 < τ1 + s < τ1 + t ≤ x]) =

= P(∃t > 0, t ≤ x− τ1 / [Xu+Xτ1
t,0 /∈ [0, b] ∧ [Xu+Xτ1

s,0 ∈ (0, b)∀0 < s < t ≤ x− τ1]) = 26

= P
u+Xτ1
E,0x−τ1 .

27

Lema 3.6.2. La probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1)
después de τ1, P

u
E,rτ1t, pertenece a F+

2 y coincide (en distribución) con la probabilidad de escape de
la zona [0, b] antes de x− E +

r partiendo de X0 = u+ cE +
r − Y1, P

u+cE +
r −Y1

E,0x−E +
r

.

Demostración. Teniendo en cuenta la definición de la probabilidad de escape de la zona [0, b] antes
de x partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) obtenemos:

P u
E,rτ1x = P(∃t > 0, τ1−r+t ≤ x / [Xu

τ1+t,r /∈ [0, b]]∧[Xu
τ1+s,r ∈ (0, b)∀τ1−r < τ1−r+s < τ1−r+t ≤ x]) =

= P(∃t > 0, E +
r + t ≤ x / [u+ cE +

r + ct− Y1 −
N(τ1+t)∑
k=N(τ1)

Yk /∈ [0, b]]∧

[u+ cE +
r + cs− Y1 −

N(τ1+s)∑
k=N(τ1)

Yk ∈ (0, b)∀E +
r < E +

r + s < E +
r + t ≤ x]) =

= P(∃t > 0, E +
r + t ≤ x / [u+ cE +

r − Y1 + ct−
N(t)∑
k=0

Yk /∈ [0, b]]∧

26Razonando como hicimos al estudiar la probabilidad de primera llegada a b.
27Teniendo en cuenta la equidistribución e independencia de los tiempos de espera τi y de los saltos Yj.
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[u+ cE +
r − Y1 + cs−

N(s)∑
k=0

Yk ∈ (0, b)∀E +
r < E +

r + s < E +
r + t ≤ x]) = 28

= P(∃t > 0, t ≤ x− E +
r / [Xu+cE +

r −Y1
t,0 /∈ [0, b]] ∧ [Xu+cE +

r −Y1
s,0 ∈ (0, b)∀0 < s < t ≤ x− E +

r ]) =

= P u+cE +
r −Y1

E,0x−E +
r

.

Teniendo en cuenta la definición de la variable aleatoria “excess life” y la independencia y
equidistribución de las variables aleatorias {τi}i∈N, {Yj}j∈N.

A continuación vamos a deducir una identidad que verifica la probabilidad de escape antes de
un cierto x > 0; para ello, vamos a condicionar por los valores que toma la variable bidimensional
(τ1, Y1), el primer tiempo de renovación y la magnitud del salto que se produce en ese tiempo de
primera renovación.

Teorema 3.6.1. La probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > b−u
c

partiendo de X0 =
u, τ1 = l, Y1 = y, P u

E,0x,τ1=l,Y1=y verifica la siguiente identidad:

P u
E,0x,τ1=l,Y1=y = I{ b−u

c
<l}∩{y∈R} + I{l≤ b−u

c
}∩{y/∈[u+cl−b,u+cl]} + P u

E,lxI{l≤ b−u
c

}∩{u+cl−b≤y≤u+cl} (3.209)

Demostración. Condicionando por los valores que toma (τ1, Y1):

b− u

c
< l. En este caso no ha habido renovaciones antes de l, pero teniendo en cuenta la

definición del proceso se verifica:

∀t ∈ [b− u

c
, l] : u+Xt = u+ ct > u+ c(b− u

c
) = b ∴ u+Xt /∈ [0, b].

Es decir, el proceso sale seguro de la zona [0, b] por arriba, y por lo tanto P u
E,0x,τ1=l,Y1=y = 1,

sin importar el valor que tome Y1.

l ≤ b− u

c
. Es necesario distinguir dos casos:

• Supongamos que u+ cl − y /∈ [0, b]. Entonces:

u+ cl− y /∈ [0, b] ⇒ {u+ cl− y < 0} ∪ {u+ cl− y > b} ⇒ {u+ cl < y} ∪ {y < u+ cl− b}.
28Razonando como hicimos anteriormente.
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Es decir, que en el caso en que {l ≤ b−u
c

} y {u+ cl < y}∪{y < u+ cl− b} se sale seguro
de la zona. Por lo tanto, en este caso, también P u

E,0x,τ1=l,Y1=y = 1.
• Supongamos que ahora u+ cl − y ∈ [0, b]. Esto ocurre cuando

0 ≤ u+ cl − y ≤ b ⇒ −(u+ cl) ≤ −y ≤ b− (u+ cl) ⇒ (u+ cl) − b ≤ y ≤ (u+ cl).

En este caso el proceso sigue dentro de la zona, se ha producido la primera renovación,
y por lo tanto la probabilidad de escape en este caso será P u

E,lx.

Por lo tanto concluimos que efectívamente se cumple 3.209.

A continuación vamos a deducir una ecuación integral para la probabilidad de escape de la
zona [0, b] antes de x > 0, x > b−u

c
partiendo de X0 = u.

Teorema 3.6.2. La probabilidad de escape de la zona [0, b], antes de x > b−u
c

partiendo de X0 = u,
que denotamos por P u

E,0x, satisface la siguiente ecuacion integral:

P u
E,0x = 1 − 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
(1 − P t−y

E,0x− t−u
c

)g(y) dy dt (3.210)

Demostración. Se verifica la siguiente igualdad de sucesos:

{y /∈ [u+ cl − b, u+ cl]} = {y < u+ cl − b} ∪ {y > u+ cl}.

Con lo cual:

{l ≤ b− u

c
} ∩ {y /∈ [u+ cl − b, u+ cl]} = {l ≤ b− u

c
} ∩ {{y < u+ cl − b} ∪ {y > u+ cl}} =

= {{l ≤ b− u

c
} ∩ {y < u+ cl − b}} ∪ {{l ≤ b− u

c
} ∩ {y > u+ cl}}.

Teniendo en cuenta ahora el teorema de la probabilidad total, las propiedades de las funciones
indicatrices y de la unión e intersección de conjuntos, el teorema 3.6.1 y la independencia entre las
variables aleatorias tiempos de espera τi y los saltos Yj, obtenemos:

P u
E,0x =

∫
P u
E,0x,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u)29 =

∫ +∞

b−u
c

dF (l)
∫
R

dG(y)+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl−b

−∞
dG(y) dF (l)+

29Pues:

P(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) = P(τ1 ∈ dl�X0 = u)P(Y1 ∈ dy�X0 = u) = P(τ1 ∈ dl)P(Y1 ∈ dy).
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+
∫ b−u

c

0

∫ +∞

u+cl
dG(y) dF (l) +

∫ b−u
c

0
dF (l)

∫ u+cl

u+cl−b
P u
E,lx dG(y) =

=
∫ +∞

b−u
c

dF (l)+
∫ b−u

c

0
G(u+cl−b) dF (l)+

∫ b−u
c

0
(1−G(u+cl)) dF (l)+

∫ b−u
c

0
dF (l)

∫ u+cl

u+cl−b
P u+cl−y
E,0x−l dG(y) =

Teniendo en cuenta que se cumple P u
E,τ1x

d= P u+cτ1−Y1
E,0x−τ1 , y que al ser G(y) la función de distribu-

ción de los saltos se cumple:

ĺım
α→−∞

G(α) = 0, ĺım
α→+∞

G(α) = 1.

Por lo tanto,

= 1 −
∫ b−u

c

0
dF (l)

∫ u+cl

u+cl−b
(1 − P u+cl−y

E,0x−l ) dG(y).

Dando un cambio de variable, se obtiene de forma inmediata 4.26.

Si x ≤ b−u
c

se deduce:

Teorema 3.6.3. La probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > 0, x ≤ b−u
c

partiendo de
X0 = u, τ1 = l, Y1 = y, P u

E,0x,τ1=l,Y1=y verifica la siguiente identidad:

P u
E,0x,τ1=l,Y1=y = I{l≤x}∩{y/∈[u+cl−b,u+cl]} + P u

E,lxI{l≤x}∩{u+cl−b≤y≤u+cl} (3.211)

Demostración. Condicionando por los valores que toma (τ1, Y1):

x ≤ b− u

c
< l. Este caso, teniendo en cuenta que estamos estudiando la probabilidad de escape

de la zona [0, b] antes de un tiempo x ∈ (0,+∞) no lo vamos a considerar.

l ≤ x ≤ b− u

c
. Es necesario distinguir dos casos:

• Supongamos que u+ cl − y /∈ [0, b]. Entonces obtenemos:

u+ cl− y /∈ [0, b] ⇒ {u+ cl− y < 0} ∪ {u+ cl− y > b} ⇒ {u+ cl < y} ∪ {y < u+ cl− b}.

Es decir, que en el caso en que {l ≤ x ≤ b−u
c

} y {u+ cl < y} ∪ {y < u+ cl − b} se sale
seguro de la zona. Por lo tanto, en este caso P u

E,0x,l,y = 1.
• Supongamos que ahora u+ cl − y ∈ [0, b]. Esto ocurre cuando
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0 ≤ u+ cl − y ≤ b ⇒ −(u+ cl) ≤ −y ≤ b− (u+ cl) ⇒ (u+ cl) − b ≤ y ≤ (u+ cl).

En este caso el proceso sigue dentro de la zona, se ha producido la primera renovación,
y por lo tanto la probabilidad de escape en este caso será P u

E,lx.

• x ≤ l ≤ b− u

c
. Antes de l no se puede salir de la zona pues:

∀t ≤ l ≤ b− u

c
: Xt = u+ ct < u+ cl < u+ c(b− u

c
) = b.

Y al ser un proceso lineal creciente antes de la primera renovación tampoco puede salir
por abajo. Para valores mayores que l intervendría la probabilidad P u

E,lx, pero ya sería
para valores l > x, con lo cual, en este caso P u

E,0x,l,y = 0.

Por lo tanto, concluimos que efectívamente se verifica 3.211.

A continuación vamos a deducir una ecuación integral para la probabilidad de escape de la
zona [0, b] antes de x > 0, x ≤ b−u

c
partiendo de X0 = u.

Teorema 3.6.4. La probabilidad de escape de la zona [0, b], antes de x > 0, x ≤ b−u
c

partiendo de
X0 = u, que denotamos por P u

E,0x, satisface la siguiente ecuacion integral:

P u
E,0x = F (x) − 1

c

∫ u+cx

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
(1 − P t−y

E,0x− t−u
c

)g(y) dy dt (3.212)

Demostración. Se verifica la siguiente igualdad de sucesos :

{y /∈ [u+ cl − b, u+ cl]} = {y < u+ cl − b} ∪ {y > u+ cl}.

Con lo cual:

{l ≤ x} ∩ {y /∈ [u+ cl − b, u+ cl]} = {l ≤ x} ∩ {{y < u+ cl − b} ∪ {y > u+ cl}} =

= {{l ≤ x} ∩ {y < u+ cl − b}} ∪ {{l ≤ x} ∩ {y > u+ cl}}.

Teniendo en cuenta ahora el teorema de la probabilidad total, las propiedades de las funciones
indicatrices y de la unión e intersección de conjuntos, el teorema 3.6.3 y la independencia entre las
variables aleatorias tiempos de espera τi y los saltos Yj, obtenemos:
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P u
E,0x =

∫
P u
E,0x,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) =

∫ x

0

∫ u+cl−b

−∞
dG(y) dF (l)+

∫ x

0

∫ +∞

u+cl
dG(y) dF (l)+

+
∫ x

0
dF (l)

∫ u+cl

u+cl−b
P u
E,lx dG(y) =

=
∫ x

0
G(u+ cl − b) dF (l) +

∫ x

0
(1 −G(u+ cl)) dF (l) +

∫ x

0
dF (l)

∫ u+cl

u+cl−b
P u+cl−y
E,0x−l dG(y) =

Teniendo en cuenta que se cumple P u
E,τ1x

d= P u+cτ1−Y1
E,0x−τ1 , y que al ser G(y) la función de distribu-

ción de los saltos se verifica:

ĺım
α→−∞

G(α) = 0, ĺım
α→+∞

G(α) = 1.

Por lo tanto,

= F (x) −
∫ x

0
dF (l)

∫ u+cl

u+cl−b
(1 − P u+cl−y

E,0x−l ) dG(y).

De forma inmediata se obtiene 3.212.

A continuación vamos a estudiar la probabilidad de escape de la zona [0, b] partiendo de un
tiempo r ∈ (tn, tn+1) que por simplicidad suponemos r ∈ (0, t1) pues ello no implica pérdida de
generalidad en el razonamiento.

Teorema 3.6.5. La probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > r + b−u
c

partiendo de
Xr = u, τ1 = l, Y1 = y siendo r ∈ (0, τ1) satisface la siguiente identidad:

P u
E,rx,τ1=l,Y1=y = I{ b−u

c
<E +

r }∩{Y1∈R} + I{E +
r ≤ b−u

c
}∩{Y1 /∈(u+cE +

r −b,u+cE +
r )} + P u

E,rlxI{E +
r ≤ b−u

c
}∩{Y1∈(u+cE +

r −b,u+cE +
r )}

(3.213)

Demostración. Teniendo en cuenta las hipótesis del enunciado, 0 < r < τ1, vamos a condicionar por
los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1).

r + b−u
c
< l. En este caso se cumple que:

∀t ∈ (r + b− u

c
, l) : Xu

t,r = u+ c(t− r) > u+ c · (r + b− u

c
− r) = b.

Por lo tanto el proceso ha salido por arriba y P u
E,rx,τ1=l,Y1=y = 1 para cualquier valor que

pudiera tomar Y1. Esto ocurre cuando:
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r + b− u

c
< l ⇒ b− u

c
< l − r ⇒ b− u

c
< E +

r .

l ≤ r + b−u
c
< x. Ahora es necesario diferenciar varios casos:

• Sea u+ c(l − r) − y < 0. El proceso está fuera de la zona [0, b], se verifica que

u+ c(l − r) − y < 0 ⇒ u+ cl′ < y.

Siendo l′ = l−r, que se puede considerar como el valor tomado por la variable aleatoria
E +
r . Por lo tanto, cuando y > u+ cl′, P u

E,rx,τ1=l,Y1=y = 1.
• Sea u+ c(l − r) − y > b. El proceso está fuera de la zona [0, b] y

u+ c(l − r) − y > b ⇒ u+ cl′ − y > b ⇒ u+ cl′ − b > y.

Con lo cual, cuando y < u+ cl′ − b, P u
E,rx,τ1=l,Y1=y = 1.

• Sea 0 < u + c(l − r) − y < b. En este caso sigue dentro de la zona, se ha producido una
renovación y por lo tanto P u

E,rx,τ1=l,Y1=y = P u
E,rτ1x, la probabilidad de salir de la zona [0, b]

por arriba a partir de τ1. Esto ocurre cuando:

0 < u+ c(l − r) − y < b ⇒ 0 < u+ cl′ − y < b ⇒

⇒ −(u+ cl′) < −y < b− (u+ cl′) ⇒ (u+ cl′) − b < y < u+ cl′.

Esto cuando l ≤ r + b−u
c

⇒ l′ ≤ b−u
c

.

Con lo cual, efectivamente se cumple 3.213.

Vamos a deducir ahora la ecuación integral que satisface la probabilidad de escape de la zona
[0, b] antes del tiempo x ∈ (0,+∞) partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z).

Teorema 3.6.6. La probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > r + b−u
c

partiendo de
~σ = (Xr = u,E −

r = z), que denotamos por P u
E,rx, satisface la siguiente ecuación integral:

P u
E,rx = 1 − 1

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
(1 − P t−y

E,0x− t−u
c

)g(y) dy dt (3.214)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total y el teorema 3.6.5:
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P u
E,rx =

∫
P u
E,rx,τ1=l,Y1=yP(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫
R

dG(y) +
∫ b−u

c

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

)
∫ +∞

u+cl′
dG(y)+

+
∫ b−u

c

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫ u+cl′−b

−∞
dG(y) +

∫ b−u
c

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫ u+cl′

u+cl′−b
P u
E,rlx dG(y) = 30

= 1 − 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + l′)

∫ u+cl′

u+cl′−b
(1 − P u

E,rlx)g(y) dy dl′.

Puesto que en el lema 3.6.2, en la página 139, demostramos que P u
E,rτ1x

d= P u+cE +
r −Y1

E,0x−E +
r

, y dando
un cambio apropiado de variable, se cumple 3.214.

Si x ≤ r + b−u
c

se deduce:

Teorema 3.6.7. La probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > 0, x ≤ r + b−u
c

partiendo
de Xr = u, τ1 = l, Y1 = y siendo r ∈ (0, τ1) satisface la siguiente identidad:

P u
E,rx,τ1=l,Y1=y = I{E +

r ≤x}∩{Y1 /∈(u+cE +
r −b,u+cE +

r )} + P u
E,rlxI{E +

r ≤x}∩{Y1∈(u+cE +
r −b,u+cE +

r )} (3.215)

Demostración. Teniendo en cuenta las hipótesis del enunciado, 0 < r < τ1, vamos a condicionar por
los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1).

r + b−u
c
< l < x. Este caso no lo vamos a considerar pues ahora x ≤ r + b−u

c
.

l ≤ x ≤ r + b−u
c

. Ahora hay que diferenciar según los valores que toma el proceso en el tiempo
t1 = τ1 pues para cualquier t ∈ (0, l) : Xu

t,r = u+c(t−r) < u+c(r+ b−u
c

−r) = b ∧ Xu
t,r ∈ [0, b].

• Sea u+ c(l − r) − y < 0. El proceso está fuera de la zona [0, b], se cumple que:

u+ c(l − r) − y < 0 ⇒ u+ cl′ < y.

Siendo l′ = l−r, que se puede considerar como el valor tomado por la variable aleatoria
E +
r . Por lo tanto, cuando y > u+ cl′, P u

E,rxτ1=l,Y1=y = 1.
• Sea u+ c(l − r) − y > b. El proceso está fuera de la zona [0, b] y

30Teniendo en cuenta el lema 3.3.1 en la página 57 y que:

P(E +
r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) = P(E +

r ∈ dl′�~σ)P(Y1 ∈ dy�~σ) = P(E +
r ∈ dl′�~σ)P(Y1 ∈ dy).
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u+ c(l − r) − y > b ⇒ u+ cl′ − y > b ⇒ u+ cl′ − b > y.

Con lo cual, cuando y < u+ cl′ − b, P u
E,rxτ1=l,Y1=y = 1.

• Sea 0 < u + c(l − r) − y < b. En este caso sigue dentro de la zona, se ha producido una
renovación y por lo tanto P u

E,rx,τ1=l,Y1=y = P u
E,rτ1x, la probabilidad de salir de la zona [0, b]

por arriba a partir de τ1. Esto ocurre cuando:

0 < u+ c(l − r) − y < b ⇒ 0 < u+ cl′ − y < b ⇒

⇒ −(u+ cl′) < −y < b− (u+ cl′) ⇒ (u+ cl′) − b < y < u+ cl′.

Esto cuando l ≤ x ≤ r + b−u
c

⇒ l′ ≤ x− r ≤ b−u
c

.

Con lo cual, efectivamente se cumple 3.215.

Vamos a deducir ahora la ecuación integral que satisface la probabilidad de escape de la zona
[0, b] antes del tiempo x ∈ (0,+∞) partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z).

Teorema 3.6.8. La probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x > 0, x ≤ r + b−u
c

partiendo
de ~σ = (Xr = u,E −

r = z), que denotamos por P u
E,rx, satisface la siguiente ecuación integral:

P u
E,rx = 1 − F̄ (z + x)

F̄ (z)
− 1
cF̄ (z)

∫ u+cx

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
(1 − P t−y

E,0x− t−u
c

)g(y) dy dt (3.216)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total y el teorema 3.6.7:

P u
E,rx =

∫
P u
E,rx,τ1=l,Y1=yP(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =
∫ x

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫ +∞

u+cl′
dG(y) + 31

+
∫ x

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫ u+cl′−b

−∞
dG(y) +

∫ x

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫ u+cl′

u+cl′−b
P u
E,rlx dG(y) =

= 1 − F̄ (z + x)
F̄ (z)

−
∫ x

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫ u+cl′

u+cl′−b
(1 − P u

E,rlx) dG(y).

Puesto que en el lema 3.6.2, en la página 139, demostramos que P u
E,rτ1t

d= P u+cE +
r −Y1

E,0x−E +
r

, dando
un cambio adecuado de variable obtenemos 3.216.

31Teniendo en cuenta el lema 3.3.1 en la página 57 y que:

P(E +
r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) = P(E +

r ∈ dl′�~σ)P(Y1 ∈ dy�~σ) = P(E +
r ∈ dl′�~σ)P(Y1 ∈ dy).
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Probabilidad de escape de la zona [0, b] en general, sin límite temporal.

Puesto que la probabilidad de escape de la zona [0, b] sin límite temporal es uno (corolario
3.6.1, en la página 137) no tiene sentido estudiar las ecuaciones integrales que verifican.

3.6.2. Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior.

Primeramente estudiaremos la probabilidad de que el primer escape sea a través de la barrera
superior antes de un cierto x ∈ R+.

Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea a través de la barrera superior
antes de un cierto tiempo x.

A continuación vamos a estudiar la probabilidad de escapar de la zona [0, b] antes de un tiempo
arbitrario x > 0. Empezaremos el estudio suponiendo que el proceso ha alcanzado el valor u ∈ [0, b] en
un determinado tiempo de renovación tn, que podemos suponer que es t0 sin pérdida de generalidad.

Definición 3.6.6. (Probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior
partiendo de X0 = u ∈ [0, b] antes de x > 0.) Definimos la probabilidad de escape de la zona [0, b]
a través de la barrera superior partiendo del valor X0 = u antes del tiempo x > 0 como:

P u.s
E,0x = P(∃t > 0, t ≤ x / [Xu

t,0 > b] ∧ [Xu
s,0 ∈ (0, b) ∀ 0 < s < t < x]) (3.217)

Definición 3.6.7. (Probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior
partiendo de X0 = u antes de x > 0 después de τ1). Definimos la probabilidad de escape de la
zona [0, b] a través de la barrera superior partiendo de X0 = u antes del tiempo x > 0 después de la
primera renovación, después de τ1, como:

P u.s
E,τ1x = P(∃t > 0, τ1 + t ≤ x / [Xu

τ1+t,0 > b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ (0, b) ∀ τ1 < τ1 + s < τ1 + t ≤ x])

(3.218)

Ahora vamos a definir la probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior
antes de x > 0 partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) y la probabilidad de escape de la zona [0, b] a través
de la barrera superior antes de x > 0 partiendo de Xr = u después de τ1.

Definición 3.6.8. (Probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior
antes de x > 0 partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1).) Definimos la probabilidad de escape de la zona
[0, b] a través de la barrera superior antes del tiempo x > 0 partiendo de Xr = u, r cumpliendo las
anteriores condiciones como:

P u.s
E,rx = P(∃t > 0, r + t ≤ x / [Xu

r+t,r > b] ∧ [Xu
r+s,r ∈ (0, b) ∀ 0 < r + s < r + t < x]) (3.219)

Definición 3.6.9. (Probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior
antes de x > 0 partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) después de τ1.) Definimos la probabilidad
de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de x > 0 partiendo de Xr = u, r
cumpliendo las condiciones del enunciado, después de τ1 como:
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P u.s
E,rτ1x = P(∃t > 0, τ1 − r + t ≤ x / [Xu

τ1+t,r > b] ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ ′

1 < τ ′
1 + s < τ ′

1 + t ≤ x])
(3.220)

Siendo τ ′
1 = τ1 − r.

Los siguientes resultados son esenciales para nuestra investigación. Sus demostraciones siguen
el mismo esquema de razonamiento que las de la sección 3.6.1.

Lema 3.6.3. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de
x > 0 partiendo de X0 = u después de τ1, P

u.s
E,τ1x, pertenece a F+

2 y coincide en distribución con
la probabilidad de escape de la zona a través de la barrera superior antes de x − τ1 partiendo de
X0 = u+Xτ1 , P

(u+Xτ1 ).s
E,0x−τ1 .

Lema 3.6.4. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de x
partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) después de τ1, P

u.s
E,rτ1t, pertenece a F+

2 y coincide en distribución con
la probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de x − E +

r partiendo
de X0 = u+ cE +

r − Y1, P
(u+cE +

r −Y1).s
E,0x−E +

r
.

A continuación vamos a estudiar la probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera
superior antes de un cierto tiempo x; las demostraciones son inmediatas, siguiendo el esquema de las
dadas para los resultados obtenidos en la sección 3.6.1, en la página 136.

Teorema 3.6.9. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de
x > 0, x > b−u

c
partiendo de X0 = u, τ1 = l, Y1 = y, P u.s

E,0x,τ1=l,Y1=y verifica la siguiente identidad:

P u.s
E,0x,τ1=l,Y1=y = I{ b−u

c
<l}∩{y∈R} + I{l≤ b−u

c
}∩{y<u+cl−b} + P u.s

E,lxI{l≤ b−u
c

}∩{u+cl−b≤y≤u+cl} (3.221)

Teorema 3.6.10. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior, antes
de x > 0, x > b−u

c
partiendo de X0 = u, que denotamos por P u.s

E,0x, satisface la siguiente ecuacion
integral:

P u.s
E,0x = F̄ (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u
G(t− b)f(t− u

c
) dt+ 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
P

(t−y).s
E,0x− t−u

c

g(y) dy dt (3.222)

En el caso en que x ≤ b−u
c

, se deduce:

Teorema 3.6.11. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de
x > 0, x ≤ b−u

c
partiendo de X0 = u, τ1 = l, Y1 = y, P u.s

E,0x,τ1=l,Y1=y verifica la siguiente identidad:

P u.s
E,0x,τ1=l,Y1=y = I{l≤x}∩{y<u+cl−b} + P u.s

E,lxI{l≤x}∩{u+cl−b≤y≤u+cl} (3.223)

Teorema 3.6.12. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior, antes
de x > 0, x ≤ b−u

c
partiendo de X0 = u, que denotamos por P u.s

E,0x, satisface la siguiente ecuacion
integral:
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P u.s
E,0x = 1

c

∫ u+cx

u
G(t− b)f(t− u

c
) dt+ 1

c

∫ u+cx

u
f(t− u

c
))
∫ t

t−b
P

(t−y).s
E,0x− t−u

c

g(y) dy dt (3.224)

Vamos a estudiar la probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior
partiendo de un tiempo r ∈ (tn, tn+1) que por simplicidad suponemos r ∈ (0, t1).

Teorema 3.6.13. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes
de x > 0, x > r + b−u

c
partiendo de Xr = u, τ1 = l, Y1 = y siendo r ∈ (0, τ1) satisface la siguiente

identidad:

P u.s
E,rx,τ1=l,Y1=y = I{ b−u

c
<E +

r }∩{Y1∈R} + I{E +
r ≤ b−u

c
}∩{Y1<u+cE +

r −b} + P u.s
E,rlxI{E +

r ≤ b−u
c

}∩{Y1∈(u+cE +
r −b,u+cE +

r )}

(3.225)

Teorema 3.6.14. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de
x ∈ (0,+∞), x > r + b−u

c
partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z), que denotamos por P u
E,rx, satisface la

siguiente ecuación integral:

P u
E,rx =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u
G(t− b)f(z + t− u

c
) dt+ 1

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P

(t−y).s
E,0x− t−u

c

g(y) dy dt

(3.226)

Si x ≤ r + b−u
c

se deduce:

Teorema 3.6.15. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de
x > 0, x ≤ r + b−u

c
partiendo de Xr = u, τ1 = l, Y1 = y siendo r ∈ (0, τ1) satisface la siguiente

identidad:

P u.s
E,rx,τ1=l,Y1=y = I{E +

r ≤x}∩{Y1<u+cE +
r −b} + P u.s

E,rlxI{E +
r ≤x}∩{Y1∈(u+cE +

r −b,u+cE +
r )} (3.227)

Teorema 3.6.16. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de
x ∈ (0,+∞), x ≤ r + b−u

c
partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z), que denotamos por P u.s
E,rx, satisface la

siguiente ecuación integral:

P u.s
E,rx = 1

cF̄ (z)

∫ u+cx

u
G(t− b)f(z + t− u

c
) dt+ 1

cF̄ (z)

∫ u+cx

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P

(t−y).s
E,0x− t−u

c

g(y) dy dt

(3.228)

En el siguiente apartado vamos a estudiar la probabilidad de que el primer escape de la zona
[0, b] sea por la barrera superior, sin límite temporal. Empezaremos con unos resultados previos.
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Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea a través de la barrera superior
en general, sin límite temporal.

Definición 3.6.10. (Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de X0 = u ∈ [0, b].) Definimos la probabilidad de que el primer
escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior partiendo del valor X0 = u como:

P u.s
E,0 = P (∃t > 0/[Xu

t,0 > b] ∧ [Xu
s,0 ∈ [0, b] ∀ s < t]) (3.229)

Definición 3.6.11. (Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de X0 = u después de τ1). Definimos la probabilidad de que el
primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior partiendo de X0 = u después de la primera
renovación, después de τ1 como:

P u.s
E,τ1 = P (∃t > 0/[Xu

τ1+t,0 > b] ∧ [Xu
τ1+s,0 ∈ [0, b] ∀ τ1 < τ1 + s < τ1 + t]) (3.230)

Vamos a definir la probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera
superior partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) y la probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b]
sea por la barrera superior partiendo de Xr = u después de τ1.

Definición 3.6.12. (Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1).) Definimos la probabilidad de que el primer
escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior partiendo de Xr = u, r cumpliendo las anteriores
condiciones como:

P u.s
E,r = P (∃t > 0/[Xu

r+t,r > b] ∧ [Xu
r+s,r ∈ (0, b) ∀ 0 < r + s < r + t]) (3.231)

Definición 3.6.13. (Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) después de τ1.) Definimos la probabilidad de
que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior partiendo de Xr = u, r cumpliendo
las condiciones del enunciado, después de τ1 como:

P u.s
E,rτ1 = P (∃t > 0/[Xu

τ1+t,r > b ∧ [Xu
τ1+s,r ∈ (0, b) ∀ τ1 − r < τ1 − r + s < τ1 − r + t]) (3.232)

Los siguientes resultados son fundamentales para el resto de la investigación. Las demostra-
ciones siguen el mismo esquema de razonamiento que las dadas en la sección 3.5.2, en la página
123.

Lema 3.6.5. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior par-
tiendo de X0 = u después de τ1, P

u.s
E,τ1, pertenece a F+

2 y coincide en distribución con la probabilidad
de que el primer escape de la zona sea por la barrera superior partiendo de X0 = u+Xτ1 , P

(u+Xτ1 ).s
E,0 .

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.6 Probabilidades de escape de la zona [0, b]. 152

Lema 3.6.6. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior
partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1) después de τ1, P

u
E,rτ1, pertenece a F+

2 y coincide en distribución
con la probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior partiendo de
X0 = u+ cE +

r − Y1, P
(u+cE +

r −Y1).s
E,0 .

A continuación vamos a deducir una identidad que verifica la probabilidad de escape por la
barrera superior; lo mismo que hemos hecho en otras ocasiones, vamos a condicionar por los valores
que toma la variable bidimensional (τ1, Y1), el primer tiempo de renovación y la magnitud del salto
que se produce en ese tiempo de primera renovación.

Teorema 3.6.17. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior
partiendo de X0 = u, τ1, Y1, P

u.s
E,0,τ1,Y1 verifica la siguiente identidad:

P u.s
E,0,τ1,Y1 = I{τ1>

b−u
c

}∩{Y1∈R} + I{τ1≤ b−u
c

}∩{Y1<u+cτ1−b} + P u.s
E,τ1I{τ1≤ b−u

c
}∩{u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1} (3.233)

Ahora vamos a deducir una ecuación integral para la probabilidad de escape de la zona [0, b]
por la barrera superior.

Teorema 3.6.18. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior,
partiendo de X0 = u, P u.s

E,0 satisface la siguiente ecuación integral:

P u.s
E,0 = 1 − 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ +∞

t−b
g(y) dy dt+ 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
P

(t−y).s
E,0 g(y) dy dt (3.234)

Cuando el proceso ha alcanzado el valor u en un tiempo r ∈ (0, τ1) deducimos:

Teorema 3.6.19. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior
partiendo de Xr = u, τ1, Y1, siendo r ∈ (0, τ1), satisface la siguiente identidad:

P u.s
E,r,τ1,Y1 = I{E +

r > b−u
c

}∩{Y1∈R} + I{E +
r ≤ b−u

c
}∩{Y1<u+cE +

r −b} + P u.s
E,rτ1I{E +

r ≤ b−u
c

}∩{u+cE +
r −b≤Y1≤u+cE +

r }

(3.235)

Para la probabilidad de escape por la barrera superior partiendo de ~σ = (Xr = u,E −
r = z)

tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.6.20. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior
partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z) r ∈ (0, τ1), que denotamos por P u.s
E,r, satisface la siguiente

ecuación integral:

P u.s
E,r = 1 − 1

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ +∞

t−b
g(y) dy dt+ 1

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
E,0 g(y) dy dt

(3.236)
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3.6.3. Solución ecuaciones integrales. Probabilidad de escape a través
de la barrera superior.

Una vez que hemos deducido las ecuaciones integrales que satisface la probabilidad de que el
primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior vamos a resolverlas en algunos casos en
que sea posible. Para ello vamos a estudiar varios ejemplos.

1. Caso general.
Para efectuar un estudio más detallado de las ecuaciones integrales, puesto que los saltos

pueden tomar tanto valores positivos como negativos, vamos a sustituir la función de densidad
de los saltos por una combinación convexa de funciones de densidad; es decir, que vamos a
suponer g(y) = pg+(y) + qg−(y), p + q = 1, siendo g+(y) la función de densidad de los saltos
∀y ∈ [0,+∞) y g−(y) ∀y ∈ (−∞, 0). Sustituyendo obtenemos:

P u.s
E,0 = 1 − p

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ +∞

0
g+(y) dy dt− q

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ 0

t−b
g−(y) dy dt+ (3.237)

+p
c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

0
P

(t−y).s
E,0 g+(y) dy dt+ q

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ 0

t−b
P

(t−y).s
E,0 g−(y) dy dt.

En el caso en que el tiempo inicial sea un tiempo de renovación. Para el caso en que no lo
sea, se deduce la siguiente ecuación integral:

P u.s
E,r = 1 − p

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ +∞

0
g+(y) dy dt− q

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ 0

t−b
g−(y) dy dt+

(3.238)

+ p

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

0
P t−y
E,0 g+(y) dy dt+ q

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ 0

t−b
P t−y
E,0 g−(y) dy dt.

Se trata de ecuaciones integrales que en general no admiten solución de forma cerrada. Un
estudio profundo y detallado se puede consultar en el artículo Escape probabilities of compound
renewal processes with drift, de próxima publicación. Algunos casos en los cuales es posible
obtener la solución cerrada son los siguientes:

Caso favorable.
Denominamos caso favorable al caso en el cual la deriva es positiva y los saltos son

negativos. El proceso estocástico, por lo tanto, se puede expresar de la siguiente forma:
{Xt}t>0 donde:

Xt = ct+
N(t)∑
k=0

Yk ∀ t > 0, Yk > 0 ∀ k ∈ N.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.6 Probabilidades de escape de la zona [0, b]. 154

Se trata de un proceso creciente y por lo tanto la probabilidad de que el primer escape
sea por la barrera superior, tanto si el tiempo de partida es un tiempo de renovación tn
como un tiempo no de renovación r ∈ (0, t1) será 1.
Caso semifavorable.

Denominamos caso semifavorable a aquel caso en el cual los saltos negativos únicamente
pueden tomar valores en (−∞,−b]. En este caso la probabilidad de escape de la zona [0, b]
partiendo de X0 = u, τ1 = l, Y1 = y satisface la siguiente identidad:
Proposición 3.6.2. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de X0 = u, τ1 = l, Y1 = y, P u.s

{E,0,τ1=l,Y1=y} y los saltos tomando
valores en (−∞,−b] ∪ [0,+∞) satisface la siguiente identidad:

P u.s
E,0,τ1=l,Y1=y = I{l> b−u

c
}∩{y∈R} + I{l≤ b−u

c
}∩{y<−b} + P u.s

E,l I{l≤ b−u
c

}∩{0≤Y1≤u+cl} (3.239)

Demostración. Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimen-
sional (τ1, Y1) obtenemos:

• l > b−u
c

. No ha habido renovaciones antes de b−u
c

, y se cumple:

∀t ∈ [b− u

c
, l] : u+Xt = u+ ct > u+ c(b− u

c
) = b ∴ u+Xt /∈ [0, b].

El proceso sale por arriba seguro, con lo cual P u.s
E,0,τ1=l,Y1=y = 1 con independencia

del valor que tome Y1.
• l ≤ b−u

c
. Ahora es necesario distinguir tres casos:

◦ Si se cumple que u+ cl−y > b el proceso ha salido por la barrera superior, con lo
cual P u.s

E,0,τ1=l,Y1=y = 1. Esto ocurre cuando y < u+cl−b, pero teniendo en cuenta
las hipótesis, los saltos negativos únicamente pueden tomar valores en (−∞,−b],
se cumple cuando y < −b.

◦ Si u + cl − y < 0, ha salido por la barrera inferior de la zona [0, b], con lo cual
P u.s
E,0,τ1=l,Y1=y = 0.

◦ Si u+cl−y ∈ [0, b] el proceso está dentro de la zona y por lo tanto la probabilidad
de escape de la zona [0, b] por arriba será P u.s

E,l , la probabilidad de escape de la
zona [0, b] por arriba a partir de l. Esto ocurre cuando:

0 ≤ u+ cl− y ≤ b ⇒ −(u+ cl) ≤ −y ≤ b− (u+ cl) ⇒ (u+ cl) − b ≤ y ≤ u+ cl.

Como los saltos negativos únicamente toman valores en (−∞,−b] y u+cl−b ∈
(−b, 0), se cumplirá PE,0,τ1=l,Y1=y = P u.s

E,l cuando y ∈ [0, u+ cl].
Por lo tanto se cumple 3.239.

A continuación vamos a deducir una ecuación integral que satisface la probabilidad de
escape por la barrera superior.
Proposición 3.6.3. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de X0 = u ∈ [0, b] y los saltos tomando valores Yj ∈ (−∞,−b]∪
[0,+∞) ∀ j ∈ N satisface la siguiente ecuación integral:
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P u.s
E,0 = 1 − p

c

∫ b

u
f(t− u

c
) dt+ p

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

0
P t−y
E,0 g+(y) dy dt (3.240)

Demostración. Supongamos que la función de densidad de los saltos es una combinación
convexa de funciones de densidad, g(y) = pg+(y)+qg−(y), p+q = 1 siendo g−(y) la función
de densidad ∀y ∈ (−∞,−b] y g+(y) la función de densidad ∀y ∈ [0,+∞). Teniendo en
cuenta el teorema de la probabilidad total y la proposición 3.6.2, obtenemos:

P u.s
E,0 =

∫
P u.s
E,0,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) =

∫ +∞

b−u
c

dF (l)
∫
R

dG(y)+

+
∫ b−u

c

0
dF (l)

∫ −b

−∞
dG(y) +

∫ b−u
c

0
dF (l)

∫ u+cl

0
P u.s
E,l dG(y) =

= 1 −
∫ b−u

c

0
dF (l)

∫ +∞

0
dG(y) +

∫ b−u
c

0
dF (l)

∫ u+cl

0
P u.s
E,l dG(y) =

Teniendo en cuenta que los saltos no toman valores en (−b, 0) y que
P u.s
E,τ1

d= P
(u+cτ1−Y1).s
E,0 , se verifica:

= 1 −
∫ b−u

c

0
dF (l)

∫ +∞

0
dG(y) +

∫ b−u
c

0
dF (l)

∫ u+cl

0
P

(u+cl−y).s
E,0 dG(y).

Dando un cambio de variable adecuado obtenemos 3.240.

Esa ecuación integral se puede resolver de forma cerrada mediante la transformada de
Laplace.
Proposición 3.6.4. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de X0 = u ∈ [0, b] y los saltos tomando valores Yj ∈ (−∞,−b]∪
[0,+∞) ∀ j ∈ N satisface la siguiente expresión:

P u.s
E,0 = F(b− u), u ∈ [0, b] (3.241)

Siendo:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 1 − pf̂(cs)
s(1 − pf̂(cs)ĝ+(s))

 ds, y ∈ [0,+∞) (3.242)
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Un esquema de la demostración en D.2.1, en la página 298.
Vamos a estudiar el caso particular en que los tiempos de espera tienen una distribución

exponencial y los saltos tienen una distribución que es combinación convexa de otras dos,
una de las cuales es exponencial.
Ejemplo 3.6.1. Si los tiempos de espera tienen una distribución exponencial de parámetro
λ, τi ; ε(λ) y los saltos una distribución cuya función de densidad g es de la forma
g(t) = qg−(t) + pg+(t), p+ q = 1 siendo

g−(t) =


h(t), si t ∈ (−∞,−b]

0, si t ∈ (−b,+∞)
g+(t) =


0, si t ∈ (−∞,0)

γe−γt, si t ∈ [0,+∞)

la probabilidad de que el primer escape sea por la barrera superior partiendo de X0 = u
satisface la siguiente identidad:

P u.s
E,0 = P (u) = 1 − 1

cr1r2(r1 − r2)
[
r1e

r2(b−u)(cr2 + qλ)(γ + r2) − r2e
r1(b−u)(cr1 + qλ)(γ + r1)

]
(3.243)

Con u ∈ [0, b]; siendo:

r1 =
−(λ+ cγ) +

√
(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c , r2 =

−(λ+ cγ) −
√

(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c . (3.244)

Teniendo en cuenta la proposición 3.6.4 sabemos que:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 1 − pf̂(cs)
s(1 − pf̂(cs)ĝ+(s))

 ds, y ∈ [0,+∞).

Teniendo en cuenta que ahora τi ; ε(λ) y los saltos tienen la función de densidad g
que acabamos de definir, con función de distribución G(t) se cumple:

f̂(cs) = λ

λ+ cs
, ĝ+(s) = γ

γ + s
.

Por lo tanto:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 1 − pλ
λ+cs

s(1 − pλ
λ+cs · γ

γ+s

 ds =

= 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

(cs+ qλ)(γ + s) ds
sc(s− r1)(s− r2)

.
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Para hallar los polos del integrando resolvemos la ecuación de segundo grado,
cs2 + (λ+ cγ)s+ qλγ = 0, que tiene como soluciones:

r1 =
−(λ+ cγ) +

√
(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c , r2 =

−(λ+ cγ) −
√

(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c .

El integrando tiene un polo de orden uno en s = 0, s = r1 y s = r2, por lo tanto

F(y) = 1 − 1
cr1r2(r1 − r2)

[r1e
r2y(cr2 + qλ)(γ + r2) − r2e

r1y(cr1 + qλ)(γ + r1)] .

Teniendo en cuenta ahora la definición de F(y), concluimos que

P u.s
E,0 = P (u) = 1− 1

cr1r2(r1 − r2)
[
r1e

r2(b−u)(cr2 + qλ)(γ + r2) − r2e
r1(b−u)(cr1 + qλ)(γ + r1)

]
.

Vemos que r1 y r2 tienen parte real negativa, con lo cual:

ĺım
b→+∞

P u.s
E,0 = 1.

Un caso particular es cuando λ = cγ. En este caso obtenemos:

cs2 + (λ+ cγ)s+ qλγ = 0 ⇒ cs2 + (cγ + cγ)s+ q(cγ)γ = 0 ⇒

⇒ cs2 + 2cγs+ qcγ2 = 0 → c(s2 + 2γs+ qγ2) = 0.

Que tiene como soluciones:

s = −2γ ±
√

4γ2 − 4qγ2

2 =
−2γ ± 2γ√

p

2 = −γ ± γ
√
p,

r1 = −γ + γ
√
p = −γ(1 − √

p), r2 = −γ − γ
√
p = −γ(1 + √

p).

Con lo cual

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

(s+ qγ)(s+ γ) ds
s(s+ γ(1 − √

p))(s+ γ(1 + √
p)) .
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El integrando tiene polos de orden uno en s = 0, s = −γ(1 − √
p), s = −γ(1 + √

p) y
por lo tanto:

F(y) = 1 −
e−γ(1−√

p)y(√p− p)(1 + √
p) − e−γ(1+√

p)y(√p+ p)(1 − √
p)

2q .

De donde

P (u) = 1 −
e−γ(1−√

p)(b−u)(√p− p)(1 + √
p) − e−γ(1+√

p)(b−u)(√p+ p)(1 − √
p)

2q .

Vamos a estudiar ahora la probabilidad de que el primer escape sea por la barrera
superior suponiendo el tiempo de partida no de renovación, es decir partiendo de
Xr = u, r ∈ (0, τ1).
Proposición 3.6.5. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de Xr = u, τ1 = l, Y1 = y, r ∈ (0, τ1) y los saltos tomando
valores en (−∞,−b] ∪ [0,+∞) verifica la siguiente identidad:

P u.s
E,r,τ1=l,Y1=y = I{l′> b−u

c
}∩{y∈R} + I{l′≤ b−u

c
}∩{y<−b} + P u.s

E,rlI{l′≤ b−u
c

}∩{0≤y≤u+c(l−r)}, l
′ = l − r

(3.245)

Demostración. Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimen-
sional (τ1, Y1) obtenemos:

• l > r + b−u
c

. Se verifica:

∀t ∈ (r + b− u

c
, l) : Xt = u+ c(t− r) > u+ c(r + b− u

c
− r) = b.

El proceso ha salido de la zona por arriba, por lo tanto P u.s
E,r,τ1=l,Y1=y = 1 para

cualquier valor que tome Y1. Esto ocurre cuando:

l > r + b− u

c
⇒ l − r >

b− u

c
⇒ l′ >

b− u

c
.

• l ≤ r + b−u
c

. Hay que diferenciar varios casos:
◦ u+ c(l− r) − y < 0. En este caso ha salido de la zona [0, b] por la barrera inferior,
P u.s
E,r,τ1=l,Y1=y = 0.

◦ u+ c(l− r) − y > b. Ha salido de la zona [0, b] por la barrera superior, con lo cual
P u.s
E,r,τ1=l,Y1=y = 1. Esto ocurre cuando

u+ c(l − r) − y > b ⇒ y < u+ cl′ − b.

Teniendo en cuenta que los saltos únicamente pueden tomar valores en (−∞,−b],
se cumple que P u.s

E,r,τ1=l,Y1=y = 1 cuando y ≤ −b.
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◦ Xu
l,r ∈ [0, b]. Está todavía dentro de la zona, se ha producido la primera renova-

ción, con lo cual P u.s
E,r,τ1=l,Y1=y = P u.s

E,rl. Esto ocurre cuando:

Xu
l,r ∈ [0, b] ⇒ 0 ≤ u+ c(l − r) − y ≤ b ⇒ 0 ≤ u+ cl′ − y ≤ b ⇒

⇒ −(u+ cl′) ≤ −y ≤ b− (u+ cl′) ⇒ (u+ cl′) − b ≤ y ≤ u+ cl′.

Teniendo en cuenta las hipótesis, los saltos únicamente pueden tomar valores
en (−∞,−b]∪ [0,+∞) y como u+cl′ −y ∈ (−b, 0) se cumple P u.s

E,r,τ1=l,Y1=y
d= P u.s

E,rl

cuando y ∈ [0, u+ cl′].
Esto cuando l ≤ r + b−u

c
⇒ l′ ≤ b−u

c
.

Con lo cual se cumple 3.245.

A continuación vamos a deducir la ecuación integral que satisface la probabilidad de
que el primer escape sea por la barrera superior, para lo cual vamos a condicionar por ~σ.
Proposición 3.6.6. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z), u ∈ [0, b], r ∈ (0, τ1) satisface la
siguiente ecuación integral:

P u.s
E,r = 1 − p

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
) dt+ p

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

0
P

(t−y).s
E,0 g+(y) dy dt

(3.246)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total y la proposición
3.6.5, considerando la variable aleatoria bidimensional (E +

r , Y1), obtenemos:

P u.s
E,r =

∫
P u.s
E,r,τ1=l,Y1=yP(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) = 1
F̄ (z)

∫ +∞

b−u
c

f(z + l′)
∫
R
g(y) dy dl′+

+ 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + l′)

∫ −b

−∞
g(y) dy dl′ + 1

F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + l′)

∫ u+cl′

0
P u.s
E,r,(r+l′)g(y) dy dl′ = 32

= 1− 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z+l′)

∫ +∞

0
g(y) dy dl′+ 1

F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z+l′)

∫ u+cl′

0
P u.s
E,r(r+l′)g(y) dy dl′ =

Teniendo en cuenta que los saltos no toman valores en (−b, 0). En su momento se
demostró que P u.s

E,rτ1

d= P
(u+cE +

r −Y1).s
E,0 , con lo cual:

32Teniendo en cuenta que E +
r = l′ ⇒ τ1 − r = l′ ⇒ τ1 = l′ + r.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.6 Probabilidades de escape de la zona [0, b]. 160

= 1− 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z+l′)

∫ +∞

0
g(y) dy dl′+ 1

F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z+l′)

∫ u+cl′

0
P

(u+cl′−y).s
E,0 g(y) dy dl′.

Concluimos 3.246 dando un apropiado cambio de variable.

Esa ecuación se puede solucionar de forma cerrada mediante la transformada de Laplace.
Proposición 3.6.7. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por
la barrera superior partiendo de Xr = u ∈ [0, b], E −

r = z y los saltos tomando valores
Yj ∈ (−∞,−b] ∪ [0,+∞) ∀ j ∈ N satisface la siguiente igualdad:

P u.s
E,r = P (r, u, z) = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] (3.247)

Siendo:

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 F̄ (z) − pf̂z(cs)[1 − sĝ+(s)F̂(s)]
sF̄ (z)

 ds, y ∈ [0,+∞) 33

(3.248)

El esquema de la demostración se puede consultar en D.2.2, en la página 300.
Vamos a estudiar el caso particular en que los tiempos de espera tienen una distribución

exponencial y los saltos tienen una distribución que es combinación convexa de otras dos,
una de las cuales es exponencial.
Ejemplo 3.6.2. Si los tiempos de espera tienen una distribución exponencial de parámetro
λ, τi ; ε(λ) y los saltos una distribución cuya función de densidad g es de la forma
g(t) = qg−(t) + pg+(t), p+ q = 1 siendo

g−(t) =


h(t), si t ∈ (−∞,−b]

0, si t ∈ (−b,+∞)
, g+(t) =


0, si t ∈ (−∞,0)

γe−γt, si t ∈ [0,+∞)

la probabilidad de que el primer escape sea por la barrera superior partiendo de
Xr = u, E −

r = z, que denotamos por P u.s
E,r = P (r, u, z), satisface la siguiente identidad

para u ∈ [0, b]:

P (r, u, z) = 1 − e−ρ(b−u)N(−ρ)
ρ(ρ+ r1)(ρ+ r2)

+ er1(b−u)N(r1)
r1(r1 + ρ)(r1 − r2)

− er2(b−u)N(r2)
r2(r2 + ρ)(r1 − r2)

(3.249)

33Siendo:

f̂z(cs) =
∫ +∞

0
e−cstf(z + t) dt
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Siendo:

r1 =
−(λ+ cγ) +

√
(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c , r2 =

−(λ+ cγ) −
√

(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c . (3.250)

En la proposición 3.6.7 habíamos deducido que:

F̂(r, s, z) = F̄ (z) − pf̂z(cs)[1 − sĝ+(s)F̂(s)]
sF̄ (z)

,

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 F̄ (z) − pf̂z(cs)[1 − sĝ+(s)F̂(s)]
sF̄ (z)

 ds.

Sabemos que:

f(t) = λe−λt, f̂(cs) = λ

λ+ cs
,

d[f̂(cs)]
ds = −cλ

(λ+ cs)2 , g+(y) = γe−γy, ĝ+(s) = γ

γ + s
,

F̂(s) = 1 − pf̂(cs)
s(1 − pf̂(cs)ĝ+(s))

=
1 − pλ

λ+cs

s(1 − pλ
λ+cs · γ

γ+s)
= (cs+ qλ)(γ + s)
sc(s− r1)(s− r2)

.

Siendo:

r1 =
−(λ+ cγ) +

√
(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c , r2 =

−(λ+ cγ) −
√

(λ+ cγ)2 − 4qcγλ
2c .

Con lo cual:

F̂(r, s, z) =
e−λz − p

[
λe−λz

cs+λ

] [
1 − s

[
γ
γ+s

] [
(cs+qλ)(γ+s)
sc(s−r1)(s−r2)

]]
se−λz =

1 − pλ
cs+λ

[
1 − γ(cs+qλ)

c(s−r1)(s−r2)

]
s

=

= 1
s

− pρ [(s− r1)(s− r2) − γ(s+ qρ)]
s(s+ ρ)(s− r1)(s− r2)

,

F̂(r, s, z) = s3 − [(1 + q)ρ+ γ]s2 + [pργ − qρ2]s+ qγρ2

s(s+ ρ)(s− r1)(s− r2)
.

Siendo ρ = λ
c
. Si aplicamos ahora la transformada inversa de Laplace obtenemos:
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F(r, y, z) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

[
s3 − [(1 + q)ρ+ γ]s2 + [pργ − qρ2]s+ qγρ2

s(s+ ρ)(s− r1)(s− r2)

]
ds.

De forma sencilla, mediante el teorema de los resíduos, obtenemos:

F(r, y, z) = 1 − e−ρy N(−ρ)
ρ(ρ+ r1)(ρ+ r2)

+ er1y
N(r1)

r1(r1 + ρ)(r1 − r2)
− er2y

N(r2)
r2(r2 + ρ)(r1 − r2)

.

Siendo N(s) = s3 − [(1+q)ρ+γ]s2 +[pργ−qρ2]s+qγρ2. De forma inmediata obtenemos
3.249.

Caso actuarial.
Denominamos caso actuarial cuando los saltos pueden tomar únicamente valores positi-

vos, quedando el proceso estocástico (teniendo en cuenta que el proceso parte de X0 = u)
{Xt}t≥0, donde

Xt = u+ ct−
N(t)∑
k=0

Yk, ∀ t ≥ 0, Yk ≥ 0 ∀ k ∈ N.

Tenemos los siguientes resultados:
Proposición 3.6.8. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de X0 = u, τ1 = l, Y1 = y, P u.s

E,0,τ1=l,Y1=y y los saltos tomando
únicamente valores positivos satisface la siguiente identidad:

P u.s
E,0,τ1=l,Y1=y = I{l> b−u

c
} + P u.s

E,l I{l≤ b−u
c

}∩{0≤y≤u+cl} (3.251)

Demostración. La demostración es inmediata, procediendo como en casos precedentes.

Proposición 3.6.9. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de X0 = u y los saltos tomando únicamente valores positivos
satisface la siguiente ecuación integral:

P u.s
E,0 = 1

c

∫ +∞

b
f(t− u

c
) dt+ 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

0
P

(t−y).s
E,0 g(y) dy dt (3.252)

P (u) = 1
c

∫ +∞

b
f(t− u

c
) dt+ 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

0
P (t− y)g(y) dy dt, u ∈ [0, b] (3.253)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total y la proposición
3.6.8, procediendo como en anteriores demostraciones, obtenemos 3.252.
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Lo mismo que ocurría para el caso favorable son ecuaciones integrales lineales, pero
en este caso no podremos efectuar una integración cerrada aplicando la transformada
directa e inversa de Laplace. Sin embargo se puede estudiar la existencia de soluciones y
el carácter de estas, caso de existir. No vamos a efectuar un estudio en profundidad, pues
no es el objeto de este trabajo.

Consideremos la ecuación integral 3.253. Es una ecuación integral lineal, aunque su estu-
dio es bastante complicado. Supongamos, como caso particular, que los tiempos de espera
tienen una distribución con función de densidad f(t) que es solución de una ecuación
diferencial lineal homogénea de orden n con coeficientes constantes, y que las condicio-
nes inciales quedan indeterminadas; es decir, las condiciones iniciales son unas ciertas
constantes que no conocemos.
Proposición 3.6.10. En el caso en que los tiempos de espera τi tienen una función de
distribución F cuya función de densidad asociada es de clase Cn en (0,+∞) y existe un
operador diferencial con coeficientes constantes L ≡ L(∂u) de orden n ∈ N tal que f(t) es
solución de

L(f) =
(

n∑
i=0

ai
∂i

∂ti

)
f(t) = 0, con las condiciones iniciales (3.254)

f 0(0) = b0, · · · , fn−2(0) = bn−2, f
n−1(0) = bn−1, (3.255)

entonces P u.s
E,0 = P (u) es de clase Cn en (0, b) y cualquier solución de la ecuación integral

3.253 debe ser solución de la ecuación integro-diferencial:

(
n∑
k=0

(−c)kak
∂k

∂uk

)
P (u) =

n−1∑
k=0

(−c)k
 n∑
j=1+k

akf
j−(1+k)(0)

 ∫ u

0
P k(u− y)g(y) dy+

(3.256)

+
n−2∑
k=0

 n∑
j=k+2

j−2∑
i=0

ak(−1)2j−1−i(c)1+if j−2−i(0)P i(0)
 gk(u), u ∈ [0, b]

con las condiciones de frontera:

P (b) = 1, P ′(b) = 1
c
f(0) − 1

c
f(0)Π(b), · · · , (3.257)

· · · P k(b) = (−1)k−1
(1
c

)k
fk−1(0) +

k−1∑
j=0

(−1
c

)j+1
f j(0)Πk−1−j(b), k = 2 · · · , n− 1.

(3.258)

Siendo:
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Π(u) =
∫ u

0
P (u− y)g(y) dy, u ∈ [0, b]. (3.259)

Un esbozo de la demostración se puede ver en D.2.3, en la página 301.
Ahora podemos hallar la solución de la ecuación integral 3.253.

Proposición 3.6.11. En el caso en que los tiempos de espera τi tienen una función de
distribución F cuya función de densidad asociada es de clase Cn en (0,+∞) y existe un
operador diferencial con coeficientes constantes L ≡ L(∂u) de orden n ∈ N tal que f(t) es
solución de

L(f) =
(

n∑
i=0

ai
∂i

∂ti

)
f(t) = 0, con las condiciones iniciales (3.260)

f 0(0) = b0, · · · , fn−2(0) = bn−2, f
n−1(0) = bn−1, (3.261)

y con las condiciones de frontera:

P (b) = 1, P ′(b) = 1
c
f(0) − 1

c
f(0)Π(b), · · · , (3.262)

· · · P k(b) = (−1)k−1
(1
c

)k
fk−1(0) +

k−1∑
j=0

(−1
c

)j+1
f j(0)Πk−1−j(b), k = 2 · · · , n− 1,

(3.263)

siendo:

Π(u) =
∫ u

0
P (u− y)g(y) dy, u ∈ [0, b], (3.264)

entonces se verifica:

P (u) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esyP̂ (s) ds, u ∈ [0, b] 34 (3.265)

Siendo:

P̂ (s) =

n−1∑
k=0

(αk − βk)sk

n∑
k=0

ak(−c)ksk −
n−1∑
k=0

bk(−c)kskĝ(s)
(3.266)

34Eligiendo α de modo adecuado.
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Un esbozo de la demostración D.2.4, en la página 304.
A continuación vamos a obtener una fórmula explícita de P (u). Depende de las n

indeterminadas, incógnitas, αk, βk, k = 0, · · · , n− 1, las cuales determinaremos teniendo
en cuenta las condiciones de frontera.
Proposición 3.6.12. En el caso en que los tiempos de espera τi tienen una función de
distribución F cuya función de densidad asociada es de clase Cn en (0,+∞) y existe un
operador diferencial con coeficientes constantes L ≡ L(∂u) de orden n ∈ N tal que f(t) es
solución de

L(f) =
(

n∑
i=0

ai
∂i

∂ti

)
f(t) = 0, con las condiciones iniciales (3.267)

f 0(0) = b0, · · · , fn−2(0) = bn−2, f
n−1(0) = bn−1, (3.268)

y con las condiciones de frontera:

P (b) = 1, P ′(b) = 1
c
f(0) − 1

c
f(0)Π(b), · · · , (3.269)

· · · P k(b) = (−1)k−1
(1
c

)k
fk−1(0) +

k−1∑
j=0

(−1
c

)j+1
f j(0)Πk−1−j(b), k = 2 · · · , n− 1,

(3.270)

siendo:

Π(u) =
∫ u

0
P (u− y)g(y) dy, u ∈ [0, b], (3.271)

entonces se verifica:

P (u) = Θ(u, b)
∆(b) (3.272)

Siendo:

Θ(u, b) = (−1)n−1 det



π0(u) π1(u) · · · πn−1(u) 0

a00 a01 · · · a0n−1 1

a10 a11 · · · a1n−1
f(0)
c...

aj0 aj1 · · · ajn−1 f j−1(0)
(

1
c

)j
...

an−10 an−11 · · · an−1n−1 fn−2(0)
(

1
c

)n−1



, (3.273)
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∆(b) = det


a00 a01 · · · a0n−1
a10 a11 · · · a1n−1
...

an−10 an−11 · · · an−1n−1

 . (3.274)

La demostración, esbozada, en D.2.5 , en la página 306.
A la hora de resolver la ecuación integral 3.253 es esencial el siguiente corolario, un caso

particular de la proposición 3.6.10, en la página 163:
Corolario 3.6.2. En el caso en que los tiempos de espera τi tienen una función de dis-
tribución F cuya función de densidad asociada es de clase Cn en (0,+∞) y existe un
operador diferencial con coeficientes constantes L ≡ L(∂u) de orden n ∈ N tal que f(t) es
solución de

L(f) =
(

n∑
i=0

ai
∂i

∂ti

)
f(t) = 0, con las condiciones iniciales (3.275)

f 0(0) = 0, · · · , fn−2(0) = 0, fn−1(0) = a0. (3.276)

entonces P u.s
E,0 = P (u) es de clase Cn en (0, b) y cualquier solución de la ecuación integral

3.253 debe ser solución de la ecuación integro-diferencial

 n∑
j=0

(−c)jaj
∂j

∂uj

P (u) = a0

∫ u

0
P (u− y)g(y) dy, 0 ≤ u < b (3.277)

con las condiciones de frontera:

P (b) = 1, P i(b) = 0, i = 1, · · · , n− 1. (3.278)

La demostración es inmediata, teniendo en cuenta la proposición 3.6.10, en la página
163.

A continuación vamos a deducir una solución de la ecuación 3.277.
Corolario 3.6.3. Supongamos que F tiene una función de densidad f , de clase Cn en
(0,+∞) para la cual se cumple 3.275 y 3.276, entonces la solución de la ecuación integro
diferencial 3.277 satisface:

P (u) =
∑n−1
k=0 Qk(b)σk(u)

∆(b) (3.279)

Donde:
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Qk(b) = det



σ0
0(b) · · · σ0

k−1(b) 1 σ0
k+1(b) · · · σ0

n−1(b)

σ‘
0(b) · · · σ‘

k−1(b) 0 σ‘
k+1(b) · · · σ‘

n−1(b)
...

σn−1
0 (b) · · · σn−1

k−1 (b) 0 σn−1
k+1 (b) · · · σn−1

n−1(b)

 , (3.280)

σk(u) =
n−k∑
i=1

bi+kπi(u), ∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

σ0
0(b) σ0

1(b) · · · σ0
n−1(b)

σ‘
0(b) σ‘

1(b) · · · σ‘
n−1(b)

...
σn−1

0 (b) σn−1
1 (b) · · · σn−1

n−1(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (3.281)

Demostración. La demostración es inmediata teniendo en cuenta las proposiciones
3.6.11 y 3.6.12.

Como ejemplo, supongamos que los tiempos de espera siguen una distribución expo-
nencial de parámetro λ, τi ; ε(λ).
Proposición 3.6.13. En el caso en que τi ; ε(λ) y los saltos tienen una función de
distribución G(y), con función de densidad g(y), se verifica la siguiente identidad:

P̂ (s) = P (0)
λ
c
(ĝ(s) − 1) + s

(3.282)

En el caso en que los tiempos de espera tengan una distribución exponencial de pará-
metro λ, τi ; ε(λ),∀ i ∈ N y los saltos sigan una distribución exponencial de parámetro
γ, Yj ; ε(γ), ∀ j ∈ N se deduce de forma inmediata el siguiente corolario:
Corolario 3.6.4. Cuando los tiempos de espera tienen una distribución exponencial de
parámetro λ y los saltos siguen también una distribución exponencial de parámetro γ se
cumple:

P (u) =
γ − λ

c
e( λ

c
−γ)u

γ − λ
c
e( λ

c
−γ)b

, si λ 6= cγ (3.283)

P (u) = 1 + γu

1 + γb
, si λ = cγ (3.284)

Las demostraciones son triviales teniendo en cuenta los resultados previos.
Vamos a estudiar ahora la probabilidad de que el primer escape sea por la barrera

superior suponiendo el tiempo de partida no de renovación, es decir, partiendo de
Xr = u, r ∈ (0, τ1). Las demostraciones siguen el mismo razonamiento que para el caso
en que el tiempo inicial es un tiempo de renovación.
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Proposición 3.6.14. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de Xr = u, τ1 = l, Y1 = y, r ∈ (0, τ1) y los saltos tomando
valores en [0,+∞) verifica la siguiente identidad:

P u.s
E,r,τ1=l,Y1=y = P u.s

E,r,E +
r =l′,Y1=y = I{l′> b−u

c
}∩{y∈R} + P u.s

E,rlI{l′≤ b−u
c

}∩{0≤y≤u+cl′}, l
′ = l − r

(3.285)

Demostración. Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimen-
sional (τ1, Y1), razonando como en la proposición 3.6.5 en la página 158, obtenemos 3.285.

Proposición 3.6.15. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior partiendo de Xr = u ∈ [0, b], E −

r = z, r ∈ (0, τ1) satisface la siguiente
ecuación integral:

P u.s
E,r =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + t− u

c
)
∫ t

0
P

(t−y).s
E,0 g(y) dy dt (3.286)

P (r, u, z) =
F̄ (z + b−u

c
)

F̄ (z)
+ 1
cF̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + t− u

c
)
∫ t

0
P (t− y)g(y) dy dt (3.287)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total, la proposición
3.6.14 y razonando como en la proposición 3.6.6 en la página 159, obtenemos 3.287.

Se trata de una ecuación integral que, aunque tiene solución única, en general no es
posible resolver de forma cerrada. Es interesante la siguiente proposición.
Proposición 3.6.16. Supongamos que F tiene función de densidad f , de clase Cn en
(0,∞) y que existe un operador diferencial lineal con coeficientes constantes L = L(∂u)
de orden n ∈ N tal que f resuelve:

L(f) =
 n∑
j=0

aj
∂j

∂tj

 f(z + t) = 0 (3.288)

con condiciones iniciales:

f j(z) = bj, para j = 0, · · · , n− 1. (3.289)

Entonces P (r, u, z) ∈ Cn y es solución de la siguiente ecuación integro diferencial:
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[
n∑
i=0

(−c)iai
∂i

∂ui

]
P (r, u, z) = A+

n−1∑
k=0

BkΠk(u) donde: (3.290)

A = a0 − 1
F̄ (z)

n∑
k=1

akbk−1, (3.291)

Bk = (−c)k
 n∑
i=k+1

aif
i−k−1(z)

 , Π(u) =
∫ u

0
P (u− y)g(y) dy, Πk(u) = ∂kΠ(u)

∂uk
. (3.292)

Con condiciones de frontera en x = b:

P (r, b, z) = 1, P ′(r, b, z) = 1
cF̄ (z)

− 1
F̄ (z)c

f(z)Π(b), (3.293)

P ′′(r, b, z) = − 1
F̄ (z)c2

f ′(z) + 1
F̄ (z)c2

f ′(z)Π(b) − 1
F̄ (z)c

f(z)Π′(b), (3.294)

P k(r, b, z) = (−1)k+1 1
F̄ (z)ck

fk−1(z)− 1
F̄ (z)

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−i
fk−1−i(z)Πi(b), para k = 1, · · · , n−1.

(3.295)

O más brevemente:

P k(r, b, z) = (−1)k+1 1
F̄ (z)ck

fk−1(z)− 1
cF̄ (z)

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(z)Πi(b), para k = 0, · · · , n−1,

(3.296)

si asumimos que f−1(z) = −F̄ (z) y
−1∑
i=0

= 0. P (u) es la solución de la ecuación integro-

diferencial 3.256 obtenida en la proposición 3.6.10, en la página 163.

A partir de la anterior proposición es sencillo encontrar una solución de 3.287.
Corolario 3.6.5. Supongamos que F tiene una función de densidad f , de clase Cn en
(0,∞) para la cual se cumple 3.288 y 3.289, entonces la solución de la ecuación integro
diferencial 3.290 satisface la expresión:

P (r, u, z) = Θ(b, u)
∆(b) donde : (3.297)
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Θ(b, u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(Aπ(u) + Γ(u)) −π1(u) −π2(u) . . . −πn(u)

σ0(b) a00 a01 . . . a0(n−1)

σ1(b) a10 a11 . . . a1(n−1)
...

σn−1(b) a(n−1)0 a(n−1)1 . . . a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.298)

∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 · · · a0(n−1)

a10 a11 · · · a1(n−1)
...

a(n−1)0 a(n−1)1 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, aij = πj+1+i(b), para i = 0, · · · , n− 1,

(3.299)

π(u) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

esu ds
sL(s) , πk(u) = ∂kπ(u)

∂uk
, Γ(u) = 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esu

[
n−1∑
i=0

Bis
iP̂ (s)ĝ(s)
L(s)

]
ds,

(3.300)

σj(b) = (−1)i+1

F̄ (z)

(1
c

)i
f i−1(z) − Aπi(b) − Γi(b) − 1

cF̄ (z)

i−1∑
j=0

(−1
c

)i−1−j
f i−1−j(z)Πj(b),

(3.301)

para j = 0, · · · , n− 1.

En los artículos Escape probabilities of compound renewal processes with drift, de próxima publi-
cación, The two barrier escape problem for compound renewal processes with two-sided jumps, [153],
A semi-deterministic random walk with resetting, [151], y Escape Probabilities from an Interval for
Compound Poisson Processes with Drift, [152], realizamos un estudio exhaustivo de las probabilida-
des de escape de la zona [0, b], obteniendo resultados relevantes para una amplia variedad de casos.
El estudio de la probabilidad de escape de un determinado intervalo es de suma importancia, no
únicamente desde un punto de vista teórico, en diferentes disciplinas científicas. Un ejemplo evidente
son las ciencias actuariales y financieras en las cuales el estudio de las probabilidades de “ruina” y de
“supervivencia” son uno de los temas destacados de estudio; en el anterior artículo obtenemos dichas
probabilidades a partir de las expresiones obtenidas para la probabilidad de escape del intervalo [0, b]
haciendo b → +∞, lo cual nos proporciona la “probabilidad de supervivencia” (N(u)), la probabili-
dad de que el proceso no salga del intervalo por la barrera inferior; evidentemente, la “probabilidad
de ruina” será R(u) = 1 − N(u). Recordando el corolario 3.6.4, en la página 167, si en la fórmula
3.283 hacemos b → +∞ obtenemos para la probabilidad de supervivencia:

N(u) = 1 − λ

cγ
e

(λ−cγ)
c

u (3.302)

Con lo cual, la probabilidad de ruina será:
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R(u) = 1 −N(u) = λ

cγ
e

−(cγ−λ)
c

u (3.303)

Resultados clásicos son, también, el estudio de la probabilidad de ruina en el caso en que
τi ; εr(2, λ) y Yi ; ε(γ). Siguiendo el mismo razonamiento obtenemos:

N(u) = 1 −
(

1 + r2

γ

)
er2u, R(u) =

(
1 + r2

γ

)
er2u

siendo r2 la única raíz negativa de la conocida en la literatura especializada como ecuacion de
Lundberg. Son interesantes los artículos [8] de A. I. Bergel, R. M. R. Cardoso, A. D. R. Dos Reis and
E. V. Rodríguez-Martínez donde estudian la probabilidad de primera llegada a la barrera superior
y de ruina, [24] de D. C. M. Dickson y C. Hipp y [25] de D. C. M. Dickson y G. E. Willmot
donde se obtienen, siguiendo otros razonamientos, las fórmulas anteriores para las probabilidades de
supervivencia y ruina. Manuales de referencia imprescindibles donde se estudian la probabilidad de
ruina, la de supervivencia y otros temas relacionados en un amplio contexto teórico son [2] de S.
Asmussen, [107] de T. Mikosch entre otros.

3.6.4. Relación con los procesos de difusión.
En la proposicion 3.2.6, en la página 55, y en el corolario 3.2.2, en la página 54, se demos-

tró que los procesos estocasticos de renovación compuestos con deriva, en general, no son procesos
markovianos con probabilidades de transición estacionarias.

En la definición 3.6.1, en la página 136, habíamos definido el suceso “escape de la zona [0, b]
en un tiempo t, {Xt /∈ [0, b]}” y deducido su probabilidad:

P(Xt /∈ [0, b]) = 1 −
+∞∑
n=0

G∗n(u+ ct)pn +
+∞∑
n=0

G∗n(u+ ct− b)pn.

Para los procesos compuestos de Poisson y los pseudo-poisonnianos es conocida la expresión
para las probabilidades de transición:35

P(Xt+τ ∈ A�Xτ = x) = e−xt
+∞∑
n=0

(αt)n
n! Kn(x,A), t > 0,

siendo K un núcleo estocástico que proporciona las probabilidades de transición del proceso de
Markov, A ∈ A un suceso cualquiera, α el parámetro de las variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas (exponenciales de parámetro α, τi ; ε(α) que definen el proceso de
Poisson ordinario N(t)).

Si consideramos A = ¬[0, b] la semejanza entre las dos fórmulas es evidente, pero hay una
diferencia fundamental: el hecho de que no sea un proceso de Markov con probabilidades de transición
estacionarias impide usar las ecuaciones prospectiva y retrospectiva de Kolmogorov para hallar las

35Hay un estudio muy interesante en Feller, Introducción a la teoría de la probabilidad, Vol II, pag. 366 y siguientes.
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probabilidades de transición. Otra es que, mientras en los procesos de salto las trayectorias entre dos
saltos permanecen constantes, en los procesos de renovación compuestos con deriva se produce un
incremento lineal, que viene dado por la deriva; no obstante es fácil considerar un proceso estocástico
de saltos puro dado por {Yt}t≥0 / Yt = Xt − ct ∀ t ≥ 0.

Pese a las diferencias que acabamos de señalar entre los procesos de difusión (en particular el
movimiento browniano) y el proceso de renovación compuesto con deriva, es notable la “semejanza”
de resultados obtenidos. Por ejemplo, habíamos obtenido en la proposición 3.5.2, en la página 134,
para la probabilidad de llegada a la barrera superior (sin antes haber llegado a la inferior o haber
salido de la zona [0, b]) partiendo de X0 = u, suponiendo distribución exponencial tanto para los
tiempos de espera como para los saltos la siguiente fórmula:

P u
b,0 = c√

(λ+ cγ)2 − 4qcλγ

[
er1(b−u)(γ + r1) − er2(b−u)(γ + r2)

]
, u ∈ [0, b].

Fórmula que podemos expresar como:

P u
b,0 = 1

r1 − r2

[
er1(b−u)(γ + r1) − er2(b−u)(γ + r2)

]
, u ∈ [0, b].

Vamos a definir una función escala (“scale function”, en terminología habitual en el movimiento
browniano), que mida la “escala” de un determinado punto x al punto de partida u:

s(x, u) = er1(x−u)(γ + r1) − er2(x−u)(γ + r2).

Teniendo en cuenta que hemos definido P u
b,0 como la probabilidad de llegar a b sin antes haber

llegado a 0 partiendo de X0 = u, se puede interpretar como la “probabilidad de llegar a b antes que a
0 partiendo de X0 = u” y por lo tanto, la probabilidad de llegar a 0 antes que a b, P u

0,0, condicionada
por X0 = u será su complementaria. Tenemos:

P u
0,0 = 1 − P u

b,0 = 1 − 1
r1 − r2

[
er1(b−u)(γ + r1) − er2(b−u)(γ + r2)

]
=

=
r1 − r2 −

[
er1(b−u)(γ + r1) − er2(b−u)(γ + r2)

]
r1 − r2

=

[
er1(b−u)(γ + r1) − er2(b−u)(γ + r2)

]
− (r1 − r2)

r2 − r1
.

Y teniendo en cuenta que

s(u, u) = er1(u−u)(γ + r1) − er2(u−u)(γ + r2) = r1 − r2,

podemos concluir que

P u
0,0 = s(b, u) − s(u, u)

r2 − r1
,

que nos lleva a la conclusión de que la probabilidad de llegar a 0 antes que a b empezando en u
es proporcional a la distancia entre b y u (si interpretamos s(b, u) − s(u, u) como la distancia entre
b y u) , la conocida propiedad del movimiento browniano.
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Capítulo 4
Procesos de renovación compuestos con correlación salto-tiempo y con
deriva. Estudio markovianidad.

En este capítulo vamos a estudiar los procesos de renovación compuestos con deriva asumiendo
la existencia de correlación entre los tiempos de espera {τi}i∈N y los saltos {Yj}j∈N. En la sección
3.1 definimos los procesos de renovación compuestos con deriva (definición 3.1.1 en la página 50)
asumiendo independencia entre los tiempos de espera {τi}i∈N y los saltos {Yj}j∈N; sin embargo, en un
estudio general, se puede considerar la existencia de correlación entre ambos. Esa es la hipótesis que
asumiremos a lo largo de todo el capítulo, vamos a suponer dependencia (posible) entre τi y Yi, i ∈ N;
es decir, el tamaño del salto Yi depende del anterior tiempo de espera τi. Salvo que se indique lo
contrario, denotamos por h(x, y) la función de densidad de la variable aleatoria (τi, Yi) ∀ i ∈ N,
H(x, y) su función de distribución, f(x) la función de densidad de la variable aleatoria τi ∀i ∈ N,
F (x) su función de distribución, gτi

(y) la función de densidad de la variable aleatoria Yi ∀ i ∈
N condicionada por el valor que tome la variable aleatoria τi, Gτi

(y) su función de distribución
condicionada, gτ(t)(y) la función de densidad de la variable aleatoria Yi ∀ i ∈ N condicionada por el
valor que tome la variable aleatoria τi − z, z > 0 y Gτ(t)(y) su función de distribución condicionada.

Aunque la literatura suponiendo correlación entre tiempos de espera y saltos no es tan abun-
dante como en el caso no correlacionado, merecen ser citados estudios como [1] de H. Albrecher y
O. J. Boxmab, en el cual se estudia un modelo de riesgo asumiendo dependencia entre el tiempo de
espera para la siguiente “reclamación” y el tamaño de la anterior “reclamación”; con nuestra nota-
ción, asumen dependencia de τk+1 con Yk. También es interesante el artículo [115], de M. Montero y
J. Masoliver donde se estudia CTRW con dependencia entre tiempos de espera y saltos, y también
modelos con dependencia entre tiempos de espera consecutivos. Otros articulos interesantes son [56]
de G. Giacomin, [103] de J. Masoliver, M. Montero, J. Perelló y G. H. Weiss, [109] de E. W. Montroll
y G. H. Weiss, [111] y [112] de J. Villarroel y M. Montero, [137] de V. P. Shkilev, [145] de F. L.
Toninelli, [147] de J. Velázquez and A. Robledo, [156] de K. C. Yuen, J. Guob and X. Wu,...

El capítulo está estructurado de la siguiente forma:

En la primera sección deduciremos la ley de probabilidad del proceso, tanto condicionada como
no condicionada.

En la segunda sección estudiaremos los tiempos de escape y de primera llegada a la barrera
superior, deduciendo las ecuaciones integrales.

En la tercera sección estudiaremos la probabilidad de primera llegada a la barrera superior.
Deduciremos sus ecuaciones integrales, aunque no las resolveremos.

En la cuarta sección estudiaremos la probabilidad de escape de la zona [0, b], deduciendo sus
ecuaciones integrales.
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4.1. Ley de probabilidad no condicionada. Ley de probabi-
lidad condicionada. Estudio markovianidad.

En esta sección vamos a estudiar la ley de probabilidad del proceso. Las demostraciones, dada
la semejanza con las aportadas en el caso no correlacionado, se suprimen por razones de brevedad.

4.1.1. Ley de probabilidad no condicionada.
Vamos a deducir la ley de probabilidad no condicionada. En la sección 2.2, en la página 42,

definimos los procesos de renovación compuestos, asumiendo la independencia entre los tiempos de
espera {τi}i∈N y los saltos {Yj}j∈N (definición 2.2.1). Siguiendo el mismo esquema de razonamiento
y recordando la proposición 2.2.1, en la página 42, obtenemos:

Proposición 4.1.1. La función de densidad de la variable aleatoria St, t > 0 se puede descomponer
en la suma:

fSt(x) = δ0(x) · (1 − F (t)) + 1
4π2i

·
∫ +∞

−∞
e−ipx dp ·

∫ γ+i∞

γ−i∞
est · (1 − f̂(s)) · f̂(s) · ψ(p/k)

s(1 − f̂(s) · ψ(p/k))
ds

(4.1)

siendo δ0(x) la función Delta de Dirac y ψ(p/k) la función característica de la variable aleatoria
Y1 condicionada por N(t) = k, k = 0, · · · .

Una vez que hemos hallado la función de densidad de la variable aleatoria St, t > 0 es tri-
vial deducir la de Xt, t > 0 (por simplicidad en los razonamientos, sin pérdida de generalidad,
consideramos Xt = ct+ St, ∀t ≥ 0). Tenemos la siguiente proposicion:

Proposición 4.1.2. La variable aleatoria Xt, t > 0 tiene la siguiente función de densidad:

fXt(x) = fSt(x− ct) (4.2)

A continuación vamos a deducir la ley de probabilidad condicionada.

4.1.2. Ley de probabilidad condicionada.
Cuando el tiempo inicial r ∈ [tn, tn+1), n ∈ N no es un tiempo de renovación se deduce la

siguiente proposición:

Proposición 4.1.3. La variable aleatoria Sr+h, h > 0 condicionada por Sr = x tiene la siguiente
función de densidad:

fSr+h�Sr=x(y) = δ0(y − x)P(E +
r > h)+ (4.3)

+ 1
4π2i

·
∫ +∞

−∞
e−ip(y−x)ψ(p/k)

∫ h

0

∫ γ+i∞

γ−i∞

es(h−l)[1 − f̂(s)]
s[1 − f̂(s)ψ(p/k)]

ds dφ(l�r) dp
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siendo δ(y − x) la función δ de Dirac, ψ(p/k) la función característica de la variable aleatoria
Y1 condicionada por N(r + h) − N(r) = k, k = 1, · · · , φ(l�r) la función de distribución de E +

r y
eligiendo γ ∈ R de forma adecuada.

Si el tiempo de partida es un tiempo de renovación tn es trivial deducir el siguiente corolario:

Corolario 4.1.1. La variable aleatoria Stn+h, h > 0 condicionada por Stn = x tiene la siguiente
función de densidad:

fStn+h�Stn =x(y) = δ0(y − x)[1 − F (h)] + 1
4π2i

·
∫ +∞

−∞
e−ip(y−x)

∫ γ+i∞

γ−i∞
esh

[1 − f̂(s)]f̂(s)ψ(p/k)
s[1 − f̂(s)ψ(p/k)]

ds dp

(4.4)

siendo δ(y− x) la función δ de Dirac, ψ(p/k) la función característica de la variable aleatoria Y1
condicionada por N(h) = k, k = 0, · · · y eligiendo γ ∈ R de forma adecuada.

A continuación vamos a estudiar la ley de probabilidad del proceso {Xt}t≥0 condicionada por

X0 = u, donde vamos a considerar el proceso Xt = u+ ct+
N(t)∑
k=0

Yk ∀ t ≥ 0 cuando partimos de

X0 = u (teniendo en cuenta los razonamientos de la sección 2.2, página 42).

Proposición 4.1.4. La variable aleatoria Xt, t > 0, condicionada por X0 = u, u ∈ R, tiene la
siguiente función de densidad:

fXt(x) = fSt(x− u− ct) (4.5)

Para la función de densidad de la variable aleatoria Xt, t > 0 condicionada por Xr = y, y ∈
R, r ∈ (0, t1) es inmediata la deducción del siguiente resultado:

Proposición 4.1.5. La variable aleatoria Xt, t > r, condicionada por Xr = y, y ∈ R, r ∈ (0, t1)
tiene la siguiente función de densidad:

fXt�Xr=y(x) = fSt�Sr=y−cr(x− ct) (4.6)

La demostración es semejante a la de la proposición 3.1.3, en la página 51.

4.1.3. Estudio markovianidad.
De forma inmediata se comprueba (siguiendo los mismo razonamientos) que todos los resultados

de la sección 3.2, en la página 53, son válidos en el caso de que asumamos correlación entre los tiempos
de espera {τi}i∈N y los saltos {Yj}j∈N.
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4.2. Tiempos de escape. Tiempos de primera llegada a la
barrera superior. Correlación entre tiempo de espera y
salto.

En esta sección vamos a estudiar los denominados tiempos de escape aceptando como hipótesis
la existencia de correlación entre los tiempos de espera τi y los saltos Yi, i ∈ N.

Se deduce el siguiente lema (razonando de modo semejante al lema 3.3.1, en la página 57):
Lema 4.2.1. La distribución del vector (E +

r , YN(r)+1) condicionada por ~σ = (Xr = u,E −
r = z)

satisface la siguiente identidad:

P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ) = 1

F̄ (z)
f(z + l)gτ(l)(y) dl dy, donde τ(l) ≡ τ1 − z = l − z (4.7)

Siendo gτ(l)(y) la función de densidad de Y1 condicionada por el valor que tome τ1 − z.
Demostración. En efecto, tenemos:(denotamos ~σ = (Xr = u,E −

r = z))

P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ) =

+∞∑
k=0

P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�N(r) = k,Xr = u,E −

r = z)P(N(r) = k�~σ) =

=
+∞∑
k=0

P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�N(r) = k,Xr = u, tN(r) = r − z, τN(r)+1 > z)P(N(r) = k�~σ) = 1

=
+∞∑
k=0

P(τk+1 − z ∈ dl, Yk+1 ∈ dy,N(r) = k,Xr = u, tk = r − z, τk+1 > z)
P(N(r) = k,Xr = u, tk = r − z, τk+1 > z) P(N(r) = k�~σ) =

=
+∞∑
k=0

P(τk+1 ∈ [l + z, l + z + ∆l), Yk+1 ∈ dy)P(N(r) = k,Xr = u, tk = r − z)
P(N(r) = k,Xr = u, tk = r − z)P (τk+1 > z) P(N(r) = k�~σ) = 2

= P(τ1 ∈ [l + z, l + z + ∆l), Y1 ∈ dy)
P(τ1 > z)

+∞∑
k=0

P(N(r) = k�~σ) = P(τ1 ∈ [l + z, l + z + ∆l), Y1 ∈ dy)
P(τ1 > z) = 3

= 1
F̄ (z)

f(z + l)gτ1−z=l(y) dl dy = 1
F̄ (z)

f(z + l)gτ(l)(y) dl dy.4

A continuación vamos a estudiar los tiempos de primera llegada a un nivel dado b, y salvo que
se indique lo contrario partimos de Xr = u, u ∈ [0, b], pudiendo ser el tiempo inicial un tiempo de
renovación o no. Las demostraciones siguen el mismo esquema de razonamiento que en el caso no
correlacionado (sección 3.3, en la página 56) y por lo tanto se dan de forma abreviada o se suprimen
en los casos triviales.

1Teniendo en cuenta resultados ya conocidos respecto a la variable E −
r , lema 2.1.3, en la página 24.

2Teniendo en cuenta que τk+1 es independiente de (N(r) = k, Xr = u, tk = r − z), y lo mismo ocurre con
(τk+1, Yk+1).

3Teniendo en cuenta que P (N(r) = k�~σ) es una probabilidad, y por lo tanto el sumatorio da la unidad.
4Denotamos τ(l) ≡ τ1 − z = l − z por comodidad. Evidentemente, cuando z = 0, gτ(l)(y) = gτ1(y).
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4.2.1. Tiempos de primera llegada a la barrera superior. Ecuaciones
integrales.

Vamos a calcular el tiempo medio de primera llegada a un nivel dado b > 0, para lo cual haremos
uso de las definiciones y resultados obtenidos en la subsección 3.3.1, en la página 57. Teniendo en
cuenta la definición de la función media para los tiempos de primera llegada (definición 3.3.7, en la
página 63) obtenemos:

Teorema 4.2.1. El tiempo medio de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de X0 = u, u ∈ [0, b]
satisface la siguiente ecuación integral:

M(u) = b− u

c
F (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u

∫ t

t−b
[t− u

c
+M(t− y)]h(t− u

c
, y) dy dt (4.8)

Demostración. En efecto, teniendo en cuenta el teorema 3.3.1, en la página 59 obtenemos:

E(tbu�X0 = u) = b− u

c
E[I{τ1>

b−u
c

}�X0 = u] + E[(τ1 + t′bu )I{τ1≤ b−u
c
,u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�X0 = u] =

= b− u

c

∫
E[I{τ1>

b−u
c

}�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u]P (τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u)+

+
∫

E[(τ1 + t′bu )I{τ1≤ b−u
c
,u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u]P (τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) =

= b− u

c

∫ +∞

b−u
c

f(l) dl +
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
(l + E(t′bu�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl.

Teniendo en cuenta que t′b
u

d= tbu+Xτ1
y dando un cambio adecuado de variable obtenemos 4.8.

En el caso en que el tiempo de partida no sea un tiempo de renovación obtenemos el siguiente
resultado:

Teorema 4.2.2. El tiempo medio de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de 0 < r < τ1, Xr =
u, u ∈ [0, b], E −

r = z, satisface la siguiente ecuación integral (donotamos ~σ = (Xr = u,E −
r = z)):

M(r, u, z) = b− u

c
·
F̄ (z + b−u

c
)

F̄ (z)
+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u

∫ t

t−b
[t− u

c
+M(t− y)]f(z + t− u

c
)gτ( t−u

c
)(y) dy dt

(4.9)

Demostración. Teniendo en cuenta la identidad obtenida en el teorema 3.3.2, en la página 63,
calculando la media condicionando por los valores que toma (E +

r , Y1), obtenemos:
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E(tbr,u�~σ) = E(b− u

c
I{E +

r > b−u
c

}�~σ) + E[(E +
r + t′br,u)I{E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b≤Y1≤u+cE +
r }�~σ] =

= b− u

c

∫
E[I{E +

r > b−u
c

}�E +
r = l, Y1 = y, ~σ]P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫

E[(E +
r + t′br,u)I{E +

r ≤ b−u
c
,u+cE +

r −b≤Y1≤u+cE +
r }�E +

r = l, Y1 = y, ~σ]P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dl�~σ) =

= b− u

c

∫
I{l> b−u

c
}P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫
I{l≤ b−u

c
,u+cl−b≤y≤u+cl}[l + E(t′br,u�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)]P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) = 5

= b− u

c
·
F̄ (z + b−u

c
)

F̄ (z)
+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
[l + E(tbu+cl−y�X0 = u+ cl − y)]f(z + l)

F̄ (z)
gτ(l)(y) dy dl.

Teniendo en cuenta la equidistribución e independencia de tb
u+cE +

r −Y1
y t′b

r,u, y dando un cambio
adecuado de variable, obtenemos 4.9.

4.2.2. Tiempos de escape de la zona [0, b]. Ecuaciones integrales.
A continuación vamos a estudiar los tiempos de escape. Lo mismo que en el estudio de los

tiempos de primera llegada, salvo que se indique lo contrario el proceso parte de Xr = u, u ∈ [0, b],
pudiendo ser el tiempo inicial un tiempo de renovación o no. Teniendo en cuenta las definiciones y
resultados obtenidos en la subsección 3.3.2, en la página 67, obtenemos:

Teorema 4.2.3. El tiempo medio de escape de la zona [0, b] partiendo de t0 = 0, X0 = u, u ∈ [0, b]
satisface la siguiente ecuación integral:

M(u) =
∫ b−u

c

0
(1 − F (t)) dt+ 1

c

∫ b

u

∫ t

t−b
M(t− y)h(t− u

c
, y) dy dt (4.10)

Demostración. Que u+Xτ1 ∈ [0, b] implica:

0 ≤ u+ cτ1 − Y1 ≤ b ⇒ −u− cτ1 ≤ −Y1 ≤ b− u− cτ1 ⇒ u+ cτ1 − b ≤ Y1 ≤ u+ cτ1.

Con lo cual, teniendo en cuenta el teorema 3.3.5 en la página 68 obtenemos:
5Teniendo en cuenta que I{E +

r > b−u
c }, I{E +

r ≤ b−u
c ,u+cEr−b≤Y1≤u+cE +

r } son σ(E +
r , Y1, ~σ)− medibles.
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E(t[0,b]
u �X0 = u) = b− u

c
E(I{τ1>

b−u
c

}�X0 = u)+

+E(τ1I{τ1≤ b−u
c

}�X0 = u) + E[t′[0,b]
u I{τ1≤ b−u

c
}I{u+cτ1−b≤Y1≤u+cτ1}�X0 = u] =

= b− u

c

∫
I{l> b−u

c
}P (τ1 ∈ dl) +

∫
lI{l≤ b−u

c
}P (τ1 ∈ dl)+

+
∫
I{l≤ b−u

c
}I{u+cl−b≤y≤u+cl}E[t′[0,b]

u �τ1 = l, Y1 = y,X0 = 0]P (τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy).

Razonando como en el teorema 3.3.7, en la página 72, obtenemos 4.10.

En el caso de que el tiempo inicial, r, no sea un tiempo de renovación deducimos:

Teorema 4.2.4. El tiempo medio de escape de la zona [0, b] partiendo de Xr = u ∈ [0, b] , E −
r =

z, 0 < r < τ1 satisface la siguiente ecuación integral:

M(r, u, z) = 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
(1 − F (z + t)) dt+ 1

cF̄ (z)

∫ b

u

∫ t

t−b
M(t− y)f(z + t− u

c
)gτ(t)(y) dy dt 6

(4.11)

Demostración. Teniendo en cuenta la identidad obtenida en el teorema 3.3.6, en la página 70
obtenemos:

E(t[0,b]
r,u �~σ) = b− u

c
E(I{E +

r > b−u
c

}�~σ)+E(E +
r I{E +

r ≤ b−u
c

}�~σ)+E(t′[0,b]
r,u I{E +

r ≤ b−u
c

}I{u+cE +
r −b≤Y1≤+cE +

r }�~σ) =

= b− u

c

∫
E[I{E +

r > b−u
c

}�E +
r = l, Y1 = y, ~σ]P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫
E[E +

r I{E +
r ≤ b−u

c
}�E +

r = l, Y1 = y, ~σ]P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫

E[t′[0,b]
r,u I{E +

r ≤ b−u
c

}I{u+cE +
r −b≤Y1≤u+cE +

r }�E +
r = l, Y1 = y, ~σ]P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ).

Razonando como en el teorema 3.3.8, en la página 73, obtenemos 4.11.

6Siendo gτ(t)(y), la función de densidad de los saltos condicionada por el valor que toma la variable aleatoria
τ1 − z, τ(t) ≡ τ1 − z = t − z.
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4.2.3. Ley de probabilidad de los tiempos de primera llegada a la barrera
superior. Ecuaciones integrales.

A continuación vamos a estudiar la ley de probabilidad de los tiempos de primera llegada y de
escape. Razonando igual que en la subsección 3.3.3, en la página 74, deducimos:

Teorema 4.2.5. La ley de probabilidad del tiempo de primera llegada al nivel b > 0 partiendo del
origen, con X0 = u, u ∈ [0, b], satisface la siguiente ecuación integral:

Si x > b− u

c
obtenemos:

P (u;x) = F (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u

∫ t

t−b
P (t− y;x− t− u

c
)h(t− u

c
, y) dy dt (4.12)

Si x ≤ b− u

c
obtenemos:

P (u;x) = 1
c

∫ u+cx

u

∫ t

t−b
P (t− y;x− t− u

c
)h(t− u

c
, y) dy dt (4.13)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.3.1, en la página 59:

Si x > b− u

c
:

P (tbu ≤ x�X0 = u) =
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P (tbu ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl = 7

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P (b− u

c
≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P (τ1 + t

′b
u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl =

= F (b− u

c
) +

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P (tbu+cl−y ≤ x− l�X0 = u+ cl − y)h(l, y) dy dl.

7Pues, como vimos anteriormente, se cumplirá que

P (τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) = P (τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy).
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Dando un cambio adecuado de variable obtenemos 4.12.

Si x ≤ b− u

c
:

P (tbu ≤ x�X0 = u) =
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P (tbu ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P (b− u

c
≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P (τ1 + t

′b
u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl =

=
∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P (tbu+cl−y ≤ x− l�X0 = u+ cl − y)h(l, y) dy dl.

Dando un cambio de variable se obtiene de forma inmediata 4.13.

En el caso en que el tiempo de partida es un tiempo r, no de renovación, se deduce el siguiente
teorema:

Teorema 4.2.6. La ley de probabilidad del tiempo de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de
Xr = u, u ∈ [0, b], 0 < r < τ1, E −

r = z satisface la siguiente ecuación integral:

Si x > b−u
c

se verifica:

P (r, u, z;x) =
F (z + b−u

c
)

F̄ (z)
+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P (t− y;x− t− u

c
)gτ( t−u

c
)(y) dy dt

(4.14)

Si x ≤ b−u
c

se verifica:

P (r, u, z;x) = 1
cF̄ (z)

∫ u+cx

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P (t− y;x− t− u

c
)gτ( t−u

c
)(y) dy dt (4.15)

Demostración. Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el teorema 3.3.2, en la página 63, y
razonando como en 3.3.10, en la página 76, obtenemos

Si x > b−u
c

condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (E +
r , Y1)

tenemos (como de costumbre denotamos ~σ = (Xr = u,E −
r = z))
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P(tbr,u ≤ x�~σ) =
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(tbr,u ≤ x�E +

r = l, YN(r)+1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�E +

r = l, YN(r)+1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(E +

r + t
′b
r,u ≤ x�E +

r = l, YN(r)+1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ) =

=
F (z + b−u

c
)

F̄ (z)
+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(t′b

r,u ≤ x−l�E +
r = l, YN(r)+1 = y, ~σ)P(E +

r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ).

Mediante un cambio adecuado de variable se concluye trivialmente 4.14.

Si x ≤ b−u
c

condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (E +
r , Y1)

obtenemos

P(tbr,u ≤ x�~σ) =
∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(tbr,u ≤ x�E +

r = l, YN(r)+11 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�E +

r = l, YN(r)+1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(E +

r + t
′b
r,u ≤ x�E +

r = l, YN(r)+1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(t′b

r,u ≤ x− l�E +
r = l, YN(r)+1 = y, ~σ)P(E +

r ∈ dl, YN(r)+1 ∈ dy�~σ).

Dando un cambio de variable adecuado obtenemos 4.15.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



4.2 Tiempos de escape. Tiempos de primera llegada a la barrera superior. Correlación
entre tiempo de espera y salto. 183

4.2.4. Ley de probabilidad de los tiempos de escape de la zona [0, b].
Ecuaciones integrales.

A continuación vamos a deducir la ley de probabilidad de los tiempos de escape de la zona
[0, b]. Teniendo en cuenta la definición 3.3.14 y razonando como en la subsección 3.3.4 obtenemos:

Teorema 4.2.7. La ley de probabilidad de los tiempos de escape de la zona [0, b] partiendo del origen
con X0 = u, u ∈ [0, b] satisface la siguiente ecuación integral:

Si x > b−u
c

se verifica:

P (u;x) = 1 − 1
c

∫ b

u

∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
h(t− u

c
, y) dy dt (4.16)

Si x ≤ b−u
c

se verifica:

P (u;x) = F (x) − 1
c

∫ u+cx

u

∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
h(t− u

c
, y) dy dt (4.17)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.26, en la página 68, obtenemos:

Si x > b−u
c

condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1)
y haciendo uso del teorema de la probabilidad total tendremos:

P (t[0,b]
u ≤ x�X0 = u) =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P (t[0,b]

u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P (b− u

c
≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl + 8

+
∫ b−u

c

0

∫
y/∈[u+cl−b,u+cl]

P (τ1 ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P (τ1 + t′[0,b]

u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl =

= 1 −
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b

[
1 − P (t[0,b]

u+cl−y ≤ x− l�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)
]
h(l, y) dy dl.

8Pues se cumple

P (τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) = P (τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy).
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De forma inmediata, dando un cambio adecuado de variable, obtenemos 4.16.

Si x ≤ b−u
c

condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1)
y haciendo uso del teorema de la probabilidad total tendremos:

P (t[0,b]
u ≤ x�X0 = u) =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P (t[0,b]

u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P (b− u

c
≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl+

+
∫ b−u

c

0

∫
y/∈[u+cl−b,u+cl]

P (τ1 ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P (τ1 + t′[0,b]

u ≤ x�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)h(l, y) dy dl =

= F (x) −
∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b

[
1 − P (t[0,b]

u+cl−y ≤ x− l�τ1 = l, Y1 = y,X0 = u)
]
h(l, y) dy dl.

De forma inmediata se obtiene 4.17.

En el caso en que el tiempo de partida sea un tiempo no de renovación r ∈ (0, t1) tenemos el
siguiente resultado (como de costumbre denotamos ~σ = (Xr = u,E −

r = z)):

Teorema 4.2.8. La ley de probabilidad del tiempo de escape de la zona [0, b] partiendo de
Xr = u, u ∈ [0, b], 0 < r < τ1, E −

r = z satisface la siguiente ecuación integral:

Si x > b−u
c

se cumple:

P (r, u, z;x) = 1 − 1
cF̄ (z)

∫ b

u

∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
f(z + t− u

c
)gτ( t−u

c
)(y) dy dt 9

(4.18)

Si x ≤ b−u
c

se cumple:

P (r, u, z;x) = 1 − F̄ (z + x)
F̄ (z)

− 1
cF̄ (z)

∫ u+cx

u

∫ t

t−b

[
1 − P (t− y;x− t− u

c
)
]
f(z + t− u

c
)gτ( t−u

c
(y) dy dt

(4.19)
9Siendo, como es habitual, gτ(l)(y) la función de densidad de los saltos condicionada por el valor que tome la

variable aleatoria τ1 − z.
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Demostración. En efecto, teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el teorema 3.3.6, en la
página 70, y razonando como en el teorema 3.3.12, en la página 80, obtenemos:

Si x > b−u
c

, condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (E +
r , Y1)

(por comodidad usamos Y1
d= YN(r)+1):

P(t[0,b]
r,u ≤ x�~σ) =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(t[0,b]

r,u ≤ x�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫
y/∈[u+cl−b,u+cl]

P(E +
r ≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(l + t′[0,b]

r,u ≤ x�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

1 − 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b

[
1 − P(t[0,b]

u+cl−y ≤ x− l�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)

]
f(z + l)gτ(l)(y) dy dl.

Teniendo en cuenta la correlación existente entre E +
r e Y1 y que P(E +

r ≤ x�E +
r = l, Y1 =

y, ~σ) = I{l≤x}.
Trivialmente concluimos que efectívamente se verifica 4.18.

Si x ≤ b−u
c

, condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (E +
r , Y1):

P(t[0,b]
r,u ≤ x�~σ) =

∫ +∞

0

∫ +∞

−∞
P(t[0,b]

r,u ≤ x�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫ +∞

−∞
P(b− u

c
≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫
y/∈[u+cl−b,u+cl]

P(E +
r ≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +
r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ)+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P(l + t′[0,b]

r,u ≤ x�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)P(E +

r ∈ dl, Y1 ∈ dy�~σ) =

= 1− F̄ (z + x)
F̄ (z)

− 1
F̄ (z)

∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b

[
1 − P (t[0,b]

u+cl−y ≤ x− l�E +
r = l, Y1 = y, ~σ)

]
gτ(l)(y)f(z+l) dy dl.

Teniendo en cuenta la correlación existente entre E +
r e Y1 y que

P(E +
r ≤ x�E +

r = l, Y1 = y, ~σ) = I{l≤x}. De forma inmediata, dando un cambio de variable
adecuado, obtenemos 4.19.
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4.3. Probabilidades de primera llegada a la barrera supe-
rior. Caso correlacionado.

Una vez que hemos estudiado los tiempos medios de primera llegada a la barrera superior
y de escape, en el caso de existencia de correlación entre τi, y Yi, i ∈ N, vamos a estudiar la
probabilidad de escape y de primera llegada a la barrera superior suponiendo correlación y partiendo
de X0 = u o Xr = u, u ∈ [0, b] ∧ r ∈ (0, t1).

4.3.1. Probabilidad de llegar a la barrera superior antes de un cierto
tiempo x.

A continuación vamos a estudiar la probabilidad de que el proceso llegue a la barrera supe-
rior b sin previamente haber llegado a la barrera inferior, antes de un cierto tiempo x > 0. Las
demostraciones siguen un esquema de razonamiento idéntico al de la subseccion 3.5.1, en la página
115.

Vamos a deducir una ecuación integral para la probabilidad de llegar a b antes de x ∈ R+

partiendo de X0 = u.

Teorema 4.3.1. La probabilidad de llegar a b, antes de x ∈ R+, x > b−u
c

partiendo de X0 = u, que
denotamos por P u

b,0x, satisface la siguiente ecuacion integral:

P u
b,0x = F̄ (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u

∫ t

t−b
P t−y
b,0x− t−u

c

h(t− u

c
, y) dy dt (4.20)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.5.1, en la página 117 y razonando como en el teorema
3.5.2, obtenemos:

P u
b,0x =

∫
P u
b,0x,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) =

∫ +∞

b−u
c

∫
R
h(l, y) dy dl+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P u
b,lxh(l, y) dy dl = 10 =

∫ +∞

b−u
c

f(l) dl +
∫ b−u

c

0

∫ u+cl

u+cxl−b
P u+cl−y
E,0x−l h(l, y) dy dl.

Teniendo en cuenta que se cumple P u
b,τ1x

d= P u+cτ1−Y1
b,0x−τ1 , deducimos mediante cálculos triviales

4.20.

En el caso en que x ≤ b−u
c

, se deduce el siguiente teorema:

Teorema 4.3.2. La probabilidad de llegar a b, antes de x ∈ R+, x ≤ b−u
c

partiendo de X0 = u, que
denotamos por P u

b,0x, satisface la siguiente ecuacion integral:

P u
b,0x = 1

c

∫ u+cx

u

∫ t

t−b
P t−y
b,0x− t−u

c

h(t− c

c
, y) dy dt (4.21)

10Teniendo en cuenta que la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1) es independiente de X0 = u.
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Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.5.3, en la página 118, y razonando como en el teorema
3.5.4 obtenemos:

P u
b,0x =

∫
P u
b,0x,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) = 11

∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P u
b,lxh(l, y) dy dl =

Teniendo en cuenta que se cumple P u
b,τ1x

d= P u+cτ1−Y1
b,0x−τ1 , obtenemos:

=
∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P u+cl−y
b,0x−l h(l, y) dy dl.

Dando un cambio de variable adecuado obtenemos efectívamente 4.21.

Vamos a estudiar la probabilidad de llegar a b partiendo de un tiempo r ∈ (0, t1) antes de un
tiempo x ∈ R+:

Teorema 4.3.3. La probabilidad de llegar a b antes de x ∈ (0,+∞), x > b−u
c

partiendo de Xr =
u, E −

r = z, que denotamos por P u
b,rx, satisface la siguiente ecuación integral:

P u
b,rx =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
b,0x− t−u

c

gτ( t−u
c

)(y) dy dt (4.22)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.5.5, en la página 119, el teorema de la probabilidad
total y el lema 4.2.1, en la página 176 (y razonando como en el teorema 3.5.6, en la página 120)
obtenemos:

P u
b,rx =

∫
P u
b,r,τ1=l,Y1=yP(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =
∫ +∞

b−u
c

∫
R

f(z + l′)
F̄ (z)

gτ(l′)(y) dl′ dy+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl′

u+cl′−b
P u
b,rlx

f(z + l′)
F̄ (z)

gτ(l′)(y) dl′ dy =

=
∫ +∞

b−u
c

∫
R

f(z + l′)
F̄ (z)

gτ(l′)(y) dl′ dy +
∫ b−u

c

0

∫ u+cl′

u+cl′−b
P u+cl′−y
b,0x−l′

f(z + l′)
F̄ (z)

gτ(l′)(y) dl′ dy.

Puesto que en el lema 3.5.2, en la página 116, demostramos que P u
b,rτ1x

d= P u+cE +
r −Y1

b,0x−E +
r

, obtenemos
trivialmente 4.22.

En el caso en que x ≤ b−u
c

:
11Teniendo en cuenta que la variable aleatoria bidimensional (τ1, Y1) no se ve influenciada por el valor que toma

X0 = u.
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Teorema 4.3.4. La probabilidad de llegar a b antes de x ∈ (0,+∞), x ≤ b−u
c

partiendo de Xr =
u, E −

r = z, que denotamos por P u
b,rx, satisface la siguiente ecuación integral:

P u
b,rx = 1

cF̄ (z)

∫ u+cx

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
b,0x− t−u

c

gτ( t−u
c

)(y) dt dy (4.23)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.5.7, en la página 121, el teorema de la probabilidad
total y el lema 4.2.1 (y razonando como en los teoremas 4.3.3 y 3.5.8, en la página 122) obtenemos
4.23.

4.3.2. Probabilidad de llegar a la barrera superior en general.
A continuación vamos a estudiar las probabilidades de llegar a la barrera superior, sin fijar

un horizonte finito de tiempo. Razonando como en la sección 3.5.2, en la página 123, se deducen de
forma trivial los siguientes resultados:

Teorema 4.3.5. La probabilidad de llegar a b partiendo de X0 = u, P u
b,0, satisface la siguiente

ecuación integral:

P u
b,0 = F̄ (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u

∫ t

t−b
P t−y
b,0 h(t− u

c
, y) dy dt (4.24)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.5.9, en la página 124, el teorema de la probabilidad
total y la correlación existente entre τi y Yi, razonando como en el teorema 3.5.10, en la página 125,
obtenemos:

P u
b,0 =

∫
P u
b,0,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u) = 12

∫ +∞

b−u
c

∫
R
h(l, y) dy dl+

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P u
b,τ1h(l, y) dy dl =

= F̄ (b− u

c
) +

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P u
b,τ1h(l, y) dy dl.

Teniendo en cuenta que se cumple P u.s
b,τ1

d= P u+cτ1−Y1
b,0 se verifica:

P u
b,0 = F̄ (b− u

c
) +

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P u+cl−y
b,0 h(l, y) dy dl.

Dando un cambio de variable adecuado obtenemos 4.24.

Si partimos de Xr = u, r ∈ (0, τ1) se deduce de forma trivial el siguiente teorema:
12Teniendo en cuenta la independencia entre (τ1, Y1) y X0 = u.
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Teorema 4.3.6. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u, r ∈ (0, τ1), E −
r = z, que

denotamos por P u
b,r, satisface la siguiente ecuación integral:

P u
b,r =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
b,0 gτ( t−u

c
)(y) dy dt (4.25)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.5.11, en la página 126, el teorema de la probabili-
dad total y el lema 4.2.1, en la página 176, (razonando como en el teorema 3.5.12, en la página 127),
obtenemos:

P u
b,r =

∫
P u
b,r,τ1=l,Y1=yP(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫
R
P(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) +
∫ b−u

c

0

∫ u+cl′

u+cl′−b
P u
b,rτ1P(E+

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
F̄ (z + b−u

c
)

F̄ (z)
+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl′

u+cl′−b
P u
b,rτ1

f(z + l′)
F̄ (z)

gτ(l′)(y) dy dl′.

Hemos denotado l′ = l − r. Teniendo en cuenta que P u
b,rτ1

d= P u+cE +
r −Y1

b,0 se obtiene de modo
inmediato 4.25.

4.4. Probabilidades de escape de la zona [0, b], caso correla-
cionado.

Vamos a estudiar la probabilidad de que el proceso escape de la zona [0.b], b ∈ R+ suponiendo
correlación entre el tiempo de espera τi y el salto Yi i ∈ N partiendo de X0 = u o Xr = u, u ∈
[0, b] ∧ r ∈ (0, t1). Los razonamientos son semejantes a los empleados en las demostraciones de la
sección 3.6.

4.4.1. Probabilidades de escape de la zona [0, b] en general.
En el estudio de la probabilidad de escape de la zona [0, b] en general vamos a diferenciar los

casos en los cuales nos interesa conocer la probabilidad antes de un cierto tiempo x, x > 0 y aquellos
en los cuales nos interesa la probabilidad sin fijar un tiempo, sin límite temporal.

Probabilidades de escape de la zona [0, b] en general antes de un cierto tiempo x.

A continuación vamos a deducir una expresión para la probabilidad de escape de la zona [0, b]
antes de x > 0 partiendo de X0 = u.

Teorema 4.4.1. La probabilidad de escape de la zona [0, b], antes de x > b−u
c

partiendo de X0 = u,
que denotamos por P u

E,0x, satisface la siguiente ecuacion integral:
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P u
E,0x = 1 − 1

c

∫ b

u

∫ t

t−b
(1 − P t−y

E,0x− t−u
c

)h(t− u

c
, y) dy dt (4.26)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.6.1, en la página 140, el teorema de la probabilidad
total, y razonando como en el teorema 3.6.2, en la página 141, obtenemos:

P u
E,0x =

∫
P u
E,0,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u)13 =

∫ +∞

b−u
c

∫
R
h(l, y) dy dl+

∫ b−u
c

0

∫ u+cl−b

−∞
h(l, y) dy dl+

+
∫ b−u

c

0

∫ +∞

u+cl
h(l, y) dy dl +

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P u
E,lxh(l, y) dy dl =

=
∫ +∞

b−u
c

dF (l)+
∫ b−u

c

0
Gτ1(u+cl−b) dF (l)+

∫ b−u
c

0
(1−Gτ1(u+cl)) dF (l)+

∫ b−u
c

0

∫ u+cl

u+cl−b
P u+cl−y
E,0x−l h(l, y) dy dl.

Teniendo en cuenta que se cumple P u
E,τ1x

d= P u+cτ1−Y1
E,0x−τ1 . Dando un cambio trivial de variable

obtenemos 4.26.

En el caso en que x ≤ b−u
c

:

Teorema 4.4.2. La probabilidad de escape de la zona [0, b], antes de x ∈ R, x ≤ b−u
c

partiendo de
X0 = u, que denotamos por P u

E,0x, satisface la siguiente ecuacion integral:

P u
E,0x = F (x) − 1

c

∫ u+cx

u

∫ t

t−b
(1 − P t−y

E,0x− t−u
c

)h(t− u

c
, y) dy dt (4.27)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.6.3, en la página 142, el teorema de la probabilidad
total, las propiedades de las funciones indicatrices y de la unión e intersección de conjuntos, la
correlación entre las variables aleatorias tiempos de espera τi y los saltos Yi, y razonando como en
los teoremas 4.4.1 y 4.27, en la página 190, obtenemos:

P u
E,0x =

∫
P u
E,0,τ1=l,Y1=yP(τ1 ∈ dl, Y1 ∈ dy�X0 = u)14 =

∫ x

0

∫ u+cl−b

−∞
h(l, y) dy dl+

∫ x

0

∫ +∞

u+cl
h(l, y) dy dl+

+
∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P u
E,lxh(l, y) dy dl =

=
∫ x

0
Gτ1(u+ cl − b) dF (l) +

∫ x

0
(1 −Gτ1(u+ cl)) dF (l) +

∫ x

0

∫ u+cl

u+cl−b
P u+cl−y
E,0x h(l, y) dy dl.

13Pues la variable aleatoria (τ1, Y1) no se ve influenciada por el valor X0 = u.
14Teniendo en cuenta la independencia entre la variable aleatoria (τ1, Y1) y el valor tomado por X0 = u.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



4.4 Probabilidades de escape de la zona [0, b], caso correlacionado. 191

Teniendo en cuenta que se cumple P u
E,τ1x

d= P u+cτ1−Y1
E,0x−τ1 . Mediante un cambio adecuado de variable

y tras cálculos triviales obtenemos 4.27.

Vamos a estudiar la probabilidad de escape de la zona [0, b] partiendo de un tiempo r ∈ (0, t1).

Teorema 4.4.3. La probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x ∈ (0,+∞), x > b−u
c

partiendo
de ~σ = (Xr = u,E −

r = z), que denotamos por P u
E,rx, satisface la siguiente ecuación integral:

P u
E,rx = 1 − 1

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
(1 − P t−y

E,0x− t−u
c

)gτ( t−u
c

)(y) dy dt (4.28)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.6.5, en la página 144, el teorema de la probabilidad
total y el lema 4.2.1, en la página 176, y razonando como en el teorema 3.6.6, en la página 145,
obtenemos:

P u
E,rx =

∫
P u
E,r,τ1=l,Y1=yP(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =

=
∫ +∞

b−u
c

∫
R

1
F̄ (z)

f(z + l′)gτ(l′)(y) dl′ dy +
∫ b−u

c

0

∫ +∞

u+cl′

1
F̄ (z)

f(z + l′)gτ(l′)(y) dl′ dy+

+
∫ b−u

c

0

∫ u+cl′−b

−∞

1
F̄ (z)

f(z + l′)gτ(l′)(y) dl′ dy +
∫ b−u

c

0

∫ u+cl′

u+cl′−b
P u
E,rlx

1
F̄ (z)

f(z + l′)gτ(l′)(y) dl′ dy =

= 1 − 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + l′)

∫ u+cl′

u+cl′−b
(1 − P u

E,rlx)gτ(l′)(y) dy dl′.

Puesto que en el lema 3.6.4, en la página 149, demostramos que P u
E,rτ1x

d= P u+cE +
r −Y1

E,0x−E +
r

, dando
un cambio de variable apropiado obtenemos de forma inmediata 4.28.

Si x ≤ b−u
c

:

Teorema 4.4.4. La probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de x ∈ (0,+∞), x ≤ b−u
c

partiendo
de ~σ = (Xr = u,E −

r = z), que denotamos por P u
E,rx, satisface la siguiente ecuación integral:

P u
E,rx = 1 − F̄ (z + x)

F̄ (z)
− 1
cF̄ (z)

∫ u+cx

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
(1 − P t−y

E,0x− t−u
c

)gτ( t−u
c

)(y) dy dt (4.29)

Demostración. Teniendo en cuenta el teorema 3.6.7, en la página 146, el teorema de la probabilidad
total y el lema 4.2.1, en la página 176, razonando como en los teoemas 4.28 y 3.6.8, en la página 147,
obtenemos:
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P u
E,rx =

∫
P u
E,rx,τ1=l,Y1=yP(E +

r ∈ dl′, Y1 ∈ dy�~σ) =
∫ x

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫ +∞

u+cl′
dGτ(l′)(y)+

+
∫ x

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫ u+cl′−b

−∞
dGτ(l′)(y) +

∫ x

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫ u+cl′

u+cl′−b
P u
E,rlx dGτ(l′)(y) =

= 1 − F̄ (z + x)
F̄ (z)

−
∫ x

0

dF (z + l′)
F̄ (z)

∫ u+cl′

u+cl′−b
(1 − P u

E,rlx) dGτ(l′)(y).

Puesto que en el lema 3.6.4, en la página 149, demostramos que P u
E,rτ1x

d= P u+cE +
r −Y1

E,0x−E +
r

, obtenemos
de forma trivial 4.29.

Probabilidad de escape de la zona [0, b] en general, sin límite temporal.

En su momento vimos que la probabilidad de salir de la zona [0, b] sin límite temporal es uno.

4.4.2. Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la
barrera superior.

A continuación vamos a estudiar la probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b]
sea por la barrera superior, suponiendo correlación entre los tiempos de espera y los saltos (entre
τi y Yi ∀ i ∈ N), razonando como en la subseccion 3.6.2, en la página 148.

Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea a través de la barrera superior
antes de un cierto tiempo x.

Primeramente estudiaremos la probabilidad de que el primer escape sea a través de la barrera
superior antes de un cierto x ∈ R+. Las demostraciones son inmediatas siguiendo el mismo esquema
de razonamiento que en 4.4.1, en la página 189.

Teorema 4.4.5. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior, antes
de x > 0, x > b−u

c
partiendo de X0 = u, que denotamos por P u.s

E,0x, satisface la siguiente ecuacion
integral:

P u.s
E,0x = F̄ (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u
Gτ1( t−u

c
)(t− b)f(t− u

c
) dt+ 1

c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ t

t−b
P

(t−y).s
E,0x− t−u

c

gτ1( t−u
c

)(y) dy dt

(4.30)

Teorema 4.4.6. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior, antes
de x > 0, x ≤ b−u

c
partiendo de X0 = u, que denotamos por P u.s

E,0x, satisface la siguiente ecuacion
integral:

P u.s
E,0x = 1

c

∫ u+cx

u
Gτ1( t−u

c
)(t− b)f(t− u

c
) dt+ 1

c

∫ u+cx

u
f(t− u

c
))
∫ t

t−b
P

(t−y).s
E,0x− t−u

c

gτ1( t−u
c

)(y) dy dt

(4.31)
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Vamos a estudiar la probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior
partiendo de un tiempo r ∈ (0, t1).

Teorema 4.4.7. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de
x ∈ (0,+∞), x > b−u

c
partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z), que denotamos por P u
E,rx, satisface la

siguiente ecuación integral:

P u
E,rx =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u
Gτ( t−u

c
)(t− b)f(z + t− u

c
) dt+ (4.32)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P

(l−y).s
E,0x− t−u

c

gτ( t−u
c

)(y) dy dt

Teorema 4.4.8. La probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior antes de
x ∈ (0,+∞), x ≤ b−u

c
partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z), que denotamos por P u.s
E,rx, satisface la

siguiente ecuación integral:

P u.s
E,rx = 1

cF̄ (z)

∫ u+cx

u
Gτ( t−u

c
)(t− b)f(z + t− u

c
) dt+ 1

cF̄ (z)

∫ u+cx

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P

(t−y).s
E,0x− t−u

c

gτ( t−u
c

)(y) dy dt

(4.33)

Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea a través de la barrera superior
en general, sin límite temporal.

A continuación vamos a estudiar la probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea
por la barrera superior en general, sin límite temporal. Las demostraciones son inmediatas siguiendo
el esquema de las dadas en la subsección 4.3.2, en la página 188.

Teorema 4.4.9. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior,
partiendo de X0 = u, P u.s

E,0 satisface la siguiente ecuación integral:

P u.s
E,0 = 1 − 1

c

∫ b

u

∫ +∞

t−b
h(t− u

c
, y) dy dt+ 1

c

∫ b

u

∫ t

t−b
P

(t−y).s
E,0 h(t− u

c
, y) dy dt (4.34)

Cuando el proceso ha alcanzado el valor u en un tiempo r ∈ (0, τ1) se deduce :

Teorema 4.4.10. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior
partiendo de ~σ = (Xr = u,E −

r = z) r ∈ (0, τ1), que denotamos por P u.s
E,r, satisface la siguiente

ecuación integral:

P u.s
E,r = 1 − 1

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ +∞

t−b
gτ( t−u

c
)(y) dy dt+ 1

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + t− u

c
)
∫ t

t−b
P t−y
E,0 gτ( t−u

c
)(y) dy dt

(4.35)
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Capítulo 5
Conclusiones.

Hemos estudiado la ley de probabilidad del proceso deduciendo las ecuaciones integrales que
verifican y las hemos resuelto para algunos casos interesantes, cuando no hay correlación entre
tiempos de espera y saltos.

En el estudio de la markovianidad del proceso hemos comprobado que aunque en general no
cumple la propiedad markoviana, cuando condicionamos por F = σ(Xr, r ≤ tn), sí la cumple.
El mismo resultado hemos obtenido en cuanto a la estacionariedad del tiempo y del espacio.

Hemos definido unas variables aleatorias, que hemos denominado “tiempos de primera llega-
da” y “tiempos de escape” deduciendo las ecuaciones integrales que satisface su media; las
hemos resuelto en algunos casos interesantes cuando no existe correlación entre tiempos de
espera y saltos. Tambíen hemos estudiado la ley de probabilidad de ambas variables aleatorias
deduciendo sus ecuaciones integrales.

Se ha estudiado la probabilidad de que el proceso llegue a la barrera superior y la probabilidad
de que el proceso salga de la zona [0, b], deduciendo sus ecuaciones integrales y resolviéndolas
en algunos casos destacados (asumiendo que no existe correlacion tiempo de espera/salto).
Tambien, de forma somera, hemos visto la relación con los procesos de difusión.

Debido a lo ambicioso del tema de estudio, quedan diversas líneas de investigación pendientes,
algunas de las cuales son:

Profundizar el estudio para el caso en que exista correlación entre los tiempos de espera y los
saltos.

Aplicar los resultados obtenidos al estudio de diversos problemas en ámbitos como las ciencias
económicas y actuariales (un artículo en este sentido, estudiando las probabilidades de escape,
con la clara implicación al estudio de la “probabilidad de ruina” y la “probabilidad de super-
vivencia” está en preparación), la física, la meteorología,. . . a los cuales el modelo esbozado en
este trabajo puede aportar un enfoque novedoso.
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Apéndice A
Preliminares.

En este capítulo vamos a contextualizar la investigación enumerando objetos y propiedades
matemáticas necesarios para la elaboración de la tesis. No se pretende un estudio profundo y detalla-
do, y por lo tanto prescindimos de las demostraciones y matices que en muchos casos sería necesario
tener en cuenta. Manuales básicos sobre la materia son J. L. Doob [33], W. Feller [44], M. de Guzmán
y B. Rubio [60], A. Lentin y J. Rivaud [83], V. Quesada y A. García [127]...

La estructura del capítulo es la siguiente:

En la primera sección definiremos y enunciaremos resultados fundamentales del Álgebra, la
Topología y el Análisis matemático.

En la segunda sección resumiremos los contenidos de la Teoría de la Medida más relevantes
para nuestro estudio.

En la tercera sección definiremos los espacios de probabilidad y enunciaremos los resultados
básicos de la Teoría de la Probabilidad.

A.1. Álgebra, Topología y Análisis matemático.
En esta sección enunciaremos resultados básicos del álgebra, de la topología y del cálculo

infinitesimal que son necesarios en el desarrollo de la investigación. La noción de conjunto, como
noción primitiva, no intentaremos definirla y del mismo modo las operaciones, los cuantificadores
y la notación propia de la teoría de conjuntos serán empleados sin definición previa. Usaremos el
negador ¬ para referirnos al complementario de un subconjunto B ⊂ A; es decir: ¬B = A−B. Para
una lectura más profunda y detallada, son interesantes M. García y J. Margalef [52], M. Garrido [53],
A. Lentin y J. Rivaud [83], G. Skandalis [138],....

A.1.1. Álgebra.
Consideramos como noción primitiva el concepto de “conjunto”; salvo que se especifique lo con-

trario lo denotamos por letras latinas mayúsculas. Consideramos como noción primitiva el concepto
de “elemento de un conjunto”; salvo que se especifique lo contrario lo denotamos por letras latinas
minúsculas.

Definición A.1.1. Subconjunto. Dados dos conjuntos {A,B} decimos que “B es un subconjunto
de A” si todo elemento del conjunto B lo es del conjunto A.

B ⊂ A ⇔ ∀a ∈ B : a ∈ A.
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Definición A.1.2. Conjunto de las partes de un conjunto. Dado un conjunto A definimos
el “conjunto de las partes de A”, y lo denotamos por P(A), al conjunto formado por todos los
subconjuntos de A.

Definición A.1.3. Par ordenado. Dado un conjunto A y dos elementos {a, b} ∈ A definimos “par
ordenado (a, b)” al conjunto {a, {a, b}}. Decimos que “a es el primer elemento del par” y que “b es
el segundo elemento del par”.

Definición A.1.4. Terna ordenada. Dado un conjunto A y tres elementos {a, b, c} ∈ A definimos
“terna ordenada (a, b, c)” al conjunto {a, {a, b}, {a, b, c}}. Decimos que “a es el primer elemento”,
que “b es el segundo elemento” y que “c es el tercer elemento”.

Definición A.1.5. Producto cartesiano. Dados dos conjuntos {A,B} definimos “producto carte-
siano de A por B”, y lo denotamos por A × B, al conjunto formado por los pares ordenados (a, b)
tales que a ∈ A ∧ b ∈ B.

A×B = {(a, b) / a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Definición A.1.6. Correspondencia entre conjuntos. Dado el objeto f y los conjuntos A ∧ B,
decimos que “f es una correspondencia entre los conjuntos A y B”, y lo denotamos por f : A → B,
si es un subconjunto del producto cartesiano A×B. Al conjunto A le denominamos “conjunto inicial
de la correspondencia” y al conjunto B le denominamos “conjunto final de la correspondencia”. Si
a ∈ A denominamos “imagen de a”, y la denotamos por f(a), al subconjunto de B formado por
los puntos bi ∈ B / (a, bi) ∈ f . Decimos que “f hace corresponder al punto a ∈ A el punto
b ∈ B” si (a, b) ∈ f . Se denomina “origen de la correspondencia” o “dominio de definición de la
correspondencia” al subconjunto de A cuya imagen por f es distinta del conjunto vacío.

Definición A.1.7. Correspondencia inversa entre conjuntos. Dada una correspondencia f :
A → B entre dos conjuntos A, B, denominamos “correspondencia inversa”, y la denotamos por f−1

al subconjunto del producto cartesiano B × A / (b, a) ∈ f−1 sii (a, b) ∈ f . Si b ∈ B se denomina
“imagen inversa de b”, y se denota por f−1(b) = {a ∈ A / (a, b) ∈ f}.

Definición A.1.8. Composición de correspondencias. Dados los conjuntos {A, B, C} y las
correspondencias f : A → B, g : B → C definimos la “composición de f con g”, y la denotamos por
g ◦ f , al subconjunto del producto cartesiano A × C, g ◦ f = {(a, c) ∈ A × C / ∃b ∈ B : (a, b) ∈
f ∧ (b, c) ∈ g}.

Definición A.1.9. Aplicación entre conjuntos. Dado el objeto f y los conjuntos A∧B, decimos
que “f es una aplicación entre los conjuntos A y B”, y lo denotamos por f : A → B, cuando a
todo elemento de A le hace corresponder un único elemento de B. Decimos que f es una “aplicación
inyectiva” cuando ∀{ω1, ω2} ∈ A, ω1 6= ω2 : f(ω1) 6= f(ω2); decimos que f es una “aplicación
suprayectiva” cuando ∀ω′ ∈ B ∃! ω ∈ A / f(ω) = ω′; decimos que f es una “aplicación biyectiva”
cuando es inyectiva y suprayectiva.

Definición A.1.10. Relación. Dado un conjunto A definimos una “relación R en A” como una
correspondencia del conjunto A en sí mismo. Si dos elementos {a, b} ∈ A están relacionados, (a, b) ∈
R, lo denotamos aRb.

Definición A.1.11. Relación reflexiva. Dado un conjunto A una relación R en A decimos que
“es reflexiva” cuando ∀ a ∈ A : (a, a) ∈ R.
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Definición A.1.12. Relación antirreflexiva. Dado un conjunto A una relación R en A decimos
que “es antirreflexiva” cuando ∀ a ∈ A : (a, a) /∈ R.

Definición A.1.13. Relación simétrica. Dado un conjunto A una relación R en A decimos que
“es simétrica” cuando ∀ {a, b} ∈ A : (a, b) ∈ R ⇔ (b, a) ∈ R.

Definición A.1.14. Relación antisimétrica. Dado un conjunto A una relación R en A decimos
que “es antisimétrica” cuando ∀ {a, b} ∈ A : (a, b) ∈ R ∧ (b, a) ∈ R ⇒ a = b.

Definición A.1.15. Relación transitiva. Dado un conjunto A una relación R en A decimos que
“es transitiva” cuando ∀ {a , b , c} ∈ A : (a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ R ⇒ (a, c) ∈ R.

Definición A.1.16. Relación total. Dado un conjunto A una relación R en A decimos que “es
total” cuando ∀ {a, b} ∈ A : (a, b) ∈ R ∨ (b, a) ∈ R.

Definición A.1.17. Relación de orden. Dado un conjunto A y una relación R en A, decimos
que es “una relación de orden” cuando es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Lo denotamos por ≤
entendiendo que ∀ {a, b} ∈ A a ≤ b siginifica “a es menor que b o a es igual que b”.

Definición A.1.18. Relación de orden estricto. Dado un conjunto A y una relación R en A,
decimos que “es una relación de orden estricto” si es antirreflexiva, antisimétrica y transitiva. Lo
denotamos por < entendiendo que ∀ {a, b} ∈ A a < b significa “a es menor que b”.

Definición A.1.19. Relación de orden total. Dado un conjunto A y una relación de orden R en
A decimos que “es una relación de orden total” si R es una relación total. Al par ordenado (A,R) lo
denominamos “conjunto ordenado con la relación R”.

Definición A.1.20. Aplicación monótona creciente. Sean dos conjuntos ordenados
(A,≤), (B,≤′) y f : A → B una aplicación de A en B. Decimos que “f es una aplicación monótona
creciente” sii ∀ {a1, a2} ∈ A / a1 ≤ a2 : f(a1) ≤′ f(a2).

Definición A.1.21. Aplicación estrictamente monótona creciente. Sean dos conjuntos orde-
nados (A,≤), (B,≤′) y f : A → B una aplicación de A en B. Decimos que “f es una aplicación
estrictamente monótona creciente” sii ∀ {a1, a2} ∈ A / a1 < a2 : f(a1) <′ f(a2).

Definición A.1.22. Aplicación monótona no decreciente. Sean dos conjuntos ordenados
(A,≤), (B,≤′) y f : A → B una aplicación de A en B. Decimos que “f es una aplicación monótona
no decreciente” sii ∀ {a1, a2} ∈ A / a1 < a2 : f(a1) ≤′ f(a2).

Las definiciones para las aplicaciones monótonas decrecientes, estrictamente monótonas decre-
cientes y monótonas no crecientes son inmediatas.

Definición A.1.23. Isomorfismo de orden. Sean dos conjuntos ordenados (A,≤), (B,≤′) y
f : A → B una aplicación de A en B. Decimos que “f es un isomorfismo de orden” sii ∃ f−1 : B →
A ∧ {f, f−1} son aplicaciones monótonas crecientes.

Definición A.1.24. Intervalo cerrado. Dado un conjunto A dotado de una relación de orden ≤
y dos elementos {a, b} ∈ A / a ≤ b ∧ a 6= b, definimos “intervalo cerrado de extremos a y b”, y lo
denotamos por [a, b], como el conjunto [a, b] = {x ∈ A : a ≤ x ≤ b}.

Definición A.1.25. Intervalo abierto. Dado un conjunto A dotado de una relación de orden ≤
y dos elementos {a, b} ∈ A / a ≤ b ∧ a 6= b, definimos “intervalo abierto de extremos a y b”, y lo
denotamos por (a, b), como el conjunto (a, b) = {x ∈ A : a ≤ x ≤ b} ∩ ¬{a, b}.
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Definición A.1.26. Intervalo semiabierto/semicerrado. Dado un conjunto A dotado de una
relación de orden ≤ y dos elementos {a, b} ∈ A / a ≤ b ∧ a 6= b, definimos “intervalo semiabierto
por la izquierda y semicerrado por la derecha de extremos a y b”, y lo denotamos por (a, b], como el
conjunto (a, b] = {x ∈ A : a ≤ x ≤ b} ∩ ¬{a}.

Las restantes definiciones de intervalos semiabierto/semicerrado son triviales.

Definición A.1.27. Cota superior de un subconjunto. Dado un conjunto A con una relación
de orden ≤ y un subconjunto B ∈ P(A) decimos que un elemento a ∈ A es una “cota superior de
B” sii ∀ b ∈ B : b ≤ a.

Definición A.1.28. Supremo de un subconjunto. Dado un conjunto A con una relación de
orden ≤ y un subconjunto B ∈ P(A) decimos que un elemento a ∈ A es “el supremo de B”, y lo
denotamos por sup(B), sii es cota superior de B y es menor o igual que cualquier otra cota superior
de B. Si a = sup(B) ∧ a ∈ B decimos que “a es el máximo de B” y lo denotamos por máx(B).

Definición A.1.29. Cota inferior de un subconjunto. Dado un conjunto A con una relación
de orden ≤ y un subconjunto B ∈ P(A) decimos que un elemento a ∈ A es una “cota inferior del
conjunto B” sii ∀ b ∈ B : a ≤ b.

Definición A.1.30. Ínfimo de un subconjunto. Dado un conjunto A con una relación de orden
≤ y un subconjunto B ∈ P(A) decimos que un elemento a ∈ A es “el ínfimo de B”, y lo denotamos
por ı́nf(B), sii es cota inferior de B y es mayor o igual que cualquier otra cota inferior de B. Si
a = ı́nf(B) ∧ a ∈ B decimos que “a es el mínimo de B” y lo denotamos por mı́n(B).

Definición A.1.31. Relación de equivalencia. Dado un conjunto A y una relación R en A
decimos que es “una relación de equivalencia” cuando es reflexiva, simétrica y transitiva.

Definición A.1.32. Clase de equivalencia. Dado un conjunto A, un elemento a ∈ A y una
relación de equivalencia R en A denominamos “clase de equivalencia de a respecto de la relación R”
al subconjunto {b ∈ A / (a, b) ∈ R}. Lo denotamos por [a].

Definición A.1.33. Ley de composición interna. Dado un conjunto E definimos “ley de com-
posición interna sobre E” como cualquier aplicación E × E → E.

Definición A.1.34. Propiedades de una ley de composición interna. Sea E un conjunto; sean
∗, ◦ dos leyes de composición internas definidas en el conjunto E.

Asociativa. Decimos que “∗ cumple la propiedad asociativa” sii. ∀{a, b, c} ∈ E : (a ∗ b) ∗ c =
a ∗ (b ∗ c) = a ∗ b ∗ c.

Conmutativa. Decimos que “∗ cumple la propiedad conmutativa” sii. ∀{a, b} ∈ E : a ∗ b =
b ∗ a.

Distributiva a la izquierda. Decimos que “◦ cumple la propiedad distributiva por la izquierda
respecto de ∗” sii. ∀{a, b, c} ∈ E : a ◦ (b ∗ c) = (a ◦ b) ∗ (a ◦ c).

Distributiva a la derecha. Decimos que “◦ cumple la propiedad distributiva por la derecha
respecto de ∗” si ∀{a, b, c} ∈ E : (a ∗ b) ◦ c = (a ◦ c) ∗ (b ◦ c).

Distributiva. Decimos que “◦ cumple la propiedad distributiva respecto de ∗” si es distributiva
por la izquierda y por la derecha.

Existencia de elemento neutro. Un elemento e ∈ E decimos que “es el elemento neutro
respecto de la ley ∗” sii. ∀a ∈ E : e ∗ a = a ∗ e = a.
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Existencia de elemento inverso. Si existe el elemento neutro e ∈ E, dado a ∈ E decimos
que un elemento a′ ∈ E “es el inverso a la izquierda de a” sii. a′ ∗ a = e. Del mismo modo
decimos que “es el inverso a la derecha de a” sii. a ∗ a′ = e. Decimos que “es el inverso de a”
si lo es a la derecha y a la izquierda.

Elemento regular. Un elemento a ∈ E decimos que “es regular a la izquierda para ∗” sii.
∀ {b, c} ∈ E : a ∗ b = a ∗ c ⇒ b = c. Del mismo modo decimos que “es regular a la derecha
para ∗” sii. ∀ {b, c} ∈ E : b ∗ a = c ∗ a ⇒ b = c. Decimos que “es regular” cuando lo es a la
izquierda y a la derecha.

Definición A.1.35. Ley de composición externa. Dados dos conjuntos {A,B} denominamos
“ley de composición externa sobre B con dominio de operadores A” como cualquier aplicación de
A×B → B.

Definición A.1.36. Propiedades de una ley de composición externa. Sean A,B dos conjuntos;
sea ∗ una ley de composición interna definida en el conjunto A; sea ◦ una ley de composición interna
definida en el conjunto B; sea ⊗ una ley de composición externa sobre B con dominio de operadores
A.

Asociativa respecto de la ley de composición interna en A. Decimos que “⊗ cumple la
propiedad asociativa respecto de la ley de composición interna ∗” sii. ∀ {α, β} ∈ A ∧ b ∈ B :
(α ∗ β) ⊗ b = α⊗ (β ⊗ b).

Distributiva respecto de la ley de composición interna en B. Decimos que “⊗ cumple
la propiedad distributiva respecto de la ley de composición interna ◦ en B” sii. ∀ α ∈ A ∧
∀ {a, b} ∈ B : α⊗ (a ◦ b) = (α⊗ a) ◦ (α⊗ b).

Distributiva respecto de la ley de composición interna en A. Decimos que “⊗ cumple la
propiedad distributiva respecto de la ley de composición interna ∗ en el dominio de operadores
A” sii. ∀ {α, β} ∈ A ∧ ∀a ∈ A : (α ∗ β) ⊗ b = (α⊗ b) ◦ (β ⊗ b).

Definición A.1.37. Estructura algebraica. Dado un conjunto A decimos que “se le ha dotado de
una estructura algebraica” cuando se han definido en él una cantidad finita de leyes de composición
(internas y/o externas).

Definición A.1.38. Homomorfismo. Dados dos conjuntos A, B dotados de unas determinadas
estructuras algebraicas y una aplicación f : A → B, decimos que “f es un homomorfismo” cuando:

Para cada ley de composición interna ∗ definida en el conjunto A existe una única ley de
composición interna ◦ definida en el conjuto B tal que ∀ {a, b} ∈ A : f(a ∗ b) = f(a) ◦ f(b).

Para cada ley de composición externa × definida en el conjunto A con dominio de operadores
K existe una única ley de composición externa ⊗ definida en el conjunto B con el mismo
dominio de operadores K tal que ∀ α ∈ K ∧ ∀a ∈ A : f(α× a) = α⊗ f(a).

Cuando f : A → B es un homomorfismo y es biyectiva, decimos que “es un isomorfismo”.

Definición A.1.39. Estructura de semigrupo. Sea un conjunto S; sea ∗ una ley de composición
interna definida en S que cumple la propiedad asociativa. Decimos que la estructura algebraica (S, ∗)
“es un semigrupo”.

Definición A.1.40. Estructura de grupo. Sea un conjunto G; sea ∗ una ley de composición
intena definida en G que cumple las propiedades:
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Asociativa (es un semigrupo), ∀{a, b, c} ∈ G : (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) = a ∗ b ∗ c.

Existe elemento neutro e, ∃e ∈ G / ∀a ∈ G : a ∗ e = e ∗ a = A.

Para todo a ∈ G existe elemento inverso, ∀ a ∈ G ∃a′ ∈ G / a ∗ a′ = a′ ∗ a = e.

Decimos que la estructura algebraica (G, ∗) es “un grupo”. Si ∗ cumple la propiedad conmutativa,
∀{a, b} ∈ G : a ∗ b = b ∗ a, decimos que (G, ∗) es “un grupo conmutativo” o “un grupo abeliano”.

Definición A.1.41. Estructura de semianillo. Sea un conjunto A; sean {∗, ◦} dos leyes de com-
posición internas definidas en el conjunto A que cumplen las propiedades:

(A, ∗) es un semigrupo conmutativo.

(A, ◦) es un semigrupo.

∀ {a, b, c} ∈ A : a ∗ (b ◦ c) = (a ∗ b) ◦ (a ∗ c) ∧ (b ◦ c) ∗ a = (b ∗ a) ◦ (c ∗ a).

Decimos que la estructura algebraica (A, ∗, ◦) es “un semianillo”. Si ◦ cumple la propiedad
conmutativa decimos que (A, ∗, ◦) es “un semianillo conmutativo”. Si existe elemento neutro para la
ley de composición interna ◦ decimos que “es un semianillo unitario”.

Definición A.1.42. Estructura de anillo. Sea un conjunto A; sean {∗, ◦} dos leyes de composición
interna definidas en el conjunto A que cumplen las propiedades:

(A, ∗) es un grupo abeliano.

(A, ◦) es un semigrupo.

∀ {a, b, c} ∈ A : a ◦ (b ∗ c) = (a ◦ b) ∗ (a ◦ c) ∧ (b ∗ c) ◦ a = (b ◦ a) ∗ (c ◦ a).

Decimos que la estructura algebraica (A, ∗, ◦) es “un anillo”. Si ◦ cumple la propiedad con-
mutativa decimos que (A, ∗, ◦) es “un anillo conmutativo”. Si existe elemento neutro para la ley de
composición interna ◦ decimos que “es un anillo unitario”.

Definición A.1.43. Anillo ordenado. Dado un anillo (A, ∗, ◦) en el cual tenemos definida una
relación de orden <, decimos que es un “anillo ordenado” si ∃ A+ ⊂ A que cumple:

Sea 0 el elemento neutro para la ley de composición interna ∗. 0 /∈ A+.

Sea −a el opuesto del elemento a ∈ A para la ley de composición interna ∗. ∀ a ∈ A : a ∈
A+ ∨ a = 0 ∨ −a ∈ A+.

∀ {a, b} ∈ A+ : a ∗ b ∈ A+ ∧ a ◦ b ∈ A+.

Definición A.1.44. Estructura de cuerpo. Sea un conjunto C; sean {∗, ◦} dos leyes de compo-
sición internas definidas en el conjunto C que cumplen las propiedades:

(C, ∗, ◦) es un anillo unitario.

Sea e ∈ C el elemento neutro para ∗; sea e′ el elemento neutro para ◦. Se verifica que e 6= e′.

∀ a ∈ C ∃ a−1 ∈ C / a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e′.

Decimos que la estructura algebraica (G, ∗, ◦) “es un cuerpo”; “cuerpo conmutativo” si ◦ cumple
la propiedad conmutativa.
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Definición A.1.45. El cuerpo de los números reales. El conjunto (R,+, ·), siendo + la ley
de composición interna “suma de números reales” y · la ley de composición interna “producto de
números reales”, entendidas en el sentido habitual (A. Lentin et J. Rivaud [83]), tiene estructura de
cuerpo conmutativo.

Definición A.1.46. El cuerpo de los números complejos. El conjunto (C,+, ·), siendo + la ley
de composición interna “suma de números complejos” y · la ley de composición interna “producto de
números complejos”, entendidas en el sentido habitual (A. Lentin et J. Rivaud [83]), tiene estructura
de cuerpo conmutativo.

Definición A.1.47. Espacio vectorial. Sea un conjunto V ; sea un cuerpo conmutativo (C, ∗, ◦);
sea ⊕ una ley de composición interna definida en V ; sea ⊗ una ley de composición externa definida
en V con dominio de operadores el conjunto C. Decimos que la estructura algebraica (V,⊕,⊗) “es
un espacio vectorial con dominio de operadores el cuerpo C” o “espacio vectorial sobre el cuerpo C”
sii.

(V,⊕) es un grupo abeliano. Al elemento neutro lo denotamos por ~0.

∀ {α, β} ∈ C ∧ ∀ a ∈ V : (α ◦ β) ⊗ a = α⊗ (β ⊗ a).

∀ {α, β} ∈ C ∧ ∀ a ∈ V : (α ∗ β) ⊗ a = (α⊗ a) ⊕ (β ⊗ a).

∀ α ∈ C ∧ ∀ {a, b} ∈ V : α⊗ (a⊕ b) = (α⊗ a) ⊕ (α⊗ b).

Sea e′ el elemento neutro para la ley de composición ◦ en el cuerpo C; ∀ a ∈ V : e′ ⊗ a = a

A los elementos α ∈ C los denominamos “escalares”; al elemento neutro para la ley de compo-
sición interna ∗ en C lo denotamos por 0; a los elementos v ∈ V los denominamos “vectores” y los
denotamos por ~v.

Definición A.1.48. Combinación lineal de vectores. Dado un espacio vectorial (V,⊕,⊗) con
dominio de operadores el cuerpo (C, ∗, ◦) y un subconjunto S = {~v1, · · · , ~vn} ∈ V, n ∈ N de vectores
dados en un cierto orden; denominamos a S como un “sistema de vectores de V ”, o “sistema de n
vectores de V ”. Denominamos “combinación lineal de los vectores de S” a los vectores de la forma
~v = α1 ⊗ ~v1 ⊕ · · · ⊕ αn ⊗ ~vn, αi ∈ C ∀ i = 1, · · · , n.

Definición A.1.49. Subespacio engendrado por un sistema. Dado un espacio vectorial (V,⊕,⊗)
con dominio de operadores el cuerpo (C, ∗, ◦) y un sistema de vectores S = {~v1, · · · , ~vn} ∈ V, n ∈ N
definimos “subespacio engendrado por el sistema S”, y lo denotamos por V (S), al conjunto formado
por todas las combinaciones lineales de los vectores de S, V (S) = {α1 ⊗ ~v1 ⊕ · · · ⊕ αn ⊗ ~vn, αi ∈
C ∀ i = 1, · · · , n}. Decimos que “S es un sistema generador de V (S)”

Definición A.1.50. Sistema de vectores linealmente independientes. Dado un espacio vecto-
rial (V,⊕,⊗) con dominio de operadores el cuerpo (C, ∗, ◦) y un sistema de vectores S = {~v1, · · · , ~vn} ∈
V, n ∈ N, decimos que “S es un sistema de vectores linealmente independientes” sii. α1 ⊗ ~v1 ⊕ · · · ⊕
αn ⊗ ~vn = ~0 ⇒ α1 = 0, · · · , αn = 0 ∀ i = 1, · · · , n.

Definición A.1.51. Sistema de vectores linealmente dependiente. Dado un espacio vectorial
(V,⊕,⊗) con dominio de operadores el cuerpo (C, ∗, ◦) y un sistema de vectores S = {~v1, · · · , ~vn} ∈
V, n ∈ N, decimos que “S es un sistema de vectores linealmente dependientes” si no es un sistema
de vectores linealmente independientes.
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Definición A.1.52. Dependencia lineal respecto de un sistema de vectores. Dado un
espacio vectorial (V,⊕,⊗) con dominio de operadores el cuerpo (C, ∗, ◦), un sistema de vectores
S = {~v1, · · · , ~vn} ∈ V, n ∈ N y un vector ~v ∈ V , decimos que “~v depende linealmente de los vectores
del sistema S” sii. ~v ∈ V (S).

Definición A.1.53. Espacio vectorial de tipo finito. Dado un espacio vectorial (V,⊕,⊗) con
dominio de operadores el cuerpo (C, ∗, ◦) y un sistema de vectores S = {~v1, · · · , ~vn} ∈ V, n ∈ N
decimos que “V es un espacio vectorial de tipo finito” si V = V (S).

Definición A.1.54. Base de un espacio vectorial de tipo finito. Dado un espacio vectorial
(V,⊕,⊗) con dominio de operadores el cuerpo (C, ∗, ◦) y un sistema de vectores S = {~v1, · · · , ~vn} ∈
V, n ∈ N decimos que “S es una base del espacio vectorial V ” si V = V (S) y S es un sistema de
vectores linealmente independientes. Denominamos “dimensión del espacio vectorial V ” a la cantidad
de vectores que forman el sistema S; dim(V ) = Card(S) = n.

Proposición A.1.1. Dado un espacio vectorial (V,⊕,⊗) con dominio de operadores el cuerpo
(C, ∗, ◦) y una base S = {~v1, · · · , ~vn} ∈ V, n ∈ N definida en V , para cualquier vector ~v ∈
V ∃! {αi}ni=1 / ~v = α1 ⊗ ~v1 ⊕ · · · ⊕ αn ⊗ ~vn . La sucesión {αi}ni=1 se denomina “coordenadas del
vector ~v respecto de la base S” y asumimos que ~v ≡ (α1, · · · , αn).

Definición A.1.55. Norma de un vector. Sea el espacio vectorial (V,⊕,⊗) con dominio de
operadores el cuerpo (C,+, ·); sea la la aplicación ‖ · ‖ : V → R que cumple las propiedades:

‖~u‖ ≥ 0, ∀ ~u ∈ V .

‖~u‖ = 0 sii. ~u = ~0.

‖α⊗ ~u‖ = |α| · ‖~u‖, ∀α ∈ C ∧ ∀ ~u ∈ V .

(Desiguald de Minkowski) ‖~u⊕ ~v‖ ≤ ‖~u‖ + ‖~v‖, ∀{~u,~v} ∈ V .

Siendo C = R ∨ C = C y entendiendo las operaciones en C como las operaciones respectivas
en R o en C. Decimos que “‖ · ‖ es una norma definida en el espacio vectorial V ”.

Definición A.1.56. Espacio vectorial euclídeo. Sea el espacio vectorial (V,⊕,⊗) con dominio
de operadores el cuerpo (R,+, ·); sea la la aplicación f : V × V → R que cumple las propiedades:

Simétrica: f(~u,~v) = f(~v, ~u), ∀ {~u,~v} ∈ V .

Distributiva: f(~u,~v ⊕ ~w) = f(~u,~v) + f(~u, ~w),∀ {~u,~v, ~w} ∈ V .

f(α⊗ ~u,~v) = α · f(~u,~v) ∀ α ∈ R ∧ ∀ {~u,~v} ∈ V .

f(~u, ~u) > 0 ∀ ~u ∈ V / ~u 6= ~0 ∧ f(~u, ~u) = 0 sii. ~u = ~0. Es una forma bilineal simétrica definida
positiva.

Decimos que “f es un producto escalar definido en el espacio vectorial real V ”. Definimos
“espacio vectorial euclídeo” como todo espacio vectorial real V dotado de un producto escalar.

Definición A.1.57. Espacio vectorial hermítico. Sea el espacio vectorial (H,⊕,⊗) con dominio
de operadores el cuerpo (C,+, ·), donde consideramos + como suma de números complejos y · como
producto de números complejos; sea la la aplicación g : H ×H → C que cumple las propiedades:

Simétrica(hermítica): g(~u,~v) = g(~v, ~u), ∀ {~u,~v} ∈ H.
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Distributiva: g(~u,~v ⊕ ~w) = g(~u,~v) + g(~u, ~w),∀ {~u,~v, ~w} ∈ H.

g(α⊗ ~u,~v) = α · g(~u,~v) ∀ α ∈ C ∧ ∀ {~u,~v} ∈ H.

g(~u, ~u) > 0 ∀ ~u ∈ H / ~u 6= ~0 ∧ g(~u, ~u) = 0 sii. ~u = ~0, siendo 0 el elemento neutro para la suma
de complejos: (0, 0). Forma bilineal hemisimétrica definida positiva.

Decimos que “g es un producto hermítico definido en el espacio vectorial complejo H”. Defi-
nimos “espacio vectorial hermítico” como todo espacio vectorial complejo H dotado de un producto
hermítico.

Proposición A.1.2. Dado un espacio vectorial euclídeo (V,⊕,⊗) con el producto escalar f definimos
la aplicación

‖ · ‖ : V → [0,+∞) / ‖~u‖ =
√
f(~u, ~u), ∀ ~u ∈ V.

Es una norma.

Definición A.1.58. Espacio normado. Definimos “espacio normado sobre el cuerpo C (R o C)”
como un par ordenado (V, ‖ · ‖), siendo V un espacio vectorial sobre el cuerpo C y ‖ · ‖ una norma
definida en V .

Definición A.1.59. Distancia entre dos vectores. Dado un espacio vectorial euclídeo (V,⊕,⊗)
con el producto escalar f , definimos “distancia entre los vectores {~u,~v} ∈ V ” a la aplicación

d : V × V → [0,+∞) / d(~u,~v) = ‖~u− ~v‖, ∀ {~u,~v} ∈ V.

Definición A.1.60. Espacio afín n-dimensional. Sea E un conjunto de puntos y V un espacio
vectorial de dimensión n sobre un cuerpo C. Decimos que “E es un espacio afín sobre el cuerpo C
asociado al espacio vectorial V ” cuando al conjunto E se le ha dotado de una ley de composición
externa +V con dominio de operadores V de forma que se verifica:

∀ {P,Q} ∈ E ∃! ~v ∈ V / P +V ~v = Q. Se denota ~v = −→
PQ.

∀ P ∈ E ∧ ∀ {~u,~v} ∈ V : (P +V ~u) +V ~v = P +V (~u+ ~v), siendo + la suma de vectores.

Definición A.1.61. Espacio euclideo n-dimensional. Definimos “espacio euclideo n-dimensional”
como un espacio afín n-dimensional cuyo espacio vectorial asociado es un espacio vectorial euclideo.

Definición A.1.62. Espacio hermítico n-dimensional. Definimos “espacio hermítico n-dimensional”
como un espacio afín n-dimensional cuyo espacio vectorial asociado es un espacio vectorial hermítico.

Textos fundamentales donde ampliar los conceptos aquí enunciados son, entre otros [35] de P.
Dubreil y M. L. Dubreil-Jacotin, [81] de S. Lang, [83] de A. Lentin y J. Rivaud, ....

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



A.1 Álgebra, Topología y Análisis matemático. 204

A.1.2. Topología.
Siguiendo la tradición en Topología usaremos “elemento de un conjunto” y “punto de un con-

junto” como equivalentes.

Definición A.1.63. Topología. Sea X un conjunto. Definimos “topología en X”, y la denotamos
por T , como una familia de subconjuntos de X, T = {Gi ∈ P(X), i ∈ I ⊂ N} que verifica los
siguientes axiomas:

∅ ∈ T ∧ X ∈ T .

∀J ⊂ I, J 6= ∅ : ⋃j∈J Gj ∈ T .

∀ {i, j} ∈ I : Gi ∩Gj ∈ T .

Definición A.1.64. Espacio topológico. Dado un conjunto X y una topología T en X definimos
“espacio topológico” al par ordenado (X,T ). Los elementos de T los denominamos “abiertos del
espacio topológico (X,T )”.

Definición A.1.65. El espacio topológico de los números reales. Si en el conjunto R con
la relación de orden consideramos la “topología usual”, que denotamos por Tu, como la familia
Tu = {A ∈ P(R) / ∀ x ∈ A ∃{a, b} ∈ R / a < x < b ∧ {y ∈ R : a < y < b} ⊂ A}, al espacio
topológico (R,Tu) lo denominamos “espacio topológico real con la topología usual”.

Definición A.1.66. Conjunto finito. Dado un espacio topológico (X,T ) y un subconjunto A ∈
P(X) decimos que “A es un conjunto finito” sii ∃ n ∈ N ∧ f : A → Nn ⊂ N, siendo f una
correspondencia biyectiva. Denominamos a n “cardinal de A”, o “cantidad de elementos de A”.

Definición A.1.67. Conjunto infinito numerable. Dado un espacio topológico (X,T ) y un
conjunto A ∈ P(X) decimos que “A es un conjunto infinito numerable” sii. ∃ f : A → N siendo f
una correspondencia biyectiva.

Definición A.1.68. Conjunto infinito no numerable. Dado un espacio topológico (X,T ) y un
conjunto A ∈ P(X) decimos que es un “conjunto infinito no numerable” sii no es finito y no es
infinito numerable.

Definición A.1.69. Conjunto numerable. Dado un espacio topológico (X,T ) y un conjunto
A ∈ P(X) decimos que es un “conjunto numerable” si es un conjunto finito o un conjunto infinito
numerable.

Definición A.1.70. Entorno de un punto. Dado un espacio topológico (X,T ), y un elemento x ∈
X definimos “entorno del punto x”, y lo denotamos por E(x), como todo conjunto U ∈ P(X) / ∃ G ∈
T / x ∈ G ⊂ U .

Definición A.1.71. Entorno reducido de un punto. Dado un espacio topológico (X,T ), y un
elemento x ∈ X definimos “entorno reducido del punto x”, y lo denotamos por E∗(x), como el
conjunto E(x) ∩ (¬{x}).

Teorema A.1.1. Sea (X,T ) un espacio topológico y A ∈ P(X). A es abierto en el espacio topológico
(X,T ) sii. es entorno de cada uno de sus puntos.

Definición A.1.72. Conjunto cerrado. Dado un espacio topológico (X,T ) definimos “conjunto
cerrado” como todo conjunto C ∈ P(X) / ¬C es abierto.
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Definición A.1.73. Punto de acumulación. Dado un espacio topológico (X,T ) y un conjunto
A ∈ P(X) definimos “punto de acumulación de A” como todo elemento x ∈ X tal que todo entorno
de x contiene elementos de A distintos de x (todo entorno reducido de x contiene puntos de A).

Teorema A.1.2. Dado un espacio topológico (X,T ) y un conjunto A ∈ P(X), A es cerrado sii.
contiene a todos sus puntos de acumulación.

Definición A.1.74. Adherencia de un conjunto. Dado un espacio topológico (X,T ) y un con-
junto A ∈ P(X), definimos “adherencia de A”, y la denotamos por Ad(A), a la intersección de todos
los conjuntos cerrados que contienen a A.

Teorema A.1.3. Dado un espacio topológico (X,T ) y un conjunto A ∈ P(A), la adherencia de A
es la unión de A con el conjunto de todos sus puntos de acumulación.

Definición A.1.75. Punto interior de un conjunto. Dado un espacio topológico (X,T ) y un
conjunto A ∈ P(X) definimos “punto interior del conjunto A” como todo elemento x ∈ A tal que A
es entorno de x. El conjunto formado por todos los puntos interiores de A se denomina “interior de
A”.

Definición A.1.76. Frontera de un conjunto. Dado un espacio topológico (X,T ) y un conjunto
A ∈ P(X) definimos “frontera de A” como el conjunto formado por todos los puntos x que no son
interiores de A ni de ¬A. Equivalentemente, todo entorno de x tiene intersección no vacía tanto con
A como con ¬A.

Definición A.1.77. Base de una topología. Dado un espacio topológico (X,T ) definimos “base
de la toplogía T ” como cualquier familia de conjuntos B ⊂ P(X) que verifica: B ⊂ T y para todo
entorno U de x ∈ X ∃ V ∈ B / x ∈ V ⊂ U .

Definición A.1.78. Base de entornos de un punto. Dado un espacio topológico (X,T ) y un
punto x ∈ X definimos “base de entornos de x” como cualquier familia formada por entornos de x
tal que cualquier entorno de x contiene algún elemento de esa familia.

Definición A.1.79. Primer axioma de numerabilidad. Dado un espacio topológico (X,T ) de-
cimos que “satisface el primer axioma de numerabilidad” si la familia de subconjuntos formada por
los entornos de cada punto tiene una base numerable.

Definición A.1.80. Segundo axioma de numerabilidad. Dado un espacio topológico (X,T )
decimos que “satisface el segundo axioma de numerabilidad” si la topología T tiene alguna base
numerable.

Definición A.1.81. Conjunto denso. Dado un espacio topológico (X,T ) y un conjunto A ∈ P(X)
decimos que “A es denso en el espacio topológico (X,T )” sii la adherencia de A es X.

Definición A.1.82. Espacio topológico separable. Dado un espacio topológico (X,T ) decimos
que “es separable” sii existe un subconjunto de X numerable que es denso en X.

Definición A.1.83. Conjuntos separados. Dado un espacio topológico (X,T ) y dos conjuntos
{A, B} ∈ P(X) decimos que “están separados” sii. se verifica Ad(A) ∩B = ∅ ∧ A ∩ Ad(B) = ∅.

Definición A.1.84. Espacio topológico conexo. Dado un espacio topológico (X,T ) decimos que
“es conexo” sii. X no es unión de dos conjuntos separados no vacíos.

Definición A.1.85. Espacio de Hausdorff. Dado un espacio topológico (X,T ), decimos que es
un “espacio de Hausdorff” sii. ∀{x, y} ∈ X / x 6= y ∃ {E(x), E(y)} / E(x) ∩ E(y) = ∅.
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Definición A.1.86. Cubrimiento de un conjunto. Dado un espacio topológico (X,T ) y un con-
junto A ∈ P(X), decimos que una familia F ⊂ P(X) es “un cubrimiento de A” sii A ⊂ ⋃

F B.
Decimos que es un “cubrimiento abierto” sii todos los elementos de la familia F son abiertos. Defi-
nimos “subcubrimiento de A por elementos de F” como toda subfamilia de F que es un cubrimiento
de A.

Definición A.1.87. Espacio topológico compacto. Dado el espacio topológico (X,T ) decimos
que “es compacto” sii. todo cubrimiento abierto de X tiene un subcubrimiento finito (abierto).

Definición A.1.88. Conjunto compacto. Dado el espacio topológico (X,T ) y un conjunto A ∈
P(X) decimos que “es un conjunto compacto” sii. todo cubrimiento de A por conjuntos abiertos
en (X,T ) tiene un subcubrimiento finito (equivalentemente, que A es compacto con la topología
inducida en A, TA = {A ∩G ∀ G ∈ T }).

Definición A.1.89. Sucesión en un conjunto X. Dado un conjunto X definimos “sucesión en
el conjunto X”, y la denotamos por {ai}i∈N, como una aplicación s : N → X, s(i) = ai ∈ X.

Definición A.1.90. Serie asociada a una sucesión en un conjunto X. Dada una sucesión
{ai}i∈N en un conjunto X denominamos “suma parcial n-ésima asociada a la sucesión {ai}i∈N”, y la
denotamos por sn, a la suma finita sn = a1 + · · · + an. Denominamos “serie asociada a la sucesión

{ai}i∈N”, y la denotamos por
+∞∑
n=1

an, a la sucesión {sn}n∈N.

Definición A.1.91. Sucesión monótona en un conjunto X. Dado un espacio topológico (X,T ),
en el cual tenemos definida una relación de orden ≤X definimos “sucesión monótona creciente” como
cualquier sucesión s : N → X que es monótona creciente; definimos “sucesión monótona decreciente”
como cualquier sucesión s : N → X que es monótona decreciente; definimos “sucesión monótona”
como cualquier sucesión s : N → X que es monótona creciente o monótona decreciente.

Definición A.1.92. Sucesión acotada en un conjunto X. Dado un espacio topológico (X,T ),
en el cual tenemos definida una relación de orden ≤X definimos “sucesión acotada superiormente”
como cualquier sucesión s : N → X que cumple la propiedad ∃ x ∈ X / s(n) ≤X x ∀ n ∈ N;
definimos “sucesión acotada inferiormente” como cualquier sucesión s : N → X que cumple la
propiedad ∃ x ∈ X / x ≤X s(n) ∀ n ∈ N; definimos “sucesión acotada” como cualquier sucesión
s : N → X que está acotada superior e inferiormente.

Definición A.1.93. Límite de una sucesión {ai}i∈N. Dado el espacio topológico (X,T ) y una
sucesión de puntos de X, {ai}i∈N, decimos que p ∈ X es “el límite de la sucesión {ai}i∈N”, y lo
denotamos por an → p, si dado cualquier entorno E(p) de p ∃ m ∈ N / ∀ i ≥ m : ai ∈ E(p).

Definición A.1.94. Suma de una serie
+∞∑
n=1

an. Dado el espacio topológico (X,T ) y una sucesión

de puntos de X, {ai}i∈N, y la serie asociada
+∞∑
n=1

an denominamos “suma de la serie
+∞∑
n=1

an” al límite

de la sucesión {sn}n∈N, cuando existe. Si no existe, decimos que “la serie no tiene suma”, o que “es
divergente”.

Definición A.1.95. Espacio métrico. Sea X un conjunto no vacío y sea d : X × X → R una
aplicación que cumple las siguientes propiedades:

∀ {x1, x2} ∈ X : d(x1, x2) ≥ 0, d(x1, x2) = 0 sii. x1 = x2.

∀ {x1, x2} ∈ X : d(x1, x2) = d(x2, x1).
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∀ {x1, x2, x3} ∈ X : d(x1, x2) ≤ d(x1, x3) + d(x3, x2).

Decimos que la aplicación d “es una métrica” y el par ordenado (X, d) decimos que “es un
espacio métrico”.

Definición A.1.96. Topología asociada a una métrica. Sea el espacio métrico (X, d) y sea la
familia de subconjuntos de X:

Td = {G ⊂ X / ∀ x ∈ G, ∃ r ∈ R+ / Bd
r (x) ⊂ G}, siendo

Bd
r (x) = {y ∈ X / d(x, y) < r}.

Decimos que Td es “la topología asociada a la métrica d”.

Definición A.1.97. Sucesión de Cauchy. Sea el espacio métrico (X, d) y sea s : N → X una
sucesión. Decimos que “s es una sucesión de Cauchy” si se verifica la condición de Cauchy:

∀ ε ∈ R+ ∃ ν ∈ N / d(s(p), s(q)) < ε ∀ {p, q} ∈ N / p ≥ ν ∧ q ≥ ν.

Definición A.1.98. Espacio métrico completo (de Banach). Dado un espacio métrico (X, d)
decimos que “es un espacio métrico completo” sii. toda sucesión de Cauchy s : N → X es convergente.

Definición A.1.99. Espacio métrico polaco. Dado un espacio métrico (X, d) decimos que “es un
espacio métrico polaco” si es completo y separable.

Definición A.1.100. Aplicaciones continuas en un punto p ∈ X. Dados dos espacios topo-
lógicos (X1,T1), (X2,T2), una aplicación f : X1 → X2 y un punto p ∈ X1, decimos que “f es
continua en el punto p” cuando dado un entorno cualquiera E(f(p)) de f(p) existe un entorno E(p)
de p / f(E(p)) ⊂ E(f(p)). Cuando f no es continua en p ∈ X1 decimos que “es discontinua en
p ∈ X1”.

Definición A.1.101. Aplicaciones continuas en un subconjunto A de un espacio topológi-
co. Dados dos espacios topológicos (X1,T1), (X2,T2), una aplicación f : X1 → X2 y un subconjunto
A ⊂ X1, decimos que “f es continua en el subconjunto A ⊂ X1” cuando f es continua en todos los
puntos p ∈ A. Cuando es continua en todo p ∈ X1 decimos que “es continua en X1”.

Definición A.1.102. Homeomorfismos entre espacios topológicos. Dados dos espacios topo-
lógicos (X1,T1), (X2,T2), una aplicación f : X1 → X2, decimos que “f es un homeomorfismo”
cuando f es biyectiva y tanto f como f−1 son aplicaciones continuas.

Axioma A.1.1. Axioma de elección. Si Ci es un conjunto no vacio para cada punto i de un
conjunto de índices I, entonces hay una función f de I tal que f(i) ∈ Ci para cada i ∈ I.

Manuales cuya lectura es recomendable para profundizar en los conceptos enunciados son, entre
otros, [52] de M. García y J. Margalef, [71] de J. L. Kelley...
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A.1.3. Análisis matemático.
Aunque no es el objeto de esta tesis, es imprescindible construir el sistema de los números

reales pues son los elementos primitivos fundamentales en toda investigación matemática. También
construimos el sistema de los números complejos pues aunque básicamente las variables aleatorias que
vamos a investigar son variables aleatorias R-valoradas, pueden considerarse procesos estocásticos con
variables aleatorias C-valoradas, para lo cual puede ser conveniente considerar espacios hermíticos.

Números naturales.

Sea N un conjunto; sea s : N → N una aplicación.
Definición A.1.103. Sistema de los números naturales. Denominamos “sistema de los números
naturales” al par ordendo (N, s) que verifica los siguientes axiomas (axiomas de Peano):

s es una aplicación inyectiva.

Existe un único elemento, que denotamos por 1, 1 ∈ N / s(n) 6= 1 ∀ n ∈ N.

Si U ⊂ N verifica: (axioma de inducción)

• 1 ∈ U .
• n ∈ U ⇒ s(n) ∈ U .

se cumple que U = N.
Al sistema de los números naturales (N, s) lo denotamos por N.

Definición A.1.104. Suma de números naturales. En el sistema de los números naturales
definimos la siguiente ley de composición interna:

+ : N × N → N, (m,n) +→ m+ n cumpliendo:

∀ {m,n} ∈ N : m+ 1 = s(m), m+ s(n) = s(m+ n).
Definición A.1.105. Producto de números naturales. En el sistema de los números naturales
definimos la siguiente ley de composición interna:

· : N × N → N, (m,n) ·→ m · n cumpliendo:

∀ {m,n} ∈ N : m · 1 = m, m · s(n) = m · n+m.

Definición A.1.106. Relación de orden estricto en N. En el sistema de los números naturales
definimos la siguiente relación: ∀ {m,n} ∈ N decimos que “m es menor que n”, y lo denotamos por
m < n, si ∃ p ∈ N / m+ p = n. Es una relación de orden estricto.
Proposición A.1.3. Sea N el conjunto de los números naturales con la relación de orden <, se
cumple para todo {m,n} ∈ N una y sólo una de las siguientes relaciones: m < n, m = n, n < m.
Definición A.1.107. Relación de orden en N. En el sistema de los números naturales definimos
la siguiente relación: ∀ {m,n} ∈ N decimos que “m es menor o igual que n”, y lo denotamos por
m ≤ n, si m < n ∨ m = n. Es una relación de orden.
Proposición A.1.4. El sistema de los números naturales (N,+, ·,≤) tiene estructura de semianillo
ordenado conmutativo y con elemento unidad.
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Números enteros.

En N×N definimos la siguiente relación ≡ / ∀{(a, b), (c, d)} ∈ N×N : (a, b) ≡ (c, d) sii. a+d =
b+ c, siendo + la suma en N. La relación ≡ es una relación de equivalencia en N × N.

Definición A.1.108. Sistema de los números enteros. Denominamos “sistema de los números
enteros”, y lo denotamos por Z, al conjunto formado por todas las clases de equivalencia inducidas
en N × N por la relación de equivalencia ≡.

Definición A.1.109. Suma de números enteros. Sean {α, β} ∈ Z y sean (a1, a2) ∈ α ∧ (b1, b2) ∈
β; definimos la “suma de los números enteros α y β”, y la denotamos por α +Z β, como la clase de
equivalencia a la cual pertenece (a1 + b1, a2 + b2). Siendo + la suma de números naturales.

Definición A.1.110. Producto de números enteros. Sean {α, β} ∈ Z y sean (a1, a2) ∈ α ∧
(b1, b2) ∈ β; definimos el “producto de los números enteros α y β”, y lo denotamos por α ·Z β, como
la clase de equivalencia a la cual pertenece (a1 · b1 + a2 · b2, a1 · b2 + a2 · b1). Siendo +, · la suma y
producto de números naturales.

Definición A.1.111. Enteros positivos. Definimos “entero positivo” como todo α ∈ Z / ∀ (a1, a2) ∈
α : a2 < a1, siendo < la relación de orden en N. Denotamos por Z+ al conjunto formado por todos
los enteros positivos.

Definición A.1.112. Relación de orden estricto en Z. En el sistema de los números enteros
definimos la siguiente relación: ∀ {α, β} ∈ Z decimos que “α es menor que β”, y lo denotamos por
α <Z β si β +Z (−Zα) ∈ Z+, siendo −Zα el opuesto de α ∈ Z respecto de la ley de composición
interna +Z. Es una relación de orden estricto.

Proposición A.1.5. Sea Z el conjunto de los números enteros con la relación de orden <Z, se
cumple ∀ {α, β} ∈ Z una y sólo una de las siguientes relaciones: α <Z β, α = β, β <Z α.

Definición A.1.113. Relación de orden en Z. En el sistema de los números enteros definimos la
siguiente relación: ∀ {α, β} ∈ Z decimos que “α es menor o igual que β”, y lo denotamos por α ≤Z β
si α <Z β ∨ α = β. Es una relación de orden.

Proposición A.1.6. El sistema de los números enteros (Z,+Z, ·Z,≤Z) tiene estructura de anillo
ordenado, conmutativo y con elemento unidad.

Números racionales.

Definición A.1.114. Sistema de los números racionales. En Z × N definimos el conjunto
p
q

= {(h · p, h · q) : p ∈ Z, q ∈ N, h ∈ Z − {0}}, siendo · el producto en Z, y lo denominamos
“número racional p

q
”. Al conjunto de todos los números racionales lo denotamos por Q.

Definición A.1.115. Suma de números racionales. En Q definimos la siguiente ley de compo-
sición interna:

Q × Q +Q→ Q / (p
q
,
r

s
) → p · s+ q · r

q · s

siendo +, · la suma y el producto en Z. La denotamos por p
q

+Q
r
s
.

Definición A.1.116. Producto de números racionales. En Q definimos la siguiente ley de
composición interna:

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



A.1 Álgebra, Topología y Análisis matemático. 210

Q × Q ·Q→ Q / (p
q
,
r

s
) → p · r

q · s

siendo · el producto en Z. La denotamos por p
q

·Q r
s
.

Definición A.1.117. Relación de orden en Q. En el sistema de los números racionales definimos
la siguiente relación: ∀ {p

q
, r
s
} ∈ Q decimos que “p

q
es menor o igual que r

s
”, y lo denotamos por

p
q

≤ r
s
, sii. p · s ≤ q · r, siendo ≤, · la relación de orden y el producto en Z respectívamente.

Proposición A.1.7. El sistema de los números racionales (Q,+Q, ·Q,≤Q), dotado de las leyes de
composición interna +Q, ·Q y la relación de orden ≤Q cumple las siguientes propiedades (por como-
didad, usaremos (Q,+, ·,≤) en vez de (Q,+Q, ·Q,≤Q)):

(Q,+, ·) tiene estructura de cuerpo conmutativo, siendo 0, 1 los elementos nulo y unidad; el
opuesto de p

q
es (−p)

q
; el inverso de p

q
6= 0 es q

p
.

(Q,+, ·,≤) es un cuerpo ordenado.

∀ {α, β} ∈ Q, α < β existen infinitos γ ∈ Q / α < γ < β. (Q es un conjunto denso).

∀ {α, β} ∈ Q / α > 0,∃ n ∈ N / n · α > β. ((Q,+, ·,≤) es arquimediano).

∀ α ∈ Q denominamos “valor absoluto de α”, y lo denotamos por |α|, al número racional
máx{α,−α}. Cumple las propiedades:

• ∀ α ∈ Q / α 6= 0 : |α| > 0; ∧ |0| = 0.
• ∀ {α, β} ∈ Q : |α + β| ≤ |α| + |β| ∧ |α · β| = |α||β|.

El conjunto Q es infinito numerable (∃ f : N → Q, siendo f biyectiva).

Números reales.

El conjunto de los números reales se puede construir a partir de Q de diversas maneras. Con-
sideramos una cualquiera de esas ampliaciones que cumple una determinada axiomática:

Definición A.1.118. Sistema de los números reales. Definimos el sistema de los números reales
como un conjunto, que denotamos por R, dotado de las leyes de composición internas +R, ·R y una
relación de orden total ≤R que cumplen los siguientes axiomas:

(R,+R, ·R) tiene estructura algebraica de cuerpo conmutativo.

(R,+R, ·R,≤R) es un cuerpo ordenado.

Toda sucesión monótona creciente y acotada de números reales tiene límite real (Axioma de
completitud).

Se puede identificar Q con un subconjunto de R, Q ⊂ R. Los elementos de R − Q los denomi-
namos “números irracionales”.

Proposición A.1.8. Sea el espacio topológico (R,Tu) con la topología usual. Se verifica:

(R,Tu) verifica el primer axioma de numerabilidad.
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(R,Tu) verifica el segundo axioma de numerabilidad.

(R,Tu) es un espacio topológico separable.

(R,Tu) es un espacio de Hausdorff.

Proposición A.1.9. El sistema de los números reales (R,+R, ·R,≤R) cumple las siguientes propie-
dades (consideramos, por comodidad, (R,+, ·,≤)como (R,+R, ·R,≤R)):

(R,+, ·,≤) es arquimediano.

∀ r ∈ R ∃! z ∈ Z / z ≤ r < z + 1. Al número z ∈ Z lo denominamos “parte entera de r”.

∀ {r, s} ∈ R / r < s existen infinitos α ∈ Q / r < α < s. (Q es denso en R). También se
verifica que R − Q es denso en R.

∀ α ∈ R denominamos “valor absoluto de α”, y lo denotamos por |α|, al número real máx{α,−α}.
Cumple las propiedades:

• ∀ α ∈ R / α 6= 0 : |α| > 0; ∧ |0| = 0.
• ∀ {α, β} ∈ R : |α + β| ≤ |α| + |β| ∧ |α− β| ≥ ||α| − |β||
• ∀ {α, β} ∈ R : |α · β| = |α| · |β| ∧ ∀ α ∈ R − {0} : |α−1| = |α|−1.

La aplicación d : R×R → R / d(x, y) = |x−y| ∀ {x, y} ∈ R es una métrica (métrica del “valor
absoluto”).

∀ C ⊂ R, C 6= ∅ que esté acotado superiormente (inferiormente) existe supremo (ínfimo) en
R (axioma del supremo).

(R,+, ·,≤) con la métrica del valor absoluto es un espacio métrico de Banach y polaco.

Números complejos.

El sistema de los números complejos se puede construir de varias formas. Lo más habitual es
hacerlo a partir de R × R

Definición A.1.119. Sistema de los números complejos. Sea el conjunto
R2 = {(a, b) : a ∈ R ∧ b ∈ R}. Sean las leyes de composición internas definidas en R2

(a, b) +C (c, d) = (a+ c, b+ d) ∀ {(a, b), (c, d)} ∈ R2.

(a, b) ·C (c, d) = (a · c− b · d, a · d+ b · c) ∀ {(a, b), (c, d)} ∈ R2,

siendo +, −, · las operaciones habituales en el cuerpo (R,+, ·). Se verifica:

(R2,+C) tiene estructura de grupo abeliano, con elemento neutro (0, 0).

La ley de composición interna ·C cumple las propiedades asociativa, conmutativa, distributiva
respecto de +C, existencia de elemento inverso ∀ (a, b) ∈ R2, (a, b)−1 = ( a

a2+b2 ,
−b

a2+b2 ) (siendo
las potencias y fracciones las habituales en R). El elemento neutro para la ley de composición
interna ·C es (1, 0).
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Denominamos a (0, 1) = i.

∀ z = (a, b) ∈ R2 denominamos “conjugado de z”, y lo denotamos por z̄, al par ordenado
(a,−b) ∈ R2.

∀ z = (a, b) ∈ R2 denominamos “módulo de z”, y lo denotamos por |z|, a
√
a2 + b2, |z| =√

a2 + b2.

El conjunto R2 dotado de las leyes de composición internas +C, ·C tiene estructura de cuerpo
conmutativo, lo denominamos “cuerpo de los números complejos” y lo denotamos por (C,+C, ·C).

Variable real.

En todo lo que sigue consideramos el sistema de los números reales (R,+, ·,≤) con la topología
usual Tu y la métrica del valor absoluto. Cuando hacemos referencia a funciones, en todos los casos,
salvo que se especifique lo contrario, asumimos que son funciones reales de variable real.

Definición A.1.120. Intervalo de números reales. Sea I ∈ P(R) un subconjunto de números
reales. Decimos que “I es un intervalo de números reales” sii.

∀ {x, y} ∈ I : (x, y) ∈ I.

Definición A.1.121. Límite de una función en un punto. Sean {a, l} ∈ R; sea f : R → R una
función definida al menos en un entorno reducido del punto a, E∗(a). Decimos que “f tiene límite
l en el punto a (o cuando x tiende a a)”, y lo denotamos por ĺım

x→a
f(x) = l sii. se cumple cualquiera

de las dos propiedades equivalentes:

Propiedad de Cauchy

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 / ∀ x ∈ E∗(a) / |x− a| < δ : |f(x) − l)| < ε.

Propiedad de Heine

∀ {xi}i∈N ∈ E∗(a) / xn → a : f(xn) → l.

Definición A.1.122. Continuidad uniforme de una función en un intervalo. Sea I ⊂ R
un intervalo; sea f : R → R una función definida al menos en el intervalo I. Decimos que “f es
uniformemente continua en I” sii.

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 / ∀ {x, y} ∈ I / |x− y| < δ : |f(x) − f(y)| < ε.

Proposición A.1.10. Sea f : R → R una función; sea I ⊂ R un intervalo. Si f es uniformemente
continua en I entonces f es continua en I.

Si f es continua en I y I es compacto entonces f es uniformemente continua en I (teorema
de Heine).
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Definición A.1.123. Continuidad seccional. Sea f : R → R; sea [a, b] ⊂ R un intervalo finito.
Decimos que “f es seccionalmente continua en el intervalo [a, b]” si ∃ {Ii}ni=1 /Ii ∩ Ij = ∅ ∀ {i, j} ∈
{1, · · · , n}, i 6= j ∧ ⋃n

i=1 Ij = [a, b], siendo Ii ⊂ [a, b] intervalo ∀ i = 1, · · · , i = n, y f es continua en
cada uno de los subintervalos Ii existiendo límites por la izquierda y por la derecha respectívamente
en los extremos de cada subintervalo Ii ∀ i = 1, · · · , i = n.

Definición A.1.124. Derivada de una función real en un punto. Sea I ⊂ R un intervalo; sea
f : R → R una función definida en I; sea a ∈ I. Definimos “derivada de f en a”, y la denotamos
por f ′(a), df(a)

dx , al límite (cuando existe y es finito):

ĺım
x→a

f(x) − f(a)
x− a

.

Definición A.1.125. Función derivable en un punto. Sea I ⊂ R un intervalo; sea f : R → R
una función definida en I; sea a ∈ I. Decimos que “f es derivable en el punto a” sii. existe la
derivada de f en el punto a ∈ I. Al conjunto de todas las funciones derivables en el punto a ∈ I lo
denotamos por D(a). Decimos que “f es derivable en el intervalo I” sii. existe la derivada para todo
punto a ∈ I. Al conjunto de todas las funciones derivables en I lo denotamos por D(I).

Proposición A.1.11. Sea I ⊂ R un intervalo; sea f : R → R una función definida en I; sea a ∈ I.
Si f es derivable en a entonces f es continua en a. Al conjunto de todas las funciones continuas en
a ∈ I lo denotamos por C (a). Al conjunto de todas las funciones continuas en I lo denotamos por
C (I).

Definición A.1.126. Diferencial de una funcion en un punto. Sea I ⊂ R un intervalo; sea
a ∈ I; sea f : R → R una función definida en I y derivable en a. Definimos “diferencial de f en el
punto a”, y lo denotamos por df(a), a la aplicación lineal

df(a) : R → R / ∆x → f ′(a)∆x, ∀ ∆x ∈ R / a+ ∆x ∈ I.

Definición A.1.127. Primitiva de una función. Sea I ⊂ R un intervalo; sea f : R → R una
función definida en I; sea F : R → R una función definida en I. Decimos que “F es una primitiva
de la función f” sii. F ∈ D(I) ∧ F ′(a) = f(a) ∀ a ∈ I.

Definición A.1.128. Partición de un intervalo compacto [a, b]. Dado un intervalo compacto
[a, b] ⊂ R definimos “partición del intervalo [a, b]” a cualquier conjunto finito P = {x0, · · · , xn} / xi ∈
[a, b] ∀i ∈ {0, · · · , n} / a = x0 < x1 < · · · < xn = b. Decimos que [xi−1, xi] es “el intervalo i-ésimo
para la partición P”. Denotamos por ∆xi = xi−xi−1 a la amplitud de dicho intervalo. Denominamos
“diámetro de la partición P”, y lo denotamos por |P |, al mayor de los diámetros |P | = máx{∆xi}ni=1.

Definición A.1.129. Sumas de Darboux. Sea el intervalo compacto [a, b] ⊂ R; sea f : [a, b] → R
una función acotada; sea P una partición del intervalo compacto [a, b]. Definimos mi = ı́nf{f(x) :
x ∈ [xi−1, xi]}, Mi = sup{f(x) : x ∈ [xi−1, xi]}. Definimos:

“Suma inferior de Darboux de f correspondiente a P”, y lo denotamos por s(f, P ), como:

s(f, P ) =
n∑
i=1

mi∆xi.
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“Suma superior de Darboux de f correspondiente a P”, y lo denotamos por S(f, P ), como:

S(f, P ) =
n∑
i=1

Mi∆xi.

Definición A.1.130. Integral inferior y superior de una función acotada en un intervalo
compacto. Sea el intervalo compacto [a, b] ⊂ R; sea f : [a, b] → R una función acotada. Definimos:

“Integral inferior de f en [a, b]”, y la denotamos por
∫ b
af , como:

∫ b

a
f = sup{s(f, P ) ∀ partición P de [a, b]}.

“Integral superior de f en [a, b]”, y la denotamos por
∫ b
af , como:

∫ b

a
f = ı́nf{S(f, P ) ∀ partición P de [a, b]}.

Definición A.1.131. Integral de Riemann de una función acotada en un intervalo com-
pacto. Sea el intervalo compacto [a, b] ⊂ R; sea f : [a, b] → R una función acotada. Decimos que “la
función f es R-integrable (integrable en el sentido de Riemann)” sii. se verifica:

∫ b

a
f =

∫ b

a
f.

Definimos la “integral de f en [a, b] en el sentido de Riemann”, y la denotamos por
∫ b
a f , como∫ b

af =
∫ b
af .

Teorema A.1.4. Condición de integrabilidad de Riemann. Sea el intervalo compacto [a, b] ⊂
R; sea f : [a, b] → R una función acotada. f es R-integrable en [a, b] sii. ∀ ε > 0 ∃ P / S(f, P ) −
s(f, P ) < ε, siendo P una partición del intervalo compacto [a, b].

Teorema A.1.5. Teorema fundamental del cálculo. Sea el intervalo compacto [a, b] ⊂ R; sea
f : [a, b] → R una función acotada y R-integrable.

Definimos la función F : [a, b] → R / F (x) =
∫ x
a f . La denominamos “integral indefinida de f

correspondiente al punto a”. F es continua en [a, b].

Teorema fundamental del cálculo. Si f es continua en [a, b], es integrable, F es derivable
en [a, b] y su derivada es F ′(x) = f(x), ∀ x ∈ [a, b].

Teorema A.1.6. Regla de Barrow. Sea el intervalo compacto [a, b] ⊂ R; sea f : [a, b] → R
una función continua en [a, b] (y por lo tanto acotada e integrable); sea G : [a, b] → R una función
primitiva cualquiera de f en [a, b]. Se verifica que
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∫ b

a
f(x) dx = G(b) −G(a).

La integral de Riemann requiere acotación de la función y del intervalo. Para extenderla a
intervalos no acotados, o funciones no acotadas, se usa el paso al límite. Son las “integrales impropias”
o “integrales de Cauchy-Riemann”.

Definición A.1.132. Integrales impropias. Sea el intervalo [a,+∞) ⊂ R; sea f : [a,+∞) → R
una función acotada e integrable en todo [a, T ] ⊂ [a,+∞). Definimos

∫ +∞

a
f(x) dx = ĺım

T→+∞

∫ T

a
f(x) dx.

En el caso en que el límite exista, pudiendo ser infinito, decimos que la integral es “convergente”.
Cuando no existe decimos que es “oscilante”.

Si f está definida en un intervalo de la forma [a, b), acotada e integrable en todo [a, x] ⊂ [a, b)
y existe el límite cuando x → b− de

∫ x
a f(t) dt, definimos:

∫ b−

a
f(t) dt = ĺım

x→b−

∫ x

a
f(t) dt.

Variable compleja.

En todo lo que sigue (en esta subsección) consideramos el sistema de los números complejos
(C,+C, ·C), con la métrica inducida por el módulo (d : C×C → R, d(z1, z2) = |z1−z2|, ∀ {z1, z2} ∈ C)
y la topoloía Td asociada a la métrica del módulo. Siempre que hacemos referencia a funciones
entendemos funciones f : C → C, “funciones complejas de variable compleja”.

Las definiciones de límite, continuidad, derivada,. . . son las mismas que en el sistema de los
números reales.

Definición A.1.133. Función analítica en un conjunto abierto. Sea f : C → C; sea S ∈ P(C)
abierto respecto de la topología Td. Decimos que “f es analítica en S” si tiene derivada en todo punto
a ∈ S.

Definición A.1.134. Función analítica en un punto. Sea f : C → C; sea a ∈ C. Decimos que
“f es analítica en a ∈ C” si f es analítica en un entorno de a.

Definición A.1.135. Punto singular. Sea f : C → C; sea a ∈ C. Decimos “a es un punto singular
(una singularidad) de f” cuando f no es analítica en a pero es analítica en algún punto de todo
entorno de a. Se dice que “es un punto singular aislado” si además existe un entorno E = {z ∈ C :
0 < |z − a| < ε, ε ∈ R+} en el que f es analítica.

Definición A.1.136. Arco. Sea C ⊂ C / C = {z = (x, y) ∈ C : x = x(t), y = y(t), t ∈ [a, b] ⊂
R ∧ {x(t), y(t)} ∈ C ([a, b]). Decimos que “C es un arco”, y lo denotamos por z(t), t ∈ [a, b]. Decimos
que el arco es “simple (o de Jordan)” cuando se verifica que z(t1) 6= z(t2), si t1 6= t2, {t1, t2} ∈ [a, b].
Si C es simple y z(a) = z(b) decimos que “C es una curva cerrada simple (o curva de Jordan)”.

Definición A.1.137. Arco suave. Sea C ⊂ C un arco. Decimos que “es un arco suave” cuando
∃ z′(t) ∀ t ∈ [a, b] ∧ z′(t) 6= 0 ∀ t ∈ (a, b).
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Definición A.1.138. Contorno (arco suave a trozos). Sea C ⊂ C un arco; decimos que “es un
contorno”, o “un arco suave a trozos” si está formado por una cantidad finita de arcos suaves unidos
por sus extremos.

Teorema A.1.7. Teorema de Laurent. Sea z0 ∈ C; sea f una función analítica en un dominio
D = {z ∈ C : R1 < |z − z0| < R2, {R1, R2} ∈ R+}; sea C cualquier contorno cerrado simple en
torno de z0 orientado positivamente (H. Cartan,[15]) contenido en el dominio D. Entonces, en todo
z de ese dominio D, f(z) admite la representación en serie:

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)n +
+∞∑
n=1

bn
(z − z0)n

, R1 < |z − z0| < R2, siendo:

an = 1
2πi

∫
C

f(z) dz
(z − z0)n+1 , bn = 1

2πi

∫
C

f(z) dz
(z − z0)−n+1 .

La serie anterior es la denominada “serie de Laurent”. Las integrales son las integrales de línea
habituales del análisis real (N. Piskunov,[126]).

Definición A.1.139. Residuo de una función en un punto singular aislado. Sea la función
f ; sea z0 un punto singular aislado de la función f . Denominamos “residuo de f en el punto z0” al
término b1 en cualquier representación de la función f en serie de Laurent en el dominio D = {z ∈
C : 0 < |z − z0| < R, R > 0}.

Teorema A.1.8. Teorema de los residuos. Si C ⊂ C es un contorno cerrado simple positivamente
orientado, dentro del cual y sobre el cual una función f es analítica a excepción de una cantidad finita
de puntos singulares {zk}nk=1 interiores a C, entonces se verifica:

∫
C
f(z) dz = 2πi

n∑
k=1

Res
z=zk

f(z).

Definición A.1.140. Contorno de Bromwich. Se LR = {z ∈ C : z = γ+ it, {γ,R} ∈ R+ ∧ t ∈
[−R,R]}. Sea CR = {z ∈ C : z = γ + Reiθ, θ ∈ [π2 ,

3π
2 ]}. Denominamos “contorno de Bromwich

relativo a R”, o abreviadamente “contorno de Bromwich ”, y lo denotamos por ΓR, a la curva de
Jordan ΓR = LR ∪ CR recorrida en sentido positivo (sentido “contrario a las agujas del reloj”).

Transformada de Fourier.

Definición A.1.141. Transformada de Fourier. Sea una función f : R → R. Definimos la
“transformada de Fourier de la función f”, y la denotamos por F (f)(ω), o por f̄(ω), a la función:

f̄ : R → C / f̄(ω) = F (f)(ω) =
∫ +∞

−∞
eiωxf(x) dx, ∀ ω ∈ R,

cuando dicha integral converja (sea finita). Decimos que “f admite transformada de Fourier”.

Proposición A.1.12. Sea f : R → R una función cumpliendo las siguientes condiciones:
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Tanto f como f ′ tienen una cantidad finita de discontinuidades de primera especie (finitas) en
todo intervalo finito.∫+∞

−∞ |f(x)| dx < +∞. Al conjunto de todas las funciones f : R → R que cumplen esta propiedad
lo denotamos por L1(`) (definición A.2.48, página 232).

f admite transformada de Fourier.
Definición A.1.142. Transformada inversa de Fourier. Sea una función f : R → R cumpliendo
las anteriores condiciones. Definimos la “transformada inversa de Fourier de la función f̄(ω)”, y la
denotamos por F −1(f̄(ω)), a la función:

f(x) = F −1(f̄(ω)) = 1
2π

∫ +∞

−∞
e−iωxf̄(ω) dω, x ∈ R.

Algunas de las propiedades más importantes de la transformada de Fourier son:
Lema A.1.1. (Riemann-Lebesgue). Si f ∈ L1(`) y

f̄(ω) =
∫+∞

−∞ eiωxf(x)dx

entonces f̄(ω) → 0 conforme |ω| → +∞ .
Teorema A.1.9. Si f ∈ L1(`) se verifica:

f̄ está acotada ∀ ω ∈ R.

f̄ es uniformemente continua en R.

f̄(−ω) = (̃f̄(ω)) (el conjugado de f̄(ω)).
Teorema A.1.10. Teorema de inversión. Si {f, f̄} ∈ L1(`); si x ∈ R ∧ f ∈ C (x), se verifica:

f(x) = 1
2π

∫ +∞

−∞
e−iωxf̄(ω) dω.

Corolario A.1.1. Si f ∈ L1(`), f̄ ≥ 0 ∧ f̄ ∈ C (0) : f̄ ∈ L1(`) y

f(0) = 1
2π

∫ +∞

−∞
f̄(ω) dω.

Algunas de las propiedades más importantes son:
∀ {f, g} ∈ L1(`) ∧ ∀{c1, c2} ∈ R : F (c1f + c2g) = c1F (f) + c2F (g).

∀ {f, g} ∈ L1(`) : F (f ∗ g) = F (f) · F (g), siendo ∗ la operación convolución de funciones.

∀ f ∈ L1(`) ∧ a ∈ R : F [e−iaxf(x)] = f̄(ω − a), siendo f̄ = F (f).

∀ f ∈ L1(`) ∧ a ∈ R : F [f(ax)] = 1
|a| f̄(ω

a
), siendo f̄ = F (f).

∀ f ∈ L1(`) ∧ a ∈ R : F [f(x− a)] = eiωaf̄(ω), siendo f̄ = F (f).

Sea n ∈ N, {f, fn} ∈ L1(`) ∧ fn ∈ C (R); supongamos que se cumple ĺımx→±∞ fk(x) =
0 ∀ k = 0, · · · , n− 1. Entonces se verifica que F (fn) = (−iω)nF (f).

∀ f ∈ L1(`) ∧ ∀ n ∈ N : F (xnf(x)) = inf̄n(ω), siendo f̄ = F (f).

∀ f ∈ L1(`), f̄ = F (f) : F (f̄(x)) = 2πf(−ω).
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Transformada de Laplace.

Definición A.1.143. Transformada de Laplace. Sea f : [0,+∞) → R . Definimos la “transfor-
mada de Laplace de f”, y la denotamos por L(f) o por f̂(s) a la función:

L(f) : C → C / L(f)(s) = f̂(s) =
∫ +∞

0
e−sxf(x) dx, ∀ s ∈ C

cuando la integral converja (sea finita). Decimos que “f admite transformada de Laplace”.

Proposición A.1.13. Sea f : [0,+∞) → R una función cumpliendo las siguientes condiciones:

f es seccionalmente continua en cada intervalo finito [0, α].

∃{γ,M} ∈ R, M > 0 / |f(x)| < Meγx, ∀ x > α (f es “de orden exponencial γ para x > α”).

f admite transformada de Laplace ∀ s / <(s) > γ, incluyendo los puntos de la recta x = γ en
los que la integral converge. A γ la denominamos “abscisa de convergencia”.

Definición A.1.144. Transformada inversa de Laplace. Sea una función f : [0,+∞) → R y
sea f̂(s) = L(f). Definimos la “transformada inversa de Laplace de la función f̂(s)”, y la denotamos
por L−1(f̂(s)), a la función:

f(x) = L−1(f̂(s)) = 1
2πi

∫ β+i∞

β−i∞
esxf̂(s) ds, x ∈ [0,+∞)

cuando dicha integral tiene sentido. β se elige de forma que todas las singularidades de la
función f̂ queden a la izquierda de la recta x = β.

Proposición A.1.14. Sea f : [0,+∞) → R; Sea f̂(s) = L(f(x)). Si ∃ {M,k,R} ∈ R+ / |f̂(s)| < M
Rk

se verifica que

f(x) = 1
2πi

∫ β+i∞

β−i∞
esxf̂(s) ds.

Eligiendo β de forma que todas las singularidades de la función f̂(s) queden a la izquierda de
la recta x = β.

Teorema A.1.11. Teorema de Lerch. Sea una función f : [0,+∞) → R y sea f̂(s) = L(f). Si
f satisface las condiciones de la proposición A.1.13 la transformada inversa de Laplace de f̂(s) es
única y se verifica f(x) = L−1(f̂(s)).

Teorema A.1.12. Teorema de unicidad. Sean dos funciones f : [0,+∞) → R ∧ g : [0,+∞) → R
que admiten transformada de Laplace. Si tienen la misma transformada de Laplace f̂(s) ∀ s ∈
C / <(s) > a, siendo a > 0 ∧ a > γ, con γ la abscisa de convergencia de la transformada de Laplace
f̂(s), entonces f(x) = g(x) para casi todo x > 0.

Algunas de las propiedades más importantes de la transformada de Laplace son (en todas las
propiedades suponemos funciones reales definidas en [0,+∞) para las cuales existe la transformada
de Laplace):

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



A.1 Álgebra, Topología y Análisis matemático. 219

∀ {c1, c2} ∈ R : L[c1f + c2g] = c1L(f) + c2L(g).

∀ a ∈ R : L(eaxf(x)) = f̂(s− a) siendo f̂(s) = L(f)(s).

Se verifica:

∀ a > 0 si g(x) =
{
f(x− a), si x > a
0, si x < a

, f̂(s) = L(f(x)) entonces: L(g(x)) = e−asf̂(s).

a > 0 ∧ f̂(s) = L(f(x)) ⇒ L(f(ax)) = 1
a
f̂( s

a
).

Si f̂(s) = L(f(x)) : L(f ′(x)) = sf̂(s) − f(0).

Si f̂(s) = L(f(x)) : L(fn(x)) = snf̂(s)−sn−1f(0)−sn−2f ′(0)−· · ·−sfn−2(0)−fn−1(0), n ∈ N.

Si f̂(s) = L(f(x)) se verifica:

L
( ∫ x

0
f(t) dt

)
= f̂(s)

s
.

Si f̂(s) = L(f(x)) : L(xnf(x)) = (−1)nfn(s), n ∈ N.

Si f̂(s) = L(f(x)) se verifica:

L
(
f(x)
x

)
=
∫ +∞

s
f̂(u) du.

Si f̂(s) = L(f(x)) : ĺım
s→+∞

f̂(s) = 0.

Teorema A.1.13. Teorema del valor inicial. Sea f : [0,+∞) → R / ∃ L(f) = f̂ . Se verifica

ĺım
x→0

f(x) = ĺım
s→+∞

sf̂(s)

cuando los límites existen.

Teorema A.1.14. Teorema del valor final. Sea f : [0,+∞) → R / ∃ L(f) = f̂ . Se verifica

ĺım
x→+∞

f(x) = ĺım
s→0

sf̂(s)

cuando los límites existen.
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Transformada Z.

Definición A.1.145. Transformada Z de una sucesión numérica. Dada una sucesión
{an}n=+∞

n=−∞ ∈ C (también cualquier sucesión de números reales), denominamos “transformada Z de
la sucesión {an}n=+∞

n=−∞”, y la denotamos por Z (a) = â, al par ordenado (Z (a),D(a)), D(a) ⊂ C,
siendo:

Z (a) : D(a) → C / Z (a)(z) = â(z) =
n=+∞∑
n=−∞

anz
−n, ∀ z ∈ D(a).

D(a) es el dominio de convergencia de la anterior serie (serie de Laurent).

Definición A.1.146. Transformada Z inversa. Dada una sucesión {an}+∞
n=−∞ ∈ C y su transfor-

mada Z, (â(z),D(a)) definimos la transformada Z inversa como

an = 1
2πi

∮
Cr

â(z) dz
zn+1 , ∀ n ∈ Z.

Siendo Cr cualquier circunferencia con centro el origen (z0 = 0) y radio r incluida en el dominio
de convergencia D(a).

Algunas de las propiedades de la transformada Z son:

Teorema A.1.15. Dadas dos sucesiones numéricas {an}n=+∞
n=−∞ ∈ C ∧ {bn}+∞

n=−∞ ∈ C y sus respectivas
transformadas Z , (â(z),D(a)), (b̂(z),D(b)) se verifica:

Sean {α, β} ∈ C, entonces Z (α · a+ β · b) = (αâ(z) + βb̂(z),D(a) ∩ D(b)).

Sea m ∈ Z fijo, entonces la transformada Z de la sucesión numérica {an−m}n=+∞
n=−∞ es (z−mâ(z),D(a))

(puede ocurrir que en D(a) haya que incluir 0 o ∞).

Sea α ∈ C fijo, entonces la transformada Z de la sucesión numérica {αn·an}n=+∞
n=−∞ es (â( z

α
), |α|D(a)).

Se cumple la propiedad de convolución, es decir Z (an ∗ bn) = (â(z) · b̂(z),D(a) ∩ D(b)).

Sucesiones y series de funciones.

Consideramos una sucesión {fn}n∈N de funciones definidas en un mismo conjunto C ⊂ R.

Definición A.1.147. Convergencia puntual de una sucesión de funciones {fn}n∈N. Deci-
mos que la sucesión {fn}n∈N “converge puntualmente en C hacia una función f : C → R”, que
denominamos “función límite”, si para cada x ∈ C la sucesión numérica {fn(x)}n∈N converge hacia
f(x).

Definición A.1.148. Serie asociada a una sucesión de funciones {fn}n∈N. Dada la sucesión
de funciones {fn}n∈N, denominamos “suma parcial n-ésima de la sucesión {fn}n∈N” a la función

sn =
n∑
k=0

fk. Denominamos “serie asociada a la sucesión {fn}n∈N”, y la denotamos por
+∞∑
n=0

fn, a la

sucesión {sn}n∈N.
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Definición A.1.149. Convergencia puntual de una una serie
+∞∑
n=0

fn. Sea la sucesión {fn}n∈N

y sea la serie
+∞∑
n=0

fn asociada. Decimos que la serie “converge puntualmente hacia la función

s : C → R”, que denominamos función suma, si para cada x ∈ C la serie numérica
+∞∑
n=0

fn(x) tiene

por suma s(x).

Definición A.1.150. Convergencia uniforme de una sucesión {fn}n∈N. Dada la sucesión
{fn}n∈N decimos que “converge uniformemente en C hacia una función f : C → R” si

∀ ε > 0 ∃ ν ∈ N / |f(x) − fn(x)| < ε, ∀ x ∈ C ∧ ∀ n > ν.

Definición A.1.151. Convergencia uniforme de una serie de funciones
+∞∑
n=0

fn. Dada la suce-

sión {fn}n∈N y la serie asociada
+∞∑
n=0

fn, decimos que “la serie
+∞∑
n=0

fn converge uniformemente en C

hacia una función s : C → R” cuando la sucesión de sumas parciales {sn}n∈N converge uniforme-
mente en C hacia la función s : C → R.

Proposición A.1.15. (Criterio M de Convergencia Uniforme de Weierstrass). Dada una
serie funcional ∑ fn que converge puntualmente hacia una función f en un conjunto C ⊆ R. Si existe
una serie numérica convergente de términos positivos ∑Mn tal que :

0 ≤| fn(x) |≤ Mn para todo n ≥ 0 y para todo x ∈ C

entonces la serie funcional ∑ fn es uniformemente convergente en C.

Proposición A.1.16. (Criterio de Dirichlet). Sea C ⊆ R y ∑ fn una serie de funciones de C en
R y para cada n ∈ N y cada x ∈ C, sea sn(x) = ∑n

k=1 fk(x). Si la sucesión {sn} está uniformemente
acotada en C y {gn} es una sucesión de funciones de C en R tales que gn+1(x) ≤ gn(x) para todo
n ∈ N y para todo x ∈ C que converge uniformemente a 0 en C, entonces la serie ∑ fn · gn converje
uniformemente en C.

Proposición A.1.17. (Criterio de Abel). Sea C ⊆ R y ∑ fn una serie de funciones de C en
R que converge uniformemente en C. Sea {gn} una sucesión de funciones de C en R, tales que
gn+1(x) ≤ gn(x) para todo n ∈ N y para todo x ∈ C uniformemente acotada en C. Entonces la serie∑
fn · gn converge uniformemente en C.

Proposición A.1.18. Sea C ⊆ R y ∑ fn una serie de funciones de C en R. Si las funciones fn
tienen derivada continua f

′
n en C ⊆ R para todo n ∈ N, si la serie ∑ fn(x) converje en C ⊆ R y

si la serie ∑ f
′
n de sus derivadas converje uniformemente, entonces la serie ∑ fn puede ser derivada

termino a término. Es decir:

(
∑

fn(x))′ =
∑

f
′

n(x).

Referencias clásicas son [15] de H. Cartan, [126] de N. Piskunov, [140] de M. Spivak, ...
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A.2. Teoría de la medida.
La teoría de la medida se puede desarrollar de forma abstracta a partir de unos objetos esen-

ciales y una axiomática apropiada. En esta sección, salvo que se especifique lo contrario, usamos
las notaciones, propiedades y lenguaje habituales de la teoría de conjuntos. Entre otros, son muy
interesantes los textos [71] de J. L. Kelley, y [116] de R. L. Moore.

A.2.1. Estructuras, medidas y espacios de medida.
Definición A.2.1. Espacio. Definimos “Espacio” y lo denotamos por Ω, como cualquier conjunto
Ω no vacío fijo, con independencia de la naturaleza de los elementos que forman parte de ese con-
junto, que pertenecen a Ω; a esos elementos que forman parte de Ω los denominamos “puntos” y los
denotamos por ω.

Definición A.2.2. Subconjunto de un espacio. Dado un espacio cualquiera Ω, definimos “sub-
conjunto de Ω”, y lo denotamos por letras latinas mayúsculas (salvo que se especifique lo contra-
rio), como cualquier conjunto formado por elementos del espacio Ω. A es subconjunto del espacio
Ω sii ω ∈ Ω ∀ ω ∈ A. Decimos que un subconjunto A de Ω es un “subconjunto impropio” cuando
A = ∅ ∨ A = Ω.

Definición A.2.3. Conjunto de las partes de un espacio. Dado un espacio cualquiera Ω,
definimos el “conjunto de las partes de Ω”, y lo denotamo por P(Ω), como la familia formada por
todos los subconjuntos de Ω.

Definición A.2.4. Sucesión de conjuntos. Dado un espacio Ω cualquiera definimos “sucesión de
conjuntos de Ω” (por comodidad no usamos “sucesión de subconjuntos”), y lo denotamos por {An}n∈N
a toda aplicación de N en P(Ω).

Definición A.2.5. Sucesión monotona. Dada una sucesión de conjuntos de Ω, {An}n∈N, decimos
que es una “sucesión monótona creciente”, y lo denotamos por An ↑, cuando:

An ⊆ An+1, ∀ n ∈ N.

Decimos que es una “sucesión monótona decreciente”, y lo denotamos por An ↓, cuando:

An ⊇ An+1, ∀ n ∈ N.

Decimos que es “estrictamente creciente” cuando An ⊂ An+1 ∀ n ∈ N; decimos que es “estric-
tamente decreciente” cuando An ⊃ An+1 ∀ n ∈ N.

Definición A.2.6. Límite inferior de una sucesión. Dada una sucesión de conjuntos (de Ω)
{An}n∈N definimos “límite inferior de la sucesión {An}n∈N”, y lo denotamos por ĺım inf(An), como
el conjunto de puntos ω ∈ Ω que pertenecen a todos los An, n > n0, n0 ∈ N de la sucesión. Es decir,
el conjunto de puntos ω ∈ Ω que pertenecen a todos los An excepto a una cantidad finita.

Definición A.2.7. Límite superior de una sucesión. Dada una sucesión de conjuntos (de Ω)
{An}n∈N definimos “límite superior de la sucesión {An}n∈N”, y lo denotamos por ĺım sup(An), como
el conjunto de puntos ω ∈ Ω que pertenecen a infinitos An de la sucesión.
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Definición A.2.8. Límite de una sucesión. Dada una sucesión de conjuntos de Ω, {An}n∈N
decimos que “tiene límite” cuando ĺım inf(An) = ĺım sup(An). Al conjunto ĺım inf(An) = ĺım sup(An)
lo denominamos “límite de la sucesión” y lo denotamos por ĺım(An), ĺım(An) = ĺım inf(An) =
ĺım sup(An).

Proposición A.2.1. Dada una sucesión cualquiera de conjuntos de Ω, {An}n∈N cualquiera, se ve-
rifica:

ĺım inf(An) =
+∞⋃
k=1

( +∞⋂
n=k

An

)
.

ĺım sup(An) =
+∞⋂
k=1

( +∞⋃
n=k

An

)
.

Toda sucesión de conjuntos de Ω, {An}n∈N, monótona decreciente tiene límite y se cumple:

ĺım(An) =
+∞⋂
n=1

An.

Toda sucesión de conjuntos de Ω, {An}n∈N, monótona creciente tiene límite y se cumple:

ĺım(An) =
+∞⋃
n=1

An.

Definición A.2.9. Clase monótona. Dada una familia M de subconjuntos de Ω decimos que tiene
estructura de “clase monótona” sii ∀ {An}n∈N ∈ M ⊂ P(Ω) / An ↓ ∨ An ↑ : ĺım(An) ∈ M .

Definición A.2.10. π-sistema(Dynkin). Dada una familia C de subconjuntos de Ω decimos que
“tiene estructura de π-sistema” si ∀{A,B} ∈ C se verifica que A ∩B ∈ C .

Definición A.2.11. Semianillo. Dada una familia S de subconjuntos de Ω decimos que “tiene
estructura de semianillo” si verifica:

∅ ∈ S.

∀{A,B} ∈ S se cumple que A ∩B ∈ S.

∀{A,B} ∈ S ∃ {Ci}ni=1 ∈ S, Ci ∩ Cj = ∅ ∀i 6= j tal que A−B =
n⋃
i=1

Ci.

Definición A.2.12. Anillo. Dada una familia R de subconjuntos de Ω decimos que “tiene estructura
de anillo” si verifica:

∀ {A,B} ∈ R : A ∩B ∈ R.

∀ {A,B} ∈ R : A∆B = (A−B) ∪ (B − A) ∈ R.
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Definición A.2.13. Anillo generado por un semianillo. Dada una familia S de subconjuntos de
Ω con la estructura de semianillo denominamos “anillo generado por el semianillo S”, y lo denotamos
por R(S), al menor de los anillos R ⊂ P(Ω) que contiene al semianillo S.

Proposición A.2.2. Dado un semianillo S ⊂ P(Ω), sea F ⊂ P(Ω) la familia de subconjuntos de
Ω formada por las uniones finitas de subconjuntos disjuntos de S; se verifica que el anillo generado
por S coincide con la familia F , R(S) = F .

Definición A.2.14. σ-anillo. Dada una familia R de subconjuntos de Ω decimos que “tiene estruc-
tura de σ-anillo” si verifica:

R es anillo.

∀ {Ai}+∞
i=1 ∈ R :

+∞⋃
i=1

Ai ∈ R.

Definición A.2.15. Semiálgebra. Dada una familia A de subconjuntos de Ω decimos que “tiene
estructura de semiálgebra” si verifica:

Ω ∈ A.

∀ {A,B} ∈ A : A ∩B ∈ A.

∀ A ∈ A ∃ {Ai}ni=1 ∈ A, Ai ∩ Aj = ∅ ∀ {i, j} ∈ {1, · · · , n} / i 6= j : ¬A =
n⋃
i=1

Ai.

Definición A.2.16. Álgebra. Dada una familia A de subconjuntos de Ω decimos que “tiene estruc-
tura de álgebra” si verifica:

Ω ∈ A, ∅ ∈ A.

Si {A,B} ∈ A se cumple que A−B ∈ A.

Usaremos el símbolo ¬ para indicar el complementario de un subconjunto A ⊂ Ω; es decir
denotamos ¬A = Ω − A.

Definición A.2.17. σ-álgebra. Dada una familia A de subconjuntos de Ω decimos que “tiene
estructura de σ-álgebra” si verifica:

Ω ∈ A .

∀A ∈ A se cumple que ¬A ∈ A .

Si {Ak}k=1,2,··· ∈ A se cumple que
+∞⋃
k=1

Ak ∈ A .

Definición A.2.18. σ-álgebra generada. Álgebra generada.
Dada una familia F de subconjuntos de un espacio Ω definimos como “σ-álgebra generada por

F”, y la denotamos por σ(F ), a la menor de las σ-álgebras de subconjuntos de Ω que contienen a
F . Definimos el “álgebra generada por F” como la menor de las álgebras de subconjuntos de Ω que
contienen a F , la denotamos por A(F ).

Definición A.2.19. σ-álgebra de Borel. Definimos “σ-álgebra de Borel en Rn”, y la denotamos
por B(Rn), a la generada por todos sus conjuntos abiertos (con la topología usual, definición A.1.65,
en la página 204). Los conjuntos B ∈ B(Rn) los denominamos “conjuntos de Borel”.
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Lema A.2.1. La σ-álgebra de Borel en R, B(R), está generada por cualquiera de las siguientes
familias de subconjuntos de R:

La familia formada por todos los intervalos (entendiendo “intervalo” en el sentido habitual en
R con la topología usual).

La familia de todos los intervalos con extremos racionales.

La familia F1 = {(−∞, c), c ∈ Q}.

La familia F2 = {(−∞, c], c ∈ Q}.

La familia F3 = {(c,+∞), c ∈ Q}.

La familia F4 = {[c,+∞), c ∈ Q}.

El lema también se cumple si en vez de números racionales tomamos puntos de cualquier
conjunto denso (definición A.1.81, página 205).

Proposición A.2.3. Dado un espacio Ω y una familia F de subconjuntos de Ω cualquiera, existe
una única σ-álgebra generada por F . Existe una única álgebra generada por F .

Lema A.2.2. Sea {Ai}ni=1 una familia de subconjuntos de un espacio Ω y sea f una aplicación entre
un conjunto E y el espacio Ω. Se verifica:

¬
( n⋃
i=1

Ai

)
=

n⋂
i=1

(
¬Ai

)
, ¬

( n⋂
i=1

Ai

)
=

n⋃
i=1

(
¬Ai

)
.

f−1
( n⋃
i=1

Ai

)
=

n⋃
i=1

f−1(Ai), f−1
( n⋂
i=1

Ai

)
=

n⋂
i=1

f−1(Ai).

Corolario A.2.1. Sea A una σ-álgebra de subconjuntos del espacio Ω; sea f una aplicación cual-
quiera de un conjunto E en el espacio Ω, se verifica que la clase f−1(A ) de todos los conjuntos de
la forma f−1(A), A ∈ A es una σ-álgebra de subconjuntos de E.

Para cualquier σ-álgebra B de subconjuntos de E, la familia de subconjuntos
{A ⊂ Ω : f−1(A) ∈ B} es una σ-álgebra de subconjuntos de Ω.

Para cualquier familia F de subconjuntos de Ω se verifica que σ(f−1(F )) = f−1(σ(F )).

Definición A.2.20. Espacio medible. Un par (Ω,A ) donde Ω es un espacio y A es una familia
de subconjuntos de Ω con la estructura de σ-álgebra decimos que “es un espacio medible”.

Definición A.2.21. Función real de conjunto. Dada una familia cualquiera de subconjuntos F
del espacio Ω, F ∈ P(Ω) ∀ F ∈ F , definimos “función (aplicación) real de conjunto” como la
aplicación que a cada conjunto F ∈ F le hace corresponder un número real; f es una función real
de conjunto sii f ∈ F × R ∧ ∀ F ∈ F ∃! b ∈ R / f(F ) = b. Si f(F ) ≥ 0 ∀ F ∈ F decimos que es
una “función de conjunto”.

Definición A.2.22. Función real de conjunto aditiva. Dada una familia cualquiera F de sub-
conjuntos del espacio Ω y una función real de conjunto µ : F → R decimos que es una “función real
de conjunto aditiva” si
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µ
( n⋃
i=1

Fi
)

=
n∑
i=1

µ(Fi), n ∈ N

∀ {Fi}ni=1 ∈ F / Fi ∩ Fj = ∅ ∀ {i, j}, i 6= j i ≤ n ∧ j ≤ n.

Si µ(F ) ≥ 0 ∀ F ∈ F decimos que es una función de conjunto aditiva.

Definición A.2.23. Función real de conjunto σ-aditiva. Dada una familia cualquiera F de
subconjuntos del espacio Ω y una función real de conjunto µ : F → R decimos que es una “función
real de conjunto σ-aditiva” si

µ
( +∞⋃
i=1

Fi
)

=
+∞∑
i=1

µ(Fi)

∀ {Fi}+∞
i=1 ∈ F / Fi ∩ Fj = ∅ ∀ {i, j}, i 6= j.

Si µ(F ) ≥ 0 ∀ F ∈ F decimos que es una función de conjunto σ-aditiva.

Definición A.2.24. Medida real. Dada una σ-álgebra A ⊆ P(Ω) y una función real de conjunto
µ : A → R decimos que es una “medida real” (V. I. Bogachev,[11]), “medida con signo(signada)”
( M. de Guzman y B. Rubio, [60]) si es σ-aditiva y verifica µ(∅) = 0. Decimos que µ es “finita” si
µ(Ω) 6= ±∞; decimos que es “σ-finita” si Ω es la unión de una familia numerable de subconjuntos
de A con medida finita.

Definición A.2.25. Medida. Dada una σ-álgebra A ⊆ P(Ω) y una función de conjunto
µ : A → [0,+∞) decimos que es una “medida” si es σ-aditiva y verifica µ(∅) = 0. Decimos que
es “finita” si µ(Ω) < +∞; decimos que es “σ-finita” si Ω es la unión de una familia numerable
de subconjuntos de A con medida finita; decimos que es “completa” si todo subconjunto B de un
conjunto A ∈ A / µ(A) = 0 es medible, B ∈ A .

Definición A.2.26. Espacio de medida real. Definimos “espacio de medida real” como la terna
ordenada (Ω,A , µ), siendo Ω un espacio, A una σ-álgebra de subconjuntos de Ω y µ : A → R una
medida real.

Definición A.2.27. Espacio de medida. Definimos “espacio de medida” como la terna ordenada
(Ω,A , µ), siendo Ω un espacio, A una σ-álgebra de subconjuntos de Ω y µ : A → [0,+∞) una
medida.

Definición A.2.28. Proposición verdadera para µ-casi todo ω ∈ Ω. Dado un espacio de medida
(Ω,A , µ) y una proposición (propiedad, enunciado, en el sentido habitual de la lógica simbólica, M.
Garrido [53]) P relativa a los puntos ω ∈ Ω decimos que “es µ-verdadera para casi todo ω ∈ Ω” o
que “se cumple para µ-casi todo ω ∈ Ω”, y lo denotamos por “µ.c.t .ω ∈ Ω”, (µ.c.t. cuando resulte
superfluo añadir ω ∈ Ω) cuando µ

(
¬{ω ∈ Ω : ω cumple P}

)
= 0.

Definición A.2.29. Funciones equivalentes. Dado el espacio de medida (Ω,A , µ) y dos funciones
{f, g} / f : Ω → R∗ ∧ g : Ω → R∗(R∗ = R∪ {±∞}) decimos que “son equivalentes”, y lo denotamos
por f ≡ g, sii f(ω) = g(ω) µ.c.t. Es decir sii
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µ({ω ∈ Ω : f(ω) 6= g(ω)} = 0.

Definición A.2.30. Convergencia en casi todos los puntos. Dado el espacio de medida (Ω,A , µ)
y una sucesión de funciones {fn}n∈N / fn : Ω → R∗, decimos que “converge en casi todos los puntos
ω ∈ Ω hacia una función g : Ω → R∗”, y lo denotamos por fn

µ.c.t.→ g, sii

ĺım
n→+∞

fn(ω) = g(ω) µ.c.t.

Teorema A.2.1. Dado un espacio de medida (Ω,A , µ) y una sucesión de funciones {fn}n∈N / fn :
Ω → R∗ ∧ fn

µ.c.t.→ g, fn A -medible ∀ n ∈ N ⇒ g A -medible.

Definición A.2.31. Convergencia en medida. Dado el espacio de medida (Ω,A , µ) y una suce-
sión de funciones {fn}n∈N, fn : Ω → R∗ ∧ fn A -medible ∀ n ∈ N, decimos que la sucesión {fn}n∈N

“converge en medida hacia la función g : Ω → R∗”, y lo denotamos por fn
µ→ g sii ∀ ε > 0 se verifica

ĺım
n→+∞

µ({ω ∈ Ω : |fn(ω) − g(ω)| > ε}) = 0.

Teorema A.2.2. Dado el espacio de medida (Ω,A , µ) y la sucesión {fn}n∈N / fn : Ω → R∗ ∧
fn A -medible ∀ n ∈ N, fn

µ.c.t.→ g ⇒ fn
µ→ g.

Teorema A.2.3. Dado el espacio de medida (Ω,A , µ) y la sucesión {fn}n∈N / fn : Ω → R∗ ∧
fn A -medible ∀ n ∈ N, fn

µ→ g ⇒ ∃ {fnk
} ⊂ {fn}n∈N / fnk

µ.c.t.→ g.

Teorema A.2.4. Sea (Ω,A , µ) un espacio de medida real. Para cada E ∈ A definimos:

µ+(E) = sup{µ(P ) : P ⊂ E, P ∈ A }.

µ−(E) = − ı́nf{µ(P ) : P ⊂ E, P ∈ A }.

Se verifica

µ+ es una medida finita o σ-finita si µ es finita o σ-finita respectívamente.

µ− es una medida finita.

µ = µ+ − µ− (descomposición de Jordan de µ).

Definición A.2.32. Variación total de una medida real µ. Dado un espacio de medida real
(Ω,A , µ) y la descomposición de Jordan de la medida µ = µ+ − µ−, definimos “variación total de
µ”, y la denotamos por |µ|, como la suma de µ+ y µ−; |µ| = µ+ + µ−.
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Definición A.2.33. Continuidad de una medida real ν respecto de otra medida real µ.
Dada una σ-álgebra de subconjuntos de un espacio Ω, A , y dos medidas reales {ν, µ} definidas sobre
A decimos que “ν es absolutamente continua respecto de µ” , y lo denotamos por ν � µ, cuando
|ν|(A) = 0 ∀ A ∈ A / |µ|(A) = 0.

Teorema A.2.5. Teorema de Hahn para medidas reales. Sea (Ω,A , µ) un espacio de medida
real, siendo µ una medida real σ- finita. Existen {A,B} ∈ A , A ∩ B = ∅ ∧ A ∪ B = Ω / µ(E) ≥
0 ∀ E ⊂ A, E ∈ A ∧ µ(E) ≤ 0 ∀ E ⊂ B, E ∈ A . Además, ∀ C ∈ A se verifica

µ+(C) = µ(C ∩ A) y µ−(C) = −µ(C ∩B).

Definición A.2.34. Medidas reales singulares entre sí. Dada una σ-álgebra de subconjuntos del
espacio Ω, A , y dos medidas reales definidas sobre A , {α, β}. Decimos que “son singulares entre sí”,
y lo denotamos por α ≺ β, si ∃ {A,B} ∈ A / A∩B = ∅ ∧ A∪B = Ω y : |α|(B) = 0 ∧ |β|(A) = 0.
También si ∃ A ∈ A / |α|(A) = 0 ∧ |β|(¬A) = 0

Teorema A.2.6. Teorema de descomposición de Lebesgue para medidas reales. Sea un
espacio de medida real (Ω,A , µ) y ν una medida real σ-finita definida sobre A . Existen dos medidas
reales {α, β} definidas sobre A , singulares entre sí, tales que α es absolutamente continua respecto
de µ, β es singular respecto de µ y se verifica ν = α + β.

Definición A.2.35. Átomo respecto de una medida µ. Dado un espacio de medida (Ω,A , µ),
denominamos “átomo respecto de la medida µ” a todo subconjunto C ∈ A / µ(C) > 0 ∧ ∀D ⊂
C, D ∈ A : µ(D) = 0 ∨ µ(D) = µ(C).

Definición A.2.36. Continuidad de una medida ν respecto de otra medida µ. Dada una
σ-álgebra de subconjuntos de un espacio Ω, A , y dos medidas {ν, µ} definidas sobre A decimos que
“ν es absolutamente continua respecto de µ” cuando ν(A) = 0 ∀ A ∈ A / µ(A) = 0.

Definición A.2.37. Medida exterior en un espacio Ω. Sea Ω un espacio, definimos “medida
exterior en el espacio Ω” a una aplicación µe : P(Ω) → [0,+∞) que verifica:

µe(∅) = 0.

µe(A) ≤ µe(B) ∀{A,B} ∈ P(Ω) / A ⊂ B.

Es σ-subaditiva; es decir

µe

( +∞⋃
i=1

Ai

)
≤

+∞∑
i=1

µe(Ai) ∀ {Ai}+∞
i=1 ∈ P(Ω).

Teorema A.2.7. Sea (Ω,A , µ) un espacio de medida. Definimos

µΩ : P(Ω) → [0,+∞) / µΩ(A) = ı́nf{µ(B) : B ∈ A ∧ A ⊂ B}.

Se verifica que la aplicación µΩ es una medida exterior en el espacio Ω.

Teorema A.2.8. Caratheodory. Sea Ω un espacio y µe una medida exterior en Ω. Sea la familia
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C = {A ∈ P(Ω) : µe(A ∩B) + µe(¬A ∩B) ≤ µe(B) ∀ B ∈ P(Ω)}.

Sea µ la restricción de µe a C . Se verifica que C es una σ-álgebra, µ es una medida completa
y (Ω,C , µ) es un espacio de medida.

Definición A.2.38. Compleción de una σ-álgebra. Dado un espacio de medida (Ω,A , µ) defi-
nimos la “compleción de la σ-álgebra A ”, y la denotamos por A , a la familia de subconjuntos de
Ω

A = {N ∪ A : A ∈ A , N ∈ P(Ω) ∧ ∃ N1 ⊂ N, N1 ∈ A / µ(N1) = 0}.

Teorema A.2.9. Dado un espacio de medida (Ω,A , µ), sea A la compleción de la σ-álgebra A . Se
verifica:

A ⊂ A .

A tiene estructura de σ-álgebra.

Teorema A.2.10. Sea S ∈ P(Ω) un semianillo en el espacio Ω, sea µ : S → [0,+∞) una medida y
sea R(S) el anillo generado por el semianillo S. Existe una única medida µ∗ : R(S) → [0,+∞) que
es una extensión de µ sobre R(S) (siendo R(S) el anillo generado por S):

µ∗(C) =
n∑
i=1

µ(Ci) para cualquier {Ci}ni=1 ∈ S, Ci ∩ Cj = ∅ ∀i 6= j / C =
n⋃
i=1

Ci, C ∈ R(S).

Teorema A.2.11. Teorema de extensión de Caratheodory. Si R es un anillo de subconjuntos
del espacio Ω y µ es una medida σ-finita definida sobre R, existe una única medida µ∗ sobre la σ-
álgebra generada por R, σ(R), que extiende a µ. Es la obtenida considerando como medida exterior

∀ A ∈ P(Ω), µe(A) = ı́nf{
+∞∑
i=1

µ(Bi) ∀ {Bi}+∞
i=1 ∈ R / A ⊂

+∞⋃
i=1

Bi}.

Se verifica que la compleción de la σ-álgebra σ(R), σ(R) coincide con la σ-álgebra C obtenida
mediante la medida exterior µe, σ(R) = C . El espacio de medida (Ω, σ(R), µ̄), siendo µ̄ la restricción
de µe a σ(R), es un espacio de medida completo.

Definición A.2.39. Medida de Lebesgue en Rn. Dado el espacio Rndefinimos la “medida de
Lebesgue en Rn, y la denotamos por `n, a la medida obtenida considerando el semianillo Sn =
{In = (a1, b1] × · · · × (an, bn] ai ∈ R ∧ bi ∈ R ∀ i = 1, · · · , n}, la medida definida en Sn, |In| =

(b1 − a1) · (b2 − a2) · · · (bn − an), el anillo generado por Sn, R(Sn) = {
n⋃
i=1

Ini : Ini ∈ Sn ∀ i =

1, · · · , n ∧ Ini ∩ Inj = ∅ ∀i 6= j} y la medida exterior

∀A ∈ P(Rn), µe(A) = ı́nf{
+∞∑
i=1

|Ini |, A ⊂
+∞⋃
i=1

Inj , I
n
i ∈ Sn ∀ i = 1, · · · ,+∞ ∧ Ini ∩ Inj = ∅ ∀i 6= j}.
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La σ-álgebra C obtenida mediante la medida exterior µe la denominamos “σ-álgebra de Lebesgue
en Rn” y la denotamos por L n; verifica L n = σ(R(Sn)). La restricción de µe a L n la denominamos
“medida de Lebesgue en Rn”, y la denotamos por `n.

Teorema A.2.12. El espacio de medida (Rn,L n, `n) es un espacio completo.

Definición A.2.40. Medida de Lebesgue-Stieltjes. Sea g : R → R una función monótona
no decreciente y continua a la izquierda (entendiendo “monótona no decreciente” y “continua a la
izquierda” en el sentido habitual en el análisis matemático, N. Piskunov, [126]) cumpliendo
ĺım

x→−∞
g(x) = 0 ∧ ĺım

x→+∞
g(x) = 1. Para cada intervalo real (a, b] definimos

µ((a, b]) = g(b) − g(a).

Para cada A ∈ P(R) definimos

µ∗
g(A) = ı́nf{

+∞∑
i=1

µ((ai, bi]) : A ⊂
+∞⋃
i=1

(ai, bi]}.

Se verifica que µ∗
g es una medida exterior en R. La medida µg que se obtiene a partir de ella

teniendo en cuenta el teorema de Caratheodory se denomina “medida de Lebesgue-Stieltjes asociada
a g”.

A.2.2. Funciones medibles. Integral de Lebesgue y de Lebesgue-Stieltjes.
En esta subsección enumeraremos algunos de los resultados relacionados con la integral de

Lebesgue y la integral de Lebesgue-Stieltjes, sin pretensión de ser exhaustivo. Vamos a considerar
la “recta real ampliada”, R∗ = R ∪ {±∞} y la σ-álgebra de Borel en R∗, B(R∗), considerando la
topología usual en R∗. Es decir, B∗ ∈ B(R∗) sii B∗ = B ∪ {−∞} ∨ B∗ = B ∪ {+∞} ∨ B∗ =
B∪{−∞,+∞}, B ∈ B(R). También, salvo que se indique lo contrario, se entiende que las operaciones
estan bien definidas (por ejemplo, cuando hablamos de la suma de dos funciones definidas en un mismo
espacio medible (Ω,A ) y A -medibles se entiende que @ ω ∈ Ω / f(ω) = +∞ ∧ g(ω) = −∞ ∨ f(ω) =
−∞ ∧ g(ω) = +∞)

Definición A.2.41. Aplicaciones medibles respecto de las σ-álgebras A1 y A2. Dados dos
espacios medibles (Ω1,A1) y (Ω2,A2) y una aplicación f : Ω1 → Ω2 decimos que “f es medible
respecto a las σ-álgebras A1 y A ′′

2 sii f−1(A2) ∈ A1 ∀ A2 ∈ A2.

Definición A.2.42. Aplicaciones A -medibles. Dado el espacio medible (Ω,A ) y una aplica-
ción (función) f : Ω → R∗ decimos que es “A -medible” o “medible respecto a la σ-álgebra A ” sii
f−1(B∗) ∈ A ∀ B∗ ∈ B(R∗).

Proposición A.2.4. Dado un espacio medible (Ω,A ), una función f : Ω → R∗ y una familia
F ⊂ P(R∗) que genera B(R∗), σ(F ) = B(R∗), f es A -medible sii f−1(F ) ∈ A ∀ F ∈ F .

Definición A.2.43. Función indicadora. Dado un espacio medible (Ω,A ) y A ∈ A definimos la
“función indicadora de A”, y la denotamos por IA, como

IA : Ω → R∗ / IA(ω) =
{

1 si ω ∈ A
0 si ω /∈ A

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



A.2 Teoría de la medida. 231

Definición A.2.44. Función simple. Dado un espacio medible (Ω,A ) y una función

f : Ω → R∗ / f =
n∑
i=1

aiIAi
, ai ∈ R∗ ∧ Ai ∈ A ∀i = 1, · · · , n n ∈ N decimos que es una “función

simple”.

Proposición A.2.5. Dado un espacio medible (Ω,A ), dos funciones simples
f : Ω → R∗ ∧ g : Ω → R∗ y a ∈ R se verifica que f + g, af y fg son funciones simples.

Proposición A.2.6. Toda función simple f : Ω → R∗ verifica
f =

n∑
i=1

biIBi
, bi ∈ R∗ ∀ i = 1, · · · , n, n ∈ N ∧ {Bi}ni=1 ∈ A /

n⋃
i=1

Bi = Ω, Bi ∩ Bj = ∅ ∀ i 6=

j, {i, j} ∈ {1, · · · , n}.

Proposición A.2.7. Dado un espacio medible (Ω,A ) se verifica:

La función indicadora IA : Ω → R∗, A ∈ A es una función A -medible.

Toda función simple f : Ω → R∗ es A -medible.

Dadas dos funciones f : Ω → R∗ ∧ g : Ω → R∗ A -medibles y c ∈ R se verifica:
cf, f + c, f + g, fg, 1

f
, mı́n{f, g}, máx{f, g}, |f | son A -medibles.

Si {fn}n∈N es una sucesión de funciones fn : Ω → R∗ A -medibles se verifica:
ı́nf{fn}, sup{fn}, ĺım inf{fn} ∧ ĺım sup{fn} son A -medibles.

Proposición A.2.8. Sea un espacio medible (Ω,A ) y una función f : Ω → [0,+∞], A -medible.
Existe una sucesión monótona no decreciente {fn}n∈N, fn : Ω → [0,+∞] de funciones simples tal
que ĺım fn(ω) = f(ω) ∀ ω ∈ Ω.

Teorema A.2.13. Sea (Ω,A , µ) un espacio de medida, con µ completa y σ-finita. Sea S = {f =
n∑
i=1

aiIAi
, ai ∈ R ∀ i = 1, · · · , n ∧ {Ai}ni=1 ∈ A /

n⋃
i=1

Ai = Ω ∧ Ai ∩ Aj = ∅, ∀ i 6= j {i, j} ∈

{1, · · · , n}, µ(Ai) < +∞ ∀ i = 1, · · · , n}. Definimos

∫
Ω

n∑
i=1

aiIAi
dµ =

n∑
i=1

aiµ(Ai).

Se verifica

Sea f : Ω → [0,+∞],A -medible. ∃ {fn}n∈N ∈ S / fn ≥ 0 ∀ n ∈ N ∧ ĺım(fn) = f µ.c.t. ω ∈ Ω.
Existe (finito o infinito)

ĺım
[∫

Ω
fn dµ

]
.

Para cualquier otra {gn}n∈N ∈ S / gn ≥ 0 ∀ n ∈ N ∧ ĺım(gn) = f µ.c.t. ω ∈ Ω se cumple

ĺım
[∫

Ω
fn dµ

]
= ĺım

[∫
Ω
gn dµ

]
.
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Definición A.2.45. “Parte positiva” y “parte negativa” de una función A -medible. Sea un
espacio de medida (Ω,A , µ) y f : Ω → R una función A -medible. Definimos la “parte positiva de f”,
y la denotamos por f+, como f+ = máx{0, f}; definimos la “parte negativa de f”, y la denotamos
por f−, como f− = − mı́n{0, f}.

Definición A.2.46. Integral de Lebesgue. Sea un espacio de medida (Ω,A , µ), siendo µ completa

y σ-finita. Sea S = {f =
n∑
i=1

aiIAi
, ai ∈ R ∀ i = 1, · · · , n ∧ {Ai}ni=1 ∈ A /

n⋃
i=1

Ai = Ω ∧ Ai ∩Aj =

∅, ∀ i 6= j {i, j} ∈ {1, · · · , n}, µ(Ai) < +∞ ∀ i = 1, · · · , n}. Definimos:

Integral de Lebesgue de una función simple f =
n∑
i=1

aiIAi
, ai ∈ R ∀ i = 1, · · · , n, Ai ∈ A ∀ i =

1, · · · , n, Ai ∩ Aj = ∅ ∀i 6= j ∧
n⋃
i=1

Ai = Ω como

∫
Ω
f dµ =

∫
Ω

n∑
i=1

aiIAi
dµ =

n∑
i=1

aiµ(Ai).

Integral de Lebesgue de una función f : Ω → [0,+∞] A -medible como

∫
Ω
f dµ = ĺım

[∫
Ω
fn dµ

]
.

Siendo {fn}n∈N ∈ S ∧ fn ≥ 0 ∀ n ∈ N una sucesión monótona no decreciente tal que
ĺım(fn) = f µ.c.t.ω ∈ Ω.

Integral de Lebesgue de una función f : Ω → R A -medible como

∫
Ω
f dµ =

∫
Ω
f+ dµ−

∫
Ω
f− dµ.

En todos los casos que las expresiones tienen sentido, pudiendo ser la integral infinita.

Definición A.2.47. Función integrable en el sentido de Lebesgue respecto de una medida
µ. Dado un espacio de medida (Ω,A , µ), siendo µ completa y σ-finita, y una función f : Ω → R, A -
medible decimos que “es integrable en el sentido de Lebesgue respecto de la medida µ” si

∫
Ω
f− dµ < +∞,

∫
Ω
f+ dµ < +∞.

Definición A.2.48. El conjunto L1(µ). Dado un espacio de medida (Ω,A , µ), siendo µ completa y
σ-finita, definimos el conjunto L1(µ) como el formado por todas las funciónes f : Ω → R, A -medibles
y que son integrables en el sentido de Lebesgue respecto de la medida µ.

Proposición A.2.9. Dado un espacio de medida (Ω,A , µ), siendo µ completa y σ-finita, y una
función f : Ω → R, A -medible, es integrable en el sentido de Lebesgue respecto de la medida
µ, f ∈ L1(µ) sii
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∫
Ω

|f | dµ =
∫

Ω
[f− + f+] dµ < +∞.

Proposición A.2.10. Sea el espacio de medida (Ω,A , µ), siendo µ completa y σ-finita; sean
f : Ω → R∗, g : Ω → R∗ A -medibles / {f, g} ∈ L1(µ) ∧ {a, b} ∈ R. Se verifica:

Linealidad. af + bg ∈ L1(µ) y

∫
Ω
[af + bg] dµ = a

∫
Ω
f dµ+ b

∫
Ω
g dµ.

Monotonía.f ≥ g ⇒

∫
Ω
f dµ ≥

∫
Ω
g dµ.

{A,B} ∈ A / A ∩B = ∅ ⇒

∫
A∪B

f dµ =
∫
A
f dµ+

∫
B
f dµ.

|f | ∈ L1(µ) y


∫

Ω
f dµ

 ≤
∫

Ω
|f | dµ.

f A -medible y A ∈ A / µ(A) = 0 ⇒ fIA ∈ L1(µ) y

∫
Ω
fIA dµ =

∫
A
f dµ = 0.

h : Ω → R∗ A -medible y h = 0 µ.c.t.ω ∈ Ω ⇒ h ∈ L1(µ) y

∫
Ω
h dµ = 0.

f = g µ.c.t.ω ∈ Ω ⇒
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∫
Ω
f dµ =

∫
Ω
g dµ.

Desigualdad de Markov. f : Ω → [0,+∞), A -medible, f ∈ L1(µ),∀ a > 0

µ({f ≥ a}) ≤ 1
a

∫
Ω
f dµ.

µ({|f | = +∞}) = 0.

f ≥ 0 ∧
∫

Ω f dµ = 0 ⇒ µ({f 6= 0}) = 0.

Teorema A.2.14. Teorema de convergencia monótona en µ.c.t.ω ∈ Ω. Sea el espacio de
medida (Ω,A , µ) y la sucesión {fn}n∈N, fn : Ω → [0,+∞), A -medible ∀ n ∈ N ∧ {fn} ↑ µ.c.t.ω ∈
Ω, ∃ f : Ω → [0,+∞) A -medible / fn ↑ f µ.c.t.ω ∈ Ω ∧ se verifica

ĺım
n→+∞

∫
Ω
fn dµ =

∫
Ω
f dµ.

Corolario A.2.2. Si se cumplen las hipótesis del teorema de convergencia monótona y g : Ω →
[0,+∞), g ∈ L1(µ) / fn ↑ g µ.c.t.ω ∈ Ω : f = g µ.c.t.ω ∈ Ω ∧ se verifica

ĺım
n→+∞

∫
Ω
fn dµ =

∫
Ω
f dµ =

∫
Ω
g dµ.

Lema A.2.3. Lema de Fatou en µ.c.t.ω ∈ Ω. Sea el espacio de medida (Ω,A , µ) y sea la sucesión
{fn}n∈N, fn : Ω → [0,+∞) µ.c.t.ω ∈ Ω,∨ fn ≥ g µ.c.t.ω ∈ Ω, g ∈ L1(µ) siendo fn A -medible ∀ n ∈
N se verifica

∫
Ω

ĺım inf
n→+∞

fn dµ ≤ ĺım inf
n→+∞

∫
Ω
fn dµ.

Sea la sucesión {fn}n∈N, fn : Ω → (−∞, 0] µ.c.t.ω ∈ Ω,∨ fn ≤ h µ.c.t.ω ∈ Ω, h ∈ L1(µ)
siendo fn A -medible ∀ n ∈ N se verifica

∫
Ω

ĺım sup
n→+∞

fn dµ ≥ ĺım sup
n→+∞

∫
Ω
fn dµ.

Corolario A.2.3. Si se cumplen las hipótesis del lema de Fatou y |fn| ≤ g µ.c.t.ω ∈ Ω se verifica

∫
Ω

ĺım inf
n→+∞

fn dµ ≤ ĺım inf
n→+∞

∫
Ω
fn dµ ≤ ĺım sup

n→+∞

∫
Ω
fn dµ ≤

∫
Ω

ĺım sup
n→+∞

fn dµ.
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Teorema A.2.15. Teorema de convergencia dominada en µ.c.t.ω ∈ Ω. Sea el espacio de
medida (Ω,A , µ) y sea la sucesión {fn}n∈N, fn : Ω → R, fn A -medible ∀ n ∈ N / |fn| ≤ g µ.c.t.ω ∈
Ω, g : Ω → [0,+∞), g ∈ L1(µ); sea f : Ω → R, A -medible / fn → f µ.c.t.ω ∈ Ω se verifica que
f ∈ L1(µ) y

ĺım
n→+∞

∫
Ω
fn dµ =

∫
Ω

ĺım
n→+∞

fn dµ =
∫

Ω
f dµ.

Teorema A.2.16. Sea (Ω,A , µ) un espacio de medida siendo µ σ-finita, σ-aditiva y positiva(también
se cumple en el caso de medidas reales (signadas)). Sea f : Ω → R, A -medible e integrable (integral
finita) definimos la función de conjunto

ν : A → R / ν(A) =
∫
A
f dµ =

∫
Ω
fIA dµ, ∀ A ∈ A .

ν es σ-aditiva, σ-finita, real y absolutamente continua respecto de µ, ν � µ.

Teorema A.2.17. Teorema de Radon-Nikodym. Sea (Ω,A , µ) un espacio de medida con µ σ-
finita, σ-aditiva y no negativa. Sea ν : A → R una medida σ-aditiva, σ- finita y real absolutamente
continua respecto de µ. Existe una única (µ.c.t.ω ∈ Ω) función f : Ω → R, A -medible, integrable,
con integral finita, tal que

ν(A) =
∫
A
f dµ.

El siguiente teorema relaciona la integral de Lebesgue con la de Riemann.

Teorema A.2.18. Sea f una función acotada definida sobre el intervalo [a, b]. La condición necesaria
y suficiente para que sea integrable en “el sentido de Riemann”, R-integralbe, es que el conjunto de
sus puntos de discontinuidad tenga medida de Lebesgue cero. Además, si f es integrable en el sentido
de Riemann (R-integrable), también lo es en el de Lebesgue (L-integrable).

Definición A.2.49. Integral de Lebesgue-Stieltjes. Sea F : R → R una función monótona no
decreciente, continua por la izquierda, cumpliendo ĺım

x→−∞
F (x) = 0 ∧ ĺım

x→+∞
F (x) = 1. Sea la función

g : R → R, definimos la integral de Lebesgue-Stieltjes de g respecto de la medida de Lebesgue-Stieltjes
inducida por la función F como

∫ +∞

−∞
g(t) dF (t) ≈

∫
R
g(t)µ( dt).

A.2.3. Espacios de medida producto.
A continuación vamos a definir los espacios medida producto, de importancia capital para el

estudio de los espacios de probabilidad producto y los procesos estocásticos. Mediante el teorema
de Fubini relacionaremos la integración en el espacio producto con la integración en los espacios de
partida.
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Definición A.2.50. Rectángulos medibles. Sean los espacios de medida (Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2),
definimos “rectángulo medible” como todo subconjunto A1 ×A2 ⊂ P(Ω1 ×Ω2) / A1 ∈ A1 ∧ A2 ∈ A2.

Definición A.2.51. σ-álgebra producto. Sean los espacios de medida (Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2),
definimos la “σ-álgebra producto de las σ-álgebras A1 ∧ A2”, y la denotamos por A1 ⊗ A2, como
la σ-álgebra generada por la familia de los rectángulos medibles, A1 ⊗ A2 = σ({A1 × A2 / A1 ∈
A1 ∧ A2 ∈ A2}).

Proposición A.2.11. Sean los espacios de medida (Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2) y sea A1 ⊗ A2 la σ-
álgebra producto. Se verifica:

A ∈ A1 ⊗ A2 ⇒ ∀ ω1 ∈ Ω1 : Aω1 = {ω2 ∈ Ω2 / (ω1, ω2) ∈ A} ∈ A2; del mismo modo
A ∈ A1 ⊗ A2 ⇒ ∀ ω2 ∈ Ω2 : Aω2 = {ω1 ∈ Ω1 / (ω1, ω2) ∈ A} ∈ A1.

f : Ω1 × Ω2 → R / f A1 ⊗ A2-medible ⇒ ∀ω1 ∈ Ω1 : f(ω1, ·) : Ω2 → R / ω2 → f(ω1, ω2) ∀ω2 ∈
Ω2 es A2-medible; del mismo modo f : Ω1 × Ω2 → R / f A1 ⊗ A2-medible ⇒ ∀ω2 ∈ Ω2 :
f(·, ω2) : Ω1 → R / ω1 → f(ω1, ω2) ∀ω1 ∈ Ω1 es A1-medible.

Sea A ∈ A1 ⊗ A2. Si µ2 es una medida σ- finita la función ω1 → µ2(Aω1) ∀ω1 ∈ Ω1 es A1-
medible, la denotamos por µ2(Aω1); del mismo modo si µ1 es una medida σ- finita la función
ω2 → µ1(Aω2) ∀ω2 ∈ Ω2 es A2-medible, la denotamos por µ1(Aω2).

Sea A ∈ A1 ⊗ A2. Si {µ1, µ2} son medidas σ- finitas se verifica

∫
Ω1
µ2(Aω1) dµ1 =

∫
Ω2
µ1(Aω2) dµ2, ∀ A ∈ A1 ⊗ A2.

Definición A.2.52. Medida producto. Sean los espacios de medida (Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2),
con {µ1, µ2} σ-finitas (y no negativas) y sea A1 ⊗ A2 la σ-álgebra producto. Definimos la “medida
producto en la σ-álgebra producto A1 ⊗ A2”, y la denotamos por µ1 ⊗ µ2, como

∀A ∈ A1 ⊗ A2 → µ1 ⊗ µ2(A) =
∫

Ω1
µ2(Aω1) dµ1 =

∫
Ω2
µ1(Aω2) dµ2.

Teorema A.2.19. Sean los espacios de medida (Ω1,A1, µ1), (Ω2,A2, µ2), con {µ1, µ2} σ-finitas (y no
negativas) y sea A1 ⊗A2 la σ-álgebra producto. Sea f : Ω1 ×Ω2 → R definida en µ1 ⊗µ2.c.t.(ω1, ω2) ∈
Ω1 × Ω2 y A1 ⊗ A2-medible.

Si f : Ω1 × Ω2 → [0,+∞) las funciones

φ(ω1) =
∫

Ω2
f(ω1, ω2) dµ2, ψ(ω2) =

∫
Ω1
f(ω1, ω2) dµ1.

definidas en µ1.c.t.ω1 ∈ Ω1 la función φ y en µ2.c.t.ω2 ∈ Ω2 la función ψ, son no negativas y
A1-medible y A2-medible respectívamente. Se verifica

∫
Ω1×Ω2

f(ω1, ω2) d(µ1 ⊗ µ2) =
∫

Ω1
φ(ω1) dµ1 =

∫
Ω2
ψ(ω2) dµ2 ≤ +∞.
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Teorema de Fubini. Si f ∈ L1(µ1⊗µ2) : ψ ∈ L1(µ2) µ1.c.t.ω1 ∈ Ω1 ∧ φ ∈ L1(µ1) µ2.c.t.ω2 ∈
Ω2. Se verifica

∫
Ω1×Ω2

f(ω1, ω2) d(µ1 ⊗ µ2) =
∫

Ω1
φ(ω1) dµ1 =

∫
Ω2
ψ(ω2) dµ2 < +∞.

Teorema A.2.20. Sea {(Ωi,Ai, µi)}i∈N una sucesión de espacios de medida, siendo µi, σ-finita ∧
µi(Ωi) = 1 ∀ i ∈ N, existe una única medida µ definida en la σ-álgebra producto ∏+∞

i=1 Ai que cumple
la propiedad de que para todo cilindro C = ∏n

i=1 Ai ×∏+∞
i=n+1 Ωi se verifica

µ(C) = µ1 ⊗ µ2 ⊗ · · · ⊗ µn(
n∏
i=1

Ai).

La medida µ es la “medida producto” de las medidas µi i ∈ N. El espacio de medida

(
+∞∏
i=1

Ωi,
+∞∏
i=1

Ai, µ).

es el “producto cartesiano” de los espacios de medida (Ωi,Ai, µi).
Teorema A.2.21. Teorema de la medida producto (Andersen y Jessen). Sean {(Ωt,At, µt)}t∈T , T ⊂
R espacios de medida normada (µt(Ωt) = 1 ∀t ∈ T ). Sean

ΩT = ∏
t∈T Ωt.

AT = ∏
t∈T At la σ-álgebra producto.

µt = ∏
t∈T µt la medida producto.

El conjunto de los “cilindros medibles” :

CT = {
∏
t∈Tn

At ×
∏

t∈(T−Tn)
Ωt, At ∈ At ∀ t ∈ Tn}.

La medida sobre el conjunto de los cilindros medibles:

µT

( ∏
t∈Tn

At ×
∏

t∈(T−Tn)
Ωt

)
=
∏
t∈Tn

µt(At).

Se verifica:
AT = σ(CT ), la σ- álgebra generada por las uniones finitas de elementos de CT .

La medida µT definida sobre la familia CT puede extenderse a una medida normada sobre AT ,
que denotaremos por µT .

(ΩT ,AT , µT ) es un espacio de medida normada.
La teoría de la medida es esencial en toda investigación probabilística; en esta sección nos

hemos limitado a enumerar resultados, ideas y conceptos esenciales para el desarrollo de la tesis,
sin pretender ser exhaustivo. Para ampliar o consultar contenidos de una forma más detallada, son
recomendables [11] de V. I. Bogachev, [33] de J. L Doob, [60] de M. de Guzman y B. Rubio, [61] de
P. R. Halmos,...
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A.3. Teoría de la probabilidad.
En esta sección enunciaremos los conceptos fundamentales de la teoría de la probabilidad

que necesitamos para la elaboración de la tesis. Como en las secciones anteriores, para profundizar
contenidos será necesario recurrir a los textos específicos, como pueden ser [44] de W. Feller, [77] de
A. N. Kolmogorov, [90] de M. Loève, [127] de V. Quesada y A. García,...

A.3.1. Espacio de probabilidad.
Un espacio de probabilidad es un espacio de medida (Ω,A ,P), donde P es una “medida nor-

mada”; es decir, P(Ω) = 1. Todas las definiciones, proposicones, teoremas, etc. de la teoría de la
medida son válidas también en la teoría de la probabilidad. Las principales propiedades que cumple
la medida de probabilidad P : Ω → [0, 1] son:

P(∅) = 0.

Se verifica:

∀ {Ai}ni=1 ∈ A / Ai ∩ Aj = ∅ ∀ {i, j} ∈ {1, · · · , n}, i 6= j : P
( n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai).

∀ A ∈ A : P(¬A) = 1 − P(A).

∀ {A,B} ∈ A / A ⊂ B : P(A) ≤ P(B).

∀ A ∈ A : P(A) ≤ 1.

∀ {A,B} ∈ A : P(A ∪B) = P(A) + P(B) − P(A ∩B).

Se verifica:

∀ {Ai}ni=1 ∈ A : P
( n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P(Ai)−
n∑
i<j

P(Ai∩Aj)+
n∑

i<j<k

P(Ai∩Aj∩Ak)−· · ·+(−1)n+1P
( n⋂
i=1

Ai

)
.

∀ {A,B} ∈ A : P(A ∪B) ≤ P(A) + P(B).

Se verifica:

∀ {Ai}ni=1 ∈ A : P
( n⋃
i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai).

Se verifica:

∀ {Ai}+∞
i=1 ∈ A : P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
≤

n∑
i=1

P(Ai).
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Se verifica (desigualdad de Bonferroni):

∀ {Ai}+∞
i=1 ∈ A : P

( +∞⋂
i=1

Ai

)
≥ 1 −

+∞∑
i=1

P(¬Ai).

Teorema A.3.1. Continuidad secuencial de la probabilidad. Sea {Ai}+∞
i=1 ∈ A una sucesión

monótona (creciente o decreciente), se verifica:

P( ĺım
n→+∞

An) = ĺım
n→+∞

P(An).

Definición A.3.1. Independencia de sucesos. Dados dos sucesos {A,B} ∈ A decimos que “son
independientes” sii se verifica P(A ∩B) = P(A) · P(B).

Definición A.3.2. Independencia por pares. Dada una familia no vacía F ⊂ A de sucesos,
decimos que sus sucesos “son independientes dos a dos” sii ∀ {A,B} ∈ F , / A 6= B : P(A ∩ B) =
P(A) · P(B).

Definición A.3.3. Familia de sucesos mutuamente independientes. Dada una familia F ⊂ A
de sucesos distintos, decimos que “es una familia de sucesos mutuamente independientes (o comple-

tamente independientes)” sii ∀ {Ai}ni=1 ∈ F , Ai 6= Aj ∀ {i, j} ∈ {1, · · · , n} : P(
n⋂
i=1

Ai) =
n∏
i=1

P(Ai).

Definición A.3.4. Familias de sucesos independientes. Dadas dos familias F1 ⊂ A ∧ F2 ⊂ A
de sucesos, decimos que “son independientes” sii ∀ A1 ∈ F1 ∧ A2 ∈ F2 : P(A1∩A2) = P(A1)·P(A2).

A.3.2. Variable aleatoria.
Variable aleatoria unidimensional (real).

Definición A.3.5. Variable aleatoria unidimensional. Sea el espacio probabilístico (Ω,A ,P)
y el espacio medible (R,B(R)); decimos que X : Ω → R es “una variable aleatoria real” sii ∀ B ∈
B(R) : X−1(B) ∈ A . A la familia σ(X) = {A ∈ A : ∃ B ∈ B(R) / X−1(B) = A} la denominamos
“σ-álgebra generada por la variable aleatoria X”.

Una variable aleatoria es, por lo tanto, una aplicación real A -medible, y cumple las propiedades
de las funciones medibles.

Definición A.3.6. Ley de probabilidad de una variable aleatoria. Sea X : Ω → R una
variable aleatoria real; definimos “ley de probabilidad inducida por X”, y la denotamos por PX , a la
medida PX : B(R) → [0, 1] : PX(B) = P(X−1(B)) ∀ B ∈ B(R). Dada una variable aleatoria real X
cualquiera, definimos su “espacio probabilístico asociado” como (R,B(R),PX).

Definición A.3.7. Función de masa de una variable aleatoria. Dada la variable aleatoria
X : Ω → R definimos la “función de masa de la variable aleatoria X”, y la denotamos por pX , a la
función:

pX : R → [0, 1], / pX(x) = PX(x) = P(ω ∈ Ω : X(ω) = x).
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Proposición A.3.1. Sea X : Ω → R una variable aleatoria real; sea pX : R → [0, 1] su función
de masa. Definimos Dx = {x ∈ R : pX(x) > 0}. Se verifica que DX es un conjunto numerable
(definición A.1.67, página 204).

Definición A.3.8. Variable aleatoria discreta. Sea X : Ω → R una variable aleatoria real; sea
pX : R → [0, 1] su función de masa; sea DX = {x ∈ R : pX(x) > 0}. Decimos que la variable
aleatoria X “es discreta” sii DX 6= ∅ ∧

∑
x∈DX

pX(x) = 1. Al conjunto DX lo denominamos “soporte

de la variable aleatoria X”.

Definición A.3.9. Función de densidad sobre R. Dada una función f : R → R decimos que “es
una función de densidad” sii cumple:

f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ R.

f es R-integrable (integrable en el sentido de Riemann, definición A.1.131, página 214).∫ +∞

−∞
f(x) dx = 1.

Proposición A.3.2. Sea el espacio probabilizable (R,B(R)); sea f : R → R una función de densidad
sobre R. Entonces f induce una medida de probabilidad en el espacio probabilizable (R,B(R)).

Definición A.3.10. Función de distribución sobre R. Dada una función F : R → R decimos
que “es una función de distribución” sii cumple:

F es monótona no decreciente (definición A.1.22, página 197).

F es continua por la derecha ([126]).

Se verifica ĺım
x→−∞

F (x) = 0 ∧ ĺım
x→+∞

F (x) = 1 ([126]).

Teorema A.3.2. Sea el espacio probabilístico (R,B(R),P). Se cumple que la función F : R → [0, 1] :
F (x) = P(−∞, x]) es una función de distribución en R. Se la denomina “función de distribución
asociada a la medida de probabilidad P”.

Teorema A.3.3. Sea F : R → [0, 1] una función de distribución en R. F induce una medida de
probabilidad en el espacio probabilizable (R,B(R)) tal que la función de distribución asociada a dicha
medida de probabilidad es precisamente F .

Definición A.3.11. Variable aleatoria continua. Dada una variable aleatoria X : Ω → R decimos
que “es continua” si su función de distribución FX : R → [0, 1] : FX(x) = PX(−∞, x]) ∀ x ∈ R
puede ser representada como:

FX(x) =
∫ x

−∞
fX(t) dt

siendo fX : R → R una función de densidad, la “función de densidad de la variable aleatoria
continua X”.

Al conjunto CX = {x ∈ R : fX(x) > 0} lo denominamos “soporte de la variable aleatoria
continua X”.

Teorema A.3.4. Sea X : Ω → R una variable aleatoria continua con función de densidad fX : R →
R y función de distribución FX : R → [0, 1]. Se verifica:
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FX es continua.

Si fX es continua en un punto x ∈ R, FX es derivable en ese punto y se verifica F ′
X(x) = fX(x).

DX = {x ∈ R / pX(x) > 0} = ∅.

Para todo intervalo I ⊂ R de extremos a < b se verifica:

P(X ∈ I) =
∫ b

a
fX(t) dt.

Sea F : R → [0, 1] una función de distribución con puntos de discontinuidad {an} y saltos
pn = F (an) − F (an − 0). Sea λ =

∑
n

pn. La función G : R → R / G(x) =
∑
n

pnδan(x) es monótona

creciente y continua por la derecha. La función Fd(x) = λ−1G(x) es una función de distribución
discreta1.

La función H : R → R / H(x) = F (x) − G(x) es monótona creciente y continua. Si λ < 1
la función Fc(x) = (1 − λ)−1H(x) es una función de distribución continua. Si denominamos por
µH , µG a las medidas asociadas a G y H, se cumple µF (A) = µG(A) + µH(A) ∀ A ∈ B(R),
siendo la medida µG discreta, y por lo tanto singular, respecto de la medida de Lebesgue (definición
A.2.39, página 229). La medida µH , que es continua, se puede descomponer como suma µH(A) =
ν(A) + τ(A) ∀ A ∈ B(R), siendo ν una medida singular y τ una medida absolutamente continua.
Definimos N(x) = ν((−∞, x]), T (x) = τ((−∞, x]), siendo N, T funciones monótonas crecientes
continuas. Teniendo en cuenta que µF = µG+ν+τ , se verifica que F (x) = G(x)+N(x)+T (x) ∀ x ∈ R.
Tenemos, por lo tanto, el siguiente importante teorema:

Teorema A.3.5. Descomposición de Lebesgue de una función de distribución. Toda función
de distribución F : R → [0, 1] se puede descomponer como suma F (x) = G(x)+N(x)+T (x) ∀ x ∈ R,
siendo G una función de distribución singular discreta, N singular continua y T absolutamente
continua, respecto de la medida de Lebesgue.

Definición A.3.12. Esperanza matemática de una variable aleatoria. Dada una variable
aleatoria X : Ω → R definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), definimos su “esperanza mate-
mática”, y la denotamos por E(X), como

E(X) =
∫

Ω
X(ω)P( dω).

Entendiendo la integral en el sentido de Lebesgue (definicion A.2.46, página 232).

Teorema A.3.6. Sea X : Ω → R una variable aleatoria definida en el espacio probabilístico
(Ω,A ,P). Sean PX y FX la ley de probabilidad y la función de distribución, respectívamente, asocia-
das a la variable aleatoria X. Se verifica:

1Recordamos la definición habitual:

δa(x) =
{

0 si x < a
1 si x ≥ a
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E(X) =
∫

Ω
X(ω)P( dω) =

∫
R
ξ(x) dPX(x) =

∫
R
ξ(x) dFX(x).

Siendo ξ : R → R la función identidad (Borel medible) en (R,B(R)).

La esperanza matemática de una variable aleatoria X cumple las propiedades de la integral de
Lebesgue de funciones medibles. Particularizados a los espacios probabilísticos son interesantes:

Teorema A.3.7. Teorema de Markov. Si g(X) es una función medible de la variable aleatoria
X definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), siendo g(X) ≥ 0 / ∃ E(g(X)), se verifica para todo
k > 0

P(g(X) > k) ≤ E[g(X)]
k

.

Corolario A.3.1. Desigualdad de Tchebycheff generalizada. Sea g una función medible no
negativa y X : Ω → R una variable aleatoria definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P) tal que
existe E[(g(X))k], k > 0. Se verifica:

P(g(X) > t) ≤ E[(g(X))k]
tk

, ∀ t > 0.

Definición A.3.13. Momento respecto del origen. Sea X : Ω → R una variable aleatoria
definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P). Definimos “momento de orden k ∈ N respecto del
origen de la variable aleatoria X”, y lo denotamos por αk, a E[Xk], αk = E[Xk].

Definición A.3.14. Momento respecto de la media de una variable aleatoria. Sea una
variable aleatoria X : Ω → R; sea α1 = E(X) < +∞. Definimos “momento de orden k ∈ N respecto
de la media de la variable aleatoria X”, y lo denotamos por µk, a E[(X − α1)k], µk = E[(X − α1)k].
A µ2 lo denominamos “varianza de la variable aleatoria X”.

Definición A.3.15. Momento absoluto respecto del origen. Sea X : Ω → R una variable
aleatoria definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P). Definimos “momento absoluto de orden k ∈ N
respecto del origen de la variable aleatoria X”, y lo denotamos por βk, a E[|X|k], βk = E[|X|k].

Variable aleatoria n-dimensional (vector aleatorio).

Consideramos los espacios probabilísticos (Rn,B(R)n,PnR) y (Ω,A ,P).

Definición A.3.16. Variable aleatoria n-dimensional. Dada la aplicación vectorial X = (X1, · · · , Xn)
definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), X : Ω → Rn / X(ω) = (X1(ω), · · · , Xn(ω)), ∀ ω ∈ Ω
decimos que “es una variable aleatoria n-dimensional” sii X−1(B) ∈ A ∀ B ∈ B(R)n.

Teorema A.3.8. Dado el vector n-dimensional X : Ω → B(R)n, X = (X1, · · · , Xn), es una variable
aleatoria n dimensional sii Xi : Ω → R,∀ i = 1, · · · , n son variables aleatorias unidimensionales.

Definición A.3.17. Ley de probabilidad inducida por una variable aleatoria n-dimensional.
Sea X : Ω → B(R)n, X = (X1, X2, · · · , Xn) una variable aleatoria n-dimensional definida en el es-
pacio probabilístico (Ω,A ,P); definimos la “ley de probabilidad inducida por X”, y la denotamos por
PX = PX1···Xn, a PX(B) = P(X−1(B)), ∀ B ∈ B(R)n
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Definición A.3.18. Función de distribución inducida por una variable aleatoria n-dimensional.
Dada la variable aleatoria n-dimensional X : Ω → B(R)n definida en el espacio probabilístico
(Ω,A ,P) definimos la “función de distribución inducida por X”, y la denotamos por FX = FX1···Xn,
a la aplicación

FX1···Xn : Rn → R / FX1···Xn(x1, · · · , xn) = P(ω ∈ Ω : X1(ω) ≤ x1, · · · , Xn(ω) ≤ xn).

Definición A.3.19. Función de masa de una variable aleatoria n-dimensional. Dada la
variable aleatoria n-dimensional X : Ω → B(R)n definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P)
definimos la “función de masa de X”, y la denotamos por pX = pX1···Xn, a la aplicación

pX1···Xn : Rn → R / pX1···Xn(x1, · · · , xn) = P(ω ∈ Ω : X1(ω) = x1, · · · , Xn(ω) = xn).

Denotamos DX = {x ∈ Rn : pX(x) > 0}.

Definición A.3.20. Variable aleatoria n-dimensional discreta. Dada la variable aleatoria n-
dimensional X : Ω → B(R)n definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P) decimos que “es una
variable aleatoria n-dimensional discreta” sii DX 6= ∅ ∧

∑
x∈DX

pX(x) = 1.

Definición A.3.21. Función de densidad en Rn. Dada la función f : Rn → R decimos que “es
una función de densidad en Rn” sii cumple:

f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ Rn.

f es R-integrable en Rn.

Se verifica:

∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
f(x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn = 1.

Definición A.3.22. Función de densidad marginal. Dada la función de densidad f : Rn → R
definimos la “función de densidad marginal f1” como:

f1 : R → R : f1(x1) =
∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
f(x1, · · · , xn) dx2 · · · dxn.

La definición de las restantes funciones de densidad son inmediatas. Las integrales, entendidas
en el sentido de Lebesgue, nos sirven para definir la ley de probabilidad marginal para las variables
aleatorias discretas.

Definición A.3.23. Función de densidad condicionada. Dada la variable aleatoria n-dimensional
X : Ω → B(R)n definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), sea f1 = fX1 la función de densidad
marginal de la variable aleatoria real X1; definimos la “función de densidad condicional de la va-
riable aleatoria (n − 1)-dimensional (X2, · · · , Xn) condicionada por X1 = a1”, y la denotamos por
fX2···Xn�X1(x2, · · · , xn�a1), a:
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fX2···Xn�X1(x2, · · · , xn�a1) =


fX1···Xn (a1,x2,··· ,xn)

f1(a1) , si f1(a1) 6= 0

0, en cualquier otro caso.

Las funciones de densidad condicionadas en cualquier otro caso se definen de modo semejante.

Definición A.3.24. Variable aleatoria n-dimensional continua. Dada la variable aleatoria n-
dimensional X : Ω → B(R)n definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P) decimos que “es una
variable aleatoria continua” sii su función de distribución es

FX1···Xn(x1, · · · , xn) =
∫ x1

−∞
· · ·

∫ xn

−∞
f(t1, · · · , tn) dt1 · · · dtn.

Siendo f(t1, · · · , tn) una función de densidad en Rn. A la función de densidad de la variable
aleatoria n-dimensional X la denotamos por fX = fX1···Xn.

Definición A.3.25. Función de distribución marginal. Dada la función de distribución FX1···Xn :
Rn → R definimos la “función de distribución marginal F1” como:

F1 : R → R : F1(x1) =
∫ x1

−∞

∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
fX1···Xn(t, x2 · · · , xn) dt dx2 · · · dxn.

F1 : R → R : F1(x1) =
∫ x1

−∞
fX1(t) dt.

Siendo fX1 la función de densidad marginal de la variable aleatoria unidimensional X1. La
definición para las restantes funciones de distribución marginales son evidentes. Las integrales en-
tendidas en el sentido de Lebesgue nos sirven para definir las funciones de distribución marginales
en el caso de variables aleatorias discretas.

Definición A.3.26. Función de distribución condicionada. Dada la variable aleatoria n-dimensional
X : Ω → B(R)n definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), sea f1 = fX1 la función de densidad
marginal de la variable aleatoria real X1; definimos la “función de distribución condicional de la
variable aleatoria (n− 1)-dimensional (X2, · · · , Xn) condicionada por X1 = a1”, y la denotamos por
FX2···Xn�X1(x2, · · · , xn�a1), a:

FX2···Xn�X1(x2, · · · , xn�a1) =


∫ x2

−∞ · · ·
∫ xn

−∞ fX2···Xn�X1(t2, · · · , tn�a1) dt2 · · · dtn, si f1(a1) 6= 0

0, en cualquier otro caso.

Las funciones de distribución condicionadas en cualquier otro caso se definen de modo seme-
jante.

Definición A.3.27. Familia de variables aleatorias independientes. Dado el espacio proba-
bilístico (Ω,A ,P) y una familia {Xi}i∈I , siendo I ⊂ N cualquier subconjunto de índices, decimos
que “son independientes” sii para toda colección finita {Xi}ni=1 ⊂ {Xi}i∈I de variables aleatorias se
verifica que la familia de σ-álgebras {σ(Xi)}ni=1 engendradas por las variables aleatorias {Xi}ni=1 son
independientes.
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Teorema A.3.9. Dado el espacio probabilístico (Ω,A ,P) y una familia {Xi}i∈I , siendo I ⊂ N
cualquier subconjunto de índices, decimos que “son independientes” sii para toda colección finita
{Xi}ni=1 ⊂ {Xi}i∈I de variables aleatorias se verifica cualquiera de las siguientes igualdades:

FX1···Xn(x1, · · · , xn) =
n∏
i=1

FXi
(xi).

fX1···Xn(x1, · · · , xn) =
n∏
i=1

fXi
(xi).

Siendo FX1···Xn , fX1···Xn las funciones de distribución y densidad de la variable aleatoria (X1, · · · , Xn)
respectívamente.

Definición A.3.28. Esperanza matemática de una variable aleatoria n-dimensional. Dada
la variable aleatoria n-dimensional X : Ω → B(R)n definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P) con
función de densidad fX y una función g : Rn → R Borel medible definimos la “esperanza matemática
de la variable aleatoria g(X)” como

E[g(X)] =
∫ +∞

−∞
· · ·

∫ +∞

−∞
g(x1, · · · , xn)fX1···Xn(x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn.

Entendiendo la integral en el sentido de Lebesgue (para el caso de variables aleatorias discretas
será una serie) y suponiendo la anterior integral absolutamente integrable.

Definición A.3.29. Momentos respecto del origen de una variable aleatoria n-dimensional.
Dada la variable aleatoria n-dimensional X : Ω → B(R)n definida en el espacio probabilístico
(Ω,A ,P) con función de densidad fX definimos “momento respecto del origen de órdenes {mi}ni=1
de la variable aleatoria n-dimesional X” a la esperanza matemática de la variable aleatoria g(X) =
Xm1

1 · · ·Xmn
n . Denotamos por αi = E(Xi) ∀ i ∈ {1, · · · , n} y la denominamos “media marginal de la

variable aleatoria Xi”.

Definición A.3.30. Momentos respecto de la media de una variable aleatoria n-dimensional.
Dada la variable aleatoria n-dimensional X : Ω → B(R)n definida en el espacio probabilístico
(Ω,A ,P) con función de densidad fX definimos “momento respecto de la media de órdenes {mi}ni=1
de la variable aleatoria n-dimensional X” a la esperanza matemática de la variable aleatoria g(X) =
(X1 −α1)m1 · · · (Xn −αn)mn. Denotamos por σ2

i = E[(X1 −αi)2],∀ i ∈ {1, · · · , n} y la denominamos
“varianza marginal de la variable aleatoria Xi”.

Proposición A.3.3. Dada una familia de variables aleatorias {Xi}i∈I , siendo I ⊂ N cualquier con-
junto de índices, es una familia de variables aleatorias mutuamente independientes (independientes)

sii para toda subfamilia finita {Xi}ni=1 ⊂ {Xi}i∈I se verifica E
( n∏
i=1

Xi

)
=

n∏
i=1

E(Xi).
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A.3.3. Esperanza condicionada.
Sea el espacio probabilístico (Ω,A ,P) y sean A ∈ A un suceso con P(A) > 0, y F ⊂ A una

sub σ-álgebra de A . Definimos:

Definición A.3.31. Probabilidad condicionada por un suceso de probabilidad no nula.
Definimos ∀ B ∈ A la “probabilidad de B condicionada por A”, y la denotamos por P(B�A), como

P(B�A) = P(B ∩ A)
P(A) .

Definición A.3.32. Esperanza condicionada por una σ-álgebra(Kolmogorov). Sea X : Ω →
R una variable aleatoria con E(|X|) < +∞. Sea F ⊂ A una sub-σ-álgebra. Existe una única (c.t.
en el sentido de la medida P) variable aleatoria Y : Ω → R cumpliendo:

Y es F -medible.

E(|Y |) < +∞.

Se verifica:

∫
F
X dP =

∫
F
Y dP, ∀ F ∈ F .

Denominamos a Y “esperanza condicionada de la variable aleatoria X por la σ-álgebra F (o
condicionada por F , abreviadamente)” y la denotamos por E(X�F ). Si F = σ(Z), Z : Ω → R la
σ-álgebra generada por la variable aleatoria Z, se denota por E(X�σ(Z)) = E(X�Z). Definimos la
“probabilidad de A ∈ A condicionada por F”, y la denotamos por P(A�F ), como E(IA�F ).

Definición A.3.33. Esperanza condicionada por los valores que toma una variable aleato-
ria. Sean {X,Y } dos variables aleatorias reales definidas en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), con
E(|X|) < +∞, denominamos “esperanza de X condicionada por los valores de Y ”, y la denotamos
por E(X�Y = y), como la única (c.t. respecto de la medida P) función g : R → R Borel-medible que
verifica:

∫
Y ∈B

X dP =
∫
B
g(y) dPY , ∀ B ∈ B(R).

Teorema A.3.10. Sean {X1, X2, Y } variables aleatorias reales definidas en el espacio probabilístico
(Ω,A ,P), con E(|Xi|) < +∞, i ∈ {1, 2}; sea F ⊂ A una sub σ-álgebra de A . Se verifican:

E((a1 ·X1 + a2 ·X2)�F ) = a1E(X1�F ) + a2E(X2�F ), ∀ {ai}2
i=1 ∈ R.

E((a1 ·X1 + a2 ·X2)�Y = y) = a1E(X1�Y = y) + a2E(X2�Y = y), ∀ {ai}2
i=1 ∈ R.

Si X1 ≤ X2 c.t. respecto de P se cumple

E(X1�F ) ≤ E(X2�F ).
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Si X1 ≤ X2 c.t. respecto de P se cumple

E(X1�Y = y) ≤ E(X2�Y = y).

|E(X1�F )| ≤ E(|X1|�F ).

|E(X1�Y = y)| ≤ E(|X1|�Y = y).

Si X1 es F -medible, entonces E(X1�F ) = X1.

Si f : R → R es B(R)-medible, entonces E(f(Y )�Y = y) = f(y).

(Jensen) Sean X : Ω → R una variable aleatoria tal que E(|X|) < +∞, I ⊂ R un intervalo tal
que P(X ∈ I) = 1 y f : I → R una función convexa. Se cumple:

E(f(X)�F ) ≥ f(E(X�F )).

E[E(X1�F )] = E(X1).

Se cumple:

∫
R
E(X1�Y = y) dPY (y) = E(X1).

Si F1 es una sub σ-álgebra de A independiente de F (P(A∩B) = P(A)·P(B) ∀ A ∈ F1 ∧ B ∈
F ) y X1 es F1-medible, entonces E(X1�F ) = E(X1).

Si Y es independiente de X1 entonces E(X1�Y = y) = E(X1).

Si Z : Ω → R es una variable aleatoria tal que E(|Z ·X1|) < +∞ y Z es F -medible, entonces
E(Z ·X1�F ) = Z · E(X1�F ).

Si f : R → R es una función B(R)-medible, siendo E(|f(Y ) ·X1|) < +∞, entonces
E(f(Y ) ·X1�Y = y) = f(y)E(X1�Y = y).

Sean F1 ⊂ F2 ⊂ A dos sub σ-álgebras, entonces:

E[E(X1�F1)�F2] = E[E(X1�F2)�F1] = E[X1�F1].

Si f : R → R es una función B(R)-medible, entonces:

E[E(X1�Y�f(Y )] = E[E(X1�f(Y )�Y ] = E[X1�f(Y )].

Si H ⊂ A es una sub σ-álgebra independiente de σ(σ(X1),F ), entonces E(X1�σ(F ,H )) =
E(X1�F ).

Se cumplen los teoremas de convergencia monótona, de convergencia dominada, y el lema de
Fatou.
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A.3.4. Función característica de una variable aleatoria real.
Sea el espacio probabilístico (Ω,A ,P).

Definición A.3.34. Función característica de una variable aleatoria real. Sea X : Ω → R
una variable aleatoria real definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), con función de distribución
FX y función de densidad (o de masa, si es discreta) fX ; definimos la “función característica de la
variable aleatoria X”, y la denotamos por ϕX(t), a la transformada de Fourier-Stieltjes de la función
de distribución FX ; o también a E(eitX).

ϕX : R → C / ϕX(t) = E(eitX) =
∫ +∞

−∞
eitx dFX(x) =

∫ +∞

−∞
eitxfX(x) dx, ∀t ∈ R.

La función característica existe para cualquier variable aleatoria X : Ω → R.

Proposición A.3.4. Dada una variable aleatoria X : Ω → R sea ϕX(t) su función característica.
Se cumplen las siguientes propiedades.

ϕX(0) = 1.

|ϕX(t)| ≤ 1.

ϕX(t) es uniformemente continua en todo R.

ϕX(−t) = ϕX(t)(el número complejo conjugado de ϕX(t) ∈ C, ∀ t ∈ R).

Proposición A.3.5. Dada una variable aleatoria X : Ω → R sea ϕX(t) su función característica.
Se verifica:

Si ϕX(t) es la función característica asociada a una función de distribución discreta, entonces:

ĺım sup
|t|→+∞

|ϕX(t)| = 1.

Si ϕX(t) es la función característica asociada a una función de distribución absolutamente
continua, entonces:

ĺım
|t|→+∞

ϕX(t) = 0.

Si ϕX(t) es la función característica asociada a una función de distribución singular, entonces:

ĺım sup
|t|→+∞

|ϕX(t)| = λ, λ ∈ (0, 1).

Proposición A.3.6. Descomposición de Lebesgue de una función característica. Dada una
variable aleatoria X : Ω → R sea ϕX(t) su función característica. Se verifica:
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ϕX(t) = p1ϕX,d(t) + p2ϕX,ac(t) + p3ϕX,s(t), {pi}3
i=1 ∈ [0, 1],

3∑
i=1

pi = 1.

Siendo ϕX,d(t) la función característica asociada a una función de distribución discreta; ϕX,ac(t)
la función característica asociada a una función de distribución absolutamente continua; ϕX,s(t) la
función característica asociada a una función de distribución singular.

Teorema A.3.11. Dada una variable aleatoria X : Ω → R sea ϕX(t) su función característica y
FX(x) su función de distribución. Si existe

αn =
∫
R
xn dFX(x), n ∈ N.

Entonces:

∃ ϕnX(0) ∧ : ϕnX(0) = inαn.

∃ ϕnX(t) ∧ : ϕnX(t) = in
∫
R
eitxxn dFX(x).

Teorema A.3.12. Dada una variable aleatoria X : Ω → R sea ϕX(t) su función característica y
FX(x) su función de distribución. Se verifica ∀ n ∈ N:

Si ∃ ϕ2n
X (t) entonces ∃ α2n = ϕ2n

X (0)
i2n

.

Si ∃ ϕ2n−1
X (t) entonces ∃ α2n−2 = ϕ2n−2

X (0)
i2n−2 .

Teorema A.3.13. Fórmula de inversión. Dada una variable aleatoria X : Ω → R sea ϕX(t) su
función característica y FX(x) su función de distribución. Se verifica

FX(a+ h) − FX(a) = ĺım
T→+∞

1
2π

∫ T

−T

1 − e−ith

it
e−itaϕx(t) dt.

Suponiendo que a, a+ h, h > 0 son puntos de continuidad de Fx(x).

Teorema A.3.14. Dada una variable aleatoria X : Ω → R sea ϕX(t) su función característica
y FX(x) su función de distribución. Si ϕX(t) es absolutamente integrable en R entonces FX(x) es
absolutamente continua, su función de densidad fX(x) es continua y se verifica

fX(x) = F ′
X(x) = 1

2π

∫ +∞

−∞
e−itxϕX(t) dt.

Teorema A.3.15. Teorema de Helly. Toda sucesión {Fn(x)}n∈N de funciones uniformemente
acotadas, no decreciente, contiene una subsucesión {Fnk(x)}nk∈N ⊂ {Fn(x)}n∈N que converje a alguna
función no decreciente acotada F (x) en los puntos de continuidad de F (x) (en particular se cumple
para sucesiones de funciones de distribución.)
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Teorema A.3.16. (Teorema de Continuidad). Para que una sucesión de funciones de distribu-
ción de probabilidad {Fn} converja propiamente a una distribución F de probabilidad, es necesario
y suficiente que la sucesión {ϕn} de sus funciones características converja puntualmente a un límite
ϕ , y que ϕ sea continua en alguna vecindad del origen.2

En este caso, ϕ es la función característica de F . (Por tanto, ϕ es continua en todas partes y
la convergencia ϕn → ϕ es uniforme en todo intervalo finito).

Lema A.3.1. Sean {Fn} distribuciones de probabilidad con funciones características {ϕn}. Si pk ≥ 0
y ∑ pk = 1 se verifica:

U =
∑

pk · Fk (A.1)

es una distribución de probabilidad con función característica:

ϕ =
∑

pkϕk.

A.3.5. Función generatriz.
Definición A.3.35. Función generatriz. Dada una sucesión {ai}i∈N ∈ R si

G(s) =
+∞∑
i=0

ais
i

converge en algún [−s0, s0] ⊂ R decimos que “G(s) es la función generatriz de la sucesión {ai}i∈N”.

Definición A.3.36. Función generatriz de probabilidad. Dada una variable aleatoria X : Ω →
N definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P) que únicamente toma valores enteros positivos, de-
finimos la “función generatriz de probabilidad de la variable aleatoria X”, y la denotamos por G(s),
a E(sX), s ∈ [−1, 1], entendida como integral de Lebesgue.

Teorema A.3.17. Dada una variable aleatoria X : Ω → N definida en el espacio probabilístico
(Ω,A ,P), que únicamente toma valores enteros positivos; sea la sucesión {qj}j∈N, / qj = P(X > j)
de las colas de la distribución de X. Si denotamos por Q(s), s ∈ (−1, 1) a la función generatriz de la
sucesión {qj}j∈N y por G(s), s ∈ [−1, 1] la funcion generatriz de probabilidad de la variable aleatoria
X se verifica:

Q(s) = 1 −G(s)
1 − s

, s ∈ (−1, 1).

Teorema A.3.18. Dada una variable aleatoria X : Ω → N definida en el espacio probabilístico
(Ω,A ,P) que únicamente toma valores enteros positivos con función generatriz de probabilidad G(s)
se verifica:

2Se dice que la convergencia es propia cuando F no es defectuosa. (Una distribución de probabilidad se denomina
“defectuosa” cuando su masa total es menor que 1, ĺım

x→+∞
F (x) < 1).
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Si la serie
+∞∑
i=1

ipi, pi = P(X = i) es convergente, se verifica E(X) = G′(1).

Si Y : Ω → N es una variable aleatoria definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), indepen-
diente de X, con función generatriz de probabilidad G1(s), s ∈ [−1, 1], se verifica E(sX+Y ) =
E(sX) · E(sY );es decir, la función generatriz de probabilidad de la variable aleatoria X + Y es
G(s) ·G1(s).

A.3.6. Leyes de los grandes números. El teorema central del límite.
Sea el espacio probabilístico (Ω,A,P).

Definición A.3.37. (Convergencia en probabilidad). Sea {Xn}n∈N una sucesión de varia-
bles aleatorias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilístico
(Ω,A,P). Diremos que {Xn}n∈N “converge en probabilidad hacia la variable aleatoria X” (definida
en el mismo espacio probabilístico), y lo denotamos por Xn

P→ X sii ∀ε > 0 ∧ ∀α > 0 arbitrariamente
elegidos

∃n0(ε, α) / ∀n > n0 : P(ω ∈ Ω : |Xn(ω) −X(ω)| > ε) < α.

O también que ∀ε > 0, se cumple

lim
n→+∞

P(ω ∈ Ω : |Xn(ω) −X(ω)| > ε) = 0.

Definición A.3.38. (Convergencia casi segura). Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables alea-
torias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilístico (Ω,A,P).
Diremos que {Xn}n∈N “converge casi seguro hacia la variable aleatoria X” (definida en el mismo
espacio probabilístico), y lo denotamos por Xn

c.s→ X sii

P(ω ∈ Ω : lim
n→+∞

Xn(ω) = X(ω)) = 1.

Definición A.3.39. (Convergencia en distribución). Sea {Xn}n∈N una sucesión de varia-
bles aleatorias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilístico
(Ω,A,P). Diremos que {Xn}n∈N “converge en distribución (o en ley) hacia la variable aleatoria X”
(definida en el mismo espacio probabilístico), y lo denotamos por Xn

d→ X sii la correspondiente
sucesión de funciones de distribución de las Xn, {Fn}n∈N, converge hacia la función de distribución
F de la variable aleatoria X, en todo punto de continuidad de F .

ĺım
n→+∞

Fn(x0) = F (x0), ∀ x0 ∈ R / F (x0) = ĺım
x→x−

0

F (x) = ĺım
x→x+

0

F (x).

Definición A.3.40. (Convergencia en media cuadrática). Sea {Xn}n∈N una sucesión de va-
riables aleatorias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilístico
(Ω,A,P) tales que E(|Xn|2) < +∞, ∀ n ∈ N. Diremos que {Xn}n∈N “converge en media cuadráti-
ca hacia la variable aleatoria X” (definida en el mismo espacio probabilístico), y lo denotamos por
Xn

m.c→ X sii
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ĺım
n→+∞

E[(Xn −X)2] = 0.

Son interesantes los siguientes teoremas:

Teorema A.3.19. Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables aleatorias, no necesariamente indepen-
dientes, definidas sobre un mismo espacio probabilístico (Ω,A,P). Se verifica:

Xn
c.s→ X ⇒ Xn

P→ X

Teorema A.3.20. Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables aleatorias, no necesariamente indepen-
dientes, definidas sobre un mismo espacio probabilístico (Ω,A,P). Se verifica:

Xn
P→ X ⇒ Xn

d→ X

Teorema A.3.21. Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables aleatorias, no necesariamente indepen-
dientes, definidas sobre un mismo espacio probabilístico (Ω,A,P). Si Xn

P→ X existe una subsucesión
{Xni}i∈N ⊂ {Xn}n∈N / Xni

c.s→ X.

Definición A.3.41. (Ley débil de los grandes números). Sea {Xn}n∈N una sucesión de va-
riables aleatorias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilístico
(Ω,A,P) tales que existe E(Xi) = αi < ∞,∀i ∈ N; sean

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi, µn = 1
n

n∑
i=1

E(Xi) = E(Xn).

Diremos que la sucesión {Xn}n∈N “cumple la ley débil de los grandes números” sii la sucesión{
Xn − µn

}
n∈N

converge en probabilidad hacia 0; es decir, sii

Xn − µn
P→ 0.

Definición A.3.42. (Ley fuerte de los grandes números). Sea {Xn}n∈N una sucesión de va-
riables aleatorias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilístico
(Ω,A,P) tales que existe E(Xi) = αi < ∞,∀i ∈ N; sean

Xn = 1
n

n∑
i=1

Xi, µn = 1
n

n∑
i=1

E(Xi) = E(Xn).

Diremos que la sucesión {Xn}n∈N “cumple la ley fuerte de los grandes números” sii la sucesión{
Xn − µn

}
n∈N

converge hacia 0 casi seguro; es decir, sii
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Xn − µn
c.s→ 0.

Teorema A.3.22. Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables aleatorias independientes definidas sobre
un mismo espacio probabilístico (Ω,A,P) tales que

Las variables aleatorias de la sucesión están idénticamente distribuidas, con función de distri-
bución F .

E(Xn) = µ < ∞ ∧ σ2(Xn) < ∞ ∀n ∈ N (media y varianza finitas).

Entonces {Xn}n∈N cumple la ley débil de los grandes números.

Teorema A.3.23. (Khintchine). Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables aleatorias independientes
definidas sobre un mismo espacio probabilístico (Ω,A,P) tales que

Las variables aleatorias de la sucesión están idénticamente distribuidas, con función de distri-
bución F .

E(Xn) = µ < ∞,∀n ∈ N.

Entonces {Xn}n∈N cumple la ley fuerte de los grandes números.

Es de destacar que no se exige que tengan varianza.

El teorema central del límite.

Definición A.3.43. Teorema central del límite. Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables alea-
torias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilístico (Ω,A,P),
con media y varianza finitas. Diremos que {Xn}n∈N “verifica el teorema central del límite” sii

Sn − E(Sn)√
E[(Sn − E(Sn))2]

d→ N (0, 1).

Siendo Sn = ∑n
i=1 Xi.

Teorema A.3.24. (Levy-Lindeberg). Sea {Xn}n∈N una sucesión de variables aleatorias defini-
das sobre un mismo espacio probabilístico (Ω,A,P) independientes e idénticamente distribuidas, con
media y varianza finita. Entonces {Xn}n∈N verifica el teorema central del límite.

Textos de referencia son [94], de E. Lukacs, [135], de B.A. Shevastyanov, [136], de A.N. Shiryaev,
[155], de D. Williams,. . .

A.4. Procesos estocásticos.
En esta sección vamos a enunciar algunos resultados básicos de la teoría de los procesos esto-

cásticos. Intuitivamente, se puede interpretar un proceso estocástico como un “proceso” que se va
desarrollando en el tiempo según unas determinadas leyes probabilísticas; las observaciones registra-
das en los tiempos t1, t2, · · · describen su evolución. Definiciones rigurosas de procesos estocásticos
hay muchas, nosotros proporcionaremos dos, una inspirada en los trabajos pioneros de J. L. Doob,
[32], y que es comúnmente aceptada. A lo largo de esta monografía usaremos ambas de forma indis-
tinta.
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A.4.1. Definiciones.
Sea el espacio probabilístico (Ω,A ,P).

Definición A.4.1. Proceso estocástico (J. L. Doob) Definimos “proceso estocástico sobre el
espacio de probabilidad (Ω,A ,P) con conjunto de índices T y conjunto de estados E” como una
familia de variables aleatorias {Xt}t∈T A - medibles y valoradas en un espacio medible (E,B).

T puede ser cualquier conjunto, no necesariamente numérico, si bien se suele interpretar Xt

como la observación en el tiempo t3. En el caso en que T ⊂ R, que puede ser un subconjunto continuo
o discreto, lo denominaremos conjunto de tiempos.

E, que denominaremos conjunto de estados, puede ser cualquier conjunto; tampoco hay una
razón matemática para aceptar que sea un conjunto numérico, si bien lo más habitual es que E ⊂
R ∨ E ⊂ C.

Un proceso estocástico también se puede interpretar como una aplicación de Ω×T en un cierto
espacio medible (E,B) :

Definición A.4.2. Proceso estocástico. Definimos “proceso estocástico sobre el espacio probabi-
lístico (Ω,A ,P) con conjunto de índices T y conjunto de estados E”, y lo denotamos por X(ω, t),
como la aplicación

X : Ω × T → E / (ω, t) → Xt(ω).

En nuestro trabajo, salvo que se indique lo contrario, T ⊂ R ∧ E ⊂ R.
En el caso en que T sea un conjunto discreto (numerable), el proceso estocástico X(ω, t)

se denomina “proceso estocástico de parámetro discreto”. Cuando T no es numerable X(ω, t) se
denomina “proceso estocástico de parámetro continuo”.

Se verifica:

∀t ∈ T , t fijo, la función:

X(., t) = Xt(.) : (Ω,A , P ) → (E,B) / ω → Xt(ω)

es una variable aleatoria. Una función A -medible.

∀ω ∈ Ω, ω fijo, la función:

X(ω, .) = X.(ω) : T → E / t → Xt(ω)

es función del tiempo; la denominada “trayectoria del proceso”. También se suele denominar
“función muestral”, en el caso en que T es un conjunto no numerable, o “sucesión muestral”,
en el caso en que T es un conjunto numerable.

3Kingman en [72], donde estudia las “medidas completamente aleatorias”, considera T = G, siendo G una σ-álgebra
definida en un conjunto cualquiera S de forma que a cada ω ∈ Ω se le asigna una medida Φω definida en S.
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En lo que sigue, cuando hacemos referencia a un cierto proceso estocástico lo denotaremos por
X(ω, t) o por {Xt}t∈T , entendiendo que está definido en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), que tiene
un conjunto de índices T ⊂ R y está valorado en un conjunto de estados E ⊂ R.

Definición A.4.3. Proceso estocástico continuo. Decimos que el proceso estocástico X(ω, t) es
“continuo” si las funciones

X(ω, ·) : T → E, ∀ ω ∈ Ω

son funciones continuas. Es decir, las trayectorias muestrales son continuas.

Según las propiedades que cumplan las variables aleatorias {X(·, t)}t∈T tenemos diversos tipos
de procesos estocásticos.

Definición A.4.4. Procesos estocásticos con variables aleatorias mutuamente indepen-
dientes. Dado el proceso estocástico X(ω, t) decimos que “es un proceso con variables aleatorias
mutuamente independientes” si las variables aleatorias {X(·, t)}t∈T son mutuamente independientes.

Sin embargo, debido a que en el caso continuo las trayectorias muestrales son demasiado irre-
gulares, únicamente se estudian procesos estocásticos con variables aleatorias independientes en el
caso discreto. El proceso queda caracterizado por la ley de probabilidad de las variables aleatorias
individuales debido a la propiedad de independencia.

En el caso de variables aleatorias C-valoradas son interesantes los siguientes tipos de procesos
estocásticos:

Definición A.4.5. Procesos estocásticos con variables aleatorias mutuamente incorrela-
das. Dado el proceso estocástico X(ω, t) decimos que “es un proceso con variables aleatorias mutua-
mente incorreladas” si:

∀ {X(·, t1), X(·, t2)} ∈ {X(·, t)}t∈T / E
[
|X(·, t1)|2

]
< +∞ ∧ E

[
|X(·, t2)|2

]
< +∞ :

E
[
X(·, t1) ·X(·, t2)

]
= E

[
X(·, t1)

]
· E
[
X(·, t2)

]
.

Definición A.4.6. Procesos estocásticos con variables aleatorias mutuamente ortogonales.
Dado el proceso estocástico X(ω, t) decimos que “es un proceso con variables aleatorias mutuamente
ortogonales” si:

∀ {X(·, t1), X(·, t2)} ∈ {X(·, t)}t∈T / E
[
|X(·, t1)|2

]
< +∞ ∧ E

[
|X(·, t2)|2

]
< +∞ :

E
[
X(·, t1) ·X(·, t2)

]
= 0.

Sin embargo, lo mismo que ocurría con los procesos estocásticos con variables mutuamente
independientes, las trayectorias muestrales son demasiado discontinuas, con lo cual los procesos
estocásticos con variables mutuamente ortogonales o incorreladas, únicamente se estudian en el caso
de parámetro discreto.
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Definición A.4.7. Procesos estocásticos con incrementos independientes. Dado el proceso
estocástico X(ω, t) decimos que “es un proceso con incrementos independientes” si ∀ t1 < t2 < · · · <
tn, n ≥ 3 ∧ ti ∈ T ∀i = 1, · · · , n las variables aleatorias X(·, t2) −X(·, t1), · · · , X(·, tn) −X(·, tn−1)
son mutuamente independientes.

Generalmente el término “proceso con incrementos independientes” se refiere a procesos de
parámetro continuo, T ⊂ R, y en este caso se asume que P(ω ∈ Ω : X(ω, 0) = 0) = 1.

Definición A.4.8. Procesos estocásticos con incrementos independientes estacionarios.
Dado el proceso estocástico X(ω, t), con incrementos independientes, decimos que “es un proceso
estocástico con incrementos independientes estacionarios” si se verifica que ∀ {t1, t2} ∈ T ∧ ∀h >
0 : X(·, t2 + h) −X(·, t1 + h) d= X(·, t2) −X(·, t1). Se asume que {t1 + h, t2 + h} ∈ T .

Definición A.4.9. Procesos estocásticos con incrementos incorrelados. Dado el proceso es-
tocástico X(ω, t) decimos que “es un proceso con incrementos incorrelados” si:

E
[
|X(·, t) −X(·, s)|2

]
< +∞ ∀{s, t}

∀ s1 < t1 ≤ s2 < t2, {s1, t1, s2, t2} ∈ T :

E
[(
X(·, t2) −X(·, s2)

)
·
(
X(·, t1) −X(·, s1)

)]
= E

[(
X(·, t2) −X(·, s2)

)]
· E
[(
X(·, t1) −X(·, s1)

)]
.

Definición A.4.10. Procesos estocásticos con incrementos ortogonales. Dado el proceso
estocástico X(ω, t) decimos que “es un proceso con incrementos ortogonales” si:

E
[
|X(·, t) −X(·, s)|2

]
< +∞ ∀{s, t}

∀ s1 < t1 ≤ s2 < t2, {s1, t1, s2, t2} ∈ T :

E
[(
X(·, t2) −X(·, s2)

)
·
(
X(·, t1) −X(·, s1)

)]
= 0.

Aunque los procesos con incrementos incorrelados y ortogonales los hemos definido suponiendo
variables aleatorias C- valoradas, la definición para variables aleatorias R-valoradas es trivial. En la
práctica, ambos tipos de procesos se consideran de parámetro continuo, T ⊂ R no numerable.

Definición A.4.11. Procesos estocásticos estrictamente estacionarios de orden k. Dado
el proceso estocástico X(ω, t) decimos que “es un proceso estocástico estrictamente estacionario de
orden k” si para cualesquiera k puntos {t1, · · · , tk} ∈ T y h > 0 : ti + h ∈ T ∀ i = 1, · · · , i = k se
verifica:
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[
X(·, t1 + h), · · · , X(·, tk + h)

]
d=
[
X(·, t1), · · · , X(·, tk)

]
.

Se dice que es “estrictamente estacionario” si para cualquier k ∈ N es estrictamente estacio-
nario de orden k.

Definición A.4.12. Procesos estocásticos evolutivos. Dado el proceso estocástico X(ω, t) deci-
mos que “es un proceso evolutivo” si no es estacionario (estrictamente estacionario).

Cuando interpretamos un proceso estocástico como un sistema aleatorio que evoluciona en el
tiempo es interesante el concepto de “información” que aporta el sistema; si observamos las trayecto-
rias del proceso hasta un cierto tiempo t ∈ T podemos decidir si un cierto suceso A ∈ σ(X(·, s)), s ≤
t). Este concepto de información proporcionada por un proceso estocástico, desde un punto de vista
matemático, viene modelada por las denominadas filtraciones.

Definición A.4.13. Filtración. Dado el espacio probabilístico (Ω,A ,P) definimos “filtración”, y
la denotamos por {At}t≥0, como una familia no decreciente de sub σ-álgebras de A . Denominamos
“filtración natural del proceso” a la filtración {At}t≥0 / At = σ(X(·, s), s ≤ t).

Definición A.4.14. Proceso adaptado a una filtración. Dado el proceso X(ω, t) y la filtración
{At}t≥0 definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), decimos que “el proceso X(ω, t) está adaptado
a la filtración {At}t≥0” si ∀ t ≥ 0 : X(·, t) es At-medible.

En el estudio de los procesos estocásticos es conveniente, en determinadas circunstancias, con-
siderar “procesos estocásticos modificados” o “procesos estocásticos equivalentes”.

Definición A.4.15. Procesos estocásticos equivalentes. Dados dos procesos estocásticos
X(ω, t), X̄(ω, t) definidos en el espacio probabilístico (Ω,A ,P) con conjunto de índices T decimos
que “son equivalentes”, o que “X̄(ω, t) es una modificación del proceso estocástico X(ω, t)”, y lo
denotamos por X̄(ω, t) ≡ X(ω, t), sii. ∀t ∈ T : P(ω ∈ Ω / X(ω, t) = X̄(ω, t)) = 1.

Definición A.4.16. Proceso estocástico separable. Dado un proceso estocástico X(ω, t) definido
en el espacio probabilístico (Ω,A ,P) decimos que “es separable” si ∃ N ⊂ Ω / P(N) = 0 ∧ ∃ S ⊂ T
numerable y denso en T tal que si ω /∈ N ∧ t ∈ T ∃ {ti}+∞

i=1 ⊂ S / ti → t ∧ X(ω, ti) → X(ω, t).4

Dado un proceso estocástico X(ω, t) es necesario estudiarlo, caracterizarlo, para poder analizar
el fenómeno que modeliza. Según la definición que adoptemos de proceso estocástico tendremos un
modo de describirlo:

Definimos el proceso estocástico X(ω, t), con conjunto de índices T y conjunto de estados (E,B)
como una aplicación X : Ω × T → E.

Si en el conjunto de índices T definimos una topología T podemos considerar el espacio de
medida (T, T ), siendo T la σ-álgebra generada por los abiertos de la topología T .

Definición A.4.17. Proceso estocástico medible. Decimos que el proceso estocástico X(ω, t)
definido en el espacio probabilístico (Ω,A ,P) con conjunto de índices T , y el conjunto de es-
tados E es “medible respecto de las σ-álgebras A ⊗ T y B” si

∀B ∈ B : {(ω, t) ∈ Ω × T / X(ω, t) ∈ B} ∈ A ⊗ T .
4T es un espacio polaco, si consideramos en T la métrica del valor absoluto.
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Considerando el espacio de medida (Ω × T,A ⊗ T ) podemos definir una medida en T (si
T ⊂ R no numerable, por ejemplo la medida de Lebesgue `) y a continuación definir la medida
producto P⊗`; de ese modo tendremos el espacio de medida (Ω×T,A ⊗T ,P⊗`) y podríamos
estudiar el proceso a partir de él. Sin embargo, en general, no podemos afirmar que todos
los procesos estocásticos sean medibles, aunque sí se puede demostrar el siguiente resultado
parcial:

Proposición A.4.1. Todo proceso estocástico X(ω, t) definido en el espacio probabilístico
(Ω,A ,P) con conjunto de índices T , y el conjunto de estados E, continuo, es medible.

La importancia de los procesos estocásticos medibles se debe a que, si se cumplen ciertas con-
diciones de continuidad, todo proceso estocástico es equivalente a uno medible. Un interesante
estudio siguiendo esta línea de investigación puede consultarse en el libro [90] de M. Loève.

Teniendo en cuenta el concepto de filtración y de información asociada a ella, aportada
por el proceso de una forma “dinámica”, es interesante considerar los procesos estocásticos
“progresivamente medibles”:

Definición A.4.18. Procesos estocásticos progresivamente medibles. Dado un proceso
estocástico X(ω, t) y una filtración {At}t≥0 definida en el espacio probabilístico (Ω,A ,P), deci-
mos que el proceso estocástico X(ω, t) es “progresivamente medible con respecto a la filtración
{At}t≥0” si

∀ t ≥ 0 ∧ ∀ B ∈ B : {(ω, s) ∈ Ω × [0, t] / X(ω, s) ∈ B} ∈ At ⊗ B([0, t]).

Definimos el proceso estocástico X(ω, t), con conjunto de índices T y conjunto de estados (E,B)
como una aplicación X : Ω → Ω̄, X(ω) = X(ω, ·) = ω̄, siendo Ω̄ el espacio (conjunto) de todas
las funciones ω̄ : T → R. En el conjunto Ω̄ definimos el denominado “conjunto de los cilindros”:

Cn = {ω̄ ∈ Ω̄, ω̄(t1) ∈ B1, · · · , ω̄(tn) ∈ Bn, Bi ∈ B(R) ∧ ti ∈ T ∀ i = 1, · · · , n}.

Denotamos por A la σ-álgebra generada por los cilindros Cn, y obtenemos el espacio medible
(Ω̄,A ); es evidente que la aplicación X : (Ω,A ) → (Ω̄,A ) es A -medible, con lo cual definiendo
una medida µ en (Ω̄,A ), µ(Ā) = P(X−1(Ā)), ∀ Ā ∈ A , podemos describir el proceso, para lo
cual se consideran equivalentes todos los procesos que inducen la misma medida µ en (Ω̄,A ),
y tomando como representante canónico de la misma al proceso estocástico definido sobre el
espacio probabilístico (Ω̄,A , µ) tomando como ω̄ la identidad. Sin embargo, teniendo en cuenta
la definición de A , no existe Ā ∈ A definido restringiendo los valores de sus elementos en más de
una cantidad numerable de puntos de T , lo cual nos llevaría al concepto de “espacio estocástico
separable” y al teorema que garantiza que dado cualquier proceso estocástico definido en un
cierto espacio probabilístico (Ω,A ,P) existe un proceso estocástico separable definido en el
mismo espacio probabilístico equivalente (definición A.4.15).

Para estudiar de forma rigurosa un proceso estocástico, abordando este problema desde otra
perspectiva, necesitamos determinar su ley de probabilidad. Desde un punto de vista físico
la característica más importante de un proceso estocástico es el conjunto {µt1,··· ,tn} de sus
distribuciones finito dimensionales, que definimos:
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Definición A.4.19. Distribuciones finito dimensionales del proceso X(ω, t). Sea un
proceso estocástico X(ω, t) definido en el espacio de probabilidad (Ω,A ,P). Definimos “distri-
bución finito dimensional del proceso X(ω, t), {t1, t2, · · · , tn} ∈ T”, y lo denotamos por µt1,···tn,
a la distribución de probabilidad de la variable aleatoria (vector aleatorio)

(X(·, t1), · · · , X(·, tn)).

Es evidente que µt1,··· ,tn es una medida de probabilidad en Rn y que si σ es una permutación
del conjunto {1, · · · , n} se verifica:

µt1,··· ,tn(B1 × · · · ×Bn) = µtσ(1),··· ,tσ(n)(Bσ(1) × · · · ×Bσ(n)), {Bi}ni=1 ∈ B(R). (A.2)

µt1,··· ,tn(B1 × · · · ×Bn−1 × R) = µt1,··· ,tn−1(B1 · · ·Bn−1), {Bi}n−1
i=1 ∈ B(R). (A.3)

Conocer las distribuciones finito dimensionales de un proceso estocástico X(ω, t) nos permite
conocer la distribución conjunta de cualquier familia finita de variables aleatorias {X(·, ti)}ni=1 ⊂
{X(·, t)}t∈T , y teniendo en cuenta la definición del espacio medible (Ω̄,A ), es inmediato que
dos procesos estocásticos que tengan las mismas distribuciones finito dimensionales inducirán
la misma probabilidad en (Ω̄,A ), con lo cual concluimos que podemos estudiar el proceso a
partir de las distribuciones finito dimensionales.

Existen estudios profundos y muy interesantes (F. Baudoin ([7]), J. L. Doob ([32]), A. N.
Kolmogorov ([77], [78]), M. Loève ([90])...) donde a partir de las denominadas “distribuciones
finito dimensionales del proceso” y mediante teoremas sofisticados como el teorema de exten-
sión de Daniell-Kolmogorov, el teorema de continuidad de Kolmogorov,...determinan, en cierto
modo, la medida de probabilidad µ del proceso, o de un proceso equivalente (haciendo uso
del controvertido axioma de elección, axioma A.1.1, en la página 207). 5 No es nuestra inten-
ción extendernos describiendo el procedimiento, que puede consultarse en la bibliografía, sin
embargo, en relación con las distribuciones finito dimensionales del proceso es fundamental el
siguiente teorema:

Teorema A.4.1. Teorema de existencia de un proceso estocástico (Kolmogorov).
Sea {µt1,··· ,tn}, ti ∈ T ⊂ R, t1 < t2 < · · · < tn, n ≥ 1 una familia de distribuciones finito
dimensionales satisfaciendo A.2 y A.3. Existe un espacio probabilístico (Ω,A ,P) y un pro-
ceso estocástico X(ω, t) definido en ese espacio probabilístico tal que las distribuciones finito
dimensionales de X(ω, t) son {µt1,··· ,tn}.

Teniendo en cuenta el anterior teorema de Kolmogorov, a partir de las distribuciones finito
dimensionales se puede definir una medida de probabilidad P en el espacio medible asociado
(Ω̄,A ) y asociar como ley de probabilidad al proceso estocástico X(ω, t) (o a su equivalente
X̄(ω, t) separable) esa medida de probabilidad. 6

5Dos procesos estocásticos definidos en el mismo espacio probabilístico se dicen “equivalentes” o que uno es una
“modificación del otro” si son iguales casi seguro para cada t perteneciente al conjunto de índices T .

6La extensión de la medida de probabilidad teniendo en cuenta el teorema A.4.1 a procesos no separables no es
única.
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Definimos el proceso estocástico X(ω, t), con conjunto de índices T y conjunto de estados
(E,B) como una aplicación X : T → T̄ , X(t) = X(·, t) = t̄, siendo T̄ el espacio (conjunto) de
todas las variables aleatorias t̄ : Ω → R. Si conocemos, para cada instante t ∈ T , la variable
aleatoria que describe la evolución del proceso este queda descrito conociendo la distribución
de probabilidad de cada una de esas variables X(·, t) = Xt, PXt .

Un proceso estocástico X(ω, t), con conjunto de índices T y conjunto de estados (E,B) también
queda descrito si para cada t ∈ T la variable aleatoria X(·, t) se puede expresar como función
de otras variables aleatorias de las cuales conocemos su ley de probabilidad.

En nuestra investigación, el estudio de los procesos de renovación compuestos con deriva,
esta es la opción que seguiremos a la hora de definir este tipo de procesos.

La teoría de los procesos estocásticos ha experimentado un desarrollo considerable desde sus
orígenes y proporciona modelos de estudio apropiados para la investigación de diversos fenómenos
en disciplinas como la física, la biología, la química... esos modelos matemáticos, en su mayor parte,
están basados en unos procesos estocásticos tipo, o bien modificaciones de ellos. A continuación,
brevemente, vamos a describir esos procesos que podríamos denominar “fundamentales”.
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A.4.2. Procesos estocásticos fundamentales.
Uno de los procesos estocásticos más importantes es el proceso de Wiener, que recibe este

nombre en honor de N. Wiener, uno de los pioneros en el estudio del movimiento browniano, y que
proporciona modelos para el estudio de fenómenos tan diversos como el movimiento browniano (N.
Wiener, [154]), las fluctuaciones de los precios en mercados de mercancías y suministros (L. Bachelier,
[5]), en la mecánica cuántica (M. Kac, [69]),...
Definición A.4.20. Proceso de Wiener. Dado un proceso estocástico X(ω, t) Decimos que “es
un proceso de Wiener” si

Es un proceso estocástico con incrementos independientes estacionarios.

∀ t > 0 : X(·, t) tiene distribución normal.

∀ t > 0 : E(X(·, t)) = 0.

X(·, 0) = 0.

Hay fenómenos aleatorios que se pueden representar mediante una “función de conteo” que
representa la cantidad de sucesos que han ocurrido durante un cierto período de tiempo, desde 0
hasta un determinado t > 0. Fenómenos de este tipo son la cantidad de clientes que llegan a una cola
para que se les sirva, llegada a un contador Geiger de los rayos α emitidos por una fuente radiactiva...
En la literatura esta función de conteo se suele representar por N(t), que “cuenta” la cantidad de
sucesos que han ocurrido en el intervalo temporal (0, t], o la cantidad de veces que ha ocurrido un
suceso en ese intervalo. N(t) toma los valores, por lo tanto, en el conjunto N. Uno de los procesos
estocásticos más importantes (y usados) para estudiar estos fenómenos aleatorios es el denominado
“proceso de Poisson”, que se puede definir axiomáticamente:
Definición A.4.21. Proceso de Poisson con intensidad ν. Dado un proceso estocástico {N(t)}t≥0
decimos que “es un proceso de Poisson con intensidad ν (ν > 0)” si cumple las siguientes propiedades:

N(t) ∈ N ∀ t ≥ 0. Toma sus valores en el conjunto de los números naturales.

{N(t)}t≥0 tiene incrementos independientes estacionarios.

∀ 0 < s < t la variable aleatoria N(t) −N(s), que cuenta la cantidad de veces que ha ocurrido
el suceso en el intervalo (s, t], sigue una distribución de Poisson de media ν(t− s):

P(N(t) −N(s) = k) = [ν(t− s)]k
k! · e−ν(t−s), ∀ k ∈ N.

E[N(t) −N(s)] = ν(t− s), σ2[N(t) −N(s)] = ν(t− s).

Los procesos estocásticos de Poisson han sido utilizados para el estudio de modelos económicos
(H. Cramér, [16]), poblacionales (A. Birnbaum, [10]),...

Otro de los procesos estocásticos fundamentales, tanto desde el punto de vista teórico como
práctico, son los procesos gaussianos. La importancia de los procesos estocásticos gausianos es clara
teniendo en cuenta que dado cualquier proceso estocástico X(ω, t), ya sea de variables aleatorias
R-valoradas o C-valoradas, es posible encontrar un proceso estocástico gaussiano X̄(ω, t) equivalente
con la misma media y covarianza. Con lo cual, en estudios en los cuales únicamente interese la media
y la covarianza, se puede considerar que el proceso X(ω, t) es gaussiano. Un estudio muy interesante
sobre este tipo de procesos puede consultarse en el libro de J. L. Doob [32].
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Definición A.4.22. Proceso gaussiano. Dado un proceso estocástico X(ω, t) decimos que “es
un proceso gaussiano” si la distribución conjunta de cualquier familia finita de variables aleatorias
{X(·, ti)}ni=1 ⊂ {X(·, t)}t∈T es gaussiana; o equivalentemente, su función característica conjunta es:

φX(·,t1),··· ,X(·,tn)(p1, · · · , pn) = e

i
n∑
j=1

pjE[X(·, tj)] − 1
2

n∑
j,k=1

pjpkCov[X(·, tj), X(·, tk)]
, ∀ {pi}ni=1 ∈ R.

Es interesante destacar que el proceso de Wiener es un proceso gaussiano.
Existen fenómenos aleatorios, como ciertos sistemas físicos, en los cuales la probabilidad de que

el sistema en un determinado tiempo t2 permanezca en un estado dado se puede deducir del estado
en un instante t1 anterior cualquiera, y es independiente de toda la historia previa a t1. Los procesos
estocásticos que describen estos fenómenos se denominan “procesos de Markov”. Deben su nombre a
A. A. Markov ([102]) quien puede considerarse el pionero en la investigación en este tipo de procesos,
que posteriormente desarrollaría la escuela de probabilistas rusos como E. B. Dynkin ([36]), A. N.
Kolmogorov ([77]),...

Definición A.4.23. Proceso de Markov. Dado un proceso estocástico X(ω, t), T = [0,+∞)
decimos que “es un proceso de Markov” si cumple la siguiente propiedad (propiedad de Markov):

∀ {ti}ni=1 ∈ T, t1 < t2 < · · · tn : P(X(·, tn) ≤ xn�X(·, t1) = x1, · · · , X(·, tn−1) = xn−1) =

= P(X(·, tn) ≤ xn�X(·, tn−1) = xn−1).

Un caso particular, y muy importante, de procesos de Markov son los denominados “procesos
de difusión”.

Definición A.4.24. Procesos de difusión. Dado un proceso estocástico X(ω, t), t ≥ 0 con espacio
muestral Ω = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ +∞ decimos que “es un proceso de difusión con coeficiente de
deriva µ(u) y coeficiente de difusión σ2(u) > 0, u > 0” si:

1. Es un proceso de Markov.

2. Tiene trayectoria muestral continua.

3. Para todo u > 0 se cumplen las siguientes relaciones cuando t → 0+, ∀ε > 0:

E[[X(·, s+ t) −X(·, s)]I|X(·,s+t)−X(·,s)|≤ε�X(·, s) = u] = tµ(u) + o(t).
E[[X(·, s+ t) −X(·, s)]2I|X(·,s+t)−X(·,s)|≤ε�X(·, s) = u) = tσ2(u) + o(t).
P(|X(·, s+ t) −X(·, s)| > ε�X(·, s) = u) = o(t).

Es interesante destacar que el movimiento browniano es el único proceso de Markov con trayec-
torias continuas que tiene incrementos independientes. El movimiento browniano al ser un proceso de
difusión queda caracterizado por ser un proceso estocástico cumpliendo las condiciones de la anterior
definición, pero podemos también caracterizarlo de la siguiente manera:
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Definición A.4.25. Movimiento browniano. Dado un proceso estocástico X(ω, t), t ≥ 0 decimos
que “es un movimiento browniano con coeficiente de deriva µ y coeficiente de difusión σ2, {µ, σ} ∈ R,”
si tiene trayectoria muestral continua y sus incrementos se distribuyen normalmente, X(·, s + t) −
X(·, s) ; N (tµ,

√
tσ), ∀{t, s} ∈ R+.

Si consideramos caminatas al azar en las cuales las longitudes de los pasos individuales son
pequeñas y los espacios entre un paso y el siguiente son tan pequeños en el tiempo que “parece” un
movimiento continuo, mediante un paso al límite se llega a los procesos de difusión (en particular al
movimiento browniano). 7

Una caminata aleatoria se define como:

Definición A.4.26. Caminata aleatoria. Sea {Xi}i∈N una sucesión de variables aleatorias defini-
das en el espacio probabilístico (Ω,A ,P) cumpliendo las siguientes propiedades:

1. Xi = 1 ∨ Xi = −1 ∀ i ∈ N.

2. P(Xi = 1) = p ∧ P(Xi = −1) = q, p+ q = 1, ∀i ∈ N.

Se denomina “caminata aleatoria“ al proceso estocástico {Sn}n∈N definido de la siguiente forma:

S0 = 0, Sn =
n∑
i=0

Xi, ∀n ∈ N.

Al proceso estocástico {Sn + u}n∈N, u > 0 se le denomina “caminata aleatoria iniciada en u”.

El concepto de “martingala” introducido y estudiado por J. L. Doob([32]) y P. Lèvy([84]),
es, junto con los procesos de Markov, de los más importantes tipos de procesos estocásticos; las
martingalas son imprescindibles a la hora de estudiar la teoría de la integración estocástica y el
cálculo de Ito (K. Itô, [67]).

Definición A.4.27. Martingala, submartingala y supermartingala. Sea (Ω,A ,P) un espacio
probabilístico y sea una filtración {At}t≥0 definida en él. Sea el proceso estocástico X(ω, t) definido
en el espacio probabilístico (Ω,A ,P) con conjunto de índices T y conjunto de estados E, adaptado a
la filtración {At}t≥0 y tal que ∀ t ∈ T : E(|X(·, t)|) < +∞. Decimos que es:

Submartingala si ∀t ≥ s ≥ 0 : E(X(·, t)�As) ≥ X(·, s).

Supermartingala si ∀t ≥ s ≥ 0 : E(X(·, t)�As) ≤ X(·, s).

Martingala si ∀t ≥ s ≥ 0 : E(X(·, t)�As) = X(·, s).

Otros procesos destacados son los denominados “procesos de saltos” y los “procesos de llegadas”
o “procesos de conteo”:

Definición A.4.28. Proceso de saltos. Dado un proceso estocástico X(ω, t), t ≥ 0 definido sobre
un espacio probabilístico (Ω,A ,P) decimos que es un “proceso de saltos” si existe una sucesión de
variables aleatorias {tn}n∈N definidas sobre el espacio probabilístico (Ω,A ,P) tal que:

{tn}n∈N es una sucesión monótona creciente de variables aleatorias, tn < tn+1, ∀n ∈ N.
7Ver W. Feller Introducción a la teoría de la probabilidad, Tomo I, pag. 356, o R.N, Bhattacharya, Stochastic

processes with applications, pag. 386.
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Las trayectorias permanecen constantes en los intervalos (tn, tn+1) y presentan saltos en los
puntos tn.

Existen los límites
ĺım
t→t±n

X(·, t), ∀ n ∈ N.

Cuando describimos los procesos de Poisson ya mencionamos la importancia de los procesos de
conteo, con aplicaciones en diferentes disciplinas científicas.

Definición A.4.29. Proceso de conteo (de llegadas). Dado un proceso estocástico {N(t)}t≥0
definido sobre un espacio probabilístico (Ω,A ,P) decimos que es un “proceso de conteo” si :

Es un proceso de saltos.

Se verifica

N(t) =
+∞∑
n=0

nI{tn≤t<tn+1}, ∀ t ≥ 0.

Siendo {tn}n∈N una sucesión de variables aleatorias definidas en el espacio probabilístico (Ω,A ,P)
que cumple las hipótesis de la definición del proceso de saltos; las denominamos “tiempos de llegada”.
La sucesión de variables aleatorias {τn}n∈N definida como τ1 = t1, τn = tn − tn−1 ∀ n ∈ N las
denominamos “tiempos entre llegadas”.

Es interesante destacar que un proceso de conteo satisfaciendo una cierta axiomática es un
proceso de Poisson. Sea un proceso de conteo {N(t)}t≥0 que satisface los siguientes axiomas:

Axioma I. Definimos N(0) = 0.

Axioma II. El proceso {N(t)}t≥0 tiene incrementos independientes.

Axioma III. Para todo t ≥ 0 se verifica:

ĺım
h→0

P(N(t+ h) −N(t) ≥ 2�N(t+ h) −N(t) = 1) = 0.

Axioma IV. El proceso de conteo {N(t)}t≥0 tiene incrementos estacionarios.

El proceso {N(t)}t≥0 es un proceso de Poisson. Si se suprime el Axioma III obtenemos los
denominados “procesos de Poisson generalizados”. Si se suprime el Axioma IV obtenemos los deno-
minados “procesos de Poisson no homogéneos”. Un estudio muy detallado se puede consultar en el
libro de E. Parzen ([122]).

Es interesante el siguiente teorema:

Teorema A.4.2. Los tiempos sucesivos entre llegadas {τi}i∈N de los procesos del tipo Poisson de
intensidad ν > 0 son variables aleatorias independientes distribuidas idénticamente, que obedecen
una ley de probabilidad exponencial con media 1

ν
.
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Apéndice B

Estudio de casos particulares de
distribuciones.

B.1. Tiempos de espera con distribución exponencial.
Proposición B.1.1. (Ley de probabilidad no condicionada). En el caso de que las variables
aleatorias tiempos de espera, {τi}i∈N, tengan distribución exponencial de parámetro λ la función de

densidad de St =
N(t)∑
i=1

Yi verifica la siguiente igualdad:

fSt(x) = δ0(x)e−λt + 1
2π

∫ +∞

−∞
e−ipx−λt ·

(
eλtψ(p) − 1

)
dp (B.1)

Demostración. Vamos a descomponer la distribución de probabilidad PSt en la suma de dos dis-
tribuciones de probabilidad, una discreta, PDSt

, y una absolutamente continua, PCSt
, siendo PDSt

la distribución de probabilidad de un átomo concentrado en el {0} .

PSt = PDSt
+ PCSt

.

Teniendo en cuenta que τi  ε(λ) obtenemos:

P(St = 0) = P(τ1 > t) =
∫ +∞

t
λe−λx dx = e−λt,

P(N(t) = k) = (λt)ke−λt

k! .

Con lo cual:

PSt = δ0e
−λt + PCSt

.

Aplicando la transformada de Fourier a los dos lados de la igualdad obtenemos:

∫ +∞

−∞
eipx dPCSt

(x) = e−λt · eλtψ(p) − e−λt = e−λt
(
eλtψ(p) − 1

)
.
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Siendo ψ(p) la función característica de la variable aleatoria Yi, los saltos. Aplicando la trans-
formada inversa obtenemos efectívamente B.3.

Para la ley de probabilidad condicionada tenemos la siguiente proposición:
Proposición B.1.2. (Ley de probabilidad condicionada).En el caso de que las variables aleato-
rias tiempos de espera, {τi}i∈N, tengan distribución exponencial de parámetro λ la función de densidad

de St+h =
N(t+h)∑
i=1

Yi condicionada por St = x satisface la siguiente igualdad:

fSt+h�St=x(y) = δ0(y − x)e−λh + 1
2π ·

∫ +∞

−∞
e−ip(y−x) e

λ(ψ(p)−1)h
[
1 − e−λψ(p)h

]
λ

dp (B.2)

Demostración. Teniendo en cuenta las proposiciónes 2.2.2, en la página 44, 2.1.2, en la página 13,
2.1.10, en la página 21, y 2.1.11 en la página 22, obtenemos:

m(l) = E(N(l)) = λl, f̂(s) = λ

λ+ s
.

Vamos a calcular la función de densidad de la variable aleatoria excess life, E +
t :

fE +
t

(l) = λe−λ(t+l) +
∫ t

0
λ
(
λe−λ(t+l−x)

)
dx = λe−λl.

Teniendo en cuenta que los tiempos de espera {τi}i∈N tienen distribución exponencial de pará-
metro λ, se cumple:

Fτi
(t) = P(τi ≤ t) = 1 − e−λt.

y

P(E +
t > h) = 1 − F (h+ t) +

∫ t

0
dm(l) [1 − F (h+ t− l)] = e−λh.

Vamos a calcular ahora GN(h−l)(z), la función generatriz de la variable aleatoria N(h− l).

GN(h−l)(z) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
es(h−l) 1 − f̂(s)

s
(
1 − f̂(s)z

) ds = eλ(z−1)(h−l).

Hemos tenido en cuenta el teorema de los residuos, eligiendo γ de forma que el polo λ(z − 1)
quede en el interior del recinto, λ(z − 1) < γ.

A continuación vamos a calcular la integral

∫ h

0
GN(h−l)(ψ(p)) · dφ(l�t) =

∫ h

0
eλ(ψ(p)−1)(h−l)λe−λl dl =

eλ(ψ(p)−1)h
[
1 − e−λ(ψ(p)h

]
λψ(p) .

Tras diversos cálculos. Teniendo en cuenta estos resultados deducidos, concluimos que se verifica
B.2.
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B.2. Tiempos de espera con distribución Erlang.
Proposición B.2.1. Ley de probabilidad no condicionada. En el caso de que los tiempos de
espera {τi}i∈N tienen distribución Erlang, τi  εr(n, λ), la función de densidad no condicionada
satisface la siguiente igualdad:

fSt(x) = δ0(x)e−λt
n−1∑
k=0

(λt)k

k! + (B.3)

+ 1
2π ·

∫ +∞

−∞
e−ipx−λt

[
n∑
i=1

eλrit [ψ(p) − 1]
(ri − 1)∏n

k=1,k 6=i(ri − rk)
−

n−1∑
i=0

(tλ)i
i!

]
dp

Demostración. Es sabido que la transformada de Laplace de f(x), siendo f(x) la función de den-
sidad de los tiempos de espera {τi}i∈N tiene la siguiente expresión:

f̂(s) =
(

λ

λ+ s

)n
.

Teniendo en cuenta la proposición 2.2.1, en la página 42, aplicando el teorema de los residuos
obtenemos:

1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
est
(
1 − f̂(s)

) f̂(s) · ψ(p)
s
(
1 − f̂(s) · ψ(p)

) ds = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
est
(

1 −
(

λ

λ+ s

)n) (
λ
λ+s

)n
· ψ(p)

s
(
1 −

(
λ
λ+s

)n
ψ(p)

) ds =

=
n∑
i=1

eλ(ri−1)t [ψ(p) − 1]
(ri − 1)∏n

k=1,k 6=i(ri − rk)
− e−tλ

n−1∑
i=0

(tλ)i
i! .

Por otro lado, teniendo en cuenta que P(St = 0) = P(N(t) = 0) = P(t1 > t) = P(τ1 > t) =
1 − F (t) , necesitamos calcular F (t) = 1 − F (t):

λn

Γ(n)

∫ +∞

t
xn−1e−λx dx = e−λt

n−1∑
k=0

(λt)k

k! .

Tras diversos cambios de variable y cálculos aritméticos. Con lo cual concluimos B.3.
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Para la ley de probabilidad condicionada:

Proposición B.2.2. Ley de probabilidad condicionada. En el caso de que los tiempos de espera
{τi}i∈N tienen distribución Erlang, τi  εr(n, λ), la función de densidad condicionada satisface la
siguiente igualdad:

fSt+h�St=x(y) = δ0(y − x)
n∑
k=1

(λh) e−λh

(k − 1)!

n∑
j=k

αj(t)+ (B.4)

+ 1
2π

∫ +∞

−∞
e−ip(y−x)

[
λψ(p) [ψ(p) − 1]

(n− 1)! e−λh
n∑
i=1

eλrih

(ri − 1)∏n
k 6=i(ri − rk)

(
n∑
k=1

αk(t)
∫ h

0
(λl)k−1e−λrildl

)]
dp

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 2.2.7, en la página 48, necesitamos calcular
GN(h−l)(z) :

GN(h−l)(z) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
es(h−l) 1 −

(
λ
λ+s

)n
s
(
1 −

(
λ
λ+s

)n
z
)ds =

n∑
i=1

eλ(ri−1)(h−l) [z − 1]
(ri − 1)∏n

k 6=i (ri − rk)
.

Por el teorema de los residuos.
Vamos a calcular ahora m(t). Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la proposición

2.1.5, en la página 15, obtenemos:

m(t) =
+∞∑
k=1

F ∗k(t) = λ
+∞∑
k=1

∫ t

0

(λx)nk−1

(nk − 1)!e
−λx dx = λ

∫ t

0

(+∞∑
k=1

(λx)nk−1

(nk − 1)!

)
e−λx dx.

Teniendo en cuenta que es una serie de funciones integrables y que converge uniformemente (se
puede aplicar el criterio M de Weierstrass para comprobarlo, proposición A.1.15, página 221) y por
lo tanto la integral de la suma de la serie coincide con la suma de la serie formada por las integrales
de las funciones.

Se puede demostrar (ver, por ejemplo, Stochastic processes de Parzen) que:

+∞∑
k=1

unk−1

(nk − 1)! = 1
n

n−1∑
k=0

εkeuε
k

, ∀u ∈ R ∧ ∀n ∈ Z.

Siendo ε = e
2πi
n , ε0 = 1, εk = e

2πik
n .

Por lo tanto:

m(t) = λ
∫ t

0

(
1
n

n−1∑
k=0

εkeλxε
k

)
e−λxdx = λt

n
+ λ

n

n−1∑
k=1

εk

λ (1 − εk)

[
1 − e−λ

(
1−εk

)
t
]
.
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Una vez que tenemos deducido m(t) vamos a calcular m′(t) = d(m(t))
dt . Por cálculo directo,

tenemos que:

m′(t) = λ

n
+ λ

n

n−1∑
k=1

εk

λ (1 − εk)

[
−e−λ

(
1−εk

)
t
(
−λ

(
1 − εk

))]
=

n∑
k=1

λεk

n
e−λ

(
1−εk

)
t.

Teniendo en cuenta que εn = e
2πin

n = e2πi = cos(2π) + i sen(2π) = 1.
Siendo φ(t�r) = P(E +

r ≤ t) teniendo en cuenta la proposición 2.1.9, en la página 20, despues
de cálculos laboriosos, obtenemos:

φ(t�r) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
es(t+r)

1 − f̂(s)
s

∫ +∞

r
e−sl dm(l) ds.

Para hallar la función de densidad por cálculo directo, o teniendo en cuenta la proposición
2.1.11, en la página 22, sustituyendo la expresión que hemos obtenido para dm(l) = m′(l) dl:

fE +
r

(t) =
n∑
k=1

λ(λt)k−1 e−λt

(k − 1)!αk(r).

Siendo αk(r) = 1
n

∑n
j=1 ε

kje−rλ(1−εj).
Recordando el resultado anteriormente deducido para GN(h−l)(z) y usando el que acabamos de

obtener se deduce:

∫ h

0
GN(h−l)(ψ(p)) dφ(l�t) = λ [ψ(p) − 1]

(n− 1)! e−λh
n∑
i=1

eλrih

(ri − 1)∏n
k 6=i(ri − rk)

(
n∑
k=1

αk(t)
∫ h

0
(λl)k−1e−λril dl

)
.

Para concluir, necesitamos calcular P(E +
t > h). Teniendo en cuenta la proposición 2.1.10, en

la página 21:

P(E +
t > h) =

n∑
k=1

(λh) e−λh

(k − 1)!

n∑
j=k

αj(t).

Por ello concluimos que efectívamente se cumple B.4.
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Apéndice C

Solución ecuaciones integrales. Tiempos
medios y ley de probabilidad.

C.1. Tiempos medios de primera llegada a la barrera supe-
rior.

El caso favorable. Solución general.

Proposición C.1.1. La solución de la ecuación integral en el caso en que la deriva es positiva
y los saltos son negativos, partiendo de X0 = u, satisface la siguiente identidad:

M(u) = F(b− u), u ∈ [0, b] (C.1)

Siendo:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

csf̂ ′(cs)(1 − ĝ(s)) + 1 − f̂(cs)
cs2(1 − f̂(cs)ĝ(s))

 ds, y ∈ [0,+∞) (C.2)

Demostración. Razonando como hicimos en la proposición 3.3.1, en la página 59, condicio-
nando por los valores que toma (τ1, Y1) obtenemos:

tbu = b− u

c
I{τ1>

b−u
c

} +
(
τ1 + t

′b
u

)
I{τ1≤ b−u

c
, 0<Y1<b−(u+cτ1)

}.
Para el tiempo medio se deduce de modo inmediato

M(u) = b− u

c
F (b− u

c
) + 1

c

∫ b−u

0

∫ t

0
[b− t− u

c
]g(v)f(b− t− u

c
) dv dt+

+1
c

∫ b−u

0

∫ t

0
M(b− t+ v)g(v)f(b− t− u

c
) dv dt.
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Vamos a resolver la anterior ecuación integral, para lo cual vamos a definir el objeto auxiliar:

F(y) = y

c
F (y

c
) + 1

c

∫ y

0

∫ t

0
[y − t

c
]g(v)f(y − t

c
) dv dt+

+1
c

∫ y

0

∫ t

0
F(t− v)g(v)f(y − t

c
) dv dt, y ∈ [0,+∞).

A continuación vamos a aplicar la transformada de Laplace a los dos lados de la anterior
igualdad, con lo cual:

F̂(s) =
∫ +∞

0
e−sy

[
y

c
F (y

c
) + 1

c

∫ y

0

∫ t

0
[y − t

c
]g(v)f(y − t

c
) dv dt

]
dy+

+
∫ +∞

0
e−sy

[1
c

∫ y

0

∫ t

0
F(t− v)g(v)f(y − t

c
) dv dt

]
dy.

Teniendo en cuenta las propiedades de la transformada de Laplace, y después de cambios de
variable y diversos cálculos, obtenemos:

F̂(s) = f̂ ′(cs)
s

− f̂(cs)
cs2 + 1

cs2 − f̂ ′(cs)ĝ(s)
s

+ f̂(cs)ĝ(s), F̂(s) = csf̂ ′(cs)(1 − ĝ(s)) + 1 − f̂(cs)
cs2(1 − f̂(cs)ĝ(s))

.

Eligiendo ahora α de forma adecuada y aplicando la transformada inversa de Laplace con-
cluimos C.2.

Teniendo en cuenta la definición de F(y), obtenemos que M(u) = F(b− u).

Para el caso en que el tiempo de partida no es de renovación, tendremos:

Proposición C.1.2. La solución de la ecuación integral en el caso en que la deriva es positiva
y los saltos son negativos, partiendo de Xr = u, 0 < r < τ1, E −

r = z, satisface la siguiente
identidad:

M(r, u, z) = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] (C.3)

Siendo:

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

csf̂ ′
z(cs)[1 − ĝ(s)] + F̄ (z) − f̂z(cs)

cs2F̄ (z)
+ f̂z(cs)ĝ(s)F̂(s)

F̄ (z)

 ds (C.4)
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con y ∈ [0,+∞), f̂z(cs) =
∫ +∞

0
e(−cs)xf(z + x) dx, f̂ ′

z(cs) = d(f̂z(cs))
ds .

Demostración. Razonando igual que hicimos en la proposición 3.3.2, en la página 63, obte-
nemos:

tbr,u = b− u

c
I{E +

r > b−u
c

} + (E +
r + t

′b
r,u)I{0≤E +

r ≤ b−u
c
,0<Y1<b−(u+cE +

r )}.

Razonando de un modo equivalente a los anteriores. Despreciamos sucesos con probabilidad
cero. A partir de esa expresión obtenemos para el tiempo medio de primera llegada (~σ = (Xr =
u,E −

r = z)):

M(r, u, z) = b− u

c

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b−u

0

∫ t

0
[b− t− u

c
+M(b−t+v)]g(v)f(z+b− t− u

c
) dv dt.

Para resolver la anterior ecuación integral definimos el siguiente objeto, y a continuación
aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la igualdad:

F(r, y, z) = y

c

F̄ (z + y
c
)

F̄ (z)
+ 1
cF̄ (z)

∫ y

0

∫ t

0
[y − t

c
+ F(t− v)]g(v)f(z + y − t

c
) dv dt, y ∈ [0,+∞).

Que también podemos expresar como:

F(r, y, z) = y

c

F̄ (z + y
c
)

F̄ (z)
+ 1
cF̄ (z)

∫ y

0

∫ t

0

y − t

c
g(v)f(z + y − t

c
) dv dt+

+ 1
cF̄ (z)

∫ y

0

∫ t

0
F(t− v)g(v)f(z + y − t

c
) dv dt, y ∈ [0,+∞).

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados de la igualdad obtenemos:

F̂(r, s, z) = csf̂ ′
z(cs)[1 − ĝ(s)] + F̄ (z) − f̂z(cs)

cs2F̄ (z)
+ f̂z(cs)ĝ(s)F̂(s)

F̄ (z)
.

Eligiendo ahora α de forma adecuada y aplicando la transformada de Laplace inversa obte-
nemos C.4.

Teniendo en cuenta la definición de F(r, y, z), obtenemos que M(r, u, z) = F(r, b− u, z).
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El caso desfavorable. Estudio y solución de casos posibles.
El caso actuarial.

Proposición C.1.3. Supongamos que F tiene una función de densidad f , de clase Cn en
(0,∞) y que existe un operador diferencial de coeficientes constantes L = L(∂u) de orden
n ∈ N tal que f resuelve:



 n∑
j=0

aj
∂j

∂tj

 f(t) = 0

 n∑
j=1

ajj
∂j−1

∂tj−1

 f(t) = 0

(C.5)

Con las condiciones iniciales

f j(0) = bj, para j = 0, · · · , n− 1. (C.6)

Entonces:

1. La función de renovación m(t) = E(N(t)) tiene una derivada ν(t) = m′(t) que resuelve
la ecuación diferencial con condiciones iniciales:

(L− a0) ν =
 n∑
j=1

aj
∂j

∂tj

 ν(t) = 0, y (C.7)

νj(0) = 0 para j = 0, · · · , n− 2, νn−1(0) = a0.

2. M(u) ∈ Cn(0, b)1 y cualquier solución M(u) de la ecuación integral 3.50 en la página 89,
debe también resolver la ecuación integro-diferencial:

 n∑
j=0

(−c)jaj
∂j

∂uj

M(u) = A+
n−1∑
k=0

BkΠk(u) +
n−2∑
k=0

CkΓk(u). (C.8)

Cuando b < +∞ satisface, además, las n condiciones de frontera:
1Derivada continua de orden n en (0, b).

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



C.1 Tiempos medios de primera llegada a la barrera superior. 274

M(b) = 0, M ′(b) = −1
c

− 1
c
f(0)Π(b), (C.9)

M ′′(b) = −
( 1
c2

)
2f(0) +

( 1
c2

)
f ′(0)Π(b) − 1

c
f(0)Π′(b) +

( 1
c2

)
f(0)Γ(b),

Mk(b) = −
( 1
ck

)
kfk−2(0) − 1

c

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(0)Πi(b)+

+ 1
c2

k−2∑
i=0

(k − 1 − i)
(−1
c

)k−2−i
fk−2−i(0)Γi(b). Abreviadamente:

M(b) = 0, Mk(b) = −
( 1
ck

)
kfk−2(0) − 1

c

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(0)Πi(b)+ (C.10)

+ 1
c2

k−2∑
i=0

(k − 1 − i)
(−1
c

)k−2−i
fk−2−i(0)Γi(b) para k = 1, · · · , n− 1,

si aceptamos f−1(0) = 1,
−1∑
i=0

= 0. Siendo:

A = a0
b− u

c
− b− u

c

n∑
k=1

akbk−1 + a1 −
n∑
k=2

akkbk−2, (C.11)

Bk = (−c)k
 n∑
i=k+1

aif
i−k−1(0)

 , Π(u) =
∫ u

0
M(u− v)g(v) dv, Πk(u) = ∂kΠ(u)

∂uk
, (C.12)

Ck = (−c)k
 n∑
i=k+2

ai(i− k − 1)f i−k−2(0)
 , Γ(u) =

∫ u

0
g(v) dv, Γk(u) = ∂kΓ(u)

∂uk
. (C.13)

Demostración. Vamos a demostrar el resultado.

1. Es conocida la siguiente relación:

m̂′(s) = f̂(s)
1 − f̂(s)

, de donde:

f̂(s) = m̂′(s)
1 + m̂′(s) .

También es conocida la relación que verifica la transformada de Laplace de la derivada
n-ésima de una cierta función f :

L(fn(t)) = snf̂(s) − [sn−1f(0) + sn−2f ′(0) + · · · + fn−1(0)].
Teniendo en cuenta las hipótesis de la proposición, se cumple que:2

2Hemos supuesto, sin pérdida de generalidad, que an = 1.
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a0f(t) + a1f
′(t) + · · · + fn(t) = 0, ∀t ∈ (0,+∞).

Si aplicamos la transformada de Laplace a los dos lados de la igualdad, obtenemos:

a0L(f(t)) + a1L(f ′(t)) + a2L(f ′′(t)) + · · · + L(fn(t)) = 0,

a0f̂(s) + a1sf̂(s) + a2s
2f̂(s) + · · · + snf̂(s) − fn−1(0) = 0.

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales que por hipótesis verifica el operador dife-
rencial y siendo f̂(s) = L(f(t)). De ahí obtenemos:

a0
m̂′(s)

1 + m̂′(s) + a1s
m̂′(s)

1 + m̂′(s) + a2s
2 m̂′(s)
1 + m̂′(s) + · · · + sn

m̂′(s)
1 + m̂′(s) − a0 = 0, 3

a1sm̂
′(s) + a2s

2m̂′(s) + · · · + snm̂′(s) − a0 = 0.

Si hacemos ν(t) = m′(t) e imponemos las condiciones νj(0) = 0 para j = 0, · · · , n −
2, νn−1(0) = a0 es evidente que la anterior identidad corresponde a

a1L(ν ′(t)) + a2L(ν ′′(t)) + · · · + L(νn(t)) = 0.

Con lo cual se cumple la igualdad C.7 y queda demostrada la primera parte de la
proposición.

2. Vamos a demostrar la segunda parte. Sabemos que M(u) satisface la siguiente igualdad:

M(u) = b− u

c
F̄ (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u

t− u

c
f(t− u

c
)
∫ t

0
g(v) dv dt+

+1
c

∫ b

u
f(t− u

c
)
∫ y

0
M(t− v))g(v) dv dt.

Derivando respecto de u la anterior identidad obtenemos:
3Recordamos que por hipótesis fn−1(0) = a0.
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−cM ′(u) = F̄ (b− u

c
) − b− u

c
f(b− u

c
)+

+1
c

∫ b

u
[(f(t− u

c
) + t− u

c
f ′(t− u

c
)]
∫ t

0
g(v) dv dt+

+1
c

∫ b

u
f ′(t− u

c
)
∫ t

0
M(t− v)g(v) dv dt+ b0Π(u), donde:

Π(u) =
∫ u

0
M(u− v)g(v) dv, Γ(u) =

∫ u

0
g(v) dv.

Volvemos a derivar respecto de u:

c2M ′′(u) = −2f(b− u

c
) − b− u

c
f ′(b− u

c
)+

+1
c

∫ b

u
[2f ′(t− u

c
) + t− u

c
f ′′(t− u

c
)]
∫ t

0
g(v) dv dt+ b0Γ(u)+

+1
c

∫ b

u
f ′′(t− u

c
)
∫ t

0
M(t− v)g(v) dv dt+ b1Π(u) − cb0Π′(u).

Se comprueba que para i = 1, · · · , n, n ≥ 2 se verifica la siguiente igualdad:

(−c)i∂
iM(u)
∂ui

= −if i−2(b− u

c
) − (b− u

c
)f i−1(b− u

c
)+

+1
c

∫ b

u
[if i−1(t− u

c
) + t− u

c
f i(t− u

c
)]
∫ t

0
g(v) dv dt+

i−2∑
k=0

[i− 1 − k](−c)kbi−2−kΓk(u)+

+1
c

∫ b

u
f i(t− u

c
)
∫ t

0
M(t− v)g(v) dv dt+

i−1∑
k=0

(−c)kbi−1−kΠk(u).

Denotamos con F̄ ( b−u
c

) ≡ −f−1( b−u
c

), con f i(0) = bi, i = 0, 1, · · · , n− 2, ∀n ∈ N∧ n ≥
1. Si multiplicamos por ai a los dos lados de las igualdades y sumamos desde 0 hasta n
tendremos:
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(
n∑
i=0

(−c)iai
∂i

∂ui

)
M(u) = a0

b− u

c
− a0

b− u

c
F (b− u

c
) + a1 − a1F (b− u

c
)+

+1
c

∫ b

u

t− u

c

n∑
i=0

aif
i(t− u

c
)
∫ t

0
g(v) dv + 1

c

∫ b

u

n∑
i=0

aif
i(t− u

c
)
∫ t

0
M(t− v)g(v) dv dt+

+1
c

∫ b

u

n∑
i=1

aiif
i−1(t− u

c
)
∫ t

0
g(v) dv dt− b− u

c

n∑
i=1

aif
i−1(b− u

c
)−

−
n∑
i=2

aiif
i−2(b− u

c
) +

n−1∑
k=0

BkΠk(u) +
n−2∑
k=0

CkΓk(u), siendo:

Bk = (−c)k
 n∑
i=k+1

aibi−k−1

 , Ck = (−c)k
 n∑
i=k+2

ai(i− k − 1)bi−k−2

 .
Tras diversos cálculos aritméticos obtenemos:

(
n∑
i=0

(−c)iai
∂i

∂ui

)
M(u) = a0

b− u

c
− b− u

c

n∑
k=1

akbk−1 + a1 −
n∑
k=2

akkbk−2+

+
n−1∑
k=0

BkΠk(u) +
n−2∑
k=0

CkΓk(u),

(
n∑
i=0

(−c)iai
∂i

∂ui

)
M(u) = A+

n−1∑
k=0

BkΠk(u) +
n−2∑
k=0

CkΓk(u).

Donde:

A = a0
b− u

c
− b− u

c

n∑
k=1

akbk−1 + a1 −
n∑
k=2

akkbk−2,

Bk = (−c)k
 n∑
i=k+1

aif
i−k−1(0)

 , Π(u) =
∫ u

0
M(u− v)g(v) dv, Πk(u) = ∂kΠ(u)

∂uk
,

Ck = (−c)k
 n∑
i=k+2

ai(i− k − 1)f i−k−2(0)
 , Γ(u) =

∫ u

0
g(v) dv, Γk(u) = ∂kΓ(u)

∂uk
.
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Si b < +∞, teniendo en cuenta la identidad que satisface M(u), es evidente que M(b) =
0. También vimos que

M ′(u) = −(1
c
)F̄ (b− u

c
) + (1

c
)b− u

c
f(b− u

c
)−

− 1
c2

∫ b

u
[(f(t− u

c
) + t− u

c
f ′(t− u

c
)]
∫ t

0
g(v) dv dt−

− 1
c2

∫ b

u
f ′(t− u

c
)
∫ t

0
M(t− v)g(v) dv dt− 1

c
f(0)

∫ u

0
M(u− v)g(v) dv.

De donde M ′(b) = −1
c

− 1
c
b0Π(b). Y teniendo en cuenta las identidades obtenidas para

M i(u), i = 2, · · · , i = n− 1, se cumple que:

M(b) = 0, Mk(b) = −
( 1
ck

)
kfk−2(0) − 1

c

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(0)Πi(b)+

+ 1
c2

k−2∑
i=0

(k − 1 − i)
(−1
c

)k−2−i
fk−2−i(0)Γi(b) para k = 1, · · · , n− 1.

A partir de la anterior proposición es fácil obtener una solución de la ecuación C.8 en la
página 273. Tenemos el siguiente corolario:

Corolario C.1.1. Supongamos que F tiene una función de densidad f , de clase Cn en (0,∞)
para la cual se cumple C.5 y C.6, entonces la solución de la ecuación integro diferencial C.8
satisface la identidad:

M(u) = ∆(b, u)
∆(b) , donde : (C.14)

∆(b, u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Θ(u) −π1(u) −π2(u) . . . −πn(u)

σ1(b) a00 a01 . . . a0(n−1)

σ2(b) a10 a11 . . . a1(n−1)
...

σn−1(b) a(n−1)0 a(n−1)1 . . . a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (C.15)
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∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 · · · a0(n−1)

a10 a11 · · · a1(n−1)
...

a(n−1)0 a(n−1)1 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (C.16)

σj(b) = −Θj(b) − 1
cj
jbj−2 +

j−1∑
i=0

ξj−1−im
i
0(b) + 1

c2

j−2∑
i=0

(j − 1 − i)
(−1
c

)j−2−i
bj−2−iΓi(b), (C.17)

πi(u) = ∂i+1π0(u)
∂ui+1 , π0(u) = 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

esu ds
s[∑n

j=0 aj(−cs)j − a0ĝ(s)]
, (C.18)

θ(u) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esu

Γ̂(s) ds
L(s) , θk(u) = ∂kθ(u)

∂uk
, (C.19)

aij = πj+1+i(b)−
i−1∑
k=0

ξi−1−km
k
j+1(b), ξi−1−k = (−1

c
)i−kf i−1−k(0), Θ(b) = Aπ(b)+

n−1∑
k=0

Ckθk(b) dy,

(C.20)

m0(b) =
∫ b

0
Θ(b− v)g(v) dv, mk(b) =

∫ b

0
πk(b− v)g(v) dv, mj

k(u) = ∂jmk(u)
∂uj

, k = 1, · · · , n.
(C.21)

Demostración. Para probar el enunciado vamos a resolver una versión auxiliar de C.8 exten-
dida a [0,+∞) y desprovista de condiciones de frontera. Aplicando la transformada de Laplace
a C.8 obtenemos

a0L(M(u))+(−c)a1L(M ′(u))+· · ·+(−c)nanL(Mn(u)) = L(A)+B0L(Π(u))+B1L(Π′(u))+· · ·

+BnL(Πn(u)) + C0L(Γ(u)) + C1L(Γ′(u)) + · · · + CnL(Γn(u)).

Por las propiedades de la transformada de Laplace se sigue que:

n∑
i=0

(−c)iaisiM̂(s) −
n−1∑
k=0

 n∑
i=k+1

(−c)iaiM i−k−1(0)
 sk =

= A

s
+

n−1∑
i=0

Bis
iΠ̂(s) −

n−2∑
k=0

 n−1∑
i=k+1

BiΠi−k−1(0)
 sk +

n−1∑
i=0

Cis
iΓ̂(s) −

n−2∑
k=0

 n−1∑
i=k+1

CiΓi−k−1(0)
 sk.
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Por simplicidad podemos expresarlo como:

n∑
i=0

(−c)iaisiM̂(s) −
n−1∑
k=0

αks
k = A

s
+

n−1∑
i=0

Bis
iΠ̂(s) −

n−2∑
k=0

βks
k +

n−1∑
i=0

Cis
iΓ̂(s) −

n−2∑
k=0

δks
k, donde:

αk =
n∑

i=k+1
(−c)iaiM i−k−1(0), βk =

n−1∑
i=k+1

BiΠi−k−1(0), δk =
n−1∑
i=k+1

BiΓi−k−1(0)

k = 0, · · · , n− 1, βn−1 = 0, δn−1 = 0.

Por las propiedades de la transformada de Laplace, teniendo en cuenta la definición de Π(u),
sabemos que L(Π(u)) = M̂(s)ĝ(s). Por lo tanto obtenemos:

[
n∑
i=0

(−c)iaisi −
n−1∑
i=0

Bis
iĝ(s)

]
M̂(s) = A

s
+

n−1∑
k=0

(αk − βk − δk)sk +
n−1∑
i=0

Cis
iΓ̂(s).

Si denotamos

L(s) =
n∑
i=0

(−c)iaisi −
n−1∑
i=0

Bis
iĝ(s),

la anterior identidad la podemos escribir como:

M̂(s) = A

sL(s) +
n−1∑
k=0

(αk − βk − δk)sk
L(s) +

n−1∑
k=0

CkΓ̂(s)sk
L(s) .

Mediante la transformada inversa de Laplace obtenemos:

M(u) = Aπ(u) +
n−1∑
k=0

µkπk+1(u) +
n−1∑
k=0

Ckθk(u), donde (C.22)

π(u) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

esu ds
sL(s) , πk(u) = ∂kπ(u)

∂uk
, θ(u) = 1

2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esu

Γ̂(s) ds
L(s) , θk(u) = ∂kθ(u)

∂uk
.

(C.23)
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Siendo µk = αk − βk − δk, k = 0, · · · , n − 1 constantes indefinidias y eligiendo γ ∈ R de
forma adecuada.

Ahora imponemos la dependencia de b y denotamos por Mb(u) al tiempo medio de primera
llegada a b, b < +∞ cuando el tiempo inicial es un tiempo de renovación. Sea Υb(u) una
solución de la ecuación integro-diferencial C.8, debe cumplir las condiciones de frontera C.10,
lo cual implica que las constantes µk, k = 0, · · · , k = n− 1 deben satisfacer el sistema lineal:



n−1∑
k=0

µkπk+1(b) = −Θ(b)

n−1∑
k=0

µkπ
′
k+1(b) = −1

c
− 1
c
b0Π(b) − Θ′(b)

n−1∑
k=0

µkπ
′′
k+1(b) = −1

c
b0Π

′(b) − 1
c2 2b0 + 1

c2 b1Π(b) + 1
c2 b0Γ(b) − Θ′′(b)

...
n−1∑
k=0

µkπ
n−1
k+1 (b) = βn−1(b) − Θn−1(b)

(C.24)

Donde:

βn−1(b) = − 1
cn−1 (n− 1)bn−3 − 1

c

n−2∑
i=0

(−1
c

)n−2−i
bn−2−iΠi(b)+

+ 1
c2

n−3∑
i=0

(n− 2 − i)
(−1
c

)n−3−i
bn−3−iΓi(b), Θ(b) = Aπ(b) +

n−1∑
k=0

Ckθk(b).

Resolviendo el sistema se obtiene el resultado.

C.2. Tiempos medios de escape.
El caso favorable. Solución general.
Proposición C.2.1. La solución de la ecuación integral en el caso en que la deriva es positiva
y los saltos son negativos, partiendo de X0 = u, satisface la siguiente identidad:

M(u) = F(b− u), u ∈ [0, b] (C.25)

Siendo:

F(y) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

1
cs2 · 1 − f̂(cs)

1 − f̂(cs)ĝ(s)
ds, y ∈ [0,+∞) 4 (C.26)

4Eligiendo γ de forma adecuada
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Demostración. Razonando como hicimos en la proposición C.1.1 obtenemos:

t[0,b]
u = b− u

c
I{τ1>

b−u
c

} + τ1I{τ1≤ b−u
c

} + t′[0,b]
u I{τ1≤ b−u

c
,0<y1<b−u−cτ1}

5.

Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones indicatrices, de la unión e intersección
de conjuntos.

Vamos a calcular ahora el tiempo medio de escape de la zona [0, b]. Teniendo en cuenta la
anterior identidad:

E(t[0,b]
u �X0 = u) = b− u

c

∫ +∞

b−u
c

dF (l) +
∫ b−u

c

0
l dF (l) +

∫ b−u
c

0
dF (l)

∫ b−u−cl

0
E(t′[0,b]

u ) dG(v) =

=
∫ b−u

c

0
[1 − F (l)] dl +

∫ b−u
c

0
dF (l)

∫ b−u−cl

0
E(t[0,b]

u+cl+v) dG(v).

Después de varios cambios de variable obtenemos:

E(t[0,b]
u �X0 = u) =

∫ b−u
c

0
[1 − F (t)] dt− 1

c

∫ 0

b−u
dF (b− u− t

c
)
∫ t

0
E(t[0,b]

b+v−t) dG(v).

Y por lo tanto:

M(u) =
∫ b−u

c

0
(1 − F (t)) dt+ 1

c

∫ b−u

0
f(b− u

c
− t

c
)
∫ t

0
E(t[0,b]

b−t+v)g(v) dv dt. (C.27)

Para el caso en que partimos de un tiempo de renovación, en particular, del origen.
Vamos a solucionar la ecuación integral, para ello vamos a definir el objeto auxiliar:

F(y) =
∫ y

c

0
[1 − F (t)] dt+ 1

c

∫ y

0
f(y − t

c
)
∫ t

0
g(v)F(t− v) dv dt, y ∈ [0,+∞).

Teniendo en cuenta la definición de F, es evidente que E(t[0,b]
u ) = F(b− u). Por comodidad,

vamos a representar E(t[0,b]
u ) = M(u). Es evidente que E(t[0,b]

b−t+v) = M(b− t+ v) = F(b− (b−
t+ v)) = F(t− v). Por lo tanto:

5Teniendo en cuenta que por hipótesis {Yi}i∈N toma valores positivos únicamente.
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M(u) =
∫ b−u

c

0
[1 − F (t)] dt+ 1

c

∫ b−u

0
f(b− u− t

c
)
∫ t

0
M(b+ v − t))g(v) dv dt, u ∈ [0, b].

Aplicando la transformada de Laplace:

F̂(s) =
∫ +∞

0
e−syF(y) dy =

∫ +∞

0
e−sy dy

[∫ y
c

0
[1 − F (t)] dt+ 1

c

∫ y

0
f(y − t

c
)
∫ t

0
g(v)F(t− v) dv dt

]

F̂(s) =
∫ +∞

0
e−sy

∫ y
c

0
[1 − F (t)] dt dy + 1

c

∫ +∞

0
e−sy

∫ y

0
f(y − t

c
)
∫ t

0
g(v)F(t− v) dv dt dy.

Despues de cálculos triviales obtenemos:

F̂(s) = 1
cs2 · 1 − f̂(cs)

1 − f̂(cs)ĝ(s)
.

Aplicando ahora la transformada inversa de Laplace obtenemos F(y), con lo cual M(u) =
E(t[0,b]

u ) = F(b− u).

A continuación vamos a estudiar el caso en que el tiempo inicial r no es un tiempo de
renovación.

Proposición C.2.2. Si c > 0 y Yk < 0 ∀k ∈ N la solución de la ecuación integral 3.30, en la
página 73, partiendo de Xr = u y aceptando que E −

r = z, verifica para 0 ≤ u ≤ b la siguiente
expresión:

M(r, u, z) = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] (C.28)

Siendo:

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

1
F (z)cs2

[
1 − esczf̂(cs) − F (z) + escz

∫ z

0
e−sclf(l) dl

]
ds + (C.29)

+ 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

ĝ(s)F̂(s)
F (z)

[
esczf̂(cs) − escz

∫ z

0
e−sclf(l) dl

]
ds, y ∈ [0,+∞)

Demostración. Se puede demostrar que el tiempo de escape satisface la siguiente identidad:
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t[0,b]
r,u = b− u

c
I{E +

r > b−u
c

} + E +
r I{E +

r ≤ b−u
c

} + t′[0,b]
r,u I{E +

r ≤ b−u
c
, 0≤Y1≤b−u−cE +

r }.

Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones indicatrices, de la unión e intersección
de conjuntos.

A partir de la anterior identidad obtenemos la siguiente ecuación integral:

M(r, u, z) = 1
F (z)

∫ b−u
c

0
[1−F (z+t)] dt+ 1

cF (z)

∫ b−u

0
f(z+ b− u− t

c
)
∫ t

0
M(b−t+v)g(v) dv dt.

Definimos la función:

F(r, y, z) = 1
F (z)

∫ y
c

0
[1 − F (z + t)] dt+ 1

cF (z)

∫ y

0
f(z + y − t

c
)
∫ t

0
F(t− v)g(v) dv dt.

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados de la igualdad obtenemos:

F̂(r, s, z) = 1
F (z)

∫ +∞

0
e−sy

[∫ y
c

0
[1 − F (z + t)] dt

]
dy+

+ 1
cF (z)

∫ +∞

0
e−sy

[∫ y

0
f(z + y − t

c
)
∫ t

0
F(t− v)g(v) dv dt

]
dy.

Después de laboriososo cálculos obtenemos:

F̂(r, s, z) = 1
F (z)cs2

[
1 − esczf̂(cs) − F (z) + escz

∫ z

0
e−sclf(l) dl

]
+

+ ĝ(s)F̂(s)
F (z)

[
esczf̂(cs) − escz

∫ z

0
e−sclf(l) dl

]
.

De lo cual se sigue C.29.

El caso desfavorable. Estudio y solución de casos posibles.

El caso actuarial.
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Proposición C.2.3. Supongamos que F tiene una función de densidad f , de clase Cn en
(0,∞) y que existe un operador diferencial lineal L = L(∂u) de orden n ∈ N tal que f resuelve:

L(f) =
 n∑
j=0

aj
∂j

∂tj

 f = 0. (C.30)

Con las condiciones iniciales:

f j(0) = bj, para j = 0, · · · , n− 1. (C.31)

Entonces M(u) ∈ Cn(0, b) y es solución de la siguiente ecuación integro diferencial:

[
n∑
i=0

(−c)iai
∂i

∂ui

]
M(u) = A+

n−1∑
k=0

BkΠk(u), donde: (C.32)

A = a0
b− u

c
− b− u

c

n∑
k=1

akbk−1 + a1 −
n∑
k=2

akbk−2, (C.33)

Bk = (−c)k
 n∑
i=k+1

aif
i−k−1(0)

 , Π(u) =
∫ u

0
M(u− v)g(v) dv, Πk(u) = ∂kπ(u)

∂uk
. (C.34)

Con las condiciones de frontera en el extremo x = b:

M(b) = 0, M ′(b) = −1
c

− 1
c
f(0)Π(b), (C.35)

M ′′(b) = − 1
c2f(0) + 1

c2f
′(0)Π(b) − 1

c
f(0)Π′(b) (C.36)

Mk(b) = (−1)k+1 1
ck
fk−2(0) −

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−i
fk−1−i(0)Πi(b), para k = 2, · · · , n− 1. (C.37)

O, de forma más simple:

Mk(b) = (−1)k+1 1
ck
fk−2(0) − 1

c

k−1∑
i=0

(−1
c

)k−1−i
fk−1−i(0)Πi(b), para k = 0, · · · , n− 1, (C.38)
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asumiendo que f−2(0) = 0, f−1(0) = −1 y
−1∑
i=0

= 0.

Demostración. Teniendo en cuenta las anteriores hipotesis, se cumple que g(y) = g+(y), y
por lo tanto podemos escribir la ecuación integro diferencial 3.99, en la página 100 como:

M(u) =
∫ b−u

c

0
[1 − F (t)] dt+ 1

c

∫ b

u
f
(
t− u

c

) ∫ t

0
M(t− v)g(v) dv dt.

Diferenciando con respecto a u obtenemos:

−cM ′(u) =
[
1 − F

(
b− u

c

)]
+ 1
c

∫ b

u
f ′
(
t− u

c

)
Π(t) dt+ f(0)Π(u), donde

Π(t) =
∫ t

0
M(t− v)g(v) dv.

Del mismo modo:

(−c)2M ′′(u) = −f
(
b− u

c

)
+ 1
c

∫ b

u
f ′′
(
t− u

c

)
Π(t) dt+ f ′(0)Π(u) − cf(0)Π′(u),

...

(−c)kMk(u) = −fk−2
(
b− u

c

)
+ 1
c

∫ b

u
fk
(
t− u

c

)
Π(t) dt+

k−1∑
i=0

(−c)ifk−1−i(0)Πi(u).

Multiplicando las anteriores igualdades por ak, k = 0, · · · , n y sumándolas obtenemos:

(
n∑
i=0

(−c)iai
∂i

∂ui

)
M(u) = a0

∫ b−u
c

0
[1 − F (t)] dt+ a1

[
1 − F

(
b− u

c

)]
−

n−2∑
j=0

aj+2f
j

(
b− u

c

)
+

+
n−1∑
k=0

(−c)k
 n∑
i=k+1

aif
i−k−1(0)

Πk(u),

(
n∑
i=0

(−c)iai
∂i

∂ui

)
M(u) = A+

n−1∑
k=0

BkΠk(u), donde

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



C.2 Tiempos medios de escape. 287

A = a0

∫ b−u
c

0
[1 − F (t)] dt+ a1

[
1 − F

(
b− u

c

)]
−

n−2∑
j=0

aj+2f
j

(
b− u

c

)
,

Bk = (−c)k
 n∑
i=k+1

aif
i−k−1(0)

 .
Integrando la ecuación C.30 obtenemos:

∫ t

0

 n∑
j=0

ajf
j(l)

 dl = a0[F (t) − F (0)] + a1[f(t) − f(0)] + · · · + an[fn−1(t) − fn−1(0)] = 0,

a0F (t) + a1f(t) + · · · an−1f
n−2(t) + anf

n−1(t) =
n∑
k=1

akf
k−1(0) =

n∑
k=1

akbk−1.

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales y que ĺım
t→−∞

F (t) = 0, F (0) = 0. Integrando la
anterior igualdad entre [0, t] obtenemos:

a0

∫ t

0
F (l) dl + a1F (t) + · · · + anf

n−2(t) −
n∑
k=2

akf
k−2(0) −

∫ t

0

[
n∑
k=1

akbk−1

]
dl = 0,

a0

∫ t

0
F (l) dl + a1F (t) + · · · + fn−2(t) =

n∑
k=2

akbk−2 + t

[
n∑
k=1

akbk−1

]
.

Por lo tanto:

a0

∫ b−u
c

0
F (l) dl + a1F (b− u

c
) + · · · + anf

n−2(b− u

c
) =

n∑
k=2

akbk−2 + b− u

c

n∑
k=1

akbk−1.

Con lo cual obtenemos que:

A = a0
b− u

c
− b− u

c

n∑
k=1

akbk−1 + a1 −
n∑
k=2

akbk−2.

Obviamente, haciendo tender u → b− se deducen las condiciones de frontera.
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Teniendo en cuenta la anterior proposición es fácil obtener una solución de C.32, en la página
285.

Corolario C.2.1. Supongamos que F tiene una función de densidad f , de clase Cn en (0,∞)
para la cual se cumple C.30 y C.31, entonces la solución de la ecuación integro diferencial C.32
satisface la identidad:

M(u) = ∆(b, u)
∆(b) , donde : (C.39)

∆(b, u) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Aπ(u) −π1(u) −π2(u) . . . −πn(u)

σ1(b) a00 a01 . . . a0(n−1)

σ2(b) a10 a11 . . . a1(n−1)
...

σn−1(b) a(n−1)0 a(n−1)1 . . . a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (C.40)

∆(b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a00 a01 · · · a0(n−1)

a10 a11 · · · a1(n−1)
...

a(n−1)0 a(n−1)1 · · · a(n−1)(n−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (C.41)

σk(u) =
n−k∑
i=1

bi+kπi(u), πi(u) = ∂i+1π0(u)
∂ui+1 , π0(u) = 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

esu ds
s[∑n

j=0 aj(−cs)j − a0ĝ(s)]
,

(C.42)

aij = πj+1+i(b) −
i−1∑
k=0

ξi−1−km
k
j+1(b), ξi−1−k = (−1

c
)i−kf i−1−k(0), mk(b) =

∫ b

0
πk(v)g(b− v) dv,

(C.43)

mj
k(u) = ∂jmk(u)

∂ju
, para i = 0, · · · , n− 1. (C.44)

Demostración. Para demostrar la afirmación resolvemos una versión auxiliar de C.32 exten-
dida a [0,+∞) desprovista de condiciones de frontera. Aplicando la transformada de Laplace
a C.32 obtenemos

a0L(M(u))+(−c)a1L(M ′(u))+· · ·+(−c)nanL(Mn(u)) = L(A)+B0L(Π(u))+B1L(Π′(u))+· · ·

+BnL(Πn(u)).
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Por las propiedades de la transformada de Laplace, tras una reordenación apropiada, obte-
nemos:

n∑
i=0

(−c)iaisiM̂(s) −
n−1∑
k=0

 n∑
i=k+1

(−c)iaiM i−k−1(0)
 sk =

= A

s
+

n−1∑
i=0

Bis
iΠ̂(s) −

n−2∑
k=0

 n−1∑
i=k+1

BiΠi−k−1(0)
 sk.

Por simplicidad podemos expresar la anterior identidad como:

n∑
i=0

(−c)iaisiM̂(s) −
n−1∑
k=0

αks
k = A

s
+

n−1∑
i=0

Bis
iΠ̂(s) −

n−2∑
k=0

βks
k, donde:

αk =
n∑

i=k+1
(−c)iaiM i−k−1(0), βk =

n−1∑
i=k+1

BiΠi−k−1(0), k = 0, · · · , n− 1, βn−1 = 0.

Por las propiedades de la transformada de Laplace, teniendo en cuenta la definición de Π(u),
sabemos que L(Π(u)) = M̂(s)ĝ(s). Por lo tanto:

n∑
i=0

(−c)iaisiM̂(s) −
n−1∑
i=0

Bis
iM̂(s)ĝ(s) = A

s
+

n−1∑
k=0

αks
k −

n−1∑
k=0

βks
k.

Con lo cual:

[
n∑
i=0

(−c)iaisi −
n−1∑
i=0

Bis
iĝ(s)

]
M̂(s) = A

s
+

n−1∑
k=0

(αk − βk)sk.

Si denotamos

L(s) =
n∑
i=0

(−c)iaisi −
n−1∑
i=0

Bis
iĝ(s)

la anterior identidad podemos expresarla como:

M̂(s) = A

sL(s) +
n−1∑
k=0

(αk − βk)sk
L(s) .
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Por inversión obtenemos que:

M(u) = Aπ(u) +
n−1∑
k=0

µkπk+1(u), donde π(u) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞

esu ds
sL(s) , πk = ∂kπ(u)

∂uk
. (C.45)

Siendo µk = αk − βk, k = 0, · · · , n − 1 constantes indefinidas y eligiendo γ ∈ R de forma
adecuada.

Ahora imponemos la dependencia en b y denotamos por Mb(u) al tiempo medio de escape
de [0, b], b < +∞ cuando partimos de un tiempo de renovación. Sea Υb(u) una solución de la
ecuación integro diferencial C.32, deben cumplirse las condiciones de frontera C.35, esto implica
que las constantes µk, k = 0, · · · , k = n− 1 deben satisfacer el siguiente sistema lineal:



n−1∑
k=0

µkπk+1(b) = −Aπ(b)

n−1∑
k=0

µkπ
′
k+1(b) = −1

c
− 1
c
f(0)Π(b) − Aπ′(b)

n−1∑
k=0

µkπ
′′
k+1(b) = −1

c
f(0)Π′(b) − 1

c2f(0) + 1
c2f

′(0)Π(b) − Aπ′′(b)
...
n−1∑
k=0

µkπ
n−1
k+1 (b) = (−1)n 1

cn−1f
n−3(0) − 1

c

n−2∑
i=0

(−1
c

)n−2−i
fn−2−i(0)Πi(b) − Aπn−1(b)

(C.46)

De forma más simple:

n−1∑
k=0

µkπ
i
k+1(b) = (−1)i+1

(1
c

)i
f i−2(0)−Aπi(b)−1

c

i−1∑
j=0

(−1
c

)i−1−j
f i−1−j(0)Πj(b), i = 0, · · · , n−1,

(C.47)

asumiendo que
−1∑
i=0

= 0, f−1(0) = −1 y f−2(0) = 0.

Resolviendo el sistema obtenemos el resultado.

C.3. Ley de probabilidad de los tiempos de primera llegada
a la barrera superior.

El caso favorable. Solución general.
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Proposición C.3.1. La solución de la ecuación integral de la ley de probabilidad de primera
llegada a la barrera superior en el caso en que la deriva es positiva y los saltos son negativos,
partiendo de X0 = u, satisface la siguiente identidad:

• Si x > b−u
c

:

P (u;x) = P(b− u;x), siendo : (C.48)

P(y;x) = −1
4π2

∫ α+i∞

α−i∞

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy+px [1 − f̂(cs)]

sp[1 − ĝ(s)f̂(p+ cs)]
ds dp (C.49)

• Si x ≤ b−u
c

En este caso la ecuación integral no admite solución cerrada en general.

Demostración. Razonando como hicimos en 3.3.1, en la página 59, obtenemos:
Si x > b−u

c

P (u;x) = F̄

(
b− u

c

)
+
∫ b−u

c

0

∫ b−u−cl

0
P (u+ cl + v;x− l)g(v)f(l) dv dl.

Despues de cambios triviales obtenemos:

P (u;x) = F̄

(
b− u

c

)
+ 1
c

∫ b−u

0

∫ t

0
P (b− t+ v;x− b− t− u

c
)g(v)f

(
b− t− u

c

)
dv dt.

Vamos a resolver la anterior ecuación integral, para lo cual definimos el objeto auxiliar:

P(y;x) = F̄
(
y

c

)
+ 1
c

∫ y

0

∫ t

0
P(t− v;x− y − t

c
)g(v)f(y − t

c
) dv dt, y ∈ [0,+∞), x ∈ [0,+∞).

Aplicando la transformada de Laplace bidimensional a los dos lados de la igualdad.

ˆ̂P(s; p) =
∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−sy−pxP(y;x) dy dx =

=
∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−sy−pxF̄ (y

c
) dy dx+

+1
c

∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−sy−px

[∫ y

0

∫ t

0
P(t− v;x− y − t

c
)g(v)f(y − t

c
) dv dt

]
dy dx.
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Después de cálculos laboriosos obtenemos:

ˆ̂P(s; p) = 1 − f̂(cs)
sp

+ ĝ(s) ˆ̂P(s; p)ĥ(p) = [1 − f̂(cs)]
sp[1 − ĝ(s)ĥ(p)]

= [1 − f̂(cs)]
sp[1 − ĝ(s)f̂(p+ cs)]

.

A partir de ello obtenemos, para el caso en que x > b−u
c

, que efectívamente se verifica C.49.
Si x ≤ b−u

c

P (u;x) =
∫ x

0

∫ b−u−cl

0
P (u+ cl + v;x− l)g(v)f(l) dv dl.

Después de varios cambios de variable obtenemos:

P (u;x) = 1
c

∫ b−u

b−u−cx

∫ t

0
P (b− t+ v;x− b− t− u

c
)g(v)f(b− t− u

c
) dv dt.

No admite solución de forma cerrada en general, aunque sí para ciertos casos particulares.

C.4. Ley de probabilidad de los tiempos de escape.
El caso favorable. Solución general.

Proposición C.4.1. La solución de la ecuación integral de la ley de probabilidad del tiempo
de escape de la zona [0, b] en el caso en que la deriva es positiva y los saltos son negativos,
partiendo de X0 = u, satisface la siguiente identidad:

• Si x > b−u
c

:

P (u;x) = P(b− u;x), siendo : (C.50)

P(y;x) = −1
4π2

∫ α+i∞

α−i∞

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy+px 1 − ĝ(s)f̂(cs)

sp[1 − ĝ(s)f̂(p+ cs)]
ds dp (C.51)

• Si x ≤ b−u
c

:
En este caso la ecuación integral no admite solución cerrada en general y hay que

estudiarla teniendo en cuenta las distribuciones de los tiempos de espera τi y de los saltos
Yj.

Demostración. Razonando como hicimos en 3.26 en la página 68 obtenemos
Si x > b−u

c
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P (u;x) = 1 − 1
c

∫ b−u

0
f(b− l − u

c
)
∫ l

0

[
1 − P (b− l + v;x− b− l − u

c
)
]
g(v) dv dl.

Vamos a resolver la anterior ecuación integral, para lo cual definimos el objeto auxiliar:

P(y;x) = 1 − 1
c

∫ y

0
f(y − l

c
)
∫ l

0

[
1 − P(l − v;x− y − l

c
)
]
g(v) dv dl, y ∈ [0,+∞), x ∈ [0,+∞).

Aplicando la transformada de Laplace bidimensional a los dos lados de la igualdad:

ˆ̂P(s; p) =
∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−sy−pxP(y;x) dy dx =

=
∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−sy−px dy dx−

−1
c

∫ +∞

0

∫ +∞

0
e−sy−px

[∫ y

0
f(y − l

c
)
∫ l

0

[
1 − P(l − v;x− y − l

c
)
]
g(v) dv dl

]
dy dx.

Después de cálculos bastante laboriosos obtenemos:

ˆ̂P(s; p) = 1
ps

− ĝ(s)f̂(cs)
ps

+ ĝ(s) ˆ̂P(s; p)ĥ(p) = 1 − ĝ(s)f̂(cs)
ps

+ ĝ(s) ˆ̂P(s; p)f̂(p+ cs).

Aplicando ahora la transformada inversa de Laplace bidimensional, despues de sencillos cálcu-
los algebraicos, obtenemos C.51.

Si x ≤ b−u
c

obtenemos la siguiente ecuación integral:

P (u;x) = F (x) − 1
c

∫ b−u

b−u−cx

∫ l

0

[
1 − P (b− l + v;x− b− l − u

c
)
]
g(v)f(b− l − u

c
) dv dl.

No se puede obtener, en general, la solución de esa ecuación integral de forma cerrada.
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Apéndice D

Solución ecuaciones integrales.
Probabilidades primera llegada y escape.

D.1. Solución ecuaciones integrales. Probabilidad de prime-
ra llegada a la barrera superior.

Caso semifavorable.
Para el caso semifavorable, habíamos deducido las proposiciones:

Proposición D.1.1. La probabilidad de llegar a la barrera superior b condicionada por X0 =
u ∈ [0, b] y los saltos tomando valores en (−∞,−b] ∪ [0,+∞) satisface la siguiente expresión:

P u
b,0 = F(b− u), u ∈ [0, b] (D.1)

Siendo:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 1 − f̂(cs)
s(1 − pf̂(cs)ĝ+(s))

 ds, y ∈ [0,+∞) (D.2)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 3.5.2, en la página 129, sabemos que

P u
b,0 = F̄ (b− u

c
) + p

c

∫ b

u
f( l − u

c
)
∫ l

0
P l−v
b,0 g+(v) dv dl,

que se puede expresar como

P u
b,0 = F̄ (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u
f( l − u

c
)
∫ l

l−b
P l−v
b,0 g(v) dv dl.
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Teniendo en cuenta la definición de g(v), la función de densidad de los saltos.
Despues de varios cambios de variable obtenemos:

P u
b,0 = F̄ (b− u

c
) + p

c

∫ b−u

0
f(b− t− u

c
)
∫ t

0
P b−t+w
b,0 g+(w) dw dt.

Vamos a definir el objeto auxiliar:

F(y) = F̄ (y
c

) + p

c

∫ y

0
f(y − t

c
)
∫ t

0
F(t− w)g+(w) dw dt, y ∈ [0,+∞).

Aplicando la transformada de Laplace a los dos lados de la anterior expresión, obtenemos:

F̂(s) =
∫ +∞

0
e−syF(y) dy =

∫ +∞

0
e−sy

[
F̄ (y

c
) + p

c

∫ y

0
f(y − t

c
)
∫ t

0
F(t− w)g+(w) dw dt

]
dy.

Teniendo en cuenta la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace podemos cal-
cular cada una de las integrales por separado:

∫ +∞

0
e−syF̄ (y

c
) dy =

∫ +∞

0
e−sy

∫ +∞

y
c

f(t) dt dy.

Despues de un cambio del recinto de integración y tras sencillos cálculos, obtenemos:

∫ +∞

0
e−sy

∫ +∞

y
c

f(t) dt dy = 1
s

∫ +∞

0
(1 − e−cst)f(t) dt = 1

s
− 1
s

∫ +∞

0
e−cstf(t) dt = 1 − f̂(cs)

s
.

Para la última integral tenemos:

p

c

∫ +∞

0
e−sy

[∫ y

0
f(y − t

c
)
∫ t

0
F(t− w)g+(w) dw dt

]
dy =

= p

c

∫ t

0
g+(w) dw

∫ y

0
F(t− w) dt

∫ +∞

0
e−syf(y − t

c
) dy =

Tras cambio del recinto de integración, y teniendo en cuenta las propiedades de la transfor-
mada de Laplace, obtenemos:
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= p
∫ t

0
g+(w) dw

∫ +∞

0
F(t− w) dt

∫ +∞

0
e−s(cl+t)f(l) dl =

= pf̂(cs)
∫ t

0
g+(w) dw

∫ +∞

0
e−stF(t− w) dt = pf̂(cs)

∫ +∞

0
e−st

∫ t

0
F(t− w)g+(w) dw dt =

= pf̂(cs)ĝ+(s)F̂(s).

Por lo tanto:

F̂(s) = 1 − f̂(cs)
s

+ pf̂(cs)ĝ+(s)F̂(s).

Con lo cual:

F̂(s) = 1 − f̂(cs)
s(1 − pf̂(cs)ĝ+(s))

.

Aplicando ahora la transformada inversa de Laplace, obtenemos (eligiendo adecuadamente
la constante α) D.2.

Vamos a estudiar ahora la probabilidad de llegar a la barrera superior suponiendo el tiempo
de partida no de renovación.

Proposición D.1.2. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xr = u ∈ [0, b], E −
r = z y los

saltos tomando valores Yj ∈ (−∞,−b] ∪ [0,+∞) ∀ j ∈ N satisface la siguiente identidad:

P u
b,r = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] (D.3)

Siendo:

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ γ+i∞

γ−i∞
esy

 1
sF̄ (z)

[
1 − F (z) − f̂z(cs)

]
+ pĝ+(s)F̂(s)f̂z(cs)

F̄ (z)

 ds, y ∈ [0,+∞)

(D.4)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 3.5.5, en la página 132, sabemos que
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P u
b,r =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ p

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + l − u

c
)
∫ l

0
P l−v
b,0 g+(v) dv dl,

que se puede expresar como:

P u
b,r =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ 1
cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + l − u

c
)
∫ l

l−b
P l−v
b,0 g(v) dv dl.

Teniendo en cuenta la definición de g(v), la función de densidad de los saltos. Sea la integral:

1
cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + l − u

c
)
∫ l

l−b
P l−v
b,0 g(v) dv dl.

Tras varios cambios de variable obtenemos:

= 1
cF̄ (z)

∫ b−u

0
f(z + b− t− u

c
)
∫ b−t

−t
P b−t−v
b,0 g(v) dv dt =

= 1
cF̄ (z)

∫ b−u

0
f(z + b− t− u

c
)
∫ t

t−b
P b−t+w
b,0 g(w) dw dt =

= p

cF̄ (z)

∫ b−u

0
f(z + b− t− u

c
)
∫ t

0
P b−t+w
b,0 g+(w) dw dt.

Teniendo en cuenta que t − b > −b ∀ t ∈ [0, b − u] y la definición de la función de densidad
g(w). Por lo tanto, tenemos:

P u
b,r =

F̄ (z + b−u
c

)
F̄ (z)

+ p

cF̄ (z)

∫ b−u

0
f(z + b− t− u

c
)
∫ t

0
P b−t+w
b,0 g+(w) dw dt.

Vamos a definir el objeto auxiliar:

F(r, y, z) =
F̄ (z + y

c
)

F̄ (z)
+ p

cF̄ (z)

∫ y

0
f(z + y − t

c
)
∫ t

0
F(t− w)g+(w) dw dt, y ∈ [0,+∞).

Aplicando la transformada de Laplace a los dos lados de la anterior expresión, tenemos:
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F̂(r, s, z) =
∫ +∞

0
e−syF(r, y, z) dy =

=
∫ +∞

0
e−sy

[
F̄ (z + y

c
)

F̄ (z)
+ p

cF̄ (z)

∫ y

0
f(z + y − t

c
)
∫ t

0
F(t− w)g+(w) dw dt

]
dy.

Teniendo en cuenta la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace y razonando
de un modo semejante a la demostración de la proposición D.1.1, en la página 294, obtenemos:

F̂(r, s, z) = 1
sF̄ (z)

[
1 − F (z) − escz

[
f̂(cs) −

∫ z

0
e−sclf(l) dl

]]
+

+pĝ+(s)F̂(s)
F̄ (z)

[
esczf̂(cs) − escz

∫ z

0
e−sclf(l) dl

]
= 1
sF̄ (z)

[
1 − F (z) − f̂z(cs)

]
+ pĝ+(s)F̂(s)f̂z(cs)

F̄ (z)
.

Con lo cual, de modo inmediato, se obtiene D.4.

D.2. Solución ecuaciones integrales. Probabilidad de que el
primer escape sea a través de la barrera superior.

Caso semifavorable.
Habíamos obtenido las proposiciones:

Proposición D.2.1. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera
superior condicionada por X0 = u ∈ [0, b] y los saltos tomando valores Yj ∈ (−∞,−b] ∪
[0,+∞) ∀ j ∈ N satisface la siguiente identidad:

P u.s
E,0 = F(b− u), u ∈ [0, b] (D.5)

Siendo:

F(y) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 1 − pf̂(cs)
s(1 − pf̂(cs)ĝ+(s))

 ds, y ∈ [0,+∞) (D.6)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 3.6.3, en la página 154, sabemos que
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P u.s
E,0 = 1 − p

c

∫ b

u
f( l − u

c
) dl + p

c

∫ b

u
f( l − u

c
)
∫ l

l−b
P l−v
E,0 g+(v) dv dl,

mediante transformaciones inmediatas obtenemos:

P u.s
E,0 = 1 −

∫ b−u
c

0
f(t) dt+

∫ b−u
c

0
f(t)G(−b) dt+

∫ b−u
c

0
f(t)

∫ u+ct

u+ct−b
P

(u+ct−v).s
E,0 g(v) dv dt.

Consideramos la última integral:

∫ b−u
c

0
f(t)

∫ u+ct

u+ct−b
P

(u+ct−v).s
E,0 g(v) dv dt = 1

c

∫ b

u
f( l − u

c
)
∫ l

l−b
P

(l−v).s
E,0 g(v) dv dl.

Mediante cambios de variable obtenemos:

1
c

∫ b−u

0
f(b− u− l

c
)
∫ l−b

l
P

(b−l+w).s
E,0 g(w)(− dw) dl = 1

c

∫ b−u

0
f(b− u− l

c
)
∫ l

l−b
P

(b−l+w).s
E,0 g(w) dw dl =

= p

c

∫ b−u

0
f(b− u− l

c
)
∫ l

0
P

(b−l+w).s
E,0 g+(w) dw dl.

Teniendo en cuenta que l − b > −b ∀ l ∈ [0, b − u] y la definición de la función de densidad
g(w). Con lo cual:

P u.s
E,0 = 1 −

∫ b−u
c

0
f(l) dl +

∫ b−u
c

0
f(l)G(−b) dl + p

c

∫ b−u

0
f(b− u− l

c
)
∫ l

0
P

(b−l+w).s
E,0 g+(w) dw dl.

Vamos a definir el objeto auxiliar:

F(y) = 1 −
∫ y

c

0
f(l) dl+

∫ y
c

0
f(l)G(−b) dl+ p

c

∫ y

0
f(y − l

c
)
∫ l

0
F(l−w)g+(w) dw dl, y ∈ [0,+∞).

Aplicando la transformada de Laplace a la anterior igualdad, y razonando de forma muy
parecida a la proposición D.1.1, en la página 294 obtenemos D.6.

Vamos a estudiar ahora la probabilidad de que el primer escape sea por la barrera superior
suponiendo el tiempo de partida no de renovación.
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Proposición D.2.2. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera
superior partiendo de Xr = u ∈ [0, b], E −

r = z y los saltos tomando valores Yj ∈ (−∞,−b] ∪
[0,+∞) ∀ j ∈ N satisface la siguiente identidad:

P u.s
E,r = P (r, u, z) = F(r, b− u, z), u ∈ [0, b] (D.7)

Siendo:

F(r, y, z) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esy

 F̄ (z) − pf̂z(cs)[1 − sĝ+(s)F̂(s)]
sF̄ (z)

 ds, y ∈ [0,+∞) 1 (D.8)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición 3.6.6, en la página 159, sabemos que:

P u.s
E,r = 1 − p

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + l − u

c
) dl + p

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + l − u

c
)
∫ l

0
P

(l−v).s
E,0 g+(v) dv dl.

Mediante transformaciones elementales obtenemos:

P u.s
E,r = 1 − 1

F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + t) dt+ 1

F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + t)G(−b) dl+

+ 1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + t)

∫ u+ct

u+ct−b
P

(u+ct−v).s
E,0 g(v) dv dt.

Teniendo en cuenta que:

Xt ∈ [0, b] ⇒ (u+ ct) − b ≤ v ≤ u+ ct.

Siendo t = l − r el valor que toma la variable aleatoria “excess life”, E +
r .

Para la última integral:
1Siendo:

f̂z(cs) =
∫ +∞

0
e−cstf(z + t) dt.
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1
F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + t)

∫ u+ct

u+ct−b
P u.s
E,r(r+t)g(v) dv dt = 1

cF̄ (z)

∫ b

u
f(z + l − u

c
)
∫ l

l−b
P

(l−v).s
E,0 g(v) dv dl.

Despues de varios cambios de variable obtenemos:

= p

cF̄ (z)

∫ b−u

0
f(z + b− u− l

c
)
∫ l

0
P

(b−l+w).s
E,0 g+(w) dw dl.

Teniendo en cuenta que l − b > −b ∀ l ∈ [0, b − u] y la definición de la función de densidad
g(w). Por lo tanto:

P u.s
E,r = 1 − 1

F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + l) dl + 1

F̄ (z)

∫ b−u
c

0
f(z + l)G(−b) dl+

+ p

cF̄ (z)

∫ b−u

0
f(z + b− u− l

c
)
∫ l

0
P

(b−l+w).s
E,0 g+(w) dw dl.

Vamos a definir el objeto auxiliar:

F(r, y, z) = 1 − 1
F̄ (z)

∫ y
c

0
f(z + l) dl + 1

F̄ (z)

∫ y
c

0
f(z + l)G(−b) dl+

+ p

cF̄ (z)

∫ y

0
f(z + y − l

c
)
∫ l

0
F(l − w)g+(w) dw dl, y ∈ [0,+∞).

Aplicando la transformada de Laplace a la anterior igualdad, y razonando igual que en la
proposición D.1.2, en la página 296, obtenemos D.8.

Caso actuarial.
Se habían obtenido las siguientes proposiciones:

Proposición D.2.3. En el caso en que los tiempos de espera τi tienen una función de distri-
bución F cuya función de densidad asociada es de clase Cn en (0,+∞) y existe un operador
diferencial con coeficientes constantes L ≡ L(∂u) de orden n ∈ N tal que f(t) es solución de

L(f) =
(

n∑
i=0

ai
∂i

∂ti

)
f(t) = 0, con las condiciones iniciales (D.9)

f 0(0) = b0, · · · , fn−2(0) = bn−2, f
n−1(0) = bn−1. (D.10)
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Entonces P u.s
E,0 = P (u) es de clase Cn en (0, b) y cualquier solución de la ecuación integral

3.252, en la página 162, debe ser solución de la ecuación integro-diferencial:

(
n∑
k=0

(−c)kak
∂k

∂uk

)
P (u) =

n−1∑
k=0

(−c)k
 n∑
j=1+k

akf
j−(1+k)(0)

 ∫ u

0
P k(u− y)g(y) dy+ (D.11)

+
n−2∑
k=0

 n∑
j=k+2

j−2∑
i=0

ak(−1)2j−1−i(c)1+if j−2−i(0)P i(0)
 gk(u), u ∈ [0, b],

con las condiciones de frontera:

P (b) = 1, P ′(b) = 1
c
f(0) − 1

c
f(0)Π(b), · · · , (D.12)

· · · P k(b) = (−1)k−1
(1
c

)k
fk−1(0) +

k−1∑
j=0

(−1
c

)j+1
f j(0)Πk−1−j(b), k = 2 · · · , n− 1. (D.13)

Siendo:

Π(u) =
∫ u

0
P (u− y)g(y) dy, u ∈ [0, b]. (D.14)

Demostración. En la proposición 3.6.9, en la página 162, vimos que la probabilidad de que
el primer escape sea por la barrera superior condicionada por X0 = u en el caso en que los
saltos pueden tomar únicamente valor positivo verificaba la siguiente ecuación integral:

P u.s
E,0 = 1

c

∫ +∞

b
f( l − u

c
) dl + 1

c

∫ b

u
f( l − u

c
)
∫ z

0
P

(l−v).s
E,0 g(v) dv dl.

Si derivamos la anterior ecuación integral respecto de u, teniendo en cuenta la fórmula de la
derivación paramétrica, obtenemos:

−cP ′(u) = 1
c

∫ +∞

b
f ′( l − u

c
) dl + 1

c

∫ b

u
f ′( l − u

c
)
∫ l

0
P (l − v)g(v) dv dl+

+f(0)
∫ u

0
P (u− v)g(v) dv,
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c2P ′′(u) = 1
c

∫ +∞

b
f ′′( l − u

c
) dl + 1

c

∫ b

u
f ′′( l − u

c
)
∫ l

0
P (l − v)g(v) dv dl+

+f ′(0)
∫ u

0
P (u− v)g(v) dv − cf(0)

∫ u

0
P ′(u− v)g(v) dv − cf(0)P (0)g(u),

En general ∀ 3 ≤ k ≤ n se verifica:

(−c)kP k(u) = 1
c

∫ +∞

b
fk( l − u

c
) dl + 1

c

∫ b

u
fk( l − u

c
)
∫ l

0
P (l − v)g(v) dv dl+

+
k−1∑
i=0

(−c)ifk−(i+1)(0)
∫ u

0
P i(u−v)g(v) dv+

k−2∑
j=0

k−2−j∑
i=0

(−1)2k−1−i−j(c)1+i+jfk−2−i−j(0)P i(0)
 gj(u).

Si multiplicamos cada una de las anteriores igualdades por ak, k = 0, · · · , n y sumamos,
tendremos:

(
n∑
k=0

(−c)kak
∂k

∂uk

)
P (u) =

n−1∑
k=0

(−c)k
 n∑
j=1+k

akf
j−(1+k)(0)

 ∫ u

0
P k(u− v)g(v) dv+

+
n−2∑
k=0

 n∑
j=k+2

j−2∑
i=0

ak(−1)2j−1−i(c)1+if j−2−i(0)P i(0)
 gk(u).

Para imponer las condiciones de frontera, consideramos la ecuación integral:

P (u) = 1
c

∫ +∞

b
f( l − u

c
) dl + 1

c

∫ b

u
f( l − u

c
) dl

∫ l

0
P (l − v)g(v) dv.

Dando un cambio de variable obtenemos:

P (u) = F̄ (b− u

c
) + 1

c

∫ b

u
f( l − u

c
) dl

∫ l

0
P (l − v)g(v) dv.

Derivando respecto de u la anterior expresión, tendremos:

∂

∂u
P (u) = 1

c
f(b− u

c
) − 1

c2

∫ b

u
f ′( l − u

c
) dl

∫ l

0
P (l − v)g(v) dv − 1

c
f(0)Π(u),
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donde hemos definido

Π(u) =
∫ u

0
P (u− v)g(v) dv = P ∗ g(u).

A partir de ahí obtenemos:

P k(b) = (−1)k+1 1
ck
fk−1(0) +

k−1∑
j=0

(−1
c

)j+1
f j(0)Πk−1−j(b).

Ahora podemos hallar la solución de la ecuación integral D.11.

Proposición D.2.4. En el caso en que los tiempos de espera τi tienen una función de distri-
bución F cuya función de densidad asociada es de clase Cn en (0,+∞) y existe un operador
diferencial con coeficientes constantes L ≡ L(∂u) de orden n ∈ N tal que f(t) es solución de

L(f) =
(

n∑
i=0

ai
∂i

∂ti

)
f(t) = 0, con las condiciones iniciales (D.15)

f 0(0) = b0, · · · , fn−2(0) = bn−2, f
n−1(0) = bn−1. (D.16)

Entonces se verifica:

P (u) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esyP̂ (s) ds, u ∈ [0, b]2 (D.17)

Siendo:

P̂ (s) =

n−1∑
k=0

(αk − βk)sk

n∑
k=0

ak(−c)ksk −
n−1∑
k=0

bk(−c)kskĝ(s)
(D.18)

Demostración. En la proposición D.2.3, en la página 301, vimos que P (u) debe ser solución
de la ecuación integro diferencial:
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(
n∑
k=0

(−c)kak
∂k

∂uk

)
P (u) =

n−1∑
k=0

(−c)k
 n∑
j=1+k

akf
j−(1+k)(0)

 ∫ u

0
P k(u− y)g(y) dy+

+
n−2∑
k=0

 n∑
j=k+2

j−2∑
i=0

ak(−1)2j−1−i(c)1+if j−2−i(0)P i(0)
 gk(u).

Esa identidad la vamos a simplificar usando el objeto Π(u), que habíamos definido en la
proposición anterior.

Π(u) =
∫ u

0
P (u− y)g(y) dy = G ∗ P (u).

Teniendo en cuenta el anterior objeto las sucesivas derivadas de P (u) verifican:

(−c)kP k(u) = 1
c

∫ +∞

b
fk( l − u

c
) dl+

+1
c

∫ b

u
fk( l − u

c
) dl

∫ l

0
P (l − y)g(y) dy +

k−1∑
i=0

(−c)ifk−1−i(0)Πi(u).

Multiplicando por ak, k = 0, · · · , n cada lado de la igualdad y sumando llegamos a:

n∑
k=0

(−c)kakP k(u) =
n−1∑
k=0

(−c)k
 n−1∑
i=k+1

aif
i−1(0)

Πk(u)

n∑
k=0

(−c)kakP k(u) =
n−1∑
k=0

(−c)kbkΠk(u), siendo: bk =
n−1∑
i=k+1

aif
i−1(0).

Teniendo en cuenta las propiedades de la transformada de Laplace, sabemos que:

L(P k(u)) = skP̂ (s) −
k−1∑
i=0

sk−1−iP i(0), L(Πk(u)) = skΠ̂(s) −
k−1∑
i=0

sk−1−iΠi(0).

Aplicando la transformada de Laplace a los dos lados de la anterior igualdad, tendremos:
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n∑
k=0

(−c)kak
[
skP̂ (s) −

k−1∑
l=0

sk−1−lP l(0)
]

=
n∑
k=0

(−c)kbk
[
skΠ̂(s) −

k−1∑
i=0

sk−1−iΠi(0)
]
.

Teniendo en cuenta la propiedad de convolución: Π̂(s) = P̂ (s)ĝ(s). De donde:

[
n∑
k=0

ak(−c)ksk −
n−1∑
k=0

bk(−c)kskĝ(s)
]
P̂ (s) =

n∑
k=0

(−c)kak
(
k−1∑
l=0

sk−1−lP l(0)
)

−

−
n−1∑
k=0

(−c)kbk
(
k−1∑
l=0

sl−k−1πl(0)
)
.

Sacando factores comunes y mediante transformaciones elementales podemos simplificar la
anterior igualdad como:

[
n∑
k=0

ak(−c)ksk −
n−1∑
k=0

bk(−c)kskĝ(s)
]
P̂ (s) =

n−1∑
k=0

(αk − βk)sk, siendo:

αk =
n−1∑
l=k+1

(−c)lalP l−k−1(0), βk =
n−1∑
l=k+1

(−c)lblΠl−k−1(0), βn−1 = 0.

Es evidente que αk, βk, k = 0, · · · , n − 1 son constantes. Despejando, eligiendo α de forma
adecuada 3 y aplicando la transformada inversa de Laplace obtenemos D.17.

A continuación vamos a obtener una fórmula explícita de P (u). Depende de las n indetermi-
nadas, incógnitas, αk, βk, k = 0, · · · , n−1, las cuales determinaremos gracias a las condiciones
de frontera.

Proposición D.2.5. En el caso en que los tiempos de espera τi tienen una función de distri-
bución F cuya función de densidad asociada es de clase Cn en (0,+∞) y existe un operador
diferencial con coeficientes constantes L ≡ L(∂u) de orden n ∈ N tal que f(t) es solución de

L(f) =
(

n∑
i=0

ai
∂i

∂ti

)
f(t) = 0, con las condiciones iniciales (D.19)

f 0(0) = b0, · · · , fn−2(0) = bn−2, f
n−1(0) = bn−1. (D.20)

3De forma que en el semiplano <(s) ≥ α no haya ningún polo del integrando. Es decir, que todos los ceros de∑n−1
k=0(−c)kaksk

[
1 −

[∑n
j=k+1 f j−(k+1)(0)

]
ĝ(s)

]
+ (−c)nansn esten a la izquierda de la recta x = α.
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Entonces se verifica:

P (u) = Θ(u, b)
∆(b) (D.21)

Siendo:

Θ(u, b) = (−1)n−1 det



π0(u) π1(u) · · · πn−1(u) 0

a00 a01 · · · a0n−1 1

a10 a11 · · · a1n−1
f(0)
c...

aj0 aj1 · · · ajn−1 f j−1(0)
(

1
c

)j
...

an−10 an−11 · · · an−1n−1 fn−2(0)
(

1
c

)n−1



, (D.22)

∆(b) = det


a00 a01 · · · a0n−1
a10 a11 · · · a1n−1
...

an−10 an−11 · · · an−1n−1

 . (D.23)

Demostración. Teniendo en cuenta la proposición D.2.4 y la propiedad de linealidad de la
transformada inversa de Laplace, obtenemos (eligiendo α de forma adecuada):

P (u) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esuP̂ (s) ds = 1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esu


n−1∑
k=0

(αk − βk)sk

n∑
k=0

ak(−c)ksk −
n−1∑
k=0

bk(−c)kskĝ(s)
)

 ds =

=
n−1∑
k=0

δk

(
1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esu

sk

D(s) ds
)
.

Hemos definido

δk = αk − βk, D(s) =
n∑
k=0

ak(−c)ksk −
n−1∑
k=0

bk(−c)kskĝ(s).
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Definimos:

π(u) = 1
2πi

∫ α+i∞

α−i∞
esu

ds
D(s) , πk(u) = ∂kπ(u)

∂uk
, ∀k = 1, · · · , n− 1.

Y tendremos para P (u):

P (u) =
n−1∑
k=0

δkπk(u), u ∈ [0, b].

Depende de las n incógnitas δk, k = 0, · · · , n − 1. Para determinar esas incógnitas vamos a
usar las condiciones de frontera:
P (b) = 1, P i(b) = (−1)i−1f i−1(0)

(
1
c

)i
+∑i−1

j=0

(
−1
c

)j+1
f j(0)Πi−1−j(b), i = 1, · · · , n− 1.4

Vamos a obtener una identidad para Π(b). Lo hemos definido como:

Π(b) =
∫ b

0
P (b− y)g(y) dy =

∫ b

0

[
n−1∑
k=0

δkπk(b− y)
]
g(y) dy =

n−1∑
k=0

δk

∫ b

0
πk(y)g(b− y) dy.

Para cada k = 0, · · · , n− 1 se cumple que
∫ b

0
πk(y)g(b− y) dy dada la función de densidad g

es una constante que se puede calcular, y que denominaremos mk(b). Por lo tanto tenemos:

Π(b) =
n−1∑
k=0

δkmk(b), Πj(b) =
n−1∑
k=0

δk
∂jmk

∂uj
=

n−1∑
k=0

δkm
j
k(b).

Imponiendo las condiciones de frontera obtenemos:

P i(b) = (−1)i−1f i−1(0)(1
c
)i +

i−1∑
j=0

(−1
c

)j+1f j(0)
[
n−1∑
k=0

δkm
i−1−j
k (b)

]
.

Sacando factor común respecto de las δk tenemos:

P i(b) = (−1)i−1f i−1(0)(1
c
)i +

n−1∑
k=0

δkC
b
k,i, con Cb

k,i =
i−1∑
j=0

(−1
c

)j+1f j(0)mi−1−j
k (b).

Tenemos, por lo tanto, el siguiente sistema de n ecuaciones con n incógnitas:
4Evidentemente, se cumplen las condiciones que nos permiten derivar respecto de u bajo el signo integral.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



D.2 Solución ecuaciones integrales. Probabilidad de que el primer escape sea a través
de la barrera superior. 309



P (b) = 1

P ′(b) = f(0)
c

− f(0)
c

Π(b)
...

P n−1(b) = (−1)n−2fn−2(0)
(

1
c

)n−1
+∑n−2

j=0

(
−1
c

)j+1
f j(0)Πn−2−j(b)

Teniendo en cuenta la definición de πk podemos expresar el anterior sistema como:



∑n−1
k=0 δkπ

k(b) = 1

∑n−1
k=0 δkπ

k+1(b) = f(0)
c

−∑n−1
k=0 δkC

b
k,1

...∑n−1
k=0 δkπ

k+n−1(b) = (−1)n−2fn−2(0)
(

1
c

)n−1
+∑n−1

k=0 δkC
b
k,n−1

El anterior sistema, en forma matricial, nos quedará:



π0(b) π1(b) · · · πn−1(b)

π1(b) + Cb
0,1 π2(b) + Cb

1,1 · · · πn(b) + Cb
n−1,1

...
πn−1(b) − Cb

0,n−1 πn(b) − Cb
1,n−1 · · · π2n−2(b) − Cb

n−1,n−1

 ·



δ0

δ1
...

δn−1

 =



1

f(0)
c...

(−1)n−2fn−2(0)
cn−1


Si adoptamos el convenio de que Cb

k,0 = 0, para k = 0, · · · , n − 1, podemos expresar el
anterior sistema de una forma más manejable, haciendo aij = πj+i(b) − Cb

ji:



a00 a01 · · · a0n−1

a10 a11 · · · a1,n−1
...

an−10 an−11 · · · an−1n−1

 ·



δ0

δ1
...

δn−1

 =



1

f(0)
c...

(−1)n−2fn−2(0)(1
c
)n−1



Si denominamos por ~δ al vector solución del anterior sistema, podemos expresarlo como la
siguiente combinación lineal de vectores:

~δ =
n−1∑
j=0

(−1)jf j−1(0)
(1
c

)j
~δj.

Siendo ~δj el vector solución del sistema:
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

a00 a01 · · · a0n−1
...
ak0 ak1 · · · ak,n−1
...

an−10 an−11 · · · an−1n−1

 ·



δj0
...
δjj
...

δjn−1


=



0
...
1
...
0


Se trata de un sistema de Cramer de orden n. Definimos:

∆(b) = det



a00 a01 · · · a0n−1

a10 a11 · · · a1,n−1
...

an−10 an−11 · · · an−1n−1

 ,

Θj
k(b) = det



a00 a01 · · · 0 · · · a0n−1
...
ak0 ak1 · · · 1 · · · ak,n−1
...

an−10 an−11 · · · 0 · · · an−1n−1

 .

Siendo Θj
k(b) la matriz obtenida sustituyendo en ella la columna k-ésima por el vector co-

lumna que tiene todas las componentes nulas, excepto la j-ésima que es la unidad. Es decir:

~ak =



0
...

1 = ak,j
...
0


Puesto que, como es evidente, ∆(b) 6= 0, teniendo en cuenta la regla de Cramer obtenemos:

δjk = Θj
k(b)

∆(b) , k = 0, · · · , n− 1.

Tendremos, por lo tanto, que

~δ =
n−1∑
k=0

n−1∑
j=0

(−1)jf j−1(0)
(1
c

)j Θj
k(b)

∆(b)

~ek.
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Siendo ~ek el vector columna de orden n con todas sus componentes nulas excepto la k-ésima
que es la unidad.

Y por lo tanto:

P (u) =
n−1∑
k=0

πk(u)
n−1∑
j=0

(−1)jf j−1(0)
(1
c

)j Θj
k(b)

∆(b)

 =
n−1∑
j=0

(−1)jf j−1(0)
(1
c

)j [n−1∑
k=0

πk(u) · Θj
k(b)

∆(b)

]
= 5

=
n−1∑
j=0

(−1)jf j−1(0)
(1
c

)j Θk(u, b)
∆(b) = Θ(u, b)

∆(b) .

Siendo:

Θk(u, b) = det



a00 a01 · · · a0n−1
...

ak0 = π0(u) ak1 = π′(u) · · · akn−1 = πn−1(u)
...

an−10 an−11 · · · an−1n−1

 ,

Θ(u, b) = (−1)n−1 det



π0(u) π1(u) · · · πn−1(u) 0

a00 a01 · · · a0n−1 1

a10 a11 · · · a1n−1
f(0)
c...

aj0 aj1 · · · ajn−1 f j−1(0)
(

1
c

)j
...

an−10 an−11 · · · an−1n−1 fn−2(0)
(

1
c

)n−1



,

∆(b) = det


a00 a01 · · · a0n−1
a10 a11 · · · a1n−1
...

an−10 an−11 · · · an−1n−1

 .

5Teniendo en cuenta que πk(u) = πk(u) = ∂kπ(u)
∂uk
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