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Capitulo 1

Introduccion.

Con el presente trabajo pretendemos estudiar los denominados “procesos de renovacion com-
puestos con deriva” en tiempo continuo (7' C R). La teoria de los procesos estocasticos tiene su
origen en estudios relacionados con el movimiento browniano, con las fluctuaciones y ruidos en sis-
temas fisicos, con la economia.... Uno de los primeros estudios matematicos de estos procesos fue
el llevado a cabo por el matemdtico Louis Bachelier, en 1900, el cual presenté en su tesis [5] un
modelo estocastico para el estudio de los mercados bursatiles. Este trabajo pionero, sin embargo,
durante mucho tiempo permanecié ignorado. Con posterioridad, en 1905, Albert Einstein ([37]) con
su investigacién sobre el movimiento browniano, Smoluchowski (1906), Schottky (1918),... hicieron
uso de modelos estocéasticos para el estudio de diversos problemas fisicos, de tal modo que se puede
considerar la teoria de los procesos estocasticos como el fundamento matematico de la fisica estadis-
tica. Una introducciéon muy sisteméatica sobre los procesos estocasticos y la relacién con el estudio de
diversos fenémenos (no sélo fisicos) es el interesante libro de Emmanuel Parzen [122].

El estudio matematico riguroso de los procesos estocasticos comenzd con la monografia de
Andrei Kolmogorov [77], publicada en el ano 1933 en ruso. En dicha monografia desarrolla la teoria de
la probabilidad desde un punto de vista axiématico, “exactamente del mismo modo que la geometria
y el algebra” (palabras textuales, capitulo 1 de su fundamental trabajo). A partir de los axiomas
Kolmogorov proporciona una definicién rigurosa y precisa de proceso estocastico; su punto de vista
subraya el hecho de que un proceso estocastico no es otra cosa que una variable aleatoria valorada
en un espacio de funciones. Posteriormente Joseph Doob en su libro “Stochastic processes” [32]
desarrolla esta idea definiendo un proceso estocastico como “cualquier familia de variables aleatorias
{Xi, t € T}”, puntualizando el hecho de que no hay ninguna razén matematica para restringir el
conjunto T" a estar formado por ntimeros reales y tampoco para restringir que las variables aleatorias
X estén valoradas en conjuntos numéricos (ya sean reales o complejos). El punto de vista de Doob,
consistente con las ideas de Kolmogorov y posteriormente desarrollado por matematicos como Paul
Lévy [85], William Feller [42]... es el comunmente aceptado como definicién de proceso estocéstico.

Los procesos de renovacion y los procesos de renovacién compuestos, asumiendo un conjunto
temporal T' C R continuo o discreto, fueron estudiados ya en los afios 30 y 40 del siglo pasado por
A. J. Lotka ([93]), S. Malmquist ([101]) ,...en contextos industriales (reemplazamiento de piezas
defectuosas en la industria), fisicos (conteo de particulas radiactivas) etc. Sin embargo hasta los
anos H0 y 60 no se puede hablar de un estudio riguroso y sistemético de los mismos; los trabajos
de W. Feller ([39], [40], [41]), D. R. Cox ([19], [20]) y W. L. Smith ([139]) sistematizan y dan
forma a la “Teoria de la Renovacion” estudiando los “fenémenos renovados” y su relacion con los
“fendmenos recurrentes (recurrent events)”, los “procesos de ramificacién (branching processes)”,
“caminatas aleatorias (random walks)” , las “colas (queues)” y los “procesos de difusion (diffusion
processes)”. En las décadas siguientes el estudio, tanto desde el punto de vista tedrico como aplicado,
ha sido constante, con trabajos tan interesantes como los de R. A. Doney ([31]), A. Garsia and J.
Lamperti ([51]), R. Griibel ([59]), P. Ney ([117]) o L. Tacks ([144]), los cuales investigan conceptos
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fundamentales de la Teoria de la Renovacion. Desde el punto de vista practico, en contextos propios
de la fisica, merecen destacarse entre otros M. E. Fisher ([46]), M. Kac ([69]), J. Villaroel y M.
Montero ([149]) v Y. Zhou and J. Dou ([158]); en la investigacién de fenémenos meteorologicos
L. Lavergnat and P. Golet ([80]), P. Perona, A. Porporato and L. Ridolf ([123]), P. Perona, E.
Daly, B. Crouzy and A. Porporato ([124]) y I. Rodriguez-Iturbe, D. R. Cox and V. Isham ([131]);
biolégicos D. Boyer and C. Solis-Salas ([14]) y S. Reuveni, M. Urbach and J. Klafter ([129]); en
geologia se han aplicado estos modelos al estudio del epicentro de los terremotos (A. Helmstetter
and D. Sornette, [63]). Debido al gran desarrollo que han tenido las ciencias econémicas y financieras
los trabajos en los cuales se estudian aspectos relacionados con las mismas son innumerables: H.
Cramér ([16]), L. Dang, N. Zhu and H. Zhang ([21]), D. C. M. Dickson and C. Hipp ([23]), D. C.
Dickson and C. Hipp ([24]), A. Frolova, Y. Kabanov and S. Pergamenshchikov ([48]), H. U. Gerber
and E. S. W. Shiu ([55]), C. Kluppelberg ([75]), donde se estudia la “probabilidad de ruina”, la
“probabilidad de supervivencia” o el “tiempo de ruina” mediante modelos matematicos que hacen
uso, en diferente medida, de los procesos de renovacion. F. Avram, A. E. Kyprianou and M. R.
Pistorius ([4]), J. Masoliver, M. Montero, J. Perell6 an G. H. Weiss ([103]), R. C. Merton ([105]),
T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt and J. Teugels ([132]), donde se investigan diferentes aspectos
relacionados con los mercados financieros.

Nuestra investigacion tiene por objeto un tipo particular de procesos de renovacion, los procesos
de renovacién compuestos con deriva, asumiendo un conjunto temporal 7" C R continuo (3.1.1, en
la pagina 50); en concreto el denominado en la literatura actuarial “modelo de riesgo de Sparre
Andersen” que aunque ha sido ampliamente estudiado desde el punto de vista tedrico y practico
(H. Albrecher and O. J. Boxmab ([1]), S. E. Andersen ([3]), J. Bertoin ([9]), D. C. M. Dickson,
B. D. Hughes and Z. Lianzeng ([26]), D. C. Dickson and C. Hipp ([27]), H. U. Gerber and E .S.
W. Shiu ([54]), etc) en la actualidad ha despertado un renovado interés no tnicamente en dmbitos
financieros (D. C. M. Dickson ([30], J. Gao, L. Wu and H. Liu ([49]), D. J. Santana and L. Rincén
([134]), etc), sino también en contextos mas generales (S. N. Majumdar and B. Meerson ([97]), M.
Montero and J. Villarroel ([112]), M. Montero, A. Mas6-Puigdellosas and J. Villarroel ([114]), A. Pal,
I. Eliazar and S. Reuveni ([121]), J. Villarroel and M. Montero ([150]) ...). Nosotros pretendemos
efectuar un estudio general, para lo cual supondremos, en los primeros capitulos, que las sucesiones
{7i}ien v {Y;}jen son mutuamente independientes, y en el dltimo capitulo asumiremos dependencia
entre 7; v Y;, @ € N, si bien por razones de tamano el estudio es menos profundo. Se supone, salvo
que se indique lo contrario, que las variables aleatorias {Y}};en pueden tomar tanto valores positivos
como negativos.

Nos planteamos los siguientes objetivos principales:

= Obtener los resultados clasicos relacionados con los procesos de renovacién compuestos con
deriva, enfocando su estudio desde una perspectiva “generativa” y autocontenida de forma que
su estudio quede contextualizado correctamente dentro del amplio corpus de la Teoria de la
Renovacion, abordando primeramente los procesos de renovacion, pasando por los procesos de
conteo renovados y los procesos de renovacion compuestos, pues su estudio y comprension son
imprescindibles para abordar el estudio de los procesos de renovaciéon compuestos con deriva.

s FEstudiaremos su markovianidad.

= Dado un cierto intervalo [0, b] investigaremos el “tiempo de primera llegada a b” y el “tiempo de
escape de [0,b]”, tanto suponiendo tiempo inicial un tiempo de renovacién t,,, como un tiempo
no de renovaciéon t, < r < t,;1. Se deduciran las ecuaciones integrales que satisfacen y se
resolveran en algunos casos.

» Dado el intervalo [0, b] calcularemos la probabilidad de llegar a b y la de escapar del intervalo,
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10

deduciendo las ecuaciones integrales que satisfacen, tanto partiendo de un tiempo inicial de
renovacion como un tiempo inicial no de renovacion.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma:

s Introduccion.

Describimos su estructura general y, brevemente, lo contextualizamos histéricamente.

» Procesos estocasticos de renovacion.

Definimos los procesos estocéasticos de renovacion, estudiamos diversas propiedades de los
mismos y describimos algunos de los mas importantes. La parte principal del capitulo consiste
en el estudio de los procesos de renovacion, en particular el proceso de conteo renovado, y los
procesos de renovacién compuestos. También estudiaremos dos paradojas clasicas, “la paradoja
de los tiempos de espera” y “la paradoja del inspector” como ilustracion de la sutileza que es
necesario tener a la hora de estudiar los fenomenos aleatorios en general y los procesos de
renovacion en particular.

= Procesos de renovacion compuestos sin correlacion salto-tiempo y con deriva. Es-
tudio markovianidad.

En este capitulo estudiamos los procesos de renovacion compuestos con deriva, deduciendo
su ley de probabilidad y estudiando su markovianidad. La parte méas interesante del trabajo
es el estudio de los tiempos de primera llegada y de los tiempos de escape, de los cuales damos
las ecuaciones de renovacién que satisfacen. A continuacién estudiamos los tiempos medios
de primera llegada y los tiempos medios de escape deduciendo las ecuaciones integrales que
verifican y en algunos casos resolviéndolas mediante la transformada de Laplace y aplicando
los resultados en algunos ejemplos ilustrativos. También deducimos la ley de probabilidad de
los tiempos de primera llegada y de los tiempos de escape.

Tan interesante como los anteriores estudios, con un enfoque muy parecido, es el de las
probabilidades de primera llegada a la barrera superior de un determinado intervalo, que por
simplicidad (sin perder nada de generalidad) suponemos que es el [0,b], b € (0,+00) siendo
b # +00, aunque en determinados casos (probabilidad de ruina en estudios actuariales o finan-
cieros) se podria estudiar haciendo b — +o00, y las probabilidades de escape de la zona [0, b].
También aqui deducimos las ecuaciones integrales que verifican y las resolvemos en ciertos
casos, aplicando los resultados en algunos ejemplos interesantes.

= Procesos de renovacién compuestos con correlaciéon salto-tiempo y con deriva. Es-
tudio markovianidad.

En este capitulo investigamos los procesos de renovacién compuestos con deriva suponiendo
correlacion entre los tiempos de espera y los saltos, si bien debido a limitaciones evidentes (ta-
mano desmesurado de la tesis...) el estudio no es tan profundo, dejando la parte mas detallada
para posteriores publicaciones.

s Conclusiones.

Resumimos las principales conclusiones obtenidas y mencionamos algunas de las linea de
investigacion que quedan abiertas.
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Capitulo 2

Procesos estocasticos de renovacion.

En este capitulo vamos a enunciar algunos resultados bésicos de la teoria de los procesos
estocasticos de renovacién. Intuitivamente, se puede interpretar un proceso estocastico como un
“proceso” que se va desarrollando en el tiempo segiin unas determinadas leyes probabilisticas; las
observaciones registradas en los tiempos t;, ts, --- describen su evolucién. Definiciones rigurosas
de procesos estocasticos hay muchas, nosotros proporcionaremos dos, una inspirada en los trabajos
pioneros de J. L. Doob, [32], y que es comtinmente aceptada. A lo largo de esta monografia usaremos
ambas de forma indistinta.

El capitulo esta estructurado de la siguiente forma:

= En la primera seccién estudiaremos los procesos de renovacion y los de conteo renovado, re-
cordando los resultados clasicos y deduciendo algunas propiedades relativas a las variables
7 [44

aleatorias “excess life”, “current life” y “total life” , y dos paradojas interesantes, la “paradoja
del tiempo de espera” y la “paradoja del inspector”.

= En la segunda seccion investigaremos los procesos de renovacién compuestos, hallando la fun-
cion de densidad que describe el proceso y resolviéndola para algunos casos particulares.

2.1. Procesos de renovacion. El proceso de conteo renovado.

Los denominados “procesos de renovacion”, estudiados por D. R. Cox ([20])), W. Feller ([44]),...
son los precursores de los procesos de renovaciéon compuestos y los procesos de renovacion compuestos
con deriva. Juntos forman la importante Teoria de la Renovaciéon, con aplicaciones en economia, fisica,
biologia...En esta secciéon vamos a estudiar estos procesos con detalle, enunciando los resultados
fundamentales, la mayor parte sin demostracion. También analizaremos tres variables aleatorias
relacionadas con los tiempos de llegadas {t,}nen v los tiempos entre llegadas {7;}en, la variable
excess life (&1), la variable current life (&) y la variable total life (&,). Por dltimo, describiremos
dos paradojas interesantes: “la paradoja del tiempo de espera” y la “paradoja del inspector”.

En todo lo que sigue consideramos un espacio probabilistico (£2,.o7,P) y, salvo que se indique
lo contrario, todas las variables aleatorias estan definidas en él.

Definicién 2.1.1. Proceso de renovacién (Feller). Una sucesion de variables aleatorias { X, }nen
n

decimos que forman un “proceso de renovacion (proceso renovado)” si se cumple que X,, = Y., Vn €
Y
k=0
N siendo, a su vez, {Y bren una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas, con una funcion de distribucion F' tal que F(0) = 0. Por convencion Xo = 0 contando el
0 como la renovacion 0.
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En el caso en que {Y5, Y3, - - } sean variables aleatorias idénticamente distribuidas con funcién
de distribucién F' y la variable aleatoria Y] tenga una funcién de distribucion G, decimos que “es un
proceso de renovacion retardado”.

En el caso en que se verifique F(0) =0 A liril F(z) < 1 decimos que “es un proceso de
T—r+00

renovaciéon terminante (transitorio)”.

Un caso particular de procesos de renovacion son los denominados “procesos de conteo renova-
dos”.

Definicién 2.1.2. Proceso de conteo renovado. Dado un proceso estocdstico {N(t)}i>o decimos
que es un “proceso de conteo renovado” si es un proceso de conteo donde:

» Eziste una sucesion {7;}ien formada por variables aleatorias continuas, independientes e idén-
ticamente distribuidas, con funcion de distribucion comin F tal que F(0) = 0 y funcion de
densidad comin f. Las denominamos “tiempos de espera”.

n

» La sucesion de variables aleatorias {t,}nen / th = Zn— Vn €N es un proceso de renovacion;
i=0
las denominamos “tiempos de renovacion’.

En la siguiente imagen se representan los tiempos de espera, los tiempos de renovacion y la
variable aleatoria N(t), t > 0.

Relacion entre los tiempos de espera, 7;, los tiempos de renovacion, t; = 1 +---+7;
y el proceso de conteo N(t), t > 0.

N(t) +
n+1 +
n + ——o
2 T+ ——0
1 + ——0
} | | * o | | | |
n U o te omlarig, tavor,

Es interesante, en relacién con los tiempos de espera {7;}ien v el propio proceso de conteo
renovado {N(t)}+>0, el siguiente teorema:

Teorema 2.1.1. Dado un proceso de conteo renovado {N(t)}i>0, si los tiempos de espera {T;}ien
tienen una distribucion exponencial con media %, v >0, es un proceso de Poisson con intensidad v.

A continuaciéon vamos a deducir algunos resultados relacionados con el proceso de conteo re-
novado {N(t)}tZO .

LPor lo tanto son variables aleatorias positivas. Para el caso discreto se puede consultar [44] de W. Feller.
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2.1.1. Ley de probabilidad.

Teniendo en cuenta (apéndice A.4.1, en la pagina 254) que todo proceso estocdstico {N(t)}+>0
queda descrito si conocemos la ley de probabilidad de la variable aleatoria N(¢) V ¢ > 0, vamos a
obtener una féormula para dicha ley de probabilidad. Es trivial la deduccién de la siguiente proposicion:

Proposicién 2.1.1. La variable aleatoria N(t), ¥t > 0, tiene la siguiente ley de probabilidad:

Py (k) =P(N(t) = k) = F*(t) — F**(#), Vk e N (2.1)

Denotamos, ¥ k € N, F** como el k-ésimo producto de convolucion de la funcion de distribu-
cion F .2

Demostracion.  En efecto

P(N(t) = k) =Pty <t <tppr) =Pt < tpy1) — Pt < tp) = F*(t) — F*ED ().
]

Una vez deducida la ley de probabilidad de la variable aleatoria N (t) es interesante obtener su
funcion generatriz.

Proposicién 2.1.2. La variable aleatoria N(t), ¥t > 0 tiene de funcion generatriz:

A

Gry(z) = i : [:Z:o e - m ds (2.2)

Demostracion.  Aplicando la transformada de Laplace a la funciéon generatriz:

L(Gnw(2)) = E(li P(N(t) = k) - 2F) = E(?(F*k(t) _ () k) =

_ iﬁ(F*k(i) 'Zk) . ]§:£<F*(k+l)<t) . Zk) _ i (f(S)) _Zk o i M . Zk _

k=0 = k=0 k=0

= (f(S))"“_(f(S )Rt _zk:(l_f<5> 1 5
-2 s ) s 1S F6) 2

Con lo cual:

2 Suponemos, salvo que se indique lo contrario, k > 0.
3 Pues se cumple |F**(t)| < 1, Yk > 0 y por lo tanto, teniendo en cuenta las propiedades de la transformada de
Laplace, podemos aplicar la transformada término a término en la serie.
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A

L(Gnw(2)) = S (1 : ;Ez; L z)

Teniendo en cuenta el lema de Riemann-Lebesgue (lema A.1.1, en la pagina 217, recordando
la relacién entre la transformada de Laplace y la de Fourier), podemos suponer que L(Gn@(2)) es
absolutamente integrable (proposicién A.3.5, en la pagina 248), pues:

lim ( Lo jj(s) ) = 0.
lsl=4o0 \ s+ (1 — f(s) - 2)

Para calcular ahora Gy (2) aplicamos la inversa de la transformada de Laplace y obtenemos

2.2.
O

Si interpretamos N(t, + h) — N(t,), h > 0 como la “cantidad de renovaciones que se han
producido en el intervalo (t,,t, +h]” (de forma semejante a A.4.21, en la pagina 261) es fundamental
el siguiente resultado:

Proposicién 2.1.3. Para todo tiempo de renovacion t,, se verifica:

N(t, +h) — N(t,) < N(h),Yh > 0 (2.3)

Demostracion.  En efecto:

P(N(t, +h) — N(t,) =m)=P(N(t, +h) = N(t,) + m) =

Se verifica

Por lo tanto
iIP’(N(tn +h) = N(t,) +m,/N(t,) =k) -P(N(t,) =k) =P(N(t,+h) =m+n) =
k=0

- ]P(tn-I—m S tn+h < tn—l—m—‘rl) - P(tn+Tn+l+' ' '+7—n+m S tn+h < tn+Tn+1+' : '+Tn+m+7_n+m+1) -

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



2.1 Procesos de renovacion. El proceso de conteo renovado. 15

= ]P)(Tn-i-l + -+ Tn+m S h < Tn+1 + -+ 7—n-i-m-&-l) = ]P)<tm S h < tm+1) = ]P)(N(h) = m)'4
O
De forma inmediata deducimos la siguiente proposicion, la cual necesitaremos mas adelante:

Proposicién 2.1.4. Sea N(t),t > 0 la cantidad de renovaciones que se han producido en (0,t]. Se
verifica

0, t <ty

M) = { 1+ N(Et—t), t <t 24)

Demostracion.  Sit <t; : to <t <t;y puesto que tg = 0 por definicién, N(¢) = 0, no ha habido
todavia ninguna renovacion.
Si t; <t se ha producido una renovacién en t; y por lo tanto,

N({#) =1+ (N{t) = N(t) £ 1+ Nt —t)

por 2.1.3. con lo cual se cumple 2.4.

2.1.2. Funcion de Renovacion. Resultados clave.

A continuacién vamos a enunciar algunos resultados clésicos sobre la funciéon de renovacion.

Textos de referencia son D. R. Cox ([20]), W. Feller ([45]), S. Karlin y H. Taylor ([70]),...

Definicién 2.1.3. Funcién de renovacion. Definimos la “funcion de renovacion”, y la denotamos
porm(t), comom : [0,+00) — R / m(t) = E(N(t)), YVt > 0. Siendo N(t) la cantidad de renovaciones
en (0,¢].

Es interesante destacar que hemos definido N (¢) como la cantidad de renovaciones en el intervalo
(0,t], con lo cual m(t) es la cantidad esperada de renovaciones en (0, ¢]. Sin embargo algunos autores
(ver [45] de W. Feller) consideran el intervalo [0, ] contando el origen como una renovacién. Definimos:

Definicién 2.1.4. Funcién de renovacion amplidada. Definimos la “funcion de renovacion am-
pliada”, y la denotamos por U(t), como U : [0,+00) — R / U(t) = E(N(t)), Yt > 0. Siendo N(t) la
cantidad de renovaciones en [0, ].

Evidentemente U(t) = 1 +m(¢). Las dos proposiciones siguientes son esenciales en la Teorfa de
la Renovacion; demostraciones detalladas se pueden consultar, entre otros, en [20] de D. R. Cox.

Proposicién 2.1.5. Se verifica V't >0

m(t) = fjl o) (2.5)

4 Teniendo en cuenta que las variables aleatorias “tiempos de espera” {1;} son independientes e igualmente distribuidas.
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Demostracion. Por definicién V¢ > 0

E(N(t)) = i_o:ln ‘P(N(t) =n) = i_o:lF*”(t)

Teniendo en cuenta la proposicion 2.1.1, en la pagina 13.

O
Del mismo modo, trivalmente, se deduce:
Proposicién 2.1.6. Se verifica Vit > 0
m(t) = > BN (1) > n) (2.6
n=1

Si consideramos la funcién de renovaciéon ampliada se verifican las proposiciones:

Proposicién 2.1.7. Se verifica V't >0

mw:iFwo (2.7)

El origen es un 4tomo de peso unitario y en la anterior serie F*Y es una distribucién atémica
concentrada en el origen.

Proposicién 2.1.8. Se verifica Vit >0

mo:imN@zm (2.8)

Vamos a enunciar sin demostracién dos teoremas muy importantes relacionados con la funcién
de renovacién (demostraciones detalladas se pueden consultar en S. Karlin y H. Taylor ([70])).

Teorema 2.1.2. (Teorema elemental de la renovacion). Si los tiempos entre llegadas {7;}

ieN
no tienen funcion de distribucion F aritmética, siendo p = E(1;) < oo, pu # 0, se verifica:
t 1 Ut 1
i W L, T L (2.9)
t—+oo [ t—=+oo t W

El anterior limite se considera nulo cuando p = oo.

Cuando F' es aritmética existe el teorema equivalente, pero debido a la generalidad y naturaleza
de nuestro estudio parece superfluo enunciarlo.
Como una generalizacion del anterior teorema se deduce:
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Teorema 2.1.3. (Teorema de Blackwell). Silos tiempos entre llegadas {T;},. no tienen funcion
de distribucién F aritmética, siendo p = E(7;) < oo, u # 0, se verifica Vh > 02

tgzzloo [m(t+ h) —m(t)] = tﬁinoo [m(t) —m(t —h)] = Z (2.10)
tLiZan Ut+h)—U(t)] = tiiﬁlw Ut)—-U(t—h)] = Z (2.11)

Cuando pu = oo el anterior limite se considera nulo.

En el caso en que F' sea aritmética se cumple el anterior limite, siendo h mdltiplo del span A
de F'.

Las “ecuaciones de renovacion” son esenciales en la Teoria de la Renovacion en general y en
nuestro trabajo en particular. Las definimos:

Definicién 2.1.5. Ecuacién de renovacion. Una ecuacion integral de la forma:

o) = h(t) + /Otg(t _ 1) dF(), ¢ > 0. (2.12)

O bien:

g=h+Fxg. (2.13)

Siendo h(t) una funcion conocida, F(t) una funcion de distribucion de una variable aleatoria
positiva conocida y g(t) una funcion desconocida a determinar, se dice que “es una ecuacion de
renovacién”®

Es interesante destacar que la propia funciéon de renovacién satisface una ecuacién de renova-
cién:

Lema 2.1.1. La funcion de renovacion verifica la siguiente ecuacion de renovacion:

m(t) = F(t)+ [ “m(t — 1) dF () (2.14)

5 Una funcién de distribucién F es aritmética si estd concentrada en un conjunto A = {kX, X€R A k €Z} (es decir, P(nA) = 0).
La cantidad X mds grande tal que F estd concentrada en {\, 2),---} recibe el nombre de span de F. El teorema, para el caso discreto,
fue anteriormente demostrado por P. Erdos, W. Feller y H. Pollard.

65 F(1) tiene una cierta funcién de densidad f(l), la anterior ecuacién integral es posible escribirla de la forma:

g(t) = h(t) + [i g(t — 1) f(1)dl,t > 0.
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Demostracion.  Condicionando por el valor que toma t; = 7y:

0, t <l

E(N(t)/ﬁ:l):{ L+m(t—1), 1<t

Por el teorema de la probabilidad total:
+oo
m(t) =E(NV®) = [ BN@),/m =1)dF() =

= [ me—0)dEQ) = F@) + [ mle— 1) dFQ).

[]

Para el caso de la funcién de renovaciéon ampliada de un modo semejante se demuestra el
siguiente lema:

Lema 2.1.2. La funcion de renovacion ampliada verifica la siguiente ecuacion de removacion:

Ult) = 1 +/OtU(t 1) dF() (2.15)

Los siguiente teoremas son basicos en la Teorfa de la Renovacion, y fundamentales a la hora
de resolver una ecuaciéon de renovacion:

Teorema 2.1.4. Si h(t) estd acotada existe una unica funcion acotada en los intervalos finitos que
satisface la ecuacion de renovacion 2.12 y se anula en (—o0,0).
Esta funcion es:

o(t) = h(t) + /Oth(t — ) dm(l) (2.16)

o bien g =h+mxh.
En el caso que consideremos la funcién de renovacion ampliada, es inmediato el teorema:

Teorema 2.1.5. Si h(t) estd acotada existe una unica funcion acotada en los intervalos finitos que
satisface la ecuacion de renovacion 2.12 y se anula en (—o0,0).
Esta funcion es:

o) = /Ot h(t — 1) dU(1) (2.17)
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o bien g =U x* h.

Relacionado con la ecuacion de renovacion tenemos otro teorema fundamental, que enunciare-

mos sin demostracién, que en cierto modo es equivalente al teorema de Blackwell 2.1.3, en la pagina
17.

Teorema 2.1.6. (“Teorema clave de la renovacion” de Smith). Si g(t) es la solucion de la
ecuacion de renovacion g = h+Fx g, los tiempos de espera {T;},.y no tienen funcion de distribucion
F aritmética, siendo p=E(1;), p#0, se cumple:

if(f“’o h(l)dl, sip < 400
JLim g(t) = (2.18)
0, stp=-+o0

En el caso en que F' sea aritmética con span X > 0 se cumple ¥V ¢ > 0:

by +o0o
= hlc+nN), sip<+4oo
lim g(c4+nX\) ={ Fn=0

n—-+00

0, stp=+o0

Teorema 2.1.7. Si F no es aritmética con esperanza i < +oo, pu # 0 y varianza o® < +oo, se
cumple:

(2.19)

Existe el equivalente cuando se trata de distribuciones aritméticas. El teorema es cierto incluso
cuando no exite varianza, tomando el segundo miembro como +o0.

En la proposicion 2.1.1, en la pagina 13, estudiamos la ley de probabilidad de la variable
aleatoria N(t), t > 0. En el siguiente teorema se completa el estudio hallando su distribucién para
valores grandes de .

Teorema 2.1.8. (Comportamiento asintético de N(t)). Si F tiene esperanza p # 0 y varianza
o2, entonces, para t grande, la variable aleatoria N(t), la cantidad de épocas de renovacion en el

. . . . . . . . 2
intervalo (0,t], estd distribuida aprozimadamente normal con media ﬁ Y varianza tﬂ%
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2.1.3. Las variables aleatorias excess life, current life y total life.

Relacionadas con las variables aleatorias “tiempos de espera”, {7;}, y “tiempos de renovacién”,
{t;}, existen tres variables aleatorias muy importantes: el excess life, & = typy1 — r,r > 0, que
definimos como el tiempo que queda, dado r > 0, para que ocurra la siguiente renovacion; el current
life, &~ = r — ty@),r > 0, que definimos como el tiempo transcurrido desde la tltima renovacion
hasta el tiempo actual r > 0; el total life, & = tnp)y41 — ta@), que es la longitud del intervalo
[tN(r), tne)+1) al cual pertenece r > 0. En la siguiente imagen representamos los tiempos de espera,
los tiempos de renovacion y las variables aleatorias &, &7 v &,.

Las variables aleatorias excess life &1, current life &~ y total life &,.

r

N(t) 1
n+1 + £
n —+ &- &t
27 Y
1 4 .
} % % ® o % % % {
T " " TN(T%N(T) TN(T)Il 7jN(T)Tz+\/1(r~)Jr2t

Estas tres variables aleatorias juegan un papel destacado en la Teoria de la Renovacién y los
trabajos relacionados con las mismas son numerosos. Estudios interesantes sobre dichas variables
aleatorias se pueden encontrar en los textos clasicos de R. N. Bhattacharya y E. C. Waymire ([6]),
D. R. Cox (]20]), W. Feller ([45]), S. Karlin y H. Taylor ([70]),.... A continuacién vamos a deducir
algunos resultados que necesitaremos en nuestra investigacion, para lo cual haremos uso tanto de
la funcién de renovacién como de la funcién de renovacién ampliada. Ambas funciones, teniendo
en cuenta el teorema de Helly (teorema A.3.15, en la pagina 249) y el teorema de continuidad para
funciones caracteristicas (teorema A.3.16, en la pagina 250), no son funciones de distribucién. Nuestra
investigacion obligatoriamente es muy general, deduciendo tinicamente las ecuaciones integrales que
satisfacen (un estudio completo implicaria buscar la solucién de esas ecuaciones integrales mediante
la transformada de Laplace como se hace, por ejemplo, en [57] de C. Godreche y J. M. Luck); para
un estudio mas detallado sera necesario consultar la abundante literatura existente.

Proposicién 2.1.9. Las variables aleatorias {&'}, ), & = tneyw — 1, tienen la siguiente funcion
de distribucion:
ot/1) =B(&F <t) = [ AUQOF(E+r—1) = Fr=1)], ¥ € [0, +00) (2.20)
0
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Demostracion. Por definicién:

ot/ r)=PEF <t)=> Pline) <70 <tngys1—r <t) =
N(r)

=D Pltne) <7 <tne + e <t+1) =Y Pling) < 70r =ty < T <E+T —tng) =
N(r) N(r)

r t+r—I r
= [apvou) [T ap, L = 3 [ AR OQF@ 1) - Fr - 1)] =
N(r) 70 r N(r) 7Y

-l

Pues, dado el tiempo r > 0, el tiempo restante hasta la siguiente renovacién sera menor que t
si la N(r) -esima renovacién se ha producido antes de r, ty) = [ < r, y la siguiente renovacioén se
produce en el intervalo [r,t +r). Sumando ahora para N(r) =ny [ € [0,7] y teniendo en cuenta que
la funcién de distribucién de ¢,,n € N es £, y la de 7y()41 es F', obtenemos:

:/Ori)dF*”(l) (F(t+7—1)— F(r — )] :/OT d(f:oF*"(Z))[F(tw—Z) SR D] =

:ZT&HDW@+T—D—F&—D]

O
Hemos tenido en cuenta U (I Z F*™(1) (proposicion 2.1.7, en la pagina 16) y que se cumplen

las condiciones por las cuales la suma de la serie formada por las derivadas coincide con la derivada
de la suma (A.1.15 y A.1.18, en la pagina 221).
Para la cola de la distribucion, razonando de un modo muy parecido, obtenemos:

Proposicién 2.1.10. Las variables aleatorias {&F}, ., &1 = tyy+1 — r cumplen:

P(EY > 1) =1— F(t+7) + /0 dm(l)[1 — F(t + 7 — 1)],Vt € [0, +00) (2.21)

Demostracion.  Definimos g(r) = P(&,F > t). Condicionando por los valores que toma 7i:

1 sil>r+t
P& >t/ =1)=
P(&EL, >t), sil<r+t

Pues en el caso en que 77 > r+t : 7, > r y por lo tanto no ha habido ninguna renovaciéon
antes de r con lo cual el intervalo en el cual estd r es [0,¢;) y por lo tanto se cumple que &7 =
th—r=n—-r>r+t—r=t dedonde P(&F >t/ =1)=1.

Sil<r+4+t : r<r+typuedeocurrirque r <l <r+4+toquel <r <r+ten el primero
de los casos no ha habido renovaciones antes de r con lo cual & = 7 — r, pero como 71 < r + ¢ no
puede cumplirse que & >t y por lo tanto serd P(&F >t/ = 1) = 0. Con lo cual, se verifica:
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1, sil>r—+t
P& >t/ m1=1)={ 0, sir<l<r+t
P&, > 1), sil<r

Aplicando el teorema de la probabilidad total:

P65 > 0= | UBE > o = ) dF(l) = [ B, > nara + | "oara + | +:° AP (1) =

— 1 F(r4t)+ /(fp(@tl > ) dF ().

Teniendo en cuenta la definicion de g se verifica:

g(r):1—F(r+t)+/org('r—l)dF(l):1—F(r+t)+F*g('r).

La funcién 1 — F(r + t) cumple las condiciones que nos permiten aplicar el teorema 2.1.5, en
la pagina 18, y concluimos que

9) =1=F(r+1)+ [ 1= Fr+t=D]dm().

Con lo cual efectivamente se verifica 2.21.

O]
Teniendo en cuenta los anteriores resultados se deduce:
Proposicién 2.1.11. Las variables aleatorias {&"}, ., & =ty —r, tienen la siguiente funcion

de densidad, suponiendo que F', la funcion de distribucion de los tiempos de espera, tenga funcion

de densidad f:

forlt) = f(t+7)+ /0 dm(D) f(t + 1 — 1), ¥t € [0, +00) (2.22)

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 2.1.10, en la pagina 21, y derivando respecto de
t, concluimos que se verifica 2.22.
O]

Es interesante la siguiente proposicion, que completa el resultado obtenido en la proposicion
2.1.3, en la pagina 14:

Proposicién 2.1.12. Para todo tiempo t > 0, siendo h > 0, se verifica:
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]P(éat—‘r >h)7 S’LTZ:O
n) = (2.23)
JPP(N(h—1) =n—1)dé(L/t), sin>0,n€eN

P(N(t + h) — N(t)

Demostracion.  Sin = 0, se verifica P(N(t + h) — N(t) = 0) = P(&" > h), pues si en el intervalo
[t,t + h] no hay ninguna renovacién, &, el tiempo que falta para que haya una renovacién despues
de t, sera mayor que h.

Sea n > 0,n € N. Entonces:

P(N(t+h) — N(t) =n) = | TRVt 4 h) — N(t) = n/EF = 1) dFe (1) =

+oo
_ / N(t+h) = N(t) =n/typn —t =1)dF (1) =

La probabilidad P(N(t 4+ h) — N(t) = n,/tnw+1 —t = 1) es nula cuando [ > h, con lo cual

- / N(t+h) = N(t) = n/tyger —t = 1) dFge (1) =

Teniendo en cuenta la definicién de N(t) es evidente que se cumple N(t) = N(tnw+1) — 1,
la cantidad de renovaciones que hay en el intervalo (0,¢] coincide con las que hay en el intervalo
(0, tn()+1) (N (t) + 1) menos una, con lo cual se cumple:

N(t+h)=N(t) = Nt +h) = (N(inwa) = 1) = Nt +h) = N(tnw) + 1.

Que typy41 —t =1=1t=1tny41 — [y por lo tanto:
h
= [ PVt = 1+ h) = Nltwg) + 1 = n) dFye (1) =

h
= [ Bty =1+ 1) = Nltw) = n— 1) B (1) =

Teniendo en cuenta ahora la proposicion 2.1.3, en la pagina 14 obtenemos:

= /OhIP(N(h — 1) =n—1)dF(l) = /Oh]P(N(h — ) =n—1)dé(L1).
0
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A continuacién vamos a estudiar la variable aleatoria current life. Necesitamos el siguiente
lema:

Lema 2.1.3. Las variables aleatorias {&}, ., 67 =1 —tyy cumplen:

& =ledIneNt,=r—IAN141>l,n=01,--- (2.24)

Demostracion. — Por definicién de {&7}, ., 67 =1 —ty():
{é"; = l} = {T —tneg) = l} N {tN(r)—H > T} = {tN(’r) =r— l} N {TN(r)-i-l +ing) > 7’} =
= {tN(r) =Tr— l} N {TN(’I‘)+1 >r— tN(r)} = {tN(r) =7r— l} N {TN(T‘)+1 >r— (T’ — l)} =

& {tN(r) =7r— l} N {TN(T)+1 > l} , N(T) € N.
]

Teniendo en cuenta el lema 2.1.3 es inmediato deducir una férmula para la funciéon de distri-
bucién de la variable aleatoria &, r > 0.

Proposicién 2.1.13. Las variables aleatorias {&},., 6 =1 —tn() tienen la siguiente funcion
de distribucion:

[, dU)[1—=F(r—=1)] , site]|0,r]

p(t/r) =P(& <t) = (2.25)
1 , Sit>1

Demostracion.  Por definicion de &, r > 0 obtenemos

pt/r) =P <t) =Y PO <r—tne) <tine >7) =
N(r)

r +00
= Z Pir—t< ING) ST TN+l > T — tN(r)) = Z dF*N(T)U)/ dIPTN(rm -
N Ny T "

Pues para que dado r > 0, el tiempo transcurrido desde la N (r)-ésima renovacién sea menor
que t, tiene que ocurrir que la N (7)-ésima renovacién se produzca en un tiempo tyuy =1 € (r —¢,7)
y la N(r) + 1-ésima renovacién se produzca en un tiempo ty¢)41 > r. Sumando para N(r) =ny
l € [r—t,r] y teniendo en cuenta que la funcién de distribucién de t,,n € N es [*", y la de Tn(r)+1
es F', obtenemos:
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T 7

=3 [Larw [T arw = [ S 4o - Fe-p) -

_ /:t d (2 F*”(l)) - F(r—1)] = /:t AU [1 = F(r —1)].

En el caso en que t > r, por el anterior argumento es evidente que P(&~ <t) = 1.

O
A continuacién deducimos la funciéon de densidad de forma trivial.
Proposicién 2.1.14. Las variables aleatorias {&},., 6 = r — tn( tienen la siguiente funcion
de densidad:
(1—=F(t)m'(r—t) , site0,r]
o (1) = (2.26)
0 , Stt>r

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 2.1.13, en la pagina 24, después de dar un cambio
adecuado de variable, obtenemos:

P& <t) = /_t dm(l)[1 — F(r — )]t € [0,7].

Derivando respecto de t obtenemos 2.26.7

O
Para la cola de la distribucién obtenemos la siguiente proposicion:
Proposicién 2.1.15. Las variables aleatorias {8}, ., &7 =1 — tng) cumplen:
L—Fr)+ 7 dm()[1 — F(r—1)] , sit€[0,7]
P& >t) = (2.27)
0 , t>r

Demostracion.  Definimos g(r) = P(& > t). Condicionando por los valores que toma 7, si 74 > r
no ha habido renovaciones antes de r y por lo tanto r € [0,¢;), tngy =0y &7 =r—tng)y =17—0=
r > t, pues tiene que ser t < r. Por lo tanto P(&- >t/1 =1) =1, sil > r. Si 7y <r se cumple que
P& >t/ =1)=P(&_, >t). Es decir:

1, sil>r
P(é(;j >t/1 = l) =
P&, >t), sil<r

7 Bs interesante destacar que en este caso no se requiere que los tiempos de espera tengan funcion de densidad f.
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En el caso en que 7 —t < 73 < r se cumple que ty¢) > 71 y por lo tanto &~ = r — ty() <
r—m <r—(r—t)=tdedonde P(& >t/1 =1)=0enelcaso en que 7, € (r—t,r). Con lo cual:

1, sil>r
P& >t/ mm=1)=1¢ 0, sir—t<li<r

P&, >t), sil<r—t

Por el teorema de la probabilidad total, obtenemos:
+oo r—t T +oo
P& > 1) = / P(& > t,/m = 1)dF(l) = / P(&~, > {) dF(l) + / 0dF(l) + / dF(l) =
0 0 r—t T

+/ P(&=, > t)dF(l).

Por definicién de g:

g(r) = 1= F(r) + /OTg(r _ ) dF(l).

Se cumplen las hipdtesis que nos permite aplicar el teorema 2.1.5, en la pagina 18, con lo cual:

g(r) =1— F(r) + /Oru — F(r — D] dm(l).

Concluimos que se verifica 2.27

O
En el caso del total life los razonamientos son semejantes. Obtenemos:
Proposiciéon 2.1.16. Las variables aleatorias {éar}Do, & = tn@)+1 — tng), tienen la siguiente
funcion de distribucion:
Bt/ r)=P(& <t) = / AU (1) [F(t) — F(r —1)] (2.28)
r—t

Demostracion.  Se verifica:

B(t/r) =P8 <t) Z P(tn@yr1 — tve) S ting S Ttne) > 1) =
N(r)

=Y Plr—t <ty <71 < tney v < tvett) = O Plr—t <tney < mr—tne) < Ty < t) =
N(r) N(r)
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Pues para que dado 7 > 0 se cumpla que ¢y ()41 —En(r ) sea menor que t > 0 tiene que verificarse
que la N (r)-ésima renovacién se produzca en un tlempo tngy = 1 <7y mayor que r—t,yla N(r)+1-
ésima renovacion se produzca en un tiempo tyy41 € (7, ¢ N( y +t). Sumando ahora para N(r) =ny

l € [r —t,r] y teniendo en cuenta que la funcién de distribucién de ¢,,,n € N es F*, y la de ()41
es F', obtenemos:

= Z Pir—t< INg <717 —Ine) < TN+ < t) / dFNm / dPTN(r)J,-l =
N(r)

_ Z I /tl dF(z) = /:t i AF () [F(t) — F(r—1)] =

[ A Py ) - Fir =) = [ v e - Fie -0,

O
La funcién de densidad se obtiene de forma directa.
Proposiciéon 2.1.17. Las variables aleatorias {é(;"}»o; & = tn@+1 — tn(), tienen la siguiente
funcion de densidad:
f@)[mr) —m(r—1t)], si0<t<r
fe.(t) = (2.29)
F()[L+ m(r)], sir <t

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 2.1.16, en la pagina 26, por derivacion paramé-
trica obtenemos de forma inmediata el resultado.

o _ MO = E0 = DIUOL ) P U ) 0 [ ()~ Flr— (1)) a0 (r—1)-(-1) =

ot ot
— / Tt £t Ul

De donde se concluye de forma inmediata 2.29.
]

Para la cola de la distribucion, usando un razonamiento semejante al empleado anteriormente,
obtenemos:

Proposicién 2.1.18. Las variables aleatorias {8, },~¢ verifican:

P(& > t) = 1 — F(maz{r,t}) + /O "1 = F(maz{r —1,£})] dm(l) (2.30)
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Demostracion.  Vamos a condicionar por el valor que toma 71. Puede ocurrir que 7 = [ > max{r,t}
enestecaso &, =t;—to =7 =1 >tconlocual P(&, >t)=1.Sin =1l <r,P(& >t)=P(&_; > 1),
en cualquier otro caso P(&, > t) = 0. Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total:

T —+00 r
P(& > 1) :/ P& >t/n =1)dF, :/ oy GFW) +/ P(&_; > 1) dF(l) =
0 max{r,t 0

— 1 — F(maz{r t}) + /0 P& > 1) dF(1).2

Teniendo en cuenta el teorema 2.1.5, en la pagina 18, puesto que 1 — F(max{r,t}) es una
funcién acotada, la tinica solucién acotada en los intervalos finitos y que se anula en (—o0,0) es:

P(& > t) = 1 — Fmaz{r,t}) + /O 11 = Flmaz{r — 1,t})] dm(l).

Es relevante el estudio de la variable aleatoria bidimensional (&, & ). Obtenemos:

Proposicién 2.1.19. Las variables aleatorias {7}, ., y {&},oo tienen la siguiente funcion de

distribucion conjunta:

r>0

P& <67 <y)= [ [For+a—10) = Fr—0)] U, € 0, +00),y € [0.7]|  (231)

Demostracion.  Por las definiciones de las variables aleatorias &1 y & obtenemos:

P& <z,8 <y)= > Plnpri—r <z, r—tney <y) = > Plr <tngyr <r+a,r—y <tng <r) =
N(r) N(r)

= S P(r— by < Tveysr S T AT — by T —y < by < 1) = / [F(r+x—1) — F(r —1)] dU(0).
N(r) Y

Teniendo en cuenta que F*" es la funcién de distribucion de t,,n € Ny F lade 75,7 € Ny

sumando para todo n € N.
O

8 En realidad tendriamos:

1, sil > max{r,t}

P& >t/ n=1)=
P(&—; > 1), sil <mazx{rt}
Pero si r < 7, =1 <t no ha habido renovaciones antes de r, con lo cual & = t1 —tg = 1 < t y por lo tanto

P& >t/ =1)=0sile(rt).
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Es posible obtener la funciéon de densidad conjunta teniendo en cuenta las propiedades de las
funciones de distribucién en R2.

Proposicién 2.1.20. Las variables aleatorias {&.},., y {&F},., tienen la siguiente funcion de
densidad conjunta, suponiendo que las variables aleatorias tiempos de espera {7;},. tengan funcion
de densidad f:

for s (xy) = flx +y)U'(r —y),z € [0, +00),y € [0,7] (2.32)

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposiciéon 2.1.19 (en el caso en que y < r), es evidente que
se cumplen las condiciones que nos permiten afirmar que:

P F@+r—1) = F(r—]dU(D)] 0 Uy fla+r = 1) dU()]

fé@j,é;— (z,y) =

0x0y dy
d(r —
— flatr= =00 =)= = e+ U )
0
Para la cola de la distribuciéon conjunta obtenemos:
Proposicién 2.1.21. Las variables aleatorias {6}, o y {&},o verifican:
r—y
]P(égr—’_ > xaéar_ > y) =1 —F(l’+7“) +/ dm<l) [1 —F(Ilf+’f‘—l)],$ < [O,+OO),y S [O,’I"]
0
(2.33)

Es posible dar una demostracién usando las propiedades de la ecuaciéon de renovacion:

Demostracién.  Definimos ¢(r) = P(&~ > y, &+ > x). Condicionando por los valores que toma 7y,
si 71 > x4+ r no ha habido ninguna renovacién antes de r con locual r € [0, 7)) y & =r—0=r >y
por hipétesis; al mismo tiempo &' =7 —r > x +r —r = x y por lo tanto en este caso P(&~ >
vy >ae,/n=I1>zx+r)=1.Sin<z+r : PE >y, & >/ n=1<zxz+r)=P&_, >
y, &5, > x) = g(r —1). Es decir:

9 Bs interesante destacar que teniendo en cuenta esta identidad, también se puede calcular:

P(ET > y) =P(ET >y, &5 > 0) :17F(O+r)+/riy dm(l)[1 — F(0+r — 1] zlfF(r)+/T7y dm(l) [1 — F(r —1)].
0 0

Por comprobacion directa de sus probabilidades se puede comprobar que los sucesos {éa,,_ >, éz;,+ > l‘} y {éarty >x+ y} tienen

la misma probabilidad.
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1, sil>z+r
P(éari >y7éar+ >£C/T1 :l> =
P&, >y, E0,>x), sil<z+r

Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total, obtenemos:
+oo
P&~ >y, EF > 1) = / P(E" >y, &F > x/m = 1) dF(l) =
0

+oo
—/ P&, >y, &, > o) dF(l +/ F(l)=1—F(z+r +/ P&, >y, &, > 2) dF(D).

Sir—y<m <r,secumple que & =r—t; <r—(r—y)=yconlocual i <r—y<r.Por
lo tanto:

g(r):1—F(:L*+7")+/0Tg(r—l)dF(l):1 +/ g(r — 1) dF(0).

Se cumplen las condiciones que nos permiten afirmar que:

r—y
gr) =1=Fla+r)+ [ "[L=Fa+r—1]dm().
Concluimos que, efectivamente, se verifica 2.33.
]

A continuacién vamos a estudiar la distribucién del “excess life”, &7, condicionada por el
“current life”, & . Tenemos la siguiente proposicién:

Proposicién 2.1.22. Dado &~ = 1 < r, la distribucion de las variables aleatorias {&"}, . es
independiente de r, y verifica:

F(x+1)

P(éar+ > :L‘/(g;_ = l) = F(Z)

€ [0, +00) (2.34)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el lema 2.1.3, en la pagina 24, obtenemos:

_ ]P’(éa+ >, b7 = l) ]P)(tN(r)-H —r>x tN('r) =r—1 TN(r)+1 > l)
P(& > e~ =) = r ) ©r _ ? ’ =
(& >e/8, ) P(&=1) Pltngy =7 — 1L, Tn@)+1 > 1)

_ ]P(TN(r)+1 +ing > T+ ine) =7 = LTNE) > [) _ ]P)(TN(,«)_H > 2+ TNgy+1 > l)]P)(tN(T) =r—1) -
Pltney =7 — 1L Tn@y41 > 1) Pltne) =1 = DP(Tny+1 > 1)

 Plrngyr >+l 1=Fz+1)  Fz+1)
Porven >0 1-FQ)  FQ)
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Teniendo en cuenta que N(r) € N Vr > 0y que las variables aleatorias {7;},.y estan idénti-
camente distribuidas con funcién de distribucién F', concluimos que la distribucién de {&}, -, no
depende del valor 7.

O

Proposiciéon 2.1.23. Si 7; tiene funcidn de densidad f la distribucion de & condicionada por

&~ =1 tiene funcion de densidad:

for pe-—(x) = f(;(;r)l),ﬁ € [0, +00) (2.35)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el resultado obtenido en la proposicién 2.1.22; en la pagina 30,
deducimos para la funciéon de distribucién condicionada:

P& <a/E =)=1-P(& >a/E =1)=1-—-"" =

Derivando respecto de x obtenemos 2.35.

En la teoria de la renovacién son importantes los comportamientos cuando r > 0 es grande
de las distribuciones deducidas anteriormente; las distribuciones cuando r — +o0o de las variables
aleatorias &, &1y &, y para su deduccién es fundamental el uso del teorema 2.1.6, en la pagina 19,
el denominado, no sin motivo, “Teorema Clave de la Renovacién” de Smith ([139]). Salvo que se diga
lo contrario, suponemos que g = E(71), 0 < p < +00.

Teorema 2.1.9. Para valores grandes de v > 0 la funcién de distribuciéon de & verifica:'°

lim P&+ < 1) = & / ‘- Fa) Al (2.36)

r—+00 )

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 2.1.9, en la pagina 20 y el teorema 2.1.6, en la
pagina 19 obtenemos:

lim B(&! < 1) = ;/0“” (F(t +u) — F(u) du = ;/Om (1= F(u)] = [1 = F(u+1]) du =
:; /()+Oo(1—F(u))du—/OJroo(l—F(u+t))du}:
:H/Oma_p(u)) du— [ - F) al :;/Ot(l—F(l)) d.

10 giendo w=E(r) y F la funcién de distribucion de ;.
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Dando un cambio apropiado de variable.

O
Para la cola de la distribucién se deduce trivialmente el siguiente teorema:
Teorema 2.1.10. Para valores grandes de r > 0 la cola de la variable aleatoria & verifica:
1 ftoee
lim P(EF > 1) = - / [1— F()] dl (2.37)
r—+400 o Jt

Demostracion.  Por la proposicion 2.1.10, en la pagina 21 y el teorema 2.1.6, en la pagina 19
tenemos:

lim P(&F > 1) = - / = P+ )] du

r—+00 )

Dando un cambio de variable obtenemos 2.37.

Para el current life obtenemos los siguientes teoremas:

Teorema 2.1.11. Para valores de r > 0 grandes la funcion de distribucion de la variable aleatoria

& wverifica:

T

lim P(&~ < 1) = © / - ROy Al (2.38)

r—+00 )

Demostracion.  Por la proposicion 2.1.13, en la pagina 24 y razonando de un modo semejante a los
teoremas anteriores obtenemos 2.38.

O
En el caso de la cola de la distribucion deducimos:
Teorema 2.1.12. Para valores grandes de v > 0, la cola de la variable aleatoria &~ verifica:
lim P(&" L raya 2
Jim B >0 = [ = FQ)] (2.39)

Demostracion.  Teniendo en cuenta que r > t, se cumple que r —t > 0 y podemos denominar a esa
cantidad por u > 0, con lo cual teniendo en cuenta la proposicion 2.1.15, en la pagina 25, obtenemos:

P(&" >t>:1—F<u+t)+/0" dm()[L — Flu+t — ).

" Tenjendo en cuenta la definicion de producto de convolucion se cumple:

u

dm(l)[l—F(u+t—l)]=/+oo dm(l)[l—F(u—l—t—l)]:/uH dm()[1 = F(u+t—1)].

0 0 0

Pues en el producto de convolucion por convenio la integral es nula para aquellos valores en los cuales la funcion
integrando toma valores negativos.
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Por lo tanto, teniendo en cuenta el teorema 2.1.6, en la pagina 19 obtenemos:

r—-+o0o

lim P&~ > 1) = ; / "l = Flut )] du

Dando un cambio de variable concluimos 2.39.

Del mismo modo para el total life deducimos:

Teorema 2.1.13. Para valores grandes de r > 0 la funcion de distribucion de la variable aleatoria

& verifica:

lim P(&, < t) / LdF(l (2.40)

r—-+00

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 2.1.16, en la pagina 26 obtenemos:

lim P&, < 1) = /O+°° (F(t) — F(u)] du = ;/Om du /ut dF(l) =

r——+00 u

{0<u<4ooru<I<t}=>{0<u<IAN0<I<t}.

Con lo cual

:;/Ot ar() | duzi/otldFﬂ)

O
Teorema 2.1.14. Para valores grandes de r > 0 la cola de la variable aleatoria &, verifica:
1 ptoo
lim P(& > 1) = / LAF (1) (2.41)
r—+00 ,u t

Demostracion.  Por la proposiciéon 2.1.18, en la pagina 27, y razonando como en los anteriores
casos, obtenemos:

lim P(&, > t) = 1 /OJFOO 1 — F(max{u,t}] d - /%o /7:00 dF(l) =

r—+00 % ax{u,t}
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Dando un cambio trivial del recinto de integracién obtenemos 2.41.

Para el caso de la variable (&, &%) obtenemos los siguientes teoremas:

Teorema 2.1.15. Para valores grandes de r > 0 la distribucion de la cola de las variables &y &F
(de su distribucion conjunta) verifica:

[ o
lim P&~ >y, & > :f/ 1— F(1)] di 2.42
lim P& >y, 87> 0) = [ - F() (242

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 2.1.21, en la pagina 29, dando un cambio de
variable, obtenemos:

P&~ >y, &F > 7) = 1—F(u—|—a:+y)+/u dm()[1 — Flu+z+y—1)].
0
Por lo tanto se cumple:

1 [too
, - + — — Flu+x+
lezzz P&~ >y, > x) M/O 1 (u+z +y)] du.

Denotando v + z + y = [, du = dl obtenemos 2.42.

O
Teorema 2.1.16. Para valores grandes de r > 0 la distribucion conjunta de &~y & verifica:
1 ety
lim P(E&- <y, &% <u) =~ / [1— F()] dl (2.43)
T—+00 wJo
Demostracion.  Inmediata teniendo en cuenta la proposiciéon 2.1.21, en la pagina 29.
O

Se puede demostrar que las tres familias de variables aleatorias {8 },~0, {8, }rs0, ¥ {& Frso
forman procesos de Markov con probabilidades de transicién estacionarias, y por lo tanto los anterio-
res teoremas limites representan ejemplos de teoremas ergddicos para procesos de Markov pero por
razones de brevedad, y teniendo en cuenta el objetivo de esta monografia, no lo haremos (se puede
consultar, en relacion con esta linea de investigacién, entre otros, W. Feller ([45]), S. Karlin y H.
Taylor ([70]).

Es importante calcular la media de la variable aleatoria & = tN(ry41 — 7. Para ello primero
vamos a calcular E(¢x()41) v hemos de tener en cuenta que no se puede afirmar que:

N(r)+1
E(tN(r)+1) = ]E(Tl + e TN(T)+1) = Z E(TJ = E(Tl)E(N(T) + 1)

i=1
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Esto es debido a que en general no hay independencia entre la cantidad de sumandos (que es
una variable aleatoria) y la suma de esos sumandos.

Lema 2.1.4. Identidad de Wald para los procesos de renovacion. Se verifica ¥V r > 0

E(tngy+1) = p[l+m(r)], p=E(n) < +oo (2.44)

Demostracion.  Procederemos usando una ecuacién de renovacion, para lo cual vamos a condicionar
por los valores que toma 7y;si 7y =1 >7r : N(r)=0conlo cual typyp =7 =lsim =1<r:

N(r)+1-N(t1) N(r—t1)+1

N1 =1+ Z =1+ Z Ti =l +tne—)+1-
i=1 i=1

Por la proposicion 2.1.3, en la pagina 14.
Por lo tanto:

[ sil>r

E(tn — )=
( M )+1/T1 ) { l‘l‘ E(tN(rfl)+l)7 sil S r

Por el teorema de la probabilidad total:
+oo
E(tn@)+1) = /0 E(tn)+1/Ti=) AP, =
“+oo T
= [ T1ar@ + [ 1+ Etwi-pe)] dFQ) =

= p +/0 E(tn—n+1) dF(1).

Es una ecuacion de renovacion con p = E(71) constante, y teniendo en cuenta el teorema 2.16,
en la pagina 18, obtenemos que

E(try1) = ot [ pdm(l) = it pm(r) = 1+ m(r)].

O
Ahora es inmediato demostrar la siguiente proposicién:
Proposicién 2.1.24. La variable aleatoria & tiene la siguiente media:
E(6) = E(taiys — 1) = pll+m(n)] — 7, = E(7)) < +o0 (2.45)
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Demostracién.  Teniendo en cuenta que &7 = EN(r)41 — T, S€ verifica:'?

E(&") = Bty — 1) = p[L+m(r)] —r.

Vamos a estudiar el valor que toma E(&") para valores grandes de r > 0.

Proposicion 2.1.25. Si los tiempos de espera {7;}ien no tienen funcion de distribucion aritmética
se verifica:

2 2
lim E(&+) = F 17

r——00 2#

, 0 < < +o0, 02 < +00 (2.46)

Siendo p=E(r;), c* =F {(7’Z — ,LL)Q} (la varianza de los tiempos de espera).

Demostracion.  Condicionando por el valor que toma t; = 7y:

l—r, I>r

BT /m=1)= { E(&F), [<r
r—1/)»

Por el teorema de la probabilidad total:

400 400
B = [ EE =0 dPL () = [ BE 1 =1 dF() =

0 0

= [Ta-narg+ [(EE)ar.

Se trata de una ecuacién de renovacion de la forma

£r) = gtr) + [ fr =0 dF (),

con g(r) = ["*°(1 — r)dF(I). Vamos a calcular esa integral:

/+°°<z ~ ) dF() = /+°°de<3+7~) _

r 0

12 Teniendo en cuenta que m(0) = 0.
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_ /0+°° (1= F(s+7)) ds = /0+°° /f’o dF(u)™

Teniendo en cuenta ahora el teorema 2.1.6, en la pagina 19, obtenemos:

lim E(&7) = ; [ sty ar = ; (0 /: AF(w)) dr =

1 p4oo 2 1 +o00 2 2
_ f/ Y AP () = f/ W2dF(w) = 7
wJo 2 21 Jo 21

Después de varios cambios de variable triviales.
]

Las implicaciones practicas de los resultados deducidos son importantes, y en algunos casos
sorprendentes. Como ejemplos de la sutileza que es necesario tener a la hora de estudiar los procesos
de renovacién vamos a examinar dos paradojas clasicas en el estudio de los procesos renovados.

2.1.4. Las paradoja de los tiempos de espera y del inspector.

Las referencias a ambas paradojas son muy abundantes en la literatura (W. Feller,[45])), noso-
tros tnicamente las estudiaremos de un modo general, sin profundizar en los detalles.

La paradoja de los tiempos de espera.

En relacion con el excess life, el current life y el total life destaca la denominada Paradoja
de los Tiempos de Espera, que en la abundante literatura sobre la Teoria de la Renovacion ha sido
estudiada con diferentes nombres y en diferentes ejemplos a causa de sus serias implicaciones. De un
modo informal, podemos decir que tenemos un proceso de renovacion en el cual la sucesion de tiem-
pos de espera, {7;},.y estd formada por variables aleatorias independientes, igualmente distribuidas

positivas , con funcién d distribucién F m dia . R lacionada con llas, la suc si(')n d ti mpos
(§ y (§ 12 € (§] (§ e tie
n

de renovacién, {t,}, oy, tn = ZTZ', representa los tiempos en los que se ha producido la renovacién
i=1
n-ésima, y por lo tanto, ¥n € N, el intervalo [t,,t,.1) es el periodo de tiempo transcurrido entre la
n-ésima renovacién y la (n+1)-ésima renovacién.
Dado un cierto r > 0 estamos interesados en calcular la media de la longitud del intervalo
[tN()s tN()+1)- Ingenuamente, podemos pensar:

13 Teniendo een cuenta que:

+00 +oo s
/ de(s+r):/ / dedF(s+7r) =
0 0 0

:/Om dx/:oo dF(s+r):/()+OO[F(—|—oo—|—r)—F(m—i—r)]dxz/OJroo[l—F(x—i—r)]dx.
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N(r)+1 N(r)

tN(r)—H - tN(r - Z T — Z Ti = TN(r

Y teniendo en cuenta la equidistribucién de los tiempos de espera, la media esperada de la
longitud del intervalo seria p. Sin embargo, eso no es asi, pues hemos deducido la distribucién de
&.,r7 > 0 (proposiciones 2.1.16 y 2.1.17, en la pagina 26) y observamos que su distribucién no es la
misma que la de 7;. jHay contradiccién?. En realidad no, pues el 7y()41 es el 1dnico que cumple
tngy <17 <tn@)+1, y por lo tanto su distribucién coincide con la de &;. Si nos fijamos, primero hemos
elegido » > 0, y a continuacién calculamos la media de la longitud de los intervalos que cubren a
ese r en concreto... pero evidentemente, los intervalos de mayor longitud tienen una probabilidad de
cubrirlo mayor.

Examinemos un ejemplo: Un viajero A estd en una estaciéon de autobuses, los cuales llegan
de acuerdo con un proceso de Poisson, siendo la media del tiempo esperado entre la llegada de dos
autobuses i, a > 0. A ha llegado en un tiempo 7, siendo su tiempo de llegada independiente de los
autobuses. ;Cudl es la media de su tiempo de espera para coger el siguiente autobts?. Se pueden dar
dos respuestas diferentes:

= Teniendo en cuenta que es un proceso de Poisson, la falta de memoria implica que la distribucion
de su tiempo de espera no debe depender del tiempo de llegada, y por lo tanto la respuesta
o1
seria —.
(03

= Como su tiempo de llegada entre dos autobuses consecutivos es aleatorio, su tiempo esperado,
su media, debe ser la mitad del tiempo de espera entre dos autobuses consecutivos; es decir,

1

Sin embargo, como mencionamos anteriormente, el error estd en considerar que ese tiempo de
espera Ty(r)+1 tiene una distribucion exponencial de pardmetro «, cuando en realidad coincide con
la de &,.

Razonemos usando los resultados deducidos con anterioridad. El viajero A ha llegado en un
determinado tiempo r > 0 y quiere saber cual es la media de su tiempo de espera hasta subirse al
siguiente autobus. Es decir, que quiere conocer la media de la variable aleatoria &+ = ty()41 — 7,
para la cual hemos deducido su funcién de distribucién en la proposicién 2.1.9, en la pagina 20:

é(z,/7) = P(EF < x) = /0 AU [Flz+71—1) — F(r—1)] =

— e—ar ar+r) + Z/ n”inll
—ar _ _—o(z+r) + Z/

nln 1

— e O _ e—a(x—i—r) + {e—ar . a(x+r Z/ _

n—l

—al {e—a('r—l) . e—a(r—s—r—l)} dl =

nln 1

Il
o

n_l far_eaerr}dl

— e T _ efa(a:Jrr) + {efar o x+r)} Z [(n “ 1[" ‘|7" _
0

= e — AN 4 [emor — gmaler] 3 Oénf _

n=1
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— e T _ efa(err) + [efon“ . efa(err)] (ear . 1) _
=1—e" = F(x).

Es decir, que la distribucién del tiempo de espera para coger el proximo autobiis a partir de
r > 0 coincide con la distribucion del tiempo de espera 7;, y por lo tanto la media del tiempo esperado
a partir de la llegada de A en r > 0 es i como habiamos aventurado en la primera respuesta.

Para &, también hemos deducido su distribucién en la proposiciéon 2.1.16, en la pagina 26:

Bla/m) = P& <2)= [ U [F@) = Fir D).

Derivando la anterior identidad, y teniendo en cuenta que se trata de un proceso poisonniano,
obtenemos la siguiente identidad para la funciéon de densidad:

a’re T, si0<ax<r
fe.(x) = o .
a(l+ar)e ™,  sir<z

Vamos ahora a calcular la media de la longitud de ese intervalo que cumple ty)41 < 7 < tn(),

+o00 T +00
E(&.) = /0 zfe (x)de = /0 ralre " dr —|—/ za(l +ar)e”*dx =

2 6*&7’
a a

Ese resultado nos confirma lo dicho: la distribuciéon de 741 que cumple tn¢y < 7 < ty@)41
no es la comin de las variables aleatorias tiempos de espera {7;}, . Fijandonos con mas detalle
Vemos que

lim E(&,) = lim (2 _C ) = z
o

r—+00 r——+oo \ 6%

Con lo cual obtenemos que cuando los valores de r > 0 son grandes la longitud esperada del
intervalo particular {y) < 7 < tn(y41 €s % y la segunda respuesta que habiamos dado es correcta: el
tiempo esperado (su media) es la mitad del esperado para el intervalo de llegada entre dos autobuses
consecutivos. Lo que ocurre es que en este caso ese tiempo esperado ya no es é sino % , ¥ no hay
contradiccion. Este hecho sorprendente tiene serias implicaciones y se puede generalizar a cualquier
proceso de renovacion.

En efecto, supongamos ahora el proceso de renovacién general del que hablabamos al principio.
En el teorema 2.1.9, en la pagina 31, se obtuvo la distribuciéon limite, para valores grandes de r > 0
(procesos “viejos”, que llevan mucho tiempo funcionando) de la variable aleatoria &7; en el teorema
2.1.11, en la péagina 32, de la variable aleatoria & y en el teorema 2.1.13, en la pagina 33 de &,. A
la vista de esos resultados observamos que la distribuciéon de &, igual que ocurria en los procesos
poisonnianos, no coincide con la distribuciéon de &, pero si con la de & . Por ello seria un error tomar
el valor esperado hasta que ocurra la siguiente renovacion desde r > 0, E(&), como representativo
para estimar el valor esperado del tiempo entre dos renovaciones consecutivas.

Otro ejemplo clésico en la literatura es la denominada paradoja de inspeccion (o del inspector).
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La paradoja del inspector.

Supongamos una cierta maquina en una fabrica, un equipo, en el cual se instala una pieza que
permanece en la maquina hasta que se estropea, momento en el cual se sustituye de forma
inmediata por otra pieza semejante y el proceso sigue sin interrupcion. Aqui las épocas de renovacion
forman un proceso de renovaciéon en donde 7, es la duracion de la k-ésima pieza.

El “inspector” quiere comprobar las duraciones reales mediante una inspeccién, para lo cual
toma una muestra de piezas en funcionamiento en la época r > 0 y observa sus duraciones. Teniendo
en cuenta que F' es la distribucion de la duracion de todas las piezas, erroneamente puede pensar que
esa es también la de la pieza inspeccionada en el momento r» > 0, pero esto no es asi: si se inspecciona
esa pieza en el momento r > 0 ya lleva un tiempo funcionando, que se estime su duracion a partir
del momento r introduce un sesgo si se pretende extrapolarlo a todas las piezas: simplemente, puede
que sea una pieza muy “dura”, de mayor duracion, y su tiempo de vida sea mucho mayor que el
de las demés. El hecho riguroso es que el haber inspeccionado la pieza en el momento r, estando
funcionando en ese momento, cambia la distribuciéon de su duracién: dobla su duracién esperada.

Examinemos esto matematicamente, usando los resultados previos:

E(&) = E(& + &) =E(&7) + E(&7) = 2E(&7).

Teniendo en cuenta que la distribucién de & coincide con la distribucién de & (para valores
grandes de r > 0). En la proposicién 2.1.24, en la pagina 35, hemos calculado E(&"), con lo cual:

E(&) = 2(p[1 +m(r)] —r).

Usando el resultado obtenido en la proposicion 2.1.25, en la pagina 36, vemos que para valores
grandes de r se cumple:

2 2 2 2 2
lim (&) = W +o7) _ (w+o%)
r—-+00 2'u 7

. Quiere esto decir que para estimar la duracion de ese tipo de pieza no me sirven los resultados
proporcionados por una muestra, y por lo tanto la estadistica “no sirve para nada”? Naturalmente
que no: hay que inspeccionar piezas que se instalen a partir de ese momento r > 0.

En esta seccién hemos investigado con cierto detalle los procesos de renovacion en general y el
proceso de conteo renovado en particular, enunciando y recordando resultados clasicos, muchos de
ellos sin demostracion, que son imprescindibles para el desarrollo de la tesis o que simplemente resul-
taria imperdonable no mencionar en una investigacion sobre los procesos de renovaciéon compuestos
con deriva. Sin embargo, como es evidente, no son el objeto principal de nuestro estudio y por lo
tanto, para ampliar conocimientos o resultados mas detallados es necesario consultar la bibliografia.
Estudios clésicos, pero actuales, son [39], [40], [41], [44], [45] de W. Feller, donde se estudian en pro-
fundidad los procesos de renovacién (no sélo el proceso de conteo renovado), se estudian los procesos
de renovacion en el caso en que la distribuciéon F' de los tiempos de renovacién no estéd concentrada
en la semirrecta positiva; se relacionan los procesos de renovacion con las caminatas aleatorias y se
aplican en la resolucién del problema de la ruina; se analizan la paradoja de los tiempos de espera y
la del inspector, etc. Un estudio especifico de la Teoria de la Renovacién se puede consultar en [19]
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y [20] de D. R. Cox y en [139] de W. L. Smith, donde se estudia el modelo ordinario de los proce-
sos de renovacion, el proceso de Poisson y modelos méas generales como los procesos de renovacion
superpuestos, los alternados y los compuestos, obteniendo resultados muy interesantes y mostrando,
mediante ejemplos, posibles aplicaciones de la teoria. En una linea muy parecida tenemos [70] de S.
Karlin y H. Taylor donde, ademéas de obtener los resultados clasicos relacionados con la Teoria de
la Renovacién, estudian las variables aleatorias &, &1 y &,. También son interesantes los estudios
del proceso de Poisson, de los modelos de conteo y generalizaciones como los procesos de renovacion
retardados, los estacionarios, los compuestos, los alternados y los de Markov. En [57] de C. Godreche
y J. M. Luck se estudian la cantidad de sucesos que ocurren entre 0 y un tiempo dado ¢, el tiempo del
ultimo suceso antes de t, las variables & y &1 (para las cuales obtienen la transformada de Laplace
de sus respectivas funciones de densidad), entre otras variables aleatorias; los resultados obtenidos los
particularizan para varios casos, segin la naturaleza de la distribucion de los intervalos temporales.
En relacién con la variable “excess life”, &1, en [92] de S. Losidis y P. Kostas obtienen su funcién de
densidad, sus momentos, su varianza y estudian para t — 400 la covarianza entre & y N(t).

En un contexto particular, en estudios econémicos y actuariales, son importantes, entre otros,
[106] de T. Mikosch y G. Samorodnitsky y [132] de T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt y J. Teugels,
donde usan las herramientas proporcionadas por la Teoria de la Renovacion para estudiar tépicos
como la “probabilidad de ruina”, la “probabilidad de supervivencia” etc, que, aunque estudiadas
en un contexto més general y con otra denominacién, forman parte importante de esta tesis. Es
interesante destacar en relacién con las variables aleatorias & y & que debido a que, en general,
un proceso de renovacién compuesto con deriva (definicién 3.1.1, en la pagina 50), el denominado en
la literatura actuarial y financiera “risk reserve process”, no es un proceso markoviano, mediante las
técnicas denominadas “Backward Markovization Technique” y la “Forward Markovization Technique”
se consigue transformarlo en un “Piecewise Deterministic Markov Procecess” (PDMP). Un estudio
muy detallado sobre estas técnicas se puede consultar en [132] de T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt
y J. Teugels.
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2.2. Procesos de renovacion compuestos.

Los procesos de renovacion compuestos se pueden considerar como una generalizacion de los
procesos de renovacion, y sirven para modelar diferentes fenémenos aleatorios en una gran variedad de
disciplinas cientificas. Suelen denominarse, especialmente en contextos fisicos y relacionados, CTRW
(continuous-time randon walks). Son interesantes, ademés de los clasicos W. Feller, D. R. Cox, S.
Karlin y H. Taylor, etc, los estudios de E. W. Montroll y G. H. Weiss ([109]), J. Villarroel y M.
Montero ([148]),...

En esta seccién deduciremos su ley de probabilidad, tanto condicionada como no condicionada,
hallando las ecuaciones integrales que satisfacen. A continuacién resolveremos esas ecuaciones inte-
grales para algunos ejemplos concretos. También enunciaremos algunos otros resultados relevantes.

Definicién 2.2.1. Proceso de renovacién compuesto. Dado el proceso estocdstico {Si}i>o deci-
mos que es un “proceso de renovacion compuesto” si:

N(t)
Sp=> Y, Vt>0, (2.47)

k=0

donde:

1. N(t) es un proceso de conteo renovado (definicion 2.1.2, pagina 12).

2. {Yu},en son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con funcién de
distribucion G.

8. Tal Y, V{n,m} €N ({7, }nen, {Vnfnen son sucesiones mutuamente independientes).'*

Se trata, por lo tanto, de un proceso de saltos (definicién A.4.28, pagina 263) cuyas llegadas
{N(t) }+>0 definen un proceso de renovacién. Recordando la definicién de los procesos de renovacién
(definicion 2.1.1, en la pagina 11) por convencién Yy = 0 A to = 0. A continuacién vamos a estudiar
la ley de probabilidad de Sy, t > 0.

2.2.1. Ley de probabilidad no condicionada.

En primer lugar vamos a deducir la ley de probabilidad no condicionada. Sea el proceso de
renovacion compuesto 2.2.1, se verifica la siguiente proposicion:

Proposicion 2.2.1. La variable aleatoria Sy, t > 0 tiene la siguiente funcion de densidad:

=t -0+ k[ [0

(2.48)

siendo do(z) la funcion Delta de Dirac y 1(p) la funcion caracteristica de la variable aleatoria Y.

4 En el capitulo 4, en la pdgina 178, estudiaremos el caso en el cual aceptamos dependencia entre T,,Y, ¥ n € N.
Asumimos que los vectores (1x, Yy), k € N tienen la misma distribucién (proceso de renovacion compuesto homogéneo).
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Demostraciéon.  Vamos a calcular la funcién caracteristica de Sy, t > 0, g, (p) = E(e?"):

E(¢7%) = E(" S5t %) = ?E@”’Z?—”/N(t):k)-IF’(N(t)zk): §<w<p>>k~w<zv<t>:k>.

Recordando la definiciéon y las propiedades de las funciones generatrices, si denotamos por
Gn@(2) la funcién generatriz de N(t), vemos que E(e5) = Gy (¢(p)), siendo ¢(p) la funcién
caracteristica de Y;. Teniendo en cuenta el resultado obtenido en la proposicion 2.1.2, en la pagina
13 nos quedara:

. B 1 Y+i00 ot 1_f(5>
E(e™) = ps,(p) = QMAM € s(1— f(s) ()

No podemos asegurar que se cumpla que:

lim pg,(p) = 0.

|p|—o00

Concluimos por lo tanto que @g,(p) no es la funcién caracteristica de una variable aleatoria
absolutamente continua. Vamos a descomponer la distribucién de probabilidad Fg, en la suma de
dos distribuciones de probabilidad, una discreta, F! S[t) , y una absolutamente continua, F g , siendo F. 5’2
la distribucién de probabilidad de un atomo concentrado en el {0} .

Fs, = F§ + F§.

Vamos a calcular la funcién caracteristica g, (p) teniendo en cuenta la anterior descomposicion:
PS,
i 00 +oo | S c
o) = (") = 70 (5, = 0) + [ e aFg =

+oo | +oo |
=1-]P’(St:0)+/ oinSt . dFSCt:p(StZO)+/ ¢S dFY.
Para calcular la funcién caracteristica asociada a la distribuciéon de probabilidad F' g’: despeja-

mos, quedando:

/ TS qFS = E(¢") — B(S, = 0) = E(e?) — P(N(t) = 0) =

o0

— wme“- - f(s) ds —P(N(t)=0) =
TR ey PR

13 Siendo f(s) la transformada de Laplace de la funcién de densidad f(x) de la variable aleatoria T1. Hemos elegido v de modo que
1—f(s)
s(1—f(s)-2)

todas las singularidades de queden a la izquierda de la recta x = 7.
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Si suponemos que la anterior expresion es absolutamente integrable podemos aplicar la inversa
de la transformada de Fourier (teorema A.3.14, en la pagina 249), quedando:

_i, +Oo€—z‘pr i A/Hooest' o AS . f(3)¢(p>
0= g [ g OO T e

siendo g(z) la funcién de densidad asociada a la distribucién de probabilidad Fg . De aqui dedu-
cimos:

fao) = dofe) - B(S = 0)+ o [ emrdpe [Tt (1= fo)-

Teniendo en cuenta que P(S; = 0) = P(N(t) = 0) = P(t; > t) = P(mq > t) =1 — F(¢)
obtenemos 4.1.

2.2.2. Ley de probabilidad condicionada.

Vamos a deducir la ley de probabilidad condicionada diferenciando si el tiempo de partida es
un tiempo de renovacion t,,, n € N o un tiempo r € (¢,,t,4+1) no de renovacion.

Proposicion 2.2.2. La variable aleatoria S,in, h > 0 condicionada por S, = x tiene la siguiente
funcion de densidad:

= — + L T —ip(y—) " 7Jriooe(h_l)[l_f(s)]
Fovan/smal) = 8oy = B(ET > W)+ [ e ugp) 77T L dsdoll, ) dp

(2.49)

siendo 0(y — x) la funcion & de Dirac, 1(p) la funcion caracteristica de la variable aleatoria Y7,
o(L/r) la funcion de distribucion de &F y eligiendo v € R de forma adecuada.

Demostracion. ~ Vamos a calcular la funcién caracteristica psg, ., /s,—(p):
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. N(r)
05,005 —o(p) = E(€P50 /5, _) = B(e? T Vi /3 Yy =) =
k=0

, N () e N
( zpzk (0) Yk+ZkN(1\j(Z 41 k/ Z Yk — .CC) _ ezpm . ( szN( +h)—=N( )Y/ Z Yk — LU) —
= k=0

+o0 . N(r)
= e'Pr. ZE(eipZ£:1Yk/ Z Ye=a2,N(r+h)—N(r)=5)P(N(r+h)—N(r)=7) =
=0 k=0

= S (e S BN (r 4+ B) — N(r) = j) =

J=0

— 7 [B(N(r + h) — N(r) = 0) + 3 E(eZise™ " Yp(N (4 1) — N(r) = J')] =

7j=1

— eipm

(&F > h) +i /h N(h—l):j—l)dgb(l/r)]:

Recordando el resultado obtenido en la proposicién 2.1.12 en la pagina 23. Teniendo en cuenta
las propiedades de las series y haciendo m = 5 — 1 nos quedara:

= ¢ [IP’(@@‘T* > h) + (p) /Oh io(w(p))mP(N(h —1)=m) dW/T)] =

Por la proposicion 2.1.2, en la pagina 13, obtenemos:

_ i []P(g;f > )+ o) | G () do(i /@] |

Aplicando ahora la transformada inversa de Fourier nos quedara:

— 5y — P& S h) - [ ey [CG de(l,/r)d
Fsvin/si=a®) = 0y = DBET > W)+ 5+ [ ) [* Gy (0(0)) - doll,/) dp

Siendo dp(y — x) la funcién § de Dirac. Recordando la proposicién 2.1.2; en la pégina 13,

concluimos que se verifica 2.49.
m

Cuando el tiempo de partida es un tiempo de renovaciéon t, es trivial deducir el siguiente
corolario:
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Corolario 2.2.1. La variable aleatoria Sy, +n, h > 0 condicionada por S;, = x tiene la siguiente
funcion de densidad:

IS0 in/Sen=2(y) = do(y — x)[1 — F(h)] +

1 /+we4myﬁ)/*”wemﬂw—f@ﬂf@ﬂ¢@ﬂdsdp

Ar2i —ico s[L — f(s)v(p)]

—00

(2.50)

siendo 6(y — x) la funcion & de Dirac, ¥ (p) la funcion caracteristica de la variable aleatoria Yy y
eligiendo v € R de forma adecuada.

Por lo tanto, la ley de probabilidad condicionada por S;, = x, siendo t,, un tiempo de renovacion,
es estacionaria en el tiempo y en el espacio y podemos suponer que el tiempo inicial sera ty; sin
embargo, en general, cuando r no es un tiempo de renovacion la ley de probabilidad condicionada no
es estacionaria ni en el tiempo ni en el espacio. Otra implicacion trivial de los anteriores resultados es
que la ley de probabilidad de la variable aleatoria S; condicionada por Sy = x podemos considerarla
como la ley de probabilidad no condicionada de la variable aleatoria S; = = + S; (en paralelo con las
“caminatas aleatorias iniciadas en x”, definicién A.4.26, en la pagina 263).

De un modo parecido a la definicién de la “funcién de renovaciéon” m(t) en el caso de los
procesos de conteo renovados, para el caso de los procesos de renovacion compuestos se define la
“funcién de tendencia (trend function)”, que vamos a denotar por M (t).

Definicién 2.2.2. Funcién de tendencia. Definimos la “funcion de tendencia”, y la denotamos
por M(t), como M : [0, +00) — R / M(t) = E(S;)), Vt > 0.

Teniendo en cuenta la definicién del proceso estocéstico {S;}i>o (definicién 2.2.1, en la pagina
42) es trivial demostrar, como simple aplicacién del teorema de la probabilidad total, la siguiente
proposicion:

Proposicién 2.2.3. Identidad de Wald para los procesos de renovacién compuestos. Se
verifica V't >0

M(t) = E(Y;) - m(t), E(]Yi]) < 400 (2.51)

Siendo m(t) la funcion de renovacion de los procesos de conteo renovados (definicion 2.1.3,
pagina 15).

No es el objetivo de esta tesis el estudio de los procesos de renovacion compuestos, sin embargo
los siguientes resultados los enunciamos por su relevancia en contextos actuariales y financieros:

Teorema 2.2.1. Si los tiempos entre llegadas {T;},. no tienen funcion de distribucion F aritmética,
siendo p = E(1;) < 0o, p# 0, E(|Y1]) < +o0, se verifica:

M(t E(Y; S E(Y;
lim ®) = ( 1>, lim = = ( 1), c.s. (2.52)
t—+oo 7 t——+oo o

El anterior limite se considera nulo cuando p = oco.
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Teorema 2.2.2. Si los tiempos entre llegadas {T;},. no tienen funcion de distribucion F aritmética,
siendo = E(7;) < 0o, u# 0, E(|Y1]) < 400, se verifica:

— hE(Y;
lim Sten =51 _ ( 1), h >0 c.s. (2.53)
I

t——+o00 t

El anterior limite se considera nulo cuando p = oc.

El teorema 2.2.1, que en contextos actuariales y de ciencias econdémicas se conoce como “renewal
reward theorem”, se interpreta como que el porcentaje a largo plazo de pérdida o beneficio por unidad
de tiempo es igual al porcentaje de perdida o beneficio por unidad de tiempo en un ciclo de renovacion.

2.2.3. Estudio de casos particulares de distribuciones.

Una vez deducida la férmula de la ley de probabilidad de la variable aleatoria S; tanto con-
dicionada como no condicionada, vamos a particularizar los resultados para algunos casos. Dado
el espacio probabilistico (€2, .A,P) sea el proceso de renovacién compuesto {S;},., definido en él
(definicion 2.2.1, pagina 42). -

a) Caso en que los tiempos de espera {7;},_ tienen distribucién exponencial de para-
metro A\, 7; ~» £(\).

Vamos a deducir en primer lugar la ley de probabilidad no condicionada.

Proposicién 2.2.4. (Ley de probabilidad no condicionada).En el caso de que las va-
riables aleatorias tiempos de espera, {7;},oy tengan distribucion exponencial de pardmetro X la
N(t)
funcion de densidad de Sy = Z Y; satisface la siguiente iqualdad:
i=1

1

+oo
— —ipr=At [ Atp(p) _
27r/ e (e 1) dp (2.54)

—00

fs.(x) = do(w)e™ +

La demostracion en el apéndice B.1.1, en la pagina 265.

Para la ley de probabilidad condicionada se verifica:

Proposicién 2.2.5. (Ley de probabilidad condicionada).En el caso de que las variables
aleatorias tiempos de espera, {T;},. tengan distribucion exponencial de parametro X la funcion
N(t+h)

de densidad de Sy, = Z Y; condicionada por S; = x satisface la siguiente iqualdad:
i=1

dp|  (2.55)

A(p)—1Dh |1 _ o= b(p)h
1 +oo e 1—e
f5t+h/3t=x(y) = do(y — x)e—Ah + py /7 e ) [)\ ]
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La demostracién requiere calculos demasiado laboriosos como para transcribirlos. El razona-
miento, semejante al de la anterior proposiciéon, en el apéndice B.1.2, en la pagina 266.

Como una generalizacion del anterior caso, tenemos:
b) Caso en que los tiempos de espera {7;},. tienen distribucién Erlang de parametros
A,n, conn e N.

Vamos a hallar la ley de probabilidad no condicionada del proceso.

Proposicién 2.2.6. Ley de probabilidad no condicionada. En el caso de que los tiempos
de espera {T;},o tienen distribucion Erlang, 7; ~ €.(n,\), la funcion de densidad no condi-
cionada satisface la siguiente iqualdad:

k

Js.(x) e Z (2.56)

+i /+°° o ipT =Xt li M [y (p) — 1] _ nil (t‘)\)i dp

2m  J-oo i— (ri = 1) HZ:Lk;éi(Ti — %) i=0 !

Un esquema de la demostracion en el apéndice B.2.1, en la pagina 267. Para la ley de
probabilidad condicionada, tendremos (un esquema de la demostracién en el apéndice B.2.2,
pagina 268):

Proposicién 2.2.7. Ley de probabilidad condicionada. En el caso de que los tiempos de
espera {7 };cy tienen distribucion Erlang, 7, ~ €.(n,\), la funcién de densidad condicionada
satisface la siguiente igualdad:

fSvinssi=2(y) = 0oy — ) D _( Ah an (2.57)

+217T /_J:O o~ ip(y—2) M/’(?L[lf(%)r 1] e)‘hiz: (= 1) ;[Z;}:(Tz “) (kZ: a(t) /Oh()\l)kle’\”ldl)] dp

Un estudio muy detallado de los procesos de renovacién compuestos (cumulative processes) se
puede consultar en [20] de D. R. Cox, estudiando (en el caso de independencia entre los saltos y
los tiempos de espera) la funcién generatriz de momentos del proceso, momentos de orden superior,
comportamiento asintético, etc. Es interesante el articulo de J. Villarroel y M. Montero [148], en el
cual se efectiia un estudio profundo, tanto obteniendo las ecuaciones integrales como resolviéndolas
para algunos casos particulares. En un contexto diferente, estudiando las CTRW con deriva pero
permitiendo resets tenemos [114] de J. Villarroel y M. Montero en el cual se obtiene no sélo la
ley de probabilidad sino también una férmula para el Mean First -Passage time. Asumiendo ciertas
condiciones en [12] de A. A. Borovkov y A. A. Mogulskii se obtiene la funcién de densidad del proceso
2.2.1 y su comportamiento asintético. Desde una perspectiva propia de las ciencias econémicas en
[103] de J. Masoliver, M. Montero, J. Perellé y G. H. Weiss se aplican las técnicas de las CTRW al
estudio de la evolucion de los mercados financieros obteniendo, entre otros objetos, la transformada
de Laplace-Fourier para la ley de probabilidad del proceso.
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Capitulo 3

Procesos de renovacion compuestos sin correlacion salto-tiempo y con
deriva. Estudio markovianidad.

En este capitulo vamos a estudiar los procesos estocéasticos de renovacién compuestos con deriva,
suponiendo que no hay correlacién entre los tiempos de espera {7, }nen y los saltos {Y}, }nen. El modelo
que vamos a estudiar comunmente es conocido como “Modelo de Sparre Andersen” (principalmente
en el &mbito de la ciencia actuarial) y es una generalizacion del “Modelo de Cramér-Lundberg”, en
el cual los tiempos de espera 7; siguen una distribucién exponencial de parametro A, con lo cual el
proceso de conteo N (t) tiene una distribucién de Poisson de parametro At. La literatura, tanto en el
modelo clasico de Cramér-Lundberg como en el de Sparre Andersen, es muy abundante, siendo un
clasico el estudio de “la probabilidad de ruina” y problemas relacionados, ya en los inicios del calculo
de probabilidades con Feller. Seria imperdonable no mencionar los estudios pioneros de P. Lundberg
quien en 1903 presentd su tesis doctoral “Approximations of the Probability Function/Reinsurance
of Collective Risks” ([95]); H. Cramér ([16]), quien desarrollé y profundizé el modelo de P. Lundberg,
S. Andersen ([3]) y tantos otros que han hecho posible que en la actualidad la ciencia actuarial haya
alcanzado un desarrollo notable. Relacionados con el tema de estudio en este trabajo son de destacar,
entre otros, D. C. M. Dickson ([24]), D. C. M. Dickson y G. E. Willmot ([25])...y mds recientemente
J. Villarroel y M. Montero ([112]) y A. Paland y S. Reuveni ([120]).

Estos estudios asumian como tiempo inicial un tiempo de renovacion t,, € T, n € N que debido
a la naturaleza del proceso, se puede considerar t, = 0, siendo T el conjunto de todos los tiempos de
renovacion. Nosotros, sin embargo, vamos a realizar un estudio mas general, vamos a considerar un
tiempo r > 0 arbitrario, que va a cumplir r € [t,, t,41).

El capitulo esta organizado de la siguiente forma:

= En la primera seccion estudiaremos los procesos de renovacion compuestos con deriva, deducien-
do su ley de probabilidad y enunciando algunos otros resultados destacados y fundamentales
en ciencias econémicas y financieras.

= En la segunda seccién estudiaremos la markovianidad del proceso estocastico.

= En la tercera y cuarta secciones estudiaremos dos variables aleatorias, el tiempo de primera
llegada a la barrera superior b,y el tiempo de escape del intervalo [0, b]. Dado un cierto intervalo
[0, b] estamos interesados en el tiempo de primera llegada a la barrera superior y el tiempo de
escape del intervalo; deduciremos las identidades de renovacién que satisfacen, hallaremos las
ecuaciones integrales que verifican y las resolveremos para algunos casos particulares. También
estudiaremos la ley de probabilidad de dichas variables aleatorias.

» En la quinta y sexta secciones, dado un intervalo [0, b] estudiaremos la probabilidad de que el
proceso llegue a la barrera superior y la probabilidad de que salga del intervalo. Deduciremos las
identidades de renovacion que satisfacen, hallaremos las ecuaciones integrales que las resuelven
y solucionaremos esas ecuaciones integrales en algunos casos.
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3.1. Ley de probabilidad no condicionada. Ley de probabi-
lidad condicionada.

Definicién 3.1.1. Proceso de renovacion compuesto con deriva. Dado el proceso estocdastico
{Xi}i>0 decimos que es un “proceso de renovacion compuesto con deriva” si :

1. Xt:Ct:tSt, VtZO
2. {St}tzo es un proceso de renovacion compuesto (definicion 2.2.1, pigina 42).
3. ¢ es una cantidad constante; en principio ¢ € R.

A continuacién vamos a deducir la ley de probabilidad no condicionada.

Ley de probabilidad no condicionada.

Una vez que hemos hallado la funcién de densidad de la variable aleatoria Sy, ¢ > 0 (seccién
2.2, pagina 42), es trivial deducir la de X;, ¢ > 0 (por simplicidad en los razonamientos, sin pérdida
de generalidad, consideramos X; = ct + Sy, Vt > 0). Tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.1. La variable aleatoria X;, t > 0 tiene la siguiente funcion de densidad:

fx (@) = fs(x —ct) (3.1)

Demostracion.  En efecto:

N(®)
fx,(x)dz =P(X; € (z,z + da]) =P(ct + >_ Yy € (z,z + dz]) =
k=0

N(t)
=P()_ Y € (z—ct,z—ct+ dz]) = fs,(z — ct) dz.
k=0

Teniendo en cuenta la proposicion 2.2.1, pagina 42.

Ley de probabilidad condicionada.

A continuacién vamos a estudiar la ley de probabilidad del proceso {X;};>o condicionada por
N(t)
Xo = u, donde vamos a considerar el proceso X; = u + ct + Z Y, V t > 0 cuando partimos de
k=0
Xo = u (teniendo en cuenta los razonamientos de la seccion 2.2, pagina 42).

Proposicion 3.1.2. La variable aleatoria X;, t > 0, condicionada por Xg = u, u € R, tiene la
siguiente funcion de densidad:

fxi(@) = fs(z —u — ) (3:2)
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El razonamiento es semejante al de la demostracién de la proposicion 3.1.1, pagina 50.
A continuacién vamos a hallar la funcién de densidad de la variable aleatoria X;, ¢t > 0
condicionada por X, =y, y € R, r € (t,,t,01) A 7 <.

Proposicién 3.1.3. La variable aleatoria X;, t > r, condicionada por X, =y, y € R, r € (0,11)
tiene la siguiente funcion de densidad:

Ixi x,=y(®) = fs,/8,=y—cr(T — t) (3.3)
Demostracion.  En efecto:
N(t) N(r)
Ix, x,=yde =P(X; € dz /X, =y) =P(ct + Z Yy € (2,2 + dz|er + Z Y =y) =

k=0 k=0

N(t) N(r)

=P(> Yie(z—cto—ct+da]/ D YVi=y—cr)=
k=0 k=0

= fsu/5my-erla — ct) da

Teniendo en cuenta la proposicion 2.2.2; en la pagina 44.
O

Del mismo modo que en la seccion 2.2, pagina 42, definimos la funcién de tendencia del proceso:

Definicién 3.1.2. Funcién de tendencia. Definimos la “funcion de tendencia”, y la denotamos
por M(t), como M : [0,4+00) = R / M(t) = E(X})), Vi > 0.

Teniendo en cuenta la definicién del proceso estocéstico {X;}>o (definicién 3.1.1, en la pagina
50) es trivial demostrar

Proposicién 3.1.4. Identidad de Wald para los procesos de renovacién compuestos con
deriva. Se verifica V't > 0

M(t) = ct £ M(?) (3.4)

Siendo M(t) la funcion de tendencia de los procesos de renovacion compuestos (definicion
2.2.1, pdgina 42 y definicion 2.2.2, en la pdgina 46).

Los siguientes resultados son inmediatos:

Teorema 3.1.1. Si los tiempos entre llegadas {7;},. no tienen funcion de distribucion F aritmética,
siendo p = E(1;) < 0o, p # 0, E(|Y1]) < +o0, se verifica:

M(t
lim M) =c+ , lim — =c+ , C.S. (3.5)
t—+oo ¢ N t—+4oo ¢ 7
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El anterior limite se considera nulo cuando p = oo.

La demostracién es inmediata teniendo en cuenta el teorema 2.2.1, en la pagina 46. Del mismo
modo, teniendo en cuenta el teorema 2.2.2, en la pagina 47 es trivial la demostracion del siguiente
teorema:

Teorema 3.1.2. Si los tiempos entre llegadas {7;},. no tienen funcion de distribucion F aritmética,
siendo p = E(1;) < 00, u# 0, E(|Y1]) < 400, se verifica:

X — X hE(Y;
lim t+h t_ c+ ( 1)
t—+o00 t W

, h>0c.s. (3.6)

El anterior limite se considera nulo cuando p = oo.

El teorema 3.1.1 es fundamental en ciencias actuariales y esta relacionado con la denominada
safety loading, que se define como

E(11)
c— = M

TR T EW)
o

cuando se considera el proceso estocastico {X; >0, Xy = u+ct — Sy V¢ >0, siendo {S;}i>0 un
proceso de renovacién compuesto. Se puede demostrar ([16] de H. Cramér, [26] de D. C. M. Dickson,
B. D. Hughes and Z. Lianzeng, [132] de T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt and J. Teugels, etc) que
cuando 1 < 0 la “probabilidad de ruina” es 1 y cuando n > 0 la “probabilidad de ruina” es < 1. La
probabilidad de ruina es el equivalente en contextos econémicos y financieros de la probabilidad de
escape de un cierto intervalo, que estudiaremos en nuestro trabajo con detalle en la seccion 3.6, en
la pagina 136.

En ciencias actuariales y financieras el proceso de renovacion compuesto con deriva se suele
N(t)

denotar por {R;}1>0, Rt = u+ct — > Y, V¢t > 0, donde {N(t)}i>0 es un proceso de conteo
k=0

renovado, (el conocido como risk reserve process), y se suele estudiar en paralelo con el proceso

{St}i>0, St =u— Ry, V't >0 (el conocido como claim surplus process). Gran parte de los resultados
que obtendremos en esta memoria, no solo la probabilidad de ruina, admiten una interpretacion
particular en este contexto, como veremos.

Un estudio mas general, aunque centrado en las CTRW, se puede consultar en los articulos
[110] y [111], de J. Villarroel y M. Montero. También son interesantes [42] y [45] de W. Feller, donde
se estudian los procesos de renovacion compuestos y las caminatas aleatorias en relacion con los
procesos y semigrupos de Markov, derivando, en un contexto fisico, la conocida como ecuacién de
Fokker-Planck.

Hemos obtenido la ley de probabilidad del proceso cuando el tiempo inicial es ¢, o bien un
tiempo r € (0,¢1), sin embargo, en un estudio general, es necesario conocer la ley de probabilidad
cuando el tiempo inicial es un tiempo de renovacién t,, # to o bien un tiempo r € (t,,t,+1); también
podriamos preguntarnos si es un proceso de Markov, cémo influye el pasado en la evolucién futura del
proceso, etc. En la siguiente seccién vamos a estudiar con méas detalle la probabilidad condicionada
y algunas propiedades notables del proceso {X;}+>o.
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3.2. Estudio markovianidad.

En esta seccién vamos a estudiar la markovianidad de los procesos {X;}>0, {St}i>0. En todo
lo que sigue vamos a considerar el proceso estocastico {X;}i>o, siendo Xy = ¢t — S, V¢t > 0 (el
conocido en ciencias actuariales y econémicas como modelo de Sparre Andersen), definido en un
espacio probabilistico (€2, 27, P) y {Si}i>0 cumpliendo las condiciones de la definicion 2.2.1, en la
pagina 42. Se deducen los siguientes resultados:

Proposiciéon 3.2.1. Dado un proceso de renovacion compuesto {S;}i>0, no cumple la propiedad
markoviana, no es un proceso de Markov.

Demostracion.  En efecto, para que {S;}:>¢ sea un proceso de Markov es condicién necesaria que
verifique la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov. Sin embargo, teniendo en cuenta las proposiciones
2.2.1, en la pagina 42, y 2.2.2, en la pagina 44, se verifica:

P(S,.p € (z,2 + dz]) # /R P(S, € dy)P(S,4n € (2,2 + da]/S, = y),

siendo P(S,4y € (z,z + dz]) = P(S,4p € (x,2 + dz],/Sy = 0).Y, por lo tanto, en general un
proceso de renovacion compuesto {S;};>p no es markoviano.

]

Teniendo en cuenta la definicién de proceso de renovaciéon compuesto (2.2.1, en la pagina 42),
o calculando de forma directa, es inmediato el siguiente corolario:

Corolario 3.2.1. Dado el proceso de renovacion compuesto {S;}i>o, cumple la propiedad de “pseu-
domarkovianidad”, se cumple la propiedad de Markov cuando consideramos el pasado
F =0(S,,r <t,), cont, un tiempo de renovacion.

La siguiente proposicion es interesante:

Proposicion 3.2.2. {Si}i<t, v {St, 1+ — St, h>0 son independientes y se verifica que
Sthrt—StniStVnEN N VtZO

Demostracion.  Que son independientes es evidente teniendo en cuenta que S; 4, — S;, es una
variable aleatoria que no depende de los tiempos menores que t,,.
Vamos a estudiar la distribucién de Sy, — Sy, :

N(tn+t) N(tn)

YVaeR : P(St+t_St <a Z Yk_ZYk<OJ

N(tn+t)
= IP( Z Y <a)= ZYk<a P(S; <a).t

k=N (tn)+1

Con lo cual podemos concluir que efectivamente Sy, — S, 2 S, Vit > 0.

!Teniendo en cuenta resultados ya conocidos, como las proposiciénes 2.1.3 y 2.4, en la péginas 15.
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Excepto para el caso Poissoniano la distribucién de S,,; — S, es diferente de la de S; V r >
0 A t> 0 (la demostracion es trivial siguiendo el razonamiento anterior).

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la seccién 2.2, en la pagina 42, es inmediata la
siguiente proposicion:

Proposicion 3.2.3. Dado un proceso estocastico de renovacion compuesto {Si}i~o, en general no tie-
ne probabilidades condicionadas estacionarias, ni en el tiempo ni en el espacio. Sin embargo, cuando
partimos de un tiempo de renovacion, las probabilidades condicionadas son estacionarias, tanto en el
espacio como en el tiempo. Diremos, por lo tanto, que cumple la propiedad de “pseudoestacionariedad
espacio-temporal”.

Una vez que hemos estudiado la markovianidad del proceso de renovacién compuesto {S; }1>o
vamos a estudiar la markovianidad del proceso de renovaciéon compuesto con deriva {X;}i>o; los
resultados son inmediatos razonando con el proceso {S;}i>0, St = ct — Xy, V't > 0.

Proposicion 3.2.4. Dado un proceso de renovacion compuesto con deriva {X;}i>0, no cumple la
propiedad markoviana, no es un proceso de Markov.

Demostracion. Trivial teniendo en cuenta lo demostrado en la proposicion 3.2.1 y los resultados
obtenidos en la seccién 3.1, en la pagina 50.
m

El siguiente corolario es consecuencia inmediata de los resultados anteriores:

Corolario 3.2.2. Dado el proceso de renovacion compuesto con deriva {X; >0, cumple la propiedad
de “pseudomarkovianidad”, se cumple la propiedad de Markov cuando consideramos el pasado
F =o(X,.,r <t,), cont, un tiempo de renovacion.

La siguiente proposicion se demuestra de forma inmediata:

Proposicion 3.2.5. {X;}i<;, y{Xi, 1+ — X4, }i>0 son independientes y se verifica que
th-‘rt_th iXtVREN AN VtZO

Demostracion.  Que son independientes es evidente teniendo en cuenta que X, ;, — X; es una
variable aleatoria que no depende de los tiempos menores que t,,.
Vamos a estudiar la distribucién de X;, ¢+ — X, :

N(tn-+t) N(ty)
VaeR : P(X;, 14— Xy, <a)=Pce(t, +1) — Z Y, —ct, + Z Y, <a)=
k=0 k=0
N(tn+t) N(t)
=P(ct— > Yi<a)=Plt—> Vi<a)=PX,<a)?
k=N (tn)+1 k=0

Con lo cual podemos concluir que efectivamente X;, . — X, 2 X; vVt > 0.
n

Excepto para el caso Poissoniano la distribucién de X, — X, es diferente de la de X; V r >
0 A t>0 (la demostracion es trivial siguiendo el razonamiento anterior).

Teniendo en cuenta la proposicion 3.2.3 y los resultados obtenidos en la seccion 3.1, en la pagina
50 es trivial demostrar la siguiente proposicién:

2Teniendo en cuenta resultados ya conocidos, como las proposiciénes 2.1.3 y 2.4, en la péginas 15.
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Proposicion 3.2.6. Dado un proceso estocdstico de renovacion compuesto con deriva {X;}i>0, €n
general no tiene probabilidades condicionadas estacionarias, ni en el tiempo ni en el espacio. Sin
embargo, cuando partimos de un tiempo de renovacion, las probabilidades condicionadas son esta-
cionarias, tanto en el espacio como en el tiempo. Diremos, por lo tanto, que cumple la propiedad de
“pseudoestacionariedad espacio-temporal’.

Influencia del pasado.

Dado un tiempo 7, no necesariamente un tiempo de renovaciéon, estamos interesados en la
influencia del pasado para la evolucion futura del proceso. Teniendo en cuenta las caracteristicas
del proceso estocdstico (corolario 3.2.2, pagina 54), es evidente que P(X; € B,/ X,) = P(X; €
B, X;,) ¥V n € N. Sin embargo, puesto que en general no es markoviano ni homogéneo en el tiempo
(estacionario), eso no se verifica para cualquier tiempo r. Por lo tanto la distribucién del proceso
depende del tiempo inicial » en que la informacién es accesible. Nos interesard la distribucién del
proceso condicionada por .%, = (X, s < r), informacién completa, todo el pasado. Definimos el
siguiente objeto:

Definicién 3.2.1. Definimos la probabilidad condicionada por o(X,, &), 1 € (tne), tn@)+1) como:

I(t,B;r,u,z) =P(X; € B/X, =u,6 =2), BE, ueR, {r,z} € R" (3.7)

En relaciéon con la influencia de la informacion que nos proporciona el pasado para la evoluciéon
futura del proceso es fundamental la siguiente proposiciéon demostrada por J. Villarroel:

Proposicién 3.2.7. (J. Villarroel). Dado el proceso estocdstico { X;}i>o y el tiempor € (tn(y, tn(r)+1)
la distribucion condicionada del proceso depende unicamente de la informacion contenida en (X,., &)
y el resto de la informacion de la historia previa es irrelevante. En concreto:

P(X, € B/ F,)=P(X; € B/X,,67) = || T, Bir,u, 2) ooy, VB € (3.8)

z=0 u

A partir de la anterior proposiciéon se deduce de modo inmediato el siguiente corolario:

Corolario 3.2.3.  Dado el tiempo presente r la unica informacion relevante para conocer la evo-
lucion futura del proceso es la contenida en o(X,,&.).

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la seccién 3.1, en la pagina 50, el corolario
3.2.2, la proposicion 3.2.7 y el corolario 3.2.3, podemos suponer que el tiempo inicial es ¢y = 0 o bien
re (O, t1>
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3.3. Tiempos de escape. Tiempos de primera llegada a la
barrera superior.

En esta secciéon vamos a estudiar el tiempo de escape de un cierto intervalo y el tiempo de
primera llegada a la “barrera superior” del intervalo. Intuitivamente, en el caso del tiempo de escape,
dado un cierto intervalo [a,b] queremos estudiar el tiempo en que por primera vez el suceso sale de
esa zona, es decir, el tiempo t para el cual por primera vez se cumple que X; ¢ [a,b]. En el caso
del tiempo de primera llegada estamos interesados en el tiempo t para el cual X; = b A X, €
(0,b) V0 < s < t, con la convencién de considerarlo infinito si el proceso sale del intervalo [0, b] antes
de llegar a b (en 3.6.1, en la pagina 137, demostraremos que para valores grandes de ¢ se verifica
P(X; ¢ [0,b]) = 1). Siguiendo los mismos razonamientos podriamos estudiar el tiempo de primera
llegada a la barrera inferior a, sin embargo, teniendo en cuenta el caracter de la investigacién y que el
razonamiento es el mismo parece aconsejable omitirlo. En la literatura especializada existen muchos
trabajos relativos al estudio de los “hitting times”, los “exit times” y los “first passage times” en los
cuales se pueden ampliar conocimientos o profundizar en los detalles. Si que conviene resaltar que
el tiempo de primera llegada que estudiaremos a continuacién no es un tiempo de primer paso (un
first passage time) sino un hitting time, estamos interesados en el tiempo ¢ en el que por primera
vez X; = b, mientras que un tiempo de primer paso es el menor tiempo en el cual el proceso cruza la
barrera; de hecho, por definicién, el tiempo de primera llegada a una barrera b es mayor que el tiempo
de primer paso de la barrera b. Ya en 1940 Kramers estudié la dinamica de sistemas con barreras
de activaciéon, considerando particulas brownianas y que posteriormente seria conocido como “ the
Kramers problem”. Como referencias destacables tenemos [17], de S. N. Chiu and C. Yin, donde
se estudian los first passage time en el contexto de la teoria de riesgo, [110], de J. Villarroel y M.
Montero, donde se estudian los exit times en el caso de random walk, [146], de D. Valenti, B. Spagnolo
and G. Bonnano, donde se estudian los hitting time en mercados financieros, [158], de Y. Zhou and
J. Dou, donde se estudian los first passage time en difusién de energia...

Para el estudio vamos a simplificar el modelo asumiendo que el intervalo es [0, b]. Teniendo en
cuenta los resultados obtenidos en la seccién 3.2 suponemos que el tiempo inicial es tg =0 V r €
(0,%1). Empezaremos con algunas definiciones:

Definicién 3.3.1.  Dado el proceso de renovacién compuesto con deriva (definicion 3.1.1, pigina
50) X (w,t), T = [0,400) definido en el espacio probabilistico (2, <7 ,P), denotamos para todo 0 <
r<t:

N(t)
Xpo=Xi=ct— > Y, Vt >0. (3.9)
k=0
N(t)
Xy=u+ct— Y Y, Vt>0. (3.10)
k=0
N(t)
X =utct—r)= Y Y, Vt>r (3.11)
k=0

Definicién 3.3.2. Definimos el conjunto FyF como el formado por las variables aleatorias que son
medibles respecto la o—dlgebra o(To, T3, ,Tny- -+, Yo, Y3, -+, Y, - }.
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Antes de abordar el estudio de los tiempos de escape y de primera llegada a la barrera superior
demostraremos el siguiente lema, que necesitaremos para deducir posteriores resultados:

Lema 3.3.1. (J. Villarroel). La cola de la distribucion de la variable “excess life”, &, condicionada
por la o-dlgebra F, = o(Xs,s < r) verifica la siguiente identidad:

Fla +2)
F(z)

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 3.2.7 y el corolario 3.2.3, en la pagina 55 se
verifica:

]P)(g;r > l‘/y,«) - ]P)(é‘;‘f‘ > .I/XT7(5(;._) ]{(Or 72} (312)

P& >/ F,) =P(EF > 1/X,.67).

Con lo cual (denotamos ¢ = (X, = u, & = 2)):

P& >x/ X, =u,E =2)= JFXO:OIP’(é"TJr >z/N(r)=kX,=u,& =2)P(N(r)=£k/0) =

r
k=0

Jrz: (TN@y+1 — &7 >, N(r) =k, X, =u,tng) =17 — 2, TN@)+1 > 2) .
P(N(T) =kX, =utne) =7 — 2, TNG)+1 > 2)

_JiO]P’(TkH >z24x,Nr)=k X, =uty =7 —2,Tpy1 > 2) ‘
B P(N(r) =k, X, =u,tpy =1 — 2, Tg11 > 2)

k=0

F( B + 2z
P SR =k /o) = S

Teniendo en cuenta que 74,1 es independiente de (N(r), X, ;) cuando N(r) = k y la equidis-
tribucién de las 7;, ¢ € N. Con lo cual, efectivamente, podemos afirmar que se cumple 3.12.
O

A continuaciéon vamos a estudiar los tiempos de primera llegada a la barrera superior y de

escape del intervalo [0, b].

3.3.1. Tiempos de primera llegada a la barrera superior. Ecuaciones
integrales.

Empezaremos con las definiciones bésicas:

Definicién 3.3.3. (Tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de X, = u). Definimos
el tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de Xo = u, u € [0,b], y lo denotamos por t°, como:
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t = inf {t >0:[Xf=bA[X€(0,0) VO <s < t]} , considerando oo = inf{(}

(3.13)

Definicion 3.3.4. (Tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de X, = u después de
7'1).

Definimos el tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de Xo = u, u € [0,b] después de T,

’
y lo denotamos por t.’, como:

t> = inf {t >0: [ X2 L o=bA[X o€V < +s<T+ t]} , considerando oo = inf{(}

(3.14)
Es esencial el siguiente lema:

Lema 3.3.2. La variable aleatoria t;f, tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de Xy = u, u €

0,b] después de 11, es independiente de 71, pertenece al conjunto Fy y tiene la misma distribucidn
que t?ﬁxn :

Demostracion.  Suponiendo que X, = [, obtenemos:

’

tr=inf {t: (X2, 0 =bA[XL €Y <T+s<m+i]}=

= inf {t:[u+Xﬁ+t:b}/\[X;‘1+s70€(O,b)V71§7'1+s<7'1+t]}:

N(’T‘l-‘rt)
:inf{t:[u+c(71+t)— Y Y= ]/\[X;‘HS’OG(O,b)‘v’7'1§7‘1—|—$<7'1+t]}:
k=0
N(T1+t)
=infot:[uten—(Yo+V)+ct— > Vi=bA[X:, 00DV <m+s<m+t]p=
k=N(T1)+1

u+X7—1 .
k=0

N (1)
:mf{t:[u+l+ct—ZYk:b]A[ngle(o,b)vogs<t]}:tb

Razonando de un modo trivial, y teniendo en cuenta la proposicién 2.1.3, en la pagina 14,

concluimos que efectivamente es independiente de 71, pertenece a F, y tiene la misma distribucién
que t X, Cuando ? = oo la demostracién es trivial.

]

Vamos a estudiar a continuaciéon los tiempos de primera llegada al nivel b > 0.
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Teorema 3.3.1. El tiempo de primera llegada al nivel b partiendo del origen, con Xo = u, u € [0, b
satisface la siguiente igualdad:

b—u

b __ "b b _
tu - I{T1>IFTu} + (7—1 + tu) I{Tlg%,u+071—b<Y1<u+071)}’ tu - OO]{Tlﬁb_Tu7Y1¢(U+C7'l_bvu+57'1)}

(3.15)

C

Demostracion.  Condicionando por los valores que toma 7, obtenemos:

Vg e ——— %

T
8

,_.
~

th =

T > b%“ No ha habido renovaciones antes de 7 con lo cual,

b—u

t =inf{t:u+ X, =0} =inf{t:u+ct =0} =
c

u T1<b_u

- C

. En este caso, puesto que antes de 77 el proceso no puede llegar al nivel b, se verifica:

=7 1l

En efecto, puesto que ahora 7 < I’_T“, tenemos que considerar el valor que toma el proceso
en 7, u+ X, =u -+ cr — Yi; puede ocurrir:

1. u+ X, €10,b], en cuyo caso:

b __ b _ b
tu - (Tl + tu) ]{Tlgl”T“,u+Xﬁe[0,b]} - (Tl + tu) I{TlSb’T“,Yle[u—&-cn—b,u—i-cn]}‘
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Xy

b |

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

U+X7-1 __________________ f |

|

| |

0 ! . ‘ ! ‘

71 b—u 178 tb b1 t

(———————————t/; ————— >

tb

2. u+ X, ¢ [0,0b], pudiendo ocurrir:
a) Que u+ X, >b.

Xi
u+ X, b - .
b l
| |
| |
| |
| |
| [
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
0 | ; : ! :
Ti b—u [ tb tnt1 t
<———————————t,; ————— >
tb

El tiempo de llegada al nivel b > 0 serd en este caso 7 + t;b. Sin embargo, como
estamos interesados inicamente en llegadas a la barrera b desde el interior de la zona
[0,b], no vamos a considerar este caso.

b) Que u+ X,, < 0. Razonando como en el anterior caso el tiempo de primera llegada
al nivel b > 0 serd m + t;f’. Sin embargo, tampoco vamos a considerar este caso, por
la misma razon.
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X

tt t
Xy
b
|
|
[
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T1 |
0 i ; . ! .
I c u
e — — — — — - — = >
: "
|
' b
U+ Xy ——mmm e + t

3. Que u+ X, = b. Sin embargo, puesto que estamos estudiando un proceso estocastico con
variables aleatorias continuas, el suceso {u + X, = b} es un suceso con probabilidad cero.

Con lo cual efectivamente se cumple 3.15. El caso 5 = oo es trivial.
O

Es trivial que el teorema también es cierto cuando v = 0 V u = b. A continuaciéon vamos a
estudiar los tiempos de primera llegada a un nivel b > 0 a partir de un tiempo r > 0, no tiempo
de renovacion. Teniendo en cuenta lo razonado anteriormente, podemos considerar que 7 > 7.
Empezaremos con algunas definiciones:

Definicién 3.3.5. (Tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de X, = u. Definimos el

tiempo de primera llegada al nivel b > 0 partiendo X, = u, u € [0,b], y lo denotamos por t°,, como:

U
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t, = z’nf{t >0 (X, = AX),, €(0,)Vr<r+s<r+ t]} , considerando oo = inf{(}
(3.16)

Cuando se ha producido la primera renovacién y el proceso sigue dentro del intervalo [0, b]
definimos:

Definiciéon 3.3.6. (Tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de X, = u después de
’7'1).

Definimos el tiempo de primera llegada al nivel b > 0 partiendo de X, = u, u € [0,b] después de
71, y lo denotamos por t.°., como:

)

!

th, = inf{t>0: (X5, = b A[X}

T1+8,7

€0,V <m+s<mn+ t]} , considerando oo = inf{(}
(3.17)

Es fundamental el siguiente lema:

Lema 3.3.3. La variable aleatoria t;f’u, tiempo de primera llegada al nivel b partiendo de X, = u, u €

0,0] después de 11, es independiente de 71, pertenece al conjunto Fy y tiene la misma distribucion

b
que tu+céar+7Y1 .

Demostracion.  Se verifica:

th, =inf{t>0: (X2, =bAXL,, €(0.0)Vn <7its<m+t]f=

N(71+t)
:inf{t>0:[u+c(71+t—r)— Z Yk:b]/\[X:fl_i_s,TG(O,b)VTlng+S<T1+t]} =
k=0

N(Tl+t)
:inf{t> O:fut+c&F+et—Yi— > Yi=bA[X:,  €(0,b)Vn §71+3<71—|—t]} =
kZN(Tl)+1

N(b)
:inf{t>0:[u+cz§",,+—§/1+ct—ZYk:b]/\[Xfﬁsme(O,b)‘v’ﬁ§7’1+S<7'1+t]}:
k=0

= inf {1 > 05 (X S A T e ) V0 s <) =4y,
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Por la proposicién 2.1.3, en la pagina 14. La demostracién cuando t;bu = 00 es inmediata.
O

A continuacién vamos a deducir una identidad para el tiempo ¢ .

Teorema 3.3.2. El tiempo de primera llegada al nivel b > O partiendo del tiempo r > 0, siendo
X, =u, u € [0,b], satisface la siguiente igualdad:

b — U /
b + b b
bru = c I{£ﬁ>b—7“} + (&7 + tr,u)]{oggﬁg%,wcgj—kyl<u+c&+}v bru = OO]{oggﬁgb—T”,Ylgz(qucé?’,f—b,uch&*)}
(3.18)
Demostracion.  En efecto, condicionando por los valores que toma 7:
m T >+ (’_7“ No ha habido renovaciones antes de 77, con lo cual:
N(r+t) b—u
,=mf{t>0: X, =bp=imnf{t>0:utct— Y Yi=byp=inf{t>0:ct=>b—u}= .
’ ’ c
k=0

w7 <71+ b_T“ Para cualquier tiempo anterior a 7 no ha habido renovaciones, con lo cual

Vi<t X =utc(t—r)<utc(r+%%—r)=>by porlotanto t’, =1 —r+t’, .

Siendo t;bu el tiempo de primera llegada a b partiendo de X, = u después del valor tomado
por 7. Estamos interesados en los tiempos en que por primera vez se llega a la barrera b desde
dentro de la zona [0, b], por lo tanto los casos en los que el proceso ha salido de la zona en la
primera renovacién no nos interesan.

Con lo cual obtenemos efectivamente 3.18, razonando de un modo equivalente al teorema 3.3.1, en

la pagina 59. Despreciamos sucesos con probabilidad cero. Cuando t?u = o0 es inmediato.
O

Lo mismo que ocurria para el tiempo de primera llegada partiendo de un tiempo de renovacion,
el teorema también es cierto cuando u =0 V u =b.

A continuacién vamos a calcular el tiempo medio de primera llegada a la barrera superior b,
suponiendo % < oo A t?,, < 0o, condicionado por .Z, = 0(X,, s < r) (toda la informacién disponible
en el tiempo actual 7 > 0) de un cierto intervalo [0, ], para lo cual haremos uso de los resultados
anteriores®. Definimos la siguiente funcion:

Definicién 3.3.7. (Funcién media). Definimos la funcion media como:

M :T x[0,0) x R" = R /V(r,u,z) €T x [0,0] x R : M(r,u,2z) =E(t., /X, =u, & =z)
(3.19)

3En la definicion de la funcion media son fundamentales la proposicion 3.2.7 y el corolario 3.2.3, en la pdgina 55.
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Siendo T el conjunto de los tiempos. Si denominamos por T C T al subconjunto de los tiempos
de renovacién, es evidente que M (t,,u,0) = M(0,u,0) ¥(t,,u) € T x [0,b], pues se cumple
&, =t, —t, =0, con lo cual:

E(t),/ X, =u, & =2)=E(t /X, =u,0)=E(t]/Xo=u)

y para esos casos, por simplicidad, convenimos en representar M (t,,u,0) = M(0,u,0) = M (u).
En el caso en que Xy = u € [0, b] obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.3.3. El tiempo medio de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de Xo = u, u € [0, b]
satisface la siguiente ecuacion integral:

t—u

M) =" FCT L [ M- )t

C C C

) dy dt (3.20)

Demostracion.  En efecto, teniendo en cuenta la identidad obtenida en 3.3.1, en la pagina 59 y
aplicando el teorema de la probabilidad total obtenemos:

b—u
7E[I{71>ZFT“}/XO = U] + E[(Tl + tf)]{nSb_T“,u—i—m-l—nglSu-l—Cﬁ}/Xo = U] =

E(t),/ Xy =u) =
b—u
=== / Ly P(1y € dL/Xo =) + / Ujperms yarpeyensayP(r € dLY1 € dy/Xo = u)+

/b
E[ I{T1<b YL utcr)— b<Y1<u+c7-l}/X0 - u]

b—qu [too b;“ u+-cl
= UPme [ 7 [T I(n € dDPMY € Ay By chs yyon pevicren) Xo = 1] =

C +cl—b

b _ ’LL— u+-cl
c ( ) / /u—l—cl b Tl € dl)]p(ifl S dy) +]E[t/LlL)I{TlglFT“,u+CTl7b§Y1§u+c7—1}/X0 = U]

Teniendo en cuenta que las variables aleatorias 7; y Y; V {i,j} € N son independientes entre

ellas y del valor que haya tomado el proceso en el tiempo t5, Xg = u.
Vamos a calcular:

E[ /b[{7-1<b Y utcer — b<Y1<u+CT1}/X0 - u] E[E[ /b[{7-1<b Y utcr — b<Y1<u+c7'1}/7—17 E?XO - u]/XO = ’U/}

= E[l,<tot yien—pev; curery Bt/ 1,1, X0 = u] / Xo = u] =4

u+-cl
= / / [t vy T =1Y1 =y, Xo = u]P(r1 € d)P(Y; € dy).

+cl— b
4 Teniendo en cuenta que I cb—u

e —b<yi <utery €5 0(T1, Y1, Xo = u)—medible.
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Teniendo en cuenta que t.” 4 i X, Ves independiente de o (7, Y7). Por lo tanto:

E(t"/Xo = u) = ° - e o) +/0 B /uwd I+ Bt/ Xo =u+cl —y))dG(y) dF(1).

C +cl—b

Dando un cambio apropiado de variable obtenemos 3.20.

]

En el caso en que el tiempo inicial no sea un tiempo de renovacién obtenemos el siguiente
teorema:

Teorema 3.3.4. El tiempo medio de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de un tiempo
r>0,X,=u, u€l0,b], & =z, satisface la siguiente ecuacion integral:

M(r,u,z) = b ; v, F(Z;gz)cu) + cFl(z) /f /tib[t _c 4 + Mt —y))gly)f(z+ t—cu) dydt| (3.21)

Demostracion.  Teniendo en cuenta la identidad obtenida en el teorema 3.3.2, en la pagina 63
y aplicando el teorema de la probabilidad total, condicionando por los valores que toma (&,Y))
obtenemos:

b—
B8,/ X, =u,& =2) =E(- Loy /X, = u, & = 2)+
) C 2r c

+E[(&" + trlju)]{ogéa:rgb*T“,u+cgr+—b<Yl<u+ch+}/Xr =u, 6 =zl

Denotando, por comodidad, ¢ = (X, = u, & = z):

o b—u o "
E(t?u/o') = TE[I{@%y’—Tu}/U] + E[éarJr[{og(gﬁgb—%,u+c£,ff-b<Y1<u+c£;.+}/U]+

/b —
+E[traul{0§&+§b_7u,u+cgr+—b<Y1<u+c£f}/0—]'
Efectuando los célculos:

= En el primer sumando:

b—u R b—u I
7E[[{&+>b%u}/0] = 7E[E[I{£j>b%u}/<§r+7yha]/0] =

C C

b—u

Cc

JEllramey /67 = LY: = 4, 6IP(ET € ALYy € dy /) =

b—u b—u b—u F(z+ %)
— P&t 7) = Rty
c (&> c /%) c F(z)

5 Pues la variable aleatoria Iigrsbuy es o(&F,Y1,d)—medible.
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Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el lema 3.3.1, en la pagina 57.

= En el segundo sumando:

E[(gﬁ_[{ogé’;"gb’T“,u+cé°ﬁ'—b<Y1<u+c£;+}/o_:] = ]E[]E[gr+l{0§£’T+§b’T“,u+cé°T+—b<Y1<u+c£;+}/gr+7 }/17 0_:]/0_:] -
= /E[éar+[{0§e§"ﬁréb%“,u+c£’ﬁ—b<Y1<u+cé"i}/éar+ =LY = y?E]P<£r+ € di.Yy € dy/7) =

= /ZI{OS le_Tu,u-i—cl—b<y<u+cl}P<(ggr+ S dl/&)P(Yl € dy) =

b—u

utcl dF z+l) 1 U gl
urtel— b dG(y) = (z )/ /Wl_blg(y)f(zﬂ) dy dl.

s FEn el tercer sumando:

'y -1 'y -+ — —
]E[tr,u]{oggﬁgb%u,u+cgjfb<yl<u+cgﬁ}/‘7] = E[E[tr,ul{oggfg%,u+céar+fb<Y1<u+c£T+}/(g;" 75/170]/0'] -

/

= /E[trljuf{oggﬁé”_7“7u+c£j—b<yl<u+c£j}/£)r+ =1L.Y1=y,dP(&" € dIY) € dy/7) =

/]{0<l<b L utcl— b<y<u+cl}E[ /(g)-i_ =1 Yi =Y0 ] (gr+ € dl,Yi € dy/6> =

bu el

J— ¢ _ + B _
7/0 /Wl Eltiray,/Xo=u+cd —yP(&T € dL/F)P(Y: € dy)
1 % u~+tcl
~F M I - 1) dy dl.
F<z>/o /Wl_b (utc —y)g(y)f(z+1)dy

Teniendo en cuenta la equidistribucién de ¢ . Por lo tanto:

ute&t—vi yt

b— F _|_b u u+-cl
M(r,u,z) = Cu (ZF( / /u+d bl+Mu+cl g(y)f(z+1)dydl.

Dando un cambio de variable apropiado obtenemos 3.21.
m
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3.3.2. Tiempos de escape de la zona [0,b]. Ecuaciones integrales.

A continuacién vamos a estudiar los tiempos de escape suponiendo que partimos del origen,
de tog (en realidad, el razonamiento es el mismo si partimos de cualquier tiempo de renovacién t,
teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la seccién 3.2, pagina 53). Empecemos con algunas
definiciones (a diferencia del tiempo de primera llegada a b, el tiempo de escape de [0, b] es finito):

Definicién 3.3.8. (Tiempo de escape de la zona [0, ] partiendo de X, = u).
Definimos el tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo de Xo = u, u € [0,b], y lo denotamos

por tl%Pl como:

t00) — jnf {t >0: X} ¢ [O,b]} =anf {t>0:u+X; ¢[0,b]} (3.22)

Cuando se ha producido la primera renovacion y el proceso no ha salido de [0, b] definimos:

Definicién 3.3.9. (Tiempo de escape partiendo de X, = u despues de 77).
Definimos el tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo de Xo = u, u € [0,b] después del valor
tomado por 11, y lo denotamos por tlu[o’b}, como:

6l = inf {t>0: X202 0,0} = inf {t>0:u+Xo, 0 ¢ [0,0]} (3.23)

Cuando el tiempo inicial no es de renovacién tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 3.3.10. (Tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo de X, = u).
Definimos el tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo de X, = u, u € [0,b], y lo denotamos
por t1%P! " como:

ru ’

b = inf{t > 0: X, , ¢ [0,0]} (3.24)

Para el tiempo de escape después de la primera renovacion definimos:

Definicién 3.3.11. (Tiempo de escape de la zona [0,b| partiendo de X, = u después del
valor tomado por 7).

Definimos el tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo de X, = u, u € [0,b] después del valor
tomado por 11, y lo denotamos por t, %! como:

ru

6 = inf{t > 0: X2, ¢ [0.0]] (3.25)
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Son necesarios los siguientes lemas para el desarrollo de la investigacion:

Lema 3.3.4. La variable aleatoria t:l[o’b], tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo de Xy = u
después de 1y, es independiente de 11, pertenece al conjunto Fy (definicion 3.5.2, en la pdgina 56) y
tiene la misma distribucion que t{?jg}(q.

Demostracion.  En efecto:

N(7'1+t)
OB —inf{t > 0:u+ X, 40 ¢ [0,0]} = inf{t >0:utcen+ct— Y Y, ¢ [O,b]} =
k=0

= inf{t >0:[utcentat— Yo+ Yi+ -+ Vo) lrintotr<rtt<rototry & [0, b]} =

—inf{t>0:ut X, + X, ¢ [0,0]} = 2% .

]

Cuando partimos de X, = u, r € (0,t1),u € [0, b] se demuestra de forma inmediata el siguiente
lema, teniendo en cuenta la definicién de la variable aleatoria &

Lema 3.3.5. La variable aleatoria t 1%, tiempo de escape de la zona [0, 0] partiendo de X, = u, u €

ru

0,b] después de 11, es independiente de 71, pertenece al conjunto Fy y tiene la misma distribucion

Demostracion.  En efecto:

N(T1+t)
t;[gl,b} = inf{t >0: X!, ¢ [O,b]} :inf{t >0:utce(n+t—r)— > Yi¢ [O,b]} =
k=0
= inf{t >0: [u + C(Tl - 7”) +ct — (Yb +Yi+- 4+ Yn)][{To—i-ﬁ+~-~+TnST1+t<To+~~-+Tn+1} ¢ [07 b]} =

=inf{t>0:ute6 —Vi+ X, ¢ 0,0} =t

Razonando de un modo semejante a la demostracion del anterior lema.

]

A continuacion vamos a deducir las relaciones que satisfacen los tiempos de escape de la zona
[0, 0].

Teorema 3.3.5. El tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo del origen con Xo = u satisface la
siguiente igualdad:

b—u d
0b] 0,b
t[u ] —T[{n>b;"}+7—1[{‘r1§b;“}+t‘-£

}[{ns%}f{wxﬁe[o,b]} (3.26)
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Demostracion.  Condicionando por los valores que toma 77:

T > b;u.
Xy R
=7
- I
- I
b ? |
! I
! I
! |
' |
I I
| I
| I
| |
I I
X = u] | :
I I
I I
I I
0 | +
t[O,b]_b—u it t
u c

En este caso no hay renovaciones antes de 71 y por lo tanto V¢ € (0, 71) se cumple que
u+ X; = u + ct. Por lo tanto,

Y utb—u=0b

U+ Xp-w =u—+c
c c

t[ovb] — H

Con lo cual

= 7 < 2% w4 X, ¢ [0,0]. El proceso estd fuera de la zona [0, ], con lo cual /% = 7.

Xi

u + X7-1 r——— - ———— == - A
|
|
Y
|
|
¥

T1 :Itg)’b] % t | bt t
£10-b]
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=7 < YU+ X, €[0,b]. En este caso se verifica que tl%P] = 7 4 t/[0P],

=

Xy
b |
|
|
|
|
| |
|
XQ = U 9 :Yi :
u + )(771 4 ' I
| |
| |
0 ! !
Tl b—u tn  ¢loW] b t
t’JO,b]
t[0.b]

Teniendo en cuenta los razonamientos anteriores, se deduce:

b — U ’
[0,b] __ [0,b]
b = c ]{Tl>b%“} + Tl]{Tléb’T“:quXr#[O,b]} T (Tl +ty ) [{ngb%,wxﬁe[a,b}}'
Por las propiedades de las funciones indicatrices y de la unién e interseccién de conjuntos,
concluimos que se verifica 3.26.

]

Vamos a estudiar el tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo de X, = u, u € [0,0] y
suponiendo 7 € (0,¢;). Teniendo en cuenta resultados anteriores y las propiedades de la variable
aleatoria &, obtenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.3.6. El tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo de X, = u € [0,b] satisface la
sitquiente identidad:

b — U ’
tra = Loz + T g comy 80 o cme et ivicuresty (3.27)

Demostracion.  Condicionando por los valores que toma 7; obtenemos:

m T >+ I’_T“ En este caso, puesto que no ha habido renovaciones antes de 7; se cumple:

b—u

C

) = if{t >0 : X7, ¢[0,0]} =mf{t>0: utct=>0}=

r,u
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Por lo tanto tg%b] = b

+ ¢ [0,b]. En este caso el proceso ya estd fuera de la zona, y por lo tanto

. <7 L, € [0,b]. En este caso, t[r?;lb] =T —7+ t;[,?ib]-

Con lo cual:

tra

b—u ‘l0,b
( C ) I{T1—7’>biTu} * (7—1 B T) I{ﬁ—er tXy ¢[07b]} + (Tl —r+ tr[,d }) [{Tl r<bot X7, TE[O,b]} B

T1,7

b—u
N ( )I{ﬁ >t u} +(7—1 _T) I{n r<bon u} tt Ob]I{Tl r<bot X €l O’b]}.

Teniendo en cuenta las propiedades de la funcién indicatriz y de la unién e interseccion de
conjuntos.
Que X . € [0,b] implica:

0<X:, <b=0<utcn—r)-Y1<b=-—u—cn—-r)<-Y1<b-u—cln—r)=
sutcn—r)—b<Yy<u+ec(r—r)

X €0 =ute(n—r)—b<Yi<utc(n—r).

T1,T

Teniendo en cuenta la anterior implicaciéon, obtenemos:

b—
[0,b] _ _ [0 b]
tr»u - ( ) I{Tl r>b-u “} + (Tl T> ]{T by “} + t ]{T1 frgb_T“,quc(Tl —1r)—b<Y1 <u+tc(m1 77“)} :

Por la definicién del “ezcess life” como &1 = IN@y+1 — 7y como 0 < r < 71 concluimos que
7 — 1 = &7T y por lo tanto se verifica 3.27.

[]

A continuacién vamos a hallar los tiempos medios de escape condicionados por la o-algebra
F, =0(Xs, s <r) de la zona [0,b]. Definimos la siguiente funcion:

Definicién 3.3.12. (Funcién media). Definimos la funcién media como:

M :Tx[0,b] x RY = RY /V(r,u,2) €T x [0,b] x RT :+ M(r,u,2) =E(tP /X, =u,& =2)
(3.28)
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Cuando r = 0, del mismo modo que en la definiciéon 3.3.7, en la pagina 63, convenimos en
representar M (0,u,0) = M (u).

A continuaciéon vamos a deducir las ecuaciones integrales que satisface el tiempo medio de
escape de [0, b].

Teorema 3.3.7. El tiempo medio de escape de la zona [0, b] partiendo de Xo = u, u € [0,b] satisface
la siguiente ecuacion integral:

M = [ a-royas [ [0 - e ar (3.29)

Demostracion.  Que u+ X, € [0,b] implica:

O0<u+cn—-Y I <b=-u—-cn<-YI1<b—u—cn=u+tcrn —b<Y; <u+ecmn.

Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el teorema 3.3.5, en la pagina 68 obtenemos

b—u
E(t)™/Xo = u) = ——E(I(; om0,/ Xo = u) + E(n ], comsy /X = u)+

+E<t/1£07b]I{Tlgb;c“}j{u+cnfb§Y1§u+cn}/X0 = U) =

b—u ot
—ar() + /0 LAF () + B osyTwon-vevi <ucen),/ Xo = 0).

“+oo
:/
e

Las dos primeras integrales se deduce de forma sencilla que se pueden expresar como

b—u

/OC (1— F(1)) dl.

[0,b]

Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el lema 3.3.4 sabemos que tﬂo’b] 4 t, X, =

¢0b]

uter v, con lo cual:

E(tﬁo’b]]{TlS’J*Tu}]{u—i—cn—b§Y1§u+CTl}/XO = U) =

= B |1, <oy Tputen vevicurery BIEOP /X0 = u, 71, Y1)/ Xo = u = ©

8 Teniendo en cuenta que la variable aleatoria I{Tl<b—7u}]{u+c7—1_bgylgu+c7-1} es o(t1,Y1)-medible.
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B /I{lé%}l{uﬁ-cl—bSySU-&-cl}E[ E?th::l /XO =u+c—yP(ned,Y) € dy/Xo=u)= !

b—u cl b—u cl
- / ©AF() B[t /Xy = u+ cl -y dG(y) = / " AF() M(u+ el — y) dG(y).
0 u+cl—b 0 u+cl—b
Dando un cambio adecuado de variable concluimos que efectivamente se cumple 3.29.
[
Cuando el tiempo inicial € (0,t;) deducimos el siguiente teorema:
Teorema 3.3.8. El tiempo medio de escape de la zona [0,b] partiendo de X, = u,u € [0,b], &~ =z
satisface la siguiente ecuacion integral (por comodidad denotamos ¢ = (X, = u, & = z))
Mz = —— [P+ e [ Y [ M- () dyar
rou,z) = — —F(z 4+ — _ 2 _
T cF(z) Ju c cF(z) Ju c b YISy
(3.30)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el teorema 3.3.6, en la pagina 70
deducimos

(t[Ob/X—ué"_ ):b_u

T

E(I{gj>IFTu}/XT = U, (g;,._ = Z)_{—E(g’l’—‘rl{(gﬁ—g%}/){r = ’LL, g_ = Z)+

+E(t;[217b]]{zﬁ“f’S“T“}[{qucé"ﬁfngngrc&*}/XT =u,6 =z)=

_b—u

“+oo
o [PE € dL/Xe = w67 = PV € dy)+

b—u
+ /0 1 /R P(Yyer € dy)P(EF € dI/X, = u, & = 2)+

+EEG . ey lsestvevicresty/ 6 = LY = 4, X = 0,67 = 2) /X, = u, &7 = 2] =*

L b—w e 1 dF(z+l)+/"c“ ! dF(z+l)+9
¢ bmu [(2) dl o F(z) dl

+E[E(t]% Lot v diuyest vevicresty/ 6 = LN = 4, Xe = 0,67 = 2) /X, = u, 67 = 2],

" Pues una vez que se ha fijado el valor 1y =1, Y1 =y la variable aleatoria £l - ]1 y €S independiente de o(71,Y7).

8 Pues las variables aleatorias & y Yn(ry4+1 son independientes. Ademds Yy (11 no depende de o(X,, &7).
9En su momento vimos(proposicion 2.34, en la pdgina 30) que

F(z+x)
F(z)
Teniendo en cuenta que Tn(ry 41 €s independiente de la variable aleatoria X, conociendo el valor que ha tomado

é.

T

]P’(é;jr > m/XT = u, (g’ri = Z) = ]P)(é‘;f > l‘/g;j = ) P(TN(T éa > x/éa7 ) =
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Vamos a hallar (denotamos ¢ = (X, = u, &, = 2)):
E[E(tﬂ,?ib]]{éz*s%"}]{wcéﬁ—bsngcﬁ}/gf =1L, YNp)+1 = y,0),/7] =
/ EGSP et comy Lurost —pevicresty/ 65 = LN = 4, DP(ET € Al Yngyar € dy/3) =

= /[{lgb%u}I{u+clfb§y§u+cl}E[t;-[gib]/éij_ =1, YNw+1 =4, 0/P(ET € dl, Yy € dy,/7) =

1 = dF(z 4 1) putd
= — / ( >/ M(u+cl —y)dG(y).
0 u

F(z) dl +el—b
Teniendo en cuenta que t;[’?l’b] 2 tfﬂ s+ _y, ¥ que una vez fijados los valores de &1 y Y] la

variable aleatoria tfﬂlfy es independiente de o (&7, Yn(r)41)-
Razonando de forma semejante a los anteriores teoremas obtenemos 3.30.

]

3.3.3. Ley de probabilidad de los tiempos de primera llegada a la barrera
superior. Ecuaciones integrales.

A continuacién vamos a estudiar la ley de probabilidad de los tiempos de primera llega-
da. En 3.3.1, en la pagina 57, obtuvimos el tiempo medio de primera llegada condicionado por
F, = 0(Xs, s <) ala barrera b usando un argumento de renovacién y aplicando el teorema de la
probabilidad total y diversos calculos aritméticos sencillos. Ese es el esquema de demostracion que
vamos a utilizar para deducir la ley de probabilidad del tiempo de primera llegada, y también, en el
siguiente apartado, la del tiempo de escape!®. El estudio de los “first passage times” y los “hitting
times” tanto en los procesos de renovacién, como en otros tipos de procesos estocasticos, tiene un
interés evidente, no solo desde el punto de vista tedrico mateméatico, sino también practico, en una
amplia variedad de disciplinas cientificas, como la fisica, las ciencias econdémicas, la biologia etc.

Definimos la siguiente funcién (asumimos que 2, < co A ) < c0):

Definicién 3.3.13. (Funcién ley de probabilidad de primera llegada.) Definimos la funcion
Ley de probabilidad de primera llegada como (denotamos por ¢ = (X, =u, & = z)):

P:T x[0,b] xR" xRt = R" /V(r,u,z,2) €T x [0,b] x R" xR : P(r,u,z;2) =P(t’, < 2/7)

(3.31)

Siendo T' el conjunto de los tiempos. Si denominamos por T C T al subconjunto de los
tiempos de renovacién para esos casos, por simplicidad, convenimos en representar P(t,,u,0;x) =
P(0,u,0;z) = P(u; x).

Vamos a estudiar el caso en que el proceso toma en el origen un valor u € [0, b] no nulo.

10 Consideramos toda la informacion disponible en el tiempo r, .Z,.
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Teorema 3.3.9. La ley de probabilidad del tiempo de primera llegada al nivel b > 0 partiendo del
origen, con Xo = u, u € [0,b], satisface la siguiente ecuacion integral:

bh—

w Six > se verifica:
c

—b—u 1o t—u, [t —u
Plua) =P+ = 1= [P =y =g dyde|  (332)
c ¢ Ju c t—b c

b—

s Six < Y se verifica:

Plw) =+ [T [P - g gt dya (3.39)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.3.1, en la pagina 59 obtenemos:

b—u

C

s Siz>

“+00 400
P(t? <,/ Xo=u) = / / P’ <z/m=1Y =y, Xo=u)dG(y)dF(l) =
0 —00

+oo  ptoo b—u
:ﬁ,_u/ ( p <z/7=1Y1=y,Xo=u)dG(y)dF(I)+

c

u+cl ’
+/ / 1—b T1+tf§$/7'1:l,yl:anOZU)dG@)dF(l):
u+-c

u+-cl
= oy Pl ST = 1/m = LYi =y, Xo = w)dG(y) dF(l) =
u+cl
- vy Pty <@ =L/ Xo =ut dl = y) dG(y) dF (D).

Vamos a calcular la integral:

U Teniendo en cuenta que:

P(r € dl,Y; € dy,/Xo =u) =P(r € dl/Xo = w)P(Y1 € dy,/Xo = u) = P(r; € d)P(V; € dy).
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b—u
c

== ru+tcl
/ / Bt S o —1/Xo = ucl—y)dG(y) dF().
0 u+cl—

Para lo cual damos un cambio de variable y obtenemos 3.32.

n Slx<b_u

Cc

+oo p+oo
P(tt < /X0 =u) = / / P’ <z/m=1Y =y Xo=u)dG(y)dF(l) =
0 —00

400 p+oo b—u

u+-cl ,
[T B o < nm = 1Y = 0 = 0 dG) AF() =

+cl—b

r  putcl
:/ / IP(tZJrXTl§:E—7'1/7'1:l,ley,onu)dG(y)dF(l):
0 Ju

+cl—b

u—+-cl
- / /Wl Blthyay < 7= 1/Xo = u+cl —y) dG(y) dF ().
Pues antes del valor que toma 7; el proceso no puede llegar a la barrera superior al ser
h—
71 < T, pues X/\g =u+ct <bsit <. Que X7 5 =0bes un suceso con probabilidad cero

y por lo tanto para llegar a b tendra que ser 7, + * que en el caso de 7, > & no consideramos.

Para calcular la anterior integral damos un cambio adecuado de variable y obtenemos 3.33.

]

Cuando el tiempo inicial r € (0,t1) no es un tiempo de renovaciéon obtenemos el siguiente
resultado (por comodidad vamos a denotar & = (X, = u, & = 2)):

Teorema 3.3.10. La ley de probabilidad del tiempo de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de
X, =u, uel0,b], & = z, satisface la siguiente ecuacion integral:

» Siz>r+ 2% se verifica:

P(ryu,z;2z) = F<Z;+ =) + 71 /ubf(z—l—t_u)/t Pt —y;x — t_cu)g(y) dydt| (3.34)

w Six<r+ b_7" verifica:
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Plranzn) = o [T e B [ P -y - S | (339

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.3.2, en la pagina 63, obtenemos:

» Siz > r+ %% condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional
(&1, Y)) obtenemos

“+o0
P, <1,/5) = / / P, <z/8 =1Yi = y,6)P(& € dl,Yi € dy,/7) =

+oo —+o00 —
= [T R < a s — 1Y = g BT € ALY € dy /o)
= J-oo C

u-+cl
+/ / P& 18, <a /8 = 1Y =y, d)P(E € dI,Y; € dy/&) =

+cl—b

u+-cl
+/ /Hb WS T-EF /8 =1V =y, 6)P(&F € dI/F)P(Y: € dy,/F) =
F(Z+b u u+cl b dF(Z—l—l)
F(z / /u+cl b toga—y <@ —1/Xo=u+cl—y)dG(y) a

Con lo cual efectivamente obtenemos 3.34.

s Six <r+ b’T“ condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional
(&1F,Y1) obtenemos

+oo  ptoo
P, <x/6) = / / P(th, <z/E" =1,Y: = y,6)P(EF € ALY, € dy,/5) =

+o0 +o0 —
=/ / POt <o /8 = 1Yy =y, PE € ALY € dy/3)+
= J-oo C

+/ / P& +10, <3/ = 1Y) = yd)P(EF € dILY; € dy/5) =

u-+cl ,
= [ R <o - &8 =LY =g FR(E € dL/FP(Y: € dy) =

+cl— b

wrtel dF(z +1)
Py S o1/ Xo=utd —y)B(Y; € dy) =

Dando un cambio de variable apropiado es inmediato obtener 3.35.

]
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3.3.4. Ley de probabilidad del tiempo de escape de la zona [0,b]. Ecua-
ciones integrales.

A continuaciéon vamos a deducir la ley de probabilidad condicionada por .%, = o(X;, s < r) de
los tiempos de escape de la zona [0, b]. El estudio sobre la ley de probabilidad del tiempo de escape
de un intervalo es un clasico en la teoria de la renovacion, relacionado con las caminatas aleatorias,
las CTRW o modelos més generales; en particular, en las ciencias financieras y actuariales es uno
de los “topicos relevantes”, es el conocido como tiempo de ruina. El método que seguiremos para la
deduccion de la ley de probabilidad es parecido al del apartado anterior, 3.3.3, en la pagina 74.

Definimos la siguiente funcion:

Definicién 3.3.14. (Funcién ley de probabilidad del tiempo de escape.) Definimos la funcion
ley de probabilidad del tiempo de escape como (denotamos por ¢ = (X, =u, & = z2)):

P:T x[0,b] x R" x R" = R" /V(r,u,z,z) € T x [0,b] x R" x R* : P(r,u,z;x) :]P’(t[r?;lb} <xz/G)

(3.36)

Siendo T el conjunto de los tiempos. Si denominamos por T C T al subconjunto de los tiempos
de renovacién, convenimos en representar P(t,,u,0;x) = P(0,u,0;z) = P(u; x).

Vamos a deducir una ecuacién integral para el tiempo de escape de la zona [0, b]. Tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 3.3.11. La ley de probabilidad del tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo del origen
con Xo =u, u € [0,b] satisface la siquiente ecuacion integral:

] Si:p>b_7“ se verifica:
1o t—u, [t t—u
Plujz)=1— - 1—-P(t—y;x ——— :
wa)=1- [[FC= [ 1= Pe—yo =] gy ayar]  @37)
] Sz'xgb_T“ se verifica:
1 putes t—wu, [ t—u
Plusa) = Pa)— = [ (=0 [ 1= Pty = =) gty ayar] (339

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.3.5, en la pagina 68, obtenemos:

= Six> b_T“ condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (7, Y7)
y haciendo uso del teorema de la probabilidad total tendremos:

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.3 Tiempos de escape. Tiempos de primera llegada a la barrera superior. 79

+o0o
PUO <o/ Xo=u)= [ [ B Su/m = 1Y) =4, Xo = wB(n € dLY; € dy/ Xy = w) =

“+oo “+o00 b —u
= [ [ TR <am = 1Y =y, Xo = w) AG(y) dF () +

b—u
+/ ‘ / Pin<z/7n=1Y =y, Xo=u)dG(y)dF(l)+
0 Y@ [utcl—butcl]

u—+cl ,
+/ / P(ri + 2% <2/m =1,Y1 = y, Xo = u) dG(y) dF(l) =
u+cl—b

- F(b — 4 - [1 - /wd dG(y)] P(n <z/7 =1,Xo = u)dF(])+

c 0 +cl—b

u—+-cl ,
—|—/ / [O’b] SZL’—Tl/Tl:lyyylzvaO:u)dG(y)dF(l):

+cl— b

S e r Y - [T acwarn-

+cl—b

u+cl (0,b]
+/ /Hb (tO8 <@ —1/Xy = u+cl —y)dG(y) dF(l) =

b—u

= [utd [0,b]
- 1 B /0 /u+cl b [1 B P(tu+cl y — < T = Z/XO =u+ Cl )} dG(y) dF(l) -

_1 _/ /u““l P(u+ el -y —1)] dG(y) dF ().

+cl b

Dando un cambio apropiado de variable obtenemos 3.37.

s Six < b_T“ condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (7, Y])
y haciendo uso del teorema de la probabilidad total tendremos:

+o0 o0
P(tﬁ)’b} gx/onu):/ / IP’(tE?’b] <z/7=0LYI=y,Xo=u)P(ry € d,Y; € dy/Xo=u) =
0 —00
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too ptoo h—y
= [ [ TR < e = 1 =y, Xo = w)AG(y) dF()+

b—u —00 C

b—u

+/ ‘ / P(n <z/m =1Y: =y, Xo = u) dG(y) dF(1)+
0 yé [u+cl—b,u+-cl]

L rutcl ,
[T B 0 < am = 1LY = X = 0)dG() AF () =

+cl—b

T u+-cl
= / dF (1 / / dF(1)+
0 utcl— b

u-+tcl
[T PR, < e —1/m =LY =y, Xo = w) dG(y) dF() =

+cl—b

u+cl [0 b]
/ /u+d b (butery ST — 1/ Xo=u+cl — y)} dG(y) dF(1).

Dando un cambio apropiado de variable obtenemos 3.38.

O

En el caso en que el tiempo de partida no sea un tiempo de renovacién r € (0,;1) tenemos el
siguiente resultado (por comodidad denotamos ¢ = (X, = u, & = 2):

Teorema 3.3.12. La ley de probabilidad del tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo de
X, =u, u€|0,b], & = z satisface la siguiente ecuacion integral:

» Six>r+ b_T“ se verifica:

1 b t—u, [t t—u
P(ruzx)—l—cF(Z)/uf(z—i— . )/tb[l—P(t—y;x—c) g(y)dydt| (3.39)

s St <r4 b‘% se verifica:

F u—+cx — _
P(ryu,z;z) =1— (;+x — /+ /tb{l— t—y,x—t u) g(y)f(z+tcu)dydt

(3.40)

Demostracion.  En efecto, teniendo en cuenta el teorema 3.3.6, en la pagina 70 obtenemos:
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= Six >r+ b_T“, condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional
(&1,Y1) obtenemos:

+0o0o
Pt < z/7) = / / 6O < /68 = 1Y, =y, HP(EF € dLY; € dy/F) =

+o00 +o0 b_
= [ [ TR <assT =LY =y PSS € dl Y € dy )+

b—u C

b—u

[ P& <a/65 =LY =y HPE € di,Y; € dy/&)+
0 & [u+cl—b,u+cl]

u+cl ,
* / / P(l+t%" <2 /6F =11 =y,5)P(&T € dIYi € dy/5) =
u+cl—b ’

+cl—b

_ Lty /f[w/jm g<y>dy]f<z+l>dl+

1 - u—+-cl
b [0 [T PR <a - 18 = 1Yy =y, 6)g) f (2 + ) dyd =
0 u

b—u

1 == ru+tdl
o o c . [Ob] +_ —
=1 F(z)/o Jo B e -6 =1V =0.8)] 9(0)F (= + Dy

Teniendo en cuenta la independencia de &% e Vi y que P(&" < x/8" = 1) = Ij<qy. De
modo inmediato concluimos 3.39.

s Sizx <r+ b_T“, condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional

(&1,Y1) obtenemos:

+o00 +oo
PR <o/0) = [ [ TBUSY <o/ = 1Y =y HPET € dLYi € dy/) =

+oo p+oo b—
= [, [ P a8 =LY =y GRS € ALY € dy/)+
2—u —00 C

c

b—u

+ / P& <x/6" =1Y1=y,6)P(&" € dI,Y1 € dy/)+
0 Yy [utcl—butcl]
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u—+cl ,
+/ / P+ 607 < 2/8 =1V, =y, )P(EF € dI,Y; € dy/7) =

+cl—b

1 z  putcl ,
b [ RS <o - L8 = 1LY =y F)gly) (2 + 1) dydl =
0 Ju ’

+cl—b

el (62! .
ol L 08 <o —1/65 = 1Yy = 4.6)] a(u) f(=+1) dy L.

+cl— b

Teniendo en cuenta la independencia de & e Y7 y que P(&' < 2/ = 1) = Ij<yy. Por

comodidad, en vez de la variable aleatoria Yy (11 hacemos uso de Y, pues Yy()41 2 Yi. Se
concluye de forma inmediata 3.40.

]

Teniendo en cuenta el caracter de este trabajo, hemos deducido las ecuaciones integrales en
un contexto general; para un estudio mas detallado, estudiando casos particulares interesantes y
relacionando los resultados con los obtenidos en diversos campos de investigacién, como los “tiempos
de ruina” estudiados en las ciencias actuariales y financieras, se puede consultar el articulo Tiempos
medios de escape y primera llegada en el modelo de Sparre Andersen., de proxima publicacién. En
este articulo obtenemos el tiempo medio de ruina a partir del tiempo medio de escape de un cierto
intervalo [0,b] mediante el paso al limite b — +o0, estudiamos el comportamiento para valores
grandes de t, etc. Estos resultados también se han dado a conocer en diferentes ponencias dadas
en congresos de la Sociedad de Estadistica e Investiacién Operativa (SEIO), de la Real Sociedad
Matemaética Espanola (RSME) y del Instituto Universitario de Fisica Fundamental y Mateméticas
(IUFFyM) de la Universidad de Salamanca. El estudio del tiempo de escape, en un tipo particular
de caminatas aleatorias, puede consultarse en el articulo A semi-deterministic random walk with
resetting, donde obtenemos su media y distribucién.

Hemos supuesto que dado un tiempo r, el presente, se conoce toda la historia del proceso hasta
ese tiempo y, mediante el uso de resultados previamente obtenidos, hemos hallado las ecuaciones
integrales. El estudio del tiempo medio de escape o de primera llegada es de suma importancia, no
solo en contextos actuariales y financieros, si bien generalmente considerando como tiempo inicial
un tiempo de renovacion (generalmente ¢ty = 0), con lo cual &~ = 0 y el tiempo medio condicionado
por o(Xs, s < tp) coincide con el tiempo medio condicionado por Xy = u, teniendo en cuenta los
resultados obtenidos en la seccion 3.2, en la pagina 53. Considerando un tiempo no necesariamente
de renovacion r y efectuando un estudio muy parecido al efectuado en esta memoria es de destacar
[110], de M. Montero y J. Villarroel, si bien asumen el conocimiento unicamente del valor tomado
por el proceso en ese tiempo r, X, = u, no la historia previa.

Es evidente que las férmulas obtenidas condicionando por Xy = u son un caso particular de las
deducidas condicionando por (X, = u,&. = z) pero hemos preferido efectuar su célculo particular
pues son imprescindibles para el estudio del caso general.
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3.4. Solucién de las ecuaciones integrales. Transformada de
Laplace.

A continuacién vamos a solucionar las ecuaciones integrales obtenidas, dando algin ejemplo
ilustrativo con distribuciones particulares para los tiempos de espera y los saltos. Se puede demostrar
que las ecuaciones integrales deducidas tienen solucién tnica, aunque desgraciadamente no siempre
de forma cerrada, pero hemos preferido no hacerlo para no dilatar demasiado la investigacion.

3.4.1. Tiempos medios de primera llegada a la barrera superior.

Para resolver las ecuaciones integrales deducidas en la subseccion 3.3.1 vamos a hacer uso de
las propiedades de la transformada de Laplace y de Fourier y teniendo en cuenta los correspondientes
teoremas de unicidad (teorema A.1.10 en la pagina 217, teorema A.1.11 y teorema A.1.12 en la pagina
218), dada una funcién f queda identificada de forma tinica por su transformada de Laplace ( f) 0
por su transformada de Fourier (f), si se cumplen ciertas condiciones (lo asumimos sin demostracion
por brevedad).

1. El caso general.

Denominamos “caso general” cuando los saltos pueden tomar tanto valores positivos como
negativos. Vamos a sustituir la funciéon de densidad de los saltos por una combinacién convexa
de funciones de densidad ¢(y) = pg+(v) + q9—(y), p + ¢ = 1 donde:

0, siy € (—OO, 0) f2(y)7 siy € (_007 0)
9+(y) = , 9-(y) =
fily), siye€|0,+00) 0, siye]|0,+00)

Siendo fi(y), f2(y) funciones de densidad definidas, respectivamente, en [0, +00) y (—00, 0).
Sustituyendo en 3.20, en la pagina 64, llegamos a:

M) = U FC D v e ) £ g e

C Cc C

+Z/ub/tib[t —U M- g () f (Y ayat,

C C

para el caso en que partimos de Xy = u, u € [0,b]. Cuando partimos de X, = u, u €
[0,0], &~ = z, sustituyendo en 3.21, en la pdgina 65, obtenemos:

—u n Py b—u b ,t —u —u
Mironz) = T B [ (= s )+ S dy

S M e )G+ g
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No siempre es posible solucionar las anteriores ecuaciones integrales. Vamos a estudiar algu-
nos casos particulares en los cuales es posible obtener resultados concretos.

2. Casos particulares.

Los casos particulares los vamos a agrupar en casos favorables, cuya solucion se puede obtener
de forma cerrada mediante la transformada de Laplace, y los desfavorables.

» FEl caso favorable. Solucion general.

Denominamos “caso favorable” a aquel en el cual la deriva es positiva y los saltos son
negativos. Es decir, que el proceso estocastico se puede representar de la siguiente forma:

N(t)
Xy=ct+ > Y, Vt>0. (3.41)
k=0

Siendo ¢ > 0, Y, > 0V k € N. De acuerdo con el caso general se verifica quep =0,q = 1
y vamos, por comodidad, a usar g(y) por ¢g_(y). Efectuaremos el estudio, por lo tanto,
suponiendo que tanto la deriva como los saltos son positivos y el proceso estocastico tiene
la forma 3.41.

Se trata de un proceso estocastico creciente y inicamente puede salir de la zona por la
barrera superior. Vamos a deducir en primer lugar una ecuacion para el tiempo de primera
llegada a la barrera superior partiendo de Xy = u, u € [0, b].

Proposicion 3.4.1. La solucion de la ecuacion integral 3.20, en la pdgina 64, en el caso
en que la deriva es positiva y los saltos son negativos, partiendo de Xo = u, u € [0,b],
satisface la siguiente identidad:

M(u) =F(b—u), u € [0,b] (3.42)
Siendo:
1 e fesfes) (- gs) +1- fes)] N
Fly) =5 /a_m [ (1= 7(e9)3(5) ds, y € [0, +00) (3.43)

Un esbozo de la demostracion se puede consultar en C.1.1, en la pagina 270.
Es interesante el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.1.  Como ejemplo vamos a estudiar el tiempo medio de primera llegada
a la barrera superior suponiendo que tanto los saltos como los tiempos de espera tienen
distribucion exponencial, T, ~ €(\), Y; ~ €(7y). Tendremos:

A

" A d(f(es —c\
ft) =xe™, f(cs) = Nt oo’ (fd(s ) = Dt es)? g(y) =ve ", §(s) = :

Sustituyendo obtenemos:

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.4 Solucién de las ecuaciones integrales. Transformada de Laplace. 85

A—c2(2 4 —v3 AMA+y(e+1
]F(y) — )\fyy + 3 (c 2,7) + € _ e—y(%-i-v) [ . z(c 2)] )
c(z+7) AL +) g (5 +7)

Teniendo en cuenta la relacion entre F(y) y M (u) obtenemos:

2(A —(b—u)2
My == Aty e U tmwe AR (e + 1)

2+ @G+ (1)

Para el caso en que el tiempo de partida no es de renovacion, se deduce la siguiente
proposicion:

Proposicion 3.4.2. La solucion de la ecuacion integral 3.21, en la pdgina 65, en el

caso en que la deriva es positiva y los saltos son megativos, partiendo de X, = u, u €
[0,0], &~ = z, satisface la siguiente identidad:

M(r,u,z) =F(r,b —u, z), u € [0,b] (3.44)

Siendo:

Con fules) = [/ ez ayar, fles) = WD

Un resumen de la demostracion puede consultarse en C.1.2, en la pagina 271.

Lo mismo que en el caso en que el tiempo de partida era un tiempo de renovacion,
vamos a considerar el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.2.  Como ejemplo vamos a estudiar el tiempo medio de primera llegada
a la barrera superior suponiendo que tanto los saltos como los tiempos de espera tienen
distribucion exponencial, T; ~ €(X), Y; ~ €(7y). Tendremos:

A

Coen oy A dlf(es)] o —eA e
f() =Xe™™, fles) = i ds Oves) 9(y) =ve ", §(s) = po
IAF(S) —Ac ¥+ s _ - v+ s

= + + .
s(At+ces)es+A+ey) sPes+A+ey)  es(s+2)(s+2+7) es(s+2+7)

En la proposicion 3.4.2, en la pdgina 85, habiamos deducido que:
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Bires, ) — L= )] + (o) = foles) | Fles)i(s)B(s)
cs?F(z) F(2)
Por lo tanto:
. 2 A—cAl+ A A .
F(r,s,z) = cs Floy+ A+ My + J F(s).
s(es +A)* (v + ) (cs+A)(s +7)
Teniendo en cuenta la expresion obtenida para F(s) obtenemos:
I@(TSZ):SQJF[VJFP—CP]SJF/W_ P>y N Y
o cs(s+p)P(v+s)  ss+p)(s+7)(s+p+7) esP(s+p)(s+p+7)
Siendo p = % Mediante transformaciones algebrdicas elementales podemos expresarlo
como:

N(e,7,p,s)

F(r,s,2) = cs*(s+p)P(s+N)(s+p+7)

Siendo N(c,v,p,s) un polinomio en s de grado cuatro. Aplicando la transformada de
Laplace inversa obtenemos:

271 Ja—ico

1 a+100 N
) = 5 [T e (€7,7.9
cs? (s +p)*(s+7)(s+p+7)

Eligiendo o € R de forma adecuada. Se obtiene la solucion de forma sencilla haciendo
uso del “teorema de los residuos”:

F(r,y,z) = A+ Bye ™ ® + Ce ™ + De ™" + Fe Pty

Siendo {A, B, C, D, E} ciertas constantes que dependen de {c, p, v}. Se obtiene a
continuacion que M(r,u,z) = F(r,b —u, 2):

‘ M(ru,2) = A+ B(b— w)e " 1+ Ce e 4 De1) | g (ot b

= FEl caso desfavorable. Estudio y solucion de casos posibles.

Denominamos “caso desfavorable” a aquel en el cual no es posible, en general, obtener
una solucion cerrada de la ecuaciéon integral con independencia de la distribuciéon de los
tiempos de espera y de los saltos. Sin embargo, hay algunos casos en los cuales es posible
obtener la solucion cerrada.
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o Kl caso semifavorable.
Denominamos “caso semifavorable” a aquel en el cual los saltos tienen como reco-
rrido (—oo, —b] U [0, 4+00). Es decir:

9+(y>7 si Yy € [07 +OO)
9(y) =1 9-(y), siy€ (—oo,—0]

0, siye (—b,0)

Dando unos cambios algebraicos sencillos y teniendo en cuenta la definicién de la
funcién g(y) obtenemos, cuando partimos de Xy = u, u € [0, b]:

b—uF<b—
c c

b—t—u

M(u) = B A e RV | PR e

Razonando de forma semejante al “caso favorable” se deduce:
Proposicién 3.4.3. La solucion de la ecuacion integral 3.20, en la pdgina 64, en el
caso en que la deriva es positiva y los saltos toman valores en (—oo, —b] U [0, +00),
partiendo de Xog = u, satisface la siguiente identidad:

M(u) =F(b—u), uel0,b] (3.46)

Siendo:

R = [ e [CSf’(CS)(l—p§+(s))+1—f(cs) Is, g€ [0,4+00)| (3.47

es2(1— pf(cs)d ()
Ejemplo 3.4.3.  Como ejemplo vamos a resolver la ecuacion integral suponiendo

que los tiempos de espera tienen una distribucion exponencial de pardmetro A\, T; ~»
€(A) y los saltos tienen la siguiente funcion de densidad:

a—100

ye W, siy € [0,400)

9gy) =4 9-(y), siy € (—o0,—b]

0, siy€ (—b,0)

Siguiendo el mismo esquema de razonamiento que en el ejemplo 3.4.1 obtenemos:

LA
M(U) _ _ﬂ +6—%(b—u) . qy )\c _
172 (;+T1)(;+T2)
A l e (gy4r) e gy 41 ] +
c(ry —re) [ri(r + %)(rl —ry)  ri(ra+ %)(Tz — 1)

+

T 1 [erl(b—u)7+7"1 _ €r2(b—u)7+7"2} ‘
Cri7To T — T Cry Cra
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Cuando el tiempo inicial no es un tiempo de renovacion se obtiene, teniendo en
cuenta la definicion de la funcién de densidad g(y):

b—uF(z+ %)
M(r,u,z) = . F(z)c +

+ch(z) /Ob_u /Ot[b_tc_u + MO —t+y)lg(y)f(z+ b_i_u) dy dt.

Vamos a resolver la anterior ecuacion integral. Razonando como en la proposicion
3.4.2, pagina 85, se deduce:
Proposicién 3.4.4. La solucion de la ecuacion integral 3.21, en la pdgina 65, en el
caso en que la deriva es positiva y los saltos toman valores en (—oo, —b] U [0, +00)
partiendo de X, = u, &~ = z, satisface la siguiente identidad:

M(ryu,z) =F(r,b—u,z), u € [0,0] (3.48)
Siendo:
1 et csfl(es)[1 —pa(s)] + F(2) — f.(cs)  pf.(cs)a(s)F(s)
F(r,y,z) = %/omoo € [ cs?F (z) + F(z) ds
(3.49)
Con y € (0,+00), fa(cs) = /O+°° e f (2 4+ x)da, fles) = W

Ejemplo 3.4.4. Como ejemplo vamos a resolver la ecuacion integral suponiendo
que los tiempos de espera tienen una distribucion exponencial de pardmetro A\, T; ~»
€(A\) y los saltos tienen la siguiente funcion de densidad g(y) = pg+(y) + q9-(y), p+
qg=1:

ye W, siy € [0,400)
9(y) =4 9-(y), siy € (=00, —0]

0, siy€ (—=b,0)

Efectuando los cdlculos como en el ejemplo 3.4.3 obtenemos:

M(r,u,z) = A+ B(b —u)e b= 4 Ce =0 4 De=7(0w) 4 perib-w) 4 pera(b-w

Siendo {A, B, C, D, E, F} ciertas constantes que dependen de {c, \, v, q}.

o El caso actuarial.
Un caso notable es el denominado “caso actuarial”, en el cual tanto los saltos como
la deriva son positivos. El proceso estocastico, por lo tanto, puede representarse de

la siguiente forma:
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N(t)
Xy=ct— ) Y, Vt>0.

k=0

siendo ¢ > 0, Y > 0Vk € N. Por lo tanto, teniendo en cuenta la descomposicion
9(y) = q9+(y) +pg—(y), p+q=1se verifica ¢ = 1, g(y) = g+(y).

Razonando de la forma habitual obtenemos que el tiempo de primera llegada,
partiendo de un tiempo de renovacion, verifica la siguiente identidad:

b—u

b __ "y
tu— c I{T1>biTu}+(7-1+tU)I{T1§b7Tu,0<Y1<U+CTl}'

12

Del mismo modo, el tiempo de primera llegada, partiendo de un tiempo 0 < r < t;
satisface la siguiente igualdad:

b—u

b __ + b
tnu - I{éifr>b_7“} + (éar + tr,u)[{ogé’ﬁg%,O<Yl<u+cé‘}+}'

A partir de esas expresiones es facil demostrar que los tiempos medios de primera
llegada a la barrera superior, en el caso actuarial, satisfacen las siguientes ecuaciones

integrales:
b—w- b 1t _
M) = 2R o [T M- )gl)r () dydn (350
Con u € [0,b]. Y también, cuando r > 0:
_b—uF(z+%Y) 1 bortt—u t—u
M z) = ===t [ MU=yl e+ =) dydr
(3.51)

Son ecuaciones integrales lineales, pero en este caso no podremos efectuar una
integracion cerrada. Sin embargo se puede estudiar la existencia de soluciones y el
caracter de estas, caso de existir (ver por ejemplo libro de Kolmogorov [78]). No vamos
a efectuar tal estudio puesto que no es el objetivo del presente trabajo, y asumimos
la existencia y unicidad de la solucion de las ecuaciones integrales implicadas.

A la hora de resolver la ecuacién 3.50 es fundamental la siguiente proposicién:

12 Tendendo en cuenta que ahora, a diferencia de lo que ocurria en el caso general, los saltos Y} unicamente toman
valores positivos y como estamos considerando que uw+ X, € (0,b), tenemos:

0<u+cn—y1<b:>—(u+07'1)<—y1<b—(u+c7'1).

utcn —b<yi;<u+cr=0<y; <u+cm.

Teniendo en cuenta que

b—u
n<—=cn<b—u=crn+u<hb.
c

Con lo cual u+cmp — b < 0.
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Proposicion 3.4.5. Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f, de clase C"
en (0,00) y que eziste un operador diferencial de coeficientes constantes L = L(0,)
de orden n € N tal que f resuelve:

(i}%%) f(t)=0

(3.52)
n - aj—l
jZ::l Ny flt)=0
Con las condiciones iniciales
f7(0) = b;, paraj=0,---,n—1. (3.53)

Entonces:
a) La funcion de renovacion m(t) = E(N(t)) tiene una derivada v(t) = m'(t) que
resuelve la ecuacion diferencial:

(L —ag)v(t) = (Zi: ajaa;.) v(t)=0 (3.54)

con las condiciones iniciales:

(0)=0paraj=0,---,n—2 " 10) = ao.

b) M(u) € C™(0,b) y cualquier solucion M (u) de la ecuacion integral 3.50 debe
también resolver la ecuacion integro-diferencial:

(f:(—c)jajaa;) M(u) = A+ :Z B IT* (u) + :Z Crl*(w) (3.55)

J=0

Cuando b < 400 satisface, ademads, las n condiciones de frontera:

M®) =0, M'(b) = -+ — L ro)ym), (3.56)

M) = — () K1H2(0) - ikga (_Cl)k PRI O) T (b)+
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18 N k—2—i i .
"‘g ;(k’ —1—1) (c) f (0)I*(b). De forma abreviada:
M) =0, 240 = — (L) 20 LSS (TN peiome) s 357
B =0 M0 =~ ()20 () PTG e
1S NG N k—2—i i .
+62;(k:—1_@)<c> SEEHO)(b) para k=1, 0 — 1,

1
st aceptamos f~1(0) =1, > = 0. Siendo:
i=0

h— h— n n
Y Y Z akbk_l +a; — Z akk’bk_g, (358)
k=1 k=2

A:CLQ

By = (o) {_2:3 aifFH0) | TH(u) = /Ou M (u—y)g(y) dy, T*(u) = a;},:b),
) (3.59)
o (- | 35 ate k04700 v = [ tyan v - 00
- (3.60)

Un esbozo de la demostracion en C.1.3, en la pagina 273.
Teniendo en cuenta la anterior proposicion es facil obtener una solucién de la ecua-
cion 3.55, en la pagina 90. Es inmediato el siguiente corolario:

Corolario 3.4.1. Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f de clase C™ en

(0,00) para la cual se cumple 3.52 y 3.53, entonces la solucion de la ecuacion integro
diferencial 3.55 satisface la identidad:

A, u)
M(u) = AQD) (3.61)
donde:

O(u) —m(u) —m(u) ... —m,(u)

Ul(b) Qoo ao1 ce ap(n—1)
A(b,u) = , (3.62)

02(6) a0 ail e A1(n-1)

On-1(b)  Gm-1)0 Q=11 - - Gmn-1)n-1)
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Qoo ao1 T Ao(n—-1)
A(b) =| a1 ain o A1) |, (3.63)
A(pn-1)0 Gr-11 " Gn-1)(n-1)

; 1 i1 . 1 9=2 j—2—i '
73(b) = =67 (6) = —ibya+ 3 Goreamh(®) + 5 3G —1=0) () banl),

=0 1=0
(3.64)
() — aiJrlﬂ.O(u) ) = L ct+ioco et ds
miu) = outt 7 o) = 2mi /c—ioo s[X5 g aj(—cs) —apg(s)]’ (3.65)
05 = a0 -3 G (B), o1y = (P FTIH0), O() = Ax(h)+ Y Cutl(h),
k= k=
: (3.066)
mo) = [ 00l dy. my(t) = [ mulb-)gv) dy, mifw) = LI oy
(3.67)

La demostracién, resumida, en C.1.1, en la pagina 278.

Supongamos que el tiempo inicial 0 < r < t; no es un tiempo de renovacion. En
su momento habiamos deducido la ecuacion 3.51, pagina 89. Razonando de un modo
semejante a cuando el tiempo de partida era un tiempo de renovacién, obtenemos:
Proposicion 3.4.6. Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f, de clase C"
en (0,00) y que existe un operador diferencial de coeficientes constantes L = L(0,)
de orden n € N tal que f resuelve:

n aj
aj z+t)=0
(JZO 8t])f( +1)

(3.68)
n » 8]'71
Con las condiciones iniciales
f(z) =bj, paraj=0,--- ,n—1. (3.69)

Entonces M (r,u, z) € C"(0,b) y cualquier solucion M(r,u,z) de la ecuacion inte-
gral 3.51 debe también resolver la ecuacion integro-diferencial:

j=0 k=0 k=0

(i(—c)jajaa;) M(ryu,z) = A+ nz—: B ITF (u) + nz—: Crl*(u) (3.70)
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Cuando b < 400 satisface, ademds, las n condiciones de frontera:

M(r,b,2) =0, M'(r,b,2) = —— — ——f(2)I1(b), (3.71)

M00.2) = = (i | 2 (s ) PO s ram o () er

M*(r,b,2) = — (ck};(z)> fR2( kf( >k 1- sz_l_i(z)ﬂi(b)Jr

z:O

N\ k—2—i
(k—1—1) (c) 21 (2)TN(b). De forma abreviada:

A () e

M(r,b,2) =0, M’“(r,b,@:—( - ) KIEG) ~
(3.72)

.

-1 k—2—1i ) )
kE—1—1) < > 2T ) parak =1,--- ,n—1,
c

-1
si aceptamos f~(z) =1, Y = 0. Siendo:
i=0

b—u b—u &
A= — — § b1+ —
Qo - cF(z) P QrOp—1 T a1

akkbk_g, (373)
P

B 55 ;f )| ) = [ M- et dy, 1w = T2
(3.74)

o | 3,k <>] v = [ gty o = 5
(3.75)

Teniendo en cuenta la anterior proposicion es facil obtener una solucion de la ecua-
cion 3.70 en la pagina 92. Es inmediato el siguiente corolario:
Corolario 3.4.2. Supongamos quet F' tiene una funcion de densidad f de clase C™

en (0,00) para la cual se cumple 3.68 y 3.69, entonces la solucion de la ecuacion
integro diferencial 3.70 satisface la identidad:

(3.76)
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donde:
O(u) —m(u) —m(u) ... —m(u)
Ul(b) Qoo aopt e ao(n—1)
A(b,u) = : (3.77)
02(5) a0 an ce A1(n-1)
On-1(b) am-10 Am-11 - - Am-1)@n-1)
Qoo ao1 T Ao(n—1)
A(b) = | @10 apg v Ain-1) | (3.78)
Apn-1)0 Gr-1)1 " Gn-1)(n-1)
1 1 2 ,
(b) = —O7(b) — —= S _1_img(b 3.79
- 1 Jj—2—1i ]
T
:o ( c ) bi—2-il(0);
0o (u) 1 fetioo e ds
Wz(u) - Ouitl ) WO(U) - 2771"& /cfioo S[Z?:() Clj(—CS)j _ GOQ(S)]’ (380)
1 prrice  M(s)j(s) v (u)
= su — 81
v(u) 271 [yioo ¢ L(s) ~’ vi(u) ouk ' (3:81)
i— —1.. o
a; = Tip4i(D) — Y gi—l—km§+1<b)7 §ic1—k = (7)’ PR 0), (3.82)
n-! n-! 1 i T(s)ds
o(b) = Aﬂ(b)+z Bkz/k(b)+z Crbi(b) dy, 0(u) = —/ e (5) , Op(u) =
E—0 E—0 21 Y—100 L(S)
(3.83)
b b m
mo(t) = [ O(b-p)o(w) dy. melb) = [ mlb-p)a(wydy. miw) = P
(3.84)

Se sigue el mismo esquema de razonamiento que para los tiempos de renovacion,
pero las demostraciones son demasiado aparatosas.
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3.4.2. Tiempos medios de escape.

A continuacion vamos a resolver las ecuaciones integrales obtenidas en la subseccion 3.3.2. Para
ello, 1o mismo que hicimos para los tiempos de primera llegada, vamos a hacer uso de las propiedades

de la transformada de Laplace y de Fourier.
1. El caso general.

Recordando lo razonado en la subseccién 3.4.1, en la pagina 83, a partir de la ecuacion 3.29,
en la pagina 72, obtenemos:

) [, M= g () dy et

p oo t—u, [t .
2 [P [ M - )i (v) dydt, siendo g =1 p, p e [0,1],

Cuando el tiempo inicial es un tiempo de renovacién. Cuando 0 < r < t; no es un tiempo de
renovacion sustituyendo en la ecuacién 3.30, en la pagina 73, obtenemos:

Mru, 2) = — 1ﬁ1—ﬁx“;“+zna+bgz)Lﬂﬂz+t;“)llﬂﬂt_w.g4wdya+

! Mt —1) - —1— 1].
+CF(Z>/u flz+ . )/0 (t —y) - g4+(y) dydt, siendo ¢ p, p € [0,1]

Una vez planteado el caso general, vamos a estudiar algunos casos particulares.

2. Casos particulares.

Los casos particulares mas interesantes los podemos agrupar en casos favorables, cuya solu-
cion se puede obtener de forma cerrada mediante la transformada de Laplace, y los desfavora-

bles.

s FEl caso favorable. Solucion general.

Teniendo en cuenta el caso general, y recordando razonamientos previos, se verifica que
p =1, ¢ = 0; denotamos ¢(y) = g_(y) por comodidad. Se trata de un proceso estocastico
creciente, por lo tanto inicamente podemos salir de la zona [0, b] por la banda superior.

Proposicion 3.4.7. La solucion de la ecuacion integral 3.29, en la pdgina 72, cuando la
deriva es positiva y los saltos son negativos, partiendo de Xo = u, u € [0,b], satisface la
siguiente ecuaction integral:

M(u) =F(b—u), u € [0,0] (3.85)
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Siendo:

Hico esyi 1- f(CS)

F(y) = 2m‘/7_¢oo - mds, y € [0, +00) (3.86)

Un esbozo de la demostracion en C.2.1, en la pagina 281.

Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.4.5.  Supongamos que {7;}ien ~ €(X) y{Y;}jen ~ €(y). Como sabemos:

o A . v
f(S)_)\‘l—S’g(S)_’Y_‘_S
Y por lo tanto obtenemos
A
cs? 1 -— )\J’F\CS e cs? sles+ Aty sHes+H A+ ]

A partir de la anterior expresion deducimos:

1

F(y) = FPFEE [+ )y +p(1 — e T
Y por lo tanto:
M(w) = s [(p4 )= )+ p(1 = 070 (3.87)

A continuacion vamos a estudiar el caso en que el tiempo inicial 0 < r < t; no es un
tiempo de renovacion.

Proposiciéon 3.4.8. Sic > 0y Y, < 0Vk € N la solucion de la ecuacion integral 3.50,
en la pagina 73, partiendo de X, = u, u € [0,b] y & = z, satisface para 0 < u < b la
siguiente ecuacion integral:

M(r,u,z) =F(r,b—u,z), u € [0, (3.88)

Siendo:
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A

_ 1 oo sy 1 scz scz z —scl
F(r,y,z) = — e 1—e*f(cs) — F(z)+e e *“f(l)dl| dsH
y—i 0

21 —1300 F(Z)CSZ
(3.89)
o [T B [ ) - o [t syar] sy € 0.400),

Un resumen de la demostracion se puede consultar en C.2.2, en la pagina 283.
Vamos a estudiar el siguiente ejemplo, como aplicacién del anterior resultado:

Ejemplo 3.4.6.  Supongamos {7;}ien / Ti~> €(A\) Vi€ Ny{Y;}tjen /Y~ e(y) V] €
N. Como sabemos:

- A
FO =2, gly) =90, fls) = 370 () =

Teniendo en cuenta la proposicion 3.4.8, en la pdgina 96, sabemos que:

1
1 _ eSCZ .
e~ *Mes? [ A+ cs

A A1 = —(es+N)z
F(r,s, z) = —1—i—e)‘z+e“z[ (1—e H—i—

cs+ A

scz A A1 — —(es+A)z .
+—1° M= f(s).
(y+s)e™* | A +cs cs+ A

En el ejemplo 3.4.5, en la pdgina 96, obtuvimos:

- Y+ S Y+ s
F(s) = — = — :
s2es+A+cy]  es?[s+p+1]
Y por lo tanto:
. 1 1 A
F(r,s,z) = — — , donde p = —.
cs?  A2s?s+p+1] c

Con lo cual podemos concluir que:

) = llp ) — 1]y 1 -
F(r,y,2) (p+1) " (p+7)? [1 }

lo cual implica que:
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2 — [c(p+7) —1](b—u) 1 _ (ot (o)
M) Ap+7) TG rap ! | (3:90)

s Fl caso desfavorable. Estudio y solucion de casos posibles.

Aunque en el “caso desfavorable” no podemos obtener una solucién cerrada de la ecua-
cién integral hay algunos casos en los cuales es posible obtener una solucion:

o El caso semifavorable.
Después de sencillos célculos algebréicos y razonando lo mismo que en el “caso
semifavorable” en la subseccion 3.4.1, en la pagina 83, obtenemos:

b—u

M) = [T - Ry a? [T g

Para el caso en que Xy = u, u € [0,b]. Y para el caso en que X, = u, u € [0,b]
siendo 0 < r < t; un tiempo no de renovaciéon obtenemos:

b—u

=5y [ MOt+9)g. () dy dr. (39

C

b—u

c

M(r,u, z) = ) 1—F(z+1t)]dt+ (3.92)
bt [ T [0t )y

Vamos a resolver las anteriores ecuaciones integrales. Las demostraciones son in-
mediatas teniendo en cuenta las de las proposiciones 3.4.7 y 3.4.8, en las paginas 95
y 96 respectivamente.

Proposiciéon 3.4.9. La solucion de la ecuacion integral 3.91 en el caso en que la
deriva es positiva y los saltos pueden tomar valores en (—oo, —bl U [0, b], partiendo de
Xo = u, u € |0,b], satisface la siguiente identidad:

M(u) =F(b—u), u € l0,b] (3.93)

Siendo:

1 poice 1 1-f
/7 e — fles) ds, y € [0, +00) (3.94)
.

o © o 1= pf(es)in (9
Ejemplo 3.4.7.  Como ejemplo vamos a resolver la ecuacion integral suponiendo

que los tiempos de espera tienen una distribucion exponencial de parametro \, 7; ~»
€(\) y los saltos tienen la siguiente funcion de densidad:

e~ W, siy € [0,+00)
g(y) =1 9-(y), siy € (—oo,—b]
0, siye€ (—b,0)
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Siguiendo el mismo esquema de razonamiento que en el ejemplo 3.4.5, en la pdagina
96, obtenemos:

1 1
_ = ra(b—u) _ ri(b—u)
M{u) = ) * gy (ry —71) (6 (r2+7)r —e (re+ 7>T2) (3.95)

Si el tiempo inicial 0 < r < t; no es un tiempo de renovacion tenemos el siguiente
resultado:

Proposicion 3.4.10. La solucion de la ecuacion integral 3.92, en la pagina 98, cuan-
do la deriva es positiva partiendo de X, = u y asumiendo que &~ = z, satisface para
0 <u <b la siguiente formula:

‘M(T, u,2) =F(r,b—u,z), uel0,b ‘ (3.96)

Siendo:

271 Jy—ico F(z)cs?
(3.97)
1 y+ico p@(s)F(s) [ N /z o ]
- SyrJAN /N scz s8¢z sc l dl O
+2m’/ﬂ,_ioo € F(2) " fles) —e A e f(l)dl|, y € [0, +00)
Ejemplo 3.4.8.  Como ejemplo vamos a resolver la ecuacion integral suponiendo

que los tiempos de espera tienen una distribucion exponencial de pardmetro A\, T; ~»
€(N\) y los saltos tienen la siguiente funcion de densidad g(y) = pgy(y) +q9-_(y), p+
qg=1:
ye W, siy € [0,400)
9(y) =14 9-(), siy € (—oo, 0]
0, siy€ (—=b,0)

Efectuando los cdlculos como en el ejemplo 3.4.6, en la pagina 97, obtenemos:

[erirs — qv](b—u)  rira +qy(r1 +12)
criry (erira)?

M(r,u,z) = — (3.98)

1 T —Uu T —U
~Gar T+ ) = O + )

Donde p = % y 1 yre son las raices de la ecuacion:
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—(p+7) = /(p+7)* — 4gp
5 :

'+ (p+y)s+apy =0, =

- —(p+7) +/(p+7)* — 4gpy
2 — .
2

Un caso muy interesante, por sus aplicaciones en ciencias econémicas y actuariales,
es el “caso actuarial”.
« _FEl caso actuarial.
Razonando de una forma semejante al “caso actuarial” en la subseccién 3.4.1, pa-
gina 83, llegamos a la siguiente identidad para el tiempo de escape partiendo de un
tiempo de renovacion:

b—u

t[Ovb}
v c

l0,b
Toysbmuy + Tl couy o+ ty }[{Tlgb_T“,0<Y1<u+cn}'

A partir de ella es facil demostrar que el tiempo medio de escape empezando desde
un tiempo de renovacion satisface la siguiente ecuacion integral:

b—u

M) = [ - Pl are L [

t—u

) [ —yagdr (399

C

Se verifica la siguiente proposicion:

Proposicion 3.4.11. Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f de clase
C™ en (0,00) y que existe un operador diferencial lineal L = L(0,) de orden n € N
tal que f resuelve:

L(f) = (éajg;) f=0 (3.100)

Con las condiciones iniciales:

f7(0) = b;, paraj=0,---,n—1. (3.101)

Entonces M(u) € C™ y es solucion de la siquiente ecuacion integro diferencial:

li(—cyaigi] M(u) = A+ ni ByIT* (u) (3.102)

k=0

donde:

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.4 Solucién de las ecuaciones integrales. Transformada de Laplace. 101
b—u b—ud "
A= ao — Z CLkbk,1 +a; — Z CLkbk,Q, (3103)
¢ k=1 k=2
- i—k— v oFr(u
o [ > af )] 1w = [ M- gty dy, W) = LT,
i=k+1 0 Uu
(3.104)
Con las condiciones de frontera en x = b:
, 1 1
M(b) =0, M'(b) = —— — —f(O)IL(b), (3.105)
” 1 1, 1 ,
M(b) = =5 f(0) + Z [(OI() — —f(OIT'(D), (3.106)
ME) = (—1)1 L p20) = 5 (2R ooy k=2 1
0= VL0 - () FTOTE), prak =2 s
(3.107)

O, de una forma mds simple:

ME(®) = (—1)1 20y — i 5 <_1>k” PO D), parak =0, n—1.

o\ C

=

—1
Asumiendo que f72(0) =0, f71(0)=-1y> =0.
i=0

(3.108)

Un resumen de la demostracion se puede consultar en C.2.3, en la pagina 285.
Teniendo en cuenta la anterior proposicién es facil obtener una soluciéon de 3.102,

en la pagina 100.

Corolario 3.4.3. Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f de clase C™
en (0,00) para la cual se cumple 3.100 y 3.101, entonces la solucion de la ecuacion

integro diferencial 3.102 satisface la identidad:

A(b,u)
M(u) = N
donde:
Ar(u) —mi(u) —me(u) ... —mp(u)
Ul(b) Qoo ao1 ce ap(n—1)
A(b, U) = )
02(6) a0 ail e A1(n-1)
On-1(0)  am-10 Gm-1)1 - - Gu-1)n-1)

(3.109)

(3.110)
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Qoo Qo1 T ap(n—1)
A(b) =| @ ain v A1) |, (3.111)
A(p-1)0 Gr-11 " OGn-1)(n-1)
nok 0o (u) 1 petioo et ds
Uk(u) - ; bi-l—k'ﬁi(u)a Wz(u) - Wa 7T0(U) - TmLiwo 5[2?:0 aj(—cs)j _ GUQ(S)]’
(3.112)
- k —L ik sk b
Aij = 7Tj+1+z‘(b)—zf¢—1—kmj+1(b)a Sicik = (7) / (0), my(b) :/o mr(y)g(b—y) dy,
k=0
(3.113)
. J
my.(u) = W’ parai=0,---,n— 1. (3.114)

Un esbozo de la demostracion en C.2.1, en la pagina 288.
Como un caso particular tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.4.4. Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f de clase C™
en (0,00) y que existe un operador diferencial lineal con coeficientes constantes L =
L(0,) de orden n € N tal que f resuelve:

L(f) = (éajgé) F=0 (3.115)

con condiciones iniciales

f(0)=0, paraj =0,--- ,n—2, f"1(0) = ay. (3.116)

Entonces:

a) La funcion de renovacion m(t) = E(N(t)) tiene derivada v(t) = m/(t) que resuelve
la ecuacion diferencial lineal:

(L—ag)v = (é aj;);) v(t) =0 (3.117)

con condiciones iniciales:
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b) M(u) € C™(0,b) y cualquier solucion M(u) de la ecuacion integral 3.99 debe
también ser solucion de la ecuacion integro diferencial:

(znj(—c)jaj;;) M(u) = ar + aq /0 M(u—Dg()dl, 0<u<b| (3.118)

=0

Cuando b < 400 satisface, ademds, las n condiciones de frontera:

; / -1
M) =M (b)=0,j=2,---,n—1, M (b) = —. (3.119)
c
c¢) La solucion de la ecuacion integro diferencial 3.118, en la pdgina 103, satisface

la identidad:

M = 12
)= "5 (3.120)
donde:
amo(u) —oo(u) —oy(u) —on_1(u)
—alﬂ'o(b) O'Q(b) Ul(b) O'nfl(b)
A(b,u) = |—5 —amg(b)  op(b)  o1(b) ona(0) |, (3.121)
—aimgH(b)  og T (b) o7 TH(D) an=1(b)
oo(b) o1(b) On-1(b)
oy (b o, (b .o o (b
A(b) = 0,( ) 1_( ) n_}( ) , el wronskiano de {o¢(b),01(b), - ,0,-1(b)}.
o' (b) o7 (D) an "1 (b)
(3.122)
n—k 0o () 1 petioo et ds
orp(u) = b; mu,mu:%,wu:—,/ - . - .
k(1) ; (1), milu) Ouitt o) 2mi Je—ico S[YT_g aj(—cs)d — aog(s)]
(3.123)
La demostracion es trivial teniendo en cuenta la proposicion 3.4.11 y el corolario
3.4.3.

A continuacion vamos a estudiar el caso en que 7; ~ £,(2,A), y Y; ~ (7).
Ejemplo 3.4.9.  Supongamos {7;}ien /| 7i ~ €,(2,A), Vi € N y {Y;}jen / Y ~
e(y)VieN, gly) =~-e . Con esas hipotesis sabemos que:

A2t —At
ft) = 16‘ = Nte M) f(t) = N(eM=Xte™), f(t) = N2(=de M=de Mg N M) - -

f(0) =0, f(0) = ag = N
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Sin = 2 entonces:

A(b, u)
M =30
Donde:
2\ — oy + + 4 2\ — ey — + 4
. y W L2 yel )’
2c 9%
(i +7)° 21,2r1b (ry +7)? 21 2rob
Al) = 1= rife™ 1 — r2]erah— 124
O = Gt T G (3.124)
_ (Tl + /7) (T2 + 7) [2 N 7’% . Tg]e(rﬁ_rz)b,

7”17“2(7”1 - 7”2)2

: + - + r r T1UTT
Al u) = c((i17“2;2)((7’12_ 77;)) PACTIT?(“ - r2)Be( )b [r1rg — 2Ary B] ™ Zb} +
(3.125)

(Tl + ’7) (712 + 7) T — r erlb—l—rzu
Sl = 7o) [[rirs — 2Ar B) ].

Donde

(uy + D)ryrg + y(ry + 1r2)

B =
(cryry)?

Si 0 < r < t; no es un tiempo de renovacién obtenemos:

r,u

//0,b
tI‘ u

I{éﬁ>b%“} + £;"+]{£ﬁ§”%“} + ]I{éaﬁs%u,osylgwcéﬁ}'

A partir de esa expresiéon es facil obtener la siguiente ecuacién integral:

M(r,u,z) = Fzz) /0 - 1—F(z+1)] dH_cFl(z) /ubf(z—i-t _c u) /Ot M(t—y)g(y) dy dt.
(3.126)

Se obtienen los siguientes resultados, razonando de forma conocida:

Proposiciéon 3.4.12. Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f de clase
C™ en (0,00) y que existe un operador diferencial lineal con coeficientes constantes
L = L(0,) de orden n € N tal que f es solucion de:
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L(f) = (z ;) fz+1)=0 (3.127)

con las condiciones iniciales:

f(z) =bj, paraj=0,--- ,n—1. (3.128)

Entonces M (r,u,z) € C™ y es solucién de la siguiente ecuacion integro diferencial:

n 7 n—1
Z(—c)iaii M(ryu,z) = A+ Bill"(u) (3.129)
i=0 out k=0
donde:
A—ab_u—b Zab +a zn:ab (3.130)
= Go—_ F() & KOk—1 + a1 — > WkOk-2, :

n u k u

B = (o) [ > ) |G = [ M=t dy. 14 (w) = T
) (3.131)

Con condiciones de frontera en x = b:
, 11
M(r,b,z) =0, M'(r,b,2) = T F’(z)cf( (D), (3.132)
" 1 1 ! 1 /

M (7’, b, z) = _Wf(z> + F(Z)sz ( ) ( ) - F(Z)Cf<Z)H (b>> (3 133)

ME( ) = (e LS (_1)1{” PIITD), k=2, 01,

F(z)ck F(z)im\ e
(3.134)
O mds brevemente
k-1 k—1— . A
MA b2 = (M s P s S () A, k=0 e,
z:O
(3.135)
si asumimos que f2(z) =0, f~1(2) )y Z = 0. M(u) es la solucion de la

ecuacion integro diferencial 3.102 obtenida en la proposzczon 3.4.11, en la pagina 100
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A partir de la anterior proposicién es facil obtener una solucién de la ecuacion
integro diferencial 3.129, en la pagina 105.
Corolario 3.4.5. Supongamos que F tiene una funcion de densidad f de clase C™
en (0,00) para la cual se cumplen 3.127 y 3.128. Entonces la solucidn de la ecuacion
integro diferencial 3.129 satisface la identidad:

A(b,u)
M = 1
(r,u,z) A) (3.136)
donde:
[Am(u) + T(uw)] —mi(u) —mo(u) ... —mp(u)
Uo(b) Qoo Qo1 e ap(n—1)
A(byu) = , (3.137)
Ul(b) 4510) a11 e A1(n—1)
0n-1(b) An-10 Qm-1)1 --- Gn—1)(n-1)
Qoo ao1 T ap(n—-1)
A(b) = a10 a11 e al(n—l) y Aij = 7Tj+1+i(b)7 pami = O, e, N — 1,
A(n-1)0 Q(n-1)1 A(n—1)(n—1)
(3.138)
1 pr+ice et ds OFr(u) 1 pyico "=l BistM(s)§(s)
S - P(u) = — / su |5 2E SIS g
m(u) 270 /y—ioo sL(s)’ m(u) ouk 7 () 270 Jy—ico ¢ ; L(s) %
(3.139)
=0T (1) ) - ani) - v (3.140)
oi(b) = ~—= - z) — Ar'(b) — - .
’ F(z) \c
1

S (2T g L
CF(z)]z::‘)(c> f ()II(b), j=0,---,n—1.

Como caso particular se deduce el siguiente corolario:

Corolario 3.4.6. Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f de clase C™
en (0,00) y que existe un operador diferencial con coeficientes constantes L = L(0,)
de orden n € N tal que f es solucion de:

L(f) = (éajaa;) flz+8) =0 (3.141)
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con las condiciones iniciales:

fi(z)=0, paraj=0,--- ,n—2, f"1(2) = ao. (3.142)

entonces:

a) M(r,u,z) € C™(0,b) y cualquier solucion M (r,u, z) de la ecuacion integral 3.126
debe también ser solucion de la ecuacion integro-diferencial:

- i B aoF(2) ,b—u u
(;}(—C) Cljauj> M(r,u,z) =ay — W<T) + ao/o M(u—1g()dl, 0 <u<b

(3.143)

Cuando b < 400 satisface, ademds, las n condiciones de frontera:

. / -1
M(r,b,z) = M?(r,b,2) =0, j=2,--- ,n—1, M (r,;b,z) = —. (3.144)
c

b) La solucion de la ecuacion integro diferencial 3.143, en la pdgina 107, satisface
la identidad:

A
M(r,u, z) = A(lz’b;b) (3.145)
donde:
Am(u) + T'(u) —m(u) —m(u) ... —m,(u)
—Aﬂ'(b) -T b) apo o1 . ao(n_l)
A(b7 U) — —% — ATI”(b — F/(b) a19 a1 ce a1(n-1) |, (3146)
—Aﬂ'n*l(b) — Fn71<b) An—1)0 Q-1 -+ Gn-1)(n—1)
Qoo Qo1 T ap(n—1)
A(b) = | @ a1y |, (3.147)
An-10 Qnp-1)1 " A(n-1)(n-1)
O (u) 1 prtice e ds
miu) = S outt m(u) = 2mi /y—ioo s[> aj(—cs)i]’ aij = j414i(b),

(3.148)
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Siendo M (u) la solucion de la ecuacion integro diferencial 3.118 obtenida en el
corolario 3.4.4, en la pdgina 102.

Ahora vamos a estudiar el caso en que 7; ~ £,(2,A), vy Y; ~ (7).

Ejemplo 3.4.10.  De acuerdo con las anteriores hipotesis tenemos:

f(t) = Nte™, gly) = ve ™, f(z+1) = Nz + ),
f’(z + t) — )2 [G—A(z+t) _ )\(z + t)e—)\(z—s-t)} 7

f'(z+1t) =\ {—267)\(Z+t) + Az + t)ef)‘(”t)} :

Por lo tanto:

['(u) = By(u) + C+'(0) + Dv"(u), donde:

B 2)\5’:7’ o N [coy —32)\040]7’ Do )\20207’
c c ¢
1 patioo e ds & Oy (u)
_ b — k=0.--- .92
() 270 /a—ioo $2(s —11)(s —ro)(s — p)?’ 7 () ouk o

Se sigue, denotando p = % que

m(u) [1+e™[pu —1]]

- AZe= M1 — Az]

F(z) = A2 / Tte Mt =1 — e M1+ A2, F(2) = e M1+ Al
0

Sabemos que

A= )\[11_:/\):] [26’”[1 + Azl — A [1 —e M1+ )\z]H [b ; u]

Teniendo en cuenta lo anterior podemos concluir que

(3.150)
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donde:
Ar(u) + T'(u) —m(u) —m(u) ... —m,(u)
—A’]T(b) -T b) anpo ap1 Ce ao(n,l)
Alb,u) = | —z — A7) =T'()  aw ain .. Gw-1 |, (3.151)
—Ar"7Hb) =T"H(0) a-np Gm-n1 - Gm-nmoy)
oo Qo1 T ap(n—1)
A(b) = | @10 a0 @w-1) |, donde a;; = mi1144(D). (3.152)
A(p-1)0 Gr-11 " An-1)(n-1)

3.4.3. Ley de probabilidad de los tiempos de primera llegada a la barrera
superior.

Vamos a resolver las ecuaciones integrales deducidas en su momento (subseccién 3.3.3, en la
pagina 74). Para ello vamos a hacer uso de las propiedades de la transformada de Laplace en dos
dimensiones.

1. El caso general.

Cuando consideramos que los saltos pueden tomar tanto valores positivos como negativos,
el “caso general”, teniendo en cuenta los teoremas 3.3.1, en la pagina 59, y 3.3.9, en la pagina
75, sustituyendo la funciéon de densidad de los saltos, g(y), por una combinacién convexa de
funciones de densidad: g(y) = pg+(y) + q9-(y), p+q = 1, siendo g, (y) la funcién de densidad
de los saltos V y € [0, +00) y g_(y) V y € (—00,0) obtenemos:

b—u

C

s Sixz>

_b— b — t -
P(u;x)zF( Cu)+§/u f(t cu)/o IE"(tf_ny—tCU/XO:t_y)gﬁt(y)dydt‘F

(3.153)
+q/bf(t_”)/0 P <ao— T Xy =t —y)g (y) dydt
¢ Ju c —p Y c R A
-Sixgb_u:
C
p [uter t—u, [t t—u
Plua) =2 [T 5= [P, <o = —)gi(y) dy i+ (3.154)
q [vter t—u /0 b t—u
1 Pt <z— "y (y)dydt.
LS [ P, < - =g () dy

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.4 Solucién de las ecuaciones integrales. Transformada de Laplace. 110

En el caso en que partimos de Xy = u, u € [0, b].

Cuando el tiempo inicial 0 < r < t; no es un tiempo de renovacion teniendo en cuenta los
teoremas 3.18, en la pagina 63, y 3.3.10, en la pagina 76, obtenemos el siguiente resultado (por
comodidad vamos a denotar ¢ = (X, = u, & = z), u € [0,b]):

n Six>b_7“:

cF(z) c
-Sixgb;“
p utcr t—u, [t t—u
P 7)) = — N e — 1
(s =gy [ e [Pl - = Do) dydit (3150
q utex t—u, [0 t—u
1z Pt —yix— —)g .
) Ser ) P == P ) dy e

No obstante, lo mismo que ocurria con los tiempos medios, estas ecuaciones no siempre son
resolubles de forma cerrada (aunque también se puede demostrar la existencia y unicidad de la
solucién). Vamos a estudiar algunos casos particulares en los cuales es posible encontrar una
formula que sea solucién de las ecuaciones integrales correspondientes.

2. Casos particulares

Debido al caracter general de esta tesis y a la dificultad de reflejar de forma resumida los
calculos implicados, inicamente estudiaremos el que denomindbamos “caso favorable”.

» Fl caso favorable. Solucion general.

De acuerdo con el caso general, razonando como hicimos en “el caso favorable” en la sub-
seccién 3.4.1, tendriamos p = 0, g = 1, y vamos, por comodidad, a usar g(y) en vez de g_(y).
Vamos a deducir una ecuacion integral para la ley de probabilidad del tiempo de primera
llegada a la barrera superior partiendo de Xo = u, u € [0,b)]. Unicamente daremos la
solucién para el caso en que x > I’_T“ pues para el caso en que z < b_T“ la ecuacién no
admite solucién cerrada en general.

Proposicion 3.4.13. La solucion de la ecuacion integral de la ley de probabilidad de
primera llegada a la barrera superior en el caso en que la deriva es positiva y los saltos
son negativos, partiendo de Xo = u, u € [0,b], satisface la siguiente identidad:

St x> ”_T“
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P(u;z) = P(b— u;x) siendo : (3.157)
. _ ;1 arfico pytioo sy+px [1 B f(CS)]
Plyie) = 42 /a—z'oo /y—ioo ¢ sp[l — §(s) f(p + cs)] ds dp (3.158)

Un resumen de la demostracion puede consultarse en C.3.1, en la pagina 291.
En el caso en que el tiempo inicial 0 < r < £; no sea un tiempo de renovaciéon obtenemos
el siguiente resultado:

Proposiciéon 3.4.14. La solucion de la ecuacion integral de la ley de probabilidad de
primera llegada a la barrera superior en el caso en que la deriva es positiva y los saltos

son negativos, partiendo de X, =u, u € [0,b], 0 <r < t1, & = z, satisface la siguiente
identidad:
Si x> b_T“
P(r,u,z;x) = P(r,b—u, z; x) siendo : (3.159)

-1 /a+i00 /“"HOO oSUHPT e*le™* — f(es) +cs fg e > F(t) di] dsdp—
v

—ico psF(2)

a—100

(3.160)

1 a+100 +i00 P A . }_lz
47T2/ ‘/Y’Yioo esy-l-pxg(S)PS(;Z) (p) dep, Siendo hz(t) — 6_CStf(Z+t)U,(t)

a—100

La demostracion sigue el mismo esquema que en C.3.1, en la pagina 291.

3.4.4. Ley de probabilidad de los tiempos de escape de la zona |0, b|.

Vamos a resolver las ecuaciones integrales obtenidas en 3.3.4, en la pagina 78. Para ello vamos
a hacer uso de las propiedades de las transformadas de Fourier y de Laplace.

1. El caso general.

En el “caso general”, teniendo en cuenta los teoremas 3.3.5, en la pagina 68, y 3.3.11, en
la pagina 78, sustituyendo la funcién de densidad de los saltos, g(y), por una combinacién
convexa de funciones de densidad: ¢g(y) = pg+(y) + q9-(y), p + ¢ = 1, siendo g, (y) la funciéon
de densidad de los saltos V y € [0,400) y g_(y) Vy € (—o0,0), llegamos a:

b—
» Six > Y
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t—u

)

t—u
C

Pr) =1~ [ f

)/tib {1 — Pt —yjz — 9+(y) dy dt— (3.161)

)] g-(y)dydt.

Pusz) = F) =2 [T [ - Pe— e -] gt dyae 3162

C Ju C -b

C Ju C —b

Y f(t _ u)/tt [1 — P(t—y;x— t—cu)] g-(y)dydt.

En el caso en que partimos de Xy = u, u € [0, b].

Cuando el tiempo inicial 0 < r < t; no es un tiempo de renovacién obtenemos el siguiente
resultado, teniendo en cuenta los teoremas 3.3.6, en la pagina 70, y 3.3.12, en la pagina 80 (por
comodidad vamos a denotar ¢ = (X, = u, & = z), u € [0,0].)

. Six>b*Tuz

Plruza) =1- =L [ 20 [ P yn - 120

—b

9+ (y) dy dt—
(3.163)

s [ [ [t P = )] e ayar

P(r,u, z;z) = FE )F(z—l—a:)— Fp [me /tt {1 — P(t—y;z— t—cu) g+(y)f(z+t_cu)dydt—

(3.164)

_ch(z) /uum /ttb {1 - Plt-ya - - u)] g-()f (= + t_cu) dy dt.

Sin embargo, lo mismo que ocurria con los tiempos de primera llegada, estas ecuaciones no

siempre son resolubles de forma cerrada. Vamos a estudiar algunos casos particulares en los
cuales es posible encontrar la solucién.
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2. Casos particulares

Unicamente vamos a estudiar el “caso favorable”, debido a la dificultad de reflejar los calculos
necesarios en el resto de casos.

» Fl caso favorable. Solucion general.

Razonando de un modo semejante al “caso general” de la subseccion 3.4.2, tendriamos
p =0, ¢ =1,y vamos por comodidad a usar g(y) por g_(y). Unicamente daremos la
solucion para el caso en que r > b_T“ pues cuando z < %= no es posible, en general,
obtener una solucién cerrada de la ecuaciéon integral.
Proposicion 3.4.15. La solucion de la ecuacion integral de la ley de probabilidad del
tiempo de escape de la zona [0,b] en el caso en que la deriva es positiva y los saltos son

negativos, partiendo de Xo = u, u € [0,b], satisface la siguiente identidad:

Six > =t
P(u;x) = P(b— w; x) siendo : (3.165)
1 fotioco pytico 1—a(s)f
Ply;z) = / / T syt I&Ies) g, (3.166)
472 Ja—ico Jy—ico sp[l — g(s)f(p + cs)]

Un resumen de la demostracion en C.4.1, en la pagina 292.
En el caso en que el tiempo inicial 0 < r < £; no es un tiempo de renovacion obtenemos
el siguiente resultado:

Proposiciéon 3.4.16. La solucion de la ecuacion integral de la ley de probabilidad del
tiempo de escape de la zona [0,b] en el caso en que la deriva es positiva y los saltos son

negativos, partiendo de X, = u, u € [0,b], 0 < r < t1, & = z, satisface la siguiente
identidad:
St x> b%“
P(r,u,z;x) = P(r,b—u, z; x) siendo : (3.167)

-1 a+ico  py+ico [CF(Z) - ﬁ(S) AZ(§)]
. _ -1 sy+pz d c d d — 3168
P(r,y, z;x) i /a_ioo L_m e pesF(z) sdp ( )

a+1i00 +i00
_L / /A/ esy+pz
4:71'2 a—ico Jy—ioo

Siendo h,(t) = e f(z + t)u(t), [.(2) = L(f(z+1)).

La demostracion sigue el mismo esquema que C.4.1, en la pagina 292.
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Un estudio especifico sobre los tiempos de escape y de primera llegada, resolviendo las ecuacio-
nes integrales obtenidas para los tiempos medios, teniendo en cuenta una amplia gama de funciones
de distribucion tanto para los tiempos de espera como para los saltos puede consultarse en el articu-
lo Tiempos medios de escape y primera llegada en el modelo de Sparre Andersen, cuyos resultados
han sido dados a conocer en varias ponencias de la SEIO y diversos seminarios (del I[UFFyM., del
Grupo de trabajo SPA,...), y en el articulo A semi-deterministic random walk with resetting, [151].
También son interesantes, en un contexto actuarial y de ciencias financieras los articulos [25], de D.
C. M. Dickson y G. E. Willmot, [26], de D. C. M. Dickson, B. D. Hughes y Z. Lianzeng y [27], de
D. C. M. Dickson y C. Hipp donde obtienen la funcién de densidad del “tiempo de ruina” y diversos
objetos relacionados, como la media, la varianza, coeficiente de variacion, kurtosis,. . . un estudio mas
especifico de ciencias actuariales es [28], de D. C. M. Dickson y C. Hipp donde estudian la funcién
de densidad conjunta del tiempo de ruina y del “deficit at ruin”. Clasicos en teoria de riesgo son los
trabajos [54] y [55], de H. U. Gerber y E. S. W. Shiu, [87], de S. Li y J. Garrido donde estudian
el tiempo de ruina deduciendo la conocida en Teoria de Riesgos como “funciéon de Gerber-Shiu” (o
“funcién de penalidades de Gerber-Shiu”). Recordando los resultados que hemos obtenido en los
ejemplos 3.4.9, en la pagina 103 y 3.4.10, en la pagina 108, en los cuales hemos deducido el tiempo
medio de escape si hacemos b — 400, obtenemos el “tiempo medio de ruina”; sin embargo, si tenemos
en cuenta los ejemplos 3.4.5, en la pagina 96 y 3.4.6, en la pagina 97, haciendo b — +oc el resultado
es 400, resultado trivial teniendo en cuenta que en el “caso favorable” el proceso que estudiamos
es creciente y tnicamente puede salir de la zona por la barrera superior. En el caso de la funciéon
de densidad del “tiempo de ruina”, siguiendo el mismo razonamiento, se puede obtener, teniendo en
cuenta distribuciones particulares para los tiempos de espera y los saltos, haciendo tender b — +o00
en las soluciones obtenidas a partir de las proposiciones 3.4.15 y 3.4.16, en la pagina 113, la férmula
que la describe.

Con un enfoque mds general, merecen destacarse [9], de J. Bertoin y [17], de S. N. Chiu y C.
Yin donde se estudian los “tiempos de escape” y “tiempos de primer paso”, si bien el modelo que
estudian es bastante diferente al investigado en esta monografia. En [80], de L. Lavergnat y P. Gole
desarrollan un modelo estocastico mediante el cual estudian la distribucién del tiempo de lluvia.
En [123], de P. Perona, A. Porporato y L. Ridolf se estudian las acumulaciones anuales de nieve,
y en [124], de P. Perona, E. Daly, B. Crouzy y A. Porporato se desarrolla un modelo estocéstico
para el estudio de las avalanchas de nieve mediante procesos de Poisson. Estudios eminentemente
teoricos donde se estudian los “hitting time”, los “exit time” o los “first passage time” obteniendo
resultados destacables para algunos casos concretos o incluso numéricos para determinados valores
de los pardmetros son [68], de S. Janson y Y. Peres, [79], de G. Kou y H. Wang, o [146], de D.
Valenti, B. Spagnolo and G. Bonnano, [158], de Y. Zhou y J. Dou, donde se estudia el tiempo medio
de escape en un modelo con aplicaciones en un contexto de ciencias fisicas. Estudios centrados en
las CTRW, en los cuales se obtiene la funciéon de densidad del tiempo de escape, el tiempo medio
de escape y otros objetos relacionados son [110], [111], de J. Villarroel y M. Montero, [109], de E.
W. Montroll y G. H. Weiss, [112], de J. Villarroel y M. Montero, en los cuales, aunque los modelos
estudiados son diferentes, se obtiene la funciéon de densidad del proceso usando un argumento de
renovacion y se estudian el tiempo medio de escape, aplicando los resultados para algunos casos
concretos. Trabajos en los cuales se realiza un estudio muy interesante, aunque en modelos bastante
diferentes al considerado en esta monografia son [120], de A. Pal y S. Reuveni, [121], de A. Pal | I.
Eliazar y S. Reuveni o [130], de S. Reuveni. Textos dedicados al estudio de los procesos estocésticos
o la Teorfa de Riesgos donde se tratan también los tiempos de escape, hitting time, etc son [132],
de T. Rolski, H. Schmidli, V. Schmidt y J. Teugels[30], de D. C. M. Dickson, centrados en estudios
actuariales, [6], de R. N. Bhattacharya y E. C. Waymire, [44] y [45], de W. Feller, o [70], de S. Karlin
and H. Taylor con un enfoque més general.
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3.5. Probabilidades de primera llegada a la barrera supe-
rior.

En esta seccion vamos a estudiar la probabilidad de llegar a la barrera superior. La literatura
relacionada con los tiempos de primera llegada es muy abundante, tanto en ciencias econémicas [112],
[146], como en biologia [14], quimica [120],[129],...

3.5.1. Probabilidad de llegar a la barrera superior antes de un cierto
tiempo .

A continuacién vamos a estudiar la probabilidad de que el proceso llegue a la barrera superior
b (sin previamente haber llegado a la barrera inferior o haber salido de (0,b)) antes de un cierto
tiempo = > 0; asumimos, salvo que se indique lo contrario, u € [0,b]. En la seccién 3.3 estudiamos
los tiempos de primera llegada a la barrera superior, deduciendo las ecuaciones integrales que verifica
su ley de probabilidad; en esta seccion vamos a obtener unos resultados equiparables enfocando la
investigacion de forma diferente. Empezaremos con unas definiciones y resultados previos.

Definicién 3.5.1. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u antes de « > 0.) Definimos
la probabilidad de llegar a b partiendo de Xo = u antes de un cierto tiempo x > 0 como:

Plo, =Pt >0, t<z /[X}y = b A[X" € (0,0)VO<s<t<al) (3.169)

Definicién 3.5.2. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u antes de z > 0 después
de 71.) Definimos la probabilidad de llegar a b partiendo de Xy = u antes de un cierto tiempo x > 0
después de 11 como:

ngﬁx:]P)(Elt>O, Tl—i-tgl’/ [X;Llth,O:b]/\[X:—LlJrs,O € (O,b)VTl <T1—|—8<T1+t§$]) (3170)

Vamos a definir la probabilidad de que el proceso llegue a b partiendo de X, = u, u € [0,
antes de un tiempo = > 0 y la probabilidad de que el proceso llegue a b partiendo X, = u, r € (0,7)
antes de un tiempo z > 0 después de 7.

Definicién 3.5.3. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, r € (0,7;) antes de un
tiempo x > 0.) Definimos la probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, r € (0,71) antes de un
tiempo x > 0 como:

P, =Pt >0, 7+t <a/[X%,, = AX!

r+s,r

€ (0,)Vr+s<r+t<az) (3.171)

Definicién 3.5.4. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, r € (0,7) antes de un
tiempo = > 0 después de 71.) Definimos la probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, r €
(0,71) antes de un tiempo x > 0 después de 11 como:

Pu

brrix

c0,)Vm—r<m—-r+s<mn—r+t<z])

=PEt>0,n—r+t<az/[X,, =bA[X!

T1+8,r

3.172)
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Los siguientes lemas son esenciales para la investigacion:

Lema 3.5.1. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xo = u antes de x después de 71, B! .,
pertenece a Fy vy coincide (en distribucién) con la probabilidad de llegar a b sin antes haber llegado

a la barrera inferior partiendo de Xo = u+ X,,, plt

b0z @NEES de T — Ty.

Demostracion. En efecto, teniendo en cuenta la definicién de la probabilidad de llegar a b sin antes
haber llegado a la barrera inferior partiendo de Xy = u, u € [0,b] antes de x después de 1y, Py .
obtenemos:

Bl =PEt>0, n+t<az/[X! ,o=bAN[X:,0€0bVn<m+s<m+t<a])=

N(1) N(s)
=PEt>0,n+t<zx /[u—l—CTl—YmLct—Z Yy = bA[utcm —Yi+es— Z Y € (0,0)V71 < m+s < 1+t < z]) =
k=0 k=0
=MP(3 >0, t<z—7 /[ [Xpg " =0 A[XSg € (0,bV0 < s <t <z—m])= Pt 1P

]

Lema 3.5.2. La probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, r € (0,71) antes de un tiempo x > 0
después de 11, Py, ., pertenece a F5 y coincide (en distribucién) con la probabilidad de llegar a b

antes de haber llegado a la barrera inferior partiendo de Xog = u + c&.F — Y, P“Jrc‘g;+ i antes de
r—&7F.

Demostracion. Teniendo en cuenta la definicion de la probabilidad de llegar a b sin antes haber
llegado a la barrera inferior partiendo de X, = u, u € [0,b], r € (0,7) antes de un tiempo z > 0
después de 7, P, . obtenemos:

B =PEt >0, m—r+t <z/ X!, =bAX]

T1+8,7

€ (0,b)Vr—r <m—r+s<mn—r+t<z]) =

’T1+t)
=P(Et>0, & +it<z/[u+cEt—Yi+ad— > Yi,=0bA
k= N(Tl)-‘r
N(11+s)
u+cEr —Yi+es— Y Y, e(0,0VE <EF+s<EF+i<a]) =
k= N(Tl)+1

=P3t>0, & +t<a/[u+tcEr—Yi+ct— D Y, =0bA

N(s)

u+cEr —Yi+es— D> Y, €(0,0VE <EF+s< &5+t <z]) = 16P;5;C£(0+Y1.

4 Teniendo en cuenta las proposiciones 2.1.3 y 2.4 en la pdgina 15.
15 Teniendo en cuenta la equidistribucion e independencia de los tiempos de espera T; y de los saltos Y.
16 Razonando igual que en el anterior lema.
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Teniendo en cuenta la definicién de la variable aleatoria excess life y la independencia y equi-
distribucién de las variables aleatorias {7; }ien, {Y]}jen-
O

A continuacién vamos a deducir una relaciéon que verifica la probabilidad de llegar a la barrera
superior antes de un tiempo z, para lo cual vamos a condicionar por los valores que toma la variable
bidimensional (71,Y7). Salvo que se indique lo contrario, en todos los casos u € [0, b].Tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 3.5.1. La probabilidad de llegar a b antes de v € RY, z > b’T“ partiendo de Xo = u, 1 =
LY1r =y, Poyr—1y,—y verifica la siguiente identidad:

Boozm=tvi=y = {io=e cnngyery T Poaal p<t=s)nture—b<y<ute (3.173)

Demostracion. Condicionando por los valores que toma (7, Y}):

h—
] < [. No ha habido renovaciones antes de [; por la definicion del proceso:
c
h—
U+ Xo-uw = u+ ¢ u):b.
c c
El proceso ha llegado a b y por lo tanto B, ;. _;y,—, = 1, para cualquier valor que tome Y.

b—u
s [ < ——. Distinguimos dos casos, dependiendo de si al producirse la primera renovacion el
c

salto nos lleva hasta b, o seguimos dentro de la zona [0, b].

e Supongamos que u + ¢l —y = b. Sin embargo, si suponemos que las variables aleatorias
{7 }ien son continuas ese es un suceso con probabilidad cero.

« Supongamos que u + ¢l — y € (0,b). Esto ocurre cuando

O<u+c—-—y<b=—(ut+cd)<—-y<b—(ut+c)=(u+tc)—b<y<(u+dl).

El proceso sigue dentro de la zona, se ha producido la primera renovaciéon, y por lo
tanto la probabilidad de llegar a b antes de un tiempo x sera F', .

Con lo cual, efectivamente obtenemos 3.173
O

A continuacién vamos a deducir una ecuacion integral para la probabilidad de llegar a b antes
de z € RT, z > =% partiendo de Xy = u.

Teorema 3.5.2. La probabilidad de llegar a b, antes de v € R™, z > ”’T“ partiendo de Xy = u, que
denotamos por By, satisface la siguiente ecuacion integral:
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b— t—
Py, = F( “>+/ Y[R o) dyar (3.174)

c tbbo

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.5.1, el teorema de la probabilidad total, las pro-
piedades de las funciones indicatrices, de la unién e interseccion de conjuntos y la independencia
entre las variables aleatorias tiempos de espera 7; y los saltos Y;, obtenemos:

Pioe = [ PloemoimyP(1 € dLYi € dy/Xo =) =

= [ Pty P € dL/Xo = w)P(Yi € dy/Xo = u) = 1

400 b;“ ut-cl el
— [, aF@)+ [ T ar@ PERIY AG(y).
b 0 utcl—b
Teniendo en cuenta que se cample Py, = = P:J;ﬂn "1y dando un cambio de variable apropiado
obtenemos 3.174.
O
En el caso en que z < =% se deducen los siguientes resultados:

Teorema 3.5.3. La probabilidad de llegar a b antes de x € RT, x < b_7“ partiendo de Xog = u, 71 =
LY1 =y, Bosr—iy,—y verifica la siguiente identidad:

ngom,nzz,ylzy = Pl;flq;I{lﬁx}ﬁ{quclbeySqucl} (3.175)

Demostracion. Condicionando por los valores que toma (7, Y;):

b—
Cc

< [l. No ha habido renovaciones antes de [; por la definiciéon del proceso:

b
U+ Xo—w =u+ ¢ ) =b.

C

b a considerar.

El proceso ha llegado a b pero como en este caso x <

b—u
n [ <z < . Distinguimos dos casos.

C

e Supongamos que u + ¢l —y = b. Si suponemos que las variables aleatorias {7;}ien son
continuas ese es un suceso con probabilidad cero.

« Supongamos que u + ¢l —y € (0,b). Esto ocurre cuando

17" Pues P(1y € dl/Xo =u) =P(ry € dl), P(Y; € dy,/ X, =u) =P(Y; € dy).
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O<u+c—-—y<b=—(utc)<—-y<b—(ut+c)=(ut+c)—b<y<(u+d).

X; € [0,b], se ha producido la primera renovacién, y por lo tanto la probabilidad de
llegar a b antes de un tiempo x sera I,

b—
e <[ <

g Antes de [ el proceso no puede haber llegado a b, pues:

b
Vi<l :u+Xy=u+ct<u+cl <u+c ) =b.

c
Por lo tanto Py, - —;y,—, = 0.
Con lo cual, efectivamente se cumple 3.175.

[]

A continuacién vamos a obtener una ecuacion integral para la probabilidad de llegar a b antes
dex e RT, 2 < Z’_T“ partiendo de X, = u.

Teorema 3.5.4. La probabilidad de llegar a b, antes de x € R, x < I’_T“ partiendo de Xo = u, que
denotamos por By, satisface la siguiente ecuacion integral:

u 1 u+cx t—u —y
Byl = E/u F(—; )/t Fhoa-=u9(y) dy dt (3.176)

Demostracion. A partir de la identidad deducida en el teorema 3.5.3 obtenemos:
P, = / Pl P(m € dLY; € dy/Xo = u) =

= [ Pttpmino P € AL/ Xo = w)P(Y) € dy/Xo = u) =

u+cl
—/ sz/ Py, dG(y). 18

+cl—b

. d
w4 puter =Y,
Teniendo en cuenta que se cumple B! = F/'5, "

3.176.

: por lo tanto concluimos que se verifica

]

Vamos a estudiar la probabilidad de llegar a b partiendo de un tiempo r € (0,¢;) antes de un
tiempo z € RY, o > r 4 =4

Teorema 3.5.5. La probabilidad de llegar o b antes de x € R, = > r + =% partiendo de X,
u, =1, Y1 =y, By _1yi=y conr € (0,71) satisface la siguiente identidad:

18 Pues P(ry € dl/Xo =u) =P(ry € dl), P(Y; € dy,/ X, =u) =P(Y; € dy).
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Pl;f'rt,’rl:l,ley - I{b*T“<,,@;"}r‘|{Y1€]R} + Pl;f"”lmj{éaﬁﬁ%}H{Yle(u-l—cl’—b,u—l—cl’)}7 l'=1—-r (3177)

Demostracion. Teniendo en cuenta las hipdtesis del enunciado, condicionando por los valores que
toma la variable aleatoria bidimensional (7, Y7):

=4 b’T“ < [. No ha habido renovaciones antes de 7, = [, por lo tanto:

u—r):b.

u —
XT+1,,TM7T—u+c(7*+ .

El proceso ha llegado a by se cumple que B, . _;y,_, = 1 para cualquier valor que pudiera
tomar Y7.

w [ <r+ b_T“ < x. Diferenciamos segun los valores que toma el proceso en el tiempo ¢; = 77 pues
para cualquier ¢t € (0,1) : X, =u+c(t—7r)<u+c(r+2%—r)=0b.

0.

0.

e Sea u+c(l —r)—y=Db. Se trata de un suceso con probabilidad cero, teniendo en cuenta
que tanto las variables aleatorias tiempos de espera, {7;};cn como las variables aleatorias
saltos {Y},en son continuas.

e Seau+c(l—r)—y<0: X; ¢[0,0], y por lo tanto Py, | _;y,—, =
e Seau+c(l—r)—y>b: X ¢[0,0] y por lo tanto Py

rt,r=lYi=y —

e Sea 0 <u+c(l—7r)—y<b : X €[0,b], se ha producido una renovacién y por lo
tanto Py, - 1 v,—, = Dylyryz 12 probabilidad de llegar a b antes de z partiendo de X, = u
despues de 7. Esto ocurre cuando:

O<u+c(ll—r)—y<b=0<u+d —y<b=

= —(utcd)<—y<b—(u+d)=(utd)—b<y<u-+cd.

Esto cuando | < r + b_T“ =< b;“.

Con lo cual, efectivamente se cumple 3.177
O

Vamos a deducir ahora la ecuacion integral que satisface la probabilidad de llegar a b antes del
tiempo z € (0, +00) partiendo de & = (X, = u, & = z).

Teorema 3.5.6. La probabilidad de llegar a b antes de x € (0, +00), x > r + b%“ partiendo de

S . _ " . D - )
0= (X, =u,6 = z), que denotamos por Py, satisface la siguiente ecuacion integral:

F(z+ 2% 1 b t—u, [t
pe T / PV, gly) dy dt 3.178
e I T (3:178)

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.5 Probabilidades de primera llegada a la barrera superior. 121

Demostracion.  Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el teorema 3.5.5 y aplicando el teorema
de la probabilidad total:

+oo
P = [ BonanoPEF € Al Yie dy/d) = [ P& € al/5) [ P € dy/3)+

b—
+/“
0

7 - d u+c£’f—Yl .
Puesto que en el lema 3.5.2, en la pagina 116, demostramos que Py, . = Pbm_ prE obtenemos:

L u+cl’
P& € Al /) /

e P(Y: € dy/F).
u4cl’—b

B TE G TR

F zZ+ ot 1 b;u u+cl u+cl—
U ( c ) /0 f(z+l)/ Pb,a;ilyg(y) dydl.19

u+cl—b

Por comodidad hemos sustituido I’ = [ como variable de integracién. Dando un cambio apro-
piado de variable obtenemos 3.178.

0
En el caso en que x < r + b’T“ tenemos el siguiente teorema:
Teorema 3.5.7. La probabilidad de llegar a b antes de x € R, x < r + b_T“ partiendo de X, =
u, 71, Y1, By r—1vi=y siendo r € (0,71) satisface la siguiente identidad:
Pl:frt,n:l,ley = Pl:frlz]{ﬁ’fgx}ﬂ{YlE(U—‘rcl’—b,u—i-cl/)}’ l'=1-r (3179)

Demostracion. Por las hipétesis del enunciado, condicionando por los valores que toma la variable
aleatoria bidimensional (7, Y7):

R =Ty

[

b—u

X;‘er,Tu’T:u—i—c-(er —r)=b.

c

El proceso ha llegado a b, pero al ser x < r + I’_T“ no puede llegar antes de x y tendremos
que Py o 1 y,—, = 0 para cualquier valor que pudiera tomar Y;.

w [ <x<r+ b_T“ Diferenciamos varios casos segin los valores que toma el proceso en el tiempo
t1 = 71 pues para cualquier ¢ € (0,1) : X =u+c(t—r) <u+tc(r+24—r)=byay, €[0,b].

e Seau+c(l—r)—y<0: X, ¢ [0,0], y por lo tanto By =1 vi=y = 0.

e Seau+tc(l—r)—y>b: X}, ¢[0,0] y por lo tanto B!, . _;y,—, = 0.

e Sea u+c¢(l —r)—y =>. Es un suceso con probabilidad cero.

19 Teniendo en cuenta el lema 3.3.1, en la pdgina 57.
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e« Sea 0 <u+c(l—7r)—y<b : X €0,b], se ha producido una renovacién y por lo
tanto By, - 1 v,—y = Dylry 12 probabilidad de llegar a b antes de x partiendo de X, = u
despues de 7. Esto ocurre cuando:

O<u+c(ll—r)—y<b=0<u+d -y<b=

= —(u+cd)<—y<b—(u+c)=(utd)—b<y<u-+cd.
Estocuandol§x§r+l’_7“:>l’§ b_T“
m p <[ <r+ I’_T“ Antes de [ el proceso no puede llegar a b, por lo tanto Py, . _;y,—, = 0.

Con lo cual, efectivamente se cumple 3.179.
O

Vamos a deducir ahora la ecuacion integral que satisface la probabilidad de llegar a b antes del
tiempo x € (0, +00) partiendo de & = (X, = u, & = z).

Teorema 3.5.8. La probabilidad de llegar a b antes de x € (0,+00), x < r + =% partiendo de
¢ = (X, =u, & = z), que denotamos por Py, satisface la siguiente ecuacion integral:

" 1 u+cr t—u t t—y
B = 5 e = [ Py gy dya (3.180)

Demostracion. Por el teorema 3.5.7 deducimos:

Poe= [ Bl BET € A Yy € dy /) =

1 T u-cl’
— % / P dydl.
F(z)/o fz+1) et o1z (y) Ay

+
Puesto que en el lema 3.5.2, en la pagina 116, demostramos que Py’ , 2 Ps JC& o

et obtenemos

u+cl

1 T
J— / l / PEFEY 00 dy dl.
b,rx F(Z) 0 f(Z + ) wtcl—b b,0x—I g(y) Yy

Hemos considerado, por comodidad, I’ = [. De modo inmediato concluimos que se verifica
3.180.

]
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3.5.2. Probabilidad de llegar a la barrera superior en general.

A continuacién vamos a estudiar las probabilidades de llegar a la barrera superior, sin fijar un
horizonte finito de tiempo. Empezaremos con algunas definiciones:

Definicién 3.5.5. (Probabilidad de llegar a b partiendo de Xy = u.) Definimos la probabilidad
de llegar a b partiendo del valor Xy = u como:

Pl =Pt > 0/[X} =b] A X' € (0,6)V0<s<t]) (3.181)

Definicién 3.5.6. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u € [0,b] después de
71). Definimos la probabilidad de llegar a b partiendo de Xy = u despues de la primera renovacion,
después de T, como:

B, =PEt>0/[X! 0=bA [X,0€(0,0)VT <71 +5<T7+1]) (3.182)

Ahora vamos a definir la probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, r € (0,77) y la
probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u después de 7.

Definicién 3.5.7. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, r € (0,71).) Definimos la
probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, r cumpliendo las anteriores condiciones como:

€0,b)Vr<r+s<r+t]) (3.183)

By =P(3t > 0/[XY,, =0 A [X]!

r—+s,r

Definicién 3.5.8. (Probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, r € (0,77) después de
71.) Definimos la probabilidad de llegar a b partiendo de X, = wu, r cumpliendo las condiciones del
enunciado, después de T como:

G(O,b>V71§T1+8<Tl+t]) (3184)

Pr L =P(Et>0/[X",, = A X"

T1+8,7

Los siguientes resultados son esenciales para el resto del estudio.

Lema 3.5.3. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xo = u después de 11, By, , pertenece a Fy

y coincide (en distribucion) con la probabilidad de llegar a b partiendo de Xo = u+ X,,, P;TJX”.

Demostracion. En efecto, teniendo en cuenta la definicién de la probabilidad de llegar a b partiendo
de Xy = u después de 71, obtenemos:

Pr =PEt> 0/[X" o =B AX" o€ (0,B) V7 <7 +s<7+t]) =

N(7m1+t)
=PEt>0/lu+cn+ct—Yi— >  YVi=bA[X:  0€0D)Vn<n+s<T+t])=
k=N (r1)+1
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N)
=PEt>0/lu+cn—Yi4+ct—> Vi=0A[XE  0€(0,)V<m+s<m+t]) =
k=0

U+X7'1 U+X7—1

=P(3t > 0/[X/5 " =B A[Xes € (0,0) V0 < s <t])P =Py 2

]

Lema 3.5.4. La probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, v € (0,71) después de 7, By, ,
pertenece a Fy 1y coincide (en distribucién) con la probabilidad de llegar a b partiendo de X =

u—+cE —Y, P”Jrcg ™,

Demostracion. Teniendo en cuenta la definicién de la probabilidad de llegar a b partiendo de X, =
u, 7 € (0,71) obtenemos:

Pl;frn - ]P)(Ht > 0/[X71f1+t,r - b] [Xu

T1+8,r

(O,b)V71§71+s<7'1+t]):

NT1+t)
P(Elt>0/[u—|—c(7'1—|—t—r Z Yk—b X,,l.tlJrST (O,b)VT1§71+S<7'1+t]>I
N()
=PEt>0/[lu+cE —Vi+ct =Y YVi=bAX:, €0,V <m+s<m+i])=
k=0

— P(3t > 0/[X55 T = ) A XS T € (0,6) V0 < s < f]) = BTN

Por la definicion de la variable aleatoria excess life y la independencia y equidistribucion de las

variables aleatorias {7; }ien, {Y}jen-
[

A continuacién vamos a deducir una relaciéon que verifica la probabilidad de llegar a la barrera
superior; vamos a condicionar por los valores que toma la variable bidimensional (7, Y}).

Teorema 3.5.9. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xo = u, 71 =1, Y1 =y, By 1vi—y
verifica la siguiente identidad:

Pl:fO,Tl:l,ley - ]{lz%}ﬁ{yeR} + ngﬁ I{ZSFTu}ﬂ{u+cl—b<y<u+cl} (3185)

Demostracion.  Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (71, Y})
obtenemos:

20 Teniendo en cuenta las proposiciones: 2.1.3 y 2.4 en la pdgina 15.
21 Teniendo en cuenta la equidistribucién e independencia de los tiempos de espera T; y de los saltos Y.
22 Teniendo en cuenta las proposiciones: 2.1.3 y 2.4 en la pdgina 15.
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= [ > b_T“. No ha habido renovaciones antes de b%“, y por lo tanto:

b—u
u+c(

):b Cou+ Xeew = 0.
C c

El proceso llega seguro a b, con lo cual B . _1y,—, = 1 con independencia del valor que
tome Y;.

n [ < b_T“ Es necesario distinguir varios casos:

e Stut+c—y>b: Xy ¢[0,0], conlo cual Py, _y,—, = 0.
e Siutcl—y<0: Xy ¢[0,0], conlo cual By, _;y,—, =0.

e Siu-+cl—y=">el proceso ha llegado a b, pero es un suceso con probabilidad cero y no
lo consideramos.

e Siutcl—y € (0,b) : X}y € (0,b) y la probabilidad de llegar a b sera B, , la probabilidad
de llegar a b a partir de 7. Esto ocurre cuando:

O<u+cd—-—y<b=—(ut+c)<—-y<b—(u+c)=(u+c)—-b<y<u+cd.

Con lo cual se cumple 3.185.
O

A continuacién vamos a deducir una ecuacién integral para la probabilidad de llegar a b.
Tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5.10. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xo = u, B!y satisface la siguiente
ecuacion integral:

_b—u 1 b t—u, (t _
Pio = F(— )+E/uf( - )/t_bP,ioyg(y)dydt (3.186)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.5.9, el teorema de la probabilidad total y la inde-
pendencia entre 7; y Y;, V {4, j} € N, obtenemos:

Po= [ Pionam,P(n € dLY: € dy/Xo=u) =

— /m AF() [ dG) + [

_b—u e utcl
— P / dF (1) / P dG(y).
C 0 u+cl—b

23 Pues teniendo en cuenta las hipdtesis se cumple:

b;“ u-+tcl
dF(l) / P dG(y) =

b
u+cl—b &

P(r € dl,Y; € dy,/Xo =u) =P(r € dl/Xo = w)P(Y1 € dy,/Xo = u) = P(r; € d)P(V; € dy).
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Puesto que se cumple B! L ;SL =1 ghtenemos 3.186.

O
Cuando el proceso ha alcanzado el valor u en un tiempo r € (0, 77) tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.5.11. La probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, m = [, Y1 = vy, siendo
r € (0,7), satisface la siguiente identidad:

(3.187)

U o U
I bri=LYi=y — I {67 >4 {Y1€R} + P b,rry I {67 <= n{uted T —b<y<utcs T}

Demostracion.  Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (71, Y})
obtenemos:

[ >r+ b_T“ Se cumple que:

b—u
X;ﬁrb_Tu?r:u—l—c-(er —7r)=b.
El proceso ha llegado a la barrera superior, por lo tanto B, _ _,y,_, = 1 para cualquier valor
que tome Y;.
Esto ocurre cuando:
b—u b—u b—u
l>r+——=1l—1r> =& >
c c c

[ <r+4 b’T“ Distinguimos segun los valores que tome el proceso en 71, en la primera renovacion.
Puede ocurrir:

e utc(l—r)—y<0: Xp ¢[0,0],y por lo tanto B, _;y,—, = 0.

e utc(l—r)—y>b: X/ ¢10,b], conlocual Py, _y,_, =0.

e u+c(l —r)—y =>0. Al ser un suceso de probabilidad cero no lo consideramos.

e utc(l—r)—ye(0,0) : X' €(0,b), se ha producido la primera renovacion, con lo cual

U — U .
B v —ivi—y = Dplyry - Esto ocurre cuando:

Xt €(0,b)=0<u+cl—7r)—y<b=0<u+cE —y<b=

T1,T

= —(ut+cEN)<—y<b—(u+cE) = (utcé)—b<y<u+cét.

Esto cuando | <r 4 2% = &7 < b=,
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Con lo cual se cumple 3.187.
m

Para la probabilidad de llegar a la barrera superior partiendo de & = (X, = u, & = z) se
deduce trivialmente el siguiente teorema:

Teorema 3.5.12. La probabilidad de llegar a b partiendo de ¢ = (X, = u, & = z), r € (0,71), que
denotamos por By, satisface la siguiente ecuacion integral:

B, = F(%J(FZZEU) " cFl(z) /ubﬂz + _c U)/t Fho"oly) dy di (3.188)

Demostracion.  Por el teorema 3.5.11 y el teorema de la probabilidad total:

P = / P P& € Al Yy € dy,/5) =

u+cx

P(&F € Al /) / PrP(Y; € dy,/).

u+cr—>b

_/ 5+ed1/a)/ (Yledy/aJr/

d utcET -y,

Hemos denotado I' = [ — 7. Teniendo en cuenta que B, = g™ se cumple:
PR ke S / e / T pe-ug () dy i
— — — A .
br F(2) F(z) Jo weli—b Y

Dando un cambio apropiado de variable obtenemos 3.188.
]

3.5.3. Solucién ecuaciones integrales. Probabilidad de primera llegada a
la barrera superior.

Una vez que hemos deducido las ecuaciones integrales que satisface la probabilidad de primera
llegada a la barrera superior vamos a resolverlas en los casos en los cuales sea posible (se puede
demostrar que tienen solucién tnica, pero por brevedad no lo haremos); salvo que se indique lo
contrario, suponemos u € [0, b]. Diferenciamos dos casos:

1. El caso general.

Para efectuar un estudio mas detallado de las ecuaciones integrales en este caso, puesto que
los saltos pueden tomar tanto valores positivos como negativos, vamos a sustituir la funcién
de densidad de los saltos por una combinaciéon convexa de funciones de densidad; es decir, que
vamos a suponer ¢(y) = pg+(y) +q9—(y), p+q =1, siendo g, (y) la funcién de densidad de los
saltos Vy € [0, 4+00) y g_(y) Yy € (—o0,0). Haciendo esta sustitucion llegamos a:

p t—u q t—u
Pbo / / b09+ y)dydt 4 = / /Plf _(y) dy dt.

(3.189)
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En el caso en que el tiempo inicial sea un tiempo de renovacion. Para el caso en que 0 < r < t;
no sea tiempo de renovacion:

q b t—u 0 iy
+cF(z)/u fz+ c )/t_bpbo g-(y) dydt.

En general son ecuaciones que no admiten solucion de forma cerrada. Vamos a solucionar
algunos casos particulares.

2. Casos particulares.

Como casos particulares vamos a estudiar:

» Caso favorable.

Denominamos caso favorable al caso en el cual la deriva es positiva y los saltos son
negativos. Se trata de un proceso estocastico creciente (razonando como se hizo en la
seccién 3.4, en la pagina 83) y por lo tanto la probabilidad de llegar a la barrera superior,
tanto partiendo de un tiempo de renovacion t, como de un tiempo no de renovacion
r € (0,ty) sera 1.

s Caso semifavorable.

Denominamos caso semifavorable a aquel en el cual los saltos negativos pueden tomar

valores tinicamente en el intervalo (—oo, —b|. En este caso para la probabilidad de primera

llegada a la barrera superior b partiendo de Xg = u, 7 = [, Y; = y tenemos la siguiente
proposicion:

Proposicion 3.5.1. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xg = u, 7 =1, Y =
Yy Bori—iy,=y €n el caso en que los saltos pueden tomar valores en (—oc, —b] U [0, 4+-00)
verifica la siguiente identidad:

Prom=tyi=y = Luzt=vyngyery T Pom L < t=uynfocy<uray (3.191)

Demostracion.  Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimen-
sional (71, Y;) obtenemos:

o« [ > b_T“ No ha habido renovaciones antes de b_T“, y se cumple:

b—u
u+ ¢

)=0b .. u+Xpu =0
C c

El proceso llega seguro a b, con lo cual By, _;y,_, = 1 con independencia del valor
que tome Y.

e [ < b_T“ Distinguimos varios casos, dependiendo de si al producirse la primera reno-
vacion el proceso sale, o sigue dentro de la zona [0, b].
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o Siu+cl—y > b, hasalido por la barrera superior, con lo cual Py _;y,—, = 0.

o Siu+cl—y <0, ha salido por la barrera inferior de la zona [0, 5], con lo cual
ngo,71:l7Y1:y = 0.

o Siu+ cl—y=0b, hallegado a la barrera superior, pero es un suceso con proba-
bilidad cero y no lo consideramos.

o Siu+cl—y € (0,b) estd dentro de la zona y por lo tanto la probabilidad de llegar
a b serd Py, la probabilidad de llegar a b a partir de 7. Esto ocurre cuando:

O<u+cl—-—y<b=(ut+d)-b<y<u+cd=0<y<u+cl

Teniendo en cuenta que los saltos inicamente pueden tomar valores en (—oo, —bJU
[0, +00).

Con lo cual concluimos que se verifica 3.191.

Es inmediato deducir la siguiente proposicién:

Proposicion 3.5.2. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xo = u, Py, en el caso en
que los saltos pueden tomar valores en (—oo, —b| U [0, +00)satisface la siguiente ecuacion
integral:

Pb(]

t_
p/ ay /Pbog+ ) dy dt (3.192)

Demostracion.  Supongamos que la funcién de densidad de los saltos es combinacion
convexa de funciones de densidad, g(y) = pg. (y) + q9_(y), p + g = 1 siendo:

0, siy € (—o0,0) 92(y), siy € (—oo, -0
9+(y) = , 9-(y) =
91(y), siy € [0,+00) 0, siy € (—=b,—o0)

Siendo ¢;(y) vy ¢2(y) funciones de densidad definidas en [0, +00) y (—o0, —b] respecti-

vamente. Teniendo en cuenta la proposicién 3.5.1, en la pagina 128 y el teorema de la
probabilidad total y la independencia entre 7; y Y;, V {i,j} € N, obtenemos:

+oo
Pio= [ BlonnoP(n € dLYi€ dy) = [~ dF () [ aG)+

+/Obcu AF (1) /Ou+cl P AG(y) = F(b ; u) N /Ob'u

da Pu(—){—cn -Y

Teniendo en cuenta que se cumple B! = se verifica:
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U -~ b—u b;u utel u+cl—
Py =F(—=)+ [ 7 ar@ [ R ac(y)

Dando un cambio de variable apropiado obtenemos 3.192.
m

Esa ecuacion se puede resolver de forma cerrada mediante la transformada de Laplace,
como demostramos a continuacion:

Proposicién 3.5.3. La probabilidad de llegar a la barrera superior b partiendo de Xo = u
y los saltos tomando valores en (—oo, —b]U[0, +-00) satisface la siguiente ecuacion integral:

ngo - ]F<b o u)? u € [07 b] (3193)
Siendo:
_ L artioo ey - f(CS) 3 50
= 3o L(l - pf<cs>g+<s>>] el (.19

Un esbozo de la demostracién en D.1.1, en la pagina 294.

Vamos a estudiar el caso particular en que los tiempos de espera tienen una distribucion
exponencial y los saltos tienen una distribuciéon que es combinacién convexa de otras dos,
una de las cuales es exponencial.

Ejemplo 3.5.1. Silos tiempos de espera tienen una distribucion exponencial de parametro
A, T; ~ €(\) y los saltos una distribucion cuya funcion de densidad g es de la forma

g(t) = q9-(t) + pg4(t), p+q =1 siendo

h<y)7 Sly S <_007 _b] 07 Sly S (_0070)
g-(y) = 9+(y) =
0, siy€ (—=b,+00) ye W, siy € [0, +00)
la probabilidad de llegar a la barrera superior b partiendo de Xy = u satisface la siguiente
identidad:
c
P = eV (y o) — 2O (y 4p)| ) w e [0, ] (3.195)
"o \/(/\ + ¢y)? — 4gehy { }
Siendo

—(A+cy) + \/(A + ¢y)? — 4gey A —
™ = % y T =

A+cy) — \/()\ + )2 — 4qey A
2c

. (3.196)

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.5 Probabilidades de primera llegada a la barrera superior. 131
En la proposicion anterior habiamos obtenido el siguiente resultado:
1 4100 1— £
F(y) = 7/ e Af<CSA) ds
271 Ja—ico S(l — pf(CS)g+(S))
Sabemos que:
o A . v
fles) = o () =
Con lo cual, sustituyendo, tendremos:
1 portico 1— 2 | 1 jotico Afes=A ]
F(y) = —/ e* [ Ades ds = —/ e [ ds =
oo D S 2 oo 5((A+cs)(y+s)—pAy)
2me Ja s (1 Pies ’yls) i 2me (Atcs)(v+s) J
= : : /QHOO e’ (v +5) ds = i /QHOO e oy +5) ds.
271 Ja—ico cs?2 4+ (A4 cy)s + gy | 271 Ja—ico c(s —r1)(s—ra)

Siendo 71 y o las raices de la ecuacion cs* + (A + c¢y)s + gy = 0, es decir:

—(A+oey)+ \/()\ + ¢y)? — 4gehy —
r = , Te =

(A+cy) — \/(/\ +cy)? — 4qc)\7.

2c 2c

El integrando tiene polos de orden uno en ry y ra, por lo tanto, teniendo en cuenta el

teorema de los residuos:

= lim e% (’)/—I—S)(S—T’1> im e (74_5)(5_712)
Fly) = 81—"’1 (s —r)(s—ry) * 81—>T2 (s —r1)(s—rg)

— ¢ Y _ T2y
\/(/\+07)2—4qc)\*y[6 (v +7r1) —e™(y+r2)].

Teniendo en cuenta la relacion entre By yF(y), obtenemos que efectivamente se veri-

fica 3.195.

A continuaciéon vamos a estudiar la probabilidad de llegar a la barrera superior supo-

niendo el tiempo de partida no de renovacion, es decir partiendo de
Xr =u, rec (O,tl)

Proposiciéon 3.5.4. La probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, 7 =1, Y1 =
y, v € (0,t1) y los saltos tomando valores en (—oo, —b] U [0, +00) satisface la siguiente

identidad:
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U _ pu _ U I __
Pbm,n:l,YFy — tor&T=lyi=y — I{l’>%}m{yeR} + Pb,rlI{l/g”‘T“}m{o<y<u+cl'}7 F=1l-r
(3.197)

Demostracion.  Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimen-
sional (71, Y;) obtenemos:

e [ >1r+ b’T“ No ha habido renovaciones antes de r + b’T“ y se cumple:

_u—'r):b.

c

b
X:jrb%u’r =u+c(r+

u _ .
Por lo tanto tenemos que Py, . _,y,_, =1 para cualquier valor que tome Y;. Esto
ocurre cuando:

b— b—u , b—u
I >r+ =[—r> =" > )
C C C

o [ < 1r+ b_T“ Diferenciando segun los valores que tome el proceso en 7 = [, en la
primera renovacién. Puede ocurrir:

ou+c(l —r)—y < 0. En este caso el proceso ha salido de la zona [0,b] por la
barrera inferior, y por lo tanto Py, . _;y,_, = 0.

o u+c(l—r)—y > b. Ha salido de la zona [0, b] por la barrera superior, con lo cual
ngT,T1=l,Y1=y =0.

o X" € (0,b). Esta todavia dentro de la zona, se ha producido la primera renova-
cion, con lo cual ahora tendremos P, . v, = Fy',,. Esto ocurre cuando:

X e0b)=0<ut+cl—r)—y<b=0<ut+c —y<b=

—(utd)y<—y<b—(ut+dc)=(u+d)-b<y<u-+cl.
Puesto que los saltos inicamente pueden tomar valores en (—oo, —b] U [0, +00)
y como u+cl'—y € (=b,0) se cumple Py, _y._, = Fy!,; cuando y € (0,u+cl’).
Esto cuando [ < r + b%” =< b’T“

Con lo cual obtenemos 3.197.

m
A partir del anterior resultado obtenemos:
Proposicion 3.5.5. La probabilidad de llegar a b partiendo de
d=(X,=u,& ==z2), re(0,m) satisface la siguiente ecuacion integral:
F@+b“ t—u
pr o= / / Pla¥g. (y) dydt 3.198
b,r F(Z CF f b,0 g+ Yy ( )
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Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total y la proposi-
cién 3.5.4, en la pagina 131, considerando la variable aleatoria bidimensional (&F,Y7),
obtenemos:

ngr - /Pl:fr,zo“f:l’,Yl:y]P(gr—i_ = dl/’}/l € dy/ﬁ) =

1 e IFTu ut-cl’ .
B F(2) /u JE+hd /Rg(y) dy+ /0 fz+1) /0 Py ary9(y) dy dl’ =1

Z+bu

u+cl’
1) [ Ppangly) dydl =

Teniendo en cuenta que los saltos no toman valores en (—b,0). En su momento se

d Pqucé"f -V

. uw 4 .
demostro que By, = , con lo cual:

Z+bu

u+cl’ el —y ,
(z+1) Poo ™ (y)gly) dydl’.

Estamos en el caso semifavorable, con lo cual los saltos toman valores en (—oo, —b] U
[0,4+00) y vamos a considerar la funcién de densidad de los saltos como combinacién
convexa de otras dos funciones de densidad, g(y) = pg+(y) + q9—(y), siendo:

hi(y), siy € (—oo,—b] 0, siyée (—o0,0)
9-(y) = 9+(y) =
0, siye€ (=b,+o0) ha(y), siy € [0, +00)

Teniendo eso en cuenta, y dando un cambio de variable adecuado obtenemos 3.198.
[

Esa ecuacion se puede solucionar de forma cerrada mediante la transformada de Laplace.
Se cumple la siguiente proposicion:

Proposicion 3.5.6. La probabilidad de llegar a b partiendo de X, =u, 0 <r <ty, & =
z y los saltos tomando valores Y; € (—oo,—b| U [0,+00) V j € N satisface la siguiente

erpresion.:
By, =F(r,b—u,z), u € 0,b]| donde F satisface: (3.199)
1 opie 1 1 PB(S)F() . (cs)
F - / vl - F() - f - ds, ,
D =50 | i L~ FE) — e + =5 0 5y € [0,+0)

(3.200)

2 Teniendo en cuenta que & =1' =1 —r=1=7 =1 +71 y que f.(cs) = 0 Fel=e)r f(z 4+ x) du.
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Un resumen de la demostracion se puede ver en D.1.2, en la pagina 296.

Vamos a estudiar el caso particular en que los tiempos de espera tienen una distribucion
exponencial y los saltos tienen una distribuciéon que es combinacion convexa de otras dos,
una de las cuales es exponencial.

Ejemplo 3.5.2. Silos tiempos de espera tienen una distribucion exponencial de parametro
A, T; ~ €(\) y los saltos una distribucion cuya funcion de densidad g es de la forma
9(t) = q9-(t) + pg+(t), p+q =1 siendo

h(y)7 Siy € (_007 _b] 07 sz'y S (_0070)
g_(y) = ’ g-‘r(y) =
0, siye€ (—b,+00) ve W, siy € [0,400)

la probabilidad de llegar a b partiendo de & = (X, = u,& = z) satisface la siguiente
ecuacion integral:

By, =F(r,b—u,z), u€0,b]|donde F satisface: (3.201)
_ Py pype™y pypeY pye Y
F(r,y,z) =e Y 4 eV + — _
(r.9,2) [ =)t p) -t p) () )
(3.202)

Vy € [0, +00). Siendo

—(A+cey) + \/()\ + )% — 4qey A —(A+cy) — \/()\ + cy)? — 4gey A b\
’["1 = R ’["2 e , p -
2c 2c

En la proposicion 3.5.6 habiamos deducido la expresion:

]BA’(T, $,z) = 7 [1 — F(z) — fz(cs)} 4 pg+(s)

Sabemos que:

F(0) = Aeult), g4 (y) = ve Muly), Fles) = ——, Gy(s) =

En la proposicion 3.5.3 habiamos obtenido
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Realizando los cdlculos:

Tenemos:

—At

F(z)z/ZAe—”dt:A[_e ] =1 —e
0 A,

Del mismo modo:

Es trivial que:

fo(cs) = e f(cs) — % /OZ e f(1)dl.

n scz A
foles) =€ A+cs

1 —e—(sctA)l z 1 1 — e~ (sctN)z
— A5 . — N5 i _
A+ cs sc+ A |, A+cs A+ cs

o escz/ efscl . )\ef)\l dl = e5¢* [
0 A+cs

) /z e,(Sch/\)l dl] —
0

e ef(str)\)z _ )\67)\2
A+ cs A+ cs
Se verifica que:
. 1 — )\)\ )\—)i\-cs—)\
F(S) = )—\’—CS = Atcs +CSS —pA -
T e 5 RS
cs(y + s) c(y+s) c(y+s)

T st es) (v +s) —pA] AFes)(7+s) —ph] et AT en)s+ady

B c(y +s) B v+ s
c(s—1r1)(s —r9) (s —11)(s —19)
Con lo cual:
1 potico cds 1 potico pyAe
]F y I - 7/ W 7/ 5y d .
(r:9,2) 271 Jy—ico “Atos * 270 Jy—ico ‘ s(s —r1)(s —1ry)(A+ cs) °

Concluimos, teniendo en cuenta el teorema de los residuos, 3.202.
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3.6. Probabilidades de escape de la zona [0, D].

Vamos a estudiar la probabilidad de que el proceso salga de la zona [0.0], b € R (los razona-

mientos son idénticos en el caso de suponer otro intervalo cualquiera de la forma [a,b], {a,b} € R).
N(t)

Dado el proceso estocéstico { X; >0, Xp = ¢t — Z Y., YVt >0, que en un tiempo determinado r ha
k=0

alcanzado un valor u € [0,b], X, = u € [0, b], queremos estudiar la probabilidad de que el proceso

salga de esa zona. Mateméaticamente eso se puede interpretar como que para un determinado t > r se
cumpla X; ¢ [0, b]. Distinguiremos entre el caso en que el tiempo en el cual el proceso ha alcanzado

el valor u es un tiempo de renovacion, y el caso en que el tiempo no es de renovacién, es decir, cual-
n

quier r € (tn, tny1), th = Z 7;. La literatura relacionada con el tema es muy abundante, en ciencias
i=0

econémicas y actuariales ([25], [24],..) donde se estudia la probabilidad de ruina, pero también en

otras disciplinas, como fisica ([69], [158],...), meteorologia ([131], [80], [124],...).

3.6.1. Probabilidades de escape de la zona [0,b] en general.

En el estudio de la probabilidad de escape de la zona [0,b] en general vamos a diferenciar los
casos en los cuales nos interesa conocer la probabilidad de escape antes de un cierto tiempo x, = > 0
y aquellos en los cuales nos interesa la probabilidad de escape sin fijar un tiempo, sin limite temporal.

Probabilidades de escape de la zona [0,b] en general antes de un cierto tiempo z.

Comenzaremos estudiando la probabilidad de escapar de la zona [0, b] antes de un cierto tiempo
r € (0,400) y suponemos que el proceso ha alcanzado en un tiempo arbitrario cualquiera r €
(0, +00), X, =u € |0,b)].

Definicién 3.6.1. Escape de la zona [0,b] en un tiempo t € (0,400). Definimos el suceso
“escape de la zona [0,b] en un tiempo t € (0,400)” como:

{X, ¢ 10,0}

A continuaciéon vamos a hallar su probabilidad.

Proposicion 3.6.1. La probabilidad de que en el tiempo t > 0 el suceso “escape” de la zona |0, b
satisface la siguiente identidad:

P(X, ¢ [0,b]) =1— Jio G™"(u + ct)p, + JFZO:O G™(u+ ct — b)py, siendop, =P(N(t) =n)| (3.204)

Demostracion.  En efecto, se verifica:

N(t) N(t)
P(X; ¢ [0,0]) = 1-P(X; € [0,0]) = 1-P(0 < utct—> Yy <b) = 1-P(—(utct) < — >V < b—(utct)) =
k=0 k=0
N(t) N(t) N(t)
=1-Plu+ct—-b<> Vi<u+ct)=1— [P _Vi<u+ct)-PD_ Vi<u+ct—b)|.
k=0 k=0 k=0
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Teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza condicionada:

N() N(@)

P> Vi <u+ct)=E(P(DYe <u+ct,/N() Z]P’ ZYk<u+ct/N() n)P(N(t) =n) =

k=0 k=0 n=0 k=0

- ZP ZYk <u+ ct)P(N(t) =n) :iOG*”(quct)pn

n=0 = n=0

Siendo G*" el n-ésimo producto de convolucién de la funcién de distribucion G (de Y;, j € N),
teniendo en cuenta que por hipétesis la sucesién de variables aleatorias {Y} }ren estd formada por
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas (iid) y también se da independencia
entre las variables aleatorias Y; y 7;, V {7, j} € N de donde se deduce la independencia entre las Y; y
N(t) (este es funcién de las variables 7;). Por lo tanto concluimos 3.204. La demostracion suponiendo
un tiempo inicial r € (0, ;) sigue el mismo esquema de razonamiento.

]

Es interesante estudiar el comportamiento de la anterior probabilidad para valores grandes de
t.

Corolario 3.6.1. Para valores grandes det > 0 la probabilidad de que el proceso “escape” de la zona
[0,b] es uno.

Demostracion. Es conocido que V n € N G*" es una funcién de distribucion; al mismo tiempo
+oo

P(N(t) =n) = p, y por lo tanto » _ p, = 1. Por lo tanto:
n=0

lim P(X; ¢ [0,8]) =1— lim lZG*" (u+ct)p ZG*” u+ct —b)p,

t——+o0 t——+o0
n=0

+oo +o0
zl—tlgnOOT;JG (u+ct)pn+t££noo7;)G (u+ct—b)p, =

+o0 +00
=1-2 [ lim G™(u+ct)p, +Z Jim G(u et = b)p }—1—an+2pn—125
n=0

]

Teniendo en cuenta este resultado, si dejamos que el proceso evolucione hasta tiempos “muy
grandes”, podemos afirmar que la probabilidad de escape de la zona [0,b] es uno, y en ese caso se
cumplird que Pgf =1 — Pgg.

Siendo Py = P(primer escape partiendo de Xy = u sea a través de la barrera inferior), y
Pgs = P(primer escape partiendo de Xy = u sea a través de la barrera superior).

25 Usando el denominado “criterio de Weierstrass” para la convergencia uniforme de series, (teorema A.1.15, pdgina
221), es evidente que las dos series implicadas son uniformemente convergentes, lo cual nos permite pasar del limite
de la suma de la serie a la suma de los limites.
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A continuacién vamos a estudiar la probabilidad de escapar de la zona [0, b] antes de un tiempo
arbitrario x > 0. Empezaremos el estudio suponiendo que el proceso ha alcanzado el valor u € [0, b]
en un determinado tiempo de renovacién t,,, que teniendo en cuenta la propiedad pseudomarkoviana
del proceso (el proceso es markoviano si condicionamos por o(X,,r <t,), donde ¢, es un tiempo de
renovacion) podemos suponer que es ¢, sin pérdida de generalidad. Necesitamos algunas definiciones.
En su momento (seccién 3.3, en la pagina 56) estudiamos los tiempos de escape, deduciendo la ley de
probabilidad de los mismos; los resultados que vamos a obtener estudiando la probabilidad de escape
antes de un cierto tiempo z > 0 son semejantes, enfocando la investigacion de una forma distinta.

Definicién 3.6.2. (Probabilidad de escape de la zona [0,b] partiendo de X, = u € [0, D]
antes de = > 0.) Definimos la probabilidad de escape de la zona [0,b] partiendo del valor Xo = u
antes del tiempo x > 0 como:

Ppo, =Pt >0, t <z /[X} & [0,b] A[X" € (0,6) VO <s<t<al) (3.205)

Definicién 3.6.3. (Probabilidad de escape de la zona [0,b] partiendo de X, = u antes de
x > 0 después de 7). Definimos la probabilidad de escape de la zona [0,b] partiendo de Xo = u
antes del tiempo x > 0 después de la primera renovacion, después de 11, como:

U
PE,ﬁx

=PEt>0, n+t<az/[X! o0& [00]AN[X] o€V <T+s<m+t<1a])
(3.206)

Ahora vamos a definir la probabilidad de escape de la zona [0, b] antes de = > 0 partiendo de
X, =u, r € (0,71) y la probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de z > 0 partiendo de X, = u
después de 4.

Definicién 3.6.4. (Probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de = > 0 partiendo de
X, =u, r € (0,7).) Definimos la probabilidad de escape de la zona [0,b] antes del tiempo x > 0
partiendo de X, =u, r € (0,71) como:

€(0,b)VO<r+s<r+t<z])| (3.207)

Py, =PEt>0, r+t<az /X, &[0,b]A X"

r+s,r

Definicién 3.6.5. (Probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de = > 0 partiendo de
X, =u, r € (0,71) después de 11.) Definimos la probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de
x > 0 partiendo de X, = u, r € (0,71) después de 1, como:

€0,Vr <m+s<m+t<x)
(3.208)

Py =PEt>0,m —rt<a /X", &[0,b]A[X"

T1+8,7

Siendo 71 = 71 — r. Los siguientes resultados son esenciales.

Lema 3.6.1. La probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de x > 0 partiendo de Xy = u después

de 1, P, ., pertenece a F5 y coincide (en distribucion) con la probabilidad de escape de la zona

. u+X
antes de x — 71 partiendo de Xo = u+ X;, Pgo, .
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Demostracion. En efecto, teniendo en cuenta la definicién de la probabilidad de escape de la zona
[0, 0] antes de z partiendo de Xy = u después de 17, obtenemos:

Po o =PEt>0, n+t<a/[X o ¢[0,0]A[X, 0€(0,)Vn <mi+s<m+t<a])=

NT1+t)
=P3t>0,n+t<z/[u+en+ct-Yi— > Ykgé[O,b]]/\
k= N(Tl)
N(11+s)
[U+C7'1+CS—Yv1— Z Yk (O,b)VT1<7'1+S<T1+t§l’]):
k=N(11)+

—PEt >0, t<z—7 /X9 ¢[00 A[Xes € (0,bV0< s <t<z—m]) =2

utXr 97
PE 0x—71°

]

Lema 3.6.2. La probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de x partiendo de X, = u, r € (0,71)
después de 11, Py, ,, pertenece a F5 y coincide (en distribucién) con la probabilidad de escape de

la zona [0,b] antes de x — & partiendo de Xo = u + c¢& — Y, P;chiﬁyl.
Demostracion. Teniendo en cuenta la definicién de la probabilidad de escape de la zona [0, b] antes
de z partiendo de X, = u, r € (0,7) obtenemos:

Phone=B(Et >0, mi—rtt <z [ [XY,,, ¢ [0, AL

T1+8,r

€ (0,0)Vri—r <m—r+s<n—r+t <z|) =

N(T1+t)
=P3t>0, & +t<z/[u+cEF+ct-Yi— >  Yi&[0,b]]A
k=N(11)
N(11+s)
u+cEt+es=Yi— > Ve (0,bVE <& +s< &M+t <a]) =
k=N(11)

N(t)
=P(3t>0,E +t<a/[ut+cEt —Yi+ct— ) Y. ¢[0,0]A
k=0

26 Razonando como hicimos al estudiar la probabilidad de primera llegada a b.
27 Teniendo en cuenta la equidistribucion e independencia de los tiempos de espera 7; y de los saltos Y;.
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N(s)
[u+cEF —Yi+es— Y Ve (0,0VEF <EF +s<EF+t<a])=2
k=0

—P(3t >0, t<a— & [ XG0, B] A XSS € (0,bV0 < s <t <x— &) =

_ qucé"r7L -1
- PE,O:v—é”T+

Teniendo en cuenta la definicién de la variable aleatoria “excess life” y la independencia y

equidistribucion de las variables aleatorias {7; }ien, {Y;}jen-
[

A continuacién vamos a deducir una identidad que verifica la probabilidad de escape antes de
un cierto x > 0; para ello, vamos a condicionar por los valores que toma la variable bidimensional
(11,Y71), el primer tiempo de renovaciéon y la magnitud del salto que se produce en ese tiempo de
primera renovacion.

b—u

Teorema 3.6.1. La probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de x > *—* partiendo de Xy =

- - " . o . o
u, 71 =1,Y1 =y, Pgo, . _1yi—y verifica la siguiente identidad.

Pg"OQC’Tl:l?Yl:y - I{biTu<l}m{y€R} + I{ZSFTu}ﬂ{y¢[u+clfb,u+cl]} + Pg,lxl{lg“T“}ﬂ{u+clfb§y§u+cl} (3209)

Demostracion. Condicionando por los valores que toma (71, Y;):

b—u

] < [. En este caso no ha habido renovaciones antes de [, pero teniendo en cuenta la

C
definicion del proceso se verifica:

b— b—
u,l] cu+Xg=u+ct>u+cf “

Vt e |
c c

)=b .u+ X, ¢0,b].

Es decir, el proceso sale seguro de la zona [0, b] por arriba, y por lo tanto Py, . _;y,—, = 1,
sin importar el valor que tome Y.

b—u

c

n [ < . Es necesario distinguir dos casos:

« Supongamos que u + ¢l — y ¢ [0, b]. Entonces:

utcl—y ¢ 0,0 ={utcl—y<0tU{ut+cl—y>b} ={utc <ytU{y <u+cl—>}.

28 Razonando como hicimos anteriormente.
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Es decir, que en el caso en que {I < =%} y {u+cl < y}U{y < u+cl—b} se sale seguro

2 Dy _
de la zona. Por lo tanto, en este caso, también Py, .y, —, = 1.

« Supongamos que ahora u + ¢l — y € [0, b]. Esto ocurre cuando

O<u+dcd—-y<b=—(utc)<—-y<b—(ut+c)=(u+tc)—-b<y<(u+d).

En este caso el proceso sigue dentro de la zona, se ha producido la primera renovacion,
y por lo tanto la probabilidad de escape en este caso sera Pp ., .

Por lo tanto concluimos que efectivamente se cumple 3.209.
m

A continuacién vamos a deducir una ecuacion integral para la probabilidad de escape de la
zona [0, b] antes de z > 0, z > = partiendo de X, = u.

Teorema 3.6.2. La probabilidad de escape de la zona [0,b], antes de x > b_T“ partiendo de Xy = u,
que denotamos por Pg,., satisface la siguiente ecuacion integral:

t—u

1 b t -
Pho, =1- ;/u f( )/t_b(l = Pyg, e )g(y) dy dt (3.210)

C

Demostracion.  Se verifica la siguiente igualdad de sucesos:

{y¢u+cd—bu+c}={y<u+c—-btU{y>u+cl}.

Con lo cual:

{ZSb;u}ﬂ{yi[u%—cl—b,u—i—cl]}:{lgb_cu}ﬂ{{y<u+cl—b}U{y>u+cl}}:

:{{l§b_cu}ﬂ{y<u+cl—b}}u{{l§b_cu}ﬂ{y>u+cl}}.

Teniendo en cuenta ahora el teorema de la probabilidad total, las propiedades de las funciones
indicatrices y de la union e intersecciéon de conjuntos, el teorema 3.6.1 y la independencia entre las
variables aleatorias tiempos de espera 7; y los saltos Y}, obtenemos:

+o0 b;u u+cl—b
Pios = [ PhosnomoP(n € dLYi € dy/Xo=w® = [ " aF() [ G+ [~ [ aG)aro+

c

29 Pues:

P(r € dl,Y; € dy,/Xo =u) =P(r € dl/Xo = w)P(Y1 € dy,/Xo = u) = P(r; € d)P(V; € dy).
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b—u b—

+/0 ‘ /:j dG(y)dF(l)+/0 ‘

“ ut-cl
dF() [ P, dG(y) =

+cl—b

+o00 b_Tu b_T“ b_T" u+cl
— /} dF ()+ / Glutcl—b) dF (1) + / (1-G(utel)) dAF (1) + / dF(l) / P AG(y) =
— 0 0 0 utcl—b ’
Teniendo en cuenta que se cumple Py 2 ng(};?;lyl, y que al ser G(y) la funcién de distribu-

cion de los saltos se cumple:

lim G(a) =0, lim G(a)=1.

a—r—00 a——+00

Por lo tanto,

b—u

- u4cl .
—1- [T ar [ (- P aG(),
0 u+cl—b ’

Dando un cambio de variable, se obtiene de forma inmediata 4.26.

Siz < b;“ se deduce:

Teorema 3.6.3. La probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de x > 0, = < b’T“ partiendo de
Xo=u,m1 =0LY1 =Y, Pgoyr—1v,—y verifica la siguiente identidad:

PE,Om,lel,ley = ]{lﬁx}ﬂ{yﬂu—kd—b,u-{—cl]} + PEJmI{lg:c}ﬂ{u—i-cl—bgygu-i—cl} (3211)

Demostracion. Condicionando por los valores que toma (74, Y}):
b—u ) . .
» © < —— < [. Este caso, teniendo en cuenta que estamos estudiando la probabilidad de escape

c
de la zona [0, b] antes de un tiempo z € (0, +00) no lo vamos a considerar.

n [ <2< . Es necesario distinguir dos casos:

C

« Supongamos que u + cl — y ¢ [0,b]. Entonces obtenemos:

utcl—y ¢ 0,0 ={ut+cl—y<0tU{ut+cl—y>b} = {utc <ytU{y <u+cl—>b}.

Es decir, que en el caso en que {{ <z < 2%} y {u+cl <y} U{y < u+cl— b} se sale
seguro de la zona. Por lo tanto, en este caso Pg 1.

« Supongamos que ahora u + ¢l —y € [0, b]. Esto ocurre cuando

0x,l,y =
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O<u+cd—-y<b=—(ut+c)<—-y<b—(ut+c)=(u+c)—-b<y<(u+d).

En este caso el proceso sigue dentro de la zona, se ha producido la primera renovacion,
y por lo tanto la probabilidad de escape en este caso sera Pp ., .

b—u

e << . Antes de [ no se puede salir de la zona pues:

C

b— b—
“ X =utct<u+c <u+c “
c c

Vi<l <

) =b.

Y al ser un proceso lineal creciente antes de la primera renovacién tampoco puede salir
por abajo. Para valores mayores que [ intervendria la probabilidad P ,,, pero ya seria
para valores [ > z, con lo cual, en este caso Pf g, , = 0.

Por lo tanto, concluimos que efectivamente se verifica 3.211.
]

A continuacién vamos a deducir una ecuacién integral para la probabilidad de escape de la
zona [0, b] antes de z > 0, z < ®=* partiendo de Xy = u.

Teorema 3.6.4. La probabilidad de escape de la zona [0,b], antes de x > 0, x < b_T“ partiendo de
Xo = u, que denotamos por Pg ., satisface la siguiente ecuacion integral:

u 1 u+cx t—u t ey
Py e = F(x) — */u I )/t (1= Py _wu)gly)dydt (3.212)

C C —b

Demostracion.  Se verifica la siguiente igualdad de sucesos :

{yélut+c—bu+t+dl}={y<u+c—b}U{y>u-+cl}

Con lo cual:

{{<z}n{ydut+cd—bu+c}={l<z}n{{y<u+cd—-0}U{y>u+cl}} =

={{{<z}n{y<u+c-0}}Uu{{l<z}n{y>u+cl}}.

Teniendo en cuenta ahora el teorema de la probabilidad total, las propiedades de las funciones
indicatrices y de la unién e interseccion de conjuntos, el teorema 3.6.3 y la independencia entre las
variables aleatorias tiempos de espera 7; y los saltos Y, obtenemos:
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T u+clfb
Pioe= [ PhosmoinP(n € diYie dy/Xo=w = [ [ e+ [ [ ac)ara)+
—00 u—+cl

+[Tare) [T Py aGe) =

T x T u+-cl
- / Glu+cl —b)dF(l) + / (1— G(u+ ) dF(l) + / dF(l)/ PR AG(y) =
0 0 0 u+cl—
Teniendo en cuenta que se cumple Pg < ngfj;lyl, y que al ser G(y) la funcién de distribu-

cién de los saltos se verifica:

lim G(a) =0, lim G(a)=

a——00 a——+00

Por lo tanto,

u+cl .
/ dF (1) / (1— PYH2)dG(y).

+cl—b

De forma inmediata se obtiene 3.212.
O]

A continuacién vamos a estudiar la probabilidad de escape de la zona [0, b] partiendo de un
tiempo r € (t,,t,+1) que por simplicidad suponemos r € (0,¢;) pues ello no implica pérdida de
generalidad en el razonamiento.

Teorema 3.6.5. La probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de x > r + =% partiendo de
X, =u, i =1, Y, =y siendo r € (0,71) salisface la siquiente identidad:

Py e m=tyvi=y = Ltz coriniriery T gt <t=vynmigaest —butres)y T Lo rial (o <=v3nivie(uress —butess))
(3.213)

Demostracion. Teniendo en cuenta las hipotesis del enunciado, 0 < r < 7y, vamos a condicionar por
los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (74, Y}).

= 4 b_T“ < [. En este caso se cumple que:

—Uu

b— b
Vte(r%—Tu,l):Xﬁrzu+c(t—r)>u+c-(r+ —r)=b.

Por lo tanto el proceso ha salido por arriba y Pg ., . _,y,—, = 1 para cualquier valor que
pudiera tomar Y;. Esto ocurre cuando:
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b—u b—u b—u
<l= <l—r=
C C C

T+

< &F.

n [ <7r+ b_T“ < x. Ahora es necesario diferenciar varios casos:

e Sea u+ c(l —r)—y < 0. El proceso esta fuera de la zona [0, b], se verifica que

utc(ll—r)—y<0=u+d <y.
Siendo I’ = [ —r, que se puede considerar como el valor tomado por la variable aleatoria
& Por lo tanto, cuando y > u +cl’, Pg,, 1_yy,—, = 1.

e Sea u+ c¢(l —r)—1y > b. El proceso esta fuera de la zona [0,0] y

utcll—r)—y>b=>u+cd —y>b=u+dc —b>y.

Con lo cual, cuando y < u + cl' — b, P} 1.

rom=lYi=y —

e Sea 0 <u—+c(l—r)—y <b. En este caso sigue dentro de la zona, se ha producido una
renovacion y por lo tanto Py ., . _;v,—, = Pj ..., la probabilidad de salir de la zona [0, b]
por arriba a partir de 77. Esto ocurre cuando:

O<u+c(ll—r)—y<b=0<u+d —y<b=

= —(utcd)<—y<b—(u+c)=(utd)—-b<y<u-+cd.

Esto cuando I < r + b_T“ = | < b=u

[

Con lo cual, efectivamente se cumple 3.213.
O

Vamos a deducir ahora la ecuacion integral que satisface la probabilidad de escape de la zona
[0, b] antes del tiempo z € (0, +00) partiendo de & = (X, = u, & = z).

Teorema 3.6.6. La probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de v > r + b%“ partiendo de
7= (X,=u,& =2z), que denotamos por Pg .., satisface la siguiente ecuacion integral:

rT’

1 t

b t—u
=TS / / 1— PV, aly) dydt 3.214
Erx CF(Z) u f(Z + c ) tfb( E,Oaz—T)g<y) Y ( )

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total y el teorema 3.6.5:
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Pg,rx - /Pg',mc,ﬁ=l,Y1=y]P)(£;”+ € dll?Yi S dy/&) =

- [ [ ac + PEJ H [ acw)+

F(z+1") fute=b F(z+1) fute . o
+/0 F()/—oo dG(y) + 0 F()/zLJrcl'—bPE’”xdG(y)_

u+cl’
u+cl’—b
Puesto que en el lema 3.6.2, en la pdgina 139, demostramos que Py, . £ P““‘g 'y dando
un cambio apropiado de variable, se cumple 3.214.
]

Six<r+ b_T“ se deduce:

Teorema 3.6.7. La probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de x > 0, v < 1+ I’_T“ partiendo
de X, =u, 1 =1, Y1 =y siendo r € (0,71) satisface la siguiente identidad:

Pg rr,m=lY1=y — I{£T+§m}ﬂ{Y1Q(u—l—cﬁ’f—b,u—i—cgﬂ')} + Pg,rlx[{(g’fSz}ﬂ{Yl€(u+0(§’T+—b,u+C(§’T+)} (3215)

Demostracion. Teniendo en cuenta las hipotesis del enunciado, 0 < r < 7y, vamos a condicionar por
los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (71, Y7).

b

[ <z <r+ b%“ Ahora hay que diferenciar segtin los valores que toma el proceso en el tiempo
t1 = 71 pues para cualquier t € (0,1) : X, = utc(t—r) < u+c(r+b_7“—r) =b A X €[0,b].

e Sea u+c(l —r)—1y < 0. El proceso esté fuera de la zona [0, b], se cumple que:

utcll—r)—y<0=u+d <y.

Siendo I’ = [ —r, que se puede considerar como el valor tomado por la variable aleatoria
&7 Por lo tanto, cuando y > u +cl'; Py ,,12y,—, = L.

e Sea u+ c(l —r)—y > b. El proceso estd fuera de la zona [0,b] y

30 Teniendo en cuenta el lema 3.3.1 en la pdgina 57 y que:

P(&F € dI,Y1 € dy/3) =P(&F € A /G)P(Y1 € dy/3) =P(&EF € A /&)P(Y1 € dy).
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utcll—r)—y>b=>u+cd —y>b=u+dc —b>y.

= 1.

e Sea 0 <u-+c(l—r)—y <b. En este caso sigue dentro de la zona, se ha producido una
renovacion y por lo tanto Py ., . _;y,—, = Pg ..., la probabilidad de salir de la zona [0, b]
por arriba a partir de 77. Esto ocurre cuando:

Con lo cual, cuando y < u + cl' — b, P}

reTi=l,Y1=y

O<u+cll—r)—y<b=0<u+d —-y<b=

—(u+cd)y<—y<b—(u+dc)=(utd)—-b<y<u-+cd.

Estocuandol§x§r+b_7“:>l'§a:—r§b;“

Con lo cual, efectivamente se cumple 3.215.

]

Vamos a deducir ahora la ecuacion integral que satisface la probabilidad de escape de la zona
[0, b] antes del tiempo z € (0, +00) partiendo de & = (X, = u, & = z).

Teorema 3.6.8. La probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de v > 0, x < r + =% partiendo

de ¢ = (X, = u, & = z), que denotamos por Py .., satisface la siguiente ecuacion mtegml
F(z+2) 1 utcx t—u b
Php=1- 22— —— [T e+ / - PEY L )g(y) dyd 3.216
Eyra F&) cF() /( ) oo e)9(y) dy (3.216)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total y el teorema 3.6.7:

5 - v dF(z + l/) “+o0o
PEra: / Eyrx,m=l,Y1=y (gr"" € dl’7)/1 € dy/o') = /0 ;w[t+c[/ dG(y) +31
dF u+cl’—b z dF(Z—|— l,) wael!
Gy + [ = [ PpLdG) =
+/ /—oo (y) + 0 F(Z) el —b Erix (y)
F<Z + JZ) z dF(Z + l’) ut-cl’
=1 SR [P [ 0 PG
F(z) 0 F(2) u+cl’—b( E,rla:) (y)

&ty
4 P“+C ! dando

Puesto que en el lema 3.6.2, en la pagina 139, demostramos que Pg,._, iy

un cambio adecuado de variable obtenemos 3.216.
O]

31 Teniendo en cuenta el lema 8.3.1 en la pdgina 57 y que:

P(&F € dI,Y1 € dy/3) =P(&F € A /G)P(Y1 € dy/3) =P(&EF € A /&)P(Y1 € dy).
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Probabilidad de escape de la zona |0, b| en general, sin limite temporal.

Puesto que la probabilidad de escape de la zona [0, b] sin limite temporal es uno (corolario
3.6.1, en la pagina 137) no tiene sentido estudiar las ecuaciones integrales que verifican.

3.6.2. Probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior.

Primeramente estudiaremos la probabilidad de que el primer escape sea a través de la barrera
superior antes de un cierto z € R™.

Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, )] sea a través de la barrera superior
antes de un cierto tiempo z.

A continuacién vamos a estudiar la probabilidad de escapar de la zona [0, b] antes de un tiempo
arbitrario z > 0. Empezaremos el estudio suponiendo que el proceso ha alcanzado el valor u € [0, b] en
un determinado tiempo de renovacion t,, que podemos suponer que es ty sin pérdida de generalidad.

Definicién 3.6.6. (Probabilidad de escape de la zona [0, ] a través de la barrera superior
partiendo de X, = u € [0,b] antes de = > 0.) Definimos la probabilidad de escape de la zona |0, b
a través de la barrera superior partiendo del valor Xy = u antes del tiempo x > 0 como:

Proe =PEt >0, t </ [X[) > b A[X€(0,b) VO <s<t<ua]) (3.217)

Definicién 3.6.7. (Probabilidad de escape de la zona [0, )] a través de la barrera superior
partiendo de X, = u antes de = > 0 después de 7). Definimos la probabilidad de escape de la
zona [0,b] a través de la barrera superior partiendo de Xo = u antes del tiempo x > 0 después de la
primera renovacion, después de Ti, como:

Ppl,=P3Et>0, n+t<a/[X} ,o>0A[X0€0)VT<m+s<m+t< 1))
(3.218)

Ahora vamos a definir la probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera superior
antes de x > 0 partiendo de X, = u, r € (0,71) y la probabilidad de escape de la zona [0, b] a través
de la barrera superior antes de x > 0 partiendo de X, = u después de 7.

Definicién 3.6.8. (Probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior
antes de z > 0 partiendo de X, = u, r € (0,71).) Definimos la probabilidad de escape de la zona
[0,0] a través de la barrera superior antes del tiempo x > 0 partiendo de X, = u, r cumpliendo las
anteriores condiciones como:

Pt =P(3t >0, r+t <z /[X",, >b AKX

r4s,r

€0,)VO<r+s<r+t<azl) (3.219)

Definicién 3.6.9. (Probabilidad de escape de la zona [0, )] a través de la barrera superior
antes de =z > 0 partiendo de X, = u, r € (0,77) después de 71.) Definimos la probabilidad
de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior antes de x > 0 partiendo de X, = u, r
cumpliendo las condiciones del enunciado, después de T como:
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e0,)Vr<m+s<m+t<a])
(3.220)

PEi  =PEt>0, m—r4t<a/ (X', >0 AX"

Ernz T1+8,1

Siendo T =T — 1.

Los siguientes resultados son esenciales para nuestra investigacion. Sus demostraciones siguen
el mismo esquema de razonamiento que las de la seccién 3.6.1.

Lema 3.6.3. La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior antes de
x > 0 partiendo de Xo = u después de T, Pg3 ., pertenece a F y coincide en distribucién con
la probabilidad de escape de la zona a través de la barrera superior antes de x — T partiendo de

Xo=u+ X, PygXn)e,

—T1

Lema 3.6.4. La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior antes de x
partiendo de X, = u, r € (0,71) después de Ty, Pr i, pertenece a F y coincide en distribucion con
la probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior antes de x — & partiendo

utc&F—Y1).s
de Xo=u+c&F =Yy, PLter T

A continuacién vamos a estudiar la probabilidad de escape de la zona [0, b] a través de la barrera
superior antes de un cierto tiempo x; las demostraciones son inmediatas, siguiendo el esquema de las
dadas para los resultados obtenidos en la seccion 3.6.1, en la pagina 136.

Teorema 3 6 9. La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior antes de
x>0, x> 2" partiendo de Xo =u, 7 =1,Y] =y, P¥3 Ox.m—1i—y VETifica la siguiente identidad:

Pyoem=tyi=y = Ipi=v cyngyery T Lu<i=uyngycutra—sy T Prielici=e)ntura—b<y<ute (3.221)

Teorema 3.6. 10 La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior, antes
de x > 0, x > >=* partiendo de Xy = u, que denotamos por Py, satisface la siguiente ecuacion
integral:

e [ -natt

pus  — F
E.0x ( c c c

Vdt + - / t_u)/ PE gl dydt|  (3222)
t—b

En el caso en que x < b_T“, se deduce:

Teorema 3.6.11. La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior antes de
x>0, < b%“ partiendo de Xo = u,71 = 1,Y1 =y, Py, - —1v,—, verifica la siguiente identidad:

ng)x,n:l,h:y = lu<ainfy<uta—b} + Pg‘;fx[{lgx}ﬁ{qucl—bgygqucl} (3.223)

Teorema 3.6.12. La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior, antes
dex >0, x < b_T” partiendo de Xo = u, que denotamos por Ppg,, satisface la siguiente ecuacion
integral:
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1 u+cx t—u 1 u+cx t—u t —u).s
Py, = */u Gt —b)f(——)dt + */u FE—=) | Proliugly) dydt (3.224)

c Cc C C t—b

Vamos a estudiar la probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior
partiendo de un tiempo r € (t,,t,+1) que por simplicidad suponemos r € (0, ;).

Teorema 3.6.13. La probabilidad de escape de la zona [0,0] a través de la barrera superior antes
dex >0, x >r+ 13_7“ partiendo de X, = u, 7 =1, Y1 =y siendo r € (0,71) satisface la siguiente
identidad:

U.S _

Erzmn=LYi=y — {&=%<&In{Yi€R} + [{gigb%u}m{ylwﬁgjfb} + P]g;f‘lx[{é"fgb*T“}ﬂ{Yle(qucé"ﬁfb,qucé"ﬁ)}
(3.225)

a través de la barrera superior antes de

Teorema 3.6.14. La probabilidad de escape de la zona [0, b]
= z), que denotamos por Pg .., satisface la

z € (0,400), > r+ =% partiendo de & = (X, = u, &
siguiente ecuacion integral:

F(Z—i—b;u) 1 b t—u 1 b E—u [t s
) + ) /u Gt—0b)f(z+ ) dt 4+ — /u flz+ ) | Pros—iug(y) dydt

o
PE,T’(E_

Six<r+ b_T“ se deduce:

Teorema 3.6.15. La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior antes de
x>0 z<r+ b%“ partiendo de X, = u, 7 = 1, Y1 =y siendo r € (0,71) satisface la siguiente
identidad:

Uu.S . U.S
PE,rx,ﬁ:l,Yl:y = [{£T+§x}n{yl<u+c&+—b} + PE,rla:I{gﬁgx}m{Yle(u+c£ﬁ—b,u+cgj)} (3-227)

a través de la barrera superior antes de

Teorema 3.6.16. La probabilidad de escape de la zona [0, b|
= z), que denotamos por Py, satisface la

z € (0,400), z <1+ =% partiendo de ¢ = (X, = u, &
siguiente ecuacion integral:

u+tcx t—u 1 u+cx t—u t i ).s
us Gt—0b)f(z+ dt + — / + Py gy) dydt
b= e, GO s [T ) [P gt dy

(3.228)

En el siguiente apartado vamos a estudiar la probabilidad de que el primer escape de la zona
[0, b] sea por la barrera superior, sin limite temporal. Empezaremos con unos resultados previos.
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Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, )] sea a través de la barrera superior
en general, sin limite temporal.

Definicién 3.6.10. (Probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de X, = u € [0,b].) Definimos la probabilidad de que el primer
escape de la zona [0,b] sea por la barrera superior partiendo del valor Xo = u como:

Pgo=PEt > 0/[X > b AN[X{, €0,0] Vs < t]) (3.229)

Definicién 3.6.11. (Probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de X, = u después de 71). Definimos la probabilidad de que el
primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior partiendo de Xo = u después de la primera
renovacion, después de T, como:

Ppt =Pt > 0/[X! > AX 0 €0,V <7 +5<7+1]) (3.230)

Vamos a definir la probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la barrera
superior partiendo de X, = u, r € (0,71) y la probabilidad de que el primer escape de la zona [0, 0]
sea por la barrera superior partiendo de X, = u después de 7.

Definicién 3.6.12. (Probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de X, = u, r € (0,71).) Definimos la probabilidad de que el primer
escape de la zona [0,b] sea por la barrera superior partiendo de X, = u, r cumpliendo las anteriores
condiciones como:

€(0,b)VO<r+s<r+t]) (3.231)

Py =PEt > 0/[X7,, > A X!

r4s,r

Definicién 3.6.13. (Probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de X, = u, r € (0,7) después de 11.) Definimos la probabilidad de
que el primer escape de la zona [0,b] sea por la barrera superior partiendo de X, = u, r cumpliendo
las condiciones del enunciado, después de 71 como:

b = P(3t>0/[X",,, >bA[X"

E,rm T1+8,1

€0,V —r<m—r+s<m—r+t]) (3.232)

Los siguientes resultados son fundamentales para el resto de la investigacién. Las demostra-
ciones siguen el mismo esquema de razonamiento que las dadas en la seccién 3.5.2, en la pagina
123.

Lema 3.6.5. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior par-

tiendo de Xo = u después de 11, Pg?; , pertenece a F5 y coincide en distribucién con la probabilidad

de que el primer escape de la zona sea por la barrera superior partiendo de Xo = u+ X, ngarxfl)'s.
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Lema 3.6.6. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la barrera superior
partiendo de X, = u, r € (0,71) después de 1, Pg ..., pertenece a F y coincide en distribucion
con la probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la barrera superior partiendo de

ot
Xo=u+cEF -V, Pj(;(;l—cé; Y1).s'

A continuacién vamos a deducir una identidad que verifica la probabilidad de escape por la
barrera superior; lo mismo que hemos hecho en otras ocasiones, vamos a condicionar por los valores
que toma la variable bidimensional (71,Y7), el primer tiempo de renovacién y la magnitud del salto
que se produce en ese tiempo de primera renovacion.

Teorema 3.6.17. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior
partiendo de Xo = wu, 11, Y1, Pgg ., vy, verifica la siguiente identidad:

PE;S’Tl’Yl - I{Tl>b_Tu}m{YleR} - I{TISI]_T“}Q{YI<U+CT1—I7} + Pg,il I{TlSb_Tu}ﬁ{u-&—cn—nglgu—s—cn} (3233)

Ahora vamos a deducir una ecuacién integral para la probabilidad de escape de la zona [0, 0]
por la barrera superior.

Teorema 3.6.18. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior,
partiendo de Xo = u, Py satisface la siguiente ecuacion integral:

1 rb
Py =1-— [ f(

C

t—u t—u

) b t
)AT%M®&+iLﬂ xﬁfﬁwww@w (3.234)

C C

Cuando el proceso ha alcanzado el valor u en un tiempo r € (0,77) deducimos:

Teorema 3.6.19. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior
partiendo de X, = u, 1, Y1, siendo r € (0,71), satisface la siguiente identidad:

u.s _ u.s
PE,T,T1 Y1 T I{£T+>b*Tu}ﬂ{Y1 €R} + ]{éaﬁ'gbfT“}ﬂ{Y1<u+céZ+—b} + PE,T’Tl ]{&*gb%“}m{ung—bgyl <u+cé&tY

(3.235)

Para la probabilidad de escape por la barrera superior partiendo de ¢ = (X, = u, 8. = 2)
tenemos el siguiente teorema:s:

Teorema 3.6.20. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior
partiendo de ¢ = (X, = u,87 = z) r € (0,71), que denotamos por Py, satisface la siguiente
ecuacion integral:

1 b t—u, [t 1 b t—u, [t
Pus =1 /' / dy dt 4?7/‘ / P Yg(y) dydi
B o ), fET ) [, 9w dy +¢F@)uf@+ o)) Proaly)dy
(3.236)
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3.6.3. Solucion ecuaciones integrales. Probabilidad de escape a través
de la barrera superior.

Una vez que hemos deducido las ecuaciones integrales que satisface la probabilidad de que el
primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior vamos a resolverlas en algunos casos en
que sea posible. Para ello vamos a estudiar varios ejemplos.

1. Caso general.

Para efectuar un estudio mas detallado de las ecuaciones integrales, puesto que los saltos
pueden tomar tanto valores positivos como negativos, vamos a sustituir la funcion de densidad
de los saltos por una combinacién convexa de funciones de densidad; es decir, que vamos a
suponer g(y) = pg+(y) + q9-(y), p+ q = 1, siendo g, (y) la funcién de densidad de los saltos
Vy € [0,4+00) y g_(y) Yy € (—00,0). Sustituyendo obtenemos:

b _ ) b —
Pg;f):l—}—? f(t u)/; 9+(y)dydt—(i/uf(t u)/tobg_(y)dydtJr (3.237)

N _
p/ “y /Pgoy dydt+q/ 4 / P g (y) dy dt.

En el caso en que el tiempo inicial sea un tiempo de renovacién. Para el caso en que no lo
sea, se deduce la siguiente ecuacion integral:

P == s [ e+ =0 [ e - s L+ =) [0 ) dydrs
(3.238)

p b t—u. [t iy ¢ )
+cF(z)/u f(ZJFT)/O P 9+(y) ddecF(z)/u

y) dy dt.

Se trata de ecuaciones integrales que en general no admiten soluciéon de forma cerrada. Un
estudio profundo y detallado se puede consultar en el articulo Escape probabilities of compound
renewal processes with drift, de proxima publicacién. Algunos casos en los cuales es posible
obtener la solucién cerrada son los siguientes:

= Caso favorable.

Denominamos caso favorable al caso en el cual la deriva es positiva y los saltos son

negativos. El proceso estocéstico, por lo tanto, se puede expresar de la siguiente forma:
{X:}i>0 donde:

N()
Xy=ct+ > Y, Vt>0,Y,>0VkeN.
k=0
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Se trata de un proceso creciente y por lo tanto la probabilidad de que el primer escape
sea por la barrera superior, tanto si el tiempo de partida es un tiempo de renovacion ¢,
como un tiempo no de renovaciéon r € (0, ;) serd 1.

» Caso semifavorable.

Denominamos caso semifavorable a aquel caso en el cual los saltos negativos tinicamente
pueden tomar valores en (—oo, —b]. En este caso la probabilidad de escape de la zona [0, b]
partiendo de Xy = u, 7 = [, Y} = y satisface la siguiente identidad:

Proposicion 3.6.2. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de Xo =u, 7 =1, Y1 =y, Pigo meiyizy ¥ los saltos tomando
valores en (—oo, —b] U [0, +00) satisface la siguiente identidad:

Pgpm=ivi=y = lpstouyngery + lustonyngyemsy + PEM pct=nynosyiuray | (3:239)

Demostracion.  Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimen-
sional (71, Y;) obtenemos:

o [ > b_T“ No ha habido renovaciones antes de b_T“, y se cumple:

b— b—
J,l] cu+ Xy =u+ct>u+c “

vt e | y=b . u+X, ¢[00

] U.S — 3 :
El proceso sale por arriba seguro, con lo cual Pgg - _;y, -, = 1 con independencia
del valor que tome Y.

o [ < ”_7“ Ahora es necesario distinguir tres casos:

o Sise cumple que u+cl —y > b el proceso ha salido por la barrera superior, con lo
cual Pgg - 1y, -, = 1. Esto ocurre cuando y < u+cl—b, pero teniendo en cuenta
las hipétesis, los saltos negativos unicamente pueden tomar valores en (—oo, —b],
se cumple cuando y < —b.

o Siu+cl—y <0, ha salido por la barrera inferior de la zona [0, b], con lo cual
Pg;g,n:l,ley =0.

o Siu+cl—y € [0,b] el proceso esta dentro de la zona y por lo tanto la probabilidad
de escape de la zona [0, b] por arriba sera Pgj, la probabilidad de escape de la
zona [0,b] por arriba a partir de [. Esto ocurre cuando:

O0<u+cd—y<b=—(ut+cd)<—-y<b—(utc)= (ut+c)—b<y<u+cl.
Como los saltos negativos inicamente toman valores en (—oo, —b] y u+cl—b €
(=b,0), se cumplird Pg o —1,y,—y = Pg;j cuando y € [0, u + cl].

Por lo tanto se cumple 3.239.
O

A continuacién vamos a deducir una ecuacion integral que satisface la probabilidad de
escape por la barrera superior.

Proposicion 3.6.3. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de Xo = u € [0,b] y los saltos tomando valores Y; € (—oo, —b|U
[0,400) V j € N satisface la siguiente ecuacion integral:
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s p [, t—u p (b t—u, gt
Pey=1=2 =S 2 [ rC [ Pidg. ) yat (3.240)

C C

Demostracion.  Supongamos que la funcién de densidad de los saltos es una combinacion
convexa de funciones de densidad, ¢(y) = pg+(y)+qg—(y), p+q = 1 siendo ¢g_(y) la funcion
de densidad Yy € (—o0, —b] y ¢+ (y) la funcién de densidad Vy € [0,+00). Teniendo en
cuenta el teorema de la probabilidad total y la proposicion 3.6.2, obtenemos:

+o0
Py = [ PEinovio P € dLYi € dy/Xo=u) = [~ dF() [ dG(y)+

c

b—u b—

+/0“ dF(l)/_:dG(y)—i-/OC

“ u-cl
dF() [ PE;dG(y) =

-1 = AR / ) + /

Teniendo en cuenta que los saltos no toman valores en (—b,0) y que

d utcr1—Y1).s .
Pis = Pé’o Y5 ge verifica:

u+cl

TR0 [ PEdG) =

b—u b—u

400 u+-cl
1 c c (utcl—y).s
—1 /0 dF (1) /O dG(y) + /0 dF (1) /0 PL04 4G (y).

Dando un cambio de variable adecuado obtenemos 3.240.
O

Esa ecuacion integral se puede resolver de forma cerrada mediante la transformada de
Laplace.

Proposicion 3.6.4. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de Xo = u € [0,b] y los saltos tomando valores Y; € (—oo, —b]U
[0,4+00) ¥V j € N satisface la siguiente expresion.:

P =F(b—u), uel0,f (3.241)
Siendo:
— L artioo sy 1— pf(CS)
O~ 3 o L<1 - pf(cs)§+(3))] el 3242
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Un esquema de la demostracion en D.2.1, en la pagina 298.

Vamos a estudiar el caso particular en que los tiempos de espera tienen una distribucién
exponencial y los saltos tienen una distribuciéon que es combinacién convexa de otras dos,
una de las cuales es exponencial.

Ejemplo 3.6.1. 5% los tiempos de espera tienen una distribucion exponencial de parametro
A, Ti ~ €(A) y los saltos una distribucion cuya funcion de densidad g es de la forma

g(t) = qg-(t) + pg+(t), p+q =1 siendo

h(t), sit € (—oo,—0] 0, site (—00,0)

g9-(t) = 9+(t) =
0, site(—b,+00) ye M sit €0, 4+00)

la probabilidad de que el primer escape sea por la barrera superior partiendo de Xog = u
satisface la siguiente identidad:

1

pws — p -] = ro(b—u) \ o r1(b—u) A\

E0 (U) . (Tl — 7"2) {7“16 (CTQ +4q )(’Y + 7"2) T9€ (07‘1 +q )(7 + 7"1)}

(3.243)
Con u € [0,b]; siendo:
—(A+c7) + /(A + 7)2 — 4gey A —(A+ey) = /(A + 9)? — dgey
"= 5 ) T2 = 5 . (3.244)
¢ c

Teniendo en cuenta la proposicion 3.6.4 sabemos que:

1 patico 1—pfcs)
F(y) = — e - ds, , +00).
0 5 L(l —pf(CS)m(s))] vl

Teniendo en cuenta que ahora T; ~ €(\) y los saltos tienen la funcion de densidad g
que acabamos de definir, con funcion de distribucion G(t) se cumple:

~ A R v
f(CS)—m> g+( )—7+S
Por lo tanto:
1 a+ioco 1— PA
FO) = 57 ., [ b ] "o
Tl Ja—ioco 8(1 — m . ﬁ

1 patico oo (es+qN)(v+9) ds‘
271 Ja—ico SC(S - 7’1)(3 - 712)
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Para hallar los polos del integrando resolvemos la ecuacion de sequndo grado,
cs? + (A +¢y)s + g\y = 0, que tiene como soluciones:

—(A+ey)+ \/(/\+07)2 — dgey A —
r = % , Tog =

(A+cy) — \/(/\ + cy)? — dgeyA
2¢ '

El integrando tiene un polo de orden uno en s =0, s =1y y s =rq, por lo tanto

1

Fly)=1- —
) crira(ry — ra)

[r1e™Y(cry + q\)(y + 12) — rae"™¥ (ery + g\ (v + 1)) -

Teniendo en cuenta ahora la definicion de F(y), concluimos que

1

Pii=Pu=1-——"-—-
EQ ( ) 07”17“2(7“1 —7‘2)

(e (ery + qA) (7 + 12) = rae™ O ey + qA) (7 + 1)

Vemos que ry y ro tienen parte real negativa, con lo cual:

lim Pgj=1.
b—+o0 E,0

Un caso particular es cuando A = cy. En este caso obtenemos:
e+ (A +ey)s+ gy =0=cs* + (cy + ey)s + qley)y =0 =

= cs? + 2cys +qey? = 0 — ¢(s® 4+ 2vs + ¢y?) = 0.

Que tiene como soluciones:

—2v V4?2 —4qy? =2y £ 27 /D

r=—7+7/P=-1—-p), 2=~y —7/p=—7(1+p).

Con lo cual

Loy (s +q7)(s +7)ds
FlY) = 50 /a_m S5+ 71— /P (s + 10+ D)
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El integrando tiene polos de orden uno en s =0, s = —y(1 —/p), s = —y(1+ /D) y
por lo tanto:

VI~ )1+ B) = e VP p)(L - B

Fly) =1~ %

De donde

VD5~ p)(L+ ) — e P 4 p) (L= JB)

Pu)=1- 5

Vamos a estudiar ahora la probabilidad de que el primer escape sea por la barrera
superior suponiendo el tiempo de partida no de renovacién, es decir partiendo de
X, =u, r€(0,71).

Proposicién 3.6.5. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de X, = u, 7 =1, Y1 =y, v € (0,71) y los saltos tomando
valores en (—oo, —b] U [0, +00) wverifica la siguiente identidad:

Pern=yi=y = Lstmuyngery + lp<tonngyeny + Pendp<i=synogyutet-ny UF=1l-r

(3.245)

Demostracion.  Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimen-
sional (71, Y;) obtenemos:

o« [ >1r+ b_7“ Se verifica:

b— b
VtG(T’—i-Tu,l) : Xt:u+c(t—7")>U+C(7’+Tu—r):b_

El proceso ha salido de la zona por arriba, por lo tanto Pgj_ _y,_, = 1 para
cualquier valor que tome Y. Esto ocurre cuando:

b—u b—u , b—u
=>[l—r> =1 >
C C C

[ >r+

o [ <1+ b%“. Hay que diferenciar varios casos:
o u+c(l—r)—y < 0. En este caso ha salido de la zona [0, b] por la barrera inferior,
Py n=1yi=y = 0
o u+c(l—r)—y >b. Hasalido de la zona [0, b] por la barrera superior, con lo cual
Pg; - —1y,—, = 1. Esto ocurre cuando

utcll—r)—y>b=y<u+dc —0.

Teniendo en cuenta que los saltos inicamente pueden tomar valores en (—oo, —b,
se cumple que Pg7 5, =1 cuando y < —b.
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o X" € [0,b]. Estd todavia dentro de la zona, se ha producido la primera renova-

Uu.s .
cion, con lo cual Pg7_ v, = Pg7;. Esto ocurre cuando:

X el =0<u+cl—r)—y<b=>0<u+d —y<b=

—(u+d)<—y<b—(ut+d)=(u+cd)—b<y<u+d.

Teniendo en cuenta las hipodtesis, los saltos tinicamente pueden tomar Valores

en (—oo, —bJU[0,400) y como u+cl' —y € (=b,0) se cumple Ps ;. _ Pg;iz
cuando y € [0, u + cl'].
Esto cuando [ < r + I’—T“ =1< b;u
Con lo cual se cumple 3.245.
]

A continuacién vamos a deducir la ecuacién integral que satisface la probabilidad de
que el primer escape sea por la barrera superior, para lo cual vamos a condicionar por &.

Proposicion 3.6.6. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de & = (X, = u, 8 = z), u € [0,b], r € (0,71) satisface la
stquiente ecuacion integral:

cF(2) c

(3.246)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total y la proposicion
3.6.5, considerando la variable aleatoria bidimensional (&7, Y}), obtenemos:

1 +o0
i= [P PE € A Yie dy/d) = = [ 7+ [ gl dyar'+
F(z) Joze R

1 bZ" —b 1 b;u u+cl’ s
+F(z)/0 fz+1) [mg<y) dydl’+F(z)/0 f(z+l')/0 ws ng(y) dydl =

I +o0 I urkl!
1o / % / dy d’ —/ % / P a(y) dydl =
F(Z) 0 f(Z+ ) 0 g(y) y + F(Z) 0 f(z+ ) 0 E,T‘(T-‘rl )g<y) y

Teniendo en cuenta que los saltos no toman valores en (—b,0). En su momento se

P(U+C(O -Y1).s

demostr6 que Py , con lo cual:

32 Teniendo en cuenta que & =1' =1 —r=1= 71 =1 +r.
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1 b—u 00 b—u

:1_F(z)/0 ‘ f(z—l—l’)/oJr g(y)dydl'-l—FEZ)/O ‘

/ utel! (ut-cl'—y).s ’
) [ PR g () dy .

Concluimos 3.246 dando un apropiado cambio de variable.
O

Esa ecuacion se puede solucionar de forma cerrada mediante la transformada de Laplace.

Proposiciéon 3.6.7. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por
la barrera superior partiendo de X, = u € [0,b], &~ = z y los saltos tomando valores
Y; € (—oo,—blU[0,+00) V j € N satisface la siguiente igualdad:

Py =P(r,u,z) =F(r,b—u,z2), u €0, (3.247)

Siendo:

ds, y € [0, +o0) P*

(3.248)

El esquema de la demostracion se puede consultar en D.2.2, en la pagina 300.

Vamos a estudiar el caso particular en que los tiempos de espera tienen una distribucién
exponencial y los saltos tienen una distribuciéon que es combinacién convexa de otras dos,
una de las cuales es exponencial.

Ejemplo 3.6.2. Silos tiempos de espera tienen una distribucion exponencial de pardametro
A, T ~ €(A) y los saltos una distribucion cuya funcion de densidad g es de la forma

g(t) = q9-(t) + pg4(t), p+q =1 siendo

h(t), sit € (—oo, =0 0, site (—00,0)
g_(t) = , g9+(t) =
0, site (—b,+o0) ye M sit €0, +00)
la probabilidad de que el primer escape sea por la barrera superior partiendo de
X, = u, & = z, que denotamos por Py = P(r,u,z), satisface la siguiente identidad
para u € [0,b]:
fp(bfu)N _ r1 (bfu)N rg(bfu)N
P(ru,z) =1— - =p) ,c () _ ¢ (r2) | (3949
plp+r)(p+ra)  ri(ri+p)(ri—r2)  rara+p)(ri —r2)

33 Siendo:

+oo
f2(cs) = /o e St f(z4t)dt
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Siendo:

—(A4cy) + \/()\ + ¢y)? — 4gey A —(A+cy) = \/(A + ¢y)? — 4gey A
- - e - . (3.250)

En la proposicion 3.6.7 habiamos deducido que:

I@‘(r, 62) = F(z) —pfz(CS)[l — 8§+(5)F(3)]

sF(z) ’
1 potico | F(2) = pfa(es)[1 — sgy (s)F
Bl ) = s [ e [P = R,
271 Ja—ico sF(z)
Sabemos que:
e A dif(es)] | —er ) )
t) = e M = = =y Y, g =
f( ) € ) f(CS) )\+CS’ ds ()\—FCS)Q, g+<y) e ) g+(8) ’}/+S7
fo= Lol 1-ds | (es+aN(r+s)
s(1—pfles)gels)) s(1— s 55)  scls=r)(s—r2)
Siendo:
At e+ \/()\ +oy)? —dgeyh —(A+ey) - \/()\ + ¢y)? — dgey A
™ = o0 , To = 9 .
Con lo cual:
“Xz _ o [AeTA7 o[ ] [ (estaM)(v4s) _ _pA _ (estqN)
Nt - ¥ kel e v 2 bl
F(r,s,z) = e = - =

1 ppl(s—r1)(s —12) — (s +gp)]

s s(s+p)(s—r1)(s—r2)

IAF(T s, 2) = 5% — [(1+q)p+ '7]52 + [ppy — qu]S + qvp?
- s(s+ p)(s —r1)(s —12)

Siendo p = % Si aplicamos ahora la transformada inversa de Laplace obtenemos:
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| /amo » ls?’ — [+ a)p 915 + [poy — ap’s + a7

F(r,y,z) = 5 s(s+p)(s —r1)(s —712)

a—100

De forma sencilla, mediante el teorema de los residuos, obtenemos:

p(p+ri)(p+r2) ri(ry+p)(re —r2) ro(ra + p)(r1 —ra)

F<T) Y, Z) =1—e" N(_p) ey N(Tl) o2y N(TQ)

Siendo N(s) = s*—[(1+q)p+7]s*+ [ppy —qp?®|s+qvp*. De forma inmediata obtenemos
3.249.

s Caso actuarial.

Denominamos caso actuarial cuando los saltos pueden tomar tinicamente valores positi-
vos, quedando el proceso estocastico (teniendo en cuenta que el proceso parte de Xy = )
{Xt}tzo, donde

N(t)
Xi=u+ct—3 Yy, ¥Vt>0, Y, >0VkeN,

k=0

Tenemos los siguientes resultados:

Proposicion 3.6.8. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de Xo = u, 7 =1, Y1 =y, Py, _1v,—, Y los saltos tomando
unicamente valores positivos satisface la siguiente identidad:

Pg;g,n:l,ﬂzy = [{l>%} + Pg;lsl{lgb;c“}m{ogygu_,_d} (3.251)

Demostracion.  La demostracion es inmediata, procediendo como en casos precedentes.
m

Proposiciéon 3.6.9. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de Xo = u y los saltos tomando unicamente valores positivos
satisface la siguiente ecuacion integral:

1 [t t—u 1 t—u [t s
Pry=c [ ar L [T [P () g at (3.252)

C C

Py =+ [T ars L [T [ P6 - gy dyar we 0.0 (3253)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total y la proposicion
3.6.8, procediendo como en anteriores demostraciones, obtenemos 3.252.

]
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Lo mismo que ocurria para el caso favorable son ecuaciones integrales lineales, pero
en este caso no podremos efectuar una integracion cerrada aplicando la transformada
directa e inversa de Laplace. Sin embargo se puede estudiar la existencia de soluciones y
el caracter de estas, caso de existir. No vamos a efectuar un estudio en profundidad, pues
no es el objeto de este trabajo.

Consideremos la ecuacion integral 3.253. Es una ecuacion integral lineal, aunque su estu-
dio es bastante complicado. Supongamos, como caso particular, que los tiempos de espera
tienen una distribucién con funcién de densidad f(t) que es solucién de una ecuacién
diferencial lineal homogénea de orden n con coeficientes constantes, y que las condicio-
nes inciales quedan indeterminadas; es decir, las condiciones iniciales son unas ciertas
constantes que no conocemos.

Proposiciéon 3.6.10. En el caso en que los tiempos de espera 7; tienen una funcion de
distribucion F' cuya funcion de densidad asociada es de clase C™ en (0,+00) y existe un
operador diferencial con coeficientes constantes L = L(0,) de orden n € N tal que f(t) es
solucion de

L(f)= (Z aigﬂ) f(t) =0, con las condiciones iniciales (3.254)
=0

20) =bg, -+, f772(0) = bp_s, fPH0) = by_y, (3.255)

entonces Py = P(u) es de clase C" en (0,b) y cualquier solucion de la ecuacion integral
3.253 debe ser solucion de la ecuacion integro-diferencial:

n k n—1 n
<Z(_C)kakaauk> P(u) _ Z(_C)k |: Z akfj_(1+k)(0)

k=0 k=0 j=1+k
(3.256)
+2 | X [Z ag(=1)7 () FH0)P0) | | 9" (u), u e [0,0]
k=0 |j=k+2 |i=0
con las condiciones de frontera:
P) =1, P() = f(0) ~ ~FO)TI(B), - (3.257)
Py = 0 (1) P05 () POm e k=2
j=0
(3.258)

Siendo:
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M(u) = /Ou P(u—y)g(y)dy, u € [0,0]. (3.259)

Un esbozo de la demostraciéon se puede ver en D.2.3, en la pagina 301.
Ahora podemos hallar la soluciéon de la ecuaciéon integral 3.253.

Proposiciéon 3.6.11. En el caso en que los tiempos de espera T; tienen una funcion de
distribucion F' cuya funcion de densidad asociada es de clase C™ en (0,+00) y existe un
operador diferencial con coeficientes constantes L = L(0,) de orden n € N tal que f(t) es
solucion de

L(f) = (Z ai{?ﬂ') f(t) =0, con las condiciones iniciales (3.260)
i=0
FO0) = bo, -+, f772(0) = bus, f71(0) = by, (3.261)

y con las condiciones de frontera:

Pb) =1, P'(b) = 2 £(0) — i FOTI(B), - - | (3.262)
Py = (1) (5) o)+ > ()" POI==0), k=2 a1
" (3.263)
siendo:

) = [* Plu=y)gly)dy, we [0,0], (3.264)

entonces se verifica:
P(u) = 217rz /(iﬂoo e P(s)ds, u e [0,0] P* (3.265)

Siendo:
ni:(ak — By)s"
P(s) = — L (3.266)
]; ap(—c)’s* — ]; be(—c)*s*§(s)

34 Eligiendo o de modo adecuado.
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Un esbozo de la demostracion D.2.4, en la pagina 304.

A continuacién vamos a obtener una férmula explicita de P(u). Depende de las n
indeterminadas, incognitas, ay, Bk, k =0,--- ,n— 1, las cuales determinaremos teniendo
en cuenta las condiciones de frontera.

Proposicion 3.6.12. En el caso en que los tiempos de espera T; tienen una funcion de
distribucion F cuya funcion de densidad asociada es de clase C™ en (0,400) y existe un
operador diferencial con coeficientes constantes L = L(0,) de orden n € N tal que f(t) es
solucion de

L(f) = (Z aiai) f(t) =0, con las condiciones iniciales (3.267)
i=0
F20) = bo, -+, f7%(0) = bu—a, f*7H(0) = by, (3.268)

y con las condiciones de frontera:

Pb) =1, P(8) = f(0) = ~F(O)TI(B), - (3.269)
1 k k—1 1 J+1
PO = (0 () PO+ E(T) POITE0), k=20,
(3.270)
siendo:
II(u) = /Ou P(u—y)g(y)dy, u € [0,0], (3.271)
entonces se verifica:
_ O(u,b)
P(u) = 7 (3.272)
Siendo:
ou) () 7 () 0
Qoo Qo1 QAop—1 1
£0)
Ou,b) = (—1)"tdet | M fin=t c L (3213
ajo  ajp o Guor o f77(0) (%)j
Upn-10 Gn-11 - Gp_1p—1 f"7%(0) (%)n_l

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



3.6 Probabilidades de escape de la zona [0, b]. 166

oo ao1 ccr Aop-1
10 aii ce A1n—1
A(b) =det | . S (3.274)
p—-10 Qp-11 - Gp-1n—1

La demostracion, esbozada, en D.2.5 | en la pagina 306.

A la hora de resolver la ecuacion integral 3.253 es esencial el siguiente corolario, un caso
particular de la proposicion 3.6.10, en la pagina 163:

Corolario 3.6.2. En el caso en que los tiempos de espera 7; tienen una funcion de dis-
tribucion F cuya funcion de densidad asociada es de clase C™ en (0,+00) y existe un
operador diferencial con coeficientes constantes L = L(0,) de orden n € N tal que f(t) es
solucion de

L(f) = (i aig;> f(t) =0, con las condiciones iniciales (3.275)
i=0
f20)=0,---, f"2(0) = 0, f"(0) = ay. (3.276)

entonces Pig = P(u) es de clase C™ en (0,b) y cualquier solucion de la ecuacion integral
3.258 debe ser solucion de la ecuacion integro-diferencial

(i(—cwaj(f;) P(u)=aq [ Plu-y)glu)dy, 0<u<b|  (3:277)

J=0

con las condiciones de frontera:

P(b)=1, Pi(b)=0,i=1,---,n— 1. (3.278)

La demostracién es inmediata, teniendo en cuenta la proposiciéon 3.6.10, en la pagina
163.

A continuacién vamos a deducir una solucion de la ecuacién 3.277.

Corolario 3.6.3.  Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f, de clase C™ en

(0, 4+00) para la cual se cumple 3.275 y 3.276, entonces la solucion de la ecuacion integro
diferencial 3.277 satisface:

Yizo Qi(b)or(u)
A(b)

Plu) = (3.279)

Donde:
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a5 (b) opa(b) 1 opy (D) an1 (D)

Qu(b) = det | 70(D) Tee1(D) 0 ap41 (D) O (3.280)
) o1 (b) 0 opii(b) on -1 (0)
ag(b)  ai(b) an-1(b)

ak(u):$5i+m(u), A®) =] oo(b) () - o,y (b)], (3.281)
_ 08*:1(1)) op H(b) o opi(b)

Demostracion.  La demostracion es inmediata teniendo en cuenta las proposiciones
3.6.11 y 3.6.12.

]

Como ejemplo, supongamos que los tiempos de espera siguen una distribucion expo-
nencial de pardmetro A\, 7; ~ €(A).

Proposiciéon 3.6.13. En el caso en que 7; ~ €(\) y los saltos tienen una funcion de
distribucion G(y), con funcién de densidad g(y), se verifica la siguiente identidad:

RO
PO = 3G =D+

(3.282)

En el caso en que los tiempos de espera tengan una distribucion exponencial de para-
metro A, 7; ~ €(\),V i € N y los saltos sigan una distribucién exponencial de parametro
v, Yj~ €(),V j € N se deduce de forma inmediata el siguiente corolario:

Corolario 3.6.4. Cuando los tiempos de espera tienen una distribucion exponencial de
pardmetro X\ y los saltos siguen también una distribucion exponencial de pardmetro v se
cumple:

/y Ae(z_’_}/)u
P < ) 2
(u) 7—%6(%_7)”’ Si\# cy (3.283)
1
P(u) = 11’;1;, SIA=cy (3.284)

Las demostraciones son triviales teniendo en cuenta los resultados previos.

Vamos a estudiar ahora la probabilidad de que el primer escape sea por la barrera
superior suponiendo el tiempo de partida no de renovacion, es decir, partiendo de
X, =u, r € (0,71). Las demostraciones siguen el mismo razonamiento que para el caso
en que el tiempo inicial es un tiempo de renovacion.
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Proposicion 3.6.14. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de X, = u, 7 =1, Y1 =y, r € (0,7) y los saltos tomando
valores en [0, 4+00) verifica la siguiente identidad:

u.S _ Uu.S _ U.S r__ 7
PE,T,T1=1,Y1=Z/ - PEm,&*:l’,Yl:y - [{l’>b*T"}ﬂ{yeR} + PE,rl[{l/gb*T“}m{ogygu+cl/}7 r=1i—-r

(3.285)

Demostracion.  Condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimen-
sional (11, Y1), razonando como en la proposicién 3.6.5 en la pagina 158, obtenemos 3.285.

]

Proposicion 3.6.15. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior partiendo de X, = u € [0,b], &~ = z, r € (0,71) satisface la siguiente
ecuacion integral:

ppp = PO T e Y [ s v s
P(ru,2) = F('}L)Zu> + cFl(z) / - f(z+t_cu)/0tp(t—y)g(y) dydt|  (3.287)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema de la probabilidad total, la proposicion
3.6.14 y razonando como en la proposicion 3.6.6 en la pagina 159, obtenemos 3.287.

[]

Se trata de una ecuacion integral que, aunque tiene soluciéon tunica, en general no es
posible resolver de forma cerrada. Es interesante la siguiente proposicién.

Proposiciéon 3.6.16. Supongamos que F' tiene funcion de densidad f, de clase C™ en
(0,00) y que existe un operador diferencial lineal con coeficientes constantes L = L(0,)
de orden n € N tal que f resuelve:

n aj
L(f) = (Z ajatj) flz+1)=0 (3.288)
§=0
con condiciones iniciales:
fi(2) =bj, paraj =0,--- ,n— 1L (3.289)

Entonces P(r,u,z) € C™ y es solucion de la siguiente ecuacion integro diferencial:
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n P n—1
[Z(—c)iaia.] P(r,u,z) = A+ Y Bill*(u) | donde: (3.290)
i=0 ot k=0
A ! an b (3.291)
= anp — — a _ .
0 ) & kOk—1,
" , u OFTI (u
B, = (~) [ > a1 ) = [P o)y, 1w = T (3.200)
i=k+1 0 u
Con condiciones de frontera en x = b:
P(r,b,2) =1, Plr,b,z) = — L rme) (3.203)
r,b,z) = r0,2) = —=—~ — 3 < :
Y ’ Y cF(z) F(z)c ’
P/ b 2) =~ () =g ET0) — = fIT () (3.299)
= — = — z — = .
o F(2)c? F(2)c? F(z)c ’
P = (O P O 2 () S, ek
r.b,z) = o) z 7o) =\ z , parak=1,--- n—1.
(3.295)
O mas brevemente:
PE(r b, 2) = (—1)FHt pre1y L kf (_1>k_1_i FEITTD), parak =0, n—1
o F(z)ck cF(z) g\ ¢ ’ T ’
(3.296)
-1
si asumimos que f~1(2) = —F(2) y > =0. P(u) es la solucién de la ecuacidn integro-
0

diferencial 3.256 obtenida en la propgz’cién 3.6.10, en la pagina 163.

A partir de la anterior proposicién es sencillo encontrar una solucién de 3.287.

Corolario 3.6.5. Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f, de clase C™ en
(0,00) para la cual se cumple 3.288 y 3.289, entonces la solucion de la ecuacion integro
diferencial 3.290 satisface la expresion:

donde : (3.297)
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(Am(u) +T(u)) —m(u) —mo(u) ... —mu(u)
Uo(b) Qoo aop1 e ao(n—1)
O(b,u) = : (3.298)
Ul(b) a0 an e A1(n-1)
op—1(b) An-1)0 An-1)1 -+ Gn—1)n—1)
Qoo Qo1 T Ao(n—1)
A(b) = aio a11 e A1(n—1) , Qij = 7Tj+1+i<b>, pami = 0, e, N — 1,
A(n-1)0 Qn-1)1 *°° An-1)(n-1)

(3.299)

270 Jy—ico sL(s) ouk 270 Jy—ico = (s)
(3.300)
_(_1)i+1 1\’ i—1 i i IR A i—1—j j
0 =Gy (o) 1A -T0 - oS (T) e,
(3.301)

para g =0,--- ,n—1.

En los articulos Escape probabilities of compound renewal processes with drift, de proxima publi-
cacion, The two barrier escape problem for compound renewal processes with two-sided jumps, [153],
A semi-deterministic random walk with resetting, [151], y Escape Probabilities from an Interval for
Compound Poisson Processes with Drift, [152], realizamos un estudio exhaustivo de las probabilida-
des de escape de la zona [0, b], obteniendo resultados relevantes para una amplia variedad de casos.
El estudio de la probabilidad de escape de un determinado intervalo es de suma importancia, no
unicamente desde un punto de vista tedrico, en diferentes disciplinas cientificas. Un ejemplo evidente
son las ciencias actuariales y financieras en las cuales el estudio de las probabilidades de “ruina” y de
“supervivencia” son uno de los temas destacados de estudio; en el anterior articulo obtenemos dichas
probabilidades a partir de las expresiones obtenidas para la probabilidad de escape del intervalo [0, b]
haciendo b — +00, lo cual nos proporciona la “probabilidad de supervivencia” (N(u)), la probabili-
dad de que el proceso no salga del intervalo por la barrera inferior; evidentemente, la “probabilidad
de ruina” serd R(u) = 1 — N(u). Recordando el corolario 3.6.4, en la pagina 167, si en la férmula
3.283 hacemos b — +00 obtenemos para la probabilidad de supervivencia:

A oo
N(u)=1- me“ a (3.302)

Con lo cual, la probabilidad de ruina sera:
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R(u)=1—N(u) = —e ¢

3.303
- (3309

Resultados clasicos son, también, el estudio de la probabilidad de ruina en el caso en que
T; ~ £.(2,\) y Y; ~ €(7). Siguiendo el mismo razonamiento obtenemos:

N(w) = 1= (14 2)e, Rw) = (14 2)em

v il

siendo 7y la tnica raiz negativa de la conocida en la literatura especializada como ecuacion de
Lundberg. Son interesantes los articulos [8] de A. I. Bergel, R. M. R. Cardoso, A. D. R. Dos Reis and
E. V. Rodriguez-Martinez donde estudian la probabilidad de primera llegada a la barrera superior
y de ruina, [24] de D. C. M. Dickson y C. Hipp y [25] de D. C. M. Dickson y G. E. Willmot
donde se obtienen, siguiendo otros razonamientos, las férmulas anteriores para las probabilidades de
supervivencia y ruina. Manuales de referencia imprescindibles donde se estudian la probabilidad de
ruina, la de supervivencia y otros temas relacionados en un amplio contexto tedrico son [2] de S.
Asmussen, [107] de T. Mikosch entre otros.

3.6.4. Relacion con los procesos de difusion.

En la proposicion 3.2.6, en la pagina 55, y en el corolario 3.2.2, en la pagina 54, se demos-
tré que los procesos estocasticos de renovacion compuestos con deriva, en general, no son procesos
markovianos con probabilidades de transiciéon estacionarias.

En la definicién 3.6.1, en la pagina 136, habiamos definido el suceso “escape de la zona [0, b]
en un tiempo t, {X; ¢ [0,0]}” y deducido su probabilidad:

P(X; ¢ [0,b]) =1— Jio:o G (u+ ct)p, + Jio G™(u + ct — b)py,.

Para los procesos compuestos de Poisson y los pseudo-poisonnianos es conocida la expresion
para las probabilidades de transicién:3

+oo n
P(Xyr € A/X, =a)=e"> (&nt‘)K”(x,A), t >0,
n=0 :

siendo K un ntcleo estocastico que proporciona las probabilidades de transicion del proceso de
Markov, A € & un suceso cualquiera, a el parametro de las variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas (exponenciales de parametro «, 7; ~ €(a) que definen el proceso de
Poisson ordinario N (t)).
Si consideramos A = —[0,b] la semejanza entre las dos férmulas es evidente, pero hay una
diferencia fundamental: el hecho de que no sea un proceso de Markov con probabilidades de transicion
estacionarias impide usar las ecuaciones prospectiva y retrospectiva de Kolmogorov para hallar las

35 Hay un estudio muy interesante en Feller, Introduccion a la teoria de la probabilidad, Vol II, pag. 366 vy siguientes.
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probabilidades de transicion. Otra es que, mientras en los procesos de salto las trayectorias entre dos
saltos permanecen constantes, en los procesos de renovaciéon compuestos con deriva se produce un
incremento lineal, que viene dado por la deriva; no obstante es facil considerar un proceso estocéstico
de saltos puro dado por {Yi}i50 / Yi= X —ct Vit > 0.

Pese a las diferencias que acabamos de senalar entre los procesos de difusion (en particular el
movimiento browniano) y el proceso de renovacién compuesto con deriva, es notable la “semejanza”
de resultados obtenidos. Por ejemplo, habiamos obtenido en la proposiciéon 3.5.2; en la pagina 134,
para la probabilidad de llegada a la barrera superior (sin antes haber llegado a la inferior o haber
salido de la zona [0,b]) partiendo de Xy = u, suponiendo distribucién exponencial tanto para los
tiempos de espera como para los saltos la siguiente formula:

c
\/()\ + ¢y)? — 4gey

Férmula que podemos expresar como:

Py = [ (4 1) — €200y )] e (0.8,

1

r —Te

Py = [ (y ) — e (v + 1), w € [0,0).
Vamos a definir una funcion escala (“scale function”, en terminologia habitual en el movimiento
browniano), que mida la “escala” de un determinado punto z al punto de partida wu:

s(a,u) = T (y ) — 2T (y 1),

Teniendo en cuenta que hemos definido Py como la probabilidad de llegar a b sin antes haber
llegado a 0 partiendo de Xy = u, se puede interpretar como la “probabilidad de llegar a b antes que a
0 partiendo de Xo = u” y por lo tanto, la probabilidad de llegar a 0 antes que a b, Fy,, condicionada
por Xy = u sera su complementaria. Tenemos:

Fo=1-Fj=1- [0y 7y) — e (y 4 1y) | =

rn —r

T — Ty — [e“(b’“) (v +7r1) — et (y + 7“2)} [e”(b’“) (y+71) — ezt (y + 7’2)} —(r1 —1m2)
r — T2 o —T1 .

Y teniendo en cuenta que

s(u,u) = e (y ) — e (y o) =1 — 1y,
podemos concluir que
n S<b) U) _ S(u7 U)
Po,o = )

o —7

que nos lleva a la conclusion de que la probabilidad de llegar a 0 antes que a b empezando en u
es proporcional a la distancia entre by w (si interpretamos s(b, u) — s(u,u) como la distancia entre
by u) , la conocida propiedad del movimiento browniano.
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Capitulo 4

Procesos de renovacion compuestos con correlacion salto-tiempo y con
deriva. Estudio markovianidad.

En este capitulo vamos a estudiar los procesos de renovacién compuestos con deriva asumiendo
la existencia de correlacién entre los tiempos de espera {7;};en y los saltos {Y]}jen. En la seccion
3.1 definimos los procesos de renovacién compuestos con deriva (definicién 3.1.1 en la pagina 50)
asumiendo independencia entre los tiempos de espera {7; };en y los saltos {Y}}en; sin embargo, en un
estudio general, se puede considerar la existencia de correlaciéon entre ambos. Esa es la hipotesis que
asumiremos a lo largo de todo el capitulo, vamos a suponer dependencia (posible) entre 7; y Y;, i € N;
es decir, el tamano del salto Y; depende del anterior tiempo de espera 7;. Salvo que se indique lo
contrario, denotamos por h(z,y) la funcién de densidad de la variable aleatoria (7;,Y;) V i € N,
H(z,y) su funcién de distribucién, f(x) la funcién de densidad de la variable aleatoria 7; Vi € N,
F(z) su funcién de distribucion, g¢,,(y) la funcién de densidad de la variable aleatoria Y; V i €
N condicionada por el valor que tome la variable aleatoria 7;, G, (y) su funcién de distribucién
condicionada, gT(t)(y) la funcion de densidad de la variable aleatoria Y; V ¢ € N condicionada por el
valor que tome la variable aleatoria 7; — 2z, 2 > 0y G, (y) su funcién de distribucién condicionada.

Aunque la literatura suponiendo correlacién entre tiempos de espera y saltos no es tan abun-
dante como en el caso no correlacionado, merecen ser citados estudios como [1] de H. Albrecher y
O. J. Boxmab, en el cual se estudia un modelo de riesgo asumiendo dependencia entre el tiempo de
espera para la siguiente “reclamacion” y el tamafio de la anterior “reclamacion”; con nuestra nota-
ci6én, asumen dependencia de 741 con Y. También es interesante el articulo [115], de M. Montero y
J. Masoliver donde se estudia CTRW con dependencia entre tiempos de espera y saltos, y también
modelos con dependencia entre tiempos de espera consecutivos. Otros articulos interesantes son [56]
de G. Giacomin, [103] de J. Masoliver, M. Montero, J. Perellé y G. H. Weiss, [109] de E. W. Montroll
y G. H. Weiss, [111] y [112] de J. Villarroel y M. Montero, [137] de V. P. Shkilev, [145] de F. L.
Toninelli, [147] de J. Veldzquez and A. Robledo, [156] de K. C. Yuen, J. Guob and X. Wu,...

El capitulo esta estructurado de la siguiente forma:

= En la primera seccién deduciremos la ley de probabilidad del proceso, tanto condicionada como
no condicionada.

= En la segunda seccion estudiaremos los tiempos de escape y de primera llegada a la barrera
superior, deduciendo las ecuaciones integrales.

= En la tercera seccién estudiaremos la probabilidad de primera llegada a la barrera superior.
Deduciremos sus ecuaciones integrales, aunque no las resolveremos.

» En la cuarta seccion estudiaremos la probabilidad de escape de la zona [0, b], deduciendo sus
ecuaciones integrales.
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4.1. Ley de probabilidad no condicionada. Ley de probabi-
lidad condicionada. Estudio markovianidad.

En esta seccién vamos a estudiar la ley de probabilidad del proceso. Las demostraciones, dada
la semejanza con las aportadas en el caso no correlacionado, se suprimen por razones de brevedad.

4.1.1. Ley de probabilidad no condicionada.

Vamos a deducir la ley de probabilidad no condicionada. En la seccién 2.2, en la pagina 42,
definimos los procesos de renovaciéon compuestos, asumiendo la independencia entre los tiempos de
espera {7;};en y los saltos {Y]};en (definicién 2.2.1). Siguiendo el mismo esquema de razonamiento
y recordando la proposicion 2.2.1, en la pagina 42, obtenemos:

Proposicién 4.1.1. La funcion de densidad de la variable aleatoria Sy, t > 0 se puede descomponer
en la suma:

A

o) = ) - (1= F@) + e [ e dpe [T e (1= flo)- s(lji(?<é;ﬁ-(f/}/<l;)/k>> @

1)

siendo 6o(x) la funcion Delta de Dirac y ¢ (p/k) la funcion caracteristica de la variable aleatoria
Y1 condicionada por N(t) =k, k=0,---.

Una vez que hemos hallado la funciéon de densidad de la variable aleatoria S;, ¢ > 0 es tri-
vial deducir la de Xy, ¢t > 0 (por simplicidad en los razonamientos, sin pérdida de generalidad,
consideramos X; = ¢t + Sy, ¥Vt > 0). Tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién 4.1.2. La variable aleatoria X, t > 0 tiene la siguiente funcion de densidad:

th(ZL’) = fSt(I - Ct) (42)

A continuacién vamos a deducir la ley de probabilidad condicionada.

4.1.2. Ley de probabilidad condicionada.

Cuando el tiempo inicial r € [t,,t,41), n € N no es un tiempo de renovacién se deduce la
siguiente proposicion:

Proposicién 4.1.3. La variable aleatoria S,,n, h > 0 condicionada por S, = x tiene la siguiente
funcion de densidad:

fSins8=2(y) = do(y — 2)P(&F > h)+ (4.3)

1 +Ooe—ip(y—w) k ho[rtic es(h_l)[l_f(s)] dsdo(l/m d
i I T TR
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siendo 6(y — x) la funcion § de Dirac, ¥(p/k) la funcion caracteristica de la variable aleatoria
Y1 condicionada por N(r +h) — N(r) =k, k=1,---, ¢(1/r) la funcidn de distribucion de & y
eligiendo v € R de forma adecuada.

Si el tiempo de partida es un tiempo de renovacion t,, es trivial deducir el siguiente corolario:

Corolario 4.1.1. La variable aleatoria Si,+n, h > 0 condicionada por S;, = z tiene la siguiente
funcion de densidad:

) =ty = g | e [ LT

(4.4

siendo 6(y — x) la funcion & de Dirac, ¥(p/k) la funcion caracteristica de la variable aleatoria Yy
condicionada por N(h) =k, k=0,--- y eligiendo v € R de forma adecuada.

A continuacién vamos a estudiar la ley de probabilidad del proceso {X;}:>o condicionada por
N(t)
Xy = u, donde vamos a considerar el proceso X; = u + ct + Z Y, V t > 0 cuando partimos de
k=0
Xo = u (teniendo en cuenta los razonamientos de la seccién 2.2, pagina 42).

Proposiciéon 4.1.4. La variable aleatoria X;, t > 0, condicionada por Xg = u, u € R, tiene la
siguiente funcion de densidad:

fx (@) = fs,(x —u —ct) (4.5)

Para la funcién de densidad de la variable aleatoria X;, ¢ > 0 condicionada por X, =y, y €
R, r € (0,%;) es inmediata la deduccién del siguiente resultado:

Proposicién 4.1.5. La variable aleatoria X;, t > r, condicionada por X, =y, y € R, r € (0,11)
tiene la siguiente funcion de densidad:

Ix x=y(2) = fs,/8,=y—cr(T — ) (4.6)

La demostracion es semejante a la de la proposicion 3.1.3, en la pagina 51.

4.1.3. Estudio markovianidad.

De forma inmediata se comprueba (siguiendo los mismo razonamientos) que todos los resultados
de la seccion 3.2, en la pagina 53, son validos en el caso de que asumamos correlacion entre los tiempos
de espera {7;}ien v los saltos {Y}en.
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4.2. Tiempos de escape. Tiempos de primera llegada a la
barrera superior. Correlacién entre tiempo de espera y
salto.

En esta seccion vamos a estudiar los denominados tiempos de escape aceptando como hipotesis

la existencia de correlacion entre los tiempos de espera 7; y los saltos Y;, ¢ € N.
Se deduce el siguiente lema (razonando de modo semejante al lema 3.3.1, en la pagina 57):

Lema 4.2.1. La distribucion del vector (&, Yn(y+1) condicionada por ¢ = (X, = u, 8 = z)
satisface la siguiente identidad:

P& € A, YNy € dy,/ ) = = f(z + D)g-(y) dldy, dondeT(l) =7 —2=1—= (4.7)

1
F(z)

Siendo gq)(y) la funcion de densidad de Yy condicionada por el valor que tome 7 — 2.

Demostracion.  En efecto, tenemos:(denotamos ¢ = (X, = u, & = z))

+o0
P& € Al Yngpy € dy,/3) =Y P& € Al Ynpy11 € dy/N(r) =k, X, =u, & = 2)P(N(r) = k,/5)

k=0
+oo

= Z]P)(éar—i_ S dlayN(r)+1 € dy/N(?") = kaXr = uvtN(r) =T —=Z,TN(r)+1 > Z)]P(N(?") = k/5> =1
k=0

_JiOP(TkH—ZE dl,Yp1 € dy, N(r) =k, X, = u, tp =7 — 2,71 > 2)
B P(N(r) =k X, =u,ty =1 — 2, Tg11 > 2)

P(N(r) = k/&) =

*Z (a1 € [1+ 2,14 2+ Al), Yisy € dY)P(N(r) = k, X, = u, t), = r — 2)
= P(N(r) =k, X, = u,ty, =1 — 2)P(1p11 > 2)

P(N(r)=k/d)="2

:IP’(ﬁE[l+z,l+z+Al) Y; € dy) © ZP . ):]P’(Tlé[l+z,l+z+Al),Y1€ dy) 3
]P)(Tl > Z) ]P(Tl > Z)

- ng)f(z 0)grye(y) dl dy = ng)f(z 1) e (y) dl dy.!

]

A continuacién vamos a estudiar los tiempos de primera llegada a un nivel dado b, y salvo que
se indique lo contrario partimos de X, = u, u € [0,b], pudiendo ser el tiempo inicial un tiempo de
renovacion o no. Las demostraciones siguen el mismo esquema de razonamiento que en el caso no
correlacionado (seccién 3.3, en la pagina 56) y por lo tanto se dan de forma abreviada o se suprimen
en los casos triviales.

! Teniendo en cuenta resultados ya conocidos respecto a la variable &, lema 2.1.3, en la pdgina 24.

2Teniendo en cuenta que Try1 es independiente de (N(r) = k, X, = u,ty = r — z), y lo mismo ocurre con
(Th+1, Yit1)-

3 Teniendo en cuenta que P(N(r) = k&) es una probabilidad, y por lo tanto el sumatorio da la unidad.

“Denotamos (1) = 7y — z = | — z por comodidad. Evidentemente, cuando z =0, g,q)(y) = g (y).
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4.2.1. Tiempos de primera llegada a la barrera superior. Ecuaciones
integrales.

Vamos a calcular el tiempo medio de primera llegada a un nivel dado b > 0, para lo cual haremos
uso de las definiciones y resultados obtenidos en la subseccion 3.3.1, en la pagina 57. Teniendo en
cuenta la definicién de la funcién media para los tiempos de primera llegada (definicién 3.3.7, en la
pagina 63) obtenemos:

Teorema 4.2.1. El tiempo medio de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de Xo = u, u € [0, b]
satisface la siguiente ecuacion integral:

M) = U L v i ) ayar (48)

C C C C

Demostracion.  En efecto, teniendo en cuenta el teorema 3.3.1, en la pagina 59 obtenemos:

b—u

E(tz/XO =u) = E[I{T1>%}/XO = u] + E[(m1 + tﬁ))j{ﬁS%M-FCﬁ—bSKSu-i-Cﬂ}/XO =u =

_b—u

/E[I{TI>M}/71 = l,}/l = y,Xo = U]P(Tl - dl,}/l c dy/XO — U)+

+/E[(7'1 _'_tf)l{ngbfTu,quCﬁfngl§u+c7'1}/7-1 = Z,Yl = y7XO = U]P(Tl € dl,Yl c dy/XO = U) =

b_u u+-cl
/b, dl+/ / U+E# /7 =1,Y: =y, Xo = wh(l,y) dy dl.

C +cl— b

Teniendo en cuenta que #.” < i x,, ¥ dando un cambio adecuado de variable obtenemos 4.8.
O

En el caso en que el tiempo de partida no sea un tiempo de renovacién obtenemos el siguiente
resultado:

Teorema 4.2.2. El tiempo medio de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de 0 < r < 7, X, =
u, u € [0,b], & = z, satisface la siguiente ecuacion integral (donotamos & = (X, =u, & = 2)):

h— F b— u .
M(r,u,z) = Cu (';—i(_z //tbt Cu—i—Mt— )]f(z—kti)gT(t u)( )dy dt

4.9)

Demostracion.  Teniendo en cuenta la identidad obtenida en el teorema 3.3.2, en la pagina 63,
calculando la media condicionando por los valores que toma (&7, Y;), obtenemos:
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E(, /) = E(C "

I{gj>b_Tu}/6’) T E[<£T+ - t;”lzu)I{éﬁﬁb_Tu,u+cé",,.+—b§Y1§u+c&+}/5:] =
b—
- TU/E[I{&BFT“}/éT =1Y, =y, P& € dl, Y, € dy /&) +
+/ E[(&" + ) ot <vms wrast vevicuresty/ 6 = LY1 =y, 6P(E" € Y1 € dI/5) =

b_
_ T“/I{D%M}P(gﬁ e dl,Y; € dy,/&)+

+/I{l§b77u,u+cl7b§y§u+cl}[l + E(tﬁju/®@7‘+ = I7Y1 =Y, 5)]P<£7“+ € dl7Y'1 S dy/&) =

b—u F
c

u—+cl —|—l
+/ /u+cl bl+E(tu+cz y/Xo=u+cl—y)]f(F(>)grz)( ) dy dl.

Teniendo en cuenta la equidistribucién e independencia de ¢° et —v,Y tru, y dando un cambio
adecuado de variable, obtenemos 4.9.
m

4.2.2. Tiempos de escape de la zona [0,b]. Ecuaciones integrales.

A continuacion vamos a estudiar los tiempos de escape. Lo mismo que en el estudio de los
tiempos de primera llegada, salvo que se indique lo contrario el proceso parte de X, = u, u € [0, b],
pudiendo ser el tiempo inicial un tiempo de renovacion o no. Teniendo en cuenta las definiciones y
resultados obtenidos en la subseccién 3.3.2, en la pagina 67, obtenemos:

Teorema 4.2.3. El tiempo medio de escape de la zona [0,b] partiendo de to = 0, Xy = u, u € [0, b]
satisface la siguiente ecuacion integral:

M (u) :/0 T - F) at +i/j /tth(t - y)h(t_cu,y) dy dt (4.10)

Demostracion.  Que u+ X, € [0,b] implica:

0<u+cn—-Y  <b=-u—-cn<-Y1<b—u—-cn=>u+tcry—-b<Y, <u+ecmn.

Con lo cual, teniendo en cuenta el teorema 3.3.5 en la pagina 68 obtenemos:

5 . + — o .
Teniendo en cuenta que I{éa7¢>b;u}, I{éaﬁgb;u?wcg —b<vi<utesty S0n 0(67,Y1,G)— medibles.
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b—
E(tlP /Xy = u) = TUE(I{TDZ"—“}/XO = u)+

+]E(71[{T1§“T“}/X0 =u)+ E[tﬁo’b]l{ﬁg%Tu}]{wmfbgylgwm}/)(o =u| =
b—u
_ T/I{Db,Tu}P(T1 e dl) +/u{,§b%u}13(71 e di)+

+/Il<b u}[{u+cl b<y<u+cl}E[ ]/Tl —l le - y7X0 - O]P(Tl € dl,Yi € dy)

Razonando como en el teorema 3.3.7, en la pagina 72, obtenemos 4.10.

O
En el caso de que el tiempo inicial, r, no sea un tiempo de renovacion deducimos:
Teorema 4.2.4. El tiempo medio de escape de la zona [0,b] partiendo de X, = u € [0,b], & =
z, 0 < r <7 satisface la siguiente ecuacion integral:

M ! = F d ! ol M dydt P
U, Z) = = 1—-F(z+1)) dt + —= // t— 2—1—7 ( t
(nw) = g [ Q= Fern des o [0 M=y )90)(y) dy

(4.11)

Demostracion.  Teniendo en cuenta la identidad obtenida en el teorema 3.3.6, en la pagina 70
obtenemos:

—u N _ -
E(tf/ ) = — Bl sz /G +E(E T comay /O TR (5 comuy Lo -psvisrenty/0) =
b
= Tu/]E[[{é"f>b_T“}/g;”+ =11 = yao_:]]P)(éarJr € dl,Yi € dy/5>+

+/JE[£T+1{&+§,_T“}/@+ — 1Y, =y, AP(EF € dI,Y; € dy,/ &)+

+/E /[Ob I{5+§%}[{U+C£T+—bSYlSu+cz§’T+}/éar+ = l,Yi = y,é"]]P(éjf € dl’Yi € dy/5>

Razonando como en el teorema 3.3.8, en la pagina 73, obtenemos 4.11.
O

6 Siendo 9rt)(y), la funcion de densidad de los saltos condicionada por el valor que toma la variable aleatoria
m—z Tt) = —2z=1t—2.
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4.2.3. Ley de probabilidad de los tiempos de primera llegada a la barrera
superior. Ecuaciones integrales.

A continuacién vamos a estudiar la ley de probabilidad de los tiempos de primera llegada y de
escape. Razonando igual que en la subseccion 3.3.3, en la pagina 74, deducimos:

Teorema 4.2.5. La ley de probabilidad del tiempo de primera llegada al nivel b > 0 partiendo del

origen, con Xo = u, u € [0,b], satisface la siguiente ecuacion integral:

b—u
s ST > obtenemos:

Pmmg:Ff_“y+f[ﬂ:p@_%x_t_“mﬁ_“wy@m (4.12)

U
obtenemos:

b—
n St <

u-+cx t — t —
Plu; ) = / ./ Pt —yir— =Y ) dydt (4.13)
u t—b

C C

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.3.1, en la pagina 59:

b—u'

Cc

s Siz >

“+o0o “+oo
P(th <z/Xo=u) =/ / Pty <z/m=1,Y1 =y, Xo=u)h(l,y)dydl =
0 —00

+00 b—u
= [),u / P(7 <z/7=101,Y1=y,Xo=u)h(l,y)dydl+

u+-cl ,
+/ / Pr+tP <a/m =1Y, =y, Xo = w)h(l,y)dydl =

+cl—b

b— u u+cl
B F +/ / u+cl y Z/XO =u+cl— )h(l,y) dy di.

+cl— b

" Pues, como vimos antemormente, se cumplird que

P(T1 e dl,Y; € dy/Xo :u) :P(T1 e dl,Y; € dy)
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Dando un cambio adecuado de variable obtenemos 4.12.

b—u_

n Six <
c

—+o0 —+o0
P(tggx/onu):/ / P(tﬁSx/ﬁ:l,ley,onu)h(l,y)dydl:
0 —00

oo ptoo h—u
| T PCTE <asm = 1Y = g, Xo = wh(Ly) dy di+
AT B Cc

u+-cl ,
+/ / Plr+tP <a/m =1Y: =y, Xo = w)h(l,y)dydl =

+cl—b

u+-cl
_/ / Pt So—1/Xo = utd—yhlly)dydl.
u-+c

Dando un cambio de variable se obtiene de forma inmediata 4.13.

O

En el caso en que el tiempo de partida es un tiempo r, no de renovacion, se deduce el siguiente
teorema:

Teorema 4.2.6. La ley de probabilidad del tiempo de primera llegada al nivel b > 0, partiendo de

X, =u, ue|0,b], 0<r<m, & =z satisface la siquiente ecuacion integral:
» Six > Y se verifica:
F(z+ =) 1 b t—u, [t t—u
P(r,u,z;x — ¢~ + — / z+ /Pt— ;T — _t=uy (y) dy dt
(o sa) = S g 4 s [ e 5 [ Py )91 (0) dy

w S < U oge verifica:
C

1 utcz t—u, [? t—u
Plruzo) = s [0 fee =) [ Pl= o = = g ) dyde| (415

Demostracion.  Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el teorema 3.3.2, en la pagina 63, y
razonando como en 3.3.10, en la pagina 76, obtenemos

= Siz > "% condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (&1, Y))
tenemos (como de costumbre denotamos ¢ = (X, = u, & = z2))
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+oo p+oo
(tb < ZZ'/O' / / tbu < x/éar+ = laYN(r)+1 = y70_!)P(£)r+ € dlayN(r)Jrl € dy/a.‘) =

+o0 b—u
:/b /, P(T <z/E" =1,Ynps1 =y, 0)P(ET € dl, Y+ € dy,/F)+

b—u

u+cl
+/ / 1-b g++tb <z/E8 =1,YNem =y, 0)P(EF € dl, Yy € dy,/5) =
u-+c
Z+b u u+-cl
= +/ / lb <a-l/E =1, YN(r)+1 =Y, 0 HP(&E € dl Yt € dy/3).
u+-c

Mediante un cambio adecuado de variable se concluye trivialmente 4.14.

n Siz < b_T“ condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (&F,Y])
obtenemos

+oo p+oo
(tb < x/a / / tbu < :E/éaﬁ_ = l,YN(T)+11 = y,&)P(é‘? € dl,YN(r)+1 € dy/&) =

+oo  p+oo b—
= [ TR a8 =1 Yen =5 ARET € dLYigyn € dy/3)+

u4-cl
T / [ B 1 < a6 =1 Y = 0. BRE € ALYy € du/F) =
u+c

u+cl
- / / tbu <z- l/g:_ = laYN(r)+1 = y,&)]P)(éa:— € dlaYN(r)Jrl € dy/&’)

+cl—b

Dando un cambio de variable adecuado obtenemos 4.15.
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4.2.4. Ley de probabilidad de los tiempos de escape de la zona [0,0].
Ecuaciones integrales.

A continuaciéon vamos a deducir la ley de probabilidad de los tiempos de escape de la zona
[0, b]. Teniendo en cuenta la definicion 3.3.14 y razonando como en la subseccion 3.3.4 obtenemos:

Teorema 4.2.7. La ley de probabilidad de los tiempos de escape de la zona [0,b] partiendo del origen
con Xo =u, u € [0,b] satisface la siquiente ecuacion integral:

w Six > b;“ se verifica:

1 bt = t—
Plu;z) = _7/ / [1—P(t—y;:c— O h(—=E ) dyadt (4.16)
C Ju Jt—b & C
s Six < b;“ se verifica:
1 u+cx t t— t—
Plsa)=Fa) - [ [ {1 Pl —yio— ] =y ayar (4.17)
C Ju t—b C C

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.26, en la pagina 68, obtenemos:

= Siz> b’T“ condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (7, Y7)
y haciendo uso del teorema de la probabilidad total tendremos:

+oo +oo
PUOY <o/ Xo=u)= [ [ TPEY <0 m =135 =y, Xo = w)h(l,y) dy di =
0 —00

—00 C

+o0o +o0 b_u
:A / Py <a/m=1Y1 =y Xo=uwh(ly)dydl +°

b—u

+/ : / P(n<z/m=1Y =y Xo = wh(l,y) dy di+
0 yé¢[utcl—b,u+cl]

b_T“ u+-cl ,
* / / P(ri+t% <2,/m =1,Y1 =y, Xo = w)h(l,y) dydl =
0 u

+cl—b

b—u
c

== u—+cl [0,b]
— - /0 / 1= PSS <o—1/n=1Y =y, Xo=u)| h(l,y) dydl.

+cl—b

8 Pues se cumple

P(T1 e dl,Y; € dy/Xo :u) :P(T1 e dl,Y; € dy)
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De forma inmediata, dando un cambio adecuado de variable, obtenemos 4.16.

s Six < I’_T“ condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (11, Y})
y haciendo uso del teorema de la probabilidad total tendremos:

+oo ptoo
PR <a/Xo=u)= [ [ TP <am = 1Y =y, Xo = wh(Ly) dydl =
0 —00

too ptoo h—u
:ﬂ / P( <z/7=01Y1=y,Xo=u)h(l,y)dydi+

—00 C

b—u

[ P <a/m =Y =y, Xo=uh(l,y)dydi+
0 yé&[u+tcl—bu+tcl]

u+cl ,
+/ / P(r 4+t <z /1 = 1Y) =y, Xo = w)h(l,y) dydl =

+cl—b

u—+-cl [0 b]
/ / (0P, <o —1/m =1Y) =y, Xo = u)| A(l.y) dydL.

+cl— b
De forma inmediata se obtiene 4.17.

O

En el caso en que el tiempo de partida sea un tiempo no de renovacién r € (0,¢1) tenemos el
siguiente resultado (como de costumbre denotamos ¢ = (X, = u, & = 2)):

Teorema 4.2.8. La ley de probabilidad del tiempo de escape de la zona [0,b] partiendo de

X, =u, ue€|[0,b,0 <r <1, & =z satisface la siguiente ecuacion integral:

n Six > se cumple:

F u+cx _ _
Pryuzia) =1 — L) / [ 1= Pl =y = )] e+ g ) dy e
F( t—b c c

(4.19)

9Siendo, como es habitual, 9r)() la funcion de densidad de los saltos condicionada por el valor que tome la
variable aleatoria 1 — z.
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Demostracion.  En efecto, teniendo en cuenta los resultados obtenidos en el teorema 3.3.6, en la
péagina 70, y razonando como en el teorema 3.3.12, en la pagina 80, obtenemos:

= Six > b_T“, condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (&7, Y7)

(por comodidad usamos Y] 4 Yn@)41):

+0o0 +oo
Pt <o /0)= [ [ TBUSY <o/ = 1LY =y HPET € ALY € dy/) =

+o0 —+o00 —
= [T TR < g =1 = g R € ALY € dyso)t
=t J—oo C

b—

+/C
0

u—+tcl ,
+ / / P+ t10M <o /8% = 1Y, =y, 8)P(&F € dLY; € dy/5) =

+cl—b

/ P& <2/8 =LY =y HP(E € dLY; € dy/5)+
& u+cl—b,u+cl]

1 Bt putel [0,b] +_ .
== 0 {1 —Pltyiay <z - 0U/6 =111 = 3/70)} f(z+1Dg-0(y) dy di.

F(z) +el—b
Teniendo en cuenta la correlacién existente entre &+e Y; y que P(&F < z,/&F = 1,Y] =
Y,0) = Ij<q).
Trivialmente concluimos que efectivamente se verifica 4.18.
» Siz < % condicionando por los valores que toma la variable aleatoria bidimensional (&, Y7):
0,b] oo £10:D
PP < 3,/5) = / / < 2/8 =1Y, =y, HPE € dlY; € dy,/7) =

+o00 +o00 b _
= [ [ TR sass =L =y AP € dlYi € dy/d)+

b—

+/c
0

u-+tcl ,
+ / / P+t <o /8% = 1Y, =y, 6)P(&F € dLY; € dy/5) =
u+cl—b ’

/ P& <a/8 =LY =y P € dLY; € dy/5)+
¢ [u+cl—b,u+cl]

F u+cl
- <Z+x / / PSR <o —1/87 =1Yi = ,)] g0 () f(2+]) dy dl.

+cl— b

Teniendo en cuenta la correlacién existente entre & e Y y que
P& < ax/8F =1,Y1 = y,0) = Iy<ay. De forma inmediata, dando un cambio de variable
adecuado, obtenemos 4.19.
O

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



4.3 Probabilidades de primera llegada a la barrera superior. Caso correlacionado. 186

4.3. Probabilidades de primera llegada a la barrera supe-
rior. Caso correlacionado.

Una vez que hemos estudiado los tiempos medios de primera llegada a la barrera superior
y de escape, en el caso de existencia de correlacion entre 7;, y Y;, ¢ € N, vamos a estudiar la
probabilidad de escape y de primera llegada a la barrera superior suponiendo correlacion y partiendo
de Xo=uoX, =u, uecl0,b] Are(0t).

4.3.1. Probabilidad de llegar a la barrera superior antes de un cierto
tiempo .

A continuacién vamos a estudiar la probabilidad de que el proceso llegue a la barrera supe-
rior b sin previamente haber llegado a la barrera inferior, antes de un cierto tiempo =z > 0. Las
demostraciones siguen un esquema de razonamiento idéntico al de la subseccion 3.5.1, en la pagina
115.

Vamos a deducir una ecuacién integral para la probabilidad de llegar a b antes de z € R*
partiendo de X, = .

Teorema 4.3.1. La probabilidad de llegar a b, antes de x € RY, x > ®=% partiendo de Xo = u, que
denotamos por By, satisface la siguiente ecuacion integral:

Py, = / / PV b ) dyd (4.20)

Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema 3.5.1, en la pagina 117 y razonando como en el teorema
3.5.2, obtenemos:

+oo
Five = [ Blonrmo P € dLYie dy/Xo=w) = [ [ hly)dyai+

utel +00 u+cl
+/ / Pih(y)dydl =1 = [T f dl+/ / PRl y) dy di.
utcl—b b_c u+tcxl—b

d _
a4 P’u,+c7’1 Y1

Teniendo en cuenta que se cumple P, b0sm s deducimos mediante cdlculos triviales

4.20.
[l

En el caso en que z < =%

Teorema 4.3.2. La probabilidad de llegar a b, antes de v € RT, z < b_T“ partiendo de Xog = u, que
denotamos por By, satisface la siguiente ecuacion integral:

]_ u+cx t t—rc
pu / / P h(E=E )yt 421
b,0x c Ju b b,0z—1=% ( c y) Y ( )

10 Teniendo en cuenta que la variable aleatoria bidimensional (11,Y1) es independiente de Xo = u.
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Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema 3.5.3, en la pagina 118, y razonando como en el teorema
3.5.4 obtenemos:

x  puicl
P = [ BloerinimP(n € ALY € dy/Xo=u) =" [* [77 P h(t.y) dyal =
u-rcl—
Teniendo en cuenta que se cumple Py, = gf&c_ﬁn_yl, obtenemos:

x  putcl
a /o /u Pljfa;ci?yh(l, y) dy dl.

+cl—b

Dando un cambio de variable adecuado obtenemos efectivamente 4.21.
O]

Vamos a estudiar la probabilidad de llegar a b partiendo de un tiempo r € (0,¢;) antes de un
tiempo z € R*:

Teorema 4.3.3. La probabilidad de llegar a b antes de x € (0,+00), = > b%“ partiendo de X, =
u, 6 = z, que denotamos por By, satisface la siguiente ecuacion integral:

F(z + v

1 b t —Uu t
Pu'rz = _ c + — / —+ / Pt—y - - du dt 199
" F(z) cF(2) Ju Fet =) | | Bontzurizey () dy (4.22)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.5.5, en la pagina 119, el teorema de la probabilidad
total y el lema 4.2.1, en la pagina 176 (y razonando como en el teorema 3.5.6, en la pagina 120)
obtenemos:

) . . +00 241l
B = /Pb,r,ﬁ:l,Yl:yP(éjj_ e dl'Y, € dy/o) = /b;u /Rf(F(z))

g-a(y) dl" dy+

bmu el /
+ /O ) / by Mgﬂz/)(y)dl’dyz

her—p O F(z)

o 2+ 1) e (1)
— L g (y)dl'd / / pytet vans ~an(y) dl dy.
/bcu /R F(z) gr)(y) v 0 wrar—s TP (2) 9r)(y) Y

i PqucéTL -

a7 obtenemos

Puesto que en el lema 3.5.2, en la pagina 116, demostramos que ..,

trivialmente 4.22.
O

En el caso en que x < b;“:

Y Teniendo en cuenta que la variable aleatoria bidimensional (11,Y1) no se ve influenciada por el valor que toma

X():U.
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Teorema 4.3.4. La probabilidad de llegar a b antes de x € (0,+00), © < I’_T“ partiendo de X, =
u, & =z, que denotamos por P . satisface la siguiente ecuacion integral:

T

1

u—+cx t_u
pe :_7/ / Pl g (y) dtd 4.23
b,rz wa(z) u (f<Z + c ) iy bOz—t gT( ( ) Y ( )

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.5.7, en la pagina 121, el teorema de la probabilidad
total y el lema 4.2.1 (y razonando como en los teoremas 4.3.3 y 3.5.8, en la pagina 122) obtenemos
4.23.

O

4.3.2. Probabilidad de llegar a la barrera superior en general.

A continuacién vamos a estudiar las probabilidades de llegar a la barrera superior, sin fijar
un horizonte finito de tiempo. Razonando como en la seccion 3.5.2, en la pagina 123, se deducen de
forma trivial los siguientes resultados:

Teorema 4.3.5. La probabilidad de llegar a b partiendo de Xo = u, By, satisface la siguiente
ecuacion integral:

u —b—u, 1 bt t—u
Blo=FE—)+~ [ [ Bovn

. ,y)dy dt (4.24)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.5.9, en la pagina 124, el teorema de la probabilidad
total y la correlaciéon existente entre 7; y Y;, razonando como en el teorema 3.5.10, en la pagina 125,
obtenemos:

+cl
Pbo_/PbOTl i, P(m € dLY; € dy/Xo = u) = 12/ / () dde—/ /  Bihlly)dydl =
u-+tc

u+cl
Py h(ly) dydl.
u+cl—b
Teniendo en cuenta que se cumple Py’ P“aL ‘1Y se verifica:

Pb()

/ PR y) dy .
u+cl—b

Dando un cambio de variable adecuado obtenemos 4.24.

Si partimos de X, = u, r € (0,71) se deduce de forma trivial el siguiente teorema:

2Teniendo en cuenta la independencia entre (71,Y1) y Xo = u.
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Teorema 4.3.6. La probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u, r € (0,71), & = z, que
denotamos por By, satisface la siguiente ecuacidn integral:

F(z+ ) 1 n t—u, [t
B = =~ = PYg 1w dy dt 4.25
R Eimnar et A (CE el T B (425)

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.5.11, en la pagina 126, el teorema de la probabili-
dad total y el lema 4.2.1, en la pagina 176, (razonando como en el teorema 3.5.12, en la pagina 127),
obtenemos:

Pl;ur / br,mi=LY1=y (ngr € dlla}/l € dy/&) -

400 u-cl’
:[) / P& € Al Y, € dy/F) +/ / P P(ET € dlLYi € dy/d) =

= u+tcl’ —

F(z —i— b-u) utel/ (z+10)
_ +/ / “,«T - (y) dydl'.
S X F(2) —=——9-1)(y) dy

. d ET Y .
Hemos denotado ' = [ — r. Teniendo en cuenta que Pf.. = Py~ se obtiene de modo

inmediato 4.25.
O

4.4. Probabilidades de escape de la zona |0, b|, caso correla-
cionado.

Vamos a estudiar la probabilidad de que el proceso escape de la zona [0.b], b € R suponiendo
correlacion entre el tiempo de espera 7; y el salto Y; ¢ € N partiendo de Xg = v o X, = u, u €
[0,b] A 7 € (0,t1). Los razonamientos son semejantes a los empleados en las demostraciones de la
seccion 3.6.

4.4.1. Probabilidades de escape de la zona [0, 5] en general.

En el estudio de la probabilidad de escape de la zona [0,b] en general vamos a diferenciar los
casos en los cuales nos interesa conocer la probabilidad antes de un cierto tiempo x, x > 0 y aquellos
en los cuales nos interesa la probabilidad sin fijar un tiempo, sin limite temporal.

Probabilidades de escape de la zona [0,)] en general antes de un cierto tiempo z.

A continuacién vamos a deducir una expresion para la probabilidad de escape de la zona [0, b]
antes de x > 0 partiendo de Xy = u.

Teorema 4.4.1. La probabilidad de escape de la zona [0,b], antes de x > = partiendo de Xo = u,
que denotamos por Py ., satisface la siguiente ecuacion integral:
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,y)dy dt (4.26)

Pr,, =1 1/b/t 1= Pyl )h(
B0z ™ ¢ Ju tfb E0z—=5

Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema 3.6.1, en la pagina 140, el teorema de la probabilidad
total, y razonando como en el teorema 3.6.2, en la pagina 141, obtenemos:

+oo b;“ u+tcl—b
Pios = [ Phonoiim P € dLYie dy/Xo=w®= [ [ n@y)dyai+[ = [ ny)ayar+

u4cl
+/ / h(l,y) dydl+/ / PE L h(ly) dydl =
u+cl u+cl—b

u+-cl

+oo
_ / )+ / G (utel—b) AF(1)+ / (1-G,, (utcl)) AF (1) + / / PES P h(1, y) dy dl.

;“ u+cl—b

. d —Y; . .. .
Teniendo en cuenta que se cumple Py, = g%fﬁn '. Dando un cambio trivial de variable

obtenemos 4.26.
O

En el caso en que x < b;“

Teorema 4.4.2. La probabilidad de escape de la zona [0,0], antes de x € R, x < b’T“ partiendo de
Xo = u, que denotamos por Py, satisface la siguiente ecuacion integral:

" 1 utcx ot t—y t—u
PE’OI:F(x)—E/u /H( — Py () dydt (4.27)

Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema 3.6.3, en la pagina 142, el teorema de la probabilidad
total, las propiedades de las funciones indicatrices y de la union e intersecciéon de conjuntos, la
correlacion entre las variables aleatorias tiempos de espera 7; y los saltos Y;, y razonando como en
los teoremas 4.4.1 y 4.27, en la pagina 190, obtenemos:

u+cl—b
Pr,, = /PEOH oy P(m € dLY; € dy/ X = u)tt / / hl,y dydl+/ / h(ly) dydi+
u+c

u+-cl
[ PRl y) dydi =
u+cl—b

T x T u+-cl Yol
:/ G, (u+cl — b) dF(l)+/ (1—Gﬁ(u+cl))dF(l)+/ / PES (1, y) dydl.
0 0 0 u+tcl—b

13Pues la variable aleatoria (71, Y7) no se ve influenciada por el valor Xg = u.
4 Teniendo en cuenta la independencia entre la variable aleatoria (11,Y1) y el valor tomado por Xo = u.
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Teniendo en cuenta que se cumple Pg = PEJ{)?llel Mediante un cambio adecuado de variable
y tras calculos triviales obtenemos 4.27.

]
Vamos a estudiar la probabilidad de escape de la zona [0, b] partiendo de un tiempo r € (0, 7).

Teorema 4.4.3. La probabilidad de escape de la zona [0,0] antes de x € (0, +00), x > b’T“ partiendo
de ¢ = (X, = u, & = 2), que denotamos por Py ., satisface la siguiente ecuacion integral:

1 b t—u
Py / / 1— Pty (1) dy dt 428
Erx CF(Z) u f(Z + c ) . b< E,0z— )gT( )( ) Y ( )

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.6.5, en la pagina 144, el teorema de la probabilidad
total y el lema 4.2.1, en la pagina 176, y razonando como en el teorema 3.6.6, en la pagina 145,
obtenemos:

Pg,rz = /P,Eu,r,ﬁ:l,Yi:yIP)(g)r+ S dl/7§/1 € dy/E) =

z+ l/)gr(l’) (y) dll dy+

_ /+°°/ if (2 +1)g-a1 (y) dl'dy+/obcu /u:j ng)f(

bou e b ] ) ) bty 1 ,
[ e D@ dldy+ [ Py e+ Dgen () dy =

~  F(2) wtel! - (2)
L " asr dydr.
= — = Z —|— / rlx T /
Fa b IEHD [0 e ) dy
Puesto que en el lema 3.6.4, en la pagina 149, demostramos que Py, . = Pu+c’p ﬁyl dando

un cambio de variable apropiado obtenemos de forma inmediata 4.28.
O

Sig<bu
C

Teorema 4.4.4. La probabilidad de escape de la zona [0,b] antes de x € (0,4+00), x < b_T“ partiendo

de ¢ = (X, = u, &7 = 2), que denotamos por Py ., satisface la siguiente ecuacion integral:

u F(z +x) 1 utce t—u iy
S el Flet = [ 0= PEY g () dyde| (429

Demostracion.  Teniendo en cuenta el teorema 3.6.7, en la pagina 146, el teorema de la probabilidad
total y el lema 4.2.1, en la pagina 176, razonando como en los teoemas 4.28 y 3.6.8, en la pagina 147,
obtenemos:
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u U R z dF(z + ! +00
Pgre = /PE,m,Tl:lyl:yIP’(é"rJr e dl'Y, € dy/d) = /o ];(Z) ) /u+cl’ dG-u(y)+
F(z+1 )/u+cl/b v AF(z + 1) putel
_ dGT ’ / _7/ P dGT , _
—i—/o F(z) oo (l)(y) + ; Fl) ety Bl (l)(Z/)

F(Z—{—l") (Z+ ) u-cl’ "

Puesto que en el lema 3.6.4, en la pagina 149, demostramos que Pg
de forma trivial 4.29.

Pu—l—céa -

—— iy , obtenemos

]

Probabilidad de escape de la zona |0, b] en general, sin limite temporal.

En su momento vimos que la probabilidad de salir de la zona [0, b] sin limite temporal es uno.

4.4.2. Probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la
barrera superior.

A continuacién vamos a estudiar la probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b]
sea por la barrera superior, suponiendo correlacion entre los tiempos de espera y los saltos (entre
7, v Y; Vi € N), razonando como en la subseccion 3.6.2, en la pagina 148.

Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, )] sea a través de la barrera superior
antes de un cierto tiempo =z.

Primeramente estudiaremos la probabilidad de que el primer escape sea a través de la barrera
superior antes de un cierto z € R*. Las demostraciones son inmediatas siguiendo el mismo esquema
de razonamiento que en 4.4.1, en la pagina 189.

Teorema 4.4. 5 La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior, antes
de x > 0, x > >_* partiendo de Xo = u, que denotamos por Ppyg,, satisface la siguiente ecuacion
integral:

u t - u s
Yt [T [P g ey () dy
(4.30)

ws —b—u, 1 p° t—

Teorema 4.4.6. La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior, antes
dex >0, x < b_T“ partiendo de Xo = u, que denotamos por Pgg,, satisface la siguiente ecuacion
integral:

ws 1 u+cr t—u 1 u+cr t—u t
Pite=< | Gyt =0 dt - [T 7= [OPE g, () dyat
(4.31)
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Vamos a estudiar la probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior
partiendo de un tiempo r € (0, ).

Teorema 4.4.7. La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior antes de
€ (0,400), x > b_T“ partiendo de ¢ = (X, = u, & = z), que denotamos por Pg.., satisface la
siguiente ecuacion integral:

T

1 b t—u
pr =1V _ / G orw(t—b LU g 4.32
E,rx Ia + CF(Z) u T(T)( )f(Z + c ) + ( )

C

+CF(Z)

Teorema 4.4.8. La probabilidad de escape de la zona [0,b] a través de la barrera superior antes de
€ (0,400), © < &% partiendo de & = (X, = u, & = z), que denotamos por Ps, . satisface la
siguiente ecuacion integral:

utcx t—u 1 utcx t—u
Pt = —— [T G = 0+ e —— [T e ) [P g ) dy e

(4.33)

Probabilidad de que el primer escape de la zona [0, )] sea a través de la barrera superior
en general, sin limite temporal.

A continuacién vamos a estudiar la probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea
por la barrera superior en general, sin limite temporal. Las demostraciones son inmediatas siguiendo
el esquema de las dadas en la subseccién 4.3.2; en la pagina 188.

Teorema 4.4.9. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la barrera superior,
partiendo de Xo = u, Py satisface la siguiente ecuacion integral:

,y) dy dt (4.34)

b rt+oo _
/ W ) dyde+ - // PY,
t—b &

1
PU'S:1—*/
£0 C Ju

Cuando el proceso ha alcanzado el valor u en un tiempo r € (0,7) se deduce :

Teorema 4.4.10. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0, b] sea por la barrera superior
partiendo de ¢ = (X, = u, 8 = z) v € (0,7), que denotamos por Py, satisface la siguiente
ecuacion integral:

Pri=1-— /bf(z+t_“)/+oo (y)d dt+1/bf(z+t_u)/t Phd (y) dy dt
Er ™ CF(Z) u c b gT(t_Tu) y)ay CF(Z) ” c L E70g7'(t_7“) y)ay
(4.35)
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Capitulo 5

Conclusiones.

= Hemos estudiado la ley de probabilidad del proceso deduciendo las ecuaciones integrales que
verifican y las hemos resuelto para algunos casos interesantes, cuando no hay correlaciéon entre
tiempos de espera y saltos.

= En el estudio de la markovianidad del proceso hemos comprobado que aunque en general no
cumple la propiedad markoviana, cuando condicionamos por % = o(X,., r < t,), si la cumple.
El mismo resultado hemos obtenido en cuanto a la estacionariedad del tiempo y del espacio.

= Hemos definido unas variables aleatorias, que hemos denominado “tiempos de primera llega-
da” y “tiempos de escape” deduciendo las ecuaciones integrales que satisface su media; las
hemos resuelto en algunos casos interesantes cuando no existe correlaciéon entre tiempos de
espera y saltos. Tambien hemos estudiado la ley de probabilidad de ambas variables aleatorias
deduciendo sus ecuaciones integrales.

= Se ha estudiado la probabilidad de que el proceso llegue a la barrera superior y la probabilidad
de que el proceso salga de la zona [0, b], deduciendo sus ecuaciones integrales y resolviéndolas
en algunos casos destacados (asumiendo que no existe correlacion tiempo de espera/salto).
Tambien, de forma somera, hemos visto la relaciéon con los procesos de difusion.

Debido a lo ambicioso del tema de estudio, quedan diversas lineas de investigaciéon pendientes,
algunas de las cuales son:

= Profundizar el estudio para el caso en que exista correlacion entre los tiempos de espera y los
saltos.

= Aplicar los resultados obtenidos al estudio de diversos problemas en ambitos como las ciencias
econémicas y actuariales (un articulo en este sentido, estudiando las probabilidades de escape,
con la clara implicacion al estudio de la “probabilidad de ruina” y la “probabilidad de super-
vivencia” estd en preparacion), la fisica, la meteorologia,. .. a los cuales el modelo esbozado en
este trabajo puede aportar un enfoque novedoso.
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Apéndice A

Preliminares.

En este capitulo vamos a contextualizar la investigaciéon enumerando objetos y propiedades
matematicas necesarios para la elaboraciéon de la tesis. No se pretende un estudio profundo y detalla-
do, y por lo tanto prescindimos de las demostraciones y matices que en muchos casos seria necesario
tener en cuenta. Manuales bésicos sobre la materia son J. L. Doob [33], W. Feller [44], M. de Guzmén
y B. Rubio [60], A. Lentin y J. Rivaud [83], V. Quesada y A. Garcia [127]...

La estructura del capitulo es la siguiente:

» En la primera seccién definiremos y enunciaremos resultados fundamentales del Algebra, la
Topologia y el Anélisis matemaético.

» En la segunda secciéon resumiremos los contenidos de la Teoria de la Medida mas relevantes
para nuestro estudio.

= En la tercera seccién definiremos los espacios de probabilidad y enunciaremos los resultados
basicos de la Teoria de la Probabilidad.

A.1. Algebra, Topologia y Anélisis matematico.

En esta seccién enunciaremos resultados basicos del algebra, de la topologia y del calculo
infinitesimal que son necesarios en el desarrollo de la investigacién. La nociéon de conjunto, como
nocién primitiva, no intentaremos definirla y del mismo modo las operaciones, los cuantificadores
y la notacion propia de la teoria de conjuntos seran empleados sin definicién previa. Usaremos el
negador — para referirnos al complementario de un subconjunto B C A; es decir: =B = A — B. Para
una lectura més profunda y detallada, son interesantes M. Garcia y J. Margalef [52], M. Garrido [53],
A. Lentin y J. Rivaud [83], G. Skandalis [138].....

A.1.1. Algebra.

Consideramos como nocién primitiva el concepto de “conjunto”; salvo que se especifique lo con-
trario lo denotamos por letras latinas mayusculas. Consideramos como nocién primitiva el concepto
de “elemento de un conjunto”; salvo que se especifique lo contrario lo denotamos por letras latinas
mintusculas.

Definicién A.1.1. Subconjunto. Dados dos conjuntos {A, B} decimos que “B es un subconjunto
de A7 si todo elemento del conjunto B lo es del conjunto A.

BCcA&sVYaeB : ac A
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Definicién A.1.2. Conjunto de las partes de un conjunto. Dado un conjunto A definimos
el “conjunto de las partes de A”, y lo denotamos por P(A), al conjunto formado por todos los
subconjuntos de A.

Definicién A.1.3. Par ordenado. Dado un conjunto A y dos elementos {a,b} € A definimos “par
ordenado (a,b)” al conjunto {a,{a,b}}. Decimos que “a es el primer elemento del par” y que “b es
el sequndo elemento del par”.

Definicién A.1.4. Terna ordenada. Dado un conjunto A y tres elementos {a,b,c} € A definimos
“terna ordenada (a,b,c)” al conjunto {a,{a,b},{a,b,c}}. Decimos que “a es el primer elemento”,
que “b es el sequndo elemento” y que “c es el tercer elemento”

Definicién A.1.5. Producto cartesiano. Dados dos conjuntos {A, B} definimos “producto carte-
siano de A por B”, y lo denotamos por A x B, al conjunto formado por los pares ordenados (a,b)
tales que a € A N b€ B.

Ax B={(a,b) Jac AN be B}.

Definicién A.1.6. Correspondencia entre conjuntos. Dado el objeto f y los conjuntos AN B,
decimos que “f es una correspondencia entre los conjuntos A y B”, y lo denotamos por f : A — B,
si es un subconjunto del producto cartesiano A X B. Al conjunto A le denominamos “conjunto inicial
de la correspondencia” y al conjunto B le denominamos “conjunto final de la correspondencia” Si
a € A denominamos “imagen de a”, y la denotamos por f(a), al subconjunto de B formado por
los puntos b; € B /| (a,b;) € f. Decimos que “f hace corresponder al punto a € A el punto
b€ B”si(a,b) € f.Sedenomina “origen de la correspondencia” o “dominio de definicion de la
correspondencia” al subconjunto de A cuya imagen por f es distinta del conjunto vacio.

Definicién A.1.7. Correspondencia inversa entre conjuntos. Dada una correspondencia f :
A — B entre dos conjuntos A, B, denominamos “correspondencia inversa”, y la denotamos por f=1
al subconjunto del producto cartesiano B x A / (b,a) € f~1 sii (a,b) € f. Si b € B se denomina
“imagen inversa de b”, y se denota por f~1(b) ={a € A/ (a,b) € f}.

Definicién A.1.8. Composicién de correspondencias. Dados los conjuntos {A, B, C} y las
correspondencias f : A — B, g : B — C definimos la “composicion de f con g7, y la denotamos por
go f, al subconjunto del producto cartesiano A x C, go f = {(a,c) € AxC /I e B : (a,b) €

f A (be) € g}

Definicién A.1.9. Aplicacion entre conjuntos. Dado el objeto f y los conjuntos AN B, decimos
que “f es una aplicacion entre los conjuntos A y B”, y lo denotamos por f : A — B, cuando a
todo elemento de A le hace corresponder un unico elemento de B. Decimos que f es una “aplicacion
inyectiva” cuando Y{wi,w2} € A, w1 # wa : f(w1) # f(wa); decimos que f es una “aplicacion
suprayectiva” cuando Yw' € B A w € A/ f(w) = w'; decimos que [ es una “aplicacion biyectiva”
cuando es inyectiva y suprayectiva.

Definicién A.1.10. Relacién. Dado un conjunto A definimos una “relacion R en A” como una
correspondencia del conjunto A en si mismo. St dos elementos {a,b} € A estdn relacionados, (a,b) €
R, lo denotamos aRD.

Definicién A.1.11. Relacién reflexiva. Dado un conjunto A una relacion R en A decimos que
“es reflexiva” cuando ¥V a € A : (a,a) € R.
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Definicién A.1.12. Relacién antirreflexiva. Dado un conjunto A una relacion R en A decimos
que “es antirreflexiva” cuando ¥V a € A : (a,a) ¢ R.

Definicién A.1.13. Relacién simétrica. Dado un conjunto A una relacion R en A decimos que
“es simétrica” cuando ¥V {a,b} € A : (a,b) € R < (b,a) € R.

Definicién A.1.14. Relacién antisimétrica. Dado un conjunto A una relacion R en A decimos
que “es antisimétrica” cuando ¥ {a,b} € A : (a,b) € R A (b,a) € R=a=0b.

Definicién A.1.15. Relacion transitiva. Dado un conjunto A una relacion R en A decimos que
“es transitiva” cuando ¥ {a ,b,c} € A : (a,b) € R N (b,c) € R= (a,c) € R.

Definicién A.1.16. Relacion total. Dado un conjunto A una relacion R en A decimos que “es
total” cuando ¥ {a,b} € A : (a,b) € R V (b,a) € R.

Definicién A.1.17. Relacién de orden. Dado un conjunto A y una relacion R en A, decimos
que es “una relacion de orden” cuando es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Lo denotamos por <
entendiendo que ¥ {a,b} € A a < b siginifica “a es menor que b o a es igual que b”.

Definicién A.1.18. Relacion de orden estricto. Dado un conjunto A y una relacion R en A,
decimos que “es una relacion de orden estricto” si es antirrefleriva, antisimétrica y transitiva. Lo
denotamos por < entendiendo que ¥ {a,b} € A a < b significa “a es menor que b”.

Definicién A.1.19. Relaciéon de orden total. Dado un conjunto A y una relacion de orden R en
A decimos que “es una relacion de orden total” si R es una relacion total. Al par ordenado (A, R) lo
denominamos “conjunto ordenado con la relacion R’

Definicién A.1.20. Aplicacién mondétona creciente. Sean dos conjuntos ordenados
(A, <), (B,<")y f:A— B una aplicacion de A en B. Decimos que “f es una aplicacion mondtona
creciente” sii ¥V {ay,a2} € A /a3 < ay : f(a1) <" f(ag).

Definicién A.1.21. Aplicacién estrictamente monétona creciente. Sean dos conjuntos orde-
nados (A, <), (B,<") y f: A — B una aplicacion de A en B. Decimos que “f es una aplicacion
estrictamente monotona creciente” sii ¥V {ay, a2} € A /a1 < ay : f(ar) <" f(as).

Definicién A.1.22. Aplicacién monétona no decreciente. Sean dos conjuntos ordenados
(A, <), (B,<")y f:A— B una aplicacion de A en B. Decimos que “f es una aplicacion mondtona
no decreciente” sii ¥ {a1,a2} € A/ ay < ay 1 flar) < f(ag).

Las definiciones para las aplicaciones monétonas decrecientes, estrictamente mondtonas decre-
cientes y monotonas no crecientes son inmediatas.

Definicién A.1.23. Isomorfismo de orden. Sean dos conjuntos ordenados (A, <), (B,<') y
f: A — B una aplicacion de A en B. Decimos que “f es un isomorfismo de orden” sii 3 f~': B —
A N A{f, f7'} son aplicaciones mondtonas crecientes.

Definicién A.1.24. Intervalo cerrado. Dado un conjunto A dotado de una relacion de orden <
y dos elementos {a,b} € A/ a <b AN a#b, definimos “intervalo cerrado de extremos a y b”, y lo
denotamos por [a,b], como el conjunto [a,b] = {x € A : a <z <b}.

Definicién A.1.25. Intervalo abierto. Dado un conjunto A dotado de una relacion de orden <
y dos elementos {a,b} € A/ a <b N a# b, definimos “intervalo abierto de extremos a y b”, y lo
denotamos por (a,b), como el conjunto (a,b) ={r € A : a <x <b}N—{a,b}.
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Definicién A.1.26. Intervalo semiabierto/semicerrado. Dado un conjunto A dotado de una
relacion de orden < y dos elementos {a,b} € A/ a <b N a # b, definimos “intervalo semiabierto

por la izquierda y semicerrado por la derecha de extremos a y b”, y lo denotamos por (a,b], como el
conjunto (a,b] ={x € A : a <z <b}N—{a}.

Las restantes definiciones de intervalos semiabierto/semicerrado son triviales.

Definicién A.1.27. Cota superior de un subconjunto. Dado un conjunto A con una relacion

de orden < y un subconjunto B € P(A) decimos que un elemento a € A es una “cota superior de
B7siivVbe B : b<a.

Definiciéon A.1.28. Supremo de un subconjunto. Dado un conjunto A con una relacion de
orden < y un subconjunto B € P(A) decimos que un elemento a € A es “el supremo de B”, y lo
denotamos por sup(B), sii es cota superior de B y es menor o igual que cualquier otra cota superior
de B. Sia=sup(B) A a€ B decimos que “a es el mdzimo de B” y lo denotamos por max(B).

Definicién A.1.29. Cota inferior de un subconjunto. Dado un conjunto A con una relacion
de orden < y un subconjunto B € P(A) decimos que un elemento a € A es una “cota inferior del
conjunto B” sitVb e B : a <b.

Definicién A.1.30. Infimo de un subconjunto. Dado un conjunto A con una relacién de orden
< y un subconjunto B € P(A) decimos que un elemento a € A es “el infimo de B”, y lo denotamos
por inf(B), sii es cota inferior de B y es mayor o igual que cualquier otra cota inferior de B. Si
a=1f(B) A a € B decimos que “a es el minimo de B” y lo denotamos por min(B).

Definicién A.1.31. Relacién de equivalencia. Dado un conjunto A y una relacion R en A
decimos que es “una relacion de equivalencia” cuando es reflexiva, simétrica y transitiva.

Definiciéon A.1.32. Clase de equivalencia. Dado un conjunto A, un elemento a € A y una
relacion de equivalencia R en A denominamos “clase de equivalencia de a respecto de la relacion R”
al subconjunto {b € A / (a,b) € R}. Lo denotamos por |a).

Definicién A.1.33. Ley de composicion interna. Dado un conjunto E definimos “ley de com-
posicion interna sobre E7 como cualquier aplicacion E x E — E.

Definicién A.1.34. Propiedades de una ley de composicion interna. Sea E un conjunto; sean
x,0 dos leyes de composicion internas definidas en el conjunto E.

» Asociativa. Decimos que “x cumple la propiedad asociativa” sii. ¥{a,b,c} € E : (a*b)xc=
ax(bxc)=axbxc.

» Conmutativa. Decimos que “¢ cumple la propiedad conmutativa” sii. V{a,b} € E : axb=
bx*a.

= Distributiva a la izquierda. Decimos que “o cumple la propiedad distributiva por la izquierda
respecto de x” sii. V{a,b,c} € E : ao(bxc)=(aob)x*(aoc).

» Distributiva a la derecha. Decimos que “o cumple la propiedad distributiva por la derecha
respecto de x” siV{a,b,c} € E : (axb)oc= (aoc)x*(boc).

= Distributiva. Decimos que “o cumple la propiedad distributiva respecto de x” si es distributiva
por la izquierda y por la derecha.

= Existencia de elemento neutro. Un elemento e € E decimos que “es el elemento neutro
respecto de la ley x” sii. Va € E : exa=a%xe =a.
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» Existencia de elemento inverso. Si existe el elemento neutro e € E, dado a € E decimos
que un elemento a' € E “es el inverso a la izquierda de a” sii. a’' * a = e. Del mismo modo
decimos que “es el inverso a la derecha de a” sii. a * a' = e. Decimos que “es el inverso de a”
si lo es a la derecha y a la izquierda.

» Elemento regular. Un elemento a € E decimos que “es reqular a la izquierda para *x” sii.
V{b,c} € E : axb=axc= b= c. Del mismo modo decimos que “es reqular a la derecha
para x” sii. ¥ {b,c} € E : bxa=cxa= b= c. Decimos que “es reqular” cuando lo es a la
izquierda y a la derecha.

Definicién A.1.35. Ley de composicién externa. Dados dos conjuntos {A, B} denominamos

“ley de composicion externa sobre B con dominio de operadores A” como cualquier aplicacion de
Ax B — B.

Definicién A.1.36. Propiedades de una ley de composicion externa. Sean A, B dos conjuntos;
sea * una ley de composicion interna definida en el conjunto A; sea o una ley de composicion interna
definida en el conjunto B; sea ® una ley de composicion externa sobre B con dominio de operadores

A.

= Asociativa respecto de la ley de composicién interna en A. Decimos que “® cumple la
propiedad asociativa respecto de la ley de composicion interna *” sii. ¥ {a, 5} € ANbE B :

(a*xB)@b=a® (BRD).

= Distributiva respecto de la ley de composiciéon interna en B. Decimos que “® cumple
la propiedad distributiva respecto de la ley de composicion interna o en B” sii. ¥V o € A A
Vi{a,b} €B : a®(aob)=(a®a)o(a®b).

= Distributiva respecto de la ley de composicién interna en A. Decimos que “® cumple la
propiedad distributiva respecto de la ley de composicion interna x en el dominio de operadores

AVsii. V{a,ft €A ANYac A : (axf)R@b=(a®b)o(fRD).

Definicién A.1.37. Estructura algebraica. Dado un conjunto A decimos que “se le ha dotado de
una estructura algebraica” cuando se han definido en él una cantidad finita de leyes de composicion
(internas y/o externas).

Definicién A.1.38. Homomorfismo. Dados dos conjuntos A, B dotados de unas determinadas
estructuras algebraicas y una aplicacion f : A — B, decimos que “f es un homomorfismo” cuando:

s Para cada ley de composicion interna * definida en el conjunto A existe una unica ley de
composicion interna o definida en el conjuto B tal que ¥ {a,b} € A : f(a*b) = f(a)o f(b).

» Para cada ley de composicion externa X definida en el conjunto A con dominio de operadores
K existe una unica ley de composicion externa ® definida en el conjunto B con el mismo
dominio de operadores K tal que Voo € K ANVae A @ flaxa)=a® f(a).

Cuando f: A — B es un homomorfismo y es biyectiva, decimos que “es un isomorfismo”.

Definicién A.1.39. Estructura de semigrupo. Sea un conjunto S; sea x una ley de composicion
interna definida en S que cumple la propiedad asociativa. Decimos que la estructura algebraica (S, )
“es un semigrupo”.

Definicién A.1.40. Estructura de grupo. Sea un conjunto G; sea x una ley de composicion
intena definida en G que cumple las propiedades:
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» Asociativa (es un semigrupo), ¥{a, b, ¢} € G : (a*xb)*xc=ax*(b*xc)=ax*xbxc.
» Existe elemento neutro e, de € G /Ya € G : axe=exa=A.

» Para todo a € G existe elemento inverso,Va € G3Ia' € G /a*xd =d *xa=e.

Decimos que la estructura algebraica (G, *) es “un grupo” Si* cumple la propiedad conmutativa,
V{a,b} € G : axb="bxa, decimos que (G, *) es “un grupo conmutativo” o “un grupo abeliano”.

Definicién A.1.41. Estructura de semianillo. Sea un conjunto A; sean {x,0} dos leyes de com-
posicion internas definidas en el conjunto A que cumplen las propiedades:

n (A, %) es un semigrupo conmutativo.
» (A, 0) es un semigrupo.
» Vi{a,b,c} €A : ax(boc)=(axb)o(axc) AN (boc)*xa= (bxa)o(cka).

Decimos que la estructura algebraica (A,*,0) es “un semianillo” Si o cumple la propiedad
conmutativa decimos que (A, *,0) es “un semianillo conmutativo” Si eziste elemento neutro para la
ley de composicion interna o decimos que “es un semianillo unitario”

Definicién A.1.42. Estructura de anillo. Sea un conjunto A; sean {x, o} dos leyes de composicion
interna definidas en el conjunto A que cumplen las propiedades:

n (A, %) es un grupo abeliano.
n (A, 0) es un semigrupo.
» V{a,b,c} €A : ao(bxc)=(aob)*(aoc) A (bxc)oa= (boa)x*(coa).

Decimos que la estructura algebraica (A, *,0) es “un anillo” Si o cumple la propiedad con-
mutativa decimos que (A, x,0) es “un anillo conmutativo” Si existe elemento neutro para la ley de
composicion interna o decimos que “es un anillo unitario”.

Definicién A.1.43. Anillo ordenado. Dado un anillo (A,*,0) en el cual tenemos definida una
relacion de orden <, decimos que es un “anillo ordenado” si 3 AT C A que cumple:

» Sea 0 el elemento neutro para la ley de composicion interna x. 0 ¢ A*.

n Sea —a el opuesto del elemento a € A para la ley de composicion interna x. Y a € A : a €
At Va=0V—-ae A",

» V{a,b} € AT : axbe AT Naobe AT.

Definicién A.1.44. Estructura de cuerpo. Sea un conjunto C; sean {*,0} dos leyes de compo-
sicion internas definidas en el conjunto C' que cumplen las propiedades:

n (C,*,0) es un anillo unitario.
n Sea e € C el elemento neutro para *; sea € el elemento neutro para o. Se verifica que e # €.
»VaeC3JateC /aoca'l=a'oa=¢.

», «

Decimos que la estructura algebraica (G, *,0) “es un cuerpo”; “cuerpo conmutativo” si o cumple
la propiedad conmutativa.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



A.1 Algebra, Topologia y Analisis matematico. 201

Definiciéon A.1.45. El cuerpo de los ndmeros reales. El conjunto (R,+,-), siendo + la ley
de composicion interna “suma de numeros reales” y - la ley de composicion interna “producto de
nimeros reales”, entendidas en el sentido habitual (A. Lentin et J. Rivaud [83]), tiene estructura de
cuerpo conmutativo.

Definicién A.1.46. El cuerpo de los nimeros complejos. El conjunto (C,+,-), siendo + la ley
de composicion interna “suma de numeros complejos” y - la ley de composicion interna “producto de
nidmeros complejos”, entendidas en el sentido habitual (A. Lentin et J. Rivaud [83]), tiene estructura
de cuerpo conmutativo.

Definicién A.1.47. Espacio vectorial. Sea un conjunto V; sea un cuerpo conmutativo (C,*,0);
sea & una ley de composicion interna definida en V' ; sea ® una ley de composicion externa definida
en V' con dominio de operadores el conjunto C. Decimos que la estructura algebraica (V,®,®) “es
un espacio vectorial con dominio de operadores el cuerpo C'”7 o “espacio vectorial sobre el cuerpo C”
St

(V,®) es un grupo abeliano. Al elemento neutro lo denotamos por 0.

Vi{a, B} eC ANVaeV : (aof)®a=a® (f®a).
Vi{a, B} €C AVaeV : (axf)®@a=(a®a)® (L®a).

VaeC AV{ag,b} eV : a®(a®b)=(a®a)® (a®Db).

Sea €' el elemento neutro para la ley de composicion o en el cuerpo C;¥Ya €V : € ®a=a

A los elementos a € C' los denominamos “escalares”; al elemento neutro para la ley de compo-
sicion interna * en C' lo denotamos por 0; a los elementos v € V' los denominamos “vectores™ y los
denotamos por v.

Definicién A.1.48. Combinacién lineal de vectores. Dado un espacio vectorial (V,®,®) con
dominio de operadores el cuerpo (C,*,0) y un subconjunto S = {vy,--- ,v0,} € V, n € N de vectores
dados en un cierto orden; denominamos a S como un “sistema de vectores de V7, o “sistema de n
vectores de V7. Denominamos “combinacion lineal de los vectores de S” a los vectores de la forma
172061®171€B"'@Oén®17n, OLIGCV’L:L ,N.

Definicién A.1.49. Subespacio engendrado por un sistema. Dado un espacio vectorial (V,®, ®)
con dominio de operadores el cuerpo (C,x,0) y un sistema de vectores S = {vy, -+ ,t0,,} € V, n € N
definimos “subespacio engendrado por el sistema S”, y lo denotamos por ¥ (S), al conjunto formado
por todas las combinaciones lineales de los vectores de S, V' (S) = {a1 @ U1 & -+ ® @, @ Uy, ; €
CVYi=1,---,n}. Decimos que “S es un sistema generador de ¥ (S)”

Definicion A.1.50. Sistema de vectores linealmente independientes. Dado un espacio vecto-
rial (V,®, ®) con dominio de operadores el cuerpo (C, *,0) y un sistema de vectores S = {v', -+ ,U,} €
V, n € N, decimos que “S es un sistema de vectores linealmente independientes” sii. oy @ U7 B - - - D
@, =0= a1 =0, , 0, =0Yi=1,---,n.

Definicién A.1.51. Sistema de vectores linealmente dependiente. Dado un espacio vectorial
(V,®,®) con dominio de operadores el cuerpo (C,*,0) y un sistema de vectores S = {vy, -+ ,0,} €
V, n € N, decimos que “S es un sistema de vectores linealmente dependientes” si no es un sistema
de vectores linealmente independientes.
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Definicién A.1.52. Dependencia lineal respecto de un sistema de vectores. Dado un
espacio vectorial (V,®,®) con dominio de operadores el cuerpo (C,%,0), un sistema de vectores

S =A{th, - ,0,} €V, n € Ny un vector v € V, decimos que “U depende linealmente de los vectores
del sistema S sii. v € V(S).

Definicién A.1.53. Espacio vectorial de tipo finito. Dado un espacio vectorial (V,®,®) con
dominio de operadores el cuerpo (C,*,0) y un sistema de vectores S = {vy,--- ,0,} € V, n € N
decimos que “V' es un espacio vectorial de tipo finito” si V- = ¥ (S5).

Definicién A.1.54. Base de un espacio vectorial de tipo finito. Dado un espacio vectorial
(V,®,®) con dominio de operadores el cuerpo (C,*,0) y un sistema de vectores S = {Uy,--- ,0,} €
V, n € N decimos que “S es una base del espacio vectorial V7 si V.= ¥(S) y S es un sistema de
vectores linealmente independientes. Denominamos “dimension del espacio vectorial V7 a la cantidad
de vectores que forman el sistema S; dim(V') = Card(S) = n.

Proposiciéon A.1.1. Dado un espacio vectorial (V,®,®) con dominio de operadores el cuerpo

(C,%,0) y una base S = {v,---,0,} € V, n € N definida en V, para cualquier vector v €
Val{ull, /1= 0, ® - D a, ®U, . La sucesion {a;}, se denomina “coordenadas del
vector U respecto de la base S” y asumimos que U= (aq, -+ , ).

Definicién A.1.55. Norma de un vector. Sea el espacio vectorial (V,&®,®) con dominio de
operadores el cuerpo (C,+,+); sea la la aplicacion || - || : V — R que cumple las propiedades:

= il >0, VieV.

= ||| = 0 sii. @ = 0.

s @l =|a|-||@]|, Vae C AVTEV,

= (Desiguald de Minkowski) |7 @ @ < ||@] + ||7], V{@, T} € V.

Siendo C =R V C = C y entendiendo las operaciones en C' como las operaciones respectivas
en R o en C. Decimos que “|| - || es una norma definida en el espacio vectorial V7.

Definicién A.1.56. Espacio vectorial euclideo. Sea el espacio vectorial (V,&,®) con dominio
de operadores el cuerpo (R,+,-); sea la la aplicacion f:V x V — R que cumple las propiedades:

» Simétrica: f(u,v) = f(v,q), V{u,v} € V.
» Distributiva: f(d,7® W) = f(d,0) + f(d, o),V {d,v,d} € V.
» fla®u,v)=a- f(u,0)VaeR A V{d,d}eV.

w f(@,0) >0VaeV Jd#0 A f(id,id) =0 sii. @ =0. Es una forma bilineal simétrica definida
positiva.

Decimos que “f es un producto escalar definido en el espacio vectorial real V7. Definimos
“espacio vectorial euclideo” como todo espacio vectorial real V' dotado de un producto escalar.

Definicién A.1.57. Espacio vectorial hermitico. Sea el espacio vectorial (H,®,®) con dominio
de operadores el cuerpo (C,+,-), donde consideramos + como suma de nimeros complejos y - como
producto de numeros complejos; sea la la aplicacion g : H x H — C que cumple las propiedades:

» Simétrica(hermitica): g(u,v) = g(v,u), V {u,v} € H.
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» Distributiva: g(u, v ® W) = g(u, V) + g(u, W),V {u, 0,4} € H.
v gla®@u,v)=a-g(u,v) Vae C A V{u,v} € H.

w g(@, @) >0VaeH/u#0 A g(d,d) =0 sis. @ =0, siendo 0 el elemento neutro para la suma
de complejos: (0,0). Forma bilineal hemisimétrica definida positiva.

Decimos que “g es un producto hermitico definido en el espacio vectorial complejo H”. Defi-
nimos “espacio vectorial hermitico” como todo espacio vectorial complejo H dotado de un producto
hermitico.

Proposicién A.1.2. Dado un espacio vectorial euclideo (V,®,®) con el producto escalar f definimos
la aplicacion

[l : V= [0,+00) / ||d]| =/ f(u, %), Vi V.
FEs una norma.

Definicién A.1.58. Espacio normado. Definimos “espacio normado sobre el cuerpo C (R o C)”

como un par ordenado (V)| - ||), siendo V un espacio vectorial sobre el cuerpo C y | - || una norma
definida en V.

Definicién A.1.59. Distancia entre dos vectores. Dado un espacio vectorial euclideo (V,®,®)
con el producto escalar f, definimos “distancia entre los vectores {u, v} € V7 a la aplicacion

d:V xV = [0,+00) / d(i,7) = ||i@ — ||, ¥V {u,v} € V.

Definicién A.1.60. Espacio afin n-dimensional. Sea E un conjunto de puntos y V un espacio
vectorial de dimension n sobre un cuerpo C. Decimos que “E es un espacio afin sobre el cuerpo C
asociado al espacio vectorial V7 cuando al conjunto E se le ha dotado de una ley de composicion
externa +y con dominio de operadores V' de forma que se verifica:

- V{P,Q}e E3Ge V/P+yi=Q. Se denota 7 = PO.
» VPe EANV{UT} eV : (P4+yu)+yv U= P+y (d+7), siendo + la suma de vectores.

Definicién A.1.61. Espacio euclideo n-dimensional. Definimos “espacio euclideo n-dimensional”
como un espacio afin n-dimensional cuyo espacio vectorial asociado es un espacio vectorial euclideo.

Definicién A.1.62. Espacio hermitico n-dimensional. Definimos “espacio hermitico n-dimensional”
como un espacio afin n-dimensional cuyo espacio vectorial asociado es un espacio vectorial hermitico.

Textos fundamentales donde ampliar los conceptos aqui enunciados son, entre otros [35] de P.
Dubreil y M. L. Dubreil-Jacotin, [81] de S. Lang, [83] de A. Lentin y J. Rivaud, ....
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A.1.2. Topologia.

Siguiendo la tradiciéon en Topologia usaremos “elemento de un conjunto” y “punto de un con-
junto” como equivalentes.

Definicién A.1.63. Topologia. Sea X un conjunto. Definimos “topologia en X 7, y la denotamos
por T, como una familia de subconjuntos de X, J = {G; € P (X), i € I C N} que verifica los
siguientes ariomas:

s 0eT N XeET.
" V{Z,j}e I : GiﬂGng.

Definiciéon A.1.64. Espacio topoldgico. Dado un conjunto X y una topologia 7 en X definimos
“espacio topoldgico” al par ordenado (X, 7). Los elementos de T los denominamos “abiertos del
espacio topoldgico (X, T)”

Definiciéon A.1.65. El espacio topolégico de los ntimeros reales. Si en el conjunto R con
la relacion de orden consideramos la “topologia usual”, que denotamos por Z,, como la familia
Ty={Aec ZR) /Vee AHa,b} eR/a<z<b AN {yeR:a<y<b} C A}, al espacio
topoldgico (R, Z,) lo denominamos “espacio topoldgico real con la topologia usual’

Definicién A.1.66. Conjunto finito. Dado un espacio topoldgico (X, T) y un subconjunto A €
P(X) decimos que “A es un conjunto finito” sii 3 n € NAf: A — N, C N, siendo f una
correspondencia biyectiva. Denominamos a n “cardinal de A7, o “cantidad de elementos de A’

Definicién A.1.67. Conjunto infinito numerable. Dado un espacio topolégico (X, .T) y un
conjunto A € P(X) decimos que “A es un conjunto infinito numerable” sii. 3 f : A — N siendo f
una correspondencia biyectiva.

Definicién A.1.68. Conjunto infinito no numerable. Dado un espacio topolégico (X, .T) y un
conjunto A € P(X) decimos que es un “conjunto infinito no numerable” sii no es finito y no es
infinito numerable.

Definicién A.1.69. Conjunto numerable. Dado un espacio topolégico (X, T) y un conjunto
A € P(X) decimos que es un “conjunto numerable” si es un conjunto finito o un conjunto infinito
numerable.

Definicién A.1.70. Entorno de un punto. Dado un espacio topologico (X,.7), y un elemento x €
X definimos “entorno del punto x”, y lo denotamos por E(x), como todo conjuntoU € Z(X) /3G €
T JrxeGCU.

Definicién A.1.71. Entorno reducido de un punto. Dado un espacio topoldgico (X, T ), y un
elemento x € X definimos “entorno reducido del punto x”, y lo denotamos por E*(z), como el
conjunto E(x) N (—{z}).

Teorema A.1.1. Sea (X,.7) un espacio topoldgicoy A € P(X). A es abierto en el espacio topoldgico
(X,.7) sii. es entorno de cada uno de sus puntos.

Definicién A.1.72. Conjunto cerrado. Dado un espacio topoldgico (X, T ) definimos “conjunto
cerrado” como todo conjunto C' € P(X) | =C es abierto.
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Definicién A.1.73. Punto de acumulacién. Dado un espacio topoldgico (X, T ) y un conjunto
A e P(X) definimos “punto de acumulacion de A” como todo elemento x € X tal que todo entorno
de x contiene elementos de A distintos de x (todo entorno reducido de x contiene puntos de A).

Teorema A.1.2. Dado un espacio topoldgico (X, T) y un conjunto A € P (X), A es cerrado sii.
contiene a todos sus puntos de acumulacion.

Definicién A.1.74. Adherencia de un conjunto. Dado un espacio topoldgico (X, T) y un con-
junto A € P (X), definimos “adherencia de A7, y la denotamos por Ad(A), a la interseccion de todos
los conjuntos cerrados que contienen a A.

Teorema A.1.3. Dado un espacio topoldgico (X,.T) y un conjunto A € P(A), la adherencia de A
es la union de A con el conjunto de todos sus puntos de acumulacion.

Definicién A.1.75. Punto interior de un conjunto. Dado un espacio topoldgico (X, T) y un
conjunto A € P (X) definimos “punto interior del conjunto A” como todo elemento x € A tal que A
es entorno de x. FEl conjunto formado por todos los puntos interiores de A se denomina “interior de

A’

Definicién A.1.76. Frontera de un conjunto. Dado un espacio topoldgico (X,.T) y un conjunto
A € P(X) definimos “frontera de A” como el conjunto formado por todos los puntos x que no son
interiores de A ni de —A. Fquivalentemente, todo entorno de x tiene interseccion no vacia tanto con
A como con —A.

Definicién A.1.77. Base de una topologia. Dado un espacio topolégico (X, .7 ) definimos “base
de la toplogia T 7 como cualquier familia de conjuntos 8 C P (X) que verifica: B C T y para todo
entornoU dex € XAV eR/xzeV CU.

Definicién A.1.78. Base de entornos de un punto. Dado un espacio topoldgico (X, T) y un
punto x € X definimos “base de entornos de x”7 como cualquier familia formada por entornos de x
tal que cualquier entorno de x contiene algun elemento de esa familia.

Definicién A.1.79. Primer axioma de numerabilidad. Dado un espacio topoldgico (X, T ) de-
cimos que “satisface el primer axioma de numerabilidad” si la familia de subconjuntos formada por
los entornos de cada punto tiene una base numerable.

Definicién A.1.80. Segundo axioma de numerabilidad. Dado un espacio topoldgico (X, T)
decimos que “satisface el sequndo axioma de numerabilidad” si la topologia 7 tiene alguna base
numerable.

Definicién A.1.81. Conjunto denso. Dado un espacio topoldgico (X, ) y un conjunto A € P (X)
decimos que “A es denso en el espacio topologico (X, T)” sii la adherencia de A es X.

Definicién A.1.82. Espacio topoldgico separable. Dado un espacio topolégico (X,.7) decimos
que “es separable” sii existe un subconjunto de X numerable que es denso en X.

Definicién A.1.83. Conjuntos separados. Dado un espacio topoldgico (X, T) y dos conjuntos
{A, B} € P(X) decimos que “estdn separados” sii. se verifica Ad(A)NB =0 N AN Ad(B) = 0.

Definicién A.1.84. Espacio topolégico conexo. Dado un espacio topoldgico (X, T) decimos que
“es conexo” sii. X no es union de dos conjuntos separados no vacios.

Definicién A.1.85. Espacio de Hausdorff. Dado un espacio topolégico (X,.7), decimos que es
un “espacio de Hausdorff” sii. V{z, y} € X /v #y I {E(x), E(y)} /| E(x) N E(y) = 0.
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Definicién A.1.86. Cubrimiento de un conjunto. Dado un espacio topoldgico (X, .T) y un con-
junto A € P(X), decimos que una familia F C P(X) es “un cubrimiento de A” siit A C Uz B.
Decimos que es un “cubrimiento abierto” sii todos los elementos de la familia F son abiertos. Defi-
nimos “subcubrimiento de A por elementos de % ” como toda subfamilia de ¥ que es un cubrimiento

de A.

Definicién A.1.87. Espacio topoldgico compacto. Dado el espacio topoldgico (X, T) decimos
que “es compacto” sii. todo cubrimiento abierto de X tiene un subcubrimiento finito (abierto).

Definicién A.1.88. Conjunto compacto. Dado el espacio topoldgico (X, T) y un conjunto A €
P(X) decimos que “es un conjunto compacto” sii. todo cubrimiento de A por conjuntos abiertos

en (X,.7) tiene un subcubrimiento finito (equivalentemente, que A es compacto con la topologia
inducida en A, 4 ={ANGVGe T}).

Definicién A.1.89. Sucesiéon en un conjunto X. Dado un conjunto X definimos “sucesion en
el conjunto X 7, y la denotamos por {a;}ien, como una aplicacion s : N — X, s(i) = a; € X.

Definicién A.1.90. Serie asociada a una sucesion en un conjunto X. Dada una sucesion
{a;}ien en un conjunto X denominamos “suma parcial n-ésima asociada a la sucesion {a;}ien”, y la

denotamos por s,, a la suma finita s,, = ay + --- + a,,. Denominamos “serie asociada a la sucesion
n; n 1 n
—+oco

{a;}ien”, y la denotamos por Z an, a la sucesion {s, tnen-

n=1
Definicién A.1.91. Sucesién monétona en un conjunto X. Dado un espacio topolégico (X,.T),
en el cual tenemos definida una relacion de orden <x definimos “sucesion mondtona creciente” como
cualquier sucesion s : N — X que es mondtona creciente; definimos “sucesion mondtona decreciente”
como cualquier sucesion s : N — X que es mondtona decreciente; definimos “sucesion monotona”
como cualquier sucesion s : N — X que es mondtona creciente o mondtona decreciente.

Definicion A.1.92. Sucesién acotada en un conjunto X. Dado un espacio topolégico (X, T ),
en el cual tenemos definida una relacion de orden <x definimos “sucesion acotada superiormente”
como cualquier sucesion s : N — X que cumple la propiedad 3 x € X | s(n) <x z Vn € N;
definimos “sucesion acotada inferiormente” como cualquier sucesion s : N — X que cumple la
propiedad 3 x € X | x <x s(n) V n € N; definimos “sucesion acotada” como cualquier sucesion
s: N — X que estd acotada superior e inferiormente.

Definicién A.1.93. Limite de una sucesién {a;},cn. Dado el espacio topologico (X, T) y una
sucesion de puntos de X, {a;}ien, decimos que p € X es “el limite de la sucesion {a;}ien”, y lo
denotamos por a, — p, si dado cualquier entorno E(p) dep3m eN /Vi>m : a; € E(p).

“+o00

Definicion A.1.94. Suma de una serie Z a,. Dado el espacio topolégico (X, T) y una sucesion
n=1
“+o00 “+o00
de puntos de X, {a;}ien, y la serie asociada Z a, denominamos “suma de la serie Z an,” al limite

de la sucesion {sy}nen, cuando existe. Si no existe, decimos que “la serie no tiene suma”, o que “es
divergente”.

Definicién A.1.95. Espacio métrico. Sea X un conjunto no vacio y sea d : X x X — R una
aplicacion que cumple las siguientes propiedades:

w V{z, 20} € X : d(zy,22) >0, d(xy,22) =0 sii. x1 = z3.

w V{x, a0} € X ¢ d(xy,x0) = d(xe,21).
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VY {1‘1,1}2,.%3} € X d(l’l,l'g) S d(flﬁl,.’ﬂg) + d($3,.’l§'2).

Decimos que la aplicacion d “es una métrica” y el par ordenado (X,d) decimos que “es un
espacio métrico’.

Definicién A.1.96. Topologia asociada a una métrica. Sea el espacio métrico (X, d) y sea la
familia de subconjuntos de X :

Ti={GCc X /VrecG, IrcR"/Bz)C G}, siendo

Bl(z)={y e X /d(z,y) <r}.
Decimos que F; es “la topologia asociada a la métrica d”.

Definicién A.1.97. Sucesién de Cauchy. Sea el espacio métrico (X,d) y sea s : N — X wuna
sucesion. Decimos que “s es una sucesion de Cauchy” si se verifica la condicion de Cauchy:

Vee R"IveN/d(s(p),s(q) <eVi{pg)eN/p>v A g>v.

Definicién A.1.98. Espacio métrico completo (de Banach). Dado un espacio métrico (X, d)
decimos que “es un espacio métrico completo” sii. toda sucesion de Cauchy s : N — X es convergente.

Definiciéon A.1.99. Espacio métrico polaco. Dado un espacio métrico (X,d) decimos que “es un
espacio métrico polaco” si es completo y separable.

Definicion A.1.100. Aplicaciones continuas en un punto p € X. Dados dos espacios topo-
logicos (X1, 7)), (X2, %), una aplicacion f : X1 — Xy y un punto p € X;, decimos que “f es
continua en el punto p” cuando dado un entorno cualquiera E(f(p)) de f(p) existe un entorno E(p)
de p /| f(E(p)) C E(f(p)). Cuando f no es continua en p € Xy decimos que “es discontinua en
pE X1 "

Definicién A.1.101. Aplicaciones continuas en un subconjunto A de un espacio topolégi-
co. Dados dos espacios topoldgicos (X1, 7)), (X2, %), una aplicacion f: X1 — Xo y un subconjunto
A C X1, decimos que “f es continua en el subconjunto A C Xy cuando f es continua en todos los
puntos p € A. Cuando es continua en todo p € Xy decimos que “es continua en X1’

Definicién A.1.102. Homeomorfismos entre espacios topologicos. Dados dos espacios topo-
logicos (X1, 7)), (X2, %), una aplicacion f : X7 — Xo, decimos que “f es un homeomorfismo”
cuando f es biyectiva y tanto f como f~! son aplicaciones continuas.

Axioma A.1.1. Axioma de eleccion. Si C; es un conjunto no vacio para cada punto i de un
conjunto de indices I, entonces hay una funcion f de I tal que f(i) € C; para cada i € 1.

Manuales cuya lectura es recomendable para profundizar en los conceptos enunciados son, entre
otros, [52] de M. Garcia y J. Margalef, [71] de J. L. Kelley...
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A.1.3. Andalisis matematico.

Aunque no es el objeto de esta tesis, es imprescindible construir el sistema de los nimeros
reales pues son los elementos primitivos fundamentales en toda investigacion matematica. También
construimos el sistema de los nimeros complejos pues aunque basicamente las variables aleatorias que
vamos a investigar son variables aleatorias R-valoradas, pueden considerarse procesos estocasticos con
variables aleatorias C-valoradas, para lo cual puede ser conveniente considerar espacios hermiticos.

Ntimeros naturales.

Sea N un conjunto; sea s : N — N una aplicacion.

Definiciéon A.1.103. Sistema de los niimeros naturales. Denominamos “sistema de los nimeros
naturales” al par ordendo (N, s) que verifica los siquientes aziomas (axiomas de Peano):

= 5 es una aplicacion inyectiva.
» FEziste un inico elemento, que denotamos por 1, 1 € N/ s(n) 21V n € N.
» Si U C N verifica: (axioma de induccidn)

e 1eU.
enelU=s(n)el.

se cumple que U = N.
Al sistema de los nimeros naturales (N, s) lo denotamos por N.

Definicién A.1.104. Suma de ntmeros naturales. En el sistema de los nimeros naturales
definimos la siguiente ley de composicion interna:

+:NxN =N, (m,n) 5 m+n cumpliendo:

V{m,n} €N : m+1=s(m), m+s(n)=s(m+n).

Definiciéon A.1.105. Producto de ntimeros naturales. En el sistema de los nimeros naturales
definimos la siguiente ley de composicion interna:

- :NxN =N, (m,n) = m-n cumpliendo:

V{m,n}eN :m-1=m, m-s(n)=m-n+m.

Definicién A.1.106. Relacién de orden estricto en N. En el sistema de los nimeros naturales
definimos la siguiente relacion: ¥ {m,n} € N decimos que “m es menor que n”, y lo denotamos por
m<n, si 3p €N /m+p=n. Es una relacion de orden estricto.

Proposiciéon A.1.3. Sea N el conjunto de los nimeros naturales con la relacion de orden <, se
cumple para todo {m,n} € N una y sélo una de las siguientes relaciones: m < n, m =n, n < m.

Definicién A.1.107. Relacion de orden en N. En el sistema de los numeros naturales definimos
la siguiente relacion: ¥ {m,n} € N decimos que “m es menor o igual que n”, y lo denotamos por
m<n, sim<n NV m=mn. Es una relacion de orden.

Proposicion A.1.4. El sistema de los nimeros naturales (N, +, -, <) tiene estructura de semianillo
ordenado conmutativo y con elemento unidad.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



A.1 Algebra, Topologia y Analisis matematico. 209

Ntimeros enteros.

En NxN definimos la siguiente relacién = / V{(a,b), (¢,d)} € NxN : (a,b) = (¢,d) sii. a+d =

b+ ¢, siendo + la suma en N. La relacion = es una relaciéon de equivalencia en N x N.

Definicién A.1.108. Sistema de los niimeros enteros. Denominamos “sistema de los nimeros
enteros”, y lo denotamos por Z, al conjunto formado por todas las clases de equivalencia inducidas
en N X N por la relacion de equivalencia =.

Definicién A.1.109. Suma de ntimeros enteros. Sean {«, f} € Z y sean (a1, as) € a A (by,b2) €
B; definimos la “suma de los nimeros enteros o y 57, y la demotamos por o +z 3, como la clase de
equivalencia a la cual pertenece (ay + by, ag + by). Siendo + la suma de nimeros naturales.

Definiciéon A.1.110. Producto de ntmeros enteros. Sean {«, 3} € Z y sean (a1,a2) € a N
(b1,b9) € B; definimos el “producto de los nimeros enteros a y 7, y lo denotamos por « -z 3, como
la clase de equivalencia a la cual pertenece (ay - by + ag - ba,ay - by + as - by). Siendo +, - la suma y
producto de niumeros naturales.

Definicién A.1.111. Enteros positivos. Definimos “entero positivo” como todo o € Z | ¥ (a1, a2) €
a : ap < ay, siendo < la relacion de orden en N. Denotamos por Z" al conjunto formado por todos
los enteros positivos.

Definicién A.1.112. Relacién de orden estricto en Z. En el sistema de los niumeros enteros
definimos la siguiente relacion: ¥ {«, 8} € Z decimos que “«a es menor que B7, y lo denotamos por
a <z B si B4z (—za) € ZT, siendo —za el opuesto de o € Z respecto de la ley de composicion
interna +7. Es una relacion de orden estricto.

Proposiciéon A.1.5. Sea Z el conjunto de los nimeros enteros con la relacion de orden <z, se
cumple ¥ {a, B} € Z una y sdlo una de las siguientes relaciones: a <z 3, a = 3, f <z a.

Definicién A.1.113. Relacién de orden en Z. En el sistema de los nimeros enteros definimos la
siguiente relacion: ¥ {a, B} € Z decimos que “a es menor o igual que 57, y lo denotamos por o <z 3
sia<z B V a=p. Es una relacion de orden.

Proposiciéon A.1.6. El sistema de los numeros enteros (Z,4+z, z,<z) tiene estructura de anillo
ordenado, conmutativo y con elemento unidad.
Numeros racionales.

Definicién A.1.114. Sistema de los niimeros racionales. En Z x N definimos el conjunto
g ={(h-ph-q) : p€Z, qe N, heZ—{0}}, siendo - el producto en Z, y lo denominamos
“numero racional g”. Al conjunto de todos los numeros racionales lo denotamos por Q.

Definicién A.1.115. Suma de niimeros racionales. En Q definimos la siguiente ley de compo-
sicion interna:

@x@*&@/@,rww

s q-s
siendo +, - la suma y el producto en Z. La denotamos por § +o 3

Definicién A.1.116. Producto de niimeros racionales. En Q definimos la siguiente ley de
composicion interna:
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QxQ3Q/ ()~

q-s
siendo - el producto en Z. La denotamos por £ -g .
q s

Definicién A.1.117. Relacién de orden en Q. En el sistema de los nimeros racionales definimos
T

la siguiente relacion: VY {%, *} € Q decimos que “g es menor o igual que <7, y lo denotamos por
g <L si.p-s<q-r, siendo <, - la relacion de orden y el producto en Z respectivamente.

s

Proposicion A.1.7. El sistema de los nimeros racionales (Q, +q, 0, <g), dotado de las leyes de
composicion interna +q,-q y la relacion de orden <qg cumple las siguientes propiedades (por como-
didad, usaremos (Q,+,-, <) en vez de (Q, +q, -0, <o)):

(Q, +,-) tiene estructura de cuerpo conmutativo, siendo 0, 1 los elementos nulo y unidad; el

opuesto de g es %,’ el inverso de g # 0 es %.

(Q,+,+,<) es un cuerpo ordenado.

V{a, B} € Q, a < § existen infinitos vy € Q / a <y < f. (Q es un conjunto denso).

V{a,} €Q/a>0,9neN/n-a> 8. (Q,+,-,<) es arquimediano).

V a € Q denominamos “valor absoluto de «”, y lo denotamos por |a|, al nimero racional
méax{a, —a}. Cumple las propiedades:

e VaeQ/a#0: |Jaf>0; A0]=0.
e Vi{a, €Q : |a+ Bl <|a|+[8] A la- B =l

El conjunto Q es infinito numerable (3 f : N — Q, siendo f biyectiva).

Ntimeros reales.

El conjunto de los niimeros reales se puede construir a partir de Q de diversas maneras. Con-
sideramos una cualquiera de esas ampliaciones que cumple una determinada axiomatica:

Definicién A.1.118. Sistema de los ntimeros reales. Definimos el sistema de los numeros reales
como un conjunto, que denotamos por R, dotado de las leyes de composicion internas +g, g Yy una
relacion de orden total <g que cumplen los siguientes axiomas:

» (R, +g, r) tiene estructura algebraica de cuerpo conmutativo.
» (R, +g, g, <gr) €s un cuerpo ordenado.

» Toda sucesion mondtona creciente y acotada de nimeros reales tiene limite real (Azioma de
completitud).

Se puede identificar Q con un subconjunto de R, Q C R. Los elementos de R — Q los denomi-
namos “numeros irracionales”.

Proposicién A.1.8. Sea el espacio topologico (R,.Z,) con la topologia usual. Se verifica:

» (R, 7,) verifica el primer axioma de numerabilidad.
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» (R, .7,) verifica el sequndo azioma de numerabilidad.
» (R, 7,) es un espacio topoldgico separable.

» (R, .7,) es un espacio de Hausdorff.

Proposicion A.1.9. El sistema de los nimeros reales (R, 4+, g, <g) cumple las siguientes propie-
dades (consideramos, por comodidad, (R, +,-, <)como (R, +g, ‘g, <g)):

» (R, +, -, <) es arquimediano.
s VreRIzeZ /2<r<z+1. Al nimero z € Z lo denominamos “parte entera de r”.

» V {r,s} € R/ r < s existen infinitos a € Q / r < a < s. (Q es denso en R). También se
verifica que R — Q es denso en R.

s ¥V a € R denominamos “valor absoluto de a”, y lo denotamos por ||, al nimero real max{a, —a}.
Cumple las propiedades:

e VaeR/a#0 : |af>0; A|0]=0.
e V{a, B} eR : o+ Bl <|a[+[5] A |a—=p5]=[la] = [F]|
e V{o,B} ER : |a-Bl=|a|-|8] AN VaeR—-{0} : a7 =]a|"

» La aplicacion d : RxR — R / d(z,y) = |z —y| ¥V {z,y} € R es una métrica (métrica del “valor
absoluto”).

» VC CR, C#0 que esté acotado superiormente (inferiormente) existe supremo (infimo) en
R (azioma del supremo).

(R, +, -, <) con la métrica del valor absoluto es un espacio métrico de Banach y polaco.

Numeros complejos.

El sistema de los niimeros complejos se puede construir de varias formas. Lo més habitual es
hacerlo a partir de R x R

Definicién A.1.119. Sistema de los niimeros complejos. Sea el conjunto
R?* = {(a,b) : a € R A b€ R}. Sean las leyes de composicion internas definidas en R?

(a,b) +c (c,d) = (a+c,b+d) ¥V {(a,b), (c,d)} € R

(a,b) ¢ (c,d)=(a-c—b-da-d+b-c)V{(a,b),(c,d)} € R?
siendo +, —, - las operaciones habituales en el cuerpo (R, +,-). Se verifica:
» (R?,+¢) tiene estructura de grupo abeliano, con elemento neutro (0,0).

= La ley de composicion interna -¢c cumple las propiedades asociativa, conmutativa, distributiva
respecto de +c, existencia de elemento inverso ¥ (a,b) € R?, (a,0)™" = (%, a{—be) (siendo
las potencias y fracciones las habituales en R). El elemento neutro para la ley de composicion

interna -¢ es (1,0).
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= Denominamos a (0,1) = 1.

» V 2z = (a,b) € R? denominamos “conjugado de z”, y lo denotamos por z, al par ordenado
(a,—b) € R%

» V 2 = (a,b) € R? denominamos “mddulo de 27, y lo denotamos por |z|, a vVa? + b2, |z| =

Va2 + b2,

El conjunto R? dotado de las leyes de composicién internas +c, -¢ tiene estructura de cuerpo
conmutativo, lo denominamos “cuerpo de los nimeros complejos” y lo denotamos por (C,+c, c).
Variable real.

En todo lo que sigue consideramos el sistema de los niimeros reales (R, +, -, <) con la topologia
usual .7, y la métrica del valor absoluto. Cuando hacemos referencia a funciones, en todos los casos,
salvo que se especifique lo contrario, asumimos que son funciones reales de variable real.

Definicién A.1.120. Intervalo de nimeros reales. Sea [ € Z(R) un subconjunto de nimeros
reales. Decimos que “I es un intervalo de niumeros reales” sii.

V{z,yt el : (z,y) €I

Definicion A.1.121. Limite de una funcién en un punto. Sean {a,l} € R; sea f : R — R una
funcion definida al menos en un entorno reducido del punto a, E*(a). Decimos que “f tiene limite
[ en el punto a (o cuando x tiende a a)”, y lo denotamos por }311}% f(x) =1 sii. se cumple cualquiera
de las dos propiedades equivalentes:

= Propiedad de Cauchy

Ve>030>0/VaxeEa)/|lr—al<d : |flx)=1)|<e

= Propiedad de Heine

V{xitien € E*(a) [ 2y — a : f(x,) — L

Definiciéon A.1.122. Continuidad uniforme de una funcién en un intervalo. Sea I C R

un intervalo; sea f : R — R una funcion definida al menos en el intervalo I. Decimos que es
uniformemente continua en I 7 sii.

Ve>030>0/V{z,ytel/|lz—y| <o : |f(z)— fly)| <e

Proposiciéon A.1.10. Sea f : R — R una funcion; sea I C R un intervalo. Si f es uniformemente
continua en I entonces f es continua en I.

Si f es continua en I y I es compacto entonces f es uniformemente continua en I (teorema
de Heine).
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Definicién A.1.123. Continuidad seccional. Sea f : R — R; sea [a,b] C R un intervalo finito.
Decimos que “f es seccionalmente continua en el intervalo [a,b]” si 3{L;}, /LN =0V {i,j} €

{1,---,n}, i #j AUy I; = [a,b], siendo I; C [a,b] intervaloVi=1,--- ;i =mn, y f es continua en
cada uno de los subintervalos I; existiendo limites por la izquierda y por la derecha respectivamente
en los extremos de cada subintervalo I;Vi=1,--- i =n.

Definicién A.1.124. Derivada de una funcion real en un punto. Sea I C R un intervalo; sea
f R — R una funcion definida en I; sea a € I. Definimos “derivada de f en a”, y la denotamos
por f'(a), %ﬁf), al limite (cuando existe y es finito):

o F@) = fla)

r—a T —Q

Definicién A.1.125. Funcién derivable en un punto. Sea I C R un intervalo; sea f: R — R
una funcion definida en I; sea a € I. Decimos que “f es derivable en el punto a” sii. existe la
derivada de f en el punto a € 1. Al conjunto de todas las funciones derivables en el punto a € I lo
denotamos por P(a). Decimos que “f es derivable en el intervalo I” sii. existe la derivada para todo
punto a € 1. Al conjunto de todas las funciones derivables en I lo denotamos por Z(I).

Proposicion A.1.11. Sea I C R un intervalo; sea f : R — R una funcion definida en I; sea a € I.
Si f es derivable en a entonces f es continua en a. Al conjunto de todas las funciones continuas en
a € I lo denotamos por €(a). Al conjunto de todas las funciones continuas en I lo denotamos por

?(1).

Definicién A.1.126. Diferencial de una funcion en un punto. Sea I C R un intervalo; sea
a€l;sea f: R — R una funcion definida en I y derivable en a. Definimos “diferencial de f en el
punto a”, y lo denotamos por df(a), a la aplicacion lineal

df(a): R =R/ Az — f'(a)Az, VAz €R Ja+ Az € I.

Definicién A.1.127. Primitiva de una funcion. Sea I C R un intervalo; sea f : R — R una
funcion definida en I; sea F' : R — R una funcion definida en I. Decimos que “F es una primitiva
de la funcion 7 sii. F e 2(I) N F'(a) = f(a)Vael.

Definicién A.1.128. Particién de un intervalo compacto [a,b]. Dado un intervalo compacto
[a,b] C R definimos “particion del intervalo [a,b]” a cualquier conjunto finito P = {xg,--- ,xn} | x; €
l[a,b] Vi € {0,---,n} Ja=xy <21 <+ <z =b. Decimos que [z;_1,x;] es “el intervalo i-ésimo
para la particion P’. Denotamos por Ax; = x; —x;_1 a la amplitud de dicho intervalo. Denominamos
“didmetro de la particion P”, y lo denotamos por |P|, al mayor de los diametros |P| = max{Ax;}!" ;.

Definicién A.1.129. Sumas de Darboux. Sea el intervalo compacto [a,b] C R; sea f : [a,b] - R
una funcion acotada; sea P una particion del intervalo compacto [a,b]. Definimos m; = inf{f(x) :
x € [ 1,24}, M; =sup{f(x) : x € [x;_1,2;]}. Definimos:

» “Suma inferior de Darbouz de f correspondiente a P”, y lo denotamos por s(f, P), como:

s(f,P) = i m;Ax;.
i=1
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» “Suma superior de Darboux de f correspondiente a P”, y lo denotamos por S(f, P), como:

=1

Definicién A.1.130. Integral inferior y superior de una funcién acotada en un intervalo
compacto. Sea el intervalo compacto |a,b] C R; sea f : [a,b] = R una funcion acotada. Definimos:

» “Integral inferior de f en [a,b]”, y la denotamos por Lff, como:

/bf = sup{s(f, P) V particion P de [a,b]}.

» “Integral superior de f en [a,b]”, y la denotamos por fjff, como:

/bf = inf{S(f, P) V particion P de [a,b]}.

Definicién A.1.131. Integral de Riemann de una funcién acotada en un intervalo com-
pacto. Sea el intervalo compacto [a,b] C R; sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Decimos que “la
funcion f es R-integrable (integrable en el sentido de Riemann)” sii. se verifica:

b b
L=/
Definimos la “integral de f en la,b] en el sentido de Riemann”, y la denotamos por f(f f, como
Juf = J0f-
Teorema A.1.4. Condicién de integrabilidad de Riemann. Sea el intervalo compacto [a,b] C

R; sea f : [a,b] — R una funcion acotada. f es R-integrable en |a,b] sii. Ve >03 P / S(f,P) —
s(f, P) <€, siendo P una particion del intervalo compacto |a, b].

Teorema A.1.5. Teorema fundamental del calculo. Sea el intervalo compacto [a,b] C R; sea
f i la,b] = R una funcion acotada y R-integrable.

» Definimos la funcion F : [a,b] = R / F(x) = [ f. La denominamos “integral indefinida de f
correspondiente al punto a” F es continua en [a,b].

» Teorema fundamental del calculo. Si f es continua en [a,b], es integrable, F' es derivable
en [a,b] y su derivada es F'(x) = f(x), ¥V x € [a,b].

Teorema A.1.6. Regla de Barrow. Sea el intervalo compacto [a,b] C R; sea f : [a,b] — R
una funcidn continua en [a,b] (y por lo tanto acotada e integrable); sea G : [a,b] — R una funcion

primitiva cualquiera de f en [a,b]. Se verifica que
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/a " (@) dz = G(b) — G(a).

La integral de Riemann requiere acotacién de la funciéon y del intervalo. Para extenderla a
intervalos no acotados, o funciones no acotadas, se usa el paso al limite. Son las “integrales impropias”
o “integrales de Cauchy-Riemann”.

Definicién A.1.132. Integrales impropias. Sea el intervalo [a,+00) C R; sea f : [a,+00) — R
una funcion acotada e integrable en todo [a,T] C [a,+00). Definimos

+oo
a f( d$ - TEI—QI-IOO/ f
En el caso en que el limite exista, pudiendo ser infinito, decimos que la integral es “convergente”.
Cuando no existe decimos que es “oscilante”
Si f estd definida en un intervalo de la forma [a,b), acotada e integrable en todo |a,x] C |a,b)
y existe el limite cuando x — b~ de [ f(t)dt, definimos:

xT

/ U pwydt = 1 [ () at.

T—b~

Variable compleja.

En todo lo que sigue (en esta subseccién) consideramos el sistema de los nimeros complejos
(C, +c, -c), con la métrica inducida por el médulo (d : CxC — R, d(z1,22) = |z1—22|, ¥V {21, 22} € C)
y la topoloia .7; asociada a la métrica del mdédulo. Siempre que hacemos referencia a funciones
entendemos funciones f : C — C, “funciones complejas de variable compleja”.

Las definiciones de limite, continuidad, derivada,...son las mismas que en el sistema de los
nimeros reales.

Definicién A.1.133. Funcién analitica en un conjunto abierto. Sea f : C — C; sea S € Z(C)
abierto respecto de la topologia ;. Decimos que “f es analitica en S” si tiene derivada en todo punto
a€c S.

Definicién A.1.134. Funcion analitica en un punto. Sea f : C — C; sea a € C. Decimos que
“f es analitica en a € C”7 si f es analitica en un entorno de a.

Definicién A.1.135. Punto singular. Sea f : C — C; sea a € C. Decimos “a es un punto singular
(una singularidad) de f” cuando f mo es analitica en a pero es analitica en algin punto de todo
entorno de a. Se dice que “es un punto singular aislado” si ademds existe un entorno E = {z € C :
0<|z—a|]<e e€RT} en el que f es analitica.

Definicién A.1.136. Arco. Sea C CC /C ={z=(z,y) € C : xz =x(t), y =y(t), t € [a,b] C
R A {z(t),y(t)} € €([a,b]). Decimos que “C' es un arco”, y lo denotamos por z(t), t € |a,b]. Decimos
que el arco es “simple (o de Jordan)” cuando se verifica que z(t1) # z(t2), si t1 # ta, {t1,t2} € [a,]].
Si C es simple y z(a) = z(b) decimos que “C es una curva cerrada simple (o curva de Jordan)”.

Definicién A.1.137. Arco suave. Sea C C C un arco. Decimos que “es un arco suave” cuando

)Vt e [a,b] N () #A0VEE (a,b).
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Definicién A.1.138. Contorno (arco suave a trozos). Sea C' C C un arco; decimos que “es un
contorno”, o “un arco suave a trozos” si estd formado por una cantidad finita de arcos suaves unidos
por sus extremos.

Teorema A.1.7. Teorema de Laurent. Sea zg € C; sea f una funcion analitica en un dominio
D={2€C : Ry <|z— 2| < Ry, {R1,R2} € R}, sea C cualquier contorno cerrado simple en
torno de zy orientado positivamente (H. Cartan,[15]) contenido en el dominio D. Entonces, en todo
z de ese dominio D, f(z) admite la representacion en serie:

—+00

400 b
f(2)=> an(z—20)" + > ﬁ, Ry < |z — 2| < Ry, siendo:
n=1 - <0

n=0

0, = /(f<>d b — L /C( f(2)dz

2mi z — zo)" 270 z — z9) L

La serie anterior es la denominada “serie de Laurent” Las integrales son las integrales de linea
habituales del andlisis real (N. Piskunov,[126]).

Definicién A.1.139. Residuo de una funciéon en un punto singular aislado. Sea la funcion
f; sea zo un punto singular aislado de la funcion f. Denominamos “residuo de f en el punto zy” al
término by en cualquier representacion de la funcion f en serie de Laurent en el dominio D = {z €

C:0<|z—2]| <R, R>0}.

Teorema A.1.8. Teorema de los residuos. Si C C C es un contorno cerrado simple positivamente
ortentado, dentro del cual y sobre el cual una funcion f es analitica a excepcion de una cantidad finita
de puntos singulares {z}}_, interiores a C, entonces se verifica:

/ f(z)dz = 2mi i Resf(z).
C = 2=z

Definicién A.1.140. Contorno de Bromwich. Se Lp ={z € C : z=~+1it, {y,R} e RT At €

[—R,R]}. Sea Cr = {2 € C : z=~+Re” 0 ¢ [Z,%]}. Denominamos “contorno de Bromwich

relativo a R”, o abreviadamente “contorno de Bromwich 7, y lo denotamos por I'r, a la curva de
Jordan T'r = L U Cg recorrida en sentido positivo (sentido “contrario a las agujas del reloj”).
Transformada de Fourier.

Definicion A.1.141. Transformada de Fourier. Sea una funcién f : R — R. Definimos la
“transformada de Fourier de la funcion f7, y la denotamos por F(f)(w), o por f(w), a la funcion:

FiRSC/ fw) = Z(H)w) =/+°°emf(x)dx, VweR,

—0oQ
cuando dicha integral converja (sea finita). Decimos que “f admite transformada de Fourier”.

Proposiciéon A.1.12. Sea f: R — R una funcion cumpliendo las siguientes condiciones:
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» Tanto f como f' tienen una cantidad finita de discontinuidades de primera especie (finitas) en
todo intervalo finito.

» [T ]f(2)|dr < +o00. Al conjunto de todas las funciones f : R — R que cumplen esta propiedad
lo denotamos por L*({) (definicion A.2.48, pdgina 232).

f admite transformada de Fourier.

Definicion A.1.142. Transformada inversa de Fourier. Sea una funcion f : R — R cumpliendo
las anteriores condiciones. Definimos la “transformada inversa de Fourier de la funcion f(w)”, y la
denotamos por F~(f(w)), a la funcion:

fe) = F @) = 5

Algunas de las propiedades més importantes de la transformada de Fourier son:
Lema A.1.1. (Riemann-Lebesgue). Si f € L'({) y
flw) = 13 " f(x)dz
entonces f(w) — 0 conforme |w| — 400 .
Teorema A.1.9. Si f € L'({) se verifica:
» f estd acotada ¥V w € R.

o0 . _
/ e f(w)dw, z € R.

= f es uniformemente continua en R.

= f(-w) = (f(w)) (el conjugado de f(w)).
Teorema A.1.10. Teorema de inversién. Si {f, f} € L'({); siz € R A f € €(z), se verifica:

f@) =5 [ e ) du

Corolario A.1.1. Si f € L'({), f>0 A f€€(0) : feL'(l)y

10 = o [ Fw)de

Algunas de las propiedades mas importantes son:
» V{f,gt € LYO)A Y{cr,e0} €R © Fleif +cg) =aZ(f) +wF(g).
s V{f, gt € L'(0) : F(fxg)=F(f) F(g), siendo * la operacién convolucién de funciones.
s VfELY () AN acR . Fle ™ f(x)] = fw— a), siendo f = .Z(f).
= VfeL'() AaeR : F[f(ax)] = 4 f(£), siendo f = F(f).
sV feL'(l) A aeR : F[f(x—a)] = e f(w), siendo f = .Z(f).

» Sean € N, {f,f"} € L'({) A f* € €(R); supongamos que se cumple lim, ..., f*(z) =
OVEk=0,---,n—1. Entonces se verifica que 7 (f") = (—iw)".Z (f).

s VfELYOANVYREN : F(z"f(z)) =i"f(w), siendo f = F(f).
=V fe L), f=7(f) : Z(f(2)) =2nf(-w).
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Transformada de Laplace.

Definicién A.1.143. Transformada de Laplace. Sea f : [0,400) — R . Definimos la “transfor-
mada de Laplace de f7, y la denotamos por L(f) o por f(s) a la funcidn:

+oo

L(f):C—C/Lf)(s) = f(s) :/ e f(z)dz, Vs € C

0

cuando la integral converja (sea finita). Decimos que “f admite transformada de Laplace”.

Proposiciéon A.1.13. Sea f : [0, +00) — R una funcion cumpliendo las siguientes condiciones:

» [ es seccionalmente continua en cada intervalo finito [0, ).
w Iy, M} eR, M >0/ |f(x)] < Me™ ¥Ya>a (f es “de orden exponencial v para x > a”).

f admite transformada de Laplace ¥ s | R(s) > v, incluyendo los puntos de la recta x = 7 en
los que la integral converge. A v la denominamos “abscisa de convergencia’.

Definicién A.1.144. Transformada inversa de Laplace. Sea una funcion f : [0,400) — R y
sea f(s) = L(f). Definimos la “transformada inversa de Laplace de la funcién f(s)”, y la denotamos
por L7Y(f(s)), a la funcién:

1 B+ico R

ﬂ@zﬁ*G@»—A e f(s) ds, x € [0, 400)

21t JB—ico

cuando dicha integral tiene sentido. B se elige de forma que todas las singularidades de la
funcion f queden a la izquierda de la recta x = f3.

Proposicién A.1.14. Sea f : [0,4+00) — R; Sea f(s) = L(f(x)). 8i 3 {M,k, R} e R* / |f(s)] < &
se verifica que

1 prtico st f d
fa)=g [ e fs)ds

Eligiendo [ de forma que todas las singularidades de la funcion f(s) queden a la izquierda de
la recta © = f3.

L(f). Si

Teorema A.1.11. Teorema de Lerch. Sea una funcién f : [0,400) = R y sea f(s) = L(
f satisface las condiciones de la proposicion A.1.13 la transformada inversa de Laplace de f(s) es

dnica y se verifica f(x) = L7Y(f(s)).

Teorema A.1.12. Teorema de unicidad. Sean dos funciones f : [0,4+00) = R A g: [0,400) = R
que admiten transformada de Laplace. Si tienen la misma transformada de Laplace f(s) Vs €
C / R(s) > a, siendoa >0 N a >, con~ la abscisa de convergencia de la transformada de Laplace
f(s), entonces f(x) = g(x) para casi todo x> 0.

Algunas de las propiedades més importantes de la transformada de Laplace son (en todas las
propiedades suponemos funciones reales definidas en [0, +00) para las cuales existe la transformada
de Laplace):
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» V{c, e} €R : Lleyf + cag) = a1 L(f) + c2L(g).
s VaeR : L(ef(x)) = f(s —a) siendo f(s) = L(f)(s).

» Se verifica:

Va>0sig(r) = { g’(”“" - a), BEZ () = £f(@) entonces: L{g(x)) = e f(s).

= a>0 A f(s) = L(f(2)) = L(f(azx)) = Lf(2).

A A

= Sif(s) = L(f(x)) = L(f'(x)) = sf(s) — f(0).
= Sif(s) = L(f(x)) : Lf"(x) = s"f(s) =" F(0)=s""2f"(0)—---—sf""2(0)— f~*(0), n € N,
= Si f(s) = L(f(x)) se verifica:

c(/:f(t)dt) — fis)

= Sifs) = L(f(x)) = L(z"f(x)) = (=1)"f"(s), n € N.
» Si f(s) = L(f(x)) se verifica:

- Si f(s) = L(f(2)) : lim f(s)=0.

S$—+00

Teorema A.1.13. Teorema del valor inicial. Sea f : [0,400) = R / 3 L(f) = f. Se verifica

lim f(z) = lm sf(s)

x—0 s——+00
cuando los limites existen.

Teorema A.1.14. Teorema del valor final. Sea f : [0,400) = R /3 L(f) = . Se verifica

lim f(z) = lim sf(s)

r—~+00 s—0

cuando los limites existen.
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Transformada ~.

Definiciéon A.1.145. Transformada Z de una sucesion numérica. Dada una sucesion
{a,}1=t%2 € C (también cualquier sucesion de nimeros reales), denominamos “transformada Z de

la sucesion {a,}'=*2" y la denotamos por % (a) = a, al par ordenado (% (a),D(a)), D(a) C C,
siendo:

n=-+oo
a(z)= > apz ", VzeD(a).

n=—oo

Z(a):D(a) > C/ Z(a)(2)

D(a) es el dominio de convergencia de la anterior serie (serie de Laurent).

Definicién A.1.146. Transformada Z inversa. Dada una sucesion {a,}:2° . € C y su transfor-
mada Z, (a(z),D(a)) definimos la transformada Z inversa como

ol f A g
C,r

271 zntl

Siendo C,. cualquier circunferencia con centro el origen (zg = 0) y radio r incluida en el dominio
de convergencia D(a).

Algunas de las propiedades de la transformada Z son:

Teorema A.1.15. Dadas dos sucesiones numéricas {a,}n=+2 € C A {b,};1>° . € C y sus respectivas

A

transformadas Z ,(a(z),D(a)), (b(z),D(b)) se verifica:

Sean {a, B} € C, entonces Z(a-a+ B -b) = (ad(z) + £b(z),D(a) N D(b)).

Seam € Z fijo, entonces la transformada Z de la sucesion numérica {a,—m }n=r% es (z~™a(z),D(a))
(puede ocurrir que en D(a) haya que incluir 0 o oo).

Sea o € C fijo, entonces la transformada Z de la sucesion numérica {a" a, }7=*% es (a(2), |a|D(a)).

n=—oo

Se cumple la propiedad de convolucion, es decir 2 (ay, * by) = (a(z2) - b(z), D(a) N D(b)).

Sucesiones y series de funciones.

Consideramos una sucesion { f,, }nen de funciones definidas en un mismo conjunto C' C R.

Definicién A.1.147. Convergencia puntual de una sucesién de funciones {f,}.cn. Deci-

mos que la sucesion {fn}nen “converge puntualmente en C hacia una funcion f : C — R”, que
denominamos “funcion limite”, si para cada x € C' la sucesion numérica { f,(x)}nen converge hacia

().

Definicién A.1.148. Serie asociada a una sucesiéon de funciones {f,},en. Dada la sucesion

de funciones {fn}nen, denominamos “suma parcial n-ésima de la sucesion {fn}nen” a la funcion

n +00
Sp = Z fr- Denominamos “serie asociada a la sucesion { f,}nen”, v la denotamos por Z fn, ala
k=0 n=0

sucesion {sp }nen-
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+oo
Definicién A.1.149. Convergencia puntual de una una serie Z fn- Sea la sucesion { fn}nen

n=0
“+o00

y sea la serie Z fn asociada. Decimos que la serie “converge puntualmente hacia la funcion

n=0

+oo

s: C — R que denominamos funcion suma, si para cada v € C' la serie numérica Z fn(x) tiene
n=0

por suma s(x).

Definicién A.1.150. Convergencia uniforme de una sucesién {f,}.en. Dada la sucesion
{fa}tnen decimos que “converge uniformemente en C' hacia una funcion f:C — R” si

Ve>0dveN/|f(x)— fulz)|<e, Ve el ANVn>uw.

+oo
Definicién A.1.151. Convergencia uniforme de una serie de funciones Z fn- Dada la suce-

n=0
+o0 +o0

sion { fnlnen y la serie asociada Z fn, decimos que “la serie Z fn converge uniformemente en C

n= n—
hacia una funcion s : C' — R” cuando la sucesion de sumas parciales {s, }neny converge uniforme-
S
mente en C hacia la funcion s : C' — R.

Proposiciéon A.1.15. (Criterio M de Convergencia Uniforme de Weierstrass). Dada una
serie funcional Y- f, que converge puntualmente hacia una funcion f en un conjunto C' C R. 57 existe
una serie numérica convergente de términos positivos > M, tal que :

0 <| fu(x) |< M, para todo n >0 y para todo x € C

entonces la serie funcional Y f, es uniformemente convergente en C'.

Proposiciéon A.1.16. (Criterio de Dirichlet). Sea C C R y Y f, una serie de funciones de C en
R y para cadan € N y cada x € C, sea s,(x) = Y1, fu(x). Si la sucesion {s,} estd uniformemente
acotada en C' y {g,} es una sucesion de funciones de C' en R tales que gn1(x) < g,(z) para todo
n € N y para todo x € C que converge uniformemente a 0 en C, entonces la serie > f, - g, converje
uniformemente en C.

Proposiciéon A.1.17. (Criterio de Abel). Sea C C R y X f, una serie de funciones de C en
R que converge uniformemente en C. Sea {g,} una sucesion de funciones de C' en R, tales que
Gn+1(z) < gn(x) para todo n € N y para todo x € C' uniformemente acotada en C. Entonces la serie
> fn - gn converge uniformemente en C.

Proposiciéon A.1.18. Sea C C R y Y f, una serie de funciones de C' en R. Si las funciones f,
tienen derivada continua f, en C C R para todo n € N, si la serie Y f,(x) converje en C C R y
si la serie Y. f. de sus derivadas converje uniformemente, entonces la serie Y f, puede ser derivada
termino a término. Es decir:

(O fal2)) = ful2).
Referencias clésicas son [15] de H. Cartan, [126] de N. Piskunov, [140] de M. Spivak, ...
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A.2. Teoria de la medida.

La teoria de la medida se puede desarrollar de forma abstracta a partir de unos objetos esen-
ciales y una axiomatica apropiada. En esta seccion, salvo que se especifique lo contrario, usamos
las notaciones, propiedades y lenguaje habituales de la teoria de conjuntos. Entre otros, son muy
interesantes los textos [71] de J. L. Kelley, y [116] de R. L. Moore.

A.2.1. Estructuras, medidas y espacios de medida.

Definicién A.2.1. Espacio. Definimos “Espacio” y lo denotamos por ), como cualquier conjunto
Q2 no vacio fijo, con independencia de la naturaleza de los elementos que forman parte de ese con-
junto, que pertenecen a §); a esos elementos que forman parte de Q) los denominamos “puntos” y los
denotamos por w.

Definicién A.2.2. Subconjunto de un espacio. Dado un espacio cualquiera ), definimos “sub-
conjunto de 7, y lo denotamos por letras latinas mayisculas (salvo que se especifique lo contra-
ri0), como cualquier conjunto formado por elementos del espacio 2. A es subconjunto del espacio
Qsitw e QY w € A. Decimos que un subconjunto A de  es un “subconjunto impropio” cuando

A=0VvVA=0Q.

Definiciéon A.2.3. Conjunto de las partes de un espacio. Dado un espacio cualquiera §2,
definimos el “conjunto de las partes de Q)7, y lo denotamo por (X)), como la familia formada por
todos los subconjuntos de ().

Definicién A.2.4. Sucesién de conjuntos. Dado un espacio €2 cualquiera definimos “sucesion de

conjuntos de Q7 (por comodidad no usamos “sucesion de subconjuntos”), y lo denotamos por { A, }nen
a toda aplicacion de N en P(2).

Definicién A.2.5. Sucesiéon monotona. Dada una sucesion de conjuntos de 2, {A,}nen, decimos
que es una “sucesion monotona creciente”, y lo denotamos por A, 1, cuando:

A, C Ayir, V€N,

Decimos que es una “sucesion moncotona decreciente”, y lo denotamos por A, |, cuando:

An 2 An+1, \V/n € N

Decimos que es “estrictamente creciente” cuando A, C A,i1 ¥V n € N; decimos que es “estric-
tamente decreciente” cuando A, D A,y Vn € N.

Definicién A.2.6. Limite inferior de una sucesién. Dada una sucesion de conjuntos (de Q)
{A, }nen definimos “limite inferior de la sucesion {Ay,}nen”, y lo denotamos por liminf(A,,), como
el conjunto de puntos w € ) que pertenecen a todos los A,,, n > ng, ng € N de la sucesion. Fs decir,
el conjunto de puntos w € €1 que pertenecen a todos los A, excepto a una cantidad finita.

Definicién A.2.7. Limite superior de una sucesién. Dada una sucesion de conjuntos (de §2)
{A, }nen definimos “limite superior de la sucesion { A, }nen”, y lo denotamos por limsup(A4,), como
el conjunto de puntos w € () que pertenecen a infinitos A, de la sucesion.
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Definicién A.2.8. Limite de una sucesién. Dada una sucesion de conjuntos de Q, {Ay}nen
decimos que “tiene limite” cuando liminf(A,,) = limsup(A,,). Al conjunto liminf(A,) = limsup(A4,)
lo denominamos “limite de la sucesion” y lo denotamos por lim(A,), lim(A,) = liminf(4,) =
lim sup(A,,).

Proposicion A.2.1. Dada una sucesion cualquiera de conjuntos de €, {A,}nen cualquiera, se ve-
rifica:

+o0o
lim inf(A U < ﬂ An).
k=1 “n=k

—+00 0

lim sup(A ﬂ (UA >

k=1

Toda sucesion de conjuntos de 2, { A, }nen, mondtona decreciente tiene limite y se cumple:

lim(A ﬂ A,

Toda sucesion de conjuntos de 2, { A, }nen, mondtona creciente tiene limite y se cumple:

lim(A U A,

Definicién A.2.9. Clase monétona. Dada una familia A4 de subconjuntos de 2 decimos que tiene
estructura de “clase mondtona” sii ¥ {Aptpneny € A C P(Q) ) Al VA, T: lim(A,) € .

Definicién A.2.10. w-sistema(Dynkin). Dada una familia € de subconjuntos de Q) decimos que
“tiene estructura de m-sistema” si V{A, B} € € se verifica que ANB € €.

Definiciéon A.2.11. Semianillo. Dada una familia S de subconjuntos de €2 decimos que “tiene
estructura de semianillo” si verifica:

» )eS.

» V{A, B} €S se cumple que AN B € S.

» V{A,B} e S3I{Ci}1, €S, C;NC; =0Vi#j tal que A— B = UC’

=1

Definicién A.2.12. Anillo. Dada una familia R de subconjuntos de €2 decimos que “tiene estructura
de anillo” si verifica:

« V{AB} € R: ANBER.
« V{A,B} € R : AAB=(A—B)U(B—-A)€R.
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Definicién A.2.13. Anillo generado por un semianillo. Dada una familia S de subconjuntos de
Q con la estructura de semianillo denominamos “anillo generado por el semianillo S”, y lo denotamos
por R(S), al menor de los anillos R C P(2) que contiene al semianillo S.

Proposiciéon A.2.2. Dado un semianillo S C Z(), sea F C P(Q) la familia de subconjuntos de
Q formada por las uniones finitas de subconjuntos disjuntos de S; se verifica que el anillo generado
por' S coincide con la familia ¥, R(S) = .7.

Definicién A.2.14. g-anillo. Dada una familia % de subconjuntos de €2 decimos que “tiene estruc-
tura de o-anillo” si verifica:

» X es anillo.
+0o0
i=1

Definicién A.2.15. Semialgebra. Dada una familia A de subconjuntos de €1 decimos que “tiene
estructura de semidlgebra” si verifica:

n Qe A

« V{A,BYeA : ANBEA.

s VA€ AT{AY €A ANA; =0V {ijte{l,---,n}/i#j: ~A=JA.
=1

Definicién A.2.16. Algebra. Dada una familia A de subconjuntos de Q decimos que “tiene estruc-
tura de dalgebra” si verifica:

» QcA Qe A
» Si{A, B} € A se cumple que A — B € A.

Usaremos el simbolo = para indicar el complementario de un subconjunto A C €2; es decir
denotamos = A = Q2 — A.

Definicién A.2.17. g-algebra. Dada una familia </ de subconjuntos de €2 decimos que “tiene
estructura de o-algebra” si verifica:

s Qe .
s VA € o se cumple que - A € o .

+oo
w Si{Ag}tim12... € & se cumple que U A, e .

k=1

Definicién A.2.18. o-algebra generada. Algebra generada.

Dada una familia % de subconjuntos de un espacio S definimos como “o-dlgebra generada por
F 7, y la denotamos por o(.F), a la menor de las o-dlgebras de subconjuntos de ) que contienen a
F . Definimos el “dlgebra generada por % 7 como la menor de las dlgebras de subconjuntos de Q que
contienen a %, la denotamos por A(F).

Definicién A.2.19. g-algebra de Borel. Definimos “o-dlgebra de Borel en R™”, y la denotamos
por B(R™), a la generada por todos sus conjuntos abiertos (con la topologia usual, definicion A.1.65,
en la pdgina 204). Los conjuntos B € B(R") los denominamos “conjuntos de Borel”.
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Lema A.2.1. La o-dlgebra de Borel en R, B(R), estd generada por cualquiera de las siguientes
familias de subconjuntos de R:

» La familia formada por todos los intervalos (entendiendo “intervalo” en el sentido habitual en
R con la topologia usual).

s La familia de todos los intervalos con extremos racionales.
00, ¢), ¢ € Q}.
00, ¢, ¢ € Q}.
» La familia F3 = {(c,+0), c € Q}.

» La familia % = {(—

(
» La familia Fy = {(
(

» La familia F4 = {[c,+0), ¢ € Q}.

El lema también se cumple si en vez de niumeros racionales tomamos puntos de cualquier
conjunto denso (definicion A.1.81, pagina 205).

Proposicién A.2.3. Dado un espacio 2 y una familia F de subconjuntos de €2 cualquiera, existe
una Unica o-dlgebra generada por F. Existe una unica dlgebra generada por F .

Lema A.2.2. Sea {A;}}, una familia de subconjuntos de un espacio Q2 y sea f una aplicacion entre
un conjunto E vy el espacio €. Se verifica:

P (UA) = U 1 (Na) = 0.
i=1 i=1 i=1 i=1

Corolario A.2.1. Sea o/ una o-dlgebra de subconjuntos del espacio €); sea f una aplicacion cual-
quiera de un conjunto E en el espacio S0, se verifica que la clase f~1 (&) de todos los conjuntos de
la forma f~1(A), A € & es una o-dlgebra de subconjuntos de E.

Para cualquier o-dlgebra B de subconjuntos de E, la familia de subconjuntos
{ACQ : f71(A) € B} es una o-dlgebra de subconjuntos de .

Para cualquier familia F de subconjuntos de Q0 se verifica que o(f~H(F)) = [~Ho(F)).

Definicién A.2.20. Espacio medible. Un par (2, .2/) donde Q es un espacio y </ es una familia
de subconjuntos de € con la estructura de o-dlgebra decimos que “es un espacio medible’

Definiciéon A.2.21. Funcién real de conjunto. Dada una familia cualquiera de subconjuntos F
del espacio Q), F € Q)Y F € F, definimos “funcion (aplicacion) real de conjunto” como la
aplicacion que a cada conjunto F € F le hace corresponder un numero real; f es una funcion real
de conjunto sii f € F xR ANVFeZNbeR/ f(F)=0b. 5 f(F)>0VF € % decimos que es
una “funcion de conjunto’.

Definicién A.2.22. Funcién real de conjunto aditiva. Dada una familia cualquiera % de sub-
conjuntos del espacio Q y una funcion real de conjunto u: . # — R decimos que es una “funcion real
de conjunto aditiva” si
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VI{F}L € F/ENE=0V{ij}, i#ji<nAnj<n
Siu(F)>0VY F € % decimos que es una funcion de conjunto aditiva.

Definicién A.2.23. Funcién real de conjunto o-aditiva. Dada una familia cualquiera % de
subconjuntos del espacio 2 y una funcion real de conjunto u : . F — R decimos que es una “funcion
real de conjunto o-aditiva” si

M(DOF) zfu(ﬂ)

V{F}S € F/ENEF;=0V{ij}, i # ).
Siu(F)>0Y F €% decimos que es una funcion de conjunto o-aditiva.

Definicién A.2.24. Medida real. Dada una o-dlgebra o7 C P () y una funcion real de conjunto
p: o/ — R decimos que es una “medida real” (V. I. Bogachev,[11]), “medida con signo(signada)”
( M. de Guzman y B. Rubio, [60]) si es o-aditiva y verifica u(0) = 0. Decimos que u es “finita” si
() # too; decimos que es “o-finita” si Q) es la union de una familia numerable de subconjuntos
de o/ con medida finita.

Definiciéon A.2.25. Medida. Dada una o-dlgebra o/ C P(Q) y una funcion de conjunto

p o/ — [0,4+00) decimos que es una “medida” si es o-aditiva y verifica u(§)) = 0. Decimos que
es “finita” si p(2) < 4o0; decimos que es “o-finita” si Q es la union de una familia numerable
de subconjuntos de </ con medida finita; decimos que es “completa” si todo subconjunto B de un

conjunto A € o | W(A) =0 es medible, B € o7 .

Definicién A.2.26. Espacio de medida real. Definimos “espacio de medida real” como la terna
ordenada (), 97, 1), siendo Q un espacio, &/ una o-dlgebra de subconjuntos de Q) y u: o/ — R una
medida real.

Definicién A.2.27. Espacio de medida. Definimos “espacio de medida” como la terna ordenada
(Q, 9, 1), siendo Q un espacio, & una o-dlgebra de subconjuntos de Q y u : &/ — [0,400) una
medida.

Definicién A.2.28. Proposicién verdadera para pu-casi todo w € 2. Dado un espacio de medida
(Q, o, 1) y una proposicion (propiedad, enunciado, en el sentido habitual de la l6gica simbdlica, M.
Garrido [53]) P relativa a los puntos w € Q decimos que “es p-verdadera para casi todo w € Q7 o
que “se cumple para p-casi todo w € Q7 y lo denotamos por “p.c.t .w € Q7 (u.c.t. cuando resulte

superfluo anadir w € Q) cuando u(ﬂ{w € Q) w cumple P}> =0.

Definicién A.2.29. Funciones equivalentes. Dado el espacio de medida (2, <7, 1) y dos funciones
{f,g} /[ Q=R*A g:Q— RR*=RU{£o0}) decimos que “son equivalentes”, y lo denotamos
por f =g, sii f(w) = g(w) p.c.t. Es decir sii
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p{w e f(w) #gw)} =0.

Definicién A.2.30. Convergencia en casi todos los puntos. Dado el espacio de medida (2, 7, 1)
y una sucesion de funciones { fnlnen / fn 1 Q — R*, decimos que “converge en casi todos los puntos

w € Q hacia una funcion g : 0 — R*”, y lo denotamos por f, ot g, St

lim f,(w) = g(w) p.ct.

n—-+o0o

Teorema A.2.1. Dado un espacio de medida (S, 97, 1) y una sucesion de funciones {fn}nen / fn :
p.c.t.

Q—=R* A f," =g, fn o -medibleNn € N= g .of-medible.

Definicion A.2.31. Convergencia en medida. Dado el espacio de medida (X2, 97, ) y una suce-
sion de funciones { futnen, fn:Q — R* A f, &/ -medibleV n € N, decimos que la sucesion { fn}nen
“converge en medida hacia la funcion g : Q@ — R*”, y lo denotamos por f, % ¢ sii¥ € > 0 se verifica

lim p(fw e o |fu(w) —gw)| > €}) = 0.

n—-+o0o

Teorema A.2.2. Dado el espacio de medida (2,97, 1) y la sucesion {fuotnen /| fn 0 @ = R* A
fn o/ -medible¥Y n € N, f, g g=fo g

Teorema A.2.3. Dado el espacio de medida (0,97, 1) y la sucesion {fuotnen /| fu 0 @ = R* A
fn o/ -medibleV n € N, f, N g =3 {fnk} C {fn}neN / o u._c.>t. 7

Teorema A.2.4. Sea (2,7, 1) un espacio de medida real. Para cada E € o/ definimos:

ut(E)=sup{u(P) : PCE, Pe <}

p (E)=—inf{u(P) : PCE, Pe 4}.
Se verifica

» 1t es una medida finita o o-finita si p es finita o o-finita respectivamente.
= 1~ es una medida finita.

» p=pt — o (descomposicion de Jordan de ).

Definicién A.2.32. Variacién total de una medida real . Dado un espacio de medida real
(Q, 97, 1) y la descomposicion de Jordan de la medida p = p* — p=, definimos “variacion total de
w”, y la denotamos por |u|, como la suma de pt yu=; |p| =p* +p~.
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Definicién A.2.33. Continuidad de una medida real v respecto de otra medida real .
Dada una o-dlgebra de subconjuntos de un espacio Q, <, y dos medidas reales {v, u} definidas sobre
o/ decimos que ‘v es absolutamente continua respecto de 1” , y lo denotamos por v < u, cuando

v[(A) =0V Aed /[u(A)=0.

Teorema A.2.5. Teorema de Hahn para medidas reales. Sea (€2, &7, 1) un espacio de medida
real, siendo p una medida real o- finita. Existen {A,B} € &/, ANB=0 NAUB =Q / u(E) >
OVECA EFEed N uFE)<OVECB, Fcg. Ademas, V C € o se verifica

pH(C)=w(CNA) ypu (C)=—p(CNB).

Definicion A.2.34. Medidas reales singulares entre si. Dada una o-dlgebra de subconjuntos del
espacio S, | y dos medidas reales definidas sobre o, {cv, B}. Decimos que “son singulares entre si”,
y lo denotamos por « < 3, si 3{A,B} € o/ | ANB=0 N AUB=Qy : |o|(B)=0 A|B|(A) = 0.
También si 3A € o7 | |a|(A) =0 A |B](mA) =0

Teorema A.2.6. Teorema de descomposicion de Lebesgue para medidas reales. Sea un
espacio de medida real (2, o7, 1) y v una medida real o-finita definida sobre <7 . Existen dos medidas
reales {«, } definidas sobre of | singulares entre si, tales que « es absolutamente continua respecto
de i, B es singular respecto de p y se verifica v = o+ 3.

Definicién A.2.35. Atomo respecto de una medida p. Dado un espacio de medida (0, 7, 1),
denominamos “dtomo respecto de la medida p” a todo subconjunto C' € o | u(C) >0 A VD C
C,Ded/ : p(D)=0 VvV u(D)=pnC).

Definiciéon A.2.36. Continuidad de una medida v respecto de otra medida p. Dada una
o-dlgebra de subconjuntos de un espacio ), 7, y dos medidas {v, u} definidas sobre &7 decimos que
“v es absolutamente continua respecto de p” cuando v(A) =0V A e o |/ n(A) = 0.

Definicién A.2.37. Medida exterior en un espacio 2. Sea 2 un espacio, definimos “medida
exterior en el espacio QL7 a una aplicacion p : P () — [0, +00) que verifica:

= 11e(0) = 0.
e 1(A) < u(B)V{A By € 2(©) | AC B

» Fs o-subaditiva; es decir

+oo +o0
pe(UA) £ 3 ne4) ¥ (A} € 2(@).
=1 i=1

Teorema A.2.7. Sea (2, 97, 1) un espacio de medida. Definimos

po : 2(Q) — [0,400) / pua(A) =inf{u(B): Be o/ N AC B}.
Se verifica que la aplicacion g es una medida exterior en el espacio ).

Teorema A.2.8. Caratheodory. Sea () un espacio y p. una medida exterior en €. Sea la familia
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¢ ={Ae PQ) : p(ANB)+ p(~ANB) < p(B) ¥ B € 2()}.

Sea 1 la restriccion de p. a €. Se verifica que € es una o-dlgebra, j es una medida completa
y (Q,€, 1) es un espacio de medida.

Definicién A.2.38. Complecién de una o-algebra. Dado un espacio de medida (2, </, ) defi-
nimos la “complecion de la o-dlgebra 7 7, y la denotamos por &, a la familia de subconjuntos de

Q

o ={NUA : Aeo, Ne () AN IN, CN, N, € &/ u(N,) =0}

Teorema A.2.9. Dado un espacio de medida (2,.97, 1), sea & la complecion de la o-dlgebra o/ . Se
verifica:

s o C .
» o/ tiene estructura de o-dlgebra.

Teorema A.2.10. Sea S € P(Q2) un semianillo en el espacio Q, sea p:S — [0, 4+00) una medida y
sea R(S) el anillo generado por el semianillo S. Existe una unica medida p* : R(S) — [0, +00) que
es una extension de p sobre R(S) (siendo R(S) el anillo generado porS):

1 (C) => w(Cy) para cualquier {C;}p_, €S, C;NC; =0Vi#j/C=JC;, CeR(S).

i=1 i=1

Teorema A.2.11. Teorema de extension de Caratheodory. 5i R es un anillo de subconjuntos
del espacio 2 y p es una medida o-finita definida sobre R, existe una unica medida p* sobre la o-
dlgebra generada por R, o(R), que extiende a p. Es la obtenida considerando como medida exterior

VA€ P, pulA) = int{- u(B) VBT € R/ AC ) B,

=1

Se verifica que la complecion de la o-dlgebra o(R), 0(R) coincide con la o-dlgebra € obtenida
mediante la medida exterior y., 0(R) = €. El espacio de medida (2, 0(R), 1), siendo [i la restriccion

de pe a 0(R), es un espacio de medida completo.

Definiciéon A.2.39. Medida de Lebesgue en R". Dado el espacio R™"definimos la “medida de
Lebesgue en R™, y la denotamos por ", a la medida obtenida considerando el semianillo ST =
{I™ = (a1,b1] X -+ X (an,by) a; € RAb; € RY i =1,---,n}, la medida definida en S",|I"| =

(b1 — a1) - (b — as) -+~ (b, — ay), el anillo generado por S, R(S") = {JI}' : I € S" Vi =
i=1
L-oon NI'OIT =0Yi# 5} y la medida exterior

+oo +oo
VAe P[R"), pe(A) =mf{d |I}|, Ac I}, [} €S"Vi=1,--- ,+o0 A’ NI} =0Vi# j}.
=1 =1
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La o-dlgebra € obtenida mediante la medida exterior . la denominamos “o-dlgebra de Lebesgue

en R™” y la denotamos por L"; verifica L™ = o(R(S")). La restriccion de p. a L™ la denominamos
“medida de Lebesgue en R™ 7, y la denotamos por (™.

Teorema A.2.12. El espacio de medida (R™, L™, (™) es un espacio completo.

Definiciéon A.2.40. Medida de Lebesgue-Stieltjes. Sea g : R — R una funcion mondtona
no decreciente y continua a la izquierda (entendiendo “mondtona no decreciente” y “continua a la
izquierda” en el sentido habitual en el andlisis matemdtico, N. Piskunov, [126]) cumpliendo
xl_l;r_noog(x) =0 A zggloog(x) = 1. Para cada intervalo real (a,b] definimos

p((a,b]) = g(b) — g(a).
Para cada A € Z(R) definimos

“+oo “+o0o
piy(A) = inf{d_ p((ai,bi]) = AC U (ai, bil}-
i=1 i=1
Se verifica que py; es una medida exterior en R. La medida p, que se obtiene a partir de ella
teniendo en cuenta el teorema de Caratheodory se denomina “medida de Lebesque-Stieltjes asociada

ag’”

A.2.2. Funciones medibles. Integral de Lebesgue y de Lebesgue-Stieltjes.

En esta subseccion enumeraremos algunos de los resultados relacionados con la integral de
Lebesgue y la integral de Lebesgue-Stieltjes, sin pretensién de ser exhaustivo. Vamos a considerar
la “recta real ampliada”, R* = RU {+oo} y la o-dlgebra de Borel en R*, B(R*), considerando la
topologia usual en R*. Es decir, B* € B(R*) sii B* = BU{—oc0} V B* = BU {+o00} V B* =
BU{—00, +00}, B € B(R). También, salvo que se indique lo contrario, se entiende que las operaciones
estan bien definidas (por ejemplo, cuando hablamos de la suma de dos funciones definidas en un mismo
espacio medible (2, /) y .o7-medibles se entiende que A w € Q / f(w) = +o0Ag(w) = —0 V f(w) =
—00 A g(w) = +00)

Definicién A.2.41. Aplicaciones medibles respecto de las o-algebras &, y o%. Dados dos
espacios medibles (y,.2) y (Qg, 9%) y una aplicacion f : Q; — Qo decimos que “f es medible
respecto a las o-dlgebras ) y oy’ sii [~ As) € AV Ay € .

Definicion A.2.42. Aplicaciones </-medibles. Dado el espacio medible (2, 97) y una aplica-
cion (funcion) f : Q@ — R* decimos que es “of -medible” o “medible respecto a la o-dlgebra <7 sii
f7Y(B*) e &V B* € B(R¥).

Proposicion A.2.4. Dado un espacio medible (0, 7)), una funcion f : Q — R* y una familia
F C P(R*) que genera B(R*), o(F) =B(R*), f es o -medible sii [~ (F) e 4 VF e€.ZF.

Definicién A.2.43. Funcidén indicadora. Dado un espacio medible (2, 9/) y A € o definimos la
“funcion indicadora de A7, y la denotamos por I, como

1l stwe A

]AQ%R*/IA(W):{O Siw¢A
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Definicién A.2.44. Funcién simple. Dado un espacio medible (2, .2/) y una funcion

n

fiQ=R ) f=) als, a, e R*ANA € Z Vi=1,--- ,nneN decimos que es una “funcion
i=1

simple”.

Proposiciéon A.2.5. Dado un espacio medible (2,.27), dos funciones simples
Q=R A g: Q=R yaeR sewverifica que f+ g, af y fg son funciones simples.

Proposiciéon A.2.6. Toda funcion simple f : Q0 — R* verifica
f:ibiIB“ b eR*Vi=1,--- n,neN A {B}L, € &/ OBZ-:Q, B,NB; =0Vi#
O N TR
Proposiciéon A.2.7. Dado un espacio medible (2, .27) se verifica:
s La funcion indicadora 15 : Q — R*, A € o/ es una funcion <7 -medible.
s Toda funcion simple f: Q — R* es o/ -medible.

» Dadas dos funciones f:Q — R* A g:Q — R* &/-medibles y ¢ € R se verifica:
cf, f+e frg fg L min{f, g}, méx{f.g}, || son o -medibles.

w Si{fn}nen €s una sucesion de funciones f, : Q@ — R* o -medibles se verifica:

inf{f.}, sup{f.}, Uminf{f,} A limsup{f.} son <7 -medibles.

Proposiciéon A.2.8. Sea un espacio medible (Q, </) y una funcion f : Q — [0,+o0], < -medible.
Existe una sucesion mondtona no decreciente { fr}nen, fn @ 8 — [0,+00] de funciones simples tal

que lim f,(w) = f(w) Vw € Q.
Teorema A.2.13. Sea (2,97, 1) un espacio de medida, con p completa y o-finita. Sea . = {f =
Sails, a; eRVi=1-n AN{A4}, e /] |JA=Q N ANA =0,Vi#j{ij}e

=1

i=1
{1,--- ,n}, p(4;) < +ooVi=1,---,n}. Definimos

/ S ala dp = aiu(Ay).
Q=1 i=1
Se verifica

» Sea f:Q —[0,4+00], o -medible. 3 {fr}nen €/ fn >0V n €N A lim(f,) = f p.ct.we Q.
Eziste (finito o infinito)

fm Uﬂ fnd,u].

» Para cualquier otra {gn}tneny € % /9o >0V neN A lim(g,) = f p.c.t. w € Q se cumple

lfm [/andp] — lim [/andu]
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Definicién A.2.45. “Parte positiva” y “parte negativa” de una funcion .o/-medible. Sea un
espacio de medida (Q, o/, 1) y f : Q — R una funcion o7 -medible. Definimos la “parte positiva de f7,
y la denotamos por [+, como fT = max{0, f}; definimos la “parte negativa de f”, y la denotamos

por f~, como f~ = —min{0, f}.

Definicién A.2.46. Integral de Lebesgue. Sea un espacio de medida (2, <7, 1), siendo . completa
y o-finita. Sea . = {f:zn:aiIAi, a, eRVi=1,--- ,n N{A}, e/ OAi =Q N ANA; =
0, Vi#j{i,j}e{l,--- ;}1 w(A;) < +ooVi=1,---,n}. Definimos: -

= [ntegral de Lebesque de una funcion simple f = ZaiIAi, a; e RYi=1,--- n A,e A Vi=
i=1

Leoon, ANA;=0Vi#£jG A A =Q como

=1

[ rdu= [ Y ailsdn=Y a4,
Q L] i=1

» Integral de Lebesgue de una funcion f: Q2 — [0, 400] &7 -medible como

/Qfduzlim Uﬂfndu}.

Siendo {futneny € L AN fn > 0V n € N una sucesion mondtona no decreciente tal que

lim(f,) = f p.ctw € Q.

» [Integral de Lebesgue de una funcion f: € — R o/ -medible como

| fau= [ frdu— [ fap

En todos los casos que las expresiones tienen sentido, pudiendo ser la integral infinita.

Definicién A.2.47. Funcion integrable en el sentido de Lebesgue respecto de una medida
p. Dado un espacio de medida (), o7, 1), siendo p completa y o-finita, y una funcion f: Q — R, o -
medible decimos que “es integrable en el sentido de Lebesgue respecto de la medida p” si

/Qf_du<—l-oo,/ﬂf+du<+oo.

Definicién A.2.48. El conjunto L'(u). Dado un espacio de medida (2, <, i), siendo ju completa y
o-finita, definimos el conjunto L* (i) como el formado por todas las funciénes f : Q — R, o -medibles
y que son integrables en el sentido de Lebesgue respecto de la medida p.

Proposiciéon A.2.9. Dado un espacio de medida (2,9, 1), siendo u completa y o-finita, y una
funcion f : Q — R, of/-medible, es integrable en el sentido de Lebesgue respecto de la medida

ny f e LNu) sii
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L= [[F+ ) dn < +oo.

Proposiciéon A.2.10. Sea el espacio de medida (2, %7, 1), siendo p completa y o-finita; sean
Q=R g:Q— R* o -medibles | {f,g} € L'(u) A {a,b} € R. Se verifica:

Linealidad. af + bg € L'(p) y

/Q[af‘i‘bg]dlﬁ:a/ﬂfd,u—l—b/ggd,u.

Monotonia.f > g =

[ fau= [ gan.

{A,B}ed | ANB=0=

. fau= [ fau+ | fap

|fle L(p) y

’/Qfdu

f o -medible y Ae o | W(A) =0= fly€ L' (n) y

< [ 1flap

AfLNM:iAfdu:O.

h:Q — R* o-medible yh =0 p.ctwe Q= hel(uy

/hdu:O.
Q

» f=gpctwed=
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/Qfdu=/ggdu-

» Desigualdad de Markov. f: Q — [0, +00), «7-medible, f € L'(u),V a > 0

p{f zap < [ fdu

- u({|f] = +oo}) = 0.
< P20 A fofdu=0= u({f #0}) = 0.

Teorema A.2.14. Teorema de convergencia monétona en pu.c.t.w € ). Sea el espacio de
medida (2,97, 1) y la sucesion { fn}tnen, fn:Q —[0,+00), &/-medibleY n € N A {f,} T p.ctw e
Q, 3 f:Q—=1[0,400) & -medible | f, 1 [ p.c.tw € QA se verifica

lim /andu:/gfdu.

n—-+4o0o

Corolario A.2.2. Si se cumplen las hipotesis del teorema de convergencia mondtona y g : € —
[0,+00), g€ LY (1) / futgp.ctw e : f=gpu.ctweQA severifica

1’/nd:/d:/d.
ngglwgfu qu 9 du

Lema A.2.3. Lema de Fatou en p.c.t.w € Q. Sea el espacio de medida (2, 7, 1) y sea la sucesion
{fatnens fn:Q —[0,400) p.ctw € UV fr > g p.ctw €, g€ L' (u) siendo f, o/ -medibleV n €
N se verifica

< limi .
/thmffn dp < lﬂilﬁ?of/gf" dp

n—-+o0o

Sea la sucesion {fn}nen, fn: Q — (—00,0] petw € UV f, < h pctw € Q, h € L (p)
siendo f, </ -medible Y n € N se verifica

lim sup f,, du > limsup fn dys.

Q n—+oo n——+o0o

Corolario A.2.3. Si se cumplen las hipdtesis del lema de Fatou y |f,| < g p.c.t.w € Q se verifica

liminf f, dp < limlnf/ frndp < limsup fn dp < hm sup f,, dpu.
oo n—+oo JO

Q n—+ n—+4o00 n—+00
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Teorema A.2.15. Teorema de convergencia dominada en pu.c.t.w € €. Sea el espacio de
medida (2,9, 1) y sea la sucesion { fnlnen, fn: Q= R, f, &-medibleY n €N /|f,| < gp.ctwe
Q, g:Q—[0,+0), g € LY(u); sea f: Q — R, o -medible | f, — f p.c.t.w € Q se verifica que
feLll(ny

n—-+00

I /nd: I nd:/d.
fm o fadp= | Hm fodp= ] fdu

Teorema A.2.16. Sea (2, .97, 1) un espacio de medida siendo p o-finita, o-aditiva y positiva(también
se cumple en el caso de medidas reales (signadas)). Sea f: Q — R, o -medible e integrable (integral
finita) definimos la funcién de conjunto

Vi%%R/V(A):/AdeU,:‘/Qf]Ad/UL,VAGJZZ.

v es o-aditiva, o-finita, real y absolutamente continua respecto de p, v < p.

Teorema A.2.17. Teorema de Radon-Nikodym. Sea (2,97, 1) un espacio de medida con p o-
finita, o-aditiva y no negativa. Sea v : &/ — R una medida o-aditiva, o- finita y real absolutamente
continua respecto de p. Erxiste una dnica (p.c.t.w € Q) funcion f : Q — R, o -medible, integrable,
con integral finita, tal que

A= fa
v(d)= | fdu
El siguiente teorema relaciona la integral de Lebesgue con la de Riemann.

Teorema A.2.18. Sea f una funcion acotada definida sobre el intervalo [a,b]. La condicion necesaria
y suficiente para que sea integrable en “el sentido de Riemann”, R-integralbe, es que el conjunto de
sus puntos de discontinuidad tenga medida de Lebesque cero. Ademds, si f es integrable en el sentido
de Riemann (R-integrable), también lo es en el de Lebesque (L-integrable).

Definicién A.2.49. Integral de Lebesgue-Stieltjes. Sea F' : R — R una funcion mondtona no
decreciente, continua por la izquierda, cumpliendo E:EH F(z)=0 A EIE F(z) = 1. Sea la funcidn

g : R = R, definimos la integral de Lebesque-Stieltjes de g respecto de la medida de Lebesque-Stieltjes
inducida por la funcion F como

[ o dar@ ~ [ g,

—00 R

A.2.3. Espacios de medida producto.

A continuacion vamos a definir los espacios medida producto, de importancia capital para el
estudio de los espacios de probabilidad producto y los procesos estocasticos. Mediante el teorema
de Fubini relacionaremos la integracion en el espacio producto con la integracion en los espacios de
partida.
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Definicién A.2.50. Rectangulos medibles. Sean los espacios de medida (Qq, <, p1), (Qa, S, p2),
definimos “rectangulo medible” como todo subconjunto Ay x Ay C P (1 xQs) | Ay € 4 N Ay € .

Definicién A.2.51. o-algebra producto. Sean los espacios de medida (4, A, p1), (a2, s, o),
definimos la “o-dlgebra producto de las o-dlgebras oy N\ <57, y la denotamos por o) ® ofy, como
la o-dlgebra generada por la familia de los rectdngulos medibles, <y @ oty = o({A1 X Ay /| Ay €
g N Ag € oh}).

Proposicion A.2.11. Sean los espacios de medida (1,99, 1), (s, 9, o) y sea A ® s la o-
dlgebra producto. Se verifica:

s Aec Q@b =>NVw € 0 A, ={wr € Dy [/ (w,wr) € A} € b del mismo modo
A€ dh @y =>Nwy €y + Ay, ={w1 € Q1 / (wr,we) € A} € 9.

w [ XDy >R/ f o @h-medible =Y, € Q¢ fwr, ) : Qo = R/ we — f(wr,ws) Ywy €
Oy es aly-medible; del mismo modo f : Q X Qy — R / f o @ oo-medible = Ywy € Oy
fl we) i Q2 =5 R/ wy — fwy,we) Ywi € O es @/ -medible.

w Sea A € o/ @ oy Si s es una medida o- finita la funcion wy — ps(Ay,) Ywi € O es o -
medible, la denotamos por ps(Ay,); del mismo modo si py es una medida o- finita la funcién
way — i1 (Au,) Yws € Qy es ofy-medible, la denotamos por py(Ay,)-

w Sea A € o) & ly. Si {1, po} son medidas o- finitas se verifica

/QMAM)dul:/Q 11 (Au,) dptz, ¥ A € o @ o,

Definicién A.2.52. Medida producto. Sean los espacios de medida (21,97, 1), (D2, s, o),
con {1, pe} o-finitas (y no negativas) y sea o/ @ oy la o-dlgebra producto. Definimos la “medida
producto en la o-dlgebra producto @i @ ", y la denotamos por 1 ® pie, como

VAE A DS i@ mlA) = [ p(An)di = [ m(An)du,

Teorema A.2.19. Sean los espacios de medida (21, 94, 1), (Qa, s, 112), con {1, po} o-finitas (y no
negativas) y sea & @ s la o-dlgebra producto. Sea f : Q1 x Qo — R definida en py @ pg.c.t.(wy,ws) €
Q1 X Qs y oA @ ly-medible.

w Sif i x Q= [0,400) las funciones

Bwn) = [ Flwrwn) dpn, ¥lwn) = | Flr,n) dyn.

definidas en py.c.t.wy € Qy la funcion ¢ y en ps.c.t.wy € o la funcion i, son no negativas y
a1 -medible y ofs-medible respectivamente. Se verifica

/leQz Jlorwn) (@ rz) = /Q Olwr) dpm = / P(w2) dpg < +o00.

1 Q2
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» Teorema de Fubini. Si f € L'(u®puo) : ¥ € LY (ug) py.c.tw; € U A ¢ € L (uy) po.c.tws €
Qy. Se verifica

Olwn) dn = [ () duz < +ox.

1 Qo

/leQQ flwr,we) d(py @ p) = /Q

Teorema A.2.20. Sea {(£2;, 9, 11;) }ien una sucesion de espacios de medida, siendo p;, o-finita A

1i() = 1V i € N, existe una unica medida pu definida en la o-dlgebra producto T[5  que cumple

la propiedad de que para todo cilindro C = [[7_; A; X [1150,, Q; se verifica

n

p(C) = p1 @ pig ®"'®,U/n(HAi>-

=1

La medida v es la “medida producto” de las medidas p; @ € N. El espacio de medida

+o0

+o00
i=1 i=1

es el “producto cartesiano” de los espacios de medida (82, <7, 11;).

Teorema A.2.21. Teorema de la medida producto (Andersen y Jessen). Sean {(Qy, 7, p) }rer, T C
R espacios de medida normada (1($2) =1Vt € T ). Sean

» OQp = [lier O
v I = [lyer % la o-dlgebra producto.
» (i = [lier te la medida producto.

= El conjunto de los “cilindros medibles” :

(KT:{HAtX H Qt,AtEJZZthGTn}

teT, te(T—Tn)

= La medida sobre el conjunto de los cilindros medibles:

MT( H Ap X H Qt) = H pe(Ay).

teTy te(T—Tn) teTy

Se verifica:

w o =0(6r), la o- dlgebra generada por las uniones finitas de elementos de 6r.

» La medida pr definida sobre la familia €1 puede extenderse a una medida normada sobre <y,
que denotaremos por jir.

» (Qr, o, ur) es un espacio de medida normada.

La teoria de la medida es esencial en toda investigacién probabilistica; en esta seccién nos
hemos limitado a enumerar resultados, ideas y conceptos esenciales para el desarrollo de la tesis,
sin pretender ser exhaustivo. Para ampliar o consultar contenidos de una forma maés detallada, son
recomendables [11] de V. I. Bogachev, [33] de J. L Doob, [60] de M. de Guzman y B. Rubio, [61] de
P. R. Halmos,...
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A.3. Teoria de la probabilidad.

En esta seccién enunciaremos los conceptos fundamentales de la teoria de la probabilidad
que necesitamos para la elaboracion de la tesis. Como en las secciones anteriores, para profundizar

contenidos serd necesario recurrir a los textos especificos, como pueden ser [44] de W. Feller, [77] de
A. N. Kolmogorov, [90] de M. Loéve, [127] de V. Quesada y A. Garcia,...

A.3.1. Espacio de probabilidad.

Un espacio de probabilidad es un espacio de medida (€2, .o/, P), donde P es una “medida nor-
mada”; es decir, P(Q2) = 1. Todas las definiciones, proposicones, teoremas, etc. de la teoria de la

medida son validas también en la teoria de la probabilidad. Las principales propiedades que cumple
la medida de probabilidad P : Q — [0, 1] son:

Se verifica:

VAN €/ | AN A =0V (i} € {1, n}, i £ : IP’(L:JAi) — Y B4,

i=1 =1

VA€o : P(-A) =1-—P(A).

V{A,B} e/ | ACB : P(A) <P(B).

VAe o : P(A)<1.

V{A,B} e : P(AUB) =P(A) +P(B) —P(AN B).

Se verifica:

n n

VAL € o 2 (U A) = D PA)-S BN+ > BAnAnA)— -+ (1B () 4,).

i=1 1<j i<j<k =1

V{A,BY € o : P(AUB) < P(A) + P(B).

Se verifica:

VAN, € IP( U Ai> <3 P(4).

Se verifica:

e e} n

VAV € o ]P’(UA,) < Y-P(4).

i=1
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» Se verifica (desigualdad de Bonferroni):

VALY € o P(ﬁvo 1= S P4,

i=1 =1

Teorema A.3.1. Continuidad secuencial de la probabilidad. Sea {A;} /% € & una sucesion
mondtona (creciente o decreciente), se verifica:

P( lim A,) = lim P(A,).

n—-4o00 n—+400

Definicién A.3.1. Independencia de sucesos. Dados dos sucesos {A, B} € o/ decimos que “son
independientes” sii se verifica P(AN B) = P(A) - P(B).

Definicién A.3.2. Independencia por pares. Dada una familia no vacia % C o/ de sucesos,
decimos que sus sucesos “son independientes dos a dos” sii ¥ {A,B} € F, | A# B : P(ANB) =
P(A) - P(B).

Definicién A.3.3. Familia de sucesos mutuamente independientes. Dada una familia % C of
de sucesos distintos, decimos que “es una familia de sucesos mutuamente independientes (o comple-
n

tamente independientes)” sii V { A}, € F, A; # A,V {i,j} € {1,--- ,n} : P((A) =[] P(A).
i=1 i=1

Definicién A.3.4. Familias de sucesos independientes. Dadas dos familias %, C of N\ Fy C of
de sucesos, decimos que “son independientes” siiN Ay € Fy N Ay € Fy @ P(A1NAy) = P(A;)-P(Ay).

A.3.2. Variable aleatoria.

Variable aleatoria unidimensional (real).

Definicién A.3.5. Variable aleatoria unidimensional. Sea el espacio probabilistico (2, <7 ,P)
y el espacio medible (R, B(R)); decimos que X : Q@ — R es “una variable aleatoria real” sit ¥ B €
B(R) : X Y(B) e . Alafamiliaoc(X)={Ae€ o : 3BeBR)/ X (B)= A} la denominamos
“o-dalgebra generada por la variable aleatoria X .

Una variable aleatoria es, por lo tanto, una aplicacion real .@7-medible, y cumple las propiedades
de las funciones medibles.

Definiciéon A.3.6. Ley de probabilidad de una variable aleatoria. Sea X : 0 — R una
variable aleatoria real; definimos “ley de probabilidad inducida por X 7, y la denotamos por Px, a la
medida Px : B(R) — [0,1] : Px(B) =P(X"Y(B))V B € B(R). Dada una variable aleatoria real X
cualquiera, definimos su “espacio probabilistico asociado” como (R, B(R),Px).

Definiciéon A.3.7. Funciéon de masa de una variable aleatoria. Dada la variable aleatoria
X : Q = R definimos la “funcion de masa de la variable aleatoria X 7, y la denotamos por px, a la
funcion:

px :R—=1[0,1], /px(z) =Px(z) =Plwe Q : X(w)=ux).

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



A.3 Teoria de la probabilidad. 240

Proposiciéon A.3.1. Sea X : Q — R wuna variable aleatoria real; sea px : R — [0,1] su funcion

de masa. Definimos D, = {x € R : px(z) > 0}. Se verifica que Dx es un conjunto numerable
(definicion A.1.67, pagina 204).

Definicién A.3.8. Variable aleatoria discreta. Sea X : 2 — R wuna variable aleatoria real; sea
px : R = [0,1] su funcion de masa; sea Dx = {x € R : px(xz) > 0}. Decimos que la variable
aleatoria X “es discreta” sii Dx # () A Z px(z) = 1. Al conjunto Dx lo denominamos “soporte

z€Dx
de la variable aleatoria X7

Definicién A.3.9. Funcion de densidad sobre R. Dada una funcion f : R — R decimos que “es
una funcion de densidad” sii cumple:

» f(x) >0VzeR.

» f es R-integrable (integrable en el sentido de Riemann, definicion A.1.131, pagina 214).

—+00

. f(z)dz =1.
Proposicion A.3.2. Sea el espacio probabilizable (R,B(R)); sea f : R — R una funcién de densidad
sobre R. Entonces f induce una medida de probabilidad en el espacio probabilizable (R, B(R)).

Definicién A.3.10. Funcion de distribuciéon sobre R. Dada una funcion F : R — R decimos
que “es una funcion de distribucion” sii cumple:

» I es mondtona no decreciente (definicion A.1.22, pdagina 197).
» F es continua por la derecha ([1206]).

= Se verifica xgrgloo F(z)=0 A ml_l}I_{loo F(x) =1 ([126]).
Teorema A.3.2. Sea el espacio probabilistico (R, B(R),P). Se cumple que la funcion F : R — [0,1] :
F(z) = P(—o0,x]) es una funcion de distribucion en R. Se la denomina “funcion de distribucion
asociada a la medida de probabilidad P

Teorema A.3.3. Sea F': R — [0,1] una funcién de distribucion en R. F induce una medida de
probabilidad en el espacio probabilizable (R, B(R)) tal que la funcion de distribucion asociada a dicha
medida de probabilidad es precisamente F'.

Definicién A.3.11. Variable aleatoria continua. Dada una variable aleatoria X : Q0 — R decimos
que “es continua” si su funcion de distribucion Fx : R — [0,1] : Fx(z) = Px(—o0,z]) V2 € R
puede ser representada como:

Fy(z) = /_ Fx(t) dt
siendo fx : R — R una funcion de densidad, la “funcion de densidad de la variable aleatoria
continua X 7.
Al conjunto Cx = {x € R : fx(x) > 0} lo denominamos “soporte de la variable aleatoria
continua X .

Teorema A.3.4. Sea X : Q2 — R una variable aleatoria continua con funcion de densidad fx : R —
R y funcién de distribucion Fx : R — [0, 1]. Se verifica:
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n [’y es continua.

Si fx es continua en un punto x € R, Fx es derivable en ese punto y se verifica F'(x) = fx(x).

DX:{$€R/px<I>>O}:®.

Para todo intervalo I C R de extremos a < b se verifica:

MXEI%:/%&@dt

Sea F' : R — [0,1] una funcién de distribuciéon con puntos de discontinuidad {a,} y saltos
pn = F(a,) — F(a, — 0). Sea A =Y _p,. La funcién G : R — R / G(z) = > _ p,d,, () es mondtona

creciente y continua por la derecha. La funcién Fy(z) = A7'G(z) es una funcién de distribucién
discretal.

La funcién H : R — R / H(x) = F(x) — G(z) es monétona creciente y continua. Si A < 1
la funcién F.(zr) = (1 — A)"'H(x) es una funcién de distribucién continua. Si denominamos por
pr, pe a las medidas asociadas a Gy H, se cumple pup(A) = pc(A) + pg(4) v A € BR),
siendo la medida p¢ discreta, y por lo tanto singular, respecto de la medida de Lebesgue (definicién
A.2.39, pagina 229). La medida py, que es continua, se puede descomponer como suma jy(A) =
v(A) +7(A) V A € B(R), siendo v una medida singular y 7 una medida absolutamente continua.
Definimos N(z) = v((—o0,z]), T(z) = 7((—00,z]), siendo N, T funciones monditonas crecientes
continuas. Teniendo en cuenta que pp = pug+v+T, se verifica que F(z) = G(x)+N(x)+T(x) V¥V x € R.
Tenemos, por lo tanto, el siguiente importante teorema:s:

Teorema A.3.5. Descomposicion de Lebesgue de una funcién de distribucién. Toda funcion
de distribucion F : R — [0, 1] se puede descomponer como suma F(x) = G(x)+N(x)+T(z)V x € R,
siendo G una funcion de distribucion singular discreta, N singular continua y T absolutamente
continua, respecto de la medida de Lebesgue.

Definicién A.3.12. Esperanza matematica de una variable aleatoria. Dada una variable
aleatoria X : Q — R definida en el espacio probabilistico (2, .o/, P), definimos su “esperanza mate-
mdatica”, y la denotamos por E(X), como

wmzéxwwmy

Entendiendo la integral en el sentido de Lebesque (definicion A.2.46, pdgina 232).

Teorema A.3.6. Sea X : 2 — R wuna variable aleatoria definida en el espacio probabilistico
(Q, o7, P). Sean Px y Fx la ley de probabilidad y la funcion de distribucion, respectivamente, asocia-
das a la variable aleatoria X . Se verifica:

L Recordamos la definicidn habitual:

5(1(56):{ 0 stx<a

1 six>a
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E(X) = [ X(@)P(dw) = [ ¢(@)dPx(@) = [ &(a)dPx(a).

Siendo £ : R — R la funcidn identidad (Borel medible) en (R, B(R)).

La esperanza matematica de una variable aleatoria X cumple las propiedades de la integral de
Lebesgue de funciones medibles. Particularizados a los espacios probabilisticos son interesantes:

Teorema A.3.7. Teorema de Markov. Si g(X) es una funcién medible de la variable aleatoria
X definida en el espacio probabilistico (2, &7 ,IP), siendo g(X) >0/ FE(g9(X)), se verifica para todo
k>0

Blg(X)]

P(g(X) > k) < =%

Corolario A.3.1. Desigualdad de Tchebycheff generalizada. Sea g una funcion medible no
negativa y X : Q — R una variable aleatoria definida en el espacio probabilistico (0, o7 ,P) tal que
eziste E[(g(X))*], k > 0. Se verifica:

E[(9(X))"]
Definiciéon A.3.13. Momento respecto del origen. Sea X : 0 — R wuna wvariable aleatoria
definida en el espacio probabilistico (2, o7, P). Definimos “momento de orden k € N respecto del
origen de la variable aleatoria X 7, y lo denotamos por ay, a E[X¥], oy = E[X*].

Definicién A.3.14. Momento respecto de la media de una variable aleatoria. Sea una
variable aleatoria X : Q@ — R; sea ay = E(X) < +00. Definimos “momento de orden k € N respecto
de la media de la variable aleatoria X 7, y lo denotamos por px, a E[(X — a1)¥], ur = E[(X — a1)*].
A s lo denominamos “varianza de la variable aleatoria X

Definiciéon A.3.15. Momento absoluto respecto del origen. Sea X : Q@ — R una variable
aleatoria definida en el espacio probabilistico (2, <7, P). Definimos “momento absoluto de orden k € N
respecto del origen de la variable aleatoria X 7, y lo denotamos por By, a E[|X|¥], B = E[| X|*].

Variable aleatoria n-dimensional (vector aleatorio).
Consideramos los espacios probabilisticos (R", B(R)", Pg) y (2, &7, P).

Definicién A.3.16. Variable aleatoria n-dimensional. Dada la aplicacion vectorial X = (X, -+, X,)
definida en el espacio probabilistico (2, .2/, P), X : Q - R" / X(w) = (X;1(w), -+, Xp(w)), Vw € Q
decimos que “es una variable aleatoria n-dimensional” sii X 1(B) € o/ ¥V B € B(R)".

Teorema A.3.8. Dado el vector n-dimensional X : Q@ — B(R)", X = (X4, -+, X,,), es una variable
aleatoria n dimensional sii X; : Q — R,VYi=1,--- ,n son variables aleatorias unidimensionales.

Definicién A.3.17. Ley de probabilidad inducida por una variable aleatoria n-dimensional.
Sea X : Q = B(R)", X = (X1, X, -+, X,,) una variable aleatoria n-dimensional definida en el es-
pacio probabilistico (2, o, P); definimos la “ley de probabilidad inducida por X 7, y la denotamos por
Px = Px,..x,, a Px(B) =P(X"!(B)), V B € B(R)"
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Definicién A.3.18. Funcién de distribucion inducida por una variable aleatoria n-dimensional.
Dada la variable aleatoria n-dimensional X : Q — B(R)" definida en el espacio probabilistico

(Q, o7, P) definimos la “funcion de distribucion inducida por X7, y la denotamos por Fx = Fx,...x,,

a la aplicacion

Fx,.x, :R" =R/ Fx,.x, (1, ,2,) =Plw € Q: Xj(w) <1, , Xp(w) < zp).

Definicién A.3.19. Funcién de masa de una variable aleatoria n-dimensional. Dada la
variable aleatoria n-dimensional X : Q — B(R)" definida en el espacio probabilistico (2, o/, IP)
definimos la “funcion de masa de X7, y la denotamos por px = px,..x,, a la aplicacion

Pxyx, R" =R /px,.x, (21, y2n) =Plw e Q: Xi(w) =1, , Xp(w) = zy).
Denotamos Dx = {x € R" : px(x) > 0}.

Definicién A.3.20. Variable aleatoria n-dimensional discreta. Dada la variable aleatoria n-
dimensional X : Q — B(R)" definida en el espacio probabilistico (S, .o/, P) decimos que “es una

variable aleatoria n-dimensional discreta” sii Dx #0 A Y px(x) = 1.
x€Dx

Definicién A.3.21. Funciéon de densidad en R". Dada la funcion f : R™ — R decimos que “es
una funcion de densidad en R™” sit cumple:

» f(x) >0VxeR"

s f es R-integrable en R™.

= Se verifica:

+o0 +o0
/ / f(xhaxn)dwldxn:l

Definicién A.3.22. Funcion de densidad marginal. Dada la funcion de densidad f : R® — R
definimos la “funcion de densidad marginal f;” como:

+oo +oo
fl:R%R:fl(xl):/i [ f(xla"'axn)d$2"'dxn-

La definicion de las restantes funciones de densidad son inmediatas. Las integrales, entendidas
en el sentido de Lebesque, nos sirven para definir la ley de probabilidad marginal para las variables
aleatorias discretas.

Definicién A.3.23. Funcién de densidad condicionada. Dada la variable aleatoria n-dimensional
X :Q — B(R)" definida en el espacio probabilistico (2, o/, P), sea fi = fx, la funcion de densidad
marginal de la variable aleatoria real X1; definimos la “funcion de densidad condicional de la va-
riable aleatoria (n — 1)-dimensional (Xa,- -, X,,) condicionada por X1 = a1”, y la denotamos por

fXQ"'Xn/Xl ($2, s 7%/@1); a:
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fX14.4an(1‘1(;7$27~.. 7£Un), SZ' fl (afl) # O
Fxaxu i (T, oy 0/ 00) =

0, en cualquier otro caso.

Las funciones de densidad condicionadas en cualquier otro caso se definen de modo semejante.

Definicién A.3.24. Variable aleatoria n-dimensional continua. Dada la variable aleatoria n-
dimensional X : Q — B(R)" definida en el espacio probabilistico (2, .o/, P) decimos que “es una
variable aleatoria continua” sii su funcion de distribucion es

1 Tn
Fxlan(xl,... ,In) — /_ /_ f(th... 7tn) dt1~~ dtn.

Siendo f(t1,--- ,t,) una funcion de densidad en R™. A la funcion de densidad de la variable
aleatoria n-dimensional X la denotamos por fx = fx,..x, -

Definiciéon A.3.25. Funcién de distribucién marginal. Dada la funcion de distribucion F,..x, :
R™ — R definimos la “funcion de distribucion marginal Fy” como:

T +oo +oo
FF:R—R: Fl(xl):/ 1/ fxyox, (t,xg -+ xy)dtday - - - da,.

—00

Fi:R—>R : Fl(xl):/_x;fxl(t)dt.

Siendo fx, la funcion de densidad marginal de la variable aleatoria unidimensional Xy. La
definicion para las restantes funciones de distribucion marginales son evidentes. Las integrales en-
tendidas en el sentido de Lebesque nos sirven para definir las funciones de distribucion marginales
en el caso de variables aleatorias discretas.

Definicién A.3.26. Funcién de distribucion condicionada. Dada la variable aleatoria n-dimensional
X : Q — B(R)" definida en el espacio probabilistico (2, &/, IP), sea fi = fx, la funcion de densidad
marginal de la variable aleatoria real Xi; definimos la “funcion de distribucion condicional de la

variable aleatoria (n — 1)-dimensional (Xa, - -+, X,,) condicionada por Xy = a1 ”, y la denotamos por
Fyyx, x, (T2, s 2n/a1), a:

S5 5 X x, (B2, - oo St/ an) dty - - - diy, si fi(a1) # 0
sz..-xn/xl(b, LT Sar) =

0, en cualquier otro caso.

Las funciones de distribucion condicionadas en cualquier otro caso se definen de modo seme-
Jante.

Definicién A.3.27. Familia de variables aleatorias independientes. Dado el espacio proba-
bilistico (2, <7, P) y una familia {X;}icr, siendo I C N cualquier subconjunto de indices, decimos
que “son independientes” sii para toda coleccion finita { X}, C {Xi}ier de variables aleatorias se
verifica que la familia de o-dlgebras {o(X;)}", engendradas por las variables aleatorias {X;}! | son
independientes.
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Teorema A.3.9. Dado el espacio probabilistico (Q, o/, P) y una familia {X;}icr, siendo I C N
cualquier subconjunto de indices, decimos que “son independientes” sii para toda coleccion finita
{Xi}, € {Xi}ier de variables aleatorias se verifica cualquiera de las siguientes igualdades:

FXI“‘Xn(x]J e ,l’n) = H FX1<:UZ)

froxs o) = [ o),

Siendo Fx,..x,, [x,.x, las funciones de distribucion y densidad de la variable aleatoria (Xi,--- , X,)
respectivamente.

Definicion A.3.28. Esperanza matematica de una variable aleatoria n-dimensional. Dada
la variable aleatoria n-dimensional X : Q — B(R)" definida en el espacio probabilistico (2, <, IP) con
funcion de densidad fx y una funcion g : R™ — R Borel medible definimos la “esperanza matemdtica
de la variable aleatoria g(X)” como

B0l = [ [ gl ) e, o) day e day

Entendiendo la integral en el sentido de Lebesgue (para el caso de variables aleatorias discretas
serd una serie) y suponiendo la anterior integral absolutamente integrable.

Definicién A.3.29. Momentos respecto del origen de una variable aleatoria n-dimensional.
Dada la variable aleatoria n-dimensional X : Q — B(R)" definida en el espacio probabilistico
(Q, 7, P) con funcion de densidad fx definimos “momento respecto del origen de drdenes {m;}!,
de la variable aleatoria n-dimesional X7 a la esperanza matemdtica de la variable aleatoria g(X) =
X7 X' Denotamos por oy = E(X;) Vi e {l,---,n} y la denominamos “media marginal de la
variable aleatoria X;”

Definicién A.3.30. Momentos respecto de la media de una variable aleatoria n-dimensional.
Dada la variable aleatoria n-dimensional X : Q — B(R)" definida en el espacio probabilistico
(Q, o/, P) con funcion de densidad fx definimos “momento respecto de la media de érdenes {m;}"_,
de la variable aleatoria n-dimensional X7 a la esperanza matemdtica de la variable aleatoria g(X) =
(X1 —aq)™ -+ (X, —ay,)™. Denotamos por o} = E[(X1 —«;)?],Vi € {1, -+ ,n} y la denominamos
“varianza marginal de la variable aleatoria X;”

Proposicion A.3.3. Dada una familia de variables aleatorias {X;}ier, siendo I C N cualquier con-
junto de indices, es una familia de variables aleatorias mutuamente independientes (independientes)

sit para toda subfamilia finita {X;}, C {X;}ier se verifica E( 11 Xl-> = [[E(X)).
i=1

=1
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A.3.3. Esperanza condicionada.

Sea el espacio probabilistico (2, &7, P) y sean A € & un suceso con P(A) >0,y F C & una
sub o-algebra de .o7. Definimos:

Definicién A.3.31. Probabilidad condicionada por un suceso de probabilidad no nula.
Definimos ¥ B € < la “probabilidad de B condicionada por A”, y la denotamos por P(B,A), como

P(B N A)

P(B,/A) = BT

Definicién A.3.32. Esperanza condicionada por una o-algebra(Kolmogorov). Sea X : Q —
R wuna variable aleatoria con E(|X|) < +o00. Sea .F C &/ una sub-o-dlgebra. Existe una tnica (c.t.
en el sentido de la medida P) variable aleatoria Y : Q — R cumpliendo:

n Y es . F-medible.
» E(JY]) < +o0.

s Se verifica:

/Xd]P’:/Yd]P’,VFegf.
F F

Denominamos a 'Y “esperanza condicionada de la variable aleatoria X por la o-dlgebra F (o
condicionada por F, abreviadamente)” y la denotamos por E(X /F). Si F =o0(Z), Z: Q2 — R la
o-dlgebra generada por la variable aleatoria Z, se denota por BE(X /o(Z)) =E(X /Z). Definimos la
“probabilidad de A € &/ condicionada por F 7, y la denotamos por P(A,/ F), como E(14,/ F).

Definicién A.3.33. Esperanza condicionada por los valores que toma una variable aleato-
ria. Sean {X,Y} dos variables aleatorias reales definidas en el espacio probabilistico (2, .2/, P), con
E(|X]) < 400, denominamos “esperanza de X condicionada por los valores de Y ”, y la denotamos
por E(X Y =y), como la iunica (c.t. respecto de la medida P) funcion g : R — R Borel-medible que
verifica:

/ Xd]P’:/ g(y) dPy, ¥ B € B(R).
YeB B

Teorema A.3.10. Sean {X;, Xs, Y} variables aleatorias reales definidas en el espacio probabilistico
(Q,.o,P), con E(|X;|) < +o0, i € {1,2}; sea F C o una sub o-dlgebra de of . Se verifican:

u ]E((a1 . X1 + as - XQ)/Q) = alE(Xl/ﬂ) + (I,QE(XQ/ﬁ), i {ai}?zl € R.
u ]E((a1 . X1 + as - XQ)/Y = y) = (llE(Xl/Y = y) +a2]E(X2/Y = y), \ {CLZ‘ 12:1 € R.

» 51 X7 < X5 c.t. respecto de P se cumple

E(X1/F) <E(Xy/ 7).
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Si X1 < X5 c.t. respecto de P se cumple

E(X Y =y) <EX /Y =y).
E(X1/F)| < E(|X:] /7).
E(X1,Y =y)| SE(|X:[ Y =y).
Si Xy es F-medible, entonces B(X,/F) = X,.
Si f:R — R es B(R)-medible, entonces E(f(Y)/Y = y) = f(y).

(Jensen) Sean X : Q — R una variable aleatoria tal que E(|X|) < 400, I C R un intervalo tal
queP(X €l)=1y f:1— R una funcion convexa. Se cumple:

E(f(X)/F) = [(E(X/F)).
E[E(X,/7)] = E(X1).

Se cumple:

| ECG/Y = y)dPy(y) = E(X).

Si F1 es una sub o-dlgebra de o/ independiente de F (P(ANB) =P(A)-P(B)VAe % N B¢
F )y Xy es F-medible, entonces E(X,,/.F) =E(X)).

SiY es independiente de X entonces E(X;,/Y =y) = E(X)).

Si Z : Q — R es una variable aleatoria tal que E(|Z - X1|) < +o0 y Z es F -medible, entonces
E(Z-X,/7) =2 E(X,/ 7).

Si f:R = R es una funcion B(R)-medible, siendo E(|f(Y) - X1|) < 400, entonces
E(f(Y) Xi,/Y =y) = f(WEXLY =y).

Sean F1 C Fy C & dos sub o-dlgebras, entonces:

E[E(Xy/ 1)/ F] = BE(X1/ ),/ F1] = E[Xy1 /F].

Si f: R —= R es una funcion B(R)-medible, entonces:

EEX Y/ f(Y)] =EEXfY)/ Y] =EX /f(Y)]

Si A C o es una sub o-dlgebra independiente de o(o(Xy),.%), entonces B(X,/o(F, 7)) =
E(X,/ 7).

Se cumplen los teoremas de convergencia mondtona, de convergencia dominada, y el lema de
Fatou.
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A.3.4. Funcion caracteristica de una variable aleatoria real.
Sea el espacio probabilistico (2, <7, P).

Definicién A.3.34. Funcion caracteristica de una variable aleatoria real. Sea X : ) — R
una variable aleatoria real definida en el espacio probabilistico (2, </, P), con funcién de distribucion
Fx y funcién de densidad (o de masa, si es discreta) fx; definimos la “funcion caracteristica de la
variable aleatoria X 7, y la denotamos por ¢x(t), a la transformada de Fourier-Stieltjes de la funcion
de distribucion Fx; o también a E(e®X).

itX oo itx oo itx
ox R = C / ox(t) = E(e ):/ e dFX(:U):/ ¢ fy(z) dz, Vt € R.

oo _
La funcion caracteristica existe para cualquier variable aleatoria X : 2 — R.

Proposiciéon A.3.4. Dada una variable aleatoria X : Q — R sea px(t) su funcion caracteristica.
Se cumplen las siguientes propiedades.

] (PX(O) =1.

lpx ()] < 1.

wx(t) es uniformemente continua en todo R.

ox(—t) = ox(t) (el nimero complejo conjugado de px(t) € C, Vt € R).

Proposicion A.3.5. Dada una variable aleatoria X : Q — R sea px(t) su funcion caracteristica.
Se verifica:

» Sipx(t) esla funcion caracteristica asociada a una funcion de distribucion discreta, entonces:

lim sup |¢px(t)] = 1.

[t| =400

» Sipx(t) es la funcion caracteristica asociada a una funcion de distribucion absolutamente
continua, entonces:

lim ¢x(t) =0.

[t| =400

» 57 px(t) es la funcion caracteristica asociada a una funcion de distribucion singular, entonces:

limsup [px(t)] = A, A € (0,1).

[t| =400

Proposicion A.3.6. Descomposicion de Lebesgue de una funcion caracteristica. Dada una
variable aleatoria X : Q — R sea @x(t) su funcion caracteristica. Se verifica:
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3
ox(t) = prox.a(t) + P2px.ac(t) + psoxs(t), {pitiy €10,1], Y pi=1.
=1

Siendo px . 4(t) la funcion caracteristica asociada a una funcion de distribucion discreta; @x qc(t)
la funcion caracteristica asociada a una funcion de distribucion absolutamente continua; ¢x s(t) la
funcion caracteristica asociada a una funcion de distribucion singular.

Teorema A.3.11. Dada una variable aleatoria X : Q@ — R sea ¢x(t) su funcion caracteristica y
Fx(z) su funcion de distribucion. Si existe

a = /Rx”dFX(x), n € N.
Entonces:
= J%(0) A ¢ @k (0) = i"am.
s L) A () = i /R et7 5" A Fy (z).

Teorema A.3.12. Dada una variable aleatoria X : Q@ — R sea @x(t) su funcidn caracteristica y
Fx(x) su funcion de distribucion. Se verifica ¥ n € N:

2n 0
» 973 ¥ (t) entonces 3 a®" = %i(?’(‘ )
2n—2
0
» Si 3 H(t) entonces 3 a2 = %2(2”—2)

Teorema A.3.13. Férmula de inversiéon. Dada una variable aleatoria X : Q@ — R sea px(t) su
funcion caracteristica y Fx(z) su funcién de distribucion. Se verifica

Fx(a+h) — Fx(a) = lim 1/

T—+o0 27 J—T it

T 1_— —ith )
766_““%6(25) dt.

Suponiendo que a, a+ h, h > 0 son puntos de continuidad de F,(x).

Teorema A.3.14. Dada una variable aleatoria X : Q — R sea px(t) su funcion caracteristica
y Fx(x) su funcion de distribucion. Si px(t) es absolutamente integrable en R entonces Fx(x) es
absolutamente continua, su funcion de densidad fx () es continua y se verifica

1 +oo —itx
fx(@) = Fy@) = o [ e oxvya
Teorema A.3.15. Teorema de Helly. Toda sucesion {F,(x)}nen de funciones uniformemente
acotadas, no decreciente, contiene una subsucesion { Fyy(x) bnren C {Fn () }nen que converje a alguna
funcion no decreciente acotada F(x) en los puntos de continuidad de F(x) (en particular se cumple
para sucesiones de funciones de distribucion.)
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Teorema A.3.16. (Teorema de Continuidad). Para que una sucesion de funciones de distribu-
cion de probabilidad {F,} converja propiamente a una distribucion F' de probabilidad, es necesario
y suficiente que la sucesion {p,} de sus funciones caracteristicas converja puntualmente a un limite
© , Yy que @ sea continua en alguna vecindad del origen.?

En este caso, ¢ es la funcion caracteristica de F. (Por tanto, ¢ es continua en todas partes y
la convergencia p, — ¢ es uniforme en todo intervalo finito).

Lema A.3.1. Sean {F,} distribuciones de probabilidad con funciones caracteristicas {¢,}. Sipr >0
y > pr = 1 se verifica:

U:Zpk'Fk (Al)

es una distribucion de probabilidad con funcion caracteristica:

Y= Zpk@k-

A.3.5. Funcién generatriz.

Definicién A.3.35. Funcién generatriz. Dada una sucesion {a;}ieny € R si

+oo
G(s) =) a;s’
i=0

converge en algin [—so, so] C R decimos que “G(s) es la funcion generatriz de la sucesion {a; }ien”

Definicién A.3.36. Funcién generatriz de probabilidad. Dada una variable aleatoria X : €2 —
N definida en el espacio probabilistico (2, o7, P) que unicamente toma valores enteros positivos, de-
finimos la “funcion generatriz de probabilidad de la variable aleatoria X 7, y la denotamos por G(s),
a E(s*), s € [-1,1], entendida como integral de Lebesgue.

Teorema A.3.17. Dada una variable aleatoria X : 2 — N definida en el espacio probabilistico
(2, o7, P), que unicamente toma valores enteros positivos; sea la sucesion {¢;}jen, / ¢; = P(X > j)
de las colas de la distribucion de X . Si denotamos por Q(s), s € (—1,1) a la funcion generatriz de la
sucesion {q;j}jen y por G(s), s € [—1,1] la funcion generatriz de probabilidad de la variable aleatoria
X se verifica:

1—-G(s)
= —7, s5¢c(—11).
Q)= se (-1
Teorema A.3.18. Dada una variable aleatoria X : 2 — N definida en el espacio probabilistico
(Q, o7, IP) que inicamente toma valores enteros positivos con funcion generatriz de probabilidad G(s)
se verifica:

28e dice que la convergencia es propia cuando F no es defectuosa. (Una distribucion de probabilidad se denomina
“defectuosa” cuando su masa total es menor que 1, h'IJIrl F(z) <1).
Tr—r+00

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



A.3 Teoria de la probabilidad. 251

+o0
» Sila serie Y ip;, p; = P(X =1i) es convergente, se verifica E(X) = G'(1).
i=1
» SiY :Q — N es una variable aleatoria definida en el espacio probabilistico (2, 7 ,IP), indepen-
diente de X, con funcién generatriz de probabilidad G1(s), s € [—1,1], se verifica E(s*TY) =
E(sX) - E(sY);es decir, la funcién generatriz de probabilidad de la variable aleatoria X +Y es

G(s) - G1(s).

A.3.6. Leyes de los grandes niimeros. El teorema central del limite.
Sea el espacio probabilistico (£2,.4,P).

Definicién A.3.37. (Convergencia en probabilidad). Sea {X,},  una sucesion de varia-
bles aleatorias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilistico
(€, A,P). Diremos que {X,}, oy “converge en probabilidad hacia la variable aleatoria X 7 (definida

en el mismo espacio probabilistico), y lo denotamos por X, L X siiVe > 0AVa > 0 arbitrariamente
elegidos
dng(e, ) /Vn >ng:Plw e Q: | X,(w) — X(w)| >¢€) < a.

O también que Ve > 0, se cumple

nﬁTmP(w €Q: | X,(w) — X(w)| >¢€) =0.
Definicién A.3.38. (Convergencia casi segura). Sea {X,},  una sucesion de variables alea-
torias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilistico (2, A, P).
Diremos que {X,}, oy “converge casi seguro hacia la variable aleatoria X7 (definida en el mismo
espacio probabilistico), y lo denotamos por X,, <3 X sii

PlweQ: nl_%TOOXn(w) =X(w))=1.
Definicién A.3.39. (Convergencia en distribucion). Sea {X,}, . una sucesion de varia-
bles aleatorias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilistico
(2, A,P). Diremos que {X,},cy “converge en distribucion (o en ley) hacia la variable aleatoria X ”

(definida en el mismo espacio probabilistico), y lo denotamos por X, L X sii la correspondiente
sucesion de funciones de distribucion de las X, {F,}nen, converge hacia la funcion de distribucion
F de la variable aleatoria X, en todo punto de continuidad de F'.

lim F,(z9) = F(xg), Vag € R/ F(zg) = lim F(z) = lim F(x).

n—+00 Ty a:%:r;ar

Definicién A.3.40. (Convergencia en media cuadrdtica). Sea {X,},  una sucesion de va-
riables aleatorias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilistico
(2, A,P) tales que E(|X,|*) < 400, ¥ n € N. Diremos que {X,,}, oy “converge en media cuadrdti-
ca hacia la variable aleatoria X 7 (definida en el mismo espacio probabilistico), y lo denotamos por
X, ™ X sii
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Iim E[(X, — X)? =0.

n——+0o
Son interesantes los siguientes teoremas:

Teorema A.3.19. Sea {X,}, .y una sucesion de variables aleatorias, no necesariamente indepen-
dientes, definidas sobre un mismo espacio probabilistico (2, A,P). Se verifica:

X, S X=X, 50X

Teorema A.3.20. Sea {X,}, .y una sucesion de variables aleatorias, no necesariamente indepen-
dientes, definidas sobre un mismo espacio probabilistico (0, A,P). Se verifica:

X, 5 x=Xx,%Xx

Teorema A.3.21. Sea {X,}, .y una sucesion de variables aleatorias, no necesariamente indepen-

dientes, definidas sobre un mismo espacio probabilistico (2, A,P). Si X, 5 X existe una subsucesion

{XTZi}iEN - {Xn}nEN / Xni = .¢

Definicién A.3.41. (Ley débil de los grandes nimeros). Sea {X,}, .y una sucesion de va-

riables aleatorias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilistico
(Q, A, P) tales que existe E(X;) = a; < 00,Vi € N; sean

Diremos que la sucesion {X,}, o “cumple la ley débil de los grandes nimeros” sii la sucesion

{Yn — un} oy Converge en probabilidad hacia 0; es decir, sii

yn—,ung().

Definicién A.3.42. (Ley fuerte de los grandes nimeros). Sea {X,},  una sucesion de va-

riables aleatorias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilistico
(Q, A, P) tales que eziste B(X;) = a; < 00,Vi € N; sean

X, = — ZXZ',,LL” = — ZE(Xl) =E(X,).
nis ni4

Diremos que la sucesion { X “cumple la ley fuerte de los grandes nimeros” sii la sucesion
q nJSneN 14 Y g

{Yn — un} yeonverge hacia 0 casi sequro; es decir, sii
ne
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Yn—,ung().

Teorema A.3.22. Sea {X,}, .y una sucesion de variables aleatorias independientes definidas sobre
un mismo espacio probabilistico (2, A,P) tales que

» Las variables aleatorias de la sucesion estdn idénticamente distribuidas, con funcion de distri-
bucion F.

» E(X,)=p<oo A d*X,) <ooVn €N (media y varianza finitas).
Entonces {X,}, oy cumple la ley débil de los grandes nimeros.

Teorema A.3.23. (Khintchine). Sea {X,,}, . una sucesion de variables aleatorias independientes
definidas sobre un mismo espacio probabilistico (2, A,P) tales que

» Las variables aleatorias de la sucesion estdn idénticamente distribuidas, con funcion de distri-
bucion F.

» E(X,) =pu<oo,Vn €N.
Entonces { Xy}, ey cumple la ley fuerte de los grandes niimeros.

Es de destacar que no se exige que tengan varianza.

El teorema central del limite.

Definicién A.3.43. Teorema central del limite. Sea {X,}, .y una sucesion de variables alea-
torias, no necesariamente independientes, definidas sobre un mismo espacio probabilistico (€2, A, P),
con media y varianza finitas. Diremos que {X,}, oy “verifica el teorema central del limite” sii

Sp —E(S,)
VEI(S. — E(S,))?]

4 4(0,1).

Siendo S, = > X;.

Teorema A.3.24. (Levy-Lindeberg). Sea {X,}, . una sucesion de variables aleatorias defini-
das sobre un mismo espacio probabilistico (X2, A,P) independientes e idénticamente distribuidas, con
media y varianza finita. Entonces { X, }nen verifica el teorema central del limite.

Textos de referencia son [94], de E. Lukacs, [135], de B.A. Shevastyanov, [136], de A.N. Shiryaev,
[155], de D. Williams,. ..

A.4. Procesos estocasticos.

En esta seccion vamos a enunciar algunos resultados bésicos de la teoria de los procesos esto-
casticos. Intuitivamente, se puede interpretar un proceso estocdstico como un “proceso” que se va
desarrollando en el tiempo segiin unas determinadas leyes probabilisticas; las observaciones registra-
das en los tiempos ty, t9, - -+ describen su evolucion. Definiciones rigurosas de procesos estocésticos
hay muchas, nosotros proporcionaremos dos, una inspirada en los trabajos pioneros de J. L. Doob,
[32], ¥ que es comtinmente aceptada. A lo largo de esta monografia usaremos ambas de forma indis-
tinta.
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A.4.1. Definiciones.
Sea el espacio probabilistico (2, <7, P).

Definicién A.4.1. Proceso estocastico (J. L. Doob) Definimos “proceso estocdstico sobre el
espacio de probabilidad (2, o7 ,P) con conjunto de indices T y conjunto de estados E” como una
familia de variables aleatorias {X;}ier <7 - medibles y valoradas en un espacio medible (E, B).

T puede ser cualquier conjunto, no necesariamente numérico, si bien se suele interpretar X,
como la observacién en el tiempo 3. En el caso en que 7' C R, que puede ser un subconjunto continuo
o discreto, lo denominaremos conjunto de tiempos.

E, que denominaremos conjunto de estados, puede ser cualquier conjunto; tampoco hay una
razén matematica para aceptar que sea un conjunto numeérico, si bien lo més habitual es que E C
RV E CC.

Un proceso estocastico también se puede interpretar como una aplicacion de €2 x T en un cierto
espacio medible (E, B) :

Definicién A.4.2. Proceso estocastico. Definimos “proceso estocastico sobre el espacio probabi-
listico (2, .27, P) con conjunto de indices T y conjunto de estados E”, y lo denotamos por X (w,t),
como la aplicacion

X:QxT—FE/(wt)— X (w).

En nuestro trabajo, salvo que se indique lo contrario, 7' C RA E C R.

En el caso en que T sea un conjunto discreto (numerable), el proceso estocastico X (w,t)
se denomina “proceso estocastico de parametro discreto”. Cuando T no es numerable X (w,t) se
denomina “proceso estocastico de parametro continuo”.

Se verifica:

= YVt €T, tfijo, la funcién:

X(,t) = X,(): (e, P) = (E,B) | w— X,(w)

es una variable aleatoria. Una funcién .«7-medible.

s Vw € ), w fijo, la funcion:

X(w,)=X(w):T—E/t— X,w)

es funcién del tiempo; la denominada “trayectoria del proceso”. También se suele denominar
“funcién muestral”, en el caso en que T es un conjunto no numerable, o “sucesion muestral”,
en el caso en que T es un conjunto numerable.

3Kingman en [72], donde estudia las “medidas completamente aleatorias”, considera T = &, siendo & una o-dlgebra
definida en un conjunto cualquiera S de forma que a cada w € Q) se le asigna una medida ®,, definida en S.
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En lo que sigue, cuando hacemos referencia a un cierto proceso estocastico lo denotaremos por
X(w,t) o por {X;}ier, entendiendo que estd definido en el espacio probabilistico (€2, &7, P), que tiene
un conjunto de indices 7" C R y estd valorado en un conjunto de estados £ C R.

Definicién A.4.3. Proceso estocastico continuo. Decimos que el proceso estocdstico X (w,t) es
“continuo” st las funciones

X(w,):T—E Ywe
son funciones continuas. Es decir, las trayectorias muestrales son continuas.

Segun las propiedades que cumplan las variables aleatorias { X (+,t)};cr tenemos diversos tipos
de procesos estocasticos.

Definicién A.4.4. Procesos estocasticos con variables aleatorias mutuamente indepen-
dientes. Dado el proceso estocastico X (w,t) decimos que “es un proceso con variables aleatorias
mutuamente independientes” si las variables aleatorias {X (-, t) }ser son mutuamente independientes.

Sin embargo, debido a que en el caso continuo las trayectorias muestrales son demasiado irre-
gulares, tinicamente se estudian procesos estocédsticos con variables aleatorias independientes en el
caso discreto. El proceso queda caracterizado por la ley de probabilidad de las variables aleatorias
individuales debido a la propiedad de independencia.

En el caso de variables aleatorias C-valoradas son interesantes los siguientes tipos de procesos
estocasticos:

Definicion A.4.5. Procesos estocasticos con variables aleatorias mutuamente incorrela-
das. Dado el proceso estocdstico X (w,t) decimos que “es un proceso con variables aleatorias mutua-
mente incorreladas” si:

V{X('ﬂtl)ﬂX('7t2>} S {X('at)}teT/E[|X<'at1)|2:| < +oo A E{|X(,t2)|2} < 400

E|X (1) X(50)| = E[X(,t0)| - E[X(55)|.

Definicién A.4.6. Procesos estocasticos con variables aleatorias mutuamente ortogonales.
Dado el proceso estocdstico X (w,t) decimos que “es un proceso con variables aleatorias mutuamente
ortogonales” si:

VX (1), X(t2)} € {X( 0 er / E[|X<~,t1>|2} < fo00 A E@X(.,@ﬂ < 400

E[X(~,t1) X(tZ)] — 0.

Sin embargo, lo mismo que ocurria con los procesos estocésticos con variables mutuamente
independientes, las trayectorias muestrales son demasiado discontinuas, con lo cual los procesos
estocésticos con variables mutuamente ortogonales o incorreladas, inicamente se estudian en el caso
de parametro discreto.
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Definicién A.4.7. Procesos estocasticos con incrementos independientes. Dado el proceso
estocdstico X (w,t) decimos que “es un proceso con incrementos independientes” si¥V t) <ty < .-+ <
th, >3 AN t; €TYi=1,--- n las variables aleatorias X (-, ts) — X (-, t1), -+, X(-,tn) — X (-, tn_1)
son mutuamente independientes.

Generalmente el término “proceso con incrementos independientes” se refiere a procesos de
parametro continuo, 7' C R, y en este caso se asume que P(w € Q : X(w,0) =0) = 1.

Definicién A.4.8. Procesos estocasticos con incrementos independientes estacionarios.
Dado el proceso estocdstico X (w,t), con incrementos independientes, decimos que “es un proceso
estocastico con incrementos independientes estacionarios” si se verifica que ¥ {t1,ts} € T A Vh >

0: X(ta+h)—X(ti4+h) 2L X(- ts) — X(-,t1). Se asume que {t, + h,ty +h} € T.

Definicién A.4.9. Procesos estocasticos con incrementos incorrelados. Dado el proceso es-
tocdstico X (w,t) decimos que “es un proceso con incrementos incorrelados” si:

E||X(-,t) — X(-,8)*| < +ooV{s,t}

\V/Sl <t < 89 < 1o, {Sl,tl,SQ,tQ} e T :

EKX(', ts) — X (-, 52)) . (X(~, t) — X, 51))] _ ]EKX(-, £y) — X(-, 52))} -IEKX(-, t) - X(, sl)ﬂ.

Definiciéon A.4.10. Procesos estocasticos con incrementos ortogonales. Dado el proceso
estocastico X (w,t) decimos que “es un proceso con incrementos ortogonales” si:

E|[X(-,t) — X(-,8)]*| <400 V{s,t}

\V/Sl <t < sy < to, {Sl,tl,SQ,tQ} e T :

]E[(X(~, t2) — X(-, 52)> . (X(., t) — X(-, 51))] — 0.

Aunque los procesos con incrementos incorrelados y ortogonales los hemos definido suponiendo
variables aleatorias C- valoradas, la definicién para variables aleatorias R-valoradas es trivial. En la
practica, ambos tipos de procesos se consideran de parametro continuo, 7' C R no numerable.

Definiciéon A.4.11. Procesos estocasticos estrictamente estacionarios de orden k. Dado
el proceso estocdstico X (w,t) decimos que “es un proceso estocdstico estrictamente estacionario de
orden k7 si para cualesquiera k puntos {t1,--- ,tx} €T yh>0 :t;+he€ TVi=1,---,i=kFk se
verifica:
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X(tr 4 h), e X (- b+ h)} 4 [X(-,tl), X ()]

Se dice que es “estrictamente estacionario” si para cualquier k € N es estrictamente estacio-
nario de orden k.

Definicién A.4.12. Procesos estocasticos evolutivos. Dado el proceso estocistico X (w,t) deci-
mos que “es un proceso evolutivo” si no es estacionario (estrictamente estacionario).

Cuando interpretamos un proceso estocastico como un sistema aleatorio que evoluciona en el
tiempo es interesante el concepto de “informacién” que aporta el sistema; si observamos las trayecto-
rias del proceso hasta un cierto tiempo ¢ € T podemos decidir si un cierto suceso A € o(X(+,s)), s <
t). Este concepto de informacién proporcionada por un proceso estocastico, desde un punto de vista
matematico, viene modelada por las denominadas filtraciones.

Definicién A.4.13. Filtracién. Dado el espacio probabilistico (2, <7 ,P) definimos “filtracion”, y
la denotamos por { }1>0, como una familia no decreciente de sub o-dlgebras de o/ . Denominamos
“filtracion natural del proceso” a la filtracion { >0 | < = o(X(+, ), s < t).

Definicion A.4.14. Proceso adaptado a una filtracion. Dado el proceso X (w,t) y la filtracion
{A,}i>0 definida en el espacio probabilistico (2, o/, IP), decimos que “el proceso X (w,t) estd adaptado
a la filtracion { A }>0” iVt >0 : X(-,t) es o -medible.

En el estudio de los procesos estocasticos es conveniente, en determinadas circunstancias, con-
siderar “procesos estocasticos modificados” o “procesos estocasticos equivalentes”.

Definicion A.4.15. Procesos estocasticos equivalentes. Dados dos procesos estocdsticos
X(w,t), X(w,t) definidos en el espacio probabilistico (2, .27 ,P) con conjunto de indices T decimos
que “son equivalentes”, o que “X(w,t) es una modificacion del proceso estocdstico X (w,t)”, y lo

denotamos por X (w,t) = X(w,t), sii. Vt €T : Pw € Q) X(w,t) = X(w, 1)) = 1.

Definicién A.4.16. Proceso estocastico separable. Dado un proceso estocdstico X (w,t) definido
en el espacio probabilistico (Q, &7 ,P) decimos que “es separable” siI N C Q /P(N)=0A3ISCT
numerable y denso en T tal que siw ¢ N Nt € TI{tLH TS/t =t A X(w,t;) = X(w,t).

Dado un proceso estocastico X (w, t) es necesario estudiarlo, caracterizarlo, para poder analizar
el fenémeno que modeliza. Segin la definicion que adoptemos de proceso estocastico tendremos un
modo de describirlo:

= Definimos el proceso estocastico X (w, t), con conjunto de indices 7'y conjunto de estados (E, B)
como una aplicaciéon X : Q x T — E.

Si en el conjunto de indices T' definimos una topologia .7 podemos considerar el espacio de
medida (T, T), siendo T la o-dlgebra generada por los abiertos de la topologia 7.

Definicién A.4.17. Proceso estocastico medible. Decimos que el proceso estocdstico X (w, t)
definido en el espacio probabilistico (), .o/, IP) con conjunto de indices T, y el conjunto de es-
tados E es “medible respecto de las o-dlgebras o7 Q@ T y B” si

VBeB : {(w,t)) eQxT/X(w,t)eBedRT.

4T es un espacio polaco, si consideramos en T la métrica del valor absoluto.
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Considerando el espacio de medida (2 x T,/ ® T) podemos definir una medida en 7" (si
T C R no numerable, por ejemplo la medida de Lebesgue ¢) y a continuacién definir la medida
producto P® ¢; de ese modo tendremos el espacio de medida (2 x T, &7 @ T,P®{) y podriamos
estudiar el proceso a partir de él. Sin embargo, en general, no podemos afirmar que todos
los procesos estocasticos sean medibles, aunque si se puede demostrar el siguiente resultado
parcial:

Proposiciéon A.4.1. Todo proceso estocdstico X (w,t) definido en el espacio probabilistico
(Q, o/, IP) con conjunto de indices T, y el conjunto de estados E, continuo, es medible.

La importancia de los procesos estocasticos medibles se debe a que, si se cumplen ciertas con-
diciones de continuidad, todo proceso estocastico es equivalente a uno medible. Un interesante
estudio siguiendo esta linea de investigacién puede consultarse en el libro [90] de M. Loeve.

Teniendo en cuenta el concepto de filtraciéon y de informacion asociada a ella, aportada
por el proceso de una forma “dinamica”, es interesante considerar los procesos estocésticos
“progresivamente medibles”:

Definicion A.4.18. Procesos estocasticos progresivamente medibles. Dado un proceso
estocdstico X (w,t) y una filtracion {4 }i>o definida en el espacio probabilistico (2, o, P), deci-
mos que el proceso estocastico X (w,t) es “progresivamente medible con respecto a la filtracién

{A } >0 st

Vi>0ANVYBeB : {(ws)e Qx[0,t /] X(w,s) € B} € o ®B([0,1]).

= Definimos el proceso estocastico X (w, t), con conjunto de indices 1"y conjunto de estados (£, B)
como una aplicacién X : Q — Q, X(w) = X(w,-) = @, siendo 2 el espacio (conjunto) de todas
las funciones w : T' — R. En el conjunto €2 definimos el denominado “conjunto de los cilindros”:

Co={weQ, 0ty €By, -, w(ty) €EB,, BEeBR) A t;, €eTVi=1,---,n}.

Denotamos por o7 la og-algebra generada por los cilindros %, y obtenemos el espacio medible
(Q, o7); es evidente que la aplicaciéon X : (Q, /) — (Q, o) es o7-medible, con lo cual definiendo
una medida g en (Q,.%7), u(A) = P(X~(A)), V A € o, podemos describir el proceso, para lo
cual se consideran equivalentes todos los procesos que inducen la misma medida p en (, .7,
y tomando como representante canonico de la misma al proceso estocastico definido sobre el
espacio probabilistico (Q, o/, ;1) tomando como @ la identidad. Sin embargo, teniendo en cuenta
la definicién de o7, no existe A € o definido restringiendo los valores de sus elementos en méas de
una cantidad numerable de puntos de T, lo cual nos llevaria al concepto de “espacio estocastico
separable” y al teorema que garantiza que dado cualquier proceso estocastico definido en un
cierto espacio probabilistico (€2, .27, P) existe un proceso estocéstico separable definido en el
mismo espacio probabilistico equivalente (definicion A.4.15).

Para estudiar de forma rigurosa un proceso estocastico, abordando este problema desde otra
perspectiva, necesitamos determinar su ley de probabilidad. Desde un punto de vista fisico
la caracteristica més importante de un proceso estocéstico es el conjunto {u, ...+, } de sus
distribuciones finito dimensionales, que definimos:
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Definicién A.4.19. Distribuciones finito dimensionales del proceso X(w,t). Sea un
proceso estocdstico X (w,t) definido en el espacio de probabilidad (2, o/, P). Definimos “distri-
bucion finito dimensional del proceso X (w,t), {t1,ta2, -+ ,t,} € T”, y lo denotamos por pu, .4, ,
a la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria (vector aleatorio)

(X('vtl)a U 7X('7tn))~

Es evidente que (4, ... +, es una medida de probabilidad en R™ y que si o es una permutacion
del conjunto {1,--- ,n} se verifica:

[ty (Br X oo X By) = gt (Bo(ry X -0 X Bymy), {Bitiz, € B(R). (A.2)

[ty ot (B X oo X By X R) = gy oy

tna (B Baoa), {BiHS € B(R).  (A3)

Conocer las distribuciones finito dimensionales de un proceso estocastico X (w, t) nos permite
conocer la distribucién conjunta de cualquier familia finita de variables aleatorias { X (-, ;) }, C
{X(-,t)}ser, v teniendo en cuenta la definicién del espacio medible (Q,.47), es inmediato que
dos procesos estocasticos que tengan las mismas distribuciones finito dimensionales induciran
la misma probabilidad en (€,.27), con lo cual concluimos que podemos estudiar el proceso a
partir de las distribuciones finito dimensionales.

Existen estudios profundos y muy interesantes (F. Baudoin ([7]), J. L. Doob ([32]), A. N.
Kolmogorov ([77], [78]), M. Loeve ([90])...) donde a partir de las denominadas “distribuciones
finito dimensionales del proceso” y mediante teoremas sofisticados como el teorema de exten-
sion de Daniell-Kolmogorov, el teorema de continuidad de Kolmogorov,...determinan, en cierto
modo, la medida de probabilidad p del proceso, o de un proceso equivalente (haciendo uso
del controvertido azioma de eleccién, axioma A.1.1, en la pdgina 207). > No es nuestra inten-
cién extendernos describiendo el procedimiento, que puede consultarse en la bibliografia, sin
embargo, en relacién con las distribuciones finito dimensionales del proceso es fundamental el
siguiente teorema:

Teorema A.4.1. Teorema de existencia de un proceso estocastico (Kolmogorov).
Sea {pty .. 1,}, ti € T CR, t; <ty < -+ < ty, n>1una familia de distribuciones finito
dimensionales satisfaciendo A.2 y A.3. Existe un espacio probabilistico (Q, o7, P) y un pro-
ceso estocdstico X (w,t) definido en ese espacio probabilistico tal que las distribuciones finito
dimensionales de X (w,t) son {is, ... 1, }-

Teniendo en cuenta el anterior teorema de Kolmogorov, a partir de las distribuciones finito
dimensionales se puede definir una medida de probabilidad P en el espacio medible asociado
(Q, o) y asociar como ley de probabilidad al proceso estocastico X (w,t) (o a su equivalente

X (w, t) separable) esa medida de probabilidad. ¢

5Dos procesos estocdsticos definidos en el mismo espacio probabilistico se dicen “equivalentes” o que uno es una
“modificacion del otro” si son iguales casi sequro para cada t perteneciente al conjunto de indices T .

8 La extension de la medida de probabilidad teniendo en cuenta el teorema A.4.1 a procesos no separables no es
unica.
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» Definimos el proceso estocastico X (w,t), con conjunto de indices Ty conjunto de estados
(E,B) como una aplicacién X : T — T, X(t) = X(-,t) = t, siendo T el espacio (conjunto) de
todas las variables aleatorias t : 2 — R. Si conocemos, para cada instante ¢t € T, la variable
aleatoria que describe la evolucién del proceso este queda descrito conociendo la distribucion
de probabilidad de cada una de esas variables X(-,t) = X}, Px,.

» Un proceso estocastico X (w,t), con conjunto de indices 7'y conjunto de estados (F, B) también
queda descrito si para cada t € T la variable aleatoria X (-, %) se puede expresar como funcién
de otras variables aleatorias de las cuales conocemos su ley de probabilidad.

En nuestra investigacion, el estudio de los procesos de renovacion compuestos con deriva,
esta es la opcién que seguiremos a la hora de definir este tipo de procesos.

La teoria de los procesos estocasticos ha experimentado un desarrollo considerable desde sus
origenes y proporciona modelos de estudio apropiados para la investigacién de diversos fenoémenos
en disciplinas como la fisica, la biologia, la quimica... esos modelos matematicos, en su mayor parte,
estan basados en unos procesos estocasticos tipo, o bien modificaciones de ellos. A continuacién,
brevemente, vamos a describir esos procesos que podriamos denominar “fundamentales”.
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A.4.2. Procesos estocasticos fundamentales.

Uno de los procesos estocasticos mas importantes es el proceso de Wiener, que recibe este
nombre en honor de N. Wiener, uno de los pioneros en el estudio del movimiento browniano, y que
proporciona modelos para el estudio de fenémenos tan diversos como el movimiento browniano (N.
Wiener, [154]), las fluctuaciones de los precios en mercados de mercancias y suministros (L. Bachelier,
[5]), en la mecanica cudntica (M. Kac, [69)),...

Definicién A.4.20. Proceso de Wiener. Dado un proceso estocastico X (w,t) Decimos que “es
un proceso de Wiener” si

= s un proceso estocdstico con incrementos independientes estacionarios.

Vit>0: X(-t) tiene distribucion normal.

V>0 : E(X(-t) =0.

X(-,0) =0.

Hay fenémenos aleatorios que se pueden representar mediante una “funciéon de conteo” que
representa la cantidad de sucesos que han ocurrido durante un cierto periodo de tiempo, desde 0
hasta un determinado ¢ > 0. Fenémenos de este tipo son la cantidad de clientes que llegan a una cola
para que se les sirva, llegada a un contador Geiger de los rayos « emitidos por una fuente radiactiva...
En la literatura esta funciéon de conteo se suele representar por N(t), que “cuenta” la cantidad de
sucesos que han ocurrido en el intervalo temporal (0,t], o la cantidad de veces que ha ocurrido un
suceso en ese intervalo. N(t) toma los valores, por lo tanto, en el conjunto N. Uno de los procesos
estocasticos mas importantes (y usados) para estudiar estos fenémenos aleatorios es el denominado
“proceso de Poisson”, que se puede definir axiomaticamente:

Definicién A.4.21. Proceso de Poisson con intensidad v. Dado un proceso estocdstico { N (t) }+>o
decimos que “es un proceso de Poisson con intensidad v (v > 0)” si cumple las siguientes propiedades:

» N(t) e NVt >0. Toma sus valores en el conjunto de los nimeros naturales.
» {N(t)}1>0 tiene incrementos independientes estacionarios.

» V0 < s <t lawvariable aleatoria N(t) — N(s), que cuenta la cantidad de veces que ha ocurrido
el suceso en el intervalo (s,t], sigue una distribucién de Poisson de media v(t — s):

E[N(t) — N(s)] = v(t — s), 0*[N(t) — N(s)] = v(t — s).

Los procesos estocasticos de Poisson han sido utilizados para el estudio de modelos econémicos
(H. Cramér, [16]), poblacionales (A. Birnbaum, [10]),...

Otro de los procesos estocasticos fundamentales, tanto desde el punto de vista tedrico como
practico, son los procesos gaussianos. La importancia de los procesos estocasticos gausianos es clara
teniendo en cuenta que dado cualquier proceso estocdstico X (w,t), ya sea de variables aleatorias
R-valoradas o C-valoradas, es posible encontrar un proceso estocastico gaussiano X (w, t) equivalente
con la misma media y covarianza. Con lo cual, en estudios en los cuales tinicamente interese la media
y la covarianza, se puede considerar que el proceso X (w,t) es gaussiano. Un estudio muy interesante
sobre este tipo de procesos puede consultarse en el libro de J. L. Doob [32].

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



A.4 Procesos estocasticos. 262

Definicién A.4.22. Proceso gaussiano. Dado un proceso estocdstico X (w,t) decimos que “es
un proceso gaussiano” si la distribucion conjunta de cualquier familia finita de variables aleatorias
{X(t) ey, C{X () ber es gaussiana; o equivalentemente, su funcion caracteristica conjunta es:

iy pE[X(-t))] 5 Z pipkCov[ X (-, t;), X (-, )]
OX (1) X () (D15 5 Pn) = € I7 =1 , V{pitis, € R

Es interesante destacar que el proceso de Wiener es un proceso gaussiano.

Existen fendmenos aleatorios, como ciertos sistemas fisicos, en los cuales la probabilidad de que
el sistema en un determinado tiempo t; permanezca en un estado dado se puede deducir del estado
en un instante ¢; anterior cualquiera, y es independiente de toda la historia previa a t;. Los procesos
estocasticos que describen estos fendmenos se denominan “procesos de Markov”. Deben su nombre a
A. A. Markov ([102]) quien puede considerarse el pionero en la investigacién en este tipo de procesos,
que posteriormente desarrollaria la escuela de probabilistas rusos como E. B. Dynkin ([36]), A. N.
Kolmogorov ([77]),...

Definicién A.4.23. Proceso de Markov. Dado un proceso estocistico X (w,t), T = [0,+00)
decimos que “es un proceso de Markov” si cumple la siguiente propiedad (propiedad de Markov):

V{t} —1 € T L <tog < -+t : ]P’(X(,tn)gxn/X(,tl)::cl, ,X(',tnfl):.fn,l):

= P(X('vtn) < xn/X('vtnfl) = xnfl)'

Un caso particular, y muy importante, de procesos de Markov son los denominados “procesos
de difusién”.

Definicién A.4.24. Procesos de difusién. Dado un proceso estocdastico X (w,t),t > 0 con espacio
muestral 0 = (a,b), —oo < a < b < 400 decimos que “es un proceso de difusion con coeficiente de
deriva p(u) y coeficiente de difusion o*(u) > 0, u > 0" si:

1. Es un proceso de Markov.

2. Tiene trayectoria muestral continua.

3. Para todo u > 0 se cumplen las siquientes relaciones cuando t — 07, Ve > 0:
E[[X(-,s+t) — X(-, 5)]I|X(~,s+t)—X(- o</ X+, 8) = u| = tu(u) + o(t).

[
E[[X (-, s +t) = X (-, $)PL x(stt)—x ()< X (- 8) = u) = to*(u) + o(t).
e B(X(5+1) — X(o8)| > €/ X(o8) = 1) = o)
Es interesante destacar que el movimiento browniano es el tinico proceso de Markov con trayec-
torias continuas que tiene incrementos independientes. El movimiento browniano al ser un proceso de

difusion queda caracterizado por ser un proceso estocastico cumpliendo las condiciones de la anterior
definicion, pero podemos también caracterizarlo de la siguiente manera:
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Definicién A.4.25. Movimiento browniano. Dado un proceso estocdstico X (w,t), t > 0 decimos
que “es un movimiento browniano con coeficiente de deriva p y coeficiente de difusion o, {u,coc} € R,”
si tiene trayectoria muestral continua y sus incrementos se distribuyen normalmente, X (-, s +t) —

X (-, 8) ~ N (tu,\to), ¥{t,s} € R*.

Si consideramos caminatas al azar en las cuales las longitudes de los pasos individuales son
pequenas y los espacios entre un paso y el siguiente son tan pequenios en el tiempo que “parece” un
movimiento continuo, mediante un paso al limite se llega a los procesos de difusion (en particular al
movimiento browniano). 7

Una caminata aleatoria se define como:

Definicién A.4.26. Caminata aleatoria. Sea {X;}ien una sucesion de variables aleatorias defini-
das en el espacio probabilistico (2, o/ ,P) cumpliendo las siguientes propiedades:

1. X;=1V X;=-1VieN.
2.P(X;=1)=p APX,=-1)=¢q, p+q=1, Vi e N.

Se denomina “caminata aleatoria® al proceso estocdstico {S,, }nen definido de la siguiente forma:

So=0, S, =3 X, Vn e N.

i=0
Al proceso estocdstico {S,, + u}nen, u > 0 se le denomina “caminata aleatoria iniciada en u”.

El concepto de “martingala” introducido y estudiado por J. L. Doob([32]) y P. Levy([84]),
es, junto con los procesos de Markov, de los més importantes tipos de procesos estocésticos; las

martingalas son imprescindibles a la hora de estudiar la teoria de la integracién estocastica y el
calculo de Ito (K. Itd, [67]).

Definicién A.4.27. Martingala, submartingala y supermartingala. Sea (2, &7, P) un espacio
probabilistico y sea una filtracion {4 }i>o definida en él. Sea el proceso estocdstico X (w,t) definido
en el espacio probabilistico (Q, &7, P) con conjunto de indices T' y conjunto de estados E, adaptado a
la filtracion { < ti>0 y tal que Yt € T E(|X (-, t)]) < +o0. Decimos que es:

» Submartingala siVt > s >0 : E(X(-,t) /) > X(-,s).
» Supermartingala si ¥Vt > s >0 : E(X(-,t),/ %) < X(-,s).
» Martingala siVt > s >0 : E(X(-,t) /o) = X(-,s).

Otros procesos destacados son los denominados “procesos de saltos” y los “procesos de llegadas”
o “procesos de conteo”:

Definicién A.4.28. Proceso de saltos. Dado un proceso estocdstico X (w,t),t > 0 definido sobre
un espacio probabilistico (0, o, P) decimos que es un “proceso de saltos” si existe una sucesion de
variables aleatorias {t,}nen definidas sobre el espacio probabilistico (€2, o/ \IP) tal que:

» {tp}nen €s una sucesion mondtona creciente de variables aleatorias, t, < t,+1, ¥n € N.

"Ver W. Feller Introduccion a la teoria de la probabilidad, Tomo I, pag. 356, o R.N, Bhattacharya, Stochastic
processes with applications, pag. 386.
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» Las trayectorias permanecen constantes en los intervalos (t,,tn,y1) y presentan saltos en los
puntos t,,.

n FExisten los limites
lim X (-,t), Vn € N.
t—tr

Cuando describimos los procesos de Poisson ya mencionamos la importancia de los procesos de
conteo, con aplicaciones en diferentes disciplinas cientificas.

Definicién A.4.29. Proceso de conteo (de llegadas). Dado un proceso estocdstico {N(t)}t>0
definido sobre un espacio probabilistico (2, o/ ,P) decimos que es un “proceso de conteo” si :

= Fs un proceso de saltos.

» Se verifica

+oo
N(t) =Y nly,<ict,y, V1 >0.

n=0

Siendo {t, }nen una sucesion de variables aleatorias definidas en el espacio probabilistico (2, o7 ,IP)
que cumple las hipdtesis de la definicion del proceso de saltos; las denominamos “tiempos de llegada”.
La sucesion de variables aleatorias {7, }nen definida como 7 = t1, 7, = t, —t,1 ¥V n € N las
denominamos “tiempos entre llegadas”.

Es interesante destacar que un proceso de conteo satisfaciendo una cierta axiomatica es un
proceso de Poisson. Sea un proceso de conteo {N(¢)}:>o que satisface los siguientes axiomas:

Azioma I. Definimos N(0) = 0.

Azioma II. El proceso {N(t)}+>o tiene incrementos independientes.

Axioma III. Para todo t > 0 se verifica:

lim P(N (¢ +h) = N(t) 2 2/N(t +h) = N(t) = 1) = 0.

Azioma IV. El proceso de conteo {N(t)}:+>0 tiene incrementos estacionarios.

El proceso {N(t)}+>0 es un proceso de Poisson. Si se suprime el Axioma III obtenemos los
denominados “procesos de Poisson generalizados”. Si se suprime el Axioma IV obtenemos los deno-
minados “procesos de Poisson no homogéneos”. Un estudio muy detallado se puede consultar en el
libro de E. Parzen ([122]).

Es interesante el siguiente teorema:

Teorema A.4.2. Los tiempos sucesivos entre llegadas {T;}ien de los procesos del tipo Poisson de
intensidad v > 0 son wvariables aleatorias independientes distribuidas idénticamente, que obedecen
una ley de probabilidad exponencial con media %
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Apéndice B

Estudio de casos particulares de
distribuciones.

B.1. Tiempos de espera con distribucion exponencial.

Proposiciéon B.1.1. (Ley de probabilidad no condicionada). En el caso de que las variables

aleatorias tiempos de espera, {7;},cy, tengan distribucion exponencial de pardmetro X la funcion de
N(t)
densidad de Sy = Z Y; verifica la siguiente igualdad:

=1

1 400 .
fs,(z) = So(x)e ™ + 2—/ e PEAL. (e)‘w(p) — 1) dp (B.1)
T J—00

Demostracion. ~ Vamos a descomponer la distribucién de probabilidad Pg, en la suma de dos dis-
tribuciones de probabilidad, una discreta, IP’gt , v una absolutamente continua, IP’gt, siendo IP’gt
la distribucion de probabilidad de un atomo concentrado en el {0} .

Ps, = P§ +P§,.

Teniendo en cuenta que 7; ~» €(\) obtenemos:

Con lo cual:
Pst = (506_>\t + Pgt

Aplicando la transformada de Fourier a los dos lados de la igualdad obtenemos:

/+oo oipe dpgt(@ — oML M) oA X (emp(p) . 1) .

(e 9]
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Siendo ¥ (p) la funcién caracteristica de la variable aleatoria Y;, los saltos. Aplicando la trans-
formada inversa obtenemos efectivamente B.3.

]

Para la ley de probabilidad condicionada tenemos la siguiente proposicion:

Proposicién B.1.2. (Ley de probabilidad condicionada).En el caso de que las variables aleato-

rias tiempos de espera, {7;},.y, tengan distribucion exponencial de parametro X la funcion de densidad
N(t+h)

de Siip = Z Y; condicionada por Sy = x satisface la siguiente igualdad:
i=1

AW (P)~1h [1 _ e—Azp(p)h]
A

Demostracion.  Teniendo en cuenta las proposiciones 2.2.2; en la pagina 44, 2.1.2, en la pagina 13,
2.1.10, en la pagina 21, y 2.1.11 en la pagina 22, obtenemos:

_ 1 +00 ol
fSt+h/St:l'(y) = do(y — x)e Moy /_ e~ P(y—=)

d B.2
5 p (B.2)

A
A+
Vamos a calcular la funcién de densidad de la variable aleatoria excess life, &1:

m(l) = E(N(1)) = A, f(s)

t
For (1) = A AEHD +/ A\ ()\ef)\(tfo)) Qo — \e= M.
‘ 0

Teniendo en cuenta que los tiempos de espera {7;},.y tienen distribucién exponencial de para-
metro A, se cumple:

P(é”t+>h):1—F(h+t)+/0t dm(l)[1— F(h+1—1)] = e,

Vamos a calcular ahora G y(,—)(2), la funcién generatriz de la variable aleatoria N (h — ).

1 Y4100 B 1— n s L -
GN(h—l)(Z) = es(h ”ﬁ ds = V(=)

270 Jy—ioo s (1 — f(s)z)

Hemos tenido en cuenta el teorema de los residuos, eligiendo 7 de forma que el polo A(z — 1)
quede en el interior del recinto, A\(z — 1) < 7.
A continuacién vamos a calcular la integral

h A(¢(p)—1)(h l) AL 5)\(¢(p) 1)h 1 —)\(w(p)h:|

Tras diversos célculos. Teniendo en cuenta estos resultados deducidos, concluimos que se verifica

B.2.
[l
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B.2. Tiempos de espera con distribucion Erlang.

Proposicion B.2.1. Ley de probabilidad no condicionada. En el caso de que los tiempos de
espera {T;},oy tienen distribucion Erlang, 7; ~ €.(n, ), la funcién de densidad no condicionada
satisface la siguiente iqualdad:

k

fole) = ooy S G (B.3)

i oo —zpa: At 6)\Tit [w(p) 1 nil
+27r / [Z — 1)1l k;éz(r’b ZZ

Tk)

Demostracion.  Es sabido que la transformada de Laplace de f(x), siendo f(z) la funcién de den-
sidad de los tiempos de espera {7;},. tiene la siguiente expresién:

f(s) = (Aj—s) '

Teniendo en cuenta la proposiciéon 2.2.1, en la pagina 42, aplicando el teorema de los residuos
obtenemos:

1o Lo o)) 1 e VY () )
pei e 00D 0T ) 2 L § <A+s>>s(1—(k)"w<p>)

B n 6)\(7”1‘*1)15 [w(p) _ 1] o a n—1 @
- ; (ri = 1) My i (13 — k) ‘ Z i!

Por otro lado, teniendo en cuenta que P(S; = 0) = P(N(¢t) = 0) = P(ty > t) = P(my > t) =
1 — F(t) , necesitamos calcular F(t) =1 — F(t):

S B o At >\t>
F(n)/f; z" dr=e Z )

Tras diversos cambios de variable y calculos aritméticos. Con lo cual concluimos B.3.
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Para la ley de probabilidad condicionada:

Proposiciéon B.2.2. Ley de probabilidad condicionada. En el caso de que los tiempos de espera

{7i}ien tienen distribucion Erlang, 7; ~ €.(n, ), la funcion de densidad condicionada satisface la
siguiente iqualdad:

fSHh/St:x( - 50 Z

k=1

zij (B.4)

gz Lo PR S e (0 o) o

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicién 2.2.7, en la pagina 48, necesitamos calcular

GN(hfl)(Z) :

GN(h-1)(2) ‘/W_ioo e 3(1— (Ais)nz)ds ;( — 1)Hk#( —

Por el teorema de los residuos.

Vamos a calcular ahora m(t). Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en la proposicién
2.1.5, en la pagina 15, obtenemos:

m(t) = ZF*'“ —)\Z/ nknklmdx A/( nkjk1>1>e)‘“dx.

k=1

Teniendo en cuenta que es una serie de funciones integrables y que converge uniformemente (se
puede aplicar el criterio M de Weierstrass para comprobarlo, proposicién A.1.15, pagina 221) y por
lo tanto la integral de la suma de la serie coincide con la suma de la serie formada por las integrales
de las funciones.

Se puede demostrar (ver, por ejemplo, Stochastic processes de Parzen) que:

+o00 nk—1 1 n—1

7’L

. 21 2mik
Siendo € = e e _16 =e n .

Por lo tanto:

1n 1 n—1 k .
— /\/ ( kekxek> 6—>\:vdl, & + = A Z 1 — Ek |:1 . 67/\(176 )t:| )
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d(m(t))

5~ Por célculo directo,

Una vez que tenemos deducido m(t) vamos a calcular m/(t) =
tenemos que:

A A k A (1=€F)t k = /\ek —A(1—€F)t
o A S YD) Bl
Teniendo en cuenta que € = e n" = ™ = cos(27) + isen(27) = 1.

Siendo ¢(t,/r) = P(& < t) teniendo en cuenta la proposicion 2.1.9; en la pagina 20, despues
de calculos laboriosos, obtenemos:

A

Pt/ 1) = ! /WHOO es(t”)l_if(s) /+OO e dm(l) ds.

i S

Para hallar la funcién de densidad por calculo directo, o teniendo en cuenta la proposicién
2.1.11, en la pagina 22, sustituyendo la expresion que hemos obtenido para dm(l) = m/(l) dl:

- e
Tt ( ag(r).
o kz::l (k; —1)!
Siendo ay,(r) = 2 30 eI,
Recordando el resultado anteriormente deducido para G'nh—)(2) y usando el que acabamos de
obtener se deduce:

/ Gnn-ny((p)) do(lt) = [gfl(m ’AhZ )H::( (Z ot / (AL)E—tem At dl)-

Para concluir, necesitamos calcular P(&;" > h). Teniendo en cuenta la proposicién 2.1.10, en
la pagina 21:

P& > h) = S (M)

k=1

(& — 1)

Por ello concluimos que efectivamente se cumple B.4.
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Apéndice C

Solucién ecuaciones integrales. Tiempos
medios y ley de probabilidad.

C.1.

rior.

» Fl caso favorable. Solucion general.

Tiempos medios de primera llegada a la barrera supe-

Proposicién C.1.1. La solucion de la ecuacion integral en el caso en que la deriva es positiva
y los saltos son negativos, partiendo de Xy = u, satisface la siguiente identidad:

M(u) =F(b—u), ue|0,b]

Stendo:

csf'(es)(1 = §(s)) + 1 — fes)

R = g [
= —_— [
y 211 a—100

\ ds, y € [0, +00)

cs®(1 = f(es)g(s))

Demostracion.

nando por los valores que toma (71, Y;) obtenemos:

v 1

b
I{n>%} + (Tl + tu) I{ngbt—:“, 0<Y1<b—(u+crl)}‘

Para el tiempo medio se deduce de modo inmediato

Juan Antonio Vega Coso

cJo 0 C c

(C.2)

Razonando como hicimos en la proposicion 3.3.1, en la pagina 59, condicio-
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Vamos a resolver la anterior ecuacion integral, para lo cual vamos a definir el objeto auxiliar:

Fly) = TP+ [ [ g dvars

/ / (t—v)g <y— ydvdt, y € [0, +00).

A continuacién vamos a aplicar la transformada de Laplace a los dos lados de la anterior
igualdad, con lo cual:

—t y—t
g(v)
c

) dv dt] dy+

+/+°° —sy{ // (t —v)g(w)f (- )dvdt} dy.

Teniendo en cuenta las propiedades de la transformada de Laplace, y después de cambios de
variable y diversos calculos, obtenemos:

N _esfiles)(1 - g(s)) +1 - fles)
s cs?  cs? s es? (1 — f(es)g(s))

Eligiendo ahora o de forma adecuada y aplicando la transformada inversa de Laplace con-
cluimos C.2.

Teniendo en cuenta la definiciéon de F(y), obtenemos que M (u) = F(b — u).

Para el caso en que el tiempo de partida no es de renovaciéon, tendremos:

Proposicion C.1.2. La solucion de la ecuacion integral en el caso en que la deriva es positiva

y los saltos son megativos, partiendo de X, = u, 0 < r < 1, & = z, satisface la siguiente
tdentidad:
M(ryu,z) =F(r,b—wu,z), u € [0,0] (C.3)
Siendo:

A

X /QHOO ., [C‘Sﬂ(csm —§(s)] + F(2) — J.(cs) N fo(cs)g(s)F(s) ds| (C.4)

F(r,y,z) = —

cs?F(z) F(z)
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A

(. (es))

~ +o0 A
cony € [0,+00), foles) = [ e+ da, flles) = =

Demostracion.  Razonando igual que hicimos en la proposicion 3.3.2, en la pagina 63, obte-
nemos:

b — U /
b b
b = Tl{gﬁy%u} + (6" + tr,u)[{ogg,fgb%“70<y1<b—(u+cgj)}-

Razonando de un modo equivalente a los anteriores. Despreciamos sucesos con probabilidad
cero. A partir de esa expresién obtenemos para el tiempo medio de primera llegada (6 = (X, =

u, & =2z)):

M(r,u,z) = bZUF(F( /b u/tb_t_u M (b—t+v)]g(v )f(z—i—b_tc_u)dvdt.

Para resolver la anterior ecuacion integral definimos el siguiente objeto, y a continuacion
aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la igualdad:

F y—t —t
F(r,y,2) = 2 (;( / Now)f =+ L) dodt, y € [0, +00).
Que también podemos expresar como
_yFGE+Y / / y=t y—
F(r,y,z)—c ) flz+ . )dvdt—I—
// (t—wv)g (Z+y%)dvdt y € [0, +00).

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados de la igualdad obtenemos:

esfi(es)[L = §(s)] + F(2) = foles) | foles)a(s)E(s)

Fir,s,2) = cs2F(z) F(z)

Eligiendo ahora o de forma adecuada y aplicando la transformada de Laplace inversa obte-
nemos C.4.

Teniendo en cuenta la definicién de F(r,y, z), obtenemos que M (r,u,z) = F(r,b — u, 2).

]
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s FEl caso desfavorable. Estudio y solucion de casos posibles.

El caso actuarial.

Proposiciéon C.1.3. Supongamos que F tiene una funcion de densidad f, de clase C™ en
(0,00) y que existe un operador diferencial de coeficientes constantes L = L(0,) de orden
n € N tal que f resuelve:

(C.5)
n .aj—l
(;aﬂaﬁl) f(t)=0
Con las condiciones iniciales
f7(0) =b;, paraj=0,---,n—1. (C.6)

Entonces:

1. La funcion de renovacion m(t) = E(N(t)) tiene una derivada v(t) = m'(t) que resuelve
la ecuacion diferencial con condiciones iniciales:

(L—ap)v = (z: aj§;> v(t) =0,y (C.7)

V(0)=0paraj=0,---,n—2 v"0) = ao.

2. M(u) € C™(0,b)" y cualquier solucién M(u) de la ecuacion integral 3.50 en la pdgina 89,
debe también resolver la ecuacion integro-diferencial:

=0 k=0 k=0

(Zn:(—c)jaji;) M(u)=A+ ”Z—: BiIT%(u) + nz—: Crl*(u). (C.8)

Cuando b < 400 satisface, ademds, las n condiciones de frontera:

! Derivada continua de orden n en (0,b).
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M) =0, M'0) =~ — ~f(O(), (©9)
M) = = () 2000+ () FOI0) — Lo e + (5) SO,
wn) = - (5 rr o -1 () o
om0 () A0, Aveindamente
M) =000 =~ (5 rr0 - 15 ()T oo o

= 1\ k-2 , '
+5 > (k—1—14) () o)) para k=1, ,n — 1,

C i—0 C

-1

si aceptamos f~1(0) =1, > = 0. Siendo:

A:aob;u — b_uzn:akbk,l—Fm — zn:akkbk,% (Cll)
n u k u

By = (~o) [,_Z O 1w = [ Mgl v, 1wy = T2 (01o)
n u k U

C= (- [ > ali k- 1>fi-'f-2<o>] 1) = [ gwyav, T = T e

Demostracion. Vamos a demostrar el resultado.

1. Es conocida la siguiente relacion:

N (s) = f(s) de donde:
(s) i)
b M(s)
T = TGy

También es conocida la relacion que verifica la transformada de Laplace de la derivada
n-ésima de una cierta funcién f:

L(f"(t) = s"f(s) = [s" 7 £(0) + "2 f/(0) + -+ + f*H(0)].

Teniendo en cuenta las hipétesis de la proposicién, se cumple que:?

2Hemos supuesto, sin pérdida de generalidad, que a,, = 1.
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aof(t) +arf'(t) +---+ f*(t) =0, ¥Vt € (0, +00).

Si aplicamos la transformada de Laplace a los dos lados de la igualdad, obtenemos:

aoL(f(t)) + a1 L(f'(t)) + a2 L(f"(t)) + -+ + L(f"(t)) = O,

aof(s) + a18f(3) + a232f(3) et Snf(s) — f"1(0) = 0.

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales que por hipétesis verifica el operador dife-
rencial y siendo f(s) = L(f(t)). De ahi obtenemos:

m'(s) m'(s) 2 1 (s) ' (s)
_ _ - 7 ... n___ A\ =0.3
a01+m/(5>+a131+m/(5>+a23 1—|—m’(s)+ + s T+ 0 (s) ao ,
arsi’(s) + ags®m’(s) + -+ + "/ (s) — ag = 0.
Si hacemos v(t) = m/(t) e imponemos las condiciones 1/(0) = 0 para j = 0,--- ,n —

2, v"71(0) = ap es evidente que la anterior identidad corresponde a

ar LV (1)) + aL(V'(t)) + - -+ L(V"(t)) = 0.

Con lo cual se cumple la igualdad C.7 y queda demostrada la primera parte de la
proposicion.

2. Vamos a demostrar la segunda parte. Sabemos que M (u) satisface la siguiente igualdad:

)+ - I

C C C C C

b—u - b— 1 bt — t— t
4 “ / al u)/g(v)dvdt—i—
U 0

W1 /ubf(t - u)/OyM(t — 0))g(v) dvdt.

Derivando respecto de u la anterior identidad obtenemos:

3 Recordamos que por hipétesis f*~1(0) = ao.
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" b—u b—u , b—u
M (u) = —2f( ) — f( )+
c c
1o, t—u, t—u, t—u, [t
+- [P+ =2 ()] [ g(v)dvdt +boD(w)+
/f” /Mt—v v) dvdt + bII(u) — cboIl’ (w).
Se comprueba que para i =1,---,n, n > 2 se verifica la siguiente igualdad:
O'M(u) _ i—2 u b—u i1 b—u
T e B G Vi L
Lo oy t—u, t—u, , t—u_. [t = k k
g [ P C [ ) dvar s = 1= K0 by aT )

/fl t—u /Mt—v dvdt—i-z b1 k11%(u).

Denotamos con F(:=%) = —f~1(=%), con f(0) = b;,i =0,1,--- ,n—2, Vn e NA n >
1. Si multiplicamos por a; a los dos lados de las igualdades y sumamos desde 0 hasta n
tendremos:
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c

+1/ubt_uijaifi(t_u)/otg(v)vari/ubéaifi(t_u)/otM(t—U)g(’U)d’UdH

b—u o b—u
Yoaif T ()~

i—1 ¢

t—u

+i /ubijanf“( )/Otg(v)dvdt—

c

b—u

n n—1 n—2
= aif )+ Y Bill*(u) + > CpI"(u), siendo:
i—2 ¢ k=0 k=0

Bk = (—C)k [ i aibikll 5 Ck = (—C)k [ i CLZ(Z —k— 1>bifk72 .

i=k+1 i=k-+2

Tras diversos calculos aritméticos obtenemos:

" .o b—u b—u i
(Z(_C)Zaiauz) M(U) = Qo g - Z akbk_l +a; — Z ak/{?bk_2+

C =1 k=2

n—1 n—2
+3° Bill*(u) + Y Ch ¥ (w),
k=0 k=0

(i(—c)iai;ii) M(u)=A+ "Z—:l B IT"(u) + nz—:2 Cul*(w).

k=0 k=0

Donde:

b—u b—ud n
Z agbp—1 + a1 — Z arkby_s,
k=1 k=2

o [Z w0 1) = [ M= v)go) dv, 14w = T,
Cr=(=o)f {Z aili — k - l)f“”(O)] ) = [Mgw) o, vy = 1
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Si b < 400, teniendo en cuenta la identidad que satisface M (u), es evidente que M (b) =
0. También vimos que

/f = /Mt_v dvdt—ff( ) [ M= v)g(e) .

-1 1
De donde M'(b) = — — =boII(b). Y teniendo en cuenta las identidades obtenidas para
c ¢

M'(u),i=2,--- ,i=n— 1, se cumple que:

M) =0, M) = — (5 ) ks 12( N P
+612 kz_f(k‘ —1—1) <_Cl>k_2_i 2 0)ri(b) para k =1,--- ,n — 1.

]

A partir de la anterior proposicién es facil obtener una solucién de la ecuaciéon C.8 en la
pagina 273. Tenemos el siguiente corolario:

Corolario C.1.1. Supongamos que F tiene una funcion de densidad f, de clase C™ en (0,00)
para la cual se cumple C.5 y C.6, entonces la solucion de la ecuacion integro diferencial C.8
satisface la identidad:

A(b,u)

(u) = AD) donde : (C.14)
O(u) —m(u) —me(u) ... —mp(u)
01(5) Qoo Qo1 ce ao(n—1)
A(b,u) = , (C.15)
Uz(b) 10 11 cee a1(n—1)
0n-1(b) Gm-10 Gm-11 - - An—1)@n-1)
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Qoo Qo1 T ao(n—1)
A(b) =| @0 ain -t A1) | (C.16)
A(n-1)0 Gn-11 " G(n-1)(n-1)

3(0) = —690) = b2+ X grah®) + 5 G- 1= (Z) bl 0), (€17

0"y (w) 1 petieo e ds

mi(u) = T ou mo(u) = i /C_ioo o 4y (—cs) — a0d(9)] (C.18)

) = 5 / e ”;858, Ou() = 2 ;@f:% (C.19)
i = Tl z i (B), i = (D FH0), O(0) = An(h) + Y i) dy,
(20

B b B b a]mk( ) B

mo®) = [ O~ v)g(w)dv, mus) = [ mulb — 0)g(w) dv, mifw) = THE =1
(C.21)

Demostracion.  Para probar el enunciado vamos a resolver una version auxiliar de C.8 exten-
dida a [0, 400) y desprovista de condiciones de frontera. Aplicando la transformada de Laplace
a C.8 obtenemos

apL(M (w))+(—c)ar L(M (w))+- - -+ (—¢)"an L(M™ (1)) = L(A)+BoL(TI(uw))+ B LT (u))+- - -

+ B, L(IT" (1) + CoL(T(w)) + CLL(T (u)) + - - - + Cu £(T™(u)).

Por las propiedades de la transformada de Laplace se sigue que:

i(—C)iais’M(s) - nf: [f: (—c)iaiMi_k‘l(o)] s* =

n—1 n—2 n—1 n—1 n—2 n—1
_A4 Y BisTi(s) = S | S0 BIRH0) | sF 4+ Y Cus'T(s) — > { > C’iFikl(O)] s
S =0 k=0 |i=k+1 i=0 k=0 |i=k+1
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Por simplicidad podemos expresarlo como:

n n—1 n—1
(—¢)'a;s'M(s) — Y ags® = 4 + 3 Bis'Il(s ﬁks + C s'T(s 5k3 donde:
s
i=0 k=0 i=0
n ' ) n-l )
ap = Z (_C>ZaiM27k 1 Z B Hz k— 1 )’ 5k — Z Birszfla))
i=k+1 i=k+1 i=k+1

k’:O,"',’fL—l, /8n—1:Oa 5n—1:0~

Por las propiedades de lfx transformada de Laplace, teniendo en cuenta la definicién de IT(u),
sabemos que L(II(u)) = M(s)§(s). Por lo tanto obtenemos:

n ) ] n—1 ) R A n—1 n—1 R
> (—e)ais' = > Bis'g(s)| M(s) = < + > (= B — d)s" + > Cis'T(s)
i=0 i=0 k=0 =0

Si denotamos

L(s) = i(—c)iaisi — 712_:0 Bis'g(s),

la anterior identidad la podemos escribir como:

L A TR

Mediante la transformada inversa de Laplace obtenemos:

n—1 n—1
M(u) = Am(u) + > g (w) + Y Crby(u), donde (C.22)
k=0 k=0
1 [rtico eStds Ok (u) 1 i T(s)ds O*0(u)
m(u) = QM/y—zoo sL(s)’ m(u) = duk 7 blu) = 27”'/7—@'00 ‘ L(s) ’ ) = Our
(C.23)
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Siendo pup = ax — B — 0k, K = 0,--- ;n — 1 constantes indefinidias y eligiendo v € R de
forma adecuada.

Ahora imponemos la dependencia de b y denotamos por M,(u) al tiempo medio de primera
llegada a b, b < 400 cuando el tiempo inicial es un tiempo de renovacién. Sea Yj(u) una
solucion de la ecuacion integro-diferencial C.8, debe cumplir las condiciones de frontera C.10,
lo cual implica que las constantes uy, K =0,--- |k =n — 1 deben satisfacer el sistema lineal:

:Z:: pimrt1(b) = —O(b)

n—1 1 1
D kg (D) = == — —beTI(b) — ©'(D)
b c ¢
(C.24)
=, 1 1 1 1 ;
Z /Lkﬂ'kJrl(b) = —*b()H (b) - 72()0 + —leﬂ(b) + 7b0F<b) -0 (b)
P c c c c
n—1
> et (b) = Buoa(b) — ©"H(b)
k=0
Donde:
1 1 n—2 _1 n—2—1 ;
faab) = = Dhas =~ Y (=) b0+
c cg\c
1 n—3 -1 n—3—1 ) n—1
b n=2-0) () e (), O) = An(b) + X Cut(h).
i=0 k=0
Resolviendo el sistema se obtiene el resultado.
O

C.2. Tiempos medios de escape.

s FEl caso favorable. Solucion general.

Proposicion C.2.1. La solucion de la ecuacion integral en el caso en que la deriva es positiva
y los saltos son negativos, partiendo de Xy = u, satisface la siguiente identidad:

M(u) =F(b—u), u e |0,b] (C.25)
Siendo:
Lo g 1 1_—f(03)
Fly) = 2mi /vz‘oo ¢ s 1— fles)g(s) ds, y € [0, +o0) (C.26)

4Eligiendo v de forma adecuada
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Demostracion.  Razonando como hicimos en la proposicién C.1.1 obtenemos:

5

b—u
0b] _ '0,b]
tu — ]{T1>b;u} +7—1]{71szu} +tu ]{T1Sb;u,0<y1<b—u—c7'1}
Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones indicatrices, de la unién e interseccion

de conjuntos.
Vamos a calcular ahora el tiempo medio de escape de la zona [0,b]. Teniendo en cuenta la

anterior identidad:

. +oo b*T“ b*T“ b—u—cl ,
B, Xo=uw) =" [ army+ [ apm [T are) [ EEPY) dow) =
bou 0 0 0

c

c

b— b—

T R i+ /0 © AR /0 RO, ) dG(w),

=)

Después de varios cambios de variable obtenemos:

b 1 /0 b—u—t, [t
B0/ X =u) = [ T L-F@]at—- [ arCE——) [ EEPN)dGw).

Y por lo tanto:

M(u) = /D (1 - F(#)) dt + - /Ob_“ﬂb —u /OtE(tB‘C;LV)g(v) dodt.  (C.27)

C C

Para el caso en que partimos de un tiempo de renovacion, en particular, del origen.

Vamos a solucionar la ecuacion integral, para ello vamos a definir el objeto auxiliar:

Y
c

11— F(t)] dt + i/oyf(y —f /(:g(v)w(t — ) dudt, y € [0,40).

C

F(y) = |

Teniendo en cuenta la definicién de F, es evidente que E(tl%Pl) = F(b — u). Por comodidad,
vamos a representar E(t/%P)) = M (u). Es evidente que E(tl[gﬂtrv) =MOb-—t+v)=F0b-(b—

t +v)) =F(t —v). Por lo tanto:

5Teniendo en cuenta que por hipétesis {Y;}. . toma valores positivos tinicamente.
€N
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b—u

M(u) = /OT 1= F(t)] di + i/ob“f(b_“_t) /OtM(b +o—t)g(v)dvdt, u e 0,b].

C

Aplicando la transformada de Laplace:

Yy
c

F(s) = /;Oo e F(y)dy = /(:OO e dy VO
I@‘(S) = /O+Oo e /oz

Despues de célculos triviales obtenemos:

11— F()] dt+i/0yf(y —h /Otg(v)IF(t — o) dvdt

C

11— F()] dtdy+i/ﬂ+oo e_sy/Oyf(y;t)/Otg(v)IF(t—v) dv dt dy.

F(s) = 1 Lo fles) — (es) :
o T J(es)a(s)

Aplicando ahora la transformada inversa de Laplace obtenemos F(y), con lo cual M(u) =
E(tl0Pl) = F(b — u).
[

A continuacién vamos a estudiar el caso en que el tiempo inicial » no es un tiempo de
renovacion.

Proposiciéon C.2.2. Sic>0yY, < 0VEk € N la solucion de la ecuacion integral 3.30, en la
pagina 73, partiendo de X, = u y aceptando que &~ = z, verifica para 0 < u < b la siguiente
expresion:

M(r,u,z) =F(r,b—wu,z), u € [0,0] (C.28)

Siendo:

F(r,y,z) = L /:J.rm e*y L [1 — e f(es) — F(z) + e /OZ e f(D) dl} dsH+ (C.29)

100 I F N z
n 1[y’¥+ esym |:esczf(cs> _ escz/o efsclf(l) dl:| dS, y € [O,+OO)

Demostracion.  Se puede demostrar que el tiempo de escape satisface la siguiente identidad:
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b—
0,b] __
tL’u} = c I{éa+ b— u}‘i_@@ I{éa+<b u}+t I{éa+<b L 0<Y;<b—u— céa+}

Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones indicatrices, de la unién e interseccién
de conjuntos.

A partir de la anterior identidad obtenemos la siguiente ecuacién integral:

1 /w[l_p(2+t)]dt+1/0buf(2+b_u /Mb t+v)g(v)dvdt.

M(r,u,z) = (2) Jo cF(z)

Definimos la funcién:

Yy
c

S

Aplicando la transformada de Laplace a ambos lados de la igualdad obtenemos:

F(r,y,z) =

/ F(t —v)g(v) dvdt.

o ke

F(r,s,z) = Fzz) /O+OO e % l/o 1—F(z+1)] dt] dy+

+CF1(Z) /[:OO oY [/Oyf(z_|_ y;t)/otlﬁ‘(t—v)g(v)dvdt] dy.

Después de laboriososo calculos obtenemos:

F(r, s, z) = F(zl)cs2 {1 — e*“f(cs) — F(z) + % /OZ e f(D) dl} +
+9(;)£§s) = fes) — e [ el 1)

De lo cual se sigue C.29.

s FEl caso desfavorable. Estudio y solucion de casos posibles.

El caso actuarial.
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Proposicion C.2.3. Supongamos que F' tiene una funcion de densidad f, de clase C™ en
(0,00) y que existe un operador diferencial lineal L = L(0,) de orden n € N tal que f resuelve:

L(f) = (g% aj(f;) F=o0. (C.30)

Con las condiciones iniciales:

f7(0) =b;, paraj=0,--- ,n—1. (C.31)

Entonces M (u) € C™(0,b) y es solucién de la siguiente ecuacion integro diferencial:

[Zn:(—c)iaiaa;] M(u)=A+ nz—:l BiIT*(u), donde: (C.32)
=0 k=0
b—u b—u L
A= Qo — Z akbk,1 +a; — Z akbk,g, (C33)
k=1 k=2
IR k-1 “ k 0" 7 (u)
B, = (—¢) -zk;daif 0) |, (u) = /0 M(u —v)g(v)dv, IT*(u) = REwa (C.34)
Con las condiciones de frontera en el extremo x = b:
M(b) =0, M'(b) = —i _ i FO)TI(D), (C.35)
1 ]‘ ]‘ / ]‘ !
M () =~ 5 £(0) + 5 [ O)TI(E) ~ ~ FO)T() (C.30)

k—1

ME() = (-1)k+1;fk—2(0) -y (j)k POV, parak =2, n—1.  (C.37)

=0

~

O, de forma mas simple:

ME®) = (—1)H 1S pr-2(g) - ikl <_1>H_i PO, parak = 0,-- n— 1, (C.38)

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



C.2 Tiempos medios de escape. 286

-1
asumiendo que f~2(0) =0, f71(0)=—-1y> =0.

Demostracion. Teniendo en cuenta las anteriores hipotesis, se cumple que g(y) = g+ (y), y
por lo tanto podemos escribir la ecuacion integro diferencial 3.99, en la pagina 100 como:

M(u) :/Obzu[l—F(t)] dt+i/ubf<t_cu> /OtM(t—v)g(v)dvdt.

Diferenciando con respecto a u obtenemos:

C C

—cM'(u) = ll ~F (b - u)] 41 /ub f (t“) T1(¢) dt + f(0)TI(w), donde

= /Ot M(t —v)g(v) dv.

Del mismo modo:

opartt = -7 (“20) 1 [ (S

)Tt + £ O(w) — e (0)11 (w)

ot ==t (U20) [ () na S-ot o)

Multiplicando las anteriores igualdades por ag, k =0, --- ,n y sumandolas obtenemos:

n

+§]—®k[§:aﬁ““W®

i=k+1

I (w),

<§:<_C)iai§;> M(u) = A+ ni:l B IT*(u), donde

k=0
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A:ao/b;u[l—F(t)]dtJral T ) —nfamfj b
0 c = c

By, = (—c)* [ zn: aifi_k_l(O)] .

i=k+1

Integrando la ecuacién C.30 obtenemos:
/ot (Zn: a; f(1 )) = ao[F(t) = F(0)] + aa[f(t) = FO)] + -+ anlf"7H(t) — f"7H(0)] = O,

aoF (1) +arf(t) 4 - a1 f"2(t) + anf" Za i Zakbk L.

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales y que tEr_n F(t) =0, F(0) = 0. Integrando la

anterior igualdad entre [0, ] obtenemos:

ao/OtF(l)dl—i-mF(t)—i—...+anfn2 Zakka /0 [Zakbk 1] dl =0,

k=1

aO/OtF(l)dl—i—alF() Y Zakbk )t [Zakbk 1].

Por lo tanto:

b _
ao/ T RO Al 4+ a (2
0

) an

debk 2+7Zakbk 1

Con lo cual obtenemos que:

b— b—
A= ag u U

Z akbk 1+ap — Z akbk_2.
=2

k=1

Obviamente, haciendo tender © — b_ se deducen las condiciones de frontera.

]
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Teniendo en cuenta la anterior proposicion es facil obtener una solucién de C.32, en la pagina
285.

Corolario C.2.1. Supongamos que F tiene una funcion de densidad f, de clase C™ en (0,00)
para la cual se cumple C.30 y C.31, entonces la solucion de la ecuacion integro diferencial C.32
satisface la identidad:

A
M(u) = A(b(’b;L), donde : (C.39)
Ar(u) —m(u) —m(u) ... —my(u)
Ul(b) Qoo Qo1 e ao(n—1)
A(b,u) = , (C.40)
UQ(b) a10 a1 ce a1(n—1)
On-1(b)  am-10 Gm-1)1 - Gn—1)(n-1)
oo Qo1 ce ap(n—1)
A(b) = | a1 a1y | (C.41)
A(n-1)0 Qn-1)1 *°° An-1)(n—1)

n—k 0" o (u) 1 petioo esvds
o(u) = z:ZI birremi(u), m(u) = gt mo(u) = 5 /C_ioo T4y (—esp —aod(3)]

(C.42)

= K ik ik b
i = Tir14i(b) = D &icamemy 1 (b), &1k = (7) f (0), mg(b) = /0 T (v)g(b — v) dv,

k=0
(C.43)
, my(u ,

my.(u) = 83'];()’ parai=0,---,n— 1. (C.44)

Demostracion.  Para demostrar la afirmacién resolvemos una versién auxiliar de C.32 exten-
dida a [0, +00) desprovista de condiciones de frontera. Aplicando la transformada de Laplace
a C.32 obtenemos

aOE(M(u))—i—(—c)alE(M/(u))—i—- ot (=e)"a, L(M" (u)) = E(A)+B0£(H(u))+Blﬁ(H/(u))+~ =

B, L(IT (1)),

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



C.2 Tiempos medios de escape. 289

Por las propiedades de la transformada de Laplace, tras una reordenacién apropiada, obte-
nemos:

n—1 n—2
é+Z195H Z{Z BT (0 ]
§ k=0 |i=k+1

Por simplicidad podemos expresar la anterior identidad como:

n n—1
Z(‘C Z s é +> B SZH Z Brs®, donde:
=0 i=0

n—1
ap= > (=) a;MTFH0), Br= > BI*H0), k=0, ,n—1, B,y =0.

i=k+1 i=k+1

Por las propiedades de lAa transformada de Laplace, teniendo en cuenta la definicion de IT(u),
sabemos que L(II(u)) = M(s)g(s). Por lo tanto:

n n—1
Z(—c)iaisil\/[ - > B; s'M (s — —|— Z oyt — Z Brs®.
1=0 1=0
Con lo cual:
n ) ) n—1 ) R A n—1
Z(—c)zaisz — Z B;s'g(s)| M(s) = " + Z(ak — 5k)sk
i=0 i=0 k=0

Si denotamos

L(s) = é(—c)iaisi — 2 B;is'g(s)

la anterior identidad podemos expresarla como:
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Por inversién obtenemos que:

! 1 potico estds Ok (u)
M(u) = Am(u) + ];)[Lkﬂ'k_i_l(u), donde 7(u) = 3 /Vioo SI(s) =k (C.45)
Siendo pp = ax — Bk, kK = 0,--- ,n — 1 constantes indefinidas y eligiendo v € R de forma
adecuada.

Ahora imponemos la dependencia en b y denotamos por M,(u) al tiempo medio de escape
de [0,0], b < +00 cuando partimos de un tiempo de renovacién. Sea Yp(u) una solucién de la
ecuacion integro diferencial C.32, deben cumplirse las condiciones de frontera C.35, esto implica
que las constantes pui, k=0, ---,k =n — 1 deben satisfacer el siguiente sistema lineal:

S i (b) = —Ax(b)
k=0

:Z:: fir Ty (b) = _i - if(O)H(b) — A7'(b)

(C.46)
1 1. .,
Zuml = — SO () = 5£(0) + 5 OT() ~ Ax"(3)
n]' n—3 1n_2 1n2_in21 n—1
zukml — (VSO - o () O - A
i=0
De forma mas simple:
= i i+1 1\ i—2 i 1Z_l —1\"1 i—1—j
> i ®) = (U (L) ORG-S () SO, =0 01,
k=0 ¢ Cj=o €
(C.A47)
—1
asumiendo que Y =0, f7'(0) = -1y f7%(0) = 0.
=0
Resolviendo el sistema obtenemos el resultado.
O

C.3. Ley de probabilidad de los tiempos de primera llegada
a la barrera superior.

» Fl caso favorable. Solucion general.
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Proposiciéon C.3.1. La solucion de la ecuacion integral de la ley de probabilidad de primera
llegada a la barrera superior en el caso en que la deriva es positiva y los saltos son negativos,
partiendo de Xog = u, satisface la siguiente identidad:

o Sz'x>b’T“:

P(u;x) = P(b—w;x), siendo : (C.48)

—1 jatico pytico [1— f(es)]
Ply;z) = — sy+pe \ dsd .49
D=3 s f T i g e O

o Sixp < b=

C
En este caso la ecuacion integral no admite solucion cerrada en general.

Demostracion.  Razonando como hicimos en 3.3.1, en la pagina 59, obtenemos:

Sig > b=u
C

b—u

C

P(u;z) = F ( ) + /0’76“ /Obud P(u+cl+v;z—1)g(v)f(l)dvdl.

Despues de cambios triviales obtenemos:

C

P(u; ) :F(b_“> +i/0b_u/0tP(b—t+v;x—b_tc_u)g(v)f (b_tc_“> dv dt.

Vamos a resolver la anterior ecuaciéon integral, para lo cual definimos el objeto auxiliar:

P(y; x) :F<i> —i—i/oy/otp(t—v;x— y;t)g(v)f(y;t)dvdt, y € [0,+00), z € [0, +00).

Aplicando la transformada de Laplace bidimensional a los dos lados de la igualdad.
a +o0o +oo
P(s;p) = /0 /0 e PP (y; x) dyde =
+oo +oo _ y
_ / / e F(Y) dy dw+
0 0 c

]_ “+oo —+00 _ _ Yy t y—t y_t
- sy—pr oyt y—t
+c/o /o ¢ [/0 /07’(’5 viw = ——)g(v) f(=——) dvdt| dyda.
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Después de calculos laboriosos obtenemos:

A

Blsip) = LI | opis i) = LSl _ =)

sp spll — G(s)h(p)]  sp[l —§(s)f(p+cs)]

A partir de ello obtenemos, para el caso en que x > I’_T“, que efectivamente se verifica C.49.

Sixﬁl’%“

P(u;z) = /Ox /Db_u_d Pu+cl+v;z—1)g(v)f(l)dvdl.

Después de varios cambios de variable obtenemos:

—Uu

P(u; x) :i/bb

t—u b—t—u

/Otpaa P b_c)g(v)f(c) dv dt.

U—Ccx

No admite solucion de forma cerrada en general, aunque si para ciertos casos particulares.

O

C.4. Ley de probabilidad de los tiempos de escape.

» Fl caso favorable. Solucion general.

Proposiciéon C.4.1. La solucion de la ecuacion integral de la ley de probabilidad del tiempo
de escape de la zona [0,b] en el caso en que la deriva es positiva y los saltos son negativos,
partiendo de Xog = u, satisface la siguiente identidad:

o Six>b_7“:

P(u;x) = P(b—wu;x), siendo : (C.50)
Ply;z) = — e : dsd C.51
W) = g /a—ioo /v—ioo T O (o

e Six < b_T“
En este caso la ecuacion integral no admite solucion cerrada en general y hay que
estudiarla teniendo en cuenta las distribuciones de los tiempos de espera T; y de los saltos

Y.

J

Demostracion.  Razonando como hicimos en 3.26 en la pagina 68 obtenemos

Sig > b=u
C
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| bl [ b—1—
P(u;x}zl—g/o f(f“)/O [1—P(b—l+v;x—cu) g(v) dvdl.

Vamos a resolver la anterior ecuaciéon integral, para lo cual definimos el objeto auxiliar:

P(y;x):l—l/oyf(y_l)/ol [I—P(Z—v;x—y_l)l g(v)dvdl, y € [0,4+00), x € [0, +00).

C C C

Aplicando la transformada de Laplace bidimensional a los dos lados de la igualdad:

N +oo ptoo
P(s;p) = /0 /0 e VPP (y;x) dy do =

+oo “+o0o
= / / e VP dydar—
o Jo

_i/om/ome—%—m [/Oyf(y;l)/ol [1—P(l—v;x— y;l)] g(v)dvdl] dy dz.

Después de calculos bastante laboriosos obtenemos:

A

Plsip) = o= = SO ptscit) = S I )P p) o+ o)

Aplicando ahora la transformada inversa de Laplace bidimensional, despues de sencillos calcu-
los algebraicos, obtenemos C.51.

Six < b’T“ obtenemos la siguiente ecuaciéon integral:

P(u;z) = F(x) — i/; /Ol [1 Pb—l+va— b_lc_“) g(v)f(b_lc_u)dvdl.

u—Ccx

No se puede obtener, en general, la solucién de esa ecuacion integral de forma cerrada.
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Apéndice D

Solucion ecuaciones integrales.
Probabilidades primera llegada y escape.

D.1. Solucién ecuaciones integrales. Probabilidad de prime-
ra llegada a la barrera superior.
» Caso semifavorable.

Para el caso semifavorable, habiamos deducido las proposiciones:

Proposiciéon D.1.1. La probabilidad de llegar a la barrera superior b condicionada por Xy =
u € [0,b] y los saltos tomando valores en (—oo, —b] U [0, +00) satisface la siguiente expresion:

By =F(b—u), uel0,b] (D.1)
Siendo:
1 podtico 1— f(cs)
F(y) = — e - ds, 0, +00 D.2
(v) 27 /a—ioo L(l —pf(cs)g+(s))] y €10, +0) (D-2)

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 3.5.2, en la pagina 129, sabemos que

u —b—u, p b l=u gt
Py = FC—2)+2 [T 1(=2) [ Bgs(v) dva,

que se puede expresar como

- b—u l—u

1 b I
V4 [ [ Ry avar

C C
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Teniendo en cuenta la definiciéon de g(v), la funcién de densidad de los saltos.

Despues de varios cambios de variable obtenemos:

b b—t—
Fyo F(b u) c/ U/Pb g (w) dw dt.

Cc

Vamos a definir el objeto auxiliar:

t
F(t — w)gy(w)dwdt, y € [0, +00).

F(y) = P+ 2 [T

Aplicando la transformada de Laplace a los dos lados de la anterior expresién, obtenemos:

Bo)= [ Ry = [ e [P+ P [

Teniendo en cuenta la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace podemos cal-
cular cada una de las integrales por separado:

( —w)gy(w)dwdt| dy.

+oo _ Y +oo +oo
/ e YF(=)dy = / e’sy/ f(t)dtdy.
0 c 0 ¥

Despues de un cambio del recinto de integracion y tras sencillos calculos, obtenemos:

I e—syE sy == [ e aar= -1 [ eetyga = LI

S S S

Para la dltima integral tenemos:

DL e [ [ R - wswyawar] ay =

Cc Cc

p/g+ dw/ (t—w dt/

Tras cambio del recinto de integraciéon, y teniendo en cuenta las propiedades de la transfor-
mada de Laplace, obtenemos:

)dy:
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t +oo
:p/ g+ (w) dw/ F(t — dt/ e s (1) dl =
0 0

= pf(cs) / 9. (w dw/ e F(t — w)dt = pf(es) /O%Oe_“/otlﬁ‘(t—w)ng(w) dwdt =

= pf(cs)g+(s)F(s)
Por lo tanto:
By = = 4 pfes)an (o))
Con lo cual:
. 1— f(cs)

F(s) = o :
s(1—pf(es)g(s))

Aplicando ahora la transformada inversa de Laplace, obtenemos (eligiendo adecuadamente
la constante o) D.2.

]

Vamos a estudiar ahora la probabilidad de llegar a la barrera superior suponiendo el tiempo
de partida no de renovacion.

Proposicién D.1.2. La probabilidad de llegar a b partiendo de X, = u € [0,b], &~ = z y los

saltos tomando valores Y; € (—oo, —b] U [0,400) V j € N satisface la siguiente identidad:
By, =F(r,b—u,z), uel0,b] (D.3)
Siendo:
1 y+ioco 1 2 pf]—i—(s)ﬁ‘(s)fz(cs)
F . / vl - F(2)— f d ds, ,
) =g | e spe L FE) L] + R 5,y € [0,+0)

(D.4)
Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 3.5.5, en la pagina 132, sabemos que
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F b—u b I — 1
ngr: (Z_+ c )+ _p f(Z+ CU/) 0 Plfﬁvng(U)dUdL

b0 g(v)dvdl.

Teniendo en cuenta la definiciéon de g(v), la funcion de densidad de los saltos. Sea la integral:

/ v) dvdl.

cFl(z) /u

Tras varios cambios de variable obtenemos:

cF(2) c t—b
- p b-u b—t w
_CF(Z)/O flz+ /P g (w) dw dt.

Teniendo en cuenta que t —b > —b ¥Vt € [0,b — u| y la definicién de la funcién de densidad
g(w). Por lo tanto, tenemos:

F(z + ) P b—u b—t—u
pro—tVr ) / Pyt gy (w) dw dt.
br F(z) cF(z) Jo U v

Vamos a definir el objeto auxiliar:

By, z) = F(;é)z) * ch(z) IR yj>/otF<t‘w>9+(“’> dwdt, y € [0, +00).

Aplicando la transformada de Laplace a los dos lados de la anterior expresién, tenemos:
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N +oo
F(r, s, z) = / e YF(r,y,z)dy =
0

too L [F(z+1Y) p (Y y—t, [t
:/0 e [ S +CF(Z)/0 f(z+ . )/OIF‘(t—w)ng(w)dwdt] dy.

Teniendo en cuenta la propiedad de linealidad de la transformada de Laplace y razonando
de un modo semejante a la demostracion de la proposiciéon D.1.1, en la pagina 294, obtenemos:

Bir.s,2) = —=— L= F(2) = e [ fles) = [“efal]| +

esczf(cs> — e5¢® /OZ e—sclf(l) dl:| — F {1 . F(Z) N fz(cs)} +p§+(8)

sF(z)

| =
|
N | »
o
—~
o)
»
SN—

Con lo cual, de modo inmediato, se obtiene D.4.

D.2. Solucién ecuaciones integrales. Probabilidad de que el
primer escape sea a través de la barrera superior.

» Caso semifavorable.
Habiamos obtenido las proposiciones:
Proposicién D.2.1. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la barrera

superior condicionada por Xo = u € [0,b] y los saltos tomando valores Y; € (—oo,—b] U
[0,400) V j € N satisface la siguiente identidad:

Pyo=F(0b—u), uel0,b (D.5)
Siendo:
1 patico 1—pf(cs)
F(y) = e = ds, , +00 D.
0 5 L(l —pf(CS)m(s))] yel o

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 3.6.3, en la pagina 154, sabemos que
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P 09+( )d’Udl,

b — b —
Py =1=2 [ =i+ 2 [T =)

l
C c I—b

mediante transformaciones inmediatas obtenemos:

u-+ct
t) / PR 000y qu dt.
utct—b ’

b—u
Pg=1- [ @

Consideramos la tltima integral:

b;“ u+ct l_
[T [ pegyavar =~ [T [P g dva,
0 u ’ C Ju -b

+ct—b

Mediante cambios de variable obtenemos:

C C

1 v p—y—1 gl=b b—u b— —l
LTI [ R gy dwpar =+ [T OIS [P () dwal =
0 l ’

bu — 9 —
p/ b u Z/Pbl-i—w)s (w) duw dl.

Teniendo en cuenta que [ —b > —b V1 € [0,b — u| y la definicién de la funcién de densidad
g(w). Con lo cual:

b—u

Pgy=1- [ s

Vamos a definir el objeto auxiliar:

bl
dl+p/ U /P(b s (w) dwdl.

!
F(l —w)gs(w)dwdl, y € [0, +00).

B) =1 [ rat [ ocena? [

Aplicando la transformada de Laplace a la anterior igualdad, y razonando de forma muy
parecida a la proposiciéon D.1.1, en la pagina 294 obtenemos D.6.
O

Vamos a estudiar ahora la probabilidad de que el primer escape sea por la barrera superior
suponiendo el tiempo de partida no de renovacion.

Juan Antonio Vega Coso Universidad de Salamanca



D.2 Solucion ecuaciones integrales. Probabilidad de que el primer escape sea a través
de la barrera superior. 300

Proposicién D.2.2. La probabilidad de que el primer escape de la zona [0,b] sea por la barrera
superior partiendo de X, = u € [0,b], &~ = z y los saltos tomando valores Y; € (—oo, —b] U
[0,+00) ¥V j € N satisface la siguiente identidad:

Py = P(r,u,z) =F(r,b —u,z), uecl0,b] (D.7)

Siendo:

F(2) = pfa(es)[L — 53 (s)E(s)]
sF(z)

1 a+ioco
F(Tay72> = 7/ e ] dS, y e [O,‘"OO) ! (Dg)

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicion 3.6.6, en la pagina 159, sabemos que:

p b [ —u b b [ —u ! (I—v).s
Pyi=1—-— / dl = / / P dvdi.

Mediante transformaciones elementales obtenemos:

b—u

Ppr=1- FL) /0T flz+1) dt+F§z)/0bcu F(z+ G(=b) di+

—u

1 2 c ut-ct (utct—v).s
_ t / P *0(v) dv dt.
+F(z)/0 f(z+1) retp B0 g(v)dv

Teniendo en cuenta que:

X €0, = (utct) —b<v<u+ct.

Siendo ¢ = [ — r el valor que toma la variable aleatoria “excess life”, &.

Para la ultima integral:

L Siendo:

P

“+o0
fa(cs) = /0 e St f(z 4 t)dt.
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1 /b?‘ i +t)/u+ct PES o) dodt 1 /bf( +l—u> ! PO 00 dp ]
_ z v)dodt = — z v)dvdl.
F(z) Jo wtct—b (09 cF(z) Ju c 1 B0 g

Despues de varios cambios de variable obtenemos:

b b—u U - l / b I+w) s
= = P dwdl.
cF(z) Jo Jz+ (w) dw

Teniendo en cuenta que | —b > —bV [ € [0,b — u] y la definicién de la funcién de densidad
g(w). Por lo tanto:

1 b—u b—u

Pg;izl_F(z)/Dc f(z+l)dl+F(12)/oc f(z+DG(=b)di+

p /b_“ b—u—1 / (b s
+— Py dw dl.
cF(z) Jo fle+ (w) dw

Vamos a definir el objeto auxiliar:
1 ¥ ¥

F(riy,z)=1-— ) /OC f(z+l)dl+F2z)/oc f(z+ DG(=b)dl+

+ch(z) /Oyf(z—i— y;l)/olF(l—w)g+(w)dwdz, y € [0, +00).

Aplicando la transformada de Laplace a la anterior igualdad, y razonando igual que en la
proposicion D.1.2, en la pagina 296, obtenemos D.8.

]

» Caso actuarial.

Se habian obtenido las siguientes proposiciones:

Proposiciéon D.2.3. En el caso en que los tiempos de espera 1; tienen una funcion de distri-
bucion F cuya funcién de densidad asociada es de clase C™ en (0,+00) y eziste un operador
diferencial con coeficientes constantes L = L(0,,) de orden n € N tal que f(t) es solucidn de

(Z a; 8tz> =0, con las condiciones iniciales (D.9)

F20) = by, -+, f772(0) = bp_s, f7H0) = by (D.10)
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Entonces Py = P(u) es de clase C™ en (0,b) y cualquier solucion de la ecuacion integral
3.252, en la pdgina 162, debe ser solucion de la ecuacion integro-diferencial:

/Ou P*u—y)g(y)dy+  (D.11)

j=1+k

(Zn:(—c)kak;wc) P(u) = nz_:(_cyv [ zn: akfj—(1+k)<0)

+Z z []Zak<—1>21'—1—i<c>1+ifj—2—i<o>P@'<o> ¢ (u), u € [0,8]
=0 | j=k+2 |i=0
con las condiciones de frontera:
P@®)=1, P(6) = ~£(0) ~ - f(O)TI(), - (D.12)
Py = 0 (1) 0+ S ()T o), k=2 a1 oy
Siendo:
() = [* Plu=y)g(y)dy. ue [0,0] (D.14)

Demostracion.  En la proposicion 3.6.9, en la pagina 162, vimos que la probabilidad de que
el primer escape sea por la barrera superior condicionada por Xy = u en el caso en que los
saltos pueden tomar tinicamente valor positivo verificaba la siguiente ecuacion integral:

1 preo [ —u 1 0 l—u, (% _(-v)s
Pei= [ = [ [P g ava

c C C C

Si derivamos la anterior ecuacion integral respecto de u, teniendo en cuenta la férmula de la
derivaciéon paramétrica, obtenemos:

—eP(u) = 1/b+oof’(l_u)dl+1/ubf’(l_u)/OlP(l—v)g(v)dvdH

H1(0) [ Plu = )g(v) v,
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EP"(u) = i/bm f”(l_cu) dl + i /ub f”(l_C“) /Ol P(l — v)g(v) dv di+
£10) [ Plu=v)g(v)dv = cf(0) [* P'(u=v)g(v) dv = cf () P(O0)g(w)
En general V 3 < k < n se verifica:
(P = L [ e L [ [ P - vt avar
+':z§<—c>ifk—“+”<o> | Piu-v)g(w) dv{z: kf(—l)?k—l—i—f<c>1+i+jf'f—2—"—f‘<0>Pi<o> ¢ (u).

Si multiplicamos cada una de las anteriores igualdades por ay, k = 0, - -

.M Yy sumamos,
tendremos:

/Ou P*(u —v)g(v) dv+

i=1+k

'y ¢ ().
k=0

Z []Z_;ak<—1>2j-1-2‘<c>1+z‘fj—2-i<o>Pi<o>

Para imponer las condiciones de frontera, consideramos la ecuacion integral:

(I = v)g(v) dv

Dando un cambio de variable obtenemos:

P(l—wv)g(v)dv

Derivando respecto de u la anterior expresion, tendremos:

Dp =1 - [ [ Pa gt do— S FO),
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donde hemos definido

A partir de ahi obtenemos:

PO = (0 0+ () pom)

Ahora podemos hallar la solucién de la ecuacién integral D.11.

Proposicion D.2.4. En el caso en que los tiempos de espera T; tienen una funcion de distri-
bucion F' cuya funcion de densidad asociada es de clase C™ en (0,400) y eziste un operador
diferencial con coeficientes constantes L = L(0,) de orden n € N tal que f(t) es solucion de

L(f) = (Z aiaatz‘) f(t) =0, con las condiciones iniciales (D.15)
i=0

120) =bg, -+, f"72(0) = bp_o, fH0) = b1 (D.16)

Entonces se verifica:

1 a—+ioco N
P(u) = %/_. eV P(s)ds, u € [0, b2 (D.17)
Siendo:
n—1
> (o — Br)s*
P(s) = — S (D.18)
Yo ar(—c)'s" =3 be(—c)*s*(s)
k=0 k=0

Demostracion.  En la proposicién D.2.3, en la pagina 301, vimos que P(u) debe ser solucién
de la ecuacion integro diferencial:
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Jj=1+k

(St-ot o) P = E o [ > af(0)

/Ou P*(u—y)g(y) dy+

n—2
+> g"(u).
k=0 |j=k+2 |i=0

> [Jza,x—l)%“‘(o)lﬂfﬂ'”(O)Pf(O)

Esa identidad la vamos a simplificar usando el objeto II(u), que habiamos definido en la
proposicion anterior.

(W) = [* P(u=y)gly) dy = G = Pu).

Teniendo en cuenta el anterior objeto las sucesivas derivadas de P(u) verifican:

l—u

i _1 400
(o) Pru) = - [ ) di

+i /ub fk(l_cu)dl /Ol Pl —y)g(y) dy + Zl(—C)ifk_l_i(O)Hi(u).

Multiplicando por ax, kK =0,--- ,n cada lado de la igualdad y sumando llegamos a:

> (o) = (o) [z s f71(0)| (W)
i(—c)kakPk(u) = ni(—c)kbkﬂk(u), siendo: by, = ni a; f1(0).
k=0 k=0 i=k+1

Teniendo en cuenta las propiedades de la transformada de Laplace, sabemos que:

L(PH(u)) = $*P(s) — z:jo FPH0), £(TH(w)) = sMTI(s) — Z:jo SHIT0).

Aplicando la transformada de Laplace a los dos lados de la anterior igualdad, tendremos:
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i(—c)kak [Skﬁ(s) - kf sk—l—lpl(())] = i(—c)kbk [Skﬂ(s) — kf s’f—l—ini(())] .

=0 k=0 1=0

Teniendo en cuenta la propiedad de convolucion: II(s) = P(s)§(s). De donde:

3 a(os - ;i::bu—c)’fs'fg(s)] Pls) = Y (—0)ay (Z SP0)) -

k=0

— S(—C)kbk (Zl Sl—k:—lﬂ_l(o)> )

Sacando factores comunes y mediante transformaciones elementales podemos simplificar la
anterior igualdad como:

n n—1 n—1
3 -0 = (-0l Plo) = T (e st siendo
n—1 n—1
ap = Z <_C)lalpl_k_1(0)7 6kz = Z (_C)lblnl_k_1(0)7 671—1 = 0.
I=k+1 I=k+1
Es evidente que oy, O, k=0, -+ ,n — 1 son constantes. Despejando, eligiendo « de forma

adecuada 3 y aplicando la transformada inversa de Laplace obtenemos D.17.

]

A continuacién vamos a obtener una férmula explicita de P(u). Depende de las n indetermi-

nadas, incognitas, ay, Ok, kK =0,--- ,n—1, las cuales determinaremos gracias a las condiciones
de frontera.

Proposiciéon D.2.5. En el caso en que los tiempos de espera 7; tienen una funcion de distri-
bucion F cuya funcion de densidad asociada es de clase C™ en (0,+00) y eziste un operador
diferencial con coeficientes constantes L = L(0,) de orden n € N tal que f(t) es solucion de

L(f) = <Z aiaaﬁ) f(t) =0, con las condiciones iniciales (D.19)
=0

0 —2 —1
f (O) = b()7 e ,fn (0) - bn_g, fn (0) - bn—l- (DQO)
3De forma que en el semiplano R(s) > « no haya ningin polo del integrando. Es decir, que todos los ceros de
S o (—c)kays" {1 - |:Z;L:k+1 fj*(k“)(O)} Q(s)} + (—¢)"ans™ esten a la izquierda de la recta x = .
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Entonces se verifica:

O(u,b)
P = D.21
0 =% (D.21)
Siendo:
ou) 7'(u) 7 () 0
Qoo ao1 Aon—1 1
£(0)
a a « e a n— A7
O(u,b) = (1" det | e ¢ , (D.22)
a0 aj1 Ajn—1 fj_l(o) (i)g
n—1
Un-10 Gn-11 - Gnoin_1  f"2(0) (%)
oo o1 st Aon—1
a a N T
Ay =det| . L (D.23)
ap—-10 Gp-11 *°° OGp—1n—1

Demostracion.  Teniendo en cuenta la proposicién D.2.4 y la propiedad de linealidad de la
transformada inversa de Laplace, obtenemos (eligiendo o de forma adecuada):

1 a+ioo . 1 a+i00 —
P(u) = —/ e P(s)ds = —/ et k=0 )| ds =
2711 Ja—ico 271 Ja—ico “ P e, k k
> ap(=0)*s" = > bp(—c)*s"g(s)
k=0 k=0
n—1 1 a+ioco Sk
I / su_2__ g
,ﬂ; k<27m' a—ics  D(s) S)

Hemos definido

n

0k = g — B, D(s) =D ap(—c)'s" — :z:: br(—c)*s*G(s).

k=0
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Definimos:

1 a+i0o d k
m(u) = / en 4y = T e
) S

271 a—

Y tendremos para P(u):

= Ti:ltskﬁk(u), u € [O7b]

Depende de las n incégnitas o, k£ = 0,--- ,n — 1. Para determinar esas incégnitas vamos a
usar las condiciones de frontera:

P(b) =1, Pi(b) = (—1)""' f=1(0) (1) + X0 (%1)1‘+1 FOI (), i=1,--- ,n—14

Vamos a obtener una identidad para II(b). Lo hemos definido como:

n—1

H(b):/ObP(b—) dy—/blz(smb— ] dy-Z&k/ m(y)g(b — y) dy.

b
Para cada k = 0,--- ,n — 1 se cumple que/ 7k(y)g(b — y) dy dada la funcién de densidad g
0

es una constante que se puede calcular, y que denominaremos my(b). Por lo tanto tenemos:

n—1 a mk
k=0

Imponiendo las condiciones de frontera obtenemos:

PO) = (SO + SO [zmz 0.

Sacando factor comin respecto de las J;, tenemos:

n—1 i—1
Pi) = (1O + X 6y, con € = S (P FO)mE ().
k=0 7=0

Tenemos, por lo tanto, el siguiente sistema de n ecuaciones con n incégnitas:

4 Bvidentemente, se cumplen las condiciones que nos permiten derivar respecto de u bajo el signo integral.
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Py = 1

P'(b) = fO) f(O)H(b)

Pri) = (120 ()" + s () pomr)

Teniendo en cuenta la definiciéon de m, podemos expresar el anterior sistema como:

ST (b) = 1

Sra st ) = L9 et

: n—1
Spod Gt (B) = (=) 2 2(0) (1) 4 TR0 0kChy

C

El anterior sistema, en forma matricial, nos quedara:

’/To(b) 7r1(b) e 7Tn_1(b) 8o 1
7r1(b) +C T0)+Ch, e ™ (b) +C s | @
" ( ) C'O n—1 ( ) Cl n—1 " Wzn_2(b) - C?I’]Lfl,nfl (57171 Fl)jﬂ
Si adoptamos el convenio de que Chy = 0, para k = 0,---,n — 1, podemos expresar el

anterior sistema de una forma mds manejable, haciendo a;; = 77 (b) — C]l?i:

oo Qo1 v don-1 do 1
a0 ar o g1 || 0 | = @
an-10 Gn-11 " OGn-1n—1 671—1 (_1)n72fn72(0)(%)n71

Si denominamos por ¢ al vector solucién del anterior sistema, podemos expresarlo como la
siguiente combinacion lineal de vectores:

i o (L) #
Siendo &/ el vector solucién del sistema:
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J
Qoo Qo1 0 Aop-1 50 0
J _
ako k1 Ggpe1 |0 f 05 [ =1
(p—10 Qnp-11 " Qp—1n—1 64 0

Se trata de un sistema de Cramer de orden n. Definimos:

Qoo apr - Qop-1
A()=det | @0 a1 - Gipo1 |
Ap—10 Ap—11 *°° Qp—1n-1
apgg a1 - 0 -+ a1
@i(b) = det al;o agr o+ 1 oo apa—r
Up-10 Gp-11 - 0 -+ Qp_1p_1

Siendo ©7(b) la matriz obtenida sustituyendo en ella la columna k-ésima por el vector co-
lumna que tiene todas las componentes nulas, excepto la j-ésima que es la unidad. Es decir:

Puesto que, como es evidente, A(b) # 0, teniendo en cuenta la regla de Cramer obtenemos:

Tendremos, por lo tanto, que

-5 S
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Siendo €}, el vector columna de orden n con todas sus componentes nulas excepto la k-ésima
que es la unidad.

Y por lo tanto:

n—1 n—1 1\J @j (b) n—1 1\J [n=1 (&Y (b)
P =S mi) | S -0 (1) | =S (1) S | -
2™ | & ANO) P> o) [T a0
s , 1\’ ©%(u,b)  O(u,b)
=S 0P (5) SRt =
=0 ¢/ Ab) A(b)
Siendo:
Qoo aop1 T Aon—1
O%(u,b) = det | aro = (1) ap = (u) - g =7 () |,
n—-10 an—-11 T ap—1n—1
m(u) () 7 () 0
Qoo ao1 Aon—1 1
f(0)
a a ce Ay
O(u,b) = (1" det | et ¢ :
go  ap o aga fY0) (L)
n—1
Upn-10 Gn-11 - Gp_1n—1 [ %(0) (%)
apo Gpr -+ Qon-1
a a Ce Qg
A(b) = det 10 11 1n—1
apn-10 Gn-11 *°° QAp-1n-1
]
® Teniendo en cuenta que mp(u) = 7 (u) = 827;(,9“)
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