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Qu’il ne lui demande pas seulement compte
des mots de sa lecon, mais du sens et de la
substance, et qu’il juge du profit qu’il aura fait,
non par le témoignage de sa mémoire, mais de
sa vie. Que ce qu’il viendra d’apprendre, il le lui
fasse mettre en cent visages et accommoder a
autant de divers sujets, pour voir s’il l’a encore
bien pris et bien fait sien. C’est témoignage de
crudité et indigestion que de regorger la viande
comme on l'a avalée. L’estomac n’a pas fait
son opération, s’il n'a fait changer la fagon et
la forme a ce qu’on lui avait donné a cuire.

Montaigne, Essais, I, 26, «De [linstitution
des enfants».
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Parte |I.

Introduccion y marco teérico






1. Introduccion

En este capitulo se presenta el contexto en el que ha crecido esta investigacion. En la primera
seccion se explica de qué manera la trayectoria profesional del doctorando ha incorporado
distintos intereses, sensibilidades y motivaciones; algunas han sido gratos encuentros en al-
guna etapa del camino, otras han tenido un desarrollo natural a partir de las primeras
inquietudes e ideas relacionadas con lo que ha terminado siendo esta investigacion. El punto
central del trabajo son un tipo de problemas de estimacién en contexto real, también llama-
dos problemas de Fermi. En este punto confluyen distintas perspectivas didacticas que han
condicionado un diseno de la investigacion complejo. La confluencia se concreta en varias
preguntas de investigacion que se enuncian en la segunda seccion del capitulo. Por ltimo,
se presenta un breve resumen de cada uno de los capitulos que componen la tesis, condu-
ciendo a la obtencién y discusion de resultados que ofrecen una respuesta fundamentada a
las preguntas de investigacion.

1.1. Contexto de la investigacién

Toda historia tiene un comienzo y el de esta podriamos situarlo en 2010, el momento en el
que comienzo a trabajar como profesor de Matematicas en Educacion Secundaria. En ese
momento, cuando se entra a un aula de la ESO, uno es consciente de que la transicion entre
hacer Matematicas superiores y ensenar Matematicas en Educacion Secundaria no es suave,
sino un cambio abrupto. El pensamiento de los estudiantes es concreto, y la légica deductiva,
a partir de principios y estructuras generales y abstractas, no sélo les resulta ajena, sino
que les plantea enormes dificultades de comprension. Un profesor joven, con el formalismo
matematico aprendido durante la licenciatura bajo el brazo, constata en su primera sesién
de clase el fracaso de la matemética moderna (Kline, [1973)), es decir, el error de ofrecer a los
estudiantes la version final, méas acabada, formalmente perfecta, de una disciplina que, sin
embargo, ha necesitado un camino tortuoso de intuiciones a partir de experiencias concretas,
analogias, hipotesis y aproximaciones.

Ese profesor inexperto debe buscar alternativas a la ensenanza monumentalista de las Ma-
tematicas, es decir, la presentacién de los contenidos matematicos como si fueran monu-
mentos formales que contemplar y admirar, pero que, precisamente por ello, han perdido su
funcionalidad (Chevallard} |2004). La alternativa pasa por transitar del desarrollo deducti-
vo del conocimiento matematico a uno constructivo, en el que este conocimiento tiene un
caracter funcional, es decir, 1til para conocer el mundo y su fenomenologia, como explica
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Freudenthal (1968) en el coloquio del ICMI dedicado a responder a la pregunta “How to
Teach Mathematics so as to Be Useful?”. Esa es la pregunta que se hace el profesor novato,
y su trabajo es encontrar vias para dar respuesta.

1.1.1. Modelizaciéon y problemas de Fermi

Quien ahora escribe esta tesis encontré su via en la modelizaciéon matematica, porque el
camino lo tenia cerca: Irene Ferrando, que entonces no era mi directora de tesis, habia
empezado a trabajar en la modelizacién como herramienta de ensenanza y aprendizaje de
las Matematicas con su director de tesis, Enrique A. Sanchez, y otros investigadores de su
grupo: Lluis Garcia-Raffi y José Calabuig; todos ellos profesores en grados de Ingenieria
de la Universidad Politécnica de Valencia. No hacia mucho que habian fundado la revista
Modelling in Science Education and Learning (MSELE. No formaban un grupo aislado: en
los ultimos 40 anos - con un incremento significativo en los ultimos 15 anos - se han publicado
numerosas investigaciones sobre la ensenanza y aprendizaje de la modelizacién matemética
en todas las etapas (de Primaria a Universidad); se pueden leer panoramas sobre el tema
tanto a nivel internacional (Blum, 2002) como nacional (Ferrando, 2019).

Larelevancia de la modelizacion matematica ha ido en aumento hasta desbordar lo académico
y convertirse en un proceso clave dentro del curriculo y los estandares educativos de muchos
paises del mundo, con distintas perspectivas (Borromeo-Ferri, 2014)), pero compartiendo una
caracteristica esencial: la modelizacion puede ser descrita como una actividad que implica
una transicién de ida y vuelta entre la realidad y las Matemaéticas (Borromeo-Ferri, 2014)).
Desde 2003, aparece en los estandares educativos para las Matematicas en Alemania (Blum,
Driike-Noe, Hartung, y Koller, 2006); desde 2012, en Chile; y desde 2010 aparece como
proceso explicito en los Common Core Standards en Estados Unidos: “students can apply the
mathematics they know to solve problems arising in everyday life, society, and the workplace”
CCSSI| (2010, pp. 6-8).

Asi que, en primer lugar, fue un genuino interés por la modelizacién matematica como do-
cente de Secundaria lo que me llevé a participar en las II y las III Jornadas de Modelizacién
Matematica (2010 y 2012) y a desarrollar algunos trabajos de innovacién educativa; por
ejemplo, la implementacién, dentro del proyecto Estalmat E], de tareas de modelizacién en
el contexto del arte clasico (Ferrando y Segural, 2013)). En esa época - entre el 2011 y el
2015- conoci, a través del profesor Richard Cabassut (Université de Strasbourg), el proyecto
internacional LEMA, en el que se presentan materiales para introducir tareas basadas en si-
tuaciones reales y un curso de desarrollo profesional en modelizacién (Maafl y Gurlitt, 2011));
y el proyecto MaScil. (Mathematics and Science for Life), cuyo objetivo es promover meto-
dologias basadas en la indagacion para Matematicas y Ciencias y dar apoyo al profesorado
en su desarrollo profesional (Maafl y cols., 2015). Estos materiales de apoyo me permitieron

"https://polipapers.upv.es/index.php/MSEL
Znttps://estalmatcv.blogs.uv.es/
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introducir tareas relacionadas con la experiencia de los estudiantes, que permiten construir
su propia comprension de las situaciones problemaéticas, en lugar de comenzar con algoritmos
y férmulas (Gravemeijer), (1994)).

El énfasis del aprendizaje a través de tareas de contexto real radica en la creacion de sen-
tido matematico y en el refinamiento progresivo de estrategias informales, hasta llegar a la
generalizacién y la formalizacién (Dickinson y Hough, 2012). Precisamente, salir de los con-
textos puramente matematicos y relacionarse con el mundo real es una condicion para que
los estudiantes desarrollen competencias generales y de pensamiento critico (Blum y Niss|
1991)). Este enfoque se relaciona con la mathematical literacy, traducida en nuestro pais como
alfabetizacién matematica o como competencia matematica, que [Niss| (2003) define como la
habilidad para comprender, juzgar, hacer y usar las matematicas en una variedad de situa-
ciones en las que las matematicas juegan o pueden jugar un papel. El enfoque competencial
- v en particular la resolucién de problemas de contexto real como base del aprendizaje ma-
tematico - no es sélo el que me interesaba como profesor, también es el promovido por la
OCDE a través del informe PISA realizado por la OCDE (2006; |2014) y que ha llevado al
diseno curricular de las tltimas leyes educativas en Espana, la Ley Organica de Educacién
LOE, la LOMCE (Ministerio de Educacion Cultura y Deporte, 2014)) y la reciente LOMLOE
(Ministerio de Educacion) 2020). Resumiendo, la resolucién de problemas es la base de la
alfabetizacion matematica, cuyo objetivo es formar ciudadanos preparados para compren-
der el mundo, y por tanto, es un dominio esencial para la mejora de la ensenanza de las
Matematicas (Lott|, 2007)).

Entre 2011 y 2016, César Gallart estaba trabajando en su tesis doctoral bajo la direccién
de Irene Ferrando, en la que se estudia el papel clave que desempena la modelizacién en el
desarrollo de la competencia matematica (Gallart, 2016). Se trata de un trabajo que, entre
otros, incluye resultados que constituyen un precedente importante de esta tesis doctoral,
sobre estrategias de lo que se conoce como problemas de Fermi.

Antes de escribir sobre los problemas de Fermi debo destacar la importancia del contacto
de Irene Ferrando y César Gallart con Lluis Albarracin, de la Universitat Autonoma de
Barcelona, quien ha dedicado gran parte de su investigacién, incluida su tesis doctoral, a
esta clase de problemas. Ese contacto se extendid, posteriormente, también a mi, por lo que
sus trabajos juegan un papel relevante en esta tesis. En su tesis, siguiendo a Arleback (2009),

se define problema de Fermi, que también llama Problema de Estimacién de Magnitudes No
Abarcables (PEMNA), como:

una tasca plantejada a un alumne en la que, sense un procediment, algorisme o esquema
previ que porti a la seva resolucié, ha d’estimar el valor d’'una magnitud no abastable

amb l'objectiu de crear significat per a aquesta magnitud

Albarracin, 2011, p.59.

Pensemos en la cadena humana que se formé en 1989, cruzando las tres reptblicas balticas
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(Estonia, Letonia y Lituania), para reclamar la independencia de esos territorios de la Unién
Soviética. Si nos preguntamos cuanta gente se dio la mano para formar la Cadena Baltica,
tenemos un problema de Fermi, PEMNA o, simplemente, problema de estimacién en con-
texto real. [Schoenfeld (2014) describe el primer estudio sobre resolucién de problemas que
incluy6 los problemas de Fermi - propone a estudiantes estimar cuantas células componen el
cuerpo humano - y aunque no examina las caracteristicas propias de este tipo de problemas,
documenta las estrategias de resolucion que emplean los alumnos. Este tipo de problemas
se caracterizan por parecer difusos, porque plantean situaciones reales sin datos o con poca
informacion, en las que los hechos no ofrecen una via explicita para la obtencion de la esti-
macién (Efthimiou y Llewellyn|, 2007). Carlson (1997 describe la resolucién de un problema
de Fermi como el método de obtener una aproximacion rapida a un proceso matematico en
apariencia complejo mediante una serie de hipdtesis y calculos simplificados. Este proceso
de resolucién puede describirse mediante el ciclo de modelizacién (Albarracin y Gorgorio,
2014)). De hecho, los problemas de estimacién en contexto real pueden utilizarse como medio
para iniciar a los estudiantes, incluso en la etapa de Primaria, en la elaboracién de modelos
matematicos (Borromeo-Ferri, 2018)).

La tesis de Albarracin (2011)) presenta un estudio sobre la resolucién de PEMNA o pro-
blemas de Fermi, en la que se caracterizan las estrategias de resolucion de alumnos de
Educacion Secundaria, se relaciona el tipo estrategia desarrollado por el estudiante y su
éxito en la resolucién, y se estudia la influencia del contexto sobre las estrategia propuestas
en las resoluciones. Por su caracter exploratorio, este trabajo ha abierto caminos fecundos
de investigacion; en particular, como se ha dicho, a partir de la tesis de Gallart se avanzd
proponiendo una primera version de una herramienta para analizar las producciones de los
estudiantes de Secundaria (Gallart, Ferrando, Garcia-Rafhi, Albarracin, y Gorgorid, 2017),
identificando y distinguiendo aspectos diferenciadores entre las resoluciones producidas por
estudiantes con experiencia previa en tareas de modelizacién y las producidas por estudiantes
sin experiencia modelizadora (Ferrando, Albarracin, Gallart, Garcia-Rafh, y Gorgorio, 2017)).
Esta tesis doctoral también es una prolongaciéon de esos caminos de investigacién, aunque
incorpora - como se explicard - otros temas (flexibilidad y adaptabilidad) y sus sujetos de
investigacion son los futuros maestros de Educacion Primaria. Los problemas de estimacion
de grandes cantidades en contexto real empleados en esta tesis son un subconjunto de los
problemas de Fermi: aquellos problemas que requieren estimar un gran nimero de elementos
en una superficie delimitada real, como conocer el nimero de personas que caben en una
plaza publica. Uno de los objetivos de investigacion de este trabajo es encontrar si existe
una relacion estadisticamente significativa entre las caracteristicas del contexto y el tipo de
resolucién categorizada. Ademads, se pretende explorar si el tipo de contexto también influye
en la incorporacion de factores de complejidad en las resoluciones, que se refieren a los ele-
mentos de la resolucién - por ejemplo, eliminar obstaculos - con los que se pretende obtener
una estimacién mas precisa. A continuacién explicaremos las motivaciones que llevaron a
escoger a los futuros maestros como sujeto de estudio, y las motivaciones que llevaron a
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ampliar los trabajos citados sobre relacion entre estrategias, contexto y problemas de Fermi,
al ambito de la flexibilidad y la adaptabilidad.

1.1.2. Conocimiento del profesor y sus dificultades con los problemas
de modelizacidn

La siguiente parada relevante en el trayecto profesional que va definiendo esta tesis se sitia
en el ano 2015, cuando empiezo a trabajar como asesor de formacion del profesorado en
el CEFIRE Especifico de Ambito Cientifico, Tecnoldgico y Matemético (CTEM). Tenia co-
mo cometido disenar, organizar y coordinar la formacién continua del profesorado de la
Comunidad Valenciana en el area de Matematicas. Apoyado en los argumentos explicados
con anterioridad, estableci la modelizacién matematica como una de las lineas formativas es-
tratégicas. El primer reto era desarrollar acciones formativas sobre modelizacién matematica,
a la manera del proyecto europeo LEMA (Learning and Education in and through Modelling
and Applications), que habia sido tan ttil en mi autoformaciénﬂ . El ano 2015 también ac-
cedi a una plaza de profesor asociado en el Departamento de Didactica de la Matematica de
la Universitat de Valencia, por lo que aumenté mi interés en la investigaciéon en Educacién
Matematica, de manera que la colaboracién con Irene Ferrando no se iba a limitar al diseno
del curso de modelizacion para el CEFIRE Especifico CTEM, sino que nuestro propdsito
también era investigar sobre la formacién del profesorado en problemas de contexto real. En
ese momento aun no estaba clara la idea de tesis doctoral, aunque era una opciéon que ya
estaba valorando; la primera idea - que luego se transformé en la actual - era fundamentar
el diseno de un curso de formacién en linea para profesorado sobre modelizacién (Cabassut,
y Ferrando| [2017; |[Ferrando, Segura, y Pla-Castells, 2017a, 2017b) y continuar después in-
vestigando sobre dificultades del profesorado para disenar, implementar, gestionar y evaluar
este tipo de tareas.

Es necesario incorporar formacion al desarrollo profesional docente para sensibilizar a los
profesores sobre los beneficios del uso de contextos reales en Matematicas y para asesorar
en cémo explotar metodolégicamente estos contextos en las clases de forma eficaz (Hough,
Solomon, Dickinson, y Gough, 2017). Una de las aproximaciones metodologicas més efica-
ces es la modelizacién matematica. La ensenanza de la modelizaciéon requiere un abanico
de estrategias pedagdgicas mas amplio que el que utilizan la mayoria de los profesores al
impartir el plan de estudios esencialmente imitativo que domina las aulas en muchos paises
(Burkhardt, |2006), por ejemplo, el conocimiento de las estrategias y procesos de la modeli-
zacion, el diseno de tareas ricas, la cesion de la responsabilidad a los alumnos resolutores, la
aportacion de orientaciones que guien al estudiante en la resolucion del problema sin darles
un proceso estructurado que seguir, etc. Muchos profesores no son capaces de diagnosticar
las necesidades de sus estudiantes y darles retroalimentacion; pero aquellos docentes que

3En otono de 2016 tuve la oportunidad de visitar al profesor Cabassut en Estrasburgo, donde conoci el
centro de formacién de profesores y su organizacién de la formacién inicial y continua.
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han recibido formacion sobre diagnéstico y retroalimentacion en tareas de modelizacion se
desempenan mejor con sus alumnos (Klieme y cols., 2010; Blum), [2011)).

Borromeo Ferri y Blum (2009, 2010) proponen un modelo de competencias necesarias para
ensenar modelizacion matematica, basado en cuatro dimensiones: dimension tedrica; dimen-
sion de la tarea; dimension de la instruccion; y dimensién del diagnodstico. Estas dimensiones
y sus competencias concretas se tuvieron en cuenta para el diseno del curso de modelizacién
del CEFIRE Especifico CTEM. En este punto, debo destacar un acontecimiento que amplié
nuestra perspectiva sobre la competencia del profesor de Matematicas: la visita a nuestra
universidad de Heather Hill y Jon Star, profesores de Harvard University, para impartir una
charla sobre instrumentos de evaluaciéon del desempenio del profesor de Matematicas . Des-
pués tuvimos una reunién, en la que decidimos colaborar con ellos para estudiar la actuacién
del profesor de Matematicas de Secundaria en Espana, lo que condujo a que conociéramos
mas sobre modelos de conocimiento y competencia del docente.

Hill y cols. (2008) desarrollaron una herramienta de evaluacién de videos validada, llama-
da Mathematical Quality of Instruction (MQI), que recoge tres dominios de interaccion:
profesor-contenido, profesor-estudiante y estudiante-contenido. Este instrumento de obser-
vacién y evaluacion estéd relacionado con el modelo MKT (Mathematical Knowledge for
Teaching), desarrollado por Ball, Thames y Phelps (2008) a partir de la caracterizacién
propuesta por Shulman (Shulman, 1986)) del conocimiento del profesor en tres dominios: el
conocimiento del contenido; el conocimiento pedagodgico del contenido; y el conocimiento
pedagégico. Asi, el modelo MKT considera el conocimiento matematico para la ensenanza
constituido por dos dominios, el conocimiento de la materia y el conocimiento didéactico del
contenido. Ball y cols. (2008) han enfatizado la importancia del conocimiento del conteni-
do matematico como parte de la competencia del profesor de Matemaéticas, que en el MQI
corresponde al dominio profesor-contenido, compuesto por dos dimensiones: errores e im-
precision; y riqueza de las Matematicas, tanto relativo a las explicaciones como a las tareas
propuestas.

El contacto con los profesores Hill y Star nos condujo, en 2017, a concretar quién era el sujeto
de la tesis doctoral y qué aspecto general queriamos estudiar: decidimos centrarnos en los
futuros maestros y en un dominio de la competencia docente: el conocimiento del contenido,
y en particular, el conocimiento en resolucién de problemas, empleando los problemas de
estimacion contextualizados. El proyecto de emprender una tesis doctoral dirigida por Irene
Ferrando quedé claro en ese momento; faltaba concretar qué habilidades en resolucion de
esta clase de problemas de modelizacion queriamos estudiar, y en este sentido, el encuentro
del 2016 también fue fructifero, pues nos hizo poner el foco en el razonamiento flexible.
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1.1.3. Flexibilidad y adaptabilidad en resoluciéon de problemas

En junio de 2017 se constituyo el grupo Studying and improving Mathematics instruction in
Secondary schools in Spairﬂ (SiMiS), liderado por los profesores Jon Star y Nuria Joglar.
Nuria Joglar (Universidad Complutense de Madrid) tuvo la idea de crear, junto a Jon Star,
un grupo de estudio afiliado al Real Colegio Complutense en Harvard, para trabajar sobre el
andlisis del rol de profesor de Matematicas en Espana. Irene Ferrando y yo formamos parte del
grupo, lo que nos permitié conocer mejor el trabajo de Jon Star, quien esta particularmente
interesado en la flexibilidad matemaética. Las reuniones durante el 2017 con el profesor Star,
y sobre todo la estancia en Harvard el verano de 2018, nos permitié incorporar la tercera
idea central de este trabajo: la flexibilidad y la adaptabilidad en la resolucién de problemas.

Una definicién sencilla de flexibilidad es el conocimiento de mas de una estrategia para re-
solver un tipo de problema concreto (Heirdsfield y Cooper|, [2002)). Star (2005) senala que ha
habido una confusiéon que identifica lo conceptual con conocimiento profundo y lo procedi-
mental con conocimiento superficial, pero defiende que existe un conocimiento procedimental
profundo y menciona la flexibilidad como ejemplo de componente clave del mismo. Ademas,
el uso flexible de estrategias es un indicador, desde una perspectiva psicoldgica, de la variabi-
lidad cognitiva, que permite a los individuos resolver problemas rapidamente y con precisién
(Heinze, Star, y Verschaffel, 2009). Desde una perspectiva educativa, la flexibilidad esté con-
siderada un aspecto importante de la competencia matemaética, pues es necesaria para que
los estudiantes adquieran la habilidad de adaptar sus resoluciones a las caracteristicas de
la tarea o del contexto (Kilpatrick, 2001). En particular, es un componente crucial de la
competencia en resolucién de problemas (Dowker| 1992; |Dowker, Flood, Griffiths, Harris, y
Hookl, |1996; Star y Newton,, |2009). Schukajlow, Krug y Rakoczy (2015)) han mostrado que el
uso de soluciones multiples en problemas de modelizacion es una via efectiva para mejorar
su actuacion.

Aunque algunos autores incorporan la nocién de adaptabilidad dentro de la de flexibilidad
(Star y Rittle-Johnson|, 2008), otros diferencian entre el uso flexible de estrategias, que se
refiere a la capacidad para escoger entre diferentes estrategias —sin seleccionar necesariamente
la mas adecuada—, y el uso adaptativo de las estrategias, que implica la seleccién de la mas
adecuada a un problema concreto (Heinze y cols., [2009)). En el trabajo planteado en esta tesis
doctoral se sigue esta diferenciacién para los problemas de estimacion en contexto real; ain
mas, se adapta la distincién de dos tipos de flexibilidad en resolucién de problemas propuesta
por Elia, van den Heuvel-Panhuizen y Kolovou (2009): flexibilidad inter-tarea (cambio de
estrategia entre problemas) y flexibilidad intra-tarea (cambio de estrategia dentro de un
problema).

4yéanse https://simisrcc.wordpress.com/| y https://rcc.harvard.edu/studying-and-improving
-mathematics-instruction-secondary-schools-spain-simis
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1.1.4. Tesis doctoral

El recorrido profesional descrito tiene su fin y cristalizacion en el plan de investigacién para
el desarrollo de esta tesis doctoral (curso 2017-18), y en el posterior disefio experimental de
las experiencias implementadas los cursos 2017-18, 2018-19 y 2019-20. A partir de 2017, por
tanto, comienza una nueva etapa, propiamente investigadora.

Como se ha visto, esta tesis pretende ser una aportacién al estudio del conocimiento del
contenido matematico de los futuros maestros de Educacién Primaria. Se ha destacado la
importancia de las tareas de modelizacién como herramienta de ensenanza y aprendizaje
de unas Matemadticas competenciales, y de los problemas de estimacién contextualizados (o
problemas de Fermi) como via de introduccion de este tipo de tareas. Por lo tanto, dentro del
conocimiento del contenido matematico, se pretende estudiar la competencia en resolucion
de problemas de estimacion de contexto real en los futuros maestros.

Se ha visto también que la flexibilidad y la adaptabilidad son unas componentes cruciales
de la competencia en resolucion de problemas. La categorizacién de las resoluciones de los
estudiantes a los problemas de estimaciéon de contexto real (Ferrando, Albarracin, y cols.|
2017) permite verlos como Multiple Solution Tasks (Leikin y Levav-Waynberg, [2008); es
decir, problemas abiertos, pero con un numero limitado de soluciones, todas ellas conocidas,
“controladas” dentro de la categorizacion. Ademas, el estudio exploratorio de Albarracin
(2011)) apunta a que puede existir una influencia del contexto en la resolucién escogida por
los estudiantes. Esto nos ha permitido formular la hipdtesis de que es posible identificar unas
variables de contexto y disenar una secuencia de problemas de Fermi que promueva el uso
de distintas estrategias de resolucion.

Afinando la idea de la tesis: la finalidad principal es estudiar el desempeno, y en particular,
el uso flexible de los planes de resolucién, de los futuros maestros cuando resuelven una
secuencia de problemas de estimacion en un contexto real. Para ello, es necesario analizar
los tipos de resolucién empleados, la relacién entre caracteristicas del contexto y tipo de plan
de resolucién, medir los cambios de tipo de resolucion, y analizar los errores, lo que conduce
a estudiar si existen relaciones entre flexibilidad y rendimiento de los futuros maestros. En
este estudio, de naturaleza observacional (Yin, 2009; |Lodico, Spaulding, y Voegtle, 2010)),
se utilizaran secuencias de problemas de estimacion en contexto real y otros instrumentos
de recogida de datos como cuestionarios. Como se explica en el Capitulo [3|, se combinaran
métodos cualitativos y cuantitativos para poder responder a las preguntas de investigacion
que se derivan de los fines de la investigacion.

1.2. Preguntas de investigacion

El estudio del contexto, de la flexibilidad y adaptabilidad en la resoluciéon de problemas de
estimacion de contexto real, conlleva una serie de cuestiones y derivaciones que se formulan
a continuacion en forma de preguntas de investigacién, que se clasifican en varios dominios:
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descripcion de los planes de resolucion y las resoluciones de los futuros maestros; influencia del
contexto y la estructura del problema en el tipo de resolucién; uso flexible de las resoluciones;
influencia del trabajo experimental en el lugar del problema; errores y rendimiento de los
futuros maestros; flexibilidad y relacion el rendimiento; adaptabilidad de las resoluciones.

P1- ;Cémo resuelven los futuros maestros los problemas de estimacién en contexto
real?

P2- ; Hay alguna influencia del contexto y de la estructura del problema en la resolucion
desarrollada por los futuros maestros para los problemas de estimaciéon de contexto
real?

P3- ;En qué medida la resolucién experimental en lugar fisico del problema influye en
las resoluciones?

P4- ; Qué rendimiento tienen los futuros maestros cuando resuelven problemas de es-
timacion en contexto real?

P5- ;jSon los futuros maestros flexibles en la resoluciéon de problemas de estimacion en
contexto real?

P6- ; Existe relacion entre flexibilidad de futuros maestros y su rendimiento en resolu-
cion de problemas de estimacion en contexto real?

P7- ;Cémo hacen los futuros maestros un uso adaptativo de sus resoluciones en los
problemas de estimacién en contexto real?

1.3. Sumario de la tesis doctoral

Esta tesis doctoral se dara respuesta a las preguntas de investigacion formuladas en la seccién
anterior.

En el Capitulo [2| se desarrollan las teorias, conceptos, investigaciones y antecedentes sinte-
tizados en la primera seccion de este capitulo para describir el contexto de la investigacién,
configurando el marco tedrico de esta tesis.

En el Capitulo|3|se explica el disenio de la investigacion de la que se ocupa esta tesis doctoral.
La respuesta a las preguntas de investigacion, que recogen y conectan distintos enfoques, exi-
ge un diseno de investigacion complejo, compuesto por varias investigaciones y experiencias
(ver Figura. También demanda una combinacién de enfoques metodolégicos cualitativos
y cuantitativos, que son justificados en este capitulo.

En el Capitulo [4] se justifica el diseno de los instrumentos de recogida de datos (secuencia
1, secuencia 2, cuestionario post-experiencia, cuestionario de expertos); se describen las ex-
periencias que componen la investigacion (experiencia Al, experiencia A2, investigacién B,
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investigacion C); y se explican y justifican las herramientas metodoldgicas utilizadas en el
proceso de anélisis (categorizaciones, triangulacién, codificaciones, etc.).

En el Capitulo |5 se exponen los resultados de las distintas experiencias que componen el
diseno experimental de esta tesis. Se organizan en torno a doce objetivos de investigacién
que permitirdn construir las respuestas a las preguntas de investigacion. Se abordan, por
tanto: los resultados del anélisis de los tipos de plan de resolucion y de resolucion; el analisis
de las relacion entre tipo resolucion y caracteristicas del contexto; el estudio de la influencia
del trabajo grupal e in situ; el andlisis de errores y la definicion de los niveles de rendimiento;
el analisis de la flexibilidad inter-tarea e intra-tarea; el andlisis de la relacién entre flexibilidad
y rendimiento; y la fundamentacién de unos criterios de adaptabilidad para los problemas
de estimacion en contexto real.

En el Capitulo [6] se responde a las preguntas de investigacién, estableciendo conclusiones a
partir de los resultados, relacionandolas con estudios del marco tedrico, senalando limitacio-
nes y debilidades del trabajo y apuntando lineas de trabajo para el futuro.
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Este capitulo muestra un amplio panorama que recoge las diferentes consideraciones teoricas,
temas de investigacion, conocimientos y antecedentes que sustentan esta tesis doctoral, es
decir, que permiten definir y justificar los problemas de investigacién planteados, ubicar
este estudio en el area de la Didactica de las Matematicas, llevar a cabo el diseno y la
implementacion del marco metodoldgico, y establecer unos resultados y conclusiones.

En la primera seccién se introducen las bases didacticas sobre las que se plantea esta in-
vestigacion: la Educacién Matemédtica Realista y la competencia matematica. El enfoque
realista y competencial de la ensenanza y el aprendizaje requiere un docente que domine los
procesos matematicos a partir de contextos y de la resolucion de problemas. En este sentido,
en la segunda seccién, se habla del conocimiento del profesor, de modelos de competencia en
la docencia de Matematicas y de las necesidades formativas de los maestros de Educacién
Primaria. Al final de la seccién se pone el foco, por su relevancia, en la resolucién de proble-
mas; en particular, en la necesidad de mejorar la competencia del maestro de Primaria en
resolucion de problemas de contexto real.

En la tercera seccién se aborda de manera general la resolucién de problemas y, en particular,
de los problemas de modelizacion. Partiendo de los problemas verbales , se hace un recorrido
por problemas abiertos, reales y complejos, para caracterizar los problemas de modelizacién.
También se presenta una descripcion de los procesos de resolucion de este tipo de problemas,
mediante el ciclo de modelizacién. Por ultimo, se presentan algunos estudios sobre dificultades
y errores del profesorado en resolucién de problemas de modelizacion. En la cuarta seccion
el foco se pone en los problemas de estimacion en contexto real. Se destaca la importancia
que juega en estos problemas el sentido de la medida y de la estimacién, y se describen
las dificultades y errores del profesorado en relacién a estas habilidades. A continuacién, se
abordan los problemas de Fermi como un tipo concreto de problema de modelizacién en el
que la estimacion de medidas juega un papel relevante. Por ultimo, se describen los trabajos
previos sobre analisis de las resoluciones de un tipo concreto de problemas de Fermi, aquellos
que consisten en estimar un gran nimero de elementos en una superficie delimitada.
Finalmente, en la quinta seccién se aborda la flexibilidad en la resoluciéon de problemas. Se
discuten las distintas caracterizaciones de flexibilidad y su importancia como componente de
la competencia matematica. Se especifica la diferencia entre flexibilidad inter-tarea y flexi-
bilidad intra-tarea. Por tltimo, se define adaptabilidad y se contraponen los estudios sobre
flexibilidad y adaptabilidad en resolucién de problemas intra-matematicos al estudio de la
flexibilidad y la adaptabilidad en resolucién de problemas reales, en los que las caracteristicas

13
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del contexto del problema son un factor de influencia.

2.1. La Educacion Matematica Realista y el enfoque
competencial

2.1.1. La Educacion Matematica Realista

La Educacién Matemadtica Realista (EMR) fue la respuesta holandesa a la necesidad de
reformar la ensenanza de las Matematicas, como reaccion tanto a la llamada Matemaética
Moderna como a la ensenanza mecénica y algoritmica de las Matematicas. Se configura en los
anos setenta del pasado siglo, a partir de la vision de la disciplina de su figura mas relevante
en ese momento, Hans Freudenthal, quien mas que formular una teoria sobre la Educa-
cién Matematica, desarroll6 una idea de las Matematicas como actividad humana (Van den
Heuvel-Panhuizen, 2002). Para Freudenthal (1977) las Mateméticas que se ensenan y se
aprenden en la escuela deben estar conectadas con la realidad, ser cercanas a la experiencia
de los estudiantes y ser relevantes para la sociedad. La Educacién Matemaética debe ofrecer
a los alumnos la oportunidad de reinventar de forma guiada las Matematicas mediante su
practica (De Corte, Greer, y Verschaffel, 1996). Esto implica un acercamiento a la discipli-
na no como sistema cerrado, sino como un proceso de matematizacion (Freudenthal, [1968)).
Siguiendo esta vision, Treffers (2012) distingue dos tipos de matematizacion en la ensenan-
za y aprendizaje de las Matematicas: la horizontal implica que los estudiantes extraigan
y cuantifiquen informacién relevante de una situacion real, encuentren y usen herramien-
tas y estrategias informales para organizar la resolucion de un problema de contexto real;
mientras que la vertical es un proceso de reorganizacion dentro del propio sistema matemati-
co de tipo simbdlico-formal, encontrando conexiones entre conceptos y estrategias para su
formalizacion.

Segun recoge De Lange ((1996), la EMR se basa en las siguientes caracteristicas, conectadas
con las teorias socio-constructivistas:

Los contextos como vehiculos para el transito de lo concreto a lo abstracto.

La modelizacién como eje del proceso de matematizacion.

El fomento de producciones libres de los estudiantes en los procesos de ensenanza y
aprendizaje de las Matematicas.

El trabajo integrado de los distintos bloques de contenido del curriculo de Matematicas.

Algunos trabajos (Freudenthal, [1991; Gravemeijer, [1994; Puig|1997) ahondan en estas carac-
teristicas para fundamentar la EMR en el anélisis fenomenoldgico. Esta fundamentacion del
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aprendizaje de la Matematica como constitucion de objetos mentales puede sistematizarse
en seis principios , que tomamos de la sintesis de Alsina (2009):

1) Principio de actividad: las Matematicas se conciben como una forma de actividad humana,
cuyo fin es matematizar - es decir, organizar, generalizar y formalizar - el mundo.

2) Principio de realidad: el aprendizaje de las Matematicas se da desde el trabajo en con-
textos reales, es decir, resolviendo situaciones problemaéticas relacionadas con la vida y/o la
experiencia del estudiante.

3) Principio de niveles: a través de la matematizaciéon de situaciones reales, los estudiantes
recorren un camino de lo concreto a lo abstracto en varios niveles de comprension: situacional
(entender el contexto), referencial (esquematizar, simplificar la realidad), general (explorar,
geometrizar) y formal (conectar con conceptos mateméticos, resolver simbélicamente).

4) Principio de reinvencion guiada: el proceso de matematizacion, guiado por el profesor,
conlleva una reconstruccién activa de los estudiantes del conocimiento mateméatico formal.
5) Principio de interaccion: la ensenanza y el aprendizaje de las Mateméticas es una actividad
social que produce aprendizaje a través de interacciones - y posterior reflexion individual -
entre los estudiantes y entre los estudiantes y el profesor.

6) Principio de interconezion: el trabajo matemético a partir de contextos reales implica que
los bloques de contenido matematico no pueden tratarse separadamente, pues las situaciones
problematicas exigen desarrollar contenidos matematicos interrelacionados.

En resumen, la EMR plantea una alternativa a la aproximacién mecanicista de las Matemati-
cas, que presenta la disciplina como un cuerpo cerrado, en el que:

mathematics was taught directly at a formal level, in an atomized manner, and the mat-
hematical content was derived from the structure of mathematics as a scientific discipline.
Students learned procedures step by step with the teacher demonstrating how to solve

problems. This led to inflexible and reproduction-based knowledge

Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers| 2020, p.521.

Frente a este enfoque, EMR propone una visién funcional, en el que la disciplina se abor-
da como un conjunto de procesos de matematizacién abiertos que, utilizando situaciones
reales como punto de partida, avanzan - esquematizando, modelizando, formalizando - ha-
cia la abstraccion. Esta oposicién se corresponde con el cambio de paradigma pedagdgico
que propone Chevallard (2015), pasando del monumentalismo, centrado en presentar a los
alumnos un conjunto de contenidos aislados y poco funcionales, a un paradigma basado en
el “cuestionamiento del mundo” (Barquero, Bosch, y Gascén, 2011]).

2.1.2. Alfabetizacion matematica y competencia matematica

El enfoque funcional de la EMR se recoge en la nocién de mathematical literacy o competencia
matematica, que PISA define como:
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una capacidad del individuo para identificar y entender la funcién que desempenan las
matematicas en el mundo, emitir juicios fundados y utilizar y relacionarse con las ma-
tematicas de forma que se puedan satisfacer las necesidades de la vida de los individuos

como ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos.

OCDE| 2006, p.74.

El mismo documento explica después la relacion entre funcionalidad y competencia de forma
explicita:

el término «competencia matematica» se ha elegido con el fin de hacer hincapié en el
caracter funcional del conocimiento matematico y en la posibilidad de aplicarlo de forma

variada, reflexiva y perspicaz a una multiplicidad de situaciones de los més diversos tipos.

OCDE], 2006, p.74.

Niss y Jablonka (2014) afirman que una de las primeras veces que se empled el término
mathematical literacy fue en 1944, en un documento del National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM) sobre los Planes de Posguerra, que exige que la escuela garantice
la mathematical literacy [alfabetizacién o competencia matemética] a todos los que pue-
dan alcanzarla (NCTM, 1989, p. 244). Posteriormente, en 1989 los Standards del NCTM
se proponen cinco objetivos generales para alcanzar la mathematical literacy en todos los
estudiantes:

(1) that they learn to value mathematics, (2) that they become confident with their ability
to do mathematics, (3) that they become mathematical problem solvers, (4) that they

learn to communicate mathematically, and (5) that they learn to reason mathematically.

NCTM, 1989, p.5.

En la literatura sobre Educacién Matematica se encuentran nociones relacionadas con mat-
hematical literacy, como numeracy, quantitative literacy, critical mathematical literacy, mat-
hemacy o mathematical competence. Para Niss y Jablonka (2014), hay una diferencia de
matiz entre literacy y competence: la primera se asocia a una educacion bésica, para toda
la ciudadania, focalizada en resolucién de problemas no matemaéticos, conectando alfabeti-
zacién matematica y participacion democratica; mientras que la competencia matemaética
pone el foco en el dominio las Matematicas, incluida la capacidad de resolver problemas tan-
to matematicos como no matematicos. En consonancia con la distincién anterior, Kilpatrick
(2001,2014)) ofrece una definicién de competencia matematica mas académica y centrada en
el dominio, a través de cinco componentes:

a) la comprension conceptual, que se refiere a la comprension por parte del estudiante de
los conceptos y relaciones matematicas;
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b) la fluidez procedimental, esto es, la habilidad del estudiante para llevar a cabo proce-
dimientos matematicos de forma flexible, precisa, eficiente y adecuada;

c¢) la competencia estratégica, que es la capacidad del alumno para formular, representar
y resolver problemas matematicos;

d) el razonamiento adaptativo, la capacidad de pensamiento légico y de reflexion, de uso
de argumentos matemaéticos;

e) la disposicion productiva, que incluye la inclinacién habitual del alumno a ver las Ma-
tematicas como algo valioso, que merece la pena aprender.

Sin embargo, otros autores (Sol, 2009; Goni, 2011; Blanco, 2012) se orientan hacia la idea
de competencia matematica como aplicacion de conocimientos, habilidades y actitudes en
distintas situaciones o contextos. En este segundo enfoque, similar al de PISA, no hay una
diferencia notable entre mathematical literacy y mathematical competence, que se da “cuando
el individuo trata de abordar las tareas mediante las herramientas disponibles, moviliza y
pone de manifiesto su competencia en la ejecucién de los procesos correspondientes” (Ricol,
2007, p. 50). Goni (2009) sintetiza de manera general la idea de competencia como uso eficien-
te y responsable del conocimiento para hacer frente a situaciones problematicas relevantes,
diferenciando “saber” y “saber usar”. Reducir la nocién de alfabetizaciéon o competencia a
lo puramente instrumental, a la aplicacién de conceptos y técnicas, es una simplificacion.
La nocién de competencia matematica como una manera de entender el mundo - haciendo
frente a situaciones problematicas - implica no solo usar las Matematicas, también comuni-
car, relacionarse, apreciar y disfrutar con las Matematicas (Rico| [2006). El proyecto KOM
(Niss, 2003), encargado en el afio 2000 de la reforma de las asignaturas de Matemaéticas en
el sistema educativo danés, ofrece la versién mas completa de competencia matematica ;
Niss y Hojgaard (2011) la definen como “la capacidad de entender, juzgar, hacer y utilizar
las matematicas en una variedad de contextos y situaciones intra y extra matemaéticas en
las que éstas juegan o podrian desempenar un papel”. Ademads, en el proyecto KOM (Niss|,
2003) se despliega la competencia matematica en ocho competencias especificas agrupadas
en dos dominios de competencias:

I) Aquellas relacionadas con la habilidad de formular y responder preguntas en y con las
matematicas:

1. Pensar matematicamente.

(\V]

. Plantear y resolver problemas matematicos.
3. Modelizar mateméticamente.

4. Razonamiento matematico.
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IT) Aquellas relacionadas con la capacidad para afrontar y gestionar el lenguaje y las herra-
mientas matematicas:

5. Representacién de entidades matematicas.

6. Manejo de simbolos mateméticos y formalismos.
7. Comunicar en, con y sobre las matematicas.

8. Utilizacion de recursos y herramientas.

Cada una de estas ocho competencias especificas tiene un lado analitico y uno productivo.
El lado analitico implica la comprensién e interpretacion de las Matematicas, mientras que
la parte productiva consiste en la construccion de procesos matemaéaticos y su uso a partir de
situaciones (Niss, 2003)). El lado productivo esté ligado a la habilidad de plantear, resolver e
interpretar problemas mediante las matematicas en una variedad de situaciones o contextos.
De este modo, la resolucion de problemas es un aspecto esencial para formar ciudadanos
que comprendan el mundo en el que viven y, por tanto, debe ser una de las direcciones
en las que se debe mejorar la ensenanza en las escuelas (Lott, 2007). Para mejorar la en-
senanza en resolucién de problemas se necesita formar docentes que sepan guiar el proceso
de matematizacién a partir de una variedad de situaciones probleméticas en contextos; en
particular, también maestros de Educacion Primaria capaces de hacerlo. Sin embargo, se
han detectado numerosas dificultades en implementar de forma sostenible estos enfoques de
ensenanza competencial y basada en la resolucién de problemas (Artigue y Blomhgj, 2013]).
Para afrontar estas dificultades resulta 1til conocer los modelos de conocimiento del docente
y de su competencia profesional.

2.2. El conocimiento del profesor de Matematicas

2.2.1. Modelos de conocimiento del profesor

Una ensenanza y aprendizaje de las Matematicas cuyo fin es el desarrollo de la competencia
matematica requiere que el profesor sea capaz de ayudar al estudiante a saber y a hacer
Matematicas; es decir, el docente debe ser competente en el trabajo de ensenar Matemati-
cas (Wilson, Heid, Zbiek, y Wilson) [2010)). Hay una larga investigacién sobre qué clase de
conocimiento debe adquirir el docente para ser competente en su trabajo. Las primeras in-
vestigaciones sobre conocimiento de los docentes trataron de relacionar estadisticamente las
horas de asignaturas que habia cursado en el grado o licenciatura relacionadas con la ma-
teria que impartia o sus notas medias en el grado o licenciatura con los resultados de sus
estudiantes (Begle, |1972; Hunkler, 2016} |Dunkin y Biddle, |1974)), pero dichas relaciones eran
débiles o nulas. Conant (1963)) habia advertido que la adquisicién de un grado o licenciatura
no implica que se haya desarrollado un conocimiento profundo de la materia relacionada con
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dicho titulo, pero sélo a partir de los anos ochenta existe un consenso en esa direccién. Dewey
(1983) apunt6 tempranamente que existen diferencias entre conocer la materia y conocer la
materia para ensenar:

Every study or subject thus has two aspects: one for the scientist as a scientist; the other
for the teacher as a teacher. These two aspects are in no sense opposed or conflicting.

But neither are they immediately identical (pp.285-286).

La investigacion posterior ha respaldado esta idea de Dewey: aunque parte de lo que los
docentes necesitan saber sobre su materia intersecta con el conocimiento de los especialistas
de la disciplina, también necesitan comprender su materia de forma que su conocimiento
promueva el aprendizaje (Grossman, 1989).

A partir de los anos ochenta del pasado siglo, la investigacién ha abordado qué es el cono-
cimiento del profesor , como se forma y de qué manera se organiza. Este conocimiento se
relaciona con el conocimiento de la materia, el conocimiento de los procesos de comprensién
de los estudiantes, y el conocimiento del contexto de la ensenanza (Elbazl 1983). El trabajo
de Shulman es central en la investigacién sobre el conocimiento del profesor no solo porque
ahonda en la idea de que existen conocimientos especificos del profesor, que van mas alla
tanto de una formacion cientifica en su materia como de una formacién pedagogica general;
sino porque sistematiza el conocimiento del docente en un modelo. Asi, la caracterizacién
propuesta por Shulman (1986) se basa en tres categorias:

= Conocimiento del contenido : se refiere al contenido que domina el profesor y a la or-
ganizacién mental de dichos contenidos, ya que para pensar correctamente sobre un
contenido (y por tanto para ensenarlo) es necesario ir mas alla de los propios hechos o
conceptos que lo componen: requiere incorporarlo en cierta estructura del conocimien-
to. Shulman asume la distincién de Schwab (1964)) entre la estructura sustantiva del
conocimiento de una disciplina (cémo se organizan los conocimientos) y su estructura
sintactica (cuéles son los criterios de validez y el conjunto de reglas legitimas para
hacer afirmaciones en una disciplina). Por tanto, no es suficiente con conocer una serie
de hechos respecto a una disciplina concreta, es necesario ser capaz de explicar por
qué son ciertos o no lo son, para qué sirve conocer un contenido concreto y cémo se
relaciona con otros aspectos de la misma disciplina o de otras.

= Conocimiento didactico del contenido : va mas alla del conocimiento disciplinar y es el
conocimiento para ensenar la disciplina. Se refiere a:

the most regularly taught topics in one’s subject area, the most useful forms of
representation of those ideas, the most powerful analogies, illustrations, examples,
explanations, and demonstrations - in a word, the ways of representing and formu-

lating the subject that make it comprehensible to others.

Shulman, |1986, p.9.
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El conocimiento didéactico del contenido incluye a todas las formas de representacién
y de presentacion de que dispone el docente respecto a un contenido concreto. El
conocimiento didactico del contenido integra el conocimiento de la comprensién de
los estudiantes y de sus posibles ideas preconcebidas o erréneas; el conocimiento de
estrategias didacticas y recursos de ensenanza; y el conocimiento de los objetivos y
fines de la ensenanza de la materia (Shulman, 1987;Grossman, [1989; Marks|, [1990)).

s Conocimiento del curriculo: dominio de los materiales y programas que sirven como
herramientas para desempenar la profesién de docente.

En 1987, Shulman anadié varios dominios, entre ellos el conocimiento pedagdgico general,
que hace referencia a aquellos principios y estrategias generales de gestion y organizacion
del aula que parecen trascender la materia (Shulman, [1987). Por ejemplo, la gestién de
conductas disruptivas. Posteriormente, Marks (1990) representa la especificidad del conoci-
miento didactico del contenido como una interseccion del conocimiento de la materia y del
conocimiento pedagégico general (ver Figura .

Pedagogical Content Knowledge

Content Pedagogical
Knowledge Knowledge

Figura 2-1.: Pedagogical content knowledge framework, adaptado de Shulman (1986)

En este modelo aparece claramente desarrollada y sistematizada la idea pionera de Dewey, re-
formulada como la diferencia entre el conocimiento pedagdgico del contenido y el conocimien-
to del contenido, que es aquello que “distinguishes between the subject matter expert and the
experienced teacher” (Grossman, 1990, p. 9). La especificidad del saber para la ensenanza es
formulada por Chevallard (1991) como como un proceso de transposicién didéctica que con-
vierte el savoir savant (la erudicidn, el saber del experto) en savoir enseigné (conocimiento
escolar) mediante una serie de transformaciones adaptativas (de seleccién, organizacién y
adaptacion del contenido disciplinar).

A partir de la propuesta de Shulman (1986} [1987)), Ball y cols. (2008) proponen una carac-
terizacién del conocimiento matemadtico para la ensenanza (MKT, por sus siglas en inglés,
Mathematics Knowledge for Teaching) basada en los conocimientos y habilidades que nece-
sitan los profesores para conseguir que los alumnos aprendan. En efecto, MKT considera el
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conocimiento matematico para la ensenanza constituido por dos dominios, el conocimiento
diddctico del contenido y el conocimiento de la disciplina. Aunque mantienen el foco en el
conocimiento para la ensenanza, en su modelo destaca la importancia del conocimiento de
los contenidos matematicos. Ball y cols.| (2008) senalan que hay pocos estudios que hayan
probado empiricamente si se pueden identificar distintas clases de conocimientos del con-
tenido que sean importantes para la ensenanza. En esta tesis estudiaremos, como se vera,
una parte del conocimiento del contenido para la ensenanza, por lo que resulta importante
profundizar en este tema. Estos autores emprendieron el proyecto Mathematics Teaching
and Learning to Teach y el proyecto Learning Mathematics for Teaching Project para desa-
rrollar una aproximacién empirica al conocimiento del contenido matematico necesario para
la ensenanza. El primer proyecto se centrd en el trabajo que realizan los profesores cuando
ensenan Matemadticas. A partir de la observacién y andlisis de practicas de aula, Ball y Bass
(2003)), plantearon una serie de hipdtesis contrastables sobre la naturaleza del conocimien-
to matemdtico para la ensenanza. Relacionado con este trabajo, en el segundo proyecto se
desarrollaron instrumentos de medida del conocimiento del contenido para la ensenanza de
las matematicas (Hill, Ball y Schilling, [2004; Hill y Ball, [2005; Thames, 2009), que propor-
cionaron vias para investigar la naturaleza, el papel y la importancia de los diferentes tipos
de conocimiento matematico para la ensenanza. En su trabajo, mediante técnicas de analisis
factorial, encuentran un nuevo dominio del conocimiento del profesor que describen como:

[A] less recognized domain of content knowledge for teaching that is not contained in pe-
dagogical content knowledge, but yet—we hypothesize—is essential to effective teaching.

We refer to this as specialized content knowledge.

Ball v cols., 2008, p.390.

Sera precisamente el specialized content knowledge (SCK) , el conocimiento especializado del
contenido matematico para la ensenanza , el dominio del conocimiento docente en el que
nos centraremos en esta tesis. Como puede verse en la Figura el conocimiento de la
disciplina estd constituido por conocimiento del contenido ordinario (CCK), conocimiento
del horizonte del contenido y conocimiento especializado del contenido (SCK). Aunque en
nuestra investigacion no nos centraremos en el conocimiento didactico del contenido, es
- como hemos argumentado - una parte esencial de conocimiento del docente que, en el
modelo de Ball y cols.| (2008]) estd formado por las categorias conocimiento del contenido y
los estudiantes (KCS ), conocimiento del contenido y la ensenanza (KCT) y conocimiento
del contenido y el curriculo.

Como se ha senalado anteriormente, el MKT presta mayor atencion al papel del conocimiento
de la disciplina en el proceso de ensenanza que los modelos de Shulman, que la reducen a
un conocimiento académico. Poniendo el foco en el conocimiento de la disciplina para la
ensenanza, definiremos las categorias que componen esta dimension.
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Figura 2-2.: MKT framework, extraido de Ball, Thames y Phelps (2008, p. 403).

El conocimiento del contenido ordinario (CCK) es el conocimiento del experto en la dis-
ciplina, el conocimiento académico, aquel que se utiliza también en ambitos distintos a la
ensenanza. Contempla aspectos como un uso correcto del lenguaje matematico, la capaci-
dad de desarrollar una serie de procedimientos de manera correcta, o de definir un concepto
matematico con rigor y precision.

El conocimiento del horizonte del contenido se refiere a cémo se relaciona cada tema ma-
tematico con el conjunto de las Matematicas incluidas en el curriculo (Ball, 1993), esta-
bleciendo conexiones entre las ideas matematicas empleadas en un curso y su desarrollo
posterior en los cursos siguientes o los nuevos conceptos con los que se podran relacionar.

El conocimiento especializado del contenido matemdatico (SCK) no es pedagdgico, pero si ex-
clusivo de la ensenanza de las matematicas, y su identificacion es la contribucién central del
MKT al conocimiento del profesor de Matematicas. Se define este conocimiento especializado
para la ensenanza en un sentido amplio, incluyendo habilidades, habitos mentales e intuicién.
Esta formulado en términos de uso y de trabajos propios de la ensenanza. Tiene relacién
con el desempeno requerido por el docente de Matemadticas en tareas relacionadas con el
conocimiento de las ideas matemaéticas, habilidades en razonamiento matematico, dominio
en el uso de ejemplos y terminologia, y reflexion sobre la naturaleza de la competencia ma-
tematica (Kilpatrick, Swafford, y Findell, [2001). Incluye cémo presentar los contenidos, qué
registro de representacion emplear para un fin concreto de ensenanza, o comparar distintas
estrategias de resolucién de un problema.

Al final de la seccién se ha destacado la importancia para la educacién matematica
competencial de resolver e interpretar problemas en una variedad de situaciones o contextos
reales y, por tanto, la necesidad de formar docentes capaces de guiar con éxito al estudiante
en el proceso de resoluciéon de problemas de contexto real. Esa competencia docente se inte-
gra en las dos dimensiones del conocimiento del profesor de Matematicas del modelo MKT:
el conocimiento del contenido/disciplina y el conocimiento didactico de la disciplina. Sin
embargo, en esta tesis doctoral nos interesaremos en el desempeno de los futuros maestros
cuando resuelven problemas de contexto real, y por lo tanto, nos centraremos en un aspecto
central del conocimiento especializado del contenido matemadtico para la ensenanza (SCK):
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el conocimiento de la resolucion de problemas matematicos ; en concreto, de problemas de
estimacion en contexto real. Chapman (2015), basandose en una revisién sistematica de la
literatura sobre resoluciéon de problemas, subraya la importancia de los conocimientos del
profesor en materia de resolucién de problemas. Forma parte del trabajo matematico que
conlleva la ensenanza, la proficiency in mathematical activity (Conner, Wilson, y Kim| 2011)
. De hecho, el dominio del profesor en resolucién de problemas es importante, por ejemplo,
para interpretar las respuestas de los alumnos o para comprender las implicaciones de la
utilizacion de ciertas estrategias en un problema. Es decir, que el docente sea competente
en resolver problemas es la base para desarrollar conocimiento especializado del contenido
sobre resolucién de problemas en el modelo MKT, y también para el conocimiento didactico
del contenido sobre el tema. De hecho, la falta de conocimientos de los maestros en reso-
lucion de problemas complejos podria explicar que apenas se propongan en las aulas de
Primaria (Chapman, [2013). La seleccién de las tareas matemaéticas para trabajar en el aula
es fundamental para la ensenianza y el aprendizaje de las matematicas, ya que es a través
de tareas que la atencién de los estudiantes se dirija a ideas matematicas importantes y
se promueva una alta activacién cognitiva (Stein, Grover, y Henningsen, 1996). A pesar de
que hay pruebas convergentes que indican que la calidad del aprendizaje es mayor cuando
los estudiantes se enfrentan a problemas cognitivamente exigentes (Boaler y Staples, 2008;
Stein y Lane, [1996)), los profesores se muestran reacios a incorporar esos problemas en su
ensenanza (Hiebert y cols., [2003). Ademads, incluso cuando los docentes eligen problemas
complejos para su implementacion, no hay garantia de que se lleven a cabo con el nivel de
desafio previsto (Arbaugh, Lannin, Jones, y Park-Rogers, 2006; Stein y cols., [1996; Wilkie,
2016).

Es importante recordar que Shulman (1987) planteé su modelo de conocimiento del profesor
en el marco de su desarrollo profesional, para el que contempla cuatro fuentes de progreso y
perfeccionamiento: formacion académica disciplinar; materiales y documentos institucionales
sobre el proceso educativo; resultados de investigacion relacionados con el ejercicio docente;
y experiencia profesional enriquecedora. Estudiar el conocimiento de los futuros maestros
de Educacién Primaria en resolucion de problemas de contexto real ayudaria a mejorar
su formaciéon académica disciplinar. En efecto, “evidence suggests that what teachers learn
matters at least as much as how they learn” (Darling-Hammond, Hammerness, Grossman,
Rust, y Shulman), 2005, p. 395). Como veremos en el siguiente apartado, hay numerosos
estudios que advierten de las limitaciones de los maestros en formacién, por lo que una
investigacion sobre su desempeno en resolucién de problemas de contexto real permitiria no
solo, como se ha dicho, contrastar qué aspectos mejorar en su formacion; también contrastar
si sus limitaciones o carencias coinciden con los trabajos precedentes.
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2.2.2. Particularidades de la formacidon matematica de los maestros
de Primaria

En Espana, hasta la segunda mitad del siglo XIX, con el surgimiento de las primeras Es-
cuelas Normales, que respondian a un interés del Estado por la modernizaciéon de la escuela
(Agull6 y Juan| [2012), el oficio del maestro se basaba exclusivamente en la préctica. A partir
de la Ley General de Educaciéon de Villar Palasi, de 1970, la formacién de maestros se integré
en los estudios superiores universitarios, como Escuelas Universitarias que impartian diplo-
maturas. A partir de 2012, completando el proceso de adaptacion al Marco de Convergencia
Europea, se constituye la Facultad de Magisterio en la Universitat de Valencia, ofertando el
Grado de Maestro/a en Educacién Primaria, compuesto por 240 créditos ECTS, que debe
conferir a los titulados competencias docentes en todas las materias comunes que actual-
mente son competencia de los tutores, entre ellas, Matematicas. La formacion obligatoria en
Matemaéticas y su didactica suma 21 créditos ECTS, lo que no llega a un 9% del peso en los
planes de estudio.

La formacién inicial del profesorado difiere significativamente en funcién de la etapa educa-
tiva (Educacién Infantil, Primaria o Secundaria) para la que se han formado, pero un gran
nimero de estudios, para diferentes niveles educativos, han encontrado relaciéon entre la efi-
cacia del docente ensenando una disciplina y la cantidad de formacion recibida sobre dicha
disciplina y sobre su didactica especifica (Goldhaber y Brewer, 2000; [Darling-Hammond 1y
cols., 2005)). Aunque existe un debate sobre qué conocimiento matemético debe proporcio-
narse en los programas de formacion inicial de maestros y profesores (Comiti y Ball, [1996),
la investigacion sugiere que la educacion matematica, incluida la etapa de Primaria, requie-
re conocimientos matematicos complejos (Llinares y Krainer, 2006). Sin embargo, por el
caracter generalista de la figura del maestro, la formacién en Matematicas y su didéctica
especifica tiene un peso muy limitado en los planes de estudio del grado de Maestro/a en
Educacion Primaria en Espana.

Algunos estudios han abordado las carencias en el conocimiento matematico de los futuros
maestros; por ejemplo, Ball (1988) elabord preguntas en entrevistas con maestros y futuros
maestros que revelaron insuficiencias importantes en sus conocimientos sobre las matematicas
necesarias para la ensenanza. Estas carencias se agravan en el caso espanol: el andlisis de
los resultados de Teacher and Education Development Study in Mathematics (TEDS-M),
desarrollado por la Asociacion Internacional para la Evaluacién del Rendimiento Educativo
durante el periodo 2006-2012, en el que participaron 17 paises, muestra que el conocimiento
matematico y la profundidad de su comprension adquiridos como resultado de su formacion
inicial por los futuros maestros de Primaria de Espana (que en ese periodo atn cursaban
estudios de diplomatura) se sitia en el limite inferior de la franja de paises con resultados
medios, que incluye - todos por encima de Espana - a EEUU, Suiza, Noruega y Alemania
entre los paises préximos a nuestro entorno socioeconémico y cultural ([. Sanz y Martin
2014, p. 78). Dentro de los conocimientos y las competencias matematicas de los maestros
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de Educacién Primaria, Chapman (2015) ha destacado la importancia de su capacidad para
resolver problemas. El conocimiento de los maestros sobre resolucién de problemas forma
una red de conocimientos interconectados (Chapman, 2015)). Asi, los futuros maestros deben
aprender a entender los problemas en funcién de su estructura y propdsito (Polyay 1962);
deben aprender sobre caracteristicas de los problemas tales como su complejidad sintactica,
el formato de presentacion, la cantidad de informacién dada o el tipo de contexto (Silver y
Thompson, 1984, p. 531); deben aprender sobre problemas con soluciones miltiples (Szydlik,
Szydlik, y Benson, 2003; (Guberman y Leikin, 2013); deben aprender sobre problemas ricos
(Slavit y Nelson, |2010) y, en particular, sobre problemas abiertos. Autores como Thomson
(1985)) senalan la conveniencia de que los profesores experimenten la resolucién de problemas
desde la perspectiva del resolutor antes de abordar adecuadamente su ensenanza. Esa es la
perspectiva que adoptamos en la investigacién de esta tesis.

Dado que el peso de los créditos de Matematicas y su didactica en la formacién inicial
de los maestros de Educacién Primaria es reducido, la formacién inicial especifica sobre
resolucion de problemas es, como muestran los resultados de los estudios internacionales
previamente comentados, mejorable. En Chapman (2015, p. 25) se recogen varios estudios
sobre las limitaciones de futuros maestros en el conocimiento necesario para ser competente
en resolucion de problemas:

= Incapacidad para relacionar con éxito sus soluciones con la situacién real cuando re-
suelven problemas contextualizados (Tirosh y Graeber, [1989; [Tirosh, Tirosh, Graeber,
y Wilsonl, [1991)).

= Confusion sobre qué significa matematicamente tarea abierta, aunque los futuros maes-
tros conozcan que eso implica més de una solucién (Chapman, 2012).

» Falta de flexibilidad en la aproximacién a la resolucién del problema (Van Dooren,
Verschaffel, y Onghena, [2003).

= Conocimiento de una gama reducida de estrategias de resolucién y poca flexibilidad
en su uso, no cambiando la estrategia escogida, aunque no sea productiva o eficaz
(Chapman, 1999; Taplin, 1994]).

= Tendencia a aplicar resoluciones estereotipadas a un problema, por ejemplo, vinculando
estrategias con temas matematicos (Leikin, 2003).

= Consideracion de la resolucién de problemas como un proceso lineal en el que hay que
aplicar uno o varios algoritmos, como en los problemas aritméticos de enunciado verbal

(PAEV) (Chapman, [2005)).

» Falta de estrategias para interpretar la informacién que se da (o no se da) en el enun-

ciado de un problema y para reconocer el procedimiento adecuado a utilizar (Taplin,
1998).
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En relacién con el trabajo de Taplin (1998)) sobre las dificultades para comprender e inter-
pretar la informacién del enunciado del problema, otros estudios (Escolano-Vizcarra, Gairin-
Sallén, Jimeénez-Gestal, Murillo-Ramon, y Roncal-Gomez, [2012; Orrantia, Munez, Vicente,
Verschaffel, y Rosales| 2014} |Lei, Plath, y Schwippert, 2019) destacan la dificultad de los
futuros profesores para comprender cuestiones indirectas y, por tanto, tareas enunciadas de
un modo mas complejo. En los Capitulos 4] y [5| se explicard el papel las variables de la ta-
rea en el diseno y analisis del enunciado de los problemas, dedicando mas atencién a estos
aspectos. En particular, a la influencia que tienen en el rendimiento de futuros maestros al
resolver problemas de estimacién en contexto real.

Ademas, Sdenz (2007)) encuentra que los futuros maestros tienen una competencia matemati-
ca baja en los ftems mas complejos de las pruebas PISA 2003, sin diferencias significativas con
los estudiantes de Secundaria. Estos resultados son comparables a los de Escolano-Vizcarra
y cols.| (2012), que encontraron un alto nivel de fracaso en los items de resolucién de proble-
mas de PISA 2003. Arce, Marbén, y Palop| (2017), a partir de una prueba de competencia
matematica para sexto curso de Primaria, identificaron carencias y dificultades de los futuros
profesores en relacién con aspectos esenciales como la aplicacion de procedimientos de me-
dida o la interpretacion de resultados en situaciones que implican grandes cantidades. Esto
hace pensar que los procesos de resolucién, los resultados y las dificultades de los futuros
maestros al enfrentarse a la resolucién de problemas, especialmente si estos son complejos,
abiertos y de contexto real, pueden ser similares a las de los estudiantes de Secundaria.

Como se ha explicado en el primer capitulo, en esta tesis el foco estda en estudiar el co-
nocimiento de los futuros maestros en resoluciéon de problemas de estimaciéon de grandes
cantidades en una situacion real: como influyen determinadas caracteristicas del contexto o
del enunciado del problema en sus resoluciones; si son flexibles en el uso de las resoluciones
y saben adaptarlas a dichas caracteristicas; si la manera de presentar la informacion sobre
la situacion les genera dificultades; qué errores se cometen y cual es su rendimiento; o como
se adaptan a resolver esos problemas en grupo y en el lugar real del problema, entre otros
objetivos, tal y como se expusieron en el Capitulo 3] Algunos de estos objetivos de investiga-
cién se relacionan con las limitaciones descritas anteriormente (incapacidad para relacionar
la solucion con el contexto real; falta de flexibilidad en la aproximacion a la resolucion y en
el uso de estrategias; tendencia a aplicar soluciones estereotipadas; dificultades para inter-
pretar la informacién del problema), por lo que resulta de interés conocer si se repiten estas
dificultades en esta clase problemas de modelizacién, porque permitiria proponer mejoras
para la formacion inicial de los futuros maestros. En las siguientes secciones se construira
el marco tedrico que permite describir, caracterizar y fundamentar este tipo de problemas y
los procesos de resolucién implicados.
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2.3. Resoluciéon de problemas de modelizacion

2.3.1. Fundamentos de la resolucion de problemas

Puig (1996)) explica que hay distintas - y a veces contradictorias - definiciones del concepto
de problema, aunque la condiciéon de problema no es inherente a la tarea propuesta, sino
que depende del resolutor que se enfrenta a dicha tarea (Schoenfeld, 2014)). Un problema no
se resuelve de manera rutinaria, aplicando un algoritmo o procedimiento que se sabe que
va a llevar a la solucién (Kantowski, 1977)), requiere un proceso de pensamiento complejo.
Siguiendo esta idea, Blum y Niss (1991)) definen problema como:

[A] situation which carries with it certain open questions that challenge somebody inte-
llectually who is not in immediate possession of direct methods/procedures/algorithms
etc. sufficient to answer the questions. This notion of a problem is apparently relative to
the persons involved; so, what to one person is a problem may be an exercise to someone
else (p. 37).

Por tanto, resolver un problema es “knowing what to do when you don’t know what to
do” (Johnson, Herr, y Kysh, 2003, p. 3). Puig (1996)) distingue entre resolucién (el proceso
completo que permite resolver un problema), solucién (el proceso depurado que presenta
para justificar el resultado) y resultado (la respuesta al problema). Polya (1962) describe el
proceso de resolucién de un problema a través de cuatro grandes pasos o fases :

I. Comprender el problema. Consiste en comprender el problema, identificar las preguntas
que plantea y hacerse un esquema de la situacion del problema.

I1. Concebir un plan. Es el proceso de planificacion de la soluciéon, identificando objetivos
y disenando un plan de actuacién para alcanzarlos.

II1. Ejecutar el plan. Consiste en implementar el plan anterior, llevando a cabo las acciones
particulares del plan y regulando la actuacién para cumplir el plan fijado.

IV. Mirada retrospectiva. En este ultimo paso se trata de examinar la solucién, verificando
las decisiones tomadas y validando el resultado obtenido.

Polya examina el comportamiento del resolutor capaz de autogestionar su proceso de reso-
lucion pasando por las cuatro fases, y de plantearse preguntas para avanzar en el proceso;
muchas de ellas son variaciones de la pregunta: ;conoces un problema relacionado? (Polyal,
1962)). Schoenfeld (2014) considera que la descripcién de las fases de Polya es demasiado
general, y las enriquece con elementos necesarios para el desarrollo del proceso de resolucion:
el resolutor debe estar equipado con los recursos apropiados (conceptos, procedimientos) y
saber usarlos con competencia, debe disponer de estrategias heuristicas (vias y reglas de
decision generales para avanzar en la resolucién de un problema, basadas en la experiencia
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previa con problemas similares), debe poseer un control metacognitivo (control y evaluacién)
de su propio proceso de resolucion, y debe contar con un sistema de creencias apropiadas
(perspectiva, motivacién y confianza). Asi, Schoenfeld (2014) reformula el proceso de reso-
lucion de problemas de Polya concretando unas estrategias heuristicas especificas p