Acotacion de operadores maximales
en Analisis Armonico

Jos€ Antonio Raposo Gémez

Departament de Matematica Aplicada i Analisi.
Universitat de Barcelona.
Barcelona, Mayo de 1998.



Programa de doctorado del departament de Matematica Aplicada i Analisi. Bienio 93-95.
Memoria presentada para aspirar al grado de doctor en Ciencias Matematicas.

Certificamos que la presente memoria ha sido realizada por
José Antonio Raposo Gémez y dirigida por nosotros.

Barcelona, Mayo de 1998.

Maria Jesis Carro Rossell F. Javier Soria de Diego



INDICE

Introduccion

Capitulo 1. Acotacion de operadores sobre funciones ca-

A A

racteristicas y otros topicos
Introduccién

Acotacién sobre funciones caracteristicas
Desigualdades con dos operadores
Aplicaciones

Desigualdades de tipo débil con pesos en R™

Operador de Hardy y clases B,

Capitulo 2. Espacios A de Lorentz

. Introduccién
. Introduccién a los espacios A% (w)

. Espacios de Lorentz cuasi-normados

1
2
3
4.
)
6

Dualidad

. Normabilidad

. Operadores en espacios de Lorentz

18
22
28
32

41
41
43
52
60
90
97



Capitulo 3. El operador maximal de Hardy-Littlewood

en espacios de Lorentz con pesos 107
1. Introduccion 107
2. Generalidades 109
3. La desigualdad fuerte en el caso diagonal 116
4. La desigualdad débil 124
5. Aplicaciones 138

Referencias 141

ii



INTRODUCCION

Esta memoria se divide en tres partes que, genéricamente, pueden circunscribirse
en el area comun que indica su titulo: “Acotacién de operadores maximales en
Analisis Armonico”.

El objetivo inicial y prioritario de nuestras investigaciones ha sido caracterizar
la acotacion del operador maximal de Hardy-Littlewood

1
M (@) = sup oo /Q fl, zeRY fe Ll (R,

en el “espacio de Lorentz cldsico con peso” AP (w). Simbdélicamente,
(1) M 2 A (w) — Af(w).

Este espacio es un reticulo funcional en R™ definido (para cada 0 < p < oo) por la

“norma”
o 1/p
1 fllaz () = {/O (f{f(t))pw(t) dt| .

Aqui w es un peso en RT, u es un peso en R™ y f* es la funcién reordenada
decreciente de f en el espacio de medida (R”, u(x)da:) Estos espacios fueron
introducidos por G.G. Lorentz ([Lo2]) en 1951 y constituyen una generalizacién
de los espacios de Lorentz LP%(u). Si u = 1 se denomina simplemente espacio de
Lorentz clésico (en R™) y se denota como AP(w). En el caso w = 1, AZ(w) no es
més que el espacio de Lebesgue con peso LP(u).

La historia del problema (1) se remonta al trabajo de Muckenhoupt ([M], 1972)

donde considera y caracteriza la acotacién

(2) M : LP(u) — LP(u)



para p > 1 (M : L'(u) — LY»*°(u) en el caso p = 1) dando lugar a las clases de
pesos A,. Esto es un caso particular (corresponde a w = 1) de (1). Son numerosos
los trabajos que desde entonces han aparecido con resultados que extienden el de
Muckenhoupt. Citemos por ejemplo [CF], [Sa2], [GR]. Hemos de destacar también
los trabajos de Chung, Hunt y Kurtz ([CHK] 1982, [HK] 1983) que caracterizan en

algunos casos la acotacién
M : LP%(u) — L™*(u)

que también puede verse como caso particular de la acotacién (no necesariamente
diagonal ahora) del operador de Hardy-Littlewood entre espacios de Lorentz con
pesos.

En 1990 Arino y Muckenhoupt [AM1] consideran los espacios de Lorentz clésicos
en conexion con el operador maximal de Hardy-Littlewood. Estos autores resuelven

(en el caso p > 1) el problema
(3) M : AP(w) — AP(w)

que corresponde a (1) en el caso particular u = 1. Como la reordenada decreciente
(respecto a la medida de Lebesgue) de la funcién maximal M f es equivalente a
() = %fg f* (véase [BS]) y toda funcién decreciente en R es igual a.e. a
la reordenada de una funcién medible en R™, el problema (3) es equivalente a
un problema de acotacién de operadores en la semirrecta. Concretamente, (3) es
equivalente a la acotacion

A LP

dec

(w) — LP(w)

donde Ag(t) = 1 fot g es el operador de Hardy y L% _(w) es el cono de las funciones
en R, positivas y decrecientes, que estan en el espacio de Lebesgue con peso LP(w).
Los pesos w en la semirrecta que satisfacen (3) son los pesos de la denominada clase
B,. Este trabajo de Arino y Muckenhoupt muestra asi que existe una conexién
entre nuestro problema original (1) y el problema de la acotacién de operadores

de tipo integral sobre funciones mondtonas en la semirrecta. De hecho, a partir



de [AM1] aparecen numerosos trabajos tratando este tltimo tema. Entre muchos
otros podemos citar a [Sa2], [CS1], [CS2], [Spl], [Sp2], [HM].

Con los anteriores precedentes, hubiera resultado coherente que el siguiente paso
fuese la solucién del problema general, con dos pesos, (1). Sin embargo, hasta el
momento presente este problema ha estado abierto, en parte debido a que las
técnicas empleadas en la resolucién de los dos casos extremos (2) y (3), al no tener
ninguna relacién entre si, no se han podido combinar. En efecto, la acotacién (3) es,
como ya hemos comentado, un problema de acotacién de operadores sobre funciones
mondtonas en la semirrecta, muy distinto del problema de los pesos A4,. Aqui (véase
[CF], [GR]) se usan técnicas basadas en lemas de recubrimiento, desigualdades de
Holder inversas con cubos, etc. El problema ha sido tratado por C.J. Neugebauer
en ([Ne2], 1992) obteniendo algunas condiciones suficientes y también por M.J.
Carro y J. Soria ([CS3], 1997). Estos ultimos autores dan, ademds una interesante
condicién necesaria valida para la versién débil de (1). En esta memoria probamos
una condicién necesaria y suficiente para que se satisfaga la acotacién (1) en el caso
mas general. Concretamente, si denotamos W (t) = fg w, t > 0, demostraremos
(Teorema I11.3.8) que (1) es equivalente a la condicién

W(u(U; Qi) _ . [IQ_;!F
WU, E) ~ LB

que ha de ser valida (para algiin ¢ < p) para toda familia finita de cubos y conjuntos

(Qj, E;); con Ej C @Qj, lo que nos ofrece una versiéon unificada de las clases A, y
B,.

Lo hasta aqui expuesto es el contenido de una de las partes (Capitulo 3) de este
trabajo ya que el problema original (1) que nos interesaba dio, a su vez, lugar a otras
cuestiones que intentamos resolver. Por ejemplo, al trabajar con los espacios de
Lorentz AP (w) hemos tenido que desarrollar en detalle sus propiedades y, asi, nos ha
parecido conveniente incluir un capitulo (Capitulo 2) dedicado a estos espacios en
su version mas general, es decir definidos sobre un espacio de medida artbitrario. De
hecho, desde que Lorentz ([Lo2]) los introdujo en 1951 (como espacio de funciones
definidas en un intervalo de R), no se habia hecho ningin estudio ordenado y

minimamente completo. En muchos casos, los autores que los han considerado se



han restringido al caso normado (w decreciente) ([Lo2] por ejemplo) ignorando el
caso general cuasi-normado que, como se ve aqui, es igualmente rico en propiedades.
Ademads, normalmente estos espacios se han considerado definidos (con peso w
arbitrario) en R™ ([Sa2], [So], etc) cuando en realidad y como veremos, es razonable
estudiarlos sobre un espacio resonante cualquiera. Por ejemplo, sobre N da lugar
a espacios de sucesiones que generalizan a los espacios de Lebesgue /P y que se
han venido llamando “espacios de Lorentz clasicos de sucesiones” (aunque, salvo
[AEP], sélo hay estudios en el caso w decreciente). Hay cuestiones que no estaban
completamente resueltas, como la caracterizaciéon de la normabilidad (en el caso
discreto estaba totalmente abierta) o el estudio de los duales y algunas otras, como
la interpolacién, que (salvo [CM]) no habian sido estudiadas. También hemos sido
capaces de extender con toda su generalidad (cualquier peso w) algunos resultados
que sélo eran conocidos en el caso normado (w decreciente) como el Teorema 11.4.18,
Teorema I1.4.20, etc.

Por dltimo y dado que, como ya hemos notado, existe conexion entre el proble-
ma inicial (1) y la teoria de acotacién de operadores sobre funciones mondtonas
en la semirrecta, hemos querido dedicar una parte (el Capitulo 1) a este tema
y andlogos. El resultado mas relevante aqui es el Teorema 1.2.13 que identifica
con gran generalidad las situaciones en que la acotaciéon de un operador queda
determinada por su acotacién sobre las funciones caracteristicas de la clase donde
esta definido. Por ejemplo, si este resultado se aplica a la situacion del enunciado
del conocido teorema de Stein-Weiss sobre acotacion de operadores de tipo débil
restringido ([SW]), se obtiene una versién mas general de éste (valida con el méximo
rango de indices).

En la presente memoria estas tres partes se han dispuesto en un orden de com-
plejidad creciente inverso, en realidad, al seguido en esta introduccién. El primer
capitulo trata la cuestion general de los operadores porque sus consecuencias seran
usadas en los dos siguientes y el estudio general de los espacios de Lorentz clasicos
lo hemos dejado para el Capitulo 2 ya que algunos de sus resultados seran usados
en el tercer y ultimo capitulo que trata el problema (1) y anédlogos.

No puedo concluir esta introduccion sin dedicar algunas palabras de agrade-



cimiento a mis dos directores de tesis, Maria Jesis Carro y Javier Soria. Sin ellos,
su infinita paciencia y su atenta dedicacién este trabajo no habria sido posible.
Gracias. Estoy en deuda también con todo el Departament de Matematica Aplicada
i Analisi (y con el grupo de andlisis en especial) por haberme provisto de los medios

adecuados de trabajo.

Barcelona, Mayo de 1998



CAPITULO 1

ACOTACION DE OPERADORES SOBRE FUNCIONES
CARACTERISTICAS Y OTROS TOPICOS

1. INTRODUCCION

En este capitulo se incluyen resultados generales sobre acotacion de operadores
en LP del tipo que aparece a menudo en el Anélisis Armoénico y Real. Por ejemplo,

el operador de Hardy:
1 [t
Afe =y [ 1 >0,
t Jo

que acttia sobre funciones f en la semirrecta R*, o ya en R™, el operador maximal

de Hardy-Littlewood:

]' n
Mf(x)—igg@/Q\fL z € R".

Algunos de los enunciados que se daran seran usados en los préximos dos capitulos
de esta tesis.

Quizés el resultado mds destacable sea el Teorema 2.13 en la seccién 2 (y sus
corolarios 2.14 y 2.19) en donde se prueba que en una gran variedad de situaciones,
la acotacién (fuerte y débil) de un operador queda caracterizada por su acotacién
“restringida” sobre las funciones caracteristicas. En la secciéon 3 se extiende lo

anterior al caso de desigualdades con dos operadores:

|T1fllp, < ClTofllg-

En la seccion 4 se muestran aplicaciones de los resultados dados en 2 y 3. En
particular se ve como algunos resultados sobre acotacion de operadores ya probados
por otros autores, son consecuencia directa del Teorema 2.13. Se ven asimismo
nuevas aplicaciones como la caracterizacién de la acotacion

M : LF°

dec(U0) — LP*(uq)



(Teorema 4.1) y alguna otra como el Teorema 4.6 (y el Corolario 4.8) en donde
se dan nuevas condiciones suficientes para la desigualdad débil (1,1) en R™ del
operador maximal de convolucion con niicleo homogéneo no suave,

Mof()=swp— [ Q/l)|f@—w)|dy, =eR, fe ME).

r>0 T ly|<r

En la seccién 5 se caracterizan algunas desigualdades con pesos para operadores en
la semirrecta. Como aplicaciéon se resuelve en su mayor generalidad la acotacion

con pesos,

Q : L' (u) — L*(v),

para el operdor de Hardy conjugado Qf(t) = ftoo f (s)%. Finalmente, la seccién
6 se dedica al operador de Hardy recordando algunos resultados y definiciones
conocidas que seran 1tiles mas adelante. Como novedad, se considera el operador

de Hardy discreto,

Aafm) = — =S f(K),  neN,
k=0

que actua sobre sucesiones f y se caracteriza la desigualdad con pesos en / de Ay
en algunos casos.

Notacién 1.1. Usaremos los simbolos w,wg,ws, ..., para denotar pesos en
R = (0, +00). Estos serdn funciones medibles positivas en RT no idénticamente
nulas y localmente integrables en [0,00). A cada uno de estos w (resp. wo, wy, . ..)

asociaremos la funcién

(resp. Wo, Wy,...).
X,Y seran siempre espacios de medida o-finitos. M(X) serd la clase de las
funciones medibles en X con valores en C. Si L C M(X) denotaremos Lt = {f €

L : f > 0}. Consideraremos también las clases
Mgec(RT) = {f : R — [0, o0 decreciente}

Minc(RT) = {f : R — [0, 00] creciente}.

8



El simbolo f | significa que f € Mgec(RT) y, andlogamente, f T es equivalente a

f € Minc(R1). LP(w) denotara el espacio de Lebesgue con peso

D) = { £ € ME) 5 11, = [ 11Pw < 0]

y denotamos LY . (w) = LP(w) N Mgec(RT) y, andlogamente, LY (w) = LP(w) N
Minc (R+)
Si f e M(X) y ueslamedida en X, definimos

Ar(t) = u({IfI>t}), t=0,

la funcién de distribucién de f. Es claro que Ay € Mgec(R™). La funcién
fe(s)=inf{t>0: Af(t) <s}, s>0

se denomina reordenada decreciente de f y no es mas que la funcién de distribucion
de s en el espacio R con la medida de Lebesgue. Nos serd ttil también considerar

la funcién maximal de f* definida por

f**(t):%/o oot

0

Las indeterminaciones 0 - 0o, 22, § se tomardn iguales a 0.

2. ACOTACION SOBRE FUNCIONES CARACTERISTICAS

En esta seccién trataremos el problema de acotaciéon de operadores del tipo
(2.1) T (LX)NL, [ llpy) — LP(Y),

donde L es una subclase de LP° y T' es un operador (normalmente lineal o sublineal).

Es decir, estudiaremos la desigualdad

(2.2) ITflleer vy < Ol flloroxy,  f € L.

En ciertos casos la desigualdad (2.2), valida para toda f € L, queda asegurada
si se tiene para funciones caracteristicas f = yxa € L. Asi ocurre (tal como

probaron Carro-Soria ([CS2]) y Stepanov en [Spl]) en el caso L = L% (wy),

9



Y = (R*,wy(t)dt) para el rango de indices 0 < pg < 1, pg < p; < 00 y ope-

radores en la semirrecta de tipo integral:

(2.3) Tf(r) = /OOO k(r,t)f(t)dt, > 0.

Imponiendo entonces que la desigualdad (2.2) sea vialida para funciones carac-
teristicas se obtiene facilmente a menudo una 1til caracterizacién para (2.1). Por
ejemplo en el caso del resultado de Carro-Soria y Stepanov, la condicién (necesaria
y suficiente) sobre los pesos wg,w; para T : LE° (wg) — LP'(w;) (definido por

(2.3)) es:

(/OOO (/OT k(s,t) dt>p1w1(3) d8>1/p1 <C (/OT w0)1/p0 Cr>0

El rango 0 < pg < 1, pg < p1 < o0 es clave y de hecho el principio anterior
funciona en otros casos para estos indices. Asi ocurre por ejemplo (véase [Spl])

con las funciones crecientes en Rt:

T : LY (wo) — LP*(wq)

mnc

y siendo 1" como en (2.3).

Tal como veremos seguidamente (Teorema 2.13) todo ello es consecuencia de un
principio general que se aplica a una clase mucho més amplia de operadores que
los de tipo integral (vale por ejemplo para la mayoria de los operadores positivos
sublineales) y en un dmbito mayor que el de las funciones mondtonas en R* (es
cierto por ejemplo en LP°(R™)). El resultado se inspira en el Teorema 2.4 en [CS2]
y de hecho puede considerarse una amplia extension de éste. Lo probaremos en el
contexto méas general de los espacios de Lorentz LP:9.

Algunas definiciones previas seran necesarias a fin de dar a los enunciados la
maxima generalidad. Introducimos en primer lugar la clase de funciones sobre las

que serd valido nuestro principio.

Definicién 2.4. Diremos que ) # L C M(X) es una clase regular en X si, para
cada f € L, se tiene
(i) |af]| € L si a € R,

10



(ii) x{f|>ty € L paratodot >0 'y

(iii) existe una sucesion de funciones simples (f,,), C L tal que 0 < f,(z) <

frt1(z) = |f(z)] ae. z € X.

Ejemplos 2.5.

(i) Si X es un espacio de medida cualquiera, todo reticulo funcional en X (espacio
vectorial L C M(X) con g € L si |g| < |f|, f € L) con la propiedad de Fatou es
una clase regular. En particular los espacios de Lebesgue LP(X) y los de Lorentz
LP9(X), 0 < p,q < oo son clases regulares.

(ii) Si C es una clase formada por conjuntos medibles en X que contiene al

conjunto vacio,
Le={feMX): {|f|>t}eC, vt>0}

es una clase regular en X. En efecto, las condiciones 2.4(i) y 2.4(ii) son inmediatas
de comprobar mientras que para la 2.4(iii) obsérvese que si 0 < f € L¢, las
funciones simples

n2n71

Jn = Z k27" X (ro-n<p<(k1)2-n) T WX {fon}, N =120,
k=0

forman una sucesion mondétona creciente que converge puntualmente a f y cuyos

conjuntos de nivel son conjuntos de nivel de f (y por lo tanto estédn en C').

(iii) Si L es una clase regular en X,
L*={f": felL}

es una clase regular en RT.

(iv) En R* las funciones positivas decrecientes forman una clase regular y lo
mismo vale para las crecientes.

(v) En R™ lo son las funciones radiales asi como las funciones radiales positivas

y decrecientes (o las radiales crecientes).

Sea ahora Y otro espacio de medida o-finito, L una clase regular y 7' : L —

M(Y) un operador.

11



Definicién 2.6.

(i) T es sublineal si |T'(ay fi+- - -+ anfn) W) < 1T fr(y)|+- -+ T fr(y)| a.e.
y €Y, para todo a,...,a, €R, f1,..., fp € Ltalque ay f1 + -+ a, fn € L.

(ii) T es monétono si |T'f(y)| < |Tg(y)| a.e.y € Y si |[f(x)| < |g(x)] ae. z €
X, f,g € L.

(iii) Diremos que T es orden continuo (o continuo en orden) si es mondtono y si
para toda sucesién (fy,), C L con 0 < f,(z) < for1(x) — f(x) € L ae. x € X, se
tiene lim, |Tf,(y)| = |Tf(y)| a.e. y €Y.

Observacion 2.7. Es inmediato que un operador sublineal y mondtono verifica las
siguientes propiedades:

(i) T(0)(y) =0 ae. y € Y,

(i) [T1£1()] = T ()] ae.y € Y, f € L.

La siguiente propiedad de los operadores sublineales monétonos sera fundamen-

tal.

Teorema 2.8. Sea L C M(X) una clase reqular y T : L — M(Y) un operador

sublineal y mondtono. Entonces, para cada funcion simple f € L,

ITf(y)|§/ Txisn@)|dt, aeyeY.
0

Demostracion. Por 2.7(ii) podemos suponer f > 0. Entonces,

N
f=> anxa,
n=1

con a, as,...,any > 0y siendo los (B;); una sucesién creciente de conjuntos medi-
bles en X: By C By C --- C By. Hagamos A, = Zj.\]:naj, n=1...,N,
Ani1 =0y notemos que {f >t} =0sit> A y{f >t} =B, para 4,41 <t <
A,, n=1,...,N. En particular cada una de las funciones xp, estd en L (por

2.4(ii)) y de la sublinealidad de T se sigue

N
(2.9) TfW)| <Y anlTxs,(y)], ae yeY.
n=1

12



Por otra parte T'xg(y) =0 a.e. y € Y (por 2.7(i)) y se tiene,

N

[e%) N An
| 1rxsala =3 [ . w)la = Y adlTxs, 0.
n=1 n+1

n=1
pues A, — A, 41 = a,. La dltima expresion coincide con la parte derecha de (2.9)

y el teorema queda probado. U

Observacion 2.10. Si el operador monétono T es lineal y positivo (T'f > 0si f > 0),
la desigualdad del enunciado del teorema anterior es en realidad una igualdad
cuando f > 0. Ello se deduce inmediatamente a partir de la demostracién.

La desigualdad que sigue nos serd util mas adelante y ha sido demostrada por

diversos autores. Por ejemplo [HLP], [HM], [Lol], [SW], etc.

Lema 2.11. Si0<p <1,

(LN
L et D

Recordemos antes de seguir, la definicién y algunas propiedades de los espacios

LP1 (véase [BS]). Si X es un espacio de medida cualquiera y 0 < p, ¢ < oo se define

o) = { e M0 W= ([ 0257 0)" @)”q <)

t

y, en el caso 0 < p < q¢ = +o0,
LP>(X) = {f e M(X) : [fllpc = suptl/pf*(t) < +oo}.
>0

Definiciones alternativas para la cuasi-norma || - ||, , son

0 1/q
1fllpg = (/0 ptq_l()\f(t))q/p dt)

en el caso g < o0, y
1/p
1£llp.00 = sup t(As(t))
>0
para el caso ¢ = oc.

Observacion 2.12.

(i) Si1 < ¢ <p, el funcional || - ||, , €s una norma.

13



(ii) En el caso 1 < p < ¢ < oo puede definirse

o8 q d 1/q
1l = ([ @) %)

(con la modificicacién usual si ¢ = 00) que si es una norma (véase [BS]) y es

equivalente a la cuasi-norma original:

p
||f||p,q < ||f||(p7q) < E ”f”pm VS M(X)

(iii) Las normas anteriores son normas funcionales de Banach (véase [BS]) y un
sencillo argumento de dualidad muestra que verifican la desigualdad integral de
Minkowski.

Podemos enunciar ya el resultado clave de esta seccion.

Teorema 2.13. Sea L C M(X) una clase reqular, T : L — M(Y) un operador
sublineal orden continuo y 0 < qo <1, 0 < pg < o0. Entonces
(a) Sigo < g1 < p1 < o0,

HTfHme(Y) ||TXB||LP1,q1(y)
———> = sup .
ferL ||fHLP0"10(X) xBEL ||XB||LP0»¢10(X)

(b) Siqo <p1 <q < o0,

T P1-,91 1/q0 T P1-,491
[T fllLevar (v <( P1 ) u ITx5|lLer a1 (v)
P1—4qo

rer [ fllzroao x) xoel [IxBllLrosox)
Demostracion. Sea

O ITx B e a1 (v)

xsel [XBllLroao(x)
Tenemos que probar que ||Tf|zr1.a1(yy < K C[|f| £ro.a0(x) para cada f € L con
K =1 (en el caso (a)) o K = (p1/(p1 — qo))l/qo (caso (b)). Por 2.7(ii) pode-
mos suponer f > 0y dado que existe una sucesién creciente de funciones simples

positivas (f,)n, C L que converge a f a.e. con

|Tfn(y)| < |Tfn+1(y)| - |Tf(y)|7 a.c. y

(definiciones 2.4 y 2.6), por el Teorema de la convergencia monétona, basta probar
la desigualdad de normas anterior para las funciones (f,),. Es decir, podemos

suponer que 0 < f € L es simple.

14



Sea p = p1/qo, ¢ = q1/qo- Por el Teorema 2.8 y el Lema 2.11,

130 =], < | [ a0 gy " a

P,
En el caso (a), || - ||p,q es una norma (Observacién 2.12) y se obtiene
- q
-1 o
A0 < [ a1 T,
En el caso (b), ||-||(p,q) €s una norma que verifica las desigualdades de la Observacién

2.12(ii) y se sigue

oo
T A i (L2 YT

_ [T ety (7
e Txgrs0]"]],, dt

Es decir, en cualquier caso,

T < K [ a0t

:K%/ @t | Txgrsa . dt
0

P1,:91

< (KC)® /O a0t~ s> Iy, 4 9

= (KC)® /Oo ot (Ap(£)) /7 dt
0
= (KEO)™|[fl3 0

Po,q0°

Aplicando el resultado anterior al caso fuerte T : LP° — LP* obtenemos:

Corolario 2.14. Sea L C M(X) una clase reqular y T : L — M(Y) un operador

sublineal orden continuo. Si 0 < py <1, pg < p1 < 00 se tiene

ITfllLe vy ITx Bl Ler (v)
sup —————> = sup ——————,
rer fllroxy  xmer lIxBllLrox)

Observacion 2.15.

(i) Todo operador maximal de la forma

T*f(z) = sup [Tf(x)], zeX, [fel,
TeB(x)
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donde, para cada x € X, B(x) es un conjunto de operadores T verificando:

(a) |Tf(z)| < [Tg(x)| si|f] < lg| ae.

(b) 0 < ful@) < fura (@) — (@) = lim, [T fu(@)] = [Tf ()],
es orden continuo (sobre la clase regular L). También es continuo en orden el
supremo de una familia finita o numerable de operadores continuos en orden.

(ii) En particular todo operador integral T'f(r) = [k(r,t)f(t)dt,r > 0, f €
L ¢ M*T(RT) (con k : RT x RT — [0,00)), estd en las condiciones del teorema

anterior. Por ejemplo el operador de Hardy
1 T
Af(r)=;/ f, >0, 0<fe MR
0

y el conjugado de éste Qf(r) = froo f(t) %. También el operador identidad f +— f
es obviamente orden continuo.
(iii) El rango de los exponentes pg,p; en el Corolario 2.14 es el éptimo. En

efecto:

(iii.1) El resultado no es vélido si pp > 1. Un contraejemplo lo tenemos en el
operador de Hardy A. Dados 1 < pg < p1, la condicion necesaria y suficiente para
A LE (wg) — LP1(wy) es (véase [Sa2)),

dec

WP () < CW P (r), >0,

() ([ (50) ) s o

r > 0, del

Es facil ver que la condicién HAX(O’T)HLpl(wl) < HX(O’T)HLPO('LU())7

Corolario 2.14 equivale a las desigualdades

WP ) < WP (r), 1> 0,

oo /. Pt 1/p1 )
(/ <¥) wi () dt) <C; Wo/po(r), r > 0.

Obsérvese que estas tltimas se aplican al par de pesos wg(t) = tPo~1 wi(t) =

P17 x(1,2)(t) y sin embargo éstos no satisfacen las desigualdades (2.16).

(iii.2) El enunciado no es valido si py < po. Para verlo basta considerar

T =1d: L% (wo) — LP*(w1). Entonces,

0 ppy 1/p1 o
(2.17) sup (o~ f7wn) = (SHP o )Upl
’ oo 1/po 00 P1/Po ’
fl (fo fPOwO) gl (fo gPO/leO)
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El dltimo supremo es equivalente (c.f. [Sa2]) salvo constantes multiplicativas que

sélo dependen de pgy/p1, a la expresién

A p1/(po—p1) ) (Po—p1)/Po
2.18 / (—) w .
(2.18) ( o \Wo '

Por otra parte si el Corolario 2.14 fuera cierto en este caso, (2.17) serfa igual a

qup O lars o) I ()
r>0 ||X(O,r) HLPO(wO) >0 Wol/po (7“)

Este tltimo supremo es finito para los pesos w;(t) =t%, i =0,1,si (14+a1)/p1 =
(1 + ap)/po, ag,1 > —1, mientras que (2.18) es siempre infinito en este caso
cualesquiera que sean o, as.

Considerando ahora el caso débil T': LP0 — [P1°° tenemos como consecuencia

del Teorema 2.13 este otro enunciado.

Corolario 2.19. Sea L C M(X) una clase regular y T : L — M(Y') un operador

orden continuo sublineal. S10 < pyg <1, pg < p1 < 0 se tiene,

1
wupy WL llzen=ry ( p1 > /v 17Xl e (v)
rer Nfllzroxy = \p1—po xsel  |IxBllLro(x)

Observacion 2.20. El corolario anterior no es valido si py > 1, como queda patente

en el caso

(2.21) A LY

Hoc(wo) — LPY° (wy).

Como prueban Carro-Soria en [CS2], la condicién necesaria y suficiente para (2.21)

r —p) 1/pg
(/ (Wﬂ) wol#) dt) WY () < Cr, 70,
0

es

t
WP ) < CW /™ (r), 1> 0,

que no coincide con la condicién

1/p1 1/po
MSCM’ O<t<T<OO,
r

resultante de aplicar el Corolario 2.19. Por ejemplo, el par de pesos de la Obser-

(2.22)

vacion 2.15(iii.1) satisfacen esta ultima pero no (2.22).

Una consecuencia del Teorema 2.13 y del teorema general de interpolacion de
Marcinkiewicz es el siguiente resultado sobre interpolacién de operadores de tipo
débil restringido, que constituye una generalizacion del conocido teorema de Stein-

Weiss (Teorema 3.15 en [SW] o bien Teorema 5.5 en [BS]).
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Teorema 2.21. Sean 0 < po,p1 < 00, 0 < qo,q1 < o, po # P1, Q0 # @1 ¥

supongamos que T : (LZ”O’1 + Lphl)(X) — M(Y) es un operador sublineal orden

continuo verificando
ITx|

17|l

< Collxsllpy1, B CX,

40,50 —

< CillxBllp,,1, B CX.

q1,00 —
FEntonces

T :LP"(X)— LY7(Y), 0<r<oo,

St
1 1—-6 0

1 1—-6 0
, - = + —, 0<d<1.
Po b1 q qo q1

Demostracién. Como L% C L% si tg < ty, existen indices rg,7; € (0,1) con

ri < q;, ©=0,1y tal que

BCX, i=0,1.

ITx5ll,, o < Cillxs

Pi T

El Teorema 2.13 nos dice entonces que la desigualdad anterior vale para toda
funcion f € LP#" y la tesis del enunciado se sigue del teorema general de in-

terpolaciéon de Marcinkiewicz (Teorema 5.3.2 en [BL]). O

Observacion 2.22.

(i) La norma de una funcién caracteristica en el espacio LP? no depende (salvo
constantes) de ¢. Por lo tanto, el teorema anterior sigue siendo vélido si los espacios
de partida LP#! se sustituyen por LPi""i con 0 < r; < 0o, i =0, 1.

(ii) En el resultado cldsico de Stein-Weiss al que haciamos alusion antes, se

establece el teorema anterior con un rango de indices més restrictivo:
1 < po,p1 < o0, 1 < qo,q1 < o0.

3. DESIGUALDADES CON DOS OPERADORES

Los Corolarios 2.14 y 2.19 de la seccién anterior pueden generalizarse para

obtener desigualdades con dos operadores

1T fllzerar (vi) < ClTofl ro-ao (vp) »

18



en la linea, por ejemplo, de los trabajos de S. Barza-L.E. Persson-J. Soria ([BPS])
y H. Heinig-L. Maligranda ([HM]).
Antes necesitamos un conocido resultado auxiliar cuya demostraciéon puede verse

por ejemplo en [HM]. Damos aqui una prueba sencilla basada en el Corolario 2.14.
Lema 3.1 (Heinig-Maligranda). Si0 < p < g < oo,

qlq 1/q
Jo atttfet
1.

sup =

i/
g (fooo ptr=1fr(t) dt) ’

Demostracion. Si S es el supremo del enunciado,
fOOO g(t)qtqil dt — sy ||g||L1(qt‘1_1)

q/p o alrip1)
(fo (t)p/apti- 1dt) gl N9l Leragpr-1)

S = sup

Aplicando el Corolario 2.14 con X =Y = Rt L = Mg (RT), T = Id, py =
p/q, p1 = 1 se obtiene

S = sup X0, |21 (gta-1)

—1. 0
r>0 [[X(0,r) | Lo /o pe-1)

He aqui la generalizacion del Corolario 2.14 al caso de dos operadores. Tanto el
enunciado como la demostracién se inspiran en el Teorema 2.2 en [BPS] del cual

constituye una generalizacion.

Teorema 3.2. Sea L C M(X) una clase regular y sean T; : L — M(Y;), i = 0,1,
dos operadores orden continuos. Suponemos ademds, que Ty es sublineal y que Ty

es lineal y positivo. Entonces, en cada uno de estos casos:
(a) 0<po<1<p1 <o,
(0) Ty =1d, 1 <p; <00, 0<po < p1,
(¢)
)

c To=1d, 0 <po <1, pp < p1 <00,

(d To=T1=1d, 0 <pp < p1 <00

se tiene
[T fllr vy _ |TixBl Lo (vh)
rer I Tofllzeo(ve)  xser IToxallLro(vy)
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Demostracion. Sea

T
C= swp 1T x Bl e (vh)
xBEL ”TOXBHLT’O(YO)

y veamos que |11 f|| 21 (vy) < C || Tofllzro(vy) » f € L. Como en la demostracion del
Teorema 2.13, es suficiente probar esta desigualdad para funciones f € L simples

y positivas. Usaremos para 7T la desigualdad del Teorema 2.8:

(3.3) T/ ()| < / Tixgon @) di, aeyev,
0

mientras que T por ser lineal y positivo verifica (Observacién 2.10),

(3.4) Tof(y) = / Toxison(y)dt, ac.y e Y.
0

En la demostracién usaremos indistintamente el simbolo A\, para denotar la funcién
de distribucion de una funcién cualquiera g sin reparar en si esta definida en X, Y

o Y7, lo cual se debera entender por el contexto.

(a) Haremos servir la desigualdad de Minkowski dos veces, con p; > 1y con

1/po > 1:

00 P1 1/p1
sl < ([ ([ oo ola) )
1

g/o Tax sl o vy 9

o0 1/po
<C / </ (Tox(r>ey (o))" dyo) dt
0 Yo

oo Po 1/po
<C (/ (/ TOX{f>t}(yO)dt> dyo)
Yo \Jo

= C||TofllLro (vo)-

(b) Por (a) s6lo hace falta probar el caso 1 < pg < p; < oo. Usaremos el lema
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anterior dos veces, primero parap =py < p;1 = qyluegoenelcasop=1<py = ¢:

o 1/p1
1l vy = ( [ ner=a dt)

0
o0 / 1/po

S (/ potpo—l(Af(t))po P1 dt)
0

<C (/ potpo_l/ (TOX{f>t}(y0))pO dyo dt)

0 Yo

- 1/po
=C (/ / potPo~t (TOX{f>t}(y0))pO dtdyo)
Yo JO

) Do 1/po
<C </ (/ TOX{f>t}(y0)dt) dyo)
vo \Jo

= ClTofllro (vo) -
(c) Esto es el Corolario 2.14.
(d) Se tiene

1/po

1l vy = (
C

= Ol fllvo(vo) - =

El siguiente resultado generaliza el Corolario 2.19 (desigualdad débil) al caso de

dos operadores.

Teorema 3.5. Sea L C M(X) una clase reqular y sean T; : L — M(Y;), i = 0,1,
dos operadores orden continuos. Suponemos que T es sublineal y que Ty es lineal
y positivo. Entonces, se tiene

| T f || Leros (vi) Ty x B e (vh)

rer N Tofllzro(ve)

< C sup

~ xser ToxslLro v

en cada uno de estos casos:

(a) 0<po<1<pi<oo, conC=pi/(p1—1),
(b) Ty=1d, 1 <p; <oo, 0<py <p1, conC =1,
(c) To=1d, 0<po <1, pp <p1 <oo, conC = (p1/(p1 —po))l/po,
(d) To=T,=1d, 0 <pg <p; <oo, conC=1.
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Demostracion. Como en la demostracion anterior definimos

K = sup |Tix B Lrio(vy)

xBEL HTOXBHLPO(YO)

y bastara probar que ||Tif||zri.~v) < CK|Tof||lrrocvyy, 0 < f € L simple.
Usaremos para T3 la desigualdad (3.3) y para Tj la identidad (3.4). Los pasos son
parecidos a los de la demostracion anterior.

(a) Haremos servir las desigualdades

D1
p1—1

[f1lp1.00 < NSl pr,00) < [ F1lp1 00

(Observacién 2.12) y la desigualdad integral de Minkowski para || - ||, 00):

173 s oo < H / T o ()] dt

(p1,00)

p [e.9]
< plil/o ITuxer>l,, 0 9

SCK/O HTOX{f>t}Hp0 dt

[e¢) » 1/po
= C’K/ </ (Tox(r>13(¥)) Od:u) dt,
0 Y:

y la demostracién se acaba como en la del apartado (a) del teorema anterior.

(b) Puesto que || - ||zr1.0e < || - ||zr1 y ambas cuasi-normas coinciden sobre las
funciones caracteristicas, este caso es consecuencia del correspondiente caso del
Teorema 3.2.

(c) Esto es el Corolario 2.19.

(d) Aqui vale la misma observacién que en el caso (b). O

4. APLICACIONES

Debido a la amplitud de los conceptos “clase regular” y “operador orden con-
tinuo” que constituyen el marco en el que han sido enunciados los teoremas de
las secciones anteriores, éstos se aplican a numerosas situaciones. Se ve también
como diversos resultados sobre acotacion de operadores ya probados por otros au-
tores y con una demostracion especial en cada caso, pueden ahora entenderse como

aplicaciones directas de los mencionados teoremas.
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Por ejemplo, el Teorema 2.4 en [CS2] y el 4.1(a) en [Spl] (ya mencionados al
principio de la seccién 2) que caracterizan la acotacién

T: LF

dec(wo) — LP* (w1)

para un operador en la semirrecta de tipo integral definido por (2.3) o el Teorema

4.1(b) en [Spl] que considera el caso

T : L (wo) — LP* (wy),

mnc

son una aplicacién directa del Corolario 2.14. Nétese, ademds, que (2.14) da la
constante 6ptima. Otro ejemplo de aplicaciéon del Corolario 2.14 es la férmula de

dualidad para p < 1:

sup fo 19 = sup —fo g

p = 1/p’
£l (fooo fpv) >0 <f0r U)

probada en [CS1] (Teorema 2.12) y también en [Sp2] (Proposicién 1(a)). Aqui se

obtiene directamente con la constante éptima (también implicita en [CS1]). El
Teorema 3.1 (en parte) en [GHS] puede verse como una aplicacién directa del
Teorema 3.2(b), etc.

Veamos un ejemplo de aplicaciéon del Corolario 2.14 a un operador maximal en

R™. Recordemos para ello la definicién del operador maximal de Hardy-Littlewood

M:

1 n n
Mf(x)—igg@/(glfl, reR", feM(R"),

donde el supremo se toma sobre todos los cubos () C R"™ que contienen a .
Como veremos en el Capitulo 3, si pp < 1 y u es un peso en R" es imposible
la acotacién M : LP°(u) — LP'(u). Sin embargo, tal como muestra la siguiente
aplicacion, la situacién cambia si nos restringimos a funciones radiales decrecientes.

En el enunciado que sigue wug,u; son pesos en R™ (funciones positivas localmente

p

Hec(u) representara la clase de las funciones positivas

integrables) mientras que L

radiales y decrecientes en LP(u), 0 < p < oc.
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Teorema 4.1. 510 <py <1, po < p1 < o0, se tiene la acotacion

M . LF°

dec(U0) — LP*(uq)

st y solo si existe una constante C' tal que, para r > 0,

r npi 1/p1 1/p0
(/ w1 +/ (—) up () d:1:> < C’(/ u0> )
|z|<r |z|>r |.’13‘ lz|<r

Demostracion. El resultado es una consecuencia inmediata del Corolario 2.14 apli-
cado a la clase regular L = L (ug). Né6tese que las funciones caracteristicas en L

son las del tipo X{|z|<r} con 7 > 0y que

MX {1z <} (T) 2 X{ja<r} (@) + (1/]2]) " X{jz)>r) (@) -

Asi, la condicién HMX{III<T}HL171(U1) < CHX{IIKT}HLpo(uO)’ r > 0 (que segin
el Corolario 2.14 es necesaria y suficiente) es equivalente a la desigualdad en el

enunciado. O

Observacion 4.2. Existen pesos que verifican la anterior condicién. Por ejemplo, si
po =p1 = p € (0,1] los pesos ug(z) = ui(z) = |2|* (con —n < a < n(p — 1)) son
validos.

Una aplicacién del Teorema 2.13 surge al considerar el operador maximal Mg
de convolucién con nicleo homogéneo no suave:

Mof@) =swp— [ Q/ly)|f@—y)|dy, =R, fe MR,

n
r>0 r |y|<7"

donde © > 0 es una funcién medible en la esfera unidad S*~! de R™. El problema

de encontrar minimas condiciones de tamano en € para que se dé la desigualdad

débil (1,1):
(4.3) Mgq : LY R™) — LY (R"),

es ya antiguo. Por el momento atiin no se ha podido probar que (4.3) es cierto
si Q € L'. Existen varios trabajos sobre este problema en los que se obtienen

resultados cada vez més préximos a la condicién anterior. Destaquemos [Fe] en
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donde se prueba (4.3) con la condicién de que €2 tenga entropia finita; [S] en donde
la condicién es 2 € By, (superando el anterior resultado); [CR] con 2 € Llog L
(independiente de lo anterior) y [SjS] en donde se prueba que Mg es de tipo débil
(1,1) sobre funciones radiales si € L'. Aqui obtendremos, como una sencilla
aplicacién del Teorema 2.13, la acotacién (4.3) para funciones Q € L19, ¢ < 1

cuyos conjuntos de nivel son “buenos”. Con mas precision:

Definicién 4.4.
(a) Diremos que un conjunto medible E C S*~! es admisible (para el operador

Myg) si para 2 = g se tiene,

||MQfHL1,oo(Rn) < CullQl L2 n-) Il wny, € L' (R™),

donde C), es una constante que solo depende de la dimensién.
(b) Una funcién medible Q > 0 en S"~! serd admisible si sus conjuntos de nivel

{2 > t} son admisibles para todo ¢ > 0.

Ejemplos 4.5.

(i) Todo conjunto E C S*~! abierto y convexo es admisible (véase [StS]).

(i) Una funcién positiva Q € M(S"1) cuyos conjuntos de nivel son abiertos
convexos es admisible.

(iii) Por lo tanto toda funcién € > 0 monétona en [0, 27) = S* es admisible para
Mg (dimensién 2).

(iv) La clase formada por las funciones admisibles en S"~! es una clase regular

(Ejemplos 2.5(ii)).

El resultado que sigue establece que para 0 < ¢ < 1, las funciones €2 admisibles

de L14(S"~1) satisfacen la acotacién (4.3).

Teorema 4.6. Si0 < g <1y Q >0 es una funcion admisible en el espacio de

Lorentz LY4(S"~1), entonces se tiene

Mg : L'(R™) — LY (R™),

1/q
q
Cn(l - Q> e
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(aqui C,, sdlo depende de la dimension).
Demostracion. Sea f € L'(R™) y consideremos el operador orden continuo

Q+— Mqf

que actia sobre la clase regular L de las funciones admisibles en S*~!. El Teorema

2.13 establece entonces que

1—¢q

(4.7)

sup

HMQfHLl,OO(Rn) - ( 1 )l/q HMxBf”LLOO(]Rn)
N xB€L ||XB||L1,q(Sn—1)

ael ||QLragn-1)
Pero cada uno de los conjuntos B que intervienen en el dltimo supremo es admisible

y por definicion,

[ My fll; oo < Calxllpien-vllfll = Cna" x5 Lra@n— || 1.

Sustituyendo ahora esta desigualdad en (4.7) se obtiene el enunciado. UJ
Teniendo en cuenta los Ejemplos 4.5 podemos enunciar la siguiente consecuencia.

Corolario 4.8. Sea 0 <g<1y0<Qe LY(S" ). Entonces,
(a) Sin =2y Q es mondtona en [0,2mw) =S, Mq es de tipo débil (1,1) en R?.
(b) Sin > 2 y los conjuntos de nivel de Q son abiertos convexos en S*™1, Mg

es de tipo débil (1,1) en R™.

Veamos finalmente una aplicacién elemental del Teorema 3.2 (desigualdad fuerte
para dos operadores). Siw es un peso en RT y X es un espacio de medida cualquiera

se define para 0 < p, ¢ < oo el espacio de Lorentz I'Y?(w) como la clase de funciones

f € M(X) tales que

1f ez )y = 1 Lea )y < 400

(véase [Lol]). Este funcional es una cuasi-norma completa. Se escribe I'? en vez

de T'”? si p = q. Definimos el espacio y la norma asociada de la manera usual:

Jx |79l
I£llor, wy = sup  a———
geT% (w) |’9\|r§(w)

Usando el Teorema 3.2 podemos describir esta 1iltima norma cuando X es resonante

(BS))y0<p< 1.
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Teorema 4.9. Sea 0 < p <1, (X, pn) un espacio de medida resonante y w un peso

en RT. Sea
1

= 7 ,
tipfo w+ftoow(5> %

con V' constante en [1(X), 00). Entonces,

V(t) 0<t<p(X),

1£llps oy = 1 llrg=vry = sup VYP@) (), f € M(X),

st X es no-atomico v,

11l oy = sup VP (nb) f**(nb), f € M(X),
st X es totalmente atdmico con datomos de medida b > 0.

Demostracion. Al ser X resonante se tiene para f € M(X),
“f”l—‘?((w)’ = Sup :
ger? (w) 191Irz (w)
(véase [BS]). Sea L* = {g* : g € % (w)}. Entonces L* es una clase regular en R™
(c.f. Ejemplos 2.5) y la identidad anterior se puede escribir como
Jo g
1 fllrz (wy = sup =0
x () gei [ A9l e (w)
donde A es el operador de Hardy (ya que h** = A(h*) para toda funcién h €
M(X)). Como 0 < p < 1, se puede aplicar el Teorema 3.2(c) para concluir,
teniendo en cuenta que Ax (o) (t) = X(0,r) () + (7/8)X[r,00) (1),

E) rx
o f()u( ) f _ 1/p *k
| fllre (w)y = sup =sup V'/P(t) f (1),
X A
sex [ Axoum) |l o) >0

en el caso no-atémico y

£l oy = sup VYP(nb) f** (nb)
en el caso totalmente atémico. O

Observacion 4.10. En el caso X = RT el resultado anterior ya aparece probado
(salvo constantes) en [GHS].
Otras aplicaciones de los resultados de las secciones anteriores surgiran més

adelante.

27



5. DESIGUALDADES DE TIPO DEBIL CON PESOS EN Rt

Incluimos en esta seccion caracterizaciones para las siguientes acotaciones:

T : LP(u) — LT (v),

dec

T : LP(u) — LL7(v),

mc

T : LF

dec

(w) — L2 (0)

mc

donde T es un operador en la semirrecta de tipo integral:

(5.1) Tf(t)= /000 k(t,s)f(s)ds, f € M(RT)
y 0 <p,q < oo.

Teorema 5.2. Sea 0 < p; < oo y T un operador integral definido como en (5.1)
con niicleo k > 0. Supongamos que para toda 0 < f € M(RY), Tf |. Entonces:

(a) Si0 < py <1, no se tiene nunca la desigualdad

ITfll vy < C Il fllLro(we)s 0 < f € LP(wo),

con C < 0.

(b) Sipo =1, la condicion necesaria y suficiente para ello es
Wll/pl(t)k:(t, s) < Cwp(s), a.e.s>0, t>0.

(c) Sil < py< oo, la condicion necesaria y suficiente es
o0 P , 1/?6 1
(/ k(t, s)Powy "0 (s) ds) W, /Py (t) <C, t>0.
0

Demostracion. Por un argumento estandar de aproximacién, basta que conside-
remos el caso wp(s) > 0 a.e. s > 0. Observemos también que, para funciones f > 0

decrecientes en R,
11l zooe (uy = sup WP (2) £ (1)
>0

La demostracién de esto es un simple ejercicio.
Por definicion,
C =su HTfHLpl’oo(wl)
20 IS lzeo wo)
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y teniendo en cuenta que T'f |,

Tf(t) Wl/pl( )

C = supsup 1
720 t>0 || fllzro (wo)
Jwg ) f
— sup gy 0 M
t>0 fZO ||f||LP0(wo)

Si pp < 1 el espacio LPO tiene dual trivial (véase [Hu]) y el ultimo supremo es +oc.

En el caso pg > 1 se obtiene

C = sup ||k(t, Wll/pl(t).

>0 0 2

Al desarrollar esta expresién obtenemos las condiciones dadas en (a) (sipg=1) y

(b) (caso pg > 1). O

Un ejemplo de aplicacién del teorema anterior lo tenemos en el operador de

Hardy conjugado
o dt n
(53) aro) = [ 105 r>0. 0<feM®h.

Corolario 5.4. Sea 0 < p; < co. Entonces:

(a) Si0 < py <1, no ezisten pesos wy,wy verificando la desigualdad

1@ llrv e wiy < ClfllLrowe)s 0 < f & LF(wo),

con C' < o0.
(b) Sipo =1, la condicion necesaria y suficiente para que se dé la desigualdad
anterior es

Wll/pl(t) < Ctwp(t), a.e. t > 0.

(c) Sil<py< oo, la condicion necesaria y suficiente es

oo dt 1/p(/;)
</ wy ”°(t>7> WPy <C, e >0

tPo
La clave de la demostracién del Teorema 5.2 estd en el hecho de que || f|| r.o0 (w)
tiene una expresion sencilla cuando f es decreciente. Cuando f es creciente también
hay una expresion sencilla para el anterior funcional. Es un simple ejercicio com-

probar que

L) 1/p
(5.5) nfnquw>=§ggf@>([" w) Cf1

Ello nos permite enunciar un resultado analogo al Teorema 5.2.
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Teorema 5.6. Sea 0 < p; < oo y T un operador integral definido como en (5.1)
con niicleo k > 0. Supongamos que para toda 0 < f € M(RY), Tf 1. Entonces:

(a) Si0 < py <1, no se tiene nunca la desigualdad

ITfll vy < C Il fllLro(we)s 0 < f € LP(wo),

con C < 0.

(b) Sipo =1, la condicion necesaria y suficiente para ello es

[oe) 1/p1
(/ wl) k(t,s) < Cwy(s), a.e. s>0, t>0.
t

(c) Sil<py< oo, la condicion necesaria y suficiente es

o 1 1/pg oo 1/p1
</ k(t, s)Pow, "°(s) ds) (/ wl) <C, t>0.
0 t

Demostracion. Como en la demostracion del Teorema 5.2, podemos suponer wg >

0. Por definicién

Tf|| 1m0 (0,
C:supH fllzryeo )
20 I lzeo wo)
Como T'f 1 se sigue, teniendo en cuenta la identidad (5.5),

(oe) 1/p1
C’zsupsupL(t)(/ wl)

720 t>0 || fll£r0 (wo)

( /oo )/ (ks ) F Il
= sup w1 sup ’
t

t>0 >0 ||f||LP0(wo)

y a partir de aqui se razona como en la demostracion del Teorema 5.2. O

Es el momento de recordar un importante resultado debido a E. Sawyer que sera
usado varias veces en esta tesis. La demostracién original puede verse en [Sa2] y

otras también en [CS2] y [Sp2].

Teorema 5.7 (E. Sawyer). Sil < p < oo se tiene,
sup A1l ) (/Oo (%)p _1w1) v
£l e wo) o \Wo
o 1471 p’ 1/p’ Wl(oo)
=~ —_— Wo + T
o \Wo Wy (o0)
Usando este dltimo resultado podemos caracterizar la acotacién

T i Lee(wo) — Lij(w1)

mnc

para un operador integral en la semirrecta.
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Teorema 5.8. Sea 0 < pg,p1 < oo y T un operador integral definido como en (5.1)
con nucleo k > 0. Supongamos que T f es creciente si f es decreciente. Entonces

se tiene la acotacion

Lpo

dec(wo) - Lpl’oo(wl)

sty solo si

o] 1/p1
C =sup (/ wl) By(t) < o0,
¢

t>0

(y C es la mejor constante) donde, para t > 0,

B s k(t, s)ds
Bo(t) = sup Wy

si0<po <1y,

Bo(t) ~ ( /O b (Wol(s) /0 k(t ) dx>p6 k(t, ) ds) v

N (/ooo (Wol(g) /0 kit ) dw))péwo(s)d >1/ v f%/ 1/;(3:0:)13:

st po > 1. Las constantes implicitas en los simbolos ~ solo dependen de pg.

-1

Demostracion. La constante éptima de la acotacién sera

Tl Ler o (o,
O = s T fl oo ()
L I llzro (we)

y teniendo en cuenta que T'f T y la identidad (5.5),

[ee) 1/p1 t d o) 1/1’1
C = sup (/ wl) f /(s S/ _ sup </ wl) By(t),
>0 t fl (f fpow ) Po t>0 ¢

donde

fo k(t,s)ds
(f fp()wo)l/po ’

Si po < 1 el supremo anterior se obtiene aplicando el Corolario 2.14 (con p; = 1) a

Bo(t) =

la clase regular L = Mge.(R™) o, si se quiere, el Teorema 2.12 en [CS1]. Si pg > 1

se aplica la férmula de dualidad de Sawyer (Teorema 5.7) para estimarlo. O
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6. OPERADOR DE HARDY Y CLASES B,

El operador de Hardy

A =1 [ 4 r=0 0<femm,

jugara un papel importante en los siguientes capitulos. En particular estaremos

interesados en la acotacion

(6.1) A LR (wo) — LP(wy)
y, también,
(62) A ngc(’wo) — Lpl’oo(wl).

p
dec

El caso diagonal A : LY (w) — LP(w),p > 1 fue resuelto por Arifio y Mucken-
houpt en [AM1] (1990). La condicién que debe verificar el peso w se conoce como

condicién B,,. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 6.3. Escribiremos w € B), si

A Lge(:(w) - Lp(w)
yweE By« si
A LE (w) — LP>(w).

Anélogamente ponemos (wg, w1) € By, p, sise satisface la acotacién (6.1) y decimos

que (wo,w1) € Bp, p, .00 sl se satisface (6.2).

Observacion 6.4. Puesto que LP(w) C LP*°(w) se tiene

Bpmpl - Bpo,pl,om 0< Po,p1 < 0.

En particular B, C B, o, 0 < p < o0.
La caracterizacién de los pesos satisfaciendo (6.2) se obtiene por aplicacién di-

recta del Teorema 3.3 en [CS2]:
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Teorema 6.5 (Carro-Soria). Sea 0 < p; < co. Entonces,

(a) Sipo>1 las siguientes condiciones son equivalentes:

(Z) (wo’wl) S BPOaplaOO’

r 1_P6 1/1’6
(i) ( / (—WO(t)) dt) WP (ry < Cr, >0,
0

t

(ii4) (/0 (Wo—(t))_péwo(t) dt)l/pgwf/pl(r) <Cr,

t
WP ey < CWlP(r), > 0.

(b) Sipg <1 son equivalentes:
(Z) (wovwl) € Bp07p17007

1/p1 1/po
(i) Wy . (r) gCWO - <t), 0<t<r.

La acotacién fuerte A : L (wo) — LP*(w1) no es tan sencilla y de hecho el caso
0 < p1 < po < 1 no estd todavia resuelto. El resultado que sigue caracteriza las
clases B,. La demostracién de (i) < (ii) se encuentra en [AM1] (caso p > 1) y es
consecuencia del Corolario 2.14 en el caso p < 1. Las equivalencias con (iii) y (iv)

estdn demostradas en [So].

Teorema 6.6 (Arino-Muckenhoupt, J. Soria). Para 0 < p < 0o los siguientes

enunciados son equivalentes:

(1) w e By.
(41) /TOO (%)pw(t)dt<0/orw, r>0
ww [ vtm) i< Oy 70

. "1 r
(iv) /OWl/pSCWl/p(T)’ r > 0.

Las clases By, ,, con pg < 1, pg < p; se deducen inmediatamente aplicando el
Corolario 2.14. El caso p1,pg > 1 fue resuelto por Sawyer ([Sa2]). Stepanov ([Sp2])
hizo el caso 0 < p; < 1 < pg y Sinnamon y Stepanov ([SS]) lo resuelven para
0<p <1=pp.

Estaremos también interesados en la acotacion del operador de Hardy discreto

Aq que actia sobre sucesiones f = (f (n))n>0 (es decir sobre funciones medibles f
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en N* ={0,1,2,...}) en la forma

1
flk), n=20,1,2,...
n—i—lk:O

Aaf(n) =

En el préximo capitulo nos serd ttil conocer la caracterizacién de la acotacién

(6.7) Ag o OB (w) — P (w),
y también,
(6.8) Ag o 07 (w) — P (w),

donde w = (w(n))n es un peso en N* es decir, una sucesion de niimeros positivos,

y £P(w) es el espacio de Lebesgue LP en N*, con medida ) w(n)dy,}, es decir,

o) = { = (00, €5 [l - (Z \f(nnpw(n))l/p <o},

gp

fec(w) es la clase de las sucesiones f positivas y decrecientes (usaremos la notacién

fl) en P(w) mientras que ¢7°°(w) es la versién débil de ¢P(w) y esté definido por

la cuasi-norma

[ fllep.oe () = supt'/? £ (1),
+>0

donde f; es la reordenada decreciente de f = ( f (n))n en el espacio de medida
(N*, Yom w(n)cs{n}). De manera ansloga a como haciamos en RT, para cada peso

w (resp. wp, u,...) en N* denotaremos por W (resp. Wy, U, ...) a la sucesién,

(6.9) Wn)=> wk), n=012...
k=0

Con esta notaciéon se comprueba sin dificultad que,

(6.10) [[f1ler.o0 w) = sup W) f(n), [

Enunciaremos primero una versién discreta de la formula de dualidad de Sawyer

(Teorema 5.7).
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Teorema 6.11. Sean w = (w(n))n, v = (v(n))n pesos en N* y sea

§ — sup oo 0l _
i (ano f(”)pw(”))

Entonces,

(i) 5i0<p<1,

V(n)
S =sup ————
w0 Wp(n)’

con W definido por (6.9) y V' andlogamente.
(i) Si 1< p < oo,

oo ‘7 p'=1 \ 1/p
(L))
0 W
([ e
~ = w + —_,
0 w W1/P(x0)
donde ¥ es el peso en RY definido por

v = Z U(”)X[n,n+1)
n=0

Y ‘7(75) = fg v y andlogamente para W, w.

Ademds, las constantes implicitas en el simbolo ~ sélo dependen de p.

Demostracion. El apartado (i) se obtiene directamente aplicando el Corolario 2.14
conp; =1,pp =0, X =Y =N T = 1d a la clase regular L de las sucesiones
decrecientes en N*.

El apartado (ii) se deduce del Teorema 5.7 y para ello basta observar que

fEMdeC(R+) (fo fpﬁ)) P

En efecto, si f = ( f (n))n es una sucesién decreciente en N* y definimos f =

Z:,O:O F()Xnnt1) € Maec(RT), es obvio que

ZZO:() f(n)v(n) _ fooo f{) |
(Sozo Frw)'” (f7 fra)"”
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Por lo tanto S es menor o igual que el segundo miembro de (6.12). Por otra

parte, si ¢ > 0 es una funcién decreciente en R™ y se define la sucesién decreciente

f(n) = (f"+1 gp)l/p, n=20,1,..., se tiene

NS > i),

mientras que, por la desigualdad de Holder (ya que p > 1),

/ooo 90 =2 vin) /:H 9< ;v(m(/:+1 gp)l/p = v(n)f(n).

n n

Asi que,
Jogv Xt
(fooo gpw)l/p - (ZZO:O f(”)pw(n))l/p -
Con ello queda probado (6.12) y el apartado (ii) se sigue aplicando el Teorema
5.7. 0

El siguiente enunciado caracteriza la acotacién (6.7).

Teorema 6.13.

(a) Si0<p<1 setiene Ay : {4

P (W) — P2 (w) siy sélo si

W/p(n) < W/P(m)

6.14 0<m<n.
( ) n+1 = m+1 "’ =m=n
(b) Sil<p< oo son equivalentes:
(1) Aa : Lec(w) — 7 (w),
(i) w= Z w(Nn)Xn,n+1) € Bp,
n=0
= 1 1
(#44) <o M 012

Wilr(k) = Wi/r(n)’

e
I

Demostracién. La acotacion Ay : 5 (w) — ¢P°°(w) del enunciado es equiva-

dec
lente (c.f. 6.10) a la desigualdad,

Wl/p(n)Adf(n) < C”f”fp(w)? f l: n=0,12...
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De otra manera,

W) SR

(6.15) nt+l f (Z;O:()f(k?)pw(k))l/p <

Asi, la parte (a) del teorema se obtiene aplicando el Teorema 6.11(i). Notese
ademas que la condicién (6.14) se obtiene aplicando (6.15) a sucesiones del tipo
f=1,1,1,...,1,0,0,...) (funciones caracteristicas en N*) y por lo tanto sigue
siendo necesaria atun en el caso p > 1.

Para probar la parte (b), es decir el caso p > 1, notamos como ya hicimos
en la demostracién del Teorema 6.11, que el supremo discreto en (6.15) se puede

substituir por un supremo sobre funciones decrecientes en R* con pesos X(0,n+1)> W:

n+1
g
sup ofoo—l/p
gl (fo gr)

Por lo tanto (6.15) es equivalente a

WYP(n+ 1)Ag(n +1) < Cllgllrwy, gl n=0,1,2,...

De hecho la desigualdad anterior vale (con constante 2C') susbstituyendo n + 1 por

cualquier valor t > 0. En efecto, si 0 <t < 1,

WP (1) Ag(t) = (w(0)r) /" ! / g

1 t ip
< (w(0)t) pt—l(/o gp) t/p

t 1/p
< ( / gpw) < l9llira:
0

ysiten,n+1), n>1, se tiene usando (6.14),
WHP(t) Ag(t) < WHP(n + 1) Ag(n) < 20WV/2(n) Ag(n) < llgll s -

Resumiendo, en el caso p > 1 la acotacién Ay : 4 (w) — P°°(w) del operador

dec

de Hardy discreto es equivalente a la desigualdad

WYP(#)Ag(t) < Cllgllr(wy, >0,
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valida para toda funcién g | en RT. Pero esto significa que se tiene la acotacién

del operador de Hardy continuo,

A LP

dec(W) — LV (w),

lo que equivale a decir (Definicién 6.3) que @ € By oo = B, (las clases B, y B)
coinciden si p > 1 (véase [Nel])). Hemos probado asi la equivalencia entre (i) y
(ii). Para ver la equivalencia con (iii) primero obsérvese que esta condicién también
implica (6.14) ya que si m < n,

m n

m+1 1 1

—F < — < -

W/o(m) = 2 Wn(R) = 2 W)
y por (iii), la tltima expresién estd mayorada por C(n + 1)/WYP(n). Asi, en
la demostracién de (ii)<(iii) podemos suponer que (6.14) es cierto. Con ello (y
teniendo en cuenta de definicién de W) es inmediato probar la equivalencia entre
la condicién @ € B, (es decir (ii)), que segin el Teorema 6.6(iv) es

"1
—_ S C NL, r > 0,
0 Wl/p Wl/p(r)

y la condicién (iii):

1 n+1
— < (C —— =0,1,2,...
> g < C WGy " Ob?

Basta discretizar la integral y notar que

ntlq 1
/ _ ~ . n=0,1,2,... 0
" wi/e  WYe(n)

La caracterizacién de la acotacién (6.8) se demuestra més rédpidamente y es

equivalente a la condicién b(iii) del teorema anterior.

Teorema 6.16. Para 0 < p < oo se tiene

Ag o 122 (w) — P (w)

dec

sty solo si
n

1 n+1
— < — =0,1,2,...
> g < Oy "=
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Demostracion. La acotacién del enunciado es equivalente a la desigualdad

(6.17) [ Adf |ler.oo(w) < C, L N fllepoe wy < 1

Ahora bien si f es decreciente ||f|m.c(w) = sup, WP(n)f(n) (cf. (6.10)) y
[ llgp.e () < 1 implica f(n) < W~1/P(n), ¥n. Por otra parte la sucesién W ~1/P es
decreciente y con norma 1. Todo ello nos dice que f = W~1/P e la sucesién que

da el maximo en la parte izquierda de (6.17) y la caracterizacién serd
HAdW_l/pHep,oo(w) =(C < .

Al expresar esto ultimo (teniendo en cuenta que AgW—YP es decreciente y la ex-
presion (6.10) para la norma en ¢7°°(w) de tales sucesiones) se obtiene la condicién

del enunciado. O

Corolario 6.18. Si 1 < p < oo son equivalentes:

(i) =Y w(n)Xmnnt1) € By,
n=0

.. ~ 1 n—+1
(i) ,;)Wl/p(k) gCWl/p(n), n=0,1,2,...,

(1i1) Ag : 05 (w) — P (w),

dec

(iv) A 2 (w) — 7 (w),

(v) Ag: 8 (w) — P(w).

dec

Demostracion. Las cuatro primeras equivalencias son consecuencia de los dos teo-

remas anteriores. Por otra parte, (v) implica (iii) y (i) implica

A LP

dec

(w) — LP(w).

Es inmediato comprobar que esta acotacién del operador de Hardy en RT implica

la correspondiente del Hardy discreto Ag, es decir (v). O
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CAPITULO 2

ESPACIOS A DE LORENTZ

1. INTRODUCCION

Si0 < p < oo, el espacio de Lorentz cldsico A% (w) asociado al espacio de medida

(X, ) y al peso w en RT es la clase de funciones medibles en X,

Nw) = {7 5 Wl = ([ @rutoae) " ),

donde f* es la reordenada decreciente de f. FKEstos espacios, introducidos por
primera vez por G.G. Lorentz en [Lo2] para el caso X = (0,[), constituyen una
generalizacion de los espacios LP'¢ y como veremos, puede definirse su version
“débil”, los asi denotados AR (w).

En este capitulo estudiaremos propiedades de estos espacios completando re-
sultados parciales ya conocidos: Lorentz ([Lo2], 1951) los define y estudia en el
caso X = (0,1) C RT™; A. Haaker ([Ha], 1970) hace un estudio bastante completo
suponiendo X = RT y w ¢ L', dando resultados sobre normabilidad y caracteri-
zando la existencia de dual; E. Sawyer ([Sa2], 1990) caracteriza la normabilidad de
los espacios fuertes A% (w) si X = R™ y p > 1; M.J. Carro-J. Soria ([CS1], 1993)
caracterizan la cuasi-normabilidad y las inclusiones mutuas. Los mismos autores
junto con A. Garcia del Amo ([CGS], 1996) caracterizan la normabilidad de los
espacios fuertes en el caso X no-atémico, u(X) = oo y J. Soria ([So]) caracteriza la
normabilidad de los espacios débiles en este mismo caso. Aqui se resuelven todas
estas cuestiones y otras en el contexto general de un espacio X resonante. De este
modo se incluye también el caso X = N* que da lugar a espacios de sucesiones
que generalizan a los espacios /. Estos espacios (los llamados espacios de Lorentz
clésicos de sucesiones d(w,p)) habian sido estudiados (exceptuando [AEP]) con el

peso w decreciente, lo que asegura que || - [[Ar(y) €s una norma si p > 1. Aqui se
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verd el caso general y se incluird, también como novedad, la version débil de éstos
(los espacios d*°(w,p)) .

El plan del capitulo es el siguiente. Después de la definicién y propiedades
inmediatas en la seccion 2, se estudian en la seccién 3 los espacios de Lorentz cuasi-
normados (para lo cual s6lo hace falta una minima condicién de crecimiento sobre
la primitiva de w). Se ven ahi propiedades de densidad de las funciones simples
y de absoluta continuidad de la cuasi-norma. La seccion 4 es la mas extensa
y desarrolla la cuestién de la dualidad. Se diferencia aqui, el espacio dual A*,
formado por formas lineales, del espacio asociado A’, que es un reticulo formado por
aquellas funciones cuyo producto con las de A es integrable. Entre otras cuestiones,
caracterizaremos aqui cudndo A’ = A* y cudndo estos espacios son nulos. En la
seccién 5 damos condiciones necesarias y suficientes para que estos espacios sean
normables. Finalmente, en la seccion 6, estudiamos la interpolacién y la acotacion
de operadores orden continuos en estos espacios, generalizando de esta forma el
teorema de Marcinkiewicz y algunos resultados del capitulo anterior.

Notacién 1.1. Denotaremos RT = (0,00). Usaremos las letras w,w,wy, . ..
para designar pesos en RT que serdn funciones medibles no negativas, no idénti-
camente nulas y localmente integrables en [0,00). Asociaremos a cada w (resp.

W, wo, - . .) la funcién

(resp. W, Wo,...).
Si (X, u) es un espacio de medida, M(X) denotard la clase formada por las
funciones medibles en X a valores complejos o en [0,00]. Si f € M(X) definimos

su funcion de distribuciéon Ay como
A(t) = ({111 > 1)), t=0.
La reordenada decreciente de f serd la funcion f* definida como
fe(s)=inf{t>0: Af(t) < s}, s>0.

f* no es méas que la funcién de distribucién de Ay y por lo tanto f*(s) = 0 si

s > u(X). En R" y en RT se considerard por defecto la medida de Lebesgue, pero a
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veces estaremos interesados en el caso (X, ) = (R, w(t)dt). Entonces escribiremos

si conviene, Ay fu enlugar de Ay y f*, para especificar que estamos considerando

la medida w(t)dt. Consideraremos también la funcién f**(¢) = 1 fg [ t>0.
Recordamos que para 0 < p,q < oo, el espacio de Lorentz LP9(X) asociado al

espacio de medida (X, i) es la clase

o) = { £ M0 Uflana = ([ ()" @)w <o)

t

([ fllra = supysqtt/P£*(t) en el caso ¢ = oo). Si (X, ) = (R, w(t)dt) escribire-

mos LP%(w). En el caso p = q,

20 = (0 = {7 € M) < fler = ([ \frp)l/p <o},

El simbolo f | (resp. f 1) significa que f : RT — [0,00) es decreciente (resp.
creciente). La clase de tales funciones se denotard por Mgec(R™) (resp. Minc(RT)).
Andlogamente, si Q2 = (€,), es una sucesion, la notacién 2 | significard que es
positiva y decreciente. Si p € [1,00] serd p’ = p/(p — 1) el exponente conjugado. Si

A C X es medible x4 denotard la funcién caracteristica de A (xa(xz) = 0 salvo si

o 0

x € A en cuyo caso vale 1). Las indeterminaciones 0 - oo, =10

a 0.

se tomaran iguales

2. INTRODUCCION A LOS ESPACIOS AX (w)

En esta seccién (X, p) denotard, salvo que en su momento se especifique otra

cosa, un espacio de medida cualquiera.

Definicién 2.1. Sea w un peso en RT. Para 0 < p < oo se define el funcional

|+ a2 (w) : M(X) — [0, 00] como

oo 1/p
anAz;((w):( / (f*)”w) L feMX).

El espacio de Lorentz AP(w) = A% (w) es entonces la clase

A5 (w) = {f € M(X) : [Ifllag (w) < 00}
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Obsérvese que || fllaz (w) = [|f*||zr(w)- Esto permite ampliar la definicién anterior:

Para 0 < p,q < oo denotamos

At (w) = {f € M(X) = [Iflagrqwy = I llzroqwy < oo}

De ahora en adelante, siempre que aparezca el simbolo A% (w) o AR?(w) sin
haber definido previamente w, se entenderd que éste es un peso en R™ no idéntica-
mente nulo en (0, (X )) La letra A denotara cualquiera de los espacios definidos
anteriormente. Escribiremos AP como abreviacién de A% (w) si X y w se so-
breentienden. Andlogamente A(w),Ax,AP(w), etc. Nétese que A7 = {0} si
0<qg<oo.

Estos espacios fueron introducidos por Lorentz en [Lol] y [Lo2] para el caso
X = (0,1) C RT. Son invariantes por reordenacién y constituyen una amplia gene-
ralizaciéon de los espacios LP de Lebesgue y de los de Lorentz LP9 (véase el Ejemplo
2.3(1) v 2.3(2)). Los espacios AP(w) definidos aqui se suelen denominar espacios

de Lorentz “clasicos”para distinguirlos de los LP*9.

Observacion 2.2.
(i) f*(t) = 0sit > pu(X). Por lo tanto es irrelevante el comportamiento del
peso w en [,LL(X ), oo). Sin pérdida de generalidad, supondremos siempre que w se

anula en [p(X),00) si u(X) < oo. Nétese que con este convenio siempre tendremos

we LYRT
(i) Si w ¢ L*(RT) se verifica que limy o f*(t) = 0si f € AP?(w) (p < o).

(
) si u(X) < oc.
(iii) Las funciones simples con soporte en conjuntos de medida finita estan en

AP (w). Siw € L entonces L™ C AP (w) y toda funcién simple estd en AP (w).

(iv) Obsérvese que APP(w) = AP(w), 0 < p < 0.

Ejemplo 2.3.

(i) En el caso w = 1 se tiene, para 0 < p,q < oo, ARY(1) = LP9(X). Aqui
Wi(t)=t, t>0.

(i) Si 0 < p,q < o0, A% (t?/P~1) = LP9(X) con igualdad de “normas”. En este
caso W (t) = gtq/p, t>0.
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(i) Si w = x(0,1), el espacio Ak (w) = Ak (x(0,1)) contiene a L>°(X) y W(t) =
t, 0 <t < 1. En este caso el funcional ||-||1 es una norma y el espacio es “funcional
de Banach” (Definicién 4.3).

(iv) Si X = N* = {0,1,2,...} consideraremos la medida de contar. Las fun-

ciones medibles en X son sucesiones f = (f (n))n>0 cCy
0 » 1/p
g = (2 ()" )
n=0

donde para cadan =0,1,2,..., Q, = f;“ w=W(n+1)—W(n). Asi, A% (w)
sélo depende de la sucesién de nimeros positivos 2 = (£2,,)52, y se suele denotar

como d(£2,p). En el caso débil,

n 1/p
[ fllaz:> (w) = sup (ZQk) f(n),
n=0 N\ k=0

y usaremos el simbolo d*° (£, p) para denotar a AY™(w) en este caso. Siempre que
aparezca la expresiéon d(€2,p) o d>°(2,p) supondremos que €2 es una sucesién de
nimeros positivos aunque ésta no se haya definido previamente.

Es claro que tanto d(£2,p) como d*°(£2,p) estan siempre incluidos en ¢°°(N*)
y, si Q@ € £1(N*) se tiene de hecho d(Q,p) = d>®(Q,p) = ¢>°(N*) (con normas
equivalentes). El caso interesante es pues 2 ¢ £!(N*). Entonces cada uno de estos
dos espacios estd incluido en ¢o(N*), el espacio de las sucesiones con limite 0 vy,
para cada f € d(2,p) (f € d*(Q,p)) (f*(n)) ., es la reordenacién decreciente de
la sucesién (f<n>)n20'

Si la sucesién Q = (£2,,),, del ejemplo anterior es decreciente y p > 1, los d(€2, p)
son espacios de Banach. Este caso ha sido estudiado por diversos autores ([Gal,

[CH], [Al], [Po], [NOJ], [AM2], etc.). En [AEP] se estudia el caso 2 creciente.

Consideraremos el caso mas general.
El siguiente lema serd de utilidad. Puede verse su demostracién en [CS1].

Lema 2.4 (Carro-Soria). Sea 0 < p < co y v > 0 una funcién medible en RT.

Sea V(r) = for v, 0 <7 < oo. Entonces, para toda funcion f decreciente se tiene

/OOO fPo = /Oooptp—lv(,\f(t)) dt.
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El resultado que sigue nos da expresiones equivalentes para el funcional

| - |24 (w)- En particular vemos que éste depende sélo de W.

Proposicion 2.5. Para 0 < p,q < oo y f medible en X,

1/q

@) [ lanoy = ( [ et 0 dt) ,

1/p

(@) Nfllaz ) = (/Oooptplw(Af(t)) dt) 7

(#i1) || fllaz () = sup th/p()\f(t)) = sup f*(H)W/P(¢).
t>0 t>0

Demostracion.
(i) Puesto que toda funcién y su reordenada decreciente tienen la misma dis-

tribucion (véase [BS]) se tiene,

Aps (t)
LWM@%AWM@»:/ w:/ w= N (8).

0

Haciendo uso del Lema 2.4 y recordando que la funcién de distribucion de Ay, es

(f*)k se obtiene

00 1/q %) / 1/q
</0 Pt WP (A (1)) dt) = (/0 pti( }“*(t))q pdt)
o0 (F*)5(t) 1/q
(/ tQ/p_l/ gs?t dsdt)
0 0

:<Am«ﬁmgywm4ﬁ>w

= || fllaz9 (w)-

(ii) Es consecuencia inmediata de (i).

(iii) La primera igualdad se obtiene como sigue:

* w 1/
1 11az @y = 1S 2ooe gy = sup t(AF- (1)) 77 = sup WP (A5(1)).
>0 t>0

La segunda igualdad se demuestra de manera muy sencilla para funciones simples

y, por monotonia, se deduce el caso general. [l
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Observacion 2.6.

(i) Al comparar 2.5(i) y 2.5(ii) vemos que, para ¢ < o0, || f|[az(w) = [[fllaz (@)
donde w(t) = WP~ (t)w(t), 0 < t < u(X). Por lo tanto, todos los espacios de
Lorentz definidos aqui se reducen a los espacios A% (w) y su versién débil AR (w).

(ii) De 2.5(iii) se deduce que AR™(w) = A%L™((¢/p)W /P~ w) para 0 < p,q <
0.

En el caso de los espacios LP**°(X) se sabe que la cuasi-norma || f||, oo €s, para

cada ¢ < p equivalente al funcional

sup || fxgl], n(E)!/PH
ECX

Esto es la llamada Condicion de Kolmogorov y su demostracion puede verse por
ejemplo en [GR]. Una versién andloga de esta propiedad se verifica también en el

contexto de los espacios AP**°(w).

Proposicién 2.7. Si0<g<p<ooy fe M(X),

1/q
HfHAg’gM(w) < EICH;)( ”fXEHAg((w)W(N(E))l/p a < <£) Hf”/\f,’g"o(w)a

donde el supremo se toma sobre todos los conjuntos medibles £ C X.

Demostracidon. Sea

S _ . %% E l/pfl/q.
sup || fxE|zg, )W (1(E))
Para demostrar la primera desigualdad sea para t > 0, E = {|f| > t}. Entonces,
S 2 | Fx | g gy W ((E)) 7"

- </0°° [(fxE) (s)]"w(s) ds) l/qW(M(E))yp_l/q

=W (u(B)" =t W (A1),

y tomando el supremo en ¢ > 0 se concluye || f||az>(,) < S (c.f. Proposicién

2.5(iii)).
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Para demostrar la segunda desigualdad sea, para cada f € M(X), E C X,
a= HfHAz;(,OO(w)W(u(E))_l/p. Entonces, por la Proposicién 2.5(iii),

el = [ W O )

N /a gt W (A (1)) dt*/ gt W (A gy (1)) dt
0 a

@ > 11 Az,
sW(u(E))/O qtq—ldt+/ qtq‘lAt—’;()dt
__P q W (u(E 1—q/p

p—_ql!fHAX, W (1(E))

Asi,

1/p—1/q P \1/q
HfXEHAg((w)W(N(E)) S(qu) [ £ 1l Az (w)- O

En la siguiente proposiciéon enunciamos algunas propiedades elementales de estos

espacios. Su demostracién es rutinaria (véase [BS]).

Proposiciéon 2.8. Para 0 < p,q < o vy f,9, fx, k > 1, funciones medibles en X
se tiene:

(i) 1f1<lgl = I Flagaw) < lgllazsw)

(1) Ntfllazwy = [l fllage @), t€C,

(1) 0 < fi < ferr—F a-e. = || fullagsw)y—= 1Az ),

(iv) H lim inf \fﬂHAI;{,q(w) < liminfy, [ fxllaz9 (w)

(0) AR (w) C AZP (w), 0 < g0 < a1 < o0,

(vi) Si W (u(X)) < oo entonces, para 0 < py < py < oo, se tiene AR (w) C
AR (w), 0 <r < oo,

(vii) xg € AR (w) si u(E) < oo.

Se entiende que en las inclusiones (v) y (vi) se da también la desigualdad de

“normas” correspondiente.

La siguiente propiedad relaciona la convergencia en norma || - || Az () COD la
convergencia en medida y tiene que ver con la “completitud” de nuestros espacios.

Para que todo vaya bien necesitamos que W sea positiva.

Proposicién 2.9. Supongamos W > 0 en (0,00) y sean A = AR (w) un espacio

de Lorentz y (fn)n una sucesion de funciones medibles en X.
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(1)  Silimp, || fm — folla = 0 entonces (fn)n es de Cauchy en medida y existe
f e M(X) tal que lim ||f — fn|la = 0.
(ii) Si f e M(X) ylim, || f— fnl]la = 0 entonces (fn)n converge a f en medida

y existe una parcial (fy, )k convergente a f a.e.

Demostracion. El caso ¢ < p = 0o es trivial y en el caso p =q¢ = o0, AP1=L*y
el resultado ya es conocido. Si p < oo es inmediato, a partir de la Proposicién 2.5,

que

1100

W()\f(r)) <Cpyq , r>0, 0<qg<oo.

rp
Con las hipétesis de (i) se tiene entonces, para todo r > 0, W (A, 7, (r))m—,n>0, lo
cual (dado que W > 0) implica A, _¢,, (T)ﬂ(), r > 0, o sea, (fn)n es de Cauchy en
medida. Sabemos (véase [Ce]) que esto impiica la convergencia en medida de (f,,)n
hacia una cierta f medible y la existencia de una parcial (f,, )r que converge a f
a.e. La Proposicién 2.8(iv) nos dice entonces que || f — fu|[a < liminfy || fn, — folla
y, por lo tanto, lim, ||f — fu|la = 0.

La demostracién de (ii) es andloga. O

Cuasi-normabilidad.
El funcional ||-||o no tiene por qué ser una cuasi-norma y de hecho A puede no ser
siquiera un espacio vectorial. El siguiente lema caracteriza la cuasi-normabilidad

de estos espacios que, como se comprueba, sélo depende del peso w y del espacio

de medida X.

Lema 2.10. Si0 < p < oo, 0 < g < oo el espacio AR (w) es cuasi-normado si y

solo si

0<W(p(AUB)) < C(W(u(4)) + W(u(B))),
para todo par de conjuntos medibles A, B C X con u(AU B) > 0.

Demostracidn. Suficiencia: La hipétesis indica que W (u(A)) > 0 si p(A) > 0. Si
|| fllar.e = 0, por la Proposicién 2.5, se tiene que W (Af(t)) =0, ¢t > 0, y por lo
anterior, A\f(t) = 0 para todo ¢ > 0, es decir f = 0 a.e. Queda por probar la

desigualdad cuasi-triangular y es suficiente hacerlo para funciones positivas. Sean
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pues 0 < f,g € AP%(w) y t > 0. Entonces {f +g >t} C{f >t/2 U{g>1t/2}y

la hipétesis implica

W (Apag(t) < CW(Af(£/2)) + W(Ag(2/2))).

Como C no depende de t se verifica (Proposicién 2.5) que

1f 4+ gllara@w) < Cpg ([ Fllaraqw) + 9]l A )-

Necesidad: Si A, B son dos conjuntos medibles con u(AUB) > 0, xaus < xa+XB

y dado que AP*?(w) es cuasi-normado, se tiene (Proposicién 2.5),

0< Cp,qwl/p (W(AUB)) = lIxaus | ara(w)
< lIxa + xBllaraw)

< C(lIxallaraqw) + IxBllara(w))
= Cp (WP (u(A)) + WP (u(B)))

lo que equivale a la condicion del enunciado. O
El resultado anterior motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.11. Sea w un peso en RT. Escribimos W € Ay(X) (o W € Ag(u))
si W verifica la condicién del Lema 2.10. Si X = R escribiremos simplemente

W e AQ.
Asi, el Lema 2.10 nos dice que para 0 < p < 0o, 0 < ¢ < oo,
AR (w) es cuasi-normado < W € Ay(X).
La condicion W € A, s6lo depende del peso w y es de facil verificacion, tal como

muestra la proposicién que sigue. Su demostracién es inmediata.

Proposicion 2.12. Son equivalentes:
(i) W € As,
(i) W(2r) < CW(r), r >0,
(iit) W(t+s) < C(W(t) + W(s)), t,s >0,
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y en cualquiera de estos casos, W (t) >0, t > 0.

La condicién W € A, es suficiente para la cuasi-normabilidad de AR?(w), in-
dependientemente del espacio de medida X y en el caso no-atémico es, de hecho,
equivalente. Este es el contenido del siguiente teorema. El segundo apartado fue

probado por M.J. Carro y J. Soria en [CS1]. La demostracién de (i) es inmediata.

Teorema 2.13 (Carro-Soria). Sea 0 < p < 00, 0 < ¢ < 0.

(i) SiW € Ay, AP9(w) es cuasi-normado.

(i) St X es no-atémico, AR (w) es cuasi-normado si y sélo si W € As.
Es decir Ay C As(X) para todo X y si X es no-atdmico Ay = As(X) (se supone
siempre que w se anula fuera de (O,M(X))).

Observacion 2.14.

El caso p = ¢ = o0 es claro. Son equivalentes:

(1) A (w) es cuasi-normado.

(i) AX(w) = L%°(X) (con igualdad de normas).
(i) (AT (w),] - ||A§(°(w)) es espacio de Banach.
(iv) W (u(A)) > 0sipu(A) >0, ACX.

Cualquiera de estas condiciones se da si W € Ay (X).
Recordamos ahora una conocida definicién que serd de uso comun en este tra-

bajo.

Definicién 2.15. Un espacio de medida resonante ([BS]) es un espacio o-finito X
que es no-atémico o bien una unién (numerable a lo sumo) de dtomos con igual

medida.

Si X es no-atémico ya tenemos caracterizado (Teorema 2.13) cudndo Ax es
cuasi-normado. El siguiente teorema completa la caracterizaciéon en el caso X

resonante. Su demostracion es inmediata.

Teorema 2.16. Sea X un espacio atéomico con dtomos de medida comin b > 0.

Entonces W € Aq(X) si y sélo si

W (2nb) < C W (nb), n > 1.
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En particular, si 0 < p < oo los espacios d(S2,p) y d>° (2, p) (Ejemplos 2.3(iv)) son

cuasi-normados si y solo si

2N N
Q1 <CY Qi N=1,2,...
n=1 n=1

3. EsrAcios DE LORENTZ CUASI-NORMADOS

En esta seccion (X, p) serd, por defecto, un espacio de medida o-finito cualquiera
y los espacios de Lorentz que aparezcan se supondran sobre X. Estudiaremos aqui
la topologia y algunas propiedades elementales de los espacios de Lorentz cuasi-
normados. Como ya se ha visto (Lema 2.10) la condicién para que Ax(w) sea
cuasi-normado es W € Ay(X).

Como en todo espacio cuasi-normado, se considera en A la topologia inducida
por la cuasi-norma || - [[o : G C A es abierto si para toda funcién f € G existe
r>0tal que {g € A : ||f—glla <7} C G. Sabemos que existe en A una distancia

d invariante por traslaciones y un exponente p € (0, 1] tal que

(3.1) d(f,9) <|If — gl <2d(f,9), f.g€A.

Esto es un hecho comin en todo espacio cuasi-normado (véase [BL]). La desigual-
dad (3.1) nos dice que la topologia de A coincide con la inducida por la métrica
d y asi, A es espacio métrico. De la Proposicion 2.9 se deduce, ademds, que es
completo. A es pues un espacio cuasi-Banach. Estos y otros hechos se resumen en
el enunciado que sigue. La demostracién es obvia a partir de las consideraciones
anteriores y la Proposicién 2.9 (véase también [BL] para la propiedad (iii) y [BS]
para la (iv)).

Teorema 3.2. Todo espacio de Lorentz cuasi-normado A es cuasi-Banach. FEn
particular A es un F-espacio (espacio vectorial topoldgico metrizable con una dis-
tancia invariante por traslaciones y completo). Toda funcion en A es finita a.e. y,
si (fa)n C A,

(i) (fn)n es de Cauchy siy solo silimy, p || fr— fmlla = 0 y entonces es también

de Cauchy en medida.
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(i) A—lim f,, = f siy sdlo silim, ||f — fulla =0 y entonces (fn)n converge a
f en medida y existe una parcial que converge a f a.e.

(iii) Si C es la constante de la cuasi-norma || - || en A y p = log(2)/log(2C),
existe una p-norma en A equivalente a || - ||R. Si Y || fnllR < oo la serie >, fn es
convergente en A.

(iv) SiAx C KX y ambos son espacios de Lorentz cuasi-normados, la inclusion
es continua.

(v) Si F es otro espacio cuasi-normado, un operador lineal T : A — F es

continuo si y sélo si sup s, <1 |Tfl|F < oo.

Norma absolutamente continua.

Estudiaremos ahora la propiedad equivalente al teorema de la convergencia
dominada de los espacios LP: Si lim,, f,,(z) = f(z) a.e. x y |fn| < g € LP entonces
| fro — f||p7>0. En general, en un espacio funcional de Banach (sobre X o-finito)
una funcién g como la anterior se dice que tiene norma absolutamente continua.
Un espacio en el que toda funcién tiene norma absolutamente continua verifica el
teorema de la convergencia dominada (véase [BS]). Trasladamos estos conceptos a

nuestro contexto:

Definicién 3.3. Sea (E,| -||), E C M(X), un espacio cuasi-normado. Una

funcién f € F se dice que tiene norma absolutamente continua si
lim HfXAnH =0
n—oo

para toda sucesién decreciente de conjuntos medibles (4,,), con x4, — 0 a.e. Si
toda funcion en E tiene la propiedad anterior se dice que FE tiene norma absoluta-

mente continua.

La relacion de esta definicién con el teorema de la convergencia dominada (en
el sentido que aqui le hemos dado) queda patente en la siguiente proposicién. Su
demostracién es (salvo alguna menor modificacién) idéntica a la de [BS] (pp. 14-16)

para espacios funcionales de Banach y nos ahorraremos su inclusion aqui.

Proposicion 3.4. Si A es un espacio de Lorentz cuasi-normado y f € A, los

siguientes enunciados son equivalentes:
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(i) f tiene norma absolutamente continua.

(#) lim,, HfXEnHA = 0 si (En)n es una sucesion de conjuntos medibles con
Xe, — 0 a.e.

(i5i) limy, || frlla = 0 si | fu] < |f] v lim, fr, =0 a.e.

(i) limy, [|g = gnlla = 0 si|ga| <[f] y lim, gn =g a-e.

El enunciado que sigue muestra que, salvo el caso especial u(X) =ocoy w € L,

los espacios A% (w) tienen norma absolutamente continua.

Teorema 3.5. Sea 0 < p < 0o y A% (w) cuasi-normado. Entonces,
(i) Si p(X) < oo, A% (w) tiene norma absolutamente continua.

(ii) Si w(X) = oo, AL (w) tiene norma absolutamente continua si y sdlo si

wé¢ L.

Demostracion. (i) Suponemos p(X) < 0o y tenemos que ver que si 0 < f € A% (w)

y (gn)n €s una sucesién de funciones medibles verificando
OggnSfGAa gn_>0a'e'7

se tiene lim,, ||gn|[a = 0. Al ser la medida del espacio finita, la convergencia puntual
implica la convergencia en medida (véase [Ce]) y se tiene lim, A\, () =0, 0 <t <
co. En particular W (Ag, (¢)) — 0, t > 0. Como W (Ay, (t)) < W (Af(t)) v f € AP,
de la Proposicién 2.5(ii) y el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se
sigue lim,, ||gn|la = 0.

(ii) Supongamos w ¢ L', 0 < f € A% (w) y (gn)n como arriba. La hipGtesis
sobre w implica A\f(t) < oo, ¢ > 0y los conjuntos Ej = {f < 1/k} tienen comple-
mentario de medida finita y, si fy = fxg, se tiene f; < 1/k y también f; < f*.
Por el teorema de la convergencia dominada || fi||a — 0. Asi, dado € > 0 existe un
E C X medible con u(X \ E) < ooy tal que ||fxg|la < €. Entonces las funciones

gnXx\E estéan en el caso del apartado (i) y [[gnXx\£|lA — 0. Se tiene

limsup ||lgn |4 < Climsup (||gnxx\ella + [lgnxella) < Cllfxella < Ce

Esto es cierto para todo € > 0 y se concluye lim,, ||gn|[a = 0. Esto prueba la

suficiencia en (ii). Para ver la necesidad supongamos u(X) = oo, w € L' y veamos
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que A% (w) no tiene n.a.c. En este caso, dado que X = J;~; X,, con pu(X,,) < oo
para todo n, los conjuntos E, = (J,—, X verifican xg, — 0 a.e. y también,
Xg, = 1. Asi, lim, [[xg,[[ar = HwH}/p > 0y la funcién 1 € A% (w) no tiene n.a.c.

y A% (w) tampoco. O

Corolario 3.6. Si0 < p < oo y A% (w) es cuasi-normado, toda funcion en este
espacio que se anula en el complementario de un conjunto de medida finita, tiene

norma absolutamente continua.

La cuestién andloga en el caso de los espacios débiles AR ™ (w) se resuelve (para
el caso X resonante) en el siguiente resultado. Tal como se muestra, estos espacios

no tienen, salvo en un caso trivial, norma absolutamente continua

Teorema 3.7. Si X es resonante, 0 < p < co y W € Ay(X), AL (w) tiene

norma absolutamente continua si y solo si X es una union finita de dtomos.

Demostracion. Si X es una unién finita de atomos la cuestién es trivial. Supon-
dremos que no es asi y distinguiremos dos casos:

(i) En el caso X no-atémico, como la funcién W~/? es decreciente y continua
en RT, existe una funcién medible f > 0 en X tal que f*(t) = W~1/P(¢), 0 <
t < u(X). Por lo tanto || f||ar.ce(w) = sup, WYP(t)f*(t) = 1y f € AP*°(w). Los
conjuntos K, = X{f>n}, n = 1,2,... forman una sucesién decreciente con x g, — 0

a.e. y sin embargo, ||fxg, ||ar.~= = 1 para todo n, ya que

(fXEn)*(t) — f*(t)x[o,,\f(n)) (t) = W_l/p(t)x[o,,\f(n)) (t), 0<t< 0.

Asi pues, f no tiene norma absolutamente continua y AX™ (w) tampoco.
(ii) Si X = U, ~, X, con cada X,, 4tomo de medida constante b > 0y X,,NX,, =

f, n # m, la funcién

f=>_ W P((n+1)b)xx,

n=0
estd en AR (w) y tiene norma 1. Los conjuntos Exy = J,Z v Xpn, N =1,2,...
forman una sucesién decreciente con yg, — 0 a.e. y, para cada N,
(fxey) (nb) =W YP((n+ N +1)b), n=0,1,2,...
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Usando que f* es constante en cada intervalo [nb, (n + 1)b) y el Teorema 2.16,

obtenemos .
I3 e = W0 ) (0

= sup Wl/p(nb)W_l/p((n + N)b)

n>1
> (W(NB)W ' (2Nb))/”
>,
Por lo tanto limy || fXEy||\pe # 0y AR™(w) no tiene norma absolutamente

continua. ]

Definicién 3.8.

LE(X) = {f € L®(X) : u({f #0}) < oo}.

Podemos enunciar un resultado parcial positivo para los espacios AP>>°.

Proposicién 3.9. Si 0 < p < oo y W € Ay(X), toda funcion en LF(X) tiene

norma absolutamente continua en AZ™ (w).

Demostracion. Si f € L§° sea Y = {f # 0} C X. Entonces, si (A,), es una
sucesién de conjuntos medibles con x4, — 0 a.e., las funciones (f XAn)n son nulas
en el complementario de Y y lim,, f(z)xa, (z) = 0ae.x € Y. Como Y tiene
medida finita, se sigue del Teorema de Egorov (véase [Ce] por ejemplo), que la
convergencia de las funciones anteriores es casi uniforme. Asi, dado € > 0, existe
un conjunto Y, C Y de medida menor que € y tal que fya, — 0 uniformemente

en X \ Y.. Por lo tanto existe ng € N tal que
|f(z)xa, (@) <e, ze€X\Y, n>ng

Sea n > ng. Entonces:

(i) sit > || flloo,
tWYP (N gy (1)) =tWHP(0) = 0,

(i) si € <t < [[f]loo,

WP (N gy, (8) <EWYP(u(Y)) < [ fllocWHP(e),
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(iif) si 0 <t < e,
WP (N pyn, (1) < eWHP(u(Y))

y de la Proposicién 2.5(iii) se deduce que
13 [ oy < max {1 flloc WP (), WP (u(Y))}, 0> o,
es decir,

< max { ||| W'/P(e), e WP (u(Y)) }.

limsup || fxa,
n

AR (w)

Como esta desigualdad vale para todo € > 0 y lim;_,o W (¢) = 0, concluimos
h?{n HfXAnHAgf“(w) =0. D

Densidad de las funciones simples y de L.

Pasamos ahora a estudiar la densidad de las funciones simples y de L* en los
espacios de Lorentz cuasi-normados. La cuestion se resuelve de manera totalmente
favorable en el caso de los espacios AP (salvo el caso u(X) = oo, w € L'). El
comportamiento de la densidad en los espacios AP**° es mas irregular. No es cierto
aqui que las funciones simples sean densas y, de hecho, ni siquiera L°° es siempre

denso en AP-°°.

Definicién 3.10. Denotaremos por & = S(X) la clase de las funciones simples en
X. Es decir
S={feM(X) : card(f(X)) < o0}.

So seran las funciones simples con soporte en un conjunto de medida finita:
So=So(X)={f €S : p({f #0}) < oo}.

Es claro que Sy C Lg® C A para todo espacio de Lorentz A.

Lema 3.11. Si f € M(X) existe una sucesion (s,)n C S verificando
(7) lirrlnsn(:v) = f(z), v € X,
(i) (|sn(a:)|)n es una sucesion creciente para todo x € X,
(#ii)  |f = sl <|fl, n €N,
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Ademds, si f es acotada s, — f uniformemente. En particular S es denso en L.

Demostracion. Sabemos (véase [Cel]) que el lema es cierto si f > 0. El caso general
se deduce inmediatamente de éste, via la descomposicién f = g* —g~ +i(hT —h™)

con g*,g7,hT,h™ > 0. O

Teorema 3.12. Si A(w) es un espacio de Lorentz cuasi-normado,
So C Lg® C Aw)

y So es denso en L& con la topologia de A. Siw € L1,
S CL*CAw)

y S es denso en L™ pero, en este caso L3 no es denso en L™, si u(X) = oo

(siempre con la topologia de A ).

Demostracion. Las inclusiones son obvias. Por otra parte, si f € L§® y E = {f #
0}, u(E) < ocoysi(sp)n C S eslasucesion del lema anterior, como |s,,| < | f], estas
funciones también tienen soporte en E y (sp,)n C Sp. Ademds ||f — sp|lpe — 0y

por lo tanto,

1f = snlla < [[If = snllzexe|l, = If = snllz=Ixzlla — 0.

Esto prueba que Sy es denso en L. Si w € L', L>® C A y esta inclusién es
continua (Teorema 3.2). Como S es denso en (L, || - ||z~) (Lema 3.11), se sigue
que S es denso en L™ con la topologia de A. En este caso 1 € L™ C Ay
sig € LYP, |g—1 = 1 en un conjunto de medida infinita si u(X) = oco. Asi
(1—g)*>1y |1 —glla>Cxr > 0. Se deduce que 1 no puede ser limite en A de

funciones en L§° y este conjunto no es denso en L. U

Teorema 3.13. Sea 0 <p < oo y W € Ay(X). Entonces,
(i) Siw ¢ L', L3 es denso en AP(w).
(ii) Siw € L', L> es denso en AP(w). Sin embargo en este caso L (X) no es

denso en A% (w), si p(X) = oo.

Demostracion. Veamos que L (L§° en el caso w ¢ L') es denso en AP. Si f € AP,

la Proposicién 2.5 nos dice que lim;,oo A¢(t) = 0. Si para cada n = 1,2,...
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definimos f,, = fx{|f|<n}, cOMO f — fr = fX{ifi>n}s (f — fo)* = f*X[O’Af(n)) y
se tiene que lim, (f — f,)*(t) = 0, ¢ > 0. Por otra parte (f — f,)* < f* y del
teorema de la convergencia dominada se sigue ||f — f,|[a» — 0. Esto prueba que
LN AP es denso en AP. Si w € L, el primero de estos espacios es L> y ya hemos
acabado. Si w ¢ L' sélo hay que ver que toda funcién en L N AP es limite (en
AP) de funciones en L. Perosi g € L NAP y w ¢ L', limy .o g*(t) = 0 y las
funciones gn, = gx{g|>g(n)} € L5, n = 1,2,..., verifican (g — g,)* < g"(n) — 0
y dado que (g — g,)* < g*, el teorema de la convergencia dominada nos dice que
lg = gnllar — 0.

Sélo queda por probar que L no es denso en AP(w) si w € L' y u(X) = oo.
Pero en este caso sabemos por el Teorema 3.12, que L3° no es denso en L™ y

tampoco puede serlo en AP D L. 0
En el caso débil tenemos el siguiente resultado de densidad.

Teorema 3.14. Si X es resonante, 0 < p < oo ¥y A’;(’oo(w) es cuasi-normado,

(i) Ly es denso en AP>° N L> siy solo si u(X) < 0o y entonces coinciden (la
densidad se considera con respecto a la topologia de AP ).

(ii) AP N L> es denso en AP siy sdlo si X es atémico y entonces coinciden.
Asi en ambos casos, si dos de estos espacios no coinciden el menor de ellos no es

denso en el otro.

Demostracion. (i) Si pu(X) < oo ambos espacios coinciden y no hay nada que

probar. Si p(X) = oo y X es no atémico, podemos tomar f € L N AP>* con
= W_l/p(l)X[o,l) + W_l/pX[Loo)-
Sige Ly E={g=0} entonces b = pu(X \ E) <0y
(f=9)" ) = ((f —9)xe) () = (fxu) (&) > [FO+t) =W VPt +b), t>1,
y se tiene,
IF = ollane = sp W) — 5)° (1) = sup 7O

t>11) Wi/e(t +b)
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Siw € L' el supremo anterior es 1y, en caso contrario, como W € Ay, W(t+b) <
C(W(t) +W(b)) (cf. 2.13 y 2.12) y se obtiene || f — g[|ar. > C~1/P y f no puede
ser limite de funciones en L§°. Esto prueba que L§° no es denso en L>° N AP**> en
el caso no-atémico. Si u(X) = oo y X es atémico resonante, X = (Jo—, X, con

cada X, dtomo de medida constante b >0y X, N X,,, =0, n # m, y la funcién
f=> WP ((n+1)b)xx,
n=0

estd en AR (w) N L y tiene norma 1. Si g € L&, tiene soporte de medida
finita (una unién finita X,,, U---U X, de dtomos) y existe N € N tal que g =0
en (o2 v Xy As, (f — g)*(nb) > f*((n+ N)b) = WVP((n+ N+ 1)b), n =
0,1,2,..., y procediendo como en la demostracién del Teorema 3.7 se concluye
|f — gllar.ee > C > 0. Con ello f no es limite de funciones en L5° y este conjunto
no es denso en AP N L y (i) queda asi probado.

(ii) Igual que antes, si X es atémico ambos espacios son iguales y no hay nada que
probar. Si X es no-atémico, existe 0 < f € M(X) con f* = W~P en [0, u(X)).
ASE, || fllasee = 1y f € AP\ L. Si g € L®(X) con glloo = b, |f — gl > |f| b
y, por lo tanto, (f — g)*(t) > f*(t) —b = W™VP(t) —bsi 0 <t < A\s(b) = to.
Entonces,

I/ = gllan= = sup WYP)(f —g)*(t) > sup (1—-bWYP(1)) =1,

0<t<to

ya que tog = Ag(b) > 0. Concluimos que f no es limite en A”*° de funciones en

L>(X). Esto prueba que L> N A”*° no es denso en AP*° en este caso. O

4. DUALIDAD

En esta seccién (X, u) serd, por defecto, un espacio de medida o-finito. d(£2,p)
y su version débil d*°(£2, p) seran los espacios de Lorentz sobre N* introducidos en
el Ejemplo 2.3(iv). Aqui 2 = (2,,)52, es una sucesién de nimeros positivos con
Qo # 0.

Estudiaremos los espacios duales y los asociados de los espacios de Lorentz sobre

X con especial atencién al caso X resonante (Definicién 2.15). Describiremos el
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asociado y su norma y deduciremos la condiciéon necesaria y suficiente para que
el dual y el asociado sean iguales. En algunos casos daremos la envoltura de
Banach de A que tiene interés si este espacio no es normado. En nuestro estudio
incluimos, como novedad, los espacios de Lorentz de sucesiones d(f),p) con una
sucesion () cualquiera. Hasta ahora, las referencias conocidas sélo consideraban el
caso normable (£ decreciente).

Introduciremos el espacio asociado generalizando la definicién que encontramos

en [BS] en el contexto de los espacios funcionales de Banach.

Definicién 4.1. Si ||-|| : M(X) — [0, oc] es un funcional positivamente homogéneo

y E={feM(X) : |f]l <oo},se define la “norma” asociada

1l =sup{/X!fg! gl < 1, geE}, f e M(X).

El espacio asociado de E es entonces E' = {f € M(X) : | f||g < co}.

Observacion 4.2. Las siguientes propiedades son inmediatas:

(i) |||z es subaditiva y positivamente homogénea y, si E contiene las funciones
caracteristicas de conjuntos de medida finita, (E’, || - ||g) es espacio normado.

(ii) Si (E, || ||) es un reticulo (||f]] < ||lgll, si |f| < |g|) también lo es E'. Si || - ||
tiene la propiedad de Fatou, || - ||z también.

(iii) Si denotamos E” = (E') se tiene E C E" y ||fllgr < |f|| para toda
f e M(X).

Definicién 4.3. Un espacio funcional de Banach E en X es un subespacio de
M(X) definido por E = {f : || f|| < oo} donde || - || = || - || z es una norma (llamada
“norma funcional de Banach”) que verifica las siguientes propiedades (véase [BS):
G 171 < llgl si 1] < lgl,
(i) 0< fo < fovr = f = [Ifnll = I
(iii) xa € E si u(A) < ooy E # {0},
(iv) [alfI < Callfll si p(A) < oo,
para f,g, fn € E, A C X medible.

El resultado que ahora sigue establece que el asociado A’y de un espacio de

Lorentz cuasi-normado es un espacio funcional de Banach cuando X es resonante.
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Teorema 4.4. Si Ax es un espacio de Lorentz cuasi-normado sobre X resonante,

el asociado Ny es un espacio funcional de Banach invariante por reordenacion.

Para cada f € N,
TR =sup{ | e ol < 1}.
0

Ademds, una funcion f € M(X) estd en A" si y sélo si [y |fg] < oo para toda
ge Ay Ay #{0} siysdlosi Ax C L (X).

Demostracion. Probaremos primero la féormula. Si f,g € M(X), [,|fg] <

Iy f*g* v por lo tanto,

1l < sup{ | e ol < 1}.
0

Para ver la desigualdad contraria observamos que para g € A con ||g|[a < 1 se

tiene, al ser X resonante,

/ Frgt = sup / Fhl < sup / Fh = [ F L.
0 h*=g* J X [[h|a<1

Se sigue que el funcional [ - ||z/ es invariante por reordenacién.

Probaremos ahora que f € A’ siy sélo si [, |fg] < oo para toda g € A.
La necesidad es consecuencia de la definicién de A’. La suficiencia se sigue del
teorema de la grafica cerrada (véase [Ru2]) ya que bajo la hipdtesis, la aplicacién
lineal T¢(g) = fg, Ty : A — L'(X) estd bien definida y ambos son F-espacios
continuamente incluidos en M(X) (de lo cual se deduce inmediatamente que la
grafica es cerrada). Ty es entonces continua y ello prueba (Teorema 3.2(v)) que
JicI£9] < Cliglla v asi f € A",

Veamos a continuacién que A’ es espacio funcional de Banach. Que || - ||o- es
una norma es inmediato. También lo son las propiedades (i) y (ii) de la definicién
de E.F.B. (Definicién 4.3). La propiedad (iv) de dicha definicién también es obvia,
pues si u(A) < ooy f e N,

/ 1< Ixallallfllae
A

So6lo queda por probar (iii). Es decir que x4 € A" si u(A) < ooy A’ # {0}. En

el caso X atémico esto es trivial. En el caso X no atémico, si 0 # f € A’ existe
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t > 0 tal que, si E = {|f| > t}, u(E) > 0. Entonces txg < |f|y xg € A'. Es
decir, si A’ # {0} existe xg € A’ con b = u(E) > 0. Como || - |- es invariante por
reordenacion y monétona se tiene x4 € A’ para todo A medible con pu(A) <b. Si
oo > u(A) > b también es cierto lo anterior pues A = Uivzl A, con pu(Ay) <by
Ixallar < 32, lIxa, llar < oo

Sélo queda por ver que A’y # {0} si y sélo si Ax C Li _(X). La necesidad
es inmediata pues si Ay # {0} v u(A) < oo ya hemos visto que x4 € A’ y en
particular [, |f| < oo, f € A. Por otra parte si Ax C Li (X) y 0 < p(A) < oo
se tiene [, [fxa| < co para toda f € Ay ello (ya se ha visto) implica x4 € A’ y

AN£{0). O

Observacion 4.5. Si en el enunciado del teorema anterior omitimos la condicion de
que X sea resonante (X o-finito cualquiera) ain puede probarse que A’y es espacio
de Banach con norma monétona y con la propiedad de Fatou. La convergencia en
A’ implica la convergencia en medida sobre conjuntos de medida finita (lo mismo
con las sucesiones de Cauchy) y también es cierto que f € A’siysélosi [y |fg] < oo
para toda g € A. La ultima afirmacién del enunciado no es cierta (en general) en
este caso.

El resultado que sigue describe el espacio asociado de los Ax en el caso X

no-atémico. Antes necesitaremos definir los espacios de Lorentz T'.

Definicién 4.6. Si 0 < p < oo definimos

00 1/p
D) = {£ € MO0 Wiy = ([ w) " <oo )
0
La version débil del espacio anterior es
() = { £ € MO0 3 g = sup W07 (0) < o .

La ultima definicién puede extenderse en el siguiente sentido. Si ® es cualquier

funcién positiva en RT escribiremos

P (0) = {1 € MO & gy = 500 87707 (0) < o0 |
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Siempre podemos suponer que la funcién ¢ de la definicién anterior es creciente

ya que si no fuera asf se puede sustituir por ®(t) = SUPgcs<t P(s), t >0, que si lo

es y verifica HfHF,;éoo(d@) = HfHF&ZOO(d;I;).
El apartado (ii) del siguiente resultado es consecuencia directa de la férmula
de E. Sawyer enunciada en el Teorema 5.7 del Capitulo 1. El apartado (i) ya se

encuentra, de hecho, probado en [CS2].

Teorema 4.7. Sea X un espacio no-atémico y w un peso cualquiera en R,

(i) Si 0 <p <1, entonces
A (w) =Ty (d®) (con igualdad de normas),

donde ®(t) = tW=1/P(t), t > 0.
(ii)) Sil<p<ooyfeM(X), entonces

o/t N\ v e g
||fHA§<<w>f%(/0 (W—(t)/o f> w(t)dt> + o)

([ () "roe)”

(#i) Si 0 < p < 00, entonces

AR (w) = AL (W —1/P) (con igualdad de normas).

Demostracion. Como X es no-atémico y o-finito, toda funcién decreciente en
[0,4(X)) es igual a.e. a la reordenada decreciente de una funcién en M(X).
Ademads X es resonante ([BS]) y entonces,
Jx |9l Jo 9f"
|’fHA§5Q(w)' = sup o =sup S o———.
geEAR (w) H9||A§5Q(w) gl HQHvaq(w)

El caso (i) se resuelve entonces aplicando el Corolario 1.2.14 (con p; =1, T'=1d) a
la clase regular L = Mge.(R™) o, si se quiere, el Teorema 2.12 en [CS1]. El caso (ii)
es consecuencia inmediata del Teorema 1.5.7 (E. Sawyer). El caso (iii) corresponde

a g = 00y se tiene,

T sup{ / Fg: gl () =1, g | }
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Ahora bien, si g |, [|gllrec) = sup, W/P(t)g(t) y |lgllzr=(w) = 1 implica

g <W~YP con lo cual

gy < [ FW = sy,

Por otra parte W~1/? es decreciente y HW‘l/pHLp,OO (w) =1y se tiene la igualdad.

O

Observacion 4.8.
(i) Sip > 1y w(t) = t?P WP (t)w(t), t > 0. Entonces el apartado (ii) del
teorema anterior se puede enunciar de este modo:

A% (w) =T% (@),  siwé L,

A% (w) =T% (w) N LX), siwel.

Se supone que la norma en el espacio interseccién es el méximo (o bien la suma)
de cada una de las normas y en estas igualdades se supone equivalencia de normas.
(i) Siw ¢ L', p > 1y @ (definido arriba) estd en B, el operador de Hardy A

!
verifica la acotacién A : L?

B (W) — LP' () y entonces,

||f||A7;((w)’ ~ ||f||A§(/(1I;)’ fGM(X)
Es facil ver que esta condicién sobre el peso w es equivalente a

(4.9) ( /0 ' (WT“)) _p/w(t) dt) 1/plwl/p(r) >Cr r>0,

que es la desigualdad contraria a la de la condicién w € Bj o = B, (Teorema
1.6.5(a.iii)). Como una de las inclusiones se da siempre, se sigue que la condicién

(4.9) es necesaria y suficiente (en el caso w ¢ L') para tener la identidad
AL (w) = A])’; (w) (con normas equivalentes).

(iii) Si 1 < p < oo el espacio Ag;(wl_p/) estd contenido en A% (w)’ ya que, por

la desigualdad de Holder,

/X fgl < / (F*w ) (g w™ ) < 11 lar ) 9]l oy
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Si w es el peso definido arriba se tiene entonces
(4.10) AR (w' ") € AR (w) C TR () C AR (D).

(iv) Los comentarios posteriores a la Definicién 4.6 y el Teorema 4.7(i) nos dicen

que, para 0 < p <1,
A2 (w) =T (d®,) (con igualdad de normas),

donde ®,(t) = supg. ., sSW™/P(s), t > 0. Notemos que

o,(t) = t B t ot
P infocsey TW/P(s)  infesomax (1, L)We(s)  Wy(t)’

donde W,(t) = infssomax (1, £)W/P(s), t > 0. Es facil comprobar que esta
funcién es cuasi-concava ([BS]). De hecho, es la mayor funcién cuasi-céncava may-
orada por W'/? y en consecuencia se denomina mayor minorante cuasi-céncava de

W1/P (véase [CPSS]). Podemos asf escribir,

1 t
p oy = SUp —— | f*, c M(X).
Il oy =sup s [ 1 7 e M)

Como primera consecuencia del Teorema 4.7 obtenemos la caracterizacion de los
pesos w para los que A'(w) = {0}.

Teorema 4.11. Si X es no-atémico:

tp
) Si0<p<1, AR (w) # {0} & S
(i) Si0<p< % (w)" # {0} S0 T

(i) Sil<p<oo, Al (w) # {0} & /01 <WL@))ZJL1 dt < co.

< Q.

1
. s 1
(i13) S0 <p< oo, AR (w)'#{0}<:>/0 Wi < oo

Observacion 4.12. Dado que la funcién W es continua en R™, las condiciones en

el teorema anterior solo dependen del comportamiento local del peso w en el 0.

Demostracion del Teorema 4.11. Como A’ es E.F.B., es no nulo si y sélo si contiene
las funciones xg con p(E) < oo, es decir si y sélo si ||[xg|la < oo, pu(E) < oo. Las

condiciones se obtienen entonces inmediatamente aplicando el Teorema 4.7. O
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Definicién 4.13. Un peso w en RT se llama regular (véase [Re]) si verifica la
condicién
W(t)

== <Cu(t), >0,

con C' > 0 independiente de t. Una sucesién de niimeros positivos (£2,,)0°  se dice,

analogamente, regular si

1
n—+1

Y %<0, n=012,...
k=0

Todo peso (sucesion) creciente y todo peso (sucesién) potencia es regular. En

[Re| se demuestra que si w es decreciente y regular los espacios Ag; (w'=P) y A% (w)’

son iguales. En el enunciado que sigue extendemos este resultado al caso de un

peso w cualquiera.

Teorema 4.14. Sea 1 < p < oo y X no-atomico. Entonces:

(i) Siw¢ L', A% (w) = Ag;(wl_pl) st y solo si existe C' > 0 tal que,

/ w P < C(ri”’Wl—P'(r) +/ WP (Dw(t) dt), r> 0.
0

0

(ii) Siw es regular,
A% (W) = Ay (w)' = TR (@) = A% (@),
donde w(t) = P W2 (t)w(t), t > 0.
(iii) Siw es creciente, Ay (w) = AS’; (w'=P") con igualdad de normas.

Demostracion. (i) Ya hemos notado en la Observacién 4.8 que se tiene siempre
A’;; (w'=?") A% (w) = F’;{/(ﬁ)). Asi, la igualdad de estos dos espacios es equiva-
lente a la inclusién

T2 (@) C AE (w7,

que equivale, asimismo, a la desigualdad inversa para el operador de Hardy,

HQHLP’(wl—p’) < CHAgHLp/(ﬁ;)? gl.
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La condicién necesaria y suficiente para ello se puede encontrar en [CPSS| o en

[Nel] o si se quiere, aplicando el Teorema 3.2(b) del Capitulo 1. Esta condicién es

/ w' " gC(W/(rHrP'/ ) dt),
0 r

que coincide con la del enunciado ya que W(r) =/ WP (Hw(t) dt y
/ oo ’ ’ o0 ’ 1 / ’
r? / tPw(t)dt =rP / WP w=——rPW"P(r),
T T p -1
(ii) Si el peso w es regular se tiene

w P (1) = w(t)w P () < Cw() P W () = Cia(t).
Con ello AP (w) € AP (w'™?") y teniendo en cuenta la Observacién 4.8(iii), se
concluye la igualdad de los cuatro espacios del enunciado.
(iii) Si f € M(X) y el peso w es creciente, la funcién go = (f*w ') 1 es

decreciente en R™ y se tiene

1 llaeuy = sup—3 95 S F90

()" ()

Como la desigualdad contraria se da siempre (Obervacion 4.8(iii)), se concluye la

5 = Il -

afirmacion del enunciado. O

El resultado que sigue describe el biasociado de AP en el caso p < 1. Véase

también [CPSS].

Teorema 4.15. Sea X no-atdmico y w un peso en RY. Sea 0 <p <1y W, la

mayor minorante cuasi-concava de WP (Observacion 4.8(iv)). Entonces existe un

peso Wy, decreciente con %Wp <W, < Wp y tal que A% (w)" = A% (@,). Ademds,
1

§|| Mar @) SN llaz @y < M- 1laL ay)-

Demostracion. Notemos que ||g||ar(wy = Sup;so W17 (t) fot g* (véase el Teorema

4.7) y esta norma es menor o igual que 1 si y sélo si fg g* < WYP(t), t > 0. Por
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el Lema 2.4 y la Proposicién 2.5, se tiene, para f € M(X),

s =50 { [ 70 ol <1

0 t
:sup{/o frfw o w |, /0 W < WHP(1), ‘v’t>0}

:Sup{/OOOW()\f(t)) dt : W e T},

donde T = {W w |, W < Wl/p}. Toda funcién en Y es cuasi-concava y
estd mayorada por W1/P. Por lo tanto W < W, para toda W € Y. Por otra
parte W), es cuasi-céncava y existe una funcién concava Wp(t) = fo Wy, t > 0, con
%Wp <W, < Wp (véase [BS]). En particular @, | y %Wp € Y. Se sigue que

—~

1 1~ >
Ml = [ 5T () dt < laocar < [ W (0s(0) = 1l -
U

Sera conveniente ahora recordar la definicién del operador de Hardy discreto Ay
que ya aparecio en el Capitulo 1. Este actia sobre sucesiones f= ( f (n))n en la

forma,

Adf(n):%HZf(k)7 n:071727"'
k=0

Podemos describir el espacio asociado también cuando X es resonante totalmente
atémico. Si p(X) < oo, ARY(w) = L>°(X) (con normas equivalentes) y este caso
no tiene interés. Si p(X) = oo sélo hay, salvo isomorfismos, dos espacios: d(Q,p) y
d>=(€,p) (Ejemplos 2.3(iv)) vy el caso interesante se da si 2 ¢ ¢!. Hasta ahora, el
espacio d(€2, p)’ habia sido identificado sélo en algunos casos. En [Al] se resuelve
para p > 1 con €2 decreciente y regular. En [Po] y [NO] se estudia el caso 0 < p < 1
y € |, mientras que en [AEP]| se encuentra el asociado con la condicién € T no
acotada (ésta parece ser la unica referencia en donde se trabaja con sucesiones 2

no decrecientes). Aqui identificaremos estos espacios en el caso mds general:

Teorema 4.16. Sea W,, = ;_ Q, n=0,1,2,... Entonces se tiene, para toda

oo

f=(fn),_,cC,
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(i) 5i0<p<1,

1fla.pyr = sup W, /2y f*(k).
n20 k=0

(ii) Sil<p<ooyQégir

N Y2
Cullflacrpy < (Z (Aaf*(n))” Q) < Collf latcrpys

n=0

con Qg = Wolfp/, Q,, = (n+ l)p/ (Wi:f/ — Wﬁ_pl), n > 1, y las constantes C1,Co
dependiendo solo de p.
(#ii) Si 0 < p < o0,

1 flla 2y = D2 L @W P = [ flagw-170,1)-
n=0

Demostracion. Por definicion

S fgln) X (g
= sup R
(z:;ogmmn)

1 lace,p): = sup
(22) g WM@@ gl

Entonces el apartado (i) se deduce directamente aplicando la primera parte del
Teorema 6.11 del Capitulo 1. Al aplicar la segunda expresién en el apartado (ii)

del mismo teorema, obtenemos, para p > 1,

, %) ‘7 P’
p —~ v ~
||f||d(Q7p)/ N/o (W) w,

donde, v = ZZO:() f*(n)X[n,nJrl)a w = ZZO:() QnX[n,nJrl)a ‘7(75) = fo 177 W(t) =

fot w, t > 0. Por ser f* decreciente se tiene, paran > 1, t € [n,n+ 1),

1 * * e * *
U0 -+ 1) < V() < (SO +-- + [ (n))
Por otra parte
n+l HJ 1 7p/ Wl_f/ _ Wl—p/ ﬁ
— = Qn(Qo4-- -+ 1+ Q1 = —2= n =C L
/n W /0 ( ot 1+ ) p—1 p(n_|_1)p
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Asi,

L)

n=1

1
P’ ~
= [ (5 )

~ *Op’Ql—p - ( . * ) Qn LI
F O™+ 20 Gy

=3 (Aaf*(m)" Q.

Sélo queda por demostrar (iii). Nétemos que

£ la> (2,p) = sup { Zf*(n)g*(n) s llgllase@p) < 1}

—sup{Zf g (k) < WP, \ﬂczo},

y que este supremo es en realidad un maximo que se alcanza con la sucesién

Wr = (Wi VP L Asf,
1f 1l @,p) = Zf s O

Observacion 4.17.

(i) Tanto d(£2,p) como d*°(£2,p) estan incluidos con continuidad en ¢*° y, por
lo tanto ¢! C d(2,p)’ (y también ¢! C d*°(£2,p)’) para 0 < p < oo. En particular,
el asociado de estos espacios nunca es trivial.

(ii) El argumento usado en la Observacién 4.8(iii) sigue siendo valido aqui y se

sigue que, para 1 < p < oo,
d(Q'7,p) C d(Q,p)

Y [ fllacpy < Ifllgqi-» ) para toda sucesiéon f. Si @ T también se puede

trasladar aqui el argumento usado en la demostracién del Teorema 4.14(iii) y con-

cluir (como en [AEP]) que los dos espacios anteriores (y sus normas) son iguales.
n [Al], Allen demuestra, en el caso Q2 |, p > 1, que d(2,p)’ = d(Qlfp/,p’) si Q

es regular. El enunciado que sigue extiende este resultado al caso general.
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Teorema 4.18. Sea 1 < p < oo y Q ¢ (', Entonces d(Q,p) = d(Q'"7",p') si y
solo st

SoT <oy (k) T, n=012,...

En particular d(2,p) = d(Ql_p/,p/) s1 Q es reqular.

Demostracion. La igualdad de los dos espacios del enunciado es equivalente (véase
la Observacion 4.17) a la inclusién d(2,p)" C d(Ql_p/, p’) que, por el Teorema
4.16(ii), se da si y sélo si la desigualdad

w (Somrorr) " <o 5 namya)”

n=0

vale para toda sucesién g = (g(n))n positiva y decreciente. Aqui Q es la sucesién

definida por Qo = Qy” 4 ,

l—p'

(n-l—l (ng) _<kzn::09k) : n=123,...

La clase de las sucesiones positivas decrecientes es regular (Definicién 1.2.4) en
N* y se puede aplicar el Teorema 3.2(b) del Capitulo 1 con Ty = Ay (que es
orden continuo, lineal y positivo) para caracterizar (4.19). La condicién se obtiene
imponiendo la desigualdad a las sucesiones del tipo (1,1,...,1,0,0,...) (funciones

caracteristicas decrecientes en N*) y equivale, por lo tanto a,

Zﬂl "L +Z (kD) (W0 =W )+ (nr )P S (W —wi ),
k=n-+1
n=1,2,... con Wy = Z?:o 2. El segundo miembro es equivalente, para n > 1,

a la expresion

w; n ’ L w; , ’ n_l W
O S (ke Y (W W) (4 1P W zz( k )

k=1 k=0 k+1
N n Wk 1-p’
= \k+1

Se obtiene, asi, la condicién del enunciado.
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La segunda afirmacion es inmediata, ya que todo peso regular verifica, trivial-

mente, la condicion dada. [l

n [NOJ], M. Nawrocki y A. Ortyniski muestran, para el caso en que 2 es de-
creciente, que el asociado de d(£2,p), p < 1, es £*° si se verifica la condicién
> or—o S > C(n+1)P. Extendemos ahora este resultado viendo que esa condicién

vale en el caso general. Ademas, es también necesaria.

Teorema 4.20. Sea 0 < p < 1. Entonces d(2,p)’ C £>° y estos dos espacios son

tquales st y solo si existe C > 0 tal que

> Q> Cn+1), n=0,1,2,...
k=0

Demostracién. Por el Teorema 4.16(i), se tiene con W, = >} Qu,

I Fllacpy = Wo P £5(0) = Wy /)1 £l

Asi que d(Q2, p) C £°.

Si se verifica la desigualdad del enunciado, entonces

n+1 _ . _
””Zf = 7 Aal () < O A (n) < €V fl.

para todo n = 0,1,2,... Asi, || f|lac,p)y = sup, W, /P Si_o FX(k) < C7YP| £l
y se tiene £>° = d(Q, p)’.

Reciprocamente, si £>° C d(€2,p)’, entonces 1 € d(2,p)" y supn = ||| ace,py

= C < oo. Ello implica la condicién del enunciado. O

El resultado que ahora sigue describe el biasociado de d(€2, p) en el caso p < 1 de
forma andloga a como ya se hizo en el caso no-atémico (Teorema 4.15). Omitimos
la demostracion al ser ésta una adaptacion inmediata, al caso discreto, de la del

Teorema 4.15.

Teorema 4.21. Sea 0 < p <1 y denotemos Wy, =, _,Q, n=0,1,2,... Eziste

una sucesion decreciente ) = (ﬁn)n verificando
1 < n+1 -y
52 < 1nf max(l m+1>W7}L/p§ZQk
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y tal que d(Q2,p)’ = d(ﬁ, 1) con normas equivalentes. Mds concretamente,

1
5” ) ||d(§,1) <" Hd(Q,p)“ < Hd(fm) .

Pasamos ahora al estudio del dual topoldgico y su relacion con el asociado.

Definicién 4.22. Si (E, || - ||) es un espacio cuasi-normado definimos el dual E*

de la manera usual:
E*={u:E — C : u lineal y continua}.

Si u € E* denotamos ||u]| = ||ul|g- = sup {|u(f)] : ||f]| <1, f € E} €[0,00).

El dual E* de un espacio cuasi-normado (E, || - || g) es un espacio de Banach. Si
E* separa puntos, toda f € E se identifica con la forma lineal continua f E*—=C

tal que f(u) = u(f), u € E*. Se tiene asf una inyeccién continua,
(B lle) = (B0 lees),

y la constante de esta inclusién es menor o igual que 1 ya que, para f € F|

£l = I Fll (e ey = SUD T
wek |

La topologia de Mackey en E asociada al par dual (E, E*), es la que tiene como
base local las envolturas convexas de las bolas en E (véase [Ko]). Es la topologia
localmente convexa mas fina en E que tiene a E* como dual topolégico. El com-
pletado E por esta topologia se llama completado Mackey o, también, envoltura de
Banach de E. En un espacio cuasi-normado cuyo dual separa puntos, esta topologia
corresponde a la inducida en E por el bidual (E -l E**) y el completado Mackey
no es més que la adherencia de E en (E**, || - || p+~).

En nuestro caso F = A es un espacio de Lorentz cuasi-normado. Si f € A’ la
aplicaciéon us : A — C tal que ur(g) = | fg es evidentemente lineal y continua con
norma igual a || f||a-. Asi A’ es isométricamente isomorfo a un subespacio de A* y

de hecho identificaremos las funciones de A’ con formas lineales continuas sobre A:
A c A"
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Por otra parte A estd incluido con continuidad en (A", - |[a~) (Observacion 4.2),
asi que (si A* separa puntos) estamos tratando con tres topologias independientes

en A y dos inclusiones con constante 1:

(A - fla) = (A ]| - [la=),
(AT - 11a) = (A7 1 flan)

Proposicion 4.23. Si A un espacio de Lorentz cuasi-normado cuyo dual separa

puntos,

(A’ ” : ||A) — (Aa ” : |A**) — (Aa ” : ”A”)
y lfllar < I flla= < Iflla, f € A. Si ademds, A" = A*, entonces A" se identifica
isométricamente a un subespacio de N**. En particular, || f||av = ||flla=, Vf € A,

en este caso.

Demostracion. Si f € A, en particular f € A** y

u(h)l 5 o J1fl

~ gen llgllar

1flla > [1£]

= || fllar

u€EN* |

Si A’ = A*, toda forma lineal continua u € A* es de la forma u(f) = uy(f) =

[ fg con g € A’. Asimismo, a toda funcién f € A” se puede asociar la forma lineal

f: A =A* — C definida por f(g) = f(uy) = [ fg y con norma

| f(u )

[ 1fgl
 gen llgllar

Ax+ = Sup
uge A~

1]

= [l fllar. O

Abordaremos, entre otras, estas dos cuestiones: (i) Caracterizacion de los pesos
w para los que A(w)* = {0}. (ii) ; Cudndo se tiene A’ = A* 7 Como en el caso de
los espacios de Lebesgue L?, el teorema de Radén-Nikodym es la clave del siguiente

resultado.

Proposicion 4.24. Sea A un espacio de Lorentz cuasi-normado sobre X. Siu €

A* existe una tunica funcion g € A con ||g||ar < [Jul|, verificando

=/ng, feLy.
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Demostracion. Supongamos primero (X ) < oo (en este caso S C L™ C A). Para

cada F C X sea
o(E) =u(xg) € C.

Entonces o es una medida compleja en X (el hecho de que sea o-aditiva es conse-
cuencia de que p(X) < 0o) absolutamente continua respecto a la medida o-finita
wde X, ya que p(E) = 0 implica ||[xg|la = 0 y entonces u(xg) = 0. Por el teo-
rema de Radén-Nikodym existe una funcién g € L'(X) tal que o(E) = [, gdu
para todo £ C X medible. En particular (ya que u es lineal) u(f) = [, fg
para f € S C A. También si f € L*(X) C A es cierto lo anterior pues existe
una sucesién (s,), C S C A que converge a f en A y uniformemente (véase la
demostracién del Teorema 3.12).

Si (X)) = oo el razonamiento anterior es valido en cada subconjunto Y C X de
medida finita: Se define una medida compleja oy en Y y se llega a la existencia
de una funcién gy € LY(Y) con u(f) = fX fg para toda f € L°°(X) soportada
en Y. SiY7,Y;5 son dos conjuntos con medida finita ha de ser fE gy, = fE 9y,
para todo medible £ C Y1 NY3 y se sigue gy, (x) = gy, () a.e. z € Y1 NYs. Asi,
siendo X o-finito podemos asegurar la existencia de una funcién g € L{ (X) tal
que u(f) = [y fg para todo f € Lg°(X).

Para ver que ||g||ar < ||ul| sea a € M(X) con |a| =1, ag = |g| y sea también
(Xn)n una sucesiéon creciente de conjuntos de medida finita con |J,, X,, = X. Si

f € A hacemos f, = |f|X{|f|<n}mX . Entonces 0 < f,, < fni1 — |f] y cada f, es

acotada y con soporte en un conjunto de medida finita. Asi,

/leglzligl‘/xafng

con lo cual g € Ay [|g]|lar < |lul-

= lim |u(afy)| < [Julllim | fulla = [[ulll f]a,

Finalmente la unicidad de g también esta clara, pues si g; es otra funcién con
las mismas propiedades que g, se tiene [, g = [, g1 = u(xg) para todo E C X
medible de medida finita, lo que implica g = g;. O

Observacion 4.25. Si u(X) = oo y w € L' toda funcién simple (aunque no tenga

soporte de medida finita) estd en Ax(w). Podria definirse entonces, para cada
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forma lineal u € A/,

o(E)=u(xg), FE C X medible.

Pero esta funciéon de conjunto, definida sobre toda la o-algebra de X, no es o-
aditiva en general. Para ello hace falta que, para cada familia de conjuntos medibles
disjuntos (E,),, las funciones Xy~ g, tengan limite en A y que éste sea xy= g, -
Esto (que si ocurre si u(X) < 00) no es cierto en general en este caso. Por ejemplo,
en A} (X(0,1)) los conjuntos E, = (n,n + 1) constituyen un contraejemplo.

Esto explica el porqué de la restriccion “soporte de medida finita” en la

proposicién anterior.

Corolario 4.26. Si A es un espacio de Lorentz cuasi-normado sobre X, A’ = {0}
si y sdlo si todo funcional u € A* se anula sobre LYF(X). En particular, si X es

resonante, A% separa puntos si y solo si A’y # {0}.

Corolario 4.27. Si A es un espacio de Lorentz cuasi-normado y f € A tiene

norma absolutamente continua, ||f|a= = ||.f|la-

Demostracion. Como f es limite puntual de una sucesion (fy,), en L§° con |f,| <
|f| v tiene n.a.c., se tendra f = lim,, f,, en A y, por continuidad (Proposicién 4.23),
la convergencia también se da en A” y en A**. Asi, es suficiente probar el enunciado

suponiendo f € L. Por la Proposicién 4.24, para toda u € A* existe g € A’ con

lolla = gl < el ¥ tal aue u(f) = u,(f) = J fa. Con ello,
s ug(f fo
7l = sup 1O, oIl SISy g
wer [[ullax gen |lugllar  genr [lglla

Ahora podemos dar una representacién del dual de A% para un espacio X o-

finito cualquiera.

Teorema 4.28. Si0 <p <ooy W e Ay(X),
My (w)™ = M (w) & A (w)*
donde
Nie(w) = {u € A"(w)" : [u()] < C Jim f*(2),¥f € Ay (w)}.
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Este ltimo subespacio estd constituido por funcionales que se anulan sobre las

funciones con soporte de medida finita y sélo es no nulo si u(X) =oo yw € L*.

Demostracion. Que todo funcional en AP(w)® se anula sobre las funciones con
soporte de medida finita es inmediato a partir de la definicién, pues para una tal
funcién f se tiene lim;—. o f*(t) = 0. Ello también nos dice que AP(w)' N AP(w)® =
{0} ya que si u = u, estd en la anterior interseccién ha de ser [ fg = u(f) = 0 para
toda f € AP con soporte de medida finita y al ser X o-finito se sigue [ + /g =0 para
toda f € AP con lo que u = 0. Veamos ahora la descomposicién A* = A’ + A® (que
por lo anterior sera A* = A’ @ A®). Para ello sea u € AP(w)*. Por la Proposicién
4.24, existe g € AP(w)’ tal que el funcional lineal continuo uy(f) = [y fg coincide
conwuen L. Si f € AP yY = {f # 0} tiene medida finita, también u(f) = uy(f)
ya que u, u, son formas lineales continuas sobre A} (w) y coinciden en L3 (Y') que
es denso en A}, (w) (Teorema 3.13). Sea u® = u — uy. Entonces u® se anula sobre
las funciones de AP soportadas en un conjunto de medida finita. Por lo tanto, si f
es cualquier funcién en AP y a = limy .o f*(t) ¥y fu = fX{fi<ati/m}» n=1,2,...,
se tiene u®(f) = u®(f,) para todo n (ya que f — f,, tiene soporte de medida finita).
Asi,

| (N = w(f)l < W fullae, 7 =1,2,...

Pueden darse dos casos: (i) w ¢ L. Entonces a = 0 y ademds AP(w) tiene norma
absolutamente continua (Teorema 3.5). Como |f,| < |f| ¥ |fn] — 0 a.e. se sigue
[fallar — 0y [w(f)l = 0 = a. (i) w € L1 Entonces |[fullar < fullollwl}/? <
(a+ 1/n)[lw]y’” v se tiene [u*(f)] < [[u]||lw];/"a = Ca = Climy o f*(t). En
cualquiera de los dos casos, existe C' € (0,400) (independiente de f) tal que

[u®(f)] < Climy_,o0 f*(t). Es decir u® € AP(w)® y se tiene A* = A’ @ A*.

Falta probar que AP(w)® # {0} siy sélo si u(X) =oc0y w € L. Si u(X) < oo
osiw ¢ L' toda funcién f € AP(w) verifica lim;_.o, f*(t) = 0 y por lo tanto, para
u € A°, se tiene u(f) =0, Vf € AP. Es decir u = 0 o si se quiere, A* = {0}. Si

w(X) =0y w e L el funcional p(f) = lim; .o f*(t), p: AP — [0,+00), es una
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seminorma:

(1) p(Af) = [Ap(f)]  (obvio),

(i6) p(f +9) = lim (f +9)"(1) < lim (f*(t/2) + g"(t/2)) = p(f) + p(9)-

Como p(1) =1 (la funcién constante 1 estd en AP(w) en este caso) p es no nulo y

existe una forma lineal no nula u sobre AP verificando

(4.20) (A < p(f) = Jim J(0), V€N

(véase [Ru2] por ejemplo). En particular u es continuo pues

S 1/p
. 1
v = ([ 07rw) 2 el s
y se sigue |u(f)| < p(f) < C| f|lar,Vf. Finalmente la desigualdad (4.29) nos dice
que u € A® y asi A® # {0}. O

Enunciemos dos consecuencias inmediatas del ultimo teorema que resuelven, en
el caso A = AP, las dos cuestiones sobre dualidad que nos habiamos planteado

anteriormente.
Corolario 4.30. Sea 0 <p <oo y W € Ay(X).
(i) Si u(X) < oo ow ¢ LY,

A (w) = A (w)".

En particular d(Q2, p)* = d(Q,p) si Q & £ y d(Q,p) es cuasi-normado.
(ii) Si u(X) =00 yw € LY,

A (w)" & A (w)”.

En particular A% (w)* # {0} en este caso.

Como consecuencia de este tultimo resultado, los Teoremas 4.16, 4.18, 4.20 y la
Observacién 4.17, siguen siendo vélidos (en el caso d(€2, p) cuasi-normado, Q ¢ ¢*)

si se sustituye en sus enunciados d(€2,p)" por d(£2, p)*.
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Corolario 4.31. Sea X no-atomico y W € A,.

(i) Si0 <p <1, A% (w)* ={0} siy sdlo si se verifican estas dos condiciones:

i.1)  pu(X) < oo o bien u(X) =00 yw ¢ L.
e

7.2 su =0
) 0<tI<)1 W(t)

(ii) Si 1 < p < oo, A% (w)* = {0} siy sdlo si se verifican estas dos condiciones:

ii.1)  u(X) < oo o bien u(X) =oo yw ¢ L.

ii.2) /01 (Wiw)p/_l dt = oo

Los espacios d(£2,p) han sido estudiados hasta ahora en el caso 2 |. Como
veremos esta condicién asegura (si p > 1) que | - |4 p) €s una norma. En el caso
Q |,p < 1 ha habido interés por encontrar la envoltura de Banach de d(2,p) y se
ha trabajado en ello en [Po] y [NO] por ejemplo. El siguiente enunciado resuelve

este problema en el caso general con w ¢ L*.
Teorema 4.32. Sea 0 < p < 1.
(i) Sea X no-atdmico y supongamos que
(CL) W e As,

(b) w ¢ L' o bien u(X) < oo,
e

(c) sup < 00.

0<t<1 W( )

Entonces existe un peso W decreciente con W (t) & infysomax(1,t/s)WP(s),t >
0, y tal que la topologia de Mackey en A’ (w) es la inducida por la norma ||-[|zy (g)-
La envoltura de Banach de AP(w) es A1(w) siw ¢ L' y es el espacio

M@)o = {f € A(@) : lim f*(t) = 0}

en caso contrario.
(ii) Si Q & £ y el espacio d(2,p) es cuasi-normado, existe una sucesion decre-

ciente Q = (), tal que

1 1/p
ZQk%supmax( nt )(ZQk) ,n=0,1,2,...,

k=0 m>0
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y la norma || - Hd(ﬁ 1) induce la topologia de Mackey en d($,p). Si Q ¢ 0* el
completado Mackey de d(Q,p) es d(Q,1) y este espacio es co = co(N*) en caso

contrario.

Demostracion. Ambos apartados sén andlogos. Por el Corolario 4.30 el dual y el
asociado de A = A% (w) (= d(Q,p) en el caso (ii)) coinciden (ademds AP(w)" =
AP(w)* # {0} por el Teorema 4.11). Se sigue entonces de la Proposicién 4.23 que
la topologia de Mackey en A (la topologia de la norma del bidual) es la inducida por
la norma del biasociado y, dado que A” es completo, el completado Mackey A estéd
incluido en A”. Por el Teorema 4.15 (Teorema 4.21 en el caso (ii)), A” = Al ()
(d(€,1) resp.). Siw ¢ L' (Q ¢ £1), el Teorema 3.13 nos dice que A es denso en
A" (porque L C A) y ha de ser A = A”. Si, por el contrario @ € L!, el espacio
Al(w)g es cerrado en Al(w) y contiene a AP(w). Si f € A'(w)o las funciones
Jn = fX{f|>f+(n)} tienen soporte en un conjunto de medida finita y convergen a
f en A'(w). Cada una de estas fuciones f,, tiene norma absolutamente continua
(Corolario 3.6) y, por lo tanto, cada f, es limite en A'(0) de funciones en LE°.
Se sigue que este tltimo espacio es denso en A'(w)g y dado que L3 C AP(w),
concluimos que la envoltura de Banach de AP(w) es A'(w)o. En el caso atémico,

Q e ¢* implica A = d(Q,1) = £ y A = . O

Observacion 4.33. Las condiciones (a) y (c¢) en el apartado (i) del teorema anterior
son naturales ya que si W ¢ Ay no hay topologia en AP(w) y, si la condicién
(c) falla, A* = {0} (Teorema 4.11) y carece de sentido considerar la topologia de
Mackey en AP(w) “respecto al par dual (AP(w),AP(w)*)”. Las condiciones sobre
Q en el apartado (ii) no son restrictivas en absoluto ya que, si € ¢!, d(Q,1) = £
y el completado Mackey es, en este caso, el mismo espacio d(€2,p) = £°°.

N. Popa prueba en [Po], para el caso €2 |, que el completado Mackey de d(£2,p)
(0 <p < 1)esftsiysolosid,p) C (. Gracias al Teorema 4.32 podemos

extender este resultado al caso general.

Corolario 4.34. Sea 0 < p < 1, Q ¢ (*. Entonces la envoltura de Banach de
d(2,p) es £t siy solo si d(2,p) C 1.

Demostracion. Si d(2,p) C £} entonces (> = (61)/ C d(Q,p) y se sigue (Teo-
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rema 4.20) que estos dos tltimos espacios son iguales y asi, d(£2,p)” = ¢!. Como
d(Q,p)” = d(Q,1) para cierta sucesién €2 (Teorema 4.21), se sigue que € ¢ (! v,
por el teorema anterior, la envoltura de Banach de d(€2,p) es d(£2,p)" = ¢*.

El reciproco es inmediato. 0

Pasamos a estudiar ahora los espacios débiles AP**°. Primero investigaremos el

caso X no-atémico.

Teorema 4.35. Si0 <p < oo, W € Ay y X es no-atémico, A (w) = AR™ (w)*

sty solo si estos dos espacios son nulos.

Demostracion. La suficiencia es obvia. Para ver la necesidad es suficiente probar
que AR™(w)" # AR (w)" si el primero de estos espacios no es trivial. Pero si
AR (w) # {0} la funcién W=1/? es localmente integrable en [0,00) (Teorema

4.11) y se puede definir la seminorma

p(f)zlimsuptfoti, fe AP,
t—0 fo Ww-1/p
Si f € AR™®(w) se tiene f*(t) < ||f|lar.W ~1/P(t), asi que p estd bien definida
y es continua. Ademés es no nula porque existe fo € AP con f§ = W~/P en
[0, (X)) v serd p(fo) = 1. Por los teoremas de Hahn-Banach ([Ru2]) existe u € A*
no nula tal que |u(f)| < p(f), Vf. Esta forma lineal no estd en A’ pues se anula

sobre toda funcién f € L§°:

p(f) = limsup tf(fi < || fll Loe lim sup % =
t—0 fo W—1/p t—0 %fo W-1/p
Se sigue que AR (w)" # AR (w)'. 0

Teorema 4.36. Sea 0 < p < oo y d*(Q,p) cuasi-normado. Sea W, = Y 1 _, QU
n=0,1,... Entonces, si Q ¢ (' y W=1/P & (1, se tiene d™(Q, p)* # d>(Q,p)".

Demostracion. La seminorma

p(f) = limsup k=0 ()

n— 00 Z I/I/v_l/p7 f < doo(ﬂ7p)’
k=0 k
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es continua y no nula y, si W~/? ¢ (' se anula sobre las sucesiones finitas.
Se sigue, por un argumento andlogo al de la demostracion anterior, que existe

w € d>®(Q,p)* \ d>(Q,p). O

Falta ahora, en el caso X no-atémico, caracterizar la identidad Aﬁéoo (w)* ={0}.

Para ello necesitaremos una serie de resultados previos.
Lema 4.37. Sea W € Ay. Si u(X) =00 yw € L' entonces A>°(w)* # {0}.

Demostracion. Bajo las hipétesis, p(f) = lim; .o f*(t), p: AY*® — [0,00), es una
seminorma continua en A*°(w) no nula (ya que 1 € A% (w) y p(1) = 1 # 0). De
los teoremas de Hahn-Banach (véase [Ru2]) se sigue que AL (w)* # {0}. O

Lema 4.38. Sea X no-atomico y f € A;i’oo(w). Si limg o f*(t) = 0 existe F €
A%> (w) verificando:
(1) |f(x)| < F(x) ae. z€ X

(i) F*(t) = [|fllareWTH(t), 0<t<p(X).

Demostracidn. Podemos suponer || f||a1.« = 1. Sea A = {f # 0}, a = u(A). Dado

que f*(t) — 0, existe una transformacién o : A — (0,a) que conserva la medida

t—o0

tal que |f(z)| = f*(c(z)) a.e. x € A (véase Corolario I1.7.6 en [BS]). Definase
Folw) = W (o(@)xa(@), =€ X.

Como o preserva la medida, Fj(t) = W~1(t), 0 < t < a. Ademés, puesto que

f* < WL se tiene
Fo(z) > f*(o(z)) = |f(z)| ae z€ A

Si a = p(X) la funcién que buscamos es claramente, F' = Fy. Si por el contrario,
a < pu(X) tomamos 0 < Fy € M(X\ A) con Ff(t) = Wl(a+t), 0 <t < u(X\A).
Es inmediato comprobar entonces que la funcion F' = Fy + Fixx\ 4 satisface el

enunciado. O

Introducimos ahora la seminorma N cuyas propiedades (Proposicién 4.40) nos

seran de utilidad.
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Definicién 4.39. Si (E, || -||) es un espacio cuasi-normado se define la seminorma

N: E — [0,400) por
K
NU) = Nef) = int { Sl + (B f =S hf S
k=1 k

Podria probarse que N es la norma del bidual:

N(f) = sup Oy
u€A* UHA*

aunque ello no serd usado en ningin momento.

Proposicion 4.40. Sea A un espacio de Lorentz cuasi-normado y N = Ny. En-

tonces para f,g € A se tiene,
(@) N <N fla-
(i) [f] <lgl = N(f) < Ng).
(iii)  N(f) = N([f])-

K
GRS D TANVES i)
k=1 k
Ademas A* = {0} si y solo si N=0.

Demostracion. (i) es inmediato. Para ver (ii), si g = >, gx se tiene f = (f/g)g =
> e (f/9)gk, por lo que N(f) < 3 [|(f/9)gr]l, < 2opllgrlla v ast N(f) < N(g).
(iii) y (iv) son corolarios de (ii).

Probemos ahora la tltima afirmacion. Si existe 0 # u € A* podemos encontrar
f € A conu(f)#0. Para toda descomposicién finita f = ), fi se tiene entonces,
()] < Sy lulfi)l < Nl Sy I fella. Con ello S lfilla > [u()l/lul v al tomar
el infimo obtenemos N(f) > |u(f)|/||ul| > 0, es decir, N # 0. Reciprocamente,
dado que N es una seminorma continua en A (por la propiedad (i)), si N # 0 existe

(teoremas de Hahn-Banach, [Ru2]) una forma lineal continua v no nula en A. O

En el siguiente resultado, probado inicialmente por A. Haaker en [Ha] para el
caso X = RT, exponemos una condicién necesaria para que el dual de A>°(w) sea
nulo. Como quedard implicito en la demostracién del Teorema 4.45, la condicién es
también suficiente. La prueba que damos aqui es una adaptacién de la de Haaker

al caso X no-atémico.
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Lema 4.41. Sea X no-atémico y W € No. Si Ay (w)* = {0} y e > 0, existe

n € N tal que

/W‘lge/ W™ 0<t<nt<s<p(X).
nt t

Demostracion. Podemos suponer que W es estrictamente creciente (si es necesario
sustituyendo esta funcién por W (t)(1 + 2t)/(1 + t) por ejemplo, que si lo es y,
al ser comparable a W, no altera nada). Sea 0 < f € AL*(w) con f* = W~!
en (0,u(X)). Por la Proposicién 4.40, N(f) = 0 y existen funciones positivas

f1y-- oy fa1 € AV (w) con

F<> f
k

y tal que, si ax = ||fx||ar~, E=1,...,n— 1, se tiene

Zak < €.
k

Por el Lema 4.37, pu(X) < oo o bien u(X) = co y w ¢ L'. En cualquier
caso limy_. fi(t) = 0, k = 1,...,n — 1. Podemos entonces tomar funciones
Gis- -y Gn-1 € AL°(w) con gi > fi ae. y gi(t) = axW1(¢t), 0 <t < pu(X) (Lema
4.38). Resumiendo,

(i) f<gi+ - +gn1 ae,

(i) gi(t) = axW™H(t), 0 <t < p(X),

(4i3) a1+ -+ ap—1 <€
Si ahora es s,t > 0 con nt < s < p(X), definimos

F={zeX: : W) < flz) W ()},
Ey={z€F :gi(z) <a;W'(t)}, k=1,...,n—1,
E = ﬁl Ej.
k=1

Como f* = W1 y esta funcién es estrictamente decreciente,

pw(F) = Ap (WH(s)) = Ap= (W (H)) = s —¢.
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Ademss,
W(F\Ep) =p({z € F : gi(z) > acW ' (1)}) < Agr (axW () =t
y u(F\E)=pu((F\E;)U---U(F\ E,_1)) < (n—1)t. Por lo tanto,
w(E) = p(F) = (n—1)t = s —nt.

Dado que E C F,si G = {W™!(s) < f < W (s — p(E))}, la funcién de dis-

tribucién de fygp mayora a la de fyxg y se tiene,

(4.42) /Efz/ooo(fxE)* Z/OOO(fo)*Z/:M(E) w! z/ni Wt

Por otra parte,

/Efég/EgkS%:/Ekgkzg/ooo(gkxm)*'

Pero p(Eg) < u(F) = s —t y en este conjunto gx < axW1(t) = gi(t). Asi, si
Hy ={g;(t) > gr > g5(s)}, la funcién de distribucién de x g, mayora a la de x g,
(nétese que g; = arW ™! es estrictamente decreciente) y se tiene, [(grxm,)* <

[ g5 =ar [; W™ con lo cual,

/ngak/ W_1<e/ W
E k t t

Ello, combinado con (4.42), concluye la demostracion. O

Definicién 4.43. Una funcién f € M(X) es escalonada si tiene la forma

oo
F=>anxg,,
n=1

donde (an), € Cy (E,), es una sucesién de conjuntos medibles en X disjuntos

dos a dos.

La demostracion del siguiente enunciado es totalmente andloga a la del Lema 7

en [Cwl], en donde se hace para el caso W (t) = t'/P.
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Lema 4.44 (M. Cwikel). Toda funcién 0 < f € Ay (w) estd mayorada por una

funcion escalonada F € AV,
El resultado al que queriamos llegar es el siguiente.

Teorema 4.45. Sea X no-atémico y W € As. Si0 < p < o0,
AR (w)" = {0}
sty solo si

1/p(¢
(4.46) lim  sup w =
t—0+ o<r<u(X) tw (71)

Demostracion. Por la Observacién 2.6, podemos suponer p = 1.

Suficiencia. Supondremos (4.46) y probaremos que N = Nji, = 0. Como
consecuencia de la Proposicién 4.40 se tendrd AL™ (w)* = {0}. Sea pues f € AH>®
y veamos que N(f) = 0. Por el Lema 4.44 y la Proposicién 4.40(ii), podemos

suponer que f es escalonada y positiva:
f= ZanXAna (an)n C (0,00), Ay, N Ay, =0, n#m.
n

Noétese que o bien p(X) < oo o bien, por (4.46), W(oco) = co. Ha de ser por lo
tanto, lim; o f*(t) = 0, por lo que pu(A,) < oo para todo n = 1,2,... También
por (4.46), para todo € > 0 existe m € N tal que

W(2="r)

W

<e 0<r<p(X).

Es decir,

W=L2mt) < e27™W 1), 0<t <27 ™u(X).

Dividimos ahora cada uno de los conjuntos A, en 2™ subconjuntos medibles

(AE)2™  disjuntos entre si y con igual medida. Para cada k = 1,2,...,2™ sera

fe =) anXax.

n
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Entonces f =), fr y para 0 <t < 27" u(X) (f; es nula fuera de ese intervalo)

se tiene,
i) = fF2m) <WL2™)|| fllare < e27™WEHE)|[ fllare, EkE=1,...,2™.
Ast, || fellare < €27 fllar. y por lo tanto,

N <) Mrllares < ellfllaree.
k

Como ello es valido para cualquier € > 0 se concluye N(f) = 0.
Necesidad. Supongamos ahora que A%™ (w)* = {0}. Por el Lema 4.41, existe

n € N tal que
S 1 S

(4.47) / W< 5/ W= t,s>0, nt<s<p(X).
nt t

Para ver (4.46) probaremos que para K € N,

sup Wiir) <4n2~K
0<r<pm(X) tW(r)

si0 <t <n 2K, En efecto, para 0 < r < uu(X) definase

™

A, = W=t k=0,1,....K.
nktr
Por (4.47),
Ag > 24; > 445 > - > 2K Ag
y
oAy Ao—dr 21—2—K7A°_A1.
2~ A Ag Ag

Pero Ag — Ay = tztr W=t < (n—DtrW=t(tr) y Ax > (1 —nEt)rW=1(r). Por lo

tanto,

e (= DIV ()

1 (= nEOW(rt)

N —

De donde,

tW(r) — 1 —nkt

<4n2 K, O
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Observacion 4.48.

(i) La condicién (4.46) aparece por primera vez en [Ha] en donde A. Haaker
prueba el resultado anterior para el caso X = R*, w ¢ L'. La parte de la
demostracion vista aqui que prueba la necesidad de dicha condicién, asi como el
Lema 4.41, es una adaptacién, al contexto X no-atémico, del argumento usado en
[Ha).

(ii) En la demostracion se ha visto que la condicién del Lema 4.41 implica (4.46).
Por lo tanto dicha condicién es equivalente también a AL (w)* = {0}.

El siguiente enunciado resume en parte lo anterior.

Corolario 4.49. Sea 0 < p < 0o, X no-atémico y A = N> (w) cuasi-normado.
Entonces:

‘ o Wl/P r
(i) Si limy_o+ SUPg<y<p(x) ﬁ =0,

{0} = A = A"

(i) Si la anterior condicion falla pueden darse dos casos:

(ii.1) Si [} W17 = oo,
{0} = A’ C A",
(ii.2) Si [y W=7 < oo,

(0} # A’ G A",

Demostracion. Es consecuencia inmediata de los Teoremas 4.11, 4.35 y 4.45.

Ejemplos 4.50.

(i) Podemos aplicar los resultados anteriores al célculo de los duales y
asociados de los espacios de Lorentz LP?(X) (X no atémico), observando que
LP? = Ad (tq/p_l) y LP>° = AP-*>°(1). Obtenemos asi por otros métodos, resultados
ya conocidos (véase [Hu], [CS], [Cwl], [Cw2]):

(i.1) LP9(X) = LP9(X)* ={0}si0<p <1, 0<q< o0,
(i.2) LY(X) = LY(X)* = L®(X)si 0 < ¢ < 1,
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(i.3) Y =LY(X)*={0}sil<q< oo,
(i4) LP9(X) = LP9(X)* = L °(X)sil <p < oo, 0<q<1,
(i.5) LP9(X) = LP9(X)* = LP 4 (X)sil <p< oo, 1 < q< o0,
(1.6) LP>°(X) = L (X)* ={0} si 0 < p < 1,
(L7) {0} = L1 (XY ¢ LV(X)",
(1.8) {0} # LP>°(X) ¢ LP>°(X)* si 1 < p < c0.

(i) St w = X, AL () > ALL(1) = LP(R). AL (w)* # {0} para
todo p € (0,00) mientras que, al igual que LP, Ap, (w) # {0} si y sélo sip > 1.
En el caso débil AR (w)* # {0} para todo p € (0,00) y el asociado s6lo es no nulo

sip>1.

5. NORMABILIDAD

En esta seccién (X, p) serd un espacio de medida o-finito cualquiera. Estu-
diaremos cudndo AR?(w) es un espacio de Banach. Con ello queremos decir que
existe una norma en Ay?(w) equivalente al funcional || - [[zz.4(,). En el caso X no-
atomico, existen resultados parciales ya conocidos en este sentido. G.G. Lorentz
([Lo2], 1951) ya probé que, para p > 1, | - HA&}Z)(w) es una norma si y sélo si w
es decreciente (es decir, igual a.e. a una funcién decreciente) en (0,1). A. Haaker
([Hal, 1970) caracteriza la normabilidad de los ARV (w), 0 < p < oo (véase también
[So]) y da algunos resultados parciales para los A%, (w), p < co. E. Sawyer ([Sa2],
1990) da la condicién necesaria y suficiente para que A% (w) sea normado en el
caso 1 < p < oo, X = R", mientras que M.J. Carro, A. Garcia del Amo y J. Soria
([CGS], 1996) hacen lo mismo en el caso 0 < p < oo, u(X) = oo, X no-atémico.

En el caso X = N* (espacios d(f2,p)) no conocemos ningin resultado previo
sobre normabilidad. Salvo en algiin caso aislado, todas las referencias sobre los
espacios d(€2, p) suponen que la sucesién ) es decreciente lo que, en el caso p > 1,
asegura que || - [|4(q,p) €s una norma.

Aqui resolveremos el caso general para un espacio X resonante unificando de
esta manera todos los resultados anteriores e incluyendo los, hasta ahora ausentes,
andlogos para los espacios d(£2,p). En el caso X atémico reduciremos el problema

a R™ y aqui usaremos los resultados ya conocidos.
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Empezamos con resultados generales.
Teorema 5.1. Si 1l <p <oo yw |, entonces | - [[5z () s una norma.

Demostracion. En el caso X no-atémico,

[e'e) 1/p 1/17
Hf+gh§my=(A (u+yffw> =sm)([Qf+mWQ

h*=w
y es inmediata la desigualdad triangular. Por otra parte si X es o-finito cualquiera,

sabemos (método de los retractos) que existe un espacio no-atémico X y una apli-

cacién lineal F': M(X) — M(X) tal que F(f)* = f* (c.f. [BS]) y el resultado se

sigue inmediatamente del caso atomico. 0
El enunciado que sigue da condiciones suficientes de normabilidad.

Teorema 5.2. Sea X o-finito. Entonces,
(i) i1 <p< oo yw€ By, Ai(w) es normable,

(ii) si 0 <p < oo yw € By, AR (w) es normable.

Demostracion. (i) Sip=1y w € By oo = B1,00, existe ([CGS]) una funcién decre-
ciente @ con W ~ W. Se sigue que |2 (%) €s una norma en A (w) equivalente a la
original. Sip > 1y w € By «, €l operdor de Hardy A verifica A : L} _(w) — LP(w)
y se sigue que el funcional ||f|| = [|f**||zr(w) €s una norma equivalente a la cuasi-
norma original.

(ii) Si w € B, se tiene A : L7 (w) — LP*°(w) (véase [So]) y el funcional

IfIl = [|f**||Lp. () €s una norma equivalente. UJ

Observacion 5.3. El funcional ||-||ar. 10 es, salvo casos muy triviales, una norma.
De hecho, si (X, u) es un espacio de medida cualquiera y existen dos conjuntos
medibles E C F C X con 1 < a = W (u(F))/W (u(E)) < oo (siendo w un peso
cualquiera en RT), se tiene ||f + g|[ar.c > | fllar~ + ||gllar~ para f = axg +
XF\E, 9 = XE + axp\g (suponiendo sin pérdida de generalidad que pu(F \ E) <
w(E)). Podemos afirmar que son equivalentes estos enunciados:

(i) || - ||ap-e es un norma.

i) |- are = Cll- 1.

(

iii) La restriccién de W al rango de p es constante.
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Teorema 5.4. Un espacio de Lorentz Ax sobre X o-finito es normable si y solo si
A = A" con normas equivalentes. En particular, todo espacio de Lorentz normable

A es espacio funcional de Banach con la norma || - ||ar.

Demostracion. La suficiencia de la condicién es obvia. Reciprocamente, si A es

normable con una norma || - ||, ésta ha de ser, por el Teorema de Hahn-Banach,

equivalente a || - ||a«= y por el Corolario 4.27, se tiene ||f||a ~ ||f|lao» para toda
funcién f con norma absolutamente continua en A. Como toda |f| € A es limite
puntual creciente de funciones en L§° (las cuales tienen n.a.c. por 3.6 y 3.9) y los
funcionales || - ||o y || - ||a~ tienen la propiedad de Fatou, se sigue que ||f||a = || f]|a~

para toda f € A. Con ello hemos probado la primera afirmacién. Por otra parte es

inmediato comprobar que la norma || - |5~ verifica las propiedades de la definicién
de espacio funcional de Banach (Definicién 4.3). O

Observacion 5.5. Si || - ||o es una norma, entonces (A, || - ||o) es espacio funcional
de Banach y || - |[[a = || - [[a~ (véase [BS]).

A partir de ahora nos dedicaremos al caso X resonante. Veremos como las condi-
ciones anteriores son también necesarias (en el caso atémico). Como consecuencia
inmediata del teorema anterior y del teorema de representacion de Luxemburg

([BS]) tenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.6. Sea X no-atémico, 0 < p,q < co. Si AR? es normable entonces

también lo es A{’, xy) ¥, si || - |azs es una norma también lo es || - HA?&i(x))'

Antes de seguir necesitaremos un elemental lema técnico.

Lema 5.7. Sea A C R medible y w un peso con w = wx (o, 4))- Entonces,
(i) || l[Ax(w) €s una norma si y sélo si || - ||py(w) €s una norma,

(ii) Aa(w) es normable si y solo si Ar(w) es normable.

(193]

Demostracion. Como Aa(w) C Ar(w) la implicacién “si” es inmediata. Para ver

el “soélo si”, supongamos que

ij

j=1

SCYZ:||.]‘AJ'HA/\A('UJ)7 vfla"'?f”ILEAA(w>7
J

AA(’LU)
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y veamos, primero, que se tiene una desigualdad andloga sustituyendo A por
cualquier conjunto Y C R de medida menor o igual que |A|. Por monotonia pode-
mos suponer |Y| < |A|. Entonces existe un abierto G D Y con b = |G| < |A|.
Sea A C A con |A| = by sea o, : A — (0,b) una transformacién que con-
serva la medida (Proposicién 7.4 en [BS]). Como G es una unién numerable de
intervalos, es fécil construir o9 : (0,b) — G conservando la medida. Entonces
o0 =000, : A — G conserva la medida y para cada fi,..., f, € M(Y) C M(G),
las funciones f; = fj oo € M(A), j = 1,...,n, verifican f;‘ = f;, Vivy
(fi+-+f) = (fri+---+ fn)* Porlo tanto

I+ fallay ) = 1F+ -+ Fallas) S C Y Ifilane) = C Y Ifillay w)-
J J

Si ahora fi,..., f, son funciones cualesquiera medibles en R y elegimos Y C
{fi+-+fal = (fi+-+ f2)*(JA])} con |Y| = |A], por tener w soporte en
(0,]A|) se verifica

Hfl +"'+anAR(w) = H(fl + - +fn)XYHAIR(w) = ‘ ijXY

Ay (w)

y se sigue, por lo probado arriba, que
v+ fallaney S C D Nixvllay ) < C D fillascw)-
J J

Si C' = 1 se concluye que || - || A, (w) €s una norma. Si 1l < C' < oo, la desigualdad
anterior prueba que Ar(w) es normable (el funcional N definido en 4.39 seria una

norma equivalente, por ejemplo). 0
El siguiente resultado caracteriza la normabilidad en el caso X no-atémico.

Teorema 5.8. Sea (X, ) un espacio de medida no atdmico, 0 < p < 00, w =
WX (0,u(x))- Entonces:

(i) |- HN;((UJ) es una norma sty soélo sip > 1, w |.

(ii) A% (w) es normable si y sdlo sip > 1, w € By .

(iii) || - ||A§5°°(w) no es una norma (salvo si u(X)=0).
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(iv) AR (w) es normable si y sélo si w € B,.

Demostracion. La suficiencia de las condiciones ya ha sido demostrada en 5.1, 5.2
y 5.3. Para ver la necesidad usamos el Corolario 5.6 y el Lema 5.7 para concluir
que podemos sustituir el espacio X por R. Entonces (i) se sigue de [CGS] y [Lo];
(ii) de [CGS] y [Sa2]; (iii) de la Observacién 5.3 y (iv) se sigue de [So]. O

Normabilidad de los espacios d(£2, p).
Resolveremos ahora la cuestién de la normabilidad para el caso de los espacios
de Lorentz de sucesiones d(€2,p) y d*°(€2,p). El primer resultado trata el espacio

fuerte.

Teorema 5.9. Sea Q = (92,,)02, C [0,00).
(i) Si0<p<1, ||-|aq,p es unanorma siy sélo si Q= (€,0,0,...).

(ii) Sil<p<oo, | -l|aqp esunanorma siy solo sifl].

Demostracion. La suficiencia en (i) es obvia y en (ii) ya ha sido probada en el
Teorema 5.1. Veamos que si || - || g(q,p) s una norma ha de ser Q |. Paran € N, t €
(0,1),sea f =(1,1,...,1,¢,0,0,0,...) (esdecir f(0)=---= f(n)=1, f(n+1) =
t, f(k) =0,k >n+2)yseag=(1,...,1,¢,1,0,0...) (es decir intercambiando
las posiciones n y n+ 1 de f). Entonces,

1
1 fllacrm = lglla@p = (R0 + -+ Qp + 170, 11) "

1f + gllagp = (2PQ0 + -+ 2PQu_1 + (1 + )P (Qy + Qng1))

1/p
De la desigualdad || f + glla,p) < I fllagp) + [19lla,p) se sigue

2 — (1+1t)P
1+ t)p — 2vtp

n

Qn—|—1 S (

y haciendo tender t hacia 1 obtenemos 2,41 < §,, vy (ii) queda probado.
Supongamos ahora que || - || ) €s una norma y p < 1. Entonces (Observacién
5.5) coincide con la norma del biasociado que, por el Teorema 4.16(i), es igual a
I+ llyg@aye siendo G = 9%, G = (Shoo )" = (i )7, n=1,2,...
Aplicando esta desigualdad de normas a la sucesién f = (1,¢,0,0,...), t € (0,1),

se obtiene

1 1
(Q+72)Y? = | fllapy = | Flla@.nyr < 1 lla@ay = 20/ +H((Q0+20) /7 —025'7).
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de donde
(Qo + t7Q) /P — QP
t

< (C < 0.

Si 21 # 0 el limite, cuando t — 0, de la parte izquierda es 400, asi que ha de
ser {33 = 0 y, como ya se ha probado que la sucesién es decreciente, se tiene

Q,=0,n>1. O
Veamos ahora la normabilidad de los espacios d(€2, p).

Teorema 5.10. Sea Q = (€,)52, C [0,00) y denotemos W,, = >} _ O, n =
0,1,2,...

(i) Si0<p<1,d(S,p) es normable siy sélo si Q € (.

(i) d(€2,1) es normable si y sdlo si

W, W,
<

< , 0<m<n.
n+1 m+1

(1ii) Sil <p< oo, d(2,p) es normable si y sélo si

n

1 1
- 1/p§0”7:/p. n=0,12,...
kZOWk Wn

Es decir, si p < 1, d(,p) no es normable salvo en el caso trivial Q € ¢!y

entonces d(£2,p) = £>°.

Demostracion. (i) Si Q € ¢4, d(Q,p) = £*° y no hay nada que probar. Reci-

procamente, si d(£2,p) es normable, || - |4 )~ €s una norma en este espacio (Teo-
rema 5.4) que esta mayorada por la norma de d((NZ,l) con Qy = Q(l)/p, Q, =
(>reo Qk)l/p —( Z;; Qk)l/p, n =1,2,... (véase la demostracién del teorema

anterior). Se tiene asi la desigualdad,

(ggm)mn)”p < ogjogm)ﬁn, gl.

Sir=1/p > 1 la expresién anterior es equivalente a

o Qn
S = sup E”_Og(nl 7y < 0o
gl (Yoo g(n) )
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Por el Teorema 1.6.11,

/I p/(1—p) 1-p
s=([ (%) )
0 w

con w = Y 070 QX pt1), W(t) = fgw v andlogamente w, W. Usando que
W € Ay (porque d(2,p) es cuasi-normado), se comprueba sin dificultad que el
w

integrando arriba es comparable en cada intervalo [n,n + 1) a la funcién 3. Se

tiene asi

< w W (o0)
— =] <
/1 i ogW(l)NS<oo,

lo que implica w € L' y Q € ¢,

(ii) y (iii): Sea w(t) = Y p- o QuXkk+1)(t), t > 0. Entonces la condicién del
enunciado implica w € B o (c.f. Teoremas 6.5 y 6.18 del Capitulo 1) y por el
Teorema 5.2, d(2, p) = Af. (w) es normable. Par ver el reciproco sea f > 0 una
sucesién decreciente en d(2,p). Si n > 1 definimos g, = Z?Zin f; donde, para

cada j € N*, f;(k) = f(k+ j)X{x>—j;}(k), £=0,1,2,... Entonces

(5.11) lgnlla.p) < C D fillay < @+ 1)Cl flagp:  Yn,

j=—n
y por otra parte se tiene g,, > (f(O) + -+ f(n))X{O,...,n} por lo que ||gnlq0,p) >
(f(O) + o+ f(n)) ||X{07""n}Hd(Q,p) = (f(O) ot f(n))Wi/p. Combinando esto

ultimo con (5.11) se obtiene
Aaf (MW" < 20| fllagp) = 20 fllere),  nEN, £,

lo que equivale a la acotacién Ay : ¢ (Q) — 7>°(Q2). Ahora del Teorema 1.6.13

dec

se siguen las condiciones en el enunciado. U
Para terminar caracterizamos la normabilidad en el caso débil.

Teorema 5.12. Sea 0 < p < o0, Q = (2,)52, C [0,00) y denotemos W,, =
Sor—o S, n=0,1,2,... Entonces:
(i) |- lla(,p) €5 una norma si y solo si 2 = (€0,0,0,...)

(ii) d>°(£2,p) es normable si y sdlo si

n

1 1
3 1/pgcnt/p, n=0,1,2,...
k:OWk Wn
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Demostracion. (i) es consecuencia de la Observacién 5.3. Para ver (ii) basta ob-

servar que la normabilidad de d*° (£, p) es equivalente a la acotacién

(5.13) Ag : IH2(Q) — 1 (Q),
ya que si (5.13) se tiene, entonces || f|| = ||Aaf*[|¢r.(q) es una norma en d> (€2, p)

equivalente a la cuasi-norma original y si d*°(2,p) es normable, exactamente el
mismo argumento usado en la tltima parte de la demostracion del teorema anterior
(s6lo hay que cambiar || f|q,p) Por || f|la(a,p)) prueba (5.13). Aplicando ahora

el Teorema [.6.16 se concluye la demostracion. U

6. OPERADORES EN ESPACIOS DE LORENTZ

En esta seccién (X, u), (X, 1) serén espacios de medida o-finitos (aunque esto no
es necesario en los teoremas de interpolacién) cualesquiera. Deduciremos teoremas
de interpolacién para los espacios AR?(w). En algin caso (Teorema 6.3) no se
necesitara ninguna condicién sobre el peso w. En el resultado mas general (Teorema
6.5) hara falta sin embargo, que los espacios sean cuasi-normados (W € Ay(X)).
Se vera que el comportamiento, en cuanto a interpolacién se refiere, de los espacios
A% (w) es totalmente andlogo al de los L7 y de hecho el Teorema 6.5 no es més
que la version del teorema general de Marcinkiewicz adaptada al contexto de los
espacios AP%(w).

Para finalizar, veremos como algunos de los resultados del Capitulo 1 sobre
acotacién de operadores orden continuos se extienden en el contexto de los espacios
de Lorentz.

Empezaremos recordando algunos conceptos relacionados con el método real de
interpolacion. En esta seccién llamaremos reticulo funcional a cuaquier clase A

formada por funciones medibles (en un espacio de medida dado) y definida por

A={f:|fla<oo},

donde || - ||4a es un funcional no negativo que actia sobre las funciones medibles

y verifica [[rflla = 7l flla, r > 0,y [flla < llglla st |f(z)] < lg(z)] ae. z. En

particular los espacios de Lorentz A%?(w) entran en esta categoria. En lo que
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sigue A, B, Ay, A1, By, B1 denotaran reticulos funcionales cualesquiera. Escribire-
mos A~ Bsi A=By | |la~]| |- Recordemos la definicién del funcional K
asociado al par (Ag, A1). Para cada funcién f € Ag + A; éste estd definido, para

t > 0, por
K ,t,A 7A — .I].f +t 1)

donde el infimo se toma sobre todas las descomposiciones f = fo+ f1, fi € A;, i =
0,1. Escribiremos simplemente K (¢, f) si el par (Ao, A1) es sobreentendido. Las
propiedades relevantes de K son

(i) K(rf,t)=rK(f,t), r>0,

(i) [fl <lgl = K(f,t) < K(g,1),

(i) A; =~ B;, i =0,1= K(f,t, Ay, A1) =~ K(g,t, By, B1)-
Las propiedades (i) y (iii) son inmediatas mientras que (ii) puede verse en [KPS].
Para cada 0 < # < 1, 0 < ¢ < 00, se define la siguiente “norma”en Ay + Aj:

S 0 th 1/q
1 £l A0,41)6., = </0 (t"K(f,t, Ao, A1)) 7)

(sup, t K (f,t, Ag, A1) si ¢ = c0). Como es natural se define entonces el espacio

(Ao, A1)oqg = {F € Ao+ A1 = IFlap.r)a, < 00}

Diremos que el operador T, definido en Ay + A; y con valores en By + By, es

cuasi-aditivo si existe k£ > 0 tal que

T(f +9)(@)| < k(T f(2)| +|Tg(x)]) ae. z,

para todo par de funciones f, g, f+¢g € Ay + A;.
El resultado fundamental de la teorfa (su demostracién es inmediata) puede

enunciarse entonces como sigue.

Teorema 6.1 (método K). Sea T un operador cuasi-aditivo definido en Ag+ Ay

que verifica:
T . AO — Bo,

T : A — Bj.
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Entonces, para 0 < 0 <1, 0 < q < 00, se tiene,
T : <A07A1)9,q B— (BO7BI)9,q~

La tarea ahora consiste en identificar el espacio (Ag, A1)g,q 0, equivalentemente,
el funcional | - |[(4,,4,),, en funcién de Ag, A; cuando son espacios de Lorentz.
Como veremos || - ||(4,,4,),, Serd, bajo condiciones adecuadas, equivalente a la

) »q

“norma”de un cierto espacio de Lorentz. El resultado clave es el siguiente.

Teorema 6.2. Si0<p< ooy fe M(X),
K(f,t,A%(w), L®(X)) = K(f*,t, LP(w), L>(w)), t>0,

con las constantes implicitas en el simbolo ~ dependiendo sélo de p. En particular,

para 0 < 0 <1,0<q< o0,

(A&(w),LOO(X)) ~ Ai’q(w)

0,9

donde,

]|
=

Demostracion. Si f = fo+ f1 con fo € A5 (w), fi € L™(X), se tiene f*(s) <
fo(s) + f1(0) = f5(s) + | fillLe=(x), s > 0. Por lo tanto,

K(f*t, LP(w), L= (w)) < |5 llLrw) + tll fill Lo xy = I follaz )+t fill Lo x)-

Tomando el infimo sobre todas las descomposiciones f = fo+ f1 € A% (w)+L>(X)

se obtiene,

K (f,t, I (w), L= (w)) < K (f,t, N (1), L (X)),

Para probar la desigualdad contraria, si f € M(X), t > 0sea a = (f*)5(tP) y

sean

fo = (f - a%)xmm}, fo=f—fo.
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Entonces (f§)5 = ((f*)i — a)Xjo,») mientras que fi < a. Como f = fo+ f1 se

tiene
K(f,t, A% (w), L2(X)) < |l follaz ) + tlfill Lo x)
< | follze(w) +ta

= [[(f5)%],, + ta

_ (/Ot ((F)5(s) —a)pds) v (/Ot apds)l/p
<[ ) ((f*)fU(s))pds)l/p-

Como la ltima expresion es equivalente a K (f*, ¢, LP(w), L (w)) (véase [BL]), la
primera parte del enunciado queda probada.
La segunda parte es consecuencia inmediata de la primera. En efecto, como la

“norma”en (A% (w), L= (X)) . estd definida a partir del funcional K se tendra,

07

HfH(AI))((w),L‘X’(X)) = Hf H(Lp(w)7L0°(w))

0,q 6,q

y la dltima “norma”es (véase [BL)),
1 [Leawy = [1f1 Az w)- D
Una consecuencia del ultimo resultado es el siguiente teorema de interpolacién
con L>(X).

Teorema 6.3. 5i 0 < p,p < oo y T es un operador cuasi-aditivo en A% (w) +

L>(X) tal que,
T : LX) — L™(X),

T2 A% (w) — AR (),

entonces para q,q € (0,00) verificando q/p = q/p > 1, se tiene
T : AY (w) — AL (w), 0<r<oo.
Demostracion. El argumento desarrollado al principio de la demostracién del re-
sultado anterior para probar la desigualdad
K(f*t,LP(w), L®(w)) < K(f,t, A% (w), L™(X)),
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funciona exactamente igual si se sustituyen los espacios L? (w), A% (w) por LP*°(w)
y Ag(’oo(u_)) respectivamente. Por lo tanto se sigue igualmente (con 1/g = (1—80)/p)

que (véase [BL)),
HTfHAj'?”(w) - H(Tf)*HLW(w) - H(Tf)*”(Lﬁ,OO(w),LOO(w))

< HTfH(Aﬁ,OO(w)’LOO)

0,r

0,r

y el resto es consecuencia del Teorema 6.1 y el Teorema 6.2. U

Observacion 6.4. Notese que en los dos tltimos enunciados no hace falta que los
espacios de Lorentz que intervienen sean cuasi-normados.

Si se impone la condicién de que los espacios sean cuasi-normados (es decir
W € As) se puede usar el llamado teorema de reiteraciéon para obtener un resultado

mas general y analogo al teorema de interpolacion de Marcinkiewicz.

Teorema 6.5. Sea 0 < Dis Qiy Diy @i < 00, 1 = 0717 con po 7& D1, Po 7é p1 Y sea T

un operador cuasi-aditivo definido en A5% (w) + AK? (w) verificando
T : AR (w) — A])B—g’qo (w),
(w

T : A" )—>A§g@1(w).

Supongamos W € Ay (X), W € Ay(X). Entonces, para 0 < 0 < 1,0 < r < oo,

T : AY (w) — A];—(’T(’J)),

donde

1 1-6 6 1 _1-6 6
= = +—=, —=—t—.

P Po PP Do P1

Demostracion. Sea 0 < s < min{pg,p1} y témense 0y, 0; € (0,1) tales que 1/p; =
(1—-10;)/s,i=0,1. Entonces, del Teorema 6.2 se sigue,

(Aé’?v% (w)’ AI))(vaI (w))e,r ~ ((Ag( (U)), L= (X))907QO’ (Ai— (w)’ L= (X))Gh(ll)e 7“.
Pero la hipdtesis W € Ay(X) implica que A% (w) es un espacio cuasi-Banach (igual
que L>*°(X)) y se puede aplicar el teorema de reiteracién (Teorema 3.11.5 en [BL]

por ejemplo) para identificar el espacio de arriba. Este es:

(A% (w), AR (w)), |
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con n = (1 —0)0y + 00;. Aplicando ahora otra vez el Teorema 6.2 obtenemos

finalmente,

(AR 1), AR (), & A ()

9,
ya que (1 —n)/s=(1—60)/po+ 0/p1. El mismo argumento vale para los espacios

A’;"ﬁ (w) y andlogamente,

(AT (w), AR (w)), = AR (w).

El enunciado final es ahora consecuencia del Teorema 6.1. ]

Observacion 6.6. J. Cerdd y J. Martin ([CM]) han probado, con ciertas condiciones

en los pesos wq, wy que,
K(f,t,ApO’TO(wo),Apl’” (w1)) ~ K(f*,t,LpO’ro(wo),Lpl’rl (wl))

para 0 < pg,p1,7re,r1 < 0o. Ello les permite obtener un teorema de interpolacion

méas general que el anterior al incluir casos del tipo

T o (AR (wp), AR (wy)) — (AZ® (o), AZT (1)),

con wy # w1, Wy F Wy.
El siguiente enunciado, consecuencia directa del Teorema 6.5, es el equivalente

del teorema de interpolacion Marcinkiewicz.

Corolario 6.7. Sea 0 < py < p1 < o0, W € Ax(X),W € Ax(X). Si T es un

operador cuasi-aditivo en AR (w) + AR} (w) tal que,

T : Agg(w) — A?—?’OO(’LD),

T : AR (w) — AI}(I’OO(ID),

entonces,

T : A% (w) — A% ()
para pg < p < p1.
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Operadores orden continuos en espacios de Lorentz.

Antes de finalizar el capitulo extenderemos algunos de los resultados sobre
acotacién de operadores orden continuos vistos en la la seccion 2 del Capitulo
1. Se trata de enunciados que garantizan, en algunos casos, la acotacién de un
operador entre espacios de Lorentz si ésta se da sobre funciones caracteristicas.

El primer enunciado (desigualdad fuerte) es una generalizacién del Corolario

[.2.14.

Teorema 6.8. Sea L C M(X) una clase reqular y T : L — M(X) un operador

sublineal orden continuo. Si 0 < py <1, po <p1 <oo yw; € B se tiene

P1/P0,007

la desigualdad

(6.9) 1T fllaz2 () < ClFI Az () felL,

st y solo si existe Cy < oo tal que
755 320y < Collxolgpy: X € L

Demostracion. Supondremos vélida la ultima desigualdad y probaremos (6.9). Por
monotonia, es suficiente hacerlo con f > 0 simple. Procediendo como en la de-

mostracion del Teorema 1.2.13,

o0
_ —1 Po
7125 0y = W”WWyWWSMAPW°WW»M”‘“MmW,
X 1

Pero la condicién w; € By, /py,00 implica que || - || AP1/70 es equivalente a una

wl)
norma funcional de Banach (Teorema 5.2) y se sigue,

> 1 Po
TSI, <aézmmuﬁamﬂH@mwﬂ
_ > po—1 po
= [t T [
< C1Cy° / potp071||x{f>t}Hi%<o(wo)
0
= CPo / pot? T Wo (Ag(t)) dt
0
_ CponHApo(w ) ]
Usando la misma idea se demuestra un resultado analogo para el caso débil:
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Teorema 6.10. Sea L C M(X) una clase reqular y T : L — M(X) un operador
sublineal orden continuo. S10 <pg <1, 0 <p; < oo ywy € By, /p,, se tiene la

desigualdad
1T f Az uwyy < CIFIAZO () feL,

st y solo si existe Cy < oo tal que

HTXBHA?’OC(wl) < COHXBHAg’Co(wO)’ xs € L.

Podemos combinar los resultados anteriores con el teorema general de interpo-
lacién (Teorema 6.5) para obtener una generalizacién del teorema de Stein y Weiss

sobre operadores de tipo débil restringido.

Teorema 6.11. Sea 0 < po,p1,90,q1 < 0, Po # P1, Qo 7# q1 Y Supongamos

que T : (AR (w) + AR (w)) — M(X) es un operador sublineal orden continuo

verificando
HTXBHAQ(),OO(ID) S COHXB”APO('M))7 B C X,

HTXBHAQLOO(@) < Cilxslari(w)y, BCX.

Entonces, si W,W € A,, se tiene

T : A (w) — AL (w), 0<r<oo,
51
1 1-6 0 1 1-6 0
- = + —, - = + —, 0<0<1.
p Po b1 q do 0

Demostracion. Si W € Ay existe t > 0 tal que w € By (véase [CGS]). Como las
clases B), son crecientes en p, existe un indice r € (0,1) con r < p;, i = 0,1 y tal

que w € By, /r, © = 0,1. Dado que ||XBHAPi = Cpi,rHXBHApi,T, B C X, se tiene
HTXB”Aqi,oo(w) < CZ{HXBHA%T(w), BCcX, +=0,1.

Pero AP7 (w) = A" (w;) con w; = WT/Pi~lyw (Observacién 2.6) y del Teorema 6.10

se sigue
T : A" (w) — AL (w), i=0,1.
Aplicando entonces el Teorema 6.5 se obtiene el resultado final. O

104



Observacion 6.12.

(i) Dado que HXBHAPi = C'pl.,rHXBHA%T, B C X, el teorema anterior sigue
siendo vélido si se sustituyen los espacios de partida APi(w) por AP»"i(w) con
0<r <oo,i=0,1.

(ii) Un resultado andlogo se verifica, sin la hipdtesis W € A, si sustituimos
el espacio AP*(w) por L>= y con 1/p = (1 — 6)/po. Ello es debido a que, en este
caso, puede usarse el Teorema 6.2 (que no necesita esa hipdtesis) para identificar

el espacio interpolado de partida.
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CAPITULO 3

EL OPERADOR MAXIMAL DE HARDY-LITTLEWOOD
EN ESPACIOS DE LORENTZ CON PESOS

1. INTRODUCCION

En el capitulo anterior hemos introducido y estudiado los espacios AR (w) de
Lorentz sobre un espacio de medida (X, p) arbitrario. En este capitulo nos interesa
el caso en que X es el espacio R" y la medida viene dada por un peso: du(z) =
u(x)dx. Si u = 1 denotaremos este espacio como AP(w) y nos referiremos a
él simplemente con el término “espacio de Lorentz” (en R™). En el caso general
usaremos la notacién AP9(w) y a estos los llamaremos espacios de Lorentz con
pesos. Investigaremos acotaciones del operador maximal de Hardy-Littlewood del

tipo
(1.1) M : AP (w) — AL (w)

y, su versiéon débil, M : AP (w) — AP>°(w). Nuestro objetivo serd encontrar condi-
ciones necesarias y/o suficientes en los pesos u y w (en R™ y R respectivamente)
para garantizar (1.1) o alguna de sus variantes. De hecho, obtendremos algin

resultado vélido en el caso no diagonal
(1.2) M AR (wo) — ALV (wy).

Si w =1, la acotacién (1.1) equivale a M : LP(u) — LP(u) y este problema fue
resuelto por Muckenhoupt ([M]) dando lugar a la condicién u € A,, 1 < p < 0.
En el otro extremo, si u = 1, la caracterizacién de (1,1) es equivalente a la de la
acotacién del operador de Hardy A : Lf_ (w) — LP(w) y fue obtenida (p > 1)
por Arino y Muckenhoupt ([AM1]). La condicién es, en este caso, w € B, (véase

la seccién 6 del Capitulo 1). El problema (1.2) (y la correspondiente acotacién

fuerte) cuando wop, wy son pesos potencia (w;(t) = t*¢) se reduce a M : LP*% (uy) —
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LPr% (y) y fue resuelto en algunos casos por Chung, Hunt y Kurtz en [CHK] y
[HK] (véase también [L]). La solucién del caso general diagonal (1.1) ha estado
abierta hasta ahora, aunque hay resultados parciales de Carro-Soria ([CS3]) y de
Neugebauer ([Ne2]). En este capitulo encontraremos una caracterizacién de la
acotaciéon (1.1) (Teorema 3.8) y daremos condiciones necesarias o suficientes para
la desigualdad débil.

El plan del capitulo es como sigue. En la secciéon 2 se deducen resultados de
caracter general que seran de utilidad en todo lo que va a seguir. Por ejemplo,
aqui probamos que el peso u no puede ser integrable y, también, caracterizamos
la acotacién (1.2) sobre funciones caracteristicas. En la seccién 3 resolvemos el
problema (1.1) en su mayor generalidad. De hecho, probamos (Teorema 3.8) que
se tiene (1.1) si y sélo si existe g € (0,p) tal que

W(U(Uj Q) < O max [|Q_jqq
W(U, B)) = LiE

para toda familia finita de cubos y conjuntos (Q;, E;); con E; C @;. En muchos

casos, ademads, esta condicion se simplifica. Entre otros resultados, demostramos
aqui que, aunque el peso w en (1.1) ha de estar en alguna clase B, el peso u no
tiene porqué estar en A,,. De hecho, probamos que existen soluciones de (1,1) con
pesos u no doblantes. En la seccion 4 estudiamos la desigualdad débil. Aqui usamos
un resultado de Carro-Soria, el Teorema 4.1 (que da una condicién necesaria para
la desigualdad débil (1.2) en el caso mds general), para deducir ciertos resultados.
Por ejemplo, probamos que si ug = u; = u € Ay, la acotacién (1.2) es equivalente
al caso ug = u; = 1 que esta caracterizado. Desarrollamos también en esta seccién
algunas condiciones suficientes. Finalmente, en la seccién 5 damos dos aplicaciones
de los resultados obtenidos anteriormente. Se completan aqui los casos que todavia

estaban pendientes en el problema
M : LP%u) — L"*(u)

y se da la solucién de (1.2) en el caso en que ug = u; = u es un peso potencia.
Notaciéon 1.3. Ademas de los convenios y simbolos adoptados en los dos
capitulos anteriores, usaremos estos otros. Las letras u,ug,uq,... designaran pe-

sos en R™. Estos seran funciones medibles no negativas, no idénticamente nulas e
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integrables sobre conjuntos de medida finita. Si A C R™ es medible, denotaremos

por u(A) la medida de A en el espacio X = (]R”, u(m)dx), es decir,

u(A) = /A u.

La funcién de distribucién, en este espacio, de f € M(R™) vendrd denotada como
A% y la reordenada decreciente como fy;. AL4(w) serd el espacio de Lorentz
A% (w). Siw = 1 escribiremos simplemente AP?(w). Asi, la “norma” de f en

el espacio de Lorentz con peso AP (w) vendra dada por

I llaz ey = [/OOO (fa(®) w(t) dt] v

y, en el espacio débil,

| £l az> (1) = sup WYP@)fr(t) = supth/p()\“( ).
t>0 t>0

Recordamos que w es un peso en RT con soporte en [0, u(R™)] y que
t
0§W(t):/ w < oo, t>0.
0

Lo mismo vale con las letras wg, w1, . . . Finalmente, el operador maximal de Hardy-

Littlewood M viene definido por

Mf(z) = = sup |Q‘/ Ifl,  xeR" fe M(R"),

donde el supremo se toma sobre todos los cubos ) con lados paralelos a los ejes.

2. GENERALIDADES

Se sabe que la reordenada decreciente de M f respecto a la medida de Lebesgue

es equivalente (c.f. [BS]) a la funcién f**

(2.1) (Mf)“(8) = [ (t) = Af*(t), >0

Como toda funcién positiva y decreciente en RT es igual a.e. a la reordenada de
una funcién medible en R™, se deduce que la acotacién M : AP(w) — AP*°(w)
(resp. M : AP(w) — AP(w)) es equivalente a la acotacién A : L (w) — LP>(w)
(resp. A: LY (w) — LP(w)). Como sabemos, la condicién necesaria y suficiente
para ello es (c.f. la seccién 6 del Capitulo 1) w € Bj, o (resp. w € B,). En el
otro extremo, cuando w = 1, la acotaciéon M : AE(w) — AP°°(w) no es méas que
M : LP(u) — LP*°(u) cuya caracterizacién (para p > 1) es u € A, la clase de

pesos de Muckenhoupt (véase [M], [MW], [CF]). Esto motiva la siguiente definicién.
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Definicién 2.2. Si 0 < p < oo escribimos w € Bp(u) (respectivamente w €
By oo(u)) si se da la acotacion M : AP (w) — AL (w) (resp. M : AP (w) — AL (w)).

También escribiremos u € A,(w) si M : AP (w) — AP (w).

Es decir u € Ay(w) & w € By, »(u). Es claro entonces que A,(1) = 4,, 1 <
p <00,y que By(1) = By, Bpoo(l) = By, 0 <p < oo. Por otra parte, dado que
AP C AP°, se tiene siempre By, (u) C By oo (u), 0 < p < co. Con esta terminologia
nuestra tarea consistird en determinar las clases By(u) y Bpoo(u) para la mayor
cantidad posible de pesos u o, desde otro punto de vista, determinar las clases
A, (w) para la mayor cantidad posible de pesos w.

También debido a (2.1), el caso no diagonal (con u = 1) es igualmente simple: la
acotaciéon M : APo-9 (wg) — AP19 (wy) es equivalente a la acotacion del operador
de Hardy A : L1229 (wg) — LP% (wy) que estd caracterizada en la mayoria de los
casos (véase la seccién 6 del Capitulo 1).

Surge la pregunta de si existe una expresién andloga a (2.1) cuando la reorde-
nada f* se considera respecto a un peso u # 1, es decir, si (M f)#(t) =~ Afi(t) o
(Mf)i(t) < CAfx(t) (o expresiones similares) cuando u es un peso en R™ veri-
ficando condiciones adecuadas. Carro-Soria han estudiado esta cuestién en [CS3]
(véase también [LN1] y [LN2]) y obtienen que (M f): ~ Af¥ siy sélosi u ~ 1
y (Mf) < C’(Af;p)l/p siysblosi M : LP(u) — LP>°(u), p > 1 (es decir si
u € Ap). El resultado que sigue generaliza lo anterior al caracterizar la acotacién

M : AP (w) — AP>°(w) en términos de una expresién del tipo (2.1).

Teorema 2.3. Si 0 < p < oo se tiene la acotacion M : AP (w) — AL (w) siy

solo si

t 1/p
L < C g [ Ge] L 0 pemen.

Demostracion. La desigualdad del enunciado implica

1/p

WWWXMﬁmwscLA(ﬁfﬂ < Olflarwy  t>0.

o, equivalentemente, || M f|| sr.o () < C||flaz(w)- Esto prueba la suficiencia de la

condicion. Reciprocamente, supongamos M : AP (w) — AP>®°(w) y sea f € AP (w).
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Sif = fo+ f1 con f; € L* se tiene para t > 0,
(M f) (&) < (M fo)s(t) + (M f1),(0)
< WHP)IM follaz= () + M fill oo (u)
< CWP() (|| follaz.wy + WP f1ll oo )
y tomando el infimo sobre todas las descomposiciones f = f; + fy se obtiene

(2.4) (MF)a(t) < CW P K (f,WYP(t), AL (w), L (u)), t > 0.

Por el Teorema 6.2 del Capitulo 2 el funcional K anterior es equivalente a

K(fr,WYP(t), LP(w), L>®(w)) que a su vez es equivalente (véase [BL]) a la ex-

/ o () e [l "

Combinando esto 1ltimo con (2.4) se obtiene la desigualdad del enunciado. O

presion

Observacion 2.5. El mismo argumento se puede desarrollar en el caso no diagonal,
(2.6) M : Aﬁg(wo) — APV (wy)

para concluir que (2.6) es equivalente, si 0 < pg, p1 < 00, a la desigualdad
1 WPo/P1(y) ) 1/po
* * |k 0
(M), (1) < [Wm . / (o) o,

El siguiente resultado da una condicién necesaria y suficiente para tener la de-

sigualdad débil,
IM fllazs > wyy < ClFIAZS (o)

sobre funciones caracteristicas f = xg, £ C R™.

Teorema 2.7. Sea 0 < po,p1 < co. Entonces se tiene

HMXE”Aﬁll,oo < C||XEHAz%(wO), E C R™ medible,

(w1) —

st y solo si para toda familia finita de cubos (Qj)}]:1 y toda familia de conjuntos

medibles (E;)7_, con E; C Q;, Vi, se verifica

j=1
Wy (ui1(U; @y)) <0 Q]

1/po - max
W™ (uo (U; E3)) ’

(2.8)
|Ej|
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Demostracion. Para ver la necesidad consideramos f = yg con F = Uj E;. Si
1 1Qj] 1 || . )
t > 0 es tal que ; > max; ] entonces Q5] fQj > [ >ty se tiene QQ; C

{Mf > t}. Esto vale para todo j =1,...,J y asi, U]. Q; C {Mf >t}. Con ello,

1

WP (u UQg<t1mOEND<WNMWM—‘V% UE

y se sigue que

Como en este argumento % > max; 1%: es arbitrario, queda probada la desigualdad

(2.8).

Reciprocamente, supongamos que se da la desigualdad (2.8). Por monotonia,
ésta se cumple también si las familias (Q;);, (£;); son infinitas numerables. Si
f=xg € MR") yt > 0, para todo x € {Mf > t} existe un cubo @ con
r € @ y tal que ﬁ fo = % > t. Con nuestra definicién de M se tiene
Mf(y) >t Yye Qyasi, Q C{Mf > t}. Reiterando este proceso obtenemos una
familia finita o numerable de cubos (Q;); tal que {M f >t} =J; Q; y verificando
(con E; = ENQj) ;gﬁ >t, j=1,2,... Entonces ¢t < inf; Igjll = (supj \%:) y
se tiene, aplicando (2.8),

th/pl ()\'Lbl (t )) < Wol/po (UO(UEj)) < Wol/po (uo(E))

~Y

Tomando ahora el supremo en ¢ se obtiene

1M Fllaz =y < CWo™ (uo(E)) = Cliflazo (e O

Observacion 2.9. En la condicién 2.8 se puede suponer que los conjuntos (E;), son
disjuntos. En efecto, para toda familia finita de cubos (Q;); existe una subfamilia
(Qj,)r formada por cubos disjuntos y tal que |J; Q; C U, @Qj, donde cada Qj,
es un dilatado de @)j, con lado tres veces mayor (véase [St] por ejemplo). Los

conjuntos (Ej, ), son entonces disjuntos y si la condicién se cumple en este caso,
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se tiene

VV11/p1 (ul(Uj Qj)) < Wll/pl (ul(U’f j’f)) < C'max ‘Q;J

Wo/P (uo(U; B)) ~ W™ (uo(Uy Es)) — F |Ead
< CC,, max |ij‘ < C(C), max @
k| Ej| i |Ejl

Corolario 2.10. Si M : AP° (wg) — AP}>°(w1), 0 < po,p1 < 00, entonces

Wll/Pl (’LLl(Q)) < CW()l/Po (”LLO(E))
Q| B |E] ’

para todo cubo @ C R™. En particular Wy(t) >0, t >0 y ug(x) >0 a.e. x € R™.

E CQ,

Las dos proposiciones que ahora siguen son consecuencia de los dos tultimos

resultados.

Proposicién 2.11. Sea 0 < po,p1 < 00 y supongamos que M : AL (wg) —

APV (wy). Entonces [g, ug = oo.

Demostracion. Por el Corolario 2.10 se tiene, para todo cubo @,

@ - Wol/po (UO(E))

. @ = W )

, FECAQ.

Supongamos fRn ug = up(R™) < oo y llegaremos a una contradicciéon. En efecto,

sean a € (0,u1(R™)) y b € (0,1) tal que

W7 (buo(R™))

<57 ™
Wi/ (a)

Entonces, si u1(Q) > a, la desigualdad Zggg% < b implica, por lo anterior,

1Bl _ oW/ (uo(B) _ ( Wo'™ (buo(R™))

5™,
QA= W @) T W@

Es decir, si @ es un cubo cualquiera con u;(Q) > a,
(2.13) ECQ, |E|>5"Q| = uy(E) > bup(Q).

Ahora sea Qo un cubo con u1(3Qy) > a (para cada cubo Q, kQ, k = 2,3,...

denota un cubo con el mismo centro que @ y lado k veces el de @)). Sea Q C 3Qo
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un cubo con interior disjunto de Qg y tal que |Q| = |Qo|. Entonces 5Q O 3Qo y
asf, u1 (5Q) > a y se tiene por (2.13),

uo(Q) > bug(5Q) > bug(Qo)-

Por lo tanto, up(3Qo) > uo(Qo) + uo(Q) > (1 + b)ug(Qo) = aup(Qo), donde
a =1+b> 1. Por el mismo argumento, uo(9Qo) > aug(3Qo) > a?ue(Qo) v,
en general, up(3"Qo) > a"up(Qo). Puesto que lim,, up(3"Qp) = uo(R™) y o« > 1
se sigue ug(R™) = oo (nétese que ug(Qo) > 0 por (2.12)) en contradiccién con la
suposicién original. U

Proposicién 2.14. Sea 0 < pg,p1 < 00. Si M : AP°(w) — AP1:>°(w), entonces

p1 < po. Si, ademds, [w = co, entonces p1 = po.
Demostracion. Por el Corolario 2.10, sabemos que se verifica
WHRH (u(Q) < €
para todo cubo Q C R", lo cual, teniendo en cuenta la Proposicién 2.11, implica
Wwiin=tl/vo(py <, r>0.
Como lim;_,o W(t) = 0, se deduce que p1 < pg. Si [w = 00, limy_,oo W(t) =00y
la desigualdad anterior sélo es posible si pg = p;. U
Proposicién 2.15. Sea 0 < p,q,7 < c0. Si M : AP9(w) — AP"(w) entonces
r>q.

Demostracion. |f| < Mf para toda f € M(R™) y la acotacién del enunciado
implica AZ?(w) C A" (w). Como (R™ u(z)dz) y (R, w(t)dt) son espacios no

atémicos y dado que || f[|xza () = || fill Lr.a(w), 12 inclusién anterior implica
b 1r b 1/q
{/ gr(t)tr/p_ldt} < C{/ gq(t)tQ/p_ldt} . gl
0 0
con b = W (u(R™)). Equivalentemente,
b
t)tr/P=1dt
sup Jy 9t g < 00
1

st al

Ahora bien, por el Teorema 1.5.7 (Sawyer), este supremo es infinito si r < q. 0

El siguiente enunciado, muy general, es consecuencia de los teoremas de inter-

polacién desarrollados en la secciéon 6 del capitulo anterior.
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Teorema 2.16. Sea 0 < pg,p1 < oo y supongamos que Wi € As. Entonces la
acotacion M : AL (wg) — AP1°°(wy) sobre funciones caracteristicas, es decir, la
desigualdad
1Ml pr ) < CllxEllazg e E C R,
implica
M 2 A" (wo) — ALV (wy), 0<r<oo,
para p; < q¢; < 00, i = 0,1, p1/po = q1/qo. En particular se tiene M : AL (wy) —

A (w1) st p1 = po.

Demostracion. Como M : L>* — L°°, la tesis del enunciado es consecuencia in-

mediata del Teorema I1.6.11 (véase también la Observacién 11.6.12). 4

Combinado el Teorema 2.7 con resultados del Capitulo 2 sobre acotacién de
operadores orden continuos en espacios de Lorentz, obtenemos la siguiente carac-

terizacion para la acotacion débil, valida en el caso 0 < pg < 1, w1 € By, /p,-

Teorema 2.17. S5i0 <py <1, 0 <p; < oo ywy € By, /p, se tiene la acotacidn
M 2 AL (wg) — ALY°°(wy) si y sélo si para toda familia finita de cubos (Qj)jzl Yy

J

toda familia de conjuntos medibles (E; ) _, con E; C Qj, V], se verfica

Wi (un(U; Q5)) Q1
1/;Do< (U E)) <Cma |E;|

Demostracién. M es un operador orden continuo (Definicién 1.2.6) sobre la clase

regular L = A0 (wp). El Teorema I1.6.10 nos dice entonces que la acotacién del
enunciado es equivalente a la del Teorema 2.7 y asi, la condicién (2.8) es necesaria

y suficiente. O

3. LA DESIGUALDAD FUERTE EN EL CASO DIAGONAL

En esta seccién daremos una caracterizacién para las clases Bj(u) en el caso
mas general, es decir, obtendremos una condicién necesaria y suficiente para que
se dé la acotacion

M : AP (w) — AP (w).
Necesitaremos antes dos resultados auxiliares.
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Lema 3.1. Sea 0 < p < 0o y supongamos que, para todo cubo Q C R"™, se verifica

la condicion W ((© ) WVl B )
U u
g < g
con C independiente de (). Entonces w € By para todo ¢ > p. En particular
W e As.

E CQ,

Demostracion. La medida u(x)dz es o-finita y no-atémica y, por lo tanto,

(R”,u(ac)dm) es un espacio de medida resonante. En estos espacios se verifica

/ [*g" = sup /fh
0 h*:g*

(véase [BS]) para todo par de funciones medibles f,g. En nuestro caso se tendr,

la igualdad

para 0 < t < u(Q),

(u""xq), () = %/0 (v 'xq).

= %sup{/ uxpu :u(E)=t, EC Q}
Q
@ w'r@)

Wu@)

:%sup{|E| cu(E)=t, ECQ} <C

debido a la condicién del enunciado. Pero la funcién (U_IXQ)Z* es decreciente vy,

(1 )s (0 > () (@) = o 2
Por lo tanto, )
WY (u(Q) _  Wr()
M) <C ; , 0<t<u(Q),

1/ 1/
desigualdad que equivale a WTP(T) < C w, 0 <t<r< ooy que implica

(véase [So| por ejemplo) w € |J, ., By O

Usaremos el siguiente resultado de Hunt-Kurtz cuya demostracién puede verse

en [HK].

Lema 3.2 (Hunt-Kurtz). Sit > 0, E C R", y denotamos E; = {MXE > t},

existe una constante o > 1, que solo depende de la dimension, tal que

(Et), D Eats,  s,t€(0,1).
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Se sabe que la acotacién M : LP(u) — LP(u), p > 1, implica M : LP™“(u) —
LP~¢(u) para cierto € > 0. Andlogamente M : AP(w) — AP(w) es equivalente a
w € B, que implica w € B,_.. Como vamos a ver a continuacién, esto también es
cierto en el caso general M : AP (w) — AP (w). Es decir, si w € By(u), 0 < p < oo,
existe € > 0 tal que w € B,_.(u). En el resultado que sigue se prueba de hecho un
resultado algo mas fuerte: si M : AP (w) — AP (w) sobre funciones caracteristicas
entonces w € B,_.. Parte de su demostracién sigue la misma idea desarrollada en

la demostracién del Teorema 2 en [HK].

Teorema 3.3. Sea 0 < p,r < 00 ¥ Supongamos que
HMXEHA%T(H;) < C||XE||A§(M)» E CR".

Entonces eziste q € (0,p) tal que M : Al (w) — Ad(w).

Demostracion. Probaremos primero que la desigualdad del enunciado sigue siendo
valida si se sustituyen los indices p,r por ciertos indices p, 7 con p < p. Para ello
observemos que la hipétesis del enunciado equivale (c.f. Proposicién 11.2.5) a la

desigualdad

(3.4) /01 WP (w(Ey)) dt < BW'/P(u(E)),  ECR",

con Fy, t > 0, definido como en el lema anterior y siendo B una constante indepen-
diente de F. Sea o > 1 la constante, que sélo depende de la dimensién, del Lema

3.2. Probaremos que se verifica, para cadan = 0,1, 2, ..., la siguiente desigualdad,

1

1 1

(3.5) / WP (u(Ey)) —log" —dt < B(Ba")"W"'?(u(E)), FECR"
O .

Sin =0, (3.5) es exactamente (3.4). Por induccién, sélo hay que probar que (3.5)
implica una desigualdad andloga con n+1 en lugar de n. Para ello, dado s € (0, 1),

aplicamos (3.5) al conjunto E = E obteniendo

(3.6) / ¢ (u((BL),)) - log” < B(Ba") WP (u(E)).

0 n!
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Por el Lema 3.2, la parte izquierda de (3.6) es mayor o igual que
1/0& 1 1
/ t" WP (uw(Egst)) — log" — dt
0 n: t

s 1
=(as)™" / /e (u(Ey)) — log" 8 da
0 n. i

Z(as)_r/ " twr/p (u(Ey)) E log" s dx,
0 n! x

Asi, de (3.6) se sigue

L[ ue,)

S

1

n S r\n r— r
Hlog de < (Ba")"tlsm 1w /p(u(Es)).

Integrando en s € (0,1) ambos miembros de esta desigualdad y teniendo en cuenta
(3.4), deducimos que
o Y 1 5 )
/ —/ 2" WP (u(E,)) < log” = dads < B(Ba")" WP (u(E))
o S Jo n! x
y al cambiar el orden de integracion en la parte izquierda obtenemos

/01 " WP (u(Ey)) 1

(n+1)!
tal como queriamos probar.

1
log" ™! = dx < B(Ba")"T*W"/? (u(E)),
xr

Sea ahora R € (0,1). La desigualdad (3.5) puede escribirse entonces de la

siguiente forma

1 R 1\n
/ tr—lwr/p(u(Et))w dt < BR”WT/p(u(E))

0 n!

y sumando ambos miembros en n obtenemos, con § = R/(Ba") > 0,

1
/ t’"*‘s’lWr/p(u(Et)) dt < -

B r/p
i W (u(B)

que equivale a
||MXEHA5’§(’LU) < CHXEHAﬁ(w)’ EC Rna
donde p = p(r —9)/r <p, § =r —§ (véase la Proposicién 11.2.5). En particular

Ademas, por el Teorema 2.7 y el Lema 3.1 se tiene W € A,. Podemos entonces
aplicar el Teorema 2.16 (con ug = w3 = uw, wy = w3 = w, pg = p1 = p) para

concluir la tesis del enunciado. O

Una consecuencia inmediata del Teorema 3.3 y del Lema 3.1 es lo siguiente.
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Corolario 3.7. Sea 0 < p < o0 y u un peso cualquiera en R™. Entonces,

(1) siw € By(u) existe ¢ < p tal que w € By(u).

(i) Bp(u) C By, es decir, la acotacion M : AP (w) — AP (w) implica M :
AP (w) — AP(w).

Como corolario de lo anterior obtenemos una caracterizaccién de la acotacién

M : AP (w) — AP (w) o, si se quiere, de las clases B, (u) para cualquier u.

Teorema 3.8. Sean u,w pesos en R™ y RT respectivamente. Si 0 < p < oo los
siguientes enunciados son equivalentes:

(i) M :AZ(w) — AZ(w),

(1) HMXEHAg(w) < ClIXEl Az (w)» ECR",

(113) M : Al(w) — A%(w) con q € (0,p),

(iv) existe g € (0,p) tal que HMXEHAZ’OO(w) < COlxellazw), ECR",

(v) existe ¢ € (0,p) tal que para toda familia finita de cubos (Qj)jzl y toda

J
Jj=1

W(u(U; @) _ 1Q;17°
W (u(U, E)) —Cm?XLEﬂ] |

familia de conjuntos medibles (E;) con E; C Qj, Vj, se verfica

(3.9)

(vi) ((MXE):(t))q <SC—p > t>0, ECR", conqge (0,p) independiente
det,E.

Demostracion. (i)=-(ii) es inmediato y (ii)=(iii) es el Teorema 3.3. (iii)=(iv) es
asimismo inmediato y (iv)=-(i) es consecuencia del Teorema 2.16 (ya que W € A,
por (2.7) y (3.1)). La equivalencia (iv)<(v) es el Teorema 2.7. Por otra parte (vi)

implica, para £ C R",

|28 g 0y = SUD WO (M xE),(E) < CWHA((E)) = Clixslag

que no es mas que la condicién (iv). Finalmente, (iii) implica M : A%(w) —
A% (w) y del Teorema 2.3 se sigue (vi). O
Observacion 3.10.

(i) Como ya apuntdbamos en la Observacién 2.9 los conjuntos (Ej;); en la
condicién (3.9) pueden suponerse disjuntos. Si el peso u es doblante también los

cubos (Q;); pueden suponerse disjuntos, como se comprueba facilmente.
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(ii) Supongamos que el peso w tiene la siguiente propiedad: Para cada o > 1

existe una constante C, tal que

para toda familia finita de pares de nimeros positivos {(rj, tj)};n

:1C0n0<tj<

rj, j =1,...,m. Entonces, la condicién (3.9) es suficiente verificarla para un sélo
cubo @; y un sélo Ej, es decir, es equivalente a la desigualdad

W(uQ) _ W (u(B)

(3.11) o < TEE

EcCQ,

que ha de ser vélida (con g < p) para todo cubo @ C R™. En efecto, la condicién
anterior es consecuencia de (3.9) y, si se da (3.11) y (£;); es una familia disjunta

con E; C @y, se tiene

W(u(U; Qi) _ W(X;u(@Q) . maX[W(U(Qj))r
W(u(U; E;)) ~ W(S,wE)) — "5 [W(u(E)))
Q117
<CC‘*m?X{|Ej|]

y basta tomar o > 1 con agq < p.

Todo peso potencia w(t) = t%, a > —1, verifica la anterior condicién.

(i) Siw =1, p > 1, la condicién (3.9) equivale a u € A,, ya que esta ultima
condicion es equivalente (véase [St] por ejemplo) a la existencia de ¢ € (1,p) tal

que

u(Q _ ,ulF)

E
Qe =CEe FC@

para todo cubo @, condicién que equivale (por lo observado en (ii)) a (3.9).
(iv) Siuw = 1 la condicién (3.9) equivale a w € B,, como es inmediato de
comprobar.

El enunciado de la dltima observacion se generaliza de la manera siguiente.

Teorema 3.12. Siu € A entonces,

M : AP (w) = AP (w) & M : AP(w) — AP(w), 0<p<oo.
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Mas especificamente, si 0 < p < 0o, By(u) = By si y solo si u € ﬂq>1 Ag.

Demostracion. Ya sabemos (Corolario 3.7) que B,(u) C B,. Por otra parte, si

T <5, 0<t<r< oo

w € B, existe | < p tal que w € B; y se tiene

Sea s > 1 tal que sl < p. Siwu € ﬂq>1 Ag, en particular u € A y se verifica

wQ) < (lQ|
e S (77

E; C @Q; (disjuntos dos a dos),

)S, E c Q. Con ello se tiene, para toda familia (Q);); de cubos y

W (u(U;@)))

_ W ul@) _ [Zju@j)]l - [u@j)}’
W(u(UJEJ)) B W(ZJU(E])) - ZjU(Ej) ~o Lu(Ey)

< max M .

T |:|Ej“| ’

lo que implica (Teorema 3.8(v)) w € B, (u).
Reciprocamente, supongamos ahora que B,(u) = B,. Para todo ¢ < p el peso

w(t) = t17! estd en B, = B,(u) y por (3.9) se tiene, con ¢ € (q,p),

- <

de donde
u@ _ , u(E)
|Q|q1/q - |E|q1/q’

E CQ,

para todo cubo @ y se sigue, si r = q1/q € (1,p/q), que u € [),., As. Como este

argumento vale para todo ¢ < p se deduce que u € (), As. O

Observacion 3.183.

(i) Sabemos que la acotacion M : AP(w) — AP(w) se da si y sélo si w € B, ,
en el otro extremo, tenemos M : AP — AP p > 1 (es decir, M : LP(u) — LP(u))
si y sblo si u € A,. Podria pensarse entonces que la acotacién M : AP (w) —
AP (w), p > 1, se dasiysélosiue A, we B, es decir, que B,(u) = B,
si u € A,. El resultado anterior nos muestra que esto es falso. De hecho, como
consecuencia de dicho resultado, By(u) # By, 1 < p < oo, si u € A, \ A, con
1 <qg<np.

(ii) Que B, C Bp(u) si u € (1,5, Aq ya habia sido probado en [CS3] y [Ne2]

para el caso p > 1.
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Usando la misma idea se prueba, de manera totalmente andloga, el siguiente
resultado. Su enunciado y el del Teorema 3.12 mejoran el Corolario 3.3 en [CS3] y
el Teorema 4.1 en [Ne2| en donde, esencialmente, se viene a enunciar lo mismo en

el rango 1 < g < .
Teorema 3.14. Sil <p<oo yu€ A, entonces By/p oo C By(u), 0 < g < oco.

Ya hemos visto (Proposicién 2.11) que la acotacién M : AP (w) — AP (w) implica
u(R™) = co. Esto es, esencialmente, lo mejor que se puede decir sobre u, ya que
puede darse la acotacién anterior sin necesidad de que el peso u esté en alguna
clase A,. El siguiente resultado prueba algo ain més fuerte: el peso u puede no

ser doblante. Véase también la Proposicion 4.18.

Teorema 3.15. Siu(z) =€l*l, 2 € R, y w = x(0.1), se tiene M : A% (w) — Al (w)
para todo q > 1. Por lo tanto, no es necesario en general, que el peso u sea doblante

para tener la acotacion M : AP (w) — AP (w).

Demostracion. Como el peso w verifica la condicién de la Observacién 3.10(ii)

basta probar que, para todo cubo ) C R se tiene,

W((@) _  W(u(E))

(3.16) ol STE

ECQ.

Si u(E) > 1 entonces u(Q) > 1y Wu(E)) = W(u(Q)) = 1y (3.16) se veri-
fica (con C = 1) trivialmente. Podemos asi suponer que u(E) < 1. Entonces
W (u(E)) = u(E) y (3.16) equivale, por el teorema de diferenciacién de Lebesgue,

a

—W(U(Q)) u\x a.e. T
] < Cu(x), . T € Q.

A la hora de probar (3.17) podemos suponer @ = (a,b) con 0 < a < b ya que, al ser

(3.17)

u una funcién par se tendrd también (3.17) para cubos de la forma @ = (—b, —a),
mientras que para los cubos de la forma @ = (—a, b) tenemos
W(u(@) _ W(2u(0,b) _ W (u(0,b)
QI = [o,0)]  — (0,0)]

y se usa que el infimo esencial de u en (0,b) y en (—a,b) son iguales. Sea pues

Q = (a,b) con 0 < a < by veamos (3.17). El infimo de v en @ es e* y, por lo tanto,
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hay que ver que W(‘u(f’?)) < Ce?. Sieb —e* =u(Q) > 1 entonces b > log(1 +e%) y

se tiene

W@) 1 1 _ 1 a
O] b—a-logdte—a loglrem ="

Si, por el contrario, e’ — e* = u(Q) < 1, se tiene b —a < e’ — e < 1 y asf,

W(uw@)) _u(@) _ e —e

= < el =%l < et O

[/ 0] b—a -

4. LA DESIGUALDAD DEBIL

En esta seccién estudiaremos condiciones necesarias y/o suficientes para que se

verifique la desigualdad débil
M : AP (w) — AP°(w).

El siguiente resultado, debido a M.J. Carro y J. Soria, nos da una interesante

condicién necesaria. Puede verse su demostracién en [CS3].

Teorema 4.1 (Carro-Soria). Sea 0 < po,p1 < 00 y supongamos que M :

APO (wo) — ALL>°(wy). Entonces existe una constante C' > 0 tal que

(4.2) HUO_IXQHAﬁ%(wO)' XQHAQ (wr) = cla

para cada cubo Q@ C R™. Aqui || - || \ro (o) denota la norma en el espacio asociado
w0

(c.f. Definicion I1.4.1, Teorema I11.4.7).

Desarrollaremos la condicién de este teorema y obtendremos algunas conse-
cuencias interesantes. Por ejemplo, al combinar el enunciado anterior con re-
sultados sobre dualidad del Capitulo 2, obtenemos una condicién que limita (en
funciéon de wyg) el rango de indices py para los cuales es posible la acotacién
M : AP0 (wg) — ALV°(wip). Para enunciarlo, antes debemos definir el indice
pw € [0,00) que asociamos a cada peso w de la siguiente forma,

p

(4.3) Pw = inf {p >0 : Wt(t) e’ ! ((0, 1), %)}

(con el convenio de que p’ =00 si 0 <p <1).
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Teorema 4.4. Sea 0 < p; < o0 y supongamos que se da la acotacion M :
Ao (wo) — AP2>°(wy). Entonces pg > Puw,- S puw, > 1 la desigualdad ante-

rior es estricta.

Demostracion. Si M : AR (wo) — APP°°(w;), ha de ser, por el Teorema 4.1,
APo (wo)" # {0}. Entonces el Teorema I1.4.11 (apartados (i) y (ii)) implica Vf,L(Ot) €
Lpé_l(((), 1), %) Es decir,

p

po € {p> 0: Mf(t) € L”/_l((o,l),%)} =1.

El enunciado se sigue del hecho de que I es un intervalo en [0, c0) no acotado por

la derecha y abierto en su extremo inferior, py,, si Py, > 1. O

Corolario 4.5. Si pg < 1 no existen pesos ug,uy tales que M : LP°(ug) —

LP1>(uy), 0 < py < 0.

Demostracion. Basta observar que LP°(ug) = AL°(1) y que, siw =1, p, = 1 (c.f.

(4.3)). O

Con el fin de encontrar expresiones integrales equivalentes a (4.2) serd util asociar
a cada peso u en R" la familia de funciones {¢¢ }¢ definida de la siguiente manera.

Para cada cubo Q C R",

(46) b0(t) = b0u() = 13 [ (1 ha)s, 120

Nos sera de interés, también, la derivada por la derecha, gb’Q, de la funcién anterior.

Viene definida, obviamente, por

u(@Q)

= Q) (u_le)Z(t), t>0.

(4.7) P (t)

Notemos que ¢ (t) = 0si t > u(Q) y que ¢(t) < 2¢0(t), t > 0. Ahora podemos
traducir la condicién (4.2) de Carro-Soria en términos de estas funciones. Tal
es el contenido de la siguiente proposiciéon. Como puede observarse se obtienen
expresiones integrales muy semejantes a las correspondientes a las clases B p, .00

(Teorema 1.6.5).
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Proposiciéon 4.8. Sea ¢ = ¢ u,-
(a) Si 1l < pg < oo cada una de las siguientes expresiones es equivalente a la

condicion del Teorema 4.1:

(i) [ /OUO(Q) W 0 dgly ]1/p6Wf/p1(ul<Q>)Scuo@)?

i | | e kS _péwo] W (@) < Cun@)

WP (1 (Q)) < CW/™ (uo(Q)).

(b) Si0 < py <1 la condicion necesaria en el Teorema 4.1 es equivalente a

Wll/Pl (Ul (Q)) _ CWO1/P0 (t)

w@ om0 OSTEw@

Tanto en (a) como en (b) se supone que las desigualdades valen para cada cubo

Q C R™ y que la constante C' es independiente de Q).

Demostracion. Nétese que, por definicién, fg <u61XQ)ZO — 19l )¢Q(t). Asi que,
por el Teorema I1.4.7 (con r = up(Q)),

i ol e ~ AL [ s ai]
o Xellargwe) ~ o) | /s

ol el wl " v /Z?( Xfng,

Q

g

enelcasopy > 1,y

_ Q] Pq(1)
H“o 1XQ||Azg(w0)’ — up(Q) iglg Wl/m( )

en el caso 0 < py < 1. Puesto que HXQHAﬁll () = Wll/pl (1 (Q)) ¥
fooo (ug 1 XQ)ZO = fRn Ug 1 XQuo = |@], las expresiones dadas se deducen inmedia-

tamente a partir de la condicién (4.2). O

Observacion 4.9. Es notable el hecho de que la condicién necesaria de Carro-Soria
(Teorema 4.1) resulta también suficiente en una gran variedad de casos. Por ejem-

plo:
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(i) Siwg =wy =1, po = p1 = p > 1 la desigualdad (4.2) es

1o " x@ Lot gy @l o) < €I

0, equivalentemente,

p—1
el L] =

u1(Q) uo(E)
o =TE

en el caso p = 1. Esta es la llamada condicién A, para el par (u1,ug) y se sabe que

enelcasop>1,y

EcCaQ,

es suficiente para tener la acotaciéon M : LP(ug) — LP**°(uy) o, en otros términos,
M : AL (1) — AL°°(1) (véase [Du]).

(i) Stug =u1 =1, ¢g(t) =t,0 <t <1,y la condicién del Teorema 4.1 (o,
andlogamente, las expresiones de la Proposicién 4.8) es equivalente a (wqg,w;) €
By, .p1.00 (Teorema 1.6.5). Es decir, la condicién es suficiente.

(iil) Siug = us = u, po =p1 = q¢ > 1y wo(t) = wi(t) = t¥/P~1 1 < p < o0,
estamos en el caso M : LP9(u) — LP*°(u). La condicién (4.2) equivale entonces

a la desigualdad

(4.10) ||u_1quLP/»‘1/(u)HXQHLP»‘I(U) < ClQl.

Este caso fue estudiado por Chung, Hunt y Kurtz en [CHK] (véase también [HK])
probando que (4.10) es condicién necesaria y suficiente.

El estudio de las propiedades de las funciones {¢¢ } nos permitira entender mejor
la condicién necesaria (4.2) y extraer consecuencias. En el siguiente enunciado se

resumen algunas de estas propiedades.
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Proposiciéon 4.11. Sea u un peso en R™ y, para cada cubo Q C R", sea ¢pg =

0Q.u- Entonces,

: u(Q)
(1) Po(t) = o)

(44) Q) 0,u(Q) [0, u(Q)] — [O,U(Q)} es estrictamente creciente,

max {|E| : EC Q, u(E)=t}, 0<t<u(Q),

erhaustiva, concava y absolutamente continua,

ba(t) >t € [0,u(Q)] yu € Ay siy sdlo si d(t) <Ct, 0<t<u(Q),

)

(iv) sil<p<oo,0<q<p, uecd,s Hgb’Q(u(Q) ~)HLp,,q <C,
) siue A, 1<p<oo, entonces gb’Q(u(Q)t) < Ctil/p/, 0<t<l1,
)

sil<p<ooydp(u@) < Ct /7 0 <t<1, entonces u € ﬂ A,
a>p

En (iii), (i), (v) y (vi), C representa una constante que no depende de Q.

Demostracion.

(i) Sea 0 <t < u(Q) y F C @ un conjunto medible tal que u(F) = t. En-

tonces |E| = [p. v xgxpu <[5 (u” XQ) (x ) = fo (u_le)Z = J%)¢Q(t).

Por otra parte, dado que (Q,u(z)xq(z)dz) es un espacio de medida fuertemente

resonante (véase [BS]), existe f > 0 medible en @ con f} = (XE)Z = X[o,1) ¥ tal

que

M = Oou U XQU.
U(Q)ch(t)—/O( 'Xa)., /f "X

Se sigue que f = yr con R C Q, u(R) = t y, por (4.12), 1% 60(t) = |R].

(ii) Veamos que ¢q 0,u(Q)) € estrictamente creciente (el resto es obvio). Para

(4.12)

ello basta probar que (u_l)(Q)*( ) > 0 para 0 <t < u(Q). Sino fuera asi, existiria
to € (0,u(Q)) tal que (u~ XQ) (to) = 0y entonces u({u=*xq > 0}) < ty. Puesto
que to < u(Q), esto significarfa que u({z € Q : u(z) = +0}) = u({u"'xq =
O}) > 0, lo que contradice el hecho de que u es localmente integrable.

(iii) Puesto que ¢g es céncava en [0,u(Q)], t ™ 'dq(t) es decreciente y, asi,
t71oo(t) > uw(@Q)g(uw(Q)) = 1 para 0 < t < u(Q). La segunda parte de

(iii) se sigue de (i) y del hecho de que u € A; si y sélo si u|(QQ|) < C“|(§|).
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(iv) Por definicién (véase [St]), u € A,

) /v’ / , 11/p
@u(Q){ L /u‘p/prp SC@u(Q)lp[/ (u=xq)" u} ’ <y
Q n

QI LIQ] Q|
w(O)L/P 00 . o 1/p’ /
MO [T sae @), <

Puesto que ra c [P s 0 < g < p’ hemos probado la suficiencia en (iv).
Reciprocamente, si u € A, se sabe que u € A,_, para algin ¢ > 0. Asi, por
la anterior equivalencia, qu’Q (u(Q) -)||(p_€), < C. Notese que qS’Q(u(Q)t) =
u|(QQ|) (ufle)Z(u(Q)t) = 0 para t > 1. Puesto que LPV"(X) C LP>9(X) si pg < p1
y X es de medida finita (véase [BS]), obtenemos

6 (u(@) -)

g S |0 (u(@) ‘)H(p_e)/ <C

v) El caso p = 1 es consecuencia de (iii) y de la desigualdad ¢}, (t) < féo(t). Si
Q tPQ
oo S [0 (u(@) )], < C.
Dado que ¢j, (u(Q) . ) es decreciente, continua por la derecha y nula en [1,00),
66 (@) Y, .. = SuPocca 7' 6ty ((@)1) ¥ se sigue (v).
(vi) La hipdtesis implica Hgb’Q (u(Q) -)HLPQOO < C. Pero ¢, (u(Q) ) estd sopor-

ue Ay, 1<p< oo entonces, por (iv), H(;S’Q (u(Q) )

tada en [0,1] y por lo tanto,

196 (u(@) )l < |6 (w(@) )|~ =€

para ¢ > py (vi) se sigue de (iv). O
Veamos una 1til consecuencia de las dos tltimas proposiciones.

Proposicién 4.13. Si 0 < pg,p1 < 0o y M : AL (wg) — AL1*°(wy), entonces

WP Q) W)
WP (@) W P (ue(S))
(i) 10(0) <C (S , ScQ

Aqui ¢ = PQu, Y se supone que las desigualdades anteriores se verifican para

cualquier cubo QQ C R™ con C independiente de Q).
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Demostracion. (ii) es consecuencia de (i) y de la Proposicién 4.11(iii). Por lo tanto
sélo hace falta probar (i). Sipg < 1, (i) es exactamente la Proposicién 4.8(b). Para

po > 1 se tiene, por la Proposicién 4.8(a.i),

/

t , 1/pg
([ worasg) "Wl (@) < Cun)
0

para 0 < t < up(Q). Dado que Wy es creciente se sigue

t o\ 1/po
it ([ ) W (@) < Cute)

y se deduce (i). O

El siguiente resultado establece que en la acotaciéon M : AP°(wy) — APV (wy)

podemos “quitar” el peso u.

Teorema 4.14. Si 0 < pg,p1 < oo y M : AP (wg) — APV>°(wy), se tiene
M . Apo(wo) SN Apl,oo(wl),

es decir, (wo,w1) € Bp, p,,00-

Demostracién. Si py > 1 entonces, por la Proposicién 4.8(a.i) y usando que

po(t) >t, 0 <t <u(Q) (Proposicién 4.11(iii)) se tienen las desigualdades

] o a i @) < cu@)

WP (w(Q)) < CW'P (u(Q)),

para todo cubo @ C R™. Pero hemos probado (Proposicién 2.11) que u(R™) = co.
Asi, para cada r > 0 existe un cubo @ con u(Q)) = r. Por lo tanto las dos
desigualdades anteriores son equivalentes a la condicién (a.iii) del Teorema 1.6.5 y
asi, (wo,w1) € Bpy.py,00-

Si pp < 1 aplicamos la Proposicién 4.8(b) (en lugar de la 4.8(a.ii)) para obtener

la expresién del Teorema 1.6.5(b) y concluir lo mismo. 0.
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Corolario 4.15. B, o (u) C Bp o, 0 < p < 00.

Observacion 4.16.

(i) Si M : AL(w) — AL>°(w) entonces, por el Corolario 4.15, w € By o. La
mayor clase B, contenida en B o es By y si w € By, el Teorema 2.17 caracteriza
la acotacién anterior. Es decir, el problema M : Al(w) — AL (w) sélo queda
pendiente en el caso w € By  \ Bj.

(ii) La condicién de Carro-Soria (4.2) es suficiente en el caso M : Al(w) —
AL (w) si el peso w verifica la condicién

"\ W (¢
2 ngj))rj =¢ Zr]

J=1 ] J

para toda familia finita de pares de nimeros {(tj,rj)}j con 0 < t; <rj, j=
1,...,n. En efecto, si se verifica la condicién anterior y (4.2) (que implica (2.12))
se tiene para toda familia finita de cubos (Q);); disjuntos y toda familia de conjuntos

(Ej);j con E; C Qj,

Lo anterior también es cierto (porque W € Ay) si los cubos Q); son “casi” disjuntos
(si Zj xXQ, <k=ky). Si0< fe M(R") es acotada y con soporte compacto y
t > 0, el conjunto de nivel E; = {M f > t} estd contenido (véase [LN1]) en una
unién finita de cubos (Q;); tales que >°; xq, < k = k;, (dependiendo sélo de la
dimensién) y |Q—1]‘ fQj f >t, V4. Entonces,

(> uQ) < [ f [Z‘ T e e

Z ’ XQj

AL (w)!
y, para probar que ||Mf||At,m(w) < O flla1 (w), s6lo hay que ver que

< Zj u(Q;)
XQ, <
Ay~ W(u(U; Q)

(ya que entonces se tendrd tW(u(E;)) < tW(u(Uj Q5)) < ClfllaL(w))- Pero,
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dado que 3 xq, <k,

! u(Q;) 4 ]*_
/o [Z Qi u‘u?};?t/z IQ\ et

N

y (véase el Teorema I1.4.7(1)) se sigue la desigualdad deseada.

(iii) Si [ w < o0, la condicién sobre w de la observacién anterior se puede rebajar:
es suficiente que se cumpla “cerca del 07, es decir, con ) r; < € (para un cierto
e > 0 dado).

(iv) Es facil ver (usando las dos obervaciones anteriores) que para los pesos
w = X(0,1), w(t) = (log+(1/t))a, (log™ 10g+(1/t))a, w(t) = t%, la condicién
necesaria de Carro-Soria (4.2) es también suficiente (en el caso pp = p1 =1, ug =

Uy, Wy = wp = w.)

Teorema 4.17. Sea 1 < p < 00, 0 < g < oco. Entonces,

(i) Bgp C Bgoo(u) implica u € (-, Ar
(11) siq <1, Byoo C Byoo(u) implica u € A;.

Demostracion.

(i) Es inmediato comprobar (Teorema 1.6.6) que el peso w(t) = t"~! estd en
By/p C Bgoo(u) para 0 < r < q/p. Asi que, por la Proposicién 4.13(i), tenemos,
para todo cubo Q CR" y 0 < t < u(Q),

Wl/q(t)

— Cu(O) —r/ar/a.
Wi (a(Q)) Cu(@) 1t

9q(t) < Cu(Q)
Como ¢ (t) < 290(t), 0 <t < u(Q), obtenemos P (u(Q)t) < Ctr/a—t 0 <t <1,
y por la Proposicién 4.11(vi), u € Ag para todo s > ¢/r. Como esto vale para
0 <7 < g/p, concluimos que u € (., Ar

(ii) Nétese (usando por ejemplo el Teorema 1.6.5(b)) que w(t) ="' € B, o C

Bg.0o(u). De la Proposicién 4.13(i) (con wo = wy =971 jug =u1 = u ,py = p1 =
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q) obtenemos ahora ¢¢g(t) < Ct, 0 <t < u(Q), y el enunciado es consecuencia de

la Proposicién 4.11(iii). O

El siguiente resultado tiene que ver con la clase de pesos A,,. Recordamos
(véase, por ejemplo, [St]) que u € Ay = Up>1 A, siy solo si existen constantes

€,C' > 0 tales que
u(@Q) _ ulB)
QI |E|°
para todo cubo @ y todo E C @ medible. En general M : AP (w) — AP°°(w) no

implica u € Ao (Teorema 3.15). Pero podemos dar una condicién suficiente, en el

peso w, para ello.

Proposicion 4.18. Supongamos que existen constantes €, C' > 0 tales que

W(r) S CW(t)
- t

TE €

, 0<t<r<oo.
Entonces Ap(w) C A, 0 < p < 00.

Demostracion. Podemos suponer € < p. Si u € A,(w), por la Proposicién 4.13,

: )} "u@.

Wl/r(t) ot
ju@=c @

PO = )

para todo Q y 0 <t < u(Q). Asi,

/ 1 e/p—
P (u(@Q)t) < m%(u(@)t) < Cot/P7l 0<t <1,

y, de la Proposicién 4.11(vi), se sigue u € Ay para ¢ < p/(p — ). O

Obervacion 4.19. La condicién sobre w de la Proposicién 4.18 no es equivalente
aw e Up B, (como se podria pensar por comparacién con el comportamiento de
las clases A,). Por ejemplo, el peso w = x(o,1) € B1,0c no verifica esa condicién.
Ni siquiera imponiendo fooo w = o0 es cierto lo anterior, como muestra el ejemplo
w(t) = %H

Los pesos potencia w(t) = t* verifican, trivialmente, la condicién de la
Proposicién 4.18. Otro ejemplo, no trivial, de una funcién que la verifica (con
e=1/2) es w(t) =1+ log™ 2.

Hasta el momento hemos visto sélo condiciones necesarias para la acotacion

débil. Veamos ahora alguna condicion suficiente. Por ejemplo del Teorema 2.3,

deducimos los dos siguientes resultados.
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Teorema 4.20. Sea 0 < p,q < 0o y supongamos que M : AP (w) — AD>°(w). Sea
W otro peso. Entonces se tiene M : AL(w) — AL°(w) en cada uno de estos casos:

(i) Si0 < q<py severifica la condicion

wla(r)y WYt
—Wl/P(r)SC—Wl/P(t)’ 0<t<r<oo.

(i) Sip < q < ooy se verifica

[ ] gty e

Demostracion. Fijemos t > 0 y consideremos los pesos

_ w(s) _ ()
w1 (s) = W(t)X(O,t)(S); wo(s) = MN/(t)X(O n(s), s>0
En las condiciones de (i) se tiene, por el Teorema 3.2(c) del Capitulo 1
oo po \1/P Ww/p
sup (fO g 'lUl) = sup 1 (S) < C.

gl (fooo ng()) 1/q s>0 Wol/q(s)

v | t(f;:)pw} e {W#@) / t<f:;>qw} B

(con C independiente de t > 0y f) y del Teorema 2.3 se sigue (i).

Por lo tanto,

Para ver (ii), nétese que la hipdtesis implica, con r = ¢/p > 1,

00 r’ 1/r’
T L1 N N T I
o LWo Wy (00)
y por el Teorema 1.5.7 (Sawyer), se tiene

0o 1 0o
sup <fo gpwl) v — [sup Jo” g }1/1’
gl (fooongo)l/q gl (fooogrwo)l/r

<(C'BVP < (C'(C+1)" =" < .

{W%) /0 t (ff:)”w} o {WL@) /0 t (f::)qw] "

para todot >0y f € M(R™) y del Teorema 2.3 se deduce el enunciado. U

En particular,
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Corolario 4.21. Sea 0 < p < oo y supongamos que M : AP (w) — AD°(w).
Si0 < q<pyw esun peso tal que Wl/q/Wl/p es decreciente, entonces M :
Al () — AL (w).

El siguiente enunciado complementa el Teorema 4.14.
Teorema 4.22. Siu € Ay, se tiene la acotacion M : AP (wg) — APV (wq) si y

sélo si M : APO(wg) — AP (wy). En particular By o(u) = Bp oo, 0 < p < 00, Si

u € Aj.

Demostracion. La parte “sélo si” es el Teorema 4.14. Para ver la otra implicacion,
nétese que si u € A; se tiene por el Teorema 2.3 (aplicado con w = 1, p = 1),
(Mf)e(t) S Afe(t), t >0, fe M(R™), siendo A el operador de Hardy. Como la
acotaciéon M : AP°(wg) — AP*>°(w1) es equivalente a A : LR (wg) — LPV*°(wy),

se sigue

1 * * *
WP ML) S NAFeN oo oy S I Filnro o) = IFla2o gy >0,

que equivale a [|M f[[yr12 () S 1 FIla%0 (wy)- N
Usando la misma idea se prueba este otro resultado analogo al Teorema 3.2 en

[CS3].

Teorema 4.23. Sea 0 < pg,p1 < 00, 1 < p < oo y supongamos u € A,. Entonces,
(i) si (wo,w1) € By, p,, se tiene M : APPO(wg) — APP1 (wy),

(11) si (wo,w1) € Bpy py,00s S€ tiene M : APPO(wg) — AP0 (wy).

Demostracién. Si u € A,, por el Teorema 2.3, (M[f)i(t)? < A((fi)P)(t). La

hipétesis en (i) implica A : LA° (wg) — LP*(wy) y se sigue que

1/Pl

1M f I omn ) = { /0 (1)) wr| S TAED) | o
SJ ||(f1t)pHL1’0(w0) = ||f||iﬁp0(w0)'
El apartado (ii) se prueba de manera andloga. O

El apartado (ii) anterior se puede mejorar si p > 1, pg < p1, tal como se enuncia

seguidamente.
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Corolario 4.24. Sea 0 < py < p; <oo. Siu e Ay, p>1, y (wo,w1) € Bpy py,00s

entonces M : APPO (wg) — APP1 (wy).

Demostracion. Si u € A, entonces u € A, para cierto g € (1,p) y por el teorema
anterior, M : A% (wy) — A%+ (w,). Aplicando ahora el teorema de interpolacién

(Teorema I1.6.3) se obtiene M : APPO(wg) — APPLPPO () C APP (wy). O

Observacion 4.25. En [Ne2] Neugebauer introduce las clases Ay que vienen

definidas por
A;:{UEAOO:pzinf{qu:ueAq}}, 1<p< .

Estas clases son disjuntas dos a dos y la unién de todas ellas es A,,. Con esta
terminologfa lo que se afirma en el Teorema 3.12 es que B)(u) = By, 0 < p < o0,
si u € A} (y esta condicién es también necesaria). De los Teoremas 4.17 y 4.23 se
deduce (usando la propiedad w € B, = w € B,_.) que, para 1 < p < o0, 0 < ¢ <
o0,

(a) ue Ay = By C By(u),

(b) By = By(u) = u € A,

Esto no se puede mejorar (tal como ocurre en el caso p = 1), es decir, no es
cierto que la caracterizacién de las clases B,(u) cuando u es un peso en A, sea
By(u) = By/q para el p tal que u € A7. De hecho, es ficil comprobar que el
peso u(z) = 1+ |z|, = € R, estd en A} y, por el Teorema 3.8 (véase también
la Observacién 3.10(ii)), w = X(0,1) € Bs/2(u) (se cumple la condicién (3.9) con
q = 1). Sin embargo w ¢ Bs/4 y asi, Bs/2(u) # Bs4.

Desarrollaremos ahora una condicién suficiente para la desigualdad débil. Para
ello necesitamos cierta notacién. Asociaremos a cada peso u en R” una funcién
®,, que estd relacionada con la familia de funciones {¢q } o introducida en (4.6).

Viene definida por
(4.26) D, (t) = sgp P (u(@)t), 0<t< oo,

donde el supremo se toma sobre todos los cubos Q C R™. Notemos que

*

o). (u(@)t), 0<t< oo

=su u@) u
() = o 1Q] (
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Asi, @, (t) = 0sit > 1. Ademds, por la Proposicién 4.11(iii), fg o, >t 0<t<l.
Sabemos que si u = 1, (Mf)*(t) =~ A(f)(t), t > 0, donde A es el operador de

u

Hardy. Aunque esto no es asi cuando u # 1 (véase [CS3]) existe, sin embargo, un

resultado parcial positivo en este sentido debido a Leckband-Neugebauer ([LN1]).
Teorema 4.27 (Leckband-Neugebauer). Sea u un peso en R™. Entonces, para

cada f € M(R™) se tiene

(Mf):;(t) < C/OOO O, (s)fu(st)ds, 0<s< o0,

donde C' es una constante que solo depende de la dimension.

Usando el teorema anterior podemos encontrar una condicion suficiente para la
acotacion M : AP (wg) — AP1>°(wq). Obsérvese la similitud de las expresiones con

las correspondientes a la condicién necesaria de Carro-Soria (Proposicién 4.8).

Teorema 4.28. Sea 0 < p; < 00.

(a) Sil < pg < ooy eziste una constante C < oo tal que

r t/r PO , 1/pg 1

() [/ [/ @u] W, 70 (t)wo (t) dt WPy <c, r>0,
0 0

(i) WP (r) < W™ (r), >0,

entonces M : AP° (wq) — AP (wy).

(b) Si0 < py <1 se tiene lo mismo si se verifica la condicion

t/r Wl/Po t
/ ‘puSC?T()7 0<t<r< oo.
0 WP (r)

Demostracion. Consideremos el operador

Tg(t) = /OOO B, (s)g(st) ds = /OOO k(t, $)g(s) ds

(con k(t,s) = (1/t)®,(s/t)) que actia sobre fuciones g |. Por el Teorema 4.27, la

acotacion

(4.29) T : LF

dec(wo) SN Lphoo(,wl)
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implica la acotacién del enunciado. La caracterizacion de (4.29) se obtiene por
aplicacién directa del Teorema 4.3 en [CS2], dando lugar a las condiciones del

enunciado. O

Observacion 4.30.

(i) La condicién suficiente del teorema anterior no es necesaria en general.
Por ejemplo, si wo = w1 = w = X(,1), Po = p1 = 1, tal condicién es
fg ®, <t, 0<t<1,queporla Proposicién 4.11 es equivalente a u € A;. Es decir,
Ay C A1(X(0,1))- Sin embargo, para este peso la condicién de Carro-Soria (4.2) es
necesaria y suficiente en este caso (véase la Observacion 4.16). Esta condicién es

(Proposicién 4.8.b) ¢g(t) < ulQ) W=L(t), t > 0, y, por la Proposicién 4.11(i)

~ W(u(Q))
equivale a
W (w(Q)) W (u(E))
— o Bcq.
o “YE <@

Es un simple ejercicio comprobar que (con w = x(o,1)) el peso u(z) = 1+z|, x € R,
la satisface. Sin embargo u ¢ A, si p < 2y se sigue que A1(x(0,1)) # A1, es decir,
la condicién del Teorema 4.28 no es necesaria.

(ii) Supongamos que el peso u satisface la siguiente propiedad: para todo r > 0
existe un cubo @, tal que

(a) u(@r)~r,
(b) Jy ®um [y b, (w(@)s)ds, 0<t<l.

Entonces la condicion del teorema anterior es equivalente a la condicién de
Carro-Soria (4.2) y, por lo tanto, ambas son equivalentes a la acotacién M :
APo(wg) — APV*°(wq). Esto es inmediato a partir de las expresiones del Teo-
rema 4.28 y la Proposicién 4.8 (con ug = u; = u) pues, fijado r > 0 se pueden
sustituir, en las expresiones del Teorema 4.28, r por u(Q,) y la integral f(f /" ®,, por
fot /r ¢o(u(Qr)s) ds para obtener las condiciones de la Proposicién 4.8 y viceversa.

(iii) Todo peso potencia u(zx) = |z|* z € R", a > 0, verifica la condicién
anterior. De hecho, si  es un cubo centrado en el origen, se comprueba por

calculo directo que



Por lo tanto, la caracterizaciéon de la acotacién M : AP°(wy) — AP>°(w;) viene
dada en este caso por las expresiones en el Teorema 4.28 (que equivale ahora a la

condicion 4.2). Véase también el Teorema 5.7.

5. APLICACIONES

Podemos utilizar lo desarrollado en las secciones anteriores, junto con algin

resultado conocido, para caracterizar en su mayor generalidad, la acotacion
(5.1), M : LP9(u) — L™%(u)

completando de esta forma resultados bien conocidos ([M], [CHK], [HK], [L]).

Teorema 5.2. Sean p,r € (0,00), ¢,s € (0, 00].

(a) Sip <1 o bienp # r o bien s < q, no existen pesos u verificando la
acotacion M : LP9(u) — L™*(u).

(b) La acotacion

M : LY (u) — L% (u)

solo es posible st q < 1, s = 00, en cuyo caso la condicion necesaria y suficiente es
u€ A

(c) Sip>1y0<q<s<oo, la condicion necesaria y suficiente para que se
dé la acotacion

M : LP%(u) — LP*(u)

es:

. u u(E
(1) sig<1, s=o00: ‘gﬁ)gcéw), EcCaQ.

(2) sig>1o0biens<oo: u€A,.

Demostraciéon. (a) Por la Proposicién 2.15, la acotacién
(5.3) M : LP9(u) — L™%(u)

implica s > ¢. Por otra parte, (5.3) implica M : LP9(u) — L™*°(u) que es
equivalente a M : A9(t?/P=1) — A™°°(1) y del Corolario 2.10 se sigue

W@\ (u(E)”
o < E
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Por el teorema de diferenciacién de Lebesgue, ha de ser p > 1. Ademas, aplicando
(5.4) con E = Q se obtiene (u(Q)) aAL < C'y como u(Q) puede tomar cualquier
valor en (0, 00) (Proposicién 2.11), se sigue p = r.

(b) Como la norma de una funcién caracteristica en L7 no depende esencial-
mente de g, la acotacién en (b) implica |Mxg||r1.sw) < Cllxellzi(w), £ C Q. Si
s < oo del Teorema 3.3 se sigue M : LP(u) — LP(u) con p < 1y, por lo probado
en (a) se tiene una contradiccién. Por lo tanto ha de ser s = co. Por otra parte,
la acotacién M : LY9(u) — L1°°(u) es la misma que M : A4 (t971) — AZoo(¢a—1)

y del Corolario (2.10) se sigue u|((§|) < Cli(]f'),

E C @Q, que es u € A;. Sabemos
que esta condicion es suficiente si ¢ < 1. Por otra parte, del Corolario 4.15 se sigue
t971 € B, o y esto sélo es posible (véase el Teorema 1.6.5) si ¢ < 1.

(¢) Si ¢ < s < oo, por el Teorema 3.3 y por interpolacién, la acotacion M :
LP(u) — LP*(u) es equivalente a M : LP(u) — LP(u) y la condicién necesaria y
suficiente es u € A,. En el caso M : LP9(u) — LP*°(u) (es decir s = 00) se dan

dos posibilidades: (i) si ¢ > 1 la condicién necesaria y suficiente es (véase [CHK])

W(Q) _ w(E)
Qe = TEp- B

u € A,y (ii) si ¢ <1, del Corolario 2.10 se sigue la condicién
[CHK] se prueba que esta condicién es suficiente en el caso ¢ = 1 y (dado que

LPa C [Pl sig < 1) también lo es en el caso ¢ < 1. OJ

Observacion 5.5.

(i) El caso M : LY(u) — LY*°(u) y M : LP9(u) — LP*(u) con 1 < p <
g < s < oo fue resuelto por Muckenhoupt en [M], dando lugar a las clases A,.
Chung, Hunt y Kurtz (|[CHK], [HK]) resolvieron el caso M : LP9(u) — L”*(u) con
p>1,1<g<s<ooy Lai ([L]) prueba la necesidad de la condicién p = r para
tener (5.1).

(ii) Las condiciones obtenidas en los casos correspondientes a desigualdades
débiles (g, s < 00) coinciden con la condicién de (4.2) Carro-Soria.

El resultado que sigue caracteriza la acotacion
(5.6) M : AP (wg) — APY° (wy)

cuando u(x) = |z|*, = € R™.
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Teorema 5.7. Sea u(zr) = |z|*, x € R, a > —n.

(a) Sia <0, (5.6) es equivalente a (wo, w1) € Bpy py,00-

(b) Sia >0 seda (5.6) siy solo si (W, w1) € Bpyp,,00s donde para cada
i=0,1,

Demostracion. El apartado (a) es consecuencia del Teorema 4.22 ya que u(x) =
|z|]* € Ay si < 0. Para probar el apartado (b) se usa la condicién del Teorema
4.28 que (por la Observacién 4.30.iii) es necesaria y suficiente. La condicién final se
obtiene haciendo el cambio de variables t = t("t®)/n = F(nt+e)/n v comparando
las expresiones resultantes con las correspondientes a las clases By, p, .00 (Teorema

1.6.5). 0

140



[A1]
[AEP]

[AMI]

[AM2]

[BPS]

Referencias

G.D. Allen, Duals of Lorentz spaces, Pacific J. Math. 77 (1978), 287-291.
M.A. Arino, R. Eldeeb y N.T. Peck, The Lorentz sequence spaces d(w, p)
where w is increasing, Math. Ann. 282 (1988), 259-266.

M.A. Arino y B. Muckenhoupt, Maximal functions on classical Lorentz
spaces and Hardy’s inequality with weights for nonincreasing functions,
Trans. Amer. Math. Soc. 320 (1990), 727-735.

, A characterization of the dual of the classical Lorentz sequence
space d(w, q), Proc. Amer. Math. Soc. (1)102 (1991), 87-89.

S. Barza, L.E. Persson y J. Soria, Sharp weighted multidimensional in-
tegral inequalities for monotone functions (Aparecerd en Math. Nachr.).

C. Bennet y R. Sharpley, Interpolation of operators, Academic Press,
1988.

J. Bergh y J. Lofstrom, Interpolation spaces. Amn introduction,
Springer-Verlag, New York, 1976.

J.R. Calder y J.B. Hill, A collection of sequence spaces, Trans. Amer.
Math. Soc. 152 (1970), 107-118.

M.J. Carro, A. Garcia del Amo y J. Soria, Weak type weights and
normable Lorentz spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 124 (1996), 849-857.
M.J. Carro, L. Pick, J. Soria y V. Stepanov, On embeddings between
clasical Lorentz spaces (preprint).

M.J. Carro y J. Soria, Weighted Lorentz spaces and the Hardy operator,
J. Funct. Anal. 112 (1993), 480 —494.

, Boundedness of some integral operators, Canad. J. Math. 45
(1993), 1155-1166.

, The Hardy-Littlewood mazimal function and weighted Lorentz
spaces, J. London Math. Soc. 55 (1997), 146-158.

J. Cerda, Andlisis real, Edicions de la Universitat de Barcelona, 1996.

J. Cerda y J. Martin, Interpolation restricted to decreasing functions and
Lorentz spaces (Aparecerd en Proc. Edinburgh Math. Soc.).

M. Christ y J.L. Rubio de Francia, Weak type (1,1) bounds for rough
operators (II), Invent. Math. 93 (1988), 225-237.

H.M. Chung, R.A. Hunt y D.S. Kurtz, The Hardy-Littlewood maximal
function on L(p, q) spaces with weights, Indiana Univ. Math. J. 31 (1982),
109-120.

R.R. Coifman y C. Fefferman, Weighted norm inequalities for mazximal
functions and singular integrals, Studia Math. 51 (1974), 241-250.

M. Cwikel, On the conjugates of some function spaces, Studia Math. 45
(1973), 49-55.

, The dual of weak LP, Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 25(2)
(1975), 81-126.

M. Cwikel y Y. Sagher, L(p,o0)*, Indiana Univ. Math. J. 21 (1972),
781-786.

J. Duoandikoetxea, Andlisis de Fourier, Addison—Wesley, 1995.

141



[Fe]
[GR]

[Ga]

[Nel]
[Ne2]
[Po]
[Re]

[Rul]

R. Fefferman, A theory of entropy in Fourier analysis, Adv. Math. 30
(1978), 171-201.

J. Garcia Cuerva y J.L. Rubio de Francia, Weighted norm inequalities
and related topics, vol. 46, North-Holland, 1985.

A.J.H. Garling, A class of reflexive symmetric BK-spaces, Canad. J.
Math. 21 (1969), 602—608.

M.L. Goldman, H.P. Heinig y V.D. Stepanov, On the principle of duality
in Lorentz spaces, Canad. J. Math. 48(5) (1996), 959-979.

A. Haaker, On the conjugate space of Lorentz space, University of Lund,
Lund Institute of Technology, Dept. of Math. (1970).

G.H. Hardy, J.E. Littlewood y G. Pélya, Inequalities, Cambridge Univ.
Press, 1952.

H. Heinig y L. Maligranda, Weighted inequalities for monotone and con-
cave functions, Studia Math. 116 (1995), 133-165.

R.A. Hunt, On L(p,q) spaces, Enseignement Math. 12 (1966), 249-276.
R.A. Hunt y D.S. Kurtz, The Hardy-Littlewood mazimal function on
L(p, 1), Indiana Univ. Math. J. 32 (1983).

G. Kothe, Topological vector spaces I, Springer-Verlag, 1969.

S.G. Krein, Ju.l. Petunin y E.M. Semenov, Interpolation of linear oper-
ators, vol. 54, Transl. Math. Monographs, 1982.

Q. Lai, A note on weighted maximal inequalities, Proc. Edimburgh Math.
Soc. (1996).

M.A. Leckband y C.J. Neugebauer, A general maximal operator and the
Ap-condition, Trans. Amer. Math. Soc. 275 (1983), 821-831.

, Weighted iterates and variants of the Hardy-Littlewood maximal
operator, Trans. Amer. Math. Soc. 279 (1983), 51-61.

G.G. Lorentz, Some new functional spaces, Ann. of Math. 51(2) (1950),
37-55.

, On the theory of spaces A, Pacific J. Math. 1 (1951), 411-429.
B. Muckenhoupt, Weighted norm inequalities for the Hardy mazximal
function, Trans. Amer. Math. Soc 165 (1972), 207-227.

B. Muckenhoupt y R.LL. Wheeden, Weighted norm inequalities for frac-
tional integrals, Trans. Amer. Math. Soc 192 (1974), 261-275.

M. Nawrocki y A. Ortynski, The Mackey topology and complemented
subspaces of Lorentz sequence spaces d(w,p) for 0 < p < 1, Trans. Amer.
Math. Soc. (2)287 (1985), 713-722.

C.J. Neugebauer, Weighted norm inequalities for average operators of
monotone functions, Publ. Mat. 35 (1991), 429-447.

, Some classical operators on Lorentz spaces, Forum Math. 4
(1992), 135-146.

N. Popa, Basic sequences and subspaces in Lorentz sequence spaces with-
out local convexity, Trans. Amer. Math. Soc. 263 (1981), 431-456.

S. Reiner, On the duals of Lorentz function and sequence spaces, Indiana
Univ. Math. J. 31(1) (1982), 65-72.

W. Rudin, Andlisis real y complejo, 3a edicion, McGraw-Hill, 1988.

142



, Functional analysis, 2 edicién, McGraw-Hill,Inc. International
Series in Pure and Applied Mathematics, 1991.

E. Sawyer, A characterization of a two-weight norm inequality for max-
imal operator, Studia Math. 75 (1982), 1-11.

, Boundedness of classical operators on classical Lorentz
spaces, Studia Math. 96 (1990), 145-158.

G. Sinnamon y V. Stepanov, The weighted Hardy inequality: new proofs
and the case p=1, J. London Math. Soc. 54 (1996), 89-101.

P. Sjogren y F. Soria, Weak type (1,1) estimates for some extension
operators related to rough maximal functions, Israel J. Math. 95 (1996),
211-229.

F. Soria, Characterizations of classes of functions generated by blocks and
associated Hardy spaces, Indiana Univ. Math. J. 34 (1985), 463—-493.

J. Soria, Lorentz spaces of weak type, Quart. J. Math. Oxford 49(2)
(1998), 93-103.

E.M. Stein, Harmonic analysis. Real-variable methods, orthogonality,
and oscillatory integrals, Princeton University Press, 1993.

E.M. Stein y J.0. Stromberg, Behavior of maximal functions in R™ for
large n, Ark. Mat. 21 (1983), 259-269.

E.M. Stein y G. Weiss, Introduction to Fourier analysis on euclidean
spaces, Princeton University Press, 1971.

V. Stepanov, Integral operators on the cone of monotone functions, Insti-
tute for Applied Mathematics. F-E.B. of the USSR Academy of Sciencies.
Khabarovsk (1991) (Report).

, The weighted Hardy’s inequality for monincreasing functions,
Trans. Amer. Math. Soc. 338 (1993), 173-186.

143



