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sido su aporte académico en la tesis, el cual ha quedado sobradamente demostrado

con el resultado de la misma, sino su carácter humano, ya que aún en los momentos

personales más dif́ıciles siempre he podido contar con él. Por todo ello, sólo puedo

expresarle un agradecimiento infinito.
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me gustaŕıa agradecer a mis padres, Salvador e Isabel por estar siempre a mi lado,

velando porque nada me faltara y asegurándose de que mi única preocupación fuese

la de estudiar para completar la mejor formación posible. Todo esto, sin ellos, no lo
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Introducción

Esta tesis está dedicada a estudiar la acción de operadores de superposición y

operadores de superposición ponderados en distintos espacios de funciones anaĺıticas

en D, el disco unidad en C.

El espacio de todas las funciones anaĺıticas en D, dotado con la topoloǵıa de la

convergencia uniforme en subconjuntos compactos, será denotado por Hol(D).

Dada una función entera ϕ, el operador de superposición

Sϕ : Hol(D) −→ Hol(D)

se define por Sϕ(f) = ϕ ◦ f .

De forma más general, si ϕ es una función entera y w ∈ Hol(D), el operador de

superposición ponderado

Sϕ,w : Hol(D) −→ Hol(D)

se define por

Sϕ,w(f)(z) = w(z)ϕ
(
f(z)

)
, f ∈ Hol(D), z ∈ D.

En otras palabras, Sϕ,w = Mw ◦ Sϕ, donde Mw es el operador de multiplicación

puntual con śımbolo w definido por

Mw(f)(z) = w(z)f(z), f ∈ Hol(D), z ∈ D.
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Observemos que Sϕ = Sϕ,w si w(z) = 1, para todo z ∈ D.

Las cuestiones naturales en este contexto son:

Dados X e Y dos espacios lineales de funciones holomorfas en D,

¿Cuáles son las funciones enteras ϕ tales que el operador Sϕ aplica X en Y ?

Cuando esto sucede se dice que ϕ actúa por superposición de X en Y .

¿Cuáles son los pares de funciones (ϕ,w), siendo ϕ entera y w ∈ Hol(D), tales

que Sϕ,w aplica X en Y ?

Por supuesto, los espacios X e Y en que estaremos interesados serán espacios

normados o F -espacios continuamente contenidos en el espacio Hol(D). En tal caso,

es natural preguntarse no sólo si Sϕ o Sϕ,w aplica X en Y , sino también si es un

operador acotado o continuo de X en Y .

Observemos que los operadores Sϕ y Sϕ,w no son en general lineales, y consecuen-

temente, acotación y continuidad a priori no son equivalentes. De hecho, Buckley y

Vukotić probaron en [25] que existen operadores de superposición continuos que no

son acotados. No obstante, Boyd y Rueda [22] probaron que para extensas clases

de espacios de Banach de funciones anaĺıticas X e Y , un operador de superposición

acotado de X en Y es continuo.

Si Y contiene a las funciones constantes, entonces es claro que, para ϕ cons-

tante, el operador Sϕ aplica X en Y .

Si ϕ(z) = z, entonces Sϕ(f) = f para todo f ∈ Hol(D), y por lo tanto

Sϕ(X) ⊂ Y ⇔ X ⊂ Y.

De manera informal, podemos decir que si X ⊂ Y , la respuesta a nuestra

cuestión nos indica “cómo de pequeño es X comparado con Y ”. Si hay muchas

ϕ’s para las que Sϕ(X) ⊂ Y , X es “pequeño comparado con Y ”.
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Las cuestiones que hemos planteado han sido estudiadas, sobre todo para opera-

dores de superposición, para distintos pares de espacios (X, Y ) por un buen número

de autores entre los que se encuentran: V. Álvarez, J. Bonet, C. Boyd, S. Buckley,

G. Cámara, J. L. Fernández, P. Galanopoulos, J. Giménez, D. Girela, M. A. Márquez,

J. C. Ramos, P. Rueda y D. Vukotić. Mencionemos aqúı sólo dos o tres de estos re-

sultados. Empezaremos en el caso en que X e Y son espacios de Hardy o espacios

de Bergman. Cámera [26] y Cámera y Giménez [27] probaron lo siguiente.

Sean ϕ una función entera y 0 < p, q <∞.

(i) El operador de superposición Sϕ aplica Hp en Hq si y sólo si ϕ es un polinomio

de grado menor o igual que p/q.

(ii) El operador de superposición Sϕ aplica Ap en Aq si y sólo si ϕ es un polinomio

de grado menor o igual que p/q.

Álvarez, Márquez y Vukotić probaron en [4] el siguiente resultado.

Sean 0 < p <∞ y ϕ una función entera. Entonces:

1. Sϕ actúa del espacio de Bergman Ap en el espacio de Bloch B si y sólo si ϕ

es constante.

2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El operador de superposición Sϕ aplica B en Ap.

(b) El operador de superposición Sϕ es un operador acotado de B en Ap.

(c) ϕ es una función entera de orden menor que uno, o de orden uno y tipo

cero.

Un peso v en D será una función positiva y continua definida en D que es radial,

i. e., v(z) = v(|z|) para todo z ∈ D, y satisfaciendo que v(r) es estrictamente decre-

ciente en [0, 1) y que ĺımr→1 v(r) = 0. Para tales pesos v, el espacio de crecimiento
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ponderado H∞v se define por

H∞v =

{
f ∈ Hol(D) : ‖f‖v

def
= sup

z∈D
v(z)|f(z)| <∞

}
.

Bonet y Vukotić [19] caracterizaron las funciones enteras ϕ tales que Sϕ aplica

H∞u en H∞v para distintos pares de pesos (u, v).

Todos los resultados que hemos expuesto y, de hecho, todos los publicados que

conocemos sobre operadores de superposición actuando entre espacios de funciones

anaĺıticas, tienen en común lo siguiente:

Si Sϕ aplica X en Y , entonces Sϕ′ aplica X en Y .

Este hecho nos llevó a plantearnos la siguiente cuestión:

Caracterizar los pares de espacios (X, Y ) para los que esto es cierto, o al menos,

encontrar una clase de espacios Y tales que si Sϕ(X) ⊂ Y para un cierto espacio X

entonces también se tenga Sϕ′(X) ⊂ Y .

La Sección 2. 2 de esta tesis trata estas cuestiones.

Hemos demostrado que si es v un peso en D, (X, ‖·‖) es un espacio de Banach de

funciones anaĺıticas en D y ϕ una función entera tal que el operador de superposición

Sϕ es un operador acotado de X en H∞v (respectivamente de X en el espacio DH∞v =

{f ∈ Hol(D) : f ′ ∈ H∞v }), entonces Sϕ′ aplica X en H∞v (respectivamente en DH∞v ).

Un caso particular de este resultado es el siguiente:

Si Sϕ es un operador acotado de X en el espacio de Bloch B, entonces Sϕ′ aplica

X en B.

Volvamos al trabajo [19] en el que Bonet y Vukotić estudiaron operadores de

superposición actuando entre espacios de crecimiento ponderado. Tomando α > 0 y

v(z) = (1− |z|)α, el espacio H∞v es

H(∞, α) =

{
f ∈ Hol(D) : M∞(r, f) = O

(
1

(1− r)α

)}
.

Entre otros resultados Bonet y Vukotic probaron lo siguiente:
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Sean 0 < α < ∞ y ϕ una función entera. Las condiciones siguientes son

equivalentes:

(i) ϕ es un polinomio de grado menor o igual que β/α.

(ii) Sϕ (H(∞, α)) ⊂ H(∞, β).

(iii) Sϕ es un operador continuo de H(∞, α) en H(∞, β).

Para α > 0 y 0 < p <∞, definamos

H(p, α) =

{
f ∈ Hol(D) : Mp(r, f) = O

(
1

(1− r)α

)}
.

Resulta natural plantearse el siguiente objetivo:

Caracterizar las funciones enteras ϕ tales que

Sϕ (H(p, α)) ⊂ H(p, β),

o, incluso, el objetivo más general de estudiar operadores de superposición actuando

entre espacios de norma mixta. A ello dedicamos la Sección 2. 4 de la tesis.

El espacio de tipo Hardy de norma mixta H(p, q, α) (0 < p, q ≤ ∞, α > 0) es

el espacio de funciones f ∈ Hol(D) para las cuales ‖f‖p,q,α < ∞, donde,

‖f‖p,q,α =


(∫ 1

0

(1− r)αq−1M q
p (r, f) dr

)1/q

, si 0 < q <∞,

sup
0≤r<1

(1− r)αMp(r, f), si q =∞.

Estos espacios tienen su origen en trabajos de Hardy y Littlewood, pero fueron

definidos expĺıcitamente por primera vez por Flett en los 1970’s. Se tiene que

H(p, α) = H(p,∞, α), 0 < p ≤ ∞, α > 0.

Con esta notación podemos observar que

Apα = H(p, p, (α + 1)/p).

xi



Hp corresponde al caso ĺımite H(p,∞, 0).

En un trabajo reciente I. Arévalo [9, 10] ha determinado totalmente las inclusio-

nes entre estos espacios. Es decir, ha determinado las tripletas (p, q, α), (s, t, β) para

las que H(p, q, α) ⊂ H(s, t, β). Nosotros determinamos en el Teorema 5 las funciones

enteras ϕ que aplican H(p, q, α) en H(s, t, β). En concreto, nuestro resultado es el

siguiente:

Sean ϕ una función entera y 0 < p, q, s, t ≤ ∞, 0 < α, β < ∞. Entonces, el

operador de superposición Sϕ aplica H(p, q, α) en H(s, t, β) si y sólo si ϕ es un

polinomio de grado N , donde N satisface una de las cuatro condiciones siguientes:

(i) p
N
< s y N <

β+ 1
s

α+ 1
p

.

(ii) p
N
< s, N =

β+ 1
s

α+ 1
p

y q
N
≤ t.

(iii) p
N
≥ s y αN < β.

(iv) p
N
≥ s, αN = β y q

t
≤ t.

Además, en cualquiera de los cuatro casos Sϕ es acotado y continuo de H(p, q, α)

en H(s, t, β).

También hemos dedicado partes de este trabajo a estudiar operadores de super-

posición y de superposición ponderados actuando

(a) entre espacios de Bergman con pesos y el espacio de Bloch y,

(b) entre espacios de Besov.

En relación a (a) hemos extendido los resultados de [4] que ya mencionamos

anteriormente, probando en el Teorema 12 y el Teorema 13 los resultados siguientes.

Supongamos que 0 < p < ∞ y α > −1. Sea w una función anaĺıtica y no

idénticamente nula en D y sea ϕ una función entera con ϕ 6≡ 0. Entonces el operador
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de superposición ponderado Sϕ,w aplica Apα en el espacio de Bloch B si y sólo si w ∈ B

y ϕ es constante.

Supongamos que:

(i) 0 < p <∞ y α > −1.

(ii) w ∈ Apβ para algún β con −1 < β < α.

(iii) ϕ es una función entera de orden menor que uno, o de orden uno y tipo cero.

Entonces el operador de superposición ponderado Sϕ,w es un operador acotado del

espacio de Bloch B en el espacio de Bergman Apα.

Con respecto a (b), nuestro punto de partida es el siguiente resultado probado

en [23]:

Si 1 ≤ q < p < ∞ y ϕ es una función entera, entonces el operador de superpo-

sición Sϕ aplica Bp en Bq si y sólo si ϕ es constante.

Nosotros presentamos en la Sección 2.5.3 una demostración de este hecho distinta

de la dada en [23]. Nuestra demostración se basa en un resultado sobre integrabilidad

radial de la derivada de una función en Bp ∩ H∞. En efecto, en la Sección 2.5.2

probamos, para 1 ≤ q < p < ∞, la existencia de funciones f ∈ Bp ∩ H∞ tales

que las medias integrales Mp(r, f
′) de la derivada f ′ de f son “tan grandes como

es posible” y con f ′ teniendo “malas propiedades de integrabilidad de orden q a lo

largo de todos los radios”.

Este resultado tiene aplicación también para estudiar los multiplicadores de Bq

en Bp (1 ≤ q < p < ∞). Es sabido que para p y q en estas condiciones, la función

constantemente igual a 0 es el único multiplicador puntual de Bq en Bp. La demos-

tración de este resultado que se presenta en [41] utiliza, entre otros resultados, un

teorema de descomposición para espacios de Besov y la desigualdad de Khinchine.

Nuestra demostración basada en los resultados mencionados de la Sección 2.5.2 es

totalmente distinta y, pensamos, que más simple.
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Finalizamos el Caṕıtulo 2 obteniendo resultados adicionales sobre el crecimiento

radial de las derivadas de funciones en los espacios de Besov que extienden al rango

1 < p <∞ otros obtenidos por Hallenbeck y Samotij [53] para el espacio de Dirichlet

D = B2.

Indiquemos que parte de los resultados de esta tesis están contenidos en los

art́ıculos [29], [30] y [31], los dos primeros ya publicados y el tercero aceptado para

su publicación.

Cerremos esta introducción comentando como es usual, utilizaremos C = C(p, α, q, β, . . .)

para denotar una constante positiva, la cual, sólo dependerá de alguno de los paráme-

tros p, α, q, β, . . . (los cuales, a veces, pueden ser omitidos) pero no necesariamente

la misma en las distintas apariciones. También, para dos valores reales E1 , E2 es-

cribiremos E1 . E2 o E1 & E2, si existe una constante positiva C independiente

de los argumentos tales que E1 ≤ C · E2, respectivamente E1 ≥ C · E2. Si tenemos

E1 ≤ C · E2 y E1 ≥ C · E2 simultáneamente entonces diremos que E1 y E2 son

equivalentes y escribiremos E1 � E2.

xiv



1
Algunos espacios clásicos de funciones holomorfas

en el disco unidad

1.1 Introducción

Esta tesis está dedicada a estudiar la acción de determinados operadores en

ciertos espacios de funciones anaĺıticas en el disco unidad. En este caṕıtulo pre-

sentaremos algunos de estos espacios, recordando algunas de sus propiedades más

importantes.

El disco unidad en C será denotado por D, D = {z ∈ C : |z| < 1}; la circunferen-

cia unidad ∂D = {z ∈ C : |z| = 1} será también denotada por T. El espacio de todas

las funciones anaĺıticas en D, dotado con la topoloǵıa de la convergencia uniforme

en subconjuntos compactos, será denotado por Hol(D). Reseñemos también que dA

denotará a la medida de área normalizada en D: dA(z) = 1
π
dx dy = 1

π
r dr dθ.

En nuestro trabajo consideraremos distintos espacios lineales X de funciones

anaĺıticas en D. En general, estos espacios serán espacios de Banach o F -espacios

(espacios vectoriales topológicos cuya topoloǵıa viene inducida por una distancia

completa e invariante frente a traslaciones) que están continuamente contenidos en

Hol(D), es decir, tales que convergencia con respecto a la norma o la distancia en X

implican convergencia uniforme en compactos. Observemos que este hecho implica
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2 Caṕıtulo 1. Espacios clásicos de funciones holomorfas en el disco unidad

que para cada z0 ∈ D, el operador de evaluación puntual Ez0 , definido por

Ez0(f) = f(z0), f ∈ X,

es un operador continuo de X en C.

1.2 Espacios de Hardy

En esta sección vamos a introducir los espacios de Hardy Hp y recordaremos

algunos resultados básicos de los mismos. Mencionamos los textos [34] y [42] como

excelentes referencias sobre estos espacios.

Si 0 ≤ r < 1 y f ∈ Hol(D), definimos

Mp(r, f) =

(
1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|p dθ

)1/p

, si 0 < p <∞,

M∞(r, f) = máx
|z|=r
|f(z)|.

Las medias Mp(r, f) crecen con r. Para 0 < p ≤ ∞, el espacio de Hardy Hp es

el formado por todas las funciones f que son holomorfas en D para las que

‖f‖Hp = sup
0≤r<1

Mp(r, f) = ĺım
r→1

Mp(r, f) <∞.

Con esta definición vemos que H∞ es el espacio de las funciones holomorfas y

acotadas en D. Es claro que

Hq ⊂ Hp, 0 < p < q ≤ ∞.

Para 1 ≤ p ≤ ∞, ‖ · ‖Hp es una norma en Hp y (Hp, ‖ · ‖Hp) es un espacio de

Banach. Para 0 < p < 1, Hp es un F -espacio con la distancia dp definida por

dp(f, g) = ‖f − g‖pHp (f, g ∈ Hp).

Un resultado básico en la teoŕıa de los espacios de Hardy es el teorema de Fatou:
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Teorema A. Toda función f ∈ Hp (0 < p ≤ ∞) tiene ĺımite radial (de hecho,

no-tangencial) finito

f(eiθ) = ĺım
r→1

f(reiθ)

para casi todo θ ∈ [0, 2π], y la función de sus valores en la frontera tiene la propiedad

de que f(eiθ) ∈ Lp(T) y log |f(eiθ)| ∈ L1. Además, ‖f‖Hp = ‖f(eiθ)‖Lp(T).

Identificando cada función f ∈ Hp con la función de sus valores en la frontera

f(eiθ), podemos ver a Hp como un subespacio cerrado de Lp(T).

La sucesión de ceros {zk} de una función f ∈ Hp, no idénticamente nula, repe-

tidos de acuerdo a su multiplicidad satisface la condición de Blaschke

∞∑
k=1

(1− |zk|) <∞

que asegura la convergencia del producto de Blaschke

B(z) = zm
∞∏
k=1

|zk|
zk

zk − z
1− z̄kz

.

Este producto infinito define una función holomorfa en D cuya sucesión de ceros es

{zk} (y 0 con multiplicidad m, si m > 0) y, además, B es una función en H∞ con

norma 1.

Si f ∈ Hp (0 < p ≤ ∞), f 6≡ 0, y B es el producto de Blaschke con los mismos

ceros que f , entonces la función f/B no tiene ceros en D, pertenece a Hp y tiene la

misma norma-Hp que f .

Reseñemos también que un producto de Blaschke B satisface que |B(eiθ)| = 1

para casi todo θ.

De lo que acabamos de exponer se deduce que toda función f ∈ Hp (0 < p ≤ ∞)

puede factorizarse en la forma f = Bg donde B es el producto de Blaschke con los

mismos ceros que f y g es una función en Hp sin ceros en D y con la misma norma

que f . Nótese que como g no tiene ceros, para α real, podemos definir la función



4 Caṕıtulo 1. Espacios clásicos de funciones holomorfas en el disco unidad

holomorfa gα que pertenece a Hp/α. Esta simple observación es de gran importancia

ya que permite, para 0 < p, q <∞, deducir resultados en el espacio Hp a partir de

resultados en Hq. En particular, permite obtener el siguiente resultado.

Teorema B. Sea f ∈ H1. Entonces existen f1, f2 ∈ H2, con

f = f1f2, y ‖fj‖H2 = ‖f‖1/2H1 , (j = 1, 2).

Las funciones en los espacios de Hardy tienen importantes propiedades de creci-

miento. Destaquemos las siguientes:

Teorema C.

(i) Si 0 < p <∞ y f ∈ Hp, entonces

|f(z)| = o((1− |z|)−1/p), cuando |z| → 1.

(ii) Si 0 < p < q ≤ ∞ y f ∈ Hp, entonces

Mq(r, f) = o
(
(1− r)1/q−1/p

)
, cuando r → 1.

Considerando las funciones fa (a > 0) definidas por fa(z) = (1 − z)−a (z ∈ D),

para las que se tiene que fa ∈ Hp si y sólo si a < 1/p, se comprueba que los

exponentes en este teorema son los mejores posibles. Sin embargo, podemos destacar

que (ii) puede mejorarse. En efecto, Hardy y Littlewood [55] (véase también [34,

Theorem 5. 11]) probaron el siguiente resultado.

Teorema D. Si 0 < p < q ≤ ∞, λ ≥ p y α = 1
p
− 1

q
, entonces para toda f ∈ Hp se

tiene que ∫ 1

0

(1− r)λα−1{Mq(r, f)}λ dr <∞.
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Pasemos ahora a hablar sobre los coeficientes de Taylor de funciones en los espa-

cios de Hardy. Si f ∈ Hp (0 < p ≤ ∞) y f(z) =
∑∞

n=1 anz
n (z ∈ D), ¿qué podemos

decir sobre la sucesión {an}∞n=0?

El caso p = 2 es muy simple. Por la identidad de Parseval, se tiene que

M2(r, f)2 =
∞∑
n=0

|an|2r2n, 0 < r < 1,

y, por tanto,

f ∈ H2 si y sólo si {an} ∈ l2,

es decir,

f ∈ H2 si y sólo si
∞∑
n=0

|an|2 <∞.

Además, se tiene que ‖f‖H2 = (
∑∞

n=0 |an|2)
1/2

.

Las desigualdades de Hausdorff-Young implican que si 1 ≤ p ≤ 2 y f ∈ Hp,

entonces la sucesión {an} pertenece al espacio `q, siendo q es el exponente conjugado

de p, es decir, 1/p+ 1/q = 1, teniéndose

‖{an}‖q ≤ ‖f‖Hp .

Por su parte, Hardy y Littlewood obtuvieron el siguiente resultado (véase [34,

Chapter 6]).

Teorema E. Sea f holomorfa en D, f(z) =
∑∞

n=1 anz
n (z ∈ D).

(i) Si 0 < p ≤ 2 y f ∈ Hp, entonces
∑∞

n=1 n
p−2|an|p <∞.

(ii) Si 2 ≤ p <∞ y
∑∞

n=1 n
p−2|an|p <∞, entonces f ∈ Hp.

Finalicemos esta sección recordando que para 1 < p <∞ el espacio dual de Hp,

(Hp)?, es isométricamente isomorfo al espacio Hq, siendo q el exponente conjugado

de p:
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Cada φ ∈ (Hp)? puede ser expresado en la forma

φ(f) =
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ) dθ

para una única función g ∈ Hq. Además, ‖φ‖ � ‖g‖Hq .

El espacio dual de H1 también está identificado, es el espacio BMOA que pre-

sentaremos en la sección siguiente.

1.3 El espacio BMOA y el espacio de las funciones de Bloch

Si f ∈ L1(T) e I es un intervalo de T, mI(f) denotará la media de f sobre el

intervalo I, esto es,

mI(f) =
1

|I|

∫
I

f(eiθ)dθ.

La oscilación media de f sobre I es

mI (|f −mI |) =
1

|I|

∫
I

|f(eiθ)−mI(f)|dθ.

Diremos que f tiene oscilación media acotada o que f ∈ BMO si f ∈ L1(T) y

‖f‖? = sup
I

1

|I|

∫
I

|f(eiθ)−mI(f)|dθ <∞.

Claramente, L∞ ⊂ BMO.

El espacio BMOA es el formado por las funciones f ∈ H1 cuya cuya función de

valores en la frontera f(eiθ) pertenece a BMO. Este espacio es de Banach con la

norma

‖f‖? = |f(0)|+ sup
I

(
1

|I|

∫
I

|f(eiθ)−mI(f)|dθ
)
.

Mencionemos [42],[46] como referencias generales sobre BMOA.

Se tiene que

H∞ ⊂ BMOA,
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pero BMOA contiene funciones no acotadas. El ejemplo t́ıpico es la función f(z) =

log 1
1−z que está en BMOA\H∞. Un resultado básico en la teoŕıa de las funciones de

oscilación media acotada es el teorema de John-Nirenberg [65] (véase también [46,

Theorem 4. 1]) que implica que aunque no tiene que estar acotada, una función en

BMOA no puede crecer demasiado deprisa. En particular, el mencionado teorema

de John-Nirenberg implica que BMOA ⊂ Hp para todo p <∞. Tenemos pues

H∞ ( BMOA ( Hp, 0 < p <∞.

Existen muchas caracterizaciones de BMOA y BMOA es “conformemente in-

variante”.

Denotemos porM al conjunto de todas las aplicaciones conformes de D sobre śı

mismo. Es bien sabido que

M = {λϕa : a ∈ D, |λ| = 1},

donde ϕa es la transformación de Möbius definida por

ϕa(z) =
a− z
1− az

.

Definición 1. Sea (X, τ) un subespacio de Hol(D) con estructura de espacio vecto-

rial topológico. Decimos que X es un espacio conformemente invariante si se cumple

que:

1. Existe una función homogénea, positiva y subaditiva ρ : Hol(D) −→ [0,∞] tal

que

X = {f ∈ Hol(D) : ρ(f) <∞}

y la topoloǵıa de X es la inducida por ρ|X .

Observamos que en este caso ρ es una seminorma en X.
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2. Existe una constante C = C(X) > 0 tal que:

Si f ∈ X y Φ ∈M entonces f ◦ Φ ∈ X y ρ(f ◦ Φ) ≤ Cρ(f).

Para f ∈ Hol(D) y 0 < p <∞, definimos

ρ?,p(f) = sup
S∈M
‖f ◦ S − f(S(0))‖Hp .

Es claro que ρ?,p(f ◦ S) = ρ?,p(f), cualesquiera que sean f ∈ Hol(D) y S ∈ M. Se

tiene que para todo p ∈ (0,∞)

BMOA = {f ∈ Hol(D) : ρ?,p(f) <∞},

y entonces se sigue de forma inmediata que para todo p ≥ 1, BMOA con la semi-

norma ρ?,p es un espacio conformemente invariante y un espacio de Banach con la

norma ‖ · ‖BMOAp definida por

‖f‖BMOAp = |f(0)|+ ρ?,p(f).

Deseamos resaltar también que BMOA puede caracterizarse como el espacio de

las funciones f ∈ Hol(D) tales que la medida (1− |z|2)|f ′(z)|2dA(z) es una medida

de Carleson. Este resultado es esencialmente equivalente al teorema de dualidad de

Fefferman que establece que el dual de H1 es identificable con el espacio BMOA

(véase [46, Theorem 7. 1]).

Si f ∈ BMOA entonces

|f ′(z)| = O

(
1

1− |z|

)
.

Las funciones holomorfas en D con esta propiedad son las llamadas funciones de

Bloch:

Para f ∈ Hol(D) definimos:

ρB(f) = sup
z∈D

(1− |z|2)|f ′(z)|
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Si f es holomorfa en D diremos que f es una función de Bloch si ρB(f) <∞.

El espacio de todas las funciones de Bloch será denotado por B. Este espacio es

conformemente invariante con la seminorma ρB y es un espacio de Banach con la

norma ‖ · ‖B definida por

‖f‖B = |f(0)|+ ρB(f).

Es bien sabido que

H∞ ⊂ BMOA ⊂ B

y además ambas inclusiones son estrictas. Mencionemos [5] como una referencia

básica para las funciones de Bloch.

1.4 Espacios de Bergman con peso

Para 0 < p < ∞ y α > −1 el espacio de Bergman Apα está formado por las

funciones f ∈ Hol(D) tales que

‖f‖Apα
def
=

(
(α + 1)

∫
D
(1− |z|2)α|f(z)|p dA(z)

)1/p

< ∞.

Recordemos que dA representa la medida del área en D, normalizada para que

el área total de D sea 1. Aśı pues, dA(z) = 1
π
dx dy = 1

π
r dr dθ. El espacio de

Bergman Ap0 se denota simplemente por Ap. Para este espacio Ap es obvio que

Hp ⊂ Ap. De hecho, se tiene que

Hp ⊂ A2p, 0 < p <∞.

Podemos enunciar para espacios de Bergman resultados análogos a algunos de

los que mencionamos para los espacios de Hardy en la sección anterior. Aśı, entre

otros, tenemos los siguientes.

La función (1− z)λ está en Ap si y sólo λ < 2
p
.
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Si 0 < p <∞ y f ∈ Ap, entonces

Mq(r, f) = o
(

(1− r)
1
q
− 2
p

)
para todo q ≥ p, y además es la mejor estimación posible.

Si f(z) =
∑∞

n=1 anz
n (z ∈ D), entonces

f ∈ A2 ⇔
∞∑
n=1

(n+ 1)−1|an|2 <∞.

Por el contrario, hemos de destacar que el teorema de Fatou no es válido para

funciones en los espacios Apα y también que la sucesión de ceros de una función en Apα

no ha de satisfacer la condición de Blaschke. También queremos reseñar que aunque

el espacio de Bloch no está contenido en ninguno de los espacios de Hardy, se tiene

que

B ⊂ Apα, 0 < p <∞, α > −1.

Mencionemos los textos [35],[57] y [86] como excelentes referencias para la teoŕıa de

los espacios de Bergman.

1.5 Espacios de Dirichlet

Finalizamos este caṕıtulo presentando los espacios de tipo Dirichlet.

Para 0 < p < ∞ y α > −1 el espacio de tipo Dirichlet Dpα (p > 0, α > −1) es

el formado por las funciones f ∈ Hol(D) tales que f ′ ∈ Apα. Por tanto, si f es una

función anaĺıtica en D, entonces f ∈ Dpα si y sólo si

‖f‖Dpα
def
= |f(0)|+ ‖f ′‖Apα <∞.

Tenemos las siguientes inclusiones

Dpα ⊂ Dqα, si 0 < q < p <∞, α > −1.

Dpα ⊂ D
p
β, si 0 < p <∞, −1 < α < β.
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Si α > p − 1 es bien sabido que Dpα = Apα−p [37, Theorem 6]. Por otra parte, si

α < p − 2 entonces Dpα ⊂ H∞. Por tanto Dpα es un “espacio de Dirichlet propio”

cuando p− 2 ≤ α ≤ p− 1.

De especial interés son los casos extremos α = p− 2 y α = p− 1.

Para p > 1, el espacio Dpp−2 es el espacio de Besov Bp. El espacio D2
0 = B2 es el

espacio de Dirichlet clásico formado por las funciones f ∈ Hol(D) que satisfacen que∫
D |f

′(z)|2 dA(z) < ∞. Los espacios de Besov Bp (1 < p < ∞) forman una cadena

ascendente de espacios conformemente invariantes y todos ellos están contenidos

en BMOA. Mencionamos [8, 32, 33, 60, 61, 83, 86] como referencias en las que

encontrar mucha información sobre los espacios de Besov.

Los espacios Dpp−1 son los más próximos a los espacios de Hardy entre todos los

espacios de tipo Dirichlet. Se tiene que D2
1 = H2. Además, [69]

Hp ( Dpp−1, si 2 < p <∞,

y [37, 84]

Dpp−1 ( Hp, si 0 < p < 2.





2
Operadores de superposición entre espacios de

funciones anaĺıticas

2.1 Introducción

Dada una función entera ϕ, el operador de superposición

Sϕ : Hol(D) −→ Hol(D)

se define por Sϕ(f) = ϕ ◦ f (f ∈ Hol(D)).

La cuestión natural en este contexto es la siguiente:

Dados X e Y dos espacios lineales de funciones holomorfas en D, ¿cuáles son las

funciones enteras ϕ tales que el operador Sϕ aplica X en Y ? Cuando esto sucede se

dice que ϕ actúa por superposición de X en Y .

Si componemos en el otro orden tenemos los operadores de composición. Con

más precisión, si ϕ una función holomorfa en D con ϕ(D) ⊂ D, el operador de

composición Cϕ con śımbolo ϕ es el definido por

Cϕ(f) = f ◦ ϕ, f ∈ Hol(D).

Los operadores de composición actuando entre distintos espacios de funciones holo-

morfas en D ha sido (y son actualmente) muy extensamente estudiados. Mencione-

mos las monograf́ıas [80] y [28] como excelentes textos generales sobre este tema.

13
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La teoŕıa de operadores de superposición tiene sentido y una larga historia en

el contexto de funciones reales de variables reales y podemos mencionar el texto [7]

como una buena referencia. Sin embargo, el estudio de operadores de superposición

en el ámbito de espacios de funciones holomorfas es relativamente reciente, se inició

hace menos de cuarenta años.

Los operadores de composición son lineales. Esto no es en general cierto para

operadores de superposición. De hecho, es fácil ver que el operador de superposición

Sϕ es lineal si y sólo si ϕ es de la forma ϕ(z) = λz (z ∈ C) para algún λ ∈ C.

Por supuesto, si X e Y son espacios normados (o, más generalmente, F -espacios) de

funciones holomorfas en D y ϕ es una función entera, es interesante no sólo saber si

Sϕ actúa de X en Y sino también si es continuo o acotado de X en Y . Observemos

que al no ser Sϕ lineal, la acotación y continuidad de Sϕ no son a priori equivalentes.

Aśı pues, para X e Y dos espacios normados de funciones anaĺıticas en D tenemos

las tres siguiente cuestiones naturales que a priori pueden tener respuestas distintas:

(a) Caracterizar las funciones enteras ϕ tales que el operador de superposición Sϕ

actúa de X en Y .

(b) Caracterizar las funciones enteras ϕ tales que el operador de superposición Sϕ

es un operador acotado de X en Y .

(c) Caracterizar las funciones enteras ϕ tales que el operador de superposición Sϕ

es un operador continuo de X en Y .

Si Y contiene a las funciones constantes, entonces es claro que, para ϕ una

función constante, el operador Sϕ aplica X en Y .

Si ϕ(z) = z, entonces Sϕ(f) = f para todo f ∈ Hol(D) con lo que

Sϕ(X) ⊂ Y ⇔ X ⊂ Y.
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Si X ⊂ Y , podemos decir que la respuesta a la pregunta (a) de caracterizar

las funciones enteras ϕ para las que ϕ actúa de X en Y por superposición nos

dice “qué tan pequeño es X en comparación con Y ”. De manera informal,

tenemos que si hay muchas funciones enteras ϕ que actúan de X en Y por

superposición, entonces X es “pequeño” comparado con Y .

Como ya hemos indicado, al no ser Sϕ lineal las respuestas a las cuestiones (b) y

(c) no son a priori idénticas: acotación y continuidad no son a priori equivalentes. De

hecho, Buckley y Vukotić probaron en [25] que existen operadores de superposición

continuos que no son acotados. No obstante, Boyd y Rueda [22] probaron que para

extensas clases de espacios de Banach de funciones anaĺıticas X e Y , un operador

de superposición acotado de X en Y es continuo. En efecto, teniendo en cuenta que

si Y es un espacio de Banach de funciones holomorfas en D que está continuamente

contenido en Hol(D) entonces los operadores de evalución puntual son continuos en

Y , el Corolario 3. 2 de [22] implica lo siguiente.

Teorema F. Sean X e Y dos espacios de Banach de funciones holomorfas en D

continuamente contenidos en Hol(D). Sea ϕ una función entera que actúa de X en

Y por superposición. Si Sϕ es acotado de X en Y , entonces es continuo de X en Y .

Las cuestiones que hemos planteado han sido estudiadas para distintos pares de

espacios (X, Y ) por diversos autores, la literatura en esta área es bastante extensa.

Algunos art́ıculos en la misma son los siguientes [4, 19, 21, 22, 23, 25, 27, 26, 40,

47, 68, 70, 74, 85]. Mencionaremos a continuación tan sólo algunos de los resultados

contenidos en estos trabajos.

Cámera [26] y Cámera y Giménez [27] estudiaron operadores de superposición

actuando entre espacios de Hardy y entre espacios de Bergman y probaron los si-

guientes resultados.



16 Caṕıtulo 2. Operadores de superposición entre espacios de funciones anaĺıticas

Teorema G. Sea ϕ una función entera y 0 < p, q <∞.

(i) El operador de superposición Sϕ aplica Hp en Hq si y sólo si ϕ es un polinomio

de grado como máximo p/q.

(ii) El operador de superposición Sϕ aplica Ap en Aq si y sólo si ϕ es un polinomio

de grado como máximo p/q.

Buckley, Fernández y Vukotić estudiaron en [23] operadores de superposición

actuando entre espacios de Dirichlet y, entre otros, probaron el siguiente resultado.

Teorema H. Sea ϕ una función entera y 0 < p, q <∞.

(a) Si p ≤ 2 ≤ q < ∞ y p 6= q, entonces Sϕ actúa por superposición de Dp0 en

Dq0 si y sólo si ϕ es constante.

(b) Si q ≤ p < 2 entonces Sϕ(Dp0) ⊂ Dq0 si y sólo si ϕ es un polinomio de grado

menor o igual que p(2−q)
q(2−p) .

(c) Si p < q < 2, entonces Sϕ(Dp0) ⊂ Dq0 si y sólo si ϕ es constante.

(d) Si 2 < p <∞ y q ≤ p <∞, entonces Sϕ(Dp0) ⊂ Dq0 cualquiera que sea ϕ.

(e) Si 2 < p < q <∞, entonces Sϕ(Dp0) ⊂ Dq0 si y sólo si ϕ es constante.

Álvarez, Márquez y Vukotić estudiaron en [4] operadores de superposición ac-

tuando entre espacios de Bergman y el espacio de Bloch, B, probando los siguientes

resultados.

Teorema I. Sea 0 < p <∞ y sea ϕ una función entera. El operador de superposi-

ción Sϕ aplica el espacio de Bergman Ap en el espacio de Bloch B si y sólo si ϕ es

constante.
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Teorema J. Sean 0 < p <∞ y ϕ una función entera. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(a) El operador de superposición Sϕ aplica B en Ap.

(b) El operador de superposición Sϕ es un operador acotado de B en Ap.

(c) ϕ es una función entera de orden menor que uno, o de orden uno y tipo cero.

2.2 Relación entre el operador de superposición inducido por

una función entera y el inducido por su derivada

En los resultados expuestos en los teoremas G, H, I y J se caracterizan las fun-

ciones enteras ϕ que actúan por superposición de X en Y para ciertos pares (X, Y )

de espacios de funciones holomorfas en D. Estos resultados y, realmente, todos los

que conocemos de este tipo tienen en común lo siguiente:

Si Sϕ aplica X en Y entonces Sϕ′ también aplica X en Y .

Este hecho nos llevó a plantearnos la cuestión de caracterizar los pares (X, Y )

de subespacios de Hol(D) con esta propiedad o al menos la de encontrar una clase

amplia de espacios Y tales que si Sϕ(X) ⊂ Y para un cierto espacio X entonces

también se tenga que Sϕ′(X) ⊂ Y .

Para exponer los resultados que hemos obtenido en esta ĺınea de trabajo, empe-

zaremos introduciendo los espacios de crecimiento ponderado H∞v .

Definición 2. Un peso v en D será una función positiva y continua definida en

D que es radial, i. e., v(z) = v(|z|) para todo z ∈ D, y satisfaciendo que v(r) es

estrictamente decreciente en [0, 1) y que ĺımr→1 v(r) = 0.
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Para tales pesos v, el espacio de crecimiento ponderado H∞v se define por

H∞v =

{
f ∈ Hol(D) : ‖f‖v

def
= sup

z∈D
v(z)|f(z)| <∞

}
.

Equivalentemente,

H∞v =

{
f ∈ Hol(D) : M∞(r, f) = O

(
1

v(r)

)}
.

El espacio H∞v es un espacio de Banach con la norma ‖ · ‖v definida por

‖f‖v = sup
z∈D

v(z)|f(z)|.

Estos espacios tienen sus antecedentes en trabajos de Shields y Williams [81] y han

sido ampliamente estudiados, por ejemplo, en [14, 15, 17, 18, 56].

Bonet y Vukotić [19] caracterizaron las funciones enteras ϕ tales que Sϕ aplica

H∞u en H∞v para distintos pares de pesos (u, v). Volveremos a esta cuestión más

adelante y seremos entonces más precisos. En el trabajo [29] hemos probado el

siguiente resultado.

Teorema 1. Sea v un peso en D y sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach de funciones

anaĺıticas en D. Sea ϕ una función entera. Si el operador de superposición Sϕ es un

operador acotado de X en H∞v , entonces Sϕ′ aplica X en H∞v .

Demostración.

Supongamos que Sϕ es un operador acotado de X en H∞v . Entonces existe una

constante positiva L tal que

‖Sϕ(g)‖v ≤ L‖g‖, g ∈ X,

lo que equivale a decir que

|Sϕ(g)(ξ)| = |ϕ(g(ξ))| ≤ L‖g‖
v(ξ)

, g ∈ X, ξ ∈ D. (2.1)

Sea A = máx|ξ|≤1 |ϕ′(ξ)|.

Tomemos f ∈ X y z ∈ D.
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Si |f(z)| ≤ 1, recordando que v es radial y que v(r) decrece cuando r crece en

[0, 1), deducimos que

|Sϕ′(f)(z)| = |ϕ′(f(z))| ≤ A ≤ Av(0)

v(z)
.

Supongamos ahora que |f(z)| ≥ 1. Tomemos entonces R = 2|f(z)|. Como

de costumbre, si F es un función entera y 0 ≤ r < ∞, M(r, F ) denotará el

máximo de |F | en la circunferencia de centro 0 y radio R, es decir,

M(r, F ) = máx
|z|=r
|F (z)|.

Utilizando la fórmula integral de Cauchy para la primera derivada y simples

estimaciones, obtenemos

|Sϕ′(f)(z)| = |ϕ′(f(z))|

=

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|ζ|=R

ϕ(ζ)

(ζ − f(z))2
dζ

∣∣∣∣
≤ 1

2π
2πR

M(2|f(z)|, ϕ)

R2

=
M(2|f(z)|, ϕ)

2|f(z)|

≤ 1

2
M(2|f(z)|, ϕ).

Tomemos ahora θ ∈ R tal que

M(2|f(z)|, ϕ) =
∣∣ϕ (2eiθf(z)

)∣∣
y consideremos

g(ξ) = 2eiθf(ξ), ξ ∈ D.

Entonces tenemos

|Sϕ′(f)(z)| ≤ 1

2
|ϕ(g(z))| =

1

2
|Sϕ(g)(z)| . (2.2)
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Ahora, como f ∈ X se tiene que g ∈ X y ‖g‖ = 2‖f‖. Utilizando (2.1), deducimos

que

|Sϕ(g)(ξ)| ≤ L‖f‖
v(ξ)

, ξ ∈ D.

Esto y (2.2) dan

|Sϕ′(f)(z)| ≤ L‖f‖
2v(z)

.

Uniendo ambos casos, obtenemos que

|Sϕ′(f)(z)| ≤ C

v(z)
, para todo z ∈ D,

con C = máx
(
Av(0), L‖f‖

2

)
. Esto nos da que Sϕ′(f) ∈ H∞v como queŕıamos demos-

trar. �

Si v es un peso D, definimos DH∞v como:

DH∞v = {f ∈ Hol(D) : f ′ ∈ H∞v } .

El espacio DH∞v es un espacio de Banach con la norma ‖ · ‖D,v definida por

‖f‖D,v = |f(0)| + ‖f ′‖v.

A continuación vamos a ver que el Teorema 1 sigue siendo cierto si en su enun-

ciado sustituimos H∞v por DH∞v .

Teorema 2. Sea v un peso en D y sea (X, ‖ · ‖) un espacio de Banach de funcio-

nes holomorfas en D. Sea ϕ una función entera y supongamos que el operador de

superposición Sϕ es un operador acotado de X en DH∞v . Entonces Sϕ′ aplica X en

DH∞v .

Demostración.

El hecho de que Sϕ es un operador acotado de X en DH∞v quiere decir que existe

una constante A > 0 tal que
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|ϕ(f(0))|+ v(z)|ϕ′(f(z))| · |f ′(z)| ≤ A‖f‖, f ∈ X, z ∈ D.

Tomemos f ∈ X. Hemos de probar que Sϕ′(f) ∈ DH∞v .

Se tiene

Sϕ′(f) ∈ DH∞v ⇔ ϕ′ ◦ f ∈ DH∞v

⇔ (ϕ′ ◦ f)
′
= (ϕ′′ ◦ f) f ′ ∈ H∞v

⇔ sup
z∈D

v(z)|ϕ′′(f(z))| · |f ′(z)| <∞.

Tomemos z ∈ D y razonemos como en la demostración del Teorema 1 en el caso

|f(z)| ≥ 1, tomando R = 2|f(z)|, para obtener

|ϕ′′(f(z))| =

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|ζ|=R

ϕ′(ζ)

(ζ − f(z))2
dζ

∣∣∣∣
≤ 1

2π
2πR

M(2|f(z)|, ϕ′)
R2

=
M(2|f(z)|, ϕ′)

2|f(z)|

≤ 1

2
M(2|f(z)|, ϕ′).

Tomemos ahora θ ∈ R tal que

M(2|f(z)|, ϕ′) = |ϕ′(2eiθf(z))|

y definamos

g(ξ) = 2eiθf(ξ), ξ ∈ D.

Se tiene que

g ∈ X y ‖g‖ = 2‖f‖
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y que

|ϕ′′(f(z))| |f ′(z)|v(z) ≤ 1

2
|ϕ′(g(z))| |g

′(z)|
2

v(z)

=
1

4
|ϕ′(g(z))| g′(z)|v(z)

≤ 1

4
A‖g‖

=
1

2
‖f‖.

Por tanto, tenemos que Sϕ′(f) ∈ DH∞v como queŕıamos demostrar. �

Si tomamos v(z) = (1− |z|2) entonces el espacio DH∞v es el espacio de Bloch B.

Por tanto, tenemos el siguiente resultado, como caso particular del Teorema 2.

Corolario 1. Sea (X, ‖ ·‖) un espacio de Banach de funciones anaĺıticas en D y sea

ϕ una función entera. Si el operador de superposición Sϕ es un operador acotado de

X en el espacio de Bloch B, entonces Sϕ′(X) ⊂ B.

2.3 Sucesiones de ceros y operadores de superposición

Ya vimos al comienzo de este caṕıtulo que las funciones enteras ϕ que actúan de

X en Y por superposición han sido caracterizadas para un buen número de pares

(X, Y ) de espacios de funciones holomorfas en el disco unidad D. Recordemos el

Teorema I, probado por Álvarez, Márquez y Vukotić en [4], que establece que las

constantes son las únicas funciones enteras que actúan por superposición del espa-

cio de Bergman Ap (0 < p < ∞) en el espacio B de las funciones de Bloch. La

demostración de este hecho presentada en [4] hace uso de resultados sobre aplica-

ciones conformes del disco unidad en sectores. En esta sección utilizaremos ideas

completamente distintas para obtener la siguiente extensión del Teorema I.
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Teorema 3. Supongamos que 0 < p < ∞ y α > −1. Sea ϕ una función entera.

Entonces el operador de superposición Sϕ aplica el espacio de Bergman con peso Apα

en el espacio de Bloch B si y sólo si ϕ es constante.

Cuando α = 0, este teorema se reduce al mencionado Teorema I. Indiquemos que

en el caṕıtulo tercero de la tesis obtendremos una extensión del Teorema 3.

Nuestra demostración del Teorema 3 hará uso de resultados sobre las sucesiones

de ceros de los espacios en cuestión.

Si X es un subespacio de Hol(D), entonces diremos que una sucesión de puntos

{zk} en D es una “sucesión de ceros de X”, o una “X-sucesión de ceros” si existe una

función f ∈ X que se anula precisamente en los puntos de esa sucesión (contando

multiplicidades). Es bien sabido que, como expusimos en el caṕıtulo primero, las

sucesiones de ceros de cualquiera de los espacios Hp (0 < p ≤ ∞) son las sucesiones

de Blaschke. Pasemos a presentar algunos resultados sobre las sucesiones de ceros

de los espacios de Bergman con peso Apα y del espacio de Bloch B.

Horowitz probó en [62] el siguiente resultado.

Teorema K. Supongamos que 0 < p <∞ y α > −1.

(i) Si g ∈ Apα, g(0) 6= 0, y {zk} es su sucesión de ceros, entonces

n∏
k=1

1

|zk|
= O

(
n(1+α)/p

)
. (2.3)

(ii) La estimación en (i) es la mejor posible en el siguiente sentido: Para todo

ε > 0, existe una función g ∈ Apα con g(0) 6= 0 cuya sucesión de ceros {zk}

satisface
n∏
k=1

1

|zk|
6= O

(
n(1+α)/(p(1+ε))

)
. (2.4)
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Realmente, Horowitz demostró estos resultados para α > 0 y Sedletskii [78] los

demostró para todo α > −1. Indiquemos que razonando como en la demostración

de [48, Teorema 1] se obtiene que O
(
n(1+α)/p

)
puede reemplazarse por o

(
n(1+α)/p

)
en (2.3).

Girela, Nowak y Waniurski probaron en [48] que si f es una función de Bloch

con f(0) 6= 0 y {ξk} es su sucesión de ceros, entonces
n∏
k=1

1

|ξk|
= O

(
(log n)1/2

)
. (2.5)

Más tarde, Nowak [72] demostró que O
(
(log n)1/2

)
no puede reemplazarse por

o
(
(log n)1/2

)
.

Ahora ya estamos en disposición de presentar nuestra demostración del Teore-

ma 3.

Demostración del Teorema 3.

Es trivial que si ϕ es constante entonces Sϕ(Apα) ⊂ B.

Supongamos ahora que ϕ no es constante y que Sϕ(Apα) ⊂ B.

Tomemos ε > 0 y, utilizando el Teorema K, tomemos una función g ∈ Apα con

g(0) 6= 0 tal que su sucesión de ceros {zk} satisface (2.4). Como g ∈ Apα se tiene que

Sϕ(g) = ϕ ◦ g ∈ B.

Como ni g ni ϕ son constantes, es claro que ϕ ◦ g tampoco lo es. Sea ahora F =

Sϕ(g) − ϕ(0). Como Sϕ(g) es una función de Bloch, se sigue que

F = Sϕ(g) − ϕ(0) = ϕ ◦ g − ϕ(0) ∈ B.

Ahora, es claro que F 6≡ 0 y que todos los ceros de g son ceros de F . En otras

palabras, la sucesión {zk} está contenida en la sucesión {ξk} de los ceros de

F . Como {zk} satisface (2.4), se sigue que {ξk} no satisface (2.5). Esto está en

contradicción con que F ∈ B. �

Los argumentos utilizados para probar el Teorema 3 dan el siguiente resultado.



2.3. Sucesiones de ceros y operadores de superposición 25

Teorema 4. Sean X y Y dos espacios de funciones anaĺıticas en D que satisfacen

las condiciones siguientes.

(i) X contiene las funciones constantes.

(ii) Existe una función f ∈ X con f(0) 6= 0 cuya sucesión de ceros {zk} no es una

sucesión de ceros de Y .

Sea ϕ una función entera. Entonces el operador de superposición Sϕ aplica X en Y

si y sólo si ϕ es constante.

Hay muchas posibilidades de elección de los espacios X e Y en el Teorema 4 y

cada una de ellas nos llevaŕıa a un resultado concreto. Vamos a mencionar sólo un

par de los mismos.

Como ya hemos mencionado anteriormente, las sucesiones de Blaschke son las

sucesiones de ceros de cualquiera de los espacios de Hardy Hp (0 < p ≤ ∞) y

también de la clase Nevannlinna N (véase [34]). De hecho, utilizando la fórmula

de Jensen se sigue que si f ∈ Hol(D) y f 6≡ 0 entonces su sucesión de ceros {zk}

satisface la condición de Blaschke si y sólo si

sup
0<r<1

1

2π

∫ 2π

0

log |f(reit)| dt < ∞.

Podemos enunciar el siguiente resultado como consecuencia del Teorema 4.

Corolario 2. Sea Y un espacio de funciones anaĺıticas en D tal que todas las su-

cesiones de ceros de Y son sucesiones de Blaschke y sea v un peso D. Sea ϕ una

función entera. Entonces el operador de superposición Sϕ aplica H∞v en Y si y sólo

si ϕ es constante.

Demostración.

Por el Teorema 4, es suficiente probar que existe una función f ∈ H∞v , f 6≡ 0,

cuya sucesión de ceros {zk} no sea una sucesión de Blaschke.
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Sea ψ(r) = 1/v(r) (r ∈ [0, 1)). Entonces ψ es una función positiva, continua

y creciente en [0, 1), y ĺımr→1 ψ(r) → ∞. Utilizando el Lema 2 en p. 80 de [35],

podemos elegir una sucesión creciente de números enteros positivos {nk}∞k=1 tal que

∞∑
k=1

rnk ≤ 1

2
logψ(r), 0 ≤ r < 1.

Entonces la función f construida en p. 94 de [35] con esta sucesión {nk} pertenece

a H∞v y su sucesión de ceros no es una sucesión de Blaschke. �

Cuando v es el peso definido por v(z) =
(

log e
1−|z|

)−1
(z ∈ D), el espacio H∞v es

el formado por las funciones f ∈ Hol(D) tales que

|f(z)| = O

(
log

1

1− |z|

)
, cuando |z| → 1. (2.6)

Este espacio es el llamado A0 en [48] y H∞log en [49] y en [13]. El espacio H∞log y el

espacio Bloch están estrechamente relacionados. Es bien sabido que una funcion de

Bloch f satisface (2.6). Aśı pues,

B ⊂ H∞log.

Como la función f(z) = log 1
1−z es una función Bloch, la condición de crecimiento

(2.6) es la mejor posible para el espacio de Bloch. Bao y Ye [13] identificaron el

espacio H∞log como el dual de un subespacio de tipo Luecking de A1 y demostraron

que el espacio Bloch no es denso en H∞log. Utilizando el Teorema 4 y [48, Teorema 2]

obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3. Sea ϕ una función entera, entonces el operador de superposición Sϕ

aplica H∞log en el espacio de Bloch B si y sólo si ϕ es constante.
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2.4 Operadores de superposición actuando entre espacios de

norma mixta

Como ya hemos mencionado, Bonet y Vukotić [19] caracterizaron las funciones

enteras ϕ tales que Sϕ aplica H∞u en H∞v para distintos pares de pesos en D, (u, v).

Tomando α > 0 y v(z) = (1− |z|)α, el espacio H∞v es

H(∞, α) =

{
f ∈ Hol(D) : M∞(r, f) = O

(
1

(1− r)α

)}
.

Entre otros resultados, Bonet y Vukotić probaron el siguiente.

Teorema L. Sean 0 < α, β <∞ y ϕ una función entera. Las condiciones siguien-

tes son equivalentes:

(i) ϕ es un polinomio de grado menor o igual que β/α.

(ii) Sϕ (H(∞, α)) ⊂ H(∞, β).

(iii) Sϕ es un operador continuo de H(∞, α) en H(∞, β).

Para α > 0 y 0 < p <∞, definamos

H(p, α) =

{
f ∈ Hol(D) : Mp(r, f) = O

(
1

(1− r)α

)}
.

A la vista del Teorema L, resulta natural plantearse la siguiente cuestión.

Cuestión 1. Caracterizar las funciones enteras ϕ tales que

Sϕ (H(p, α)) ⊂ H(p, β).

De hecho, podemos plantearnos una cuestión más general, la de estudiar los

operadores de superposición actuando entre espacios de norma mixta.
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El espacio de norma mixta H(p, q, α) (0 < p, q ≤ ∞, α > 0) es el espacio

formado por las funciones f ∈ Hol(D) para las que ‖f‖p,q,α < ∞, donde,

‖f‖p,q,α =


(∫ 1

0

(1− r)αq−1M q
p (r, f) dr

)1/q

, si 0 < q <∞,

sup
0≤r<1

(1− r)αMp(r, f), si q =∞.

Estos espacios tienen su origen en el trabajo de Hardy y Littlewood [55], pero la

primera definición expĺıcita fue dada por Flett [37, 38]. Desde entonces, los espacios

H(p, q, α) se han estudiado en muchos art́ıculos (véase, por ejemplo, [1, 9, 12, 16,

24, 39, 63, 73, 75, 82] y las referencias que en los mismos se dan). Notemos que el

espacio de Hardy Hp puede ser identificado con el espacio de norma mixta en el caso

ĺımite H(p,∞, 0). Por su parte, se tiene que Apα = H(p, p, (α + 1)/p).

Con esta notación el Teorema L puede enunciarse como sigue:

Sea ϕ una función entera y sean 0 < α, β < ∞. Entonces el operador de su-

perposición Sϕ aplica H(∞,∞, α) en H(∞,∞, β) si y sólo si ϕ es un polinomio de

grado menor o igual que β/α.

En esta sección caracterizaremos las funciones enteras ϕ tales que el operador

de superposición Sϕ aplica el espacio H(p, q, α) en el espacio H(s, t, β), para dos

tripletas cualesquiera de parámetros (p, q, α), (s, t, β) con 0 < p, q, s, t ≤ ∞ y

0 < α, β < ∞, extendiendo aśı el Teorema L. Esta cuestión está estrechamente

relacionada con las inclusiones entre espacios de norma mixta. Una caracterización

completa de esas inclusiones fue probada en [9, 10] (véase también [12, 23, 63] para

algunos resultados parciales). Nosotros probaremos el siguiente resultado.

Teorema 5. Sea ϕ una función entera y 0 < p, q, s, t ≤ ∞, 0 < α, β < ∞.

Entonces el operador de superposición Sϕ aplica H(p, q, α) en H(s, t, β) si y sólo

si ϕ es un polinomio de grado N , donde N satisface una de las cuatro condiciones

siguientes:
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(i) p
N
< s y N <

β+ 1
s

α+ 1
p

.

(ii) p
N
< s, N =

β+ 1
s

α+ 1
p

y q
N
≤ t.

(iii) p
N
≥ s y αN < β.

(iv) p
N
≥ s, αN = β y q

t
≤ t.

Además, en cualquiera de los cuatro casos el operador Sϕ es acotado y continuo de

H(p, q, α) en H(s, t, β).

Antes de dar la demostración del Teorema 5 presentaremos una serie de resultados

ya conocidos y otros resultados previos que hemos probado para llegar a la conclusión

que hemos enunciado.

Vamos a empezar con la siguiente estimación para las medias integrales de fun-

ciones en el espacio H(p, q, α) (véase, e. g., [63, p. 146]).

Lema M. Si 0 < p, q ≤ ∞, 0 < α <∞ y f ∈ H(p, q, α) entonces

Mp(r, f) .
‖f‖p,q,α
(1− r)α

,

M∞(r, f) .
‖f‖p,q,α

(1− r)α+
1
p

.

A continuación vamos a considerar funciones del tipo, (1−z)−γ
(
log e

1−z

)−c
con γ

y c constantes no negativas. Estas funciones son muy útiles como ejemplos t́ıpicos de

funciones que pertenecen a distintos espacios. En el siguente lema que puede verse

en [12, Lema 2] (véase también [9]) se determina cuáles de estas funciones pertenecen

a los espacios H(p, q, α).

Lema N. Para γ > 0 y c > 0, consideremos

Fγ(z) =
1

(1− z)γ
, Fγ,c(z) =

1

(1− z)γ

(
log

e

1− z

)−c
, (z ∈ D).

Supongamos que 0 < p ≤ ∞, 0 < q <∞ y α > 0. Entonces
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(i) Fγ ∈ H(p, q, α) si y sólo si γ < α + 1
p
.

(ii) Fγ ∈ H(p,∞, α) si y sólo si γ ≤ α + 1
p
.

(iii) Fγ,c ∈ H(p, q, α) si y sólo si γ < α + 1
p
, o γ = α + 1

p
y c > 1

q
.

(iv) Fγ,c ∈ H(p,∞, α) si y sólo si γ ≤ α + 1
p
.

Denotaremos por L al conjunto de todas las funciones f ∈ Hol(D) que vienen

dadas por una serie de potencias lagunar o de Hadamard, es decir, f es de la forma

f(z) =
∞∑
k=1

ak z
nk , z ∈ D,

donde la sucesión de enteros no negativos {nk} satisface nk+1 ≥ λnk, para todo

k, para una cierta constante λ > 1. En el siguiente lema, que puede verse en [63,

Caṕıtulo 8] o en [73, p. 102] y que es una consecuencia del trabajo de [71], se presenta

una caracterización de las funciones en L ∩H(p, q, α).

Lema Ñ. Sea f ∈ L, f(z) =
∑∞

k=1 ak z
nk (z ∈ D) con nk+1 ≥ λnk, para todo k, y

λ > 1. Supongamos que 0 < p, q ≤ ∞ y α > 0. Entonces f ∈ H(p, q, α) si y sólo si

la sucesión {ak/nαk} pertenece al espacio `q.

Finalmente y para terminar con esta serie de resultados previos ya probados, va-

mos a enunciar el resultado de Arévalo [9, Teoremas 1 y 2] que da una caracterización

completa de las inclusiones entre espacios de norma mixta.

Teorema O. Supongamos que 0 < p, q, s, t ≤ ∞, 0 < α, β <∞.

(i) Si p ≥ s, entonces

H(p, q, α) ⊂ H(s, t, β) ⇔


α < β, o

α = β y q ≤ t.
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(ii) Si p < s, entonces

H(p, q, α) ⊂ H(s, t, β) ⇔


α +

1

p
< β +

1

s
, o

α +
1

p
= β +

1

s
y q ≤ t.

Vamos a dividir la demostración del Teorema 5 en varios pasos. Primero utiliza-

remos argumentos semejantes a algunos de la demostración de la Proposición 3. 1 de

[19] para probar que ser un polinomio es una condición necesaria en ϕ para que Sϕ

aplique un espacio de norma mixta en otro.

Lema 1. Sean ϕ una función entera y 0 < p, q, s, t ≤ ∞, 0 < α, β < ∞. Si

el operador de superposición Sϕ aplica H(p, q, α) en H(s, t, β) entonces ϕ es un

polinomio de grado como máximo
β+ 1

s

α+ 1
p

.

Demostración.

Sea ϕ una función entera y supongamos que Sϕ aplica H(p, q, α) en H(s, t, β). Pa-

ra concluir que Sϕ es un polinomio de grado como máximo
β+ 1

s

α+ 1
p

, por una estimación

estandard de Cauchy, será suficiente probar que

ĺım
r→∞

M(r, ϕ)

rA
= 0 (2.7)

para todo A >
β+ 1

s

α+ 1
p

(véase, e. g., [58, Teorema 8. 2. 3]).

Aśı pues, tomemos A >
β+ 1

s

α+ 1
p

y supongamos que (2.7) no es verdadera. Tomemos

γ < α + 1
p

y sea g(z) = (1 − z)−γ (z ∈ D). Utilizando el Lema N, vemos que

g ∈ H(p, q, α).

Como (2.7) es falso, existen δ > 0 y una sucesión {wn} ⊂ C con |wn| > 1, para

todo n, y ĺımn→∞ |wn| =∞ tal que

|ϕ(wn)| ≥ δ|wn|A, para todo n.
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Razonando como en [19, p. 315], podemos asumir que | argwn| < γπ
4

para todo n.

Entonces, para todo n, consideremos zn la preimagen de wn por g:

zn = 1− 1

wγn
, (1− zn)−1 = w1/γ

n .

Para todo n, |1 − zn| < 1 y | arg(1 − zn)| < π/4, con lo que, zn pertenece a un

dominio de Stolz con vértice 1. Aśı pues, existe c > 0 tal que |1− zn| ≤ c(1− |zn|)

para cada n.

Como g ∈ H(p, q, α), Sϕ(g) = ϕ ◦ g ∈ H(s, t, β). Utilizando el Lema M, deduci-

mos que

|ϕ(wn)| = |ϕ(g(zn))| . 1

(1− |zn|)β+
1
s

.

Entonces tenemos

δ|wn|A ≤ |ϕ(g(zn))| . 1

(1− |zn|)β+
1
s

� |wn|(β+
1
s
)/γ.

Como {|wn|} → ∞, esto implica que A ≤ (β + 1
s
)/γ. Como γ ∈ (0, α + 1

p
) es

arbitrario, obtenemos que A ≤ (β+ 1
s
)/(α+ 1

p
), lo cual contradice nuestra hipótesis.

�

Lema 2. Sean P un polinomio de grado n, 0 < p, q, s, t ≤ ∞ y 0 < α, β < ∞.

Supongamos que el operador de superposición SP aplica H(p, q, α) en H(s, t, β) y

sea Q un polinomio de grado k con 0 ≤ k ≤ n. Entonces SQ aplica H(p, q, α) en

H(s, t, β). Además, existen dos constantes positivas C1, C2 independientes de f tales

que

‖SQ(f)‖ts,t,β ≤ C1‖SP (f)‖ts,t,β + C2, para toda f ∈ H(p, q, α).

Demostración.

Probaremos el resultado asumiendo que s y t son finitos. Para el resto de los

casos sólo habrá que hacer pequeñas modificaciones.

Como k ≤ n, existen R,C > 0 tales que

|Q(z)| ≤ C|P (z)|, si |z| ≥ R.
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Tomemos f ∈ H(p, q, α). Sabemos que P ◦ f ∈ H(s, t, β) y queremos probar que

Q ◦ f ∈ H(s, t, β). Para 0 < r < 1, sea

Ar = {θ ∈ [0, 2π] : |f(reiθ)| > R}, Br = [0, 2π] \ Ar.

Tenemos∫ 1

0

(1− r)βt−1Ms(r,Q ◦ f)t dr

=

∫ 1

0

(1− r)βt−1
(

1

2π

∫ 2π

0

|Q
(
f(reiθ)

)
|s dθ

)t/s
dr

=

∫ 1

0

(1− r)βt−1
(

1

2π

∫
Ar

|Q
(
f(reiθ)

)
|s dθ +

1

2π

∫
Br

|Q
(
f(reiθ)

)
|s dθ

)t/s
dr

≤
∫ 1

0

(1− r)βt−1
(
Cs

2π

∫ 2π

0

|P
(
f(reiθ)

)
|s dθ +M(R,Q)s

)t/s
dr

.
∫ 1

0

(1− r)βt−1
(
Cs

2π

∫ 2π

0

|P
(
f(reiθ)

)
|s dθ

)t/s
+ M(R,Q)t

.‖SP (f)‖ts,t,β + M(R,Q)t.

Aśı pues, SQ(f) = Q ◦ f ∈ H(s, t, β) y ‖SQ(f)‖ts,t,β ≤ C1‖SP (f)‖ts,t,β + C2, donde

C1 y C2 son constantes positivas independientes de f . �

En nuestro siguiente resultado probaremos el Teorema 5 para el caso de mono-

mios. Este resultado y los dos lemas anteriores implicarán el Teorema 5 fácilmente.

Proposición 1. Supongamos que 0 < p, q, s, t ≤ ∞, 0 < α, β < ∞. Sea N un

número entero no negativo y sea ϕ definida por ϕ(z) = zN (z ∈ C). Entonces el

operador de superposición Sϕ aplica H(p, q, α) en H(s, t, β) si y sólo si N satisface

una de las cuatro condiciones siguientes:

(i) p
N
< s y N <

β+ 1
s

α+ 1
p

.

(ii) p
N
< s, N =

β+ 1
s

α+ 1
p

y q
N
≤ t.

(iii) p
N
≥ s y αN < β.
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(iv) p
N
≥ s, αN = β y q

t
≤ t.

Además, en cualquiera de los cuatro casos el operador Sϕ es acotado y continuo de

H(p, q, α) en H(s, t, β).

Un simple cálculo da el siguiente resultado que necesitaremos en la demostración

de la Proposición 1.

Lema 3. Si f ∈ Hol(D), 0 < s, t ≤ ∞, 0 < β < ∞, y N es un entero positivo,

entonces

f ∈ H(s, t, β) ⇔ fN ∈ H

(
s

N
,
t

N
, βN

)
.

Además

‖f‖ts,t,β = ‖fN‖t/Ns
N
, t
N
,βN

.

Demostración de la Proposición 1.

Utilizando el Lema 3 y el Teorema O, tenemos que si N satisface una de las

condiciones (i), (ii), (iii), o (iv) entonces Sϕ es un operador acotado de H(p, q, α)

en H(s, t, β). Como las inclusiones en el Teorema O son acotadas y los funcionales

de evaluación puntual son continuos en los espacios de norma mixta, utilizando el

Teorema F ([22, Teorema 1]), vemos que Sϕ es un operador continuo de H(p, q, α)

en H(s, t, β).

A continuación vamos a probar la necesidad de una de las condiciones (i)-(iv).

Si p
N
< s y N >

β+ 1
s

α+ 1
p

, tomamos γ = 1
N

(
β + 1

s

)
. Usando el Lema N (i), vemos

que Fγ ∈ H(p, q, α), pero FN
γ = FγN /∈ H(s, t, β).

Si p
N
< s, N =

β+ 1
s

α+ 1
p

y q
N
> t, tomamos γ = 1

N

(
β + 1

s

)
= α + 1

p
y c = 1

Nt
. El

Lema N (iii) implica que Fγ,c ∈ H(p, q, α) pero FN
γ,c = FγN,cN /∈ H(s, t, β).
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Si p
N
≥ s y αN > β, sea

f(z) =
∞∑
n=1

anz
2n , z ∈ D,

donde an = 2nβ/N (n = 1, 2, . . . ). Tenemos{ an
2nα

}
=
{

2−(n(α− β
N
))
}
∈ `q

y entonces, usando el Lema Ñ, deducimos que f ∈ H(p, q, α).

Para ver que fN /∈ H(s, t, β) empezaremos recordando que, como f está dada

por una serie de potencias de Hadamard, tenemos que

Mu(r, f) �M2(r, f), siempre que 0 < u <∞

(véase, e. g. Teorema 8. 20 en [87, p. 215, Vol. I]). Entonces, tenemos

Ms(r, f
N) = MsN(r, f)N � M2(r, f)N . (2.8)

Notemos que {
an2−n

β
N

}
= {1} /∈ `Nt

y, por lo tanto f /∈ H(2, Nt, β
N

). Asumiendo que t < ∞, esto junto con (2.8)

implica que∫ 1

0

(1− r)βt−1Ms(r, f
N)t dr �

∫ 1

0

(1− r)βt−1M2(r, f)Nt dr

�
∫ 1

0

(1− r)
β
N
Nt−1M2(r, f)Nt dr

=∞.

Aśı pues fN /∈ H(s, t, β). Un argumento similar se utiliza para el caso t =∞.

Si p
N
≥ s, αN = β y q

N
> t, tomamos

f(z) =
∞∑
n=1

anz
2n , z ∈ D
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con

an = 2n
β
N n−1/(Nt), n = 1, 2, . . . .

Notemos que{ an
2nα

}
=

{
1

n1/(Nt)

}
∈ `q,

{
an

2n
β
N

}
=

{
1

n1/Nt

}
/∈ `Nt.

Entonces, argumentando como en el caso anterior, obtenemos que f ∈ H(p, q, α)

y fN /∈ H(s, t, β). Omitimos los detalles.

�

Ya estamos en disposición de finalizar la sección probando el Teorema 5.

Demostración del Teorema 5.

Asumamos en primer lugar que 0 < p, q, s, t ≤ ∞, 0 < α, β <∞, y que ϕ es una

función entera tal que el operador de superposición Sϕ aplica H(p, q, α) en H(s, t, β).

El Lema 1 implica que ϕ es un polinomio. Sea N su grado y P (z) = zN (z ∈ C).

Utilizando el Lema 2, vemos que SP aplica H(p, q, α) en H(s, t, β) y entonces, por la

Proposición 1, tenemos que N satisface una de las cuatro condiciones (i), (ii), (iii),

o (iv).

La Proposición 1 nos da que SP es un operador acotado de H(p, a, α) en H(s, t, β)

y el Lema 1 implica que existen dos constantes positivas C1, C2 tales que

‖Sϕ(f)‖ts,t,β ≤ C1‖SP (f)‖ts,t,β + C2, para todo f ∈ H(p, q, α).

Estos dos hechos juntos nos dan que Sϕ es un operador acotado de H(p, q, α) en

H(s, t, β). Utilizando el ya varias veces mencionado resultado de Boyd y Rueda

[22, Teorema 1] como anteriormente, deducimos que Sϕ es un operador continuo de

H(p, q, α) en H(s, t, β).

Pasemos a probar la otra implicación. Supongamos por tanto que ϕ es un poli-

nomio cuyo grado N satisface una de las condiciones establecidas en el Teorema 5

y P (z) = zN (z ∈ C). Utilizando la Proposición 1 deducimos que Sp es un operador
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acotado de H(p, q, α) en H(s, t, β) y entonces el Lema 2 y [22, Teorema 1] implican

que Sϕ es un operador acotado y continuo de H(p, q, α) en H(s, t, β). Aśı finaliza la

demostración. �

2.5 Operadores de superposición actuando entre espacios de

Besov

2.5.1 Introducción

Como ya indicamos en el Caṕıtulo 1, para 1 < p < ∞ , el espacio de Besov

Bp es el formado por las funciones f que son holomorfas en D y satisfacen que

f ′ ∈ App−2. Por tanto, una función f ∈ Hol(D) pertenece a Bp si y sólo si ρp(f) <∞,

donde

ρp(f) = ‖f ′‖App−2
=

(
(p− 1)

∫
D
(1− |z|2)p−2|f ′(z)|p dA(z)

)1/p

.

Todos los espacios Bp (1 < p <∞) son conformemente invariantes con respecto

a la seminorma ρp . Un importante y bien estudiado caso es el espacio de Dirichlet

clásico B2 (usualmente denotado por D) que consta de las funciones f que son

anaĺıticas en D tales que
∫
D |f

′(z)|2 dA(z) < ∞. Mencionamos [8] como una refe-

rencia básica sobre los espacios de Besov y el texto de Zhu [86] como un muy buen

lugar en el que encontrar mucha información sobre ellos.

El espacio B1 requiere una definición especial: B1 es el espacio formado por

todas las funciones f que son anaĺıticas en D y satisfacen que f ′′ ∈ A1. Aunque la

seminorma asociada a esta definición no es conformente invariante, el espacio B1

śı lo es. Otra definición de B1, con una seminorma conformemente invariante, es

presentada en [8], donde B1 es denotado por M.

Es bien sabido que los espacios de Besov Bp (1 ≤ p < q <∞) forman una cadena

ascendente de espacios y que todos ellos están contenidos en el espacio BMOA (y,
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por tanto, también en el espacio de Bloch B):

B1 ⊂ Bq ⊂ Bp ⊂ B, 1 < q < p < ∞.

Aśı pues, tenemos que si p < q entonces el espacio Bp es más pequeño que

Bq. Este resultado puede mejorarse. En efecto, uno de los resultados probados por

Buckley, Fernández y Vukotić en [23] es el siguiente.

Teorema P. Supongamos que 1 ≤ q < p <∞ y sea ϕ una función entera. Entonces

el operador de superposición Sϕ aplica Bp en Bq si y sólo si ϕ es constante.

En esta sección vamos a presentar una demostración de este resultado distinta

de la dada en [23]. Nuestra demostración se basará en la obtención de ciertos resul-

tados sobre la integrabilidad radial de la derivada de funciones en Bp ∩H∞. Estos

resultados serán obtenidos en la subsección 2.5.2.

2.5.2 Un resultado sobre integrabilidad radial de funciones acotadas en

los espacios de Besov

La obtención de resultados sobre la integrabilidad a lo largo de radios de dis-

tintas clases de funciones holomorfas en el disco unidad D es una cuestión de gran

importancia en variable compleja que ha atráıdo la atención de muchos autores a lo

largo de los años. Uno de los más conocidos resultados en esta ĺınea se debe a Rudin

que en el art́ıculo [77] demostró la existencia de una función f ∈ H∞ para la cual

la variación radial

V (f, θ) =

∫ 1

0

|f ′(reiθ)|dr

es infinita para todo θ excepto a lo sumo para aquellos θ que pertenecen a un

conjunto de primera categoŕıa y medida cero. Bourgain [20] resolvió una cuestión

planteada por Rudin demostrando que si f ∈ H∞ entonces el conjunto de los θ

para los que V (f, θ) < ∞ no puede ser vaćıo sino que, de hecho, tiene dimensión
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de Hausdorff 1. Otros trabajos en los que se estudian propiedades de integrabilidad

radial de distintas clases de funciones anaĺıticas son [6, 11, 44, 45, 51, 52, 53, 54].

Pasemos a considerar cuestiones de este tipo para las derivadas de funciones en

los espacios de Besov.

Por la definición, es claro que si 1 < p < ∞ y f ∈ Hol(D) entonces

f ∈ Bp ⇔
∫ 1

0

(1− r)p−2Mp(r, f
′)p dr < ∞. (2.9)

Claramente, esto implica que si 1 < p <∞ y f ∈ Bp entonces∫ 1

0

(1− r)p−2|f ′(reiθ)|p dr < ∞, para casi todo θ ∈ [0, 2π]. (2.10)

A continuación probaremos que (2.9) y (2.10) son estimaciones “muy precisas”

en un sentido muy fuerte, hecho que está conectado con la ya mencionada cadena

de inclusiones

B1 ⊂ Bq ⊂ Bp ⊂ B, 1 < q < p < ∞.

Con más precisión, para 1 < q < p < ∞, probaremos la existencia de funciones

f ∈ Bp∩H∞ con Mp(r, f
′) “tan grande como sea posible” y con f ′ teniendo “malas

propiedades de integrabilidad de orden q a lo largo de todos los radios”.

Teorema 6. Supongamos que 1 < q < p < ∞ y sea φ una función positiva y

creciente definida en [0, 1) y que satisface las siguientes propiedades:∫ 1

0

(1− r)p−2φ(r)p dr < ∞ (2.11)

y ∫ 1

0

(1− r)q−2φ(r)q dr = ∞. (2.12)

Entonces existe una función f ∈ (Bp ∩H∞)\Bq con las dos propiedades siguientes:

Mp(r, f
′) & φ(r)
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y ∫ 1

0

(1− r)q−2|f ′(reiθ)|q dr = ∞, para cada θ ∈ [0, 2π]. (2.13)

Un ejemplo t́ıpico de una función φ en las condiciones del Teorema 6 es

φ(r) =
1

(1− r)α
, 0 ≤ r < 1,

siendo α un número real con 1− 1
q
< α < 1− 1

p
.

El sustituto del Teorema 6 para q = 1 es el siguiente.

Teorema 7. Supongamos que 1 < p < ∞ y sea φ una función positiva y creciente

definida en [0, 1) satisfaciendo (2.11). Entonces existe una función f ∈ (Bp ∩H∞)\

B1 con las dos propiedades siguientes:

Mp(r, f
′) & φ(r)

y ∫ 1

0

|f ′′(reiθ)| dr = ∞, para cada θ ∈ [0, 2π]. (2.14)

Demostración del Teorema 6 y del Teorema 7.

Sea φ como en el Teorema 6. Consideremos

rk = 1− 1

2k
, k = 1, 2, . . . .

Como φ es creciente es fácil ver que (2.11) implica que

∞∑
k=1

1

2k(p−1)
φ(rk)

p < ∞. (2.15)

Para k ≥ 1, definimos ak = 1
2k
φ(rk) y sea

f(z) =
∞∑
k=1

akz
2k , z ∈ D.

Entonces f es una función anaĺıtica en D dada por una serie de potencias lagunar.

Utilizando (2.15) vemos que

∞∑
k=1

2k|ak|p =
∞∑
k=1

1

2k(p−1)
φ(rk)

p < ∞.
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Entonces deducimos que f ∈ Bp (véase, e. g., [32, Teorema D]). Sea q el exponente

conjugado de p, es decir, q = p/(p− 1). Utilizando la desigualdad de Hölder con los

exponentes p y q y (2.15), obtenemos que

∞∑
k=1

|ak| =
∞∑
k=1

1

2k/p2k/q
φ(rk) ≤

(
∞∑
k=1

1

2kq/p

)1/q( ∞∑
k=1

1

2k(p−1)
φ(rk)

p

)1/p

< ∞.

De esto se sigue que f ∈ H∞.

Ahora,

zf ′(z) =
∞∑
k=1

φ(rk)z
2k , z ∈ D,

y entonces tenemos que

M2(r, f
′)2 ≥

∞∑
k=1

φ(rk)
2r2

k+1

, 0 < r < 1. (2.16)

Para un r ∈ (0, 1) dado, tomamos k ∈ N tal que rk ≤ r < rk+1. Utilizando (2.16),

el hecho de que las funciones M2(·, f ′) y φ son crecientes en (0, 1), y la simple

estimación r2
k

k & 1, obtenemos que

M2(r, f
′)2 ≥ M2(rk, f

′)2 ≥ φ(rk+1)
2r2

k+2

k & φ(rk+1)
2 ≥ φ(r)2. (2.17)

Ahora, como f está dada por una serie de potencias lagunar se tiene que Mp(r, f
′) �

M2(r, f
′) (véase, e. g., Teorema 8. 20 en [87, Vol. I, p. 215]). Entonces, por (2.17),

Mp(r, f
′) & φ(r).

Realmente, tenemos que Mλ(r, f
′) �M2(r, f

′) para todo λ finito y, consecuentemen-

te podemos decir que

Mλ(r, f
′) & φ(r), 0 < λ <∞.

Utilizando esto con λ = q y (2.12) obtenemos que f /∈ Bq. Esto y [32, Teorema D]

implica
∑∞

k=1 2k|ak|q = ∞. Entonces (2.13) se obtiene usando un resultado de

Gnuschke [50, Teorema 1]. Esto finaliza la demostración del Teorema 6.
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Como B1 ⊂ Bq, f /∈ B1 y entonces, por el Teorema D de [32],
∑∞

k=1 2k|ak| =

∞. Entonces el mencionado resultado de Gnuschke implica (2.14). Por lo tanto el

Teorema 7 está demostrado. �

2.5.3 Una demostración del Teorema P

Demostración de Teorema P.

Supongamos que 1 ≤ q < p <∞.

Es trivial que si ϕ es constante entonces Sϕ aplica Bp en Bq.

Supongamos ahora que Sϕ(Bp) ⊂ Bq. Hemos de probar que ϕ es constante.

Como B1 ⊂ Bs para todo s > 1, es suficiente considerar el caso q > 1.

Supongamos entonces que q > 1 y razonemos por reducción al absurdo, es decir,

asumamos que ϕ no es constante. Utilicemos el Teorema 6 para tomar una función

f ∈ Bp ∩H∞ satisfaciendo (2.13). Como Sϕ(Bp) ⊂ Bq, deducimos que

Sϕ(f) = ϕ ◦ f ∈ Bq,

esto es, ∫
D
(1− |z|2)q−2 |ϕ′(f(z))f ′(z)|q dA(z) < ∞.

Por lo tanto,∫ 1

0

(1− r)q−2
∣∣ϕ′(f(reiθ))

∣∣q ∣∣f ′(reiθ)∣∣q dr < ∞, para casi todo θ ∈ [0, 2π]. (2.18)

Claramente, ϕ′ ◦ f 6≡ 0 y ϕ′ ◦ f ∈ H∞. Usando el Teorema de Fatou y el Teorema

de Unicidad de Riesz [34, Caṕıtulo 2], vemos que la función ϕ′ ◦ f tiene un ĺımite

radial finito y distinto de cero para casi todo punto eiθ de ∂D. Esto, junto con (2.18),

implica que∫ 1

0

(1− r)q−2
∣∣f ′(reiθ)∣∣q dr < ∞, para casi todo θ ∈ [0, 2π],

lo cual está en contradicción con (2.13). �
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2.6 Algunos resultados adicionales sobre espacios de Besov

En esta sección vamos a presentar unos resultados sobre espacios de Besov que

hemos obtenido como consecuencia o extensión de los teoremas 6 y 7, aunque no

tienen que ver con operadores de superposición.

En la subsección 2.6.1 presentaremos una aplicación de los mencionados resul-

tados sobre integrabilidad radial a multiplicadores entre espacios de Besov. Por su

parte, la subsección 2.6.2 estará dedicada a obtener unos resultados sobre el creci-

miento de la derivada de funciones en los espacios Bp que en determinados sentidos

mejoran al Teorema 6.

2.6.1 Una aplicación del Teorema 6 a multiplicadores entre espacios de

Besov

Recordemos que para g ∈ Hol(D), el operador de multiplicación

Mg : Hol(D) → Hol(D)

se define por

Mg(f)(z) = g(z)f(z), f ∈ Hol(D), z ∈ D.

Si X y Y son dos espacios de funciones anaĺıticas en D (que siempre asumiremos

que son espacios de Banach o F -espacios continuamente contenidos en Hol(D)) y

g ∈ Hol(D) entonces se dice que

g es un multiplicador de X en Y si Mg(X) ⊂ Y .

El espacio de todos los multiplicadores del espacio X en el espacio Y se deno-

tará por M(X, Y ) y M(X,X) será denotado simplemente por M(X). Utilizando el

teorema del grafo cerrado vemos que si g ∈ M(X, Y ) entonces Mg es un operador

acotado de X en Y .
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Es bien sabido que si X no es trivial entonces M(X) ⊂ H∞ (véase, e. g., [3,

Lemma 1. 1] o [84, Lemma 1. 10]). Claramente, esto implica lo siguiente:

Si Y no es trivial e Y ⊂ X entonces M(X, Y ) ⊂ H∞. (2.19)

Existe una muy extensa literatura dedicada al estudio de los multiplicadores

entre distintos espacios de funciones anaĺıticas en D. En particular, el espacio de

multiplicadores M(Bp, Bq) ha sido estudiado en un buen número de art́ıculos. El

siguiente resultado es parte de [41, Theorem 2].

Teorema Q. Si 1 ≤ q < p < ∞ entonces M(Bp, Bq) = {0}.

La demostración presentada en [41] utiliza, entre otros resultados, un teorema

de descomposición para espacios de Besov [41, Theorem 13] que se basa en el corres-

pondiente resultado de Rochberg para espacios de Bergman [76, Theorem 2. 2] y la

desigualdad de Khinchine. Nosotros vamos a presentar a continuación una nueva,

y pensamos que más simple, demostración del Teorema Q como consecuencia del

Teorema 6.

Demostración delTeorema Q.

Como B1 ⊂ Bs para todo s > 1, será suficiente probar el resultado en el caso

1 < q < p <∞. Por lo tanto, asumiremos esto y que Mg(B
p) ⊂ Bq.

Supongamos que g 6≡ 0.

Como la función constante 1 pertenece a Bp, se tiene que g ∈ Bq. Teniendo en

cuenta (2.19) y la inclusión Bq ⊂ Bp, vemos que g ∈ H∞. Por tanto

g ∈ Bq ∩H∞.

Utilicemos el Teorema 6 para tomar una función f ∈ Bp ∩H∞ satisfaciendo (2.13).

Como Mg(B
p) ⊂ Bq, tenemos que Mg(f) = g · f ∈ Bq, esto es∫

D
(1− |z|2)q−2|g′(z)f(z) + g(z)f ′(z)|q dA(z) < ∞. (2.20)



2.6. Algunos resultados adicionales sobre espacios de Besov 45

Como g ∈ Bq y f ∈ H∞ vemos que∫
D
(1− |z|2)q−2|g′(z)f(z)|q dA(z) < ∞.

Esto y (2.20) implican que∫
D
(1− |z|2)q−2|g(z)f ′(z)|q dA(z) < ∞.

y, por lo tanto,∫ 1

0

(1− r)q−2|g(reiθ)f ′(reiθ)|q dθ < ∞, para casi todo θ ∈ [0, 2π]. (2.21)

Como g ∈ H∞ y g 6≡ 0, g tiene ĺımite radial finito y distinto de cero para casi todo

punto eiθ en ∂D. Esto y (2.21) implican que∫ 1

0

(1− r)q−2|f ′(reiθ)|q dθ < ∞, para casi todo θ ∈ [0, 2π].

Esto está en contradicción con (2.13). �

2.6.2 Crecimiento radial de las derivadas de funciones en los espacios

de Besov. Extensiones del Teorema 6

Hallenbeck y Samotij estudiaron en [53] el crecimiento radial de las derivadas

de funciones en el espacio de Dirichlet D = B2. En los art́ıculos [36], [43] y [79] se

demostró de distintas formas que si f ∈ D, entonces

|f ′(reiθ)| = o

[
1

(1− r)1/2

]
, cuando r → 1, para casi todo θ. (2.22)

Nuestra primera aportación en esta subsección será obtener el análogo de este

resultado para los espacios Bp, 1 < p <∞.

Teorema 8. Sean 1 < p <∞ y f ∈ Bp. Entonces

|f ′(reiθ)| = o

(
1

(1− r)1−
1
p

)
, cuando r → 1,

para casi todo θ.
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Hallenbeck y Samotij [53, Theorem 2] demostraron la muy fuerte precisión de la

estimación (2.22) para funciones en el espacio de Dirichlet D, en el siguiente sentido.

Teorema R. Sea ε : (0, 1) → R una función positiva con ε(r) → 0, cuando r → 1.

Entonces existe una función g ∈ D para la que

ĺım sup
r→1

(1− r)1/2 mı́n
|z|=r
|g′(z)|

ε(r)

 = 0.

Para demostrar este resultado, Hallenbeck y Samotij utilizaron una construcción

similar a otra utilizada previamente por MacGregor y Hallenbeck en [51]. Nosotros

obtendremos una extensión de este resultado a todos los espacios Bp, 1 < p <∞ y

nuestra demostración de esta extensión del Teorema R será distinta y más simple que

la dada por Hallenbeck y Samotij para el espacio D = B2. Demostraremos también

otro resultado similar que demuestra la precisión del Teorema 8 en otro sentido. En

concreto, probaremos los dos siguientes resultados.

Teorema 9. Sea 1 ≤ p < ∞ y sea ε : (0, 1) → R una función positiva con

ε(r) → 0, cuando r → 1. Entonces existe g ∈ Bp tal que

ĺım sup
r→1

(1− r)1−
1
p mı́n
|z|=r
|g′(z)|

ε(r)
=∞.

Teorema 10. Sea 1 < p <∞ y sea φ una función positiva y creciente, definida en

[0, 1) y con ∫ 1

0

(1− r)p−2φ(r)p dr < ∞. (2.23)

Entonces existe f ∈ Bp tal que

ĺım sup
r→1−

mı́n
|z|=r
|f ′(z)|

φ(r)
= ∞.
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Observemos que el Teorema 9 es la extensión del Teorema R a los espacios de Be-

sov BP , 1 < p <∞, mientras que el Teorema 10 muestra la precisión del Teorema 8

en un sentido ligeramente diferente.

Demostración del Teorema 8.

Sean 1 < p < ∞ y f ∈ Bp. Un bien conocido resultado de Hardy y Littlewood

[55] (véase también, e. g., [34, Theorem 5 .6], [37, Theorem 6], o [86]) implica que∫
D
(1− |z|2)2p−2|f ′′(z)|p dA(z) <∞

y entonces se tiene que

∫ 1

0

(1− ρ)2p−2|f ′′(ρeiθ)|pdρ <∞, (2.24)

para casi todo θ. Tomemos θ para el que (2.24) es cierto y ε > 0. Entonces existe

r0 ∈ (0, 1) tal que ∫ 1

r0

(1− r)2p−2|f ′′(ρeiθ)|pdρ < εp. (2.25)

Se tiene∫ r

0

|f ′′(ρeiθ)|dρ =

∫ r0

0

|f ′′(ρeiθ)|dρ+

∫ r

r0

|f ′′(ρeiθ)|dρ, r0 < r < 1. (2.26)

Sea q el exponente conjugado de p, es decir, q está definido por 1
p

+ 1
q

= 1.

Utilizando la desigualdad de Hölder con exponentes p y q y (2.25), vemos que para

r0 < r < 1, se tiene∫ r

r0

|f ′′(ρeiθ)|dρ =

∫ r

r0

(1− ρ)2−
2
p |f ′′(ρeiθ)|(1− ρ)

2
p
−2dρ

≤
(∫ r

r0

(1− ρ)2p−2|f ′′(ρeiθ)|pdρ
) 1

p
(∫ r

r0

(1− ρ)2(
1
p
−1)qdρ

) 1
q

≤ ε
(∫ r

0

(1− ρ)−2
)1/q

≤ ε

(1− r)1/q

=
ε

(1− r)1−
1
p

.
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Esto, junto con (2.26), demuestra que

(1− r)1−
1
p

∫ r

0

|f ′′(ρeiθ)|dρ = o(1), cuando r → 1,

lo que, dado que

|f ′(reiθ)| ≤ |f ′(0)| +

∫ r

0

|f ′′(ρeiθ)|dρ,

implica que

|f ′(reiθ)| = o
(

(1− r)
1
p
−1
)

cuando r → 1.

�

Para demostrar el Teorema 9 y el Teorema 10 haremos uso de los dos siguientes

lemas. El primero de ellos es el Lema en p. 339 de [66].

Lema S. Sea Sk es una sucesión de números positivos que satisface Sk
Sk+1

→ 0,

cuando k →∞, entonces se tiene que

k−1∑
j=1

Sj = o(Sk), cuando k →∞

y
∞∑

j=k+1

S−1j = o(S−1k ), cuando k →∞.

Lema 4. Sea 1 < p <∞ y sea φ una función positiva y creciente, definida en (0, 1),

y que satisface (2.23). Entonces existe una función φ1, positiva y creciente, definida

en [0, 1) y satisfaciendo∫ 1

0

(1− r)p−2φ1(r) dr < ∞ y ĺım
r→1−

φ1(r)

φ(r)
=∞.

Demostración del Lema 4.

Para k = 0, 1, 2, . . . , sea

rk = 1− 2−k, ak =

∫ rk+1

rk

(1− r)p−2φ(r)p dr.
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Claramente, (2.23) implica que
∑∞

k=0 ak < ∞. Ahora, utilicemos un bien conocido

teorema de Dini (véase el apartado 175 (p. 293) de [67]), para tomar una sucesión

creciente de números positivos {ck}∞k=0 con

ĺım{ck} = ∞ y
∞∑
k=0

akck <∞.

Es fácil ver que la función φ1 definida por

φ1(r) = c
1/p
k φ(r), r ∈ [rk, rk+1), k = 0, 1, 2, . . . ,

satisface la conclusión del lema. �

Demostración del Teorema 9.

Claramente, es suficiente probar que existen g ∈ Bp, una constante C > 0 y una

sucesión {rk}∞k=1 ⊂ (0, 1), creciente y con ĺım{rk} = 1, para la que

ĺım sup
k→∞

(1− rk)1−
1
p mı́n
|z|=rk

|g′(z)|

ε(rk)
≥ C. (2.27)

Tomemos una sucesión {λn}∞n=1 de números naturales satisfaciendo las dos si-

guientes condiciones

(i)
λn+1

λn
→∞, cuando n→∞.

(ii) ε

(
1− 1

λn

)
≤ 1

n
para todo n.

Definamos

an =
λ
−1/p
n

n
, n = 1, 2, 3, . . .

y

g(z) =
∞∑
n=1

anz
λn , z ∈ D.

Observemos que
∞∑
n=1

λn|an|p =
∞∑
n=1

1

np
< ∞. (2.28)
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Tenemos que g es una función holomorfa en D, dada por una serie de potencias

lagunar (por (i)). Entonces (2.28) implica que g ∈ Bp.

Definamos

rk = 1− 1

λk
, k = 1, 2, 3, . . . .

Para |z| = rk, se tiene

|g′(z)| ≥ |zg′(z)|

=

∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

λ
1− 1

p
n

n
zλn

∣∣∣∣∣∣
≥Ak − Bk − Ck.

donde,

Ak =
λ
1− 1

p

k

k
·
(

1− 1

λk

)λk
,

Bk ≤
k−1∑
n=1

λ
1− 1

p
n

n
,

Ck ≤
∞∑

n=k+1

λ
1− 1

p
n

n
rλnk .

Se tiene

Ak =
λ
1− 1

p

k

k

(
1− 1

λk

)λk
≥ e−2

λ
1− 1

p

k

k
. (2.29)

Si llamamos αj = λ
1− 1

p

j
1
j
, tenemos, utilizando (i),

αj
αj+1

=
j + 1

j

(
λj
λj+1

)1− 1
p

→ 0, cuando j →∞.

Entonces, aplicando el Lema S, obtenemos

Bk = o

λ1− 1
p

k

k

 . (2.30)
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Ahora, si definimos β−1j =
λ
1− 1

p
j r

λj
k

j
, tenemos

βj
βj+1

=
j

j + 1

(
λj+1

λj

)1− 1
p

r
λj+1−λj
k ≤ λ

1− 1
p

j+1 r
λj+1

2
k → 0, cuando j →∞.

Aplicando de nuevo el Lema S deducimos que

Ck = o

λ1− 1
p

k rλkk
k

 = o

λ1− 1
p

k

k

 . (2.31)

Utilizando (2.29), (2.30) y (2.31), las definiciones de las sucesiones {λj} y {rj},

y la propiedad (ii), deducimos que existe una constante C > 0 tal que, si |z| = rk y

k es suficientemente grande, entonces

|g′(z)| ≥ C
λ
1− 1

p

k

k
= C

(1− rk)
1
p
−1

k
≥ C(1− rk)

1
p
−1ε(rk).

Esto implica (2.27), finalizando la demostración. �

Demostración del Teorema 10.

Es claro que podemos suponer sin pérdida de generalidad que φ(r)→∞, cuando

r → 1 y, teniendo en cuenta el Lema 4, es suficiente probar que existen f ∈ Bp y

una constante C > 0 tales que

ĺım sup
r→1−

mı́n
|z|=r
|f ′(z)|

φ(r)
> C. (2.32)

Tomemos una sucesión {rk}∞k=1 ⊂ (0, 1) con las siguientes propiedades:

(a) {rk} es estrictamente creciente y ĺım{rk} = 1.

(b) rk+1 − rk >
1

2
(1− rk), para todo k.

(c) (1− rk+1)
1+ 1

p · (1− rk)−2 → 0, cuando k →∞.

(d)
φ(rk+1)

φ(rk)
→ ∞, cuando k →∞.

Nótese que (b) implica que

1− rk = (1− rk+1) + (rk+1 − rk) > (1− rk+1) +
1

2
(1− rk)
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y, por tanto,

1− rk
1− rk+1

> 2 o, lo que es lo mismo, 1− rk+1 <
1

2
(1− rk). (2.33)

Esto implica que

(1− rk+1)
p−1 <

1

2p−1
(1− rk)p−1

y entonces vemos que

1

p− 1

(
(1− rk)p−1 − (1− rk+1)

p−1) ≥ A(1− rk)p−1, (2.34)

siendo A = 1
p−1

(
1− 1

2p−1

)
.

Utilizando que φ es creciente y (2.34) obtenemos

∞ >

∞∑
k=1

∫ rk+1

rk

(1− r)p−2φ(r)pdr

≥
∞∑
k=1

φ(rk)
p

∫ rk+1

rk

(1− r)p−2dr

=
∞∑
k=1

φ(rk)
p (1− rk)p−1 − (1− rk+1)

p−1

p− 1

≥A
∞∑
k=1

φ(rk)
p(1− rk)p−1.

Por tanto, tenemos que

∞∑
k=1

φ(rk)
p(1− rk)p−1 <∞.

Tomemos ahora nk =
[

1
1−rk

]
, k ≥ 1. Aqúı, como es usual, para x ∈ R, [x] denota la

parte entera de x. Definamos

ak = φ(rk)(1− rk), k = 1, 2, . . .

y

f(z) =
∞∑
k=1

akz
nk , z ∈ D.
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Teniendo en cuenta la definición de la sucesión {nk} y (2.33), vemos que f viene

dada por una serie de potencias lagunar. Además,

∞∑
k=1

nk|ak|p ≈
∞∑
k=1

(1− rk)p−1φ(rk)
p <∞.

Entonces, vemos que f ∈ Bp.

Ahora, para |z| = rk, se tiene

|f ′(z)| ≥ |zf ′(z)|

=

∣∣∣∣∣
∞∑
j=1

njφ(rj)(1− rj)znj
∣∣∣∣∣

≥nkφ(rk)(1− rk)rnkk −
k−1∑
j=1

njφ(rj)(1− rj) −
∞∑

j=k+1

njφ(rj)(1− rj)r
nj
k

= I − II − III.

Tenemos entonces

mı́n
|z|=rk

|f ′(z)| ≥ I − II − III.

Teniendo en cuenta la definición de nk, es claro que existe C > 0 tal que

I ≥ Cφ(rk).

Por otra parte, utilizando de nuevo la definición de la sucesión de exponentes {nj}

y (d), vemos que

nj(1− rj)φ(rj)

nj+1(1− rj+1)φ(rj+1)
≈ φ(rj)

φ(rj+1)
→ 0, cuando j →∞

y entonces el Lema S implica que

II =
k−1∑
j=1

njφ(rj)(1− rj)r
nj
k = o(φ(rk)).

Pasemos a estimar III. Utilizando la definición de los nj y la desigualdad
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(1− x)n < 2(nx)−2, que es cierta para n > 0 y 0 < x < 1, deducimos que

III =
∞∑

j=k+1

njφ(rj)(1− rj)r
nj
k

≈
∞∑

j=k+1

φ(rj)

(
1− 1

nk

)nj
≤ 2n2

k

∞∑
j=k+1

φ(rj)

n2
j

. (2.35)

Como φ es creciente y satisface (2.23) se tiene que

φ(r) = o

(
1

(1− r)1−
1
p

)
.

Entonces, utilizando (c), deducinos que

n2
j/φ(rj)

n2
j+1/φ(rj+1)

≈ (1− rj+1)
2φ(rj+1)

(1− rj)2)φ(rj)

=
(1− rj+1)

1+ 1
p

(1− rj)2
· (1− rj+1)

1− 1
pφ(rj+1)

φ(rj)

.
(1− rj+1)

1+ 1
p

(1− rj)2

= o(1).

Entonces, utilizando la estimación (2.35) y el Lema S, obtenemos que

III = o(φ(rk)).

Esto, junto con las estimaciones obtenidas de I y para II, implica que

ĺım inf
k→∞

mı́n
|z|=rk

|f ′(z)|

φ(rk)
≥ C.

Esto prueba (2.32). �

Finalizaremos este caṕıtulo indicando que Hallenbeck y Samotij en su trabajo [53]

realmente estudiaron el crecimiento radial de las derivadas sucesivas f (k) (k ∈ N) de

funciones f en el espacio de DirichletD. De hecho, probaron los siguientes resultados.
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Teorema T. Sea k un número natural.

(i) Si f ∈ D, entonces

|f (k)(reiθ)| = o

(
1

(1− r)k− 1
2

)
, para casi todo θ.

(ii) El resultado anterior es muy preciso en el siguiente sentido:

Sea ε una función positiva, definida en (0, 1), y con ĺımr→1 ε(r) = 0, entonces

existe una función g ∈ D tal que

ĺım sup
r→1

(1− r)k− 1
2 mı́n
|z|=r
|g(k)(z)|

ε(r)
=∞.

Los argumentos que hemos presentado para demostrar el Teorema 8 y el Teore-

ma 9 pueden adaptarse para obtener una extensión del Teorema T a los espacios Bp,

1 < p <∞. En concreto, podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 11. Sea 1 < p <∞ y sea k un número natural.

(i) Si f ∈ Bp, entonces

|f (k)(reiθ)| = o

(
1

(1− r)k−
1
p

)
, para casi todo θ.

(ii) El resultado anterior es muy preciso en el siguiente sentido:

Sea ε una función positiva, definida en (0, 1), y con ĺımr→1 ε(r) = 0, entonces

existe una función g ∈ Bp tal que

ĺım sup
r→1

(1− r)k−
1
p mı́n
|z|=r
|g(k)(z)|

ε(r)
=∞.

Omitiremos los detalles de la demostración.





3
Operadores de superposición ponderados actuando

entre espacios de funciones anaĺıticas

3.1 Introducción

Los operadores de superposición ponderados son una generalización natural de

los operadores de superposición.

Definición 3. Si ϕ es una función entera y w ∈ Hol(D), el operador de superposi-

ción ponderado

Sϕ,w : Hol(D) −→ Hol(D)

se define por

Sϕ,w(f)(z) = w(z)ϕ
(
f(z)

)
, f ∈ Hol(D), z ∈ D.

En otras palabras, Sϕ,w = Mw ◦ Sϕ, donde Mw es el operador de multiplicación

(o multiplicador puntual) con śımbolo w que, como ya vimos en el caṕıtulo anterior,

está definido por

Mw(f)(z) = w(z)f(z), f ∈ Hol(D), z ∈ D.

Observemos que Sϕ = Sϕ,w con w(z) = 1, para todo z ∈ D.

Las cuestiones naturales en este ámbito son las análogas de las planteadas en el

Caṕıtulo 2 para operadores de superposición:

57
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Dado un par de espacios (X, Y ) de funciones holomorfas en el disco unidad D

nos planteamos caracterizar los operadores de superposición Sϕ,w que aplican X en

Y y los que lo hacen de manera continua y/o acotada.

Desde luego, la literatura relativa a operadores de superposición ponderados no

es tan extensa como la relativa a operadores de superposición. Mencionemos [2] y [64]

como art́ıculos recientes que tratan sobre operadores de superposición ponderados

actuando en distintos subespacios de Hol(D).

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es extender al ámbito de operadores de super-

posición ponderados algunos de los resultados que hemos expuesto en el caṕıtulo

anterior sobre operadores de superposición actuando entre espacios de funciones

anaĺıticas en D.

3.2 Operadores de superposición ponderados entre espacios de

Bergman con pesos y el espacio de Bloch

Nuestro primer resultado en esta sección es la siguiente extensión del Teorema 3.

Teorema 12. Supongamos que 0 < p <∞ y α > −1. Sea w una función anaĺıtica

y no idénticamente nula en D y sea ϕ una función entera con ϕ 6≡ 0. Entonces el

operador de superposición Sϕ,w aplica Apα en el espacio Bloch B si y sólo si w ∈ B y

ϕ es constante.

Observemos que el Teorema 12 con w ≡ 1 se reduce al mencionado Teorema 3.

Demostración del Teorema 12.

Es trivial que si ϕ es constante y w ∈ B entonces Sϕ,w(Apα) ⊂ B.

Si ϕ es constante y no identicamente 0, y Sϕ,w aplica Apα en B entonces es claro

que w ∈ B.

Supongamos ahora que w 6≡ 0, ϕ no es constante, y Sϕ,w(Apα) ⊂ B. Tomemos

a ∈ C tal que ϕ(a) 6= 0 y consideremos f , la función constante definida por f(z) = a,
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para todo z ∈ D. Como f ∈ Apα, se tiene que

Sϕ,w(f) = ϕ(a) · w ∈ B.

Esto implica que w ∈ B.

Tomemos ahora ε > 0 y, utilizando el Teorema K (ii), tomemos una función

g ∈ Apα con g(0) 6= 0 y tal que su sucesión de ceros {zk} satisface (2.4). Es claro que

ϕ ◦ g no es constante. Sea ahora F = Sϕ,w(g) − ϕ(0) · w. Como w y Sϕ,w(g) son

funciones de Bloch, se sigue que

F = Sϕ,w(g) − ϕ(0) · w = w [ϕ ◦ g − ϕ(0)] ∈ B.

Ahora, es claro que F 6≡ 0 y que todos los ceros de g son ceros de F . En otras

palabras, la sucesión {zk} está contenida en la sucesión {ξk} de los ceros de F . Como

{zk} satisface (2.4), se sigue que {ξk} no satisface (2.5). Esto es una contradicción

con que F ∈ B. �

Pasemos ahora a operadores actuando en el otro sentido, de B en algún espacio

de Bergman Apα. Recordemos que Álvarez, Márquez y Vukotić caracterizaron en [4]

los operadores de superposición que aplican el espacio de Bloch B en el espacio de

Bergman Ap, 0 < p <∞ (véase el Teorema J en el Caṕıtulo 2 de esta tesis). Nosotros

hemos obtenido el siguiente resultado en este ámbito.

Teorema 13. Supongamos que:

(i) 0 < p <∞ y α > −1.

(ii) w ∈ Apβ para algún β con −1 < β < α.

(iii) ϕ es una función entera de orden menor que uno, o de orden uno y tipo cero.

Entonces el operador de superposición ponderado Sϕ,w es un operador acotado del

espacio de Bloch B en el espacio Apα.
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Demostración.

Definamos M(r) = máx|z|≤r |ϕ(z)| (0 < r <∞). La condición (iii) implica que

logM(r)

r
→ 0, cuando r →∞ (3.1)

(véase [59, Capitulo 14]). Tomemos K > 0 y sea f una función de Bloch con norma

menor o igual que K. Es fácil ver (véase [5], por ejemplo) que existe una constante

absoluta C > 0 tal que

|f(z)| ≤ ‖f‖B log
C

1− |z|
. (3.2)

Por (3.1), existe r0 > 0 (que depende sólo de ϕ y K) tal que

logM(r)

r
≤ α− β

Kp
, r ≥ r0.

Utilizando (3.2), vemos que siempre que |f(z)| ≥ r0 tenemos que

|Sϕ(f)(z)| = |ϕ(f(z))| ≤ exp

(
α− β
Kp

|f(z)|
)

≤ exp

(
α− β
p

log
C

1− |z|

)
=D(1− |z|)(β−α)/p,

con D = C(α−β)/p. Entonces se sigue que∫
|f(z)|≥r0

(1− |z|)α|w(z)|p|Sϕ(f)(z)|p dA(z) ≤ Dp

∫
D
(1− |z|)β|w(z)|p dA(z). (3.3)

Si |f(z)| ≤ r0 entonces, por el principio del módulo máximo, |Sϕ(f)(z)| ≤ M(r0).

Combinando esto con (3.3), obtenemos que∫
D
(1− |z|)α|w(z)|p|Sϕ(f)(z)|p dA(z)

≤Dp

∫
D
(1− |z|)β|w(z)|p dA(z) + M(r0)

p

∫
D
(1− |z|)α|w(z)|p dA(z).

Éste es un número positivo que depende sólo de ϕ, w, p, α, β, y K, pero no de f .

Aśı pues hemos probado que Sϕ,w es un operador acotado de B en Aαp . �
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3.3 Operadores de superposición ponderados y conjuntos de ce-

ros de espacios de funciones holomorfas

Los argumentos utilizados para probar el Teorema 12 sirven para obtener el si-

guiente resultado.

Teorema 14. Sean X e Y dos espacios de funciones anaĺıticas en D que satisfacen

las siguientes condiciones.

(i) X contiene las funciones constantes.

(ii) Existe una función f ∈ X con f(0) 6= 0 cuya sucesión de ceros {zk} no es una

sucesión de ceros de Y .

Sea w una función anaĺıtica y no idénticamente nula en D y sea ϕ una función

entera con ϕ 6≡ 0. Entonces el operador de superposición ponderado Sϕ,w aplica X

en Y si y sólo si w ∈ Y y ϕ es constante.

Como caso particular del Teorema 14, podemos enunciar el siguiente resultado

para los espacios de crecimiento H∞v .

Corolario 4. Sea Y un espacio de funciones anaĺıticas en D tales que todas las

sucesiones de ceros de Y son sucesiones de Blaschke y sea v un peso D. Sean w una

función anaĺıtica y no identicamente nula en D, y ϕ una función entera con ϕ 6≡ 0.

Entonces el operador de superposición con peso Sϕ,w aplica H∞v en Y si y sólo si

w ∈ Y y ϕ es constante.

Utilizando el Teorema 14 y [48, Teorema 2] obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5. Sea w una función anaĺıtica no identicamente nula en D y sea ϕ una

función entera con ϕ 6≡ 0. entonces el operador de superposición ponderado Sϕ,w

aplica H∞log en el espacio Bloch si y sólo si w ∈ B y ϕ es constante.
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3.4 Operadores de superposición ponderados

actuando entre espacios de Besov

En esta sección vamos a obtener una generalización del Teorema P que presen-

tamos en la sección 2.5.

Teorema 15. Supongamos que 1 ≤ q < p < ∞, w ∈ Hol(D), w 6≡ 0, y ϕ es una

función entera. Entonces el operador de superposición ponderado Sw,ϕ aplica Bp en

Bq si y sólo si w ∈ Bq y ϕ es constante.

Observemos que, cuando w ≡ 1, el Teorema 15 se reduce al Teorema P.

Demostración del Teorema 15.

Supongamos que 1 ≤ q < p <∞.

Es trivial que si ϕ es constante y w ∈ Bq entonces Sϕ,w aplica Bp en Bq.

También es trivial que si ϕ es constante y no idénticamente nula, y Sϕ,w aplica

Bp en Bq, entonces w ∈ Bq.

Queda por probar que si ϕ no es constante y Sϕ,w(Bp) ⊂ Bq, entonces w ≡ 0.

Tomemos a ∈ C tal que ϕ(a) 6= 0 y sea h la función constante definida por

h(z) = a, para todo z ∈ D. Como h ∈ Bp, se tiene que

Sϕ,w(h) = ϕ(a) · w ∈ Bq.

Esto implica que

w ∈ Bq. (3.4)

Hemos de probar que w ≡ 0. Como B1 ⊂ Bs para todo s > 1, será suficiente

considerar el caso q > 1.

Aśı pues, supongamos que q > 1 y w 6≡ 0. Vamos a usar el Teorema 6 para tomar

una función f ∈ Bp ∩ H∞ satisfaciendo (2.13). Como Sϕ,w(Bp) ⊂ Bq, deducimos

que

Sϕ,w(f) = w · (ϕ ◦ f) ∈ Bq,
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esto es, ∫
D
(1− |z|2)q−2 |w′(z)ϕ(f(z)) + w(z)ϕ′(f(z))f ′(z)|q dA(z) < ∞.

Como f ∈ H∞, tenemos que ϕ ◦ f ∈ H∞. Esto y (3.4) implican que∫
D
(1− |z|2)q−2 |w′(z)ϕ(f(z))|q dA(z) < ∞.

Entonces se sigue que∫
D
(1− |z|2)q−2 |w(z)ϕ′(f(z))f ′(z)|q dA(z) < ∞

y, por lo tanto,∫ 1

0

(1− r)q−2
∣∣w(reiθ)ϕ′(f(reiθ))

∣∣q ∣∣f ′(reiθ)∣∣q dr < ∞, para casi todo θ ∈ [0, 2π].

(3.5)

Claramente, ϕ′ ◦ f 6≡ 0 y ϕ′ ◦ f ∈ H∞. Este hecho, junto con la bien conocida

inclusión Bq ⊂ BMOA, fácilmente implica que

w · (ϕ′ ◦ f) 6≡ 0 y w · (ϕ′ ◦ f) ⊂ Hλ para todo λ ∈ (0,∞).

Utilizando el Teorema de Fatou y el Teorema de Unicidad de Riesz [34, Caṕıtulo 2],

vemos que la función w · (ϕ′ ◦ f) tiene ĺımite radial finito y distinto de cero en casi

todo punto eiθ de ∂D. Esto y (3.5) implican que∫ 1

0

(1− r)q−2
∣∣f ′(reiθ)∣∣q dr < ∞, para casi todo θ ∈ [0, 2π],

lo cual es una contradicción con (2.13). �
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[24] S. M. Buckley, P. Koskela and D. Vukotić, Fractional integration, differentia-
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tors on Dirichlet spaces, Trans. Amer. Math. Soc. 363 (2011), no. 4, 1855–1886.

[42] J. B Garnett, Bounded Analytic Functions, Academic Press, New York, London,

1981.

[43] F. W. Gehring, On the radial order of subharmonic functions, J. Math. Soc.

Japan 9 (1957), 77–79.

[44] D. Girela, On analytic functions with finite Dirichlet integral, Complex Varia-

bles Theory Appl. 12 (1989), no. 1–4, 9–15.

[45] D. Girela, Growth of the derivative of bounded analytic functions, Complex

Variables Theory Appl. 20 (1992), no. 1–4, 221–227.

[46] D. Girela, Analytic functions of bounded mean oscillation, Complex Function

Spaces, Mekrijärvi 1999. Editor: R. Aulaskari. Univ. Joensuu Dept. Math. Rep.

Ser. 4, Univ. Joensuu, Joensuu (2001) pp. 61–170.



70 BIBLIOGRAFÍA
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for the Bloch space, Integral Equations Operator Theory 61 (2008), no. 4, 511–

547.

[50] D. Gnuschke, Relations between certain sums and integrals concerning power

series with Hadamard gaps, Complex Variables Theory Appl. 4 (1984), no. 1,

89–100.

[51] D. J. Hallenbeck and T. H. MacGregor, Radial growth and variation of bounded

analytic functions, Proc. Edinburgh Math. Soc. (2) 31 (1988), no. 3, 489–498.

[52] D. J. Hallenbeck and K. Samotij, On radial variation of bounded analytic fun-

ctions, Complex Variables Theory Appl. 15 (1990), no. 1, 43–52.

[53] D. J. Hallenbeck and K. Samotij, Radial growth and variation of Dirichlet finite

holomorphic functions in the disk. Colloq. Math. 58 (1990), no. 2, 317–325.

[54] D. J. Hallenbeck and K. Samotij, On radial variation of holomorphic functions

with `p Taylor coefficients, Proc. Edinburgh Math. Soc. (2) 33 (1990), no. 3,

475–481.

[55] G. H. Hardy and J. E. Littlewood, Some properties of fractional integrals, II,

Math. Z. 34 (1932), 403–439.

[56] A. Harutyunyan and W. Lusky, On the boundedness of the differentiation opera-

tor between weighted spaces of holomorphic functions, Studia Math. 184 (2008),

no. 3, 233–247.



BIBLIOGRAFÍA 71
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