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English Summary

Rationality is what differs human beings from other animals. Through
the centuries, science, from many different branches, has been devoted to
handle and understand human reasoning. These branches include philo-
sophy, biology, psychology, sociology, etc. Among all of them, mathemati-

cal logic excels by its formal nature.

Bipolarity in human reasoning may emerge in many different ways:
from pros and cons in decision making to contradictory information. As
a result, any intelligent system which intends to simulate human minds
behaviour profits from being able to represent positive and negative sides
of information. This dissertation deals with the inclusion of bipolar know-
ledge in two different frameworks: multi-valued logic programming and

fuzzy relation equations.

Logic programming is a direct outgrowth from constructing automa-
ted deduction systems. In short, a logic program is a collection of rules and
facts, from which one expects to model and understand the behaviour of a
system. Since the performance of a system may involve positive and nega-

tive aspects, it would be desirable to include negations in logic programs.

Several authors have devoted efforts to the aim of defining logic pro-
gramming frameworks with negations, or more generally, non-monotonic
logic programming frameworks [1} 56, 66, [79} 187]. This definition entails
two noticeably different dimensions: the syntax of the language, which

determines what kind of rules are allowed; and the semantics of the pro-
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gram, which provides an inference system to deduce which deductions or
consequences are correct. Depending on their role in the semantics of a
logic program, we can distinguish between strong negations and default
negations. Nevertheless, the current theories on non-monotonic logic pro-
gramming are based on restrictive algebraic structures, thus limiting the

flexibility of the language and the scope of potencial applications.

In this thesis, we start from multi-adjoint logic programming, a remar-
kable logic programming paradigm introduced by Medina, Ojeda-Aciego
and Vojtas [93] as a generalization of different non-classical logic program-
ming settings, such as annotated logic programming [68], possibilistic lo-
gic programming [48], monotonic and residuated logic programming [37,
38] and fuzzy logic programming [120]. In Chapter 3, we define the syn-
tax and a stable model semantics of multi-adjoint normal logic programs
(MANLP, in short), which are multi-adjoint logic programs enriched with

a default negation.

Afterwards, we focus on sufficient conditions to guarantee the existen-
ce and the uniqueness of stables models. It is worth stressing that the exis-
tence of stable models is required to define the semantics of a MANLP, and
its unicity permits to define the unique stable model of the MANLDP as its
canonical model. Additionally, if a MANLP corresponds to some search
problem, the stable models coincide with its possible solutions. Therefo-
re, these goals are fundamental in order to know whether the program
is related to a solvable problem and, in that case, whether only one solu-
tion exists. Naturally, developing a deterministic procedure to build stable

models would also be advisable.

According to the previous discussion, Chapter 3| presents sufficient

conditions to ensure:

1. The existence of stable models for MANPLs defined on any convex

compact set of an euclidean space.

XV
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2. The unicity of stable models for stratified MANPLs.

3. The unicity of stable models for MANPLs defined on the set of subin-

tervals of the unit interval.

A straightforward consequence of the presented unicity conditions is the
development of a deterministic procedure to construct the unique stable
model of the MANLP.

In particular, these properties can directly be applied to the normal ex-
tensions of monotonic and residuated logic programming [37, 38], fuzzy
logic programming [120] and possibilistic logic programming [48], as they
are particular cases of the multi-adjoint logic programming framework.

The final section of Chapter 3|addresses the inclusion of a strong nega-
tion in a MANLP. The main disadvantage of the introduction of a strong
negation in a logic programming framework is the appearance of incon-
sistencies. For instance, we may have that the truth values of p and ~p are

both 1, which makes no sense.

Hence, new matters arise: what is the formal definition of coherence in
multi-adjoint logic programming with negations? Moreover, if a MANLP
is not coherent, to what extent is it incoherent? In this sense, we select the
most adequate notion of coherence for MANLPs by means of a thorough
investigation on the existing definitions of inconsistency in the literature
which are closer to our intuitive idea of coherence. Then, some incoherence

measures are provided in order to weigh how incoherent a MANLP is.

Chapter [4] continues the study on non-monotonic multi-adjoint logic
programming frameworks. In a first stage, MANLPs are extended to a mo-
re flexible logic programming environment, called extended multi-adjoint
logic programming (EMALDP, in short), allowing a special kind of rules
known as constraints and any kind of non-monotonic behaviour in the
body of the rules. On the one hand, the use of constraints enables a user

to impose upper bounds to statements, which are simulated by formulae

XV
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in the language of MANLPs. On the other hand, considering any kind of
non-monotonic behaviour in the body of the rules gives rise, in particular,
to the occurrence of different default negations in the body of the rules of
a logic program.

In a second stage, we pursue the ambition of transforming an EMALP
into the simplest syntactical language which preserves its semantics. Spe-
cifically, we provide a series of conversions to translate an EMALP into
a core fuzzy answer set logic program whose semantics coincides with
the original EMALP. Thanks to this procedure, one can benefit from the
expressive power of extended multi-adjoint logic programs and at the sa-
me time work in a simple computational environment, thus broadening
the range of potential applications and increasing the effectiveness in the

computations.

Chapter {4f concludes exemplifying how the existence and unicity re-
sults provided in Chapter 3/can be employed in other logic programming
frameworks, apart from multi-adjoint normal logic programming. In this
sense, a method to transform a core fuzzy answer set logic program into
a semantically equivalent MANLP is carried out. Owing to this method,
the existence and unicity conditions in Chapter 3| can be directly adapted

to the core fuzzy answer set logic programming environment.

In the foreword of [44], Zadeh declares:

“In the context of applications, the importance of the theory
of fuzzy relational equations derives from the fact that human
knowledge may be viewed as a collection of facts and rules,
each of which may be represented as the assignment of a fuzzy
relation to the unconditional or conditional possibility distribu-
tion of a variable. What this implies is that knowledge may be
viewed as a system of fuzzy relational equations. In this pers-
pective, then, inference from a body of knowledge reduces to

XVI
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the solution of a system of fuzzy relational equations.”

These sentences point to the close connection between logic program-
ming and fuzzy relation equations, introduced by Sanchez [104]. Accor-
ding to the existing literature relating logic programming to fuzzy relation
equations, for instance [19) 45] from a multi-adjoint perspective, it seems
to be natural the involvement of fuzzy relation equations with negations
in the inference processes of non-monotonic logic programs. Namely, this
generalization of fuzzy relations equations, in which the unknown varia-
bles appear together with their logical negations, were recently introduced

in [54] under the name of bipolar fuzzy relation equations.

Chapter [5|presents bipolar fuzzy relation equations from a purely theo-
retical point of view. In particular, bipolar multi-adjoint fuzzy relation
equations are introduced as a special case of bipolar fuzzy relation equa-
tion whose composition is defined with multiple conjunctions. After sho-
wing that a bipolar fuzzy relation equation can be seen as a set of systems
of bipolar sup-equations, a study on the resolution of systems of bipolar

sup-equations is carried out.

To the best of our knowledge, the current literature is limited to bi-
polar fuzzy relation equations defined in the unit interval. Additionally,
the bipolar fuzzy relation equations which have been studied in the li-
terature are defined with the max-min composition [54] [73| 74], with the
max-product composition [21}, 28] or with the max-Lukasiewicz composi-
tion [75] 122, [125], and all of them with the standard negation. A study
on the resolution of systems of bipolar sup-equations defined on multi-
adjoint birresiduated lattices endowed with an involutive negation is de-
veloped in Chapter 5| In particular, this kind of system of bipolar sup-
equations embraces bipolar fuzzy relation equations defined with the max-
min, with the max-product and with the max-Eukasiewicz composition. In
other words, our study generalizes the existing results in the bibliography

on the solvability of bipolar fuzzy relation equations.

XVII
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The main disadvantage of the previous systems of bipolar sup-equations
relies on the involutivity of the negation operator. Indeed, some lattices do
not even allow the definition of an involutive negation. Therefore, further
investigations on bipolar fuzzy relation equations with non-involutive ne-
gations is required. As a culmination of the theoretical content of the the-
sis, we deal with the resolution of systems of bipolar sup-equations defi-
ned with the product t-norm and its adjoint negation, a particular case of

non-involutive negation.

This dissertation concludes with an application of bipolar fuzzy rela-
tion equations in non-monotonic logic programming. As aforementioned,
bipolar fuzzy relation equations provide a potential tool in the inference
processes of non-monotonic logic programs. One of these inference pro-
cesses is the abduction problem, which essentially consists on giving plau-
sible explanations to a set of observations. Chapter|f|presents an abductive
reasoning procedure for multi-adjoint normal logic programs by means of

bipolar multi-adjoint fuzzy relation equations.

Detailed description of the content of the thesis

In what follows, we highlight the main definitions and results of the
thesis. In order to present a summary as faithful as possible, the contents

are shown in the same ordering as in the main work.

Multi-adjoint logic programs with negations

The syntax of multi-adjoint normal logic programs is defined from a

multi-adjoint lattice enriched with a negation operator.
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Definition 1. A multi-adjoint lattice with negation is a tuple of the form (L, <
&1, 41y -+, &n, —n, 7) such that:

(L, =) is a complete lattice.

(&i, <—i) is an adjoint pair, for each i € {1,... n}.

T&r=a&; T =uaforeachze L ic{l,... ,n}

— is a negation operator, that is, — is an order-reversing mapping with
-T=1land-L=T.

In the following definition we assume that II is a countable set.

Definition 2. A multi-adjoint normal logic program (MANLP) P defined on
a multi-adjoint lattice with negation (L, <, &1, 41, - ., &n, —n, 7) 15 a finite set
of weighted rules of the form:

<p i @[p17 <o s Pms TPmA415 - - - _'pn]719>

where i € {1,...,n}, Qs an order-preserving operator, ¥ is an element of L and
P.D1,- .-, Pn € Il with p; # py, for each j # k.

The elements of II appearing in a MANLP P are denoted Il and we
refer to them as the propositional symbols of IP. The notions of satisfiability
of a rule and model of a MANLP are given below.

Definition 3. Let P be a MANLP. An interpretation is a mapping I : IIp — L.
We say that

» [ satisfies a weighted rule (p <; B; V) if 9 < I (p +; B).
= [ isamodel of P if I satisfies all rules of P.

XIX
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The semantics of MANLPs is based on stable models, which are related
to the notion of reduct. Given a MANLP P and an interpretation I, the
reduct of P with respect to I, denoted as P, is build by substituting each

rule in P of the form

(P <= Qlp1, - Py Pt - -, 703 V)

by the rule
(p =i Qrlp, ..., pm]; V)

where the operator @;: L™ — L is defined as

Qrley, . 2m] = Q21,2 T (Pt )s - - - = ()]

Definition 4. Let P be a MANLP. An interpretation I is a stable model of P if
I is the least model of IP;.

The following result provides a sufficient condition for the existence of
stable models.

Theorem 1. Let P be a MANLP defined on a multi-adjoint lattice with negation
(K, =, &1,4 1, &ns ¢, ), Where K is a non-empty convex compact set of
an euclidean space. If &1y s &n, — and the aggregators in the body of the rules
of P are continuous, then P has at least a stable model.

It is worth mentioning the wide range of MANLPs to which Theorem
can be applied. Apart from MANLPs defined with the usual t-norms (Go-
del, Lukasewicz, product), one can make use of, for instance, the euclidean
space of triangular functions as the set of truth values.

Concerning the uniqueness of stable models, we have provided the
following condition for MANLPs defined on the set of subintervals of
the unit interval, denoted as C[0, 1]. We consider here the ordering re-

lation defined as [a,b] <¢ [c,d] if a < ¢, b < d, the negation operator

XX
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Scla,b] = [1 — b, 1 — a] and the operators of the form &Z; C[0,1]* — CJ0, 1]
given by

&Zz([a7 b]? [Cv d]) = [aa ’ C’Y7 bﬂ ' dé]

.11
Besides, we denote &, as .
Theorem 2. Let P be a MANLP defined on the multi-adjoint lattice with nega-
tion (C[0, 1], <c, &p1a, s gy &gy s=grar, =) such that the only pos-
sible operators in the body of the rules of P are x and —¢. For each p € 1lp, let
[0,, 2] =max{[0", 9] | {p <5 5 B; [9",97]) € P}. If the inequality

prUp

=

S B )0 (20 02 ) 02 B )02, ) <1
j=1

holds, for every rule (p <=3"3" qu % -+ % qn * ~cqni1 * - - - % ~eqr; [91,07]) € P,
then there exists a unique stable model of PP.

As a consequence of Theorem [2, the unique stable model of a MANLP
can be constructed by iterating the immediate consequences operator from
the least interpretation.

The syntax and the semantics of MANLPs is also applicable to MANLPs
endowed with a strong negation ~. The main difference of a strong nega-
tion with respect to a default negation is that the truth value of a negated
propositional symbol ~p cannot be inferred from the truth value of p. This
may give rise to contradictions or incoherences. After a detailed investiga-
tion on the existing notions of coherence in the literature, we reached the
conclusion that the most suitable notion of coherence for MANLPs is:

Definition 5. Let P be a MANLP. We say that:
» An interpretation I is coherent if I(~p) =< ~ I(p) for each p € 1lp.
» p € Ilp is incoherent with respect to I if I(~p) A ~ I(p).
= [P is coherent if there exists a coherent model of IP.

XXI
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Notice that the incoherence of an interpretation might be due to a single
propositional symbol, or to several ones. Besides, one could wonder how
incoherent an interpretation is with respect to a propositional symbol. Let
d be the geodesic distance [9] of the Hasse diagram of a lattice £ and Ag

be the set of coherent pairs of £, defined as:
Ae={(z,y) €LxL|y=a}
We propose measuring the level of incoherence of a pair (a,b) € L x L as:
da((a;b), Ag) = inf{d((a,b), (¢,d)) | % 2 ¢ Za,d 2 ~c}

being z, = inf{z € L | ~z < b}. From this definition, three different ways

to measure the incoherence of an interpretation / have been provided:

s 0

nal symbols with respect to /.

, where N'Z(I) the number of incoherent propositio-

= My(I) = max{da((I(p), I(~p)), Ac) | p € 1lp}

Zpel'[]p dG(([(p)a ](Np))ﬂ AS)
|1Ip|

The previous measures can be directly extended to MANLPs as:

M;(P) = inf{M;(I) | I es un modelo de P}, ie{l1,23}

Extensions and relations of multi-adjoint logic programs with

negations

The underlying algebraic structure of an extended multi-adjoint logic
program is a multi-adjoint logic program endowed with a finite number
of extended aggregators, which is called extended multi-adjoint lattice. Na-
mely, given a complete lattice (L, <), an extended aggregator is a mapping
@°: L™ — L which is order-preserving in the first m arguments and order-

reversing in the last n — m arguments.

XXII
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Definition 6. Let (L, =<, &1, 41, - - ., &n, 0, QS, ..., Qf) be an extended multi-
adjoint lattice. An extended multi-adjoint logic program P¢ (EMALP) is a
finite set of weighted rules of the form

(p =i Q°p1, ..., D D1 - - Pu); V)

and constraints of the form

(€ Q°p1, ..., P Pmtty -5 Dal; T)

wherei € {1,...,n}, Qe ¢ {@-f,...,@.Z},ﬁ,c € Land p,py,...,p, € Il with
Dsy 7 Dsy, foreach sy, 50 € {1,...,n}, 51 # sa.

Notice that any interpretation / satisfying a constraint of the form (c <;
B; T) verifies the inequality I(B) < c. In other words, ¢ is an upper bound
of the formula B. The semantics of extended multi-adjoint logic programs

is defined similarly to multi-adjoint normal logic programs.

Extended multi-adjoint logic programs are then transformed into se-
mantically equivalent core fuzzy answer set logic programs. Basically, the
rules composing a core fuzzy answer set logic program (CFASP) are of
the form a < f(l4,...,l,), where a is a propositional symbol, f L — L
an order-preserving mapping, [i,...,[, (possibly negated) propositional
symbols and <- a residuated implication. Furthermore, the residuated im-
plication is the same for all rules in a CFASP. Hence, the syntax of CFASPs
is significantly simpler than the syntax of EMALPs. The process of trans-
formation is developed in three steps:

(a) Firstly, we transform an EMALP into a constraint-free EMALP with
the same stable models.

(b) Then, we show a method to simulate a constraint-free EMALP in

terms of a MANLDP whose stable models coincide.

XXIII
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(c) Finally, we translate an arbitrary MANLP into a CFASP whose ans-
wer sets are in one-to-one correspondence with the stable models of
the MANLP.

Therefore, we obtain a CFASP which is equivalent, from a semantical point
of view, to the original EMALP, and whose syntax is notably simpler.

As a final remark of our study on non-monotonic logic programming
frameworks, we present a multi-adjoint normal approach of core fuzzy
answer set logic programs. More precisely, we provide a method to trans-
form a CFASP into a MANLP whose semantics coincides. This transfor-

mation gives rise, in particular, to the next result.

Theorem 3. Let P° be a CFASP defined from the adjoint pair (&, <) in a non-
empty convex, compact set of an euclidean space. If & and the operators in the

body of the rules of P¢ are continuous, then there exists an answer set of IP°.

Bipolar fuzzy relation equations

Let U, V and W be three sets, (L, <) a complete lattice and & a bi-
nary mapping on L representing a conjunction. Given two fuzzy relations
R:UxV — Land S: V x W — L, the o-composition of R and S is defined
as the fuzzy relation Ro S: U x W — L given by

Ro S(u,w) = \/ R(u,v) & S(v,w)

veV
Similarly, let &, ..., &, be binary mappings on L representing conjun-
ctions and o: V' — {1,...,x}. The o,-composition of R and S is the fuzzy

relation Ro, S: U x W — L given by
Ro, S(u,w) = \/ R(u,v) &o(w) S(v,w)

veV
According to the definition of o-composition, two type of bipolar fuzzy
relation equations can be defined. To be precise, given a negation operator

—: L — L, a bipolar fuzzy relation equation is an expression of the form

XXIV
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" (RoST)V(-RoS™)=T,being ST,S™: VxW =L T:UxW — L
known relations, R: U x V — L an unknown relation and —R: U X
V — L given by (—R)(u,v) = =(R(u,v)).

" (RtoS)V(R 0o-S8)=T,being R"R~:UxV = LT:UxW — L
known relations, S: V x W — L an unknown relation and =S: V x
W — L given by (=5)(v,w) = =(S(v,w)).

A bipolar multi-adjoint fuzzy relation equation is defined analogously by means
of a o,-composition.

First and foremost, we show that solving a bipolar (multi-adjoint) fuzzy
relation equation is equivalent to the resolution of a finite set of systems
of bipolar (multi-adjoint) sup-equations. Hence, the rest of our study is

devoted to the resolution of such systems.

Systems of bipolar multi-adjoint sup-equations on distributive symme-
tric birresiduated multi-adjoint lattices

In order to generalize the existing works on bipolar fuzzy relation equa-
tions in the bibliography, a complete study on systems of bipolar multi-
adjoint sup-equations defined on a distributive symmetric birresiduated
multi-adjoint lattice (DSBMAL) has been carried out. Such a lattice is de-
fined as a distributive birresiduated multi-adjoint lattice enriched with an

involutive negation. Specifically, we analyse the solvability of the system
\/ (CLZ &o(j) $j) V (a; &O’(j) _|.ij) :bi, 1€ {1,,71} (1)

where (L, =, &1, N1, - -5 &xy " Nk, 7) is @ DSBMAL, a;f, a7, b; € L,
foreachi € {1,...,n},j € {1,...,m},and o: {1,...,m} — {1,...,Kk}.
Defining the mapping ~;: Lx L — Lasb ~N;a=inf{z € L | b < a &z},

consider fixed, for each i € {1,...,n}:

XXV



ENGLISH SUMMARY

s 5P ={sIT [ b X af b Nog) af 2 b N a}, where s]7 is a tuple

with m components whose h-th component is b; N,y afy if b = j
and L otherwise.

n ST = b < ai, b Non ai = b N ai;}, where s77 is a tuple
7 7 1) (]) 1] (]) 1) 1 p

with m components whose h-th component is b; Ny a;, if h = j
and L otherwise.

» The tuples ¢g;" = (git,...,9:,) and g; = (951,---,9;,) are defined as
g5 = bi No() a5y and g;; = b No(j) ay; for each j € {1,...,m}.

In what follows, we assume that &1, ..., & are lattice homomorphisms
and by,...,b, € L are join-irreducible elements. The main results concer-

ning the resolution of system (1)) are:

» The solution set of (1) is given by

D:é<< U [Svﬂgﬂgm U< U [ﬂgi"g?AﬁS]))

seSt SES;
= A necessary condition for the solvability of (1)) is

=gy Vo Vogy Sgf A Ag)

m Letg=—g; V---V—g, and g =g A---Agl. If &1, ..., &, are strictly
order-preserving in {(z,y) € L x L | © # Lory # L}, then (I) is
solvable if and only if there exists a solution of (1)) in the set

G=A{(x1,....,2m) | z; €{g;,g;} foreach j € {1,...,m}}

s Let D be the solution set of and M;, M, the sets of maximal and
minimal solutions of the i-th equation of (I)), respectively.
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1. The maximal solutions of (1) are the maximal elements of

M = {ml/\---/\mneD|mieMiforeachie{l,...,n}}
2. The minimal solutions of (1)) are the minimal elements of
M= {mlv---\/mnED]miEMiforeaChie{l,...,n}}

It is important to emphasize that the previous conclusions also hold for
the dual system of , under slight modifications in the definition of S;r ,
S‘_I g:r and gz_

)

Systems of bipolar sup-equations based on the product t-norm

In this case, we focus on the system of bipolar sup-equations given by
\/ (a5 * ;) V (aj; * ~px;) = by, ie{l,...,n} (2)

where o, a;;,b; € [0,1], foreach i € {1,...,n}, j € {1,...,m}, x is the
product t-norm and —p: [0, 1] — [0, 1] is the negation operator defined as
-p0=1and —px =0if x > 0.

The notion of feasible pair, closely related to the philosophy of cove-

rings [89], plays a key role in our study on the solvability of (2).

Definition 7. Let J*,J~ C {1,...,m} with Jt W J~ = {1,...,m}. We say
that (J*,J) is a feasible pair with respect to (2) if the tuple (x1,..., %)
defined as

min{b; <p aj; i€ {1,...,n}} if jeJ*
T =
! 0 if jeJ-

is a solution of (2).
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Let us denote the set of feasible pairs with respect to (2) as S. The main
results for the solvability of (2) are:

» The system (2) is solvable if and only if S # @.

w Let ST ={J"|(J",J7) e S}tand f: ST — [0,1]" given by f(J") =

(.ﬁCl, . ,I’m) with

min{b; «—p aj; i€ {1,...,n}} if jeJ*
T =
’ 0 if j¢Jt

(1) If S* has a greatest element Jt, then f(J*) is the greatest solu-
tion of (2).

(2) The maximal solutions of coincide with the tuples of the

form f(J*) where J* is a maximal element of S*.

w Let S ={J | (J*,J7) € Stand f: S~ — [0,1]™ be the mapping
defined as f(J~) = (z1,...,2,) with

. min{b; <p aj; i€ {1,...,n}} if j¢&J
0 if jeJ

For each J— € S, let I;- be the set defined as:
I;-={ie{l,...,n}[bi=0 or a; <b;foreachjec J }

(1) If{1,...,m} € S, then (0,...,0) is the least solution of (2).

(2) If {1,...,m} ¢ S, the minimal solutions of (2) coincide with
the tuples of the form f(.J~) with /= € S~ such that the next

system has a unique solution:

\  (afyxa)) V(e *—pry) =bi, i€l
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Multi-adjoint abduction with negations

The last research topic addressed in this thesis concerns abduction reaso-
ning in multi-adjoint normal logic programs. We impose three require-
ments on the considered MANLPs:

(1) The dependency graph of the MANLP does not contain cycles with

negation.

(2) At most one (possibly negated) propositional symbol appears in the
body of each rule of the MANLP.

(3) All rules in whose body appears the same propositional symbol are
defined with the same residuated implication.

Given a finite set A, we use the notation A to represent a tuple with the
elements of A. Similarly, given a tuple A, we denote the set of elements

appearing in the tuple as A.

The idea of abduction reasoning is quite simple: we know the truth va-
lues (observations) of certain propositional symbols (observed variables) and
we want to determine the truth values of the rest of propositional symbols
(hypotheses) appearing in a MANLP. In the next definition, O represents
the set of observed variables, H the set of hypotheses and © the set of

observations.

Definition 8. An abduction problem is a tuple (P, O, H, ©) where:

PP is a MANLP satisfying[(T)} [(2)]y[(3)}

O=(p1,....,po), H=1(qu,...,qn) and © = (0y,...,0,), with o,h € N
and p;,q; € lp, 6, € Lforeachi € {1,...,0},j€{1,...,h}.

[lp=0wH

The propositional symbols in O only appear in the head of rules of P.
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In particular, (P, O, H,©) is a simple abduction problem if the propositional
symbols of H only appear in the body of rules of P.

Definition 9. Let (P, O, H, ©) be an abduction problem with O = (p1,...,p,),
H = (q,...,q,) and © = (6,...,0,). We say that (z,,...,x,) € L"isa
solution of (P, O, H, ©) if there exists a model M of P such that M (p;) = 0; and
M(qj) = z; foreachi € {1,...,0}, 5 €{1,..., h}.

Notice that, given an abduction problem (P, 0, H,0), if ¥ £ ©; for so-
me rule (p; < T;9) € P with head p; € O, being ©; the j-th component of
O, then (P, 0, H,©) is not solvable. The underlying reason of the absence
of solutions is clear, if the observation of the propositional symbol p; is
not associated to the logic program, then the logic problem does not mo-
del properly the considered system. Hence, from here on, we will assume
without loss of generality that there are no facts with head in O.

On the one hand, an algorithm to solve a simple abduction problem
has been provided.
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Algorithm of simple abduction PROC;

Input: Simple abduction problem (P, O, H, ©).

Step 1: Defineo: {1,...,h} — {1,...,n} as o(j) = 1;, where < is the
residuated implication which defines the rules of P with ¢; in its
body.

Step 2: Solve the system of bipolar multi-adjoint sup-equations

(RT 0, X)V(R™ ©,=X) =T 3)
where R, R. ., Xnx1, " Xnx1, Tox1 are the matrices defined as:
1911 e 191]7, 191 h+1 °°° 191 2h
RY =1 : R=| :
1901 e ﬁoh ﬂoh+1 e Q902/1
t t t
X = [l‘1 ce xh] -X = |:—|1'1 e —|gjh:| T = |:91 R 00:|

where, for eachi € {1,...,0},7 € {1,...,h}:

Vij = sup{d € L | (pi <, ¢;; V) € P}

4)
Vinyj = sup{¥ € L | (ps G55 J) € P}

Output: Solution set of (3).

As one would expect, every solution of (3) provides a solution of the sim-
ple abduction problem (P, O, H,©). Therefore, the described algorithm
solves simple abduction problems.

Let Gp = (Vp, Ap) be the dependency graph of P. The family {II; };cz- is

defined inductively as follows:

Il = {p€llp|(q.p) ¢ Ap foreach g € Ilp}

i—1
I, — {q c HP\UHJ | (p,q) € Ap for some p € Hil}

Jj=0
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for each i € N.

For each two tuples z = (z1,...,2,) and y = (vy1,...,Yn), We denote
rey = (T1,...,Tn,Y1,--.,Yn). Given an abduction problem (P, O, H, 0),
we can assume without loss of generality that H = Il e ... eII,, and, since
O C Ilj, we can assume that the first o elements of I1 are py,...,p, € O.

Abduction algorithm PROC

Input: Abduction problem (P, O, H, ©).

Step 0: Define X, as

sup{? | {p; + T;9) € P} < x;,
Xo_{<p17'"7p07x0+1,...’xn0> { |<.7 > } j

r;eL,je{fo+1,...,n0}
Step 1: a) Solve the simple abduction problem (P, IIy, I1;, ©y) using
PROC;, for each 0, € X, being Se, its solution set.
b) Define the set ST = {z ey | Oy € X¢,y € Se,}
c) Define S; as the subset of tuples of S} satisfying all rules
with head in II; and whose propositional symbol in the
body belongs to II; U —II,.
d) Define X1 ={(y1,- -, Yny) | (T1,--, Togs Y15+ Yn,) € S1}-
Stepi: Foreachi e {2,...,m}:
a) Solve the simple abduction problem (P;_;,II;_;,I;, ©, ;) by
PROC;, for each ©,_; € X;_;, being Sg, , its solution set.
b) Define the set

S;i={ae0;_10y|0; 1€ X; 1,000, 1€ S;i1,y€ Se,,}

being a an arbitrary tuple such that a  x belongs to S5;_.

c) Define S; as the subset of tuples of S; satisfying all rules
with head in II; and whose propositional symbol in the body
belongs to

(I, U =ITy) U - - - U (IL; U 1)
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d) Define X; = {(y1,---,Yn;) | a® (y1,...,yn,) € Si}.

Output: S,,.

In this case, we show that every element of the set .5, is a solution of
the abduction problem (P, O, H, ©).

Conclusions and future work

A novel non-monotonic logic programming framework has been pre-
sented, adapting the philosophy of the multi-adjoint paradigm to normal
logic programs and defining a proper stable model semantics. Additio-
nally, sufficient conditions for the existence and uniqueness of stable mo-
dels have been provided. Including a strong negation in this generalized
framework, we have chosen the most suitable notion of coherence, and we
have provided different measures for the incoherence of a multi-adjoint
normal logic program. In the future, alternative coherence measures will
be further studied as well as instability measures for multi-adjoint normal

logic programs will be investigated.

Afterwards, a generalized version of multi-adjoint normal logic pro-
grams, called extended multi-adjoint logic programming, has been pre-
sented, in which a special kind of rules, called constraints, have been in-
cluded and in which operators with multiple order-reversing arguments
are allowed to appear in the body of the rules. These programs have then
been transformed into the simplest logic programming structure which
preserves its semantics. Besides, we show how the existence and unicity
conditions of stable models for multi-adjoint logic programs could be ap-
plied in other different logic programming approaches. The presented ad-
vances on non-monotonic logic programming will be applied to practical

problems in the scope of digital forensics analysis and decision making.
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A complete study on the resolution of bipolar multi-adjoint fuzzy rela-
tion equations on symmetric multi-adjoint birresiduated lattices has been
developed. In particular, this study generalizes the existing results in the
literature about bipolar fuzzy relation equations. Furthermore, the spe-
cial case of bipolar fuzzy relation equations defined with the product t-
norm and its adjoint negation has been analysed. Namely, this negation
is a non-involutive negation. So far, including the results presented in this
thesis, bipolar fuzzy relation equations with join-reducible right-hand side
remain to be unsolved. This will be one of our main prospects for future
work. The investigation of bipolar fuzzy relation equations defined with
weaker operators than adjoint triples and non-involutive negations will
also be addressed. Additionally, exploiting the usefulness of bipolar fuzzy

relation equations in real-world problems is one of the proposed tasks.

Finally, an original procedure to solve an abduction problem in multi-
adjoint normal logic programming by means of bipolar multi-adjoint fuzzy
relation equations has been described. Relating the solutions of the propo-
sed method to the semantics of multi-adjoint normal logic programs and
considering less restrictive multi-adjoint normal logic programs will cons-
titute an appealing prospect for future work. Besides, we plan to display
techniques to solve other kind of inference processes in non-monotonic

logic programming using bipolar multi-adjoint fuzzy relation equations.
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Capitulo 1

Introduccion

La capacidad de razonar es lo que distingue al ser humano del resto de
componentes del reino animal. A lo largo de los siglos, desde la definicion
del ser humano como animal racional de Aristételes al pienso luego existo de
Descartes, esta certeza ha estado patente en la historia, y la ciencia, desde
sus multiples ramas de conocimiento, ha tratado de comprender el razo-
namiento humano. De entre todas esas ramas, entre las que se encuentran
la filosofia, la biologia, la psicologia, la sociologia, etcétera; la 16gica mate-

maética destaca por su naturaleza formal.

En el panorama actual, inmersos en la era del Big Data y el auge de
la inteligencia artificial, el desarrollo de sistemas formales que permitan
automatizar razonamientos cobra un valor adicional. Ademas, la elevada
capacidad de almacenamiento de informacién y la variabilidad en los da-
tos requiere que dichos sistemas formales sean flexibles y potentes desde

un punto de vista expresivo.

Una caracteristica comtin en la mayoria de procesos inferenciales es la
presencia de informacién bipolar. La bipolaridad en el razonamiento hu-
mano puede surgir de diversas formas, desde analizar pros y contras a la

informacion contradictoria. En efecto, la existencia de informacién bipolar
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no solo es una realidad, sino que resulta fundamental en ciertos procesos
deductivos, como lo son los aspectos favorables y desfavorables en la toma

de decisiones y las contradicciones en el andlisis forense.

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, con objeto de manejar un
entorno flexible capaz de representar informacién bipolar, el trabajo desa-
rrollado en esta tesis se enmarca en un paradigma légico difuso con nega-

ciones.

Logicas multivaluadas

La légica clasica es la herramienta mds elemental para realizar deduc-
ciones. En esencia, los pilares de la 16gica clasica son los siguientes: todo
enunciado es verdadero o falso, y dicho valor de verdad puede asignarse
sin consideracién de contexto alguno. Aristételes, a menudo considerado
el padre de la l6gica, fue el primero en enunciar sus fundamentos, y no
fue hasta 1854 cuando Boole [8] propuso un enfoque algebraico de la 16gi-

ca aristotélica.

Naturalmente, la 16gica clasica resulta imprescindible para decidir so-
bre la verdad de enunciados como nacido en Puerto Real, vivo e hijo de Isabel.
No obstante, ya en la Antigua Grecia se sabia de la existencia de proposi-
ciones sobre las que no es posible pronunciarse sobre su valor de verdad
en el lenguaje de la l6gica cldsica. La conocida como paradoja del menti-
roso es un claro ejemplo de ello: esta oracién es falsa. Si suponemos que la
oracién anterior es verdadera, se deduce que es falsa. Si por el contrario
suponemos que es falsa, obtenemos que es también verdadera. En cual-
quier caso, llegamos a una contradicciéon. De la misma forma, enunciados
como justo o rdpido tienen una clara componente subjetiva, mientras que
sentencias como marfiana lloverd o la hipétesis de Riemann es cierta son inde-

cidibles en el instante en que se escriben estas lineas.
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La necesidad de decidir sobre sentencias tales como las anteriores mo-
tivaron la aparicién de otro tipo de légicas [7), 12, 13, 52], conocidas con
el sobrenombre de l6gicas no clésicas, cada una de las cuales trata de re-
presentar un tipo de razonamiento que no captura la légica clasica. Por
su relevancia en la bibliografia, destacan las 16gicas multivaluadas y las

l16gicas no monoétonas.

Basicamente, las 16gicas multivaluadas desestiman el principio del terce-
ro excluido, considerando maés valores de verdad entre verdadero y falso.
Este tipo de l6gicas comenzaron a desarrollarse formalmente con el traba-
jo de Lukasiewicz “O logice trojwartosciowej” en 1920 (traducido al inglés
en [80]). Dicha légica considera un tercer valor de verdad, interpretado
usualmente como indefinido o desconocido, y fue generalizada posterior-
mente para n valores de verdad de la mano de Lukasiewicz y Tarski en
“Untersuchungen iiber den Aussagenkalkiil” en 1930 [80]. Como curiosidad,
las légicas trivaluadas como la de Lukasiewicz y la de Kleene [69] per-
miten representar situaciones como la paradoja del gato de Schrodinger,

donde la afirmacién el gato vive recibiria el valor de verdad desconocido.

La teoria de conjuntos difusos, introducida por Zadeh [123] en 1965,
ha supuesto una revolucién en el modo de entender y manejar la incerti-
dumbre y la informacién incompleta. Sin embargo, dicha revolucién se ha
ido dilatando en el tiempo, como comenta el propio autor en [124], pues
no eran pocos los cientificos que se mostraban escépticos ante esta teoria
en sus primeras fases. A grandes rasgos, un conjunto difuso A en un uni-
verso U viene determinado por una funcién de pertenencia f: U — [0, 1],
que indica el grado de pertenencia de cada elemento de U al conjunto A.
En este sentido, la funcion de pertenencia f generaliza el concepto de fun-
cién caracteristica de la teorfa de conjuntos clasica. Asi mismo, la nocién
de conjunto difuso fue extendida en 1967 a L-conjuntos difusos [61], to-
mando como conjunto de valores de pertenencia un conjunto parcialmente

ordenado L en lugar del intervalo [0, 1].
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El término légica difusa, en su sentido mads estricto, alude al tipo de
légica multiadjunta derivada al adoptar la filosofia de los conjuntos difu-
sos. Asi, retomando el ejemplo de la sentencia rdpido aplicada a animales,
un ambiente 16gico difuso en [0, 1] tomarfa que para un guepardo el valor
de verdad de rdpido es 1, mientras que para un koala el valor de verdad
de rdpido es 0. Por su parte, podriamos considerar que el perro es rdpido es
cierto con valor de verdad 0.5 mientras que la liebre es rdpida recibiria un

valor 0.8.

Ahora bien, ;qué valor de verdad recibe la afirmacion el perro y la liebre
son rdpidos? Por ejemplo, podria tomarse el minimo del valor de verdad
de el perro es rdpido y el de la liebre es rdpida, resultando 0.5, o bien podria
tomarse el producto de ambos valores, dado lugar al valor 0.4. Lo cierto es
que en la légica difusa, y en general en las 16gicas multivaluadas, no existe
una dnica forma de definir la conjuncién, de la misma forma que no hay
tnica definicion de disyuncién, implicacién y negacion. Dado un sistema
de conocimiento difuso, la eleccién de dichos operadores 16gicos tiene una

incidencia directa en el tratamiento del sistema.

Logicas no monétonas

Uno de los aspectos que comparten la légica cldsica y algunas légicas
multivaluadas es la monotonia. Esta propiedad establece que al afiadir nue-
vas premisas no se pierden conclusiones. Por ejemplo, consideremos cierto el

enunciado:
» Los virus infectan.

Si afiadimos la premisa la gripe es un virus, se obtiene como consecuencia
que la gripe infecta. Si incluimos ahora la premisa el coronavirus es un virus,

se obtiene una nueva consecuencia ademds de la anterior: la gripe infecta
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y el coronavirus infecta. De esta forma, al afiadir nuevas premisas, nunca

perdemos consecuencias, nunca perdemos informacién ya conocida.

Sin embargo, este hecho no es habitual en numerosos procesos deducti-
vos. Por ejemplo, al aplicar el sentido comiin sobre alguna materia, intuimos
una serie de conclusiones que han de ser revisadas una vez que aumen-
tamos nuestro conocimiento del tema. Véase el caso del desarrollo de las
geometrias no euclideas en el siglo XIX y que muestra cémo al incluir el
quinto postulado de Euclides hay propiedades que dejan de ser ciertas.
Volviendo al ejemplo de los virus, supongamos que las siguientes afirma-

ciones son ciertas:

» Si una persona enferma y no tiene dificultades respiratorias, tiene gripe.

» Siuna persona enferma y no tiene gripe, entonces tiene coronavirus.

En principio, si una cierta persona enferma y no sabemos nada maés, de
las afirmaciones anteriores se concluye que tiene gripe es verdadero. Ahora
bien, si afiadimos la premisa tiene dificultades respiratorias como verdadera,
tiene gripe ya no es una consecuencia de las afirmaciones anteriores, sino
que en su lugar se deduce que tiene coronavirus es cierta. Con lo cual, este

tipo de razonamiento no es monétono en el sentido 16gico.

El comportamiento no monétono de un esquema de razonamiento se
debe comtinmente al uso de una negacién, ya sea de forma explicita o im-
plicita. Este operador, la negacion l6gica, merece un tratamiento especial
debido al uso que hacemos de él en nuestro dia a dia. El motivo fundamen-
tal es que un mismo vocablo, “no”, puede tener diferentes significados, en

funcién del emisor y del contexto en que se utilice.

Consideremos a modo de ejemplo la asercion culpable. En el &mbito ju-
ridico, debido a la presuncién de inocencia, dicha afirmacién seré falsa, o
equivalentemente no culpable serd verdadera, siempre y cuando no sea po-

sible demostrar, sin atisbo de duda, que la sentencia culpable es verdadera.
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Sin embargo, que un juez falle que la afirmacién no culpable es verdadera
no significa que el acusado no sea culpable, sino que no es posible probar
que el acusado es culpable. Este tipo de negacion, en el que una afirmacién
es falsa salvo que se pruebe explicitamente que es verdadera, se denomina
negacion por defecto [17,[101].

Dicho esto, no es dificil intuir que la opinién ptuiblica hace uso, por lo
general, de un tipo diferente de negacion. Basdndose en el conocimiento
del caso y en ciertos indicios, la opinién piblica puede considerar que la
afirmacioén culpable es verdadera, en contra de la decisién judicial, o vice-
versa. Este otro tipo de negacién, basada en creencias, se conoce usual-

mente como negacion fuerte.

La idea subyacente en la distincién anterior es que una negacién por
defecto indica que algo no es verdadero, mientras que una negacion fuer-
te indica que algo es falso. Dicha distincién resulta esencial en lo que se
refiere a la automatizacion de razonamientos, llevada a cabo usualmente

mediante programas logicos.

Programas l6gicos

La programacién légica, como comenta Lloyd en su libro [76], no es
mdés que un producto, resultado de construir sistemas de deduccién au-
tomadtica. Debe su nombre a su concepcioén original como légica en forma
de lenguaje de programacion, y fue desarrollada por Kowalski [71] 115]
y Colmenauer [18]], quienes conjuntamente con otros investigadores de la
Universidad de Marsella crearon el lenguaje de programacién PROLOG
(PROgramacién en LOGica).

En pocas palabras, un programa légico es una colecciéon de reglas y
hechos, a partir de los cuales se pretende modelar y entender el funcio-

namiento de un sistema. Teniendo en cuenta la discusion de la seccién



anterior, puesto que se pretende realizar razonamientos automaéticos, de-
finir entornos de programacién légica con negaciones resulta un objeto de
estudio deseable. Naturalmente, la 16gica que subyace a un programa 16-
gico con negaciones no es mondétona, por lo que dichos programas reciben
el nombre de programas légicos no mondtonos. En particular, si un ambiente
de programacion légica incluye una negacion por defecto, se dice que es

un entorno de programacion l6gica normal.

Todo lenguaje de programacion légica conlleva la definicién de dos di-
mensiones bien diferenciadas: la sintaxis del lenguaje, que fija qué tipo
de reglas se pueden construir; y la seméantica del lenguaje, que otorga un
significado a las reglas del programa l6gico y permite determinar las con-

secuencias del mismo.

En un programa légico sin negaciones, la semantica estd claramente
identificada y consensuada. A saber, las consecuencias l6gicas del progra-
ma vienen determinadas por su modelo minimo, que siempre existe [115].
Dicho modelo minimo se denomina entonces modelo canénico del progra-
ma. No obstante, en un programa légico con negaciones, la seméntica no
puede definirse en términos de su modelo minimo, pues tal modelo no
existe en general. Ain mds, debido a su no monotonia, definir qué se con-
sidera consecuencia semdntica de un programa légico con negaciones en-
trafia un problema de mayor complejidad. En la bibliografia existen di-
versas propuestas para definir la seméntica de un programa légico con
negaciones, entre las que destacan la semantica de los programas estrati-
ficados [2,116], 1a semantica bien fundada [117,118] y la seméntica de los
modelos estables [57].
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Relaciones difusas

Las relaciones difusas, al igual que la 16gica difusa, pueden verse como
una adaptacion de la filosofia de los conjuntos difusos al concepto clasico
de relacion entre conjuntos. Sin embargo, siendo fieles a la historia, el ma-
temético ruso Salii [103] desarroll6 esta nocién de manera independiente
en 1965, de forma simultdnea a la publicacién de la teoria de conjuntos
difusos. La base del concepto de relaciéon difusa es, en lugar de considerar
la presencia o ausencia de relacién entre dos elementos, asignar a cada par
de elementos un valor entre 0 y 1, 0 mas generalmente un elemento de un

conjunto parcialmente ordenado L.

La definiciéon anterior, que al fin y al cabo es un tipo particular de con-
junto difuso, tiene una gran trascendencia en la bibliografia gracias a las
ecuaciones de relaciones difusas. Este tipo de ecuacién fue introducida por
Sanchez [104] en 1976, y ya desde su origen estuvo marcada por su caracter
aplicado. En efecto, en su segundo trabajo, Sanchez [105] ya muestra una
posible aplicacion de las ecuaciones de relaciones difusas desde el punto
de vista del diagnoéstico médico. En ese articulo, el autor considera una re-
lacion difusa R de un conjunto de pacientes a un conjunto de sintomas y
una relacién 7" del conjunto de pacientes a un conjunto de enfermedades,
y se plantea la cuestién de encontrar una relacién difusa S de sintomas a
enfermedades tal que al componer Ry S se obtenga 7'. En otras palabras,
se plantea descubrir a partir de qué sintomas se puede concluir que un

paciente padece una determinada enfermedad.

Desde su introduccidn, el interés de la comunidad cientifica en las ecua-
ciones de relaciones difusas ha ido creciendo, tanto desde un prisma te6-
rico, estudiando su resolucion [42] 44 145, [89], como desde un punto de
vista aplicado, siendo sus aplicaciones tan variadas como en el campo del
control difuso [44], la toma de decisiones [19] y la optimizacién [58, 65, 78].

En algunas de estas aplicaciones, en particular en aquellas que se ven
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afectadas por opiniones o impresiones personales, se requieren variables
con un caracter bipolar, en el sentido de que tanto su presencia como su
ausencia son susceptibles de alterar el entorno considerado. En 2010, di-
ferentes autores [55, 72, 98] comenzaron a tratar con un tipo especial de
ecuacién con composicion maximo minimo que fuese capaz de modelar
variables bipolares. Tres afios més tarde, a raiz de un problema de opti-
mizacién, Freson et al. [54] consideraron como restricciones de dicho pro-
blema un conjunto de ecuaciones con composiciéon méximo minimo en
las que las variables aparecen junto a su negacién légica, que se dieron a
llamar restricciones bipolares. La idea subyacente en las restricciones bi-
polares ha dado lugar a lo que hoy se conoce como ecuaciones bipolares de
relaciones difusas, que no son mas que ecuaciones de relaciones difusas enri-
quecidas con un operador de negacién, de forma que la relaciéon incégnita

aparece con su negacién en la ecuacion.

Motivacién, panorama actual y contribuciones

Diferentes autores se han dedicado en los tltimos afios a definir entor-
nos de programacion légica con negaciones, o mas generalmente, entornos
de programacién légica no monoétona [1), 56, 66| [79) 87]. Sin embargo, las
estructuras algebraicas sobre las que se definen estos programas siguen
siendo restrictivas, limitando por tanto la expresividad del lenguaje y el

rango potencial de aplicaciones.

En esta tesis, nos enmarcaremos en un ambiente de programacion 16-
gica multiadjunta, un paradigma légico presentado por Medina, Ojeda-
Aciego y Vojtas [93] que generaliza una considerable variedad de entor-
nos de programacion légica no clasicos, como la programacién légica ano-
tada [68], la programacién légica posibilista [48], la programacién 16gica
mondtona y residuada [37,38] y la programacion 16gica difusa [120]. En el

Capitulo[3|definimos una sintaxis y una seméantica de los modelos estables

9
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para programas légicos multiadjuntos enriquecidos con una negacién por
defecto, dando lugar a lo que se ha dado a llamar programas 16gicos multi-
adjuntos normales (MANLP).

Seguidamente, nos centraremos en proporcionar condiciones suficien-
tes para la existencia y la unicidad de modelos estables. Cabe destacar
que la existencia de modelos estables se requiere para poder definir la
semantica de los MANLPs, mientras que su unicidad permite definir el
tnico modelo estable de un MANLP como su modelo candénico. Ademaés,
si un MANLP se corresponde con un problema real, los modelos estables
coinciden con las posibles soluciones de dicho problema. Como resultado,
facilitar dichas condiciones resulta primordial para saber si el problema
subyacente es resoluble y, en su caso, si existe una tinica solucién. Na-
turalmente, desarrollar un procedimiento determinista mediante el cual

construir modelos estables es un objeto interesante de estudio.

De acuerdo con la discusién previa, el Capitulo 3| presenta condiciones

suficientes para asegurar:

1. La existencia de modelos estables para MANPLs definidos en un

conjunto convexo compacto de un espacio euclideo.
2. La unicidad de modelos estables para MANPLs estratificados.

3. La unicidad de modelos estables para MANPLs definidos en el con-

juntos de subintervalos del intervalo unidad.

Una consecuencia directa de las condiciones de unicidad aportadas es la
obtencién de un proceso determinista para definir el tinico modelo estable
del MANLP. En particular, las propiedades anteriores pueden aplicarse
directamente a las extensiones normales de la programacién 16gica mono6-
tona y residuada [37,38], la programacién l6gica difusa [120] y la progra-
macion légica posibilista [48]], al tratarse estas de casos particulares de la

programacion légica multiadjunta.
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En dltima instancia, el Capitulo [3{aborda la inclusién de una negacién
fuerte en un MANLP. El principal inconveniente de la introducciéon de una
negacion fuerte en un marco de programacion légica es la aparicion de
inconsistencias. Por ejemplo, se puede dar el caso de que los valores de

verdad de p y ~p sean ambos 1, lo que carece de sentido.

Por lo tanto surgen nuevas cuestiones tales como: ;qué quiere decir
que algo no es coherente en la programacién l6gica multiadjunta con ne-
gaciones? Si un MANLP no es coherente, jen qué medida es incoherente?
En esta linea, tomaremos la nocién més adecuada de coherencia de acuer-
do a un estudio previo de las definiciones de inconsistencia existentes en
la literatura, y que se encuentran mds préximas a nuestra idea intuitiva
de coherencia. Una vez seleccionada la nocién de coherencia, se presenta-
rédn algunas medidas de incoherencia con objeto de cuantificar hasta qué

punto es incoherente un MANLDP, en caso de serlo.

El Capitulo [ contintia el estudio de marcos de programacién logica
multiadjunta no monétona. En una primera etapa, extenderemos el len-
guaje de programacién l6gica multiadjunta normal a un entorno més flexi-
ble, denominado programacién légica multiadjunta extendida (EMALP),
permitiendo un tipo especial de reglas denominadas restricciones y admi-
tiendo cualquier tipo de comportamiento no monétono en el cuerpo de
las reglas. Por un lado, el uso de restricciones hace posible imponer cotas
superiores al valor de verdad de ciertas afirmaciones, representadas me-
diante férmulas en el lenguaje del MANLP. Por otro lado, al considerar
cualquier tipo de comportamiento no monétono en el cuerpo de las re-
glas de un MANLP, se admite, en particular, la ocurrencia de diferentes

negaciones por defecto de forma simultanea.

En una segunda fase, perseguimos el objetivo de transformar un pro-

grama légico multiadjunto extendido en el lenguaje mas sencillo, des-

e una perspectiva sintactica, que conserve su semantica. Concretamen-
d t tact t C t

te, proporcionaremos una serie de métodos de conversiéon que permiti-
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ran transformar un EMALP arbitrario en un programa légico ntcleo de
conjuntos respuesta difusos cuya semantica coincide con la del EMALP
original. El interés de este procedimiento reside en la posibilidad de bene-
ficiarse de un lenguaje con una gran potencia expresiva, como la progra-
macioén légica multiadjunta extendida, y al mismo tiempo trabajar en un
entorno sencillo computacionalmente, ampliando asi el alcance de las po-
sibles aplicaciones e incrementando la eficiencia en los calculos asociados

al programa.

El Capitulo [ concluye ejemplificando cémo pueden extenderse los re-
sultados de existencia y unicidad desarrollados en el Capitulo (3| en un
entorno diferente a la programacion légica multiadjunta normal. En este
sentido, se facilita un procedimiento para simular un programa légico na-
cleo de conjuntos respuesta difusos en términos de un MANLP seméntica-
mente equivalente. Gracias a dicho método, las condiciones de existencia
y unicidad del Capitulo 3| pueden adaptarse directamente a la programa-

cién légica nicleo de conjuntos respuesta difusos.

Existen ciertos trabajos que acenttian la relacién existente entre la pro-
gramacion légica y las ecuaciones de relaciones difusas. Por ejemplo, en [19,
45] se muestra dicha relaciéon desde una perspectiva multiadjunta. Parece
natural pensar que un programa légico no monétono podria guardar una
relacion similar con ecuaciones de relaciones difusas en las que las incog-
nitas aparecen junto a su negacién légica, esto es, con ecuaciones bipolares

de relaciones difusas.

El Capitulo [5| presenta las ecuaciones bipolares de relaciones difusas
desde un prisma puramente teérico. En particular, las ecuaciones bipo-
lares multiadjuntas de relaciones difusas se introducen como un caso es-
pecial de ecuacién de relaciones difusas cuya composicién se define con
varias conjunciones. Tras mostrar que una ecuacién bipolar de relaciones
difusas puede verse como un sistema de sup-ecuaciones bipolares, centra-

mos nuestra atencion en estudiar la resolucién de dichos sistemas.
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Hasta donde sabemos, la literatura actual sobre ecuaciones bipolares
de relaciones difusas se limita al intervalo unidad. Ademaés, las ecuaciones
bipolares de relaciones difusas estudiadas en la literatura tan solo se han
definido con la composicién méximo minimo [54), 73, [74], con la composi-
cién maximo producto [21, 28] o con la composicién méximo Lukasiewicz
[75, 122, [125], y todas ellas con la negacién estdndar. En el Capitulo [5|se
desarrolla un estudio sobre la resolubilidad de sistemas de sup-ecuaciones
bipolares definidos en reticulos multiadjuntos birresiduados con negacién
involutiva. En particular, este tipo de sistemas engloba a las ecuaciones
bipolares de relaciones difusas definidas con composicién méximo pro-
ducto, méximo producto y maximo Lukasiewicz. En otras palabras, nues-
tro estudio generaliza los resultados existentes en la bibliografia sobre la

resolucién de ecuaciones bipolares de relaciones difusas.

Una de las desventajas de los sistemas anteriores reside en la involuti-
vidad del operador de negacion, ya que algunos reticulos ni tan siquiera
permiten la definicién de alguna negacién involutiva. Como resultado, es
preciso investigar la resolucién de ecuaciones bipolares de relaciones difu-
sas definidas con negaciones no involutivas. Como culmen del contenido
tedrico de esta tesis, tratamos la resolucion de sistemas de sup-ecuaciones
bipolares definidos con la t-norma producto y su negacién adjunta, un ca-

so particular de negacién no involutiva.

Esta tesis concluye con una aplicacién de las ecuaciones bipolares de
relaciones difusas en programacion légica no monétona. Las ecuaciones
bipolares de relaciones difusas suponen una herramienta potencial en los
procesos de inferencia de programas légicos no monétonos, debido a la
relacioén ya probada de su homénimo sin negaciones. Uno de dichos pro-
cesos de inferencia es el razonamiento abductivo, que consiste esencial-
mente en dar explicacién a una serie de observaciones. En el Capitulo [6]
presentamos un procedimiento de abduccién para programas l6gicos mul-

tiadjuntos normales basado en ecuaciones bipolares de relaciones difusas.
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Trabajo futuro

A continuacién, se enumeran algunas propuestas interesantes para con-

tinuar el trabajo desarrollado en esta tesis:

(1)

(11)

(111)

(1v)

Se analizaran medidas alternativas para la coherencia de un progra-
ma légico multiadjunto normal. Ademads, es interesante contemplar
el caso de MANLPs sin modelos estables, por lo que se estudiardn
medidas de inestabilidad asociadas a dicho entorno de programa-

cién logica.

Los avances realizados en programacién légica no monétona, tanto
en el caso multiadjunto normal como en el extendido, seran aplica-
dos a problemas reales en el &mbito del anélisis forense digital y de

la toma de decisiones.

Hasta ahora, incluyendo los resultados presentados en esta tesis, las
ecuaciones bipolares de relaciones difusas en las que el miembro de
la derecha es supremo reducible no han sido estudiadas. Investigar
la resolucién de este tipo de ecuaciones serd uno de nuestros prin-
cipales objetivos en el trabajo futuro. De forma adicional, se desea
explotar la utilidad de las ecuaciones bipolares de relaciones difusas
en problemas del mundo real, asi como en campos como el control

difuso y la optimizacién.

Relacionar las soluciones del algoritmo de abduccién con la semén-
tica del MANLP subyacente constituye un objeto de estudio intere-
sante. Asi mismo, se pretende desarrollar métodos para otro tipo de
procesos de inferencia en programacién l6gica no monétona, ademds
de la abduccién, mediante el uso de ecuaciones bipolares de relacio-

nes difusas.

14



Publicaciones

Gran parte de los resultados presentados en esta tesis se encuentran

publicados en articulos de revistas y en congresos internacionales:

(1) M.E. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. Stable models in normal residua-
ted logic programs. 7th European Symposium on Computational Intelli-
gence and Mathematics (ESCIM 2015), pags. 150-155, 2015.

(2) MLE. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. Towards multi-adjoint logic pro-
gramming with negations. 8th European Symposium on Computational
Intelligence and Mathematics (ESCIM 2016), pags. 24-29, 2016.

(3) M.E. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. Bipolar fuzzy relation equations
based on the product t-norm. 2017 IEEE International Conference on
Fuzzy Systems (FUZZ-IEEE), pags. 1-6, 2017.

(4) MLE. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. Selecting the coherence notion in
multi-adjoint normal logic programming. Lecture Notes in Computer
Science, 10305, pags. 447-457, 2017.

(5) M.E. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. Measuring the incoherent infor-
mation in multi-adjoint normal logic programs. Advances in Intelli-
gent Systems and Computing, 641, pags. 521-533, 2018.

(6) M.E. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. Characterizing fuzzy y-models
in multi-adjoint normal logic programming. Communications in Com-
puter and Information Science, 855, pags. 541-552, 2018.

(7) ML.E. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. Syntax and semantics of multi-
adjoint normal logic programming. Fuzzy Sets and Systems, 345, pags.
41-62, 2018.

15



CAPITULO 1. INTRODUCCION

(8)

©)

(10)

(11)

(12)

(13)

M.E. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. Bipolar Max-Product Fuzzy Re-
lation Equations with the Product Negation. Studies in Computational
Intelligence, 796, pags. 147-153, 2019.

M.E. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. On the solvability of bipolar max-
product fuzzy relation equations with the product negation. Journal
of Computational and Applied Mathematics, 354, pags. 520-532, 2019.

M.E. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. Bipolar fuzzy relation equations
systems based on the product t-norm. Mathematical Methods in the
Applied Sciences, 42, pags. 5779-5793, 2019.

D. Lobo, M.E. Cornejo y J. Medina. Abductive reasoning in normal
residuated logic programming via bipolar max-product fuzzy rela-
tion equations. 2019 Conference of the International Fuzzy Systems As-
sociation and the European Society for Fuzzy Logic and Technology (EUS-
FLAT 2019), pags. 588-594, 2019.

M.E. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. Extended multi-adjoint logic pro-
gramming. Fuzzy Sets and Systems, 2020. (Aceptado)

M.E. Cornejo, D. Lobo y J. Medina. On the solvability of bipolar max-
product fuzzy relation equations with the standard negation. Fuzzy
Sets and Systems, 2020. (Aceptado)

16



Capitulo 2

Preliminares

Con el proposito de facilitar la comprensién del contenido de esta tesis
y hacerla autocontenida, en este capitulo presentamos algunas nociones y

resultados elementales.

2.1. Teoria de reticulos

El reticulo constituye la estructura algebraica més simple sobre la que
trabajemos en este trabajo. Comenzaremos el capitulo introduciendo este
concepto y algunas propiedades relacionadas con el mismo. Fijemos en
primer lugar qué se entiende por relaciéon de orden. Para mas informacion
sobre teoria de reticulos, referimos al lector a [6, 40, 62].

Definicién 2.1. Una relacion de orden parcial, o simplemente relacién de
orden, es una relacion binaria < sobre un conjunto L que satisface las siguientes

propiedades:

1. Reflexiva: x =< x para todo x € L.

2. Antisimétrica: six < yey = x, entonces x = y, para todo x,y € L.
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3. Transitiva: sixz 2 yey = z, entonces x = z, para todo x,y, z € L.
Dados dos elementos x,y € L, escribiremos x < y cuando x = yy « # y.

Haremos distincion entre relacién de orden parcial y relaciéon de orden
total, lo que dara lugar a conjuntos parcialmente ordenados y a conjuntos

totalmente ordenados, respectivamente.

Definicién 2.2. Sea L un conjunto dotado de una relacion de orden <.

m Siexisten x,y € Lconx A yey 2 x, sedice que < es una relacion
de orden parcial y que (L, =) es un conjunto parcialmente ordenado.

Ademds, se dice que x e y son incomparables y se denota como x||y.

m Siz R yoy = xpara cada v,y € L, se dice que < es una relacion
de orden total y que (L, <) es un conjunto totalmente ordenado o una

cadena.

En el desarrollo de la tesis prestaremos especial atencién a las cotas
superiores e inferiores de los conjuntos parcialmente ordenados. A conti-
nuacion recordamos las nociones de cota superior, cota inferior, supremo,

infimo, maximo, minimo y de elemento maximal y minimal.

Definicion 2.3. Sea (L, =) un conjunto parcialmente ordenado. Dado S C L,

decimos que un elemento x € L es:

= yna cota superior de S si s < x paracada s € S.
» yna cota inferior de S'six < sparacada s € S.

» ¢l supremo de S si x < y para cada cota superior y de S. Si ademds x € S,

decimos que x es el maximo de S.

» ¢l infimo de S si y = x para cada cota inferior y de S. Si ademds x € S,

decimos que x es el minimo de S.
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= un elemento maximal de S'si x € Sy no existe s € S tal que v < s.

= un elemento minimal de S si v € S y no existe s € S tal que s < x.

Usualmente, denotaremos el supremo (infimo) de un conjunto finito
{ai,...,a,} como sup{ay,...,a,} o como a; V ---V a, (inf{ay,...,a,} 0
a1 A+ Aay). Igualmente, en ocasiones usaremos la notacion V. .y aiy
la notacion A\, ,, @ para denotar el supremo y el infimo del conjunto
{a1,...,a,}, respectivamente. Ademads, en caso de existir, denotaremos a
los elementos méximo y minimo de un conjunto parcialmente ordenado

como T y 1, respectivamente.

Estamos en disposicion de presentar la nocién de reticulo y algunas

propiedades bésicas.

Definicién 2.4. Sea (L, =) un conjunto parcialmente ordenado.

m SixVyyax Ay existen para todo x,y € L, decimos que (L, =) es un

reticulo.

w Siel supremo y el infimo de S existen para todo S C L, decimos que (L, <)

es un reticulo completo.

» Si(L, =) esunreticulo, decimos que es distributivo si para todo x,y, z € L
se satisface
cA(yVz)=(xAy)V(xAz)

» Si (L, =) es un reticulo y K es un subconjunto no vacio de L, decimos que
(K, =) es un subreticulo de (L, <X)sixVy € K yxz Ay € K para todo
xz,y € K.

En la literatura de reticulos, es habitual representar los reticulos finitos
en forma de diagrama de Hasse. Dado un reticulo finito L, en el diagrama de

Hasse de L se representa un punto por cada elemento de L y se dibuja un
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Figura 2.1: Reticulos M; y N;

- T

a Cc Cc

M3 N5
1 1
segmento ascendente de un elemento a a un elemento bsiysolosia < by

no existe c € L tal que a < ¢ <X b.

Una caracterizacién bien conocida de los reticulos distributivos se basa
en los reticulos M; y N5, cuyos diagramas de Hasse se representan en la
Figura 2.1, y que se conocen usualmente como reticulos diamante y penta-
gono, respectivamente. A saber, un reticulo es distributivo si no contiene

un diamante o un pentdgono. Formalmente:

Teorema 2.1 ([6]). Un reticulo (L, =) es distributivo si y solo si M3y N5 no son
subrreticulos de (L, ).

Corolario 2.1 ([6]]). Toda cadena es un reticulo distributivo.

Los elementos supremo irreducibles de un reticulo jugardn un papel
trascendental en el estudio de las ecuaciones bipolares de relaciones di-
fusas presentado en el Capitulo |5 La caracteristica principal de dichos

elementos es que no pueden escribirse como supremo de otros dos.

Definicién 2.5. Sea (L, <) un reticulo. Se dice que un elemento x € L es supre-

mo irreducible si
1. x # L (en el caso en que L tenga elemento minimo).
2. x =aVbimplicax =aox =b, para todo a,b € L.

Por definicién de elemento supremo irreducible, se obtienen los si-

guientes resultados.
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Proposicion 2.1 ([6]). Todo elemento de una cadena diferente a L es supremo

irreducible.

Proposicién 2.2 ([6]). Sea (L, <) un reticulo distributivo y b € L un elemento
supremo irreducible. Dados ay, . .., a,, € L, se cumple queb < a;V---Va,,siy
solo si existe j € {1,...,m} tal que b < a;.

Una propiedad interesante de los reticulos distributivos es que cual-
quier elemento se puede descomponer de forma tinica como supremo de
elementos supremo irreducibles [6]. El siguiente resultado es consecuencia

directa de este hecho.

Proposicion 2.3. Sea (L, <) un reticulo distributivo y a,b,c,d € L. Sia < cy
b <d, entoncesaVb<cVd.

2.1.1. Aplicaciones entre reticulos

El estudio de puntos fijos de aplicaciones entre reticulos supone un hito
importante a la hora de establecer la semantica de los programas légicos
con los que trabajaremos en los Capitulos [3| y 4 El siguiente resultado,
una version debilitada del original presentado por Knaster y Tarski [109],
muestra que toda aplicacion monétona de un reticulo en si mismo tiene
un punto fijo méximo y un punto fijo minimo, y ademds proporciona la

forma de estos.

Proposicion 2.4 ([109]). Sea (L, <) un reticulo completo y T: L — L una
aplicacion monétona. Entonces T' tiene un punto fijo minimo, denotado Ifp(T)
(del inglés least fixpoint), y un punto fijo mdximo, denotado gfp(T’) (del inglés
greatest fixpoint). Ademds,

Ifp(T) = inf{z | T'(x) = 2} = inf{z | T(x) < x}
&fp(T) = sup{z | T(z) = x} = sup{z | v = T(x)}
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La continuidad en la topologia de Scott [108] es una de las generaliza-
ciones mas aceptadas del concepto de continuidad para reticulos comple-

tos. Dicha nocién se presenta en términos de conjuntos dirigidos.

Definicién 2.6. Sea (L, =) un reticulo completo y X C L. Decimos que X es
dirigido si cada subconjunto finito de X tiene una cota superior en X.

Definicion 2.7 ([108]). Sea (L, <) un reticulo completo y T': L — L una apli-
cacion. Decimos que T' es continua Scott si T'(sup(X)) = sup(7'(X)) para cada
subconjunto dirigido X de L, siendo T'(X) la imagen directa de X por T.

Bajo monotonia, se puede comprobar que la continuidad de Scott ge-

neraliza la continuidad usual en espacios euclideos.

Proposicién 2.5. Toda aplicacion continua y monétona creciente en un espacio
euclideo es continua Scott.

Cabe destacar que la continuidad de Scott implica monotonia crecien-
te, de ahi que por la Proposicién 2.4 toda aplicacién continua Scott tenga
un punto fijo minimo y un punto fijo maximo. El siguiente resultado da
un paso mds, y prueba que toda aplicacién continua Scott alcanza su pun-
to fijo minimo en una cantidad numerable de iteraciones. Mencionar que
w denota el primer ordinal infinito, cuyo cardinal coincide con el de los

numeros naturales R, conocido usualmente como aleph [76].

Proposicion 2.6 ([76]). Sea (L, =) un reticulo completoy T': L — L una apli-
cacion continua Scott. Entonces Ifp(T) = T%(L).

Al igual que sucede con otras estructuras algebraicas, un homomorfis-
mo de reticulos se define como una aplicacién que conserva los operadores
intrinsecos de dicha estructura, que en este caso se tratan del supremo y

del infimo.

Definicion 2.8. Sea (L, <) un reticuloy f: L — L. Se dice que f es un homo-
morfismo si f(sup A) = sup f(A) y f(inf A) = inf f(A) para todo A C L.
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Podemos extender la nocién de homomorfismo a una aplicacién n-aria

de forma natural como sigue.

Definicién 2.9. Sea (L, <) un reticuloy f: L™ — L. Se dice que f es un homo-
morfismo si cada componente de f es un homomorfismo.

2.2. Conectivos légicos generalizados

Trabajar en un ambiente multivaluado, en el que el valor de verdad de
un enunciado se corresponde con un cierto valor de un reticulo, conlleva
la necesidad de generalizar los conectivos de la l6gica clédsica: la conjun-
cidn, la disyuncién, la implicacién y la negacién. En este apartado veremos
algunos de los operadores mas utilizados para representar el comporta-

miento de un conectivo l6gico en un paradigma multivaluado.

Las normas triangulares suponen un operador habitual en 16gica difu-
sa para generalizar la conjuncién clésica. Estos operadores aparecen por
primera vez en la literatura en [95], donde se introducen como una mé-
trica. Su inclusién en un entorno difuso se llevd a cabo en [107]. Como
bibliografia bésica sobre normas triangulares recomendamos [63, 70]. Re-
cordemos que, en un ambiente difuso, el conjunto de valores de verdad

usual es el intervalo unidad [0, 1].

Definicién 2.10 ([63]). Una norma triangular o t-norma es una aplicacion

T:[0,1] x [0,1] — [0, 1] que satisface las siguientes propiedades:
1. Conmutatividad: T (x,y) = T(y, z) para todo z,y € [0, 1].
2. Asociatividad: T (x,T(y,z)) = T(T(x,y), z) para todo x,y, z € [0, 1].
3. Monotonia: T'(x,y) < T(x, z) para todo x,y,z € [0,1] con y < z.
4. Elemento neutro 1: T'(x, 1) = x para todo x € [0, 1].
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Por lo general, haremos uso de notacién infija para referirnos a un ope-
rador binario que generaliza una conjuncién clésica, y denotaremos a di-
cho operador como & en lugar de T'. Este criterio notacional también se

seguird en la generalizacién de la disyuncién cldsica.

Ejemplo 2.1. Las t-normas producto, Godel y Lukasiewicz son los ejemplos mds
recurrentes en la bibliografia de este tipo de operador. Dichos operadores se definen

respectivamente como sigue:

x&py=1x-y (t-norma producto)
r&cy = min{x,y} (t-norma Godel)
r &y =méx{0,z +y — 1} (t-norma Lukasiewicz)

&

En cuanto a operadores de disyuncién comunes en légica difusa, he-
mos de destacar las conormas triangulares, definidas a continuacién, y que

tan solo difieren de las normas triangulares en su elemento neutro.

Definicién 2.11 ([63]). Una conorma triangular o t-conorma es una aplica-
cion S: [0, 1] x [0, 1] — [0, 1] que satisface las siguientes propiedades:

1. Conmutatividad: S(x,y) = S(y, x) para todo =,y € [0, 1].
2. Asociatividad: S(x,S(y,z)) = S(S(x,y), z) para todo x,y, z € [0, 1].
3. Monotonia: S(x,y) < S(x, z) para todo x,y,z € [0,1] cony < z.

4. Elemento neutro 0: S(x,0) = x para todo x € [0, 1].

Ejemplo 2.2. Las t-conormas producto, Godel y Lukasiewicz vienen dadas res-
pectivamente por:

xVpy=x+y—x-y (t-conorma producto)
z Vg y = max{x,y} (t-conorma Godel)
rVey=min{l,z+ y} (t-conorma Lukasiewicz)
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T-normas y t-conormas pueden generalizarse facilmente para un re-
ticulo arbitrario L como operadores binarios conmutativos, asociativos,
mondétonos y con elemento neutro en L. Cuando solo se requiere la mo-
notonia, se suelen utilizar operadores més generales, como los operadores
de agregacion.

Definicién 2.12. Sea (L, <) un conjunto parcialmente ordenado acotado. Un
operador de agregacion es una aplicacion Q: L™ — L tal que:

m Q(zy,. ., xn) QY1 Yn) SE(T1, e Tn) D (Y1 YUn)
s @L,...,L)=1yQT,....T)=T.

Ejemplo 2.3. Entre los operadores de agregacion mds comunes se encuentran la
media aritmética Q q, la media geométrica Qg y la media armoénica Qy,, definidas

como:

Qg .. yxy) = — T;

@g(xlw"axn) = Hmz

@’H<ZL‘1,...,I'TL) = oy

&

La generalizacién de la implicacién l16gica a un ambiente multivaluado
es mds delicada. En primera instancia, una implicacién difusa puede defi-
nirse como un operador <—: L x L — L monétono creciente en el primer
argumentoy monétono decreciente en el segundo argumento. Ahora bien,
esta definicién no nos permite asegurar que se preserve la regla del modus
ponens, el principal método de deduccion en légica. Basicamente, el modus
ponens es una regla de inferencia que nos dice que si P es cierto y P im-

plica (), entonces () es cierto. Si se desea trabajar con un reticulo de valores
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de verdad, es necesario entonces establecer una conexién entre la conjun-
cién y la implicacién. Con este fin se introduce la nocién de par adjunto o
par residuado en un marco difuso [63], enunciada por primera vez en un

entorno algebraico abstracto en [47].

Definicion 2.13 ([63]). Sea (L, <) un conjunto parcialmente ordenado y &, <
dos operadores binarios en L. Se dice que (&, <) es un par adjunto o par resi-
duado y que < es la implicacioén residuada de & si se cumplen las siguientes
propiedades:

1. & es mondtono creciente en ambos argumentos.

2. < es mondtono creciente en el primer argumento, llamado consecuente, y

mondtono decreciente en el sequndo argumento, llamado antecedente.

3. Para cada x,y,z € L se cumple la siquiente propiedad, denominada pro-

piedad de adjuncion:

x=2z+y siysolosi &y ==z

La siguiente proposicién muestra algunas propiedades de los pares ad-

juntos.

Proposicion 2.7 ([29]). Sea (L, <) un conjunto parcialmente ordenado y (&, <)
un par adjunto. Las siguientes propiedades se cumplen:

1. (z < y) &y =< zparatodo x,y,z € L.

2. L&x = 1 paratodox € L.

3. Las implicacion residuada de & es iinica, y viene dada por
z—y=sup{z € L|x&y =z}
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Ejemplo 2.4. Las implicaciones residuadas correspondientes a las t-normas pro-
ducto, Godel y Lukasiewicz, denotadas <—p, <—¢ Yy <, respectivamente, se definen

para todo z,y € [0, 1] como:

1 siy <z
Z&pY =

z/y en otro caso

1 siy<z
Z<cglyY =

z en otro caso
z4py = min{l,1—y+z}

&

Una cualidad destacable del par adjunto producto es que la propiedad
de adjuncién también se cumple tomando igualdades, siempre que z < y.

Proposicion 2.8. Sean x,y,z € [0, 1] con z < y, entonces
r=z<4py siysolosi x&py==z

Demostracién. Se deduce directamente de la definiciéon de los operadores
&p Yy <p. U

La propiedad anterior serd fundamental en el estudio de ecuaciones bi-
polares de relaciones difusas basadas en la t-norma producto, desarrollado
en el Capitulo

La monotonia de & y < en la definicién de par adjunto estd justificada
por la extension natural del modus ponens al caso difuso [63]. Ademas, co-
mo se puede intuir, la propiedad de adjuncién esta ligada con la adjuncién
categorica. Especificamente, los operadores & y < estdn relacionados con
funtores adjuntos en la categoria (L, <).

Cabe destacar que no se exigen condiciones adicionales como que & sea

conmutativo o asociativo. En efecto, si & no es conmutativo, existen dos
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posibilidades diferentes para definir su implicacién residuada, en funcién
del primer argumento de & o del segundo. Esto propicia una nocién mas

general que la de par adjunto, conocida como triple adjunto.

Definicién 2.14 ([29]). Sea (L, <) un conjunto parcialmente ordenado y sean
&\ L x L — L tres aplicaciones. Se dice que (&, /,"\) es un triple ad-
junto respecto a L si se satisface la siguiente propiedad, denominada propiedad
de adjuncién:

r=2z,/y siysolosi x&y=z siysolosi y=<zN x

A continuacién se presentan algunas propiedades de los triples adjun-

tos sobre reticulos completos.

Proposicién 2.9 ([29,30]). Sea (L, <) un reticulo completo y sea (&, /,\) un
triple adjunto respecto a L. Las siguientes propiedades se cumplen:

1. (2 y) &y <X zparacada x,y,z € L.
2. x&(zN\z) X zparacada x,y,z € L.
3. x& L =1&x= Lparacadaz € L.

4. Las implicaciones residuadas de & son iinicas, y vienen dadas por
2y y=méx{r e L |z &y z}yzNr=méx{ye L|z&y = 2}.

Para finalizar este apartado, recordamos la definicién de operador de

negacién en un conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 2.15. Sea (L, <) un conjunto parcialmente ordenado acotado. Un
operador de negacion, o simplemente negacion es un operador monétono de-
creciente =: L — L tal que -(L) =T y~(T) = L.

Por lo general, si no hay lugar a confusion, escribiremos —z en lugar de

().
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Ejemplo 2.5. Ejemplos habituales de operadores de negacion en el intervalo uni-
dad son la negacion estdndar y la negacion de Yager, definidas respectivamente co-
mo los operadores —g: [0,1] — [0,1] y =y : [0,1] — [0, 1] dados por —gx = 1—x
yoyr = (1— 2%)/2, o

Las negaciones involutivas y las negaciones débiles, ampliamente es-
tudiadas en la literatura [50, 51}, [110], son un caso particular de operador

de negacion.

Definicién 2.16. Sea (L, =) un conjunto parcialmente ordenado acotado y sea

—: L — L un operador de negacioén. Decimos que:

= - es una negacion débil si x < ——x para cada x € L.

= - es una negacion involutiva si = ——x para cada x € L.

Por taltimo, deseamos destacar la posibilidad de definir una negacién
a partir de un par adjunto. Las negaciones asi definidas se denominan
negaciones adjuntas [31].

Proposicién 2.10. Sea (L, =) un conjunto parcialmente ordenado y (&, <) un
par adjunto en L. El operador —: L — L dado por —~x = L < x es un operador
de negacion.

Ejemplo 2.6. La negacion adjunta de la t-norma producto coincide con la nega-
cion adjunta de la t-norma Godel, y se definen como —p, = : [0, 1] — [0, 1] dadas
por =p0 = =0 = 1y ~px = —gx = 0si x > 0. Por su parte, la negacion

adjunta de la t-norma Lukasiewicz es precisamente la negacion estindar —g. <

2.3. Estructuras algebraicas basadas en residuos

En la bibliografia existen diversas estructuras algebraicas basadas en

el concepto de operador residual asociado a un operador dado. En esta
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seccién recordamos algunas de ellas. Comenzaremos con el concepto de
reticulo residuado, que considera una t-norma en un reticulo completo

con una implicacién residuada como operador bésico.

Definicion 2.17 ([47]). Se dice que una tupla (L, <, &, <) es un reticulo resi-

duado si satisface los siguientes puntos:

» (L, <) es un reticulo completo.

] (L, &, T) es un monoide conmutativo con elemento neutro T, esto es, & es
un operador conmutativo y asociativo en L tal que v & T = x para cada
r e L.

» (&, <) es un par adjunto.

Medina et al. [93] definen una estructura mds general que contempla
la apariciéon de varios pares adjuntos, y que debilita las propiedades que

satisface la conjuncién, permitiendo que no sea conmutativa ni asociativa.

Definicién 2.18 ([93]). Se dice que una tupla (L, <, &1, 41, .- ., &n, <—n) €5 UN
reticulo multiadjunto si satisface los siguientes puntos:

» (L, <) es un reticulo completo.
» (&, ;) es un par adjunto, para cada i € {1,... ,n}.

» T es el elementro neutro de &; para cadai € {1,...,n}, es decir, T &;x =
x&; T =, paracada x € L.

En el Capitulo |5 de esta tesis haremos uso de una nocién similar a la
de reticulo multiadjunto, considerando triples adjuntos en lugar de pares

adjuntos.

Definicion 2.19. Se dice que una tupla (L, <, &1,/ N1y -« 5 &ny ™, ) €8
un reticulo multiadjunto birresiduado si satisface los siguientes puntos:
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» (L, <) es un reticulo completo.
w (&, N) es un triple adjunto, para cadai € {1,... n}.

» T es el elementro neutro de &; para cadai € {1,...,n}, es decir, T &;x =

r&; T =z, paracada x € L.

Mencionar que en otros trabajos como [92]] se emplea el término reticu-
lo multiadjunto birresiduado sin pedir que el reticulo (L, <) sea completo

y que T sea el elemento neutro de las conjunciones.

2.4. Teoria de grafos

Representar reticulos y estudiar programas 16gicos en términos de gra-
fos resulta una alternativa elegante y ttil que serd adoptada en algunos
apartados de la tesis. Por este motivo, introducimos ahora algunas nocio-

nes y resultados bésicos de teoria de grafos [64].

Definicién 2.20. Un grafo es un par G = (V, A) donde V' es un conjunto no
vacio, cuyos elementos se llaman vérticesy A C {S € P(V) | |S| = 2} es un
conjunto de pares no ordenados de elementos de V', cuyos elementos se llaman
aristas.

En ciertas ocasiones conviene hablar de grafos que estdn “dentro” de

otros. La nocién de subgrafo formaliza esta idea.

Definicion 2.21. Sea G = (V, A) un grafo. Decimos que un grafo (V' , A’) es un
subgrafode GsiV' CVy A" C A

Algunas de las cuestiones abordadas en esta tesis requieren dotar a las
aristas de un grafo de una orientacién. En este sentido, haremos uso de

grafos dirigidos.
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Definicién 2.22. Un grafo dirigido es un par G = (V, A) donde V' es un con-
junto no vacio, cuyos elementos se llaman vértices y A C {(u,v) € V x V|
u # v} es un conjunto de pares ordenados de elementos de V, cuyos elementos se

llaman aristas dirigidas o simplemente aristas.

Un problema fundamental en teoria de grafos consiste en saber si es
posible llegar de un vértice a otro mediante una sucesion finita de aristas
consecutivas. Fijemos en primer lugar a qué nos referimos con “llegar de

un grafo a otro” mediante la nocién de camino.

Definicién 2.23. Sea G = (V. A) un grafo (dirigido). Un camino (dirigi-

do) C' es una sucesion finita de vértices y aristas vy, ey, v, €2, ..., €y_1, Uy, CON
V1y...,Up € V, €1,...,6h_1 € A tal que e; = {Uiavi—l—l} (67; = (UZ',’UH_l)) para
cada i € {1,...,n — 1}. Diremos que dichos vértices y aristas pertenecen al

camino, y lo denotamos como v; € C'y e; € C, respectivamente. La longitud de
C' es el miimero de aristas que pertenecen a C. Un ciclo (dirigido) es un camino
(dirigido) con al menos una arista tal que el primer y el iiltimo vértice coinciden.

De aqui en adelante, dado un grafo dirigido, utilizaremos los términos
camino y ciclo en lugar de camino dirigido y ciclo dirigido si no hay lugar

a confusion.

Observemos que en un grafo dirigido es posible que exista un camino
de un vértice v a un vértice v, pero que sin embargo no exista un camino
de v a u. Esto requiere definir mas cuidadosamente qué partes del grafo
estdn realmente conectadas, en el sentido de que se pueda ir de un vértice
a cualquier otro de dicha parte. Esta discusion da lugar a las siguientes

definiciones.

Definicién 2.24. Sea G = (V, A) un grafo dirigido. Se dice que G es fuerte-
mente conexo si para cada w,v € V existe un camino dirigido de v a v y un
camino dirigido de v a u. Las componentes fuertemente conexas de G son sus
subgrafos maximales fuertemente conexos.
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Si tomamos un vértice representante de cada componente fuertemen-
te conexa de un grafo dirigido G y las aristas entre vértices de diferentes
componentes, el grafo resultante se conoce como la condensacién de G. For-

malmente:

Definicién 2.25. Sea G = (V, A) un grafo dirigido y sean G, ..., G, las com-
ponentes fuertemente conexas de G. Una condensaciéon de G es un subgrafo
G*= (V¥ A" )de Gecon V* = {{vy,...,v.} |v, € Gj,i € {1,...,c}t}y

A* = {(Ui,l)j) | v; € Gi,’Uj S Gj,i,j S {1, R ,C} yEXiSte (U,Z’,Uj) e A
con u; € Gi,’dj € GJ}

Claramente, la eleccion del conjunto de vértices V* no es tinica, pero si
lo es el conjunto de aristas para cada conjunto de vértices fijado, luego to-
das las condensaciones son isomorfas. Como resultado, cuando hablemos

de “la condensaciéon de G”, nos referiremos a cualquiera de ellas.

Proposicién 2.11. La condensacion de un grafo dirigido es un grafo aciclico di-
rigido, es decir, sin ciclos dirigidos.

Un resultado interesante de los grafos aciclicos dirigidos, aplicable por
tanto a la condensacién de un grafo dirigido, es la posibilidad de definir un
orden total, conocido como ordenacién topolégica. Destacar que no existe

una tnica ordenacién topolégica.

Proposicion 2.12 ([67]). Dado un grafo aciclico dirigido G = (V, A), es posible
definir un orden total <, denominado ordenacién topolégica de G, de forma

que si (u,v) € A entonces u <¢ v.

Naturalmente, podemos interpretar el diagrama de Hasse de un reticu-
lo finito (L, <) como un grafo G = (V, E), donde V = Ly cada arista en
E se corresponde con un segmento en el diagrama de Hasse. De aqui, la
distancia entre dos elementos de un reticulo finito (L, <) puede definirse

como sigue.

33



CAPITULO 2. PRELIMINARES

Definicion 2.26 ([9]). Sea G = (V, E) el grafo asociado al diagrama de Hasse
de un reticulo finito (L, <). Consideremos el conjunto de caminos en G, denotado
P, yseals: Po — R unaaplicacion que asigna a cada camino en G su longitud.

La aplicacién d: V x V' — R definida como:
d(z,y) = min{lg(p) | p es un camino entre los vértices x e y}

se denomina distancia geodésica del grafo G.

2.5. Algunas nociones topoldgicas

En este apartado introducimos algunas definiciones y resultados topo-
l6gicos que nos serdn ttiles en el desarrollo de este trabajo. Asumimos que
el lector estd familiarizado con las nociones de espacio métrico y espacio
métrico completo, espacio euclideo, espacio de Banach y con las nociones
de conjunto convexo y compacto.

Comenzamos con dos propiedades que muestran que el producto car-
tesiano de conjuntos convexos (compactos) en un espacio euclideo es un

conjunto convexo (compacto).

Proposicién 2.13. Sea K un conjunto convexo en un espacio euclideo E, enton-
ces K™ es un conjunto convexo en E™.

Proposicion 2.14. Sea K un conjunto compacto en un espacio euclideo E, en-

tonces K™ es un conjunto compacto en E".

Los siguientes son dos resultados clasicos en andlisis de espacios nor-
mados y serdn ttiles en los resultados de existencia y unicidad de modelos
estables del Capitulo

Teorema 2.2 (Teorema de Bolzano-Weierstrass para funciones [114]). Sea f
una funcion real continua en un espacio métrico X. Si X es un conjunto compacto
no vacio, entonces f alcanza en X su mdximo y su minimo absoluto, es decir,
existen a,b € X tales que f(a) < f(x) < f(b) para todo x € X.
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Teorema 2.3 (Teorema del valor medio [114]). Sean E. F dos espacios de Ba-
nach, X C Eysea f: X — F una aplicacion diferenciable. Si dados a,b € X, el
segmento [a,b] = {(1 —t)-a+1t-b|0 <t <1} estd contenido en X entonces:

£ () = fa)l] < [lb— al[sup{[[Df(2)[| | 2 € [a, b]}

Por dltimo, recordamos algunos resultados sobre puntos fijos. El pri-
mero de ellos es el Teorema del punto fijo de Schauder, que puede verse

como una generalizacion del Teorema del punto fijo de Brouwer.

Teorema 2.4 (Teorema del punto fijo de Schauder [106]). Sea K un conjunto
no vacio, convexo y compacto de un espacio euclideo. Entonces, toda aplicacion

continua f: K — K tiene al menos un punto fijo.

Por su parte, el Teorema del punto fijo de Banach proporciona una con-
dicién suficiente para garantizar la unicidad de puntos fijos. Dicho resul-
tado viene dado en términos de la nocién de aplicacién contractiva, enun-

ciada como sigue.

Definicién 2.27. Sea (X, d) un espacio métrico, A C Xy f: A — X unaaplica-
cién. Decimos que f es contractiva en A si existe A < 1 tal que d(f(z), f(y)) <
Ad(z,y) para todo x,y € A. El minimo valor A < 1 que satisface la propiedad

anterior se denomina constante de Lipschitz de f.

Teorema 2.5 (Teorema del punto fijo de Banach [4]). Sea (X, d) un espacio
métrico completoy f: A — X una aplicacién contractiva en A C X. Entonces f

tiene un iinico punto fijo en A.

2.6. Aproximacion universal a los lenguajes pro-

posicionales

En esta tiltima seccién de preliminares, consideramos necesario repasar

las principales componentes de un lenguaje proposicional. Esencialmente,
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un lenguaje proposicional consta de dos aspectos bien diferenciados: la
sintaxis, que determina las cadenas de simbolos permitidas en el lenguaje,
y la semdntica, que dotara a dichas cadenas de un significado. A conti-
nuacién, presentamos algunos conceptos y resultados que comparten los

lenguajes proposicionales considerados en esta tesis.

2.6.1. Nociones de algebra universal

Comenzaremos introduciendo el concepto de conjunto de operadores

en términos de dlgebra universal, bajo el nombre de conjunto graduado.

Definicién 2.28. Un conjunto graduado es un conjunto Q con una funcién

que asigna a cada elemento w € Q un valof|n € Z* llamado aridad de w.

De la definicién se deduce que cada elemento de (2 tiene solo una ari-
dad. Denotaremos por (2, al conjunto de elementos de aridad n de 2. A
fin de cuentas, un elemento w con aridad 1 representa un operador una-
rio, uno de aridad 2 representa un operador binario, y asi sucesivamente,

mientras que un elemento de aridad 0 representa una constante.

Es importante sefialar que w no es un operador per se, sino un simbolo
que representa a un operador. Asi, por ejemplo, tenemos que un mismo
simbolo & puede representar el operador producto o puede representar el
minimo. Qué operador o qué constante se asigna al simbolo & depende-
rd de la 2-dlgebra considerada. Esta definicién generaliza el concepto de

estructura algebraica.

Definicién 2.29. Sea () un conjunto graduado. Una Q-algebra U estd determi-
nada por un conjunto no vacio A, llamado soporte, y una aplicacion I que asigna
a cada elemento de €):

1. Siw € Q, conn €N, la imagen de w por I es una aplicacién I(w): A" —
A, que denotaremos por wy.

1Observar que Z* es el conjunto de los niimeros enteros no negativos.
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2. Sic € Qy, entonces I(c) es un elemento de A, denotado cy.

Sea 9 = {wy | w € Q}. La Q-dlgebra i se denota igualmente por (A4, $).

La nocién de subdlgebra de una estructura algebraica se puede gene-

ralizar igualmente como sigue.

Definicién 2.30. Sea Y = (A, §) una Q-dlgebra. Decimos que una Q-dlgebra
B = (B, ®) es una Q-subdlgebrade hsi B C Ay

1. ¢ = cy para todo c € €.

2. Para todo w € Q,, con n € N se satisface que wy: B™ — B es la restriccion
de wy: A" — A al dominio B™ C A™.

Un tipo de Q-subdlgebra especialmente interesante es aquella que se
genera a partir de un cierto conjunto, denominada clausura inductiva de

dicho conjunto.

Definicién 2.31. Dada una Q-dlgebra 3\ = (A, ) y un conjunto X C A, la
clausura inductiva de X en il es la menor Q2-subdlgebra de  que contiene a X.
También se dice que es la subalgebra de 4 generada por X.

Al hilo de las estructuras basadas en residuos, prestaremos especial

atencién a las (2-dlgebras definidas a partir de un reticulo multiadjunto.

Definicién 2.32. Sea ) un conjunto graduado que contiene a los simbolos <—; y
&iparai € {1,...,n} y posiblemente algunos operadores extra, y sea £ = (L, $))
una Q-dlgebra. Decimos que £ es una ()-dlgebra multiadjunta con respecto a
los pares (&, <) si L = (L, =, 1(&1), L(<=1), ..., L1(&n), L (<)) es un reticulo
multiadjunto.
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2.6.2. Sintaxis de los lenguajes proposicionales

Una vez introducidas las nociones previas, estamos en disposiciéon de
presentar las componentes sintacticas que comparten los lenguajes propo-
sicionales con los que trabajaremos en esta tesis. Comencemos presentan-
do la definicién de alfabeto de un lenguaje, que determinard el conjunto

de simbolos que se pueden utilizar para formar expresiones.

Definicién 2.33. Sea Q2 un conjunto graduado, I1 un conjunto infinito nume-
rable y L un conjunto de valores de verdad. El alfabeto Aq vy, asociado a Q0 y
ITw L se define como la unién disjunta Q& (I1w L) W .S, donde S es el conjunto

4 “ o7

de simbolos auxiliares “(”, “)" y “,”.

Los conectivos del lenguaje, o lo que es lo mismo, los simbolos de ope-
raciéon de nuestro contexto, serdn los elementos del conjunto graduado,
mientras que los simbolos proposicionales serdn los elementos de II. Pa-
ra evitar ambigiiedades, se exige que los simbolos de los conectivos sean
diferentes de los simbolos proposicionales y de los simbolos auxiliares me-
diante la unién disjunta en la definicién de alfabeto. De aqui en adelante
usaremos Ag para designar un alfabeto, olvidando la referencia a Il & L si

no se genera confusion.

A partir del conjunto de operadores de (2 y los simbolos de I[I & L, po-

demos definir el dlgebra de todas las expresiones.

Definicién 2.34. Sea ) un conjunto graduado y Aq un alfabeto. El Q)-dlgebra
de expresiones € = (A", $)) se define como sigue:

1. El soporte Aq™ es el conjunto de cadenas sobre Aq,.
2. Sic e Qy, entonces ce = ¢, con c € Ag”.
3. Dado w € 2, con n € N, la aplicacion we se define como:

» Siw € (), entonces we(ay) = way para cada a; € Aq”™.
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m Siw € )y, entonces we(ay, az) = (aywasg) para cada a,,as € Ag”™.

» Siw € Q,,n > 2, entonces we(ay, - .., a,) =w(ay,...,a,) para cada

*
ai,...,a, € Aq".

La nocién anterior tan solo establece qué tipo de expresiones podemos
formar con los simbolos del lenguaje. Se trata de una formalizacién del
lenguaje universal sobre un alfabeto. No obstante, notemos que una ex-
presion no es mas que una cadena de elementos del alfabeto, por lo que
no todas ellas son necesariamente férmulas bien formadas. Concretamen-

te, las férmulas bien formadas se definen como sigue.

Definicién 2.35. Sea €2 un conjunto graduado, II un conjunto numerable de
simbolos proposicionales, L un conjunto de valores de verdad y € el dlgebra de
expresiones correspondiente al alfabeto Aq. El lenguaje proposicional generado
por §2 sobre I1'W L es la clausura inductiva de 11 & L en €. Esta subdlgebra § la
llamamos (2-algebra de férmulas bien formadas, o simplemente (2-dlgebra de

formulas.

El Q2-dlgebra de férmulas § puede definirse de forma constructiva co-

mo el subconjunto de cadenas sobre Ag, tal que:

1. Cada elemento de IT W L es una férmula.

2. Cada constante ¢ € ) es una formula;

3. Si F'es una férmula y w € €2; entonces wF' es una férmula.

4. Si Iy y F; son férmulas y w € €, entonces (FiwF5) es una férmula.

5. 51 Fy,...,F, (n > 2)son férmulas y w € (2, entonces w(f1, ..., F,)

es una férmula.
6. Solo son férmulas aquellas definidas por las reglas anteriores.
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2.6.3. Semantica de los lenguajes proposicionales

Como se coment6 al principio de esta seccion, la seméntica de un len-
guaje proposicional tiene por fin otorgar un valor de verdad a las férmu-
las. Definamos pues qué se entiende por interpretacion. En lo que sigue,
asumimos que {2 es un conjunto graduado, II un conjunto numerable de
simbolos proposicionales, £ = (L, $)) una Q-algebra y § el algebra de for-

mulas correspondiente al alfabeto Ag.

Definicién 2.36. Una interpretacion es una aplicacion I: 11 — L que asigna
un elemento de L a cada simbolo proposicional.

El conjunto de todas las interpretaciones con respecto al (2-dlgebra £
se denota como Zy; ¢. Observar que si (L, =) es un conjunto parcialmente
ordenado, podemos extender el orden = al conjunto de interpretaciones
de forma natural como sigue: dados I, J € Zjj ¢, decimos que I T Jsiy
solosi I(p) = J(p) para todo p € II.

El orden C hereda ciertas propiedades del conjunto parcialmente or-
denado, por ejemplo, la siguiente proposicién muestra que si (L, <) es un
reticulo completo, entonces el conjunto de interpretaciones Zy; ¢ con el or-

den C también forma un reticulo completo.

Proposicién 2.15. Si (L, <) es un reticulo completo, entonces (I ¢, C) es un
reticulo completo, donde la interpretacion minima I, asigna a cada simbolo pro-
posicional el menor elemento L de L, y la interpretacion mdxima Iy asigna a cada

simbolo proposicional el mayor elemento T de L.

Para evitar confusion, cuando trabajemos en un paradigma de progra-
macién légica, haremos uso de una notacién especial para diferenciar a un
simbolo de operacién en 2 de su interpretacién bajo £. Especificamente, la
interpretacion de un simbolo w bajo el dlgebra £ se denotard como w, esto

es, w es el operador asociado al simbolo w. De forma similar, la evaluacién
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de una férmula A bajo una interpretacién / se denotara como /(.A), y pro-
cede inductivamente evaluando uno a uno los simbolos proposicionales
que aparecen en A. En particular, la evaluaciéon de una constante, esto es,

de un elemento ¢ € L bajo la interpretacién I se define como I(c) = c.

A modo de ejemplo, sean I € Iy ¢ una interpretacion, & € 2 y consi-

deremos dos formulas A, B € §, entonces:

A

[(A&B) = 1(A) & 1(B)
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Capitulo 3

Programacion logica multiadjunta

con negaciones

En este capitulo introducimos un marco de programacién l6gica multi-
adjunta no monétona, incluyendo negaciones en su sintaxis y presentando
una semantica de modelos estables adaptada al entorno propuesto. Con
objeto de proporcionar solidez a dicha semantica, se estudiardn propieda-
des que garanticen la existencia de modelos estables, asi como condiciones
suficientes para asegurar su unicidad. Por dltimo, se analizard la nocién de
coherencia que mejor se adapta al paradigma multiadjunto con negaciones

y se proporcionaran diferentes medidas de incoherencia.

3.1. Programacion légica multiadjunta

La teoria de programacién légica multiadjunta, introducida por Me-
dina, Ojeda-Aciego y Vojtas [93], surge como una generalizacién de dife-
rentes entornos no cldsicos de programacion légica, tales como la progra-
macién l6gica anotada [68]], la programacion légica posibilista [48], la pro-

gramacion légica monétona y residuada [37,38] y la programacion l6gica
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difusa [120]. De esta forma, la programacion légica multiadjunta se limi-
ta a eliminar los detalles particulares de los marcos 16gicos mencionados,
preservando los requerimientos mateméaticos minimos que garantizan la

satisfacibilidad de una serie de propiedades.

Mads concretamente, la filosofia del paradigma multiadjunto se caracte-
riza por el uso de reglas ponderadas y por la presencia de diferentes impli-
caciones residuadas en las reglas de un mismo programa. El uso de varias
implicaciones como reglas de inferencia, representando el uso de varios
modus ponens generalizados, da lugar a la consideracién de diferentes
pares adjuntos en el reticulo subyacente. En otras palabras, se caracteriza

por el empleo de un reticulo multiadjunto.

3.1.1. Sintaxis de los programas l6gicos multiadjuntos

Los programas l6gicos multiadjuntos se definen a partir de la estruc-
tura inducida por una algebra multiadjunta y un conjunto de simbolos
proposicionales. Fijaremos, de aqui en adelante, un conjunto numerable
de simbolos proposicionales II, un conjunto graduado (2 y una Q-dlgebra
multiadjunta £ = (L, ) con respecto a los pares (&;, <), coni € {1,...,n},
cuyos operadores extra son conjuntores, disyuntores y operadores de agre-
gacion. Ademds, denotaremos por § el Q-dlgebra de férmulas generada
por Il en £.

Definicién 3.1. Un programa l6gico multiadjunto P (MALP, del inglés, multi-

adjoint logic program) es un conjunto de pares de la forma (p <—; B; V) tales que:
1. p <—; Besuna formula de §.
2. pes un simbolo proposicional de 11.

3. B es una formula de §, construida a partir de simbolos proposicionales,
elementos de L y del uso de conjuntores, disyuntores y operadores de agre-
gacion de £.
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4. 9 es un elemento de L.

Usualmente, a los pares (p <—; B; ) se les llama reglas ponderadas, o sim-
plemente reglas si no da lugar a confusién, y diremos que p es la cabeza de
la regla, B es el cuerpo de la regla y 1) es el factor de confianza, peso o valor
de verdad de la regla. Como veremos més adelante, las reglas con cuerpo T
imponen una cota inferior de verdad (el peso de la regla) al simbolo pro-

posicional en la cabeza, por lo que se conocen como hechos del programa.

De aqui en adelante, usaremos la notacién IIp para referirnos al conjun-
to de simbolos proposicionales que aparecen en un MALP PP. Asi mismo, el
conjunto de interpretaciones asociadas a I, esto es, el conjunto de interpre-
taciones Zyy, ¢ definido a partir del conjunto de simbolos proposicionales
IIp y de la 2-algebra £, sera denotado como Zp. Estos criterios notacionales
se mantendrdn en otros ambientes de programacién légica estudiados en

la tesis.

3.1.2. Semadntica de los programas légicos multiadjuntos

Usualmente, la interpretacion seméntica de los programas 16gicos mul-
tiadjuntos se define en términos del modelo minimo del programa. Esta
semdntica se conoce habitualmente como semdntica del modelo minimo o se-

mdntica del punto fijo.

Comenzaremos este apartado con los conceptos de satisfacibilidad de
una regla y de modelo de un MALP. A saber, una interpretacién satisfa-
ce una regla ponderada de un MALP si el valor de verdad otorgado a la
regla por la interpretacion es mayor o igual que su factor de confianza.

Formalmente:
Definicién 3.2. Dado un MALP Py una interpretacion I € Ip, decimos que:
= [ satisface una regla ponderada (p <; B;9) si¥) < I (p <; B).
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= [ es un modelo de P si I satisface todas las reglas ponderadas de P.

Noétese que, dado un hecho (p <; T;9) de P, por la propiedad de ad-

juncién obtenemos que
9= (pey T) = 1(p) <~ I(T)

es equivalente a
9 =0& T = 1(p)

Con lo cual, I satisface el hecho (p <—; T;9) siy solosi?¥ < I(p). En otras
palabras, si y solo si el valor asignado a la cabeza por la interpretacion es

superior al valor de verdad del hecho.

Como es habitual en los entornos de programacion légica sin negacio-
nes, el operador de consecuencia inmediata juega un papel fundamental
en la seméntica de los MALPs. Van Emden y Kowalski introdujeron por
primera vez este operador en un entorno clasico en [115]. Esencialmente,
el operador de consecuencia inmediata determina qué se puede deducir
directamente de un programa légico a partir de una interpretaciéon dada.
Formalmente, en el marco multiadjunto, el operador de consecuencia in-

mediata se define como sigue:

Definicién 3.3. Sea IP un MALP. El operador Tp: Ip — Zp dado por
Tp(I)(p) = sup{d) & I(B) | (p - B; V) € P}
para cada I € Ip, p € 1lp, se denomina operador de consecuencia inmediata.

Naturalmente, aplicando el operador 7p sucesivamente se obtienen di-
ferentes consecuencias asociadas a los simbolos proposicionales. Cabe pre-
guntarse entonces si dichas consecuencias siguen un cierto patrén, y qué
relacion existe, en caso de haberla, entre dicho patrén y los modelos del
programa légico. El siguiente resultado muestra que es posible caracteri-
zar los modelos de un MALP como los puntos post-fijos del operador de

consecuencia inmediata.
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Teorema 3.1 ([93]]). Sea P un MALP e I € Tp. Entonces, I es un modelo de P si
ysolosiTp(I) C 1.

Atlin mas, el operador de consecuencia inmediata de un MALP es mo-

nétono creciente.

Teorema 3.2 ([93]). Dado un MALP P, el operador Tp es mondtono creciente.

Puesto que la Proposicion nos dice que (Zp, ) forma un reticulo
completo, la monotonia de 7p junto a la Proposiciéon [2.4{ (la version debi-
litada del teorema del punto fijo de Knaster-Tarski) nos permite asegurar
que el operador Tp tiene un punto fijo minimo, que denotaremos como
Mp. Claramente, por el Teorema Mp es un modelo de P. Ademas, la

Proposicién 2.4 nos indica que el punto fijo minimo de 75 viene dado por:
Mp = fIlf{I €lp | T[P(I> C I}

De acuerdo con la caracterizacién dada en el Teorema se concluye en-

tonces que Mp es el modelo minimo de P.

Teorema 3.3 ([93]). Sea P un MALP. Entonces, existe el modelo minimo de P,
que viene dado por
Mp = inf{[ €lp | T[p(]) C I}

y coincide con el punto fijo minimo de Tp.

La semantica de un programa l6gico multiadjunto viene entonces defi-
nida en términos de su modelo minimo, es decir, el modelo minimo es el
modelo canénico de un MALP. La idea subyacente es que aquello que sea
cierto en el modelo minimo (o tenga un cierto valor de verdad), lo sera en
todos los demds modelos (o tendra un valor de verdad mayor o igual), y
por tanto ha de ser considerado consecuencia logica del programa (con el
valor otorgado por el modelo minimo), es decir, que se puede deducir del

programa.
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Una consecuencia interesante de la monotonia del operador de con-
secuencia inmediata es la posibilidad de obtener el modelo minimo de [P
iterando el operador 7Tp a partir de la interpretacion minima 7, . En parti-
cular, si Tp es continuo Scott, por la Proposici(’)n el modelo minimo de

P puede alcanzarse en una cantidad numerable de iteraciones de Tp.

Teorema 3.4 ([93]). Sea P un MALP y Mp su modelo minimo. Si Tp es continuo
Scott, entonces Mp = Ifp(Tp) = T (1.).

En lo que sigue, ilustramos la sintaxis de los programas l6gicos multi-

adjuntos asi como el mecanismo de calculo del modelo minimo.

Ejemplo 3.1. Consideremos el dlgebra multiadjunta

([07 1]7 Sa&Ga %07&137 <_P7&£7 i, \/G7 @M)

ysea Il = {p,q,s,t,u} un conjunto de simbolos proposicionales. El conjunto

formado por las siguientes reglas forma un MALP, que serd denotado como P:

ri: {p 1 q;0.7) ry: (u<psVg0.2;1)
Ty (P <a 5&at;0.9) 75 (s <p1;0.8)
r3: (q ¢ Qup(s,t&pu);0.6) r6: (t<p1;0.5)

Observemos que las reglas rs y 1 son hechos. Ademds, si prestamos atencion a
los operadores en el cuerpo de las otras reglas: el cuerpo de ro se define a partir de
una conjuncién, mientras que el de r, se define en términos de una disyuncion y
el de r3 viene dado por el uso de un operador de agregacion, en este caso la media
aritmética, y una conjuncion.

Aplicando el Teorema el modelo minimo de P existe. Aiin mds, dicho mo-
delo minimo viene dado por el punto fijo minimo de Tp. Dado que todos los ope-
radores en el dlgebra multiadjunta asociada a P son continuos, podemos asegurar
que el operador Ty también es continuo. Asi mismo, por el Teorema Tp es
mondtono creciente, luego por la Proposicion es continuo Scott. De donde,
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por el Teorema el punto fijo minimo de Tp puede alcanzarse en una cantidad
numerable de iteraciones a partir de la interpretacion minima. La siquiente tabla

muestra las primeras cuatro iteraciones.

D q S t U

I, 0 0 0 0] O0

To(1) ]l 0] o [08]05]02
T2(1,) | 05| 045] 080508
T3(1,) | 05| 06 [08]05]0.8
T41,) | 05 06 [08]05]0.8

Tras cuatro iteraciones de Tp obtenemos un punto fijo. Con lo cual, el modelo
minimo del MALP P es la interpretacion definida como

M =T3(1,) = {(p,0.5),(¢,0.6), (s,0.8), (¢,0.5), (u,0.8)}

Para ilustrar los cdlculos necesarios para obtener la tabla anterior, a continuacion
mostramos el computo de Tiz(1,)(q) y de Tg(I1)(p):

T2(1)(q) = 0.6&c G (TP(M)(S%TP(Q)@)&PTP(M)(UD

0.8+0.5-0.2
+—} = 0.45

= in< 0.6
mm{ ) 5

TP = sup{0.7& T a) , 0.9 & (T2 () & TR |
— sup { méx{0,0.7 + 0.45 — 1} , min{0.9, min{0.8, 0.5}}}

= sup{0.15,0.5} = 0.5
&

El Teorema [3.4/nos proporciona un elegante mecanismo para definir la
semdntica de un programa légico multiadjunto. No obstante, dicho resul-

tado no especifica que el modelo minimo de P se alcance necesariamente
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en un numero finito de iteraciones de Tp. En efecto, existen ejemplos de
MALPs cuyo modelo minimo se alcanza exactamente en w iteraciones del
operador de consecuencia inmediata. Atn mads, si el operador Ty no es
continuo Scott, pueden ser necesarias mas de numerables iteraciones para

alcanzar un punto fijo, esto es, para obtener el modelo minimo de P.

En la literatura pueden encontrarse diversos trabajos cuyo objeto prin-
cipal es la obtencién de condiciones que garanticen que un MALP termina,
es decir, que su modelo minimo se alcanza en un nimero finito de iteracio-
nes de 7Tp [35] 36,39, 46]], asi como trabajos que proporcionan condiciones
suficientes para la continuidad de Scott del operador de consecuencia in-
mediata [90, 93], 94].

3.2. Programacion l6gica multiadjunta normal

El uso de negaciones en un marco de programacién légica otorga un
valor adicional a la flexibilidad del entorno, permitiendo asi que un mayor
ntmero de sistemas puedan modelarse a través de dicho lenguaje. En otras
palabras, un lenguaje de programacion légica que admite negaciones es un

lenguaje maés rico, tanto a nivel sintdctico como a nivel semdntico.

La programacién légica multiadjunta normal surge como una exten-
sién de la programacion légica multiadjunta mediante el uso de una nega-
cién por defecto. La caracteristica principal de este tipo de negacién es que
el valor de verdad de un simbolo proposicional negado depende directa-
mente del valor de verdad de ese simbolo proposicional. La inclusién de
otro tipo de negacién en un marco de programacién légica multiadjunta,

denominada usualmente negacion fuerte, serd abordada en la Seccién 3.4,

En esta seccion presentaremos la sintaxis del lenguaje de programacion
l6gica multiadjunta normal y adaptaremos la filosofia de la seméntica de

los modelos estables a dicho entorno. El lenguaje presentado aqui ha sido
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publicado en [20, 24].

3.2.1. Sintaxis de los programas 16gicos multiadjuntos nor-

males

Nuestro objetivo aqui es incluir una negacién por defecto en los pro-
gramas légicos multiadjuntos. En consecuencia, haremos uso de una (-
algebra multiadjunta que contenga un operador de negacién, o equiva-
lentemente, de un reticulo multiadjunto enriquecido con un operador de
negacion. Es importante destacar que, a nivel sintdctico, no es posible dis-
tinguir entre una negacién por defecto y una negacion fuerte. Este matiz

se adquiere cuando se define la seméntica del programa.

Al igual que en la seccién anterior, fijaremos un conjunto numerable
de simbolos proposicionales II, un conjunto graduado 2 y una -dlgebra
multiadjunta £ = (L, $)) con respecto a los pares (&;, <), i € {1,...,n},
entre cuyos operadores extra se encuentra un operador de negacién —, y
denotaremos por § el {2-dlgebra de férmulas generada por Il en £. Obser-
vemos que, en este ambiente, no exigimos que los operadores extra de £
sean necesariamente conjuntores, disyuntores y operadores de agregacion,
sino que £ puede contener cualquier otro operador. Un programa légico

multiadjunto normal se define formalmente como sigue:

Definicién 3.4. Un programa logico multiadjunto normal (MANLP) PP es

un conjunto finito de reglas ponderadas de la forma

(D<= Q1, .., Pms "Pimtts - D) V)

donde i € {1,...,n}, @ es un simbolo que se interpreta como un operador mo-
nétono creciente @ de £, 9 € L Y p,p1,---,0n € Il con p; # pi, para cada

Jke{l,....n}, j #Ek.
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De aqui en adelante, al definir un MANLP, mencionaremos tinicamen-
te el reticulo multiadjunto con negacién subyacente, sin explicitar el ()-
algebra multiadjunta relacionado con este o el conjunto de simbolos pro-
posicionales. Asi, en la Definicion 3.4, diremos que IP es un MANLP defini-
do en el reticulo multiadjunto con negacién (L, <, &1, 41, &ny €0y D).
Por simplicidad, siempre que no haya lugar a confusién, denotaremos di-
cho reticulo como (L, <X, &1, 41, - -, &ns $n, 7)-

En lo sucesivo, nos referiremos a los operadores @ en el cuerpo de las
reglas de un MANLP como agregadores, en el sentido de que agregan la
informacién contenida en los simbolos proposicionales de la regla. Es pre-
ciso mencionar que dichos operadores no son necesariamente operadores
de agregacién (Definicién 2.12), puesto que no se exigen condiciones de
frontera, tan solo su monotonia. Mds generalmente, usaremos la notacién
IIp para referirnos al conjunto de simbolos proposicionales que aparecen
en un MANLP P. Ademas, las reglas de un MANLP serdn eventualmente
denotadas como (p <—; B; ), siendo p la cabeza de la regla, B su cuerpoy 9
su valor de verdad, peso, o factor de confianza.

3.2.2. Semadntica de los programas 16gicos multiadjuntos

normales

Como se coment?6 al principio de esta seccion, el adjetivo normal hace
referencia a la forma de calcular el valor de verdad de un simbolo propo-
sicional negado. Esto es, en términos de programacién légica, al modo en
que se evaltia un simbolo proposicional negado bajo una interpretacion.
Especificamente, dada una interpretacion I € Zp y un simbolo proposicio-
nal negado —p, se define I(—p) =~ I(p).

En lo que sigue, adaptaremos la seméntica de los modelos estables a
los programas l6gicos multiadjuntos normales. Comenzaremos introdu-

ciendo las nociones de satisfacibilidad de una regla y de modelo de un
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MANLP, que se definen de forma analoga a sus homénimas para MALPs.

Definicién 3.5. Dado un MANLP P y una interpretacion I € Ip, decimos que:
= [ satisface una regla ponderada (p <; B; V) si y solosi 9 < I (p <, B).
» [ es un modelo de P si y solo si I satisface todas las reglas ponderadas de IP.

La sintaxis de los programas l6gicos multiadjuntos normales y la no-

cién de modelo se ejemplifican a continuacién.

Ejemplo 3.2. Consideremos el reticulo multiadjunto con negacién

([07 1]7 Sa&G7 <_G7&P7 ~p, _'S)

Las siguientes tres reglas forman un programa l6gico multiadjunto normal, que
serd denotado IP.

m1: {p <P q &css; 0.7)

ro: (sap&aq; 0.2)

r3: (¢ <p 1; 0.6)
Veamos que la interpretacion I = {(p,0.5),(q,0.7), (s,0.4)} es un modelo de P,
es decir, satisface las reglas ry, ro y r5. Para la primera de ellas, ry, se verifica:

I(p+pq&a—ss) = I(p)<pl(q&a—ss)=1(p)<p(I(q) &cTs1(s))

. 0.5 ~
= 05¢p(0.7&c"50.4) =0.5¢-p0.6 = 0g =083

Ya que el peso de lareglar es 0.7y 0.7 < I(p < p q&a —ss), entonces I satisface
la regla ry. De forma similar, para la regla ry se cumple:

~

I(s+ap&kaq) = I(5)<al(p&aq) =1(s)<c (I(p) & 1(q))

= 04¢¢(05&¢0.7) =04 0.5 =04
Al ser 0.2 el peso de la regla ry, inferior a I (s ¢ p&acq), se deduce que I
satisface ro. Por 1iltimo, observemos que la regla s es un hecho. Como I(q) = 0.7

y el peso de la regla 13 es 0.6, se concluye que I también satisface la regla rs. Por
lo tanto, I es un modelo de P. &
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La siguiente definicién generaliza el concepto de operador de conse-

cuencia inmediata para la programacién l6gica multiadjunta normal.

Definicién 3.6. Sea P un MANLP. El operador de consecuencia inmediata
es la aplicacion Tp: Ip — Zp definida para cada interpretation I € Ip y cada
simbolo proposicional p € Ilp como:

Te(1)(p) = sup{? & 1(B) | (p < B;9) € P}

Al igual que en el caso multiadjunto sin negaciones, los modelos de un
MANLP se pueden caracterizar como los puntos post-fijos del operador

de consecuencia inmediata.

Proposiciéon 3.1. Sea P un MANLP e I € Zp. Entonces, I es un modelo de P si
ysolosi Tp(I) C 1.

Demostracién. Por definicién, I es un modelo de P si y solo si, para cada
regla (p <; B; ) € P, se satisface la desigualdad ¢ < I(p «; B), esto es:

A

v < I(p) < 1(B) (3.1)

Como (&, ;) es un par adjunto, por la propiedad de adjuncién es

equivalente a:
9 & 1(B) = 1(p) (32)

Ahora bien, por definicién de supremo, se satisface para cada regla
(p i B; ) de P siy solo si

Tp(1)(p) = sup{V &; 1(B) | {p < B;¥) € P} < I(p)

De donde, concluimos que / es un modelo de P si y solo si 7p(1)(p) < I(p)
para cada simbolo proposicional p € Ilp, es decir, Tp(/) C 1. O

El siguiente resultado proporciona una herramienta para simplificar

la definicién del operador de consecuencia inmediata, y jugara un papel
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fundamental en uno de los principales resultados de la Seccién En
concreto, la Proposicién 3.2/ asegura que es posible obtener una particién
de un MANLP P de forma que en cada elemento de la particion hay a lo
sumo una regla con cabeza p, para cada simbolo proposicional p € Ilp.
Si consideramos cada elemento de la particiéon {P, },er como un programa
légico independiente, es claro que la definicion del operador T, puede ser
simplificada, ya que al haber a lo sumo una regla con cabeza p podemos
eliminar el supremo de la Definicion 3.6]

Proposicién 3.2. Dado un MANLP P, existe una particion {P,}.cr de P tal

que:

1. P., no contiene mds de una regla con la misma cabeza, para cada v € I
2. Tp(I)(p) = sup{Tp, (I)(p) | v € T}.

Demostracion. Para cada regla r, € P, consideremos el MANLP P, = {r,}
con una tnica regla. Claramente, la particién {P, },cr satisface la primera
condicién. Ahora, para cada P, e I € Zp, el operador de consecuencia

inmediata T3, viene dado por

ﬁ&zf(B) sig=p
1 en otro caso

siendo (p <—; B; V) la tnica regla del programa P... En consecuencia:
To(I)(p) = sup{d) & [(B) | (p = B;9) € P} = sup{Tp, (I)(p) | 7 €T}
U

Llegados a este punto, uno podria preguntarse si el operador de con-
secuencia inmediata de un MANLP es mondtono creciente, como ocurre
en el marco multiadjunto sin negaciones. De ser asi, siguiendo un razona-

miento andlogo al realizado en la Seccién seria posible garantizar la
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existencia del punto fijo minimo de 7p, y por consiguiente tendria sentido
definir la seméntica del MANLP en funcién de dicho punto fijo minimo.
Sin embargo, en general, el operador 7p no es monétono creciente, como

vemos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3. Volviendo al MANLP P del Ejemplo veamos que el operador
de consecuencia inmediata de P no es mondtono creciente. Consideremos las in-
terpretaciones I = {(p,0), (¢,1),(s,0)} y J = {(p, 1), (¢, 1), (s, 1)}. Claramente
I T J. Sin embargo, el valor de Tp(I) y el valor de Tp(.J) en el simbolo proposi-
cional p vienen dados, respectivamente, por:

Te(l)(p) = 0.7&p <I(q) &a s I(s)) —0.7-min{l,1 -0} =0.7-1=0.7
To(J)(p) = 0.7&p (J(q) [ J(s)) —0.7-min{l,1-1}=0.7-0=0

Ya que Tp(I)(p) £ Te(J)(p), se concluye que Tp(1) £ Tp(J). Con lo cual, en
efecto, el operador Tp no es mondtono creciente. &

Con objeto de definir una semdntica que siga la filosofia del punto fijo
para la programacién légica multiadjunta normal, adaptaremos la nocién
de modelo estable a dicho entorno. La semantica de los modelos estables
fue introducida por Gelfond y Lifschitz en [57], donde los autores trabajan

en un ambiente de programacién légica cldsica con negacion.

Fundamentalmente, desde un punto de vista cldsico, la idea intuitiva
de modelo estable es la siguiente. Dado un programa légico clasico con
negacioén IP, supongamos que consideramos verdaderos, esto es, con valor
de verdad T, los simbolos proposicionales pertenecientes a un cierto con-
junto M. Como consecuencia, para cada p € M, podemos “eliminar” cada
ocurrencia de —p en las reglas de P. En otras palabras, podemos sustituir
cada ocurrencia de —p por _L. De la misma forma, si suponemos falsos, es
decir, con valor de verdad L, los simbolos proposicionales que no estan en

M, entonces para cada p ¢ M podemos sustituir cada ocurrencia de - p en
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las reglas de IP por T. El programa légico resultante recibe el nombre de
reducto Gelfond-Lifschitz, o simplemente reducto, de IP con respectoa M,y se
denota por P;. Ahora, si el conjunto de simbolos proposicionales que son
consecuencia légica del programa PPy, coincide precisamente con M, po-
demos afirmar que nuestra premisa de que los simbolos proposicionales
de M son verdaderos es razonable. Se dice entonces que M es un modelo
estable de P.

En nuestro enfoque multiadjunto, la idea es, dada una interpretacién /,
sustituir cada ocurrencia de —p en el programa por el valor = I(p). Recien-
temente, Madrid y Ojeda-Aciego definieron una semantica de los modelos
estables para la programacion légica residuada normal [84]. Siguiendo el
planteamiento propuesto en dicho trabajo, presentaremos en primer lugar
una generalizacion del concepto de reducto adaptado al marco de progra-

macion légica multiadjunta normal.

Definicién 3.7. Sea P un MANLP e I € Zp. El reducto de P con respecto a
la interpretacién I, denotado Py, es el programa l6gico multiadjunto obtenido al

sustituir cada regla en P de la forma

(p <= Qlpy, - .., Py Pt -+ 7Pu)5 U)
por la regla
(p =i Qrlp, ..., pm]; V)
donde el operador @;: L™ — L viene dado por
Qa1 O] = Q21 Ty T (Prta), -, T (py)]

paracada xy, ..., %, € L.

Una vez definido el concepto de reducto, estamos en disposicién de
presentar la nocién de modelo estable de un MANLP.

Definicién 3.8. Sea P un MANLP. Dada una interpretacion I € ZIp, se dice que
I es un modelo estable de P si I es el modelo minimo del reducto P;.
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Notese que el reducto de P con respecto a una interpretaciéon / es un
MALP sin negaciones. Con lo cual, de acuerdo con el Teorema tiene
sentido hablar de su modelo minimo. Podemos afirmar pues que los mo-
delos estables de un MANLP estdn bien definidos.

En el trabajo seminal sobre la semdntica de los modelos estables [57] se
considera que la seméntica de un programa légico cldsico normal est4 defi-
nida si y solo si existe un tinico modelo estable M. De ser asi, se determina
que M es el modelo canénico del programa, es decir, las consecuencias 16-
gicas del programa son los simbolos proposicionales que son verdaderos
en M. De la misma forma, dado un programa l6gico multiadjunto normal
P, si existe un tnico modelo estable de P, se considerara a este como el
modelo canénico de P. A saber, si M es el tinico modelo estable de P, se
estimara que cada simbolo proposicional p € IIp es consecuencia légica (se

puede deducir) del programa P con valor de verdad M (p).

En caso de existir mas de un modelo estable, dadosp € llp y z € L, el

procedimiento habitual es seguir uno de los siguientes criterios:

(S1) se dice que p es consecuencia légica de P con valor de verdad z si
existe un modelo estable M de PP tal que M (p) = z; o bien

(52) se dice que p es consecuencia légica de P con valor de verdad x si

para todo modelo estable M de P se satisface M(p) = x.

Claramente, si existe un tinico modelo estable, los criterios y
coinciden. Es importante destacar que si un MANLP P tiene mas de un
modelo estable, independientemente de si nos guiamos por[(ST)|o por|[(S2)|
no es posible hablar del modelo canénico de P, pues todos los modelos
estables han de ser considerados como tales.

Para finalizar esta seccién se mostrardn algunas propiedades intere-
santes de los modelos estables. En primer lugar, veremos que los modelos
estables de un MANLP son, en efecto, modelos del programa. Para ello,
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nos basaremos en la relacién tan estrecha que guarda el reducto con los
modelos de un MANLP. Dicha relacién se muestra en el siguiente resulta-
do.

Proposicion 3.3. Sea P un MANLP. Dada una interpretacion M € Zp, se cum-

ple que M es un modelo de P si y solo si M es un modelo de IPy;.
Demostracién. Sea r una regla en IP de la forma
re (P i @y, Py Pt -, PRl )
entonces existe una regla r,; en P); dada por
ra: (P4 Qupr, ..o pm);Y)

Por definicién, M satisface la regla r si y solo si

% j M(p A @[ph « ooy Pmy TPm41, - - 7_‘pn])

Equivalentemente,

Por definicién del operador @y, la desigualdad anterior puede ser expre-
sada como
0 < M(p) < Qu[M (1), ..., M(pm)]

esto es,
9 = M(p 4+ Qu[M(p1),..., M(pw)])

Concluimos pues que M satisface la regla r en IP si y solo si M satisface la
regla ), en IPy, es decir, M es un modelo de P si y solo si M es un modelo
de P M- O

Como consecuencia directa de la Proposicién se deduce que los
modelos estables de un MANLP son efectivamente modelos del progra-
ma. Adn mas, la siguiente proposicion prueba que se tratan de modelos

minimales del programa.
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Proposicién 3.4. Todo modelo estable de un MANLP P es un modelo minimal
de P.

Demostracion. Sea M un modelo estable de P. Por definiciéon, M es el mo-
delo minimo del reducto P;,. En particular, por la Proposicién M es
un modelo de P. Veamos por reduccién al absurdo que M es un modelo
minimal de P.

Supongamos que existe un modelo N de IP tal que N C M. Probaremos
que N es un modelo del reducto Py, en contradiccioén con el hecho de que
M es el modelo minimo de P;,.

Claramente, dada una regla ), en [Py, de la forma

TMm: (p A @M[pla . 7Pm]§79>

con Qpy[x1, ..., Tm] = Q1. ., Ty M (Ps1), - - -, = M(p,)], existe una re-

gla ry en el reducto Py que viene dada por

TN (p At @N[pla---apm}”%

con Qu[T1, ..., Tm] = Q[z1, ., T, N (Pmga), - - - N(pn))-
Como N es modelo de P, aplicando la Proposiciéon N satisface la
regla ry, luego
9 = N(p < Qulp1, ..., pu))

Equivalentemente, por la definicién del operador @y:

9 X N(p) <~ QINP), -, Nom), " NBst) s - 2 N (pa)] (3.3)

Claramente, ya que N T M, se satisface N(p;) < M(p;) para cada j €
{1,...,n}. En particular, puesto que el operador = es moné6tono decre-
ciente, = M(p;) < < N(p;) paracadaj € {m +1,...,n}. Asi, ya que @ es
monotono creciente, podemos asegurar que

QINDL), - Np), T M (pria), -, M(pa)] 2 QN s NBin), N (), - " Npa)] (3.4)
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Finalmente, dado que <—; es moné6tono decreciente en el antecedente, de

acuerdo con y (3.4), se verifica la siguiente cadena de desigualdades:

9 = N(@p) < QNP ..., Nom), " N®mst), - 2 N(pa)]
=< )<= QIND1), - oo N(pm), " M (s ), - - -, M(py)]

N(p
- N(p)<— Qu[N®P1), .., N(pm)]
(

= N D < @M[phapm])

Por lo tanto N satisface la regla r); de IP);. Puesto que r); es una regla
arbitraria de P/, concluimos que N es un modelo de IP;;, lo que contradice
la hipétesis. O

Al igual que en el marco sin negaciones, el operador de consecuencia
inmediata estd estrechamente relacionado con la semdntica de los progra-
mas légicos multiadjuntos normales, que viene dada por los modelos esta-
bles. En la Proposicion 3.1 veiamos que los modelos de un MANLP son los
puntos post-fijos del operador de consecuencia inmediata. Ahora, mostra-
remos que todo modelo estable de un MANLP es un punto fijo minimal

del operador de consecuencia inmediata.

Proposicién 3.5. Todo modelo estable de un MANLP P es un punto fijo minimal
del operador Tp.

Demostracién. En primer lugar, veamos que, para cada interpretaciéon I €
Zp, la evaluacion de [ bajo el operador Tp coincide con su evaluacién bajo
el operador de consecuencia inmediata del reducto IP;, denotado por Tp,.

Por definicién de reducto, toda regla (p <—; B;1) de [P se corresponde
con una regla en P; de la forma (p «; B;;v), donde B es de la forma
B = Qlp1,....Pms Pm+1s--->Pn) Y Br = Qplps, ..., pn). Por definicién del
operador @ 1, la siguiente cadena de desigualdades se satisface:

f(@[plv"'7pm7_'pm+17"'7_'pn])} = @[I(pl) I(pm) ;I(pm+1)7"'>;'1(pn)]
= Gl T
= I(@[[pl,...,pm])

61



CAPITULO 3. PROG. LOGICA MULTIADJUNTA CON NEGACIONES

Esto es, [(B) = I(B;). Por consiguiente, para cada simbolo proposicional
pE HPI

To(I)(p) = sup{d&: I(B) | (p ¢ B;v) € P}
= sup{9 & [(Bz) | (p i Br;9) € Pr} = Ts,(1)(p)
Con lo cual, se deduce que Tp(I) = Tp, () para cada interpretacion I € Zp.

Ahora, sea M un modelo estable de P, y veamos que M es un punto
fijo minimal de 7p. Por definicién de modelo estable, se trata del modelo
minimo del reducto Pj;. Puesto que P, es un MALP sin negaciones, el
Teorema 3.3 nos asegura que M es un punto fijo de Tp,,. Por lo tanto M =
Tp,, (M) =Tp(M), es decir, M es un punto fijo de Tp.

Tan solo falta ver que M es minimal como punto fijo de 73. Lo probare-
mos por reduccion al absurdo. Supongamos que existe un punto fijo N de
Tp tal que N C M. En particular N es un punto post-fijo de T, luego por
la Proposicion N es un modelo de P. Ahora bien, la Proposiciéon
nos asegura que M es un modelo minimal de P, por tratarse de un modelo

estable de IP. Obtenemos pues una contradiccién, ya que N C M. O

Para concluir esta seccién, veremos que los modelos estables satisfacen
una propiedad bastante deseable en programacién légica no monétona:
que sean respaldados. A saber, la nocién de interpretacion respaldada es-
ta relacionada con la hipétesis del mundo cerrado (closed-world assumption),

propuesta por primera vez en [100].

Es preciso mencionar que la ausencia de garantias para la existencia
del punto fijo minimo del operador de consecuencia inmediata es tan solo
uno de los motivos que propician la necesidad de una nueva semadntica
para los programas légicos con negaciones. Por ejemplo, al incluir nega-
ciones en un programa légico, uno de los inconvenientes que surgen es la
apariciéon de modelos que recogen mds informacién de la que puede ser
deducida mediante las reglas del programa, es decir, no son respaldados

por el programa.
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Dado que el conjunto de consecuencias l6gicas de un MANLP a partir
de una interpretaciéon viene determinado por el operador de consecuen-
cia inmediata, la nocién de interpretacion respaldada puede generalizarse

como sigue:

Definicién 3.9. Sea P un MANLP. Se dice que una interpretacion I € ZIp es
respaldada si I C Tp([).

La semadntica de la teorfa propuesta no proporciona més informacién

de la que puede extraer de las reglas del programa.

Proposicién 3.6. Todo modelo estable de un MANLP es respaldado.
Demostracion. Se sigue directamente de la Proposiciéon O

El siguiente corolario resulta especialmente ttil en el cdlculo de mode-
los estables de un MANLP.

Corolario 3.1. Sea P un MANLP. Si p € 1lp no aparece en la cabeza de ninguna
regla, entonces M (p) = L para cada modelo estable M de P.

Demostracién. De acuerdo con la Proposiciéon si M es un modelo esta-
ble de P, entonces M es respaldado, esto es, M C Tp(M ). En particular:

M(p) = sup{0 & I(B) | (p i B;V) € P} =sup@ = L

Se concluye pues que M (p) = L. O

3.3. Existencia y unicidad de modelos estables

En esta seccién nos centraremos en la busqueda de condiciones sufi-
cientes que garanticen la existencia y la unicidad de modelos estables para
programas légicos multiadjuntos normales. Parte de los resultados mos-

trados aqui han sido presentados en [24]. Como se coment6 en la seccién
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anterior, la existencia de modelos estables es necesaria para definir la se-
mantica de los programas 16gicos multiadjuntos normales. Por otro lado,
la existencia de un tinico modelo estable es deseable, pues en tal caso
y coinciden, y el tnico modelo estable se toma como el modelo cané-

nico del programa.

3.3.1. Existencia de modelos estables

Constantini present6 en 2006 [32], por primera vez desde la introduc-
cién de la seméantica de los modelos estables, una caracterizacion de la
existencia de modelos estables para programas légicos cldsicos normales.
Dicha caracterizacién, puramente sintdctica, estd asociada al grafo de ci-
clos del programa. Posteriormente, Madrid y Ojeda-Aciego [87] propor-
cionaron una condicion suficiente para la existencia de modelos estables
en programas légicos residuados normales definidos en el intervalo uni-
dad [0, 1].

En este apartado, seguiremos el enfoque presentado en [87], facilitando
una condicién suficiente para la existencia de modelos estables de un pro-
grama logico multiadjunto normal, definido en un reticulo multiadjunto
cuyo soporte es un conjunto convexo y compacto de un espacio euclideo.
En definitiva, para MANLPs definidos en un conjunto isomorfo al n-cubo
0, 1]™.

Para comenzar, obsérvese que dado un MANLP P, el conjunto de sim-
bolos proposicionales IIp es finito. Con lo cual, si P estd definido en un
reticulo con soporte K y IIp = {p1, ..., p,}, cada interpretacion I € Zp pue-
de verse como un elemento de K", siendo la i-ésima componente de I la
evaluacién del simbolo proposicional p;. Consecuentemente, el conjunto
de interpretaciones Zp puede verse como el producto cartesiano K. En
efecto, es facil ver que (Zp,C) y (K", <) son isomorfos, con el orden usual
< en R".
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Como resultado de lo anterior, el conjunto de interpretaciones hereda
ciertas propiedades de K. Ya vimos en la Proposicion que (Zp, C) for-
ma un reticulo completo. Ahora ademads, aplicando las Proposiciones
y se obtiene que (Zp, C) también hereda la convexidad y la compaci-
dad de K, respectivamente.

Las siguientes lineas esbozan la estrategia seguida para demostrar la
existencia de modelos estables de un MANLP. En primer lugar, probare-
mos que el operador R: Zp — Zp definido como R(I) = lfp(7p,) es con-
tinuo bajo ciertas condiciones, siendo 1fp(7p,) el menor punto fijo de 7p,.
Si K es un conjunto no vacio convexo y compacto en un espacio eucli-
deo, la continuidad de R nos permite aplicar el Teorema de Schauder para
espacios euclideos (Teorema [2.4). Como resultado, podemos garantizar la
existencia de un punto fijo de R, esto es, de una interpretacion M que
coincide con el menor punto fijo de Tp,,. Atin més, dicho punto fijo M sera
el modelo minimo del reducto Py;. Con lo cual, por definicién, podemos
afirmar que M es un modelo estable de PP.

En consecuencia, para asegurar la existencia de un modelo estable de
un MANLDP, es suficiente probar la continuidad del operador R. Para ello,
requeriremos que los operadores en las reglas del programa sean conti-

nuos.

Teorema 3.5. Sea P un MANLP definido en un reticulo multiadjunto con nega-
cion (K, =<, &1, 41, -, &n; n, ), siendo K un conjunto no vacio, convexo y
compacto de un espacio euclideo. Si &1, . . ., &n, 1y los agregadores en el cuerpo

de las reglas de P son continuos, entonces P tiene al menos un modelo estable.

Demostracion. Sea k el nimero de reglas de IP, que suponemos ordenadas
arbitrariamente, denotemos Ilp = {py, ..., p,} y sean; el nimero de simbo-
los proposicionales negados que contiene la i-ésima regla de P. Notemos

que cada I € Zp puede escribirse como una tupla (I(p1),...,1(p,)) € K"
Asi pues, el operador R: Zp — Zp dado por R(I) = lfp(Tp,) puede ser
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expresado como la composicién Ry o0 Ry, siendo Ry : K™ — K™ x - -+ x K™

y Ryt K™ x -+ x K" — K" los operadores definidos como sigue:
» Silareglai-ésima de IP es
(' 5 @1 P 1))
conj; € {1,...,n}yp'pi,...,p, € Ilp, entonces:
Bl = ((I@)s o S (@) (BT, 5 (k)

= Dado (zf,...,2},),...,(2f,... 2} ) € K™ x .- x K", definimos P*

ni

como el MALP con £ reglas tal que su i-ésima regla viene dada por
La aplicacién R, se define entonces como

Ro((ay, ... xp), - (2, 2k ) = Up(Tpe)

Claramente, el operador R; serd continuo si y solo si cada componente de
R, es continua. Notemos que este hecho es trivial, pues el operador = es
continuo por hipétesis. Por otro lado, todo programa P* correspondiente
a una tupla de K™ x --- x K" es por definicion un MALP sin simbolos
proposicionales negados. Ahora bien, los operadores que intervienen en
la definicién del operador de consecuencia inmediata de P* son &, . . . , &n
y @1, s @’“, todos ellos continuos por hipétesis, luego podemos asegurar
que Tp- es continuo. Ademads, por el Teorema se trata de un opera-
dor monétono creciente, y por ende la Proposicién 2.5 nos dice que Tp-
es continuo Scott. Por lo tanto, teniendo en cuenta el Teorema pode-
mos obtener el punto fijo minimo de 7p- iterando w veces el operador de

consecuencia inmediata a partir de la interpretacién minima, esto es,
RQ((JJ&, R ,xrlll), Ceey (l‘]f, R ,xik)) = lfp(Tp*> = TIP%)*(IJ_)
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Como resultado, R, es composicién numerable de operadores continuos,
luego es continuo. Concluimos pues que R = R, o R; es continuo, por ser

composicién de dos operadores continuos.

Al ser K un conjunto no vacio, convexo y compacto de un espacio eu-
clideo, por las Proposiciones y el conjunto Zp también es un con-
junto convexo y compacto de un espacio euclideo. Aplicando el Teorema
de Schauder para espacios euclideos (Teorema a R, obtenemos que R
tiene un punto fijo M. Por definicién de R, se obtiene que M coincide con
el punto fijo minimo del reducto 7p,,. Como Py, es un MALP sin simbolos
proposicionales negados, por el Teorema M es el modelo minimo de
Py. Finalmente, por definicién de modelo estable, concluimos que M es

un modelo estable de [P, como queriamos demostrar. O

El siguiente ejemplo ilustra el amplio espectro de reticulos multiadjun-
tos en el que puede aplicarse el Teorema 3.5/ para garantizar la existencia
de modelos estables de un MANLP. En particular, estamos interesados en
el soporte de dicho reticulo, que es al fin y al cabo el conjunto de valores
de verdad para los simbolos proposicionales. Existen trabajos en la biblio-
grafia de légica difusa en la que las funciones triangulares o funciones en
general toman el papel de valores de verdad. Ejemplo de ello son los con-
juntos difusos tipo-2 [34, 96]. A continuacién, consideraremos funciones

triangulares simétricas de amplitud 0.1.

Ejemplo 3.4. Consideremos el conjunto X = {f, | n € R} de funciones trian-
qulares f,,: R — R definidas para cada n € R como:

10(z—n)+1 si n—01<z<n
fa(z) =49 10(n—2)+1 si n<z<n+0.1
0 en otro caso

Definimos sobre el conjunto X los operadores ®,®: X — X como f, @ fn =
foem Y k@ fo = frn, respectivamente, con n, m, k € R. Ademds, dados n, m &
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R, diremos que f, <x fm siy solosin < m. Con esta estructura, no es dificil

probar que (X, @, ®, R) forma un espacio vectorial.

Observemos que la aplicacion ¢: X — R dada por o(f,) = n es un iso-
morfismo entre (X, <x) y (R, <). Asi, definiendo el producto escalar en X como
(fr, f)x = (@(fn), ©(fm)), esto es (fn, fm)x = (n,m), siendo (-) el producto
escalar usual en R, obtenemos que (X, ®, ®,R) forma un espacio euclideo con la

norma inducida por (-) x.

Ahora, sea K = {f, | « € [0,1]}. Claramente, [0,1] = p(K) es un con-
junto no vacio, convexo y compacto de R, luego podemos afirmar que K es un
conjunto no vacio, convexo y compacto en X. Consecuentemente, el Teorema
nos asegura que todo MANLP definido en el reticulo multiadjunto con negacion
(K, <x,&1,4 1, &n, n, ), Siendo &tyonn s &ony y los operadores @ en el
cuerpo de las reglas del MANLP operadores continuos, tiene al menos un modelo
estable. &

De forma similar al Ejemplo podemos considerar funciones f,, con
cualquier amplitud diferente a 0.1. Este tipo de funciones pueden ser in-

terpretadas como ntimeros difusos [49].

Ejemplo 3.5. Sea X = {f4, 40,05 | @1,02,a35 € R} el conjunto de funciones
triangulares fo, 4,451 R — R definidas como:

z—ai si a; <2z<ay
a2—ai
fa1,a2,a3(z) = ﬁ si ar < z < as
0 en otro caso

A saber, un elemento f,, 4,4, € X representa una funcion triangular con centro
en ay y extremos ay y as. Definiremos dos operadores &, ®: X — X, dados en
este caso por:

fa1,a27a3 D fb17b27b3 = fa1+b17a2+b2,a3+b3
k ® fal,ag,a;g = fk-al,k-ag,k-ag,
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Considerando la relacion de orden definida como fu, aya5 <x fb1.ba.bs Si Y S0lO
si (a1, az2,a3) < (by1,ba, bs), obtenemos que (X, ®,®,R) forma un espacio vec-
torial. Aiin mds, la aplicacién ¢: X — R* dada por o(fa, ap.as) = (a1, a2, a3)
es un isomorfismo entre (X, <x) y (R?, <). Tomando el producto escalar en X
como (fuy.az.ass for.00.05) x = ((@1,a2,a3), (b1, be, bs)) vy argumentando como en el
Ejemplo se deduce que (X, ®, ®,R) forma un espacio euclideo con la norma
inducida por (-) x.

Sea ahora el conjunto K = {fu, zpzs | (x1,22,23) € [0,1]*}. Puesto que
[0,1]> = p(K) es convexo y compacto en R?, entonces K es un conjunto no
vacio, convexo y compacto en X. Se concluye entonces que, de acuerdo con el
Teorema todo MANLP definido en (K, <x, &1, 41, - -, &n, ¢—n, ) tiene al
menos un modelo estable, siempre que los operadores involucrados en las reglas
del MANLP sean continuos. &

Es preciso mencionar que la condicién dada en el Teorema [3.5|es sufi-
ciente para la existencia de modelos estables de un MANLP, pero no para
su unicidad. El Ejemplo 3.6 muestra un MANLP en el que se satisfacen
las hipétesis del Teorema pero sin embargo existe mds de un modelo
estable. El estudio de condiciones suficientes para la unicidad de modelos

estables sera abordado en la siguiente seccién.

Ejemplo 3.6. Sea P el MANLP definido en el reticulo multiadjunto con negacion
([0,1], <, &G, <G, &p, <p, 7s) formado por las siquientes seis reglas:

r1: (p <¢ st ;0.6) ry: (t<ps;l)
ro: (q <p —gs;0.8) rs: (s<p 1;0.5)
rs: (ppq &ps;0.9) re: (t g sp &a—sq;0.7)

El intervalo unidad [0,1] es convexo y compacto en R, y las t-normas &¢ y
&p asi como la negacion —g son operadores continuos. Por lo tanto, aplicando el
Teorema 3.5} podemos asegurar que IP tiene al menos un modelo estable. En efecto,
como veremos a continuacion, P tiene al menos dos modelos estables.
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Por un lado, dada la interpretacion M = {(p,0.4), (¢,0.4), (s,0.5), (¢,0.6)},

el reducto Py, se define como sigue:

rM . (p < 0.4;0.6) M (t«ps;l)
M {qg+p0.5;0.8) M (s«p1;0.5)

M (ppq&ps;0.9) M {t<+c0.68&c0.6;0.7)

r

Como Py es un MALP y &a y &p son t-normas continuas, entonces Tp,,
también es continuo, y por el Teorema(3.2]es monétono, luego de la Proposicién
se deduce que Tp,, es continuo Scott. Como resultado, por el Teorema el mo-
delo minimo de P, puede obtenerse iterando el operador Tp,, a partir de la inter-

pretacion minima I, .

D q S t

I olololo
To,(I) | 04]04]05]06

72 (1) | 04]04]05]06

Con lo cual, Tg (I.) = {(p,0.4),(q,0.4), (s,0.5), (£,0.6)} es el modelo mi-
nimo de IP;. Ya que M coincide con TIP?M(] 1), concluimos que M es un modelo
estable del MANLP P.

Veamos ahora que M no es el inico modelo estable de P. Sea N = {(p,0.5),

(g,0.4),(s,0.5),(t,0.5)}. El correspondiente reducto P viene dado entonces por:

V. (p < 0.5;0.6) iV {t«ps;l)
r . {q+p0.5;0.8) (s «p1;0.5)
¥ (ppq&ps;09) rd: (t<+05&c0.6;0.7)

Por un razonamiento andlogo al caso anterior, el modelo minimo de Py se obtiene
iterando el operador Tp,, a partir de la interpretacion minima 1 .
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D q S t

I olololo
Tp (1) ]| 05]04]05]05

T2 (1) ]| 0504|0505

Se concluye pues que Tg (I,) = N es el modelo minimo de Py . En otras palabras,
N también es un modelo estable de P. &

3.3.2. Unicidad de modelos estables

El estudio de condiciones suficientes para la unicidad de modelos es-
tables de un MANLP se abordara desde dos perspectivas distintas:

» Por un lado, desde un punto de vista meramente sintactico, veremos
que si un MANLP es estratificado entonces tiene un tinico modelo
estable.

» Por otro lado, teniendo en cuenta la estructura seméntica del progra-
ma, proporcionaremos una condicién suficiente para la unicidad de
modelos estables para MANLPs definidos en el conjunto de subin-

tervalos del intervalo unidad, que serd denotado como C|0, 1].

3.3.2.1. Programas légicos multiadjuntos normales estratificados

Comenzaremos adaptando la nocién de programa estratificado al pa-
radigma multiadjunto normal. Los programas estratificados fueron enun-
ciados por primera vez en un entorno clasico en [2], y simultdneamente
y de forma independiente en [116]. Posteriormente, Przymusinski gene-
ralizé este concepto introduciendo los programas localmente estratifica-
dos [99]. Recientemente, Lukasiewicz [81] extendi6 la idea de programa

estratificado a un marco de programacién légica descriptiva difusa con la
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semantica de los modelos estables (denominados answer sets en dicho en-
torno). Siguiendo esta filosofia, Madrid y Ojeda-Aciego [85] definieron los
programas loégicos residuados estratificados.

En esencia, una estratificaciéon divide los simbolos proposicionales de
un programa légico en estratos o niveles, asignandoles un entero no nega-
tivo. En nuestro ambiente, pediremos ademds que si un simbolo proposi-
cional ¢ aparece en el cuerpo de una regla con cabeza p, entonces el estrato
de g es menor o igual al de p. Atin més, si ¢ aparece negado en dicha regla,

el estrato de ¢ sera estrictamente inferior al de p. Formalmente:

Definicién 3.10. Sea P un MANLP. Una estratificacion de P es una aplicacion
|| - ||: Ilp — Z* tal que para cada regla (p <—; Q[p1, ..., Dmys "Dms1, - - Dnl; V)
de IP se cumplen:

= |[pill < llpl para todoi € {1,...,m}.
w ||ps|| < ||p|| para todoi € {m +1,... ,n}.
Diremos que k = ||p|| es el estrato de p, para cada p € P.

Un programa l6gico multiadjunto normal estratificado se define enton-

ces como sigue:

Definicién 3.11. Sea P un MANLP. Se dice que P es estratificado si existe
alguna estratificacion de P.

Al igual que en el caso clédsico, los MANLPs estratificados se pueden

caracterizar en funcién de su grafo de dependencias.

Definicién 3.12. Sea P un MANLP. El grafo de dependencias de P, denotado
G, es el grafo dirigido cuyo conjunto de vértices es llp y cuyas aristas son los
pares (p,q) tales que existe una regla en P con p en la cabeza y q 0o —q en el
cuerpo. El conjunto de vértices y el conjunto de aristas de Gp serdn denotados
como Vp y Ap, respectivamente.
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Se dice que una arista (p,q) € Ap es positiva (respectivamente negativa) si

existe una regla en P con p en la cabeza y q (respectivamente —q) en el cuerpo.

Observemos que una arista del grafo de dependencias de un MANLP
puede ser al mismo tiempo positiva y negativa. Una vez presentado el gra-
fo de dependencias, estamos en disposicién de mostrar la caracterizacién
de los MANLPs estratificados.

Teorema 3.6. Un MANLP es estratificado si y solo si su grafo de dependencias
no contiene ciclos con aristas negativas.

Demostracién. Sea P un MANLP estratificado, siendo || - || una estratifica-
cién de IP. Veamos que su grafo de dependencias G no contiene ciclos con
aristas negativas por reduccién al absurdo. Supongamos que C' es un ciclo
de Gp siendo (p, ¢) € C una arista negativa. Entonces, existe una regla en
IP con p en la cabeza y —¢ en el cuerpo. Por definiciéon de estratificacion, se

satisface que ||q|| < |[p||.

Ahora bien, podemos suponer sin pérdida de generalidad que el ciclo
C empieza y termina en p, siendo (p, ¢) su primera arista. Esto es, C es de
la forma:

b, (p7 q)?Qa <Q7U1)7U17 (U17v2)7 ey (vnflavn)avrw (vnap)ap

Claramente, para cada (u,v) € C, existe una regla en P con u en la cabeza
y v 0 —w en el cuerpo. En cualquier caso, por ser || - || una estratificacién, se
cumple que ||o]] < |Ju]|. Esto implica que [[o]| < llgll, [[vis1]| < [[vi]] para
cadai € {1,...,n — 1} y ||p|| < [|vn]|- Con lo cual, la siguiente cadena de
desigualdades se satisface:

[pll < JJoall < -+ < HJoal] < [lgl] <|lpll

Por la antisimetria del orden <, la desigualdad anterior se trata de una

contradiccién.
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Veamos ahora que si Gp no contiene ciclos con aristas negativas enton-
ces P es estratificado. Sean G, .. ., G. las componentes fuertemente cone-
xas de Gp, y sea G la condensacién de Gp. Por la Proposiciéon 2.11], G es
un grafo aciclico dirigido. De donde, aplicando la Proposicién existe
una ordenacion topolégica <¢: de G;.

Denotemos por v}, ..., v; alos vértices del grafo G que representan a
las componentes conexas G, . . ., G, respectivamente, y sea Aj su conjun-
to de aristas. Al ser <¢; un orden total, podemos suponer sin pérdida de

generalidad que
Uik <Gﬂ§ ’U; <Gf§7 s <Gf§ U: (35)

Notemos que el orden <¢: puede ser extendido facilmente a Ilp, de forma
que dados p,q € llpconp € G;, g € Gy, j # k, j, k € {1,...,c}, entonces
p <gz q siy solosiv; <g: vj. Asi, de acuerdo con la definicién de ordena-
cion topolégica, se tendrd que p <¢: ¢ siy solosi (v}, vy) € Ap. Esto es, por
la definicién del conjunto de aristas Aj, siy solo si (p, q) € Ap.
Probaremos que la aplicacién || - ||: IIp — N dada por ||p|| =c—j + 1
para cada p € G es una estratificacion de P. Notese que G W - -0 G, = Ilp,

luego || - || esta bien definida.

Dada una regla (p <—; Q[p1, ..., Pm, "Pmt1,---, Pn); V) de P

» Sii € {1,...,m}, tenemos dos opciones: o bien p y p; pertenecen a
la misma componente fuertemente conexa, en cuyo caso claramente
llp|| = ||p:||; obien p € G; y p; € Gy, con j # k. En tal caso, por defi-
nicién del grafo de dependencias, (p, p;) € Ap, con lo cual v} <¢; v}.
Ahora, por la ordenacién de vértices dada en (3.5), podemos afirmar
que j < k, de donde,

Ipill =c—k+1<c—j+1=|pl|
Se concluye pues que en ambos casos ||p;|| < ||p||-
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» Siie {m+1,...,n}, entonces (p,p;) € Ap es una arista negativa. Si
p € G,y pi € Gy, ya que G; y Gy, son fuertemente conexos y Gp es
por hipétesis un grafo sin ciclos con aristas negativas, se deduce que
j # k. Por lo tanto, por definicién del conjunto de aristas de G}, sera
(v;,v;) € Ag, esto es, vi <g: vj. Razonando como en el caso anterior,
por la ordenacién de vértices dada en (3.5) y la definicién de || - ||, se
concluye que ||p;|| < |[p]|- d

A continuacién vamos a proporcionar un método constructivo para de-
finir el tnico modelo estable de un MANLP estratificado. Sea P un MANLP
estratificado y || - || una estratificacién de P. En primer lugar, clasificaremos
las reglas de P en funcién del estrato de su cabeza. Asi, para cada k € Z*,
tomaremos P* = {(p «; B;¥) € P | ||p|| < k}. Basicamente, cada conjunto

P* incluye las reglas de P*~! més las reglas cuya cabeza tiene estrato k.

Observemos que el conjunto P° es necesariamente un MALP sin sim-
bolos proposicionales negados, pues si —q apareciese en alguna regla de
P?, entonces el estrato de g seria estrictamente menor que 0, lo cual es im-
posible. Consecuentemente, tiene sentido definir la siguiente sucesién de

interpretaciones:
L] MO = lfp(T]po)
» My, =1lfp(Tp: ) paracadak > 1.

El siguiente resultado prueba que P tiene un tnico modelo estable.

Teorema 3.7. Sea P un MANLP estratificado y || - || una estratificaciéon de P.
Entonces, la interpretacion M dada por M (p) = My(p), para cada p € Ilp con
||p|| = k, es el tinico modelo estable de P.

Demostracion. Se sigue de forma analoga al caso residuado [83]. O
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Naturalmente, para que esté bien definida, la interpretaciéon M no pue-
de depender de la estratificacion elegida. En efecto, esto es consecuencia
directa del Teorema

Corolario 3.2. Sea P un MANLP estratificado. La interpretacion M no depende

de la estratificacion de P.

Demostracién. Noétese que si dos estratificaciones de P dan lugar a dos in-
terpretaciones M; y M, diferentes, el Teorema no se cumple, puesto
que en ese caso hay mas de un modelo estable. 0

3.3.2.2. Programas légicos multiadjuntos normales en C[0, 1]

En la Seccién se ha probado que todo MANLP estratificado tie-
ne un unico modelo estable, y se ha proporcionado un mecanismo pa-
ra obtener dicho modelo estable. Atn més, el Teorema [3.6| caracteriza los
MANLPs estratificados como aquellos cuyo grafo de dependencias no con-

tiene ciclos con aristas negativas.

Ahora bien, si el grafo de dependencias de un MANLP contiene ci-
clos arbitrarios, no es posible dilucidar si existe un tnico modelo estable
a partir de los resultados mostrados hasta ahora. A continuacién, se faci-
litard una condicién suficiente para la unicidad de modelos estables para
MANLPs definidos en el conjunto de subintervalos del intervalo unidad,
denotado C|0, 1]. A saber, dicho conjunto se define formalmente como si-
gue:

cl0,1] = {[a,b] la,be[0,1],a < b}
El orden <. en C[0, 1] se define como: dados [a, ], [c,d] € C|0, 1] se dice
que [a,b] <¢ [c,d] siysolosia < cyb < d. Con objeto de dotar a C[0, 1]
de una estructura algebraica flexible, consideraremos como conjuntor un

producto exponencial.
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Definicién 3.13. Dados «, 3,7, € Ncon < ay d < v, se denominard
producto exponencial de intervalos con respecto a «, 3,7 y ¢ (ei-producto,
del inglés, exponential interval product), al operador &Z; C[0,1]* — CJ0, 1] dado
por:

&g ([a,8], e,d]) = [a* - 7,07 - &)

.11
siendo - el producto usual de niimeros reales. En particular, el operador &, serd
denotado como x, al ser una generalizacion directa del producto en R para inter-

valos.

Observemos quesia < b, ¢ <d, 3 < ayd <~,entonces a®-¢” < b - d°.
Consecuentemente, la conjuncién de dos intervalos [a, b] y [¢, d] mediante
el operador &;;g es también un intervalo de C[0, 1], por lo tanto &;g esta

bien definido.

El operador &Z;, asi como otros operadores de naturaleza similar, fue-
ron ampliamente estudiados en [91]. En el mencionado trabajo, entre otras
propiedades, se prueba la existencia de su implicaciéon residuada, que serd
denotada como <-3;. Como resultado, el par adjunto (&g;, <55 ) puede ser
considerado en el reticulo subyacente de un programa l6gico multiadjunto
normal.

Para completar la definicién de los operadores asociados al conjunto
C[0, 1], consideraremos una extensién de la negacién estdndar adaptada a
intervalos. Especificamente, definimos la negacion estandar para interva-
los como el operador —¢: C[0, 1] — C[0, 1] dado por —¢[a,b] = [Ts b, Tga] =
[1 —b,1 — a] para cada [a,b] € C[0,1]. Se trata de un operador decreciente
con el orden <, y claramente satisface —¢[0,0] = [1,1] y ~¢[1,1] = [0,0],
luego —¢ es un operador de negacion.

Antes de presentar el principal resultado de esta seccién, fijaremos al-

gunos convenios notacionales:

» Dada la estrecha relacién entre C[0,1] y [0, 1] x [0, 1], haremos uso

de una aplicacién inclusién ¢: C[0,1] — [0,1] x [0, 1], definida como
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t([a,b]) = (a,b). Notemos que esta aplicaciéon se puede extender facil-
mente a n-tuplas, de forma que ¢: C[0,1]* — [0, 1]*" viene dada por
t(ar, b1], ... [an, bn]) = (a1, .- an, b1, - oo, by).

Dado un conjunto de simbolos proposicionales IIp = {p1,...,p,},
podemos expresar cada interpretacion /: Il — C[0, 1] como una tu-
pla (I(p1),...,1(p,)) de C[0,1]". En este sentido, diremos indistinta-
mente que I € Zp o que I € C[0,1]". Con lo cual, la aplicacién in-
clusion se puede definir en el conjunto de interpretaciones, de forma
que la imagen de cada interpretacién / sea una 2n-tupla. Dicha tupla
serd denotada con una barra, esto es, t(I) = I. Asi, si I(p;) = [a;, bi]

paracadai € {1,...,n}, entonces:

I=uI(p1), ., 1(pn)) = (ay,...,an,b1,...,b,)

Usaremos la notacion I = [I', I?] para referirnos a I' = (ay,...,a,)
y I? = (by,...,b,), siendo I''(p;) = a; e I*(p;) = b; para cada i €
{1,...,n}. Asi mismo, si la evaluaciéon de una férmula 5 bajo la in-

terpretacion I es [(B) = [z,y], diremos que I'(B) = z e I*(B) = y.

Por ejemplo, dados IIp = {p, ¢, s} y la interpretacién I : IIp — CJ0, 1]
definida como I(p) = [0.1,0.4], I(q¢) = [0,0] e I(s) = [0.7,0.9], si con-
sideramos los simbolos proposicionales en orden alfabético, I pue-
de ser escrita como la tupla I = ([0.1,0.4],[0,0],[0.7,0.9]). Esto es,
I = [I',I?] con I' = (0.1,0,0.7) y I* = (0.4,0,0.9). Por lo tanto
I =u(I)=(0.1,0,0.7,0.4,0,0.9).

Al hilo del dltimo punto, Tp puede ser considerada como una fun-
cién real de C[0, 1]* en CJ0, 1]", siendo Tp(I) una n-tupla para cada
interpretacion /. Asi, escribiremos Tp(!)(p;) = (Tp);(I) para expre-
sar el valor de 7p(/) en el simbolo proposicional p;. Ademads, ya que
(Tp):(I) € C[0, 1], se obtiene que (T3);(I) = [(Tp); (1), (Tp)?(I)]. Consi-

derando ahora la aplicacién inclusion ¢, podemos definir el operador
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Tp: C[0,1]" — [0, 1]*" como Tp(I) = «(Tp(I)), para cada I € C[0,1]™.

Teniendo en cuenta las consideraciones previas, introduciremos un le-
ma requerido para probar la unicidad de modelos estables en MANLPs
definidos en C|0, 1].

Lema 3.1. Sea P un MANLP definido en el reticulo multiadjunto con negacion
(CI0, 1], e, &31g, s S hrans -+ &plam s 5 e, ) tal que a lo sumo una regla
con cabeza p aparece en P, para cada p € Ilp, y los iinicos operadores 16gicos en
el cuerpo de las reglas de P son = y —¢. Dadas dos interpretaciones I = [I', I*] y
J = [J', J? con J C I, se satisface que

ZZ a(TP)Z ((]1<p1)7..‘7J1(pn),J2(p1)7...,JQ(pn)) SO&

8p§-

> 059;% (TP s T (00)s (1) . P(p))| < B

donde

o = i(ﬁl)aw - TG (1) T(g50) - T (gyen) - - T ()™
fl(k —h) - (9N -y - (T (@) -~ T (qn))™

B = Xh:(i‘/ﬁ)&“ 0w ()™ (P qn) -+ Pgg) - Pgjn) -+ TP (an)™

(k= h) - @) 0 () - ()™

Y (Di <3250 quk ook gk meqnen ¥ ok meqr; [00,0%]) conw € {1,...,m} es
la vinica regla en P con cabeza p;.

Ol Yw

Demostracion. Sea (p; <=3"3" qu*- - -*qn*2cqar*- - -*—cqr; [9',9%]) € P. Por
hipétesis, se trata de la tinica regla en P con cabeza p;, luego por definicién
del operador de consecuencia inmediata

e AwYw »

(Tp)i(1) = [017 792] &85, I(qu * -+ % qn * 2eQper * -+ - % —eqr)
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Ahora bien, por definicién del operador —¢, se obtiene que
Maus-xqnx=canpr * - x—car) = I'(a1)---1'(gn) - (1= I*(gn+1)) - (1 = (1))

g% qn*—cqnir* % meqr) = I2(q1) I (an) - (1= I*(gns1)) -+ (1 — I (qr))

De donde, considerando por separado cada componente del operador de

consecuencia inmediata y teniendo en cuenta la Definicion se obtiene
(Te)i (1) = ()™ (IMar) -+ T(an) - (1= Pgner)) -+ (1= T(ar))) ™

(Te)2(1) = (92)% - (I2(q) -~ I*(qn) - (1 = T"(gni1)) -~ (1 = I"(gi)))™

Ahora, haciendo uso de la aplicacién inclusién ¢ y considerando que I (p;) =
[pt, p?] con p},p? € [0,1] para cada i € {1,...,n}, la primera componente

del operador de consecuencia inmediata puede ser escrita como:

(Te)i(p1s - om0 pe) = ()™ (gl qh - (L —gryy) - (L= i)™

siendo I(¢;) = [q},¢?] paracadai € {1,..., k}.
Anélogamente, la segunda componente del operador de consecuencia

inmediata puede ser expresada como:

_ Ow
(Te)i(pts -3y 2) = ()P (i qp - L —qpyr) - (1 —q}))

siendo I(¢;) = [q¢},¢}] paracadai € {1,...,k}.

Notemos que podemos considerar a (Tp)} y (Tp)? aplicaciones de R?"
en R, siendo pi,...,p.,p,...,p2 sus variables. Ya que ambas son compo-
sicién de aplicaciones diferenciables, podemos afirmar que (T¢)! y (T)?
son a su vez diferenciables. En lo que sigue, calcularemos las derivadas

parciales de (Tp)} diferenciando por casos:

(@) Sip; = ¢ congq € {q,...,q}, entonces

O(Tp)! _
(appl)Z =)™ Y @ (@ Gt Qe G (L) - (L—qp))™
J
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(b) Ahora, sip; = ¢: con ¢; € {qn+1,-.-,qx}, se obtiene

O(Tp); .

(81912) - (791)% (=) - (T —=gq)™ 1(Q1 g (L= guga) - (1= qe1) -

J

(1= qe1) - (1 —qw)™

0(Tp);
op},

Observemos que, por la definicién de programa l6gico multiadjunto nor-

(c) En otro caso =0, paral € {1,2}.

mal, todos los simbolos proposicionales en el cuerpo de una regla de P han
de ser distintos. En particular, un simbolo proposicional no puede apare-
cer simultdneamente en la parte positiva y en la negativa del cuerpo de
una regla de P.

A partir de los célculos de las derivadas parciales de (T3)} y del hecho
de que J C I, se deduce que la suma en valor absoluto de todas las deriva-
das parciales de (Tp); evaluadas en (J'(p1), ..., J (pu), J2(P1), - - -, J2(pn)),
es decir,

>3f?

=1 j=1

]PJ "aJl(pn)aJ2(p1),...,JQ(pn))‘ (3.6)

es equivalente a

h
S [@N T ) (I ) S ) ) T @) (=P an)
j=1

(1_J2 Qk 'Yw

Y@ ) (= Pl () T

j=h+1
(L= Plan)) - (1= Fg50)) - (1= T2(qge0)) -+ (L= P (@)

esto es, eliminando valores absolutos:

Yw

h
D @Y T g™ (T @) - TN @g-1) - T gge) - T (an) - (1= TP (gn)
j=1

k

(= @)) ™ 3 @) s (1= P ) ) - (S ) T )
j=h+1

(1= Pgn)) o (L= P gg)) - (1= Plgen) - (1= P (a))
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Puesto que 1 — J?(¢;) < 1 paracada j € {h+1,...,k}, se obtiene que
(1 — J?*(g;))™ < 1. Ademads, como 1 — J?(¢g;)™ ! < 1, se deduce que (3.6)
es menor o igual que

Yw

E

() e T ()7 (M) -+ g2 ) - T ()
! (3.7)
() - (T (@) -+ an) ™

1

.
Il

_l’_
J

NE

h

+

Ahora bien, ya que el indice j no afecta al segundo sumatorio de (3.7),
podemos afirmar que (3.6) es menor o igual que

S0 e T () (@) g T agen) o T @)

J=1

=) (0 (P @) T (@)

(3.8)

Finalmente, ya que J C I por hipétesis, se concluye que

2 n

2.2

=1 j=1

O(Tp)}
!

(JHpL), ..., T (pn), J2(p1), - . ., Jz(pn))‘ <«

J

siendo

@)™y T () - T g=1) - T (ggn) - T (qn)™

M=

.
I

k—h)- (0N vy - (INq) - T (gn))™

—_—

_|_

Un razonamiento andlogo respecto a la segunda componente del ope-

rador de consecuencia inmediata nos permite concluir que:

ZZ agjz;ﬂz)l (Jl(pl)a R Jl(pn)7 J2(p1>’ T J2(pn)) <h

=1 j=1
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siendo

Bo= ) ()6 Pgy)™ " (Pa) - IP(gj-1) - Plaja) - P(an))™

E

<.
Il

+ (93 - 6y - (k= h) (I (qu) - I (qn))*

—~ =

g

El Teorema [3.8| presenta una condicién suficiente para la unicidad de
modelos estables de MANLPs definidos en C[0, 1]. La idea subyacente es
probar que 7 tiene un tnico punto fijo en C[0, 1]". Aplicando la Proposi-
cién podemos afirmar que cada modelo estable de P es un punto fijo
minimal de Tp, luego existird a lo sumo un modelo estable de P. Ahora
bien, el Teorema [3.5/nos asegura que existe al menos un modelo estable de
IP. En consecuencia, se concluye que el tinico punto fijo de 7y es el tnico

modelo estable de P.

Es importante destacar que tanto en el Lema[3.Ijcomo en el Teorema3.8|
se limitan los operadores 16gicos del cuerpo a * y —¢, pero las implicacio-
nes residuadas de las reglas pueden ser cualquier ei-producto. De esta for-
ma, el cuerpo de las reglas tiene una sintaxis sencilla, pero el programa
tiene un cardcter multiadjunto, gozando de la flexibilidad de un producto

exponencial en el residuo.

Teorema 3.8. Sea P un MANLP definido en el reticulo multiadjunto con nega-
cion (C[0, 1], <c,&5)8, s < arsrs - &gl s 5 e, c) tal que los iinicos ope-
radores 16gicos en el cuerpo de las reglas de PP son x y —¢. Para cada p € Ilp,
definamos el intervalo

[0, 9] =méax{[9", %] | {p <523 B; [0, 0%]) € P}

p» " p

Si la desigualdad

h
6’117
SO b P (e i 0, ) o (PP (= W0 ) <1

qj 1 gj+1
Jj=1
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Al Yw

se satisface para cada regla (p <33 3" qu*- - *qn*—cqni1* * *cqr; [0, 9%)) e P
entonces existe un vinico modelo estable de P

Demostracién. Consideremos la interpretacion Iy: IIp — C[0, 1] definida
como Iy(p) = [0,,97] y sea A = {u(J) | J € C[0,1]",J C Iy}, siendo n
el nimero de simbolos proposicionales en Ilp. Para comenzar, probaremos
que Ty es una aplicacién contractiva en A respecto a la norma infinito |||,

es decir, probaremos que existe A €0, 1] tal que

1Te(T1) = Te()lloo < [[1 = oo - A (3.9)

para cada J;, J; € A. La contractividad de Tp nos permitira aplicar el Teo-
rema del punto fijo de Banach (Teorema , asegurando asf que Ty tiene
un Ginico punto fijo en A. Para alcanzar este proposito, distinguiremos dos

Ccasos:

Caso Base: En un primer enfoque, supondremos que para cada simbolo
proposicional p € Ilp existe a lo sumo una regla en P con cabeza p. Por
definicién, J C I para cada J € 4, luego aplicando el Lema

S| e ) 1) )|
=1 j=1 J
< Z(ﬁl)“w A Lyl (Ly(qn) - Ly(gi—1) - 15 (qien) -+ - Ly (an)) ™

+ (k=h)- (O™ -y - (Lg(qr) -~ Ty (gn)™
h
() o _ Yw
= Z(ﬁl) Y (ﬂéﬂ)%u b (ﬁ}h o 19 -1 19;7“ ) 19(1%)
1
(kB ) (0l = X

paracada: € {1,...,n}, donde () se sigue de la definicién de la interpre-

tacion 1.
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. 2
Razonando andlogamente para 73", obtenemos:
2 n
T
I=1

AL D)oo ). P00) .,J2<pn>>\

7=1

h
< WA 6, ) (@) - B (gm) - Lg) - an)™
j=1
+ (k= h) - (927 6, (I(q0) -~ L (qn))*
_ zh:(ﬁz)ﬁw O (lgzj)aw—l . (1931 . .ﬁgj_l 193 WEE ggh)aw
1
+ (k—=h)- (9% 6y - (92 02 )0 = N2

Ahora bien, de acuerdo con las hipétesis del Teorema[3.8) A* < 1. Atin mads,
ya que B, < ay ¥ 0y < v, podemos asegurar que \' < \? < 1. Con lo cual
se deduce que

> > —82@?)3 (TP T (o) (1), P o)) <A <1 (3.0)

<.

> a(app) (J'(P1), s I (D) 2 (01)s - TP (0n))| S AP <1 (3.11)

l
=1 j=1 J

paracadai € {1,...,n}.
Con objeto de probar que Tp es contractiva en A, vamos a realizar al-

gunas observaciones previas:

(a) Por unlado, estamos interesados en aplicar el Teorema del valor me-
dio (Teorema en cada componente de Tp = [Tpl,Tp2]. Veamos

pues que las hipétesis de dicho teorema se cumplen.

Tomando T]pl y TPZ como funciones de R?" en R”, ambas son fun-
ciones diferenciables. Atn mads, el conjunto A C R?" es convexo, es
decir, para cada J;, J, € A el segmento S(Jy, o) = {(1—t)-Jy+t-Js |

85



CAPITULO 3. PROG. LOGICA MULTIADJUNTA CON NEGACIONES

(b)

(©)

0 <t < 1} esta contenido en A. Con lo cual, las hipétesis del Teore-
ma del valor medio se satisfacen. Aplicando dicho resultado a cada

componente de Ty, se obtiene que:

Te (7)) = Te (T)loe < 1171 = Talloe - sup{ || DTE (N)|lae | T € S(T1, T2)}  (3.12)
T () = Te" (T)loe < |71 = Talloo - sup{ || DTE" (T)||ao | 7 € S(T1, T2)}  (3.13)
donde

DT ()]l = sup{||DTe ()(@)lse | ll2]]oe < 1}

DT (D)l = sup{||DTe (7)(@)][0o | ||2]]o0 < 1}

17|l = méx{|z;| | x = (21,...,2,) € R"}

Por otro lado, observemos que el segmento S(J;, J;) es un conjun-
to compacto en A. Ademads, la aplicacién f: S(J;, ;) — R?*" dada
por f(J) = ||DTs (7)||- es continua, por ser composicién de fun-
ciones continuas. Consecuentemente, por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass para funciones (Teorema , f alcanza en S(.J;, J;) su

maximo absoluto. En particular:

sup{||DT5" (1)l | 7 € S(T1, 7)) = miéx{ || DTy (J)||oo | T € S(F1, B)} (3.14)

Por tltimo, por definicién de la norma || - ||s, [|(DTp (7))(z)|| €s

igual a:

max{z S ) T ), P i) P [ € (L)
=1 j=1 j

De donde, ya que |z;| < 1 paracada j € {1,...,n}, obtenemos que

||(D7Tp>1 (J)) ()| €s menor o igual al valor

méx{ii

=1 j=1

M) P ) P B P, T p2)
P

J

|i€{1,...7n}}
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Puesto que (3.10) se satisface para cada i € {1,...,n}, podemos afir-

mar entonces que
1(DTe' (7)) (x)]|0 < A! (3.15)
para todo J € S(J;, Jo).

Teniendo en cuenta los razonamientos dados en los tres items anteriores,

se deduce que:

€8]
|/\E

T (7) =T (B)lle = [0 = allow sup{[|DTE (Dl | T € SCT1, )}

(3.14) _ ) -1 — — -
< |Jr = alloe m&{|| DT (J)||o | J € S(T1, J2)}
—

< [T = Dl A

En otras palabras, T[pvl es una aplicacién contractiva en A con constante de
Lipschitz \!, siendo \' < 1 por (3.10). Mediante un razonamiento analogo
a partir de (3.13), (3.14) y (3.15), podemos obtener que Tp’ esuna aplicacion
contractiva en A con constante de Lipschitz A2 < 1, esto es:

1T () = To- (F)loe < 1|75 — Talloo - A2

. =1 2 =
Veamos ahora que de la contractividad de 7 y 7p se deduce que 1p
es contractiva en A. Para comenzar, por la definicién de la norma || - ||, se

cumple que:
T () = To (o)l loe = miax{ 75" (71) = T (D)oo 175" (1) = T2 (B) 1} (3.16)

—_1 =2 .. . ..
Conlo cual, porser Tp y 1p aplicaciones contractivas, la siguiente cadena

de desigualdades se satisface:
ITo(7) = To(R)lle < mix {77 = Tol oo - AL T1 = Fllo - A%}

< o {|[ 7 = Bl |75 = Blloo } - masc{ A1, 22}
172 = Talloe - méx{A', A2}
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Por lo tanto la aplicacién Tp: R*" — R?" es contractiva con constante de
Lipschitz méx{\', \*} = A?, ya que \' < A?. Aplicando pues el Teorema
del punto fijo de Banach (Teorema , concluimos que Tp tiene un tnico

punto fijo en A.

Caso General: Supongamos ahora que P es un MANLP arbitrario. Por la
Proposicion podemos asegurar que existe una particién {P, },cr de P
tal que:

1. P, no contiene mds de una regla con la misma cabeza, para cada
vel.

2. Te(I)(p) = sup{Te,(I)(p) [y € T'} .

Dado un simbolo proposicional p € Ilp, denotaremos por P.», con i €
{1,...,m,}, a los subprogramas de la particién con reglas con cabeza p,
siendo m,, el nimero de reglas con cabeza p y, por tanto, el nimero de
tales subprogramas.

Por la segunda propiedad de la particion {P, },cr y dado que m,, € N, la
siguiente cadena de igualdades se verifica para cada interpretacion J € Zp

y cada simbolo proposicional p € Ilp:

Te(J)(p) = [Tp())(p). T5 (1) (p)]

= [sup{TE (N)(p) [ i€ (L.} sup {72, (N)(p) i€ (L., m, }}]
= ma{T3 (1)) i€ {1, .., m, P} mix{ T2 (J)(p) | i€ {1,....my}}]

En lo que sigue, dadas dos interpretaciones .J; y .J5, construiremos dos
programas P! y P? a partir de las reglas de P de forma que, para cada
simbolo proposicional p € Ilp, las siguientes desigualdades se satisfagan:

[ Te (J1)(p) — Te (J2)(P)] < [Tpa (J1)(p) — T (2) (p)]
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I TE(J1)(p) — T2 () (P)] < T52(J1)(p) — T (J2) (p)]

Especificamente, partiremos de dos conjuntos P! y P? vacios, y para
cada simbolo proposicional p € Ilp, afiadiremos una regla de [P con cabeza
p a P! asi como una regla de IP con cabeza p, igual o diferente a la anterior,
al programa P?. Seguidamente, realizaremos la construccion del programa

P!, la construccion de P? se realiza de forma anéloga.

Sea p € Ilp y sean J; y J, dos interpretaciones. Ya que el nimero de
reglas de IP es finito, existen 77,745 € I' tales que

T (1)(p) :méX{Tﬁvf(Jﬁ(p) [ie{l...omp}} =Tp ,(1)(p) (317)
Tz(J2)(p) = max{Tg , (J)(p) | i € {1,...,my}} = Tl p(J2)(p) (3.18)

Supongamos que T1 L( L) (p) < T3 p(Jl)( ). Como resultado, de acuer-
do con (3.18), la 51gu1ente cadena de de51gualdades se cumple:

Ty, (2)(p) < méx{Tp (2)(p) | € {1, omp}} = Tp , (J2)(p) < Tp , (J1)(P)

Con lo cual, al ser T (Jg)( ) < T1 (Jg)( ) < T3 ,(J1)(p), podemos

afirmar que
T, (1))~ T, (B)p)| < (T3, ()(p) = T3, (J2)(p)

Afadiremos pues la tinica regla de IP.» con cabeza p al programa P'.
En caso contrario, si T 2 (J2)(p) £ T ’ (J1)(p), ya que < es un orden to-

tal en [0, 1], ha de ser T ’ (Jl)( ) <Tp y (Jg)( ). Por un argumento andlogo
al anterior, haciendo uso de (3 (B.17), se deduce que

TE(R)p) < TL, (1)) < TE, (1))
de donde

T, (@) — T, ()] < 1T, ()0) - TE, (1))

2
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Por lo tanto, en este caso, afiadiremos la tnica regla de P,y con cabeza
palPl.

Procediendo con un razonamiento analogo para cada simbolo propo-
sicional de P, obtenemos un MANLP P! tal que para cada p € IIp existe a

lo sumo una regla con cabeza p en P' y se satisface
T2 (1)(p) = Te (L)) < [T (1)) = Taa(B)(p)] - (3.19)

Asi mismo, es posible obtener un MANLP P? tal que para cada p € IIp

existe a lo sumo una regla con cabeza p en P* y
IT2(J1)(p) — TE(J)(p)| < |TZ(J)(p) — T&(J2)(p)] (3.20)

Ya que (3.19) y (3.20) se cumplen para cada p € 1lp, obtenemos:

1Te (1) = Tp(P)lloe < (1T (S1) = Tpa (o) ]
1T (1) = Te(P)lloe < [1T(N1) — T (o) ]oo

Claramente, por definicién del operador ¢, sendas desigualdades tam-

bién se satisfacen para Tp:

- =1

1o () =T (F)llee < |Tor (o) = Tor (J2)]oc
— =2

=2 —_ 2 2,
| Te (1) =T (So)llee < [[Te2 (1) = T (o)

IN

Estas desigualdades nos llevaran a que la aplicacién Tp es contractiva en
A, como mostramos a continuacion.

De acuerdo con (3.16) y las propiedades de P! y P?, se obtiene que
ITe(T) = Te(P)lloo = mix{ T (1) = T (T2)l ooy | 6" (70) = T2 (72) 1)}
< mix {ITer" (1) = T ()l |ow 152" () = T (T2 }

Segun la definicion de P' y P?, para cada simbolo proposicional p € IIp
hay a lo sumo una regla en P! y una regla en P? con cabeza p. Esto es,
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ambos programas estdn en la situacién del caso base. En consecuencia,
tanto Tpl como Tpﬂ son aplicaciones contractivas en A con constante de
Lipschitz A\%. Considerando la primera componente de Ty y la segunda
componente de Tp2, se deduce entonces que

ITe(h) = Te()lloo < mix {IITpn" (1) = Tpa' (T2l low - 1T (1) = T (T2l o }

< mic |73~ Talloe - X2 |[72 — Talloe - 2}
< méX{‘|Tl_TQ|’mu Hjl—j?‘|00}')‘2

= |71 = Blloc - X

Por lo tanto ¢ es una aplicacién contractiva en A con constante de Lips-
chitz A\?. Aplicando el Teorema del punto fijo de Banach (Teorema [2.5),

concluimos que 7p tiene un tnico punto fijo en A.

Falta ver que Tp tiene un tnico punto fijo en C[0, 1]*. Ahora bien, esto se
deduce trivialmente si todo punto fijo de Tp pertenece a A. Formalmente,
dado un punto fijo I de Tp, veremos que I es un punto fijo de Tp y que
IeA.

Sea I un punto fijo de Tp. Por un lado, ya que Tp(/) = I, considerando
la aplicacién inclusién ¢, se cumple que Tp(I) = «(Tp(I)) = +(I) = I. Con
lo cual I es un punto fijo de Tp. Por otro lado, la desigualdad T3(1)(p) <¢
max{ (9", 9?] | (p <-5"5" B;[',9°]) € P} se verifica para cada p € IIp. Como
resultado I = Tp(I) C Iy, luego por definicién del conjunto A obtenemos
que I € A.

Finalmente, baséndonos en la Proposicion [3.5y en el Teorema se
concluye que el tnico punto fijo de 7y es el tinico modelo estable de P,

como queriamos demostrar. u

Una de las consecuencias més interesantes del Teorema 3.8 es la posi-
bilidad de usar el método constructivo del Teorema del punto fijo de Ba-

nach (Teorema para obtener el tinico punto fijo de Tp, es decir, el tinico
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modelo estable de P. En concreto, el tinico modelo estable de P puede ob-
tenerse iterando el operador de consecuencia inmediata sucesivamente a

partir de la interpretaciéon minima I, una cantidad numerable de veces.

Corolario 3.3. Sea P un MANLP que cumple las hipdtesis del Teorema El
1inico modelo estable de P viene dado por T (1,).

Demostracion. Se sigue de la demostracién del Teorema 3.8y de la del Teo-
rema del punto fijo de Banach (Teorema [2.5). O

Asi mismo, esto nos permite afirmar que, si las hipotesis del Teore-
ma 3.8/ se cumplen, la complejidad computacional del célculo del tnico
modelo estable es la misma que en el caso positivo. Por lo tanto, en este
caso, el uso de negaciones no incrementa la complejidad computacional

de la seméntica del programa légico multiadjunto.

El siguiente ejemplo ilustra el uso del Teorema asi como el célculo
del tnico modelo estable a partir del operador de consecuencia inmediata

y de la interpretacién minima.

Ejemplo 3.7. Sea P el programa l6gico multiadjunto normal definido en el reticu-
lo multiadjunto con negacién (C([0,1]), <c, *, <, &13, <13, &13, 13, "¢ ) COMO
el conjunto formado por las reglas

r1: (D = —eq; [0.7,0.8])

ry: (5423 p; [0.4,0.5])
(p <32 sx—ct; [0.5,0.6])
{(q <31 t*—cp; [0.7,0.9])

rs:

Tq:
Con objeto de aplicar el Teorema[3.8|a IP, comprobaremos que las hipdtesis de dicho

resultado se cumplen, es decir, que la desigualdad

(Sw
()P0 0 (020 (02,0202 o2, ) (02)P G (b ) (92 02, )P <1

Q+1

M;

j=1
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Al Yw

se satisface para cada regla (p <=5"3" qi*- - -*qp*—cqnir*- - -*—eqr; [0, 9%]) € P.

Para la regla ry, es claro que 0.9 < 1. Asi mismo, la regla ry satisface que
05-2-09=09<1
En cuanto a la regla r3, se verifica que
064+05-06=09<1
Por ultimo, para la regla ry:

09+09-0=09<1

Con lo cual, el programa P satisface las hipédtesis del Teorema que nos
asegura que P tiene un 1inico modelo estable. Aiin mds, por el Corolario|3.3| dicho
modelo estable puede calcularse iterando Tp a partir de la interpretacion minima
I, . La siguiente tabla muestra que, en este caso, tres iteraciones del operador de

consecuencia inmediata son suficientes para obtener el vinico modelo estable de P

P q ] t

Iy [0,01 | [0,0] [0,0] [0,0]
Te(I,) || [0.7,0.9] | [0,0] [0,0] [0,0]
TZ(1,) | [0.7,0.9] | [0,0] | [0.05488,0.405] | [0,0]
T3(I,) | [0.7,0.9] | [0,0] | [0.05488,0.405] | [0,0]

Concluimos pues que
T#(11) = {(p,[0.7,0.9]), (¢, [0,0]), (s,[0.05488, 0.405]), (, [0,0])}

es el vinico modelo estable de P. o
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3.4. Coherencia en programas l6gicos multiadjun-

tos con negaciones

Hasta ahora se ha considerado la programacién l6gica multiadjunta
enriquecida con una negacion por defecto. Recordemos que si — es una
negacion por defecto, entonces el valor de verdad de un simbolo propo-
sicional negado —p bajo una interpretaciéon I depende directamente del
valor de verdad del simbolo proposicional p asignado por /. Especifica-
mente, I(—p) =~ I(p).

En esta seccién estamos interesados en incluir ademds una negacion
fuerte. A diferencia de la anterior, si ~ es una negacion fuerte, el valor de
verdad de ~p no puede inferirse a partir del valor de verdad de p. Es im-
portante destacar que, por la naturaleza de la negacién fuerte, ~ p puede
considerarse como un nuevo simbolo proposicional. De esta forma, la sin-
taxis y la semantica de la programacion l6gica multiadjunta normal dada
en la Seccion 3.2| también en valida para programas légicos multiadjuntos

normales enriquecidos con una negacion fuerte.

La idea de la negacioén fuerte es que si un programa légico modeliza
un cierto sistema e I representa el estado del sistema en un instante dado,
los valores I(p) e I(~p) son independientes, y se deducen directamente de
ese estado del sistema[l| Por ejemplo, supongamos que p simboliza la pro-
posicién “estoy de acuerdo con el programa electoral” de un cierto partido
politico y ~p representa “no estoy de acuerdo con el programa electoral”,
siendo sus posibles valores de verdad elementos de [0, 1] que representan
porcentajes. Para un votante I, es 16gico que I(p) e I(~ p) sean indepen-
dientes, en el sentido de que I(p) puede ser igual a 0.2 e I(~p) puede ser
0.1,0.3, 0.6 o cualquier otro valor, independientemente de /(p). La diferen-

cial — I(p) — I(~ p), en caso de ser positiva, podria interpretarse como

1Observar que no se hace uso de la notacién I para I(~p).
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indiferencia o desconocimiento de un fragmento del programa electoral

por parte del votante.

No obstante, la inclusiéon de una negacién fuerte en un marco de pro-
gramacion légica puede dar lugar a incoherencias. Véase, en el ejemplo
anterior, una interpretaciéon que asigne a p y a ~ p el valor 1. Es decir, un
votante que esté totalmente de acuerdo y totalmente en desacuerdo con el
programa electoral del partido. De algtin modo, los valores asignadosa p y
a ~p son contradictorios. Ahora bien, puesto que estamos en un ambiente
multivaluado, es necesario formalizar qué quiere decir que los valores de

verdad de p y ~p sean contradictorios.

Por este motivo, la primera parte de esta seccion estard dedicada a la
definicién de la nocién de coherencia en la programacion l6gica multiad-
junta con negaciones. A continuacién, con el propésito de dilucidar cuanto
de incoherente es una interpretacién incoherente, se propondran diferen-
tes medidas para detectar informacién incoherente en un programa légico

multiadjunto con negaciones.

De aqui en adelante, consideraremos fijados un conjunto de simbolos
proposicionales II y un MANLP P definido en una 2-dlgebra multiadjunta
con dos operadores de negaciéon —y ~, denotada £. Asi mismo, la estructu-
ra algebraica subyacente se dird que es un reticulo multiadjunto con nega-
ciones de la forma (L, <, &1, 41, - - -, &n, <—n, 7, ~). El conjunto de simbo-
los proposicionales que pueden aparecer en IP estard formado por simbolos
proposicionales de II y por sus negaciones mediante ~. Dicho conjunto se
denotara como Litp, y sus elementos ser llaman literales. Esto es, si deno-

tamos por IIp al conjunto de elementos de II que aparecen en P, entonces

LitP:HpU{~p|p€Hp}
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3.4.1. Sobre la nociéon de coherencia

Existen diferentes nociones en la literatura relacionadas con el concepto
de coherencia. En este apartado, estamos interesados en seleccionar la de-
finicién de coherencia que mejor se adapte a la programacion 16gica multi-
adjunta normal. Por lo tanto, en primer lugar, realizamos un andlisis critico
de las definiciones en la bibliografia méds préximas a nuestra idea intuitiva
de coherencia, tales son: la auto-contradiccién en conjuntos difusos [111],
las interpretaciones x-consistentes [97], la consistencia en birreticulos en-

trelazados [53] y las interpretaciones coherentes [86), 88].

A raiz de dicho andlisis, se estudiardn algunas propiedades que nos
permitirdn formalizar el concepto de coherencia para la programacion 16-
gica multiadjunta normal. El estudio presentado en este apartado ha sido
publicado en [22].

3.4.1.1. Auto-contradiccién en conjuntos difusos

Trillas et al. [111] introdujeron la nocién de auto-contradiccién en con-
juntos difusos [123] en base al principio de no contradiccién de la légica
proposicional cldsica. A saber, una proposicién p es auto-contradictoria si
no respeta el principio de no contradiccién, es decir, si la afirmaciéon “p
implica —p” tiene un valor de verdad mayor que 0. Tomando un operador
implicacion < y una negacién involutiva n, Trillas et al. establecieron que
un conjunto difuso p es auto-contradictorio si y solo si n(y) «— =1, 0
equivalentemente ;1 < n(u). Los autores consideran tres tipos diferentes
de auto-contradiccion en [111]], reescritos aqui en el lenguaje de progra-

macion légica multiadjunta normal.

Definicién 3.14. Dada una interpretacion I € ZIp, decimos que:

(1) I es fuertemente auto-contradictoria si I(p) < n(I(p)), para cualquier
negacién involutiva n y para cada p € Tlp.
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(2) I es débilmente auto-contradictoria si I(p) =< n(I(p)), para alguna ne-

gacion involutiva ny para cada p € Ip.

(3) 1 es (n,p)-localmente auto-contradictoria si I(p) < n(I(p)), para algu-
na negacion involutiva n y algin p € 1lp.

La relevancia de estas definiciones reside en la cantidad de trabajos de-
dicados a la auto-contradiccién en conjuntos difusos [111, 112} [113]. Ade-
maés, la nocién de contradiccién también estd presente en el marco de los
conjuntos intuicionistas difusos de Atanassov, donde se han presentado
medidas de auto-contradiccién [15),133]. Asi mismo, una generalizacién de

la nocién de auto-contradiccion puede verse en [10] 11].

En virtud de los trabajos mencionados, que muestran la flexibilidad
del concepto de auto-contradiccion, parece razonable considerar esta idea
como una posible definicién de coherencia en la programacién 16gica mul-

tiadjunta normal.

3.4.1.2. z-consistencia

La nocién de z-consistencia fue presentada por primera vez por Van
Nieuwenborgh et al. [97]. La caracteristica principal de esta definicion es
que permite al usuario elegir, mediante un operador de agregacién, cémo
afectan las incoherencias de cada simbolo proposicional a la coherencia de
la interpretacion. A continuacién, presentamos la nocién de z-consistencia

adaptada al paradigma multiadjunto.

Definicién 3.15. Sea &: L x L — L una t-norma, A, un operador de agregacién
ysean I € Ip y v € L. Consideremos la aplicacion I.: Ilp — L definida como
I(p) = S(I(p) & I(~p)) para cada p € Ip. Decimos que I es z-consistente si y
solosix < A.(Ilp, I..).

Observemos que el uso de un operador de agregacion nos permite ig-

norar la incoherencia de ciertos simbolos proposicionales, asi como dar
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mas peso a la coherencia de algunos simbolos proposicionales frente a la
de otros. Otro aspecto interesante es la posibilidad de elegir una cierta cota
x a partir de la cual una interpretacién deja de ser coherente. Aunque es-
tas propiedades de la nocién de z-consistencia son atractivas, el siguiente
ejemplo muestra que no se trata de una definiciéon adecuada para el en-

torno multiadjunto.

Ejemplo 3.8. Sea P un MANLP definido en el reticulo multiadjunto con negacio-
nes ([0,1], <, &1, 41, - -, &n, $n, 7, ~). Para definir la x-consistencia de una
interpretacion, consideraremos la t-norma de Godel &G, la negacion estdndar g
y el operador de agregacion definido como A.(Ilp, I.) = min{I.(p) | p € IIp}. Da-
da la interpretacion I : Litp — [0, 1] definida como I(l) = 0.5 para cada | € Litp,

calcularemos el mdximo valor x tal que la interpretacion I es consistente.

Para cada simbolo proposicional p € Ilp, se cumple que
I(p) = Ss(I(p) & I(~p)) = 1 —min{0.5,0.5} = 0.5

De donde, A(1lp, I.) = 0.5. Con lo cual el mdximo valor x para el que I es x-

consistente es x = 0.5. 0]

Si prestamos atencion a la sencilla definicién de la interpretaciéon [
del Ejemplo que asigna 0.5 a cada literal, lo esperable es que I sea
1-consistente. Sin embargo,  es a lo sumo 0.5-consistente, luego parece
que la nocién de z-consistencia no es la mds adecuada para el marco de

programacion légica multiadjunta normal.

3.4.1.3. Consistencia en birreticulos entrelazados

Comenzaremos este apartado presentando el concepto de birreticulo,
introducido por Ginsberg [59] 60] como una generalizaciéon de la l6gica
tetravaluada [5, 119]. En particular, estamos interesados en una versiéon

mas restringida de birreticulo, conocido como birreticulo entrelazado.
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Definicion 3.16 ([53]]). La tupla (B, =, =:) compuesta por un conjunto B y

dos drdenes parciales <y, y = es un birreticulo entrelazado si:
(1) (B,=k)y (B, =) forman reticulos completos.

(2) El supremo y el infimo respecto al orden =<, (respectivamente <) es mond-

tono creciente respecto al orden =, (respectivamente <y,).

Por lo general, el orden =<, se conoce como el orden de verdad del birre-
ticulo, mientras <, se denomina orden de conocimiento del mismo. Ahora,
enriqueceremos el birreticulo entrelazado con un tipo especial de negaciéon

llamada conflaccién.

Definicion 3.17 ([53]]). Un birreticulo entrelazado (B, =y, =X;) tiene una con-
flaccion si existe una aplicacion —: B — B tal que:

(1) Sia =<, bentonces —a <), —b.
(2) Sia =<, bentonces y =< ~a.
(3) —~a=a.

Al contrario de lo que uno esperaria de un operador de negacién, una
conflaccién invierte el orden de verdad =; y preserva el orden de conoci-
miento <. Esto implica que uno “conoce” tanto de — a como de a.

Estamos en disposicién de presentar la nocién de consistencia en birre-

ticulos entrelazados con conflaccién, introducida por Fitting [53]].

Definicion 3.18 ([53])). Sea (B, <, =:) un birreticulo entrelazado con conflac-
cion —. Se dice que a € B es consistente si y solo si a <, — a.

Esta definicién puede ser directamente extendida para el conjunto de
interpretaciones de un MANLP, como se muestra a continuacion. A saber,
(B, =k, 2t &1, 41, - - -, &ns» ¢, 7, —) €s un birreticulo multiadjunto con con-
flaccion si (B, <y, <) es un birreticulo entrelazado con conflaccién — y

(B, =¢, &1, 41, - - -, &n, $—n, ) €s un reticulo multiadjunto con negacion.
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Definicién 3.19. Sea P un MANLP definido en el birreticulo multiadjunto con
conflaccion (B, =y, =¢, &1, 41, - - -, &n, $n, —, —) donde (B, <y, <) es un bi-
rreticulo entrelazado con conflaccion —. Una interpretacién I: Ty — B es con-

sistente si I(p) < —1(p) para cada p € lp.

Observemos que la Definiciéon es muy similar a la definicién de
auto-contradiccién débil presentada en la Seccién En efecto, la de-
sigualdad a satisfacer es la misma en ambos casos. La tinica diferencia re-
side en la eleccién de un reticulo o de un birreticulo como la estructura al-
gebraica subyacente del programa. Consecuentemente, podemos afirmar
que, si optamos por esta idea, la eleccién entre estas dos nociones afectara

principalmente a la sintaxis del programa, pero no a la semaéntica.

Ademas, dado un birreticulo entrelazado (B, <, <) con conflaccién -,
es facil ver que (B, <) es un reticulo completo y — es una aplicacién de-
creciente e involutiva en el reticulo (B, <;). Por lo tanto, — sera consistente
siy solo si — es una auto-contradiccién débil en (B, <;). Como resultado,
la nocién de interpretacion consistente en birreticulos puede verse como

un caso particular de auto-contradiccion débil.

3.4.1.4. Coherencia en conjuntos respuesta difusos

La dltima definicién de coherencia que mostraremos en esta secciéon
ha sido presentada recientemente por Madrid y Ojeda-Aciego [86, 88]. Es-
ta nocién se fundamenta en considerar coherente toda interpretacién que
satisfaga la regla: “Si el valor de verdad de un simbolo proposicional p es ¥ en-
tonces el valor de verdad de ~ p es a lo sumo ~(1)”. Con esta definicién, se
permite una posible carencia o pérdida de informacién pero no se permite

un exceso. Formalmente:

Definicién 3.20 ([86]). Dada una interpretacion I € Ip, decimos que I es cohe-
rente si I(~p) < ~ I(p) para todo p € Ilp.
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Una propiedad interesante de esta nocién es que toda interpretaciéon

inferior a una interpretacion coherente también es coherente.

Proposicion 3.7 ([86]). Dadas dos interpretaciones I, J € Ip con I T J, si J es

coherente, entonces I es coherente.

Como consecuencia de la Proposicion si una interpretacion I no
es coherente, entonces la tinica posibilidad es que haya un exceso de in-
formacion, ya que toda interpretacion J tal que I C J también es incohe-
rente. En cuanto a la permisividad de pérdida de informacién, se trata de
una propiedad muy beneficiosa para la semdntica de los programas 16gi-
cos multiadjuntos normales. Por ejemplo, la interpretacion minima 7, que
representa ausencia total de informacién, siempre es coherente. Estas dos
razones nos llevan a afirmar que la Definicién[3.20|se ajusta a nuestra idea
intuitiva de coherencia. Por tltimo, es conveniente destacar que la condi-
cién de coherencia se puede implementar facilmente, ya que se trata de

una simple desigualdad que tan solo depende del operador de negacion.

3.4.1.5. Nocién de coherencia para programas légicos multiadjuntos

normales

La discusion realizada en las secciones previas nos lleva a la conclusion
de que las nociones de auto-contradiccién débil de la Seccién[3.4.1.1]y la de
coherencia de la Seccién son las mas adecuadas para formalizar la
idea de coherencia en un ambiente de programacién légica multiadjunta
normal. Seguidamente, proporcionaremos una serie de razones que nos
permitirdn decantarnos finalmente por una de ellas. En concreto, por la
Definicién

Debido a la importancia de las negaciones débiles (Definicién en
la bibliografia, seria deseable que la definicién de coherencia en el paradig-
ma multiadjunto permitiese la consideracién de este tipo de negaciones y

tuviera sinergia con estas.
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Si analizamos la nocién de coherencia de la Definicién es claro que
podemos hacer uso de negaciones débiles sin ningtin problema. De hecho,

la consideracién de tales negaciones da lugar a una interesante propiedad.

En el trabajo seminal de la nocién de coherencia en conjuntos respuesta
difusos, Madrid y Ojeda-Aciego [86] exponian que una definicién alterna-
tiva para la nocién de coherencia viene dada por la desigualdad dual a
I(~p) = ~1(p), es decir, por la desigualdad I(p) < ~ I(~p). Sin embargo,
los autores desecharon la posibilidad de definir las interpretaciones cohe-
rentes mediante esta tiltima desigualdad, ya que dependiendo del opera-
dor de negacién elegido, una interpretacion puede ser coherente pero no
satisface la desigualdad dual. Por ejemplo, si un operador de negacién ~
satisface ~(~ z) < x para algtin « € L, las interpretaciones coherentes no

cumplen la desigualdad dual.
Ahora bien, si hacemos uso de una negacién débil, entonces la de-
sigualdad I(~p) < ~ I(p) es equivalente a I(p) < ~ I(~p), como muestra

la siguiente proposicion.

Proposicién 3.8. Sea P un MANLP definido en el reticulo multiadjunto con
negaciones (L, =<, &1, 41, ..., &n, <n, 7, ~). Si ~ es una negacion débil, una
interpretacion I € Zp es coherente si y solo si I(p) = ~ I(~p) para cada p € Ilp.

Demostracién. Por definicién, si la interpretacion I es coherente entonces
I(~p) = ~I(p) para cada p € IIp. Con lo cual, al ser ~ decreciente, se ve-
rifica que ~ ~ I(p) = ~ I(~p) para cada p € IIp. Ya que ~ es una negacién

débil, se concluye entonces que
I(p) 2 ~~1(p) 2~ I(~p)

para cada p € Ilp.

Supongamos ahora que [(p) = ~ [(~p) para cada p € IIp. Como ~ es
decreciente, ~ ~ [(~p) < ~ I(p) para cada p € IIp. De donde, ya que ~ es
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una negacion débil, se deduce que
I(~p) 2 A~ 1(~p) X~ 1(p)
para cada p € Ilp. En otras palabras, I es coherente. O

Con lo cual, la nocién de coherencia de la Definicién tiene una
buena sinergia con las negaciones débiles. En cambio, este no es el caso si

hacemos uso del concepto de auto-contradiccion.

A modo de ejemplo, consideremos la negacion n: [0, 1] — [0, 1] defini-
da como:

. 0 siz#0
n(z) =

1 siz=0
Se trata de una negacién débil y claramente no hay interpretaciones auto-
contradictorias aparte de la interpretacién minima. Es decir, no es posible
detectar incoherencias, lo cual no es una propiedad deseable. El principal
inconveniente de la definicién de auto-contradiccién es que no se conside-

ran los valores de verdad de p y ~p simultdneamente.

A continuacién abordaremos también las nociones en debate desde el
punto de vista de los conjuntos intuicionistas difusos de Atanassov [3].

Este tipo de conjuntos se definen en un reticulo completo como sigue:

Definicion 3.21. Sea (L, <) un reticulo completo, n: L — L una negacion in-
volutiva y E un conjunto no vacio. Un conjunto intuicionista difuso A en £

respecto a 1 se define como:

A= {(z,pa(z),va(z)) |z € B}

donde pa(z) < n(va(x)) para cada x € E vy las aplicaciones ua: E — Ly
va: E — Lindican el grado de pertenencia y de no pertenencia de los elementos
de E al conjunto A, respectivamente.
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Tras recordar la definicién de conjunto intuicionista difuso, veremos su
estrecha relacion con la Definicién A saber, dada una interpretacion
I € Ip, definiremos dos funciones de pertenencia jt4 y v4 de forma que /

sea una interpretacién coherente siy solo si A es un conjunto intuicionista.

Especificamente, dada una interpretacion I € Zp, sean jig,v4: Illp — L
las aplicaciones definidas como 4(p) = I(p) y va(p) = I(~p), respectiva-
mente. Notemos que /(p) representa el grado de verdad de p y I(~ p) el
grado de “no-verdad” de p, para cada p € Ilp. Por lo tanto, la definicién de
fay V4 como funciones de pertenencia y no pertenencia, respectivamente,

es razonable.

Asumiendo ahora que el operador ~ asociado al simbolo ~ es involu-
tivo, se puede probar que las desigualdades j4(p) = n(va(p)) e I(~p) =
~ I(p) son equivalentes, de donde se sigue el siguiente resultado.

Proposicién 3.9. Sea P un MANLP definido en un reticulo multiadjunto con
negaciones (L, <, &1, 41, - ., &n, ¢—n, 7, ~). Sea I € Ip y sean las aplicaciones
pa,va: llp — L dadas por pua(p) = 1(p) y va(p) = I(~p), respectivamente. Si

el operador ~ es involutivo, entonces

A= {(p, pa(p),va(p)) | p € p}

es un conjunto intuicionista difuso en Ilp respecto a ~ siy solo si la interpretacion

1 es coherente.

Demostracién. Por definicién, A es un conjunto intuicionista difuso en Ilp
respecto a ~ si y solo si pa(p) < ~va(p) para cada p € Ilp. De acuerdo
con la definicién de los operadores 114 y V4, lo anterior es equivalente a
que I(p) < ~ I(~p) para cada p € IlIp. En otras palabras, A es un conjunto
intuicionista difuso en Ilp respecto a ~ si y solo si la interpretacion I es

coherente. m

Como consecuencia de la Proposiciéon podemos afirmar que la no-
cién de coherencia presentada en la Seccién [3.4.1.4| absorbe la filosofia de
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los conjuntos intuicionistas de Atanassov. Sin embargo, la definicién de
auto-contradiccion no puede relacionarse con los conjuntos intuicionistas
en el mismo sentido, puesto que no contempla a los literales p y ~ p si-
multdneamente. Existen trabajos que relacionan ambos conceptos [15,33],
pero los autores se centran en un problema diferente, sin tener en cuenta
el fundamento 16gico otorgado en la Seccién

Como resultado de la discusién realizada en esta seccion, en particular
de la Proposiciones[3.8y[3.9} concluimos que la mejor opcién para modelar
la idea de coherencia en programacién légica multiadjunta normal es la
nocién de coherencia dada en la Definicién [3.200

3.4.2. Medidas de incoherencia

Una vez definida una nocién adecuada de coherencia para programas
l6gicos multiadjuntos normales, para concluir este capitulo, presentare-
mos diferentes medidas para detectar la informacién incoherente conteni-
da en un MANLP. Estas medidas, publicadas en [23], permitirdn evaluar
la calidad del sistema de conocimiento a partir del que surge el MANLP,
valorando asi mismo la fiabilidad de las consecuencias derivadas del mis-

mo.

Antes de comenzar, incluiremos una versiéon ampliada de la Defini-
cién 3.20} detallando qué entendemos por simbolo proposicional coheren-
te y por un MANLP coherente. De aqui en adelante consideraremos fi-
jado un MANLP P definido en un reticulo multiadjunto con negaciones
L= (L,=2,&1, 41, -, &ns 0y ~).

Definicién 3.22. Dada una interpretacion I € ZIp, decimos que:

» p € IIp es un simbolo proposicional coherente respecto a I si I(~p) <

~ I(p). En otro caso, se dird que p es incoherente respecto a /.

» [ es una interpretacion coherente si I(~p) < ~ I(p) para cada p € Ilp.
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m P es coherente si existe al menos un modelo coherente de IP.

Observemos que, por la Proposicién 3.7, se deduce que si P tiene mo-
delo minimo, entonces [P es coherente si y solo si su modelo minimo es

coherente.

La mencionada proposicién nos da una idea clara de cémo se distribu-
yen las interpretaciones coherentes e incoherentes en el conjunto de inter-
pretaciones Zp. Antes de presentar formalmente la estructura algebraica
de Zp, denotaremos por Cp y Cp al conjunto de interpretaciones coherentes
y al conjunto de interpretaciones incoherentes de Zp, respectivamente, esto

es,

Cp = {I€Zp|I(~p) X~I(p) paracadap € Ilp}

Cp = {I€Zp|I(~p) A ~I(p) paraalgtnp € Ilp}

La siguiente proposicién muestra que el orden C proporciona tanto a Cp

como a Cp estructura de semirreticulo.

Proposicién 3.10. Las siquientes afirmaciones se satisfacen:

(1) (Cp, C) es un semirreticulo inferior.

(2) (Cp, C) es un semirreticulo superior.
Demostracion.

(1) SeaZ C Cp una familia arbitraria de interpretaciones coherentes. Por
la Proposicion2.15] (Zp, ) forma un reticulo completo, luego existe
el infimo del conjunto Z, que denotaremos como J € Zp. Veamos que
J € Cp, concluyendo asi que (Cp, C) forma un semirreticulo inferior.
En otras palabras, hemos de ver que J(~p) = ~ J(p) para cada p €
IIp.
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()

Sea p € Ilp. Por definicién de infimo y dado que Z C Cp, para cada
I € 7 se cumple que J(~ p) = I(~p) = ~I(p). Esto implica que
J(~p) es cota inferior del conjunto {~ I(p) | I € Z}, por lo tanto

J(~p) = N\~ 1(p)
Iez
Ahora bien, ya que J(p) < I(p) para cada I € Z, al ser ~ mon6to-
na decreciente, se verifica que ~I(p) < ~ J(p) para cada I € Z. Se

concluye entonces que

J(~p) = N\~ 1(p) 2~ J(p)

1€l

Sea Z C Cp una familia arbitraria de interpretaciones incoherentes, y
denotemos como J € Zp al supremo de dicha familia. Veamos que .J
es incoherente, concluyendo asi que (Cp, C) forma un semirreticulo

superior.

Dado I € 7, sea p € Il uno de los simbolos proposicionales que
hacen que I sea incoherente, es decir, se verifica I(~ p) A ~I(p).
Veamos que J(~p) Z ~ J(p).

Por definicién de supremo, I(~ p) = J(~ p), con lo cual se deduce
que J(~p) A ~I(p). AGtn més, ya que I C J, se cumple que /(p) <
J(p), luego ~ J(p) < ~ I(p). Esto implica que J(~p) A ~ J(p), como
queriamos demostrar. O

Vale la pena mencionar que conocer la estructura algebraica del con-

junto de interpretaciones coherentes y del conjunto de interpretaciones

incoherentes reduce considerablemente el tiempo computacional de una

medida de incoherencia e incrementa por tanto su eficiencia.

Madrid y Ojeda-Aciego [88] presentaron recientemente un interesan-

te estudio sobre medidas de incoherencia en programas l6gicos multiad-

juntos con negacion fuerte. Especificamente, los autores miden el grado
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de incoherencia de un simbolo proposicional considerando tinicamente su
negacion, y para ello, haciendo uso de una medida de informacion [88, Defi-
nicién 7] para asignar un valor real positivo a cada elemento del reticulo
multiadjunto subyacente. En esta seccién, estamos interesados en definir
medidas de coherencia directamente a partir del reticulo dado, sin necesi-

dad de considerar ninguna funcién extra.

Nuestra primera propuesta de medida de incoherencia para MANLPs
obvia el significado de simbolo proposicional coherente. En particular, se
trata de la proporcion de simbolos proposicionales incoherentes en Ilp.

Definicion 3.23. La medida de incoherencia M, : Ip — R se define como:

My ([) = AE}E}’I)

siendo N'Z(I) el niimero de simbolos proposicionales incoherentes respecto a 1.

La medida M, es similar a la medida Z¢ introducida en [88]. El prin-
cipal inconveniente de M, es que no tiene en cuenta en qué medida un
simbolo proposicional es incoherente. Por ejemplo, dadas dos interpreta-
ciones I,.J € Zp con M;(I) = M;(J), la definicién anterior no permite
saber si, dado un simbolo proposicional p € Ilp, p es mds incoherente res-
pecto a I o respecto a J.

A fin de definir una medida de incoherencia capaz de ofrecer infor-
macién sobre el grado de incoherencia de los simbolos proposicionales,
definiremos el conjunto de pares coherentes del reticulo £. Dicho conjunto
serd denotado Ay y se define como sigue:

Ae={(z,y) e LxL|y=<~uz}

Notemos que el conjunto Ag contiene todos los posibles valores que
puede contener una interpretacion coherente, es decir, los pares que una
interpretacion coherente puede asignar a (p, ~ p). Atin més, podemos ca-

racterizar las interpretaciones coherentes a través de Ag.
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Proposicion 3.11 ([88]). Sea I € Zp. Entonces, I es coherente si y solo si
(I(p),I(~p)) € Ag para cada p € Ilp.

De acuerdo con la Proposicion medir la coherencia de una inter-
pretacion es equivalente a medir la coherencia de los elementos de L x L,
es decir, a medir la distancia entre los elementos de L x L y el conjunto Ag.
En este sentido, centraremos las siguientes lineas en proponer funciones

que nos permitan medir dicha distancia convenientemente.

Sea d la distancia geodésica del diagrama de Hasse del reticulo £, en el
sentido de la Definicién Una posible definiciéon de distancia entre un

elemento (a,b) € L x Ly el conjunto A, viene dada por:
dl((aa b)v AL‘) = d(ba r;(a)) (321)

En lineas generales, la distancia d; cuantifica cudnto ha de ser “reduci-
do” b para que el par (a,b) pertenezca a A¢. En efecto, la definiciéon de d;
tiene sentido, ya que el par (a, ~(a)) pertenece a A para cada ¢ € L. Atn
mas, ~(a) es el mayor valor tal que (a,~(a)) € Ag.

Pese a ello, d; tan solo tiene sentido para aquellos pares que no perte-
necen a Ag. De hecho, si (a,b) € Ag con b # ~(a), por ser d una distancia,
se obtiene que d;((a,c),Ag) > 0.

Lo esperable es que la distancia de un par (a, b) € Ag al conjunto A sea
0, luego la medida d; debe ser mejorada. Un resultado similar se obtiene

si se considera la distancia dy definida como:
dy((a,b), Ae) = d(z, a) (3.22)

siendo z, = inf{z € L | ~z < b}. Cabe destacar que, al ser ~ una ne-

gacién no necesariamente involutiva, la definicién de z, es necesaria (ver

Figura 3.1).

Observemos que la idea intuitiva de la distancia d; es medir cuanto se

debe reducir el elemento b para que (a, b) sea un par coherente, mientras
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a,~a)
[ ]

Figura 3.1: Definicién de z;, en la distancia ds.

que dy mide cuanto ha de reducirse a para que (a, b) sea un par coherente.
De esta forma, nuestra propuesta para medir el grado de incoherencia de

un par (a,b) € L x L es una combinacién de las aplicaciones d; y d».

Concretamente, el grado de incoherencia de un par (a,b) € L x L se

define como:
da((a,b), Ag) = nf{d((a,b), (c,d)) | 2o 2 c 2 a,d = ~c} (3.23)

Es facil ver que, como se pretendia, d((a,b), Ag) = 0si (a,b) € Ag.

A partir de la medida de incoherencia para pares dada por dg, existen
varias formas de definir el grado de incoherencia de una interpretacién.
Hemos elegido las dos siguientes debido a su simplicidad y utilidad: la
medida M, toma el maximo grado de incoherencia de los simbolos pro-
posicionales mientras la medida M3 indica el valor medio de incoherencia

de los simbolos proposicionales. Formalmente:

My(I) = méx{da((I(p), I(~p)),Ae) | p € 1lp}

Zpenn;, dG(([(p)v [(Np))v AS)

M?)(I) = |H]P’|

110



3.4. COHERENCIA EN PROG. LOG. MULTIADJUNTOS CON NEGACIONES

A raiz de las medidas de incoherencia M; (1), M2 (I) y M3(I) para in-
terpretaciones, es posible definir la medida de incoherencia de un MANLP
PP. En particular, para cada i € {1, 2, 3}, la medida de incoherencia de IP vie-

ne dada por

M (P) = inf{M;(I) | I es un modelo de P}

Claramente, si P tiene un modelo minimo, por la Proposicién las
medidas de incoherencia previas se pueden definir como M (P) = M, (Mp),

i € {1,2,3}, siendo Mp el modelo minimo de P.

A continuacién, incluimos un ejemplo para ilustrar las medidas de in-
coherencia presentadas en esta seccion. Por simplicidad, consideraremos
un MANLP con un tinico par adjunto. Veremos en primer lugar que di-
cho MANLP es coherente, siendo las medidas M;, M, y Mj igual a cero,
como uno esperaria. Posteriormente, afiadiremos una regla al programa y

veremos que pasa a ser incoherente.

Ejemplo 3.9. Sea (L, =, &, «,—,~) el reticulo multiadjunto con negaciones
compuesto por el reticulo completo (L, <) dado en la Figura[3.2y el par adjuntd]
(&, <) definido como z &y = nf{x,y}, 26~z = Tsiz 2 zyz&x = zen
otro caso, para x,y, z € L; y los operadores de negacién —,~: L — L mostrados
en la Figura que jugardn el papel de negacion por defecto y negacion fuerte,
respectivamente.

Sea P el MANLP definido en (L, <, &, <, -, ~) como:

P q&—(~r); b)
~p 15 d)

T -

To :

r<«T; f)
s+ T;d)

(
(

r3: (q < s; €)
ry:
(

Ts -

2Observar que se trata de un par adjunto por ser (L, <) un reticulo distributivo.
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Figura 3.2: Definicién del reticulo (L, <).

(L if =T

. {J_ifxﬁd g if d=z=a
r = . .
T if z<d ~r=4¢0b if xz=e
c it z=

| T if x=<yg

Figura 3.3: Definicion de las negaciones —y ~.
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Se puede ver que P tiene un modelo minimo Mp, definido como sigue:

Mp(p) =e Mp(~p) = f
Mp(q) = Mp(~q) =L
Mp(r) = f Mp(~r) =L
Mp(s) =d Mp(~s) =1

Claramente, los simbolos proposicionales p, q,r, s son coherentes respecto a
Mp, puesto que Mp(~ x) = ~ Mp(x) para cada v € {p,q,r,s}. Por lo tanto,
se concluye que Mp es una interpretacion coherente, de donde se sigue que el
MANLP P es coherente. En efecto, realizando los cdlculos pertinentes, se obtiene
que M (P) = My(PP) = M3(P) = 0.

Ahora, consideremos el programa P complementado con la regla r} : (p «
r; f). El nuevo MANLP se denotard P*. En este caso, el modelo minimo de P*
existe, denotado Mp-, y viene dado por

Mp-(p) = d Mg (~p) = f
Mp-(q) = e Mp<(~q) = L
Mp-(r) = f Mp-(~7) = L
Mp(s) =d Mp«(~s) =1

Ya que Mp-(~p) = f A g = ~(d) = ~ Mp«(p), podemos afirmar que se trata de
una interpretacion que no es coherente, de acuerdo con la Definicién [3.22]

Observemos que (Mp+(p), Mp«(~p)) = (d, f) es el tinico par que no pertenece
a Ag. Con lo cual, para calcular las medidas de incoherencia My (P*) y My (PP*),
tan solo hemos de realizar el computo del valor de((d, f), Ag).

Como 2y, (~p)y = 2f = f{z € L | ~ 2 = f} = d, aplicando la definicién de
d¢ dada por (3.23)), obtenemos que

do((d, f),Ac) = Wf{d((d, f),(d,z)) | z = ~(d)}
= mf{d((d, f), (d, 9)),d((d, f),(d, L))} = Inf{1,2} =1
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Finalmente, considerando la definicion de las medidas M;, My y M3, se concluye
que

1

Mi(P*) = My(Me) = =0.25

M,y (P*) = My(Mp) = méx{1,0,0,0} =1
1

La medida de incoherencia M, indica que el porcentaje de simbolos proposiciona-
les incoherentes en el programa P* es 25 %, ya que |llp| = 4, se deduce entonces
que solo hay un simbolo proposicional incoherente. Por su parte, las medidas M,
y M nos dan informacién de la medida en la que dicho simbolo proposicional es
incoherente. Especificamente, ya que My(P*) = 1, obtenemos que los simbolos
proposicionales de P* son o bien coherentes o bien vecinos de simbolos proposicio-
nales coherentes. Por iiltimo, dado que M3(IP*) = 0.25, obtenemos que, en media,
los simbolos proposicionales de P estdn cerca de ser coherentes. &
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Capitulo 4

Extensiones y relaciones de la
programacion l6gica multiadjunta

con negaciones

Las dos cualidades principales de un lenguaje de programacion légica
son su expresividad y su sencillez. La expresividad de un lenguaje deter-
mina a fin de cuentas su utilidad. A mayor expresividad, mayor flexibili-
dad y mayor rango de situaciones que pueden interpretarse en términos
del lenguaje. En otras palabras, un lenguaje expresivamente pobre es un
lenguaje inttil en la préctica. Por su parte, la sencillez de un lenguaje deli-
mita su efectividad. Desde un punto de vista computacional, cuantos mas
elementos se afiadan a un programa légico, mas compleja sera la defini-

cion de su semantica.

En este capitulo, expandiremos la potencia expresiva de los programas
16gicos multiadjuntos normales, admitiendo que el agregador en el cuerpo
de las reglas tenga componentes monétonas decrecientes e incluyendo un
tipo especial de reglas llamadas restricciones. En particular, esto permitira

la consideracién de varias negaciones por defecto en la misma regla.



CAPITULO 4. EXTENSIONES Y RELACIONES DE MALP CON NEGACIONES

A continuacién, llevaremos los programas asi definidos, denominados
programas légicos multiadjuntos extendidos, a la menor expresion sin-
tactica posible que conserve su semdntica. Es decir, obtendremos un pro-
grama légico mds simple desde un prisma sintactico, pero con la misma

semdntica que el programa original.

Para concluir el capitulo, se relacionard un entorno de programacién
l6gica sintdcticamente sencillo, conocido como programaciéon légica na-
cleo de conjuntos respuesta difusos, con la programacién légica multiad-
junta normal, proporcionando un método para obtener programas multi-
adjuntos semdnticamente equivalentes. De esta forma, se posibilita el uso
de los resultados de existencia y unicidad de modelos estables mostrados
en la Seccién [3.3|para los programas 16gicos nticleo de conjuntos respuesta

difusos.

4.1. Programacion légica multiadjunta extendi-
da

En las aplicaciones précticas, es frecuente encontrar ciertos atributos,
propiedades o caracteristicas cuyo valor de verdad no puede superar un
cierto umbral. En efecto, si una propiedad puede expresarse como una
férmula B, la situacién anterior puede modelarse en un programa légico
mediante el uso de un tipo especial de regla. Especificamente, dado un
programa légico P, una férmula B y una cota ¢ € L, deseamos que se

cumpla la desigualdad M(B) < ¢ para cada modelo M de P.

Con objeto de reproducir esta condicién en un ambiente de programa-
ci6én légica multiadjunta, proponemos la inclusién de la regla (c <—; B; T)
en el programa, siendo (&;, <-;) uno de los pares adjuntos del reticulo sub-
yacente. Este tipo de reglas, en el que un elemento del soporte del reticulo

aparece en la cabeza de la regla, se conoce usualmente como restriccién.
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Por otro lado, de acuerdo con la filosofia multiadjunta, uno espera que
aparezcan diferentes operadores de negacion en el cuerpo de las reglas de
un MANLP. Esta intuicién se hard verosimil mediante el uso de un tipo
especial de agregador en el cuerpo de las reglas, cuyos argumentos son

monoétonos crecientes o decrecientes.

En lo que sigue, introduciremos la sintaxis y la seméntica de los pro-
gramas l6gicos multiadjuntos extendidos, presentados en [26], incluyendo
tanto restricciones como agregadores con argumentos crecientes y decre-
cientes. Dichos operadores se denominan agregadores extendidos y se de-

finen formalmente a continuacion.

Definicién 4.1. Sea (L, =) un reticulo completo. Un agregador extendido es
una aplicacion Q°: L™ — L monétona creciente en las primeras m componentes
y mondtona decreciente en las iiltimas n — m componentes, con m,n € N. La

imagen de un elemento (x1,...,x,) € L™ bajo Q¢ se denotard como
Q%xy, ..oy @) = Q% Xy, oo T Tty - -+ T

Un reticulo multiadjunto (L, =, &1, 41, ..., &n, ) enriquecido con una
familia de agregadores extendidos Qf, ... Qf, se denominard reticulo multiad-
junto extendido, y se denotard (L, <, &1, 41, .., &n, ¢, @, ..., QF).

El empleo de un reticulo multiadjunto extendido y la inclusién de res-
tricciones caracterizan la sintaxis de los programas légicos multiadjuntos

extendidos.

Definicion 4.2. Sea (L, =, &1, 41, .- ., &n, <, Q5, ..., Q%) un reticulo multi-
adjunto extendido. Un programa légico multiadjunto extendido P* (EMALP,
del inglés, extended multi-adjoint logic program) es un conjunto finito de reglas

ponderadas de la forma

(p =i Q°p1, ..., D Dt - - - Pu)s U)
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y restricciones de la forma

<C A @e[pl’ -y Pmiy Pm41, - - - 7pn]; T>

donde i € {1,...,n}, @ e {@.‘f,..., .z}, v,c € Lyp,pr,...,pn € 1l con
Dsy 7 Dsy, para todo sy, so € {1,...,n}, con s; # sa.

Veamos que la Definicion#.2]recoge las ideas esbozadas al comienzo de
esta seccion, esto es, las restricciones imponen una cota superior al cuerpo
y los agregadores extendidos permiten la coexistencia de varias negacio-

nes por defecto.

» Por un lado, supongamos que una interpretaciéon / de un EMALP
[P satisface la regla (¢ <—; B; T). Como resultado, la desigualdad
T =< I(c +; B) se satisface, 0 equivalentemente, por la propiedad
de adjuncioén, I (B) &T < e Ya que T es el elemento neutro de &

obtenemos que /(B) < c.

Con lo cual, la inclusién de la restriccion (¢ <—; B; T) en P nos ase-

gura que, en particular, todo modelo M de PP verifica la desigualdad

~

M(B) < c.

= Por otro lado, sea {~,..., ,_,»} un conjunto de negaciones y su-

pongamos que deseamos incluir en un EMALP P la regla
(p =i Qlp1, ..o, Py 1Pt 15+ -+ TnemPal; V)
Definiendo el operador @°: L" — L como
@e[xl, e T Ty ] = Q21 -+ Ty 1Tty - - - > "]

es claro que @Q° es mondétono creciente en las primeras m componen-

tes y monétono decreciente en las tltimas n — m componentes. En
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otras palabras, @° es un agregador extendido, luego podemos incluir

en [P la regla

(p =i Q%p1, ..., D Dt - - - Pu); V)

que es semejante a la original.

Auln mas, los agregadores extendidos permiten la composicién ar-
bitraria de operadores mondétonos, tanto crecientes como decrecien-

tes. En particular, permiten el uso de negaciones anidadas, como

%3 ;‘1 ;'1-

A continuacioén, desarrollaremos un ejemplo contextualizado para ilus-
trar la capacidad expresiva de los programas 16gicos multiadjuntos exten-
didos.

Ejemplo 4.1. Un grupo de expertos ha determinado que controlar el nivel de
agua, el nivel de aceite y la temperatura de un motor es crucial para asegurar que
funcione adecuadamente. Especificamente, los expertos han llegado a las siquien-

tes conclusiones:

(a) El nivel de agua y el nivel de aceite tienen una incidencia directa en la
temperatura del motor. Concretamente, si el nivel de cualquiera de estos
es bajo, la temperatura del motor aumenta considerablemente, siendo mds

perjudicial para el motor la falta de agua que la falta de aceite.

(b) El nivel de aceite asi como la temperatura del motor han de ser controladas,
pues en caso de que el valor de ambos sea alto, el motor se para.

Sean w, o0,t € [0, 1] variables que representan el nivel de agua, el nivel de aceite y
la temperatura del motor, respectivamente. A saber, el valor de estas variables es
cercano a 1 (respectivamente 0) si el atributo correspondiente presenta un valor
alto (respectivamente bajo).
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Observemos que el comportamiento detallado en (a) puede modelarse a través

de la siguiente regla ponderada:
(t <—p méax{—g0, yw};0.9)

siendo las negaciones —g y —y la negacioén estindar y la negacion de Yager, res-

pectivamente.

Analicemos la regla anterior. En primer lugar, la regla tiene un peso elevado
debido a que el nivel de agua y el nivel de aceite tienen un alto impacto en la
temperatura del motor, de acuerdo con (a). Ademds, hacemos uso de diferentes
negaciones para modelar la intensidad de dicho impacto, por ser mayor en el caso
del nivel de agua que en el nivel de aceite. En efecto, Sgr < Yy, para cada
x € [0, 1]. Finalmente, ya que es suficiente que el nivel de uno de ellos sea bajo
para dar lugar a un incremento en la temperatura del motor, utilizamos el mdximo

de los valores —g 0y —y w.
s

En cuanto al comportamiento comentado en (b), dado que el motor no puede
trabajar con un nivel alto de aceite y una temperatura alta, podemos emplear la
siguiente restriccion:

(0.8 <+po&pt;l)

Ast, el valor 0.8 actiia como cota superior de la conjuncion, impidiendo que el nivel
de aceite y la temperatura del motor sean altos simultdneamente. En este caso,
hemos seleccionado el operador & p para representar la conjuncion del lenguaje
natural, con objeto de tener en cuenta los valores, tanto del nivel de aceite como

de la temperatura, y hacerlo con la misma importancia. &

La semantica de los programas l6gicos multiadjuntos extendidos se de-
fine en términos muy similares a la de los programas 16gicos multiadjun-
tos normales. En particular, estd basada en la seméntica de los modelos
estables. Habitualmente, denotaremos cada interpretacién de un EMALP
IP¢ de la forma /¢, y al conjunto de interpretaciones como Zpe. Las nociones

de satisfacibilidad y modelo vienen dadas como sigue.

120



4.1. PROGRAMACION LOGICA MULTIADJUNTA EXTENDIDA

Definicién 4.3. Dado un EMALP P° y una interpretacion 1¢ € Ipe, decimos
que:

(1) I° satisface una regla (p <—; Q°[p1, ..., Pwm;Pmt1,-- -, Dn); V) si
v j Ie (p A @e[pb <oy Pmi Pm+1,y - - >pn])-

(2) I¢ satisface una restriccion (¢ <—; Q°[py, ... DmiPmits-- -, Pn); V) i
9 = e I (Qpy, .o, Py P - - - Pl)-

(3) I¢ es un modelo de P° si 1° satisface todas las reglas ponderadas y restric-
ciones de P°.

Asi como en el caso de MANLPs, el concepto de modelo estable de un
EMALP estd basado en el reducto Gelfond-Lifschitz. En este caso, dada
una interpretacion /¢, en cada regla del EMALP sustituiremos los atomos
que aparecen en una componente mondtona decreciente del agregador ex-

tendido del cuerpo por el valor dado por la interpretacién /°.

Definicién 4.4. Sea P un EMALP e I¢ € Zp.. El reducto de IP° con respecto a
la interpretacion ¢, denotado PS., es el programa légico multiadjunto obtenido
al sustituir cada regla en P¢ de la formd|

(I = Q°[py, ..., Dm; Pmt1s - Pu)i V)

conl € I1U L, por la regla

(I <= Q%lp1y- -y Pm); 0)

donde el operador @¢e: L™ — L viene dado por

@efe[xl, e T) = @e[ml, s T I (Pms1), - - I9(pn)] 4.1)

para cada x1, ...,z € L.

IComo | € TTU L, esta transformacién es vélida tanto para reglas ponderadas como

para restricciones.
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Observar que como @° es monétono creciente en las primeras m com-

ponentes, @, también lo es, luego el MALP P¥. esta bien definido.

Aligual que en la programacién l6gica multiadjunta normal, el reducto
de un EMALP esta estrechamente relacionado con los modelos del progra-

ma.

Proposicion 4.1. Sea P° un EMALP. Dada una interpretacion 1° € Zpe, se

cumple que 1¢ es un modelo de P si y solo si 1¢ es un modelo de IP5..
Demostracién. La demostracion es andloga a la de la Proposiciéon O

Los modelos estables de un EMALP se definen como sigue.

Definicién 4.5. Sea P° un EMALP. Dada una interpretacion 1° € Ipe, se dice

que 1¢ es un modelo estable de IP° si ¢ es el modelo minimo del reducto PS..

Como se puede esperar, la Proposicion 3.4 también se satisface para los

programas légicos multiadjuntos extendidos.

Proposicién 4.2. Todo modelo estable de un EMALP P es un modelo minimal
de IP°.

Demostracién. Aplicando la Proposicién 4.1y teniendo en cuenta que las
ultimas n — m componentes de un agregador extendido son mondétonas
decrecientes, la prueba se sigue de forma analoga a la de la Proposicion[3.4]

O

El siguiente ejemplo ilustra la sintaxis y la semdntica de los progra-
mas légicos multiadjuntos extendidos. En este caso, a diferencia del Ejem-

plo se desarrollard desde un punto de vista abstracto.
Ejemplo 4.2. Consideremos el reticulo multiadjunto extendido
([07 1]7§7&G7<_G7&P7<_P7&£7%£7@§7@§7@§7 Za@g)

122



4.1. PROGRAMACION LOGICA MULTIADJUNTA EXTENDIDA

siendo @ﬁ, @5, @g, @Z, @g 0, 1]* — [0, 1] los agregadores extendidos definidos
como sigue:

@.i[x,y;z,w] = min{quﬁ,l}
@S[x,y;z,w] = max{Tg 2z, "y w}
A5lwy, 0] = sy

@Z[x,y,z,w] =1

@E[x, y,z,w] = méx{z,0.7}

Analicemos la forma de los cinco agregadores extendidos. En primer lugar, @-f
y @5 son crecientes en los dos primeros argumentos y decrecientes en el tercero y
el cuarto. Por su parte, @g es decreciente en la sequnda componente, y dado que
el resto de variables no aparece en su definicion, podemos tomar el simbolo “;”
entre las variables x e y. Asi mismo, podemos asumir que @j y @g son crecientes
en todas sus componentes. Como resultado, con objeto de simplificar la notacion,
hemos escrito [x,y, z,w] en lugar de [z, y, z, w;].

Dicho esto, sea P© el EMALP dado a continuacion, formado por cuatro reglas
ponderadas y una restriccion.

Tf : <p <P @i[paqasat] 3 O5> TZ : <S Ae @i[pu(bsat] 3 08>
5t (g <p Q3lp,q;s,t] ; 0.6) 15 (t < Q5[p,q,s,t]; 0.8)
rs: (0.7 < Q§[p; q, s,t]; 1)

Notemos que aunque las reglas r$ y r§ representan un comportamiento cre-
ciente respecto a p y q y decreciente respecto a s y t, el cuerpo de la regla r§
contempla el uso de dos negaciones diferentes, -5 y =y, mientras el cuerpo de
r{ no puede expresarse en términos de negaciones. Por otro lado, cabe destacar
el paper que juega la regla v en cuanto al valor que recibe q en los modelos de
Pe. A saber, por la propiedad de adjuncion y al ser 1 el elemento neutro de &,
cualquier interpretacion M° que satisfaga la regla r§ en P verifica la desigualdad
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0.3 < M¢®(q). Con lo cual, la regla r§ exige que la evaluacién de q en cualquier
modelo de P° sea mayor o igual que 0.3.

Veamos ahora que la interpretacion M€ = {(p,0.25), (¢,0.4), (s,0.9), (¢,0.85)}
es un modelo de P¢. Para la regla r$, se obtiene que

Me ( p <p min $,1 = M°®(p)<pmin M*(q) ,1
s+1+0.1 Me(s) + Me(t) + 0.1

. 0.4
= 0.25¢pmin { 0.9+ 0.85+ 0.1 1}

= 0.25<p0216=1

Por lo tanto 0.5 < Me¢ (p <—p min {ﬁ, 1}), es decir, M® satisface la regla

rS. Ahora, para la regla r$, la siguiente cadena de igualdades se cumple

~

Me(q <—p méx{—gs, ~yt}) = M°(q) <pméx{-g M (s), ~y M(t)}
= 0.4<pmax{-50.9,7y 0.85}
v111 8

— 04 — ~ 0.76
P90 V111

Consecuentemente 0.6 < M¢(q +p max{—gs, ~yt}), luego M satisface la regla

rs. Avin mds, dado que 0.3 < 0.4 = M*(q), entonces M° también satisface la
restriccion r§. De forma similar, ya que 0.8 < 0.9 = M¢(s), M* satisface la
regla r§. Finalmente, de acuerdo con los siguientes cdlculos, la regla rg también se

satisface.

~

Me(t <—c max{s,0.7}) = M°(t)<-cmax{M(s),0.7}
= 0.85¢cméx{0.9,0.7}
= 0.85¢-50.9=0.85

Con lo cual, se concluye que M*° satisface todas las reglas de P, esto es, se trata de
un modelo de P°. Sin embargo, se puede comprobar que no es un modelo minimal
de IP¢. Por ejemplo, la interpretacion N© = {(p, &), (¢,0.36), (s,0.8), (¢,0.8)} es
otro modelo de P y claramente N° T M?¢. De donde, por la Proposicion se
deduce que M° no es un modelo estable de P°.
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En el resto del ejemplo veremos que N° no es un modelo cualquiera de P, sino
un modelo estable. Esto es, veremos que N° es el modelo minimo del reducto de P°

con respecto a N¢, denotado IPy;., que consiste en las reglas
r¢" . {p <p min {ﬁ, 1}; 05) 1§ : (s+¢g1;08)
r$" (g <p max{0.2,0.6}; 0.6) re (¢ méax{s,0.7}; 0.8)
s (0.7 1 0.64; 1)
Al ser Py un MALDP, aplicando el Teorema|3.3| el modelo minimo de P4 coincide

con el punto fijo minimo de Tp: . Ademds, puesto que todos los operadores del

reticulo
([07 1]7 Sa &G> <G &P7 <p, &£> A ) @i @gv @§> @Za @g)

son continuos, también lo serd Tpe ., luego por el Teorema 3.4 el modelo minimo

de Py puede obtenerse iterando Tp _ a partir de la interpretacion minima I, =
Ne

{(p,0),(¢,0),(5,0), (t,0)}.

D q S t
I 0 0 0 0

Tee (IL) | 0 |0.36]0.8]0.7
T2 (1L) | 90| 0.36 | 0.8 | 0.8
TE (1) || 95| 0.36 | 0.8 0.8
T (I.) | 95| 0.36 | 0.8 | 0.8

Tras cuatro iteraciones del operador de consecuencia inmediata, se comprueba que
N¢ es el modelo minimo de PS;., luego se trata de un modelo estable de IP°. &

4.2. Simplificando los programas légicos multi-

adjuntos extendidos

En esta seccién nos marcaremos el siguiente objetivo: transformar un

programa légico multiadjunto extendido en un programa légico que sea
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sencillo desde un punto de vista sintctico y que sea semdnticamente equi-
valente al original. Para alcanzar nuestro propésito, nos centraremos en la
programacion légica niicleo de conjuntos respuesta difusos. Este ambiente
de programacion légica fue introducido en [66] como un lenguaje sencillo
y compacto capaz de simular una gran variedad de teorias de programa-
cién légica de conjuntos respuesta difusos existentes en la literatura, tales
como [14} 35} 182} 184} 97, (102} 120, 121].

El proceso de transformacion se divide en tres etapas:

(a) En primer lugar, pasaremos de un EMALP a un EMALP sin restric-

ciones cuyos modelos estables coinciden.

(b) Posteriormente, dado un EMALP sin restricciones, obtendremos un

MANLP seméanticamente equivalente.

(c) Finalmente, pasaremos de un MANLP arbitrario a un programa 16-
gico nucleo de conjuntos respuesta difusos tales que sus conjuntos
respuesta se corresponden univocamente con los modelos estables
del MANLP.

Gracias a esta simplificacion sintactica, es posible beneficiarse de la ex-
presividad de los programas 16gicos multiadjuntos extendidos y al mismo
tiempo trabajar computacionalmente en un marco més simple, ganando
en efectividad. Parte de los resultados mostrados en esta seccién han sido

publicados en [26]].

4.2.1. Programacion légica nicleo de conjuntos respuesta

difusos

En lo que sigue, recordaremos la sintaxis y la seméntica de los progra-
mas légicos ntcleo de conjuntos respuesta difusos [66]. Para comenzar,

introduciremos el concepto de literal ntcleo.
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Definicion 4.6. Sea A un conjunto, (L, =) un reticulo completo y — una nega-
cion. Un literal nacleo es un elemento de la clausura inductiva de AW L en el
dlgebra (L, —).

En otras palabras, un literal nticleo es un elemento de A, un valor de L
o una formula de la forma —I[, siendo [ un literal nicleo. De acuerdo con
la nomenclatura del articulo seminal [66], nos referiremos a los elementos
de A como dtomos, y a los literales de la forma —/ como literales negados.
Cabe destacar que los a&tomos de los programas légicos ntcleo de conjun-
tos respuesta difusos juegan el papel de los simbolos proposicionales en
la programacién légica multiadjunta extendida. En lo que sigue, si no hay

lugar a confusién, usaremos simplemente literal en lugar de literal ntcleo.

Definicién 4.7. Sea A un conjunto, (L, <) un reticulo completo y = un operador
de negacién. Un programa légico ntcleo de conjuntos respuesta difusos P*
(CEASP, del inglés, core fuzzy answer set logic program) es un conjunto finito de
reglas de la forma:

a<+ f(lh,....0l)

siendo a un dtomo, f: L™ — L un operador monétono creciente, ly, ..., 1, lite-
rales y <~ una implicacion residuada. Diremos que un CEASP es simple si no
contiene literales de la forma —l.

Dado un CFASP P¢, denotaremos el conjunto de 4&tomos que aparecen
en P° como Apc, mientras que el conjunto de literales que aparecen en P*

se denotara Litpe.

En principio, tanto las implicaciones residuadas como los operadores
del cuerpo de las reglas de un CFASP pueden ser diferentes. En este senti-
do, puede parecer que los CFASPs tienen una naturaleza multiadjunta. A
pesar de ello, como veremos a continuacién al definir la seméntica de estos
programas, utilizar diferentes implicaciones residuadas no aporta ningtin
valor semdntico adicional, por lo que no tiene sentido contemplar el uso

de mas de una implicacion residuada.
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Dado un CFASP P¢, una interpretacién es una aplicacion 1¢: Ape — L.
El conjunto de interpretaciones asociadas a P* se denotard Zp.. De manera
similar a los EMALPs, las nociones de satisfacibilidad y modelo se definen

como sigue.

Definicién 4.8. Sea P¢ un CFASP e I¢ € Zp. una interpretacion. Se dice que I°
satisface una regla r € P¢si I°(r) = T. Un modelo de IP° es una interpretacion

que satisface todas las reglas de P°.

Por definicién, una interpretaciéon /¢ € Zp. satisface una regla a <
f(l,...,1,) de un CFASP P si y solo si I°(a < f(l,...,l,)) = T. Aho-
ra bien, por ser <~ una implicacién residuada, existe un operador & tal
que (&, <-) forma un par adjunto. Asi, por la propiedad de adjuncién, la

interpretacion /¢ satisface la regla a <— f(ly,...,[,) siy solo si

~

Ie(f(ly, .. ) = T &I(f(y, ... 1) = I%a)

Claramente, la desigualdad anterior no depende del par adjunto (&, <),
con lo cual se concluye que la satisfacibilidad de las reglas de un CFASP
no depende de las implicaciones residuadas elegidas. Por lo tanto, en pos
de no afiadir elementos sintacticos innecesarios, abogamos por asumir que
los CFASPs se construyen a partir de una tinica implicacién residuada en
lugar de varias. Es decir, la verdadera naturaleza de un CFASP es residua-

da y no multiadjunta.

La semantica de los CFASPs se basa en la nocién de conjunto respuesta.
La siguiente definicion formaliza este concepto para el caso de CFASPs
simples, esto es, sin literales negados.

Definicién 4.9. Sea P¢ un CFASP simple. Una interpretacion 1¢ € Ipe es un
conjunto respuesta difuso (o simplemente conjunto respuesta) de IP° si I¢ es
el modelo minimo de P°.
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Es claro entonces que los CFASPs simples tienen un tinico conjunto res-
puesta. Ahora, dado un CFASP arbitrario, sus conjuntos respuesta se defi-

nen en términos de una nocién similar al reducto Gelfond-Lifschitz [57].

Definiciéon 4.10. Sea P¢ un CFASP e I¢ € Tp-.

» El reducto de un literal [ respecto a I se define como I'" = lsil €
Ape UL, y 1" = I¢(l) si l es un literal negado.

» El reducto de P° respecto a I¢, denotado IP}., se define como el conjunto
de reglas de la forma

a+ f°, ... 1)

donde a < f(l1,...,l,) € P~

Una vez definido el reducto de un CFASP respecto a una interpreta-
cién, estamos en disposicién de fijar la nocién de conjunto respuesta para
un CFASP arbitrario.

Definicién 4.11. Sea IP° un CFASP. Se dice que una interpretacion 1¢ € Ip. es
un conjunto respuesta de IP° si I es el conjunto respuesta de P¥..

El siguiente ejemplo tiene por término facilitar un buen entendimiento

de la sintaxis y la seméntica de los CFASPs.

Ejemplo 4.3. Sean Ape = {p,q, s, t,u}, ([0,1], <) el reticulo completo formado
por el intervalo unidad y el orden usual en Ry —: [0,1] — [0, 1] el operador de

negacion dado por

. 1—222 siz<0.5
LI =
1—=z siz> 0.5

para cada € [0,1]. La grdfica de = se representa en la Figura
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0.8

0.6

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.1: Gréfica de —.

Las siguientes cinco reglas forman un CFASP, denotado por P°:

r{: p<4—q %

P aq&p s

r5: q<¢0.8

r{: s ¢ max{—q,t/2}

rs st g u

En primer lugar, observemos que claramente <-¢ es una implicacion residuada.
Consideremos ahora las aplicaciones fl, f3, ]E5I 0,1 — [0,1]y fz, f'4: [0,1] —
[0, 1] definidas, para cada x,y € [0, 1], como fl(x) = =z, fg(x,y) = 2 &py,
fs(x) = 0.8, fa(x,y) = max{x,y/2} v f5(x) = x. Puesto que se tratan de apli-
caciones mondtonas crecientes, se concluye que el programa P¢ estd bien definido,
esto es, se trata efectivamente de un CFASP.

Veamos ahora si la interpretacion 1¢ € Ip. dada por
I° ={(p,0.4),(¢q,0.9), (s,0.3), (¢,0.1), (u,0.7) }

es un modelo de IP°. Claramente, 1€ satisface la regla r5, ya que
Ie(r) = I°(q) ¢~ 0.8 = 0.9 0.8 = 1

Ademds, realizando los cdlculos pertinentes, se comprueba que 1¢ también satis-
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face la regla r§:

~

Ie(r§) = I°(p)<-c I1°(q) &p I°(==s) = I°(p) <~ I°(q) &p — 1 I°(5)
= 04¢609&po503=04<c0.9&p0.82
= 04<509&p0.18 =1

Sin embargo, como se comprueba a continuacion, 1 no satisface la regla 5.

. . L4 I%(s) 1403

I¢(rf) = I°(p) <~ S =04 . — 044065 =04

Al ser I¢(r$) # 1, la regla r¢ no se satisface, con lo cual se concluye que I° no es
un modelo del CFASP IP¢. Ademds, observemos que la regla r{ no contiene literales
negados, luego su correspondiente regla en el reducto IP}. es la propia regla r{. De
donde podemos afirmar que 1¢ tampoco es un modelo de P$., y por tanto no es un
conjunto respuesta de P°. &

4.2.2. Transformando EMALPs en EMALPs sin restriccio-

nes

Comenzaremos aqui el proceso para transformar un programa légico
multiadjunto extendido en un programa légico ntcleo de conjuntos res-
puesta difusos que sea semanticamente equivalente al original. Este apar-
tado se dedicara a la primera de las tres etapas descritas al principio de la
Seccién Especificamente, se proporcionard un método para transfor-
mar las restricciones de un EMALP en reglas ponderadas de forma que la
semantica del EMALP asi obtenido coincida con la del EMALP original.
Hasta donde sabemos, el tiinico mecanismo de esta indole existente en la
literatura puede encontrarse en [66]. En los siguientes parrafos veremos
que dicho mecanismo puede adaptarse directamente a nuestro marco de
trabajo, y lo mejoraremos desarrollando un método propio que requiere

un nimero menor de reglas ponderadas para simular una restriccion.
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Consideremos un EMALP P definido en un reticulo multiadjunto ex-
tendido (L, =, &1, 41, - - -, &n, 0, @S, ..., @%). El principal obstdculo para

incluir una restriccién de P¢ de la forma

oo (c4i Qpr, . P Pmtts oo Dy T)

en un MANLP es que c no es un simbolo proposicional, sino un elemento
del reticulo L. Ahora bien, supongamos que existe un simbolo proposicio-
nal p. tal que cualquier modelo estable M*¢ de P¢ cumple M“(p.) = c. En
tal caso, ya que la seméntica de P° viene dada en términos de sus modelos

estables, la regla r es semanticamente equivalente a la regla

*

" (Do i Qp1, o P Dty -5 Dn)i 1)

Con lo cual, los modelos estables del EMALP P¢ = P¢\ {r}U{r*} coinciden
con los modelos estables de P°.

Como resultado de lo anterior, para eliminar la restriccién r de P¢,
es suficiente incluir un nuevo simbolo proposicional p. y asegurar que
M¢(p.) = c para cada modelo estable M/¢ de P°. Janssen et al. [66] crean
tal simbolo proposicional incluyendo en el programa las siguientes reglas

ponderadas:

r (pe ¢; T)

O O

r (p1 + g1(—pL) & ge(pe); T)

donde p, es un nuevo simbolo proposicional que no estd en P¢ (p, ¢ Ilpc),
& e{é, S0t & e {&1, . ,&n}, = es un operador de negacion arbi-
trario, y la aplicacién g.: L — L se define para cada ¢,z € L como

. T sic<x
90<x> =
1 en otro caso

Observar que g. es monotona creciente para cada ¢ € L, luego la aplicacion

@¢: L* — L dada por
@iy = 9.(2y) & go()
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es creciente en el primer argumento y decreciente en el segundo. Esto es,
@° es un agregador extendido, y por tanto la regla 2 puede incluirse en

un programa légico multiadjunto extendido.

Procediendo con el argumento anterior para cada restriccion de P¢, ob-
tenemos un EMALP sin restricciones semanticamente equivalente a P*.
Concretamente, sea Cp- el conjunto de restricciones de P* y ICpe el conjun-
to de elementos que aparecen en la cabeza de alguna restriccién, esto es,
Kpe = {c | (c <= B; T) € Cpe}. El correspondiente EMALP sin restricciones
de P¢, denotado P?, viene dado segun [66] por

P = {r|reP\Cp}

{(pe =i B; T) | (¢ <= B; T) € Cpe}
{(pc < T) | ceKpe}

{(pr < 91.(-p1) & 9c(pe); T) | ¢ € Kpe}

c C C

Siguiendo un razonamiento analogo al dado en [66], se puede ver que los

modelos estables de P¢ se corresponden con los modelos estables de P*.

Ahora, si prestamos atencién al namero de reglas ponderadas nece-
sarias para transformar P¢ en P¢, observamos que dicho ntiimero no solo
depende del ntimero de restricciones, sino que también depende del car-
+2|KCpe
el programa P° tiene 2|KCp: | reglas mas que el EMALP original P*.

dinal de Kp-. En particular, dicho ntimero es |Cpe . Como resultado,

En lo que sigue, proponemos un nuevo procedimiento para transfor-
mar [P° en un EMALP sin restricciones de forma que el ntimero de reglas
del nuevo programa coincida con el nimero de reglas de P°. Atn mas,
dicho procedimiento tal solo requiere afiadir un nuevo simbolo proposi-

cional, mientras que la estrategia presentada en [66] exige incluir |Kp.| + 1

nuevos simbolos proposicionales.

Consideremos las aplicaciones f.: L = L definidas para cada c,z € L
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como

j’c(x):{J_ six <c

T en otro caso

Observemos que las aplicaciones g. y f. son diferentes en general, ya que
si z y ¢ son incomparables, esto es ¢ A x y x # ¢, entonces g.(x) = L #
T = fc(x). El correspondiente EMALP sin restricciones de un EMALP se

define formalmente como sigue.

Definicién 4.12. Sea P¢ un EMALP y Cp. el conjunto de restricciones de P°. El
correspondiente EMALDP sin restricciones de IP¢, denotado P¢, se define como:

P¢ = {r|reP\Cp}
U {{pL i fL(mp) & fe(B); T) | {c =i B; T) € Cpe}

donde p, ¢ lpe, & es una conjuncion del reticulo multiadjunto extendido subya-

cente y = es un operador de negacion.

Notemos que si el conjunto de simbolos proposicionales de un EMALP
IP¢ es Ilp., entonces el conjunto de simbolos proposicionales del correspon-
diente EMALP sin restricciones de P¢ es Ilpe U {p, }.

Veamos que el programa dado por la Definicién4.12]esta bien definido,
es decir, veamos que P¢ es un EMALDP sin restricciones. Dada una regla de

P¢ de la forma

re: (pL i fJ_(_‘pJ_>&fc(@e[p17 <oy Pmi Pm+1, - - 7Pn]); T>

ya que — es monétona decreciente y f. es mondtona creciente para cada

¢ € L, se deduce que el operador @°: L™ — L definido como
QO[X1y ey T T 1y -+ s Ty T | = fL(0 @) & fe(QF[1, oo oy T Tig1s - - -5 X))
es monoétona creciente en las primeras m componentes y decreciente en

las altimas n — m + 1 componentes. Como resultado, @ es un agregador

extendido, luego el programa P€ es, en efecto, un EMALP sin restricciones.
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Falta ver que los modelos estables de un EMALDP se corresponden uni-
vocamente con los modelos estables de su correspondiente EMALP sin

restricciones. Para alcanzar este propdsito, probaremos dos resultados:

1. En primer lugar, proporcionaremos una relacioén inyectiva entre los
modelos estables de un EMALP y una familia de modelos estables

de su correspondiente EMALDP sin restricciones.

2. A continuacién, probaremos que todo modelo estable del EMALP

sin restricciones pertenece a dicha familia.

Asi, de acuerdo con las dos afirmaciones anteriores, se concluye que los

modelos estables de P¢ se corresponden univocamente con los de P<.

Antes de demostrar el primero de los items, introduciremos un lema
previo que relaciona los modelos del reducto de un EMALP con los mo-

delos del reducto de su correspondiente EMALDP sin restricciones.

Lema 4.1. Sea P* un EMALP y P° el correspondiente EMALP sin restricciones
de IP°. Sean M*°, N°¢ € Ipe dos interpretaciones y consideremos las interpretacio-
nes M N¢ € Ipe dadas por M¢(p) = M¢(p) y Né(p) = N¢(p) sip € Ipe y
M¢(py) = N¥épy) = L. Entonces, N es un modelo del reducto P$,. si y solo si
N¢ es un modelo del reducto P¢ ..

Demostracién. Dada una regla r¢ de P¢, denotemos por ¢ a su correspon-
diente regla en P¢, y sean r§,. y 1. sus respectivas reglas en los reductos
S

Observemos que si r¢ € P¢ \ Cpe, entonces r¢ = r¢. Ademds, ya que el
simbolo proposicional p; no aparece en la regla r* y M¢(p) = M*(p) para
cada p € Ilpe, se obtiene que 7§, = 7¢,.. Como N¢(p) = N¢(p) para cada
p € Ipe, se deduce que N° satisface la regla r$,. si y solo si N¢ satisface

é
T]\/[g.
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Supongamos ahora que r° € Cpe es una restriccion de la forma
(c < Q°[p1, .. s D Pmtts -, Pnl; T)
Por definicién, su correspondiente regla en el reducto P, serd de la forma
et (¢4 Bpe; T)

siendo Byre = Q[p1, ..., pm; M€ (Piy1), - - -, M¢(py)]. Por tanto N€ satisface
laregla ;. siysolosi T < N¢(c) <~; N¢(Bae) = ¢ <—; N¢(Byse). De acuerdo
con la propiedad de adjuncién y al ser T el elemento neutro de &;, se

deduce entonces que N* satisface la regla ¢,. si y solo si N¢(Bye) < c.

Por otro lado, por la Definicién la regla r° viene dada por

(p1 i fL(=pL) & fe(Q%p1, o D Pty - - > Pu)); T)

De donde, obtenemos que la regla r¢,. en el reducto P9 . viene dada por

(pr =i fL(M (=pL)) & fe(Bae); T)

con Bye = @Q[py, ..., pm; M¥(prms1), - - -, M®(py)]. Se tiene entonces que N°

satisface la regla r¢ . siy solo si

T XN (1) i (FL O (p0)) & F (N7 (Byre))) (42)

Por un lado, ya que p; ¢ Ilpe, entonces M(p;) = M¢(p;) para cada
i€ {m+1,...,n}, conlo cual By = Bye. Ademds, ya que Né(BMe) =
N (B« ), obtenemos que

Né(Byse) = Né(Base) = N¢(Bae) (4.3)

Por otro lado, por definicién de la interpretacion M € M¢ (pr) =1, 1o

que nos lleva a la siguiente cadena de igualdades

FLVFE(=p)) = FL(EMA(p)) = FL (5 L) =F(T)=T (44
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Sustituyendo las expresiones (4.3) y (4.4) en (4.2) y teniendo en cuenta
que T es el elemento neutro del conjuntor &, se sigue entonces que N°

satisface la regla r{,. siy solo si
T 2 N(ps) 4 fol N (Bae))

o0 equivalentemente, si y solo si FUAN(Bye)) = N¥(py).

Ahora bien, ya que N¢(p,) = L, la expresion anterior puede ser expre-
sada como fC(N “(Bpe)) = L. Por definicién de la aplicacién fc, se obtiene
entonces que N ¢ satisface la regla r]éwé si y solo si N ¢(Bpye) = c. En otras

palabras, si y solo si N satisface la regla ..

Consequentemente, ya que se ha tomado una regla arbitraria ¢ de ¢,
se concluye que N°¢ es un modelo del reducto P§,. si y solo si N¢ es un

modelo del reducto P% .. g

Estamos en disposicion de presentar el primero de los principales re-
sultados de esta seccion, que establece una relacién inyectiva entre los mo-
delos estables de un EMALP y los modelos estables de su correspondiente

EMALP sin restricciones.

Teorema 4.1. Sea P¢ un EMALP y P¢ el correspondiente EMALP sin restric-
ciones de P°. Sea M*¢ € ZIpe una interpretacion y consideremos la interpretacion
MP¢ € Ipe definida como M?(p) = M¢(p) sip € Ilpe y M¢(p,) = L. Entonces,

M¢ es un modelo estable de P° si y solo si M€ es un modelo estable de P°.

Demostracién. Aplicando el Lema en particular, M¢ es un modelo de
P, siy solo si M es un modelo de PP .. Por lo tanto, para probar el
Teorema4.1|es suficiente ver que M*° es el modelo minimo de P§,. si y solo
si M€ es el modelo minimo de Pﬁwé. Realizaremos una demostracién por

reduccién al absurdo.

Por una parte, supongamos que M¢ es el modelo minimo de P5,. pero
existe un modelo N¢: IIp. — L de P,. tal que N® C M*°. Como resultado,
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por el Lema la interpretacion N¢ € Zpe dada por N¢(p) = N¢(p) si
p € Ipe y N%(p,) = L es un modelo de P .. Claramente N° = M?¢, con lo
cual llegamos a una contradiccién con la minimalidad de M¢ como modelo
de PS ..

Supongamos ahora que M* es el modelo minimo de P§,. y que existe
un modelo N¢: Tlpe U {p,} — L de P¢,. con Né C M°®. Sea N°® la restric-
cién de la interpretacion N¢ al conjunto IIp., denotada 2V, ‘%Pe. Dado que por
definicién Mé(p,) = L = N®(p,), debe ser

Ne — Nﬁ_lpe C Mﬁ_l]pe - ]\4e

Ahora bien, como N¢ es un modelo de P ., del Lemase deduce que
N¢ es un modelo de P§,.. Con lo cual obtenemos que M * no es el modelo

minimo de P§,. en contradiccién con la hipétesis.

Concluimos pues que M* es el modelo minimo de P§,. si'y solo si M¢ es
el modelo minimo de Pﬁwé. En otras palabras, M* es un modelo estable de
PP¢ si y solo si M* es un modelo estable de P?, como queriamos demostrar.

O

Dado un EMALDP, tiene sentido preguntarse si existen modelos estables
de su correspondiente EMALP sin restricciones tales que el valor asigna-
do al simbolo proposicional p, no coincide con el elemento L del reticulo
(L, =). De ser asi, tales modelos estables no se contemplan en la caracteri-
zacion dada en el Teorema

El siguiente resultado muestra que la situacién anterior es imposible,
esto es, que todo modelo estable de pé asigna al simbolo p, el valor L.
De esta forma, podemos afirmar que el Teorema 4.1| presenta una relacién

biyectiva entre los modelos estables de P¢ y los modelos estables de P*.

Teorema 4.2. Sea P¢ un EMALP y P¢ su correspondiente EMALP sin restric-
ciones. Si M € Tpe es un modelo estable de P¢, entonces M¢(p,) = L.
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Demostracién. En primer lugar, si P° no contiene restricciones, entonces el
simbolo p, no aparece en ninguna regla de P%, y por ende tampoco en las
reglas del reducto P¢ .. Como resultado, por ser M* el modelo minimo de

Mé*
IP¢,., se deduce que M¢(p,) = L.

Asumamos ahora que P° es un EMALP con restricciones. Por defini-

cion, cada regla en P° de la forma

(1 i fL(=p1) & f(Q°[p1, .o Do Pty - - Da))i T)

se sustituye en el reducto P% . por la reglaﬂ

(pr =i fLME(=p1)) & (@1, ME (D), -+, ME(pa)]); T) (4.5)

Ya que p, solo aparece en las reglas de P° que se corresponden con
restricciones de P*, el simbolo p; solo aparece en reglas de P¢ . de la for-
ma (4.5). Asi, teniendo en cuenta que M°¢ es el modelo minimo de P, se
deduce que M?(p,) es igual al infimo de los valores ¢ € L que cumplen la

desigualdad

T < ey M° (fl(Mé(ﬁm)) & fe (Q°[py, - - oy Py ME(Pmyr), - - Me(pn)])>

o equivalentemente

T = e fL (M (~p 1)) & fo (Q[ME(pL), - oo, ME(p); ME (D), - -, ME(p,)]) (4.6)

Ahora bien, si prestamos atencion al valor que puede tomar M¢(—p.),
existen dos tnicas posibilidades: o bien M¢(—p, ) = L obien L < M?%(—p,).
En lo que sigue veremos que cada una de estas opciones implica que
Mé(p,) = 1.

2Observar que se escribe M®(—p ) en lugar de - M¢(p, ), por ser ambas expresiones

equivalentes.

139



CAPITULO 4. EXTENSIONES Y RELACIONES DE MALP CON NEGACIONES

= Supongamos que M®(—p,) = L. Entonces, ya que L) =L y
1 &z = 1 para cada = € L, obtenemos que
F LM (pi)) & fo (@M (pr). o ME () M (D), ME(pa)]) = L
Por lo tanto puede ser reescrita como T =< c<—; L. De acuerdo
con las propiedades de los pares adjuntos y por ser L el infimo del
reticulo (L, <), se concluye que

Mé(p) = mf{fceL|T=<eL}=mf{ceL| T& L =<c}
= inf{ceL|L<c}=infL=_1
= Sea ahora | < M¢(—p.). Por definicién de f |, se obtiene entonces

que fL(]\Zlé(ﬂpL)) — T.Puesto que T & =  para cada = € L, obte-
nemos que (4.6) es equivalente a

T = e fo (G ), oo, ME () ME (), -, ME(py)])

De acuerdo con la definicién de fc, tenemos que dicho operador solo
puede tomar los valores L y T. Supongamos que existe una regla en
P¢,. de la forma (4.5) tal que

fo (G @), - ME (D) ME ()., ME(pa)]) = T

Como M¥? es el modelo minimo de P¢ ., en particular M¢ satisface

MEér
dicha regla, luego se deduce que

T XM (pr)<=T
Equivalentemente, por ser (&;, <~;) un par adjunto,
T=T& T =Mps)

La desigualdad anterior nos lleva a una contradiccion, ya que al ser
- mon6tono decreciente y L < M¢(—p,) =  M¢(p,) por hipétesis,
debe ser M¢(p,) # T.
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Consecuentemente, podemos asegurar que
Jo (G DD), s M () ME (D), ME(pa)]) = L

para cada regla en P¢ . de la forma (4.5). Asi pues es equi-
valente a T =< c¢<~; L. Siguiendo un razonamiento analogo al caso

M¢(=p,) = 1, se concluye que M*(p,) = L. d

Los Teoremas4.1]y [.2lnos permiten asegurar que los modelos estables
de un EMALP coinciden con los modelos estables de su correspondiente
EMALP sin restricciones, definido por la Definicién En otras pala-
bras, la semantica del EMALP sin restricciones coincide con la seméntica
del EMALP original.

Una consecuencia directa de dichos resultados es que el nimero de
modelos estables de P¢ es igual al nimero de modelos estables de P*. Este

hecho da lugar al siguiente corolario.

Corolario 4.1. Sea P* un EMALP y P¢ el correspondiente EMALP sin restric-
ciones de P°. Entonces:

» Existe al menos un modelo estable de P° si y solo si existe al menos un
modelo estable de P°.

» Existe un iinico modelo estable de P° si y solo si existe un tinico modelo
estable de P°.

En el siguiente ejemplo llevaremos a cabo la transformacién del EMALP
dado en el Ejemplo 4.2l a un EMALP sin restricciones, de acuerdo con la
Definicién :

Ejemplo 4.4. Volviendo al Ejemplo 4.2} segiin la Definicion las reglas pon-
deradas 1§, 15, r§ y ¢ se incluyen directamente en el correspondiente EMALP sin
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restricciones de P, denotado P°. En cuanto a la restriccion 5, esta se transforma

en la regla
(P <1 folmspr) &a for(Q5[p;i g, s,t]) 5 1)

Observemos que se ha tomado la conjuncion & de forma arbitraria, pero podria

usarse cualquier otra conjuncion del reticulo multiadjunto extendido.

El EMALP sin restricciones P¢ viene dado pues por las siguientes cinco reglas
ponderadas:

(p +p Q@f[p, g;5,1] ; 0.5)
(¢ +p Q5[p, g; 5,1] ; 0.6)
r5t (pL <t fo(mspL) &a for(Q5lp; g, 5,t]) ;1)
(s < Q§[p, q,s,t]; 0.8)
(t < Q¢[p,q,s,t]; 0.8)

Como se vio en el Ejemplo[4.2] la interpretacion N¢ = {(p, 9/ss), (¢,0.36), (s,0.8),
(t,0.8)} es un modelo estable de IP°. Consecuentemente, aplicando el Teorema
obtenemos que la interpretacion

N7 = {(p,%s5), (,0.36), (s,0.8), (£, 0.8), (p..0)}

es un modelo estable de P°. O

4.2.3. Transformando EMALPs sin restricciones en MANLPs

En esta seccién abordaremos la segunda fase en el proceso de simplifi-
cacion de un programa logico multiadjunto extendido. En concreto, parti-
remos de un EMALP sin restricciones y lo transformaremos en un MANLP
con la misma semdntica que el programa inicial. A continuacién, esboza-

remos la idea del método de transformacién propuesto.

Sea P? un EMALP sin restricciones y sea Ap: el conjunto de simbolos
proposicionales que aparecen en un argumento decreciente del cuerpo de

alguna regla de P¢. Dado un operador de negacién involutivo —: L —
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L, supongamos que para cada ¢ € MNp: existe un simbolo proposicional
not, tal que todo modelo estable M¢ de P verifica la igualdad M¢(not,) =
M¢(—q). Ya que - es un operador involutivo, se cumple que - M¢(not,) =
S MA(=g) = 55 MP(q) = M¥(q).

Asi, para cada regla (p <—; Q°[p1,...,Dm;Pm+1s---,Pu); V) € PE, se cum-
ple que

Q°p1y -y Py ME(Dras1)s - s ME(pp)] = @Q%[py, ..., Do ;']V[é(notpmﬂ), e ;'Mé(notpn)]

Ya que la seméantica de los EMALPs y los MANLPs se define en términos
de la nocién de modelo estable, basada a su vez en el reducto, la igualdad

anterior da lugar a reescribir la regla

(p =i Q°[p1, ..., D Dt - - - Pu); V)

como
(p <= Q[p1,...,pm,n0t, . ,...,not, |;7)

donde la aplicacién @: L" — L se define como

Q[T1, - Ty T 1y -+ > T = Q[T1, oo Ty T Tty - -+, 1 T

Si por el contrario para algtn ¢ € Np: no existe un simbolo propo-
sicional not, tal que todo modelo estable M¢ de P¢ verifica la igualdad
M¢(not,) = M?®(—g), en ese caso, podemos incluir en el programa la si-

guiente regla ponderada:
Ty (not, <— —q; T)

Es facil ver que la regla r, puede incluirse en un MANLP. Como se vera en
el Teorema 4.4} la inclusién de la regla 7, nos permite asegurar que el valor
del simbolo proposicional not, bajo cualquier modelo estable coincide con
el valor de —q.

La siguiente definicion formaliza cémo se construye el correspondien-
te MANLP de un EMALP sin restricciones, de acuerdo con lo expuesto

anteriormente.
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Definicion 4.13. Sea P* un EMALP sin restricciones y Npz el conjunto de sim-
bolos proposicionales que aparecen en un argumento decreciente del cuerpo de
alguna regla de P¢. Dado un operador de negacién involutivo =: L — L, el co-

rrespondiente MANLP de P? se define como el siguiente conjunto de reglas:

P = {{p<Qp,...,pm,n0ty,,,,,...,n0t,1];9) |
(p < Q°[D1, .oy P Pty - > Pu; U) € Pé}
U {(notq —-qT)|qe N]pé}

donde < es una implicacion de {<—, ..., <}, not, ¢ Ilp: para cada q € Npz, y
@: L" — Lse define como

@[xl,...,xm,xm+1,...,xn] = Q°[Ty, .., T O Tog 1y - - T

En este caso, si lIp: es el conjunto de simbolos proposicionales de un
EMALP sin restricciones P?, entonces el conjunto de simbolos proposicio-
nales de su correspondiente MANLP es IIp: U {not, | ¢ € Np:}.

Observar que al ser @°un agregador extendido, se trata de un operador
creciente en sus primeras m componentes, luego @ también es creciente
en sus primeras m componentes. Ademds, al ser @° decreciente en sus
tltimos n — m argumentos asi como -, obtenemos que @ es creciente en
sus ultimas n — m componentes. Se concluye pues que @ es un agregador,

luego la regla ponderada

(p <= Q[p1,...,pm,n0t, ... ,not, ;)

puede incluirse en un MANLP. Asi mismo, es claro que (not, < —¢; T)
también puede incluirse en un MANLP para cada ¢ € Np:. Como resulta-
do, el MANLP P esté bien definido.

De manera similar a como se hizo en la Seccién veremos que la
semdantica de un EMALP sin restricciones coincide con la seméntica de su

correspondiente MANLP en dos fases. Primero veremos que los modelos
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de un EMALP sin restricciones se pueden caracterizar en funcién de una
familia de modelos estables de su correspondiente MANLP, para después
probar que todo modelo estable del MANLP pertenece a dicha familia.

Para ello, haremos uso del siguiente lema.

Lema 4.2. Sea P¢ un EMALP sin restricciones y P el correspondiente MANLP
de P°. Sean M¢, N¢ € Ipe dos interpretaciones y consideremos las interpretacio-
nes Ny, M € Tp dadas por Ny(p) = Né(p) y M(p) = Mé(p) sip € lpe y
Ny (not,) = M(not,) = M?(—q) para cada q € Npe. Entonces, N° es un modelo
del reducto ]P’fwé si y solo si Ny es un modelo del reducto Py;.

Demostracion. Para comenzar, veamos que N, satisface trivialmente las

reglas de la forma
(not, < M(—q); T) 4.7)
en el reducto IP,. A saber, por definicién, Ny (not,) = M ¢(—q) para cada
q € Npe y M(p) = M?(p) para cada p € Ilpe, con lo cual
Nu(noty) = M*(~q) = - M?(q) = - M(q) = M(~q) = Ny (M(—q))

Asi pues Ny (not,) <~ Ny (M(—q)) = T, esto es, N, satisface la regla dada
por (£.7). En otras palabras, N, satisface las reglas con cabeza not, en el

reducto P,,.

Ahora, notemos que por definicién una regla

e

r: (p =i Qlpy, o P Pkt - Pals )
pertenece al programa P° si y solo si la regla
r:  (p<4 Qp,...,pm,n0t, . ,...,no0t, |; )

pertenece a P. Por lo tanto, la regla

Tjé\/[é : <]0 i @e[ph -y Pm; Mé(pm+1)7 ) Me(pn)];79>
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pertenece al reducto P . si y solo si r pertenece al reducto P, al ser @
mondétono creciente en todos sus argumentos. Para finalizar la demostra-
cién, veremos que N¢ satisface la regla r¢,. si y solo si N, satisface la regla

r.

Por definicion, V), satisface la regla r si y solo si
¥ = Nay(p = Q[py, ..., pm,n0t,, ... 00t |)

Evaluando todos los simbolos proposicionales de r mediante la interpre-
tacion Ny, y de acuerdo con la definicién de @, la desigualdad anterior
también es equivalente a

¥ = Nu(p) < Q°[Nar(p1), ..., Not(pm); 7 Nu(not,, ., ), - .., 7 Nas(not,, )]

Ahora bien, ya que Ny(p) = N¢(p) y Nay(not,) = = M¢(q) para cada p €

IIpe, ¢ € Npe, la desigualdad anterior es equivalente a
9 3 Ne(p) s G N (pa), ., N¥(p)s 55 M (D), -, ME(p)]
Puesto que — es un operador involutivo, por hipétesis, se obtiene que
v = Né<p) <._z @E[Né(pl)v s >Né(pm); Mé<pm+l)> ) Mé(pn)] (48)
Por otro lado, la interpretacién N°¢ satisface la regla r¢ . si y solo si

9 = Ne(p =i Q[ ..., pns ME(Drngr)s - - - ME(p,)])

Equivalentemente:

~ A~

9 = N¥(p) €~ Q[N*(p1), ..., N(p); N (M (pmsn)), -, N¥(MF (py))]

Como N¢(z) = x para cada z € Ly M%(p;) € L paracada j € {m +
1,...,n}, podemos afirmar que N¢(M¢(p;)) = M?(p;) para cada j € {m +
1,...,n}. De donde, se deduce que N° satisface la regla r¢ . siy solo si

9 = Np) € QN (p1), ooy NE(D)s ME (D), -, ME(pa)] (49)
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Teniendo en cuenta que y coinciden, se concluye que N¢ satisface
la regla r¢,. siy solo si V), satisface la regla r, como queriamos demostrar.
Con lo cual, N¢ es un modelo de S, si y solo si N es un modelo de Py;.

U

A continuacién caracterizamos los modelos estables de un EMALP sin
restricciones en términos de una familia de modelos estables de su corres-
pondiente MANLP.

Teorema 4.3. Sea P° un EMALP sin restricciones y P el correspondiente MANLP
de €. Sea M? € Tpe una interpretacion y consideremos la interpretacion M € Ip
definida como M(p) = M¢(p) si p € Ilp: y M(not,) = M(~q) para cada
q € Npz. Entonces, M¢ es un modelo estable de P¢ si y solo si M es un mode-

lo estable de P.

Demostracion. Observemos que la interpretacion M coincide con la inter-
pretacion M), € Zp definida segiin el Lema Por lo tanto, dicho resul-
tado nos permite afirmar que M¢ es un modelo del reducto P . si y solo
si M = M), es un modelo del reducto IP;,. Es suficiente probar entonces
que M°¢ es el modelo minimo de PP . siy solo si M es el modelo minimo

de PPj;. Lo haremos por reduccién al absurdo.

Supongamos que M es el modelo minimo de PPy, y que existe un mo-
delo N° de P5,. tal que N° C M*. Aplicando entonces el Lema 4.2} la inter-
pretacion Ny, € Zp definida como Ny (p) = Né(p) sip € [pe y Nys(not,) =
M¢(—q) en otro caso es un modelo de P;;. Claramente N, C M, luego
obtenemos que M no es el modelo minimo de Py, en contradiccién con la
hipétesis.

Sea ahora M¢ el modelo minimo de P4,. y supongamos que existe un
modelo N de Py; con N — M. Como consecuencia, existird un simbolo
proposicional p’ € IIp: U {not, | ¢ € Np:} tal que N(p') < M(p'). Clara-
mente, si p’ € {not, | ¢ € Np:}, entonces N(not,) < M(not,) = M?(—q),
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de donde se deduce que N no satisface la regla (not, < M(—q); T), en

contradiccién con la hipétesis.

Podemos afirmar pues que existe p’ € Ilpe tal que N(p') < M(p). Ya
que N C M, se cumple que N(p) = M (p) para cada p € Ilp:. Con lo cual la
interpretacion N¢ € Zp: dada por N¢(p) = N(p) para cada p € IIp- satisface
que N° C M*. Ahorabien, por el Lema[4.2] N¢ es un modelo de P§ .,

cual M¢ no es el modelo minimo de IP’?W, en contradiccién con la hipétesis.

con lo

Se concluye entonces que M¢ es el modelo minimo de P¢,. si y solo si
M es el modelo minimo de P,,. Es decir, M¢ es un modelo estable de P¢ si

y solo si M es un modelo estable de P. O

El Teorema {4.3|establece que cada modelo estable de P¢ es equivalente

a un modelo estable de P perteneciente al conjunto
S ={M € Tp | M(not,) = M(~q), para cada q € Np:}

En lo que sigue, veremos que cada modelo estable del MANLP P per-
tenece a S. Por lo tanto, la relacién dada por el Teorema contempla
todos los modelos estables tanto de P° como de P. En otras palabras, la
semantica de un EMALP sin restricciones coincide con la semantica de su
correspondiente MANLP.

Teorema 4.4. Sea P° un EMALP sin restricciones y sea IP el correspondiente
MANLP de P¢. Entonces, cualquier modelo estable M de P satisface M (not,) =

~

M (—q) para cada q € Nps.

Demostracion. Sea q € Npz. Ya que M es un modelo estable de P, en parti-

cular, M satisface la regla
(not, « M(=q); T)

en el reducto P,;. Como resultado, la desigualdad M (—q) < M (not,) se
satisface. Ademas, al ser M el modelo minimo de Py y (not, < M (—q); T)
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la tinica regla en Py, con cabeza not,, el valor M (not,) serd el menor ele-
mento de L tal que M(—g) < M (not,). Por lo tanto, como M(—q) € L, se

~

concluye que M (not,) = M(—q), como querfamos demostrar. d

Como se comentd previamente, a raiz de los Teoremas 4.3] y po-
demos afirmar que los modelos estables de un EMALP sin restricciones
coincide con los modelos estables de su correspondiente MANLP. De aqui

se infiere de forma directa el siguiente corolario.

Corolario 4.2. Sea P un EMALP sin restricciones y sea P el correspondiente
MANLP de P¢. Entonces:

 Existe al menos un modelo estable de P¢ si y solo si existe al menos un
modelo estable de IP.

m Existe un iinico modelo estable de P° si y solo si existe un iinico modelo
estable de P.

Como una continuacién natural del Ejemplo transformaremos el
EMALP sin restricciones obtenido alli en su correspondiente MANLP.

Ejemplo 4.5. Sea P¢ el EMALP definido en el Ejemplo |4.2|y P¢ su correspon-
diente EMALP sin restricciones dado en el Ejemplo Ya que los simbolos
proposicionales que aparecen en argumentos decrecientes del cuerpo de las re-
glas de P° son s,t (en las reglas r$ y rS) y q,p1 (en la regla r5), se obtiene que
Npe = {q,s,t,p1 }.

Con objeto de no incluir mds operadores de los estrictamente necesarios en el
programa, ya que la negacion —g es involutiva, haremos uso de este operador y de
la implicacion - para definir el correspondiente MANLP de P°. Asi, de acuerdo
con la Definicién el correspondiente MANLP de IP¢, denotado como P, viene
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dado por

r1: (p <p Qp, q,notg,not;] ; 0.5) 16 : (not, <—g —sq; 1)

{ (
ro : (q <—p Qq[p, q,nots, not,] ; 0.6) r7: (nots <—c —5s; 1)
r3: (pL 1 Qs[p,not,,not, ;1) rg: {
(s <=c Qu[p,q,s,t]; 0.8) 9t
(

t < Qs[p,q,s,t]; 0.8)

T4 :

s .

donde los agregadores Q,, @y, @, @ [0,1]* = [0,1] y Qy: 0,13 — [0,1] se
definen como

@;1[%97%10] = @:ﬂ%y;;szﬁsw] :min{m,l}
Qylz,y,2,w] = QSlx,y; g2, "gw] = méx{;'g g 2,y Tg w}
@3[$ay,a] = fo(;'s s a) &G f(;.7(%s -8 Y)

@4[x,y,z,w] = @Z[:p,y, z,w) =1

@5[x,y,z,w] = @é[x,y, z,w] = max{z,0.7}

De acuerdo con lo expuesto en el Ejemplo la interpretacion

N¢ = {(p,9s5), (¢,0.36), (s,0.8), (£,0.8), (pL,0)}

es un modelo estable de P, por lo tanto, el Teorema 4.3\ nos dice que la interpreta-
cion
N = {(p,%#),(q,0.36),(s,0.8), (£,0.8), (p., 0), (not,, 0.64), (nots, 0.2),
(not;,0.2), (not, ,1)}

es un modelo estable del MANLP P. &

Uno de los aspectos mds interesantes de la Definiciéon es que per-
mite la transformacion de un EMALP sin restricciones en un MANLP me-
diante el uso de operadores continuos, siempre que la negacién involutiva
y la implicacién residuada elegidas asi lo sean. Consecuentemente, el Co-
rolario [4.2]junto al Teorema 3.5/ dan lugar al siguiente resultado:
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Teorema 4.5. Sea (K, <, &1, 41, .-, &n, $n, QF, ..., Q%) un reticulo multiad-
junto extendido, siendo K un conjunto no vacio, convexo y compacto de un espa-
cio euclideo, tal que existe una negacion involutiva y continua —: K — K. Sea IP®
un EMALP sin restricciones definido en dicho reticulo. Si &ty &ons .ﬁ, e @Z

son operadores continuos, entonces IP? tiene al menos un modelo estable.

Demostracion. Sea IP el correspondiente MANLP de P¢, definido de acuer-
do con la Definicién para la negacién —. El MANLP P se encuentra
entonces definido en el reticulo multiadjunto con negacién (K, <, &1, 1
.oy &n, ¢n, ). Por un lado, para cada ¢ € Ny, el agregador que define
el cuerpo de la regla

(not, < —¢; T)

es @[z] = z, pudiendo escribirse la regla como (not, < @[~g]; T), luego se

trata de un operador continuo.

Por otro lado, para cada regla de P¢ de la forma

<p i @e[pla <o s Pmis PmA41, - - - 7pn]a19>

ya que @e y - son operadores continuos, el agregador @: L" — L definido

como

@[xla"'axmaxm—f—la---axn] = @e[iﬁl,...,.Tm;;‘l'm+1,--.,;‘$n]

también es un operador continuo. Con lo cual, el agregador @ en el cuerpo
de las reglas de IP dadas por

<p i @[ph s apmvnOtpm+17 cee 7n0tpn];19>

es un operador continuo.

Puesto que PP satisface las hipétesis del Teorema se deduce que P
tiene al menos un modelo estable. Asi pues, de acuerdo con el Corola-

rio concluimos que P¢ tiene al menos un modelo estable. O
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Para finalizar este apartado, veremos un uso préctico del Teorema
para asegurar la existencia de modelos estables de un EMALP sin restric-

ciones.

Ejemplo 4.6. Supongamos que eliminamos la restriccion r§ del EMALP P° con-
siderado en el Ejemplo dando lugar a un nuevo EMALP P**. Esta supresion
tiene sentido si, por ejemplo, las condiciones sobre las que se define el sistema mo-
delado por el EMALP cambian, de forma que ya no se necesita que el valor del
simbolo q sea mayor que 0.3.

El EMALP P°* se define entonces sobre el reticulo multiadjunto extendido
([0,1], <, &a, <=6, &p, <—p, &i, <1, QF, @5, QF, QF) con las siguientes reglas:

TT : <p <P @ﬂpa q,S,t] ; 05> Ti : <S e @i[p7Q787t] ; 08>
r5: (q <p Q5[p,q;s,t]; 0.6) g (t < QE[p,q,s,t]; 0.8)

donde @.i, @5, @j, @g : [0, 1]* — [0, 1] se definen como en el Ejemplo

El conjunto [0, 1] es no vacio, convexo y compacto en ([0, 1], +,*,R), con
la suma y el producto usual en R. Ademds, &, &p y los agregadores exten-
didos @:ﬁ, @S, @j y @g son continuos en [0,1]*, asi como la negacion estdin-
dar —g. Haciendo uso entonces del Teorema el EMALP P¢* tiene al me-
nos un modelo estable. Por ejemplo, se puede comprobar que la interpretacion
N¢ = {(p,9s5), (¢,0.36), (s,0.8), (t,0.8)} es un modelo estable de P*. <&

4.2.4. Transformando MANLPs en CFASPs

Esta seccién culmina el paso de un programa légico multiadjunto ex-
tendido a un programa légico ntcleo de conjuntos respuesta difusos que
conserve la semantica del programa original. En este caso, partiremos de
un MANLP arbitrario, y proporcionaremos un CFASP cuyos conjuntos

respuesta coinciden con los modelos estables del MANLP.

Mas concretamente, el procedimiento presentado aqui muestra que es

posible suprimir el peso de las reglas y el cardcter multiadjunto de un
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MANILP sin alterar la semantica del programa. Observemos que, sin con-
tar que los CFASPs admiten la composicién de negaciones, la sintaxis de
los MANLPs y de los CFASPs tan solo difiere en la presencia o ausencia
de pesos en las reglas. En efecto, para convertir un MANLP en un CFASP,
una alternativa sencilla consiste en incluir el peso de las reglas en el cuerpo
mediante el par adjunto que define cada regla, como se muestra a conti-

nuacion.

Definicion 4.14. Sea P un MANLP definido en (L, <, &1, 41, - -, &n, —ns )
El correspondiente CFASP de IP se define como el siguiente conjunto de reglas:

donde < es una implicacion de {<—, ..., <}

De acuerdo con la sintaxis de los programas légicos multiadjuntos nor-
males, para cada regla p < 9&; Q[p1,...,Dm; "Dm+t1s---,Dn] € P, los
operadores & y @ son mondtonos crecientes, siendo <-; la implicacion

residuada de &Z Como resultado, la aplicacion f . L™t — [ dada por

]}(19,$1, ) =0 8& QL - Ty Tt - T
es monotona creciente. Ya que 1, py, . . ., p, son literales nticleo, se concluye
que el CFASP P* est4 bien definido. Cabe destacar que, tal y como se ar-
gumento en la Secci(’)n la eleccién de la implicacién < es indiferente,
pues tan solo se necesita que se trate de una implicacién residuada.
Observemos que dado un MANLP Py su correspondiente CFASP PP*, al
coincidir los simbolos proposicionales de IP con los d&tomos de P, entonces
Ip = Ipe. Ademds, el siguiente resultado prueba que los modelos estables
de P coinciden con los conjuntos respuesta de P¢. En otras palabras, ambos

programas son semdnticamente equivalentes.

Teorema 4.6. Sea P un MANLP y P° su correspondiente CEASP. Una interpre-
tacion M € Zp es un modelo estable de P si y solo si M es un conjunto respuesta
de P°.
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Demostracién. De acuerdo con la definicién de modelo estable y de con-
junto respuesta, el Teorema 4.6/ puede reescribirse como: M es el modelo
minimo del reducto IPj, si y solo si M es un conjunto respuesta del reducto
IP§,. Observemos que, ya que Zp = Zpc, para probar la asercion anterior es
suficiente ver que una interpretacion / es un modelo de Py, si y solo si 1
es un modelo de IP;, pues en tal caso los modelos de IP; coinciden con los

modelos de P4, en particular su modelo minimo.

Dada una regla de IP de la forma
ri (P Qe Py P TP Y)
por definicién, existe una regla en el reducto P); de la forma
s (p<—i Qurlpr, oy Pm); )

con @.M[xl, ] = Q21 T, M (Praga), -, M(py)], ¥ una regla
en el reducto P}, de la forma

T]CM: p%ﬂ&z@[plaapma;'M(pm—H)a7;'M(pn)]

A saber, todas las reglas de P, y P§, son de la forma de ry; y r§,. Por un

lado, una interpretacién I satisface la regla ), si y solo si

O = I(p < Qulpr, -, pm))

Equivalentemente, por definicién del operador @y, si y solo si

9 = I(p) <= QU (p1), -, L(m), " M (Prsa)s -, M(py)]) (4.10)

Por otro lado, I satisface la regla 7§, siy solo si
I(p) -0 &i QUp1). - L(pm). > M (i), M(pa)]) = T
Esto es, ya que (&, <) forma un par adjunto, si y solo si

9&i QU (p1)s - s I(Pm)s T M Pingr)s - - - 7 M(pa)]) < 1(p) (4.11)
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Ahora bien, ya que (&, <-;) es un par adjunto, las expresiones y
son equivalentes. Con lo cual se concluye que la satisfacibilidad de las re-
glas de P); es equivalente a la satisfacibilidad de las reglas de P§,. Asi pues,
M es el modelo minimo de [P, si y solo si M es un conjunto respuesta de
P, O

El siguiente ejemplo completa el proceso de transformacién iniciado en

los Ejemplos 4.4y

Ejemplo 4.7. Sea P el MANLP obtenido en el Ejemplo Segiin la Defini-
cion empleando la implicacion <p, el correspondiente CFASP de PP, denota-

do P¢, se define como el conjunto formado por las siguientes reglas:

Ttl: : p <p 0.5 &P min { ﬂsnots+ﬂqsnott+0.1’ 1}
75 q <p 0.6 &pméax {—g—gnot,, y—gnot; |
r5:  po <p fo(msmsnoty,) &a for(msmsnoty)
T§ s <«p0.8

e t <p 0.8&cmax{s, 0.7}

re: Mnoty <pgq

re . Noty <—p gs

rg: noty <—p gt

T 1 MOty <—p T5Po
Observemos que el CFASP IP° es mds sencillo, a nivel sintdctico, que el MANLP
IP. Si lo comparamos con el EMALP P definido en el Ejemplo la diferencia
sintdctica es avin mds notable. A pesar de ello, a tenor de los resultados presentados
en este capitulo, el CFASP P° es semdnticamente equivalente al EMALP P°.

Por ejemplo, aplicando el Teorema 4.6, ya que la interpretacion

N = {(p.9s5),(q,0.36), (5,0.8), (£,0.8), (p.,0), (not,, 0.64), (not,, 0.2),
(not;,0.2), (not, ,1)}

es un modelo estable del MANLP P (Ejemplo [4.5), podemos afirmar que N es a
su vez un conjunto respuesta de IP°. &
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4.3. Un enfoque multiadjunto normal de la pro-
gramacion l6gica nucleo de conjuntos respues-

ta difusos

La existencia del modelo canénico de un marco de programacion 16gi-
ca resulta fundamental para definir su semantica. En la Seccién 3.3|se pro-
porcionaron condiciones suficientes para la existencia y para la unicidad
de modelos estables de un programa légico multiadjunto normal. En la
presente seccién nos proponemos ilustrar como pueden utilizarse dichos
resultados para asegurar la existencia de modelos canénicos en otros en-
tornos de programacion légica. En particular, nos centraremos en el marco

de programacién légica nticleo de conjuntos respuesta difusos.

La semantica de los programas l6gicos niicleo de conjuntos respuesta
difusos se define en términos de conjuntos respuesta. En lo que sigue, pro-
porcionaremos un método para simular un CFASP mediante un MANLP
semanticamente equivalente. Dicho procedimiento se basa en el uso de
operadores continuos, por lo que permite aplicar el Teorema [3.5 para ase-

gurar la existencia de conjuntos respuesta.

Observemos que los dos requisitos para trasladar un CFASP en un
MANLP son:

(i) Los operadores en el cuerpo de las reglas han de ser agregadores.
Pero esto se verifica directamente, de acuerdo con la sintaxis de los
CFASPs.

(ii) La composicién de negaciones, esto es, los literales de la forma ———b,
no se permiten en la programacion légica multiadjunta normal. Para
lidiar con esto, a continuacién, proporcionaremos un procedimiento
para transformar una composicién de negaciones en una sola nega-

cion.
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Sea r una regla de la forma a < f(l,...,l;,...,l,) conl; = =—==b. La
idea del método propuesto es introducir tres nuevos simbolos proposicio-
nales not}, not? y not}, con objeto de representar la informacién dada por

el literal /;, de forma que:

» not; sea equivalente a —b
» not; sea equivalente a ==, y por tanto a —not;

» not} sea equivalente a ———b, y por tanto a —not?

Notemos que las tres condiciones previas pueden modelarse facilmente,

respectivamente, mediante el uso de las reglas

1 : not} < —b
79 : nOt? < —not;

3 : not} < —not?
Con lo cual la regla r puede reemplazarse por la regla
a4 f(l,...,noty, ... 1,)

junto con las reglas ry, ro y 3.

Para formalizar esta propuesta, hemos de fijar algunas convenciones
notacionales. Para comenzar, podemos asumir sin pérdida de generalidad
que, para cada regla a < f(ly,...,l,) deun CFASPy j € {1,...,n},[; es
o bien un 4tomo o bien un literal negado. En otro caso, si /; € L, podemos

considerar la regla a < f;(l,...,lj—1,lj+1,...,1,) con

Fille, oo Lo Ly ln) = fly, o 1)

Por otro lado, dado un CFASP P¢y b € Apc, diremos que el grado de
b es el mayor entero no negativo k tal que —*b aparece en el cuerpo de

alguna regla de P, siendo " la k-ésima potencia del operador —. De aqui
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en adelante denotaremos al conjunto de 4&tomos de un CFASP P° con grado
k € Z* como NE.

Dicho esto, estamos en disposicién de definir formalmente el corres-
pondiente MANLP de un CFASP.

Definicién 4.15. Sea P¢ un CEASP definido con la implicacién <. El corres-
pondiente MANLP de P se define en el reticulo multiadjunto con negacién

(L, =, &, <, ), siendo (&, <) un par adjunto, como

P = {{a<Qp1,...,pn); T)|a<+ f(ly,..., 1) € P}
U {(not} « =b; T) | b€ N,k > 1}
U {(not} < —moty™'; T) |be Nfe,k > 1, h € {2,...,k}}

donde @ = fy, paracada j € {1,...,n},

o lj Si lj € A[pc
bi noty sil; =—="b,b € Ape,h > 1

Dada una regla a < f(ly,...,l,) € P, el operador f es mondtono cre-
ciente, luego el correspondiente operador @ es un agregador. Atin més, de
acuerdo con la sintaxis de los CFASPs, - es una implicacién residuada,
luego existe una conjuncién & tal que (&, <-) forma un par adjunto. Por
lo tanto, podemos afirmar que P estd bien definido, es decir, P es efectiva-
mente un MANLP.

De forma similar a las Secciones y nos apoyaremos en un
lema previo para demostrar que la semdantica de un CFASP coincide con

la de su correspondiente MANLP.

Lema 4.3. Sea P° un CFASP y PP el correspondiente MANLP de P°. Dadas dos
interpretaciones N°¢, M¢ € Zpc, sean Ny, M € ZIp las interpretaciones dadas
por Ny(b) = N¢(b) y M(b) = Mc<(b) si b € Apc y Nys(not}) = M (not}!) =
=" M¢(b) para cada b € Nk, k > 1,h € {1,...,k}. Entonces, N¢ es un modelo
del reducto P§;. siy solo si Ny es un modelo del reducto IPy;.
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Demostracién. Dado que (&, <) forma un par adjunto, se obtiene que:

(i) Ny satisface la regla (not; < =M (b); T) en el reducto P, si y solo si
S M(b) X Ny(not}).

(ii) Ny satisface una regla de la forma (not} « =M (not'); T) en el
reducto Py si y solo si - M (not!' ') < Ny (not}).

Ahora bien, por definicién, Ny (not}) = = M¢(b) = = M (b). Ademas, ha-

ciendo los respectivos calculos:
Nar(noth) = =" Me(b) = - (%h‘l Mc(b)) — % M(noth ™)

Con lo cual N, satisface directamente las reglas de P); con cabeza not!
paracadabe ML, k> 1,h e {1,... ,k}

Ahora, por definicién, para cada regla en P° de la forma
r“: a<+ f(lh,..., )
existe una regla en [P de la forma
r: (a4 Qpy,...,pal; T)

Ya que p; es un simbolo proposicional positivo para cada j € {1,...,n},la
propia regla r pertenece al reducto IP,,. Por su parte, la regla 7 se sustituye

en el reducto P§,. por la regla
et a+ fI I

A continuacién, para concluir la demostracién del Lema 4.3, veremos que
N¢ satisface la regla r§,. si y solo si Nj, satisface la regla 7.
Por definicién de satisfacibilidad, N° satisface la regla 7§,. si y solo si

Ne(f(IM° ... IM)) < N¢(a), o equivalentemente

FNCW™), ..., N()")) = N%(a) (4.12)

159



CAPITULO 4. EXTENSIONES Y RELACIONES DE MALP CON NEGACIONES

Por otro lado, N, satisface la regla r si y solo si NM(@ D1, .-, pn)) = Ny(a),
esto es,

Q[Np(p1), - Nu(pn)] = Na(a) (4.13)

Veamos que y coinciden. En efecto, ya que Ny, (b) = N¢(b) para
cada b € Apc, el miembro de la derecha de ambas desigualdades coincide.
Sea ahora I; € {ly,...,l,}. Sil; € Ape, se cumple que I}'" = I; y p; =

l;, de donde Ny (p;) = Nu(l;) = Ne(I;) = N(I}). Por el contrario, si
l; = —"bconb € Ap, entonces [} = M(l;) y p; = notl". Por lo tanto,

obtenemos la siguiente cadena de igualdades:

Nu(p;) = Na(not}) = =" m(v) = =" ae) L Ne (<" o))
= Ne (Nre(=te)) = N (M) ) = N (1)

(1) Notemos que =" M¢(b) € L, luego N° <%h Mc(b)) _— Me(b).

Se concluye entonces que Ny(p;) = N¢(1}°) para cada j € {1,...,n}.
Ya que @ = f, se tiene que y son idénticas, como queriamos
demostrar. Asi pues N es un modelo del reducto IP§,. si y solo si Ny, es
un modelo del reducto P,,. O

Una vez probado el Lema veamos que la seméntica de un CFASP
coincide con la de su correspondiente MANLP. Como viene siendo habi-
tual, lo haremos en dos fases. Para comenzar, mostraremos que los conjun-
tos respuesta de un CFASP se pueden caracterizar mediante una familia de

modelos estables de su correspondiente MANLP.

Teorema 4.7. Sea P° un CFASP y P el correspondiente MANLP de P°¢. Dada
una interpretacion M° € Ipe, consideremos la interpretacion M € Ip dada por
M(b) = M¢(b) si b € Ape y M(not}) = =" M(b) para cada b € Nk k > 1,h €
{1,...,k}. Entonces, M*¢ es un conjunto respuesta de P si y solo si M es un
modelo estable de P.
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Demostracion. Aplicando el Lema 4.3} obtenemos que M es un modelo de
IPS,c siy solo si M es un modelo de Py;. Queda probar entonces que M*
es el modelo minimo de IP§,. si y solo si M es el modelo minimo de Py,.

Procederemos por reduccién al absurdo.

Supongamos que M es el modelo minimo de IP; y que existe un mode-
lo N¢ de P§,. tal que N° C M?¢. Por el Lema la intrepretacion Ny, € Zp
definida como Ny, (b) = N¢(b) sib € Apc y Np(not}) = " Mc¢(b) para cada
be Nk k>1,he{l,...,k} es un modelo de P,,;. Observemos que por
definicién de Ny, y M, se obtiene que Ny (not}!) = " ¢(b) = M(notl)
paracadab e NE k> 1,h € {1,...,k}. Con lo cual, ya que N¢ C M, se
deduce que Ny C M, luego M no es el modelo minimo de IP),. Hemos

llegado entonces a una contradiccion.

Sea ahora M° el modelo minimo de P}, y asumamos que existe un
modelo N € Zp de Py, tal que N C M. Consideremos la interpretacion
N¢ € Zp. dada por N¢(b) = N(b) para cada b € Ap.. Claramente, si
N(not}) < M(not}) para algin b € NE, k > 1,h € {1,...,k}, entonces
N no satisface la regla (not? +— = M(not,"'); T) en el reducto Pj,. En con-
secuencia, podemos afirmar que existe un dtomo a € Ap. de forma que
N(a) < M(a), y por tanto N T M¢°. Ahora bien, tomando N,, € Zp defi-
nida como Ny (b) = N(b) para cada b € Apc y Ny (not}!) = =" M (b) para
cadab € Vi, k > 1,h € {1,...,k}, como N es modelo de Py, entonces
Ny, también satisface todas la reglas de Py, luego se trata de un modelo
de P,,. Consecuentemente, haciendo uso del Lema se deduce que N°
es un modelo de IP§,.. Por lo tanto M “ no es el modelo minimo de P,., en

contradiccién con la hipétesis. O

El siguiente resultado completa la prueba de la equivalencia entre la
semdntica de un CFASP y la de su correspondiente MANLP. Especifica-
mente, expone que la evaluacion del simbolo not!! bajo cualquier modelo

estable M de P es igual a ~" (b). Asi, el Teorema @ recorre todos los
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modelos estables de P, y en consecuencia P¢ y P son equivalentes desde

un punto de vista seméntico.

Teorema 4.8. Sea P° un CEASP y P el correspondiente MANLP de IP°. Cualquier
modelo estable M de P satisface M (notl) = " M (b) para cada b € NE Kk >
Lhe{l,... k}.

Demostracién. Sea M un modelo estable de P. Realizaremos una demostra-

cién por induccién sobre h.
Caso base: Veamos que M (not}) = = M (b) para cada b € NE, k > 1.

Por definicién, M es el modelo minimo del reducto PPj;. En particular,
M satisface la regla (not} « —M(b); T) en Py, luego = M (b) < M(not}).
Atn mas, ya que (not; «+ =M (b); T) es la tnica regla en P); con cabeza
not}, al ser M el modelo minimo, M (not}) = = M (b) paracadab € NE, k >

1.

Paso inductivo: Supongamos que M (not ') = Sy (b), conb € NE.,

k>1,he{2,...,k}, y veamos que M (not}!) = =" M (D).

Razonando como en el caso base, ya que M es el modelo minimo de
Py, M satisface la regla (not} < —M(not}'); T), y al ser dicha regla la
tinica con cabeza not! en P,;, se obtiene que M (not}') = - M (not!' ). Aho-
ra, teniendo en cuenta la hipétesis de induccion, se deduce la igualdad

requerida:

M(not!) = < M(not'!) = (%’” M(b)) = =" M®)

Como consecuencia de los Teoremas 4.7y .8 el numero de conjuntos
respuesta de un CFASP coincide con el niimero de modelos estables de su
correspondiente MANLP. En particular, el siguiente corolario se deriva de

manera natural.
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Corolario 4.3. Sea P un CFASP y PP el correspondiente MANLP de P°. En-
tonces, existe un conjunto respuesta de P° si y solo si existe un modelo estable
de PP

El Corolario [4.3|nos lleva a la situacion de que si uno garantiza la exis-
tencia de al menos un modelo estable de P, entonces la existencia de al-
gun conjunto respuesta de P estd asegurada, luego se podra definir la
semantica de dicho CFASP. Dicho lo cual, el Teorema[3.5/puede usarse pa-
ra proporcionar una condicién suficiente para la existencia de conjuntos

respuesta de un CFASP, como se muestra a continuacion.

Corolario 4.4. Sea P un CEASP definido a partir del par (&, <-) en un conjunto
no vacio convexo y compacto K de un espacio euclideo. Si & vy los operadores en
el cuerpo de las reglas de IP° son continuos, entonces existe al menos un conjunto

respuesta de IP°.

Demostracion. Sea IP el correspondiente MANLP de P¢, de acuerdo con la
Definicién Las hipotesis del Teorema (3.5 se cumplen, con lo cual el
MANLP P tiene al menos un modelo estable. Como resultado, por el Co-

rolario |4.3/se concluye que PP° tiene al menos un conjunto respuesta. O

Terminamos esta seccién con un ejemplo ilustrando los resultados pre-
sentados en ella. Concretamente, recuperaremos el CFASP P¢ introducido
en el Ejemplo y garantizaremos la existencia de al menos un conjunto
respuesta de IP°. De hecho, pasaremos de dicho CFASP a su correspondien-
te MANLP y construiremos un modelo estable del MANLP, obteniendo ast

un conjunto respuesta de P°.
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Ejemplo 4.8. Sea P¢ el CFASP dado en el Ejemplo 4.3) formado por las reglas

r$p g 22

e Q&P —7s

rs: q<¢c0.38

r{: s < max{—q,t/2}

TE T 4—c U
siendo =: [0, 1] — [0, 1] el operador de negacién dado por

. 1—222 siz<0.5
—r =
11—z siz > 0.5

Observemos que los operadores &G y = son continuos. Asi mismo, también
son continuas las aplzcaczones Fiufar fs 0, 1] [0, 1] y fo, fu: [0,1]% — [0,1]
dadas por fi(z) = 52, folw,y) = v &py, fa(z) = 08, fu(z,y) = méx{z,y/2}
y f5( ) = . Con lo cual, el Corolario 4.4\ nos dice que existe al menos un modelo
estable de P°.

Aplicando la Definicion el correspondiente MANLP de IP¢, denotado P,
se define en el reticulo multiadjunto con negacion ([0, 1], <, &g, ¢, —), como el

conjunto formado por las reglas:

r: (p e H251) re: (noty < —q; 1)
ro: (p<oq q&p not? ; 1) ry 1 (noth <—¢ —w; 1)
r3: {q 4 0.8;1) rl: (not! < —s; 1)
ry: (s <—c méx{not) t/2} ;1) r2: (not? < —not,; 1)
rs: (t < noty ;1)

Consideremos ahora la interpretacion I = {(p,0.4), (¢,0.8), (s,0.5), (¢, 1), (u,0),
(not;,0.2), (not,, 1), (not},0.5), (not>,0.5)}. El reducto de P respecto a I, deno-
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tado IP;, viene dado entonces por las reglas:

ri: (p < 2251) ri: (not; <—¢ 0.2; 1)
rl: (p < q&pnot? ;1) rl o (notl < 1; 1)

rl: (g 4+c0.8;1) r' (noth « 0.5; 1)
rl: (s < max{notl, t/2} ;1) 2 (not? < 0.5; 1)

rl (t < notl ;1)
Ya que IP; no contiene reglas con cabeza u, el modelo minimo de IP;, denotado M,

satisface que M (u) = 0. Auin mds, ya que q, s, t, not,, not,, not. y not? aparecen

I I .
en la cabeza de tan solo una regla (ri, ri, ri, vl rl, ri" y r¥, respectivamente)

s

entonces:
M(g) = 08
M(s) = max{M (not,), M(t)/2} = méx{0.2,0.5} = 0.5
M(t) = M(notl) =1
M(noty) = 0.2
M(notl) = 1
M(notl) = 05
M(not?) = = M(notl)=-05=05

Finalmente, el valor que asigna M al simbolo proposicional p se calcula como:

M(p) = min {HTM(S) M(q) &p M(noti)}

14+0.5 .
= ml'n{ +2 ,0.8&1:0.5}

— min{0.75,0.4} = 0.4

Puesto que I coincide con M, concluimos que I es el modelo minimo de P;. Di-
cho de otra forma, I es un modelo estable de P. En consecuencia, aplicando el
Teoremald.7) la interpretacion I€ es a su vez un conjunto respuesta de P¢, siendo

¢ = {(p,0.4), (¢,0.8), (5,0.5), (£, 1), (u, 0)}
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Capitulo 5

Ecuaciones bipolares de

relaciones difusas

Las relaciones difusas [103, [123] surgen como una generalizaciéon del
concepto de relacién de la teoria de conjuntos clasica. Asi, mientras que
una relacién clésica entre dos conjuntos U y V establece que un elemento
u € U o bien esta relacionado o bien no esta relacionado con un elemento
v € V, una relacién difusa asigna a cada par (u,v) € U x V un valor de
0, 1], 0 méas generalmente, un valor de un cierto conjunto parcialmente or-
denado (L, <). Generalmente, se asume que (L, <) forma un reticulo com-
pleto, siendo L y T sus elementos minimo y maximo, respectivamente,
con objeto de simular la ausencia total de relacién y la presencia imperio-

sa de esta. Formalmente:

Definicién 5.1. Sea (L, =) un reticulo completo y U,V dos conjuntos. Una re-
lacién difusa de U en V' es una aplicacion R: U x V — L.

Definiendo un operador binario entre relaciones o, generalmente deno-
minado composicién de relaciones, no es dificil imaginar que surjan ecua-
ciones del tipo R o S = T siendo R, o bien S, una relacién desconocida.

En nuestro ambiente, consideraremos que o es una 3-composicion, en el
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sentido de que si R es una relaciéon de U en V' y S es una relaciéon de ' en
W, entonces un elemento v € U esta relacionado con un elemento w € W
si existe un elemento v € V tal que u esté relacionado con v y v estd re-
lacionado con w. Si consideramos que R y S son relaciones cldsicas (no

difusas), se tendra entonces que
RoS ={(u,w) e U x W | existev € V tal que (u,v) € Ry (v,w) € S}

En el caso de que Ry S sean relaciones difusas, podemos modelar la
existencia mediante el operador supremo, asi como la exigencia simulté-
nea de (u,v) € Ry (v,w) € S mediante el uso de un conjuntor. Como
resultado, la composicion de relaciones difusas puede establecerse como
la aplicacion Ro S: U x W — L dada por:

Ro S(u,w) = \/ R(u,v) & S(v,w) (5.1)
veV
siendo & un conjuntor. Se dice entonces que una ecuacion de relaciones difu-

sas [104] es una expresion del tipo
RoS=T

siendo R una relacién desconocida, o bien siendo S una relacién des-
conocida. Cabe destacar que la conjuncién usada en puede ser in-
dependiente de los elementos de V/, en cuyo caso se hard uso de una
Unica conjuncién, o bien puede depender de cada elemento v € V. En
tal caso, dado un conjunto de conjunciones &, ..., &, y una aplicacién
o:V — {l1,...,k} que asocia a cada elemento de V' una conjuncién, se

define la o,-composicién de Ry S como

Ro, S(u,w) = \/ R(u,v) &o(w) S(v,w) (5.2)

veV

Las ecuaciones derivadas de una o,-composicién, de la forma
Ro, S=T
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DE SUPREMO-ECUACIONES

reciben el sobrenombre de ecuaciones multiadjuntas de relaciones difu-
sas [45].

Recientemente, Freson et al. [54] propusieron una generalizacion de las
ecuaciones de relaciones difusas en las que las incégnitas aparecen junto a
su negacion légica, mediante un operador de negacién. Dichas ecuaciones
se conocen como ecuaciones bipolares de relaciones difusas, y se definen

formalmente como sigue:

Definicién 5.2. Sea (L, =) un reticulo completo y U, V, W tres conjuntos. Dada
una negacion —: L — L, una ecuacion bipolar de relaciones difusas es una

expresion del tipo

m (RoST)V(-RoS™)=T,siendo ST, S~ : VxW - LyT: UxW — L
relaciones conocidas, R: U x V' — L una relacion difusa desconocida y
—R: U xV — Ldada por (—R)(u,v) = =~(R(u,v)).

m (RToS)V(R 0-S)=T,siendo R",R~:UXxV = LyT: UxW — L
relaciones conocidas, S: V x W — L una relacién difusa desconocida y
=SV x W — Ldada por (=S)(v,w) = =(S(v,w)).

Una ecuacién bipolar multiadjunta de relaciones difusas se define de forma

andloga, haciendo uso de una o,-composicion.

5.1. [Ecuaciones bipolares de relaciones difusas

como sistemas de supremo-ecuaciones

Una estrategia habitual a la hora de resolver ecuaciones de relaciones
difusas consiste en descomponer la relacién desconocida en filas (o bien
en columnas), obteniendo para cada fila (0 columna) un sistema de ecua-
ciones en L. En lo que sigue, llevaremos a cabo dicha descomposiciéon para

ecuaciones bipolares de relaciones difusas.
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Es preciso destacar que la descomposicién y, por ende, el sistema de
ecuaciones obtenido, depende de la incégnita considerada en la ecuacion.
Especificamente, si la incégnita es R hemos de descomponer 7' en filas,
mientras que si la incégnita es S hemos de descomponer 7" en columnas.
Es por ello que las dos ecuaciones bipolares dadas en la Definicién[5.2han

de ser estudiadas por separado.

Por un lado, consideremos una ecuacién bipolar de relaciones difusas
del tipo

(RoST)V(=RoS™)=T (5.3)

siendo R: UxV — L unarelacion difusa desconocida. Denotemos |U| = n,
V] =my |W|=1ysean R = {&i;}nxm, ST = {af }mx1, S~ = {5 }mx1 ¥
T = {bik fnxi-

Claramente, descomponiendo 7" en filas, obtenemos que resolver (5.3

es equivalente a resolver n ecuaciones de la forma

+ + - -
af, - af, ay c--ag
|:=Ti1 o ‘/L’im:| © Vi—oxy o _'ximi| o = |:b11 ce bzli|
+ + - -
Ay " Gy Ay 7 Gy
con ¢ € {1,...,n}. Equivalentemente, de acuerdo con la definicién de o,

resolver (5.3) es equivalente a resolver n sistemas de la forma

\/ (CCZJ&CL;;C) V (_\l’ij&aj_k) = bir, ke {]_,,l} (54)
je{l,....m}
coni € {1,...,n}. Las ecuaciones que componen un sistema de esta forma

reciben el nombre de supremo-ecuaciones bipolares o sup-ecuaciones bipolares.

Especificamente, toda solucién de es el producto cartesiano de
soluciones de (5.4). Aun mas, esto implica que las soluciones maximales
(respectivamente minimales) de son el producto cartesiano de las so-
luciones maximales (respectivamente minimales) de (5.4). Consecuente-

mente, podemos afirmar que estudiando la resolubilidad y la estructura
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algebraica del conjunto de soluciones de (5.4), se deduce directamente la
de la ecuacién bipolar de relaciones difusas.

Reescribiendo los indices de para obtener una expresién maés sen-
cilla, estamos interesados entonces en estudiar el sistema de sup-ecuaciones

bipolares

\V  (&af)V(ozi&a;) =b, i€{l,...,n} (5.5)

je{l,...m}

Supongamos ahora que tenemos una ecuacién bipolar de relaciones

difusas del tipo
(RToS)V(R 0o=8)=T (5.6)

siendo S: V x W — L una relacion difusa desconocida. Utilizaremos de
nuevo la notacién |U| =n, |V| =my |W| =1, y sean ahora R* = {a;’;}nxm,
R™ = {a;;tnxm S = {jetma y T = {bir}nx-

Descomponiendo ahora 7" en columnas, resolver es equivalente a

resolver [ ecuaciones de la forma

+ + - —
Ay -0 iy L1k Ay - iy L1k b1k
o V o =
+ + - —
Ap1 0 Apy Lmk Ap1 0 Apy T Tmk bnk‘
con k € {1,...,l}. Por la definicién de la composicién o, las ecuaciones

previas vienen dadas por [ sistemas de la forma
\ (@ &apm) V(0 &zp) =bw, i€{l,...,n}  (57)
je{l,...m}

conk e {1,...,1}.
De forma anéloga al caso (Ro ST) V (wRo S7) = T, las soluciones
de (5.6) son producto cartesiano de soluciones de (5.7)). Asi pues, el estudio
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de determina la resolubilidad y la estructura algebraica del conjunto
de soluciones de la ecuacién bipolar de relaciones difusas dada por (5.6).

Por lo tanto, estudiaremos el sistema de sup-ecuaciones bipolares dado

por

\V  (af&a) V(g & ) =b, i€{l,...,n} (5.8)

je{lvvm}

Un razonamiento similar para las ecuaciones bipolares multiadjuntas
de relaciones difusas (Ro,S*)V(—Ro,S™) =Ty (RT0,S)V(R 0,—5) =T
nos lleva a los sistemas de sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas (5.9)

y (5.10), respectivamente.

\/ (ij &cr(j) CLg) V (_\fﬂj &U(j) CZZ;) = bi, 1€ {1, ce ,n} (59)

j€{177m}

\/ (af; &o() 75) V (a5 &o(y —xj) =bi, i€ {1,...,n} (5.10)

je{1,...m}

Las siguientes secciones estan dedicadas al estudio de la resolubilidad

de los sistemas (5.5) y y de los sistemas (5.9) y (5.10), incluyendo el

andlisis de la estructura algebraica de su conjunto de soluciones. Observe-

mos que los sistemas (5.5) y (5.8), al igual que los sistemas (5.9) y (5.10),

coinciden en el caso de que los conjuntores usados sean conmutativos.

Concretamente, en la Seccion[5.2]estudiaremos un tipo general de siste-
ma de sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas, lo que nos llevara a gene-
ralizar los resultados existentes en la literatura sobre ecuaciones bipolares
de relaciones difusas. Por su parte, en la Seccién |5.3|analizaremos un caso
particular de sistema de sup-ecuaciones bipolares definido con una nega-

cién no involutiva.
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5.2. Sistemas de sup-ecuaciones bipolares multi-
adjuntas en reticulos multiadjuntos birresi-

duados simétricos

Hasta donde sabemos, todas las ecuaciones bipolares de relaciones di-
fusas que se han estudiado en la literatura se definen en el intervalo uni-
dad, incluyendo aquellos trabajos que tratan dichas ecuaciones desde un
punto de vista aplicado. Concretamente, las ecuaciones bipolares de re-
laciones difusas consideradas en la literatura se han definido o bien con
la composiciéon maximo-minimo [54} 73, [74], con la composicién méximo-
producto [21}, 28] o con la composicién méximo-tukasiewicz [75] 122, 125];

y todas ellas con la negacién estandar.

En la presente seccién abordaremos el estudio de un tipo general de sis-
tema de sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas definido en un caso parti-
cular de reticulo multiadjunto birresiduado enriquecido con una negacién
involutiva. En particular, las ecuaciones asi definidas engloban a las ecua-
ciones bipolares de relaciones difusas definidas con la negacién estandar
y con las composiciones maximo-minimo, méximo-producto y méaximo-
Lukasiewicz en el intervalo unidad. En otras palabras, el estudio desarro-
llado a continuacién generaliza los resultados que existen en la literatura

sobre la resolucion de ecuaciones bipolares de relaciones difusas.

Para comenzar, fijaremos la estructura algebraica sobre la que definire-
mos las sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas. Recientemente, Cignoli y
Esteva [16] introdujeron los reticulos residuados simétricos como reticulos
residuados enriquecidos con una involucién de De Morgan, esto es, con
un operador involutivo que satisface las leyes de De Morgan. Siguiendo la
nomenclatura de estos autores, a continuaciéon presentamos la nocién de

reticulo simétrico adaptada al marco multiadjunto birresiduado.

Definicién 5.3. Un reticulo multiadjunto birresiduado simétrico es una tu-
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pla <L7 j? &17 )/17 \17 e 7&I€7 )/KJ ’\Fw _'> tal que (L7 j7 &17 \/17’\17 SR 7&I<L7
" Nk) forma un reticulo multiadjunto birresiduado y el operador —: L — L
satisface las siguientes propiedades, para cada x,y € L:

(1) ——x==x

(1) =(zVy)=-xA-y

A primera vista, puede parecer que el operador — no es necesariamente
una negacién involutiva, es decir, podria no ser decreciente. De ser asi, la
estructura algebraica considerada habria de ser otra. Atin mds, es natural
pensar que se podria obtener una estructura algebraica diferente si se toma
laley =(z Ay) = ~2 V -y en lugar de Sin embargo, como se prueba
a continuacioén, ser decreciente y satisfacer cualquiera de las leyes de De

Morgan son equivalentes para cualquier operador involutivo.

Proposicion 5.1. Sea (L, =) un reticulo y =: L — L un operador involutivo.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) =(xVy)=—-xA-yparacadaz,y € L.
(2) =(x ANy) =—xV ~yparacada z,y € L.
(3) — es mondtona decreciente con =T = Ly -L =T.

Demostracion.

(D=1(2)] Supongamos que —(z V y) = —x A —y para cada z,y € L. En
particular, para —z y =y, se cumple que

Ya que — es involutivo, se deduce entonces que
—(mxVoy)=x Ay
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Con lo cual, aplicando — a ambos miembros de la igualdad an-
terior y teniendo en cuenta que se trata de un operador involu-

tivo, obtenemos finalmente

(2)={(3)] Supongamos ahora que —~(x A y) = -z V —y para cada =,y € L.
La siguiente cadena de igualdades se satisface directamente:

—|—|—:—|—|—\/J_:—\T\/—|—|J_:—\<T/\—|J_):—|—\J_:J_

Asimismo, por ser — involutiva, se deduce que =L = =T = T.
Falta ver que — es decreciente. Supongamos pues que z =< y.

Claramente, z = = A y, luego
Con lo cual, por definicién de supremo, se deduce que -y < —z.

Por ultimo, supongamos que — es decreciente con =T = Ly
-1 = T,ysean z,y € L. Por definicién de supremo, = e y son
inferiores a x V y, luego al ser — decreciente, ~(z V y) < —x'y
—(z Vy) < —y. De donde:

—(zVy) T Ay (5.11)

Por otro lado, por definicién de infimo, se obtiene que ~zA—y <
-z y ~xA—y =< —y. Conlo cual, al ser — decreciente e involutiva,

se cumplen las desigualdades

€T = X

y = —y

= (0w A-y)

Como resultado, obtenemos que z V y < —(—z A —y). De don-
de, aplicando — a ambos lados de la desigualdad y teniendo en

cuenta que se trata de un operador involutivo, se concluye que
-z Ay =-=(mx A y) 2 (2 Vy) (5.12)
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De (5.11)) y (5.12) se deduce que ~(x V y) = =z A -y, como que-

riamos demostrar. O

Asi pues, podemos caracterizar un reticulo multiadjunto birresiduado
simétrico como un reticulo multiadjunto birresiduado dotado de una ne-

gacion involutiva.

Teorema 5.1. Una tupla (L, =<, &1,/ N, -+, &ny " Nss ) €8 un reticulo
multiadjunto birresiduado simétrico si y solo si (L, =, &1,/ Na, -+ &y "
. N«) es un reticulo multiadjunto birresiduado y —: L — L es una negacion
involutiva.

Demostracion. Se sigue directamente de la Proposicién[5.1} 0

Las sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas consideradas en esta sec-
cién estdn definidas en reticulos multiadjuntos birresiduados simétricos
tales que (L, <) forma un reticulo distributivo. De aqui en adelante, de-
nominaremos a dicha estructura reticulo multiadjunto birresiduado simétrico
distributivo (DSBMAL, del inglés, distributive symmetric birresiduated multi-
adjoint lattice). Estamos ya en disposicién de presentar los sistemas de sup-

ecuaciones multiadjuntas que queremos resolver.

Sea (La ja &17\/17 \17 coee 7&N7 \/Ha \Ka _‘) un DSBMAL/ CZ,Z;, ai_ja bz S L/
paracadai € {1,...,n},j € {1,...,m}yseac: {1,...,m} = {1,..., k}.
Estamos interesados en resolver sistemas de sup-ecuaciones bipolares mul-

tiadjuntas del tipo

\/ (af; &o() 75) V (a5 &o(y —@j) =bi, i€ {1,...,n} (5.13)

je{1,...m}

asi como del tipo

\/ (25 &o(j) a3;) V (775 &ogiy ag;) = b, 1 €{1,...,n} (5.14)

]e{lvvm}

siendo z1, ..., x,, € L desconocidos.
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5.2.1. Resolviendo sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas

Iniciaremos el estudio por un caso mds sencillo, en el que se tenga
una tnica sup-ecuacién. Es decir, estudiaremos la resolucién de la sup-

ecuacion bipolar multiadjunta

V(@ &y 25) V (0] &oyy ) = b (5.15)

je{1,...,m}

y de la sup-ecuacién bipolar multiadjunta

\/ (@5 &a () a;r) V (—zj &o(ya;) =b (5.16)
je{1,...,m}
siendo a},a;,b € L valores conocidos y x; incégnitas, con j € {1,...,m}.

Con objeto de abordar la resolucién de ambas ecuaciones, es preciso
recordar que, por la Proposicién 2.9 para cada triple adjunto (&, %, ),
los operadores ,/* y \; vienen dados por:

by a=méx{z € L|x&a=b}
bNia=méx{z € L |a&;x =< b}

Ademas, siguiendo el enfoque adoptado en [41], asociaremos a cada
operador &;, con i € {1,...,k}, dos operadores extra ', N;: L x L — L

definidos como sigue:
bvria=inf{z € L|b=x&, a}

brnia=if{reL|b<ak;x}

Observemos que ambos operadores estan bien definidos, al ser (L, <) un
reticulo completo. Claramente, los operadores extra »* y & ; coinciden si
&; es conmutativo, al igual que coinciden los operadores ,* y ;. Note-

mos ademas que no es posible definir b »* a y b x; a como el minimo de
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los conjuntos {z € L | b2z &;a} y{z € L |b = al&;z}, puesto que dichos
conjuntos pueden ser vacios, por ejemplo si a < b.

Intuitivamente, si deseamos alcanzar una igualdad del tipo a &; * = b,
entonces b N ; a nos proporcionard el minimo valor de = con el que puede
alcanzarse dicha igualdad, mientras b \; a serd el méximo valor de x para

el que puede alcanzarse.

Para comenzar, adaptaremos a nuestro entorno la Proposicién 16 y el
Teorema 2 presentados en [41]. Cabe destacar que, en dicho trabajo, los
autores consideran una tnica t-norma como conjuncién en la ecuacién,
mientras que en nuestro entorno contemplamos miltiples conjunciones
&i, ademds de no requerir que estas sean conmutativas o asociativas. El
siguiente resultado proporciona el conjunto de soluciones de una sup-

inecuacién multiadjunta y de una sup-ecuacién multiadjunta (no bipolar).

Proposicion 5.2. Sean (L, <, &1,/ ")\, -+ - &wy i, N, ) un DSBMAL y
o:{1,....m} — {1,...,k}. Dados as,...,a, € Ly bun elemento supremo
irreducible de L, si &, . . ., & son homomorfismos entonces:

(a) El conjunto de soluciones de la sup-inecuacion

Vo @&z 2b (5.17)

jEf1,m}
es igual a [0, g], donde 0 representa la tupla (L,..., L)y g = (g1,...,9m)
con g; = b \o(j) a; paracada j € {1,...,m}.

(b) El conjunto de soluciones de la sup-inecuacion

b=\ & (5.18)

je{1,....m}
ses-|s, 1] siendo 1 = (T,....,T)y S* = {s' | b =X a;} con

sj:(s{,...,s{'n)y

es igual a | J

S{L: b\g(j) Clj Si h:]
1 en otro caso
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(c) El conjunto de soluciones de la sup-ecuacion
V@& zi=0b (5.19)

esigual a|J,.4[s, 9] donde g = (g1, ..., gm) con g; = b\ o(;) a; para cada
je{l,....m}y
S={s"[b=2a;,b ™o a; 20 No) a;}

siendo s7 = (s},...,s! ) con

h 1 en otro caso

S

Demostracion.

(a) Observemos que la tupla 0 satisface trivialmente (5.17), ya que por
la Proposicién 2.9/ se cumple que a; &o(;) L = L paraj € {1,...,m}.
Asi pues, de acuerdo con la definicién de g, es suficiente ver que g es
solucién de para concluir que su conjunto de soluciones viene

dado por [0, g].

Ahora bien, por la Proposicién[2.9] para cada j € {1,...,m} se cum-
ple que a; &.(;)(b \s(j) a;) = b. En otras palabras, a; &.(j) g; < b. Por

lo tanto, se deduce que

Vo4& g b

(b) Claramente, si (5.18) no es resoluble entonces para la tupla 1 se ob-

tiene que

bﬁ‘ V 4&nT= "\

Con lo cual, la Proposicién 2.2/ nos permite afirmar que b A a; para
cada j € {1,...,m}. De donde, S* = @, luego el conjunto | J,g.[s, 1]

es vacio y satisface trivialmente el enunciado.
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(©)

Supongamos ahora que (5.18) es resoluble, y sea (1, ...,%,) una
solucién. Por la Proposicion al ser b supremo irreducible exis-
te j € {1,...,m} que satisface b = a; &, (;) ;. Por un lado, al ser

mondétono &, ;) creciente, esto implica que
b = Q; &U(j) T = a; &g(j) T = 7 (520)

con lo cual s/ € S*. Por otro lado, por definicion de o(j), S satisface

que b N, ;) a; = z;. Como resultado, se deduce que s < (z1,...,zy,).

En vista de lo anterior, para probar que el conjunto de soluciones
de es [J,cq-[s, 1], es suficiente ver que todo s/ € S* es solucion
de (5.18). Observemos que, para cada j € {1,...,m}, se tiene que el
conjunto {z € L | b =< a; &+(j) ¢} es no vacio, ya que T pertenece a
dicho conjunto por (5.20). Como &, ;) es homomorfismo, se deduce

entonces que

b =< inf{aj &U(j) T ‘ b = a; &U(j) xr,Tr € L}
= a; &O‘(j) fIlf{ZL’ €L | b= a; &a(j) ZE}
= ;&b No() )

Con lo cual se concluye que s’ es solucién de (5.18).

Es claro que una tupla es solucién de (5.19) si y solo si es a la vez
solucién de (5.17) y de (5.18). Por lo tanto, aplicando lo probado en

los enunciados (a) y (b), el conjunto de soluciones de (5.19) es igual a
0,910 (J[s.1]
seS*

esto es

U (0,91 N [s,1))

sES*
Observemos que, dado s/ € S*, se cumple que s}, = L para cada

h # j, con lo cual el conjunto [0, g] N [s?, 1] serd no vacio si y solo si
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s’ < g. De acuerdo con la definicion de s’ y de g, esto se cumplira si

y solo si

b NaG) a5 =8 = g; = b 0@ a5

Con lo cual, se concluye que el conjunto de soluciones de (5.19)) viene

dado por J, (s, gl, siendo

S={s[b=a;,bNog) a; 2bNo() a;}

De forma similar se obtiene el siguiente resultado.

Proposicion 5.3. Sean (L, =<, &1,/ N1, - -+ &wy ™ Nk, ) un DSBMAL y
o:{1,....m} — {1,...,k}. Dados as,...,a, € Ly bun elemento supremo

irreducible de L, si &1, . . ., &« son homomorfismos entonces:

(a) El conjunto de soluciones de la sup-inecuacion

\V &y a; 2 b

es igual a [0, g], donde O representa la tupla (L, ..., L)y g = (g1, ...

con g; =b Y a;paracada j € {1,...,m}.

(b) El conjunto de soluciones de la sup-inecuacion

(5.21)

. gm)

(5.22)

es igual a \J, g.[s,1] siendo 1 = (T,...,T)y S* = {s/ | b < a;} con

sj:(si,...,s{ﬁ)y

h 1 en otro caso
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(c) El conjunto de soluciones de la sup-ecuacion

\/ X &o(j) a; = b (523)

]E{lvvm}

es igual a|J,.g[s, g donde g = (g1, ..., gm) con g; = b ,/°Y) a; para cada
je{l,....m}y

S:{sj|bjaj,b /’U(j) a; jb/a(j) Clj}
siendo s’ = (s1,...,s) con

h 1 en otro caso

Demostracién. La demostracion es andloga a la de la Proposicién O

En lo que sigue, presentaremos algunos resultados acerca de la resolu-
cién de la sup-ecuaciéon bipolar multiadjunta (5.15) De aqui en adelante,

consideraremos fijadas las siguientes convenciones notacionales:

» Dadosz = (z1,...,2p) € L™ ey = (y1,...,Ym) € L™, entonces

TAY = (T1AY1, ey Ton A Ym)
eVy = (T1VY,e oy T V Ym)
—r = (5@, Ty)

s ST ={sTt b= al,bNoy al XbNo) af feons’t = (s, sy

J J 7 om
4 b Noey al si h=j
gt=1 "0 / (5.24)
1 en otro caso
n ST ={ | b=a,b N a; <bNu(y ar teonsiT = (17, ..., s~
j () 44 (7) @ 1 m)y
4 b No(i) a; si h=37
sm=1 7 S / (5.25)
1 en otro caso
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= Las tuplas g* = (9{,....90) € L™y g~ = (91,---,9n) € L™ se
definen como g = b No() af y g; = b No(j) a;, para cada j €

{1,...,m}.

Para la resolucion de la ecuacion (5.16) se obtienen resultados anédlogos
a los que se presentan a continuacién, definiendo en ese caso los conjuntos
Sty S~y las tuplas g* y g~ con los operadores ,°V) y ?U) en lugar de
con los operadores N\ () Y No())-

Comenzaremos caracterizando el conjunto de soluciones de (5.15).

Teorema 5.2. Sea (L, =, &1,/ 1N, -+, &ny ", Nsy ) un DSBMAL tal que
&1, - - -, &y son homomorfismos, y sea b € L supremo irreducible. EI conjunto de

soluciones de (5.15) viene dado por
D= ( Ulsv ﬂg‘,gW) U ( SR YA ﬂ8]>
seSt seS~

Demostracion. Ya que b es un elemento supremo irreducible de L, podemos
afirmar que (5.15) es resoluble si y solo si alguno de los siguientes sistemas

es resoluble:

)
\  af &opyzy=b (5.26)
je{1,...m}
V4 &y XD (5.27)
\je{l,...,m}
o bien
[\ af &ogya; < (5.28)
je{1,...m}
\V 4 &opyori =0 (5.29)
LJE{L,....,m}

Como resultado, el conjunto de soluciones de (5.15) sera igual a la unién
del conjunto de soluciones del primer sistema, que serd denotado D,, con
el conjunto de soluciones del segundo sistema, que serd denotado D,. A

continuacién, procederemos con el cdlculo de ambos conjuntos.
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En lo que respecta al primer sistema, de acuerdo con el apartado (c) de
la Proposiciéon 5.2} una tupla x satisface la ecuacién siy solo si
ve |Jls.g7]
seSt
Aun mas, si denotamos y = —z, entonces del apartado (a) de la Proposi-
cién[5.2]se deduce que se cumple siy solosiy € [0, 9], 0 equivalen-
temente, si y solo si 0 <= -z < ¢g~. Ya que — es una negacién involutiva,

obtenemos que (5.27) se satisface siy solosi ~g~ <« < 1, siendo 1 la tupla

(T,...,T).Conlo cual, se concluye que
Dy = (U ls9) Ny 1
seSt

Realizando operaciones elementales de conjuntos y teniendo en cuenta
que gt < 1, obtenemos que
Di= (lsg'1n g 1) = UlsVg.9"]
seS+ seS+

En cuanto al segundo sistema, formado por y (5.29), por el apartado
(c) de la Proposicion 5.2} una tupla x satisface siysolosiz € [0, g7].
Ahora, definiendo y = —z y teniendo en cuenta el apartado (a) en la Pro-
posicién 5.2, obtenemos que y satisface si 'y solo si

ve Jlsg]
s€S~
De donde, al ser — una negacién involutiva, se cumple la cadena s < -z <

g~ siysolosi~g~ = x =< —sparacadas € S™. Con lo cual, obtenemos que
D, =[0,g°10 ( |J [7g7~s))
s€S~

Como 0 =< —g~, realizando operaciones elementales de conjuntos, pode-

mos reescribir el conjunto Dy como:

Dy= | ([O,gﬂ N [ﬂg’ﬁS]) = J g .gt A

seES— seES—
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Como resultado, se concluye que el conjunto de soluciones de (5.15) es en

D= ( U [Svﬂgigﬂ) U ( U g* AﬂS])

seSt SES™

efecto

g

Del resultado anterior se deriva que una condicién necesaria para que
(5.15) sea resoluble es que se cumpla la desigualdad —¢g— < ¢™.

Corolario 5.1. Sea (L, <, &1,/ 1, N, - -5 &ns o, Nss ) un DSBMAL tal que
&1, - - -, &y son homomorfismos, y sea b € L supremo irreducible. Si (5.15)) es re-
soluble, entonces g~ < g™.

Demostracion. Se sigue directamente del Teorema O

Como consecuencia del Teorema 5.2} el conjunto de soluciones de
se divide en dos subconjuntos: (J, g+[s V 797,97 ¥ Uses-[797, 9" A —s].
Prestando atencién a la forma de ambos conjuntos, es facil obtener una
caracterizacion de la resolubilidad de (5.15). Concretamente, su resolubili-
dad depende de las tuplas g* y =g~

Teorema 5.3. Sea (L, =, &1,/ 1 N4, - -+, &ny ", Nsy ) un DSBMAL tal que
&1, - .., & son homomorfismos, y sea b € L supremo irreducible. Entonces (5.15)
es resoluble si y solo si g™ 0 =g~ es solucion.

Demostracién. Aplicando el Teorema5.2} el conjunto de soluciones de (5.15)
esigual a D, U Dy, siendo

Dy = |Jlsv-g g%
seSt

Dy = U[ﬂg_ngr/\_‘S]
s€S™

Claramente D; # @ siysolosig™ € Dy, y Dy # @ siysolosi ng~ € Dy. Por
lo tanto, el conjunto de soluciones de (5.15) es no vacio si y solosi g* € D,
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0 ~g~ € D,. En otras palabras, (5.15) es resoluble si y solo si g™ 0 =g~ es

solucion. O

La estructura algebraica del conjunto de soluciones de una sup-ecuacioén
ha sido ampliamente estudiada en la literatura. Ejemplo de ello son los
trabajos [42} 43], en los que se considera como conjuntor una t-norma, ast
como [45], donde se analiza un sistema de sup-ecuaciones multiadjuntas.
Sin embargo, hasta donde sabemos, no existian resultados similares en la
bibliografia para sup-ecuaciones bipolares. El resultado mostrado a con-
tinuacion proporciona una caracterizacion de las soluciones maximales y

minimales de una sup-ecuacién bipolar multiadjunta.

Teorema 5.4. Sea (L, <, &1,/ 1, N1, -+ &ny " N, ) un DSBMAL tal que
&1, - - -, & son homomorfismos, y sea b € L supremo irreducible.

(1) Si g* es solucion de (5.15)), entonces g* es la solucién mdxima de (5.15).
En otro caso, el conjunto de soluciones maximales de (5.15) viene dado por
M={gtA=s|seS  ~g =g A-s}

(2) Si—g~ es solucion de (5.15)), entonces =g~ es la solucion minima de (5.15).
En otro caso, el conjunto de soluciones minimales de (5.15) viene dado por
M={sV-g |scSt sv-g =g}

Demostracion. Por el Teorema el conjunto de soluciones de (5.15) es
D = D1 U Dg, siendo

Dy = Jlsv-g.g']
seS+

Dy = |Jlng g™ Al
seS—

Es claro que si g™ es solucion de (5.15), entonces © < ¢ para cada x € D;.
Ademds, ya que g* A =s < g para cada s € S, se obtiene que z < g*
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para cada = € D,. Por lo tanto, se deduce que ¢g* es la solucién maxima
de (5.15).

Supongamos ahora que g* no es solucién de (5.15). En primer lugar,
observemos que Dy = &, luego D = D,. Como resultado, las soluciones
maximales de (5.15) coinciden con los elementos maximales del conjunto
Ds.

Dado s € S7,si g~ £ g* A —s, entonces el intervalo [-g—, g™ A —s] es
vacio. Asi pues, podemos asegurar que el conjunto de soluciones maxima-
les de D, estd contenido en M = {gt AN—s|se S ,mg” =g N-s} C Ds.
Veamos que todo elemento g™ A —s € M es en realidad un elemento maxi-

mal de D,. Procederemos por reduccién al absurdo.

Supongamos pues que existe un elemento g* A —s/t € M que no es
maximal en D,, y obtengamos una contradiccion. Ya que gt A s/t no es
maximal, existe z € D, tal que g* A st < x. Por la forma del conjunto
D,, se deduce entonces que existe s’2 € S~ con j; # j; de forma que
z = gt A—s2.Dedonde, g™ A —s/t < g™ A —s’2. En lo que sigue, veremos
que g* A —s’2 = g%, esto es, g A ﬂs;:; = g; paracada j € {1,...,m}.
Observemos que este hecho nos lleva a una contradiccién, ya que g+ A
—s’2 € D pero gt no puede ser solucién de por hipétesis.

Por un lado, para cada j € {1,...,m} con j # js, por la definicién de
s> dada en (5.25), se sabe que s> = L. Asi, ya que — es un operador de

negacion y T es el elemento maximo de L, obtenemos que
g NS =gf AL =g NT =g

Por otro lado, como g™ A =s/t < g A sz, se cumple que g A —s}' =
Ja

g A ﬂs;:; para cada j € {1,...,m}. En particular g;, A ﬂsg = g5, NS

Ahora, teniendo en cuenta la definicién de g* y que j; # ja, se cumple
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que g;, = b No(j2) a5, y de acuerdo con (5.25) es sg = 1. Por lo tanto:

ir
9;'; = b \U(Jé) a;; = (b \J(Jé) a;) AT = (b ’\U(Jé) a;;) AN-Ll = g;‘; A _'Sj;

+ Jo
= 9ja A S5

. + Ja o+
Concluimos pues que 9j, N 785, = Gj,-

Se ha probado entonces que g;” A ﬁs?— = g/ paracadaj € {1,...,m},
es decir, gt A =s’2 = ¢gT, en contradiccion con la hipétesis. Se concluye
entonces que todo gT A—s € M es un elemento maximal de D,, finalizando

asi la prueba del apartado (1).

En lo que respecta al apartado (2), si ~g~ es solucién de (5.15), entonces
claramente —g~ < z para cada z € D,. Ademas, al ser g~ < sV —g~ para
cada s € ST, entonces todo x € D, satisface =g~ < z. Con lo cual —g~ es
la solucién minima de (5.15).

Asumiendo ahora que —¢g~ no es solucién de (5.15) y argumentando
de forma dual al apartado (1), obtenemos que el conjunto de soluciones
minimales de (5.15) coincide con M = {sV g~ | s € S*,s Vg~ < g"}.O

El hecho de que el operador de negacién considerado sea involutivo
juega un papel fundamental en la estructura algebraica del conjunto de
soluciones de (5.15). Por ejemplo, el siguiente resultado muestra que to-
da solucién de tiene una solucién maximal mayor que ella y una
solucion minimal menor que ella. Puede parecer que este resultado es evi-
dente, trivial, pero sin embargo no es posible asegurar que se satisfaga si
consideramos una negacién que no sea involutiva. En la Seccién ve-
remos un ejemplo en el que el resultado no se cumple (dicho ejemplo se
encuentra justo antes del Teorema [5.10).

Proposicion 5.4. Sea (L, =X, &1,/ 1, N1, - - -5 &y ", Nss ) unt DSBMAL tal
que &1, . - . , &x son homomorfismos, sea b € L supremo irreducible y sean M y
M los conjuntos de soluciones maximales y minimales de (5.15), respectivamente.
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Entonces, para cada solucién x de (5.15) existen 1 € M y 1 € M tales que

m=x X m.

Demostracion. Por el Teorema el conjunto de soluciones de (5.15) es
D = D; U D,, con

Dy = |Jlsv-g g%
seSt

Dy = U[_‘g_ang/\_‘S]
s€S~

Supongamos que x € D;. Por la forma de D, existe s € ST tal que = €
[s V=g, g7] € D.Observemos que ¢g* es entonces una soluciéon de (5.15).
Ahora, si ~g~ también es solucién de (5.15), el Teorema nos permite
asegurar que g* y =g~ son las soluciones maxima y minima de (5.15), res-
pectivamente. Por lo tanto, ya que —¢g~ < sV —g~ =< = < ¢T, tomando
T =g~ ym =g obtenemos que 1 < x < 1.

En otro caso, si =g~ no es solucion de (5.15), al ser s V —g~ < g%, apli-
cando el Teorema obtenemos que s V —g~ es una solucién minimal
de (5.15). Por lo tanto, podemos definir . = s V g~ y 1 = g™

Supongamos ahora que x ¢ D, y por tanto x € D,. Siguiendo un
razonamiento dual, existe un elemento s € S~ tal que x € [g~, g A—s] C
D. Como resultado, =g~ es solucion de (5.15). Por un lado, si g* es solucion
de (5.15), podemos definir 72 = —g~ y m = g¢*. Por el contrario, si g* no
es solucion de (5.15), ya que =g~ =< g+ A —s, aplicando el Teorema [5.4] se
deduce que g* A —s es una solucién maximal de (5.15). Consecuentemente,
podemos tomar m = =g~ y m = ¢g* A =s. En ambos casos concluimos que
mjxjmsiendomeMymeM. O
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5.2.2. Resolviendo sistemas de sup-ecuaciones bipolares

multiadjuntas

Una vez analizada la resolucién de una sup-ecuacion bipolar multiad-
junta, abordaremos el estudio de un sistema de sup-ecuaciones. Al igual
que en la Seccién los resultados mostrados a continuacién se enun-
ciardn para el sistema dado por (5.13). Para la resolucioén del sistema dado
por se obtienen resultados andlogos a los que se dan a continuacién,
intercambiando los operadores N\ ,(j) ¥ No(j) POr “v(j) ¥ ¥ o(;), T€Spectiva-
mente. En lo que sigue, consideraremos fijadas las siguientes convenciones

notacionales, para cada i € {1,...,n}:

n ST = {7 b < a5, b No@y a; = by No() a;;}, donde s/ se define

de forma anéloga a s’* en (5.24).

n S = {sg_ | b; = iy bi No) ai; = bi No() a[j}, donde sf_ se define

de forma anéloga a s’ en (5.25).

» Las tuplas g = (¢},...,95.) vy 9 = (9;1,---,9;,) se definen como
95 = bi No() 053 Y 95 = bi Noj) a;; paracada j € {1,...,m}.

El siguiente teorema proporciona el conjunto de soluciones de un sis-

tema de sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas.

Teorema 5.5. Sea (L, =<, &1,/ N, - -+, &ny %, Nsy ) un DSBMAL tal que
&1, - - ., &y son homomorfismos, y sean by, ..., b, € L supremo irreducibles. EI

conjunto de soluciones de (5.13) viene dado por
D= (( U [Svﬂgf,gﬂ) U ( U [ﬁgﬂg?/\ﬂS]))
=1 ses; s€S;

Demostracién. Aplicando el Teorema 5.2} para cada i € {1,...,n}, el con-
junto de soluciones de la i-ésima ecuacién de (5.13) es

D; = ( U [Svﬂg{,gm U( U [ﬁgZ,gTAﬂSD

seStH SES;
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Por lo tanto, intersecando los conjuntos previos, se concluye que el con-
junto de soluciones de (5.13) es igual a

D:ﬁDZ ﬁ(( Ulsv-g.a1)u( U [ﬁgi‘,ngﬂS]))

i=1 i=1 s€S+ SES;”

0

Como consecuencia del Teorema podemos proporcionar una cota
superior y una cota inferior del conjunto de soluciones de un sistema de
sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas. Especificamente, —g; V ---V —g,
y g1 A--- A gl son cota inferior y cota superior del conjunto de soluciones
de (5.13), respectivamente. Una condicién necesaria para la resolubilidad
de es entonces que la desigualdad —g; V-V =g, < g A---Aglse

cumpla. Este resultado se formaliza como sigue.

Proposicién 5.5. Sea (L, =, &1,/ N1, -5 &ny o™ N, ) un DSBMAL tal
que &1, - - . , &x son homomorfismos, y sean by, . .., b, € L supremo irreducibles.
Si (5.13) es resoluble, entonces —g; V -+ -V =g, =g A+ A g. Ademds

DC [mgi v Vg gf Ao A g ]

Demostracién. Atendiendo a la forma del conjunto D;, siendo D; el con-
junto de soluciones de la i-ésima ecuacién de (5.13)), obtenemos que D; C
[-g;,g;] para cadai € {1,...,n}. Asi pues, teniendo en cuenta que D =
Mi_; D, se obtiene que
D < (g 97)
=1

Aun mas, por definiciéon de supremo e infimo:
n
(Yoo € =97 Vo Vg gl A A g
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Claramente, si —g; V-V =g, Z g A-+- A g, entonces
=0 VeV g gl A gl =2

luego se concluye que D = @. En otras palabras, el sistema (5.13) no es

resoluble, en contradiccién con la hipétesis. O

En base al Teorema [5.5|es posible proporcionar una condicién necesa-
ria y suficiente para la resolubilidad de (5.13)). Para ello, hemos de requerir
una condicién adicional a las hipétesis de dicho resultado: que los conjun-

tores sean estrictamente crecientes.

La idea de la caracterizacién mostrada a continuacién es tomar el con-
junto mas pequefo que nos permite asegurar que tiene solucion.
Esto hace posible comprobar la resolubilidad de de forma mas efi-
ciente, limitdndonos a los elementos de dicho conjunto.

Notemos que si los conjuntores &, ..., &, son estrictamente crecien-
tes, el miembro b; en la i-ésima ecuacién de puede alcanzarse en
a;; &o(j) ©; mediante a lo sumo un valor de z;. Asi mismo, b; puede alcan-
zarse en el término a;; &,(;) ~7; mediante a lo sumo un valor de —z;, y por
tanto de z;, al ser — involutiva. Con lo cual, si b; Xo(;) a;; = b Nop) a5,
entonces ha de ser b; ~,(;) a;; = b N\o(;) a;;. Esta sencilla conclusion per-
mite reducir considerablemente el nimero de posibilidades, dando lugar

al siguiente resultado.

Teorema 5.6. Sea (L, =, &1,/ 1N, - -+, &ny ", Nsy ) un DSBMAL tal que
&1, - - ., & son homomorfismos, y sean by, . .., b, € L supremo irreducibles. Con-
sideremos las tuplas g = =gy V-~V =g, yg=97 N---Ng, yel conjunt(ﬂ

G={(x1,...,2p) | z; €{g;,9;} paracada j € {1,...,m}}

Si &1, ..., & son estrictamente crecientesen {(x,y) € LXL |z # Loy # 1},
entonces (5.13)) es resoluble si y solo si D NG # .

!Observar que g; y §; denotan la componente j-ésima de § y §, respectivamente.
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Demostracién. Evidentemente, si D N G # & entonces D # &, luego (5.13)
es resoluble por el Teorema [5.5 Para probar el reciproco, supongamos
que (5.13) es resoluble, y sea (1, ...,z,) € D una de sus soluciones. Su-
pongamos que existe h € {1,...,m} tal que z;, # g, y veamos que la tupla
(Z1,...,%Tm), dada por z; = z; si j # hy Z, = g, también es solucién
de (5.13). Esto es, (1, ...,Zn) € D.

Es claro que si x, = gy, la tupla (z4, ..., Z,,) coincide con (z1,...,Zy),
luego por hipétesis se trata de una solucion de (5.13). Asumamos pues que
zp, # gn- Aplicando la Proposicién[5.5) ya que (21, . .., #,) € D, obtenemos
que § = (z1,...,%m) = ¢. Consecuentemente §; < z; = ¢, para cada
j € {1,...,m}. En particular, ya que x;, # §n y x» # §n, S€ obtiene que
gn < xp < G

Por definicién de las tuplas g y g, sus h-ésimas componentes son g;, =
G AN Ngh v gn = gy, V- Vg, respectivamente. Por un lado, esto
nos permite afirmar que z;, < g, < g;, para cada i € {1,...,n}. Asi, ya
que &, () es estrictamente creciente, para cadai € {1,...,n} conaj, # Ly
a;, # L secumple que aj}, &o ) Tn < ajh, &o(n) gi,- Por otro lado, al ser = una
negacion involutiva, se deduce que -z, < =g, < ——g;, = g;, para cada
i € {1,...,n}. De donde, a;, &o(n) =Tn < @z, &o(n) 97, Como resultado, al
ser (L, <) distributivo, por la Proposicion 2.3]se obtiene que

(aih &omy ) V (a5, &on) ~Tn) < (@3 &o) Gip) V (@i &oy Gip,)  (5:30)
Observemos que si aj;, = Ly ay, # L se cumple que a;, &, 1)z, = L luego

(az, &ony Tn)V (ay, &o(n) 1) = a5, &o(ny ~Tn < (a5, &ony Iin) V (@5, &o(h) Gin)

Anélogamente, la desigualdad (5.30) también se obtiene si a;, # Ly a;, =

1t Cat — g —
L. Por ultimo, si a;;, = a;, = L, se cumple que

(az, &ony ) V (g, &on) ) = (a5, &om) Gin) V (a5, &ory 95) = L (6.31)
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Ahora bien, por definicién g;;, = b; Nom) af, ¥ 9, = bi No(n) azp,, luego
al ser (&q(n)s 0 °™, s (n)) un triple adjunto se obtiene que a}, &o1) g5, = bs
y a;;, &o(n) 95, = bi. Conlo cual de (5.30) se deduce que

(ai, &o(ny Tn) V (ay, &o(n) ~Tn) < bi

Ya que (z1,...,x,) es por hipétesis soluciéon de y b; es supremo
irreducible, podemos afirmar entonces que b; se alcanza en algtun indice
distinto de h. Atn mas, este razonamiento también es valido si se cum-
ple (5.30), puesto que b; # L al ser supremo irreducible. Como resultado,
teniendo en cuenta que z; = z; para cada j # h, se deduce que

V(0 &oy Zi) V (05 &oiy ) =\ (05 &o) 25) V (a5 &og) —25) = by
je{l,...,m} Je{l,...,m}

J#h J#h
Por ultimo, ya que &), = g, siendo g, < gn = g;v v —dn =< g, para cada

i €{l,...,n}, se cumple que

(aj, &o(n) Tn) V (ag, &omy 2Tn) = (af, &o(n) Gn) V (ag, &o(n) —Gn)
= (af, &on) 9ih) V (a5, &or) 9in) = bi

En base a lo anterior, se concluye que

\ (0 &o) 7)) V (ag; &o() 7F;) = bi

je{1,...m}

paracada: € {1,...,n}. Enotras palabras, (71, ..., %) es solucién de (5.13).

Observemos que podemos reproducir de nuevo el razonamiento pre-
vio si existe ahora un indice h € {1,...,m} tal que 7}, # §;, y asf sucesiva-
mente. En a lo sumo m pasos, obtendremos una tupla (Z1,...,Z,) € D tal
que para cada j € {1,...,m} es o bien Z; = §; o bien Z; = g;. Esto es, la
tupla (Z4,...,Z,,) pertenece a G, y por tanto D N G # &, como querfamos

demostrar. O
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Como consecuencia del Teorema comprobar si un sistema de sup-
ecuaciones bipolares multiadjuntas es resoluble resulta mas liviano, pues
tan solo hay que comprobar si algtin elemento del conjunto G es solucién

del sistema.

Llegados a este punto, es importante destacar que la monotonia estricta
de los conjuntores resulta crucial para que se satisfaga el Teorema En
efecto, dicho resultado no se cumple, en general, si hacemos uso de algtin
conjuntor que no sea estrictamente creciente. El siguiente ejemplo es una

clara muestra de ello.

Ejemplo 5.1. Consideremos el reticulo residuado ([0, 1], <, &g, <) enriquecido

con la negacion estdndar —g, y sea el sistema de sup-ecuaciones bipolares dado por

(0.4 &a (ﬂ) V (05 &a _\Sw) V (06 &a y) V (04 &a —|Sy) = 0.6

(5.32)
(02&c ) V (0.2 &6 =57) V (0.1 &c y) V (0.3 &6 —sy) =

Observemos que, al ser & conmutativo y —g una negacion involutiva, la tupla
([0,1], <, &G, <G, ¢—c, —s) es un caso particular de DSBMAL, luego (5.32) sa-
tisface todas las hipétesis del Teorema a excepcion de que la t-norma de Godel

no es estrictamente creciente. Realizando los cdlculos correspondientes obtenemos:

gi = (0.6 0.4,06c06) = (1,1)
gi = (0.6405,06c04) = (1,1)
g = (034+602,03«c01) = (1,1)
g5 = (03+60203«c03) = (1,1)

Por lo tanto -5 g9; = —sg, = (0,0), de donde, § = inf{g{, 95} = (1,1) y
g =sup{—s9;,s9; } = (0,0). El conjunto G viene definido entonces como

G = {($17I2> ’ Ty € {glugl}va S {g2,§2}} = {(17 1)? (Ov 1)’ (170)7 (070)}

Es fdcil ver que ninguno de los elementos de G es solucion de (5.32). Sin embargo,
el sistema dado por (5.32)) es resoluble. Por ejemplo, la tupla (1,0.7) es solucién
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de dicho sistema, como vemos a continuacion. Para la primera ecuacion de (5.32))

se obtiene que

(04&c 1)V (0.5&c—s1) V(0.6 &c0.7) V (0.4 &c —50.7) =
min{0.4,1} V min{0.5,0} V min{0.6,0.7} V min{0.4,0.3} = 0.6

Asi mismo, para la sequnda ecuacion:

(0.2&c 1)V (0.2&c—s1) V (0.1&c0.7) V (0.3 &c —50.7) =
min{0.2,1} Vmin{0.2,0} V min{0.1,0.7} V min{0.3,0.3} = 0.3

Con lo cual, en efecto, (1,0.7) es solucién de (5.32). O

Al igual que en caso de una tnica sup-ecuacién bipolar multiadjun-
ta, toda solucién de es inferior a una solucién maximal de y
superior a una solucién minimal de (5.13). En efecto, esto se deduce direc-
tamente de la forma del conjunto de soluciones de (5.13).

Proposicion 5.6. Sea (L, =<, &1,/ N1, - - -5 &y ", Nss ) unt DSBMAL tal
que &1, . .., &y son homomorfismos, sean by, ...,b, € L supremo irreducibles
y sean M y M los conjuntos de soluciones maximales y minimales de (5.13),
respectivamente. Entonces, para cada solucion x de (5.13), existen m € M y
m € M tales que 1 < x =< 1.

Demostracion. Por el Teorema el conjunto de soluciones de (5.13), de-
notado D, es la interseccién finita de una unién finita de intervalos. Por
lo tanto, se trata asi mismo de una unién finita de intervalos. Esto impli-
ca que todo = € D pertenece a alguno de dichos intervalos. Asi, al ser D
unidn finita de intervalos, existirdn dos intervalos [, z1], [29,m] € D con
x € [m, z1] U [22,m] y 21 < 22 de forma que 7 es minimal y 72 es maximal
en D. Consecuentemente se deduce que i < z < 7. O

En lo que respecta a las soluciones maximales y minimales de (5.13),
estas pueden caracterizarse a través de las soluciones maximales y mi-

nimales de las sup-ecuaciones que componen dicho sistema. El siguiente
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resultado establece en qué consiste especificamente dicha caracterizacion,
y con él se concluye el estudio sobre la resolucién de sistemas de sup-

ecuaciones bipolares multiadjuntas.

Teorema 5.7. Sea (L, =<, &1,/ N1, - -+, &ny %, Nsy ) un DSBMAL tal que
&1, - - -, &y son homomorfismos, y sean by, . .., b, € L supremo irreducibles. De-
notemos por D al conjunto de soluciones de (5.13), y sean M; y M; los conjuntos
de soluciones maximales y minimales de la i-ésima ecuacion de (5.13), respectiva-
mente. Entonces:

1. Las soluciones maximales de (5.13)) coinciden con los elementos maximales
del conjunto

M:{ml/\m/\mneD]mieMiparacadaie{l,...,n}}

2. Las soluciones minimales de (5.13)) coinciden con los elementos minimales

del conjunto
M = {ml\/---\/fnneD|mi€Mipamcadai€ {1,...,n}}

Demostracion. Haremos la demostracién del primer apartado, el segundo

se prueba de forma dual.

Supongamos en primer lugar que una tupla & es solucién maximal
de (5.13), y veamos que & € M. Claramente & € D, por ser solucién del
sistema. Para cadai € {1,...,n}, porla Proposici(’)n existe m; € M; tal
que = = m;. Probaremos que & = 1y A - -+ A 1y,.

Evidentemente, ya que & < m; para cada i € {1,...,n}, por definicién
de infimo es £ < my A --- A 1h,,. Supongamos que & < My A -+ Ay, y
vamos a obtener una contradiccién. Dado k € {1,...,n}, de acuerdo con

la formaf| del conjunto Dy, podemos afirmar que existe z € Dy, tal que

Dicho conjunto puede obtenerse aplicando el Teorema a la k-ésima ecuacién

de (5.13).
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& € [z,my] € Dj. Como resultado, la siguiente cadena de desigualdades

se satisface:

22T MmN Ay, XMy

Por lo tanto, obtenemos que 7 A- - -A 1, € [z, 1], de donde se deduce que
my A -+ Ay, € Dy. Puesto que k es un elemento arbitrario de {1,...,n},
hemos probado que iy A--- A, € D; paracadai € {1,...,n}. De donde,
mi A -+ Am, € D. Asi pues, al ser z < m; A--- A m, con & solucién
maximal de (5.13), se concluye que & = 1, A - - - A 72,,. Con lo cual & € M
y ademads 7 es maximal en M por su maximalidad como elemento de D,

como queriamos demostrar.

Sea ahora 7y A - - - A1h,, € M un elemento maximal de M. Claramente,
por definicién del conjunto M, se obtiene que 7, A - -+ A 11, € D. Veamos

que se trata de una solucién maximal de (5.13) por reduccién al absurdo.

Supongamos pues que existe € D con m; A --- A, < z. Aplicando
la Proposicién 5.6} existe una solucién maximal m de tal que z < .
Ahora bien, por el reciproco del primer apartado que ya hemos probado,
m pertenece al conjunto M, luego es de la forma m = m; A - - Am,, siendo
m; solucién maximal de la i-ésima ecuacién para cada i € {1,...,n}. Se
deduce entonces que 1y A - A, < x X myA---Amy,, luego my A--- Ay,

no es maximal en M, en contradiccién con la hipétesis. O

Naturalmente, es posible afirmar que todo elemento de M (respecti-
vamente )/) es maximal (respectivamente minimal) si se imponen ciertas
condiciones adicionales. Por ejemplo, si el reticulo (L, <) forma una ca-
dena, pues en tal caso M y M son conjuntos unitarios. Aun asi, por lo
general, los conjuntos M y M no tendrdn un ntimero muy grande de ele-
mentos, luego serd posible concluir facilmente cudles son sus elementos

maximales y minimales, respectivamente.
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5.2.3. Ejemplos ilustrativos

Los ejemplos mostrados a continuacién ponen en valor la gran canti-
dad de sistemas de sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas, y por ello de
ecuaciones bipolares multiadjuntas de relaciones difusas, que se encuen-
tran en el &mbito del estudio desarrollado previamente. En otras palabras,
ilustran el amplio rango de ecuaciones bipolares multiadjuntas de rela-
ciones difusas a las que podemos aplicar los resultados mostrados en la
Seccion5.2.2]

Ejemplo 5.2. En este primer ejemplo consideraremos un entorno difuso tradicio-
nal, es decir, con operadores definidos en el intervalo unidad [0, 1|. Consideremos
pues los operadores &1,&2: [0,1]* — [0, 1] definidos, para cada z,y € |[0,1],

& 2%y si y<0.5
€T =
Y xy si 0.5b<y

ry? si <05
r&oy = .

como:

zy st 0b<zx
Sea o: {1,2,3} — {1,2} la aplicacién dada por o(1) = 0(2) = 1y o(3) = 2.
Estamos interesados en resolver la ecuacion bipolar multiadjunta de relaciones

difusas dada por
(Rt o, S)V (R 0,=-59)=T (5.33)

siendo S = {1, }3x2 una relacién difusa desconocida y

Rt — 03 06 04 R — 0.3 09 0.8 T 0.5 0.6
06 05 1 0.5 0.3 0.6 0.8 0.5
Tal y como se vio en la Seccion descomponiendo T' en columnas se obtiene

que resolver (5.33)) es equivalente a resolver los sistemas de sup-ecuaciones

(0.3,0.6,0.4) ©y (211, 721, 231) V (0.3,0.9,0.8) Oy —g(z11, 721, 231) = 0.5

(5.34)
(0.6, 0.5, 1) O (:EH, o1, .1‘31) vV (0.5, 0.3, 0.6) O —|5(:B11, o1, .1‘31) = 0.8
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y

(0.3, 0.6, 0.4) OO0 (:Elg, x99, $32) V (0.3, 0.9, 0.8) O —|5(1}12, x99, xgg) = 0.6

(5.35)
(0.6, 0.5, 1) O (1‘12, x99, 3332) V (0.5, 0.3, 0.6) OO0 —|5(1'12, x99, .7332) = 0.5

donde (a,b,c)®y(x,y,2) = (a&12)V(b&1y)V(c&22)sia, b, c,z,y,z € [0,1].

Comencemos pues resolviendo (5.34). Para ello, definiremos dos operadores
adjuntos a cada conjuntor &, &2 para formar dos triples adjuntos. Dichos ope-
radores serdn /', N 1: [0,1] x [0,1] = [0,1] v ./, N2: [0,1] x [0,1] — [0,1],
respectivamente, definidos como:

( .
1 si y=20
sy = min{\/%,l} si 0<y<05
\ min{i,l} si 0.b<y
(1 si x=0
zRazr = | min{ﬁ,Ob} si 2<0.5
L min{%,l} si 0.5<Z
(1 si y=0
2/ 2y = min{é,OB} si §§0.5
L min{y%,l} si 0.5<2
1 si =0
2Rer = min {,/2,1} si 0<z<05
L min{f,l} si 0.b<ux

Por definicion, las tuplas g;, gy , g5 , g5 correspondientes a (5.34) vienen da-
das por:

gf = (0.5540.3,0.50.6,0.5 X5 0.4) (1,0.83,1)
g7 = (055,403,054 09,055,508 = (1,0.5,0.625)
95 (0.8 0.6,0.8X,0.5,0.8X,1) = (1,1,0.8)

g5 = (0.8X40.5,08%40.3,08%,06) = (1,1,1)
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De donde:
—s(97) = -s(1,0.5,0.625) = (0,0.4,0.375)
_'S<927> = _'5(17171) = (0,0,0)

Por lo tanto, obtenemos que:

g = g Ngs = (1,0.83,0.8)

g = ~s(o)V-sle) = (0,04,0375)
Observemos que &1 Y &2 conservan el infimo y el supremo, esto es, son homomor-
fismos, y por la Proposicion |2.1| todo elemento de [0, 1] es supremo irreducible al
tratarse de una cadena. Ademds, tanto &, como & son estrictamente crecientes
en{(z,y) € 0,1]x[0,1] |  # 00y # 0}, con lo cual el Teorema5.6|nos permite
afirmar que es resoluble si y solo si algiin elemento del conjunto

G = {(x1, 29, x3) | 71 € {1,0}, 25 € {0.83,0.4}, z3 € {0.8,0.375}}

es solucion de (5.34). Claramente g € G, y se comprueba que § es solucion
de (5.34), luego se trata de un sistema de sup-ecuaciones resoluble.

Ademds, puede comprobarse que tanto g como —s(g;) son soluciones de la
primera ecuacion de (5.34). Con lo cual, por el Teorema g1 v —s(gy) son
las soluciones mdxima y minima de dicha ecuacion, respectivamente. Asi pues, de
acuerdo con la notacion del Teorema 5.7 serdn My = {g7} y My = {—s(97)}.
Igualmente, como gy es solucién de la segunda ecuacion de (5.34)), entonces M2 =
{95 }. Puesto que g = gi N\g3 es solucion de (5.34), se concluye por el Teoremalb.7]
que el conjunto de soluciones maximales de coincide con los elementos ma-
ximales del conjunto

M ={(1,0.83,0.8)}

Como M tiene un iinico elemento, se concluye que (1,0.83,0.8) es la tinica solu-

cion maximal de (5.34).

Por otro lado, como vemos a continuacion, —s(g, ) no es solucion de dicha

ecuacion:

(0.6,0.5,1)®,(0,0,0)V(0.5,0.3,0.6) 0y —5(0,0,0) = 0.5V0.3v0.6 = 0.6 # 0.5
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Por lo tanto, para saber las soluciones minimales de la sequnda ecuacion de (5.34),
es preciso calcular la forma del conjunto Sy, lo que nos llevard a conocer también
las soluciones minimales de (5.34). Mds generalmente, en lo que sigue calcula-
remos los conjuntos Sy, Sy, S y Sy, con objeto de proporcionar el conjun-
to completo de soluciones de (5.34). Para ello, hemos de determinar previamen-
te como se definen los operadores ~1,~N2: [0,1] x [0,1] — [0,1]. Puesto que
znpe=mf{ye[0,1] |z <z&iytyz Nex=mf{y € [0,1] | 2 X x &2y}
para cada ., z € [0, 1], obtenemos que

0 sizr=2z=0
zZN1x =

zN\\1y enotrocaso

0 stix=2=10
Z2Nogx =

2z N2y enotrocaso

De acuerdo con la definicién de los operadores ~1 Yy o, la definicion de los
conjuntos Sy, Sy, Sy y Sy resulta mds sencilla, pues b ~1 a < b N4y ay
b~Noa<bN\yaparacadaa,b € |0,1]. Obtenemos entonces que:

S = {(0,0.83,0)}

Sy = {(0,0.5,0),(0,0,0.625)}
Sy = {(0,0,0.8)}
S; = o

En particular, por el Teorema esto implica que el conjunto de soluciones mi-
nimales de la sequnda ecuacion de es My = {(1,1,0.8) A (0,0,0.8)} =
{(0,0,0.8)}.

Ya que My = {=s(g7)} = (0,0.4,0.375), se deduce por el Teorema|5.7|enton-
ces que las soluciones minimales de (5.34) pertenecen al conjunto

M = {(0,0.4,0.375) v (0,0,0.8)} = {(0,0.4,0.8)}

En efecto, se comprueba que (0,0.4, 0.8) es solucion de (5.38), luego se trata de su
uinica solucion minimal.
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Para concluir el estudio del sistema (5.34), el Teoremal5.5|nos permite obtener

su conjunto completo de soluciones:

pERD _ ( [(0, 0.83,0.375), (1,0.83, 1)] U [(0, 0.4,0.375), (1,0.4, 1)}
U [(0,0.1,0.375), (1,0.83, 0.375)] ) N [(0,0,0.8), (1,1, 0.8)}
- [(0,0.85,0.8), (1,0.8§,0.8)} U [(0, 0.4,0.8), (1,0.1,0.8)]
En cuanto al sistema (5.35), un estudio similar nos lleva a que (0.83,1,0.5)

es su solucion mdxima y (0,0.3,0.25) su solucion minima, siendo su conjunto

completo de soluciones:

DED — ([(0, 1,0.25), (1, 1, 1)} U [(o,o.ﬁ, 0.25), (1,03, 1)}
U :(0, 0.3,0.25), (1,1, 0.25)}) N ([(0.8§, 0,0.16), (0.83, 1, 0.5)]
:(0, 1,0.16), (0.83, 1, 0.5)} U [(o, 0,0.5), (0.83,1, 0.5)}

U

(0,0,0.16), (0,1, 0.5)] U [(0, 0,0.16), (0.83, 1, 0.16)])
- [(o, 1,0.25), (0.83, 1, 0.5)] U [(0.85, 0.3,0.25), (0.83,0.3, 0.5)]

U [(0, 0.3,0.5), (0.83,0.3, 0.5)] U [(0, 0.3,0.25), (0,0.3, 0.5)]

U [(0.8§, 0.3,0.25), (0.83, 1, 0.25)] U [(0, 0.3,0.25), (0,1, 0.25)}

Para concluir, obtenemos entonces que las soluciones de la ecuacion bipolar
multiadjunta de relaciones difusas dada por son de la forma S = {xjx }3x2
con (x11, 91, x31) € DE3Y Y (212, 222, x32) € DG Ademds, sus soluciones
mdxima y minima son Sy S, respectivamente, definidas como:
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Naturalmente, la resolubilidad de las ecuaciones bipolares de relacio-
nes difusas es muy sensible a los valores de las matrices consideradas, asi
como a los conjuntores empleados. El siguiente ejemplo ilustra que el ope-
rador de negacién también juega un papel fundamental en la resoluciéon
de dichas ecuaciones. Concretamente, tomaremos la misma ecuacién que
en el Ejemplo 5.2} con la salvedad del uso de la negacién de Yager en lugar
de la negacién estandar.

Ejemplo 5.3. Consideremos la ecuacion bipolar multiadjunta de relaciones difu-

sas dada por
(RT o S)V (R 05 —yS)=T (5.36)

con R, R~ y T definidas como en el Ejemplo Por el razonamiento realizado
en la Seccion para resolver (5.36)) es necesario que el siguiente sistema de
sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas sea resoluble:

(0.3,0.6,0.4) ©g (211,21, 231) V (0.3,0.9,0.8) ©5 vy (z11,221,231) = 0.6

(5.37)
(0.6, 0.5, 1) O (1‘11, X921, 1’31) V (0.5, 0.3, 0.6) (O ﬁy(l‘ll, X921, 1‘31) = 0.5

donde (a,b,c)Oq(x,y, 2) = (a &1 2)V(b &1 y)V(c &2 2) paracada a, b, c, z,y, z €
0, 1].

Ahora bien, realizando los cdlculos pertinentes, las tuplas g5, g5 v —y(g3)
correspondientes a la sequnda ecuacion de (5.37) vienen dadas por:

gf = (0.5, 06,05, 0.5,0.5X, 1) = (0.83,1,0.5)
ovlor) = ~v(1,1,0.83) = (0,0, )
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Figura 5.1: Reticulo (L, <)

Puesto que 0.5 < 0.55 =~ g, entonces —y (g, ) £ g5 . Con lo cual, por el Coro-
lario se deduce que la segunda ecuacion de no es resoluble. De donde,
la ecuacion bipolar multiadjunta de relaciones difusas dada por tampoco es
resoluble. &

Para finalizar este apartado de ejemplos, mostraremos la resolucién de
un sistema de sup-ecuaciones bipolares definido a partir de un reticulo fi-
nito. Hasta donde sabemos, se trata de un caso que no se habia abordado
en la literatura, y que como veremos puede resolverse mediante los resul-
tados desarrollados en la presente seccién. Cabe destacar que el estudio
mostrado a continuacién puede elevarse directamente a la resolucién de
una ecuacion bipolar de relaciones difusas. Por simplicidad, considerare-
mos un reticulo completo enriquecido con un tnico conjuntor conmutati-

vo y con un operador de negacién involutivo.

Ejemplo 5.4. Sea (L, <) el reticulo finito cuyo diagrama se muestra en la Figu-
ra[5.1} y consideremos los operadores «: L x L — Ly —: L — L definidos en las

Tablas[5.1|y (5.2 respectivamente.
Estamos interesados en estudiar la resolucion del siquiente sistema de sup-

ecuaciones bipolares:

(axz)V (d*x—z) V(T *xy)V(dx—y) =

(5.38)
(dxx)V (b*x—x)V(Txy) V(bx—y) =

Comenzaremos estudiando cada sup-ecuacion que forma parte de (5.38)) por
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Tabla 5.1: Operador x

x| Llal|b|lc|d]|T
L] L] L]L]L]L Tabla 5.2: Operador —
al|lLla|Ll]a|Ll]a | Llalblc|d|T
b | L L] L|L|b|b
Tld|lc|bla| L
cllLlalLl]a|b]|ec
d|L|L|b|b|d]|d
lila|b|c|d|T
Tabla 5.3: Operador <, Tabla 5.4: Operador <,
—|lL]lalb|lc|d]|T —,|Llalb|lc|d]|T
L {|T|ld|c|b|a]|l | I A
a || T|Tlc|lc|lala a [ Tlal|Tlal|T]|a
b | T|d|T|d|cl|b b || T|T|d|d|b|b
c | T| T | T|T|lec]|ec c T T T T|T]e
Tld | T|d|T d | T|T|T|T|d|d
T T (T | T |T T T T T[T T|T
separado. Consideremos pues la sup-ecuacion dada por
(axz)V (dx—z)V(T*y)V(d*-y)=d (5.39)

y veamos que las hipétesis de los Teoremas and 5.4 se satisfacen.

En primer lugar, ya que (L, <) es un reticulo finito, es completo, y dado que
ni Ms ni N5 son subrreticulos de (L, <), el Teorema 2.1\ nos asegura que (L, <)
es un reticulo completo distributivo. Notemos ademds que los elementos supremo
irreducibles de (L, <) son a, by d. Por lo tanto, el miembro de la derecha de (5.39)
es un elemento supremo irreducible de (L, <).

En cuanto a los operadores que aparecen en (5.39), — es un operador decre-
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ciente con ~L = T y =T = 1, y ademds ~—x = x para cada x € L, con lo
cual se trata de una negacion involutiva. Por otro lado, como el operador x es con-
mutativo, si existen dos implicaciones residuadas ,/*,"\, tales que (x, ./, \)
forma un triple adjunto, entonces ,,/* y "\, coinciden. En este sentido, es su-
ficiente probar que existe un operador que junto a x forma un par adjunto. En
efecto, puede probarse que las implicaciones residuadas de * coinciden con el ope-
rador <, dado en la Tabla Como resultado, podemos afirmar que la tupla
(L, =, %, ¢, <, 1) forma un DSBMAL.

Falta ver que x es un homomorfismo. Teniendo en cuenta que % es un operador
conmutativo, es suficiente probar que sup, . 4 {x*2} = sup Axz einf ca{zx2} =
inf A x z para cada z € L, siendo A € {{c,d},{a,b},{a,d}}. Observemos que
todo subconjunto de L con mdximo y minimo satisface trivialmente las iqualdades
anteriores. Aiin mds, si un subconjunto de L no tiene mdximo o minimo, entonces
contiene alguno de los pares {c,d}, {a,b} 0 {a,d}. Haciendo los cdlculos corres-
pondientes se comprueba que, en efecto, x es un homomorfismo, luego las hipétesis
de los Teoremas[5.2}[5.3|y[b.4)se cumplen. Para poder aplicar dichos resultados, en
la Tabla|5.4|se proporciona el operador <—,, definido como:

b—,a=mf{zeL|bLaxz}

Comencemos determinando las tuplas g, g7 y —g; :

g = (d+ya,d<,T) = (dd)
g = ([d<dd«,d) = (T,7T)
g9 = _‘(T’T) = (J-’J-)
Aplicando el Teorema la resolubilidad de (5.39) depende de si g 0 —g; es
solucion. De hecho, como vemos a continuacion, ambas tuplas son soluciones

de (539):

(axd)V (dx—d)V(Txd)V(d*x—d) = (axd)V (dxa)V (T xd)V (d*a)
=1lvlvdv L=d
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Figura 5.2: Conjunto de soluciones de (5.39)

(d,d)
(b, d)
(L, d) (d, L)
(L,b) (b, L)
(L, 1)

(a* L)V(d*-L)V(TxL)V(dx—L) = (ax L)V(dxT)V(Tx L)V(d+T)
= 1lvdvlvVvd=d

Con lo cual (5.39) es resoluble. Avin ms, por el Teorema 5.4, g y —gy son las
soluciones mdxima y minima de (5.39), respectivamente. Por iiltimo, para propor-
cionar el conjunto de soluciones de (5.39) - hemos de calcular los conjuntos Sy y
Sy . Dichos conjuntos vienen dados por:

Si‘r = {(J—’d>}
Sl_ = {(d7J—)’(J—7d)}

Con lo cual, de acuerdo con el Teorema el conjunto de soluciones de (5.39) es
entonces:

Dy = [(L,d) V (L, L), (d, )] U[(L, L), (d,d) A=(d, D)]U[(L, L), (d,d) A =(L, d)]
= [(Ld) v (L L), (d )] U[(L, L), (d,d) A (a, ) U[(L, L), (d, d) A (T, a)]
(L, d), (d, DTV [(L, L), (L, )] U[(L, L), (d, L]

= {(L,d), (b,d),(d; d), (L, L), (L, ), (b, L), (d, L)}

El conjunto de soluciones de (5.39) se ilustra en la Figura Como curiosidad,

observemos que aunque (d, L) < (d,b) < (d,d) y tanto (d, L) como (d, d) perte-

necen a D, la tupla (d, b) no es solucién de (5.39). Un hecho similar ocurre con la
tupla (b,b).
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Estudiemos ahora la sequnda sup-ecuacion que forma parte de (5.38)), esto es:
(dxx)V (bx—x)V(T*xy)V(bx—y)=d (5.40)

En este caso, se obtiene que la tupla g5 = (T, d) es solucion de (5.40) mientras
que —g, = (L, L) no lo es, como vemos a continuacion:

(d*xT)VOx=T)V(Txd)V(bx—d) = (dxT)V(bx L)V (T *d)V (b*a)
=dvlvdv L=d

(d*x L)VO*x—=L)V(T*L)V(bx—L) = (dx L)V(b*T)V(T*L)V(bxT)
= 1LvbvLVb=b#d
El Teoremanos garantiza que g5 es la solucién mdxima de (5.40). Para obtener

sus soluciones minimales asi como el conjunto completo de soluciones, hemos de

calcular previamente los conjuntos Sy y S :
Sy = {(d,1).(L,d)}
Sy = O
Aplicando de nuevo el Teorema se deduce que las tuplas (d, L) vy (L, d) son
las soluciones minimales de (5.40). Aiin mds, por el Teorema 5.2} su conjunto
completo de soluciones es:
= [(d, L), (T, d)JU[(L,d),(T,d)]
= {(d7 J—)v (d’ b)7 (dv d)v <T7 J—)’ (Tv b)’ (Ta d), (_L, d)7 (a, d)a (ba d)a (C: d)}

La Figura|5.3|representa el conjunto de soluciones de (5.40).

Estamos ya en disposicion de abordar la resolucion de (5.38). Puesto que el

sistema dado por (5.38)) estd compuesto por las sup-ecuaciones (5.39) vy (5.40), por
el Teoremal[5.5] el conjunto de soluciones de dicho sistema viene dado por:

D =DyNDy ={(L,d),(d L), (bd),(d,d)}
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Figura 5.3: Conjunto de soluciones de (5.40)
(T,d)

(L, d) (d, L)
Figura 5.4: Conjunto de soluciones de (5.38)

(d, d)
(b, d)

(L, d) (d, 1)
Claramente, a partir de la representacion grdfica del conjunto de soluciones
de (5.38), mostrada en la Figura se deduce que (5.38)) tiene una solucion

mdxima y dos soluciones minimales. Veamos analiticamente que efectivamente
esto es asi.

Como se ha visto previamente, el conjunto de soluciones maximales y el con-
junto de soluciones minimales de son My = {(d,d)} y My = {(L, 1)},
respectivamente; asi como My = {(T,d)} y My = {(d, L), (L, d)} son el con-
junto de soluciones maximales y el conjunto de soluciones minimales de (5.40),
respectivamente. Como resultado, del Teorema |5.7|se concluye que el conjunto de

soluciones maximales de (5.38)) es
M = {(d.d) A(T,d)} N D = {(d,d)}
mientras que el conjunto de soluciones minimales de (5.38)) viene dado por

M={(L,L)Vv(d, L), (L L)V (Ld}ynD={(d, L), (L,d}
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5.3. Sistemas de sup-ecuaciones bipolares basa-

das en la t-norma producto

Un inconveniente destacable de los sistemas de sup-ecuaciones bipola-
res multiadjuntas estudiados en la Seccién[5.2)reside en la exigencia de que
el operador de negacion considerado sea involutivo. Matematicamente se
trata de una condicién restrictiva, pues en ciertos reticulos no es posible
ni tan siquiera definir alguna negacién involutiva. Por otro lado, desde
un punto de vista aplicado, no es dificil imaginar problemas reales que se

rigen mediante una negacién no involutiva.

Sea por ejemplo el caso de una enfermedad infecciosa que provoca do-
lor de cabeza de manera proporcional a la cantidad de infeccién, a razén
0.7. Asi, si z € [0, 1] representa el nivel de infeccién y b € [0, 1] se interpreta
como el nivel de dolor de cabeza, podemos representar el comportamien-
to mencionado mediante la ecuacién 0.7 * x = b. Supongamos ahora que
los pacientes en periodo de incubacién o de convalecencia no presentan
infeccién, pero sin embargo sufren dolor de cabeza con valor de verdad
0.4. Naturalmente, la ecuacién 0.7 x = b no modela correctamente este
comportamiento. No obstante, una alternativa sencilla consiste en contem-
plar el uso del operador de negacién —p: [0,1] — [0,1] dado por =p0 =1y
—pr = 0si0 < z. De esta forma, el dolor de cabeza de todo paciente puede

modelarse mediante la ecuacion:
(0.7+x)V (0.4% —pz) =b

El estudio de sistemas de sup-ecuaciones bipolares basadas en negaciones
no involutivas supone pues un objeto de estudio relevante, tanto desde
un prisma tedrico como practico. En esta seccién, para concluir nuestro
estudio sobre ecuaciones bipolares de relaciones difusas, discutiremos la
resolucién de sistemas de sup-ecuaciones bipolares definidas a partir de

la t-norma producto, es decir, con la conjuncién producto y su negacién
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adjunta. Dicha negacion es precisamente el operador —p definido en el
parrafo anterior. Los resultados mostrados a continuacién han sido publi-
cados en [25, 27].

5.3.1. Resolviendo sistemas de sup-ecuaciones bipolares ba-

sadas en la t-norma producto

Dados a;,a;;,b; € [0,1] coni € {1,...,n},j € {1,...,m}, nuestro pro-

posito es estudiar el sistema de sup-ecuaciones bipolares dado por:

\/ (af * ;) V (ag; * —pz;) = b,  i€{l,...,n} (5.41)

je{1,...,m}

Destaquemos algunos aspectos interesantes de dicho sistema:

» Como la t-norma producto es un operador conmutativo, no sera pre-
ciso considerar el estudio de un sistema de sup-ecuaciones bipolares

de la forma

\/ (xj*a;“j)\/(—'pxj*ai_j):bi, ied{l,...,n}
je{l,..,m}
En otras palabras, las ecuaciones bipolares de relaciones difusas da-
das por (5.3) y (5.6) son equivalentes si se emplea la t-norma produc-
to.

» Aligual que ocurria en la Secciéon la implicacion residuada de la
t-norma producto, denotada por < p, jugard un papel fundamental

en la resolucién de (5.41)).

» Sea <—p: [0,1] x [0,1] — [0,1] dado por b <=p a = inf{x € [0,1] | b <
a * x}. Observemos que si b < qa, por el crecimiento estricto de x*, se
obtiene que b <—p a = b <—p a = g Con lo cual, no sera necesario
considerar el operador < p en el estudio de (5.41).
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» E]l uso de la negacién —p otorga a una sup-ecuacién bipolar una pro-
piedad peculiar: para cada j € {1,...,m}, se cumple que a; * z; = 0

(siz; =0)oa;*—pr;=0(siz; >0).

Como consecuencia del dltimo punto, (5.41) tendra solucién si para

cada j € {1,...,m} se satisface que a;; * z; > 0 para cadai € {1,...,n}
(en cuyo caso se puede asumir que z; = min{b; <—p a;; | i € {1,...,n}})
o bien se cumple que a;; *x —pr; > 0 para cada i € {1,...,n} (en cuyo

caso z; = 0). Generalmente, alcanzar el término independiente en cada
sup-ecuacion dependerd directamente de esta eleccion.

La discusiéon anterior motiva la nocién de par factible, intimamente
relacionada con la filosofia de los recubrimientos de Markovskii [89]. La
nocioén de par factible presentada a continuacién es equivalente a la intro-

ducida en [25], pero se expresa aqui en términos mds sencillos.
Definicién 5.4. Sean J+,J- C {1,...,m} con Jt & J~ = {1,...,m}. Se

dice que (J*, J) es un par factible respecto a (5.41) si la tupla (z1, ..., xm)
definida como

min{b; <p aj; i€ {1,...,n}} si jeJ*
T =
’ 0 si jeJo
es solucion de (5.41).
El siguiente resultado caracteriza la resolubilidad de un sistema de

sup-ecuaciones bipolares basadas en la t-norma producto mediante la exis-

tencia de pares factibles.

Teorema 5.8. El sistema de sup-ecuaciones dado por (5.41) es resoluble si y solo
si existe algiin par factible respecto a (5.41).

Demostracion. Por definicidn, la existencia de un par factible (J*, J~) res-
pecto a (5.41) implica que la tupla dada en la Definicién 5.4] es soluciéon
de (5.41), luego se trata de un sistema resoluble.
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Para probar el contrarreciproco, supongamos que (21, ..., %) €s una
solucion arbitraria de (5.41) y veamos que existe algtin par factible. En

particular, veremos que (J*, J~) forma un par factible, siendo:

Jt = {je{l,...,m}|z; >0}
J- = {je{l,...,m}|z; =0}

Claramente J* N J~ =@y J"UJ = {1,...,m}, luego se satisface que
JtwJ- ={1,...,m}. Probemos que la tupla (z,...,Z,,) dada por

_ min{b; <—p a;; i €{1,...,n}} si jeJt
;=
! 0 siojeJo
es una solucioén de (5.41). Observar que (Z1, ..., Z,,) tan solo se diferencia

de (x1,...,z,) en aquellos indices j € J* tales que
x; # min{b; <—paf; | i €{1,...,n}}

Ahora bien, si j € J* es uno de tales indices, ya que [0, 1] estd completa-
mente ordenado, ha de ser z; < min{b; +p aj; | i € {1,...,n}} o bien
x; > min{b; <—p aj; | i € {1,...,n}}. Sin embargo, la segunda opcién nos
lleva a una contradiccién: z; > min{b; <—p a; | i € {1,...,n}} implica que
existe k € {1,...,n} conxz; > by <p a;;, luego al ser (x, < p) un par adjun-
to obtenemos que azj * z; > by, de donde se deduce que (1, ..., 2,,) no es

solucion de la k-ésima ecuacion de (5.41), ni por tanto del propio sistema.

Por lo tanto, para cada j € J* con z; # z; ha de ser
0 <z; <min{b; <—paj; | i€ {1,...,n}}

Como * es estrictamente creciente y (*, <—p) es un par adjunto, esto implica
que a;; x r; < b; para cada i € {1,...,n}. Ain més, ya que 0 < z;, se
satisface que

(ajj*xj) V (ag; * ~px;) = (ajj * ;) V (a; % 0) :a;; *x; < b
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Razonando ahora para cada j € J* con z; = Z;, puesto que (1, ..., Z;,) €s

solucion de (5.41) por hipétesis, podemos afirmar que

\/ ((l;;*l'j>\/((li_j*_|pl['j) =0, ie{l,...,n} (5.42)

]6{177m}
T;=T;

Observemos que si z; # Z; entonces z; # 0, luego
T; =min{b; «paj; |1 €{1,...,n}} < b <p af

para cada i € {1,...,n}. Con lo cual, obtenemos que a;; * T; < b; para
cadai € {1,...,n}. Esto unido a nos lleva a concluir que la tupla
(Z1,...,%m) es, en efecto, soluciéon de (5.41). En otras palabras, (J*,J7) es
un par factible respecto a (5.41), como queriamos demostrar. O

El siguiente paso en nuestro estudio serd conocer cudndo un sistema
de sup-ecuaciones bipolares basadas en la t-norma producto tiene una
solucién maxima (minima respectivamente) o tiene un nimero finito de
soluciones maximales (minimales respectivamente) o ninguna de las ante-
riores. Especificamente, en lo que respecta a la existencia de una solucién
maxima o soluciones maximales, la estructura algebraica del sistema dado

por (5.41) es analoga a la del conjunto de sus pares factibles.

Teorema 5.9. Sea S el conjunto de pares factibles respecto a (5.41)) y consideremos
ST ={J" | (J",J") € S}. Sea f: ST — [0,1]™ definida como f(JT) =

(1, ..., Tm) cON

min{b; <—p a; i€ {1,...,n}} si jeJ*
r; =
! 0 si jé¢Jt

Entonces:

(1) Si S* tiene un elemento mdximo J*, la tupla f(J*) es la solucion mdxima

de (5.41).
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(2) Las soluciones maximales de (5.41) coinciden con las tuplas de la forma

f(J), siendo J*+ un elemento maximal de S+.
Demostracion.

(1) Sea J* el méximo del conjunto S+, y veamos por reduccién al absur-

do que f(J*) = (&1,...,2m) es la solucién maxima del sistema dado
por (5.41).

Supongamos pues que existe una solucioén (z1, ..., z,,) de (5.41) tal
que (21,...,%m) £ (Z1,...,2,). Ya que [0, 1] estd completamente or-
denado, existe j € {1,...,m} tal que &; < z;,. Distingamos ahora

dos casos, y obtendremos una contradiccién a partir de cada uno de
ellos:

= Por un lado, asumamos que j € J*. Por definicién de la aplica-

cién f sera entonces &; = min{b; «p a; | i € {1,...,n}}. De-
notemos k € {1,...,n} al indice que satisface &; = by <p a;.

Puesto que #; < z;, de la Proposicién 2.8y del crecimiento es-
tricto de  se deduce que by = a;; * Z; < a;; * z;. Con lo cual
(z1,...,x,) no satisface la k-ésima ecuacién de y, por tan-
to, no es solucién de (5.41)), en contradiccion con la hipétesis.

= Supongamos ahora que j ¢ J*. En ese caso, obtenemos que 0 =
&; < x;. Yaque (21,...,2,) es por hipétesis solucién de (5.41),
un razonamiento analogo al realizado en la demostracién del
Teorema 5.8 nos lleva a que el par (J*, ™) definido como

Jt = {je{tl,...,m}|z; >0}
J = {je{l,...,m}|z; =0}
es un par factible, esto es, J© € S*. Ya que j € J*, obtenemos

entonces que J© Z J*, luego J* no es el maximo de ST, en

contradiccién con la hipétesis.

216



5.3. SISTEMAS DE SUP-EC. BIPOLARES BASADAS EN T-NORMA PRODUCTO

(2) Denotemos al conjunto de elementos maximales de S como St. Pa-
ra probar la segunda parte del Teorema demostraremos que la
restriccion de la aplicacion f al conjunto S+, denotada f = f]| &+, for-
ma una biyeccién entre ST y el conjunto de soluciones maximales

de (5.41), que denotaremos M.

Veamos en primer lugar que f estd bien definida, esto es, que da-
do J* € St latupla f(J*) = (i1,...,%&,) es una solucién maxi-
mal de (5.41). Por definicion de par factible, (i1,. .., Z,,) es solucion
de (5.41), luego tan solo falta ver que es maximal. Procederemos
por reduccién al absurdo. Supongamos pues que existe una solucién
(x1,...,Tm) de tal que (Z1,...,%m) < (21,...,2y). Asi pues,
para algin h € {1,...,m} es &), < xj,. Veamos que necesariamente
heJt.

SiheJryb, «p aj, = min{b; <p az, | i € {1,...,n}}, por de-
finicion de f se tiene que %, = b;, <p a;.: ,- Teniendo en cuenta la
Proposicién y la monotonia estricta de *, la desigualdad z;, < ),
nos lleva a que b;, < a;; ,* 2. Por lo tanto, se deduce que (z1, ..., z,,)
no satisface la i,-ésima ecuacién de (5.41), lo cual es una contradic-
cion.

Podemos asegurar pues que h ¢ J*, de donde 0 = &), < x;. Consi-

deremos ahora los conjuntos

Jt = {je{1,...,m}|z; >0}

J- = {je{l,....om}|x; =0}
De nuevo, siguiendo un razonamiento andlogo a la demostracién del
Teoremal5.8} se obtiene que (J*, J~) € S, conlo cual J* € S*. Ahora
bien, ya que (Z1,...,%m) < (21,...,%n), se satisface que Jt c J+.
Atin mds, observemos que 0 < zj, implica h € J*, y se ha probado

que h ¢ J*. De aqui se concluye que J* C J*, en contradiccién con

la maximalidad de J* como elemento de S+.
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Lo anterior nos permite afirmar que la aplicacién f est bien defini-
da. De aqui en adelante, veremos que se trata de una biyeccion entre
S*y M. Probemos en primer lugar que fes inyectiva.

Sean J;, J; € St distintos, siendo f(J;) = (2!,...,2L)y f(JF) =
(#%,...,22%). Sin pérdida de generalidad, existe h € {1,...,m} tal
que h € J y h ¢ JJ, luego serdn i} > 0y &7 = 0. Esto implica

que (#,...,2%) # (&%,...,22), por lo tanto se concluye que [ es
inyectiva.
Para finalizar, veamos que f es sobreyectiva. Dado (21, ...,%,) € M,

consideremos los conjuntos J*, J~ definidos como:

Jt = {je{1,...,m} |z >0}

A

J = {je{l,...,m}|z; =0}
Ya que (21, . . ., &) es solucién de (5.41), por un razonamiento analo-

go a la demostracién del Teorema se deduce que (J*,J7) € S,
luego J* € S*. Enlo que sigue, veremos que J* € Sy que f(J*) =
(Z1,...,%m). Para lo primero haremos un razonamiento por reduc-

cioén al absurdo.

Supongamos que J* ¢ S+, esto es, supongamos que existe J* € S+
tal que J* C J*. Tomando J~ = {1,...,m} \ J*, la tupla f(J*) =
(21,...,2,) es solucién de (5.41), por definicién de par factible. Aho-
ra, teniendo en cuenta la definicién de (z1, ..., 2,) y (21, ..., &), Ob-

servemaos que:

. ParacadajGJA*ﬂJ*esij:xj:O.

» Dadoj € J*,siz; < %;, entonces existei € {1,...,n}conb; <p
+
ij
. + A A A
mente ordenado, se satisface que b; < a;; * ;, luego (1, ..., Tm)

a;; < ;. Por la propiedad de adjuncién y por ser [0, 1] total-

no resuelve la i-ésima ecuacién de (5.41)) y, como resultado, no

218



5.3. SISTEMAS DE SUP-EC. BIPOLARES BASADAS EN T-NORMA PRODUCTO

es solucién de (5.41)), en contradiccion con la hipétesis. Conse-
cuentemente, podemos afirmar que #; < z; paracada j € J*.
En particular, como J* C J*, se cumple que #; < z;, para cada
jeJr.

= Puesto que J* C J*, podemos asegurar que existe h € J* con
h ¢ J*,de donde, 0 = &, < 5.

De lo anterior se deduce que (1, ...,%,) < (21,...,2y), lo que con-
tradice el hecho de que (i1,...,2,) sea solucién maximal de (5.41).
Por lo tanto, se concluye que J* es un elemento maximal de S, esto
es, J* € SF.

Para concluir esta demostracién, veamos que f(J*) = (i1, ..., &p).
Observemos que la componente j-ésima de f es f;(Jt) = &; = 0

para cada j ¢ J*. Supongamos pues que existe h € J* de forma que
fu(JT) = min{b; <p afy | i€ {1,... . n}} # &

Denotemos by, +p a;;, = min{b; <p af, | i € {1,...,n}}. El inter-
valo [0, 1] estd completamente ordenado, luego uno de los siguientes

puntos se verifica:

» Sea b, <p a, < 5. En tal caso, la propiedad de adjuncion
implica que by, < a;, * &, de donde:
b < af, x i < (aj % ;) V (ay, * —pi;)
k kh h = kj J kj Py
je{1,...,m}
Asi pues (21, ..., Z,) no es solucién de (5.41), en contradiccion

con la hipétesis.

m Sea ahora z;, < b, <p aﬁh. Como consecuencia, una solucién

de (541) es (1, ..., Zn1,br <P afy, Tns1,- - ., %m), que es clara-
mente mayor que (21, ..., Z,,). Esto contradice la maximalidad

de (Z1,...,Z,) como solucién de (5.41).
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Concluimos pues que f(J*) = (21,...,4y), por lo tanto f forma una

biyeccién entre Sty M. O

La existencia de una solucién minima o soluciones minimales de un
sistema de sup-ecuaciones bipolares basado en la t-norma producto su-
pone un problema de mayor complejidad. La principal razén reside en el
hecho de que la negacién producto —p no es continua en 0, lo que puede
dar lugar a la ausencia de soluciones minimales. Pongamos por ejemplo el

caso de una sup-ecuacion del tipo
(0.2%x) V(0.6 % —pz)V (0.3%xy)V (0.4%-py) =0.4

Su dnico par factible es ({1}, {2}), lo que darfa lugar a pensar que existe
una solucién maximal y una solucién minimal. No obstante, puede com-

probarse que el conjunto de soluciones de dicha sup-ecuacién es
D={(z,0)|0<2z <1}

Por lo tanto, su solucién maxima es claramente (1, 0), pero sin embargo el
conjunto D no tiene elementos minimales. Es decir, para cada elemento de

D existe otro inferior a este en D.

Para evitar este tipo de situaciones, hemos de requerir una condiciéon
mas fuerte a los elementos maximales de {J~ | (J*,J7) € S}. Concreta-
mente, se exigird que si un indice no pertenece a J~, dicho indice sea “ne-
cesario” para alcanzar el término independiente de alguna sup-ecuacion.
Esta condicion se representard exigiendo la unicidad de soluciones de un
cierto sistema de sup-ecuaciones definido a partir de J~. Cabe destacar

que la maximalidad de J~ estd intrinseca en esta nueva condicién.

Teorema 5.10. Sea S el conjunto de pares factibles respecto a (5.41) y consi-
deremos S— = {J~ | (J*,J7) € S}. Sea f: S= — [0,1]™ definida como
f(J7) = (z1,...,2,) con
min{b; <-p a;; i €{1,...,n}} si j¢&.J"
T =
! 0 si jeJ
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Para cada J~ € S, sea I ;- el conjunto definido como:

(1)
(2)

I;-={ie{l,....n} |b;=0 0 a; < b;paracada j € J}

Si{l,...,m} € S, entonces (0,...,0) es la solucion minima de (5.41).
Si{l,...,m} ¢ S~, las soluciones minimales de (5.41) coinciden con las

tuplas de la forma f(J~), siendo J~ un elemento de S~ tal que el siguiente
sistema tiene una iinica solucién:

\/ (a2 V(ag*—pay) = b, i€l; (5.43)
JE{l,.;.,m}
JES”
Demostracion.
(1) Si{1,...,m} € S, por definicién de par factible, entonces la tupla

()

fH{1,...,m}) = (0,...,0) es solucién de (5.41)). Claramente, se trata
de la solucion minima de (5.41).

Denotemos al conjunto de elementos de S~ tales que (5.43) tiene una
tinica solucién como S~. Probaremos que la restriccién de la aplica-
ciéon f a S—, denotada f = f| ¢-, forma una biyeccion entre S~ yel

conjunto de soluciones minimales de (5.41), que denotaremos M.

Comencemos viendo que f estd bien definida, es decir, que f(J~) =
(#1,...,4y,) es una solucién minimal de para cada J~ € S,
Es claro que dado J~ € S, por definicién de par factible se tiene
que (Z1,...,4,) es solucién de (5.41). Veremos que se trata de una
solucién minimal de (5.41) por reduccién al absurdo.

Asumamos entonces que existe una soluciéon (z, . . ., z,,) de (5.41) tal
que (z1,...,7,) < (&1,...,%,). Sea J* = {1,...,m} \ J~, y denote-
mos a sus elementos como J* = {ji, ..., ;}. Observemos que al ser

{1,...,m} ¢ S, entonces J* # &, luego [ > 1. Probaremos que las
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tuplas (zj,,...,2j,) y (Zj,,...,%;) son soluciones diferentes de (5.43),

en contradiccién con la pertenencia de ./~ al conjunto S~.

La desigualdad (z1,...,z,) < (#1,...,I,) implica, por un lado, que
(jys-.yxj) < (&4,,...,%5) Y, por otro, que existe h € {1,...,m} tal
que z, < Ij. Puesto que Z; = 0 para cada j € J- y 0 <z, < Tp,
hadeser h ¢ J-, estoes, h € J*. Como resultado, podemos afirmar
que (zj,,...,xj5,) < (Z;,...,%;), luego se trata de tuplas diferentes.
Falta ver que ambas son soluciones de (5.43).

Es claro que si I;- = @, entonces (z;,,...,z;) y (&;,,...,&;) son di-
rectamente solucion de (5.43), pues no hay ecuaciones a satisfacer, de
donde obtendriamos la contradiccién anunciada. Supongamos aho-

raque [; # @.
Ya que (z1,...,2m) VY (Z1,...,Zy,) son soluciones de (5.41), tenien-

do en cuenta que {ji,...,5;} e I;- son subconjuntos no vacios de
{1,....,m}y{l,...,n}, respectivamente, en particular se satisfacen:
\/ (@ x2)) V (a; %+ —pz;) < b, i€l
jejt
\/ (af; * 2;) V (a;; % ~pE;) < by, i€ ;-
jejt

Por un lado, dado i € I;- con b; = 0, se cumple que
(ai;  x5) V (a5 * ~paj) = (aj; % &;) V (ag; * =pi;) =0
paracada j € {1,...,m}. En particular:

\/ (a;; x;5) V (ag; % ~pxj) = \/ (ajj * 1) V (ag; * ~pZ;) =0
jeJjt jej+

Sea ahora i € I; con 0 < b;. Por definicién del conjunto /5, la de-
sigualdad a;; < b; se verifica para cada j € J~. Ahora bien, teniendo

en cuenta que x; < &; para cada j € {1,...,m}, por definicién de la
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aplicacion f se tiene que r; = #; = 0 para cada j € J~. Por lo tanto,

paracada j € J:

(a;;*a:j)\/(ai_j*—'pxj) = (a;;*())\/(ai_j*ﬂPO) =a; <b
(a; *Z5) V (a;; x —pZ;) = (a;%0)V (ag; * 2p0) = a;; < b;
Puesto que tanto (zy,...,%,,) como (Zi,...,&,) son soluciones de

(5.41), se deduce que existen sendos indices h, h € J* tales que a;, *

Ty = a;% * T, = b;. Consecuentemente:

\/ (a;—; * ;) V (ai_j * pxj) = \/ (a;; * Zj) V (ai_j % pEi) = b;

jeJ+ jeJ+
Se ha probado pues que, tanto si b; = 0 como si 0 < b;, las tu-
plas (zj,,...,2,) Y (Zj,,- .., ;) sonsoluciones de la i-ésima ecuaciéon
de (5.43). Por lo tanto se concluye que tiene dos soluciones
diferentes, lo que contradice la hipétesis. De esta forma, podemos
afirmar que (Z1,...,&,) es una soluciéon minimal de (5.41), luego la
aplicacién f estd bien definida. Veamos ahora que se trata de una

biyeccién entre S~y M.

La inyectividad de f se deduce directamente de su definicién. En
efecto, sean J;,.J, € S~ con J; # J; . Sin pérdida de generalidad,
podemos asumir que existe h € J; con h ¢ J,. Como resultado,
denotando f(J; ) = (¢l,...,2L)y f(J;) = (#2,...,42), la definicién
de f nos indica que &}, = 0 < i?, luego f(J;) # f(J;). En otras
palabras, f es inyectiva.

Para finalizar esta demostracién, mostraremos que f es sobreyectiva.

Sea (1, ...,I,) una soluciéon minimal de (5.41), y consideremos los

conjuntos

Jt = {je{l,...,m}| & >0}

Jo= e{l....m}| =0}
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Estamos interesados en ver que J~ € S~y que f(J7) = (#1,...,%m).
Veamos en primer lugar que f(J~) = (#1, .. .,4n). Para ello, observe-
mos que es suficiente probar que &; = min{b; +—p a;; |7 € {1,...,n}}

para cada j € J*. Procederemos por reduccién al absurdo, luego su-
pongamos que i, # min{b; <p a;, | i € {1,...,n}} para algin
h € J*. Como [0,1] estd completamente ordenado, una de las si-

guientes opciones se cumple:

» Sea min{b; «p af | i € {1,...,n}} < &, Existe entonces
k€ {1,....,n} con by <p af, < iy, luego por la propiedad
de adjuncién se cumple by, < aj;, * &. Por consiguiente:

b < afy, * Ip < \/ (a; * ;) V (ag; * —piy)
je{l,.,m}
Asi pues, la tupla (&1, . .., Z,,) no es solucién de (5.41), en con-
tradiccién con la hipétesis.

» Sea ahora @, < min{b; +p aj, | i € {1,...,n}}. En ese caso,
obtenemos que i, < b; «—p a;, paracadai € {1,...,n}. Equiva-
lentemente, por la propiedad de adjuncién y la Proposicién
afi * I, < by paracadai € {1,...,n}. De acuerdo con la monoto-
nia estricta de x, la desigualdad a, « 2 < b; también se verifica
paracadai € {1,...,n}.

Ahora bien, como (#1,...,2,) es solucién de (5.41), la tupla
(Z1,. .., &1, 2, Tps1, . .., &y, €s asi mismo solucion Aun
maés, debido a que h € Jt, &, >0, se cumple que

Th

(i’l, ey Tho1, 77jh+17 . ,Qvfm) < (i’l, ... ,i’m>
Esto contradice la minimalidad de (%, ..., #,) como solucién
de (5.41).
Se concluye entonces que @; = min{b; <p a;; | i € {1,...,n}} para

cada j € J*.Dedonde, f(J7) = (&1,...,&m)-
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Estamos en disposicién de ver que J~ € S~. Siguiendo un razona-
miento analogo a la demostraciéon del Teorema obtenemos que
(J*,J7) es un par factible, luego J~ pertenece a S~. Para ver que
J= € S7, hemos de probar que el correspondiente sistema dado
por tiene una tinica solucién. Lo haremos por reduccién al ab-

surdo.

Supongamos entonces que (5.43) no tiene una tnica solucién. Ya
que (Zj,,...,%;) es solucién de (5.43), se deduce que ha de exis-
tir una segunda solucién, digamos (zj,,...,z;) de (5.43), diferente

a (jjlv‘ .. ,Ii’jl). Al ser j?j = min{bl —p a;; | 1 € {1, .. ,TL}} para
cada j € J, se obtiene que z; < #; para cada j € J, es decir,
(j,...,xj5,) < (Zj,...,Z;). Ademds, como se trata de tuplas dife-
rentes, esto implica que (z;,,...,z;,) < (&;,,...,%j,).
Tomando (z7,...,z},) como la tupla dada por
e if jeJt
’ 0 if jeJ-

obtenemos que se trata directamente de una solucién de (5.41). Pues-
to que (z7,...,2},) < (Z1,...,%m), esto contradice el hecho de que
(Z1,...,%m) sea solucion minimal de (5.41). Se concluye pues que

(5.43) tiene una tnica solucién.

Se ha probado que J~ pertenece al conjunto S—, con lo cual tam-
bién se cumple que f(J7) = f(J7) = (#1,...,&n). Esto nos permite
concluir que f forma una biyeccién entre S~ y M, como queriamos

demostrar. O

5.3.2. Un ejemplo practico

En este apartado desarrollaremos un ejemplo préctico en el que se em-

plea un sistema de sup-ecuaciones bipolares basadas en la t-norma pro-
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ducto para representar un problema real. Este ejemplo nos permitird evi-
denciar la utilidad de negaciones no continuas, como —p, para modelar
cambios repentinos en el comportamiento de un sistema dindmico. Mas
concretamente, consideraremos un sistema de sup-ecuaciones bipolares
que modela el comportamiento de un motor, y nos serviremos de este pa-
ra ilustrar los resultados presentados en la Seccién[5.3.1] Dichos resultados
nos permitirdn determinar a qué se deben ciertos niveles anémalos de so-
brecalentamiento y de humedad del motor, y nos daran pistas sobre cémo
tendria que proceder un técnico para hacer que el motor funcione correc-

tamente.

Ejemplo 5.5. Un grupo de expertos ha determinado que un motor trabaja de
forma adecuada cuando su temperatura y su humedad relativa se encuentran en
un cierto umbral. Para ello, recomiendan mantener controlados el nivel de agua,

el nivel de aceite y el ventilador del motor.

En lo que sigue, representaremos los niveles de agua y de aceite como x1 y x,
respectivamente. Dichas variables tomardn valores en el intervalo unidad [0, 1].
En particular, el valor 1 indica que el tanque de agua/aceite estd vacio, y el va-
lor 0 que la cantidad de agua/aceite ha excedido el limite permitido. Por su par-
te, el funcionamiento del ventilador se representard mediante la variable discreta
z3 € {0,1}, que tomard el valor 0 si el ventilador estd funcionando y 1 si se ha
parado. En cuanto a la temperatura y la humedad relativa del motor, usaremos
las variables by, by € [0, 1], respectivamente, donde 0 indica un nivel de tempe-
ratura/humedad relativa adecuado y 1 un nivel de sobrecalentamiento/humedad
critico.

Una vez introducida las convenciones notacionales previas, podemos formali-
zar las conclusiones que han alcanzado los expertos sobre el comportamiento del
motor. Sobre la temperatura del motor, los expertos han realizado las siguientes
afirmaciones:

= El motor se calienta de forma proporcional a la falta de agua a razén 0.4.
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Ademds, la temperatura del motor aumenta rdpidamente a 0.7 si se produce
un exceso de agua. Como resultado, podemos interpretar el calentamiento
causado por el nivel de agua mediante la expresion (0.4%x1)V (0.7%—pxy).
Observemos que la temperatura del motor es considerablemente baja si el
nivel de agua es elevado, siempre que no rebose el tanque. Esto se debe a que

—px1 = 0 cuando z; > 0.

» El calentamiento del motor también es proporcional a la falta de aceite, con
constante de proporcionalidad 0.2. Asi mismo, la temperatura se eleva a 0.1
si el aceite excede el limite permitido. Por lo tanto, el calentamiento debido
al nivel de aceite puede modelarse como (0.2 x x2) V (0.1 % =px3).

» Por iiltimo, los expertos concluyen que el ventilador no funciona correc-
tamente, y en ocasiones se detiene repentinamente. Cuando esto ocurre, el
motor se calienta a 0.5. Aivin mds, incluso cuando el ventilador estd funcio-
nando, debido a su mal estado, el motor sufre un calentamiento de 0.2. EI
calentamiento causado por el ventilador puede interpretarse entonces como
(0.5 % x3) V (0.2 % —px3).

En base a esta informacion, podemos modelar la temperatura del motor me-
diante la sup-ecuacion bipolar:

(O4*$1) V (07* —\pfﬂl) vV (02 *.1'2) V (01 * _\ng) V (05 *33'3) V (02* —\Pl'g) = b1

En cuanto a la humedad relativa en el motor, los expertos han alcanzado las si-

quientes conclusiones:

» La humedad relativa en el motor no se ve afectada por el nivel de agua, ya
que el tanque de agua estd adecuadamente aislado. Sin embargo, si se excede
el limite permitido, la humedad relativa aumenta bruscamente a 0.9. Este
hecho puede modelarse a través de la expresion 0.9 x —px;.

= El nivel de aceite no tiene ningiin efecto en la humedad relativa.
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= Finalmente, el ventilador produce un incremento en la humedad relativa
de hasta 0.4 cuando deja de funcionar. Asi pues, podemos representar la

humedad debida al ventilador como 0.4 x xs.

Con lo cual, el impacto del nivel de agua, el nivel de aceite y el ventilador en
la humedad relativa del motor puede modelarse como la sup-ecuacion bipolar dada
por:

(0.9 % =pxy) V (0.4 % x3) = by

A partir de lo expuesto previamente, las razones que dan lugar a una cierta
temperatura y humedad relativa del motor pueden inferirse a partir del sistema de

sup-ecuaciones bipolares dado por:

(04, 02, 05) © (1’1, T2, 333) \Y (07, 01, 02) © ﬁp(.l’l, T, 1’3) = b1

(5.44)
(0, 0, 04) ® (Il, Ta, $3) V (09, 0, 0) ® _lp(l’l, T, Ig) = b2

donde (a,b,c)®(z,y, z) = (axx)V (bxy)V (c*2) para cada a, b, ¢, z,y, z € [0, 1].

Supongamos ahora que el motor presenta un calentamiento de 0.3, esto es
by = 0.3, pero su humedad relativa se encuentra bajo control, es decir by = 0.
Seria interesante conocer a qué niveles de agua y aceite se corresponde este com-
portamiento del motor, asi como saber si el ventilador estd funcionando. En lo que
sigue, veremos que los resultados desarrollados en la Seccion 1nos proporcio-
nan una herramienta 1itil para determinar los valores de x4, x2 y x5 que causan el
calentamiento y la humedad presente en el motor.

Definiendo J;" = {1,2} and J; = {3}, se comprueba ficilmente que (J;, J; )
es un par factible respecto a (5.44). Como resultado, el Teorema [5.8 nos permite
afirmar que es resoluble. Ademds, existen dos 1inicos pares factibles respecto
a G, estos son (JF,J7) = ({121, {3) y (35, J5) = ({1}, {2.3)).

Por un lado, de acuerdo con el Teorema ya que J;" es el mdximo del con-
junto ST = {{1,2},{1}}, se concluye que la tupla (0.75,1,0) es la solucién
mdxima de (5.44). Por otro lado, en cuanto a la existencia de soluciones mini-
males, S— = {{3},{2,3}}, luego {1,2,3} ¢ S~. Observemos que J; es el
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iinico elemento maximal de S—. Ademds, ya que by = 0 y las desigqualdades
ap; = 0.1 <03 =bryaz =02 <03 = by secumplen, el conjunto I,

se define como:
I-={ie{1,2} [b;=0 0 aj; <bjparacadajc J;} ={1,2}
Consecuentemente, su correspondiente sistema (5.43) viene dado por

(0.4*1'1)\/(0.7*_|pl'1) = 0.3
(0.9*_|p.731> =

cuya tnica solucion es x1 = 0.75. Con lo cual, el Teorema |5.10|nos permite con-
cluir que (5.44)) tiene una solucion minimal: la tupla (0.75,0,0).

De acuerdo con los resultados obtenidos, en particular atendiendo a la solu-
cion mdxima y la solucién minimal de (5.44)), se deduce que el nivel de agua es
igual a 0.75, y que el ventilador del motor estd funcionando correctamente, puesto
que 3 = 0 en ambos casos. Notemos que el nivel de aceite puede tomar cual-
quier valor en el intervalo unidad [0, 1] y, por tanto, no podemos obtener ninguna
conclusion a partir de esta variable. En cualquier caso, en nuestro ejemplo, pode-
mos ignorar el nivel de aceite del motor ya que en el peor de los casos supone un

sobrecalentamiento de 0.2 y no afecta a la humedad relativa.

Basdndonos en la discusion anterior, para que el motor disminuya su tempera-
tura nuestra sugerencia es rellenar el tanque de agua con cuidado de no sobrepasar

el limite. O
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Capitulo 6

Abduccion multiadjunta con

negaciones

En palabras de Zadeh del prélogo de [44]: “En cuanto a las aplicacio-
nes, la importancia de la teoria de ecuaciones de relaciones difusas se de-
riva del hecho de que el conocimiento humano puede verse como una
coleccion de hechos y reglas, cada una de ellas representada como la asig-
nacién de una relacioén difusa a la distribucién de posibilidad condicional
o incondicional de una variable. Esto implica que el conocimiento puede
interpretarse como un sistema de ecuaciones de relaciones difusas. Bajo
esta perspectiva, la inferencia a partir de un sistema de conocimiento se

reduce a la resolucion de un sistema de ecuaciones de relaciones difusas.”

El creador de la teoria de conjuntos difusos ya vaticinaba en 1989 aque-
llo en lo que diversos autores han profundizado en afios posteriores: la
conexion entre la programacion légica y las ecuaciones de relaciones difu-
sas. Ejemplo de ello son los trabajos [19,45], en los que se muestra que el
cdlculo del peso de las reglas de un programa l6gico multiadjunto es equi-
valente a la resolucién de una ecuacién multiadjunta de relaciones difusas,

y se presentan las ecuaciones multiadjuntas de relaciones difusas como un
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sistema de apoyo a la decisién para la programacion l6gica multiadjunta.

Teniendo en cuenta la existencia de estos trabajos, que evidencian la
cercana relacion entre las ecuaciones de relaciones difusas y la programa-
cién légica, parece natural pensar que las ecuaciones bipolares de relacio-
nes difusas podrian ser ttiles en procesos de inferencia relacionados con

programas légicos con negaciones.

Como cierre de la tesis, en este capitulo ejemplificaremos la intuiciéon
anterior, mostrando que las ecuaciones bipolares de relaciones difusas sir-
ven como herramienta para resolver problemas de abduccién en progra-
mas l6gicos con negacién. En particular, trabajaremos en un marco de pro-
gramacion légica multiadjunta normal, luego haremos uso de ecuaciones
bipolares multiadjuntas de relaciones difusas. Es preciso mencionar que,
al trabajar en un entorno de programacion légica, haremos uso de la dis-
tincién entre simbolo y operador relativa a este ambiente, por ejemplo &
y &. El procedimiento mostrado a continuacién se encuentra publicado

parcialmente en [77].

6.1. Procedimiento de abduccion mediante ecua-

ciones bipolares de relaciones difusas

El razonamiento abductivo consiste, a fin de cuentas, en dar explica-
cién a una serie de resultados observados, deduciendo las posibles razo-
nes que han dado lugar a estos. En nuestro ambiente, asumiremos que los
resultados observados corresponden a simbolos proposicionales en la ca-
beza de un programa légico, en particular de un MANLP. La explicaciéon
de dichos resultados concierne entonces a los valores de los demas simbo-

los proposicionales que aparecen en el programa légico.

Para resolver el problema de abduccién, impondremos tres condicio-
nes al MANLP considerado:
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(1)

(2)

(3)

Naturalmente, el razonamiento abductivo solo tiene sentido si el gra-
fo de dependencias del MANLP (Definicién 3.12) no contiene ciclos.

Para poder hacer uso de ecuaciones bipolares de relaciones difusas,
hemos de requerir que a lo sumo un simbolo proposicional, negado o
no, aparezca en el cuerpo de cada regla del MANLP. En otro caso, el
proceso de abduccién requiere la resoluciéon de un tipo de ecuacién

bipolar que esta fuera del alcance de esta tesis.

Por dltimo, una condicién que no es estrictamente necesaria pero
que exigiremos por simplicidad, consiste en que todas las reglas en
cuyo cuerpo aparece el mismo simbolo proposicional tengan la mis-
ma implicacién residuada. Si esta condicion no se pide, la ecuacién
obtenida es ligeramente diferente a una ecuacién bipolar de relacio-
nes difusas en el sentido del Capitulo |5, pero se resuelve de forma

andloga a estas.

De acuerdo con las convenciones previas, en lo que sigue, esbozaremos

la idea del método de abduccién propuesto mediante un ejemplo.

Ejemplo 6.1. Sea P un MANLP definido en el reticulo multiadjunto con nega-

cion ([0, 1], <, &, <1, &p, <—p, 7s), formado por las reglas:

ri: (p<tq; 0.1) ry: (t < q; 0.8)
ro: (p<t-sq ; 0.6) r5: (t<ps; 0.5)
r3: (p<p-gs; 0.8)

Supongamos que, como resultado de una prueba experimental se conoce el valor

de verdad de los simbolos proposicionales p y t, siendo estos 6, = 0.6 y 6, =

0.4, respectivamente. Nuestro objetivo es determinar el valor de verdad de los

simbolos proposicionales q y s. Denotemos dichos valores desconocidos como x, y

xs, respectivamente.
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Evidentemente, estamos interesados en situaciones en las que todas las reglas
de IP se satisfacen. En particular, las reglas ry, ro y 3, cuya cabeza es p, se han de

satisfacer, luego las siquientes desigualdades son ciertas:

01&z, <6,
0.6 &gz, <0,
0.8 &P ;'S T S Qp

Aiin mds, 0, coincidird con el menor valor que satisface las desigualdades anterio-
res. Por lo tanto, se deduce que 0, satisface la sup-ecuacion bipolar multiadjunta
dada por:

(01 8.(2 l’q) V (06 &.CL ;'5 .Z‘q) V (08 &p ;'s ZI)S) = Hp
Siguiendo un razonamiento andlogo para las reglas r4 y 5, que tienen por cabeza
el simbolo proposicional t, obtenemos la sup-ecuacion bipolar multiadjunta:

(0.8 &z q) V (0.5 &p x5) = 6,

Puesto que los valores 6, y 6, se conocen, nuestro problema se reduce a resolver el
sistema de sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas:

(0.1 &z 224) V (0.6 & S5 1) V (0.8&p Sg ) = 0.6

) ) (6.1)
(OS&L .CEq) V (05&p.’£5) = 04

Aplicando los resultados de la Seccion puede comprobarse que la 1inica
solucion de (6.1)) es la tupla (x,,xs) = (0,0.8). Como resultado, la 1inica opcion
factible para los valores de verdad de q y s son 0 y 0.8, respectivamente. &

A tenor del ejemplo anterior, el procedimiento mostrado nos permite
obtener, a partir de un conjunto de observaciones (salidas), un conjunto
de posibles explicaciones (entradas). Es conveniente mencionar que po-
dria haber mds de una explicacién para un conjunto de observaciones. A
saber, el nimero de posibilidades depende directamente del namero de

soluciones del sistema de sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas. El resto
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de esta seccién estard dedicado a formalizar el método propuesto, asi co-
mo a relacionar las soluciones del problema de abduccién con la semantica

del programa légico original.

Comencemos fijando a qué nos referimos con problema de abduccién.
De aqui en adelante, dado un conjunto finito A, usaremos la notacién A
para referirnos a una ordenacién arbitraria de A en forma de tupla. Igual-
mente, dada una tupla A, denotaremos como A al conjunto de elementos

que forman parte de dicha tupla.

Definicién 6.1. Un problema de abduccién multiadjunto normal, o simple-
mente problema de abduccién, es una tupla (P, O, H, ©) donde:

» P es un MANLP definido en (L, <, <1,&1,- - -, $n, &n, ) que satisface
las condiciones y[(3)] (pdg. .

" 0= (p,..,0.), H=(q1,---,q0) y© = (b1,...,0,), con o,h € Ny
pi,q; € lp, 0, € Lparacadai € {1,...,0},j€{1,... h}.

L] H[p == O wH
» Los simbolos proposicionales de O solo aparecen en la cabeza de reglas de P.

Nos referiremos a los simbolos proposicionales de O como variables ob-
servadas, a los simbolos proposicionales de H como hipétesis y a los valo-
res que aparecen en © como observaciones. Como se mencioné en el Ejem-
plo deseamos que las observaciones coincidan con el valor de verdad
de las variables observadas, siendo nuestro objetivo encontrar el valor de
verdad de las hipétesis. Ademads, queremos que las soluciones del pro-
blema de abduccién sean modelos del MANLP. Con todo esto, podemos
definir qué entendemos por solucién de un problema de abduccién como

sigue:

Definicién 6.2. Sea (P, 0, H, ©) un problema de abduccion con O = (py,...,p,),
H = (q,...,q0) y © = (04,...,0,). Decimos que (xy,...,1;) € L" es una
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solucién de (P, 0, H,©) si existe un modelo M de P tal que M(p;) = 6; y
M(q;) =xjparacadai e {1,...,0},5€{1,...,h}.

Observar que dado un problema de abduccion (P, O, H, ©), si para al-
gun hecho (p; < T;v) con cabeza p; € O se tiene que ¥ A ©,, siendo O;
la j-ésima componente de O, entonces (P, O, H, ©) no tiene soluciones. La
razon de la ausencia de soluciones es evidente, si la observaciéon del sim-
bolo proposicional p; no se corresponde con el programa l6gico, entonces

dicho problema no modeliza correctamente el sistema subyacente.

Como resultado, de aqui en adelante obviaremos los hechos con cabeza

en O, asumiendo que se satisfacen trivialmente.

6.1.1. Resolucién de un problema de abduccién simple

Por definicién de problema de abduccién, los simbolos proposicionales
de O solo aparecen en la cabeza de reglas de P. No obstante, los simbolos
de H pueden aparecen tanto en el cuerpo como en la cabeza de las reglas
de P. Antes de abordar el caso general, comenzaremos resolviendo un caso
mas sencillo, en el que los simbolos proposicionales de /1 solo aparecen en

el cuerpo de reglas de P.

Asi, diremos que (P, 0, H,©) es un problema de abduccion simple si los
simbolos proposicionales de H solo aparecen en el cuerpo de reglas de
[P, més concretamente, si toda regla de PP es de la forma (p;, < g¢;; v) o
bien de la forma (p; < —¢;; v), con p; € O, ¢; € H. En lo que sigue,
proporcionaremos un método para resolver un problema de abduccién

simple, que denotaremos PROC;.

Algoritmo de abduccién simple PROC;,

Entrada: Problema de abduccién simple (P, O, H, ©).
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Paso 1: Definiro: {1,...,h} — {1,...,n} como o(j) = ¢;, siendo <, la
implicacién residuada que define las reglas con ¢; en el cuerpo.

Notemos que o estd bien definida gracias a la condicién (3)|

Paso 2: Resolver el sistema de sup-ecuaciones bipolares multiadjuntas

con o-composiciéon ©, dado por

(RT 0, X)V(R™ 0, =X) =T (6.2)
siendo R, ,, R, Xnx1, 7 Xnx1, Tox1 las matrices definidas co-
mo:

Y oo Vg Vinyr - Yo
R =|: : R~ = : :
1901 ﬁoh ﬁoh—&—l 790211
t t t
X=[n o w] Xzl o om] T=[n 6

donde, paracadai € {1,...,0},5 € {1,..., h}:

Vi = sup{d € L | (pi <, ¢;; V) € P}

(6.3)
Vintj = sup{v € L | (p; <, ~g;; V) € P}

Salida: Conjunto de soluciones de (6.2).

Notemos que (6.2) puede interpretarse como una ecuacién bipolar de
relaciones difusas compuesta por un tinico sistema de sup-ecuaciones bi-
polares multiadjuntas.

El siguiente resultado prueba que el método PROC;, efectivamente re-

suelve el problema de abduccién simple.

Teorema 6.1. Toda solucion de (6.2)) es solucién del problema de abduccién simple
(PO, H,0).
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Demostracion. Sea (x1,...,z5) una solucién de (6.2). Veamos que la inter-
pretacion M: IIp — L dada por M(p;) = 6, y M(q;) = z;, para cada
i€ {l,...,0},j € {1,...,h}, es un modelo de P. Por hipétesis, las re-
glas de P son de la forma (p; <, ¢;; V) o bien de la forma (p; +—,; —¢;; V).
Ahora bien:

» Sea (p; <, ¢;; V) € P. Ya que (z1,...,2;) es solucion de (6.2), se
cumple que

(951 &uy 1) V (Vi g1 &oy 2 a1) V-V (U &Lh zp) V (V;2n &Lh Sxp) =6

Por lo tanto, en particular 9;; &},Lj x; = 0,. Equivalentemente, por la
propiedad de adjuncion, J;; =< 0; <, z;. AUn mads, por definicion de
supremo y de acuerdo con se tiene que ¥ =< 9,5, por lo tanto
¥ = 0; <, r;. Finalmente, teniendo en cuenta la definicion de M, la
ultima desigualdad se puede reescribir como ¥ = M (p;) <—,, M(q;).
En otras palabras, M satisface la regla (p; <, q;; U).

» Sea ahora (p; <—,, —¢;; ¥) € P. Siguiendo un razonamiento analo-
go al caso previo, la desigualdad ¥, &Lj —z; < 0; se satisface, o
equivalentemente ;5 ; X 0; <, = z;. De nuevo, por definicién del
elemento ¥, ;, la desigualdad anterior implica que ¥ < 0; <, ;.
Asi pues, se deduce que ¥ <X M(p;) <, = M (q;), es decir, M satisface
laregla (p; <, =q;; V).

Con lo cual, se concluye que M es un modelo de P. O

6.1.2. Resoluciéon de un problema de abduccién general

Una vez resuelto el caso simple, abordaremos la resolucién de un pro-
blema de abduccién arbitrario. La estrategia que seguiremos es la de di-

vidir el MANLP original en subprogramas, de forma que en cada uno de

238



6.1. PROC. ABDUCCION MEDIANTE EC. BIPOLARES RELACIONES DIFUSAS

ellos obtengamos un problema de abduccién simple al que aplicar el mé-
todo desarrollado en la Seccion

Concretamente, dado un MANLP P que satisface las condiciones
y definimos II, C IIp como el conjunto de simbolos proposicionales
que solamente aparecen en la cabeza de reglas de P. Igualmente, para
cada i > 1, definimos II; C Ilp como el conjunto de simbolos proposi-
cionales que aparecen en el cuerpo de reglas de IP cuya cabeza pertenece
a II,_;. Formalmente, si denotamos el grafo de dependencias de P como

Gp = (Vp, Ap), definimos inductivamente la familia {II, },cz- como sigue:

I, = {p e Ilp | (q,p) ¢ A]p para cada qc Hp}

i1
II, = {q ellp\ U II; | (p,q) € Ap paraalgin p € Hi_l}
j=0
para todo ¢ € N. Claramente, al ser Ilp finito, el conjunto II; es vacio a

partir de un cierto indice m, es decir, II; = & para todo m < 1.

Antes de presentar el algoritmo de resolucién de un problema de ab-
duccién general, veamos que la division anterior tiene sentido, de acuerdo
con nuestro objetivo. Para ello, veremos que {Il, ..., Il,,} forma una par-

ticion de Ilp, para algan m € N.

Proposicién 6.1. Dado un MANLP P, existe m € N tal que {Ily,... I}
forma una particion de 1lp.

Demostracion. Para comenzar, veamos que I, no es vacio por reduccién al
absurdo. Supongamos que II es vacio. Ya que P tiene un namero finito de
reglas con un ntimero finito de simbolos proposicionales, el conjunto IIp
es finito. Ahora bien, al ser Il vacio, para cada p € Ilp existe ¢ € Ilp con
p # q tal que (p, q) € Ap. Debido a que Il es finito, existird una sucesiéon de
simbolos proposicionales de Il de forma que sus correspondientes aristas
en Gp forman un ciclo, en contradicciéon con la condicién Por lo tanto,

se deduce que 11, # @.
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i1
Un argumento similar nos permite afirmar que si Ilp \ U II; # &, en-
=0
tonces II; # @. Asi, ya que Ilp es finito, existird un m € N tal que I1,,, # &,
m

I, =@sim <iyllp = U II;. Claramente, por definicién de dichos con-
=0
juntos, II; N II; = @ para ¢ # j. Con lo cual se concluye que {Il,, ...,II,,}

forma una particion de Ilp. 0

Denotemos por P; al subconjunto de reglas de PP con cabeza en II; y
cuerpo en Il;;; U =11, siendo —I1;1; = {—q | ¢ € 1,41}, para cada i €
{0,...,m — 1}, y sea |II;| = n; para cada i € {0,...,m}. Dadas dos tuplas
r = (x1,...,2,) €Yy = (Y1,...,Ym), denotaremos como z e y a la tupla
(T1y ey Ty Y1y e ey Ym)-

Observemos que, dado un problema de abducciéon (P, O, H,©), por
definicién de problema de abduccién y del conjunto II;, se cumple que
O C II,. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que los primeros o
elementos de la tupla IIj son py, ..., p, € O. Igualmente, asumiremos que
H=Te... eI,

A continuacién, presentamos un procedimiento constructivo para re-
solver un problema de abduccién arbitrario (P, O, H, ©), al que nos referi-

remos como PROC.
Algoritmo de abduccién PROC
Entrada: Problema de abduccién (P, 0, H, ©).

Paso 0: Definir X, como el conjunto de valores que pueden tomar los
simbolos proposicionales de II, satisfaciendo los hechos con ca-
beza en I, esto es,

sup{d | (p; < T;0) € P} < }

Xo= e PorTotly - s Tn,
° {<p1 Por Lo+t o) rjeL,je{o+1,...,n0}
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Paso 1: a) Resolver el problema de abduccién simple (P, I, I1;, ©p)
mediante PROC;, para cada ©, € X, siendo Se, su conjun-
to de soluciones.

b) Definir el conjunto S7 = {Op ey | Oy € Xy, y € Se, }-
¢) Definir S; como el subconjunto de tuplas de S} que satisfa-
cen todos las reglas con cabeza en II; y cuyo cuerpo, si lo

hubiera, pertenece a II; U —1I1;.
d) Definir X7 = {(y1, .-, Yny) | (X1, Tngs Y1, -+ Yny) € S1}-
Pasoi: Para cada i € {2,...,m}, a partir de S;,_; y X,_; procedemos
como sigue:
a) Resolver mediante PROC; el problema de abduccion simple
(P;—y,11;,_4,11;,0,_1) , paracada ©,_; € X;_;,siendo Se, , su
conjunto de soluciones.

b) Definir el conjunto
Sz* = {a ° 61‘—1 oy | @i—l S Xi_l,a o @i—l S Si—lay € S@i—l}

siendo a una tupla arbitraria tal que la concatenacién a e

©,_1 pertenece al conjunto S;_;.

¢) Definir S; como el subconjunto de tuplas de S} que satisfa-
cen todas las reglas con cabeza en II,; y cuyo simbolo propo-

sicional en el cuerpo, si lo hubiera, pertenece a
d) Definir X; = {(vy1,...,yn,) |a® (y1,...,yn,) € S;}.

Salida: Conjunto S,,.

Observemos que, para cada i € {1,...,m} y ©,_; € X;_4, el conjunto
©,_; tiene n; elementos de L, al igual que I1;,_; tiene n; simbolos proposi-

cionales. Atin mds, por definicién, toda regla del MANLP P; es de la forma
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(p < ¢q; V) o bien de la forma (p + —q; ), con p € II;_4, ¢ € TI;. Conse-
cuentemente, el algoritmo PROC estd bien definido.
Como muestra el siguiente resultado, el conjunto S,, contiene las solu-

ciones del problema de abduccién.

Teorema 6.2. Toda tupla de S,, es solucion del problema de abduccién dado por
(P,0, H,O).

Demostracién. Sea (z1,...,x) € Sy,. Veamos que la interpretacion M : IIp —
L dada por M(p;) = 0, y M(q;) = xj, paracada i € {1,...,0}, j €
{1,...,h}, es un modelo de P. Sea (p < B;¥) una regla de P.

Por un lado, supongamos que B no contiene simbolos proposicionales.
Si p € Iy, por la construccion de X en el paso 0, podemos asegurar que
M satisface la regla (p < B;¢). Sien cambio p € II;, coni € {1,...,m}, del
apartado c) del paso ¢ se deduce que M satisface la regla (p < B; 7).

Supongamos ahora que ¢ € IIp es un simbolo proposicional que apare-
ce en 3. Por la condicion [(2)} se trata del tinico simbolo proposicional en 5.
Ahora, de acuerdo con la definicién de la particion {Il, ..., II,,}, existen
II;,I1; tales que p € 11;, ¢ € II;. Observemos que j # 0.

Distingamos tres casos:

» Supongamos que j < i. En ese caso, por el apartado c) del paso i, se
obtiene directamente que M satisface la regla (p < B; ).

» Seaahorai = j—1. Por la construccién del conjunto S,,, 0 mas especi-
ficamente por la construccién de S, existen ©;_; € X; ey € Se,_,
tales que (z1,...,2,) = a®©,_; ey ez, donde a y z son tuplas que
corresponden a los simbolos proposicionales de II, U - - - UIIL,;_, y de
;41 U---UIL,, respectivamente. Puesto que y es solucién del pro-
blema de abduccién simple (P, 1,11, 1,11;,0;_;) y se cumple que
(p < B;v) € P,_4, la tupla y satisface la regla (p < B; ), y por lo

tanto también M la satisface.
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» Por ultimo, si ¢ < j — 1, podemos hacer un razonamiento recursivo
similar al caso anterior, de donde se llega a que M satisface la regla
(p < B; ). d

En virtud del Teorema que prueba que las soluciones aportadas
por el algoritmo PROC se corresponden con modelos del MANLP PP, cabe
preguntarse si dichas soluciones guardan una relacién atin més estrecha
con la semantica de P. Por ejemplo, una duda razonable es si las soluciones
de PROC pueden proporcionar modelos estables de [P, teniendo en cuenta
la informacién contenida en dichas soluciones. En este sentido, dada una
soluciéon X de PROC, los valores de la solucién se incorporan al programa
P en forma de hechos, dando lugar a un nuevo MANLP P~ [19, [77].

Ahora bien, la condicién [(T)]implica que el grafo de dependencias de P
no contiene ciclos. En particular, dicho grafo no contiene ciclos con aristas
negativas, luego el Teorema nos asegura que P es un MANLP estra-
tificado. Ademds, al ser P¥ el MANLP P ampliado con un conjunto de
hechos, P¥ también es estratificado. Asi pues, aplicando el Teorema

PX tiene un tinico modelo estable.

El estudio de la relacién entre las soluciones del problema de abduccién
y el tinico modelo estable del MANLP asociado a cada solucién queda

como cuestion abierta, y se propondra como trabajo futuro.

6.2. Aplicacién a un ejemplo practico

La posibilidad de aplicar un razonamiento abductivo en un paradig-
ma légico con negaciones supone una herramienta muy poderosa. A con-
tinuacioén, describimos un ejemplo préctico con objeto de arrojar luz sobre
la gran variabilidad de aplicaciones potenciales del procedimiento descri-

to en este capitulo.
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Ejemplo 6.2. El servicio de criminalistica de un departamento de policia ha lle-
gado a la conclusion de que la presencia abundante de rastros de ADN en la escena
de un crimen implica, por lo general, que el asesino tiene un perfil agresivo. A es-
ta conclusion también se llega si la escena del crimen es cadtica. Por el contrario,
una escena del crimen excesivamente pulcra suele indicar que el asesino es meto-
dico, cuidadoso, mientras que la ausencia total de rastros de ADN suele deberse a
que el asesino ha tenido tiempo suficiente para limpiar sus rastros y, por ello, que
el crimen se ha prolongado en el tiempo. Por iiltimo, si el crimen tiene lugar en
un espacio considerablemente concurrido, la cantidad de trazas de ADN suele ser
abundante. De acuerdo con esta informacion, deseamos condensar las conclusio-

nes que han alcanzado los forenses en forma de programa 16gico con negacion.

Por la relevancia de la ausencia total de ADN o de desorden, parece 16gico
emplear la negacion —p. Sean AG, M, P, ADN, D,C € [0, 1] variables tales que:

» AG: representa la agresividad del sujeto, recibe un valor mds alto cuanto

mds agresivo es el sujeto.

» M: indica cudn metddico es un sujeto. Un valor pequefio sugiere que el
sujeto es andrquico en su forma de actuar, mientras que dicho valor asciende
si actiia cuidadosamente.

» P:indica la duracion del crimen, un valor alto implica que el crimen se ha
prolongado.

n ADN:simboliza la cantidad de ADN en la escena del crimen, toma un valor

superior cuanto mds rastros de ADN se encuentran presentes en la escena.

= D: representa el desorden, toma un valor mds alto cuanto mds cadtica es la

escena del crimen.

» C: indica la afluencia media de personas en el lugar donde se comete el
crimen, un valor alto indica que la escena del crimen tiene lugar en un
espacio concurrido.
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La informacién recabada por los forenses puede resumirse entonces en el si-
quiente MANLP, denotado P y definido en el reticulo multiadjunto con negacién

([0,1], <, &p, ¢p, 7p):

r: (AG <—p ADN ;0.5) ry: (P <p-pADN ;0.8)
ro: (AG <—p D ;0.8) rs: (ADN +p C;0.9)
r3 <M —p _'pD ,08>

Supongamos ahora que estamos ante un sujeto que presenta una agresividad
de 0.6 y que es metddico con valor de verdad 0.8. Deseamos saber qué tipo de carac-
teristicas tendria el crimen cometido por una persona con este perfil, de acuerdo
con las conclusiones obtenidas por el servicio de criminalistica. Veamos que po-
demos deducir esta informacion aplicando el algoritmo PROC de razonamiento
abductivo.

Puesto que Ilp = {AG, M, P,ADN, D, C'}, la particion de Ilp que nos per-
mite aplicar el método PROC es {Ily,11y,1I5} con Il = {AG, M, P}, II; =
{ADN,D} y II, = {C}. Apliquemos dicho método al problema de abduccicn
(P,0, H,0), siendo O = (AG, M), H = (P,ADN, D,C) y © = (0.6,0.8):

Paso 0: Debido a que no hay hechos con cabeza P, entonces

Xo = {(0.6,0.8,2p) | zp € [0, 1]}

Paso 1: a) Hemos de resolver el problema de abduccién simple dado por

(P, Iy, I11, Xy), esto es, el problema
({r1,ro, 73,74}, (AG, M, P),(ADN, D), (0.6,0.8,xp))

para cada (0.6,0.8,p) € X,. Aplicando el algoritmo PROC, pa-
ra resolver (Py, Iy, Iy, Xy) es preciso resolver el sistema de sup-
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ecuaciones bipolares con incégnitas xapn, xp dado por

(0.5&p zapn) V (08 &pap) = 0.6
(0.8&]3;'131’1)) = 0.8

(0.8&p "prapy) = wp

Ahora bien, teniendo en cuenta los resultados desarrollados en la
Seccion el conjunto de soluciones de dicho sistema es vacio si
xp # 0. Por otro lado, la tinica solucién del sistema para xp = 0
es la tupla (0.75,0), Iuego Si.6,0.80) = {(0.75,0)}.

b) De acuerdo con lo expuesto anteriormente:
St ={(0.6,0.8,0) ® (0.75,0)} = {(0.6,0.8,0,0.75,0)}

c) Como IP no contiene reglas con cabeza y cuerpo en 11, se tiene que
Sy = S}
d) Finalmente X, = {(0.75,0)}.

Paso 2: a) En este caso, tan solo hay un problema de abduccion simple a
resolver, el problema (Py, 111, Iy, (0.75, 0)) dado por

({rs}, (ADN, D), (C),(0.75,0))

El sistema de sup-ecuaciones bipolares obtenido por el algoritmo
PROC tiene por incégnita x¢ y viene dado por

(09&pzc) = 0.75

Se obtiene entonces que S(o.75,0) = {(08§)}

b) Como resultado
S3 = {(0.6,0.8,0) & (0.75,0) ® (0.83)} = {(0.6,0.8,0,0.75,0,0.83)}

¢) Puesto que P no tiene reglas con cabeza en 11y, se concluye que
Sy =S5
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Ast pues, la tupla (0.6,0.8,0,0.75,0, 0.8§) es la vinica solucién del problema de
abduccion (P, (AG, M), (P, ADN, D,C), (0.6,0.8)). Podemos afirmar entonces
que un sujeto agresivo y metddico daria lugar a un crimen cometido en un lugar
concurrido (con valor de verdad 0.83) y con abundantes trazas de ADN (con valor
0.75). Ademds, no parece que dicho crimen se dilate en el tiempo, sino mds bien
serd precipitado, ya que el valor de verdad de la variable P es 0. Por iiltimo, debido
seguramente a la premura, el crimen no provocard un desorden significativo en el

lugar (su valor de verdad es 0) a pesar de la presencia de ADN. &
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