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Introduccion

En esta memoria se introduce la nocién de espacio exterior para el estudio de las

propiedades de los espacios en el infinito.

Nuestro objetivo era el de encontrar un marco de trabajo adecuado para realizar este
analisis. Este marco de trabajo se debia concretar en encontrar una categoria con buenas

propiedades y que contuviera la informacién de los espacios en el infinito.

Después de probar diversas nociones, encontramos la nocién de espacio exterior que

parecia satisfacer todos los requerimientos anteriores.

En esta memoria hemos probado que la categoria de los espacios exteriores tiene
propiedades suficientes para poder realizar las construcciones que necesitamos. Este hecho
lo hemos concretado en dos resultados. Por un lado, el Teorema 2.1.6 que prueba que la
categoria de los espacios exteriores tiene una estructura de categoria de modelos cerrada in-
ducida por las equivalencias débiles determinadas por los grupos de tipo Brown—Grossman,
que en la memoria denominamos grupos de homotopia exterior. Por otro lado, el Teorema,
5.2.5 que demuestra la existencia de otra estructura distinta, que ahora estd inducida por
los grupos de homotopia tipo Steenrod y que llamamos cilindricos. Estos son dos de los

resultados principales de la memoria.

Uno de los problemas de la categoria propia es que, hasta el momento, no se habian
podido construir adecuadas fibras homotdpicas y adecuados espacios de lazos. El solventar
estas dificultades ha sido otro de los principales objetivos de este proyecto. Afortunada-
mente, la utilizacién de los espacios exteriores ha permitido construir fibras homotépicas y
espacios de lazos. Mds concretamente, se ha obtenido una sucesién de fibras homotépicas
consecutivas para el estudio de los grupos de tipo Brown—-Grossman y otra sucesién para

los grupos de tipo Steenrod.

En primer lugar recordemos algunas categorias relevantes en el contexto de homotopia
propia.

Pro es la categoria de los espacios topoldgicos y aplicaciones propias. Una aplicacién
continua de X en Y se dice propia, f: X — Y/, si para todo subconjunto K de Y compacto
y cerrado se tiene que f~1(K) es también compacto. Dadas dos aplicaciones f,g: X — Y
decimos que son propiamente homdtopas si existe una aplicacién propia F: X x I — Y tal
que F(z,0) = f(z) F(z,1) = g(z) para todo z € X, donde I denota el intervalo cerrado
unidad. Si dividimos por la relacién de homotopia se obtiene la categoria homotdpica que
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denotaremos II(Pro).

Otra categoria de interés es la categoria Pro., de espacios topolégicos y gérmenes de
aplicaciones propias. Dados X,Y espacios topolégicos y A, B subconjuntos cerrados tales
que cl(X \ A), cl(X \ B) son compactas, dos aplicaciones propias f: A — Y,9: B — Y se
dice que tienen el mismo germen si existe un subconjunto cerrado C de X tal que c/(X\ C)
es compacto, C C AN By flc = g|c. De modo natural se puede considerar la nocién de

gérmenes de homotopia lo que determina la categoria homotépica II(Pros, ).

A continuacién realizaremos una breve perspectiva histdrica sobre la teoria de homo-
topia propia.

En 1923, Kerékjarté encontré una clasificacién de las superficies no compactas. Para
ello definié “punto ideal” de una superficie como invariante principal. Las propiedades
de estos puntos ideales permiten trasladar el problema de la clasificaciéon de superficies
al problema de la clasificacién de subconjuntos cerrados del conjunto de Cantor. Este
concepto fue generalizado para cualquier espacio topolégico por Freudenthal en 1931 como

“punto final”.

Siebenmann [S.1] en 1965, en su tesis, encontré condiciones necesarias y suficientes
para que una n—variedad diferenciable con n > 6, fuera interior de una variedad compacta.
Si esta variedad tiene un tinico final existe una obstruccion a ser el interior de una variedad
con borde que descansa en RO (Hl (oo)), el grupo de clases proyectivas del grupo funda-
mental en el co. Posteriormente en [S.2] dio una versién del teorema de Whitehead para

aplicaciones propias

En 1967 Quillen [Q] introdujo el modelo axiomético de categoria de modelos cerrada.
Se trata de una categoria C, provista de tres clases de morfismos: fibraciones, cofibraciones
vy equivalencias débiles, verificando seis axiomas que recogen las propiedades habituales
que se requieren para desarrollar una teoria de homotopia. Ejemplos de este modelo son
la categoria de los conjuntos simpliciales SS y de los conjuntos simpliciales punteados S5,
tomando como fibraciones las fibraciones de Kan, como cofibraciones las aplicaciones inyec-
tivas entre conjuntos simpliciales y como equivalencias débiles las aplicaciones que inducen
isomorfismos en todos los grupos de homotopia para cualquier eleccién de punto base.
También Top admite diversas estructuras de categoria de modelos cerrada. Por ejemplo,
ver [Str], se pueden tomar como fibraciones las que tengan la propiedad de elevacién de
homotopia, como cofibraciones las aplicaciones cerradas con la propiedad de extensiéon de
homotopia y como equivalencias débiles las equivalencias de homotopia.

Una de las técnicas que pueden utilizarse para el estudio de homotopia propia es el
empleo de la categoria de los sistemas inversos o proespacios, introducida por Grothendieck.
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En 1969 Artin y Mazur [A-M], para sus estudios sobre homotopia étale, utilizaron la
categoria proHo(SS) donde Ho(SS) es la categoria homotdpica de los conjuntos simpli-

ciales.

Bousfield y Kan [B-K], en 1972, realizaron un estudio de las torres de fibraciones y
del limite homotdpico inverso asi como la sucesién espectral (extendida) asociada a una
torre de fibraciones y su convergencia a los grupos de homotopia del limite homotdépico
inverso. Dada una torre arbitraria de espacios, ésta puede ser sustituida por una torre
de fibraciones, y definirse el limite homotdpico inverso de dicha torre como el de la torre
de fibraciones. Estos resultados podran aplicarse a homotopia propia gracias al funtor

incrustaciéon de Edwards—Hastings, al que nos referiremos posteriormente.

En 1973, Farrel, Taylor y Wagoner [F-T—W)| prueban otro teorema de tipo Whitehead
en la categoria de los CW—complejos fuertemente localmente finitos. Con ese objeto.
consideran los invariantes algebraicos que se denominan grupos de A-homotopia definidos
previamente por Taylor [Tay]. Al final del trabajo se incluye otro teorema del tipo anterior
para CW—complejos fuertemente localmente finitos omitiendo las condiciones de dimensién

finita.

K.S. Brown, también en 1973, desarrolld una teoria para poder aplicarla a las cate-
gorias de haces. Definié categoria de objetos cofibrantes como una categoria C con sumas
finitas y objeto inicial @, con dos familias de morfismos, cofibraciones y equivalencias débiles

verificando ciertos axiomas

En 1974 Porter [P.4] introdujo Ho(proSS), la procategoria homotdpica que resulta de
invertir aquellos morfismos de proSS que, salvo isomorfismo, se puedan representar como
un sistema inverso de equivalencias débiles de homotopia de SS y estudié la estabilidad

en la categoria de la forma.

Con posterioridad, en 1976, probé que si una categoria arbitraria C verifica los axiomas
de K.S. Brown [Brow], entonces se puede dotar a proC de una estructura axiomética de
Brown. De esta forma se puede construir la suspensién, la sucesién de cofibras homotépicas

ete.

Los invariantes de homotopia con estructura de grupo han desempenado un papel
importante, por ello en homotopia propia se han buscado algunos que jueguen un papel
analogo a los de homotopia estdndar. Entre ellos se encuentran los grupos de homotopia
propia definidos por E.M. Brown en 1974 [Bro.l], asociados a un espacio no compacto
X y a un final de Freudenthal representado por un rayo propio a:[0,00) — X. Brown
definié estos grupos como clases de homotopia relativa a [0, c0) de gérmenes de aplicaciones

propias de 8" en X, donde S™ se construye pegando una n—esfera en cada entero. Brown
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caracterizé en este trabajo las equivalencias de homotopia propia, en la categoria de los
complejos simpliciales, conexos, localmente finitos y de dimensiéon finita, en funcién de
estos grupos y de los grupos de homotopia de Hurewicz II,,. También definié un funtor P
que permite calcular los grupos de homotopia propia a partir de sistemas inversos de los

grupos de homotopia.

Grossman en 1974 [Gros.1] dio una sucesién exacta corta en la que relaciona las
clases de morfismos en Ho(towSS.) (categoria homotdpica de torres de conjuntos simpli-
ciales punteados) y en towHo(SS«). En 1975 publicé “A homotopy theory of pro-spaces”
[Gros.2]. En este trabajo doté de una estructura de categoria de modelos cerrada a towSS.
Considerd como cofibraciones los morfismos isomorfos a una torre de cofibraciones de S5,
como equivalencias débiles aquellos morfismos que inducen isomorfismos en todos los pro-
grupos de homotopia para toda eleccién de puntos base y definié la adecuada nocién de

fibracién.

Grossman [Gros.3| estudié los grupos de homotopia, andlogos a los de E.M.Brown, de

un proespacio utilizando otras técnicas parecidas a las de E.M. Brown en [Bro.1].

Consideré la n—proesfera L™ cuyo k—ésimo nivel esta definido por

k)= v 8P

L_
y cuyos los morfismos de transicion son inclusiones.

Grossman definié como grupos de homotopia de un proespacio X = {X;} a

I°{X;} = Ho(towSS,) (X", X)

Estos invariantes definidos mediante “racimos de esferas” han sido denominados gru-
pos de Brown—Grossman, pues son los andlogos en el contexto de proespacios a los grupos
de Brown. En [Gros.3] dio también algunas caracterizaciones de equivalencias de homo-

topia en términos de los grupos de homotopia de Brown-Grossman.

Edwards y Hastings [E-H], en 1976, publicaron la monografia titulada “Cech and
Steenrod Homotopy Theories with Applications to Geometry Topology”. En este trabajo
recogen por un lado las ideas de Porter, al considerar categorias homotdpicas obtenidas
al invertir equivalencias débiles por niveles, y por otro las mencionadas por Grossman en
[Gros.2] que proporcionaba a towSS estructura de categoria de modelos cerrada. Para
definir Ho(proC') invirtieron formalmente los morfismos isomorfos a retractos de equiva-

lencias débiles por niveles.



Por tanto aparecen al menos tres tipos de categorias homotépicas de proespacios: las

de Porter, las de Grossman y las de Edwards y Hastings.

Ademaés probaron que si C es categoria de modelos cerrada, con determinadas propie—
dades adicionales, entonces proC admite también estructura de categoria de modelos

cerrada.

Entre los resultados de Edwards—Hastings cabe destacar sus teoremas de incrustacién.
Para obtenerlos hacen uso de la categoria, ya mencionada, de los proespacios. En homo-

topia propia se denomina proespacio final asociado a X al sistema inverso.

E(X) ={c(X \ K); K C X, Kcompacto y cerrado }

De esta manera queda definido un funtor &: Pros,, — proTop (con proTop ca-
tegoria de los proespacios) que permite comparar categorias de homotopia propia con
categorias homotdpicas de proespacios. Mediante esta técnica se consiguen buenos resul-
tados en los espacios no compactos. Por tanto el estudio de la categoria propia puede
realizarse empleando la categoria de los proespacios y la nocién de homotopia entre ellos,

que llamaremos prohomotopia.

Sea la categoria P, de los espacios Hausdorff y o—compactos con aplicaciones propias
y la categoria (P,)s cuyos objetos son los mismos que los de P, y cuyos morfismos son
los gérmenes de aplicaciones propias. A cada espacio X se le puede asociar su proespacio

final £(X). Mediante este proceso se definen los funtores

I((P,)ow) — Ho(proTop)

II(P,) — Ho(proTop, Top)

La categoria (proT'op, T'op) tiene por objetos morfismos X — Y donde X es un proes-
pacio e Y un espacio topolégico (recordemos que Top puede verse como una
subcategoria plena de proI'op).

Las categorias Ho(proTop) y Ho(proTop,Top) son las categorias localizadas de
proTop y (proTop,Top) resultado de invertir equivalencias débiles.

Edwards y Hastings probaron que estos funtores son incrustaciones plenas.

Dentro de las clases de prohomotopia tiene especial interés el estudio del grupo

Ho(proTop.)(S™, X), donde S™ denota el proespacio constante n—esfera.
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Teniendo en cuenta el funtor inclusién Ho(Top,) — Ho(proTop,) tiene adjunto a
derecha, holim: Ho(proTop.) — Ho(Topy), en [E-H] se prueba que:

Ho(proTop.)(S™, X) = Ho(Top«)(S™, holimX ) = II,, (holimX)

Estos grupos se suelen denominar de Steenrod porque en el contexto de la teoria de
la. forma los anélogos de estos grupos (de Quigley), estdn relacionados con los grupos de

homologia de Steenrod. Otra denominacién frecuente es la de grupos de homotopia fuerte.

Los grupos de Brown—Grossman, que citamos antes, son invariantes adecuados para
torres de espacios o para aquellas categorias de homotopia que a través de una incrustacién
se pueden representar por torres. Por ejemplo, en homotopia propia, aquellos espacios que

sean primero numerables en el infinito.

Edwards y Hastings, en [E-H], dieron también una versién del teorema de Whitehead
propio mediante progrupos.

Respecto a los grupos de homotopia de Steenrod para el caso propio, como sehalamos,

se pueden expresar asi:

Ho(Top,)(S™, holimEX) = Ho(proTop,)(S™, £X)

Dado que S™ 2 £(S™ x [0, 00)), utilizando el teorema de incrustacién de Edwards—

Hastings se obtiene que

Ho(proTop*)<8(Sn X [O,oo)),SX) = [(S” X [0,00),*), (X, a)]p

donde * y « son los rayos base. Asi, dado que pueden interpretarse como clases de ho-
motopia propia de aplicaciones o gérmenes propias de S™ x [0, 00) en X, coinciden con la
definicién de Cerin en su articulo [Ce], que los denota por II, (X, ). Ademas Cerin prueba
que los IT,, (X, a) resultan ser los grupos de homotopia local de Hu [Hu] de (X*, 004 ), donde

X* es la_compactiﬁcacién de Freudenthal de X y oo, es el punto del infinito determinado

por el rayo base a.

Herndndez [H.1], en 1982, define los grupos

Zﬂ(X’ a) = [(Rn-l—l? *)7 (X’ a)]P
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Esto es, las clases de homotopia propia relativas a un rayo base de aplicaciones propias
basadas de R"*! en X.

Estos invariantes se denominan grupos relativos de Steenrod debido a que existen los
isomorfismos que interpretan las clases de homotopia propia basada de R®*! en X como
el n—ésimo grupo de homotopia relativa de Steenrod de la pareja de proespacios (X, £X).

En dicha publicacién prueba ademds la existencia de las sucesién exacta larga

- —_— zn(X, a) — (X, a) — Hn((X,a(O)) — T (X, @) — - -

que relaciona los grupos relativos de Steenrod, con los grupos de Steenrod y los de
Hurewicz. Esta sucesién aparece, con diferente notacién, en un trabajo posterior de
Brin y Thickstun [Br—Th] orientado al estudio de incrustaciones propias de planos en
3—variedades.

Rivas en su tesis [Riv] estudia los grupos de Steenrod de tipo propio. Analiza las
acciones de los 1-grupos de Steenrod, un teorema de Hurewicz que involucra las teorias
de homologia J,, E, definidas por [H.1] y estudia la nocién de CW-complejo propio, in-
cluyendo la existencia de aproximaciones celulares de aplicaciones de dichos espacios. Un
CW—complejo propio se construye a partir de un espacio discreto pegando celdas com-
pactas, D™, y no compactas, D™ x [0, c0), mediante aplicaciones pegamiento propias.

Extremiana, Hernandez y Rivas en [E-H-R.5] prueban un teorema de Whitehead para
CW-complejos propios, reduciendo la correspondiente caracterizacion algebraica a los gru-
pos relativos de Steenrod y los estdndar de Hurewicz. También investigan las condiciones

necesarias para la existencia de aproximaciones celulares propias.

Con posterioridad, se continué investigando sobre las relaciones entre los grupos de

homotopia de Brown-Grossman, los de Steenrod y los progrupos de homotopia.

En 1988 Hernandez y Porter [H-P.1] observan que puede darse una definicién alter-
nativa de los grupos relativos de Steenrod de un espacio o—compacto X,

Tn(X, &) = Ho(proTop,)(S™, F,)
donde p:£(X) — X es la “inclusién” del proespacio final de X en X y F, la fibra
homotépica de p.

Dado que Ho(proTop,) tiene estructura de categoria de modelos cerrada de Quillen
se puede considerar la sucesién de fibras homotépicas
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--—aQX—»Fp———'c‘:X———*X

que al aplicar el funtor Ho(proTop,)(S™,.) produce la sucesién exacta ya citada

anteriormente.

También se considera la sucesién de cofibras

st ot st

donde 9 — S0 es el morfismo inducido por la identidad y se aplica a la sucesién de fibras
anterior obteniendo un diagrama bidimensional con filas y columnas exactas que relacionan

los grupos de Brown—Grossman, los grupos de Steenrod y los grupos de Hurewicz.

Estos resultados se completan con versiones de tipo global de los grupos de Brown—
Grossman, dadas por Herndndez y Porter en [H-P.2].

Hemos hecho referencia a dos de los modelos axiomaticos que permiten construir
teorias de homotopia, el de Quillen y el de Brown. Hemos visto que el dado por Quillen,

aun siendo uno de las mds importantes, no es satisfactorio en algunas situaciones.

Baues elabord otra axiomética mas débil que la de Quillen. Baues define categoria
cofibrada como una categoria C' con dos clases de morfismos distinguidos, cofibraciones y

equivalencias débiles, verificando ciertos axiomas.

La axiomédtica de Brown posee claras diferencias respecto a la de Baues. Sin embargo
se tiene que una categoria cofibrada con sumas finitas, objeto inicial y cuyos objetos son

todos cofibrantes es una categoria de objetos cofibrantes de Brown.

Nuestro interés por estos modelos axiomaticos se deriva de que Pro es una categoria
cofibrada de Baues, como se demuestra en [A-D-Q)] y en [C-E-H] ( aunque las estructuras

son diferentes), asi como categoria de objetos cofibrantes (espacios sin basar).

Dado que Pro es categoria cofibrada, si A es un espacio fijo, (Pro?). también es

categoria cofibrada. Un caso interesante es cuando A = T un arbol (infinito y contractil).

En [Ba.2] estudia las propiedades de los grupos de homotopia propia tipo Brown

definidos para un arbol T' y los de tipo Steenrod. También analiza sus relaciones para un
arbol dado.

Para un T, Baues considera la categoria pequena de los objetos esféricos
n~dimensionales. Estos objetos se construyen pegando un nimero finito (o ninguna) de

n—esferas en cada vértice del 4rbol. Esta categoria tiene objeto cero y sumas.
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Una teoria es una categoria pequeila con objeto cero y sumas infinitas. Los fun-
tores contravariantes de la teoria en la categoria de los conjuntos punteados son modelos

algebraicos para dicha teoria.

Un objeto esférico n—dimensional determina grupos de homotopia tipo Brown o
Hurewicz para un numero finito de esferas. Si n = 1 tiene estructura de grupo y si
n > 1 de grupo abeliano. Dado un espacio X con un arbol base, esto es un objeto
en Ho((Pro™).), la restriccién del funtor Ho((Pro’):)(- ,X) a la teoria de los objetos
esféricos n—dimensionales determina un modelo algebraico para la teoria de los objetos
esféricos n— dimensionales asociada a un arbol. Estos invariantes poseen ventajas e incon-
venientes. Son apropiados para imponer condiciones pero su cédlculo es complejo. Ademas

otra desventaja de estos invariantes es que dependen del encaje del arbol.

Cabe destacar otros resultados de este trabajo. Una versién propia del teorema de
Hilton—Milnor, otro de tipo Blakers—Massey para grupos de Brown asociados a un drbol
v un teorema tipo Freudenthal para clases de homotopia y suspensiones bajo un arbol T
También prueba un teorema de Whitehead para grupos tipo Brown bajo un arbol T. La
categoria mas empleada es la de los CW—complejos localmente fuertemente finitos y los

CW—complejos propios obtenidos pegando conos de objetos esféricos.

Una de las desventajas de la categoria propia es que no posee suficientes limites
y colimites para satisfacer el axioma CMI de categoria de modelos cerrada de Quillen.
Nosotros definiremos una nueva categoria, la de los espacios exteriores, que contenga a la
categoria propia y satisfaga todos los axiomas de categoria de modelos cerrada. De esta
forma podremos aprovechar las técnicas y resultados de los que disponemos en este modelo
axiomatico para estudiar la homotopia propia. En particular, al satisfacer CM1, permitird

realizar diversas construcciones homotdépicas a través de limites y colimites finitos.

En el Capitulo 0 se introduce de la notacién y se hace un resumen de las definiciones
y los resultados sobre categorias de modelos cerradas que van a emplearse. Ademds se
recuerdan las demostraciones de algunas proposiciones de tipo técnico como el hecho de
que si C es una categoria de modelos cerrada arbitraria y 4 € Ob C también lo son C4, C4,
vy C°P, asi como un teorema de Whitehead en la categoria de objetos fibrantes y cofibrantes
en C s Cc 1

El Capitulo 1 esta dedicado a definir la categoria de los espacios exteriores, que deno-
taremos £t. La categoria £t es aquella cuyos objetos son espacios exteriores y sus morfismos
son aplicaciones exteriores entre ellos. Maés en detalle, un espacio exterior es un espacio
topolégico (X, Tx ) enriquecido con una estructura adicional que llamaremos externologia

y que denotaremos £x. La definicién de externologia viene sugerida por las propiedades
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de los entornos del infinito (complementos de los subconjuntos que sean cerrados y com-
pactos) que constituirdn una externologia. Una externologia es una familia de abiertos de

X verificando las siguientes condiciones:
(E.1) Dados E; € £x para todo ¢ = 1,...n, entonces '%1 B, eé&x.
1=
(E.2)Sea ECU,E€&x y U € Tx, entonces U € Ex.

Es claro que toda topologia es una externologia pero no ocurre que una externologia,
sea topologia pues () no tiene por qué formar parte de £x. Cada E; se denomina abierto
exterior. Una aplicacién, f: X — Y, se dice externa si para todo E € &y, f~1(E) € &x.

La aplicacién f se dice exterior si es continua y externa.

Hemos definido un funtor pleno y fiel, b: Pro — £t, que asocia a un espacio X el es-
pacio exterior bX determinado por la topologia de X y la externologia de los complementos
de los compacto—cerrados.

Para el estudio de homotopia propia han sido empleadas diferentes categorias: towsSS,
towSS., towSS,proTop, (proTop,Top), etc. Nosotros haremos uso de £t, de £V, cate-
goria de los espacios exteriores con una sucesién base exterior, y de £ (R , espacios exteriores

con rayo base exterior.

Recordemos de Edwards y Hastings, [E-H]|, definieron un funtor pleno y fiel, (£,1d)
de la categoria P de los espacios localmente compactos Hausdorff y aplicaciones propias
en la categoria (prolop,Top).

También tenemos un funtor (£,id): £t — (proTop, Top) que asocia a un espacio X

el morfismo £X — X, donde £X es el sistema inverso de los abiertos exteriores.

De este modo, tenemos un diagrama conmutativo

&t

2
/ _
P (€,id)

(proTop, Top)

que relaciona la categoria propia, la de los espacios exteriores y la de los proespacios

globales.
Uno de los objetivos de esta memoria es probar que la categoria de los espacios
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exteriores tiene buenas propiedades y es adecuada para el estudio de homotopia propia.
Por ejemplo, a diferencia de la categoria propia, la categoria de los espacios exteriores es
cerrada por limites y colimites, como probamos en este capitulo. Demostramos ademads
tres leyes exponenciales. Nos restringimos a ciertos dominios (Nx X, R* x X 6 X x K con
K compacto), tomando en los espacios de aplicaciones, si es preciso, topologias diferentes
a la compacto—abierta. Obtenemos asi biyecciones que son de especial relevancia pues
relacionan los grupos de homotopia exterior (en £tN) o cilindrica (en £ tR+), que definiremos
posteriormente, con los grupos de homotopia estdndar de ciertos espacios de funciones.

Otra aplicacién de estas leyes es la definicién de adecuados funtores lazo y suspension.

Decimos que dos aplicaciones en £t, f,g: X — Y son exteriormente hométopas si
existe una homotopia exterior de f a g. Como consecuencia construimos la categoria de
homotopia exterior II(£t) cuyos objetos son espacios exteriores y cuyos morfismos son las

clases de homotopia exterior.

Consideramos la categoria £tV cuyos objetos (X, jx) son espacios exteriores X con
una sucesion base exterior jx: N — X, y cuyos morfismos son aplicaciones exteriores que

preservan sucesiones base.

Decimos que f,g: (X,jx) — (Y,jy) en £N son exteriormente hométopas bajo N
si existe una homotopia exterior bajo N de f a g. Definimos la categoria de homotopia,
II(£tN), de la forma usual.

Ademés consideramos el funtor IIS: £tN — Set que a cada (X,jx) € EtN le asigna
T4 (X,jx), el conjunto de clases de homotopia exterior bajo N de (N x S, jnxgn) en
(X,jx). Estos invariantes seran para los espacios exteriores los analogos de los grupos
globales de Brown para la categoria propia, aunque aqui consideramos sucesiones base en

vez de los gérmenes de rayos de E.M. Brown.

Haciendo uso de la primera ley exponencial que hemos demostrado se llega a la exis-
tencia de un isomorfismo entre I1¢ (X, jx) y el grupo de homotopia esténdar del espacio de
sucesiones exteriores en X, II, (XY, jx), para todo n > 0. Es necesario poner de relieve que
en XY consideramos una topologia, T, diferente a la topologfa compacto—abierta. Como
consecuencia muchas propiedades de los grupos de homotopia estandar pueden trasladarse
a los grupos de homotopia exterior como, por ejemplo, la estructura de grupo paran > 1
y de grupo abeliano para n > 2.

Una aplicacién exterior f: X — Y se dice equivalencia débil si se verifica que: si
EHN, X) = 0, entonces EH(N,Y) =0 6 si Et(N, X) # 0, entonces f induce isomorfismos en

todos los grupos de homotopia exterior para cualquier sucesién base.
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Varias de las categorias empleadas en el estudio de la homotopia propia han sido
dotadas de una estructura de categoria de modelos cerrada. Grossman encontré una para
towSS. Edwards y Hastings probaron que si C es categoria de modelos con ciertas condi-
ciones, entonces proC también lo es, en consecuencia la categoria de proespacios, prol'op,

tiene una estructura de categoria de modelos.

Uno de los logros del Capitulo 2 consiste en demostrar que £t satisface los axiomas CM
de categoria de modelos cerrada. Para ello tomamos como fibraciones las aplicaciones que
tienen la propiedad de elevacién de homotopia exterior a derecha respecto a 0p: Nx D™ —
N x D™ x I para todo n > 0, como equivalencias débiles las equivalencias débiles exteriores
y como cofibraciones las aplicaciones exteriores que tienen la propiedad de elevacién a
izquierda respecto a las fibraciones que ademads son equivalencias débiles. A esta estructura
de categoria de modelos cerrada, asi como a sus conceptos asociados los denominaremos
exteriores.

Ademas, definimos la nocién de N—complejo. Un N—complejo se construye de forma
inductiva. El n—esqueleto se obtiene a partir del n — 1-esqueleto pegando N—celdas de
dimensién n, N x D", con n > 0, mediante aplicaciones exteriores y de forma que tenga
la topologia y externologia débiles respecto a la filtracién de los n—esqueletos. Se prueba
que todos los N—complejos son cofibrantes exteriores. Dado un CW—complejo localmente
finito, de dimensidén finita y con una cantidad numerable de celdas en cada dimensidn,
probamos que admite una estructura de N—complejo con un niimero finito de N-celdas.
Demostramos un teorema de Whitehead para N-complejos y como caso particular un
teorema de Whitehead propio.

El objetivo principal del Capitulo 3 es generalizar el resultado de Quillen en el que
construye una sucesién exacta larga de homotopia asociada a un morfismo en una ca—
tegoria de modelos basada. Nosotros trabajamos en una categoria de modelos cerrada
arbitraria, C, en la que el objeto inicial J, en general, no es isomorfo al objeto final .
Recordamos varias definiciones y resultados utiles dados por Quillen en [Q] como que,
dado A € C. y B € Cy, el conjunto de homotopias a derecha de f a g, TI¥(A, B; f,9) ¥
el conjunto de homotopias a izquierda de f a g, II* (4, B; f,g) son biyectivos. Por esta
razén escribiremos indistintamente Iy (A, B; f,g). Sea , 74 € (Cg)c, esto es, 74: A —
J cofibrante, B € Cy y jp:J — B el morfismo existente por ser J objeto inicial.
Escribimos II; (A, B; jpTa, jra) como II1(A, B). Nosotros definimos funtores suspensién
%:Ho((Cr)e) — Ho(C) y lazo Q: Ho(Cy) — Ho(Cz) y probamos que ¥ es adjunto a
izquierda de §; es decir, Ho(C)(Z A, B) 2 I11(A, B) &2 Ho(C7)(A,QB).

Mediante la categoria Cs introducimos nuevas nociones de sucesién fibrada y obte—
nemos la sucesién exacta larga de homotopia asociada a un morfismo en Ho(C).

12



El propésito del Capitulo 4 es el de obtener una sucesién exacta larga asociada a un
morfismo f: X — Y en £tN y a un objeto Z en (EtN);4, = EN. En general, cuando Z no
es cofibrante, esta sucesién es distinta de la obtenida en el Capitulo 3, como hemos visto en
la Observacién 4.2.16(b), si bien la sucesién del Capitulo 3 se puede conseguir si C = N
como corolario de ésta cuando Z es cofibrante. Para el caso de que f sea la inclusién
i: A — X de un par de espacios exteriores (X, A) bajo N, se obtiene la sucesién exacta
de los grupos de homotopia exteriores del par (X, A). Si ademds consideramos el funtor
incrustacién b: ProN — £tN y el inducido para pares b: PProN — PELN obtenemos la
sucesion exacta de los grupos de homotopia propia globales de Brown de un par (X, A).

En los Capitulos 5 y 6 consideramos la categoria ERT de los espacios exteriores con
un rayo base exterior que seran denotados por (X, a), donde a: R™ — X es el rayo base.

Definimos aplicaciones exteriormente hométopas bajo Rt como aquellas f,g: X — YV
en ERT tales que existe una homotopia exterior bajo Rt de f a g. Como consecuencia
construimos la categoria de homotopia H(EtR+).

También definimos el funtor II¢: SR Set, para todo n > (), que asigna a cada
(X,a) € E¢®" el conjunto de clases de homotopia exterior bajo R de (R* x $™, ag+ygn)
en (X,a). Estos invariantes son los andlogos de los grupos de homotopia fuerte (o de
Steenrod) en el marco de los espacios exteriores.

Utilizando la segunda ley exponencial probada en el Capitulo 1, demostramos que
II¢ (X, a) es biyectivo al grupo de homotopia estdndar del espacio de los rayos exteriores
I1,(X®", o) para todon > 0. La topologfa considerada en X®" es diferente a la compacto—
abierta. De este resultado se deduce que IIS (X, ) tiene estructura de grupo para todo
n > 1y de grupo abeliano para todo n > 1.

Una aplicacién exterior f: X — Y se dice equivalencia débil cilindrica si se verifica
que: si EG(RT, X) = 0, entonces EL(RT,Y) = 0 6 si E(RT, X) # 0, entonces f induce

isomorfismos en todos los grupos de homotopia cilindricos para cualquier rayo base.

Ademais se demuestra que es posible proporcionar a £t otra estructura de categoria de
modelos cerrada, que denominaremos cilindrica. Para ello tomamos como fibraciones las
aplicaciones exteriores con la propiedad de elevaciéon de homotopia a derecha respecto a las
aplicaciones dg: R* x D™ — R* x D™ x I para todo n > 0, como equivalencias débiles las
equivalencias débiles cilindricas y como cofibraciones las aplicaciones en £t que poseen la
propiedad de elevacidn a izquierda respecto a las fibraciones que ademads son equivalencias
débiles. A esta estructura y a sus nociones asociadas las denominaremos cilindricas para

diferenciarlas de las anteriores que hemos llamado exteriores.
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Como en el Capitulo 2, se define un tipo de espacios, RtT—complejos, que desempenan
un papel similar a los de los CW- complejos en homotopia estdndar. Se construyen de
forma inductiva, de manera que el n—esqueleto se obtiene a partir del n — l-esqueleto
pegando R*—celdas de dimensién n, R x D™ n > 0, mediante aplicaciones exteriores
y de forma que el espacio resultante tiene la topologia y externologia débiles respecto
a los esqueletos. Se prueba que los Rt—complejos son objetos cofibrantes. Probamos
para R*—complejos un teorema de Whitehead en términos de grupos cilindricos. También
observamos que si X es un CW-complejo finito, entonces R x X admite una estructura

de Rt—complejo inducida por la de X.

En el Capitulo 6 se obtiene una sucesién exacta larga de homotopia cilindrica asociada,
a un morfismo en £8" y a un objeto Z en (E1R), i = EtRY. Generalmente, si Z no es
cofibrante, esta sucesién es distinta de la conseguida en el Capitulo 3 . En el caso de que
Z sea cofibrante entonces , para C = ERT | dicha sucesién puede obtenerse a partir de la
de homotopia cilindrica. Si consideramos como morfismo en EtRT 1a inclusidn it A — X
de un par de espacios exteriores (X, A) conseguimos la sucesién exacta larga de los grupos
de de homotopia cilindrica del par (X, A). Tomando los funtores plenos y fieles inducidos
por b en las categorfas bajo R, bR ProR™ —, 8tR+, v en las categorias de los pares,

bR PProR" —, PﬁtR+, obtenemos la sucesién exacta de homotopia propia tipo Steenrod
de un par (X, A).

Notemos que si en vez de analizar la categoria ERT hubiéramos trabajado en la
estructura de modelos de £t7, donde T' es un 4rbol en el sentido de Baues (un CW-
complejo 1-dimensional, localmente finito y contractible), entonces hubiéramos podido
obtener los grupos de homotopia propia utilizados por Baues y su versién del teorema de
Whitehead.

Para finalizar, en el Capitulo 7, realizamos una comparacién entre las categorias de
modelos cerradas inducidas en £tR” por las estructuras exterior y cilindrica, que denotare-
mos respectivamente 8t'§+ y €t§+. Uno de los resultados principales es el Teorema 7.1.2
que prueba la existencia de la adjuncién

L(id)
Ho(EtR") __ Ho(EtR")
R(id)
donde L(id) denota el derivado total a izquierda de id y R(id) el derivado total a derecha
de id en el sentido de Quillen. B

Si restringimos la adjuncién anterior a los objetos cofibrantes cilindricos, denota-
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dos abreviadamente c—cof, se tiene el resultado principal del capitulo, que la categoria
Ho((8t§+)cofc) es equivalente a la categoria HO((gtﬂ§+)cofc).

Finalizaremos poniendo de relive alguna de las potenciales aplicaciones de la nueva

nocién de espacio exterior.

En primer lugar senalemos que ya se han encontrado algunas aplicaciones a la teoria
de la forma, [G-Ga-H]. Utilizando la nocién de espacio exterior se han reformulado las

categorias de la forma y de la forma fuerte.

Un tema de interés es el estudio de teorias de homologia en la categoria de los espacios
exteriores y de los correspondientes teoremas de unicidad. Ademas éste parece ser un marco
conveniente para elaborar una teoria de homologia que unifique las teorias de homologia
ordinaria que aparecen en la primera parte del libro de Eilenberg-Steenrod. [Ei-Ste], y las
teorias de homologia de tipo Steenrod de la segunda parte de este trabajo. Parece también
de interés el estudio de teorias de homologia y cohomologia generalizadas y de adecuadas

categorias de homotopia exterior estable.

Otra aplicacidon interesante podria ser el andlisis de los espacios exteriores nilpotentes,
ya sea para grupos de tipo Brown—Grossman o para grupos de tipo Steenrod, lo que podria
proporcionar versiones homolégicas del teorema de Whitehead.

Por 1ltimo, observemos que numerosas construcciones homotdpicas, como descom-
posiciones de Postnikov, teorias de localizacién, modelos algebraicos para n—tipos, ete,
tienen dos versiones analogas para espacios exteriores: una utilizando grupos de tipo
Brown—Grossman y otra empleando grupos tipo Steenrod. Creemos que el desarrollo de
estas construcciones para los espacios exteriores permitira posteriormente encontrar nuevas

aplicaciones para la categoria propia y para las categorias de la forma.

La memoria consta de una Introduccién y ocho capitulos numerados de cero a siete.
Estos se han ordenado por secciones. En cada seccién se han numerado conjuntamente
definiciones, lemas, proposiciones, teoremas, etc, por orden de aparicién. Las referencias
que se hacen a la propia memoria constan de tres guarismos. Por ejemplo el Lema 3.3.2
se halla Capitulo 3, Seccién 3.

El simbolo O indica el final de una demostracién.

La Bibliografia se ha ordenado alfabéticamente. Dentro de cada letra tienen prioridad
los articulos o libros pertenecientes a un sélo autor, o autores, y para cada autor, o autores,

estdn ordenados cronoldégicamente.
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Capitulo 0

Preliminares y notacién

Comenzamos en la primera seccidén introduciendo la notacién que vamos a emplear

asi como la definicién de categoria de modelos cerrada.

Ademaés dada C, categoria de modelos cerrada arbitraria, reproducimos adecuadas
demostraciones de que C°?,C4 y C4 para todo A € Ob C, son categorias de modelos
cerradas. Estos resultados y alguno de tipo técnico, que también demostraremos, nos
seran de utilidad en posteriores capitulos.

En la segunda seccién recordamos la demostracion del teorema de Whitehead en una
categoria de modelos cerrada C para la subcategoria plena de objetos fibrantes y cofibrantes,
Cef.

En la tercera seccidn, dadas C y C’ categorias de modelos cerradas y el funtor F:C —
C', recordamos la definicién de funtor derivado total a izquierda (derecha) de F'. Por dl-
timo, citamos un resultado sobre equivalencia de las categorias localizadas de categorias

de modelos cerradas del que haremos uso en el Capitulo 7.

0.1 Notacion, definicién de categoria de modelos cerrada y resultados generales.

A lo largo de todo el trabajo emplearemos las notaciones siguientes:
I es el intervalo cerrado [0,1].

R* es el intervalo [0, +00).

R™ es el producto R x R x o xR.

D" = {z € R™; [laf| < 1).

st ={z eR" |lz]| = 1}.

N x D™ =Dn,

Nx §*1 =gn-1

Rt x D™ =T".
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Rt x St = Rn—1,

Top es la categoria de los espacios topoldgicos y aplicaciones continuas.
Pro es la categoria de los espacios topoldgicos y aplicaciones propias.
Grp es la categoria de los grupos y morfismos de grupos.

Ab es la categoria de los grupos abelianos y morfismos de grupos.

Top* es la categoria de los espacios topoldgicos punteados (X, zg), con zg € X, y
aplicaciones continuas que preservan puntos base.

I1,(X, zp) es el n—ésimo grupo de homotopia estandar del espacio topoldgico punteado
(X s L 0)‘

Dado X € Top, X x I es el cilindro de X. Denotamos por 9;: X — X X [ para
1 =0,1, a la aplicacién continua definida por 9;(z) = (z,?) para todo z € X.

Dado Y € Top, Y es el espacio de caminos de Y. Denotamos por d;: Y — Y para
i = 0,1, a la aplicacién continua definida como d;(w) = w(z) para todo w: I — Y camino

continuo en Y.

Dado Y € Top, Q1Y es el espacio de lazos de Y.

Definiciéon 0.1.1 Una categoria C se dice categoria de modelos cerrada si estd provista de
tres familias distinguidas de aplicaciones llamadas fibraciones, cofibraciones y equivalencias

débiles satisfaciendo los axiomas CMI1-CMJ5 siguientes:
CM1. C es cerrada respecto a limites y colimites finitos.

CM2. Si f.y g son aplicaciones tales que gf estd definida y dos de ellas son equiva-

lencias débiles, también lo es la tercera.

Recordemos que los morfismos de C son los objetos de la categoria More y los mor-
fismos de More son cuadrados conmutativos. Decimos que una aplicacién f en C es un

retracto de g si existen morfismos ¢: f — gy ¥: g — f en Morc tales que 1 = idy.

Un morfismo que es una equivalencia débil y una fibracién se dice fibracién
trivial y, similarmente, un morfismo que es equivalencia débil y una cofibracién se dice

cofibracién trivial.

CM3. Si f es un retracto de g y ¢ es una fibracién, cofibracién o equivalencia débil,

entonces también lo es f.
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CM4. (Elevacién). Dado un diagrama conmutativo

A—X
T
li p LP (1)
e
B——=Y

la flecha discontinua existe en cualquiera de las siguientes situaciones:
(a) 7 es una cofibracién y p una fibracién trivial.
(b) @ es una cofibracién trivial y p una fibracién.

Decimos que un morfismo #: A — B en una categoria tiene la propiedad de elevacién
a izquierda (LLP) con respecto a otro morfismo p: X — Y y que p tiene la propiedad de
elevacién a derecha (RLP) con respecto a i si la flecha discontinua existe en el diagrama

(1).

CMS5. (Factorizacién). Cualquier morfismo f puede factorizarse de dos formas distin-

tas:
(a) f = pi donde % es una cofibracién trivial y p es una fibracion.

(b) f = qj donde j es una cofibracién y ¢ una cofibracién trivial.

Dada C categoria de modelos cerrada, consideramos la categoria bajo A, denotada
C4. Sus objetos son morfismos en C de la forma jx: A — X, que escribiremos a veces

(X,jx) y sus morfismos son tridngulos conmutativos, denotados f:

A
Jx Jy
// ; \

Podemos definir dos funtores. Primero un funtor olvido U: C* — C tal que U(jx) =
X, para todo jx € C4, y Uf = f, para todo f € C4(jx, jy)-

X

Y

En segundo lugar otro funtor F:C — C4 que a cada X € C, F le asigna la segunda
inclusién, in¥: A — X U A, donde X U A es el coproducto en C y cuya existencia est4
garantizada por ser C categoria de modelos cerrada. También dado f € C(X,Y), F le
asigna de forma tnica el diagrama f

18



A
inX // N ind
p AN
s f/ \\\
XUA YUA

donde f: XUA — Y U A la obtenemos haciendo el coproducto de los morfismos f e id4.

Proposicién 0.1.2

Dados los funtores F' v U definidos anteriormente se verifica que F es adjunto a
izquierda de U.

Demostracion:

Es necesario probar que para todo X € Ob C, jy € Ob C4

CHFX,jy) = C(X,Ujy)

v que esta biyeccién es natural en X y en jy.

Definimos b: C4(FX, jy) — C(X,Ujy) para un morfismo f € CA(FX, jy)

.14.

5N
f

XUA

Y

como b(f) = f inf: X — Y.

Para todo g € C(X,Ujy) definiremos 6~1:C(X,Ujy) — CA(FX,Y) por el proceso
siguiente. Tomamos g’ obtenido al aplicar la propiedad universal del coproducto a g: X —
Y yajy:A— Y. Se tiene que ¢g'in{* = g y que ¢'in{ = jy. De esta forma tenemos el
diagrama conmutativo

A
X .
"N\
g/

XUA———>Y
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que denotamos por g’. Entonces b~!(g) = §’. Ademds b~! est4 bien definida porque ¢’ es
dnica.

Se tiene que b=1b(f) = b~ 1(f ini*) = f, para toda f € CA(FX,jy), y que bb=1(g) =
b(g") = g'inf = g, para todo g € C(X,Ujy), con lo que probamos que b es biyeccién.

La naturalidad en X y en jy es inmediata. I

Definamos tres clases de morfismos en C4.
Definicién 0.1.3 Decimos que p € C4 es fibracidn si y sélo si Up es fibracién en C.

Definicién 0.1.4 Decimos que f € C# es equivalencia débilsiy sélo siUf es equivalencia
débil en C.

Definicién 0.1.5 Decimos que 7 € C* es cofibracion si y sélo si tiene la propiedad de

elevacién a izquierda respecto a las fibraciones en C# que ademés son equivalencias débiles
en CA.
Teorema 0.1.6

Sea C categoria de modelos cerrada y A € Ob C. Entonces C# con las tres clases de
morfismos definidos en 0.1.3, 0.1.4 y 0.1.5 tiene estructura de categoria de modelos cerrada.

Demostracion:

El axioma CM1I establece la existencia de limites y colimites finitos. Por [Bo; 2.16.3]
si C tiene limites y colimites, C# también.

Asi, dado que C es categoria de modelos cerrada y verifica por tanto CM1, podemos
deducir que C# tiene limites y colimites finitos.

Veamos un resultado que nos serd de utilidad.

Lema 0.1.7

Dada 7: jx — jy, ] es cofibracién en C4 si y sélo si U7 es cofibracién en C.

Demostracion:

Consideremos el siguiente diagrama en C
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donde p es fibracién trivial en C.

Dado que (4) es conmutativo por ser j un morfismo en C* podemos ver E'y B como
objetos en C4, jg = fjix v jB = gjy. Por tanto (3) +(4) es un diagrama en C“. Tenemos
que §:jr — jp es fibracién en C4 por serlo p en C. Asi, puesto que 7 es cofibracién

trivial, existe una elevacién e: jy — jg que hace conmutativo el diagrama

Jy —>=JB
Luego Ué = e es la elevacién buscada para (3).

Para probar la otra implicacién supongamos que U7 es cofibracién en C y veamos que

7 es cofibracién en C4. Sea un diagrama conmutativo en C*

. 5o
JX —>JE

b

Jy —>JB
con p fibracién trivial en C*. Aplicando el funtor olvido I al diagrama anterior obtenemos

X A

&

(5)

uz

O
N
k1]

Ug
Y ———

oy}

v se tiene que UP es fibracion trivial, por como han sido definidas, fibracién y equivalencia
débil en C4. Por tanto existe una elevacién e:Y — E que lo hace conmutativo. Veamos

que es un morfismo en C4. Para ello hay que probar que conmuta el diagrama:
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A
Jy / JE
_

Y

E

Como ejy = eijx, ya que 7 es un morfismo en C4, y eijx = fjx = jg, al aplicar

sucesivamente que e es la elevacién de (5) y f morfismo en C#, se tiene el resultado. O

El axioma CM2, se desprende de CM2 en C y de la definicién de equivalencia débil
en C4.

También CM3 es casi inmediato. Primero si f es retracto de f’ en C4,U f es retracto
de Uf" en C. Este hecho, junto con las definiciones de fibracién, equivalencia débil y el

Lema 0.1.7, implican que si CM3 se verifica en C, también se verifica en C4.

En cuanto a CM4 es necesario ver que dado un diagrama

Jjy —JB
existe una elevacion €: jx — jg siempre que:
(a) 7 es cofibracién y p es fibracién trivial.
(b) 7 es cofibracién trivial y p es fibracién.
Es claro que (a) se verifica por definicién de cofibracién en CA4.

Tenemos que si 7 es cofibracién en C4,U7 es cofibracién en C por el Lema 0.1.7 y
equivalencia débil por definicién. Ademads Up fibracién en C, luego existe una elevacién

e:Y — E. Pero ejy = eldtjx =Ufjx = jg, con lo que el morfismo en C4

es la elevacién buscada y se verifica (b).
Para CM5 probaremos que todo f morfismo en C# puede factorizarse de dos formas:
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(a) f = Pt con P fibracién y 7 cofibracién trivial.
(b) f = 7 con § fibracién trivial y 7 cofibracion.

El morfismo U f € C puede por CM5(a) en C factorizarse como una cofibracién trivial

i seguida de una fibracién p,Uf = f = pi.

Podemos construir un diagrama,

con jz = ijx. De esta forma pjz = pijx = fjx = Jjy ¥, si consideramos 7 como el
tridngulo conmutativo de la izquierda y p el de la derecha, se tiene que 7 es cofibracién en

CA y p fibracién en C4 por como hemos definido estos morfismos en C4.

Asi queda probado CM5(a) y CM5(b) se demuestra de forma andloga. O

Nota 0.1.8

Segun se prueba en [Q; I1.3.Teorema 1], Top tiene estructura de categoria de modelos
cerrada en la que se denominan fibraciones a las aplicaciones que tienen la propiedad de ele-
vacién de homotopia respecto a las discos D™ para todo n > 0, equivalencias débiles a aque-
llas aplicaciones que inducen isomorfismos en todos los grupos de homotopia para cualquier
eleccién de punto base y cofibraciones a aquellas aplicaciones que tienen la propiedad de
elevacién a izquierda respecto a las fibraciones que son ademads equivalencias débiles. Top*
es un ejemplo de categoria bajo A, en este caso A = *. y dado que Top tiene estructura

de categoria de modelos cerrada, por la Proposicién 0.1.6, Top* también la tiene.

Proposiciéon 0.1.9

Si C categoria de modelos cerrada, entonces la categoria opuesta de C, CP, es categoria
de modelos cerrada.

Demostracion:
Tomaremos tres clases de morfismos definidos como sigue.

23



Dado p°?: E — B morfismo en C°P se dice fibracién en C°? siy sélo si p: B — E es
cofibracién en C.

De forma similar, i°?: A — B morfismo en C°P es cofibracién en C°P si y sélo si
i: B —— A es fibracién en C

Por 1ltimo diremos que el morfismo f°P: A — B es equivalencia débil si y sélo si

fiB — A es equivalencia débil en C.

La demostracién es trivial. O

Nota 0.1.10

De las Proposiciones 0.1.6 y 0.1.9 se deduce que si C es categoria de modelos cerrada
también lo es (C°P)“ para todo A € C.

De forma dual a como hemos definido la categoria bajo A.C*, podemos definir para
todo B € Ob C, la categoria sobre B, Cg, cuyos objetos son morfismos rx: X — B y por
morfismos los tridngulos conmutativos

que denotaremos f.

Podemos definir dos funtores. Uno de ellos es un funtor olvido V:Cg — C tal
que V(rx) = X para todorx € Cy V(f) = f para todo f morfismo en Cg, es decir
olvida la estructura “sobre B”. El otro F:C — Cp asigna a cada X € C el morfismo

pro: X X B — B, que existe por ser C categoria de modelos cerrada y poseer productos.

Dado f: X — Y morfismo en C, F(f) es el tridngulo conmutativo

id
XxB—21 . yv«B

B

que es un morfismo en Cp.
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Proposicién 0.1.11

Los funtores F:C — Cp y V:Cp — C que acabamos de definir verifican que F' es
adjunto a derecha de V.

Demostracién:
Es dual de la Proposicién 0.1.2. O

Ahora podemos enunciar y probar el siguiente resultado:

Proposicion 0.1.12

Si C tiene estructura de categoria de modelos cerrada, Cg tiene estructura de categoria
de modelos cerrada.

Demostracion:

Basta observar que (C?)°? = Cp. Entonces, por la Proposicién 0.1.6, C? es categoria
de modelos cerrada. y, por la Proposicién 0.1.9, (CB)°P = Cp también. O

Consideremos el diagrama conmutativo en C categoria de modelos

Xo—f—>X<’—g'—X1

Lk

Yo —Y~—N

donde en cada fila uno de los morfismos es fibracién. Por ser C categoria de modelos los

pull-backs existen. De esta forma podemos construir los siguientes:

Xo xx X1 > X3 Yo xy Y L s v,
lv (6) 19 lv' (7) \[9'
Xop—> X Yo—1 v

Aplicando la propiedad universal de (7) a fu y a av existe un tnico
(o, B): Xo xx X1 — Yo xy Y1.

Podemos enunciar el siguiente resultado:
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Lema 0.1.13

(a) Supongamos que «, 3,7 y la inducida (a, f): Xo — X Xy Y; son fibraciones,
entonces (a, 8) es fibracién.

(b) Si @, 3,7 son equivalencias débiles entonces también lo es (¢, 3).

Demostracion:

Es un resultado dual del probado en [Ba.l; II.1.2] para push—outs, cofibraciones y
equivalencias débiles. O

Consideraremos en Top, a lo largo de todo el trabajo, la estructura de categoria de
modelos cerrada a que aludimos en la Nota 0.1.8.

Teniendo en cuenta que II, (X x X', (zg,23)) = (X, o) x IL,(X', z}) para todo
n > 0, facilmente se obtiene el siguiente resultado:
Lema 0.1.14

Sif: X — Y, ¢: X' — Y’ son equivalencias débiles en T'op entonces fx g: X x X' —
Y x Y’ es equivalencia débil.

Sea X! = Top(I,X) dotado de la topologia compacto—abierta. Dada f: X — Y,
queda inducida f{: X! — Y definida para todo w € X! como f!(w) = fw € Y, que es
continua.

Lema 0.1.15

Sea f: X — Y equivalencia débil en Top. Se verifica que f{: XI — Y/ es equiva-
lencia débil.
Demostracidn:

Tenemos el cuadrado conmutativo

Probemos que do: X! — X es equivalencia de homotopia.
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Primero definimos s: X — X! paratodo z € X como s(z): I — X camino constante
en z. Se verifica que dps = idx y sdo ~ idxr tomando como homotopia F: X! x [ —s X
que a todo (w,s) € X! x I le asigna F(w,s) = w(s):] — X definida para todo ¢ € I
como w(s)(t) = w(st) € X. Por tanto dy es equivalencia débil en T'op.

Por CM2, puesto que dy y f son equivalencias débiles, dof es equivalencia débil.
Como dof! = fdy y do son equivalencias débiles, por CM2 otra vez, f! es equivalencia

débil. O
Lema 0.1.16

Sea C una categoria y f: X — Y un morfismo en C. Si para todo A € C se verifica
que C(A, X) ELNG (A,Y) es una biyeccién, entonces f es un isomorfismo.

Demostracidén:

Si A=Y, por ser f biyeccidn, existe g: Y — X tal que fg = idy. Por tanto g es la
inversa a derecha de f.

Fécilmente se prueba que g es también la inversa a izquierda de f, luego f es un
isomorfismo. O

0.2 Teorema de Whitehead en una categoria de modelos cerrada.

Sea C categoria de modelos cerrada. En [Q] se define la categoria de homotopia de C

como la localizacién de C respecto a las equivalencias débiles, denotada por v:C — Ho(C).

Si tomamos todos los objetos cofibrantes en C, esto es aquellos para los cuales
) — X es cofibracién, y los morfismos entre ellos tenemos una subcategoria plena de

C que denotaremos C,.

De forma similar si tomamos los objetos fibrantes en C, es decir, aquellos tales que
X — x es fibracién y los morfismos entre ellos, obtenemos una subcategoria plena de C
que escribiremos Cy.

Denotaremos por v.:C. — Ho(C,) (resp. vf:Csp — Ho(Cf)) la localizacién de C,
(resp. de Cy) respecto a la clase de morfismos en C, (resp. Cs) que son equivalencias débiles
en C.

Emplearemos esta notacién, salvo mencién expresa, en todo el trabajo.
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Es conocido el resultado que afirma que si X es cofibrante e Y fibrante, entonces las

clases de homotopia de aplicaciones de X en Y a derecha y a izquierda coinciden.
El funtor C.; — C — Ho(C) induce un funtor ¥: I1(C.;) — Ho(C).

Ademaés como consecuencia de [Q; I.1.Teorema 1] se verifica el siguiente resultado.

Teorema 0.2.1

El funtor 4:TI(C.f) — Ho(C) es una equivalencia de categorias.

Teorema de Whitehead 0.2.2

Si X,Y € C., entonces f: X — Y es equivalencia débil en C.y si y sélo si es
equivalencia de homotopia.
Demostracion:

Teniendo en cuenta el Teorema 0.2.1 se verifica que f induce un isomorfismo en IT(C,.¢)
si y sdlo si f induce un isomorfismo en Ho(C). De donde se concluye que f es equivalencia

de homotopia si y sélo si ¥f = f es equivalencia débil . O

0.3 Equivalencia de Teorias de Homotopia
Comenzaremos con algunas definiciones generales.

Definicién 0.3.1 Sean v: A — A’,F: A — B dos funtores. Entendemos por funtor
derivado a izquierda de F' respecto a v, un funtor LYF: A’ — B y una transformacién
natural e: LYF oy — F con la siguiente propiedad universal: dado cualquier G: A’ — B
y una transformacién natural (:G oy — F existe una unica transformacién natural

§: G — LY F tal que el diagrama siguiente conmuta
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Notas 0.3.2

(a) LYF es el funtor de A’ en B tal que L7F o« es el mds “préximo” a F por la
izquierda.

(b) Similarmente, se puede definir el funtor derivado a derecha de F' respecto a ~
como el funtor RYF: A’ — B con una transformacién natural n: £ — R7F oy que es el

més “préximo” a F por la derecha.

Si nos restringimos el caso en el que A es C categoria de modelos y v es el funtor
localizacién, v:C — Ho(C), escribiremos sélo LF.

Si C es una categoria de modelos cerrada y F:C — B es un funtor, es claro que

LFoy — F es un isomorfismo si y sélo si F' lleva equivalencias débiles en C a isomorfismos
en B.

En este caso supondremos que LF es inducido por F' en el sentido que LI es el tnico
funtor de Ho(C) — B con LF oy = F.

Ademds RF = LF.

Definicién 0.3.3 Sea F:C — (' funtor entre categorias de modelos. Entendemos
por el funtor derivado total a izquierda de F' el funtor L F: Ho C — Ho(C') dado por
LF = L7(y o F) donde :C — Ho C y 7'C' — Ho C' son los respectivos funtores
localizacién.

Nota 0.3.4

(a) El diagrama

c—L ¢

b I

Ho(C) —— Ho(C")

no conmuta, sino que existe una transformacién natural e: L F'oy — v o F tal que (é Fie)
hace dicho diagrama tan conmutativo como sea posible.

(b) De forma dual, podemos definir el funtor derivado total a derecha de F', denotado
RF.
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Ahora recordaremos un resultado, probado en [Q; 4.Teorema 3|, que emplearemos en
el dltimo capitulo del trabajo.

Teorema 0.3.5

Sean C y C’ categorias de modelos y sean

c__¢
G

un par de funtores adjuntos, F' adjunto a izquierda de G.

Supongamos que F' conserva cofibraciones y lleva equivalencias débiles entre cofi-
brantes en C a equivalencias débiles en C’. También supongamos que G preserva fibraciones
y lleva equivalencias débiles entre fibrantes en C’ a equivalencias débiles en C. Entonces
los funtores

son canoénicamente adjuntos. Si ademds se verifica que para X € C, y para Y € C} la
aplicacion F'’X — Y es equivalencia débil si y sélo si la aplicacién asociada X — GY es
equivalencia débil, entonces los morfismos id — L(F) o R(G) y R(G) o L(F) — id son
isomorfismos y asi las categorias Ho(C) y Ho(C') son equi?falentes._ -
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Capitulo 1

La categoria de los espacios exteriores

En este capitulo definimos la categoria de los espacios exteriores que denotamos £t y

estudiamos algunas cuestiones de interés.

En la primera seccién comenzamos con las definiciones bésicas para construir la ca—
tegoria £t: externologia, espacio exterior y aplicacién exterior. Ademads se dan algunos
ejemplos y se define un funtor pleno y fiel, b: Pro — &t.

La segunda seccién la dedicamos a demostrar la existencia de limites y colimites
arbitrarios en &t.

En la tercera seccién demostramos tres leyes exponenciales en £t para ciertos espacios.

Las leyes obtenidas no establecen homeomorfismos, sino biyecciones.

Las dos primeras son de la forma e: £6(Z x W, X) — Top(W,&4(Z, X)) y se restringen
aZ=NJ6R"y W = K espacio compacto. Cabe senalar otras particularidades de estas
leyes; en ellas empleamos en £(Z, X) topologias diferentes de las compacto—abiertas. Estas
leyes exponenciales serdn de interés para trabajar con espacios exteriores con sucesién
base exterior (en la categoria £¢Y) y con espacios exteriores con rayo base exterior (en la
categoria EtR7).

La tercera ley exponencial es de la forma e: ££(X x K,Y) — £t(X, Top(K.Y)), pero
restringida a los K compactos y Hausdorff. La utilizaremos para probar la adjuncién entre
los funtores lazo y suspensién que definiremos posteriormente. En este caso, en Top(K,Y),
si que consideraremos la topologia compacto—abierta y una externologia que definiremos
adecuadamente.

En la cuarta seccién definimos la relacién de homotopia exterior entre dos aplicaciones
exteriores f,g: X — Y y como consecuencia introducimos la categoria de homotopia de
los espacios exteriores, que denotamos por II(£t). De modo andlogo se define la relacién
de homotopia exterior bajo N y la correspondiente categoria homotépica, II(EtY).

En esta misma seccién se introducen los grupos de homotopia exterior, que resultan

ser isomorfos a los grupos de homotopia usuales de ciertos espacios de funciones.

Terminamos esta seccién definiendo la nocién de equivalencia débil exterior.
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1.1 Definiciones y ejemplos.

Definicién 1.1.1 Dado X € Top llamamos externologia en X, denotada £x, a una familia
no vacia de abiertos en X verificando:

E. 151 F; € Ex para todo i =1-:-n, entonces ﬁl E; € &x.
i

E2SiECUFEe&x yU€Tx, entonces U € Ex.

Definicién 1.1.2 Llamamos base de una externologia en X, Ex, a una familia Bx C £x
tal que para todo E € £x, existe B € Bx tal que B C E.

Definicién 1.1.3 Llamamos subbase de una externologia en X, Ex, a una familia Sx C €x
tal que las intersecciones finitas de elementos de Sx constituyen una base de Ex.

Observaciones 1.1.4
(a) Dado Ex externologia en X, siempre X € Ex, pero no siempre ocurre que § € Ex.

(b) Por cémo hemos definido externologia es claro que £x es menos fina que T'x, es
decir, Ex C Tx.

(c) Para un espacio topoldgico (X,Tx) un ejemplo de externologia, que sera rele-
vante posteriormente, es la externologia formada por los complementos de los cerrados que
ademds son compactos. Denotaremos a esta externologia £... Veamos que los complemen-
tos de los compacto—cerrados constituyen una externologia y para ello comprobemos que
se verifican E.1y E.2.

n n
Primero veamos F.1. Si L{ € Ec para i = 1...n entonces N L = (‘Ul L;)°
1= 1=
y como la unién finita de cerrados y compactos es cerrada y compacta, concluimos que
n
igl L € &..

En segundo lugar comprobemos E.2. Sea L compacto—cerrado en X,L¢ € &.. Si
L¢ C U con U € Tx, entonces U® C L y como U° es cerrado contenido en L compacto,
también es compacto, con lo que U € E,..

(d) Si X es compacto, § = X¢ € & v Ece = T

(e) Sea (X,Tx) espacio topoldgico provisto de la externologia Ex C T'x. Sif) € £x
entonces Ex = T'x; en efecto, E.2 y el hecho de que # € £x implica que todo abierto estd
en £x.
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Definicién 1.1.5 Llamamos espacio ezterior a todo espacio topoldgico (X, Tx) provisto
de una externologia £x C Tx. Lo denotaremos por (X;Ex,Tx).

Definicién 1.1.6 Sea £x una externologia en X. Llamamos abierto exterior a cada

subconjunto F € &x.

Definicién 1.1.7 Sea £x una externologia en X y & una externologia en Y. Una
aplicacién f: X — Y se dice externa si se verifica que para todo E € &y, f~1(E) € £x.

Definiciéon 1.1.8 Una aplicacion f: X — Y entre espacios exteriores se dice ezterior si
es continua respecto a las topologias T'x y Ty y externa respecto a las externologias £x y

Ey.

Definicién 1.1.9 Llamaremos categoria de los espacios exteriores, denotada £¢, a aquella

cuyos objetos son los espacios exteriores y cuyos morfismos son las aplicaciones exteriores.

Definicién 1.1.10 Un subconjunto A de un espacio exterior X se dice exteriormente
denso si para todo E € Ex, ANE # {.

Observaciones 1.1.11

(a) En esta categoria existe el objeto final, *, cuya externologia es £, = {*} y cuya
topologia es Ty = {x,0}.

(b) El objeto inicial en £t es §§ con topologia y externologia coincidentes, & = T =

{0}.

(c) Dada una aplicacién entre dos espacios exteriores f: X — Y, si Ex no es
topologia, entonces Imf es exteriormente denso en Y. En efecto, si £ € &y, como
F~HE) # 0 se tiene que ENImf # 0.

(d)Sifeéyy f: X — Y es exterior entonces Ex = T'x.

Recordemos alguna definicién y resultados de interés.

Definicién 1.1.12 Una aplicacidn continua, f: X — Y, se dice propia si y sélo si para
todo K cerrado y compacto en Y, f~!(K) es compacto en X.
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Recordemos que Pro es la categoria cuyos objetos son espacios topoldgicos y cuyos
morfismos son las aplicaciones propias. Pro es una subcategoria de T'op. Es claro que no

es una subcategoria plena, no todas las aplicaciones continuas son propias.

Uno de los problemas que tiene esta subcategoria es el hecho de que no es cerrada por
limites y colimites. La existencia de colimites es equivalente a la existencia de coproductos
y coigualadores. Veamos que los coigualadores no siempre existen en Pro.

id

Sea N dotado de la topologia discreta Ty, consideremos la pareja de morfismos N — N
con sh definida para todo n € N como sh(n) = n + 1. El coigualador serfa (N/ ~, pihcon
~ la relacién de equivalencia generada por idn(n) ~ sh(n) y p la aplicacién cociente de ~.
Es claro que N/ ~= *. Se tiene que p~*(*) = N y por tanto p no puede ser propia, pues

aunque * es compacto y cerrado, N no es compacto.

Proposicién 1.1.13

Sean X,Y espacios topoldgicos provistos con las externologias de los complementos

Y

de los compacto—cerrados, £X y &Y,

respectivamente. Dada la aplicacién f: X — Y

entonces f es propia si y sélo si f es exterior.

Demostracién:

Si f es propia, es continua. Veamos que f es externa. Sea K compacto—cerrado en
Ty, tenemos que f~1(K®) = (f—l(K))c. Como K es compacto f~!(K) también lo es, por
otro lado f~*(K) es cerrado por serlo K y asi concluimos que f~(K¢) € £X.

Para la implicacién contraria, si f es exterior es continua en particular. Ademds dado
K compacto—cerrado en (Y,Ty), f~*(K) = (f~1(&°))°. Tenemos que f~'(K°) € &%,
luego complemento de un compacto—cerrado L en (X,Tx) y f~1(K¢) = L°. Por tanto
f7HE) = (F7HK)° = (L9 = L'y § es propia. O

Corolario 1.1.14

El funtor b: Pro — &t, definido como b(X,Tx) = (X;EX,Tx) para todo X € Proy
como bf = f para todo f € Pro(X,Y), es un funtor pleno y fiel.

Demostracién:
Es consecuencia directa de la Proposicion 1.1.13 y de la definicién del funtor b. O
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Podemos definir dos funtores. Uno de ellos O: £t — Top funtor olvido, que a cada
espacio exterior (X;Ex,Tx) lo lleva a (X, Tx) en Top olvidando su externologia y que a
toda aplicacion exterior f: X — Y la lleva a ella misma. Of = f, pues en particular f es

continua.

Otro funtor es J:Top — Et. Estd definido para todo espacio topoldgico (X, Tx)
como J(X,Tx) = (X;&nay Tx), donde &g = {X} es la externologia indiscreta. y para

toda f: X — Y aplicacién continua como J(f) = f, que es exterior trivialmente.

También se puede considerar el funtor £:Top — £t que lleva un espacio topolégico
(X,Tx) al espacio exterior (X;&x,Tx), con Ex = Tx, y que a cada aplicacién continua f

le asigna Lf = f, que es claramente exterior.

Proposicién 1.1.15
(a) El funtor O es adjunto a izquierda de J.

(b) El funtor O es adjunto a derecha de L.

Demostracion:

(a) Es preciso demostrar que &H(X.JY) = Top(OX,Y) para todo
X eé&t, Y eTop Dada f: (X;Ex,Tx) — (Y Eina, Iy) exterior, le asignamos una dnica
(X, Tx) — (Y,Ty) continua.

Dada ¢: (X,Tx) — (Y,Ty) en Top(OX.Y), le hacemos corresponder de manera
unica g: (X;Ex,Tx) — (Y Eind, Ty) que es exterior.

(b) Necesitamos probar que Et(LX.Y) = Top(X,0Y) para todo
X €Top,Y € £t. Dada f: (X;Tx,Tx) — (Y;Ey,Ty) exterior le hacemos corresponder
(X, Tx) — (Y, Ty) que es continua por hipdtesis.

Sea ¢:(X,Tx) — (Y,Ty) en Top(X,0Y), le asignamos una tnica
9:(X;Tx,Tx) — (Y;Ey,Ty) que es continua por serlo g y externa ya que &y C Ty. 0O

Ademéds podemos definir otra pareja de funtores. Por un lado V: &t — Top que a cada
espacio exterior (X;Ex,Tx) lo lleva a V(X;Ex,Tx) = (X,Ex U {0}), que es un espacio
topolégico pues Ex U {0} es topologia. Dada una aplicacién exterior, f: (X;Ex,Tx) —
(Y;&v,Ty), V le asigna Vf = f con f:(X,Ex U{0}) — (Y,E U {0}), que es continua
pues f es externa.
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Por otro lado tenemos el funtor D: Top — &t definido para todo espacio topoldgico
(X,Tx) como ﬁ(X ,ITx) = (X,Tx,Ty), donde T, es la topologia discreta, y para cada
f:X — Y continua como Df = f, f: (X;Tx,Ty) — (Y;Ty,Ty), que es exterior.

Proposicién 1.1.16

El funtor V es adjunto a derecha del funtor D.

Demostracion:

Es necesario probar que T'op(X,VY) 2 £4(DX,Y) para todo X € Top, Y € &t
Dada la aplicacién f: (X, Tx) — (Y,Ey U{0}) en Top(X,VY) le hacemos corresponder
de forma tnica la propia f:(X;Tx,Ty) — (Y;Ey,Ty), que es externa por ser continua

f por hipétesis, y continua por considerar en X la topologia discreta.

Por otro lado, para toda g: (X;Tx,T4) — (Y;Ey,Ty) en St(f)X,Y) le asignamos la
misma g: (X, Tx) — (Y, Ey U {0}), que es continua por ser g externa y Tx topologia. 0O

1.2 Existencia de limites y colimites en £t.
Probaremos ahora la existencia de limites y colimites arbitrarios.

Sea X € £ty A € X. Consideremos en A la topologia como subespacio de X, T4, y
la externologia £, definida como sigue: E € £4 siy sélo si E € Ty y existe E' € Ex tal
que £ = E'N A. Es sencillo probar que £4 verifica las condiciones de la Definicién 1.1.1.

Vedmoslo.

Probemos E.1. Si E; € £4 paratodoi=1...n,E/NAC E; con E] € Ex para todo
i=1...n, entonces 51 E = F]l(E{ N A). Pero %1(E1/ NA)= (ﬁl E)YN Ay por E.1de
1= 1= 1= 1=
Ex se tiene que ﬁl E} € Ex y por tanto ,rr%l E; e &y
1= =
Para demostrar F.2 tomemos E CUy E€ &4 U €Ty, Se verificaque E=E"NA
con B/ € Ex yU=UNAcon U € Tx. Tenemos que &' C U'UE’ con U' UE’' € Ty,

luego por E.2de Ex, U'UE' € Ex. Pero (U'UE')NA= (UNAUENA)=UNA)=U
yvasi U € £4.

Definicién 1.2.1 Sea X € £t y A C X. Decimos que A es subespacio exterior de X si
consideremos en A la topologia como subespacio de X, T4 y la externologia £, definida

arriba.
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Proposicion 1.2.2

La categoria de los espacios exteriores, £¢, tiene limites.

Demostraciéon:

Demostrar la existencia de limites arbitrarios es equivalente a probar la existencia de

igualadores y de productos arbitrarios.

Veamos primero la existencia de igualadores en £t.

f
Dadas X : Y en &t, consideramos Of v Og en Top. Su igualador se construye

9
tomando K = {z € X; f(z) = g(z)}, i: K — X inclusién de K en X. Consideremos en

K la estructura de subespacio exterior de X.

Para que la construccién realizada para Top sea también igualador en £% restaria por
probar dos hechos.

Primero que ¢ es externa. Esto es claro ya que para todo £ € £x,i Y (E)=ENK y
ENKefég.

En segundo lugar es preciso probar la propiedad universal que afirma que para todo
Z € &ty h:Z — X aplicacién exterior verificando que gh = fh, existe una unica

h':Z — K tal que ih’ = h como en el diagrama:

f

_ Y

K— X
N
7z

Dado que A’ existe y es tnica en Top bastaria con demostrar que es externa. Sea
E € &g, se tiene que existe B/ € £x tal que E = E' N K. Ademias A" (E'NK) =
=Y~ YE") = h~1(E"). Pero h™!(E') € £z por ser h externa, luego h'~!(E) € £z y por
tanto h’ es externa.

Veamos ahora la existencia de productos. Sean {X,};es espacios exteriores, con J

familia de indices. Tomamos como su producto el producto cartesiano ‘HJ X;, con p;
las proyecciones sobre el factor j—ésimo. En II X; consideramos la topolé;’a inicial, 73,
respecto a {p;}jes, vy la externologia inicial, Jc‘,'ei,JdeﬁnidaL como sigue: E €& siEel;y
existe ifi pj“l(Ej) con Ej € Ex; tal que £ = iﬁl pj—l(Ej).
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Se comprueba ficilmente que &; satisface las condiciones F£.1 y F.2, de la definicién
de externologia. Es claro que, con T; y £;, p; es una aplicacién exterior para todo j € J.

Para probar la propiedad universal, es decir que dado ¥ € &t y una serie de
aplicaciones exteriores f;:Y — X, existe una unica f:Y — TII X; exterior tal que
jeJ
pjf = f; para todo j € J. Por existir en Top tal f, sélo nos quedaria probar que
f es externa. Sea E € & y fl(E), sabemos que existe .ﬁlp;l(Ej) con E; € Ex;
J:
tal que B = ﬁlpj‘l(Ej), luego fHE) = f7( ﬁlpj_l(Ej)). Teniendo en cuenta que
1= =
n o _ no no_ . .
f‘l(jglpj YEy) = jrzwlf lpi(E;) = jgl f; Y(E;), que f; es exterior para todo j € J ¥y

aplicando FE.I1, tenemos que ji‘ll f;(E;) es abierto exterior y concluimos que f~}(E) € &y.

Con ello demostramos la existencia de productos y por tanto la de limites. O

Proposiciéon 1.2.3

En la categoria £t existen los colimites.

Demostracion:

Probar la existencia de colimites es equivalente a demostrar la de coproductos y

coigualadores.

Primero veamos la existencia de coigualadores.

f
Dadas X " Y aplicaciones exteriores, consideramos Of y Og y su coigualador en

Top, (Y/ ~,p). i&qui Y/ ~ es el conjunto de clases de relacién de equivalencia generada
por la relaciones f(z) ~ g(z) para todo z € X provisto de la topologia cociente, T¢o,
y ;Y — Y/ ~, la proyeccién candnica. Ademsds en Y/ ~ precisaremos definir una
externologia que haga p externa, y demostrar la propiedad universal del coigualador en &¢,
es decir, que para todo C € £ty h:Y — C aplicacién exterior tal que hf = hg existe

una dnica h’ exterior de Y/ ~ en C tal que h'p = h como en el diagrama:

XY 2 Y/ ~
N

Dado que h' existe y es tinica en T'op bastaria con probar que es externa.

38



Primero definimos en Y/ ~ la externologia cociente &, en la que E € &, si es imagen
directa por p de un abierto exterior £’ € £y saturado. Comprobemos que satisface las

condiciones de la Definicién 1.1.1.

Probemos E.2 en primer lugar. Sea U € T, y E € &, con E C U. Por definicién
de externologia cociente E = p(E’), con E’ abierto exterior saturado, y U = p(U’) con
U’ abierto saturado por definicién de topologia cociente. Se tiene que p~*(E) C p~*(U) y
sustituyendo que p~ip(E’) C p~ip(U’), pero por ser saturados se verifica que E' C U’ y
por E.2de Ey, U € &y. Asi U = p(U’) € Eco.

Demostrar F.I no tiene dificultad.
La externologia &£, es final respecto a p, esto es, hace externa p.

Por tltimo veamos que A’ es exterior. Dado E es abierto exterior en C,h~!(E)
es abierto exterior por ser A exterior. Ademds h~!(E) es un conjunto saturado pues
p~iph™H(E) = p~lpp~th'~YE) = p~'h/~1(E) = h~!(E) por ser p sobre y h'p = h. Por
tanto ph™}(E) = pp~th/~1(E) = h/~1(E) es un abierto exterior en &, por ser imagen por
p de un abierto exterior saturado.

Para demostrar la existencia de coproductos tomamos una familia de espacios exte—
riores { X4 }aca, A conjunto de indices. Consideremos en T'op, la suma de espacios a'éj.A Xa,
con la topologia “suma” Ty y las inclusiones i4: Xo — a‘ElA X, que son continuas. En
aléJA X, tomamos la externologia suma de las externologias &,, &£, definida como sigue:
EFe&siBEelxyE= a‘éJA E,, con E, € &, para todo o € A. Se comprueba facilmente
que &, satisface las condiciones de la Definicién 1.1.1 y que es menos fina que T, porque
Es C Ty, para todo a € A. Ahora probemos que i, es externa para todo « € A. Dado un
abierto exterior £, es de la forma E = auA E,, como i;l(alg!A E,) = E, € &, se tiene que

iq €s externa para todo a € A, también continua, luego exterior.

Para probar la propiedad universal necesitamos demostrar que para todo C espacio
exterior y su familia de aplicaciones exteriores {jq }aeca,jo: Xo — C, existe una tnica h

exterior tal que hi, = j, para todo a € A como en el diagrama:

En Top existe una tnica A continua, si probamos que es externa quedaria demostrado.
Dado E € £g, h™}(E) verifica que i'h~!(E) = j,1(E) que es abierto exterior para todo
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a € A, por ser j, exterior para todo a € A. Tenemos asi que h™1(E) = agAj;l(E) que

es abierto exterior en U X,. O
a€A

Nota 1.2.4

(a) Si en un X, tenemos que &, es una externologia en sentido estricto (0 ¢ &,), Xo
es externamente denso en U X,.
acA

(b) Las categorias £t4 y £t 4, para todo A espacio exterior, también tienen limites y
colimites.

1.3 Leyes exponenciales en £t.

Sean X, Z,W € Top, con Z Hausdorff y localmente compacto. Consideremos en los
espacios de funciones la topologia compacto—abierta. Entonces, la aplicacién exponencial
e:Top(Z x W, X) — Top(W’, Top(Z,X)) definida para toda f: Z x W — X continua
como e(f): W — Top(Z,X) que para todo w € W es e(f)(w): Z — X, definida a su
vez como e(f)(w)(z) = f(w,z) para todo z € Z, es una biyeccién como se prueba en
[Du; XIL.3.1).

En &t nosotros demostraremos tres leyes exponenciales, utilizando diferentes
topologias en los espacios de funciones. Nos restringiremos a ciertos espacios exteriores

muy concretos y obtendremos biyecciones, que seran suficiente para nuestros propdsitos.

En primer lugar consideraremos Z = N, W = K compacto y X espacio exterior
cualquiera. En N tomaremos la topologia discreta Ty y la externologia de los complementos
de los compacto—cerrados ... En K tenemos una cierta topologia Tx y la externologia
Einda = {K}. En N x K tenemos la topologia producto y la externologia Eyx g definida asi:
E € Enxi si E € Tyxk y existe E' € &, tal que E' x K C E. Es claro que verifica las
condiciones de la Definicién 1.1.1 (es la externologia producto). En £¢(N, X) tomaremos

la topologia TN, engendrada por la subbase constituida por dos tipos de conjuntos:
S(m,U) = {j:N — X exterior; j(m) € U,U € Tx}

S(m<,E) = {j: N — X exterior; j(n) € E para todo m < n,E € Ex}

Teorema 1.3.1

Considerando las topologias y externologias especificadas arriba la aplicacién expo-
nencial e: E¢(N x K, X) — Top(K, (N, X)) es una biyeccién.
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Demostracion:

Primero probemos que dada f € £¢(N x K, X), para todo k € K, e(f)(k) € E¢(N, X).
Esto es equivalente a afirmar que e(f)(k) es continua y externa. Para simplificar notacién
escribiremos e(f) = f. La aplicacién f(k):N — X es continua por tener N la topologfa
discreta. Para probar que es externa tomamos E € Ex, (f (lc))_l(E) debe ser abierto
exterior en N, es decir contener un conjunto de la forman< = {p € N; n < p}, pues en N los
compactos son conjuntos finitos. Dado que f es exterior f~!(E) € Enyxx por lo que existe
l<« x K C f~YE). Asi, para un k € K fijo, I< C (f(k))nl(E) y por tanto se tiene que
f(k) es externa.

Demostraremos en segundo lugar que f: K — Et(N,X) es continua. Estd bien
definida por lo que acabamos de probar, y para ver que es continua es preciso demostrar

que para todo elemento de la subbase TN, su imagen inversa por f es abierto en K.
Se tiene que f~1(S(n<, E)) = {k € K; f(k)(n<) C E} ={k € K; f(k xn<) C E}.

Fijado ko € f~(S(n<,E)), es necesario encontrar un entorno de ko, Nk, tal que
F(Nko)(n<) C E.

Dado que f es exterior f~1(E) € Enxk, luego existe E' € &, con B/ x K C f~1(E)
as{ como ! € N tal que (< C E’ y por tanto i< x K C f~}(E). De esta forma f(l< x K) C
ffYE) C E. Sil < nesclaro que f~!(S(n<,E)) = K. En otro caso. salvo para los
niimeros naturales m tales que n < m < [, se verifica que para todo k¥ € K f(k)(I<) C E.
Para cada m, aplicando la continuidad de f, existe un entorno abierto de kg, IV,,, tal que
f(k,m) € E para todo k € Ny,,. Podemos repetir el mismo proceso param=n,....[ — 1.

-1
Tomando N, = N N, encontramos el entorno de kg buscado, y asi podemos afirmar
_ m=n
que f‘l(S’(nS,E)) es abierto.

Para S(n,U), f~1(S(n,U)) = {k € K; f(k)(n) = f(k,n) € U,U € Tx}. Como f
es exterior, es continua en particular, y si k € f ‘I(S(n,U )) entonces f(n,k) € U, luego
existe N entorno de & tal que f({n} x N) C U. Asi N C f~1(S(n,U)). Por tanto f es
continua.

Por tltimo probaremos que e™!:Top(K,Et(N, X)) — &GN x K,X) estsd bien
definida, esto es, que para toda ¢g: K — &t(N,X) continua, e 1(g):N x K — X es
exterior. Para simplificar notacién escribiremos § = e~1(g).

Veamos primero que es continua. . Observemos que E¢(N, X) C Top(N, X) y que Tp,
es menos fina que TN. Por tanto, el hecho de que § sea continua se deduce del resultado
estandar.
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Ahora probemos que es externa. Sea E € Ex,§ " (E) debe ser abierto exterior en
N x K, es decir, contener un abierto exterior E' x K con E’ € £,.. Tenemos que §~'(E) =
{(n,k) € N x K; g(n, k) = g(k)(n) € B}.

Dado que g(k) es exterior, g(k)"}(E) € &g, luego existe my tal que (my)< C
g(k)"1(E). Por tanto g(k)((mw)<) C Ey asi g(k) € S((mk)<, E) y existe un entorno de

k, Ng, que satisface esta condicién pues g es continua.

Esta construccién puede realizarse para todo & € K, obteniendo un cubrimiento por
abiertos de K, {Ny}rex. Por ser K compacto existe un subcubrimiento finito {NVg, }7,

y para m = magz {my,} se tiene que g(k)(m<) C E, para todo k¥ € K. Entonces
1SN

g(m< x K) C E,_y m< x K C g7 §(m< x K) C §7'(E). Como § es continua y
E€Tx, i ' (E) € Tnxk- Tenemos que m< € &, asi podemos aplicar E.2 de la definicién
de externologia y concluir que §7'(E) € Enxx. Con esto probamos que e~! estd bien
definida. O

Observacién 1.3.2

Si 0 € £x, como en la Observacién 1.1.4(d) por ejemplo, entonces (N, X) = @ pues
N es no compacto y § ¢ £... Este hecho no afecta a la validez del Teorema 1.3.1 ya que
0 ¢ Enxx y por tanto EE(N x K, X) = ().

Demostraremos ahora otra ley exponencial. Tomemos Z = R*, W = K espacio
topoldégico compacto y X espacio exterior. En R™ consideramos la topologia euclidea 7%
v la externologia de los complementos de los compacto—cerrados £,.. En K tenemos una
topologia Tk y la externologia indiscreta &ng = {K}. En RT x K tenemos la topologia,
Tr+x i, producto de las existentes en R™ y K y la externologia Eg+ y g, definida como sigue:
E € Epixi 81 E € Tpex i y existe B € &, tal que B/ x K C E. Es sencillo comprobar
que esta definicién satisface E.1 y FE.2 y que coincide con la externologia producto. En
Et(RT, X) tomamos la topologia TR* generada por la subbase constituida por los conjuntos
de la forma:

S(la,b],U) = {f € E&tR*, X); f(la,b]) CU con U € Tx,a,b e R}

S([b,+00), E) = {f € E(RY, X); f([b,+00)) C E con E € Ex,b € R}

Teorema 1.3.3

Con las topologias externologias especificadas arriba la aplicacién exponencial
e: E(RT x K, X) — Top(K,EH(RT, X)) es una biyeccion.
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Demostraciéon:

Nos basta con probar que e y su inversa e Top(K, Et(RT, X)) — ERY x K. X)

estan bien definidas. Esto es lo mismo que demostrar los siguientes hechos.

Primero veamos que para toda f € (Rt x K, X), la aplicacién e(f)(k): Rt — X
es exterior para todo k € K.

Escribiremos f = e(f) para simplificar notacién. Sea kg € K, la aplicacién
f(ko): Rt — X definida por f(ko)(t) = f(t, ko) para todo t € R* puede verse como la
composicién f(ko) = fir,, conig,: RT — R x K tal que ik, (t) = (¢, ko) paratodot € R,
Se tiene que iy, es continua. Adem4s i, es externa pues para todo E € &g+« i, £ contiene
a un abierto exterior de la forma E’ x K con E’ € &, luego £’ = z',:ol (' x K) C z'k“.ol (E).
Asi por la condicién F.2 de la definicin de externologia z',:ol (E) € &. Como f es exterior

por hipétesis, f(ko) es exterior por ser composicién de exteriores.

Veamos en segundo lugar que la aplicacién f: K — Et(R*. X) es continua para toda
f e &R x K, X).

Sea un abierto de la subbase del tipo S ([b, +oo),E). Es necesario probar que
f1 (S([b, +oo),E)) = {k € K: f(k)([b,+00)) C E} es abierto en K. Sea
ko € f71(S[b, +00), E), como f es exterior f~1(E) € Eg+xk, luego existe B/ € &,
tal que B/ x K C f~1(E), pero es posible encontrar un [a,+0o) C E’ de forma que
[a,+00) x K C E' x K C f~Y(E). Sia < b se verifica que K = f~1(S([a, +o0), E)) pues
f(t,k) € ff~1(E) C E, paratodo k € K y t € [a,+00). Si b < a tomamos el intervalo
[b,a]. Por continuidad de f existe para todo (¢ ko) € f~1(E) con t € [b,a] un entorno
abierto de (¢, ko) en T+ g, Vi x My, tal que (¢, ko) € Ny x My € f~HE).

Asf conseguimos un cubrimiento abierto de [b, a], {Ni}iep,q). Por ser [b,a] compacto

podemos extraer un subcubrimiento finito {Vy, }7* ;.
Tomando M = ri M, se verifica que ko € M C f"l(S([b, +oo),E)), con lo que
deducimos que f~1 (S (b, —l-oo),E)) es abierto.

Ahora probemos que tomando el otro tipo de abiertos subbésicos de Tg+, S([a, ], U),
F71(S([a,b],U) es abierto en K.

Tenemos que F~1(S([a,b],U)) = {k € K; f(k)([a,b]) CU,U € Tx}.

Si este conjunto es vacio queda demostrado. Si k € f_"l(SA([a,b], U)), tenemos que
como f es continua, f~1(U) es abierto en Tr+x, luego para todo ¢ € [a,b] existe un
abierto bésico Ny x M; en RT x K tal que (t,k) € Ny x My C f~Y(U) . Aplicando
que [a,b] es compacto, dado el cubrimiento {N;}ic[a,p) existe un subcubrimiento finito
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de [a,b], {N¢, }*,. Tomamos M = '(7%1 M., que es entorno de k£ € K, y se tiene que
1=

f(la,b] x M) C U. De esta forma k € M C f~1(S([a,b],U)) y queda probado que
F71(S([a,b],U)) es abierto en K.

Por ultimo precisamos demostrar que e *: Top(K,Et(RT. X)) — Et(RT x K, X)
estd bien definida, esto es, que para toda g € Top(K,Et(RT, X)), e (g): RT x K — X

es exterior. Escribiremos por comodidad e~ (g) = j.

Primero veamos que § es continua.Como ya sabemos £t(N, X) C Top(N, X), y ademads
es claro que T,, es menos fina que TR Luego la continuidad de § es consecuencia del

resultado estandar.

Para demostrar que § es externa, tomamos E € E€x,§ *(E) debe ser abierto exte-
rior en R* x K. Tenemos que §~(E) = {(t,k) € Rt x K; §(t,k) € E}. Para cada
k € K, g(k) es externa luego existe un [bg,+00) tal que t € [bg,+00) C (g(k‘))_l(E)
De esta forma g(k) € S([by, +00), E) y existird un abierto M de k tal que k € My C
971 (S([bk, +00),)), por ser g continua. Podemos obtener de esta forma un cubrimiento
por abiertos de K, {Mk}kex. Dado que K es compacto extraemos un subcubrimiento
finito { My, }? ;. Asi para b= 172L1gz<a:n{bki} podemos asegurar que §([b, +oo) x K) C E con
lo que [b,+00) X K C ﬁ‘l(E)._C_omo G Y(E) € Tp+xx por ser § continua, aplicando la

condicién E.2 de la definicién de externologia, se tiene que §~*(E) € Eg+xgx. O

Observaciones 1.3.4

(a) Si @ € £x, como en la Observacién 1.1.4(d) por ejemplo, entonces E(RT, X) = 0
pues R* no es compacto. A pesar de este hecho el teorema sigue siendo vdlido pues

EHRY x K, X) =10, ya que § ¢ Eg+x g, con lo que se tiene la biyeccion.

(b) En el resto del trabajo denotaremos Et(R*, X) por X®" y lo denominaremos

espacio de rayos exteriores en X.

Por ultimo demostraremos otra ley en la que exponenciaremos el espacio compacto

K. Para ello definiremos las externologias oportunas.

Sean X,Y € £t, K espacio compacto y Hausdorff. En K consideramos la externologia
Einda = {K}. En X x K tomamos la topologia producto T'xxx v la externologia Ex «x
definida como sigue: E € Exxx si B € Txxk y existe B/ € £x tal que £/ x K C
E. Es facil comprobar que Exxx satisface la Definicién 1.1.1, y que coincide con la
externologia producto de £x v &;inq. Ademads Ex« x generaliza a las externologias definidas
para el Teorema 1.3.1 y el Teorema 1.3.3, Enx i ¥ Er+x Kk, respectivamente. En el espacio
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Top(K,Y) tomamos la topologia compacto—abierta T, y la externologia &y« definida
asi: E € Eyx si E € T,, y existe B/ € Ex tal que (K,E’) C E donde (K,E') =
{f € Top(K,Y); f(K) C E',E" € £x}. Comprobemos que es externologia viendo que
satisface £.1y E.2 de la Definicién 1.1.1.

En primer lugar veamos E.1. Si Ey, E; € Eyx, entonces existen E] y E, € £y tales
que (K, EY) C By, (K, E3) C By Asf (K, E1)N (K, Ey) = (K, E1NEy) y By NE; €&y
por lo que (K,Ei NEY) CEINE,y EyNEy € Eyk.

En segundo lugar demostremos E.2. SiU € T¢,, £ € Eyx, £ C U como existe (K, E')
con E' € &y tal que (K, E') C £ C U concluimos que U € Eyk.

Teorema 1.3.5

Sean X,Y € £t, K € Top compacto y Hausdorff. Entonces la aplicaciéon exponencial
e &t(X x K| Y) — (X, Top(K, Y)) es una biyeccion.

Demostracién:

Tenemos que probar que e y su inversa e”1: £¢(X, Top(K,Y)) — EHX x K.Y)
estan bien definidas. Escribiremos, como en el Teorema 1.3.3, e(f) = f para toda f €
EHX x K,Y) y e7}(g) = § para toda g € (X, Top(K,Y)).

Primero veamos que e estd bien definida. Tenemos que para toda aplicacién
fefX xKY)yze X, f(z): K — Y es continua. Esto es as{ por haber tomado
en el espacio Top(K,Y) la topologia compacto—abierta, por ser K compacto y Hausdorff
(luego localmente compacto) y aplicar que la exponencial en Top estd bien definida. Por la
misma razén f: X — Top(K,Y) es continua. Si demostramos que f es ademds externa,
tendremos que f € £¢(X,Top(K,Y)).Veamos esto.

Sea E € Eyk, entonces existe E' € &y con (K, E') C Ey f~1((K,E")) C fHE).
Pero f~1((K,E")) = {z € X; f(z)(K) C E'}. Porser f: X x K — Y externa, f~}(E') €
Exxx, luego existe E” tal que E” x K C f~Y(E’). Paratodo z € E",z x K C f~Y(E"),
asi f(z,K) C ff Y(E") C E', luego f(E")(K) C E' y por tanto E” C f~1((K,E")).
Como f es continua, f~!((K,E')) € Tx. Ademds E” € Ex y B” C f~1((K,E’)). Luego
por E.2 de la Definicién 1.1.1 concluimos que f—! ((K , E’)) € &y x. Aplicando de nuevo el
argumento anterior como f1(E) € Tx, f~1((K,E’)) C f~YE), por E.2. f~! (E)€éx
y se tiene que f es externa.

Probaremos ahora que e~ ! est3 bien definida, que equivale a demostrar que para todo

g € EHX,Top(K,Y)),§ = e"1(g) es exterior. Dado que en X x K tenemos la topologia
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producto y en Top(K,Y) la topologia compacto—abierta como en la ley exponencial en
T'op tenemos que, por el resultado estandar, § es continua. Veamos que es externa. Sea
E € &,57YE) = {(z,k) € X x K; j(z,k) = g(z)(k) € E}. Puesto que (K,E) €
Syx,g‘l((K, E)) = E’ € Ex por ser g exterior.

Sea z € E', tenemos que j(z,k) = g(z)(k) € E para todo k € K, luego §7}(E) es
no vacio. Ademéas tomando E’ X K se tiene que §(E' x K) C E y entonces E' X K C
§79(E' x K) C g7Y(E). Por ser § continua y £ € & C Ty, § " (E) € Txxx y aplicando
la definicién de Exxx vemos que §71(F) € Exxx. Con esto g es exterior. [

1.4 Homotopia en la categoria de los espacios exteriores £t.

Sea. X espacio exterior, K espacio topoldgico compacto provisto de la externologia
Eind = {K}. En X x K tomamos, como para el Teorema 1.3.5 la topologia producto
Txxx ¥ la externologia Ex x k.

Ademss para cada k € K, 1 X — X x K definida para todo z € X como ix(z) =

(z,k) es exterior. Para K = I, se obtiene el cilindro X x I.
En N consideraremos la estructura de espacio exterior de la Seccién 3.

Dadas dos aplicaciones f,g: X — Y en £t, se dice que f es exteriormente homdtopa
ag,f =9 si existe H: X x [ — Y aplicacién exterior verificando que H(z,0) = f(z) y
H(z,1) = g(z). A H la denominamos homotopia en £t de f a g.

La relacidn “ser exteriormente homdtopa a” es una relacién de equivalencia en
Et(X,Y). Denotamos por [f] la clase de equivalencia de aplicaciones exteriormente homo—
topas a f.

Escribimos [X; Y] para designar al conjunto de clases de equivalencia de aplicaciones
exteriormente homoétopas de X en Y.

Denotamos por II(£t) la categoria cuyos objetos son los espacios exteriores y cuyos
morfismos son clases de homotopia exterior de aplicaciones exteriores entre espacios exte-

riores.

En particular, una aplicacién exterior f: X — Y se dice equivalencia de homotopia

exterior si la clase de homotopia exterior [f] es un isomorfismo en II(£t).

Es interesante considerar el funtor II§: £t — Set definido para todo X € £t como
I5(X) = (&) (N, X), vy para toda f € £H(X,Y) como II§(f) = fE:T(EL)(N, X) —
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II(E)(N,Y) que a cada [g] € TI(Et)(N, X) le asigna II5(f)([g]) = [fg] € TL(EL)(N. V).

También consideraremos la categoria £tY. Un objeto en £ viene dado por una
aplicacion exterior jx: N — X que llamaremos sucesién base en X. A veces denotaremos

a los objetos en £t por (X, jx) cuando deseemos resaltar la sucesién base.

Los morfismos en £tN son diagramas conmutativos en £t

VX

X—Y

Se trata pues de aplicaciones exteriores que preservan las sucesiones base. También

las escribiremos de la siguiente forma f: (X, jx) — (Y, jyv).

Dadas f,g: (X,jx) — (Y, jy) aplicaciones exteriores bajo N, se dice que f es ex-
teriormente homoétopa bajo N a g, f %g, si existe H: X x I — Y aplicacién exterior
tal que H(z,0) = f(z),H(z,1) = g(z) y H(jx(n),t) = jy(n) (bajo N ) para todo
reX,neNtel.

La relacién “ser exteriormente homdtopa bajo N a” es una relaciéon de equivalencia
en EtN ((X ,ix), (Y, jy)). Denotaremos por | fIN la clase de las aplicaciones exteriormente
hométopas bajo N a f.

Escribimos [(X, jx); (Y, jv)]Y para designar al conjunto de clases de aplicaciones ex-
teriormente hométopas bajo N de (X, jx) en (Y, jy).

También denotaremos por II(£tY) a la correspondiente categoria homotépica. La
llamaremos categoria de homotopia exterior bajo N. En ella los objetos son espacios
exteriores bajo N, (X, jx), y los morfismos son las clases de homotopia exterior bajo N de

aplicaciones en EtN.

En N x S™ consideramos la aplicacién i5,: N — N x S™ definida como is,(n) = (1, so)
para todo n € N y donde sg es el punto base de S™. Es sencillo comprobar que is, es

exterior. Tomaremos i, como sucesién base de N x S™ en lo que resta del trabajo.

Para cada n > 0 podemos considerar el funtor IIZ: EtN — Set que a todo (X,jx) €
&N 1e hace corresponder IT¢ (X, jx) = I(EN) (NxS™.45,), (X, 5x)). A un cierto morfismo
en &N, f € EN((X,jx), (Y, fix)), este funtor le asigna I5(f) = fE:H5(X,jx) —
E(Y, fix) que a toda [g]N € T(X, jx) le hace corresponder [fg]N € TIE(Y, fix)-
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Lema 1.4.1

Si (X, jx) es un objeto en &N, entonces IT§ (X, jx) = 15 (X).

Demostracion:

Definimos la aplicacién v:II(X,jx) — TI$(X) en primer lugar. Sea
[g]N € T(X,jx), entonces un representante de esta clase es de la forma
g: (N x 8% i5,) — (X, jx).

Dado que S° = {—1,1}, si sg = 1, definimos v(g) = [g] con § = gi_1, exterior por
composicién de exteriores. Si f fgv g existe una homotopia exterior H:Nx S%x I — X con
H(n,s,0) = f(n,s), H(n,s,1) = g(n,s) y H(n,1,t) = jx(n) para todo (n,s) € N x S,
t € I. Consideramos i_1: N x I — N x S° x I que asigna a cada (n,t) € Nx I,i_1(n,t) =
(n,—1,t), que es exterior por lo sefialado a comienzo de la seccién. Entonces tomamos
G = H(,,—1,.:Nx I — X que es exterior por ser composicién de H e 7.1, ambas

exteriores. Asi G es homotopia exterior de f a g y v estd bien definida.

En segundo lugar definimos &: II§ (X) — TI§(X, jx) que a toda [f] € II§(X), cuyo
representante es f:N — X, le asigna 6([f]) = [f] donde f:N x S — X estd definida
para todo n € N como f(n,—1) = f(n) y f(n,1) = jx(n). Tenemos que f es exterior pues
fi_1 = fy fi1 = jx son exteriores. Ademés si f =9 existe una homotopia exterior de f
a g,H:N x I — X, entonces es posible construir una homotopia G:N x S0 x [ — X
definida como G(n,—1,t) = H(n,t) y G(n,1,t) = jx(n). Asi G es una homotopia exterior
bajo N de f a g y § esta bien definida.

Es sencillo comprobar que v6 = idrg (x) ¥ oy = 'idng( X,jx) O

Lema 1.4.2

Sea (X,jx) € EtN. Existe un isomorfismo entre I1£(X,jx) y el n—ésimo grupo de
homotopia estndar en Top del espacio de sucesiones exteriores en X con la topologia
TN, 1L, (E¢(N, X), jx ), para todo n > 0.

Demostracion:

Tenemos, por el Teorema 1.3.1, que la ley exponencial e establece la biyeccidén
Et(N x K, X) = Top(K,ELN, X)) con K espacio compacto. Ahora consideremos en N
la aplicacién idy como sucesién base, en N x K la aplicacién exterior i5: N — N x K
definida por ix,(n) = (n, ko) con ko punto base de K y jx punto base en £¢(N, X).
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Para simplificar notacién, como en la seccién anterior, escribiremos e(f) = f
e™(9) =g. Sea f € EN((N x K, ik,), (X, jx)), entonces f(ko)(n) = f(ko,n) = fi, (n)
jx(n) para todo n € N, luego f € Top* ((K, ko), (Et(N,X),jX)).

I

De forma reciproca se tiene que si g € Top*((K, ko),(é’t(N,X),jX)),
Giko(n) = g(ko,n) = glko)(n) = jx(n) para todo n € N y entonces
g€ EMN((N x K, ik,), (Xix)).

Debido a esto la ley exponencial también induce la  biyeccién
gtN((N X K» iko)7 (X’ JX)) = TOp* ((K kO)’ (5t(Na X)aJX)) .

Si consideramos K = S™ obtenemos mediante e la siguiente biyeccién
EN((N x 8™, isy), (X, jx)) = Top*((S™, s0), (€t(N, X),jx)). Veamos que e establece
otra biyeccién en homotopia exterior bajo N.

Sea [f]N € [(N x S™,45)(X,jx)]" v f un representante. Sea otra aplicacién g € [f]N,
entonces existe H: N x S™ x [ — X exterior con H(n,s,0) = f(n,s), H(n,s, 1) = g(n,0)
y H(n,so,t) = jx(n). Es sencillo comprobar que H = e(H): S™ x I — £(N, X) verifica
que H(s,0) = e(f)(s) = f(s), H(s,1) = e(g)(s) = 4(s) y H(s0,t)(n) = e(H)(s0,t)(n) =
H(n,so,t) = jx(n) para todon € N,s € S™,t € I. Ademéss H es continua aplicando que
la exponencial es biyeccién para K = S™ x I. De esta forma f%g y [FIN =[N

De forma similar dada [h] € [(S™, so), (St(N,X),jX)]*, con h un representante y k
otro, se tiene que si G: S™ x I — &t(N, X) es una homotopia de h a k& en T'op*. Tomando
G= e 1 (G):N x 8™ x ] — X obtenemos una homotopia exterior de h a &, bajo N, esto
es, G(n,5,0) = h(n, s), G(n,s,1) = k(n,s) y G(n,so,t) = e~L(G)(n, s0,t) = G(s0,t)(n) =
jx(n) paratodon € N, s € S™,t € I.

Concluimos asi que tenemos el isomorfismo

[(N X Sn,’is()), (X,jX)]N = [(Sn:SO)) (gt(NX)va)]*

paratodon > 0. O

Corolario 1.4.3
Sea X € N TIE: £tN — Set. Entonces ITE (X) verifica que:
(a) Para n = 0 es un conjunto punteado.
(b) Para n = 1 es grupo.
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(c) Para n > 1 es grupo abeliano.

Demostracién:

Es consecuencia directa del Lema 1.4.2. O

Nota 1.4.4

El funtor II¢ queda definido de la siguiente forma:

ME:EtN — Grp n>1

Me: 6N — Ab n>1

Definicién 1.4.5 Sea X espacio exterior y jx: N — X una sucesién base exterior. Para

n > 1 llamaremos n—ésimo grupo de homotopia exterior de X basado en jx a I15(X, jx).

Definicién 1.4.6 Sea f: X — Y aplicacién exterior en £t. Se dice que f es una

equivalencia débil exterior si verifica una de las condiciones siguientes:
a) Si £t(N, X) = 0, entonces Et(N,Y) = 0.

b) Si £¢(N, X) # 0, entonces para toda sucesién base exterior en X, j: N — X y para
todon >0 IE(f):TE(X,5) — TE(Y, f4) es un isomorfismo.

Definiciéon 1.4.7 Sean X un espacio exterior y A un subespacio exterior, denotamos
por : A — X la inclusién candnica en £t. Decimos que A es un retracto exterior de
deformacion fuerte de X si existe m X — A exterior con 7 = id4 y una homotopia
exterior H: X x I — X verificando que H(z,0) = ir(z), H(z,1) = z, es decir, ir%idx
y H(a,t) = a para todo z € X,t € I,a € A. Denominaremos a r retraccion exterior de X
en Ay a H deformacion exterior de Xen A.

Observaciones 1.4.8

(a) Si A es un retracto exterior de deformacién fuerte, entonces i: A — X es una equi—
valencia débil exterior.

(b) En el resto del trabajo escribiremos £¢(N, X) como XN y lo denominaremos espacio

de sucesiones exteriores en X.
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Capitulo 2
Una estructura de categoria de modelos cerrada para la categoria

de los espacios exteriores

En este capitulo probamos que la categoria de los espacios exteriores £t satisface
los axiomas de tipo CM que caracterizan el modelo axiomatico de categoria de modelos
cerrada (Teorema 2.1.6). Definimos también la nocién de N-complejo y demostramos un

teorema tipo Whitehead y en ciertas condiciones un teorema de Whitehead propio.

En la primera seccién definimos tres clases de morfismos: fibraciones, cofibraciones y
equivalencias débiles. Llamaremos fibracion a aquellas aplicaciones que tienen la propiedad
de elevacion de homotopia a derecha respecto a las aplicaciones 0p: P? = N x DI —
D x I =NxD9x [ para todo g > 0, equivalencias débiles a las equivalencias débiles exte-
riores y cofibraciones a aquellas que tienen la propiedad de elevacidén a izquierda respecto

a las fibraciones que ademads son equivalencias débiles.

Es sencillo demostrar que en £t todo objeto es fibrante. También obtenemos un
resultado que asegura que f es equivalencia débil (o fibracién) si y sélo si la inducida por
fofN:EHN, X) — EH(N,Y), es equivalencia débil (o fibracién) en Top con las topologias
TN, Usaremos este resultado en la demostracién del Teorema 2.1.6. El axioma CMI1
fue probado en el capitulo anterior, los demds se demuestran sin excesivas dificultades
salvo CM5 (factorizacién) que requiere més esfuerzo. Para probar CM5(a) es preciso ver
que toda f: X — Y puede factorizarse como una cofibracién trivial : X — X seguida
de una fibracién p: X — Y. Ello se consigue mediante una adaptacién del argumento
denominado “del objeto pequefio” (ver Quillen [Q]) en la categoria de los espacios exteriores

y que consiste en la construccién de un diagrama

en el que X se obtiene de X,,—; considerando los diagramas conmutativos Dy
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Ux
D Xn—l

la& lpn-—l

D [ —2

y definiendo X, por el push—out de !Xlu Ay de L/ea()\, asi como i,: X,,—1 — X, la aplicacién
inducida en él.

Obtenemos la aplicacién p,: X, —— Y al aplicar la propiedad universal de este

dltimo push—out a Ij\w A Y Pn—1. Para conseguir la factorizacién se toma ()? , p) colimite de

{Xn,Pn}nen €% la inclusién natural de X en el colimite X.
La idea para demostrar CM5(b) es similar.

A esta estructura de categoria de modelos cerrada para £t la denominaremos “exte-

rior” asi como a las tres clases de morfismos y demés nociones asociadas.

En la segunda seccién introducimos la nocién de N-complejo en £t, que juega un

papel similar a la de CW—-complejo en Top.

Un N-complejo X se construye de forma inductiva, como un CW-complejo. El
n—esqueleto X,, se obtiene del n — 1 esqueleto X,,_; pegando, mediante aplicaciones exte-

riores, N—celdas de dimensién n que son de la forma N x D™,

Obtenemos asi un espacio X que posee la topologia y externologia débiles respecto a
la filtracién constituida por los n—esqueletos. Probamos que todo N—complejo es un objeto
cofibrante en £t.

Definimos el espacio de caminos de Y € &t, denotado Y/, y demostramos que la

. ., . do,d .
factorizacién de la diagonal Ay como Ay:Y 2 v! (doyda) Y X Y es un objeto de

caminos en £t segin la definicién de Quillen. Como consecuencia obtenemos el resultado
de que la relacién de homotopia a derecha de Quillen coincide con la relacién de homo-
topia exterior. Aplicando este hecho y que todo N—complejo X es fibrante y cofibrante
demostramos que toda aplicacién exterior entre N—-complejos es equivalencia débil si y sélo

si es equivalencia de homotopia exterior.

Ademas relacionamos los N—complejos con los CW-—complejos. En concreto de—
mostramos que todo CW—complejo localmente finito, de dimensién finita y con una canti-
dad numerable de celdas en cada dimensién admite una estructura de N—-complejo con un
numero finito de N—celdas. Asi, para CW-complejos localmente finitos de dimensién finita
v con una cantidad numerable de celdas en cada dimensién, demostramos un teorema de
Whitehead propio.
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Para finalizar probamos que, si X es N-complejo, 9,+01: XUX — I.X es cofibracién

exterior.

2.1. La estructura exterior de categoria de modelos cerrada para £t.

En DY tomamos la externologia indiscreta Einqg = {D9} al igual queen I,Epg = {I} y
en ambos espacios la topologfa euclidea, T,,. Los dos son espacios compactos v Hausdorff,

por tanto también lo es D? x 1.

En D? =NxD?yen D? x I =N x D? x I tenemos las topologias producto y la

externologia definida a comienzo de la Seccién 1.3 para N x K con K compacto arbitrario.

Estas estructuras de espacio exterior para DY, I, D? y D7 x [ seran empleadas en

todo el trabajo.

Recordemos que la aplicacién dp: N x D9 — N x D4 x I esta definida como 0p(n, z) =
(n,z,0) para todo (n,z) € Nx DI x I =D9xIyq>0. Ademss con las topologias y

externologias mencionadas anteriormente 0y es exterior.

Definicién 2.1.1 Una aplicacién exterior p: E — B se dice fibracion si para todo

diagrama conmutativo en £t

u

De

DI x [ ——>

existe una homotopia exterior v': D? x I — E verificando que pv’ = v y v'9y = u, para

todo ¢ > 0. A“v"” se le denomina elevacién de v.

Definicién 2.1.2 Una aplicacién exterior f: X — Y es equivalencia débil si y sélo si es

equivalencia débil exterior en el sentido de la Definicién 1.4.6.

Definicion 2.1.3 Una aplicacién exterior i: A — C se dice cofibracion si tiene la
propiedad de elevacién a izquierda respecto a cualquier fibracién p: E — B segin la
Definicién 2.1.1 que ademads sea equivalencia débil atendiendo a la Definicién 2.1.2, es

decir, que para todo diagrama conmutativo en £t
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f

_>E‘

o

—LB

P

~—

Q

existe una elevacién g’: C — E verificando que ¢'i = f y pg’ = g.

Nota 2.1.4

La proyeccién pry: D9 x I — D1 es exterior pues es continua y externa como se probé
en la Proposicién 1.2.2.
Proposicién 2.1.5

Todo objeto en £t es fibrante.

Demostracion:

Es necesario probar que ¢: £ — * es fibracidn, esto es que cualquier diagrama para
qg=>0:

u

D1 E

-

DI x [ —— x

existe una elevaciéon v': D? x I — E verificando que v'8g = u y cv’ = v. Tomaremos
v' = upry con pri:D? x I — DY la proyeccién en el primer factor. La aplicacién u es
exterior por hipdtesis, pri lo es también por lo sehalado en la Nota 2.1.4 y asi v’ verifica
las condiciones precisas. O

Teorema 2.1.6

La categoria de los espacios exteriores £t, tiene estructura de categoria de modelos
cerrada.
Demostracion:

Para conseguir el resultado probaremos los axiomas CM.
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El axioma CM1 se verifica pues por la Proposicién 1.2.2 y la Proposicién 1.2.3 existen
limites y colimites en £t y, por tanto, limites y colimites finitos.

Para probar CM2, es decir, que dadas f, g, gf, si dos de ellas son equivalencias

débiles, también lo es la tercera nos apoyaremos en un apartado del siguiente lema.

Lema 2.1.7

Sea f: X — Y aplicacién exterior. Denotamos por fN: XN — VN 4 la aplicacién
definida, para toda a € XN, como fN(a) = fa. Consideramos en X" e YN las topologias
T% y TY respectivamente. Entonces:

(a) f es fibracién exterior si y sélo si fN es fibracién en Top.

(b) f es equivalencia débil exterior si y sélo si fN es equivalencia débil en Top.

Demostracion:

(a) Dado un diagrama conmutativo en &t

DI=NxDI———X

lideao lf (1)
Dix [=NxDiIx ] ——=Y

al aplicar la exponencial, por el Teorema 1.3.1, se corresponde de forma. biyectiva con otro

diagrama en Top

para todo ¢ > 0. Entonces existe una elevacién en (1) si y sdlo si existe una elevacién en

(2) y se tiene el resultado.

(b) Si XN = (), entonces si f es equivalencia débil exterior, por la Definicién 1.4.6, se
tiene que YN = ). Asi fN es la identidad del vacio y por tanto equivalencia débil en Top.
Reciprocamente si XN = 0 y fN es equivalencia débil en Top, YN =l y f es equivalencia
débil exterior.
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Supongamos que XN # (. Dada f: X — Y aplicacién se verifica que fN es continua
si y sblo si f es exterior, para demostrarlo basta aplicar el Teorema 1.3.1 con K = .

Para f: X — Y exterior se dice que f es equivalencia débil exterior si y sélo si induce
isomorfismos en todos los grupos de homotopia exterior para cualquier sucesién exterior
en X, jx:N — X, es decir ;

I (X, jx) BT (Y, fix)

para todo ¢ > 0. Teniendo en cuenta el Lema 1.4.2 existen las siguientes biyecciones

(X, jx) = (XN, jx)

I (Y, fix) = (Y, fix)
para todo g > 0, donde a la izquierda tenemos grupos de homotopia exterior y a la derecha
grupos de homotopia estandar de los espacios punteados (XY, jx) y (YN, fix).

De esta forma tenemos los diagramas conmutativos para todo ¢ > 0

TE (X, jx ) —= TE(Y, fix)

illle lllle
M

Hq(XijX) > Hq(YNyij)

lo que prueba que f, es isomorfismo si y sélo si fY es isomorfismo. O

Dado que Top es categoria de modelos cerrada, CM2 se verifica. Haciendo uso del

apartado (b) del lema anterior, CM2 en Top implica que CM2 se verifique en £t.

Probamos ahora CM3, esto es que las cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles
son clases de morfismos cerradas por retractos.

Recordemos que f: X — Y es retracto de f': X’ — Y si existen ¢ € Morg,(f, f')
y ¥ € Morg:(f', f)

X x x - x

ol bk

e y' sy
o "
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tales que 9y = idy.

Para probar que si f’ es fibracién f también lo es, es preciso demostrar que tiene la
propiedad de elevacién a derecha respecto a dg: D? — D9 x [ para todo ¢ > 0. Observando

el siguiente diagrama

g P1 U1

D1 X X' X
N
DI x [ g v P2 v Y2 y

vemos que por ser f’ fibracién existe una elevacién h': D? x [ — X' con h'dy = p19 y
f'h = ¢33. Tomando como elevacién h = 1’ se tiene que hdg = Y1h'y = V119 =gy
fh = firh = Yo f'h = 1hopag = 7.

Si f’ es cofibracién, f también lo es pues dado un diagrama

<
~-—M

-,
:
vy

con p fibracién, podemos construir otro diagrama conmutativo:

X P1 X ¥y X g E
O O (O
P2 P2 g
Y Yy’ Y B

Dado que f’ es cofibracién existe h': Y’ — FE con ph’ = o y h'f' = gip1. Escogemos
como elevacién h = h/ps que verifica que hf = h'oof = W' flo1 = g1 = g vy que
ph = ph'2 = gihap2 = §.

Para finalizar veamos que si f’ es equivalencia débil, también lo es. Primero ob-
servemos que si f es retracto de f/, se tiene que fN es retracto de (f')N (basta aplicar
el Teorema 1.3.1). Dado que f’ es equivalencia débil por hipétesis, al aplicar el Lema
2.1.7.(b) tenemos que (f')N es equivalencia débil en Top. Por CM3 en Top esto implica
que fN es equivalencia débil en Top. Por el Lema 2.1.7.(b) otra vez esto equivale a que f
es equivalencia débil de £t.
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Demostrar CM$5 resultard més laborioso. Es necesario probar que dada f: X — Y

aplicacién exterior puede factorizarse de dos formas:
(a) f = pi con 7 cofibracién trivial, p fibracién.
(b) f = qj con j cofibracidn, ¢ fibracién trivial.

Examinemos primero el caso (a). Dada f: X — Y construiremos un diagrama:

i1 2

X\ X1 X2
y lm/p
Ny
Y

Hacemos Xo = X y pg = f y supongamos construido X,_;. Para construir X,
tomamos A, conjunto de indices A € A de diagramas conmutativos D) de la forma

ux
DN ——— Xn—l

lag‘ lpn—l

DO x [ —2

con gy > 0. Definimos X,, por un push—out en £t

o
ax
ALeJAD n-1
ll_l 8(),‘ in (3)
A Uy
qx
,\lé'A:D I X,

v la aplicacién i,: X,,_1 — X, la inducida en él. Aplicando la propiedad universal
de tal push-out ap,_ 1: X1 — Y ya L/\_l’UA: \I_IA D> x I — Y con lo que obtenemos
A€

Pn: X — Y verificando que pn(LXI wy) = 13\“))‘ v que extiende a p,_1, esto es, Pni, = Pp—1.

Tomamos ()?,p) el colimite de {X,; Dn}nen-

Si denotamos por k,: X, — X la inclusién natural de X, en X vy consideramos
1 = kg, entonces se sigue que f = pi.

Veamos que p es fibracién. Supongamos probado que cualquier aplicacién exterior
a: DY — X factoriza a través de un X,, como una composicién a: D? — X,, — X

hecho que demostraremos a final del capitulo. Sea un diagrama conmutativo:
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D1 X

-

DIx [ ——>Y

. . , kn .
Se tiene que « factoriza a través de un X,, como o: D7 =% X,, = X y asi (D) C X,,.

Dado que X, 11 se construye mediante un diagrama push—out analogo a (3), existe

IXiwA: \LJA DY x I — Xp,41. Volviendo a aplicar la propiedad universal del push—out a
A€

lXJv A Y a p, tenemos existe p,y1 con pn+1(lxl wy) = Lxlv,\. Se tiene que, por conmutatividad

de (3), ins1(Uwn) = (Jwa) (L),

De esta manera el diagrama (4) se transforma en

ux ingl knt1  ~

D™ Xn Knt1 —> X
UX

DI x [ Y

Tenemos que existe wy: DI x I —» X, 1 en el indice A € A verificando que ppi1w) =
vy Y WAOY = inprux. Como P41 = pkny1, tomando la elevacién A = k1w, queda
demostrado que p es fibracién.

Resta por probar que i es cofibracién trivial. En primer lugar veamos que
In: Xpn—1 — Xn es cofibracién. La construccién de X, es a través de un push—out como
en (3), pero 93: D — D x [ tiene la propiedad de elevacién a izquierda respecto a
las fibraciones por como hemos definido fibracién, luego lxlaé‘ también y asi i, tiene esta
propiedad por ser el lado opuesto en un push—out. Por lo tanto, en particular, tiene la

propiedad de elevacién de homotopia respecto a fibraciones triviales y es cofibracion.

Probar que 4, es equivalencia débil utilizaremos el siguiente lema.

Lema 2.1.8

Sea un diagrama push—out



en la categoria de los espacios exteriores. Si A es un retracto de deformacién fuerte exterior

de X, entonces B es un retracto de deformacidn fuerte exterior de Y.

Demostracion:

Si A es un retracto de deformacién fuerte exterior de X entonces existe 1 X — A
retraccién con 1@ = id4 y una deformacién exterior H: X x I — X wverificando que
H(z,0) = ir(z),H(z,1) = z y H(i(a),t) = i(a) para todo ¢ € X,t € I,a € A. Si
aplicamos la propiedad universal del push—out (5) a ¢dg y a ur: X — B existe una tnica
h:Y — B verificando que hj = idg y hv = ur. Tomaremos h como retraccion.

Veamos ahora que jh%”idy. Primero recordemos que por el Teorema 1.3.5
Et(A x I,B) = E£t(A,Top(I,B)), por tanto _ x I es adjunto a izquierda de Top({,- ),

por ello conserva colimites, luego push—outs. Asf el cuadrado siguiente es push-out

uxidr

AxI——BxI

lixidl ljx’idj
idy

v X

XxI——Y x1I

Como vH (i xidr) = vpri(i x idy) = jpri(uxidy), entonces por la propiedad universal
del push-out aplicada a vH y a jpri: B x I — Y, existe una dnica F:Y x I — Y con
F(vxidr) =vH y F(j X id;) = jpr;. Probaremos que F' es la deformacién buscada.
Primero F'0y = jh pues tenemos que FOyv = F(v X idy)0y = vHOy = vir = jur = jhov.
En segundo lugar F9; = idx ya que FO1v = F(vx1d)d, = vHO = vidx = idyv. Ademds
F(j x idr) = jpry y por tanto F verifica las condiciones de la Definicién 1.4.7. O

Corolario 2.1.9

Se tiene que X, _1 es retracto de deformacién fuerte exterior de X,,.

Demostracidon:

Dada 33: D — D™ x [ se verifica que pr183 = idpay con pr; exterior por la
Nota 2.1.4. Definimos una homotopia F\: D9 x I x I — D% x I como Fy(z,t,s) = (z,ts)
para todo (z,t,s) € DI x I x I. Se tiene que F(z,t,0) = (z,0) = dopri(z, t), F(z,t,1) =
(z,t) y Fi(z,0,8) = (x,0) = dp(z) para todo (z,t) € D x I, s € [ yx € D™, Asf

concluimos que D? es un retracto de deformacién fuerte exterior de D9 x I. Es sencillo
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comprobar que, como consecuencia de lo anterior, ALIA D% es un retracto de deformacion
=

fuerte de AI_JA D x I sin més que tomar como deformacién lfF -
€

Ahora observemos que X, se construye a partir de X, -1 por un push—out en £t

Lluy

L DQA
AEA “An-1

lua@ in
A UU,\

DN
U xI L,

que verifica las hipétesis del Lema 2.1.8 y por ello deducimos que X,,_; es un retracto de

deformacién fuerte exterior de X,. O

Ahora probemos que i: X — X es equivalencia débil.

Lema 2.1.10

La inclusién i: X — X es equivalencia débil.

Demostracion:

Primero observemos que si X = ) entonces no existe ninguna u: D9 = Nx D — X
exterior, porque aplicando la Proposicién 1.3.1 existiria e(u): DI — XN = 0 lo que es
contradictorio. Por ello concluimos que, por como construimos X, si XN = ) entonces

X=X y por lo tanto ¢ = idx que es equivalencia débil.

Sea XN + (). Necesitamos demostrar que i: II£ (X, a) — II£ (X, 4a) es una biyeccion
para todo ¢ > 0 y toda a € XN, Dada [f]N € Hg()?,ia) un representante de [f]N serd de
la forma f: 87 — X.

Supongamos que toda §: S — X factoriza a través de un X, para n suficientemente
f kn 3
Xpn——X

con k, inclusién natural de X,, en el colimite, resultado que probaremos posteriormente.

grande. Entonces se verifica que f factoriza como la composicién f: §9
Sabemos que la composicin finita de equivalencias débiles es equivalencia débil, luego como
instn—1,--.,11 son equivalencias débiles lo es su composicién i, in_1...141.

De esta forma podemos encontrar f”:87 — X tal que (in tn—1...20)«[f"] = [f'],
pero (kn in in—-1...91)« [["] = (kn)«[f'] = [f] ¥ como & = ky, iy, tn—1 ..., se tiene que i,
es sobre.
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Veamos que 4, es inyectiva. Sean [f]N, [g]N en IIZ (X, a) tales que i.[f] = 4.[g], esto es
existe una homotopia exterior H: 8% x [ — X con H O =if y HO; = ig. Supongamos
demostrado que toda aplicacién exterior de la forma F: S9x [ — X factoriza a través de
un X,, para m suficientemente grande. Haciendo uso de este resultado podemos kaﬁrmar

7 X

que H factoriza a través de un X,,, como una composicién H: 8% x [ Xm
Por el mismo argumento usado anteriormente %y, i, ...%1 es equivalencia débil por lo que

existe H":87 x I — X verificando que H"8y = f y H"9; = g. Asi, tomando como
homotopia H”, queda probada la inyectividad de i.. O

Para finalizar probemos que i es cofibracién.

Dado un diagrama conmutativo

B
l\h
&}

P —
™.

IO S
Q

<
w

con ¢ fibracién, vamos a probar que existe ¢': X — E verificando que ¢'i = f y q¢’ = g.
Ahora bien, hemos demostrado que i,, tiene la propiedad de elevacién a izquierda respecto

a fibraciones, asi que para 41: X — X7 tenemos el diagrama

X—F

gk1

X1—B

y podemos encontrar una elevacién g;: X3 — FE con 4191 = f y qg1 = gki1, donde
kn: Xp — X es la inclusién natural de X, en el colimite para todo n € N. Para construir

g2, tomamos el diagrama

g1
Xl —

gk2

Xo—B

Puesto que i3 también posee la propiedad a la que aludimos antes, existe go: X9 — E
con giiz = g2 ¥ q92 = gko. Asi podemos construir {gn}nen €ON gn-1in = gn ¥ qgn =
gk,. Aplicando la propiedad universal del colimite a (E, { gn}neN) obtenemos la elevacién
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g’ X —E que cumple que ¢’'k, = g, vy por tanto ¢'i = f. Ademds, como se tiene que
q9n = q9'kn, = gk, aplicando otra vez la propiedad universal a (B, {qg'kn }nen) llegamos
a que q¢' = g.

Dado que ¢ tiene la propiedad de elevacién a izquierda respecto a fibraciones, también
la tiene respecto a fibraciones triviales y es cofibracion.

Con esto concluimos la demostracién del apartado (a).

Ahora se trata de probar que f puede factorizarse como ¢j donde j es una cofibracién
seguida de una fibracién trivial q.

Dada f: X — Y construimos un diagrama como el siguiente

Sea Yo = X, qo = f, suponemos construido Y,_i. Para construir Y,, se consideran los
diagramas Dy, con A € A, de la forma

us
SH-1 ——Y, 3

li)\ lQn—l
UN

D Y

congy >0, D™ =NxD», SH 1 =Nx8S®» 1 ¢ 7, =Nx#:Nx S»"1 — Nx DN®
para simplificar notacién. Se definen Y,, y jn:Yn_1 — Y, por el push—out en &t:

Uuy

a—1 A
s Ay

Para definir ¢, aplicamos la propiedad universal del push—out a ¢,_1 y a lxlm. En-
tonces gping = L/_\J’UA y ¢ extiende a ¢,_1, es decir, ¢,jn = Gn_1.

Tomamos (?,q) limite directo de {Yn;gn}nen y la aplicacién j: X —s Y como la
inclusién natural del espacio X en el colimite Y. Se tiene que f =qj.
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En primer lugar veamos que ¢ es fibracién trivial. Para ello supongamos que toda
aplicacién exterior §: S¢ — Y factoriza a través de Y, para n suficientemente grande y
aplacemos la demostracion de este hecho para el final del capitulo. Por la construccién de
cada Y,, gracias a push—outs sucesivos y siguiendo un razonamiento similar al empleado
para probar en el apartado (a) que p es fibracién, podemos concluir que g tiene la propiedad
de elevacién a derecha respecto a la aplicaciones 7: S9~! — DY para todo ¢ > 0; lo que es

equivalente, por la siguiente proposicién, a que ¢ sea fibrcién trivial.

Proposicién 2.1.11

La aplicacién f: X — Y es fibracidn trivial si y sélo si f tiene la propiedad de

elevacién a derecha respecto a las aplicaciones 7: S7~1 — D9 para todo ¢ > 0.

Demostracion:

La aplicacién f tiene la propiedad de elevacién a derecha respecto a 7: S9! — DY si

existe una h’: D? — X que hace conmutativo todo diagrama de la forma

S-1—>X

para todo ¢ > 0 en &t.

Pero aplicando la ley exponencial por el Teorema 1.3.1 esto es equivalente a que
N XN — YN con la topologias TR y TV, tenga la propiedad de elevacién a derecha
respecto a 1: 5971 — D9 para todo ¢q > 0, en cualquier diagrama conmutativo en Top

541 —— XN

-

D‘I———>-YN

Por el resultado [Q; IL.3.Lemal] esto es equivalente a que fN sea fibracién trivial.
Observemos que f es fibracién si y sélo si fN es fibracién en Top, por el apartado (a) del
Lema 2.1.7, y f es equivalencia débil si y sélo si fN es equivalencia débil en Top por el

apartado (b) de ese mismo lema. Asi se tiene que f es fibracién trivial. 0O
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Ahora veamos que 7: X — Y es cofibracién. Primero probemos que cada
Jm: Ym—1 — Y, es cofibracién. Recordemos que Y, se obtiene a partir de Y,,_; por
un push—out

gr—1
LX"S —> Im-1

ll;'@ ljm

L DIx

A€A Y

pero por la Proposicién que acabamos de demostrar 7y: Sg_l — D% es una cofibracién y
por tanto L{li,\‘ Dado que j,, es el lado opuesto en un push—out de una cofibracién, también
lo es. ’

En el apartado (a) demostramos que si i, es cofibracién para todon € Ny X se
obtiene como colimite de { X, }nen, ©: X — X también lo es. Una demostracion analoga

permite afirmar que j: X — Y es cofibracién.

Resta por probar que CM4 se verifica, es decir, que dado un diagrama de forma
4 ——

xfi

B ——

b

(6)

O —
=3

h<

tiene una elevacién h: B — X que lo hace conmutativo si se tiene una de las siguientes

condiciones:
(a) ¢ es cofibracién y p fibracién trivial.
(b) 7 es cofibracién trivial y p fibracién.
El apartado (a) se tiene por definicién de cofibracién.

En cuanto a (b) dado el cuadrado conmutativo (6) podemos factorizar ¢ como pz donde
7 es cofibracién trivial y p fibracién por CM5 (a). Dado que ya hemos probado CM2, p

también es equivalencia débil, luego fibracién trivial y existe una elevacién en el diagrama



s:B— A que lo hace conmutativo por CM4(a). Entonces i es retracto de 7 pues existen
w0 € Morgs(3,7),% € Morg:(7,1)

A%y A 4
B—> 31 i—2~B
© Y

con Y = id;.

Puesto que 7 es la cofibracién trivial obtenida por el proceso de factorizacién, tiene la
propiedad de elevacién a izquierda respecto a fibraciones. Luego 7, que es retracto suyo,
también la tiene por CM3.

Han quedado pendientes de demostracion varias afirmaciones de naturaleza similar.
Primero que toda aplicacién exterior de la forma a: D? — X, 3: 87 — X 6 F: 8% [ —

X factoriza para n suficientemente grande a través de un X, en la construccién efectuada
en CM5(a).

En segundo lugar que toda aplicacién de la forma §: 87 — Y factoriza a través de

un Y,, para n suficientemente grande, en la construccién realizada en CM5(b).

Su demostracién requiere una serie de resultados.

Lema 2.1.12

En la categoria £t dado el cuadrado push—out

con ¢ inyectiva se verifica que:
(a) Si ¢(A) es cerrado en X, entonces 7(Y) es cerrado en Z. Ademads 7 es inyectiva.
(b) Si i es cerrada entonces 7 es cerrada.

(c) Si ¢ es cerrada exteriormente entonces 7 es cerrada exteriormente.
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Demostracion:

(b) El conjunto Z puede verse como el cociente X LI'Y/ ~ donde ~ es una relacién
de equivalencia generada por las relaciones z ~ y si y sélo si existe a € A tal que i(a) =
z,f(a) = y. En Z tenemos la topologia y externologia push—out obtenidas tomando en
X UY la topologia y externologia suma y luego la topologia y externologia cociente de la

relacion de equivalencia ~.

Como i es inyectiva por hipdtesis, existen los siguientes tipos de clases de equivalencia:
unipuntuales en X, [z] = {z} si © ¢ Im¢, unipuntuales en Y, [y] = {y} siy € Imf y, por
ltimo, [y] = {y} U {z; i(a) = z con a € f~1(y)}.

Para probar (b) tomamos F cerrado en Y, entonces f~!(F) es cerrado por ser f
continua; ademds if ~'(F') es cerrado por ser 4 cerrada. Entonces if~1(F)U F es cerrado
y saturado para p: X UY — X UY/ ~; esto es, p‘lp(z'f_l(F) U F) =if"1(F)UF pues
ifTY (F)UFCplp (if‘l(F) U F) siempre y el otro contenido se verifica por ¢ inyectiva.

Por tanto p(if ~!(F) U F) es cerrado en Z, por ser imagen de un cerrado saturado
por p. Luego #(F) = p(if ~}(F) U F) es cerrado.

(a) Si i es inyectiva es claro que 7 también lo es. Debido a que 7(F) = p(if "} (F)UF),
como Y es cerrado se tiene que if ~1(Y) = i(A), cerrado por hipdtesis, y por tanto #(Y) =
p(z’ ffmu Y) es cerrado, con lo que hemos probado (a).

(c) Para externologias la demostracién es andloga a la de (b). O

Observaciones 2.1.13

(a) SiY € &ty & # Tx, 1(Y) no es cerrado exterior en Z porque Y no es cerrado
exterior en si mismo ya que Y =0 ¢ Ey.

(b) En la construccién de CM4(a) cada X, se obtiene como un push-out que satisface
las hipdtesis del Lema, 2.1.12 y, por tanto, i,: X,—1 — X, es inyectiva. Por ello, por abuso
de notacién escribiremos X ¢ X; C...C X, C...C X.

(c) La construccién de los Y, realizada en CM/(b) también es a través de un push—out
que verifica las hipétesis del Lema 2.1.12 y as{ j,: ¥Y,—1 — Y}, es inyectiva. De esta forma,
podemos considerar que X C Y1 C Y, C...CY, C...C Y.

Si XN =, entonces X = X. En otro caso XN # 0 y se tiene que X, \ X,,_; # 0 para
todon € N,

Anélogamente para Y de CM4(b).
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Recordemos la construccién de X. Todo X, es el resultado de un push—out.

[N
AlEIAD > Xn-1

A )
o

qx
X X,

donde 83 es cerrada, inyectiva, y por tanto ‘X](%\ también. Asi segin el Lema 2.1.12 se
tiene que X, _1 es cerrado en X,, para todo n € N. De este hecho se deduce que X = Xy es
cerrado en X, para todo n € N. Si probamos que X tiene la topologia débil concluiriamos
que Xg = X es cerrado en X.

Similarmente si Y tiene la topologia débil podriamos deducir que X = Y} es cerrado

enY.

Lema 2.1.14

La topologia que se obtiene en X mediante la suma disjunta de las topologias de X,
n € N y més tarde tomando la topologia cociente inducida por la relacién de equivalencia

T ~i1(x) ~idg i (T) ~ o~ 1.1 (3) ~ o T, es la topologia débil.

Demostracion:

Dado U, es abierto en X = U X,/ ~ siy sélo si U = p(U) con U abierto saturado en
UX,, estoes p~ip(U)=U.
n

Veamos que si U es abierto en X en la topologia TEE también lo es en la topologia
débil Tye.

Si U abierto en X = U Xn/ ~U = p(U) con U abierto saturado en Ul X,,, luego
n n
UNX,=pU)NX, =t 1p p(U) =t;1(U) que es abierto por ser ¢, continua para todo

n, con t,: X, — U X, la inclusién candnica.
n

Ahora dado U en X abierto en la topologia débil Ty, esto significa que Un Xn

es abierto para todo n € N, entonces tenemos X, — UXa UX,/ ~vy
n n

UNX, =t;'p}(U) es abierto en X, para todo n € N, luego p~(U) es abierto en U X,,.

'3
Ademés p~1(U) es saturado, ya que p~'pp~1(U) = p~1(U) por p sobre. De esta forma
U= pp'l(ﬁ ) es abierto en la topologia Ty y podemos concluir que Ty = T O
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Podemos anunciar un lema similar para externologias.

Lema 2.1.15

La externologia que se obtiene en X mediante la suma disjunta de las externologias
de X,, n € N, y méas tarde tomando la externologia cociente inducida por la relacién de

equivalencia  ~ i1 (x) ~ 4981 (x) ~ ... ~inin—1...01(x) ~ ..., £, es la externologia débil.

X

Su demostracion es analoga a la del Lema 2.1.14.

Lema 2.1.16

Sea p € X,, \ X entonces {p} es cerrado y cerrado exterior en X,.

Demostracion:

Recordemos que para m tal que 1 < m < n el espacio exterior X, se obtiene por el

push—out en £t

[*)N
/\gAD — X1

A 3
l"j\‘]ao lzm

Aen PP —— X

En X, tenemos la topologia y externologia débiles por el Lema 2.1.14 y el Lema
2.1.15. Se tiene que para un ciertom, 1 <m <n,p € X \ Xn—1, asi p € D9 x [ . Por
ser {p} compacto y cerrado se tiene que {p} es cerrado exteriormente en D9 x I. También
{p} es cerrado y cerrado exteriormente en ,\IéJA D x I. Ademds {p} N X; = {) para todo
I <m — 1. Como consecuencia {p} es cerrado y cerrado exteriormente en X,,. Aplicando
el Lema 2.1.12 se tiene que 1,: X,_; — X, es cerrada y cerrada exteriormente, para todo
r € Ny asi también la composicién ¢t = ip, ... im+1: X;m — Xy, por ello {p} es cerrado y
cerrado exteriormente en X,,. O

Lema 2.1.17

Sea K C X con K compacto, entonces existe n € N tal que K C X,,.

69



Demostracion:

Razonemos por reduccién al absurdo. Si no existe tal n, dado ny > 0 existe k; € K
verificando que k; € X, \ Xp,-1. Como K ¢ X,,, podemos encontrar ky € K con ky €
Xno \ Xn,—1. Podemos repetir la construccién para todo i € N y encontrar una sucesién
k; tal que k; € X, \ Xpn,—~1 . Ademds podemos suponer que 0 < nj; <ng < --- < ny < -,
Sea T = {k;; i € N}; es claro que T C K y es un conjunto numerable. Veamos que T es
un conjunto cerrado y que posee la topologia discreta.

Dado S C T, tenemos que S N X, es finito y SN X, N X = @, por como ha sido
construida la sucesién. Por el Lema 2.1.16 todo punto es cerrado y como SN X, es unién
finita de cerrados, es cerrado en X,, para cada n > 0. Asi S es cerrado en X por el Lema
2.1.14 y T tiene la topologia discreta y T es cerrado.

Con esto llegamos a un absurdo, pues por un lado 7" es un cerrado contenido en un

compacto K, luego compacto, y por otro es numerable y discreto. O

Proposiciéon 2.1.18

Sea Z espacio exterior, con una topologia Hausdorff, o—compacto y localmente com-
pacto y dotado con la externologia de los complementos de los cerrados y compactos.

Entonces dado f:Z — X exterior, siempre existe un n tal que f factoriza a través de
X,.

Demostracién:

Por [Du; X1.7.2] al ser Z, Hausdorff, c—compacto y localmente compacto existe una

0 0
sucesion creciente de compactos { Ky, }nen verificando que Ko C K1 C K1 C Ko C Ko C ...
yvque U K,=72.
neN

Razonemos por reduccién al absurdo y supongamos que f no factoriza a través de
ninguin X,.

Por el Lema 2.1.17 tenemos que f(K;) C X,, para todo 7 € N con n; > n;_; porque
K;—1 C K;. Podemos tomar n; > n;_1. Si f no factoriza existe una sucesién k:N — Z
tal que k() = k; € K; \ K;—1y f(ki) ¢ Xp,_, para todo ¢ € N. Veamos que k es externa.
En Z tenemos £Z y en N tenemos £Y; dado T°¢ € £Z, se tiene que existe n € N con

K& C T°. Por como hemos construido la sucesién, k~1(KS) € &, y asi k~1(T°) € &N.

También k es continua por tener en N la topologia discreta. Por tanto k es exterior.

De esta forma podemos definir una aplicacién 0: N — X como o = fk. Asi, como

f es exterior por hipétesis, o lo es por composicién de exteriores. La aplicacién o cumple
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que o(i) € Xp, \ Xn,—1 ¥y que o(i) ¢ X, pero una aplicacién de esta manera no puede

existir como se prueba en el siguiente lema.

Lema 2.1.19

No existe o: N — X exterior tal que 0(3) € Xp, \ Xn,-1 ¥y ni — o0.

Demostracion:

Veamos que Imo es cerrado en X. Sabemos que Imo N X, es finito y que
ImonNX,NX =0, por lo que es cerrado exterior en X, para todo n € N por el Lema
2.1.16. Por tanto Imo es cerrado exterior en X. Ahora bien o ~1o(N) = N, que es cerrado
exterior por ser ¢ externa, pero N no es cerrado exterior porque es no compacto y asi

deducimos que no existe tal aplicacién : N — X. O

Es posible demostrar resultados similares a los 2.1.14, 2.1.16, 2.1.17 y 2.1.19 para la
construccién de Y realizada en CM4(b) y asi podemos probar un resultado anslogo a la
Proposicién 2.1.18.

Proposicién 2.1.20

Sea Z espacio exterior, 15, o—compacto y localmente compacto con la externologia
de los complementos de los cerrados y compactos. Entonces dada f: Z — Y exterior,

siempre existe n tal que f factoriza a través de Y.

Si tomamos Z = D?, Z = 8971 6 S9! x I para todo p > 0, como se trata de espacios
Hausdorff, c—compactos y localmente compactos basta aplicar la Proposicién 2.1.18 v su
analoga la Proposicién 2.1.20 para probar los resultados pendientes.

Notas 2.1.21

(a). En la categoria de los espacios exteriores £t, tenemos ahora una estructura de
categoria de modelos cerrada, que denominaremos “exterior”. Consideremos E£tN, cate-
goria de los espacios exteriores bajo N, esto es, espacios exteriores con una sucesién base y
aplicaciones exteriores bajo N, o lo que es lo mismo, que preservan las sucesiones base. Con-
sideremos U: EtN — £t el funtor olvido definido en la Seccién 0.1 para una categoria arbi-
traria. Por el Teorema 0.1.6 tenemos que se induce una estructura de categoria de modelos
cerrada “exterior”. De forma més detallada, las fibraciones son aquellas aplicaciones exte-
riores bajo N, f, tales que U f = f tiene la propiedad de elevacién de homotopia a derecha
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respecto a do: D? — D7 x I para todo ¢ > 0 en &£t. Por equivalencias débiles entendemos
las aplicaciones exteriores bajo N, f:(X,jx) — (Y,jy) tal que Uf = f: X — Y es una
equivalencia débil exterior en £t. Por iltimo las cofibraciones son aplicaciones exteriores
bajo N tales que tienen la propiedad de elevacién a izquierda respecto a las fibraciones que

ademads son equivalencias débiles.

(b). En capitulos posteriores demostraremos que existe otra estructura de categoria
de modelos cerrado para £t, con otras fibraciones, cofibraciones, equivalencias débiles, etc.
A los conceptos definidos en los Capitulos 1 y 2 los denominaremos “exteriores” para
diferenciarlos de los posteriores. Asi hablaremos de fibraciones exteriores, cofibraciones
exteriores, ..., abreviadamente £—fibraciones, £—cofibraciones, etc. A £t considerada con
la estructura exterior de categoria de modelos cerrada la denotaremos, £tg. Utilizaremos

esta notacién siempre que pueda existir confusién.

2.2 Teoremas de Whitehead.
Comencemos definiendo una nueva nocién, la de N—complejo.

Definicion 2.2.1 Sea X € £t, se dice que es un N—complejo si admite una filtracion
X 1cXoCcXyC...CX,C...C X con X_; =0 tal que X estd provisto de la
topologia y externologia débiles respecto a la filtracién anterior y cada X, se obtiene de
Xn—1 a través de un push—out en £t de la forma:

Ugx
U S/Y\L-l ‘—‘)‘/\ Xn—l

A€A
|_|7l-}\ i
A n
l U l

u pp_A
Aea A Xn

A cada f{(D}) la denominaremos N—celda. A gf:SY ' — X,,_; la llamaremos
aplicacidn de pegamiento y a cada f3: DY — X, aplicacion caracteristica de dicha N-
celda.

Designaremos por n—esqueleto al término n—ésimo de la filtracién anterior de X, X,,.
Recordemos que por la Proposicién 2.1.5 todo objeto es fibrante en £t.
Por el Teorema 0.2.2 si X,Y € £t son ademads cofibrantes, dada f: X — Y exterior,
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es equivalencia débil si y sélo si f es equivalencia de homotopia exterior. Esto sugiere que

seria interesante prestar atencién a los objetos cofibrantes en £t.

Teorema 2.2.2

Todo N—complejo X € £t es objeto cofibrante en £t.

Demostraciéon:

Dado X N-complejo en £t es preciso probar que la aplicacién } — X es cofibracién.

Procederemos por induccién.

Paran = 0 tenemos que S*~! = (), D" = Nx {*} y X, se obtiene mediante el push—out
en &t:

usyto
AGA A 0

Por la Proposicién 2.1.11 2: 8! — D™ es £-cofibracién para todo n > 0, luego

7:S71 — DO es E-cofibracién y por tanto también U 7y: U Syt — U DY, Asf como
X aea A X
) — X es el lado opuesto a 7 en un push—out, es £—cofibracién.

Tenemos que X, se obtiene por el push—out en £t.

n—1
J S/\ — Anp-1

AEA
U DY
AEA A Xn

Reiterando los argumentos empleados para n = 0 concluimos que X,,_; — X, es
E—cofibracién.

Si X es N-complejo entonces es colimite de X,, X = colim X,. De esta forma
tenemos que § — X es E—cofibracién sin mas que repetir los razonamientos empleados
en el Teorema 2.1.6 para demostrar CM5. O
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Proposicién 2.2.3

Dados A, B,C € £&t, localmente compactos, con topologias Hausdorff y tal que las
externologias en B y C son las de los complementos de los compacto—cerrados. Sea X el

espacio obtenido mediante el push—out en £t

f
—_—

.

<_
©«
b~

T

Entonces se verifica que:

(a) La externologia push—out es menos fina que la de los complementos de los

compacto—cerrados en X, EX.

(b) Si f y g son propias, g inyectiva, la externologia push—out y la de los complementos
de los compacto—cerrados en X coinciden.

Demostracion:

(a) El espacio push—out X se obtiene haciendo la suma disjunta de By C,BUC, y
luego cociente la relacién ~ generada por b ~ c si existe a € A tal que f(a) =by g(a) =c,
asi tenemos p: BUC — BUC/ ~= X.

En X tenemos la topologia y externologia push—out que coinciden con la topologia y

externologia débiles por el Lema 2.1.14.

Dado U abierto exterior en X, es de la forma U = p(U) con U abierto exterior
saturado en BLIC. El abierto exterior U es de la forma U = U; UU; con U; complemento
de un cerrado y compacto en B, que denotaremos K, y Uz complemento de un cerrado
y compacto en C, que denotaremos K5. Se tiene que U* es un cerrado v ademaés Ue =
(p(U))* = pp_1<(p(U))c> = p(p~Y(p(U))° = p(U*) por ser p sobre y U saturado. Por

tanto U¢ = p(K1 U K3), luego es compacto.

Asf hemos probado que la externologia de los complementos de los compacto—cerrados

en X, £X es mas fina que la externologia push—out, Epo-

cec?

(b) Ahora demostraremos que si f y g son propias y g inyectiva, entonces £X C &

y ambas externologias coinciden.

Dado K¢ complemento de un cerrado y compacto en X, es necesario ver que es

un abierto exterior en la externologia push—out. Tenemos que K¢ € &,, si y sdlo si

T4



iz 'p~1(K°) es abierto exterior en C y ] 'p '(K°) es abierto exterior en B, donde
i11:B— BUC,ip:C — BUCyp:BUC — BUC/ ~ son las aplicaciones canonicas.
Pero por la Proposicién 1.1.12 la afirmacién realizada es equivalente a asegurar que 41,42, p

sean aplicaciones propias.

Se tiene que 11, i3 son propias. Esto es claro ya que todo compacto y cerrado en BUC
es de la forma K; U Ky con K cerrado y compacto en B y Ky cerrado y compacto en C',
y como ifl(Kl U Ky) = Ki, i;l(Kl N K»3) = K», queda probada la afirmacién.

Para demostrar que p: BUC — BU C/ ~ es propia empleamos [Ba.2; 1.1.13] com-
binado con el resultado [J; 2.61], que afirma que una aplicacién cerrada f: X — Y es
propia si y sélo si f~!(y) es compacta para todo y € Y. Veamos primero que p es cerrada.
Sea B’ U C' cerrado en B LI C. Entonces B’ es cerrado en B y C’ cerrado en C. La
saturacién de B’ UC" es p~'p(B'UC") = B'UC' U fg~{(C"YU gf Y (B'). Porser fyg
propias son cerradas, luego tanto fg~(C’) como gf~!(B’) son cerrados en B U C. Como
pp~ip(B' LU C") = p(B'UC'), entonces p(B’ LI C") es cerrado en B C/ ~ por ser imagen
de un cerrado saturado.

Por tultimo probemos que p es de fibra compacta. Sea [z] € BUC/ ~ conz € C'\Img
entonces p~1([z]) = {z}. Andlogamente si z € B\ Imf p~!([z]) = {z}. Siz € Img
entonces p~1([z]) = f~1fg~!(z) U {z}. Como g es inyectiva, g~ (z) = a y dado que f es
propia, es de fibra compacta. Luego f ‘1( f (a)) es compacta y p~1([z]) es compacta. Si
z € Imf,p~([z]) = g7 tg9f ' (z) U{z}. Como sabemos f~!(z) es compacta y g inyectiva
por hipétesis, tenemos que g~ 'gf~1(x) = f~1(z) y por tanto p~1([z]) es compacto. O

Teorema 2.2.4

Un CW-complejo localmente finito, de dimensién finita y con una cantidad numerable
de celdas 6 vacia en cada dimensién, admite una estructura de N—-complejo con un nimero
finito de N—celdas.

Demostracion:
Sea X C'W—-complejo verificando las hipdtesis del enunciado.

El proceso de obtencién del g—esqueleto a partir del ¢ — 1 esqueleto se lleva a cabo
pegando g—celdas mediante push—outs
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q n
pi—" . x,

Si existe una cantidad numerable de g—celdas pueden agruparse en una N-celda
v pegar todas las celdas de dimensién g a la vez. Su aplicacién caracteristica seria
f9:D? — X, definida como f(n,z) = fI(z) para todo (n,z) € D? =N x D9.

Asi la construccion del g—esqueleto se realizaria pegando una unica N—celda mediante

el push—out

Sq—l =N x Sq—l —E;Xq__l

lidmxi liq (1)

DI =N x DI —— X,

con g(n,z) = gi(z) para todo (n,z) € S¢71, aplicacién pegamento de la N—celda. Resta
por probar que (1) es un push-out en £t si en X, y X, -1 consideramos las topologias
existentes, en D4 y S9! las topologias establecidas a comienzo de este capitulo, y en

todos las externologias de los complementos de los compacto—cerrados.

Esto equivale a afirmar que las aplicaciones son propias. Sabemos que idy X 7 es
propia, veamos que g? es propia. Por la Definicién 1.1.11 es preciso probar que para todo
K compacto y cerrado en X,_j,(97)"'(K) es compacto en S%!.  Aplicando
[Sw; 5.7] tenemos que todo K compacto en X sélo corta a un numero finito de celdas de
dimensién g—1, EZ™%, ..., EZ~1, por lo tanto s6lo es necesario demostrar que (g9) 1 (E9~1)
es compacto en S9!, Supongamos que no lo es, entonces (g7)~!(E,—1) corta a un nimero
infinito de DY lo que contradice la hipdtesis de que X es un CW—complejo localmente
finito y que por ello cada g — 1 celda es sélo cara de un ndmero finito de g—celdas. En el
caso de que el no existan ¢ — 1 celdas el argumento es similar. Ahora, como (1) verifica las
hipétesis de la Proposicién 2.2.3, pues idy X 4, gP son propias e #dy X ¢ inyectiva, concluimos

que todas las aplicaciones son propias (o exteriores). [

Recordemos que (£t).s = (£t).. Quillen definié las relaciones de homotopia a izquier—
da y a derecha en una categoria de modelos arbitraria en [Q; I.2.Definicién 1] y su dual.
Si consideramos la categoria £t. coinciden por [Q; I.2.Corolario 1].

76



Denotamos por (I, V) el conjunto de aplicaciones continuas f:I — V verificando
que f(I)C V.

Definicién 2.2.5 Dado Y € £t definimos el espacio de caminos de Y en Et, denotado Y !
como el conjunto de aplicaciones continuas f: I — Y dotado de la topologia compacto—
abierta Ty, y la externologia £y definida como sigue: U € Eyr si U € T, y ademés existe
Ve &y tal que (I,V)C U.

Lema 2.2.6

En el espacio exterior Y/ de la Definicién 2.2.5 se verifica que las aplicaciones

q:Y!' — Y con t € I tales que ¢;(f) = f(t) para todo f € Y/ son exteriores.

Demostracién:

Es claro que es continua. Para ver que externa tomamos V € £y. Sea f € Y7 tal
que ¢;(f) = f(t) € V. Observamos que ({t},V) = {g € Y?; g(t) € V} = ¢ (V) y como
(1,V) C ({t},V) € T., por definicién de externologia , ({t},V) € £&yr y por tanto g es
exterior. O

Proposicién 2.2.7

Sean la aplicaciones d;: Y¥ — Y definidas como d;(f) = f(i) para ¢ = 0,1. Se tiene
que (dg,d1):Y¥ — Y x Y es E-fibracién.
Demostracion:

Por el Lema 2.2.6 se tiene que dy y d; son exteriores y por tanto también (dp,d;).

Para ver que (do,d;) es E-fibracién es preciso probar que todo diagrama conmutativo en
Et

NxDQ—————>Y[

lao l(do,dl)

NxquILYxY

existe una elevacién G':N x DY x I — Y?! que lo hace conmutativo, para todo
q > 0. Aplicando la ley exponencial al diagrama anterior, por el Teorema 1.3.1, obtenemos
otro diagrama conmutativo en Top
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D4 (YI)N

DI x ] —= (Y x V)N

(do,d1)"

donde en (Y)N tenemos la topologia T8, y en (Y x Y)N la topologfa TH ..
Es casi inmediato demostrar que (Y x Y)N es homeomorfo a YN x YN,
Veamos que (Y!)N es homeomorfo a (YN)?,

Sea o: (YN)! — (YD)N definida para toda f € (YN como o(f):N — (Y)! con
a(f)(n)(t) = f(t)(n) para todo n € Ny t € I. Sea un elemento de la subbase de T%,,
S(m<,(I,E)) donde E € &y entonces se tiene que o+ (S(mg, (I, E))) = (I,5(m<,E))
que es un elemento de la subbase de T., de (YN)!. Los otros elementos de la subbase de T{i’ ;
son de la forma S ({p}, (K,U)) con (K,U) € TCY; yoo! (5({1)}, (K, U))) = (K.5({p}, 1))
que es un elemento de la subbase de T, de (YN)! y concluimos que o es continua.

Ademsds podemos definir 7: (Y/)N — (YN)! para toda g € (Y)N como : 1 — YN
con a(g)(t)(n) = g(n)(¢), para todo n € Ny t € I. Por argumentos similares a los

anteriores se demuestra que & es continua.
Se comprueba ficilmente que 06 = idiyryn y 60 = idynyr .

Asi tenemos un diagrama en Top homeomorfo al anterior

D9 (YN)I

180 l(dmdl)

DIx [ ——>yNyxyN

Dado que (do,d;) es fibracién en Top existe una elevacién t: DI x I — (YN)! que
lo hace conmutativo. Componiendo con los homeomorfismos oportunos y aplicando la ley
exponencial por el Teorema 1.3.1 obtenemos la elevacién buscada para todo ¢ > 0. O

Proposicién 2.2.8

Sea Y € &t, definimos 5:Y — YT de modo que s(y):I — Y de forma que
s(y)(t) = vy, para todo y € Y, ¢t € I. Entonces la factorizacién de la diagonal Ay como
Ay:Y s yI (do,d1)
Quillen.

Y x Y es un objeto de caminos en £¢ segin la definicién de
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Demeostracién:

Un objeto de caminos de Quillen, como veremos en la Definicién 3.1.4, es una facto—
rizacién de la diagonal como una equivalencia débil seguida de una fibracién. Por tanto
necesitamos demostrar que s es equivalencia débil exterior y (dp,d;) E—fibracién. Este
dltimo hecho se tiene por la proposicién anterior, luego sélo queda probar que s es &-

equivalencia débil.

Veamos que s es exterior. En primer lugar s es continua, probemos que es exter—
na . Dado U € &y existe (I, E) C U, luego s™}((I,E)) = E C s7}(U) y como E € &y,
s~1(U) € Ty por la continuidad de s, se verifica que s~ (U) € Ey.

Se tiene que dgs = idy. Para ver que sdy %’l:dyI definimos G:Y! x I — Y tal que,
para todo (w,t) € Y! x I, G(w,t) = wy con wy: I — Y definida por wy(t') = w(tt') para
todo ¢’ € I. Es claro que G es exterior, G(w,0) = w(0) = sdo(w) y G(w, 1) = w para todo
w e YL Asi s es equivalencia de homotopia exterior, luego E—equivalencia débil. O

Teorema 2.2.9

La relacién de homotopia a derecha de Quillen en £t es la relaciéon de homotopia

exterior.

Demostracion:

Recordemos que para todo X,Y € &t, por el Teorema 1.3.5, tenemos la biyeccién
EH(X x 1Y) 2 E4(X,YT). Asi, aplicando la Proposicién 2.2.8, se tiene que la relacién de
homotopia a derecha de Quillen coincide con la relaciéon de homotopia exterior. 0O

Teorema de Whitehead para espacios exteriores 2.2.10

Sean X,Y € £t N-complejos. Dada f: X — Y aplicacién exterior, se verifica que f

es equivalencia débil exterior si y sélo si f es equivalencia de homotopia exterior.

Demostracion:
Si f es equivalencia de homotopia exterior es claro que es equivalencia débil exterior.

Para ver la otra implicacién basta tener en cuenta la Proposicién 2.2.9, recordar que
todo N-complejo es cofibrante y fibrante y aplicar el Teorema 0.2.2, con lo que se tiene

que una equivalencia débil exterior es equivalencia de homotopia exterior. [
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Teorema de Whitehead propio 2.2.11

Sean X,Y, CW-complejos localmente finitos de dimensién finita y con una cantidad
vacia o numerable de celdas en cada dimensién. Dada f: X — Y propia se tiene que f

es equivalencia débil exterior si y sélo si es equivalencia de homotopia propia.

Demostracién:

Por el Teorema 2.2.4 X e Y tienen estructura de N—complejos con un ntumero finito
de N—celdas. Ademds f es exterior si en X y en Y tomamos las externologias de los
compacto—cerrados.

Asf aplicando el Teorema 2.2.10, f es equivalencia débil exterior si y sélo si es equi—

valencia de homotopia propia. O

En la Proposicién 2.2.7 probamos que para todo Y € &t, (do,d1): Yl — ¥V x Y es
E-fibracién.

Dado X € £t, en general, 0y + 01: X UX — X x I no es £—cofibracién. En el caso
de que X sea N—complejo si que podemos asegurarlo.

Proposicin 2.2.12

Sea X € £t N-complejo. Se verifica que 0y + 01: X U X — X X I es E—cofibracién.

Demostracidén:

Si X es un N-complejo entonces X admite una filtracién § = X_; € Xy C X; C
...C X, C...C X de modo que X, se obtiene de X,,_; mediante un push— out como el
de la Definicién 2.2.1.

Entonces X x I admite una filtracién § = (X x I)_1 C(X x I} x...C (X x I), C
(X xI), tal que (X x I)g = X UX, (X x I); se obtiene por el push-out

U S
Aehg N XuXx
l&”)\ (B0+81)"

Angpig U DIXT (X x {0} U (X1 x I) U (X x {1})



Si suponemos construido (X X I),—1 = (X x {0}) U (Xp—2 x I U(X x {1}), (X x ),

se obtiene a partir de él mediante un push—out en £t

U Syt=o(

e DY X T) o (X ¢ {0}) U (X x T) U (X x {1)

AGA»,,_ 1
P (Bo+01)"

U D= U DYlxr

(X x {0}) U (Xn_s x 1)U (X x {1})

donde (X X {0})U(Xp—1 x [)U(X x {1}) = (X xI),. Se verifica que X x I = colim(X xI),

Como £t es categoria de modelos cerrada, si LJ 7y es E—cofibracién y (0p + 61)™ el lado

opuesto de un push—out, se tiene que también es 5 cofibracién para todo n > 0.

Dado que X x I = colim(X X I),, se verifica que (8 + 01): X UX — X x [ es la
inducida en el colimite por las E—cofibraciones (0o + 01 )™ X UX — (X x I),. Repitiendo
el argumento empleado en el Teorema 2.1.6 en la demostracién del axioma de factorizacién

tenemos que 0y + 01 es £—cofibracién. O
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Capitulo 3
Sucesién exacta larga de homotopia asociada a un morfismo en una

categoria de modelos cerrada

En este capitulo se obtiene como resultado central una sucesidon exacta larga de ho-
motopia asociada a un morfismo en una categoria de modelos cerrada C en la que el objeto
inicial J y el final * no son isomorfos. Exigiremos que J — * sea fibracién. Asi genera—

lizamos el desarrollo realizado por Quillen en [Q] para categorias basadas.

La primera seccién la dedicamos a las definiciones bdsicas: homotopia a izquierda.
a derecha, objeto cilindro, objeto de caminos. Podemos observar que tanto £t como EtN
son categorias de modelos cerradas no basadas. Si X,Y € £t, X N-complejo, entonces
X x I e YT definidos en el Capitulo 2 son ejemplos de objeto cilindro y objeto de caminos.
respectivamente, en £t y con alguna modificacién en £V,

En la segunda seccién, consideramos A objeto cofibrante y B objeto fibrante en C
con f,g: A — B aplicaciones en C. Recordamos la definicién de correspondencia entre
homotopias a derecha e izquierda de f a g y el resultado que establece que el conjunto
de clases de equivalencia de homotopias a izquierda de f a g y el conjunto de clases de

equivalencia de homotopias a derecha de f a g son biyectivos. Los denotaremos como
I (A, B; f,9)

Consideramos A —% 7 objeto cofibrante en Cy, A € (Cs)e, y B fibrante en C.
B € Cs. Sijp:J — B es el morfismo existente para todo objeto en C denotamos
II: (A, B; jra, jara) por I11 (A, B) = [A, B];. El resultado mas relevante de la seccién es
que el funtor [-, ]y : Ho((Cz)c) X Ho(Cy) — Grp esté determinado salvo isomorfismo
canénico y que existen X: Ho((Cy).) — Ho(C), funtor suspensién, y Q: Ho(Cy) —
Ho(Cy), funtor lazo, de forma que tenemos los isomorfismos candnicos [Er 4, B] & [A, By
= [r4,Q2B] s donde Ho(C)(A,B) = [A,B] y Ho(Cs)(ra, 7B) = [ra,7B]7.

Es posible definir otros funtores suspensién, £, tomando aproximaciones cofibrantes,
y lazo, QF, tomando aproximaciones fibrantes. Estos funtores verifican que =% es adjunto
a izquierda de Qf. Ademds, X% coincide sobre objetos cofibrantes con & y %, sobre
objetos fibrantes, con {2 del resultado anterior. A ¥ y €2 los llamaremos “de Quillen”.

En la dltima seccién se consigue una sucesion exacta larga de homotopia de una
fibracién. Para ello partimos del hecho de que Cs es una categoria basada en la que
podemos aplicar los resultados probados por Quillen. Definimos dos funtores. En primer
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lugar ( )7:C — Cg que asigna a cada objeto B en C el pull-back de B — x y J — x.
B x J,y a cada morfismo u € C(B, B’) el morfismo u x id7: B x J — B’ x J obtenido
mediante la propiedad universal del pull-back. En segundo lugar D:Cs — C que “olvida”
la estructura sobre J. Probamos que D es adjunto a izquierda de ( )7 asi como los

inducidos en las categorias localizadas. De esta forma obtenemos el resultado.

Observaremos que en el caso de T'op, si tomamos T'opg, los resultados que obtendremos
aplicando los conseguidos en este capitulo son triviales. Sin embargo si A € Top, al tomar
C = Top* y Cg = (Top*)iq,, si que obtenemos adecuados resultados y una sucesién

J

asociada a un morfismo en Top®.

3.1 Definiciones bésicas.

Observamos previamente que si J es el objeto inicial el push—out

-~

— Al A

define la suma en C, que denotaremos A UJ A abreviadamente.

Definiciéon 3.1.1 Sean f,9:A . B aplicaciones C. Decimos que fes homdiopa a

izquierda de g, denotado f ~ g si existe un diagrama de la forma

&j

donde ¢ es equivalencia débil y V 4 es la codiagonal V4 = id4 + id4.

IJ\—<-———E

h\—t—>U:1
=

Es facil advertir que, si * es el objeto final, el producto en C es el pull-back

I

B x, B——

L

—
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que escribiremos B x B.
De forma dual a la Definicién 3.1.1 podemos construir la siguiente definicién.

Definicién 3.1.2 Sean f,g: A —_ B aplicaciones en C. Decimos que f es homdtopa a

d o . .
derecha a g, f ~ g, si existe un diagrama conmutativo de la forma

con s equivalencia débil y Ag = (idg,idp) la diagonal.

Nota 3.1.3

En el caso de la categoria de modelos cerrada exterior en £t o en £tN, se verifican las

siguientes implicaciones:
homdétopa exterior => hométopa a derecha == homdtopa a izquierda

donde la ultima implicacién procede de [Q; I.1.Lema dual.5(i)] y del hecho de que todo
objeto es fibrante tanto en £t como en EtV.

Si A es cofibrante, por ejemplo un N-complejo, por [Q; I.1.Lema 5(i)] “ser hométopa a
izquierda” implica “ser homdétopa a derecha” y coinciden las tres nociones, pero en general

las implicaciones son estrictas.

Definicién 3.1.4 Dado A € Ob C entendemos por objeto cilindro de A, un objeto A x I

junto con una factorizacion de la codiagonal de A, V 4, como AUA Dt Al —2 A

tal que Jy + 91 es cofibracién y o equivalencia débil.

De forma dual podemos dar la definicién siguiente:

Definicién 3.1.5 Dado B € Ob C entendemos que objeto de caminos de B, deno-

tado B, a un objeto B! junto con una factoriazacién de la diagonal de B,V g , como
VB s BI (do,d1)
B.

B x B con s equivalencia débil y (dg,dy) fibracién.

Definicién 3.1.6 Sean f,g: A ., B aplicaciones en C. Entendemos por homotopia a
izquierda de f a g un diagrama como (1) donde 9o + 01 es cofibracién. El objeto A es, por
tanto, un objeto cilindro para A.
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Definicién 3.1.7 Sean f,g: A —_ B aplicaciones en C. Entendemos por homotopia a
derecha de f a g donde un diagrama como (2) donde (dg, d;) es fibracién. El objeto Bes

asi un objeto de caminos para B.

Notas 3.1.8

(a) El objeto cilindro de A, A x I, no es en general el producto del objeto A por el

objeto I, ni _ x I tiene cardcter funtorial. Tampoco es Unico.

(b) Un ejemplo de objeto cilindro en £t es, para X N-complejo, el producto
por el intervalo unidad, X x I, y la factoriazacion de la codiagonal
Vi XUX 2%, x w1 21 x,

Este hecho es sencillo de probar ya que por la Proposicién 2.2.12 8y + 01 es -
cofibracién y pry es £—equivalencia débil pues es una equivalencia de homotopia exterior.

Veamos esto ultimo.

En primer lugar se tiene que pri0p = idx. En segundo lugar existe H: X x I x [ —
X x I homotopia exterior, definida como H((m,t),s) = (z, st) para todo ((x,t),s) €
X x I x I que verifica que H((z,t),0) = (z,0) = dopri(z,t) y H((z,t),1) = (z,1), luego
Oopry =~ idx xJ.

(c) En la categoria £tY, dado un objeto (X, jx), X N-complejo, serfa el objeto I%
obtenido por el push—out

Jx xids

NxI——X

X

lph l
jN o~

X

N_X__>.

I

y la factorizacién de la codiagonal anterior, que estd en £tN, por los mismos argumentos

empleados en la nota (b) y por cémo se definen las cofibraciones y equivalencias débiles en
EN.

(d) Sabemos que, por la Proposicién 2.2.8, Y1 es un objeto de caminos para Y en
Et. Dado (Y, jy) € &N, tomamos Y el espacio de la Definicién 2.2.5. Podemos definir
jyr:N — YZ que asigna a cada n € N, el camino constante en jy (n). Esta aplicacién es
exterior como probaremos posteriormente en la Proposicién 4.1.7. La factorizacién de la
diagonal de la Proposicién 2.2.8 es un objeto de caminos para (Y, jy) € £tN. Este hecho
se deduce de la propia Proposicién 2.2.8 y de cémo han sido definidas las fibraciones y
equivalencias débiles en E£tN.
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Recordemos un resultado de Quillen [Q; I.1.Lema 3] que nos serd necesario.

Lema 3.1.9

Sea A cofibrante y sean A x I y A x I’ dos objetos cilindro para A. El resultado de
pegar A x I a A x I’ mediante la identificacién 0; A = 9y A definido precisamente como el
objeto Aenel diagrama push—out siguiente

%
A AxT

-

AxI-2 o 7

es también un objeto cilindro A x I’ para A, con 0§ = in10y, 0{ =1ind}, c”’"iny =y

o'y = o',

3.2 Los funtores suspension y lazo.

Sea A € C cofibrante y B € C fibrante. Sean f,g: A —_, B aplicaciones en C para el

resto de la seccién.

Definicién 3.2.1 Sean h: A x I — By h/: A x I' — B dos homotopias a izquierda de
f a g. Por una homotopia a izquierda de h a h' entendemos un diagrama

I h+h'
AXIl;lluAAXI — B

e
o+o H
A<—T—— AxJ

con jo + j1 una cofibracién y 7 una equivalencia débil.

Aqui A x I lqu A x I' es el push—out de las aplicaciones 9y + 01: ALUA — Ax Ty
66+8{:AUA;>AXI’.

Decimos que h es homdtopa a izquierda de h’ denotado por AR sital homotopia

existe.
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Nota 3.2.2

Como en la Definicién 3.1.4 el simbolo A x J denotard un objeto en C, junto con la
cofibracién jg + 71 v la equivalencia débil 7. También A x J no es, en general, el producto
del objeto A por el objeto J.

Definicién 3.2.3 Sean k: A — B! k': A — B! dos homotopias a derecha de f a g.
Entendemos por homotopia derecha de k a k' un diagrama de la forma:

con (0, 71) fibracién, S equivalencia débil y BY x x g B! el pull-back de B -2,

y Bl ) pop

BxB

Decimos que k es hométopa a derecha de k' y lo denotamos k Lk sital homotopia K

existe.

Definicién 3.2.4 Sea h: AxI — B una homotopia a izquierda de f a g y sea k: A — BT
una homotopia a derecha de f a g. Por una correspondencia entre h y k entendemos una
aplicacién H: A x I — B tal que HOy = k, HO, = sg, doH = h y d1H = go.

Decimos que h y k& se corresponden si tal correspondencia existe.

Se emplearan diagramas como los siguientes para h,k y H, respectivamente

Ny g 77 g
h k kE H sg
f g
o f f ; g
1

Recordemos algunas definiciones y resultados de [Q; 1.2] que pueden ser ttiles.
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Lema 3.2.5

Dado A x I y una homotopia a derecha k: A — B! existe una homotopia a izquierda
h: A x I — B que se corresponde con k.

El resultado dual tambin se verifica.
Corolario 3.2.6

“Ser homomodtopa a izquierda” es una relacidén de equivalencia en las clases de homo-
topias a izquierda de f a g, y las clases de equivalencia forman un conjunto II% (4, B; £, g).
Dualmente las clases de homotopia a derecha forman un conjunto I1¢(A4, B; f, g).

La correspondencia establece una biyeccidn:

I (4, B; f,g) = I{(4, B; f.9)
Como consecuencia de este corolario escribiremos I1; (A, B; f, g) tanto para el conjunto

de clases de homotopia a izquierda como para el conjunto de clases de homotopia a derecha
de f ag.

Lema 3.2.7

Dadas i: A’ — Ay j: B — B’ el diagrama siguiente conmuta

T (A, B; f, 9) —— 111 (4, B: fi, gi)

lj* Jx

T (A4, B'; jf,j9) —— T1(A, B; j fi, jgi)

Definicién 3.2.8 Sean fi, fo, f3 € C(4, B), sea h: Ax I — B una homotopia a izquierda
de f1 a fo ysea h': Ax I' — B una homotopia a izquierda de fy a f3. Por composicion de
h y h', denotada h - h’, entendemos una homotopia h'’: A x I” — B dada por h"ini = h
h'ing = h’, donde A x I” es el objeto cilindro construido en el Lema 3.1.9.

Definicién 3.2.9 Si f,g € C(A, B) y h: Ax I — B es una homotopia a izquierda de f a
g, entonces por la inversa de h, denotada por h~!, entendemos una homotopia a izquierda
h=l:AxI' — B de ga f donde A x I’ es el objeto cilindro para A dado por AxI' = Ax I
y86=61, 8{=80, a’=0yh_1=h.
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Se suelen utilizar las siguientes graficas para h - h’ y h™1, respectivamente

hoh h W f g W

s

La composicién y la inversa para homotopias a derecha se definen de forma dual y se

expresan mediante graficos como los anteriores pero con lineas verticales.

Ja

h’ f

b B
h g

A

Proposicién 3.2.10

La composicién de homotopias a izquierda induce aplicaciones de la forma
4 (4, B; f1, f2) x II&(A, B; f2, f3) — IIL (A, B; f1, fa) y similarmente para homotopias

a derecha.

La composicién de homotopias a derecha y a izquierda es compatible con la biyeccién
del Corolario 3.2.6.

Finalmente la categoria cuyos objetos son de la forma C(A, B) y cuyos morfismos estan
definidos como elementos de 111 (4, B; f, g), considerando la composicién de homotopias es
un grupoide; la inversa de un elemento de II; (A, B; f, g), representado por un cierto A, es

el representado por AL,

Ahora vamos a definir la nocién de fibra de una aplicaciéon f: X — Y y la de cofibra

de f, aunque esta ultima maés restringida.

Definicién 3.2.11 Sea f: X — Y morfismo en C, definimos la fibra de f, F, como el
pull-back en C
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F=xy X—X

|- lf

J Y

Jy

Ahora recordemos que si J es el objeto inicial en C, entendemos por categoria sobre
J, C7, a aquella cuyos objetos son morfismos rx: X — J en C y cuyos morfismos son
diagramas conmutativos en C, f, de la forma

f

.
rXx \ Ty
J

X

Y

Podemos definir un funtor D:Cs — C que a cada objeto en C7,7rx, le asigna su
dominio D(rx) = X y a cada morfismo f,D(f) = f.

Se tiene que por la Proposicién 0.1.12 C induce en Cs una estructura de categoria de
modelos cerrada. Recordemos que f es fibracién en C 7 siy sélo si D(f) = f es fibracién en
C. De forma similar f es cofibracién (resp. equivalencia débil) en C; si y sélo si D(f) = f
es cofibracién (resp. equivalencia débil) en C.

Definicion 3.2.12 Sea f: X — Y morfismo en C y sea rx: X — J un objeto en C7.
Definimos la cofibra de f respecto a rx,C, como el push—out en C

X

X J
P
J——YUxY=C

Sea 14: A — J objeto cofibrante en Cy, esto es J 34, A cofibracién en C. Sea B
objeto fibrante en C, es decir B — x* fibracién en C. Entonces escribiremos
11, (A, B; jpra, jsra) como II;(A, B). El conjunto II{(A, B) es un grupo por la Proposi—
cién 3.2.10.

Lo denotamos por [4, Blj.

90



Teorema 3.2.13

Dada C, existe un funtor HO((CJ)C)OP x Ho(C;) — Grp que asigna a cada par
(ra, B) el grupo [A, Bl1, que estd determinado salvo isomorfismo canénico.

Ademds existen dos funtores ¥: Ho(Cs), — Ho(C) y Q:Ho(Cy) — Ho(Cy)

denominados suspensién y lazo, respectivamente, y unos isomorfismos candnicos

[Sra, Bl =2 [A, By 2 [ra,0Bls

de funtores Ho((Cs)c)™" x Ho(C) — Set, donde [A, B] = Ho(C)(4,B) y [ra,78l7 =
HO(CJ)(TA,TB).

Aqui denotamos por (C7). la subcategoria plena de Cs determinada por los objetos
cofibrantes en Cs y por Cy la subcategoria plena de C determinada por los objetos fibrantes
en C.

Demostracion:

Dado 74 € (C7)¢, sea A X I un objeto cilindro para A fijo, esto es, una factorizacién

90401
—_—

de la codiagonal V4 como AU A Ax T —Z— A con Oy + 8; cofibracién y o

equivalencia débil. Sea Xr4 la cofibra de 8y + 01 obtenida por el push—out en C

AuAZT AT

Observamos que existe rs4: XA — 7 sin més que aplicar la propiedad universal del
push—out a ids v a Taxy, donde rax; =r40. Asi rga € C7.

Otra forma de ver este hecho es tener en cuenta que Cs es categoria de modelos
cerrada y que por tanto existen push—outs, pero es tutil conocer las relaciones entre las
aplicaciones r de cada objeto.

Ademsds jsa es cofibracién por ser el lado opuesto de la cofibracién 93 + 91 en un
push—out en la categoria de modelos cerrada C. Asi ¥: Ho((Cy).) — Ho(C,).

Definiremos una biyeccion p: II(C)(Xra4, B) — II1(A, B) que es transformacién
natural de funtores en Set.
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Sea :¥r4 — B un morfismo y sea p(¢p) el elemento de I1; (A, B) representado por
em: A x I — B. Esto es asi porque om0y = pjnara = JpTa ¥y pr01 = ©jnara =
JBT A, al aplicar sucesivamente la conmutatividad del diagrama (1) y que ¢ es un morfismo

en C.

Sean ¢, ¢’ € C(Xra, B) tales que existe una homotopia a derecha h:Xry — B! de
v a ¢'. Por ser ¢’ una homotopia a izquierda de jpr4 en si mismo y por el Lema 3.2.5,
existe una correspondencia H que determina una homotopia a derecha k como se indica

en el siguiente diagrama

SJpT hm SipTy

De esta manera demostramos que sjgra - k y ¢m se corresponden, asi como ¢'m se
corresponde con k. Como sjpra - k y k representan el mismo elemento de II;(A, B),

también o7 y ¢'m. Por tanto p(p) = p(¢’) y concluimos que p estd bien definida.

Para ver que p es sobre, sea A una homotopia a izquierda de jprs en si mismo.
Entonces se verifica que h(0g + 1) = jpTa + jBTra. Aplicando la propiedad universal del
push—out (1) a h y a jp, existe una tnica ¢:3rq — B con o = h y @jua = jp con lo
que p(p) = h 'y que p € II(C)(Zra4, B).

Para finalizar supongamos que p(¢) = p(¢’). Emplearemos A x J obtenido aplicando
la Definicin 3.2.1. Por el diagrama

AquAuAAxIpM)B

e
g+o H

A u AxJ

existe una homotopia a izquierda H de o7 a ¢'n. Sea H': A x J — B dada por H'jg =
H'j; = pm ysea K: A x J — B 1a elevacién en el diagrama conmutativo
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Ax]T Bl

L.’io/ L(do.dl)
(1)

AxJ——=BxB

que existe por ser (dp, d1) fibracién y jo cofibracién trivial por [Q; I.2.Lema 2. La elevacién
K verifica que (do,d1)K = (H,H') y que Kjo = spm. Entonces Kji;: A x I — Bf es
una homotopia a derecha de ¢'m a 7 porque doKj1 = Hjy = ¢'my diKj1 = H'j1 = pm.
Ademés como el cuadrado

AUA—— kil —Ax1T

l 8o+01 ljo

Ax -2 AxJ

es conmutativo se tiene que Kjo(0g+01) = Kj1(80+01) y Kjo(Oo+ 01) = sepm(Og+ 1) =
s@jna(ra +ra) = sjp(ra+ra) = jpr(ra + 7*4) Aplicando la propiedad universal del
push—out de (1) a Kj; y a jpr existe una tnica K:TA — B verificando que Kr= Kj
y Kng = jp1. Se tiene que doK7r =doKjy = 'ty d1K7r =di1Kj1 =y K es una

homotopia a derecha de ¢’ a . Esto demuestra que p es inyectiva.

Dado otro objeto cilindro para A, A x I’, podemos demostrar, siguiendo los mismos
razonamientos, que también II(C)(X'r4, B) = II;1(A, B), donde ¥'r4 es la cofibra de
0y +0:AUA — A x I'. Por tanto tenemos que II(C)(Z'r4, B) = II(C)(Xra, B) para
todo B € Cy. Asi desaparece la ambigiiedad en la definicién de ¥: Ho((Cy).) — Ho(C)
pues X'r 4 es equivalente débil a Yry4.

Dualmente si escogemos un objeto de caminos para B, B! junto con una factorizacién
(do,d1)

de la diagonal Ap como B 2 Bf B x B con s equivalencia débil, (dg,dy)
fibracién, definimos QB como el morfismo rop en el pull-back en C que define la fibra de

(do, d1) segtn la Definicién 3.2.11

QB Bf
lms l(do,dl) (2)
7 Ys:iz) (4B,9B) Usis) oo B

Dado que (do, d1) es fibracién en C, rop lo es por ser al lado opuesto en un pull-back

en C. En la categoria Cs el objeto cero es idy, por tanto rqop es un objeto fibrante en
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Cz. De esta forma el funtor serfa Q: Ho(Cs) — Ho((C7)s). Existe una cierta ambigedad

debido a que hay que escoger un objeto de caminos pero podréa despejarse a posteriori.

Podemos definir una biyeccién para cualquier 74 € (Cr)e, p:I(Cr)(r4,0QB) —
111 (A, B) que es transformacién natural de funtores en Set de la siguiente manera. Sea
@ € H(Cs)(ra,QB), g:ra — QB, entonces p(¢) = py con p la aplicacién de (2) y
v =D(®).

En primer lugar pp € II;(A, B) pues dopy = dipp = jprapy = jpra. Si @, @ €
Cs(ra,QB) y hirg x idy — rqp es una homotopia a izquierda de @ a @', tomando
D(h) = h: A x I — QB tenemos que es una homotopia a izquierda de D(@) = ¢ a
D) =¢"

Tenemos que py’ es una homotopia a derecha de jgr4 a jra vy, por el Lema dual 3.2.5.
existe una correspondencia H que determina una homotopia a izquierda de g como en el
diagrama,

pe| ph  ipp" H |8jgT

que pone de manifiesto que py se corresponde con jprAc - gy que py’ se corresponde con
g. Como jpra - gy g representan el mismo elemento de II; (A, B),pp v py’ también. Asi
plp) = p(¢’) y podemos concluir que p estd bien definida.

Para ver que f§ es sobre, sea k homotopia a derecha de jgra a jpra, esto es, dok =
d1k = jpra. Asi se puede aplicar la propiedad universal del pull-back (2) a k y a r4.

De esta forma existe una unica p: A — QB con rqpy = T4, luego ¢ = D(p) con
girg — QB y pp=k. Asi p(@) = k.

Veamos que p es inyectiva. Sean @, ¢’ € C7(ra,2B) con p(¢) = p(@’). Entonces existe
una homotopia a derecha K: A — BY dada por 60K = pD(@) = ppy 61K = pD(§') = py’
y tal que K hace conmutativo un diagrama dual del de la Definiciéon 3.2.1
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j2 L —

s |
K (s,s)
A(E(«ﬁ),?(w’)) T

—'B XBxBBI

donde S es equivalencia débil y ég + 61 fibracién. Ademads Bl x5 Bf pull-back en C de
(do,d1): Bf — B x B y de esta misma, aplicacién.

Sea K': A — BY dada por 60K’ = 61K’ = pp y sea H: A x I — B’ elevacién en el

diagrama

AudE gy

130 +01 t&)

Ax 2% I

que existe por ser &y fibracién trivial por [Q; 1.2 Lema 2] y 0y + 01 cofibracién por la
definicién de objeto cilindro. La elevacién H verifica que 6oH = ppo y H(0y + 01) =
K + K’'. Se tiene que 6;H: A x I — B! es una homotopia a izquierda de py’ a
pp pues 61H(Oy + 01) = 61(K + K') = 6K + 1K' = pp’ + pp. Ademsas se veri-
fica que (do,d1)61H = (do,d1)6oH = (do,d1)ppo = (jp,jB)rappc = (jB,jB)Tax1 =
(JBTAxI, IBT AxI)-

Por ello se puede aplicar la propiedad universal del pull-back (2) a las aplicaciones §; H
v raxs v de esta forma existe una unica H:AxI —s QB homotopia a izquierda verificando
que pﬁ =6HYy rogH = rAxI, €s decir, H= D(H) con H:T4x; — QB homotopia a
izquierda en C7. Ademés pHOy = 6;HOy = 6K = pp' y pHO = 6:HO = 61K’ = po,
luego H es homotopia a izquierda de ¢’ a p en C y H es homotopia a izquierda de @' a
penCy.

Hemos probado que dado un objeto de caminos para B € Cy, B? y la correspondiente
factorizacién, y para todo 74 € (Cy). se verifica que II(Cy)(ra, QB) = II;(4, B). Si
tomamos otro objeto de caminos para B, B! ', junto con otra factorizacién de Ag como
B 5/ B[ (dé)»d’l)

razonamientos llegamos a que II(C7)(r 4, B) = I1; (A, B), donde por ' B denotamos de

Bx B con s’ equivalencia débil y (dj, d;) cofibracién, por los mismos

cofibra de (dj,d}): BY — B x B. Por ello podemos concluir que QB es equivalente débil
a ('B y no existe ambigiiedad en la definicién del funtor lazo : Ho(Cy) — Ho((C7)).

Tenemos asi que I[I(C7)(ra, 2B) = 11 (A, B) 2 II(C)(Zr4, B).
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El Lema 3.2.6 demuestra que (r4,B) — I1(A,B) es un funtor
I4: (C7)% x C§ — Grp. Combinando [Q; I.1.Teorema 1], las biyecciones que acabamos
de probar, junto con [Q; I.1.Corolario 1] se tiene que este funtor induce otro funtor
Ti:Ho((Cq)e)™ x  Ho(Cy) — Grp que por el mismo resultado
[Q; L1.Teorema 1] puede extenderse a un funtor (r4,B) — [A, B, de la siguiente
manera, II;: Ho(C7)°® x Ho C — Grp, no de forma tnica, pero si salvo isomorfismos

canoénicos.

Por el citado teorema y su corolario el bifuntor [, _ |; es representable en las dos

variables. O

Notas 3.2.14

(a) Es necesario realizar algunas precisiones respecto a los funtores suspension y lazo.
Por un lado tenemos el funtor lazo de Quillen Q: Ho(Cy) — Ho(Cy) y suspensién de
Quillen =: Ho((C7).) — Ho(C) definidos en el Teorema 3.2.13.

Por otro, también existen otros funtores lazo y suspensién, vedmoslo. Sea el funtor

L:C; — Ho((Cg)c) definido como sigue. Para rx € Cg,Lrx = rxs, aproximacién
cofibrante de rx obtenida al factorizar jp:idy — rx como idy —I—s rx/ L oy

con j cofibracién y q fibracién trivial por CM4(b). Dado un morfismo f:rx — ry en C,
Lf = f" donde f' se obtiene en el diagrama

Ty — > Tx

i?’ 3 l?

ryr ——> Ty
donde = denota una equivalencia débil.

Ademés tenemos otro funtor R:C — Ho(Cy) que a todo Y € C le asigna RY =Y,
aproximacién fibrante de Y, obtenida en la factorizacién de Y — % como una cofibracién
trivial 7 seguida de una fibracién p, Y - y —=£ %, por CM/4(a).

Para un morfismoen C, f: X — Y, Rf = ]7 el inducido por f entre aproximaciones

fibrantes segin el diagrama siguiente



Entonces podemos definir : Ho(Cy).) — Ho(C) y Q: Ho(C§) — Ho(Cz) como
en el teorema que acabamos de demostrar y considerar la composicién de funtores XL

Cr —=— H o((Cs)e) — =, Ho (C), y luego tomar el derivado total a izquierda de $L
que denotaremos LY, 2L Ho(C7) — Ho(C).

De igual manera podemos tomar la siguiente composicién de funtores
QQR:C — Ho(Cf) — Ho(Cz) y luego el derivado total a derecha que escribiremos
QF: Ho(C) — Ho(Cy).

EL
Asi tenemos Ho(C7) — Ho(C) y los siguientes isomorfismos:

QR

Ho(C)(XEr 4, B) (2) Ho(C)(ZLr 4, B) (ZjHo(C)(ELrA,RB) (:’V)
1 2 3

= H(C)(EL'I‘A, RB) (TN)H(CJ)(LTA, QRB) (g) HO(CJ)(L?”A, QRB) (—6%)
3 5

—
~

%‘) Ho(C7)(ra, QRB) (g) Ho(C7)(ra,2%B).
7

—~

Aqui (1) y (7) son consecuencia de la definicién de derivado total a izquierda y derivado
total a derecha. Los isomorfismos (2) y (6) son una aplicacién de la equivalencia de cate-
gorias Ho(C) Ho(Cy), Ho(C.), (3) y (5) proceden de [Q; I.1.Teorema 1] y (4) es resultado

del teorema que acabamos de demostrar.
Con todo esto podemos afirmar que XL es adjunto a izquierda de Q2 canénicamente.

(b) Si restringimos $¥ a los objetos fibrantes y cofibrantes sobre 7, entonces

Ho(C)(ZFrx,Y) = Ho(C)(Erx,Y) = Ho(C)(rx, QRY) 2 II(C)(rx, QY)
y tomando el funtor suspensién de Quillen ¥: Ho(Cy). — Ho(C)
IC)(Erx,Y) 2 I(Cr)(rx, Y)

Luego el funtor £ y ¥ coinciden en los objetos fibrantes y cofibrantes.

Por un razonamiento similar si Qf se restringe a C.s coincide con el funtor lazo de
Quillen.

(c) Para todo rx € C7, ™ rxn > 1 es un objeto cogrupo (respectivamente para
todo X € C, Q" X n > 1 es un objeto grupo) en Ho(C7), que es conmutativo para n > 2.

(d) Dada la categoria de modelos cerrada C = EtN, tenemos que su objeto inicial es
N 2, N que no es isomorfo al objeto final N =% %. Por tanto podemos aplicar los resultados

obtenidos considerando Cy = (EtN)4

97



3.3 Sucesidén exacta larga de homotopia de una sucesion fibrada.

En esta seccién exigiremos que J — * sea fibracién.

Consideremos la categoria C7 a la que nos referimos en el apartado anterior. Ob-
servamos que para cualquier objeto en Cy,74: A — J se puede construir el diagrama

conmutativo

7 Jja A Ta 7
AN
idj\ 17‘%3
J

donde j4 existe y es dnico por ser J objeto inicial en C. Por ello id s es el objeto cero en
la categoria C7 (es inicial y final). Con ello es posible aplicar los resultados de Quillen,
[Q; 1.2], para categorias punteadas acerca de los funtores suspensién, lazo y de la
existencia de sucesiones exactas largas de homotopia de una secuencia fibrada y cofibrada.,

propiedades de éstas, etc.
Definamos ahora un funtor ( )7:C — Cz que a todo B € Ob C le asigna (B)y =

rexg =pra: BXx J — J, rBxg € Ob Cg, obtenido mediante el pull-back en C

pr1
J ——

X B
1pr2 i (1)
J *

B

y a cada morfismo u: B — B’ en C le hace corresponder el diagrama conmutativo @

uxidy

BxJ

B' xJ

pr2 pT2

J

Aqui u X id 7 se obtiene de forma tnica al aplicar la propiedad universal del pull-back
(1) para B’ a upry y pra. Se tiene que ( )7 es covariante.

En la seccién anterior definimos un funtor D:Cy — C.
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Proposicién 3.3.1

El funtor D es adjunto a izquierda del funtor ( ).

Demostracion:

Es preciso probar que para todors4 € ObCy y B € ObC se tiene la siguiente biyeccion:
C(D(TA), B) =Cyq (T'A, (B)j)

En primer lugar definamos una aplicacién ¢:C(D(ra),B) — Cy(ra,(B)s) para
todo u € C(D(ra), B) como p(u) = G el diagrama conmutativo

(u,ra)

D(?‘A) B x J

N pr2

J

donde (u,74) se obtiene de forma tnica al aplicar la propiedad universal del pull-back (1).
En segundo lugar definimos v:Cy (14, (B)7) — C(D(r4), B) que a cada diagrama
feCs(ra,(B)7)

A f

BxJ
AN

J

le asigna ¥(f) =prif.

Ahora para todo u € C(D(r4), B) se tiene que ¥p(u) = ¥(@) = pri(u,74) = u y para

todo f € Cy(ra,(B)7), p¥(f) = (pr1f), donde @(prif) es el diagrama conmutativo

(prifira)

A———BxJ
N
J

Pero en el diagrama f se verificaba que pro f = ra, luego (prif,ra) = (prif,praf) y
se tiene que Y (f) =f. O
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Teorema 3.3.2

Los funtores D:Cy — C y ( )7:C — Cgz inducen en las categorias Ho(C) y
Ho(Cy) funtores DL: Ho(C7) — Ho(C) y ( )&:Ho(C) — Ho(Cyz), con D¥ derivado a
izquierda de D y ( )? derivado a derecha de ( ), verificando que DY es canénicamente

adjunto a izquierda de ( )%.

Demostracion:

Basta aplicar el Teorema 0.3.5 para lo que es preciso probar que D preserva, cofibra-
ciones y lleva equivalencias débiles entre cofibrantes en Cs a equivalencias débiles en C.
Ademsds también es necesario demostrar que ( )7 preserva fibraciones y lleva equivalencias

débiles entre fibrantes en C a equivalencias débiles en C .

Veamos que ( )g preserva fibraciones. Sea p: £ — B fibracién en C, entonces
(p)g: (E)7 — (B)g seré fibracidn si y sdlo si tiene la propiedad de elevacién de homotopia

respecto a las cofibraciones triviales en C 7, por ser Cs categoria de modelos cerrada.

Dado un diagrama conmutativo en C7

ra —I(B),

lz _ l(p)y (2)

rg — (B)s

Como el funtor D es adjunto a izquierda de ( )7 podemos encontrar un dnico diagrama

conmutativo en C aplicando la biyeccién 9 de la proposicién anterior:

P(f)

l'D(i) lp
Dirg) = B B

Aqui p es fibracién y D(7) es cofibracién trivial en C por como estdn definidas las
cofibraciones triviales en C 7. Por tanto existe una elevacién h': B — E con ph' = ¥(g) y

WD(@) = %(f).

Tomamos como elevacién en (2) h = @(h'):rp — (E)s y es claro que (p)7(h) =
@)ge(R) = oy((p)ge(h) = ) = (@) = gy hi = p(h')1 = pY(p(h')) =
(WD) = p¥(f) = f. Aqui ¢ es la biyeccién de la proposicién previa y 9 su inversa.
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Demostremos que ( )7 conserva equivalencias débiles entre fibrantes. Sea f: X — YV

equivalencia débil entre fibrantes en C. Entonces (f)s es el diagrama conmutativo

id
\\ ///
Prz\ﬁ\ %/P’f’z
J

Primero observemos que afirmar que (f)s es equivalencia débil en Cs es equiva-
lente, por como estdn definidas las equivalencias en Cy,a que f X idy sea equivalencia
débil en C. Aplicando el Lema 0.1.16 es lo mismo que probar que para todo A € C ,
(f xid)x: Ho(C)(A, X x J) — Ho(C)(A,Y x J) sea isomorfismo. Sea A’ la aproximacién
cofibrante de A obtenida como en la Nota 3.2.14.(a). Entonces el diagrama siguiente
conmuta.

Ho(C)(A, X x 7) L9 go@)(A,Y x )
IR IR
Ho(C) (A, X x 7) L= goe)(4,Y x )

Recordemos que X x J es el pull-back:

Xx 72 x
J —= >

Tenemos que por hipétesis X es fibrante, luego c.: X — * es fibracién. Como

rxxg = pro: X X J — J es es su lado opuesto en el pull-back anterior es también
fibracién.

También c¢.: J — * es fibracién, pues asi lo exigimos.
Por tanto cirxx7: X X J — J — x es fibracién y X x J objeto fibrante en C.
Analogamente Y x 7.

Ahora bien como A’ es cofibrante, X x J,Y x J fibrantes en C aplicando
[Q; I.1.Corolario 1] se tiene que los siguientes isomorfismos:

101



C) (A, X x J) 2 Ho(C)(A, X x J)  T(C)A,Y x J) = Ho(C)(A,Y x J)

Podemos construir el diagrama conmutativo:

Ho(C)(A', X x J) A xid)., Ho(C)(A,Y x J)
IR IR
I(C) (A, X x J) ) (A, Y x J)
() 11 CRIR:
(C) (A, X) x TI(C)(A, ) T2 (e (4, Y) x EC)(A, T)

Aqui los isomorfismos (*) se tienen por un resultado que demostraremos posterior-
mente. Haciendo uso de este diagrama, como f, es isomorfismo por hipdtesis, f. X id,
también luego por conmutatividad (f x i¢d)« lo es, y de esta forma f x id es equivalencia

débil en C, que es lo mismo que afirmar que (f)7 es equivalencia débil en C.

Para probar que D preserva cofibraciones y equivalencias débiles entre cofibrantes
basta recordar cémo se definen las cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles en C

v es inmediato.
De esta forma quedan probadas las hipétesis del Teorema 0.3.5. O

Ha quedado pendiente el lema siguiente.

Lema 3.3.3

Si A € Cc y X € Cy, entonces se verifica que II(C)(A,X x J) es isomorfo a
II(C)(A, X) x II(C)(A, T).

Demostracion:

Definamos el isomorfismo como parece mas légico, (pr1 X pra)«: II(C)(A, X x J) —
I1(C)(4, X) x TI(C)(A, J). La aplicacién (pry X pra). estd bien definida pues si f ~ g por
una homotopia a izquierda h, entonces pri f & Prigy prag L prag tomando las homotopias
a izquierda prih y praoh, respectivamente.
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Para ver que (pri X pra). es sobre sean [f1] € II(C)(A, X) y [f2] € II(C)(A,T) y sean
f1 ¥ fo dos representantes de [f1] y [f2] respectivamente. Aplicando la propiedad universal
del pull-back

XxJ 27
lpn lk (3)
X —F

afiiA— Xy for: A— T, pues k' fi = kfa, se tiene que existe una dnica f: A — X x 7
conprif = fiy prif = fo.

Ahora para probar que (pr1 X pra). es inyectiva sean [f] y [g] en II(C)(A, X x J)
tales que (pry1 X pro)«[f] = (pr1 x pra).[g] asi prif ~prig, esto es existe una homotopia a.
izquierda,h, de prif a prig como en el diagrama conmutativo

prif+prig
A—X

L
Bo4+-8
lVN: h

A<—T—Ax1I

A

con ¢ equivalencia débil y 8y + 8, cofibracién. También pryf ~ prag, esto es, existe una

homotopia a izquierda, h’, de prof a prog como en el diagrama

AL Apr2f+przgj

O4+0,
lVNI Th/
!

A<—T—AxTI

con ¢’ equivalencia débil y 9) + 0: AU A — A x I cofibracién.

Como A es cofibrante, X y J fibrantes, se verifica que Ho(C)(A4,X) = II(C)(4, X)
y que Ho(C)(A,J) = II(C)(A,T). Ademds en Ho(C), como vimos en el Teorema 3.1.13,
A x I es lo mismo que A x I’. Asi podemos tomar A x [ en la homotopia a izquierda
h'. Ahora, aplicando la propiedad universal del pull-back X x J 3) a i A x [ — X y
ah'tAx I — J pues kh = kh/, existe una unica homotopia H: A x I — X x J con
priH = hy proH = h' y verificando que hace conmutativo el diagrama
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AuA x w7

L

A<—T— AxI

Ademas pr1 H(0o+01) = prif+prig y proH (Go+01) = praf+prag, luego H(0o+01) =
f+g 0O

Recordemos que en la Definicién 3.2.11 dimos la nocién de fibra de un morfismo
cualquiera en C. Dada una fibracién en C,p: E — B, entenderemos por fibra de p, F', el

mismo concepto.

Definicién 3.3.4 Dada una fibracién en Cy,p:7g — 15 definimos fibra de P, como el
pull-back en Cy

rqG ——TE

|

idy —TB

=]

Proposicion 3.3.5

Sea p: E — B morfismo en C. Sea F' la fibra de p obtenida segtin la Definicién 3.2.11
mediante el pull-back en C
—_— E

ll:

Entonces rF es la fibra en Cs de (p)gs: (E)y — (B) 7.

i
rF
iB
B

'

Q

Demostracion:

Sea Tp:rp — idy el Unico morfismo en Cy; de rr al objeto cero, y sea
u:ide, — ( )z transformacién natural unidad de la adjuncién de la Proposicién 3.3.1

entre Dy ( )7. Entonces el diagrama

104



re " (), D(re) = (F) 5

lFF (re)ag (4)

u(idj)

idg —= ()gD(idg) = (J)ag

es conmutativo y se tiene que

Ca(rx,idg) Xc (rx (7)5) Co(rxs (F)g) Z* Xe x5 Clrx, (F)g)

por ser id 7 el objeto cero en C.

Ahora dado que (F') 7 se define por el pull-back

J

F

toda aplicacién i X — F x J es tnica y verifica que procede de f = pr1 f: X —> F con
rrf = rx por la propiedad universal. De modo reciproco dado f: X — F verificando
que rrf = rx, determina de forma tnica f : X — F x J por la propiedad universal del
pull-back, luego C+ ('rX, (F)J) es isomorfo a {f € C(X, F); rpf =7x}.

Ademads, el conjunto {f € C(X, F); rrf =rx} es isomorfo a C7(rx,rF).
Por tanto podemos concluir que (4) es un cuadrado pull-back.

Consideremos el diagrama

u(rr)

rF —— (F)g —=(E)s

lFF l(TF)J l(P)J

, u(id
idg —:7")('«7)5 — (B)s

Por ser ( ) adjunto a derecha, preserva pull-back, y el cuadrado de la derecha es
pull-back. El de la izquierda es pull-back por el argumento anterior y como la suma de
cuadrados pull-back es pull-back se tiene que r es la fibra de (p)y. O
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Proposicién 3.3.6

Sea B € Cy y el funtor Q: Ho(Cf) — Ho(Cy) definido en el Teorema 3.2.13. Se
verifica que QB = rqpg, con rqp morfismo inducido en el pull-back en C

QB B!
lTQB ~L(do,dﬂ
7 (iB.7B) BxB

es un objeto en Cz, y ademés es isomorfo a Q((B)s) en (Cy)s donde Q: Ho((Cy)s) —
Ho(Cg7) es el funtor de Quillen definido en [Q; I.2. Teorema 2| para categorias basadas.
Demostracién:

La primera afirmacién es inmediata y la segunda es consecuencia directa de la
Proposicién 3.3.5, del hecho de que ( )7 conserva fibraciones y equivalencias débiles
entre fibrantes como se vio en el Teorema 3.3.2 y de que ( )s por ser adjunto a derecha,
preserva productos. O

Definicién 3.3.7 Una sucesion fibrada en Ho(C) es un diagrama

D(rx) Iy 27 en Ho(C) rx x QZ tsrx en Ho(Cy)

donde rx es un objeto en Cy7, f y g morfismos en C y de modo que existe una fibracién en
Cs, p, tal que el diagrama en Ho(Cz)

rx 20,902y, vk xQU(Z)s) o rx

es isomorfo al diagrama en Ho(Cy).
re — (B)s 23(B)s 1o x AU(B)s) "orq

donde 7 es la fibra de (p)7 y m la accién a derecha de Q((B)s) en rg.

Nota 3.3.8

Esta definicién no tiene ambigiliedad dado que, por la Proposicién 3.3.6, 2((Z).7) con
Q:Ho((Cy)f) — Ho(Cy) el funtor de Quillen definido en [Q; I.2.Teorema 2| para
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categorias basadas, es isomorfo a QZ, donde Q: Ho(Cy) — Ho(Cz) es el funtor definido
en el Teorema 3.2.13, y que denotamos igual por comodidad.

Teorema 3.3.9

Sea D(rF) . E -2 Ben Ho(C), p:rp xQB — rp en Ho(Cz), una sucesién fibrada
en Ho(C).

Sea r4 objeto en Ho(C7), rg fibra de (p)g: (E)y — (B)y y 0:Q((B)7) — rp
como en [Q; 1.3.Proposicién 3.

Entonces se verifica que la sucesién:

(099). @@)); | Q()g)e

< — [, 1Bl

[ra,QF) 4 T4, QE) 7

Ox

Q - Tw *
o ra, QE) SR 0B, (ra,mrls [Dra, E] —2— [A, B]

es exacta en el sentido siguiente:
(1) (P)71(0) = Im i..
(i) 340x = 0y 10y = iy < a2 = p(a1,\) para algin A € [r4,QB] 7.
(ili) O (QUD)7)s =0y OuA1 = O Xy = Aoy = (QUp)s)«0 - A1 para 8 € [r4,QF] 7.

(iv) La sucesién de grupos de homomorfismos de [r 4, QFE] s hacia la izquierda es exacta
en el sentido usual.

Demostracion:
Sea T4 objeto en Cz, designamos por [r4, -]z al funtor Ho(Cs)(ra, ).

Hemos probado que C7 posee objeto cero. Asi es una categoria de modelos cerrada
basada. Dada una secuencia fibrada en Ho(C), esto es, D(rr) — E - B en Ho(C) y
rx X QB -5y en Ho(Cz), podemos suponer que p es una fibracién en Cy.

Aplicdndole el funtor ( )7 obtenemos una sucesién fibrada entre objetos fibrantes en

Cz. Asi por [Q; I.3.Proposicién 4], tenemos que existe la sucesién:

Q99). Q1) g )« Q9 .
e — [TA, Qq+1((B)J)]j ( ) [TAg Qq’rG]J Qi) 7) [TA,QQ((E)J)]j (Q9(p)7) .

Q(p)
s [ra, Q((B) 7))y —2Z
((P) v )
—_—

O ((B) 7 )«
[ra,Q((B)7)ly —— [ra,rgly ——

[ra,(B)sls
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Ahora por la adjuncién existente entre DL y ()% se tiene que [DLry4, E] = [ra, (E)E]
y [DFr4, B] & [r4,(B)%]. Ademéds por la Proposicién 3.3.5 la fibra de (p) 7, ra, es isomorfa
a rp. También hemos probado en la Proposicién 3.3.6 que Q((B)y) es isomorfo a QB y
Q((E)7) a QE. Aplicando todos estos isomorfismos se tiene el resultado. O

Proposicién 3.3.10
La clase de las sucesiones fibradas en Ho(C) tiene las siguientes propiedades:

(i) Cualquier aplicacién f: X — Y puede ser sumergida en una sucesién fibrada
D(rp)——f——.»X—f—»Y, m:rp X QY — rp

(ii) Dado el diagrama de flechas continuas

D(rp) ——>E—2>B re X QB —2>Tp
| | |
1 DF) lﬁ la | ¥%xQa e
Y y o Y , ¥
D(T’F)_Z_>E/___>B/ T%‘XQB"L)T‘/F

existen los morfismos de flechas punteadas.

(iii) En cualquier diagrama como en (ii) donde las flechas horizontales son sucesiones

fibradas y si @ y (3 son isomorfismos también lo es D(¥).

(iv) St D(rp)—i-rEirB,p,:rF x QB — rp es una sucesién fibrada en Ho(C)
también lo es

PB)-LF-“E QBxQE-QB

- - 0,id
donde 8 = D(9) con 0 la composicién QB Oidan) rr X QB E . rp y donde

na:[ra, OBlg X [ra,QE]y — [ra,QB|s estd definida por n. (A, u) = ((QUp)7)ep) - A,
para todo (A, p) € [ra,Q2B|g x [r4,QE]y yra €Cy.

Demostracion:

(i) Cualquier aplicacién en Ho C es isomorfa a una fibracién entre objetos fibrantes y
cofibrantes por [Q; I.1.Teorema 1].
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X .y re % QY e

np Na l l

Drp) —— x' L v rEx QY — g

con «, B equivalencias débiles

(ii) (iii) (iv) Son inmediatos teniendo en cuenta varios hechos. En primer lugar la
definicién de sucesién fibrada. En segundo lugar que, al ser Cs una categoria con objeto
cero, podemos aplicar [Q; I.3.Proposicién 5], se verifica una proposicién similar. Ademss
es necesario recordar que una equivalencia débil en Cy es una equivalencia débil en C al

aplicarle al funtor D. También es preciso advertir que si r¢ es la fibra de (p)7,7¢ = rp,
yaque QEZQ((E)7) . O

Observacién 3.3.11

Sea f: X — Y aplicacién en C. Aplicando la Proposicién 3.3.10(i) f puede ser
sumergida en una sucesién fibrada, D(rg) Lx LY' , mitp X QY — rp. De esta
forma obtenemos un diagrama como el superior (que prueba este apartado), donde f’ es
fibracion y «, @ equivalencias débiles. Por el Teorema 3.3.9 tenemos que, para todo 74
objeto en Ho(Cy), la sucesion

(0299) Q4 (f)g)«
———— e e e

e [TA’Qq-Hle [rA,QqF]j m [TA,QQX]j

lg —=

ra, QY] —2— [ra,7p]y —o— [Dra, X] —2— [A, Y]

v [’I‘ A, QX
es exacta en el sentido de dicho teorema.

A esta sucesién la denominaremos sucesidn ezacta larga de homotopia asociada a
fi X —Y enC.

Nota 3.3.12

Es posible realizar un desarrollo dual, definiendo cofibra sucesion cofibrada y se prue-
ban resultados duales de las Proposiciones 3.3.5, 3.3.6 y 3.3.10 y del Teorema 3.3.9.
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Capitulo 4

Sucesion exacta larga de homotopia de un morfismo en &N

El objeto de este capitulo es conseguir la sucesién exacta larga de un morfismo en £tV
y, como caso particular, la de un par en £tN que denotaremos (X, A) € PEY.

En la primera seccién definimos la categoria (£tN);4, que escribiremos £tN. Esta
categoria también tiene una estructura de categoria de modelos cerrada inducida por la de
EtN.

Dado un objeto en £tN, X € £tN, definimos su cilindro, INX € £V,

Si X € &t entonces su cilindro también, INX € £tN. A partir de aqui definimos la
categoria de homotopia en £ tg, II(EY), asi como el n—ésimo grupo de homotopia exterior
de X € &), NIIE(X). También definimos el wedge en £tN.

Para definir el smash, el cono y la suspensién necesitamos trabajar en €t§.

Consideramos Y! = £t(I,Y) como en la Definicién 2.2.5 y probamos que, si ¥ &
EN, YT e £N. Asi definimos para todo Y € EtN su espacio de lazos, QY € EtN.

De esta forma podemos definir un funtor suspensién X: & tg — £tN y un funtor lazo
Q: EN — EN. Se verifica que T es adjunto a izquierda de §2 asf como en las respectivas
categorias de homotopia.

En la segunda seccién conseguimos la sucesién exacta larga de homotopia de un mor-
fismo en £tN, f: X — Y, mediante un procedimiento similar al empleado en la homotopia
estandar.

En primer lugar tomamos una versién algo diferente del espacio de caminos Y/, defi-

nimos la fibra homotdpica exterior de f, Pf, y la fibra homotdépica derivada exterior de
F(PFY

También es necesario modificar ligeramente la nocién de exactitud. Con ello ob—

tenemos la sucesion buscada
s (f) 8
= IE(X) = TE(Y) — 5, (PF) — -+ (1)

0§ (f) B . .
— I S IE(Y) S NIE(PF) I (X)L m(y)
Observamos que salvo los dos primeros términos de la sucesién que se hallan en EtN,

110



el resto se encuentran en Stg. Ademads, la sucesién exacta larga de homotopia asociada a
una sucesién fibrada en Ho(Cs) obtenida en le Teorema 3.3.9, tomando C = £tN, puede

obtenerse a partir de la anterior.

En la tercera seccién definimos la categoria de pares en £tN. PELN. Dado un objeto en
PEN, (X, A) € PELY, tenemos la inclusién en N it A — X. Definimos el n—ésimo grupo
de homotopia exterior de (X, A) € PELN, II5 (X, A), como II5_; (Pf) que hemos definido
en £tN, para n > 1. Si aplicamos la sucesién (1) a la inclusién 7: A — X conseguimos la
sucesién exacta larga de homotopia del par (X, 4) € PELN

D T (X, A) D T (A) L T (X) S TEE (X, A) — -
C— TI§ (X, A) 2 TIE (4) — 5 (X)),

En la cuarta Seccién probamos que la sucesién exacta larga de grupos de homotopia
globales de Brown de un par (X, A) € PPro" es un caso particular de la sucesién exacta

larga de grupos de homotopia exterior del par (X, 4) € PELN.

4.1 Definiciones.

Recordemos que la categoria de los espacios exteriores bajo N, £, tiene por objetos

aplicaciones exteriores jx: N — X, y por morfismos los diagramas

Dicho de otro modo, tiene por objetos espacios exteriores con una sucesién base ex-
terior, que escribiremos abreviadamente X € EtN 6 (X, jx) € £tN si deseamos resaltar
la sucesién base. Los morfismos pueden verse como aplicaciones exteriores que preservan
las sucesiones base, fjx = jy, lo que escribiremos f:(X,jx) — (Y,jy) o simplemente
f: X — Y en &N,

Dado que el objeto inicial, idy: N — N, no es isomorfo al final, N — %, se trata de

una categoria no basada.

Aplicando el Teorema 0.1.6, tenemos en £tN una estructura de categoria de modelos
cerrada inducida por la de £t.
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Sea la categoria de los espacios exteriores bajo N que ademés son sobre N, (EtV);4,,.

Esta categoria tiene por objetos factorizaciones de la identidad idy: N 2, X 25 Nen &t

Los morfismos en (£tY);4, son diagramas en £t

JX/\
\/

Esto es, se trata de aplicaciones exteriores f, tales que fjx =jy yrvyf =rx.

Para abreviar denotaremos a la categoria (EtV);4, por StN En ocasiones, escribiremos
X e Et para referirnos a los objetos y f € £tX(X,Y) para los morfismos en £tN de X en
Y, suponiendo la existencia de los morfismos r y 7 adecuados verificando las condiciones
senialadas arriba. '

Aplicando la Proposicién 0.1.12 en 5t§ queda inducida una estructura de categoria
de modelos cerrada por la existente en £V,

N
Dados X,Y € Etg, denotaremos por P = X X Y a su producto en .Stg. Este producto
N

N

; N
o . . j
es una factorizacién de idy como idy: N—EZ—X x Y
N
En Nx Iy X x I tomaremos las topologias y externologias consideradas en la Seccién

1.3 para K = 1.

Definicién 4.1.1 Sea jx:N — X objeto en £tV abreviado X € £tN. Definimos cilindro
de X bajo N, denotado INX, como el morfismo jrx inducido en el push—out en £t

NxT 2t >N

ljx xidy ljzx

Xx]——]NY

Si X € 8t§, tenemos ademads el diagrama N X, x TN, Aplicando la propiedad
universal del push—out a r7xpr; y a idy existe una tnica r;x: INX — N verificando que
rrxjrx = idy. Asi obtenemos un diagrama, N == j1x INXY XN, que representa un objeto
en £IN que escribiremos IN X.
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Ademds, existen las aplicaciones habituales 8;: X — INX en EtY definidas como
0i(x) = [i,z], para i = 0,1, que estan en £t pues jrx = 0;jx. De igual forma se definen
las correspondientes 0; en £X.

Dadas las aplicaciones f, g: X — Y en £t decimos que f es exteriormente hométopa
bajo N y sobre N (en &t)) a g,f%g, si existe H: INX — Y en &£t tal que HOy = f y
H81 =4d.

La relacién “ser exteriormente hométopa bajo N y sobre N a” es una relacién de
equivalencia en £tN(X,Y). Denotamos por [f]N la clase de aplicaciones exteriormente
hométopas bajo N y sobre N a f.

Dada f: X — Y en&tN, X € Stg, f es un nulhométopa en £1N si y sélo si existe una
homotopia exterior bajo N, H: I§X — Y verificando que Hdy = jyrx y HO, = f.

A H se la denominaremos nulhomotopia en £tN de f.

Denotaremos por II(£tY) a la correspondiente categoria homotépica, la llamaremos
categoria de homotopia exterior bajo N y sobre N. En ella los objetos son factorizaciones
de la forma. idy: N 2% X 25 N y los morfismos son clases de homotopia exterior bajo N y

sobre N de aplicaciones en Etﬁi.

Sean X,Y € &tN.Denotamos por [X; YN el conjunto de clases de homotopia exterior
de aplicaciones en EtN de X en Y.

De forma similar, dados X,Y € Stg, escribimos como [X: Y}g el conjunto de clases

de homotopia exterior en €t§ de aplicaciones en £t de X en Y.

Para cada n > 0, podemos considerar el funtor NH;E: cS'tIQII — Set que a todo X €
EtN le asigna nIIE(X) = I(EN)(N x S™, X). Observemos que S = N x S™ denota

el diagrama z’dN:st—gN x S" 5% N, con jgn (m) = (m, sp),para todo m € N, sg punto

base de S™ y rgn = pri. A cada morfismo en £tY, f € EN(X,Y) este funtor le asigna
NIE(f) = fE: NIE(X) — NII¥(Y) que a toda [g]N € NIIE(X) le hace corresponder
[f9lN € NIIZ(Y).

N
Definicién 4.1.2 Sean X,Y € £tN, definimos wedge de X y Z bajoN, W = XV Z € &N,
como el morfismo jw = in1jx = inyjz obtenido mediante le push out en £t

113



T“_»

X5

<2«——N

Z

Si X.Z € &t), es decir representan sendos diagramas idy:N X, x X, N,
idy: N Jz, g Tz, Z, N, aphcando la propiedad universal del push—out a rz y rx vemos que

existe un unico ryw: X V Z — N con rwjw = idn.

Por tanto tenemos un diagrama idy: NZ%, X V Z ", N que representa un objeto en

&tN. Escribiremos esto abreviadamente como X \1\4 Z € EW.

Definicién 4.1.3 Dados X,Y € £t} definimos el producto smash de X y Z bajo N y sobre

N
N, denotado § = X /N\ Z, al objeto en 8t§ obtenido por el proceso siguiente. Tomamos el

N N
coigualador de jpry y de la aplicacién exterior k: W = X\I\{Z — P=X >R<I Z definida
por k([z]) = (z,jzrx([z])), k([z]) = (ixrz([2]),2), para todo z € X y z € Z. Esto es

N ; N
donde X >§ Z esta representado por la factorizacion idy: N 2, X x Z— 2 N. Es claro
N
N
que existe jg = gkjw:N — X /R\; Z. Ademas por la propiedad universal del coigualador

N
aplicada a (N,rp) existe una unica rg: X l/\!\ Z — N verificando que rsq = rp. También

rsjs = rsqkjw = rpkjw = rpjp = idn.
Tenemos asi un diagrama idy: N 25 X /\ Z “5 N que determina un objeto en St lo

que escribiremos X /\ Z € &
N

Observacion 4.1.4

Si X € £t tenemos el diagrama N X, X X, N. En N tenemos la topologia discreta
por tanto 'r;{l (n) = X, es abierto y cerrado en N.

Ademids r;(l(n) N r)_(l(m) = {) para todo m,n € Ny m # n, luego topolégicamente

X = U X,.
‘ neNn
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Ahora definiremos el cono y la suspensién para objetos en Etg.

Definicién 4.1.5 Sea X € é’tg, definimos el cono de X en EtY, denotado CX, al diagrama,
obtenido mediante el proceso siguiente. En primer lugar consideramos el morfismo jox

inducido en el push—out en £t

lao leX
Ny > ox

Aplicando la propiedad universal del push—out a r7x y a t¢dy obtenemos una tnica
rox: CX — N verificando que rexk = rrx y que idn: N2 CX TX N. Asf este tltimo

diagrama representa un objeto en 8t§, lo que escribiremos como CX € St’g’,.
Notemos que, topoldgicamente, CX = L_IN CX, con X, = r}l(n) para todo n € N
ne

por la Observacién 4.1.4.

Definicién 4.1.6 Sea X € £tX, definimos la suspension de X en £tY, £X. de la siguiente
manera. Sea el push—out en £t:

TX+TX

Xyx 2Ly
lao+81 J=x
mx —E oy
Aplicando la propiedad universal del push—out a r;x y a idy obtenemos una tnica

rex: X — N verificando que rsxk = rrx y que rexjsx = idn, con lo que queda
determinado un \nico objeto en £tN, o de forma m4s simple, X € £tX.

También por la Observacion 4.1.4, topolégicamente, £X = ¥( LEJNXn) = LIN Y Xn,
n ne

con 75 (n) = X, para todo n € N.

Es posible definir la suspensién de otra forma a través del push—out en £t

XJ'—)N

-

CX — XX
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y aplicando de nuevo la propiedad universal del push~out a rcx y a idy.

La suspensién n—ésima se obtiene aplicando la definicién anterior a "' X de forma

inductiva.

Observemos que también podemos definir la suspensién n—ésima empleando el pro-
N . ‘
ducto smash en £tY pues X {N\(N x S?) = ¥"X.

A continuacién definiremos el espacio de lazos para Y € £tN que denotaremos QY. y
que serd un objeto en £Y.

Sea Y/ el espacio exterior de la Definicién 2.2.5 y las aplicaciones exteriores d;: Y/ —
Y parai =0, 1, a las que hicimos referencia en la Proposicién 2.2.7. Se verifica el siguiente
resultado:

Lema 4.1.7

Sea Y € &N, entonces Y/ e £V,

Demostracién:

—

Definimos una aplicacién jyr:N — Y! de forma que jy:1(n) = jy(n) = ¥, con

Un: I —> Y camino constante en yy,.

Es claro que jy: es continua. Observemos que, si e es la aplicacién exponencial del
Teorema 1.3.5 que establece la biyeccién Et(Nx I, X) = &t (N, Top(1, X)), entonces jyr se
corresponde por e con N x [ NIy, que es externa por ser composiciéon de externas.

De esta forma concluimos que jy: es exterior. O

Notas 4.1.8

(a) El Lema 4.1.7 puede generalizarse para un Y¥ = £#(K,Y), con K espacio
topolégico compacto, tomando la estructura de espacio exterior que detallamos en la

Seccién 1.3 para probar el Teorema 1.3.5.

(b) SiY € &t), K conexo y compacto, YX € EtN. Para probar este hecho basta
tomar ryx: Y% — N como 7yx = ryqx, con k € K y donde ¢x: YX — Y generaliza gy
del Lema 2.2.6. Ademads ryvx no depende del & € K, pues K es conexo.

Definicién 4.1.9 Sea Y € £tN, llamamos espacio de lazos de Y bajo N, al diagrama

idy: N225 QY “2% N que obtenemos por el proceso siguiente. Primero tomamos el pull-
back en £t
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11939

QY y!
lrﬂy l(dodh)
N (jv.Jy) V<V

y le aplicamos la propiedad universal del pull-back a jy: y a idy. De esta forma obtenemos
un unico joy:N — QY verificando que iqvjaoy = Jjyr ¥y que raoviay = idy, luego
QY € &ty

Podemos definir un funtor suspensién, : £ty — £t de la siguiente manera. A cada
X € &t), T le asigna X como en la Definicién 4.1.6 y olvida su estructura sobre N. A
cada aplicacién f: X — Y en & t§ le hace corresponder X f de forma Unica por el siguiente
proceso. Primero recordemos que XX y XY se construyen empleando push—outs de la

forma:

N r N ry +r
X 1\\1/ X rx+rx N v \1\4 Y ry+ry. N
130-4-31 szy l@o+81 [jzy
Nx 2. sx Ny 25y

Aplicando la propiedad universal del push-out que sirve para definir INX a j;y v a
ini(f X 4dr) existe una tnica If:IgX — I§Y con Ifjrx = jry. Tenemos un diagrama
conmutativo

N + N
xvx 2y vy

N N

130-1—31 1304-31

I
mx —L . my

Ahora jsy (rx +7x) = joy (ry +ry)(f + f) = ky (60 + 01)(f + ) = ky I f(00 + 01).
Asi podemos aplicar de nuevo la propiedad universal del push—out de construccién de X
akyIfyajoy y existe una tnica Xf: X — XY verificando que Lfkx = kyIf vy que
Yfinx = joy. Por tanto =f estd en EtN.

También tenemos un funtor lazo, Q: EN — EtXN, que cada Y € &N le asigna QY
espacio de lazos de Y bajo N como en la Definicién 4.1.9, que es un objeto en £,
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A cada f: X — Y en &tN la lleva a Qf: QX — QY que obtenemos de forma tnica

mediante la construccidn siguiente. Recordemos que 2Y se obtiene mediante el pull-back.

iny

QY el
lTQY [(d()ydl)
N (v Jv) VY

Tenemos el diagrama conmutativo

1
Xl ———v!

l(do,dl) l(do,dl)
fxf
XxX——VYxY

Como (do, d1) fliax = (f x f){(do,d1)iax = (f x f)(ix,ix)rax = (Jvjv)rax, pode-
mos aplicar la propiedad universal del pull-back a fligx v a Tqx y existe una tnica
Qf: QX — QY verificando que rqyQf = rqox. También, como (do,d1)iqyQfjaox =
(v, iv)rayQfjax = (v, jy)raxjax = (jy,Jy) podemos aplicar la propiedad universal
del pull-back a idy y a iqy1fjox v existe una Unica joy = Qfjnx. Asi podemos afirmar
que Qf es un morfismo en Y.

Lema 4.1.10

Dado Y € &tN QY € £tf tiene estructura de objeto grupo en la categoria II(E£Y).

Demostracién:

N
Podemos definir una multiplicacién w: QY x QY — QY para cualquier pareja
N

N
(w1, we) € QY >§ QY y t el como:

w1(2t) OStS 1/2

p(wy, wa) = {w2(2—2t) 1/2<¢<1

Veamos que u es exterior. Es claro que u(wq,ws) es continua pues wy verifican que

N
w1(0) = wa(0) = jy(n) = wi(1l) = wa(1) para un cierto n € N ya que (w1, wp) € QY X QY

y porque wi; ¥ ws son continuos.
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Dado que en QY tenemos la topologia heredada de la compacto—abierta, u es continua
como en el caso clasico en Top. Para probar que i es externa, tengamos en cuenta que
en QY tenemos la externologia heredada de Y. Dado U € Eqy existe (I.V) € Ty, con
V € & tal que (I,V)NQY C U, entonces =2 ((I, V) NQY) = p~ (L, V)) N p1(QY)

N N :
contiene a ((1, V) x (1, V))N(QY x QY). Puesto que en QY § QY tenemos la externologia,
N

producto se tiene que ,u"l((I , V)) es un abierto exterior. Ademds es claro que p estd en
&N, con lo que p estd bien definida.

Es sencillo comprobar que 4 es homotépicamente asociativa, y que tiene elemento

neutro de homotopia, la sucesién de lazos constantes joy: N — QY jay (n) = jy(n): I —

Y tal que jy(n)(t) = jy(n) para todo t € I,n € N, con demostraciones similares a las
clésicas.

La inversa de homotopia, ¥: QY — QY la definimos como #(w)(t) = w(1l — t) para
todo t € I. Se tiene que ¥ es continua. Para ver que es externa tomemos U € &gy,
entonces U € T, y existe V € &y verificando que (I,V) N QY C U. Asi se tiene que
(L, V)NQY v, V))nQY =971 ((I,V)NQY) C ¥~ (U) y como ¥~} (U) es abierto en
la topologia de QY por ser continua 1, podemos concluir que ¥~ (U) € £qy. Comprobar
que es inversa de homotopia es sencillo repitiendo las demostraciones habituales. O

Lema 4.1.11

Dado Y € &N, se verifica que Q(Y7) es isomorfo en £tN a (QY).

Demostracion:

Para facilitar la demostracién denotamos de diferente forma los dos intervalos unidad
empleados en la construccién de los espacios de lazos, I’ e I. Asi pretendemos demostrar
que (Y1) es exteriormente homeomorfo a (QY)!". Aqui Q' significa que hemos construido
el espacio de lazos respecto a I’ y Q que lo hemos hechos respecto a I.

En primer lugar definimos #: Q' (YY) — (QY)!'. Dado v € (¥, v:I' — V!
verifica que v(0) = (1) = ];UL) = Yn, donde y,: I — Y estd definida como @, (t) =
Yn, Para todo ¢t € I. Entonces 9(v): I’ — QY estd definida, para todo s € I’, como
Y(y)(s): I — Y con ¥(vy)(s)(t) = v(¢t)(s), para todo ¢t € I. Estd bien definida pues

¥(7)(8)(0) = v(0)(s) = Yn(s) = yn y andlogamente ¢ (7)(s)(t) = v(1)(s) = Yn(n) = ya.
Es claro que es continua, veamos que % es externa.

l/
Dado W € Eqyyr, W € Y y existe V € £qy tal que (I',V) C W. Puesto que

V e &y, existe U € & con ([,U) NQY < V. Observemos ahora que
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(I',(I,U)NQY) C (I',V) C W. Aplicando ! vemos que L = (I, (I,U)) NV (Y!)
Y~ (I (LU)NQY) C oy~ ((I', V) c v (W).

’ I
Como L € Eqiyry y w~HW) € TEY) por ser v continua, se tiene que ¥~1(W) €
Eqi(y1y Y ¥ es externa.

En segundo lugar definimos ¢: (QY ) — Q/(Y7) para a: I' — QY con a(s)(0) =
a(s)(1) = y, para todo s € I', como p(a): I’ — Y verificando que ¢(a)(s): ] — Y de
forma que @(a)(s)(t) = a(t)(s) para todo t € I,s € I'.

Es claro que ¢(a)(0)(¢t) = a(t)(0) = y, para todo t € I,n € N, luego ¢(a)(0) = 7,
camino constante en ¥, y andlogamente ¢(a)(1) = ¥,. Por tanto ¢ estd bien definida, por
como lo estd jy .

Es sabido que ¢ es continua. Veamos que es externa.

Sea U € Eqi(y1y, entonces U € Tﬁ"”’) y existe V € Eyr tal que (I, V)N Q' (Y1) ¢
U, pero por V € &Ey1, V € Tc};l y existe W € &y con (I,W) C V. As{ tenemos
que (I',(I,W)) nQ(Y!) c (I'\V)nQ(Y!) c U. Aplicando ¢! observamos que
(I',(I,W)) N () C = ((I', (I, W) N (YT)) C o~ ((I,V)nQ(YT)) C o~ }(U),
pero (I',(I,W) N (QY)I') € Eayyr ¥ @ *(U) es abierto en TC(L?Y)I/ por ser @ continua.
De esta forma concluimos que ¢~ 1(U) es abierto exterior en (QY)! "y © es externa.

Por ultimo es sencillo comprobar que ¢y = idg/(yr) y que Y = id(qyyr asi como

que @ y 9 estan en Etg. O

Teorema 4.1.12

Los funtores suspensién X: St§ — &N y lazo Q: &N — Stg definidos con
anterioridad verifican que ¥ es adjunto a izquierda de 2.

Demostracion:

Es necesario probar que existe la siguiente biyeccién natural:
EN(TX,Y) = EN (X, QY)

para todo X € Stg eY € &N,

Por el Teorema 1.3.5 para K = I la aplicacién exponencial e nos proporciona la
biyeccién natural
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SHX x 1Y) 2EHX, YY)

Recordemos que el cilindro de X € &£t es jrx: N — INX, que estd definido para
todo n € N como jrx(n) = [z,,0] donde [z,,0] = {(z,,t) € X x I;t € I'}. Se verifica que
e induce la siguiente biyeccién natural

EN((INX, jix )i (Y, 5y ) R EN (X, ix); (Y7, dyr))

Esto es sencillo de probar ya que si f € EN((INX,jrx); (Y, iv)) e(f)(zn)(t) =
f([zn,t]) = yn para todot € I y n € N. Pero entonces e(f)(zn) = ¥n lazo constante
en yn y, como jy1(n) = U, tenemos que e(f) € EN((X,jx); (Y, jay)). Ademds dada
g € EN((X1jx); (Y1, jy1)) se verifica que e1(g)([Zn, ) = 9(za)(8) = ¥ = jy(n) para
todot€Iyn €N, luego e !(g) € é'tN((INX,jIX); (Y,jy)).

Recordemos que XX se define mediante el push-out en £t

TX+TX

N
X \é X —N
1304-31 Jjex (1)

Nx —f -5y

v aplicando la propiedad universal a r;x y a idy, con lo que obtenamos el morfismo

rax: LX — N verificando que rexjx = idy, esto es XX € €t§.

Ellazo de Y € &N, QY € &£tX se definia mediante el pull-back en £t.

0y

QY ——y!
lmy l(do.dl) (2)
(Jy Jy)

—Y xY

y tomando el diagrama idy: N 9Y, OY ™% N inducido por la propiedad universal del pull-

back como en la Definicion 4.1.9.

Definimos ahora la aplicacién & EtN(XX,Y) — EN(X, Q) que atoda f: TX — YV
en &N le asigna &(f) = igye(fk).

Veamos que € estd bien definida. En primer lugar probemos que e(fk) € Imiqy.
Bs claro que e(fk): X — Y! y ademés se cumple que doe(fk) = fkdy = jyrx asi
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como dye( fl%) = fkO, = jyrx por la construccién de ©X. De esta manera podemos
aplicar la propiedad universal del pull-back (2) a rx y a e(fk) con lo que existe una tnica
f: X — QY verificando que rqy f = rx (es sobre N) y que iqy f = e(fk), o lo que es lo
mismo, f = i(_nl,e( fk). Para terminar queda por probar que es bajo N. Esto es sencillo
pues (do, d1)iay fix = (jv,Jv)rav fix = (Jv,Jv)rxix = (jv,jy) y asi es posible aplicar
la propiedad universal de (2) a iqy fix ¥ a idy, con lo que existe una tnica fjx = jay.

Ahora probemos que € es sobre. Dada g: X — QY en £tY, tomamos la aplicacién
e Miayg): INX — Y. Como e '(igyg)(@o + 1) = (do,dr)iayg = (jv,jv)ravg =
(Jv,Jv)Tx, se puede aplicar la propiedad universal de (1) a e !(iqyg) y a jy. Asi existe
una Unica f: ©X — Y verificando que fk = e '(iqyg) y fizx = jv. También &(fk) =
inve(e (iavg)) =g.

Por ultimo demostremos que € es inyectiva. Sean f y f’ tales que eé(f) = &(f’), esto
es, z'f_nl/e(fo) = z'g_nl,e(f’l-z). Como Ime C Imiqy y e es biyectiva se tiene que fk = f'k.
Por la propiedad universal del push—out (1) aplicada a fk = f'k v a jy se tiene que f = f.

Resta por demostrar la naturalidad de € en el sentido siguiente. Dadas f: X — X’

en &Ny 1Y — Y’ en &1}, los diagramas inferiores son conmutativos

EN(EX,Y) —2= €itN(X, QY)

lg* l(ﬂg)*

EN(ESX,Y') —= &tN(X, QY")

EN(EXY) —= eN(X',QY)
N

l(Ef)' lf‘

ENEX,Y) —— etN(X,QY)
donde f*:EN(ZXY) — EtN(XX,Y’) definida para toda h:©X — Y en &N como
f*(h) = hf y andlogamente (3 f)*.
Esto es inmediato por la naturalidad de e y el cardcter funtorial de £y Q. O
Corolario 4.1.13

Los funtores suspensién, Z: £t — EtN, y lazo, 1 EtN — &Y, citados en el teorema,
anterior, verifican que ¥ es adjunto a izquierda de 2 en las respectivas categorias de
homotopia.
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Demostracion:

Es claro que ha de probarse la biyeccién natural

EX. YN~ (X, QYR

para todo X € £, Y € &N,

Tenemos que:

ENINEX,Y) = eNEX, YT 2 eN(X, QYY) = e(X, (QY)!) = ERUINX,QY)

aplicando el Teorema 4.1.12 y el Lema 4.1.11 y donde la iltima biyeccién se obtiene por

procedimientos analogos a los de la demostracién anterior.

8o
Ahora dadas las aplicaciones ©X INy ¥ quedan inducidas
&1

8
ENINEX,Y) T EN(EX,Y)
o7

y podemos ver que coig(d5,0%) = [ZX, YV

B0
e

——
o1

Anélogamente considerando X INNX , se inducen las aplicaciones

2
ERINX, QYY) —__~ &tN(X,QY)
a5

y asf coig(d,8;) = [X, QYX.

Podemos construir el diagrama conmutativo

EN(INTX,Y) =~ EN(INX, QY)
l 8y l@{ lf)g la;
EN(ZX,Y) = EN(X,QY)
[ZX, Y] (X, QYN
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y asf se tiene que [ZX, YN = [X, QYV)N.

Resta por demostrar que € es natural, es decir, dadas las aplicaciones f: X' — X en
EtNy g:Y — Y’ en EtY, los diagramas siguientes

EX, YN — [X; QY]]

lg* iﬂgx

[EX, YN — [X,QY)}

=X, Y]N — [X'QY]Y

s

[SX,Y]H —— (X', QY

son conmutativos. Aqui g* y f. son las inducidas en homotopia por g y f respectivamente.

Pero esto es inmediato. O

4.2 Sucesién exacta larga de homotopia exterior de una aplicacién en £tN.
Sea Y! € £tN construido por el proceso siguiente. Sea el pull-back en £t:

?’I pr2 YI

l‘f;:l | ldo (1)

N-——Y

Aplicando la propiedad universal de este pull-back a jyr y a idy existe una unica
Jpr N — Y1 verificando que Projy; = jyr y que r;,,j;,vj = idy. De esta forma ob-
tenemos un objeto en £tV J 1, que escribimos Y! € &N, Por otro lado la factorizacién

J~ o~ T~ ~
idy: N =5 YT Y5 N determina un objeto en EtN, lo que denotamos Y7 € &N,

Observemos que el codominio de Ji: es el conjunto de pares (n,w) € N x Y7 tales
que w(0) = jy(n) = yn. Asi podemos identificar ¥/ con pro(Y!) y considerarlo como
aquellos caminos continuos en Y que comienzan en jy(n) = y,, para un cierto n € N.
De esta forma Y7 puede verse como un subespacio exterior de Y/ dotado de la topologia
compacto—abierta y la externologia heredadas de las existentes en Y.
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Definimos una aplicacién p: Y/ — Y como p(w) = w(1) para todo w € Y/, luego
p = d1pre. Es exterior por ser la composicién de aplicaciones exteriores. Ademaés p es bajo

N pues pjgz; (n) = p(Yn) = Yn(1) = yn, para todo n € N.

Proposicién 4.2.1

Dada f: X — Y aplicacién en EtN, X € Stﬁ, es nulhométopa en £tN siy sélo si f
tiene una elevacién en £tX, g: X — vi , verificando que pg = f.

Demostracion:

Si f es nulhométopa en EtN existe H:I{\V{X — Y en &N con HOy = jyrx v
HO; = f. Aplicando la exponencial inducida en £tN por el Teorema 1.3.5 obtenemos
H=ce(H):X — Y en &N, Como doH = HOy = jyrx podemos aplicar la propiedad
universal del pull-back (1) a H y a rx y existe una tnica g: X — Y exterior verificando
queprog=Hy T3 9 = Tx, esto es, g es sobre N. Aplicando otra vez la propiedad universal
del pull-back a progjx = Hjx y a idy se tiene que gjx = jy;, con lo que g € E1y.

Se verifica que pg = d1H = Hd; = f.

Para el reciproco tomamos g: X — Y. Sea g = prag, ¢: X — Y, le apli-
camos la inversa de la exponencial citada en la demostraciéon del directo y obtenemos
H =eYg)INX — Y en EN. Se verifica que H8y = e~ (¢ )8 = e (prag)dy =
doprag = jy 719 = JyTx, asi como HOy = e~1(g")01 = e~} (prag)dy = diprag = f y como
Hijirx = jv, f es nulhométopa en EN. O

Definicién 4.2.2 Llamamos fibra homotdpica exterior de una aplicacion f: X — Y en
EN, denotada Pf € &£tN, al morfismo j Pf55N — Pf que obtenemos al aplicar la propiedad
universal del pull-back en £t

f Y
Pl

a las aplicaciones jx y Igr
Observamos que P% € £ty tomando r pg =TgPr2.

De forma maés detallada el codominio de j ps €8 el conjunto de ternas (z,n,w) €
X x N x Y! verificando que p(w) = w(1) = f(z) y dow = w(0) = jy (n).
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Tenemos la aplicacién : Pf — X que a toda terna (z,n,w) le asigna n(z,n,w) = z,

luego 7 es la primera proyeccion que es exterior y bajo N.

Proposicién 4.2.3

Dadas f: X — Y,¢9:Z — X, aplicaciones en £tY, con Z € Stﬁi. Entonces fg es
nulhométopa en EN si y sélo si existe una extension, h: Z — Pf, en £tN verificando que
rh =g.

Demostracion:

Por la Proposicién 4.2.1 fg es nulhomdtopa si y sélo si existe h': Z — Y1 en ELN
tal que ph’ = fg. Por tanto podemos aplicar la propiedad universal del pull-back de
la Definicién 4.2.2 a g y a h' y existe una dnica h: Z — P}S verificando que Th = g y
prah = h'. Se tiene que rpfsh(z) = 13, prah(z) = ry ' = rz por ser h' sobre N. Ademas,
aplicando la propiedad universal a prohjz v a jx vemos que hjz = j PE-

Para el reciproco, dada una elevacién h: Z — Pf en £ty con mh = g tomamos
proh: Z — YT que estd en £tN por ser composicién de aplicaciones en £tN. También

pproh = fwh = fg. Aplicando la Proposicién 4.2.1 esto es equivalente a que fg sea
nulhométopa. O

Definicién 4.2.4 Sea f: X — Y aplicacién en £tN con X € SNN, definimos la fibra
homotdpica derivada exterior bajo N de f, denotada (Pfg Y € &N, como la aplicacién

exterior j PEY" N — (P}E ) obtenida al aplicar la propiedad universal del pull-back

(Pf) —=—p1

lp l(pn,p)
X (rx,f)

—NxY

aJx Yj?r

Podemos observar que el codominio de j PEy ©8 el conjunto de ternas (z,n,w) €
X x N x Y7 tales que w(0) = jy(n) = yn, w(l) = f(z) y rx(z) =n.

Ademds p = pri y si tomamos 7 Py = THPT2 queda determinado un diagrama
. ey g, TR . .
idy:N — (Pf)' — Ny por tanto un objeto en £y, es decir (P§)’ € £iN.
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Proposicién 4.2.5

Sea f: X — Y aplicacién en £tY, g: Z — X aplicacién en EtY. Se tiene que fg es
nulhométopa en £tV si y sélo si existe una extensién h: Z — (P}g ) en 8t§ tal que ph = g.
Demostracién:

Por la Proposicién 4.2.1 fg es nulhométopa si y sélo si existe h': Z — Y1 en EN
tal que ph’ = fg. Tenemos que (pr1,p)h’ = (rx, f)g por ph' = fgy prih’ =rg W =rgz.
Asf puede aplicarse la propiedad universal del pull-back de la Definicién 4.2.4 a A’ y a
g y existe una tunica h:Z — (P}‘Z: ) verificando que proh = h' y ph = g. Observemos
que ’I‘(P;:)/h =1y, preh =rg; h' = rz, luego h es sobre N. También es bajo N empleando
argumentos andlogos a los utilizados en la Proposicién 4.2.3 y asi h estd en EtX.

Reciprocamente, dada h: Z — (P§)’ en £ty con ph = g tomamos proh = h': Z —
y! que estd en EtN por ser composicién de aplicaciones que lo estdn. Se tiene que ph' =
pproh = fph = fg por conmutatividad del diagrama de la Definicién 4.2.4. Por tanto

podemos aplicar la Proposicién 4.2.1 y esto es equivalente a que fg sea nulhométopa. 0O
Definicién 4.2.6 Una sucesidn en N, con X € Et)
x Ly L
se dice ezacta. si la sucesién de homotopia inducida para todo Z € Etg
(2, XIN Loz, YN 22, TN
verifica que Imf. = kergs.
Definicién 4.2.7 Una sucesion en N, con X,Y € £ y f morfismo en EtN
x-Ly-<Lr

se dice ezacta si la sucesién de homotopia inducida para todo Z € £t

12, XN L0z, v N 2z, 1N
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verifica que Imf, = Kerg..

Definicién 4.2.8 Una sucesion en EtN

xLy 47

se dice ezacta si la sucesion de homotopia inducida para todo Z € €t§

(Z, XN L5z, YN 252, TR

verifica que Imf, = Kerg,.

Proposicion 4.2.9

Dada f: X — Y aplicacién en EtN, la sucesién

P x Ly
es exacta en el sentido de la Definicién 4.2.6.

Demostracion:
Recordemos que Pf € 5t§ tomando r pE =Ty Pra.

Para todo Z € St§ es necesario probar que la sucesién

(2, PEIN (2, XN 212, Y

es exacta, esto es, Imm, = Kerf.. Dada g: Z — X en &£tY, fg: Z — Y es nulhométopa
en EtN si y sélo si, por la Proposicién 4.2.3, existe h: Z — Pf en 8t§ tal que mh = g, lo
que a su vez, dado que 7. (h) = Th = g, es lo mismo que asegurar que g: Z — X esté en
Imm,. O

Proposiciéon 4.2.10
Dada f: X — Y aplicacién en £tN, con X € Stﬁ}, la secuencia
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(Pfy L x Ly
es exacta en el sentido de la Definicién 4.2.7.

Demostracién:

Tenemos que (Pf)’ € &£tX tomando T(pEy = THPT2: Para todo Z € £t} es preciso
demostrar que la sucesion

12, (PEYIN 252, XN L= (2, Y]

verifica que Imp, = Kerf.. Pero g:Z — X es tal que fg: Z — Y es nullhométopa en
EtN si y sélo si por la Proposicién 4.2.5, existe h: Z — (Pf)’ en &N tal que ph = g, lo
que a su vez dado que p.(h) = ph = g, es lo mismo que afirmar que g: Z — X estd en
Imp,. O

Lema 4.2.11

Para cualquier f: X — Y aplicacién en £tN, la sucesién

(PY (PEY £ Pf T X oy

es exacta en el sentido de las Definiciones 4.2.6, 4.2.7, 4.2.8 segtin corresponde y donde
T, 0, p, Son las proyecciones naturales.

Demostracién:

Al aplicar las Proposiciones 4.2.9 y 4.2.10 a f y 7 respectivamente se prueba la
exactitud hasta (Pf)'.

Tenemos que (P£) = {((z,n,w),m,u) € Pf x N x X5 w(0) = jy(n), w(l) =
f(@), w(0) = jx(m), u(l) = n(@,nw) =z y rpe(z,n,w) =n = m}. La aplicacién
p: (PE) — Pf estd definida para todo ((z,n,w),m,u) € (P£) como p((z,n,w), m,u) =
(z,n,w). Reiterando la construccién de la Definicién 4.2.4 para p, tenemos que (Ppg)’ =

{[((manvw)amvu),p77]; ((m,n,w),m,U) € (Pf)/’ peN, ve (P}g)[a 7(0) = JPf(p) =
(xp’pa gp)» 7(1) = p([((xvntw)) mau)apv '7]> = (a:,n,w), Tpe ((m,n,w),m,u) =m ‘_‘p}
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Ademés o: (Pf) — (PZ)' esté definida para todo [((z,7n,w),m,u),p,7] € (P¢)

como U([((m,n,w),m,u),p,ﬂ/]) = ((z,n,w),m,u).
También (P?)’ estd en £ty tomando T(PEY (((m,n,w),m, u),p, fy) =p

Se tiene que ¢ y p son aplicaciones en €t{§. Repitiendo los argumentos de la Proposi—
cién 4.2.10 podemos concluir que (Pf)' 2Py £ Pf es exacta en el sentido de la Defi—
nicién 4.2.8. O

Ahora vemos que podemos identificar (PS) y (Pf ) con Y y con QX respectiva-

mente.

Lema 4.2.12

Sea f: X — Y aplicacién Y. La aplicacién q: QY — (P£), definida como g(w) =
((a:n,n, w),n, ?c'n) para w € QY verificando que w(0) = jy (n) = yn y w(1) = jy(n) = yn,

es una equivalencia de homotopia exterior en Stﬁi.

Demostracion:

Tenemos que (P£) = {((z,n,w),m,u) € Pf x N x X5 w(0) = jy(n),w(l) = f(z),
w(0) = jx(m), u(l) =z y n=m}.

Para cualquier f: X — Y en &N la aplicacién ¢ descansa en (P%)’ pues fjx(n) =
f(zn) = Jy (n) = yn.

Definimos una retraccién r: (Pf)" — QY para todo ((z,n,w),m,u) € (P£)" como
r((x,n,w),m,u) = ¥ lazo en QY construido como @ = w * (fu)~! donde * simboliza
la suma de caminos y (fu)~! es el camino recorrido en sentido inverso. De forma més

explicita:

_ _ (2t) 0<t<1/2
w * (fu) l(t)—{q})u@_zt) 1/2<t<1

Esté bien definida pues w(0) = w(0) = y, y w(1l) = fu(0) = f(z,) = yn. Ademss
estd en £t pues es la composicién r = *(pry, (fprs)~!), con pri((z,m,w),m,u) = w,
prs((z,w,n),m, u) = u,( )7! la aplicacién inversa de un camino, * como antes y todas
ellas aplicaciones en EtY.

Sea H: QY xY -—— QY definida para todo (w,t) € QY x I, si w(0) = w(l) = jy(n) =
Yn, COMO Sigue:
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H(w,t) = {w(ft) e

t+1

D)
o

<

IA

j;o
= IA

IN =
V')
—

Es sencillo ver que es bajo N y sobre N. Es claro que es continua y para ver
que es externa sea U € QY entonces U € T,y y existe V € &y con (I,V)NQY C
U. Siw € (I,V), entonces w(I) C V, luego y, € V y asi (I,V)NQY) x I C
H”l((I,V) OQY) Cc HY(U). Pero ((I,V) NQY) x I € Eqyxr, HHU) € Toy x Tt
por ser H continua y podemos concluir que H~Y(U) € Eqyxs.

Ahora definimos K: (P£) x I — (P£)’ para todo [((z,n,w),m,u),t] € (P£) x I de
la siguiente forma, K [((z,n,w),m,u),t] = ((u(t), n, a(w, v, 1)), m,u(t))) donde a(t)(s) =
u(st)para todo s, t € I,u € X!, y « es la aplicacién o Y1 x XI x I — Y definida asi:

w(s(2 1)) 0<s< by, telwe¥!

el i) = {fu(s(t~2)+2) Frsssl ueX!

Es claro que « est4 en £tN. También K estd bien definida pues a(w, u. t)(0) = w(0) =
gy (n), a(w,u,t)(1) = fu(t), a{t)(0) =u(0) = jx(m), u(t)(1) =u(t) y n =my por tanto
descansa en (Pf£)’. Ademis esté en EtX.

Entonces HOy = rq, HO, = iday y KOy = qr, Koy = ’id(pf)/. O

Para la otra identificaciéon recordemos que (P"f )Y = {[((z,n,w),m, u), D, 'y] €
(P) x Nx (PF); v(0) = jipe (p) = (2, P, Bp)» V(1) = (w,m,w) y m = n = p}.

Definimos ¢": QX — (Ppg)’ por ¢'(u) = [((mn,n, Un)s M, u),n, (:cn,hntﬂn)] para todo
u € QX, donde (mn,/';zl,ﬂn) denota el camino constante en (z,,n,¥,) € Pf vy u e QX
verifica que u(0) = w(l) = z, ¥ f(zn) = yn. También ¢’ es una aplicacién en &Y y
se puede probar que es equivalencia de homotopia exterior en £tN procediendo de forma

similar a la demostracién anterior.

El siguiente diagrama conmuta salvo homotopia exterior en Stg

(Pg) —" (PEY

’ !
q q¥
[ T pl,ﬁ
Qf

QX —QY

donde p’ = pq es la aplicacion p'(w) = ((Tn, n,w),n, Tn) si w(l) = f(z), w(0) = jy(n),
zn =Jx(n) y 1: QX — QX es la inversa de homotopia exterior del objeto grupo Q.X.
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Asi obtenemos para toda f: X — Y aplicacién en £tN la sucesién exacta:

ax Yoy 2 pfmx Ly

Teorema 4.2.13

Dada f: X — Y aplicacién en £tN tenemos la sucesién

arps 2T _any 7 Ly

ax—Y gy £ ps T x_ I .y
de modo que para todo Z € £tX, la sucesién

- — T(ER) (2, PE) (el (2, 0 X)L (e (2, Y ) — -

(1)«
————h

— T(EN)(Z, 0X) (ER)(2, QY )~ it (2, PE)—=
— TI(EN)(Z, X)—L—TI(EN) (2, V)

es exacta.

Demostracion:

Sélo es preciso tomar la sucesién

ax v £, pf T x Ly

v aplicar su exactitud. 0O

Lema 4.2.14

Sea Z € £tN y sea rz: Z — N tal que 7~!(n) es conexo. Entonces dada ¢g: Z — X
en £tN con X € &Y se verifica que g es una aplicacién en £tX.

Demostracion:

Si g es exterior y bajo N, entonces conmuta el diagrama (1), gjz = jx. Para ser sobre
N debe ademas conmutar el diagrama (2):
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g RN

Z—>X

N v
N

Dado jz(n) = 2z, entonces rzjz(n) = n luego z, € r,'(n). Entonces gjz(n) =
9(zn) = jx(n) = z,. Asi tenemos que z, € g(rz'(n)) Nr¥'(n), luego es no vacio.

Ahora bien, por hipétesis, r;'(n) es conexo luego g(rgl(n)) es conexo y ry (n) es
abierto y cerrado por tener en N la topologia discreta. Sabemos que un conexo tal que
su interseccién con un abierto es no vacia, debe estar contenido en el abierto, y por tanto

g(rz'(n)) C r¥'(n) que es lo mismo que afirmar que el diagrama (2) conmuta. O

Corolario 4.2.15

Dada f: X — Y aplicacién en £tY, obtenemos la sucesién

) s (f) o=p,

(X (YY) — IOy (Pf)—— -

£ 5 (£) £ o=p £ DE T £ fs £
I (X)——— I (V) ———nlII5(P¥) 115 (X) I5 (Y)

que es exacta.

A esta sucesién la denominamos sucesion ezxacta larga de homotopia exterior de la
aplicacion f: X — Y en EtN,
Demostracion:

En primer lugar recordemos que por el Corolario 4.1.13 tenemos que el funtor sus-
pensién X: €N — EtN es adjunto a izquierda del funtor lazo Q: &N —s EtN en las
categorias de homotopia.

Por otro lado, exteriormente, se verifica que N x §¢ = U §¢ =~ || 55971 ~

neN neN
N x 589! = B(N x §971) = ... = $I(N x S°).

Ademés tenemos que, para todo ¢ > 0, Nx §7 =879 ¢ Etg estd representado por el
diagrama idn: N 225 N x §9 24 N, con js« definida para todo n € N como jsq (n) = (n, o),
donde so punto base de S9.

Si a la sucesion
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Qrf

o (P T, nx QY

ox 2 oy £ ,pr_ T . x T .y

le aplicamos el funtor IL(EIN)(8°%, _ ) = [S% _V, salvo en P§ donde aplicamos el funtor
T(ERN) (S, - ) =[SO _IN, y hacemos uso del lema anterior pues S? € £t y pri *(n) = S¢
es conexo para todo g > 0, obtenemos la sucesién

Q) (27 )«

- — TI(ER)(S°, Q" PE) TI(EN)(S°, O X) I(ER)(SO, Q"Y) —s

Qf* :: T x
o TI(ER) (S0, 0X) — 2 m(ed) (S0, QY) —Z— m(E)(S0, PE) — s

s I(EN) (S0, X) —L s TI(EMN)(SO,Y)

que es exacta por el Teorema 4.2.13. Si aplicamos la adjuncién anterior junto con que
N x $9 22 $9(N x S9), tenemos la sucesién

e (f)
—_—

s T(EMNY(S™, X) T(EMN)(S™, V) -0 TEN) (S, X) — .-

af(f)
_—

o TIEMN)(S, X) TERN) (S, Y) 222 TI(EH) (S0, PE) —=

— TI(EN)(SO, X) —L s TI(EN)(SO, Y)

que es exacta y que es la sucesién de los grupos de homotopia exterior buscada. O

Observaciones 4.2.16

(a) Sea f: X — Y en &£tN. El Teorema 3.3.9 puede obtenerse, para C = £tN, como
corolario del Teorema 4.2.13. Dado Z € €t§, podemos sustituirlo por su modelo cofibrante
y suponer que Z € (£t)) (v Z € £tY). Dado que todo objeto es fibrante en £1y y en £tN.
podemos aplicar [Q; I.1.Corolario 1] y se tiene que Ho(£tX)(Z, X) = T(EN)(Z, X) v que
Ho(EtY)(Z,X) 2 TI(EN)(Z, X). De esta forma la sucesién

o — Ho(et)(z,arX) L0, moety(z, ory) L2,
— Ho(Eth)(2,Qm1PE). .. — Ho()(2,0X) 2, Ho(edll)(z,0v) 2=
— Ho(EtN)(Z, P§) —=— Ho(EN)(Z,X) —L— Ho(EtV)(2,Y)

es isomorfa a la sucesién del Teorema 4.2.13 y por tanto exacta.

(b) En general, dada f: X — Y en £tY, la sucesién obtenida mediante el Teorema
3.3.9 es diferente a la que conseguimos al aplicar el Teorema 4.2.13.

Por ejemplo sea ¥ C R? el circulo de Varsovia, y X = R? dotado de la topologia
euclidea y de la externologia £x = {E C R% E € T.,Z C E}. Definimos jx:N — X
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para todo n € N como jx(n) = p, con p € X fijo. Es claro que jx es exterior. Dada idx
tenemos la sucesién fibrada

Pt L x_lx ¥

v la sucesion

Qr—i;

X — L, QLR orlxy x L on-ly

0x F—t L, x Mx . x

Sea Z € £t con Z = N x X, considerando en N x ¥ la estructura de espacio exterior
de la Seccién 1.3 para K = X. Al aplicar el funtor II(EN)(Z,.) y el IL(EX)(Z, _) donde sea
oportuno, obtenemos la sucesién exacta larga de homotopia exterior del Teorema 4.1.13. Si
aplicamos el funtor Ho(EtY)(Z, -) conseguimos la sucesién exacta larga del Teorema, 3.3.9.
Tenemos que II(EtN)(Z, X) = nl;INZ. Ademis Ho(EtY)(Z,X) = » pues T es equivalente

débil a un punto. Por tanto ambas sucesiones son diferentes.

4.3 Sucesién exacta larga de homotopia exterior de un par (X, A) € PN,

Sea PEL la categoria de los pares de espacios exteriores. Sus objetos son inclusiones
exteriores i: A — X, considerando la topologia y externologia inducidas en A por las de
X al considerarlo como subespacio exterior de X. Los morfismos en P&t son cuadrados

conmutativos en £t

fla

—_—

B
Y

/
N —

~—

bt

Por comodidad denotaremos a los objetos en PEL por (X, A), (Y, B) y a los morfismos
por f:(X,A) — (Y, B).

Sea PEN la categoria de los pares de espacios exteriores bajo N. Los objetos son
diagramas conmutativos



y los morfismos son diagramas conmutativos en £t

N
o

A——B

v N

N i J N

AN |
X f
AN

N

Esto es, los objetos son pares de espacios exteriores que comparten la sucesién base,
que denotaremos (X, A, j4), y los morfismos son aplicaciones exteriores entre pares de es-
pacios exteriores que preservan sucesiones base, lo que escribiremos como f: (X, A4, ja) —
(Y, B,jp). Usualmente la sucesién base se sobrentiende y utilizaremos la notacién atn
més abreviada (X, A) € PEN y f: (X, A) — (Y, B) en PELN, respectivamente.

Observemos que, dado (X, A) € PELN, la fibra homotdpica exterior bajo N de i la
obtenemos mediante el pull-back

P'g‘—>sz=NXXXI

y aplicando la propiedad universal a j4 ¥ & jg;, con lo que disponemos de un unico

jpe: N — Pf, que escribimos como Pf e £tN. Podemos interpretar P# como el espacio

de caminos exteriores en X que comienzan en un punto de la sucesién base y finalizan en
A.

Definicién 4.3.1 Llamamos n—ésimo conjunto de homotopia exterior relativo del par
(X,A) e PEN a:

a) El conjunto II¢ (X, A) definido como II§_; (P?), para n > 1.
b) El conjunto 11§ (X, A) definido como nIIp(P?), para n = 1.
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Notas 4.3.2

(a) Dado que TI5(X, A) = TI¢_, (Pf) podemos aplicar que el funtor suspensién % es
adjunto a izquierda en homotopia del funtor lazo {2 por el Teorema 4.1.13 y escribir

ME(X,A)=TIE_ (Pf)= . = \II§(Q""'PF)

para todo n > 1.

(b) Observando la Definicién 4.3.1 y teniendo en cuenta como fueron definidos los
grupos de homotopia exterior en £¢ podemos reinterpretarla y asi

ME(X,A) = [S™ L PEN = (D1, 877 2); (X, A)N

para todo n > 1.

(c) Para X € &N TIE(X) es grupo para n > 1y grupo abeliano para n > 2. De este
hecho deducimos que IT§ (X, A) es grupo para n > 2 y grupo abeliano para n > 3.

Obtenemos de esta manera dos tipos de funtores. Uno de la categoria de los pares de
espacios exteriores bajo N, PEN, en la categoria de los grupos, Grp, y otros de PELN en

la categoria de los grupos abelianos, Ab.

. PEN — Grp n =2

OE:peth — Ab n>3

Si definimos 9: 11§ (X, A) — TI¢_;(A) como II§_, (n): II5_,(Pf) — TE_,(A), en-
tonces O es una transformacién natural entre el funtor II¢:PEHN — Set y
ME_, R: PELN — Set, donde R es la restriccién R: PEN —s EtN que a todo (X, A) € PEN
le asigna R((X, A)) = A.

Definimos j: IT§(X) — TE(X, A) como IT,,_;(p'): I, (QX) — IS _, (PF), donde
o’ es la aplicacién p': QX — P¢ que definimos en la seccién anterior.
Teorema 4.3.3
Dado el para (X, A) € PELN la sucesién
C 8 (X, A) 5 I (4) =5 05 (X) 25 T (X, 4) — -
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— TE(X, A) LTI (A) 2 TS (X)
es exacta.

A esta sucesién se la denomina sucesion exacta larga de homotopia exterior del par
(X, A) e PELN,

Demostraciéon:

Por los razonamientos empleados en el Corolario 4.2.15, aplicados a : A — X,
tenemos la sucesidn exacta:

E (s —n -
e (4)—=, e () 220 e (P —— -
Hf G o= : T T o
1 (4) 2D, 18 (x) 20 g (PF)— T TIE (A) IIE (X)

Teniendo en cuenta la Definicién 4.3.1, obtenemos la sucesién buscada. O

Nota 4.3.4

Dado que £tN posee una estructura de categoria de modelos cerrada exterior inducida
por la de £t y que se trata de una categoria no basada, podemos aplicar los resultados
probados en el Capitulo 3. De esta manera tenemos objeto cilindro, objeto de caminos,
funtores abstractos lazo y suspensién verificando que el funtor suspensién es adjunto a
izquierda del lazo, etc, que llamaremos “de Quillen”. Los definidos en este capitulo son
diferentes, aunque en ciertas condiciones puedan coincidir como sefialamos en las Notas
3.1.8(c) y 3.1.8(d) por ejemplo. Los denominaremos exteriores por estar asociados a la

estructura exterior de categoria de modelos cerrada para EtN.

4.4 Aplicaciones a los grupos de homotopia globales de Brown.

En el primer capitulo definimos el funtor b: Pro — £t, pleno y fiel por el Corolario
1.1.13, que a cada (X, Tx ) € Pro le hace corresponder (X; &, T'x) y que a toda aplicacién
propia, f, le asigna bf = f, que es exterior por la Proposicion 1.1.12.

Este funtor induce otro en las categorias bajo N, bN: ProN — &N que también es

pleno y fiel.

En la primera seccién de este capitulo definimos un funtor suspensién X: £ tﬁ’, — &N,

Veamos el siguiente resultado.
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Proposicién 4.4.1

Si X e PTO§ entonces, si B(X; e, Tx) = (LX; E2X, Txx), se verifica que E2X es

cc
la externologia de los complementos de los compacto—cerrados en (XX, Txx).

Demostracion:

Consideremos X € £tX. El cilindro de un espacio exterior bajo N se definfa mediante
el push—out en £t

pr2

NxI——N

ljx Xidg ijlx

X x I —INX

En N tenfamos la externologia £.,,. En N x I y X x I tenemos las definidas en
la Seccién 1.3 para K = I, que coinciden con las de los complementos de los compacto—
cerrados. Ademsés las aplicaciones prq y jx X idy son propias y jx X idy inyectiva. Estamos
as{ en condiciones de aplicar la Proposicién 2.2.3 y concluir que en I§X la externologia

push-out coincide con la externologia de los complementos de los compacto—cerrados, ELX.
La suspensién de X, XX, se definia por el push—out en £t
N
Xg x TX+TX N
lao-i-al Jjox
nNx Lt -y»x
Aqui rx +Tx v Og + 81 son propias, 0y + 0, inyectiva. Luego podemos aplicar la

Proposicién 2.2.3 y concluir que la externologia push—out en XX coincide con la de las
complementos de los compacto—cerrados, E2X. O

Definicién 4.4.3 Llamamos r—-esfera de Brown, denotada por £S7, al coproducto

U ST=NxS.
neN

Definicién 4.4.4 Llamamos r-disco de Brown, denotado por ZD7, al coproducto

U Dy 2Nx D"
neN
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Observaciones 4.4.5

(a) Tanto ZD" como ZS™ son objetos de £tN al considerar la externologia de los
complementos de los compacto—cerrados.

(b) Aplicando la Proposicién 4.4.1 se tiene ZS™ = %( lElN Sr) =UXs;.
n n

Definicién 4.4.6 Se denomina r—ésimo conjunto de homotopia global de Brown de X €
ProY, denotado Z1I,(X), al conjunto de clases de homotopia propia [BS™; XN
Nota 4.4.7

Es claro que 21I,.(X) es grupo para todo n > 2 y grupo abeliano para todo n > 2.
Definicién 4.4.9 Se denomina r—ésimo congunto de homotopia global de Brown del
par (X, A) € PProY a:

a) El conjunto de clases de homotopfa propia ZII.(X,A) = [BS";Pf|N =
[(BDmB ST, (X, AN, sir > 1.

b) El conjunto de clases de homotopia propia #II.(X, A) = [BS™; PFIN si r = 0.

Nota 4.4.8

Es claro que ZI1,.(X, A) es grupo para todo n > 2 y grupo abeliano para todo n > 2.

Teorema 4.4.9

La sucesién exacta larga de grupos de homotopia globales de Brown de un par (X, A) €

PProN es un caso particular de la sucesién exacta larga de grupos de homotopia exterior
del par (X, A) en PELN,

Demostracidn:

Basta tener en cuenta que X,Z S” € Pro" pueden sumergirse en la categoria £tN, que
BST es un objeto en EtN, y aplicar el Teorema 4.3.3. 0O

140



Capitulo 5

Estructura cilindrica de modelos para espacios exteriores

En este capitulo el objetivo principal lo constituye el probar que existe otra estructura

de categoria de modelos cerrada en £t, que denominaremos “cilindrica”.

En la primera seccién consideramos los rayos exteriores a: R™ — X y los espacios
exteriores con rayo base exterior, que denotamos (X, o). Definimos categoria de los espacios
. . + ) .
exteriores bajo RT, £t como la categoria cuyos objetos son los.morfismos a: Rt — X

(espacios exteriores con rayo base exterior) y cuyos morfismos son diagramas conmutativos

R""
RN
X d Y

Estos pueden verse como aplicaciones exteriores que preservan rayos base y que es-

cribiremos como f: (X, a) — (Y, 5).

También introducimos la nocién de homotopia exterior bajo R*. La relacién “ser
exteriormente hométopa bajo Rt a” es de equivalencia en las aplicaciones en ERT . Asf
definimos espacios homotdpicamente equivalentes en homotopia exterior bajo R* v la
categoria de homotopia II(E £RTY,

Consideramos un funtor II§:£t — Set definido para X € &£t como II§(X) =
II(&t) (R*, X) y de la forma habitual sobre los morfismos en £¢. También tomamos los
funtores, para cadan > 0, II¢: EtRT —, Set que a todo (X, a) € ER" le hace corresponder
12 (X, o) = II(ERT) (R x S™,is,), (X,)) y de la forma usual sobre los morfismos.

Aplicando la ley exponencial demostrada en el Teorema 1.3.3 probamos que para
todo n > 0 II¢ (X, «) es biyectivo a II, (St(R*',X ), a), donde en £t(RT, X) consideramos
una estructura topolédgica apropiada. Una consecuencia de este resultado es la estructura
de grupo de II(X,a) para n > 1 y de grupo abeliano para n > 1. Este resultado es
similar al Lema 1.4.2 y como éste relaciona los grupos de homotopia cilindrica (en el caso
anterior exteriores) con los grupos de homotopia en T'op de ciertos espacios de aplicaciones
exteriores. De los resultados anteriores se derivan las definiciones de n—grupo de homotopia
cilindrica de X basado en « y la de equivalencia débil cilindrica.
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En la segunda seccién probamos que existe otra estructura de categoria de mode-
los cerrada. En ella llamamos fibracién a toda aplicacién exterior p: £ — B que tiene la
propiedad de elevacion de homotopia a derecha respecto a las aplicaciones
00:79 = Rt x DI — T9x [ = R x D? x I para todo n > 0, equivalencias débiles
a las equivalencias débiles cilindricas y cofibraciones a todas las aplicaciones exteriores con
la propiedad de elevacién a izquierda respecto a las fibraciones que ademaés son equivalen-
cias débiles.

A esta estructura de categoria de modelos cerrada y a sus nociones asociadas las
denominaremos cilindricas. Asi hablaremos de fibracién cilindrica, abreviado c—fibracién,

cofibracién cilindrica o e¢—cofibracidn etc.

En la tercera seccién definimos un concepto andlogo a CW-complejo. Llamaremos
R*—complejo a un espacio X que admite una filtracién X_; € Xo C X; € - C X, C
.+ C X tal que X tiene la topologia y externologia débiles respecto a ella, con X_; =0y
de forma X, se obtiene de X,_; pegando mediante aplicaciones exteriores R™~celdas de
dimensién n de la forma Rt x D™,

Demostramos también que si consideramos Y! como en la Definicién 2.2.5 la factor-
izacién Ay: Y -5 Y7 (o) Y X Y es un objeto de caminos en el sentido de la Definicién
3.1.5. De esta forma la relacién de homotopia a derecha de Quillen coincide con la relacién
de homotopia exterior. Probamos que todo R*—complejo es c—cofibrante. Aplicando este
hecho y el anterior probamos un teorema de Whitehead para R*—complejos. Ademds, si

X es un CW-complejo finito, Rt x X tiene estructura de RT—complejo.

Por dltimo demostramos que, si X es RT—complejo dy + 91: X U X — X x I es
do+01 T
—— X x1I X.

es un ejemplo de objeto cilindro segtn la definicién dada en el Capitulo 3.

c—cofibracién. Asi la factorizacion de la codiagonal. V4: X UX

5.1 La categoria de los espacios exteriores bajo R*.

Recordemos que en R* consideramos la topologia euclidea T, y la externologia de los
complementos de los compacto—cerrados ..

En I y en D? tomamos la estructura exterior ya empleada en el Capitulo 2.

Dado X € £t en X x I, para K = I, y en R* x D9 consideramos las estructuras de
espacio exterior especificadas en la Seccién 1.3. De forma similar en £¢(R™, X) tomamos
la topologia T®" definida en el mismo capitulo y seccién. Recordemos que para simplificar
notacién escribiremos £¢(R*, X) como XF",
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Definicién 5.1.1 Llamamos rayo en X € £t a una aplicacién exterior oz Rt — X.

Por abuso de notacién también llamaremos rayo a Ima:.

Definicién 5.1.2 Entendemos por categoria de los espacios exteriores bajo R™, denotada
EtR+, a aquella que tiene por objetos a los rayos a: R™ — X y cuyos morfismos son

diagramas conmutativos en £t.

Por comodidad denotaremos a los objetos en EtR" por (X,a) y a los morfismos por
fi (X, a) — (Y, B).

Observacion 5.1.3

. + . . .
Los objetos de £t®" pueden interpretarse como espacios exteriores con rayo base y los
morfismos como aplicaciones exteriores entre espacios exteriores que preservan los rayos

base.

Dos aplicaciones exteriores f, g: (X,a) — (Y, ) se dicen exteriormente homdtopas

Rt
bajo R*, denotadas f % g, si existe H: X x I — Y aplicacién exterior verificando que
HOy = f, HO1 =gy H(a,idr) = 5.

A H se le denomina homotopia exterior bajo R* de f a g.

La relacién “ser exteriormente hométopa bajo Rt a” es una relacién de equivalencia
q

. . + s
entre aplicaciones en £tR" | como es facil comprobar.

+ . . . . + .
Denotamos por [f]®" a la clase de equivalencia de aplicaciones en £t®" exteriormente

hométopas bajo Rt a f.

El conjunto de clases de equivalencia de homotopia exterior bajo R* de aplicaciones
de (X, a) en (Y, B) lo escribimos [(X, a); (Y, ﬁ)]R+, o de forma méds abreviada [X; Y]R+.

Podemos asi definir la categoria de homotopia exterior bajo RT, H(€tR+), cuyos obje-
tos son los espacios exteriores y cuyos morfismos son las clases de aplicaciones de homotopia

exterior bajo R¥.
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Consideremos el funtor II§:£t — Set definido para X € &t como I§(X) =
I(&t) (RT, X) y para f € E4(RY, X) como II§(f) = f&II(EL)(RT, X) — II(EL)(RT,Y)
que a cada [g] € TI(E)(RT, X) le asigna II§(f)[g] = [fg] € T(EL)(RT,Y).

Para cada n > 0 podemos considerar el funtor H%:Stw — Set que a todo
(X,a) € EtR" 1e hace corresponder ¢ (X, a) = 1‘[(&ER+)((]R+ x S™ 1), (X,a)), donde
so es el punto base de S™ y la aplicacién i5,: RT — RT x S™ es el rayo base exterior en
R* x S™ definido como i, (t) = (¢, s0) para todo t € R.

A un morfismo en &R, f € 5tR+((X,a),(§’,fa)), II¢ le asigna IIS(f) =

feIe (X, a) — IIS(Y, fa) que a todo [g]R+ € II%(X, a) le hace corresponder [fg]®" e
LY, fa).
Lema 5.1.4

Si (X, ) es un objeto en £R", entonces II§(X, o) = I§(X).

Demostracion:

Es andloga a la del Lema 1.4.1. O

Lema 5.1.5

Sea (X,a) € R, Existe un isomorfismo entre I15(X,a) y el n-simo grupo de
homotopia estdndar en T'op del espacio de rayos exteriores en X con la topologia T‘R+,
I, (Et(R™, X), ), para todo n > 0.

Demostracion:

Por el Teorema 1.3.3 tenemos la biyeccién Et(RT x K, X) & Top(K, EL(RT, X)) con
K espacio compacto.

Consideremos en Rt la aplicacién idg+ como rayo base, en RT x K tomemos como
rayo base ig,: RT — Rt x K definida como ix,(r) = (r,ko) para todo r € R* y
ko € K punto base de K. El punto base de £t(Rt,X) es xRt — X. Asi dada
f e &R ((RT x K, ig,), (X, @)), e(f)(r)(ko) = f(r,ko) = a(r) para todo r € R*, luego
e(f) € Top*((K, ko), (EL(RT, X),a)).

Reciprocamente si g € Top* ((K, ko), (Et(RT, X),)), e71(g)(t, ko) = g(ko)(t) = a(t)
y asi g € ERT (R x K, ik, ), (X, @)).

Asi queda inducida la biyeccién:
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o (R x K.ik,y), (X, @) = Top* ((K, ko), (Et(RT, X),a))

En particular si K = S", tenemos la biyeccién ER™ (R* x S™4s,), (X,a)) =
Top*((S’", 50), (8t(R+, X), a)). Veamos que se induce otra en homotopia exterior bajo
Rt.

Sea [fIR" € [(R* x 8™ is,), (X,)]®" y f un representante de esta clase. Sea otra
aplicacion g € [f]R", entonces existe H: R+ x S"x I — X exterior con H(r,s,0) = f(r, s),
H(r,s,1) =g(r,s) y H(is,(r),t) = H(r, s0,t) = a(r) para todo r € R, s € ", t € I.

Es sencillo comprobar que H = e(H): S™ x I — £t(RT, X) verifica que H(s,0) =
e(f)(s) = f(s), H(s,1) = e(9)(s) = (s) y H(so,t)(r) = H(r,50,t) = o(r) para todo
r € R, s € S*,t € I. Ademas H es continua aplicando que la exponencial es una

Rt ~
biyeccién para K = S™ x I. De esta forma fﬂ'% 7 v [fIF =[g®".

De forma similar dado [h] € [(S™, s0), (St(]R*,X ),)]*, con h un representante de la
clase y k otro se tiene que existe G: S™ x I — £t(R™, X') homotopia de h a k en Top*.

Tomando G = e~ 1(G): R+ x §" x I — X obtenemos una homotopia exterior bajo R*
deh=e"1(h) ak = e"(k), esto es, G(r,s,0) = h(r, ), G(r,s,1) = k(r,5) y G (is(r), t) =
G(r,s0,t) = e 1 (GQ)(r, 50, 1) = G(s0,t)(r) = a(r) paratodo r € RT,s € S",t e I.

Concluimos de esta manera que, para todo n > 0, tenemos el isomorfismo
+
[(R* x §7,45,); (X, @)X 22 [(S7, 50); (EHRY, X),0)]" . O
Corolario 5.1.6
Sea (X, a) € Stm,ﬂgz ERT — Set. Entonces II¢ (X, o) verifica que:
(a) Para n =1 es grupo

(b) Para n > 1 es grupo abeliano

Demostracion:

Es consecuencia del lema anterior. 0O

Nota 5.1.7
(a) El funtor ITI¢ queda definido de la siguiente forma:
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HfL:St‘R+ —Grp n=1

H%:&RJ' — Ab n>1

(b) Para abreviar denotaremos a £t(R*, X) por X®' en el resto del trabajo.

(c) En ocasiones, cuando se sobreentiende el rayo base escribiremos X € EtRT y
IT¢ (X).

n

Definicién 5.1.8 Sea X espacio exterior, a: Rt — X rayo base exterior. Para n > 1

llamaremos n—stmo grupo de homotopia cilindrica de X basado en o a IIS (X, ).

Definicién 5.1.9 Sea f: X — Y aplicacién en £t. Se dice que f es una equivalencia

débil cilindrica si verifica una de las condiciones siguientes:
a) Si Et(R™T, X) = 0, entonces Et(RT,Y) = .

b) Si £t(R*,X) # 0, entonces para todo a, rayo base exterior en X, y para todo
n >0, fE=TI5(f): 115 (X, a) — IS (Y, fo) es isomorfismo.

5.2 Estructura cilindrica de categoria de modelos cerrada para £t.
En primer lugar definamos tres clases de morfismos.

Definiciéon 5.2.1 Dada una aplicacién p: E — B en £t decimos que es una fibracidn si
y s6lo si para todo diagrama conmutativo en £t

u

T4a

-

T x [ ——

existe una elevacién v": T x I — E verificando que v'9p = u y pv’ = v para todo ¢ > 0.

Diremos que p tiene la propiedad de elevacién de homotopia a derecha respecto a las
aplicaciones 0y: 79 — T x I, para todo ¢ > 0.
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Definicién 5.2.2 Entendemos por equivalencias débiles a aquellos morfismos en &t.

f: X — Y, que son equivalencias débiles cilindricas en el sentido de la Definicién 5.1.9.

Definicién 5.2.3 Una cofibracidn es una aplicacién : A — B en &£t que posee la
propiedad de elevacién a izquierda respecto a las fibraciones que son ademds equivalencias
débiles segun las Definiciones 5.2.1 y 5.2.2.

Como es usual, llamamos fibraciones triviales a las fibraciones que son ademas
equivalencias débiles y andlogamente a las cofibraciones triviales.
Proposicién 5.2.4

Todo objeto en £t es fibrante.

Demostracion:

Es preciso demostrar que c: E — * es fibracion, esto es que en cualquier diagrama
conmutativo para todo ¢ > 0

E
*

existe una elevacién v’: 79 x I — FE verificando que v/3p = u y c.v’ = v. Sea v’ = upr;

T —=
:
T x [ ——

con pri: 79 x I — 717 la proyeccién en el primer factor. La aplicacion u es exterior por

hipétesis y pri es continua y externa. Este hecho es sencillo de probar.

En 77 x I tenemos la externologia £rq«; definida asi: U € E7qxs si existe V € 5}}?
talque VxDIXICU v U€Traxy.

Dado E € £74 existe B’ € S]CR: tal que B/ x DI C Eycon E € Tra.

Tomamos pri ! (E' x D) C pri*(E); se tiene que pri ' (E) € Troxs, por ser prq
continua, y que E’ x DI x I = pr{}(E' x D) C pr{*(E). Asi concluimos que pr; es
externa. Es sencillo comprobar que eGg =u y che =v. O

Teorema 5.2.5

La categoria de los espacios exteriores £t tiene estructura de categoria de modelos
cerrada con las fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles definidas en esta seccién.
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Demostracion:
Utilizaremos los axiomas CM.

El axioma CMI1 se verifica por los resultados las Proposiciones 1.2.2 y 1.2.3 que

prueban la existencia de limites y colimites en £t.

Para demostrar CM2, es decir que dadas f,g,gf si dos de ellas son equivalencias
débiles, también lo es la tercera, precisamos el siguiente resultado:
Lema 5.2.6

Sea f: X — Y aplicacién exterior. Denotamos por fR': XR" — YR 4 13 apli-
cacién definida para toda o € X®" como X" (a) = fo. En X R* YR consideremos las
topologias TR", TE" | respectivamente. Entonces:

., . . . . + ..
(a) f es fibracién exterior si y sélo si R es fibracién en Top.

(b) f es equivalencia débil cilindrica si y sélo si f‘R+ es equivalencia débil en Top.

Demostracion:

(a) Dado un diagrama conmutativo en £t

T9=R* x D? X

lidk.,. x8o lf (1

TiIxI=RtTxDIx]—Y

~—

podemos aplicar la exponencial y el Teorema 1.3.3 y obtenemos un diagrama que se
corresponde de forma biyectiva con (1)

Dl —— XR+

lao lf“* (2)

D9 x [ —— yR*

para todo ¢ > 0. Entonces existe una elevacién en (1) si y sélo si existe una elevacién en
(2) y se tiene el resultado.

(b) Si X R* — () entonces, si f es equivalencia débil cilindrica, por la Definicién 5.1.9,
se tiene que YR =g Luego fR+ es la identidad en el vacio y por tanto equivalencia débil
en T'op.
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Reciprocamente, si X®" =0y fR" es equivalencia débil en Top como IL,,(X®", ) =
IL,,(0, 0), entonces YR =@ y f es equivalencia débil cilindrica.

Supongamos que XRT # (. Dada f:X — Y aplicacién se verifica que fIR+ es

continua si y sélo si f es exterior, para probarlo basta aplicar el Teorema 1.3.3 con K =

Para f: X — Y exterior se dice que f es equivalencia débil cilindrica si y sélo si
induce isomorfismos en todos los grupos de homotopia cilindrica

fi
5 (X, o) = IE(Y, fa)

para todo a: Rt — X exterior y ¢ > 0. Teniendo en cuenta el Lema 5.1.5 existen las
biyecciones

€ +
HZ(XOA) qu(XR ,CY)

(Y, fo) ET,(YR", fa)

para todo a: R — X exterior y ¢ > 0, donde a la izquierda tenemos grupos de homotopia
cilindrica y a la derecha grupos de homotopia de espacios en T'op*.

De esta forma tenemos los diagramas conmutativos para todo a: Rt — X y ¢ >0

fe

(X, ) Me(Y, fa)

lI[Ze l”le
&+

I, (X®", o) = I,(Y®", fa)

Este hecho prueba que ff es isomorfismo si y sélo si f§+ loes. O

Dado que en Top se tiene CM2, aplicando el apartado (b) del lema anterior, es equi—
valente a que se verifique CM2 en £t.

Para probar ahora CM3 tenemos que demostrar que las cofibraciones, fibraciones y
equivalencias débiles son clases de morfismos cerradas por retractos. La demostracién es
andloga a la realizada para probar este axioma en el Teorema 2.1.6, sélo es preciso advertir
que las fibraciones en la estructura cilindrica tienen la propiedad de elevacién de homotopia
respecto a 0p: 79 — T9 x I para todo ¢ > 0 y que hemos de aplicar Lema 5.2.6 para
probar que todo retracto de una equivalencia débil es equivalencia débil.

Demostrar CM5 es més complicado. Es preciso probar que dada f: X — Y aplicacién
exterior pueda factorizarse de dos formas:
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(a) f = pi con i cofibracién trivial, p fibracién.
(b) f =qj con j cofibracién, ¢ fibracién trivial.

Examinemos primero el caso (a). Dada f: X — Y construiremos un diagrama:

Tomamos Xg = X y po = f y suponemos construido X,_i.

Sea A conjunto de indices, A € A, de diagramas D) de la forma:

ux
T KXn-1

lag lpn—l
VA

T x T

con ¢y > 0. Definimos X, por un push—out en £t

Luy

axn A
/\lEIA T X1

lLJ 38‘ [in (1)
A Uwy

ax A
BT,

y la aplicacién i,: X, — X, la inducida en él. Mediante la propiedad universal del
push—out aplicada a pp—1: Xp-1 — Y ya klvA:IXIT‘“ x I — Y, obtenemos p,: X, — Y
verificando que p, kl wy = UV ¥ Pnin = Pn-1, es decir, p, extiende a p,_1.

Tomamos ()Z' , p) colimite de { X, pp }nen. Sidenotamos por kn: X, — X lainclusién
natural de X, en X y consideramos i = kg, se sigue que f = pi.

Podemos observar que esta construccién es similar a la realizada en el Teorema 2.1.6
para demostrar este mismo axioma, pero en vez de pegar una sucesién de discos por medio
de 3: D» — D x I, pegamos tubos gracias a aplicaciones andlogas, 83: 7% — T x 1.

Este hecho hard que omitamos ciertas demostraciones que son précticamente iguales.
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Veamos que p es fibracién. Supongamos probado que cualquier aplicacién de la forma,
a: T9 —s X factoriza a través de X, para n suficientemente grande, resultado que de-

mostraremos al final del capitulo. Entonces dado un diagrama conmutativo

Uy ~
’TQA——>X

N

T x [ 25y

existe n tal que ux(7%) C X,. También, puesto que X, 41 se construye mediante un
push—out andlogo a (1), tenemos que existe lew,\: /\UA T x I — X,y verificando que
€

Tn+1 lﬁux = LX!wA&lﬁé\. Al aplicar la propiedad universal del push—out a lj\lv,\ Vv a Ppn
obtenemos que pn41 LXIwA = %\Jm.

Entonces para un diagrama como el inferior

u) tnt1 kn41  ~

T Xn X'n.+l — X
laé\ lp
T x ] 2 Y

tenemos que existe wy: 79 x I — X, 11 en el indice A € A verificando que p,11v) = wy
Y wAO} = iny1Uy, €sto es, ppyy es fibracién. Como pny1 = pkni1, tomando la elevacién
e = knpi1wy demostramos que p es fibracién.

Queda por probar que ¢ es cofibracién trivial. El procedimiento es andlogo al empleado
en el Teorema 2.1.6, primero se prueba que 4,: X,_; — X,, es cofibracién con idénticos
argumentos, sustituyendo 93: D — D x [ por 93: TP — T9 x I. Para probar que

in €s equivalencia débil se recurre a un resultado similar al Corolario 2.1.9.

Corolario 5.2.7

Se verifica que X,,_1 es retracto de deformacién fuerte de X,

Demostracién:

Podemos probar que 79 es un retracto de deformacién fuerte de 79 x I. En
primer lugar pr18y = idre. En segundo lugar podemos definir la homotopia exterior
Fy:TW™ xIxI— T x I, como F\(z,t,s) = (z, st) para todo (z,t) € T» x [y s € 1.
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Se verifica que F\(z,t,0) = 0y pri(z,t), Fa(z,t,1) = (z,t) para todo (z,t) € T x [ v
que F) es exterior, luego F es la retraccién buscada.

Por las mismas razones que en el Corolario 2.1.9 L/%T 9 es retracto de deformacion

fuerte de AUA 79 x Iy debido a que X, se construye gracias a un push—-out como (1) que
€

verifica las hipétesis del Lema 2.1.8 podemos deducir que X,,_; es retracto de deformacién

fuerte exterior de X,,. O

Demostremos que #: X — X es equivalencia débil.

Lema 5.2.8

La inclusién i: X — X es equivalencia débil.

Demostracién:

Supongamos que X RY — 0, entonces no existe u: 79 = R™ x D? — X exterior pues
aplicando el Teorema 1.3.3 existiria e(u): DI — X R 1o que es contradictorio. Asi dada

L S . Rt > L . . a1
la construccién de X, si X®" = {, entonces X = X e 1 = idx que es equivalencia débil.

Sea XR' # ), probemos que 1¢: I1¢(X, @) — II¢ X ,ir) es una biyeccién para todo
* g q
q=>0.

Demostremos que < es sobre. Para ello supongamos probado el resultado que afirma,
que toda aplicacién exterior de la forma 3: R? — X factoriza a través de un X, para
n suficientemente grande. Dada | f]R+ € II5(X, i), tomamos un representante f:RI —

X que factoriza a través de un X, como f:RY / Xn bn X. Dado que la
composicion finita de equivalencias débiles también lo es, t = i, i,—1 -+ 41 es equivalencia
débil y existe f":R? — X con tf” = f/, luego f = knf' = kntf” = if”, y por tanto ¢

es sobre.

Veamos que i€ es inyectiva. Sean [f]&", [g]R" € IIS(X, @) tales que &, [f]¥" = i.[g]}",

L RT . & y .
entonces i f ¥ 1g para unos representantes y existe H: R? X I — X homotopia exterior

bajo RT coan Oy =if y HO, = ig. Supongamos probado ahora un resultado similar al
citado antes, que toda aplicacién F:R? x I — X factoriza a través de un X, para n
suficientemente grande. De esta forma podemos afirmar que H factoriza a través de un
X, como H:RIx [ i Xn LIS Aplicando otra vez que t es equivalencia débil,
existe una H”: R? x I — X exterior bajo Rt con H"0y = fy H'0, =g. O

Para finalizar queda probar que % es cofibracién. La demostracién de este hecho es
igual a la realizada en el Teorema 2.1.6 pues, como en ese caso, i, es cofibracién para todo
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neNy X ha sido construido mediante un colimite de {Xn,Dn}nen.
Asi el apartado (a) queda demostrado

Veamos que f puede factorizarse como en el apartado (b) es decir como f = ¢j con ¢

fibracién trivial y j cofibracion.

Sea f: X — Y construimos un diagrama como el siguiente

X J1 a J2 Y,
\f
\\ n qz2
Y

Sea Yy = X,qp = f, supongamos construido Y,,_;. Para construir Y,, se consideran
los diagramas Dy, con A € A, de la forma

ux
RM—1 —>Y, 1

Jj)‘ lQn—l
v

T Y

con gy > 0,7y = idg+ X 2 RM1 = Rt x §9»~! — 79 = Rt x D para simplificar
notacién.

Se define Y,, por el push—out en £t

Uy
U RPTA Ly

AEA
N in
lA s l
Y,

U7

n
YV Jni Yn—1 — Y, la inducida en él.

Para obtener g, aplicamos la propiedad universal del push—out a g,_1 v a L’ev)\.
Entonces anAJw)\ = ‘T'UA v gn extiende a q,_1, es decir, gnjn = Gn-1.

Tomamos (f’, q) colimite de {Y},, ¢, }nen y la aplicacién j: X — Y la inclusién natural
del espacio X en el colimite Y. Entonces f=aqj.

En primer lugar veamos que g es fibracién trivial. Para ello demostraremos al final del

capitulo un resultado que asegura, que toda aplicacién exterior 3: R 1 — Y factoriza
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a través de Y,, para m suficientemente grande. Debido a que la construcciéon de Y,
se realiza. mediante push—outs sucesivos de naturaleza similar a los que se emplean en
la construccién usada en la demostracién de CM5(b) en el Teorema 2.1.6 podemos, por
idénticos razonamientos, concluir que q tiene la propiedad de elevacién a derecha respecto

a las aplicaciones 7y: R~ — 79 para todo ¢ > 0.

Por la proposicién siguiente esto es lo mismo que afirmar que ¢ es fibracién trivial.

Proposicién 5.2.9

La aplicacién f: X — Y es fibracién trivial si y sélo si f tiene la propiedad de

elevacién a derecha respecto a las aplicaciones 7: R9~! — 77 para todo ¢q > 0.

Demostracion:

Si f tiene k propiedad de elevacién a derecha respecto a i: R9™! — 79 si y sélo si
para todo diagrama de la forma

Rq—l g_). ‘X

)

existe una elevacion e: 79 — X en &t verificando que fe = h y et = g para todo ¢ > 0.

Aplicando la ley exponencial del Teorema 1.3.3 este hecho es equivalente a que
f]R+: XRY YR+, con las topologias T§+, y T{lfﬁ, en cualquier diagrama conmutativo en
Top

S4—1 —> XR+

T

D1 —— yR*

tenga la propiedad de elevacién a derecha respecto a i: S9~! — DY para todo ¢ > 0.

Por el resultado [Q; I1.3.Proposicién 1] esto es equivalente a que f®' sea fibracién
trivial. Esta tultima afirmacién, por el Lema 5.2.6, es equivalente a su vez a que f sea
fibracién trivial (en la estructura cilindrica). O

Para finalizar probemos que j: X — Y cofibracién.
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En primer lugar j,: ¥n—1 — Y, es cofibraciéon. Hemos abtenido Y, a partir de ¥,
por un push—out:

UR‘ZA“l I

by n—1
L‘Xm [jn
ax
4TS,

Observando la proposicién anterior 7y: R9™!* — 79 es una cofibracién y también

LAJZ,\, luego j, es cofibracién por ser el lado opuesto en un push—out.

En el apartado (a) demostramos que si 4, es cofibracién y X se obtiene como colimite
de {Xn}nen, : X — X también lo es.

Como Y ha sido construido mediante un colimite de {Y,, gn}nen con j, cofibracién,

tenemos por los mismos razonamientos que j: X — Y es cofibracién.

Queda por demostrar CM4, esto es, que dado un diagrama conmutativo

P

t.x
lp
Y

tiene una elevacién e: B — X con pe = v v ei = u en cualquiera de los siguientes casos:

i

e

u
v

—_—

8

(a) i es cofibracién y p fibracién trivial
(b) i es cofibracién trivial y p fibracién

El apartado (a) se tiene por definicién de cofibracién, y (b) se demuestra sin mds que
repetir la demostracién del mismo en el Teorema 2.1.6 y asi finalizamos la demostracién

del teorema. 0O
Restan por probar varias afirmaciones.

En primer lugar que todas las aplicaciones de la forma a: 79 — X 6 FiRIXI — X
verifican que para n,m suficientemente grandes o(79%) C X,, y F(R? x I) € X,,. Aqui

estamos haciendo referencia al X construido en el apartado (a) de la demostracién de CM5.

En segundo lugar que toda aplicacién exterior §3: R? — Y factoriza a través de un
Yo, para m suficientemente grande. En este caso Y es el espacio construido para probar
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CMS5 (b).

Su demostracién precisa de varios resultados previos v consideraciones sobre las

construcciones efectuadas al probar CMb.

Observaciones 5.2.10

(a) En la construccién de CM 5 (a) cada X, se obtiene como un push—out que satisface
las hipdtesis del Lema 2.1.12 y, por tanto, é,: X,,—1 — X, es inyectiva, cerrada y cerrada
exteriormente. Por abuso de notacién escribiremos Xo C X; C Xo C -+ C X, C -+~ X.

(b) La construccién de Y realizada en CM4 (b) es el colimite de {Y, }nen donde
cada Y, lo hemos obtenido mediante un push—out en £t a partir de Y,,_; de forma induc-
tiva. Es sencillo advertir que estos push—outs verifican las hipétesis del Lema 2.1.12 y asi
Jn: Yn—1 — Y, es inyectiva, cerrada y cerrada exteriormente. De esta manera conside—
ramos que X CY; CY, C---C Y, C - Y.

(c) Podemos suponer que X, \ X,—1 # 0 para todo n € N, pues si no ocurriera asi
podemos reordenarlos suprimiendo los que sea necesario y obtendremos el mismo espa-
cio X y las mismas topologias y externologias o, en otro caso, X = X. Por lo mismo

razonamientos supondremos que Yy, \ Y,—1 # 0, para todo n € N, en la construccién Y.

Recordemos la construccién de X. Los X, que empleamos los obteniamos por un
push—out en &t

UT‘M

AeA Xn-1
llxlaé lz’n
U 7 x7
AEA = Xn

con 83 cerrada, inyectiva, y por tanto L(IBS también lo es. Por la Observacién 5.2.10.(a)
Xn—1 es cerrado en X, para todo n € N. De esta forma X = Xj, es cerrado en X,, para

todon € N. Si demostramos que X tiene la topologia débil concluiriamos que X es cerrado
en X.

De forma andloga si Y tiene la externologia débil podriamos deducir que X es cerrado
exteriormente en Y.

Reproduciendo paso por paso las demostraciones efectuadas en los Lemas 2.1.14 y
2.1.15 podemos probar los resultados siguientes.
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Lema 5.2.11

La topologia que se obtiene en X mediante la suma disjunta de las topologias de
Xn, n € Ny tomando después la topologia cociente inducida por la relaciéon de equivalencia

z ~iy(x) ~igiy(x) ~ - ~idgin_q - i1(x) ~ - es la topologia débil.
Lema 5.2.12

La externologia que se obtiene en X mediante la suma disjunta de las externologias
de X,, n € Ny tomando después la externologia cociente inducida por la relacién de

equivalencia ¢ ~ i1(x) ~ i1 (x) ~ -+ ~ipip-1---i1(z) ~ - - es la externologia débil.

Lema 5.2.13

Sea p € X, \ X entonces {p} es cerrado y cerrado exterior en X,.

Demostracion:

Basta tener en cuenta que X, se obtiene por el push—out:

'Y
/\LéJA T Xn-1

luaé\ l‘in

qx
A Tt = Xn

En X, tenemos por los Lemas 5.2.11 y 5.2.12 la topologia y externologia débiles.
Para un m € N se tiene que p € Xy \ Xim—1 y p ¢ X con 1 < m < n. Sea gy tal que
p € T9 x I. Dado que {p} es cerrado y compacto, es cerrado y cerrado exteriormente en
7% = Rt x D™ y, por tanto, en 79 x I. También es cerrado y cerrado exteriormente
en ,\LéIA T x 1. Ademsds {p} N X; =0 para 1 <! < m — 1. Como consecuencia {p} es
cerrado y cerrado exteriormente en X,,. Puesto que %,: X;,—1 — X, es cerrada y cerrada
exteriormente para todo n € N por las Observaciones 5.2.10 (b) y 5.2.10 (c), tenemos que

t: Xrn — X, la composicién finita de ellas ¢t = ipip—1 - - 9m+1, también lo es.

Por todo esto {p} es cerrado y cerrado exteriormente en X,,. 0O

Lema 5.2.14
Sea K C X con K compacto, entonces existe n € N tal que K C X,,.
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Demostracién:

Es idéntica a la del Lema 2.1.17. O

Proposicién 5.2.15

Sea Z € &t, Ty, o—compacto y localmente compacto y con la externologia de los com-
plementos de los cerrados y compactos. Entonces dada f: Z — X exterior, siempre existe
un n € N tal que f factoriza a través de X,.

Demostracion:

Consiste en reproducir la de la Proposicién 2.1.18 pues en ella no utilizamos en ningin
momento las particularidades de esta construccién sino un lema similar a nuestro Lema
5.2.14, el Lema 2.1.19, que sigue siendo valido en nuestra construccién y otros hechos que
les son comunes. O

Es posible probar resultados analogos a los 5.2.11,5.2.12,5.2.13 y 5.2.14 para la con-
struccién Y realizada en CM5 (b) y enunciar y probar una proposicién parecida a la
Proposicién 5.2.15.

Proposiciéon 5.2.16

Sea Z € £t, T, 0—compacto y localmente compacto, dotado de la externologia de los
complementos de los cerrados y compactos. Entonces dada f: Z — Y exterior, siempre

existe un n € N tal que f factoriza a través de Y,,.

Sitomamos Z =79, Z =RI1 6 Z =RI™1 x I para g > 0, como se trata de espacios
Ty, o—compactos, localmente compactos y dotados de la externologia de los complementos
de los cerrados y compactos, quedan probadas las afirmaciones que necesitdbamos para
finalizar la demostracion CMS5.

Notas 5.2.17

(a) En la categoria de los espacios exteriores £t tenemos otra estructura de categoria
de modelos cerrada diferente a la del Capitulo 2. La denominaremos “cilindrica”. Asociada
a ella aparecen los conceptos de fibracién, cofibracién, equivalencia débil, que para dife—
renciarlos de las definidas en el Capitulo 2 llamaremos fibraciones cilindricas, cofibraciones
cilindricas, equivalencias débiles cilindricas, abreviadas c—fibraciones c-cofibraciones y ¢

equivalencias débiles. En el caso de que pueda existir confusidon con la estructura exterior
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denotaremos a £t provista de la estructura de categoria de modelos cerrada cilindrica por
Ete.

(b) Sea ERT 1a categorfa de los espacios exteriores bajo RT, esto es espacios exteri-
ores con un rayo base y aplicaciones exteriores entre ellas que preservan rayos base. Por el
Teorema 0.1.6 queda inducida una estructura de categoria de modelos cerrada cilindrica,
que denotaremos 8t1§+ siempre que pueda existir confusién. En esta estructura las fibra-
ciones son aplicaciones exteriores bajo Rt que, olvidada su estructura bajo R*, tienen
la propiedad de elevacién de homotopia a derecha respecto a 9p: 77 — 79 x [ para
q > 0 en £t. Por equivalencias débiles entendemos aplicaciones exteriores bajo Rt que, si
prescindimos de su estructura bajo R, son c-equivalencias. Las cofibraciones son aquellas
aplicaciones exteriores bajo Rt que tienen la propiedad de elevacién a izquierda respecto

a las aplicaciones en £t® que son fibraciones y equivalencias débiles.

5.3 Teoremas de Whitehead.

Definiremos en primer lugar una nueva nocién, la de RT—complejo.

Definicién 5.3.1 Sea X € £t, se dice que es un Rt~ complejo si admite una filtracién
X1CXoCcXiC+-CXpC-+-C X con X1 =0 tal que X tiene la topologia y
externologia débiles respecto a la filtracién anterior y cada X, se obtiene a partir de X,,_;
por un push—out en £t de la forma:

U
L n—1 A 9
AeA A T Ap-1
mEA i (1)
\ %\‘fil
n
aen X Xn

A cada f{(7)) le llamamos R*—-celda, denotada C%, a f: 7', — X, aplicacion
caracteristica de la Rt —celda C} y a g;‘:’R,t\‘—l — X1 aplicacion pegamiento de dicha
R*—celda.

Denominamos n—esqueleto al n—ésimo elemento de la anterior filtracién de X, X,.

Por la Proposicién 5.2.4 todo objeto en £t es c-fibrante. Dados X,Y € &t c—
cofibrantes, por el Teorema 0.2.2, tenemos que si f: X — Y es c—equivalencia débil
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entonces f es equivalencia de homotopia exterior. KEste hecho pone de manifiesto que
puede resultar de interés el estudio de los objetos c—cofibrantes en £t.

Teorema 5.3.2

Todo R*—complejo X € £t es un objeto c—cofibrante en £t.

Demostracion:

Dado X R*-complejo es necesario demostrar que §) — X es c—cofibracidn.
Procederemos por induccion.

Para n = 0 tenemos que R" ! =0, 7™ = R* x {*x} y X se obtiene como el push-out

en £t

n-1
A =10

N
£

u T
AeA N Xo

AEA

Por la Proposicién 5.2.9 concluimos que 7y: ’R,";_l — T,"* es c—cofibracién para todo
n > 0, luego también lo es !Xl’z}\: /\UA R;l — /\L_JA T/\O. De esta forma, como ) — X es el
€ €

lado opuesto en un push—out a una c—cofibracién. es c-cofibracién.

Supongamos demostrado para n — 1, que § — X,,—1 es c—cofibracién. Como X, se
obtiene mediante el push—out en £t:

n—1
U rR’A — > Anp-1

AEA
l'j\ﬂx Lin

U 7,

n
xen A T Xn
Por los mismos argumentos que en el caso n = 0, podemos concluir que
in: Xp-1 — X, es c—cofibracién.

Si X es RT—complejo, es el colimite de los X,,X = colimX, y 0§ — X es c-
cofibracién repitiendo los argumentos de la demostracién de CM5 en el Teorema 2.1.6. O
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Sea Y el espacio exterior de la Definicién 2.2.5 v di: Y/ — Y para i = 1.2 las
aplicaciones exteriores a las que hicimos referencia en la Proposicion 2.2.7. Podemos probar

el resultado siguiente:

Proposicién 5.3.3

Sea la aplicacién (dg,dy): Y/ — ¥ x Y . Se verifica que (dg,d;) es c—fibracién.

Demostracion:

Por el Lema 5.2.6 (a) se tiene que (do,d1): Y! — Y x Y es c-fibracién si v solo si
(do, d)R7: (Y’)R+ —_ (YXY)R+ es fibracién en Top. Observemos que en (YI)R* tenemos
la topologia T, y en (Y x Y)R* la topologia T%.y. Es casi inmediato probar que
(Y x Y)*" es homeomorfo a Y& x Y&

Veamos que (YI )Rf es homeomorfo a (YW)I.

Sea p: (YR+)I — (YI)R+ definida para toda f &€ (YR+)1 como p(f)(r:I — Y
para todo r € R* de tal manera que p(f)(r)(t) = f(t)(r), para todo t € I. Sea un
elemento de la subbase de T{’ff, S ([a, +00), (I ,E)) donde E € &y, entonces se tiene que
p—l(S([a, +00); (I,E))) = <I‘,S([a, +oo),E)) que es un elemento de la subbase de T,

de (Y®)',

Los otros elementos de la subbase de T&f son de la forma S([a. b], (K. U)) con (K.U) &
Tp}: y p=t (S([a,b], (K. U))\) = (K, S(la.b], U)), que es un elemento de la subbase de T,
de (YR, Asi p es continua.

R‘T

También podemos definir p: (YI)RJr — (YRT)I para toda g € (YH)" v r e R*
como p(g)(r):I — Y de modo que para todo t € I. 5(g)(t)(r) = g(r)(t). Es sencillo
probar que g es continua empleando argumentos similares a los anteriores.

Ademas es claro que pp = idyr+)r y que pp = ‘I;d<Y Nrr

* Rt iy v
De esta forma tenemos que (do,d1)® : (Y/ )R — (Y x Y)" es fibracién en Top si

v s6lo si (dg,dy): (YR+)I — YR < YR 5 fibracién en Top. O

Corolario 5.3.4

s do.d
La factorizacion de la diagonal Ay: Y y 1 o

) Y XY es un objeto de caminos
en £t en el sentido de la Definicién 3.1.5.
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Demostracion:

Recordemos que en £t consideramos la estructura de categoria de modelos cerrada
ciiindrica. Por tanto. el resultado es equivalente a probar que (do.d;) es c—cofibracion v s
c—equivalencia débil. Pero por la Proposicion 5.3.3 se tiene que (dg, d;) es c—cofibracion v

por el Teorema 2.2.9, s es equivalencia de homotopia exterior. luego c-equivalencia débil. O

Teorema 5.3.5

La relacion de homotopia a derecha de Quillen en £t con la estructura de categoria

de modelos cerrada cilindrica coincide con la relaciéon de homotopia exterior.

Demostracion:

Para todo X.Y € &t por el Teorema 1.3.5 tenemos la biyeccién £t(X x I.Y) =
St(X.,Y[ ) Aplicando ahora el Corolario 5.3.5 vemos que la relacién de homotopia a
derecha de Quillen, en la estructura cilindrica. coincide con la relacién de homotopia ex-
terior estandar. Escribiremos esto como I1°(£t) (X.Y) = Y (X.y). o

Teorema de Whitehead para espacios exteriores 5.3.6

Sean X.Y € &t.Rt-complejos. Si f: X —— Y es una aplicacién en &t. f es

c—equivalencia débil si v sélo si f es equivalencia de homotopia exterior.

Demostracion:

Es claro que si f es equivalencia de homotopia exterior entonces es c—equi-

valencia débil.

Para la otra implicacién tengamos en cuenta que tanto X como Y son fibrantes por
ser objetos en £t®" vy cofibrantes por el Teorema 5.3.2 y el Teorema 5.3.5. Asi podemos
aplicar el Teorema 0.2.2. O

Teorema 5.3.7

Si X es un CW-complejo finito, entonces R™ x X admite una estructura de
R*-complejo inducida por la de X.
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Demostracion:

Por ser X CW-complejo finito, X admite una filtraciéon X_;, C Xo C Xy C -+ =

X, = X.con X_; = 0 v de modo que X,, se obtiene a partir de X,,_; mediante un
push-out (1).

Por el Teorema 1.3.3 tenemos que £t(RT x K.Y) = Top(K.Y®") para todo K com-

pactoe Y € £t.. Asi R™ x _ es adjunto a izquierda v preserva push—outs. Entonces

g e J gy
Rex U (RYH 3 g ox
id.:d. Xin ‘\,2)
v idnt x U fY ¥
RT x \‘EJA(']:\TL) : RT X Xn

es un cuadrado push—out. De esta manera R™ x X admite la filtracién Rt x X_; <
R X XgCR"XxX;C - TR x X, =X xR" con R* x X_; =0y de modo que
Rt x X, se obtiene de Rt x X,_; mediante un push—-out como (2). Ademds R* x ¥
posee la topologia y externologia débil respecto a la anterior filtracién pues el push—out
(2) verifica las hipétesis de la Proposicion 2.2.3. O

Proposicion 5.3.8

Sea X € £t R -complejo. Se verifica que 0y + d1: X U X X x I es c—cofibracion.

Demostracion:

Si X es un Rt —complejo entonces X admite una filtracion X_| C XoCc X, C--- < X

de modo que X, se obtiene de X,,.; mediante un push—out como (1).

Entonces X x I admite una filtracién (X X I)_; C (X x[)g C (X xI); C---C X x1I.
con (X x Iy =0, (X xI)o =X UX.y tal que (X x I); se obtiene por el push—out:

9
Aé—l'hR,\ Xux
lL,{}i”\ (Bo+n)*
| I 0 \
o E U T X T —— (X x {0} U (Xo x 1)U (X x {1})

Si suponemos construido (X x [),—1 = (X X {0}) U (Xp—2 x 1)U (X x {1}), (X x D)y,
se obtiene a partir de él mediante un push—out en £t
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U Ry - (X x {0}) U (Xn—p x I) U (X x {1})

NEA, [
]I((X'%\ 5(804-81)”
i
i U | Tn—1 N - - ,
W= T A (X X {0 U (X < D U(X X {11)

donde (X x {0})U(Xp—y x U(X x{1}) & (X xI),. Se verifica que X x I = colim(X x I),,

Como &!i,\ es c—cofibracién y (o + 01)™ el lado opuesto de un push-out. se tiene que
también es c—cofibracién para todo n > 0.

Dado que X x I = colim(X x I),, se verifica que (Ogp + 01): X UX — X x ] es la
inducida en el colimite por ias c—cofibraciones (9o +01)": XU X — (X x I),. Repitiendo
el argumento empleado en el Teorema 2.1.6 en la demostracion del axioma de factorizacion

tenemos que dy + 0y es c—cofibracién. O

Nota 5.3.9

En la estructura de categoria de modelos cerrada cilindrica para £t se tiene que si X
es Rt-complejo, entonces X X [ es un objeto cilindro de Quillen. esto es. en el sentido de
la Definicion 3.1.7. Esto es asi pues Jy + 0; es c—cofibracién por la proposicién anterior v
pri: X x I — X es c-equivalencia débil por ser equivalencia de homotopia exterior. como
probamos en la Nota 3.1.8 (b).

Observacion 5.3.10

Notemos que la nocién de RT—complejo es un analogo de la nocion de CW-complejo
propio dada por Rivas [Riv] y estudiada por Extremiana. Hernandez y Rivas en [E-H-R.1]

en el caso de que no se utilicen celdas compactas.
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Capitulo 6

Sucesion exacta larga de homotopia de un morfismo en £:&"

El propdsito de este capitulo es similar al del cuarto. obtener la sucesion exacta larga
de homotopia de un morfismo, pero en £tX " esta vez. Como caso particular conseguiremos
la de un par en EtR". denotado (X, A) € PER™.

+ ‘ ) o
En £#R" tenemos una estructura de categoria de modelos cerrada inducida por la

estructura de modelos cilindrica en £t. La categoria £t*+ es no basada.

En la primera seccion definimos la categoria ( E,’tR*)idg +» que escribiremos &£ t‘;fi y que
también tiene una estructura de categoria de modelos inducida por la de £t*7. Para
todo objeto en ERT, X € EtR7. definimos su cilindro /27X € £R7. Ademds si X
es un objeto en t'tgi, también lo es su cilindro. A partir de aqui definimos la cate-
goria de homotopia de Etgi,ﬂ(é'tg:), y el n—ésimo grupo de homotopia cilindrica de

X € &t87, a+II5(X). Ademds definimos el wedge en £tX.

Para definir el smash, el cono y la suspension necesitamos trabajar en &£ t%l.

Definimos el espacio de lazos de Y € ERT que es un objeto en Et%:, QY € Stg’
mediante un proceso analogo al utilizado en el Capitulo 4 para definir el espacio de lazos

de Y e &N,

‘. + - + 7
De esta manera tenemos funtores suspension. : Et8. — &Ry lazo. Q: ERT —
~ + 3 . . 3 g .
ct§+‘ Demostramos que X es adjunto a izquierda de {). asi como en las respectivas cate-

gorias de homotopia.

En la segunda seccién obtenemos la sucesién exacta larga de homotopia de un mor-

~ -~ +
fismo en EtR.

Primero consideramos un espacio de caminos algo modificado. Después definimos la
fibra homotépica de una aplicacién f: X — Y en & R ¢, ¥ la fibra homotdpica derivada.
cilindrica de f en £R7, (Pf). Ademas consideramos diferentes nociones de exactitud de
una sucesién exacta corta en EtRT dependiendo de que en ella el primer término. los dos
primeros, o todos estén en Etg:. Con estas modificaciones al desarrollo cldsico logramos

la sucesion buscada

9=p.,

I, c
D) e TIE (V) 28 gy IS (P) — - (1)

- — r+II5(X)
d=p,

c Iy ( c cy T fx tre
eI (X)) e () peme(Pg) I TIg(X) L T (v)

165



En la tercera seccion. definimos la categoria PEt®” v el n—ésimo grupo de homotopia
cilindrica del par (X, A) € PER" como el (n— 1)-ésimo grupo de homotopia cilindrico de
Pf, con i: A — X inclusién canénica del subespacio exterior A en X en £t*". De esta
manera obtenemos la sucesién exacta larga de homotopia de (X.A) € PEL®" aplicando la

sucesion (1) a la inclusién 4.

En la cuarta seccién, obtenemos el resultado de que la sucesién exacta larga de grupos
de homotopia propia tipo Steenrod de un par (X.4) € PPro®” es un caso particular de

la sucesién exacta larga del par (X, A) € PERT.

6.1 Definiciones.

Sea £t®7 la categoria de modelos cerrada cilindrica a la que aludiamos en la Nota
5.2.17 (b). El objeto inicial es idp+: RT™ — R¥ y el objeto final c.: RT — *. que no son

isomorfos. Por tanto se plantea de nuevo el trabajo en una categoria no basada.

. p + , . . .
Consideremos ahora (EtR )idgs categoria de los espacios exteriores bajo R* que
ademds son sobre Rt. Los objetos en (£t® )idx . son factorizaciones de la identidad.

idge: RY 2 X 2X R+ en £¢.

Los morfismos son diagramas conmutativos en £t de la forma

R+
o // \\ 3
re AN
r g d
X Y

AN
N
e
(Sx\ ¥ Sy
R+

Se trata pues de aplicaciones exteriores, f: X — Y. tales que fa =3y éxf = dy.

Como en el Capitulo 4 abreviaremos la notacién escribiendo Etgi en vez (& tRf)idR o
v escribiremos X € £R| para referirnos a los objetos en £18] y f € £#R] (X.Y) para los

+
morfismos en EtX,.
I

Por la Proposicion 0.1.12, la estructura de categoria de modelos cerrada cilindrica en

o + . , 212 .
EtR" induce en 5t§§+ otra estructura que también denominaremos cilindrica.

En R x I consideramos la misma topologia y externologia que en el Teorema 1.3.3 en
el caso particular K = 7, donde en I tenemos la topologia euclidea T.. De forma similar
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en X x [ tomamos la estructura de espacio exterior de X x A en el Teorema 1.3.5 para
K = I provisto de T..

Definicion 6.1.1 Sea a: Rt — X objeto en %7, X € EX7. definimos cilindro de X

hajo R, denotado I®™ X. como el morfismo a;x inducido en el push-out en £t

pTy

Rt x [
{
laxid, ‘{(alx

R'f'

X x]——[RTY

SiX e Stgi , determina un diagrama idg+: RT — X Jx R+, Aplicando la propiedad

universal del push-out a 6xpr; vy a ide+ existe una unica drx: 1 T X — RT verificando
que 0rxarxy = tdg+. De esta forma tenemos un diagrama que representa un objeto en

o t e T cn
:tﬁ}l y escribiremos Ig: Xeé t§+ para poner de manifiesto este hecho.

Como es usual, tenemos las aplicaciones d;: X — I®" X en £t definidas como
d(z) = [z,4] para i = 0.1, que son morfismos en t*". De igual forma se definen las

correspondientes J; en 5t§:.

Dadas dos aplicaciones f,g: X — Y en c‘ltﬁi decimos que f es exteriormente homd—
+ RT . . i ~
topa bajo R y sobre Rt (en £t5) a g,fg_j.rg, si existe H:IEEIX — Y en Ct‘gi con

HOy=fy Ho =g.

Notemos que f: X — Y en £¢%". con X € £t&], se dice nulhométopa exterior bajo
. . . . 1 , : ®T e el !
R si y solo si existe una homotopia exterior H:I5, X — Y verificando que Hdy =
[y HOy = 36x y Harx = 3.

Denominamos a H nulhomotopia exterior de f.

La relacién ser “ser exteriormente homadtopa bajo Rt y sobre Rt a” es una relacion de
. . ~ + r T . . .
equivalencia en étgq. (X.Y). Denotamos por [f]X} la clase de aplicaciones exteriormente
homotopas bajo Rt y sobre Rt a f.

Denotamos por [X. Y]R+ al conjunto de clases de homotopia exterior bajo R* de
aplicaciones en 8" de X en Y.

. - + . .
De forma andloga escribimos como [X; Y]Eé+ el conjunto de clases de homotopia ex-

terior bajo R* y sobre R* de aplicaciones en Etgi de Xen?.

También denotamos por H(é’t__%i) a la correspondiente categoria de homotopia. que
llamamos categoria de homotopia exterior bajo Rt y sobre R*. Los objetos en H(St%:)
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son los mismos que en ct“& y los morifismos son clases de homotopia exterior bajo R™ v
sobre R* de aplicaciones en ét%.

Para cada n > 0, podemos considerar el funtor z+II: ét*"‘* — Set que a todo
X € EtB] le asigna el conjunto g+ II5(X) = H(St'g}f:)(R* X S™. X). Aqui R* x 5™ denota

el diagrama idg+: RT 225 R x S7 2L RY con asn(r) = (r.so) para todo r € Rt .

30
punto base de S™ y dg» = pry. A cada morfismo en ct%, fe étﬁéi (X.Y). este funtor
le asigna g+IIS(f) = f&r g+10% (X) — o+ I5(Y) que a todo {g]z; € =+HS(X) le hace

corresponder f¢([g]RY) = [fg]%; € =+IE(Y).

Definicién 6.1.2 Sea X.Z € £t®7, definimos wedge de X y Z bajo R*. W = X T\/T Z.

como el morfismo aw = inia = in.vy obtenido mediante el push—out en £t

~

R+ z
« ‘Ling

iny 2t
X—xVvz

. E—)
Si X.Z € €t§+, es decir representan sendos diagramas idg+: RT — X = RT,

idg+:R* .z 2R+, aplicando la propiedad universal del push—out a dx y 0z vemos
. 3T . : . .

que existe una linica 0W XV Z — RT con dwaw = ’2dn:g+ Asl tenemos un diagrama

idg+: RT 2L X V Z . RT. que representa un objeto en St . ¥ que por comodidad sera

denotado por X \{r Z e St
2 ™

Definicién 6.1.3 Dados X.Z € Stf;“f: definimos el producto smash de X y Z bajo R y
Rt
sobre R, § = X /\ Z. como el objeto de 8t§: obtenido por el proceso siguiente. Sea

W =X V Z — P=X _X Z con k([z]) = (z.v6x([z])), k([z]) = (adz([2]),z) para

todo x € Y vz €ELZ. Tomamos el coigualador en £t de k v apdw, esto es:

4+ k
Xvz XxZ——*X/\Z

XY apow  RY

R+
Es claro que existe as = qgkaw: Rt — X _{\+ Z. Ademas. por la propiedad universal

) RT
del coigualador aplicada a (R*.8p), existe una unica dg: Z /i Z — R* verificando que
R
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d0sq = 0p. Asi sas = dsqgkaw = dsqapdwaw = Ssqup = dpap = idg+. De esta forma

obtenemos el diagrama idg+: Rt =< X A

=t

55 5 . o~ B
Z —=R™ que representa un objeto en £t%}, lo

=T

que escribimos abreviadamente por X A Z € £ .
Ahora definiremos el cono y la suspensién para objetos en £t’§§:
Definicién 6.1.4 Sea X € Eti_.,%:, definimos el cono de X en 5t§1, denotado C'X. al dia-

grama obtenido mediante el proceso siguiente. En primer lugar consideramos el morfismo

acx inducido en el push—out en £t

X —2X . g+
|
o } acx
! .
EIX —~CX

Aplicando la propiedad universai del push—out a d;x v a i¢dw+ obtenemos una dnica
Scx:CX — R* verificando que dcxk = 81x y que idg+: RT 2CX OX 2CX R+ y asi este

e . . ~ R e T
ultimo diagrama es un objeto en ét§+, lo que escribiremos como CX € ét§1.

Definicién 6.1.5 Sea X € £tR7, definimos la supension de X en EtRT, TX. de la siguiente

manera. Sea el push—out en &£t

T Sx+dx
Xv X ~ Rt
At i
do+61 iazx

- B
X ——3%X

Aplicando la propiedad universal del push-out ide+ y a d;x vemos que existe una
dnica énx: X — R* verificando que dsxk = &;x y que idg+: RT EX S X ZX R+ con
lo que queda determinado un objeto en é'tgi, ZX.

Es posible definir la suspension de forma alternativa a través del push—out en £t

X — g
tal lazx
CX —XX
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v aplicando de nuevo la propiedad universal del push—out a dcx v a ide+.

La suspensién n—ésima se obtiene apiicando la definicién anterior a Z" "' X de forma
inductiva.

Observemos que ademas podemos definir la suspension n—€ésima empleando el pro-

ducto smash en £t5; pues X Q(R* x S™M = E"X.

. + . .
Definiremos ahora, para todo Y € £t®', el espacio de lazos de Y que denotaremos
1Y, y que serd un objeto en 5t§¢:.

Sea Y/ el espacio exterior de la Definicién 2.2.5 y las aplicaciones exteriores d;: Y/ —
Y parat = 0.1, a las que haciamos referencia en la Proposicion 2.2.7. Se verifica el siguiente
resultado:

Lema 6.1.6

Sea Y € £+8" entonces Y € £t}

Demostracién:

Definimos 8y:1:R* — Y como sigue. Para todo 7 € R*. 3y:(r) = 3‘(7) donde

;(;) I — Y es el camino constante en 3(r).

Es claro que Py es continua. Observemos que, si e es la aplicacién exponencial del
Teorema 1.3.5 que establece la biyeccion E¢(RT x [.X) = £¢(R*.Top(l. X)), entonces

pr1 By L.
Jy1 se corresponde por e con RT x [ — RT = Y. que es externa por ser composicién

de externas. Asi concluimos que By es exterior. O

Notas 6.1.7
(a) Las aplicaciones d;: Y! — Y,i = 0, 1. son morfismos en £t8" y en EtRT.

(b) El Lema 6.1.6 puede generalizarse para un Y% = £¢(K,Y) con K espacio topolé—
gico compacto. tomando la estructura de espacio exterior que detallamos en 1a Seccién 1.3
para probar el Teorema 1.3.5.

(c)SiY € Stﬁﬁi,K conexo y compacto, Y& ¢ Stﬁi. Para probar este hecho basta
tomar 6yK:YK — R* como 6yx = dyqr,k € K. donde qi: YX — VvV generaliza
q¢ del Lema 2.2.6. Ademas éyx no depende del & € K pues K es conexo.
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Definicién 6.1.8 Sea Y € &£t*7. llamamos espacio de lazos de Y bajo RT. al morfismo

3ay:RT — QY que obtenemos por le proceso siguiente. Tomamos el pull-back en &t

Qy —2¥

1

l{ény i (do,d1)
s T
R+ ——Y xY

YI

v aplicamos la propidad universal del pull-back a Byr y a ide+, obteniendo un tnico

3qy: Rt — QY verificando que iqydqy = By ¥ que dqy Jdoy = idm+. Asi tenemos que
, . + . . . 3 ¢ .

3ay no sélo es un objeto en ££8 sino que el diagrama idg+: R™ 22% QY Y. R™ determina

- e Y . . . - T+
un objeto en £tX;, que escribiremos abreviadamente QY € £t ..

. ., RT - s . . .
Podemos definir un funtor suspensién I:Eth, — Et87. de la siguiente forma. A
cada X € £t8,, T le asigna £X como en la Definicién 6.1.5 y olvida su estructura sobre
. 2. S Rt . X
R*. Dada una aplicacién f: X — Y en ct§+, 3 le hace corresponder ©f mediante el
proceso siguiente. Primero recordemos que XX v XY se construyen empleando push—outs
de la forma:

T Sx+6x T Sy +0y
XV X——R* Y VY —R*
Rt Xt l
l80+61 aspx Oo+061 ! vy
i
e o
+ v X =+ Y
B x —X-vXx Xy vy

Aplicando la propiedad universai del push—out que sirve para definir [;i Nadiyyva

iny(f X tdy) existe una unica If:I%:X —_ L_‘ESY con I farx = Jry.

Tenemos un diagrama conmutativo:

ey f+f RT

XVX—=>VvVvYy
X+ Rt
l60+81 l80+31
‘ y ‘

! ,
B X —— XY

Se verifica que Byy(6x + 6x) = By (by + 0v)(f + f) = ky(Bo + 0)(f + f) =
kyIf(8o + 01). Asi podemos aplicar de nuevo la propiedad universal del push—out de
construccién de ©X a kyIf y a Py, luego existe una unica Lf:SY — 3Y verificando
que Lfkx = ky If vy que faxx = 3xy. Por tanto Lf estd en EtRT,
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Ademds podemos definir un funtor lazo : 1% — &t8] que a cada ¥ € 57 le
asigna QY. espacio de lazos de Y bajo R™ como en la Definicion 6.1.8. que es un objeto
en Etg:. A cada morfismo : X — Y en £t*7, Q le hace corresponder Qf: QX — QY

que obtenemos de forma unica mediante la construccion siguiente.

Recordemos que QY se obtiene mediante el pull-back:

ay

QY -y

1{5mf l(dl)\dl)
Y 3.8
Rt —=Y xY

Tenemos el diagrama conmutativo:

oA

X1 yi

l(do,dl) l(do-dl)
Yxx vy

Como (do, d1) fligx = (f x f){do,dr)iax = (f % f)(a,a)bax = (B, 8)6ax podemos
aplicar la propiedad universal del pull-back a fliax v a dqx. De esta manera existe
una unica Qf: QX — QY verificando que day 2 f = dqx. También (dg, d1)iqyQfaax =
(3, 8)0ayfaax = (3,8)baxaax = (8.73), asi podemos aplicar la propiedad universal
del pull-back a ide+ v a ioyQ2faqx v existe una unica day = Qfaqyx. De esta forma

N
podemos afirmar que 2f es un morfismo en €t§+.

Lema 6.1.9

Dado X € £tR", QX € EtR] tiene estructura de objeto grupo en la categoria I1( EtRT).

Demostracién:

RT

Podemos definir una multiplicacion u: Y x QY — QY para cualquier pareja
R+

‘R+
(wy,we) € QX x QY y t € I como:
R+

o w(2e) 0<t<1/2
Mwl,wz)—{wg(l—fzt) 1/2<t<1
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Razonando de forma similar al Lema 4.1.10 se puede probar que y es exterior v es

homotoépicamente asociativa.

Su elemento neutro es R* “2% QY 22X R . Aqui Bqy estd definido para todo r € R+

———

como By (r) = (8(r)): I — Y. lazo constante en 3(r) y dqy como éqy (w) = 7. donde
do(w) = J(r) para todo w € QY. La inversa de homotopia v: QY — QY se define como
en el Lema 4.1.10 y por las mismas razones se tiene que es exterior y también es bajo v
sobre RT. 0O
Lema 6.1.10

Dado Y € EtRT | se verifica que UY ) es isomorfo a (QY) en £R7.
{ ™+

Demostracion:

Como en el Lema 4.1.11 distinguimos entre los intervalos unidad empleados de-
signandolos como I.I' v entre 2 y {0/ segin utilicemos uno u otro en la construccién
del espacio de lazos. Sea 3: Rt — Y el rayo baseen Y € ERT

Definimos 6: ' (Y!) — (QY)!', para un v € Q' (Y!) con v: I’ — Y! verificando que
+(0) = (1) = J(r) camino constante en §(r) para un cierto r € R*, como 6(y): I’ — QY
tal que para todo s € I' v t € 1. 6(7)(s)(t) = ~(t)(s).

También definimos 6: (QY )Y — (Y1), para todo o: 1" — QY con o(s)(0) =
o(s)(1) = 3(r) para un r € RT v para todo s € I’. como §(c)(t)(s) = o(s)(t) para todo
sel'vtel.

Es sencillo probar que tanto § como @ estdn bien definidas v son exteriores sin mas
que reproducir la demostracion de el Lema 4.1.11. Ademas se verifica que 68 = id gy i ¥
(99 = ‘I;dQ/yl. d
Teorema 6.1.11

Los funtores suspensién X: £t8, — ERT v lazo L ERT — Etgﬁgi definidos en esta
seccion verifican que X es adjunto a izquierda de 2.

Demostracion:
Es necesario probar que existe la siguiente biyeccion natural
o R ~ caRT
EN (ZXVY) = &tp, (X.QY)
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para todo X € &R e ¥V € &7,

Por el teorema 1.3.5 para K = [ la aplicacion exponencial e proporciona la biveccién

natural
EHX x [.Y)2EHX. V)

Si tomamos el cilindro de X € % . arx: RT — I®" X que ests definido para todo
r € Rt como arx(r) = [a(r),ty)] donde to punto base de I v [a(r),to] = {{a(r).t) e

X x I. t € I.r € R}, se verifica que e induce la biyeccion natural

EFT (1% Xoarx); (Y. ) £ 57 (X.a); (Y1, 3y1))

Esto es sencillo de probar porque dada f € %" ((I® X.arx); ( ,08)). (a(r)) (t)
= f(la(r),t]) = d(r) para todo ¢t € I.r € RT. Por tanto e(f)(a(r)) = ) el lazo
constante en J(r), pero d(r) = Gyi(r) y asie(f) € 7 ((X. ) (YI yi)). Ademas dada

g€ ER((X.a); (Y. By1)) se verifica que e"2(g) ([a(r),1]) = g(a(r))(t) = 3(r) para todo
tel.reRT. luego e*(g) € EtRT (I* X.arx); (Y.3)).

Recordemos que ©X se define a través del push—out en £t

¥ x2E
_{+

|6x+§x iQZ‘X (1)

i
A

i
=, ~YX

s ‘ o
v tomando el diagrama idg+: Rt 22X £X ZX R™ como en la Definicién 6.1.6.

Ellazo de Y € £tR" QY ¢ c‘,tR+ se definia mediante el pull-back en £t

QY y{
Lémf l(do,dx) (2)
r+ 28 (8.8) BB iy

v tomando el diagrama idg+: R™ P2y y 22Y R+ inducido por la propiedad universal del
pull-back como en la Definicién 6.1.9.

Definimos &: £t87 (SX.Y) — S’ (X,QY) que a toda f:2X — Y en ER7 le
asigna é(f) = igye(fkx).
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Para probar que € esta bien definida y que es una biyeccién sélo es preciso reproducir
la demostracién del Teorema 4.1.12. pues las construcciones de la suspension de X v del

lazo de Y son andlogas asi como la definicién de la inducida por la exponencial é.

La naturalidad de & se demuestra también mediante argumentos idénticos a los del
Teorema 4.1.12. O
Corolario 6.1.12

., = - + =T rT .
Los funtores suspension, E:Stg: — &Ry lazo. Q: KT — Etn, citados en el
teorema anterior verifican que X es adjunto a izquierda de €2 en las respectivas categorias
de homotopia.

Demostracion:

Es preciso probar la biyeccién navural siguiente
EX. YR = (X QYR

para todo X € 87, ¥ € £%7. El proceso se similar al de la demostracion del Corolario
1.1.13 pues el Teorema 4.1.12 y el Lema 4.1.11 que son utilizados para dicha demostracién
son similares al Lema 6.1.10.y al Teorema 6.1.11. que acabamos de probar en esta seccion.
v el resto de razonamientos siguen siendo vélidos trabajando en las categorias X7 v & t;"fﬁ::.
en vez de en £tN v Stﬁ. O

6.2 Sucesion exacta larga de homotopia exterior (bajo R™) de una aplicacién
en ERT,
Sea Y! € £tR" construido por el proceso siguiente.

Sea el pull-back en £t:

?I—&YI

-,
! 3

Rt ——Y

Aplicando la propiedad universal de este pull-back a [y v a idg+ existe una tnica
J:RY — Y/, lo que escribiremos Y € £t*7. Pero como B, verifica que b5, By, =
idg+ se tiene que queda determinado un objeto en 1R}, esto es. Y/ € £ R
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Observemos que el codominio de 0z, es el conjunto de pares (r, wj € R x Y tales
que w(0) = 3(r). Asi se puede identificar Y1 con pro(YY), es decir. el subconjunto de
Y constituido por los caminos continuos en ¥ que comienzan en un punto del ravo base.
De esta manera, podriamos considerario dotado de la topologia v externologia heredadas

como subespacio exterior de las existentes en Y.

Definimos una aplicacién p: Y1 — Y tal que para todo (T, w) € Yi p(w) = wil) que

es exterior pues p es la composicién de pry con dy, ambas aplicaciones exteriores.
Ademds p es bajo R ya que pgy, (r) = p(r.By1(r)) = dipra(r, 8(r)) = 4(r) para
todo r € R™.
Proposicién 6.2.1
Sea f: X — Y aplicacién en £t%". con X € 51&.“‘%1. Se verifica que f es nulhomotopa
exterior bajo R* si y sélo si f tiene una elevacién en 51, g: X — Y/ verificando que

pg=f

Demostracion:

La construccion efectuada para obtener Y en Et’il es idéntica a la realizada en
la Seccidén 4.2. al igual que la definicién de p. Por ello para probar este resultado solo es
necesario repetir la demostracion de la Proposicion 4.2.1. pero trabajando en £¢%7 v £t51
en vez de £tN v Etﬁ‘ d

Definicién 6.2.2 Llamamos fibra homotopica cilindrica de una aplicacion f: X — Y
en 5tR+, denotada, P e EXT | al morfismo « peiRT — P}: que obtenemos tomando el
pull-back en £t

P§ BLALRY:
)
x—1-vy
v aplicando la propiedad universal a las aplicaciones o y '537 [

Observamos que P§ € £X] tomando & pe = 83, PTa.

De forma mas detallada el codominio de ape es el conjunto de ternas (z,r.w) €
X x R* x Y, verificando que p(r,w) = w(1l) = f(z) y dow = w(0) = 3(r).
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La aplicacién m: Pf — X asigna a toda (z.r.w) € Pz, w(x.7,w) = . es decir 7 es

la primera proyeccién que es exterior v bajo RT.

Proposicién 6.2.3

Dadas f: X — Y.g:Z — X. aplicaciones en Et®" con Z € &t). Entonces fg
es nulhométopa exterior bajo R™ si y sélo si existe una extensién h: Z — P§ en £i5]

verificando que 7h = g.

Demostracion:

Es similar a la de de la Proposicién 4.2.3 pero trabajando en R v & t{‘%l con PJE, en

vez de en EtN y EtN con Pf, por ser las construcciones de las fibras anslogas. O

Definicién 6.2.4 Sea f: X — Y aplicacién en &% con X € £t&}, definimos la fibra
homotdpica derivada cilindrica de f, denotada (’PJE)’ € 87 como la aplicacién exterior
(pey: Rt — (PJ‘E)’ obtenida al aplicar la propiedad universal del pull-back

(Pg) 21

lp L(prl»p)
(8x.f)

X Rt x Y

a las aplicaciones a vy 05,

El codominio de ay Py €S, en Concreto, el conjunto de ternas (z,r.w) € X x RT x Y
tales que w(0) = 3(r),w(l) = f(z) y ox(z) = .

Observemos que p = pry y que si tomamos pey = 03, pr2 queda determinado un

Q¢ pcyt (S(Pc)/ ' )
diagrama idm+: R —= (pfc)’ —L R* v por tanto tenemos que (Pf) € Etgi.

Proposicién 6.2.5

Sean f: X — Y aplicacion en 8tR+eg: Z — Y aplicacion en Et,‘g: Entonces fg es
nulhomodtopa exterior bajo R si y sélo si existe una extensién h: Z — (PJE)’ en 8t§1 tal
que ph = g.
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Demostracion:

Puesto que la construccion de (P§)" es similar a la de ( PtY, basta repetir los argu-
mentos de la Proposicién 4.2.5 pero en las categorias £t v St3.. O

« . .. -, =T - ~ =T
Definicién 6.2.6 Una sucesion en Et* . con X € &t3,

JE)

X__LY_L

se dice ezacta si la sucesion de homotopia inducida para todo Z € étﬁ:

Z.XE Ly 2T

verifica que imf, = Kerg..

Definicién 6.2.7 Una sucesion en £t . con X.Y € étf‘;ﬁ y | morfismo en E£5,
X v L
se dice ezacta si la sucesion de homotopia inducida para todo Z € Stg
fu

(2. x50 == Z YR 2 (T

verifica que Imf, = Kerg,.
Definicion 6.2.8 Una sucesion en ét.;‘:
Y .y L. T
se dice ezxacta si la sucesién de homotopia inducida para todo Z € Stgi

Z. X5 Lz g & z.TE

verifica que Imf, = Kerg,.

Proposicion 6.2.9
Dada f: X — Y aplicacion en &£ t‘v, la sucesion
P x Ly
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es exacta en el sentido de la Definicion 6.2.6.

Demostracion;

Consiste en reproducir los argumentos de la Proposicién 4.2.9 en £t*" v para Pf en

vez de en £t v para Pf , apoyandose en la Proposicién 6.2.3. O

Proposicion 6.2.10

Dada f: X — Y aplicacion en ERT con X € €t‘§§:, la secuencia

(Ps - x L v
es exacta en el sentido de la Definicidn 6.2.7.

Demostracion:

Dado que (P§) € &tx ., basta repetir la demostracién del Lema 4.1.10 con las modifi-

caciones oportunas. apoyandonos en ia Proposicion 6.2.5. O

Lema 6.2.11

Para cualquier f: X — Y aplicacién en £t*" la secuencia
(Pgy L. ipgy L Pf X vy

es exacta en el sentido de las Definiciones 6.2.6. 6.2.7. 6.2.8. segun corresponda y donde

7. p, o son las proyecciones naturales.

Demostracion:

Aplicando las Proposiciones 6.2.9 y 6.2.10 a m y a p respectivamente se prueba la
exactitud hasta (Pf)’.

El codominio de la fibra derivada homotépica de m es (PS) = {((a:,r, w), T’ u) €
P x R* x X5 w(0) = 3(r), w(l) = f(z), w0) = a(r), ul) = r(z,rw) =z v
5p}-‘($,7','lU) =r=r}

Definimos p: (Pg)’ — P§, para todo ((z,7,w),’.u)) € (P£)’, como p((z,r, w), 7', u))
= (z,r,w). El codominio de la fibra derivada homotépica cilindrica de p es de la
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forma (PS) = {(((m,r.w).r',u),r“.w) & (P % R x (PH; +{0) = ape(r”) =

{a(r”).,r"ﬂm)), (1) = /)(((a:,r, wi.r’ u)) ={z.r.w). Ope((z.row)r’ u)=r"= 7“’}.

Ademds o: (PS)' — (PE) esté definida para todo (((J:r w),r' uy. . -) € (P5)

como 0(((3& row), o). “,v’)) = ((z,r.w), 7. u).

. . . rT . 0] 1 .
Se tiene que o y p son aplicaciones en £t5.. Aplicando de nuevo los razonamientos

s ~ . . T
de la Proposicidn 6.2.10 concluimos que (Pg)’ e

de la Definicién 6.2.8. O

12 Y .
(PS) —— P% es exacta en el sentido

A continuacién identificaremos (Pg)" y (Pg)' con QY y con Q2X. respectivamente.

Lema 6.2.12

Sea f: X — Y aplicacién en £t®. La apiicacién ¢: QY — ({P¢)’, definida como

gw) = (\(a(r),r, w).r, oﬁ)) para todo w € QY verificando que 4(r) = w(0) v wil) =

3(r) = fa(r) y con r € R™. es una equivalencia de homotopia exterior en £t .

Demostracion:

Es similar a la del Lema 4.2.12 realizando las modificaciones oportunas derivadas
. ~ Rt ~ . . . ' -
de trabajar en &t ¥ c‘,tw"_g, pues esencialmente las aplicaciones se definen de forma
idéntica. O

Para la otra identificacién definimos ¢: QX — (P§)’ para todo u € 2.X por ¢'(u) =

!\ ((a(r).r. ‘dﬁ(;) Joru ) (a(r). T p’(r))), donde (a(r).r. JG’)) denota el camino constante
en (a(r),r, /3“(;)) € (P§) y u € QX verifica que u(0) = w(l) = a(r) y fa(r) = 3(r). Se
prueba que ¢’ es exterior vy equivalencia de homotopia en é't‘},fl, procediendo de la forma

similar al lema anterior.

El siguiente diagrama conmuta. salvo homotopia. en Etgi

(Pf) —2= (P5) —2 P} —Tm X~y
A 1 A

|d qv
Qf

! p
954 QY

donde p’ = pq es la aplicacién definida para todo w € QY verificando que w(l) =
F(@),w(0) = 3(r), como p'(w) = (a(r),r,w) y :QX — QX es la inversa de homo-
topia del objeto grupo N1.X.
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. . .. + .,
Asf obtenemos para toda f: X — Y aplicacién en £t® la sucesién exacta

ax Yoy £ope = x Ly

Teorema 6.2.13
Dada f: X — Y aplicacién en EtR" tenemos la sucesién
.——am(P;) Pronx YLy — ...
—ox Yoy L prmx Ly

de modo que, para todo Z € 5tR+, la sucesién

L T(ERD) (2, 0rPg) 0 ek (2, 0 x) 0 ek (2, 0ny) —

s IERD)(Z,0X) 2 ekt (z,0v) —D meRD) (2, P2)

— T(ERYY(Z, X)) —L s TI(ERTY(2,Y)

es exacta.

Demostracion:

Sélo es preciso tomar la sucesion
ox Yooy £ pp = x Ly

y aplicar su exactitud. O

Corolario 6.2.14

. .. -, Rt sz
Dada f: X — Y aplicacién en £tR", obtenemos la sucesién

— e Y me ) % ome (P —
o ms(x) B me(y) T paamg(pg) I mmg(x) Lo ms(y)

que es exacta.

A esta sucesién la denominaremos sucesion ezacta larga de homotopia exterior bajo
. .y -+
Rt de la aplicacion f: X — Y en EtR7.
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Demostracion:

En primer lugar recordemos que, por el Teorema 6.1.12, tenemos que el funtor sus-
pension X: EtR] — &t es adjunto a izquierda del funtor Q:ERT — 18] en las ca-
tegorias de homotopia. También se verifica una adjuncién andloga entre los funtores
T 68 — EtR] y Q: ERT — &kl

Tomemos ahora Z = R% = Rt x S% y tengamos en cuenta que L"R% = R".
Ahora a la sucesién

c—arpy) T3 arx oty —
o—ax ooy Lpe mox Ly

le aplicamos el funtor II(ER])(RT x S, _) = [R°, _ IR, y el funtor I(ERT)(RF x SO, _) =
[R,_]®" en los dos primeros términos. Asf obtenemos la sucesién:

(")

- — TI(ERT)(RO, QmPY) M(ERT) (R, e x) L),

M(EET) (RO, Y) — -+ — I(EED)(RY, X) 20 me®iy(RO, av) 25
— T(EET) (RO, Pf) —=— H(ERT) (R, X) —L—s (E87)(RO,Y)

Eista sucesidn es exacta por el Teorema 6.2.13. Si aplicamos las adjunciones anteriores,

junto con que R x S™ = ¥7(R+* x SY), tenemos la sucesién

117 (f)
—_—

. — T(ERTY(R™, X) I(ER)(R, V) =2 IHERT) (R, X) —

L TI(ERTYRY, Xx) Y

M(ERT) (R, Y) 2 TI(ERT)(RO, Pf) —
— T ERTY (RO, X) —L T(ERTY(RO,Y)

que es exacta y es la sucesién de los grupos de homotopia cilindrica buscada. O

Observaciones 6.2.15

(a) Sea f: X — Y en ER'. El Teorema 3.3.9, para el caso C = £’ puede
obtenerse como corolario del Teorema 6.2.13. Dado Z € 81&%:, podemos sustituirio por
su modelo c—cofibrante y suponer que Z € (8t§1)c (y en (5tR+)c). Puesto que todo
objeto es fibrante en Stgi (v en 5tR+) podemos aplicar [Q; I.1.Corolario 1] y se tiene que
Ho(EtRT)(Z, X) = TI(ERT)(Z, X) y similarmente Ho(EtR)(Z, X) = TI(ERT)(Z, X). De
esta forma la sucesién

— Ho(eX)(2,07X) Y5 Ho(e&1)(Z2,anY) L2 Ho(el)(Z,0"1Ps) —

182



. — Ho(etR1)(2,0X) 2 Ho(EB1)(2,0v) 2
— Ho(£8])(Z,P) = Ho(&tX')(Z,X) L~ Ho(€*7)(2,Y)
es isomorfa a la obtenida en el Teorema 6.2.13 y por tanto exacta.

(b) En general, dada f: X — Y, en EtR" 1a sucesién obtenida en el Teorema 3.3.9

es distinta a la conseguida mediante el Teorema 6.2.13.

6.3 Sucesién exacta larga de homotopia en £R" de un par (X, A) € PERT,

Sea PEt la categoria de los pares de espacios exteriores descrita en la Seccién 4.3.
La categoria de los pares de espacios exteriores bajo RﬂPStRJr, tiene por objetos los

tridngulos conmutativos en £t

Rt

> %

(3

A X

v por morfismos los diagramas conmutativos en £t

¥

as  \_PBs
/f|A \B

o

Esto es, los objetos son pares de espacios exteriores que comparten el rayo base,
que denotaremos (X, A, ), v los morfismos son aplicaciones exteriores entre pares de

espacios exteriores que preservan sucesiones base, lo que escribiremos como f: (X, A, a) —
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(Y, B, 8). Usualmente la sucesion base se sobreentiende y utilizaremos la notacién atin mas
abreviada (X, A) € PERT y f: (X,A) — (Y, B) en PERT | respectivamente.

Observemos que dado (X, A) € PE R por razonamientos similares a los empleados en

la Seccién 4.3 con la fibra exterior, si tomamos la fibra cilindricadei: A — X, Pf € & i

puede interpretarse como el conjunto de caminos en X que comienzan en un punto del rayo
base y que finalizan en A.

Definicién 6.3.1 Llamamos n—ésimo conjunto de homotopia cilindrica del par (X, A) €
PERT a:

(¢

¢_1(Pf), sin>1.
b) El conjunto I1¢ (X, A) definido como g+II¢_;(PF), sin=1.

a) El conjunto II¢ (X, A) definido como II

Notas 6.3.2

(a) Dado que II(X, A) = IIS _, (Pf) podemos aplicar que el funtor suspensién ¥ es
adjunto a izquierda del funtor lazo 2 por el Corolario 6.1.13 y escribir

(X, 4) = I, (F) = -

= pe D5 PY)
para todo n > 1.

(b) Observando la definicién y teniendo en cuenta como fueron definidos los grupos
de homotopia cilindrica en £t podemos reinterpretarla y asi

I (X, A) = [R5 PR 2 (77, RPY); (X, AR

para todo n > 1.
(c) Puesto que para todo X € 8tR+,H$L(X ) es grupo para n > 1 y grupo abeliano
para n > 2, deducimos que II¢ (X, A) es grupo para n > 2 y grupo abeliano para n > 3.

Obtenemos de esta manera dos funtores. Uno de la categoria de los pares de espacios

exteriores bajo R*, PELRT en la categorfa de los grupos, Grp, v otro de PERT en la
categoria de los grupos abelianos, Ab:

n:Pc‘:tR+ — Grp n>2

©:PERT 5 Ab n >3
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Si definimos 0:1I% (X, A) — IIS_1(A) como IIZ_(m): II¢_ (PF) — TIE_,(A),
entonces 0 es una transformacién natural entre el funtor IIS: PERT — Set y el funtor
IIE_ | R:PERT — Set, donde R es la restriccion R: PELRT — E8 que a todo (X, 4) e
PERT le asigna R(X, A) = A.

Definimos j,: I(X) — II5(X,A4) como II¢_,(p'): TS_(0X) — TI¢_,(PF),
donde p’ es la aplicacién p’: 2X — Pf que definimos en la seccién anterior.

Teorema 6.3.3
Dado (X, A) € PERT | la sucesién
o TS (X A) <5 T4 (A) =5 ME(X) 25 M5 (X, A) —
C— T§(X, 4) 2 TI5(4) S5 T5(X)
es exacta.

A esta sucesion del la denominamos suceston ezxacta larga de homotopia cilindrica del
par (X, A) € PERT.

Demostracién:
Por el Corolario 6.2.1 aplicado a i: A — X, la secuencia siguiente
— m(4) =8 0 T e (B —

I3 (%) o= P*

C— 5(A) Y TE(X) 5 eelIS(PF) I M5(A) 45 IE(X)

es exacta. Teniendo en cuenta la Definicidn 6.3.1 obtenemos la sucesién del enunciado. O

Nota 6.3.4

Dado que ER' es una categoria de modelos cerrada no basada podemos aplicar los
resultados probados en el Capitulo 3.

Asi existen nociones de cilindro, objeto de caminios, funtores lazo y suspensién
abstractos adjuntos etc, que llamaremos “de Quillen”. Los que acabamos de definir en

este capitulo son diferentes en general, aunque puedan coincidir en casos particulares.

Los denominaremos cilindricos por estar asociados a la estructura cilindrica de cate-

goria de modelos cerrada de £ {RT
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6.4 Aplicaciones a los grupos de homotopia tipo Steenrod.

En el Capitulo 1 definimos b: Pro — £t, funtor pleno y fiel que a cada (X,7x) € Pro
le asigna b(X,Tx) = (X:&.,Tx) y a cada aplicacién propia f, bf = f, que es exterior
con las externologias de los complementos de los compacto—cerrados por

la Proposicién 1.1.12.

De forma natural se induce un funtor b®": Pro®” — £tR" que también es pleno y
fiel.

En este capitulo hemos definido un funtor suspensién X: Stgi — EtRT

Proposicién 6.4.1

Si X € EtR" entonces se verifica que B(X, &, Tx) = (2X,EEX  Txx) donde por
Ts.x denotamos la topologfa inducida por Tx en ©X, y por £2X la externologia de los

complementos de los compacto—cerrados en (2X, Txx).

Demostracién:

Sea bX € Stﬁi, su cilindro en Etﬁi se construye mediante el push—out en £t:

R+ x [ — > R+

laxid; 1a1x

X x[——IEX

En R tenemos la externologia £.. y en RT™ x I y X x I las definidas en la Seccién 1.3
para K = I, que coindicen con las de los complementos de los compacto—cerrados. De esta
forma « X idy y pri son propias y ademds o X idy inyectiva. Asi se verifican las hipdtesis
de la Proposicién 2.2.3. Aplicdndola podemos afirmar que Ig: X posee la externologia de

los complementos de los compacto—cerrados, £1%.

La suspensién de X, X, se definia por el push—out en £t

Rt Sx+6x
X \iX—>R+
R

i80+61 asx
B’ X —>3%Xx
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Se tiene que Jg + 01 es cerrada e inyectiva y por la Proposicién 2.2.3 otra vez, la
externologfa push—out coincide con la de los complementos de los compacto—cerrados,
EXX. O

Definicién 6.4.2 Se denomina n—ésimo conjunto de homotopia propia tipo Steenrod de
X € Pro®" 511, (X), al conjunto de clases de homotopia propia [(RT x S™, ar, ); (X, a)]R+.
Nota 6.4.3

Es claro que °II,(X) es grupo para para n > 1y grupo abeliano para n > 1.

Definicién 6.4.4 Se denomina n—ésimo conjunto de homotopia propia relativo tipo Steen-
rod del par (X, A) € PPro®” a:

a) El conjunto de clases de homotopia propia °II,(X,A) = [(R* x .S’"_l;Pf]RJr
[(R* x D™ R+ x S*=1); (X, AR, sin > 1.

i

b) El conjunto de clases de homotopia propia SII,(X,4) = [RT x S”‘I;Pﬂﬁi, si

n = 1.
Nota 6.4.5

Es claro que °TI,,(X, A) es grupo para n > 2 y grupo abeliano para n > 2.

Teorema 6.4.6

La sucesién exacta larga de grupos de homotopia propia tipo Steenrod de un par
(X,A) € PPro®" es un caso particular de la sucesion exacta larga de homotopia cilindrica
del par (X, A) € PER".

Demostracion:

Sélo-es preciso observar que X y Rt x S™ pueden sumergirse mediante el funtor &
en StR+, que RT x S™ es un objeto en Stggi y aplicar la Proposicién 6.4.1 y el Teorema
6.3.3. O
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Capitulo 7
Comparacién de las estructuras de categoria de modelos cerrada

exterior y cilindrica de £*"

En £t tenemos dos estructuras de categoria de modelos cerrada con sus dos nociones
de cilindro, grupos de homotopia, fibracién, cofibracién, equivalencia débil, etc.

La primera, definida en el Capitulo 2, la denominamos exterior al igual que a sus

nociones asociadas.

La segunda, que fue tratada en el Capitulo 5, la denominamos cilindrica lo mismo que

a los conceptos conectados con ella.

Por la Proposicién 0.1.6 estas dos estructuras inducen en & & otras dos estructuras
de categoria de modelos cerrada que llamaremos exterior o cilindrica segin procedan de
una o de otra. Las denotamos por 8t“§+ y c‘,'t]f‘Jr respectivamente. Para evitar confusiones
este capitulo, denotaremos abreviadamente por cofg a los objetos E—cofibrantes y fibg a
los objetos £-fibrantes y, andlogamente, cof. a los objetos c—cofibrantes y fib, a los objetos
c-fibrantes.

Nuestro objetivo es comparar las categorias 8t§+ v St‘§+. Utilizaremos para ello el
Teorema, 0.3.5 aplicado a los funtores identidad, id,: €t§+ — Stfy v idg: £t]§+ — 8t]§+.

Probaremos que las £—equivalencias débiles entre E—cofibrantes en £ t’1§+ son c—equiva—
lencias débiles, asi como que las c—equivalencias débiles entre c—cofibrantes en 8t”§+ son
E—equivalencias débiles. Ademads, para poder aplicar el Teorema 0.3.5 precisaremos que
toda c—cofibracién sea £—-cofibracién, que toda £-fibracién sea una c—fibracién y que toda

E—equivalencia débil sea una c-equivalencia débil.

Asi obtenemos que el funtor L(id.), derivado total a izquierda del funtor

ide: EtRT — E1BT |y el funtor R(idg), derivado total a derecha de ide: EBT g

L(id,)

e S

Ho(Et8") _ Ho(&£R™)
R(ide)

son candnicamente adjuntos.
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Si consideramos la subcategoria 8t“§+ constituida por los objetos c—cofibrantes y
restringimos la adjuncién anterior a los objetos c—cofibrantes, probamos el resultado central
del capitulo, que la categoria H o((8t§+)cofc) es equivalente a la categoria
Ho((E8" Vot )-

7.1 Funtores derivados de la “identidad”.

Recordemos que por la Proposicién 2.2.8 el objeto de caminos estandar, es decir, la

do,d
factorizacién de la diagonal Ay como Ay:Y = v (do,do)

Y x Y donde s es equivalencia
de homotopia exterior y (dp,d;) es sobre, es un objeto de caminos “de Quillen” en la
estructura exterior de categoria de modelos cerrada de £f. De esta manera podemos

deducir que, para todo X,Y € &R, X &- cofibrante

IE(ERT) (X, Y) 2 I(ERT)(X,Y)

donde por IT¢ (€ tR+) entendemos la categoria de homotopia a derecha el sentido de Quillen
(que coincide con la de homotopia a izquierda por el Corolario 3.2.6) en la estructura
exterior de categoria de modelos de ERT.

Por otro lado, por el Corolario 5.3.5, el objeto de caminos estandar es un objeto de
caminos de “Quillen” en la estructura cilindrica de categoria de modelos cerrada £t. Como
consecuencia, para todo X,Y € c",'tR+, X c—cofibrante

Me(ERT) (X, Y) 2 TIERT)(X,Y)

donde por II¢(€ tR+) entendemos la categoria de homotopia a derecha el sentido de Quillen
(que coincide con la de homotopia a izquierda por el Corolario 3.2.6) en la estructura
cilindrica de categoria de modelos de ERT

Proposicién 7.1.1

(a) En la categoria (Et%" )eof, se verifica que las equivalencias débiles exteriores son

equivalencias débiles cilindricas.

; + . . ) I1s s .
(b) En la categoria (£t} ), se verifica que las equivalencias débiles cilindricas son
equivalencias débiles exteriores.
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Demostracion:

(a) En 8t‘f§+ todo objeto es fibrante, luego (5t§+)ﬁbgcof£ = (8t§+)cof£ y por el Teo-
rema 0.2.2 una equivalencia débil exterior es equivalencia de homotopia exterior en 5t£§+.
Pero como II(ERT)(X,Y) = I(ERT)(X,Y) = M(ERT)(X,Y), es una equivalencia de
homotopia en €t]§+, luego equivalencia débil cilindrica.

(b) Razonando de forma similar al apartado (a), tenemos que (St§+)ﬁbccofc
(5t§+)cofc y por el Teorema 0.2.2 otra vez una equivalencia débil cilindrica es equiva-
lencia de homotopia exterior en 8t§+, pero por el mismo argumento que en (a) es una
equivalencia de homotopia en €t“§+, luego equivalencia débil exterior. O

Teorema 7.1.2

Sean las categorfas E8' y €t§+. Dados los funtores identidad id: 8T — EtRT
e id5:5t§+ — St]iﬁ, se verifica que id. es adjunto a izquierda de idg de forma que el
derivado total de id., L(id.), y a derecha de idg, R(ide)

L(ido)

RS,

Ho(ER") __ Ho(ERT)
R(idg)

son candnicamente adjuntos.

Demostracion:

Aplicaremos el Teorema 0.3.5. Para ello es preciso probar que id, conserva cofibra-
ciones y equivalencias débiles entre c—cofibrantes, asf como que idg¢ preserva fibraciones y

equivalencias entre E—fibrantes.

Afirmar que id. conserva equivalencias débiles entre c—cofibrantes es equivalente al
apartado (b) de la Proposicién 7.1.

. + + .
Veamos que idg: 8t]§ — &R preserva fibraciones.

Lema 7.1.3

En la categoria EtRT toda £—fibracién es c—fibracién.

190



Demostracion:

Por definicién p: X — Y es E-fibracién si tiene la propiedad de elevacién de homo-
topia a derecha respecto a las aplicaciones 0p: N x D971 — N x D971 x I 2 N x D9, para
todo g > 0.

Para ver que p es c—fibracién seria necesario probar que tiene la propiedad de elevacién
de homotopia a derecha respecto a las aplicaciones 8p: RT x DI7! — R x D971 x [ =
R* x D9, para todo ¢ > 0. Observemos ahora que dp: RT x D71 — R* x D7 puede

verse como el resultado de ¢ push—outs en £t

Nx D' ——R* x DI} ———— X

85 95
N x DO Py
% Eh
N x D1 Py (1)

N x Dq—-l I Pq:——2

83

NXD‘I-————>R+><D‘1—————-q——-————>Y

La categoria ERT soporta la estructura de categoria de modelos cerrada exterior v
puesto que 9 es E—cofibracidn, O también lo es por ser el lado opuesto de un push-out,.
para todo¢=20,1,---,¢— 1.

Dado que la composicién finita de £—cofibraciones es E-cofibracién, tenemos que dy =
... 8%: R x DI~ — R+ x D9 es E-cofibracién. Por tanto en el cuadrado conmutativo

(1) existe una elevacién ¢': Rt x D% — X verificando que p¢’ =gy ¢y = f. O

Ahora demostremos que id.: Stﬂﬁ — 8t§+ preserva cofibraciones mediante el resul-
tado siguiente.

Lema 7.1.4

En la categoria ERT toda c-cofibracién es una E—cofibracién.
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Demostracién:

Necesitamos probar que dada i: A — B c—cofibracién en EtRT para todo diagrama

. +
conmutativo en EtR

f

— X

i 4

W0

.y

con p £-fibracién trivial, existe una elevacién ¢': B — X que verifica que pg’ = g y
g't = f. Dado que tenemos una adjuncién trivial entre id. e idg, esto es equivalente a
que p sea c-fibracién trivial, es decir, a que idg:€t§+ — 8t‘§+ preserve fibraciones y

equivalencias débiles.
El hecho de que idge preserve fibraciones se verifica por el Lema 7.1.3.

Demostrar que idg conserva equivalencias débiles es més complicado. Con este resul-
tado probariamos no sélo este lema sino que concluiriamos la demostraciéon del Teorema
+ .
7.1.2, pues en EtR" todos los objetos son £-fibrantes.

Esto lo demostraremos en el siguiente teorema.

Teorema 7.1.5

Toda equivalencia débil exterior es una equivalencia débil cilindrica.

Demostracion:

Para probar este resultado demostraremos algunos hechos previos. Sea el cuadrado
pull-back en Top.

P ———— (XM

lp l(dO;dl)
X S en o xen

con sh: N — N definida como sh{n) = n + 1, para todo n € N.

El pull-back P es XN x xny xn (XN)!, esto es, pares (@,w) € XN x (XN)! donde
dow = @ y dyw = ash. Veamos que P pues interpretarse de otra forma.
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Proposicién 7.1.6

El pull-back P es homeomorfo a (£¢(RT, X), TR+) en Top.

Demostracion:

Tenemos que P puede identificarse con el subespacio de (XN)! formado por los
w: I — Et(N, X)) continuos tales que dyw = @ y diw = ash para a € £t(N, X).

Recordemos que en la Proposicién 2.2.7 probamos que (Top(I , Et(N, X)) TX”) es

homeomorfo al espacio topoldgico (St(N,Top(I , X )), Tﬁ;) donde en Top(I,X) con—
sideramos la topologia compacto—abierta Teo v la externologia Exr definida en la Seccién
1.3. Asi Tg ; estd generada por la subbase constituida por los conjuntos S (ms, (I ,E))
v S (n, (K, V)) con E € £Ex vy V € Tx. Por tanto, reinterpretaremos P como el con-
junto de sucesiones exteriores de caminos continuos en X, w: N — Top(I, X)) tales que
dow(n) = a(n) y dyw(n) = ash(n) = a(n + 1), para una a € £¢(N, X) y para todo n € N,
que tiene la topologia de subespacio de £t (N, Top(I, X ))

Ahora definimos 6: P — X®' para todo @ € P como #(w) = a con o R* — X
definido por &/ nt1] = W(n)ty, donde t,: [n,n+1] — [0, 1] es el homeomorfismo exterior
que a cada z € [n,n + 1] le asigna t,(z) = z — n. Es claro que o es continuo, probemos
que « es externo. Dado E € Ex se tiene que m< C W™ ((I,E)) € EN. por ser w exterior,

luego [m,+o00) C a~}(E) con a~!(E) abierto en R por ser « continuo asi, por E.2,
a Y (E)e 535;. Por tanto # estd bien definida.

Veamos que 6 es continua. Sea S([a,+00), E) un elemento de la subbase de TR",
con E € £x. Probemos que §71(S([a,+0), E)) es abierto en T%;. Es claro que
0~1(S([m,+o0), E) = S(m<, (I, E)). Supongamos que a ¢ N, entonces S([a, +0), E) =
S(la, m], E)NS([m, +00), E). Luego sélo es preciso probar que 6~ (S([a, n}, E)) es abierto.
Se tiene que §=1(S([a,n], E)) = S(n -1, (t;t 1 (fa, n]),E)), que ests en T,

Los otros elementos de la subbase de T®" son de la forma S([a, b,V) con V € Tx.
Si existe n € N tal que a < n < b, S([a,b],V) puede escribirse como interseccién de
conjuntos de la forma , S([a,n], V) y S([m,b], V) y, si es preciso, de un S([l,1+1], V). Aqui
IhnnmeN a<n<lI<m<b,ym,nlos mis proximos a a y b respectivamente. Primero
es claro que S(I,(I,V)) = 6=*(S([l,l + 1],V). Hemos probado que §71(S([a,n], E)) es
abierto, luego queda por probar que 0“1(8([m, b],E)) es abierto; pero esto es claro ya
que 6=1(S([m, 8], E)) = S’(m, (tt ([m, b]),E)) Sea un elemento de la subbase de TR",

S([a,b],V), tal que [a,b] C [n,n + 1]. Entonces §71(S([a,d],V)) = S(n, (t7'([a, b)), V))
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Definimos 8: X®" — P que a todo a € X®" le asigna w = (a), w: N — Top(I, X)
dada para todo n € N por w(n) = at;!. Es claro que 6(a) estd en P pues dow(n) = a(n)
y diw(n) = a(n + 1) y ademds W es continua por tener N la topologia discreta. También
w es externa, veamoslo. Dado (I,E) € Exr, por ser a externa existe n € N tal que
[n, +00) C a™H(E). Asi nc C w~((I,E)) y como w es continua w~*((I, E)) € Ty. Por
tanto, aplicando E.2, w1 ((I, E) es abierto exterior. De esta forma concluimos que § est4
bien definida.

Sea S(m<, (I, E)) € TX,, entonces =1 (S(m<, (I, E)) = S([m, +0), E).

Los otros elementos de la subbase de Ti’., son de la forma S (m, (K, V)) con
K compacto en I,V € Tx. Sea o € 87} (S’(m, (K, V))), entonces procede de un
w: N — Top(I,X), con w € P. Sea at;ll((K)) =
61 ((S(m, (K, V))) y por tanto 8 es continua.

K, compacto, asi a € S(K,,,, V) =

Es sencillo comprobar que 6§ = Wyt Y 00 =idp. O

. . ., +
Tras este resultado, p: P — X" puede considerarse como una restriccién r*: X® —
XN que a cada a: RT — X le asigna ar:N — X donde r:N — R™ es la inclusién
natural.

Observemos ahora que podemos construir el cubo conmutativo:

XRT v (XN)I
P
+ Ny I //
f® () /
/
r* /
YR i (YMI (do,dx)
do,d
(id,sh) (dodn)
r* XN XN x xN
/
fN
/’ fN)(fN
YN (idsh) YN x YN
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Las caras anterior y posterior son pull-backs por la Proposicién 7.1.6. Tenemos que

fR+ existe y es tnica al aplicar la propiedad universal del pull-back a (fN)lu y a fNr*.

Recordemos que f es equivalencia débil exterior si y sélo si f es equivalencia débil
en Top, por el Lema 2.1.7 (b). También fN x fN y (fN)! son equivalencias débiles por
serlo fN, si tenemos en cuenta el Lema 0.1.14 y el Lema 0.1.15 respectivamente.

Ademas (do, d1) es E-fibracién por la Proposicién 2.2.7.
Asf por el Lema 0.1.13 fR+ es equivalencia débil en Top.

Pero esta afirmacién es equivalente por el Lema 5.2.6 (b) a que f sea c—equivalencia
débil. O
Nota 7.7

SiX e StR+, objeto c—cofibrante, también es E—cofibrante por el Lema 7.1.4.

Corolario 7.8

Sean las categorias (8t‘§+)cofc y (E8")eor.. Entonces la categoria H o((5t§+)cofc) es
equivalente a la categoria H o((5t§+)cofc).

Demostracion:

Si restringimos la adjuncién del Teorema 7.1.2 a los objetos c—cofibrantes es sencillo
comprobar que la unidad y la counidad son la identidad. O
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