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Introd ucción 

En esta memoria se introduce la noción de espacio exterior para el estudio de las 

propiedades de los espacios en el infinito. 

Nuestro objetivo era el de encontrar un marco de trabajo adecuado para realizar este 

análisis. Este marco de trabajo se debía concretar en encontrar una categoría con buenas 

propiedades y que contuviera la información de los espacios en el infinito. 

Después de probar diversas nociones, encontramos la noción de espacio exterior que 

parecía satisfacer todos los requerimientos anteriores. 

En esta memoria hemos probado que la categoría de los espacios exteriores tiene 

propiedades suficientes para poder realizar las construcciones que necesitamos. Este hecho 

lo hemos concretado en dos resultados. Por un lado, el Teorema 2.1.6 que prueba que la 

categoría de los espacios exteriores tiene una estructura de categoría de modelos cerrada in­

ducida por las equivalencias débiles determinadas por los grupos de tipo Brown-Grossman, 

que en la memoria denominamos grupos de homotopía exterior. Por otro lado, el Teorelna 

5.2.5 que demuestra la existencia de otra estructura distinta, que ahora está inducida por 

los grupos de homotopía tipo Steenrod y que llamamos cilíndricos. Estos son dos de los 

resultados principales de la memoria. 

Uno de los problemas de la categoría propia es que, hasta el momento, no se habían 

podido construir adecuadas fibras homotópicas y adecuados espacios de lazos. El solventar 

estas dificultades ha sido otro de los principales objetivos de este proyecto. Afortunada­

mente, la utilización de los espacios exteriores ha permitido construir fibras homotópicas y 

espacios de lazos. ]\Irás concretamente, se ha obtenido una sucesión de fibras homotópicas 

consecutivas para el estudio de los grupos de tipo Brown-Grossman y otra sucesión para 

los grupos de tipo Steenrod. 

En primer lugar recordemos algunas categorías relevantes en el contexto de homotopía 

propia. 

Pro es la categoría de los espacios topológicos y aplicaciones propias. Una aplicación 

continua de X en Y se dice propia, j: X ~ Y, si para todo subconjunto K de Y compacto 

y cerrado se tiene que j-l(K) es también compacto. Dadas dos aplicaciones j, g: X ~ Y 

decimos que son propiamente homótopas si existe una aplicación propia F: --,y x 1 ~ Y tal 

que F(x, O) = j(x) F(x,l) = g(x) para todo x E X, donde 1 denota el intervalo cerrado 

unidad. Si dividimos por la relación de homotopía se obtiene la categoría hOlnotópica que 
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denotaremos II(Pro). 

Otra categoría de interés es la categoría Pro00 de espacios topológicos y gérmenes de 

aplicaciones propias. Dados X, Y espacios topológicos y Al B subconjuntos cerrados tales 

que cl(X \ A), cl(X \ B) son compactas, dos aplicaciones propias f: A ---7 Y, g: B ---7 Y se 

dice que tienen el mismo germen si existe un subconjunto cerrado C de X tal que cl(.L'Y\ C) 

es compacto, C e A n B y fle = g/c. De modo natural se puede considerar la noción de 

gérmenes de homotopía lo que determina la categoría homotópica II(Pro=). 

A continuación realizaremos una breve perspectiva histórica sobre la teoría de honlo­

topía propia. 

En 1923, Kerékjártó encontró una clasificación de las superficies no compactas. Para 

ello definió "punto ideal" de una superficie como invariante principal. Las propiedades 

de estos puntos ideales permiten trasladar el problema de la clasificación de superficies 

al problema de la clasificación de subconjuntos cerrados del conjunto de Cantor. Este 

concepto fue generalizado para cualquier espacio topológico por Freudenthal en 1931 como 

¡'punto final" . 

Siebenmann [S.l] en 1965, en su tesis, encontró condiciones necesarias y suficientes 

para que una n-variedad diferenciable con n > 6, fuera interior de una variedad compacta. 

Si esta variedad tiene un único final existe una obstrucción a ser el interior de una variedad 

con borde que descansa en Ka (IIl (00)), el grupo de clases proyectivas del grupo funda­

mental en el oo. Posteriormente en [S.2] dio una versión del teorema de Whitehead para 

aplicaciones propias 

En 1967 Quillen [Q] introdujo el modelo axiomático de categoría de modelos cerrada. 

Se trata de una categoría e, provista de tres clases de morfismos: fibraciones, cofibraciones 

y equivalencias débiles, verificando seis axiomas que recogen las propiedades habituales 

que se requieren para desarrollar una teoría de homotopía. Ejemplos de este modelo son 

la categoría de los conjuntos simpliciales S S y de los conjuntos simpliciales punteados S S* 

tomando como fibraciones las fibraciones de Kan, como cofibraciones las aplicaciones inyec­

tivas entre conjuntos simpliciales y como equivalencias débiles las aplicaciones que inducen 

isomorfismos en todos los grupos de homotopía para cualquier elección de punto base. 

También Top admite diversas estructuras de categoría de modelos cerrada. Por ejemplo, 

ver [Str] , se pueden tomar como fibraciones las que tengan la propiedad de elevación de 

homotopía, como cofibraciones las aplicaciones cerradas con la propiedad de extensión de 

homotopía y como equivalencias débiles las equivalencias de homotopía. 

Una de las técnicas que pueden utilizarse para el estudio de homotopía propia es el 

empleo de la categoría de los sistemas inversos o proespacios, introducida por Grothendieck. 
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En 1969 Artin y IVIazur [A-IVI], para sus estudios sobre homotopía étale, utilizaron la 

categoría proHo(SS) donde Ho(SS) es la categoría homotópica de los conjuntos simpli­

ciales. 

Bousfield y Kan [B-K] , en 1972, realizaron un estudio de las torres de fibraciones y 

del límite homotópico inverso así como la sucesión espectral (extendida) asociada a una 

torre de fibraciones y su convergencia a los grupos de homotopía del límite homotópico 

inverso. Dada una torre arbitraria de espacios, ésta puede ser sustituida por una torre 

de fibraciones, y definirse el límite homotópico inverso de dicha torre como el de la torre 

de fibraciones. Estos resultados podrán aplicarse a homotopía propia gracias al funtor 

incrustación de Edwards-Hastings, al que nos referiremos posteriormente. 

En 1973, Farrel, Taylor y Wagoner [F-T-W] prueban otro teorema de tipo Whitehead 

en la categoría de los CW -complejos fuertemente localmente finitos. Con ese objeto. 

consideran los invariantes algebraicos que se denominan grupos de ~-homotopía definidos 

previamente por Taylor [Tay]. Al final del trabajo se incluye otro teorema del tipo anterior 

para C-VV -complejos fuertemente localmente finitos omitiendo las condiciones de dimensión 

finita. 

K.S. Brown, también en 1973, desarrolló una teoría para poder aplicarla a las cate­

gorías de haces. Definió categoría de objetos cofibrantes como una categoría e con sumas 

finitas y objeto inicial 0, con dos familias de morfismos, cofibraciones y equivalencias débiles 

verificando ciertos axiomas 

En 1974 Porter [P.4] introdujo Ho(proSS) , la procategoría homotópica que resulta de 

invertir aquellos morfismos de proSS que, salvo isomorfismo, se puedan representar como 

un sistema inverso de equivalencias débiles de homotopía de S S y estudió la estabilidad 

en la categoría de la forma. 

Con posterioridad, en 1976, probó que si una categoría arbitraria e verifica los axiomas 

de K.S. Brown [Brow], entonces se puede dotar a proC de una estructura axiomática de 

Brown. De esta forma se puede construir la suspensión, la' sucesión de cofibras homotópicas 

etc. 

Los invariantes de homotopía con estructura de grupo han desempeñado un papel 

importante, por ello en homotopía propia se han buscado algunos que jueguen un papel 

análogo a los de homotopía estándar. Entre ellos se encuentran los grupos de homotopía 

propia definidos por E.M. Brown en 1974 [Bro.1], asociados a un espacio no compacto 

.X y a un final de Freudenthal representado por un rayo propio a: [O, (0) ---+ X. Brown 

definió estos grupos como clases de homotopía relativa a [0,(0) de gérmenes de aplicaciones 

propias de s...n en X, donde s...n se construye pegando una n-esfera en cada entero. Brown 
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caracterizó en este trabajo las equivalencias de homotopía propia, en la categoría de los 

complejos simpliciales, conexos, localmente finitos y de dimensión finita, en función de 

estos grupos y de los grupos de homotopía de Hurewicz I1n. Talnbién definió un funtor P 

que permite calcular los grupos de homotopía propia a partir de sistemas inversos de los 

grupos de homotopía. 

Grossman en 1974 [Gros. 1] dio una sucesión exacta corta en la que relaciona las 

clases de morfismos en H o(towSS*) (categoría homotópica de torres de conjuntos silnpli­

ciales punteados) yen towHo(SS*). En 1975 publicó "A homotopy theory of pro-spaces:: 

[Gros.2]. En este trabajo dotó de una estructura de categoría de modelos cerrada a towSS. 

Consideró como cofibraciones los morfismos isomorfos a una torre de cofibraciones de S S: 

como equivalencias débiles aquellos morfismos que inducen isomorfismos en todos los pro­

grupos de homotopía para toda elección de puntos base y definió la adecuada noción de 

fibración. 

Grossman [Gros.3] estudió los grupos de homotopía, análogos a los de E.IVI.Brown, de 

un proespacio utilizando otras técnicas parecidas a las de E.M. Brown en [Bro.1]. 

Consideró la n-proesfera ~n cuyo k-ésimo nivel está definido por 

~n(k) = V S~ 
'i?k '/, 

y cuyos los morfismos de transición son inclusiones. 

Grossman definió como grupos de homotopía de un pro espacio X = {-"'Yi} a 

Estos invariantes definidos mediante "racimos de esferas:' han sido denominados gru­

pos de Brown-Grossman, pues son los análogos en el contexto de proespacios a los grupos 

de Brown. En [Gros.3] dio también algunas caracterizaciones de equivalencias de homo­

topía en términos de los grupos de homotopía de Brown-Grossman. 

Edwards y Hastings [E-H] , en 1976, publicaron la monografía titulada "Cech and 

Steenrod Homotopy Theories with Applications to Geometry Topology". En este trabajo 

recogen por un lado las ideas de Porter, al considerar categorías homotópicas obtenidas 

al invertir equivalencias débiles por niveles, y por otro las mencionadas por Grossman en 

[Gros.2] que proporcionaba a towSS estructura de categoría de modelos cerrada. Para 

definir H o(proC) invirtieron formalmente los morfismos isomorfos a retractos de equiva­

lencias débiles por niveles. 

4 



Por tanto aparecen al menos tres tipos de categorías homotópicas de proespacios: las 

de Porter, las de Grossman y las de Edwards y Hastings. 

Además probaron que si C es categoría de modelos cerrada, con determinadas propie­

dades adicionales, entonces proC admite también estructura de categoría de n10delos 

cerrada. 

Entre los resultados de Edwards-Hastings cabe destacar sus teoremas de incrustación. 

Para obtenerlos hacen uso de la categoría, ya mencionada, de los proespacios. En homo­

topía propia se denomina proespacio final asociado a X al sistema inverso. 

E(X) = {cl(X \ K);K e X,Kcompacto y cerrado} 

De esta manera queda definido un funtor E: Proco ---+ proTop (con proTop ca­

tegoría de los pro espacios ) que permite comparar categorías de homotopía propia con 

categorías homotópicas de proespacios. Mediante esta técnica se consiguen buenos resul­

tados en los espacios no compactos. Por tanto el estudio de la categoría propia puede 

realizarse empleando la categoría de los pro espacios y la noción de homotopía entre ellos, 

que llamaremos prohomotopía. 

Sea la categoría PO' de los espacios Hausdorff y o--compactos con aplicaciones propias 

y la categoría (Pa)co cuyos objetos son los mismos que los de PO' y cuyos morfismos son 

los gérmenes de aplicaciones propias. A cada espacio X se le puede asociar su pro espacio 

final E(X). Mediante este proceso se definen los funtores 

II(Pa) ---+ H o(proTop, Top) 

La categoría (proTop, Top) tiene por objetos morfismos X ---+ Y donde X es un proes­

pacio e Y un espacio topológico (recordemos que Top puede verse como una 

subcategoría plena de proTop). 

Las categorías H o (proTop ) y H o(proTop, Top) son las categorías localizadas de 

proTop y (proTop, Top) resultado de invertir equivalencias débiles. 

Edwards y Hastings probaron que estos funtores son incrustaciones plenas. 

Dentro de las clases de prohomotopía tiene especial interés el estudio del grupo 

H o(proTop*) (sn , X), donde sn denota el pro espacio constante n-esfera. 

5 



Teniendo en cuenta el funtor inclusión H o(Top*) ---t H o(proTop*) tiene adjunto a 

derecha, hoz.im: Ho(proTop*) ---t Ho(Top*), en [E-H] se prueba que: 

Estos grupos se suelen denominar de Steenrod porque en el contexto de la teoría de 

la forma los análogos de estos grupos (de Quigley), están relacionados con los grupos de 

homología de Steenrod. Otra denominación frecuente es la de grupos de homotopía fuerte. 

Los grupos de Brown-Grossman, que citamos antes, son invariantes adecuados para 

torres de espacios o para aquellas categorías de homotopía que a través de una incrustación 

se pueden representar por torres. Por ejemplo, en homotopía propia, aquellos espacios que 

sean primero numerables en el infinito. 

Edwards y Hastings, en [E-H], dieron también una versión del teorema de Whitehead 

propio mediante progrupos. 

Respecto a los grupos de homotopía de Steenrod para el caso propio, como señalamos, 

se pueden expresar así: 

Dado que sn ~ E (sn x [O, (0)), utilizando el teorema de incrustación de Edwards­

Hastings se obtiene que 

donde * y a son los rayos base. Así, dado que pueden interpretarse como clases de ho­

lllotopía propia de aplicaciones o gérmenes propias de sn x [0,(0) en X, coinciden con la 

definición de Cerin en su artículo [Ce], que los denota por IIn(X, a). Además Cerin prueba 

que los IIn(X, a) resultan ser los grupos de homotopía local de Hu [Hu] de (X*, ooaJ, donde 

X* es la compactificación de Freudenthal de X y OOa es el punto del infinito determinado 

por el rayo base a. 

Hernández [H.1], en 1982, define los grupos 
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Esto es, las clases de homotopía propia relativas a un rayo base de aplicaciones propias 

basadas de IR.n+l en X. 

Estos invariantes se denominan grupos relativos de Steenrod debido a que existen los 

isomorfismos que interpretan las clases de homotopía propia basada de IR. n+ 1 en X como 

el n-ésimo grupo de homotopía relativa de Steenrod de la pareja de proespacios (X, EX). 

En dicha publicación prueba además la existencia de las sucesión exacta larga 

... ~ Tn(X, a) ~ IIn(.X, a) ~ IIn( (X, a(O)) ~ Tn-l ( .. Y, a) ~ ... 
= = 

que relaciona los grupos relativos de Steenrod, con los grupos de Steenrod y los de 

Hurewicz. Esta sucesión aparece, con diferente notación, en un trabajo posterior de 

Brin y Thickstun [Br-Th] orientado al estudio de incrustaciones propias de planos en 

3-variedades. 

Rivas en su tesis [Riv] estudia los grupos de Steenrod de tipo propio. Analiza las 

acciones de los 1-grupos de Steenrod, un teorema de Hurewicz que involucra las teorías 

de homología J*, E* definidas por [H.1] y estudia la noción de CW-complejo propio, in­

cluyendo la existencia de aproximaciones celulares de aplicaciones de dichos espacios. Un 

CW -complejo propio se construye a partir de un espacio discreto pegando celdas com­

pactas, D n , y no compactas, D n x [0,(0), mediante aplicaciones pegamiento propias. 

Extremiana, Hernández y Rivas en [E-H-R.5] prueban un teorema de Whitehead para 

CW -complejos propios, reduciendo la correspondiente caracterización algebraica a los gru­

pos relativos de Steenrod y los estándar de Hurewicz. También investigan las condiciones 

necesarias para la existencia de aproximaciones celulares propias. 

Con posterioridad, se continuó investigando sobre las relaciones entre los grupos de 

homotopía de Brown-Grossman, los de Steenrod y los progrupos de homotopía. 

En 1988 Hernández y Porter [H-P.1] observan que puede darse una definición alter­

nativa de los grupos relativos de Steenrod de un espacio a-compacto X, 

donde p: E(X) ~ X es la "inclusión" del proespacio final de X en X y Fp la fibra 

homotópica de p. 

Dado que H o (proTop* ) tiene estructura de categoría de modelos cerrada de Quillen 

se puede considerar la sucesión de fibras homotópicas 
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· .. ---+ nx ---+ Fp ---t EX ---+ X 

que al aplicar el funtor Ho(proTop*)(Sn,_) produce la sucesión exacta ya citada 

anteriormente. 

Tarnbién se considera la sucesión de cofibras 

donde ~o ---+ SO es el morfismo inducido por la identidad y se aplica a la sucesión de fibras 

anterior obteniendo un diagrama bidimensional con filas y columnas exactas que relacionan 

los grupos de Brown-Grossman, los grupos de Steenrod y los grupos de Hurewicz. 

Estos resultados se completan con versiones de tipo global de los grupos de Brown­

Grossman, dadas por Hernández y Porter en [H-P.2]. 

Hemos hecho referencia a dos de los modelos axiomáticos que permiten construir 

teorías de homotopía, el de Quillen y el de Brown. Hemos visto que el dado por Quillen, 

aun siendo uno de las más importantes, no es satisfactorio en algunas situaciones. 

Baues elaboró otra axiomática más débil que la de Quillen. Baues define categoría 

cofibrada como una categoría e con dos clases de morfismos distinguidos, cofibraciones y 

equivalencias débiles, verificando ciertos axiomas. 

La axiomática de Brown posee claras diferencias respecto a la de Baues. Sin embargo 

se tiene que una categoría cofibrada con sumas finitas, objeto inicial y cuyos objetos son 

todos cofibrantes es una categoría de objetos cofibrantes de Brown. 

N uestro interés por estos modelos axiomáticos se deriva de que Pro es una categoría 

cofibrada de Baues, como se demuestra en [A-D-Q] y en (C-E-H] ( aunque las estructuras 

son diferentes), así como categoría de objetos cofibrantes (espacios sin basar). 

Dado que Pro es categoría cofibrada, si A es un espacio fijo, (ProA)c también es 

categoría cofibrada. Un caso interesante es cuando A = T un árbol (infinito y contráctil). 

En [Ba.2] estudia las propiedades de los grupos de homotopía propia tipo Brown 

definidos para un árbol T y los de tipo Steenrod. También analiza sus relaciones para un 

árbol dado. 

Para un T, Baues considera la categoría pequeña de los objetos esféricos 

n-dimensionales. Estos objetos se construyen pegando un número finito (o ninguna) de 

n--esferas en cada vértice del árbol. Esta categoría tiene objeto cero y sumas. 
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Una teoría es una categoría pequeña con objeto cero y sumas infinitas. Los fun­

tores contravariantes de la teoría en la categoría de los conjuntos punteados son nl0delos 

algebraicos para dicha teoría. 

Un objeto esférico n-dimensional determina grupos de homotopía tipo Brown o 

Hurewicz para un número finito de esferas. Si n = 1 tiene estructura de grupo y si 

n > 1 de grupo abeliano. Dado un espacio X con un árbol base, esto es un objeto 

en H o ( (ProT ) e), la restricción del funtor H o ( (ProT ) e)( _ ,X) a la teoría de los o b jetos 

esféricos n-dimensionales determina un modelo algebraico para la teoría de los objetos 

esféricos n- dimensionales asociada a un árbol. Estos invariantes poseen ventajas e incon­

venientes. Son apropiados para imponer condiciones pero su cálculo es complejo. Además 

otra desventaja de estos invariantes es que dependen del encaje del árbol. 

Cabe destacar otros resultados de este trabajo. Una versión propia del teorema de 

Hilton-Milnor, otro de tipo Blakers-lVlassey para grupos de Brown asociados a un árbol 

y un teorema tipo Freudenthal para clases de homotopía y suspensiones bajo un árbol T. 

También prueba un teorema de Whitehead para grupos tipo Brown bajo un árbol T. La 

categoría más empleada es la de los CW -complejos localmente fuertemente finitos y los 

CW -complejos propios obtenidos pegando conos de objetos esféricos. 

Una de las desventajas de la categoría propia es que no posee suficientes lúnites 

y colímites para satisfacer el axioma CMi de categoría de modelos cerrada de Quillen. 

Nosotros definiremos una nueva categoría, la de los espacios exteriores, que contenga a la 

categoría propia y satisfaga todos los axiomas de categoría de modelos cerrada. De esta 

forma podremos aprovechar las técnicas y resultados de los que disponemos en este modelo 

axiomático para estudiar la homotopía propia. En particular, al satisfacer CMi, permitirá 

realizar diversas construcciones homotópicas a través de límites y colímites finitos. 

En el Capítulo O se introduce de la notación y se hace un resumen de las definiciones 

y los resultados sobre categorías de modelos cerradas que van a emplearse. Además se 

recuerdan las demostraciones de algunas proposiciones de tipo técnico como el hecho de 

que si e es una categoría de modelos cerrada arbitraria y A E Ob e también lo son eA, eA, 
y COP, así como un teorema de Whitehead en la categoría de objetos fibrantes y cofibrantes 

en e, eeJ. 

El Capítulo 1 está dedicado a definir la categoría de los espacios exteriores, que deno­

taremos Et. La categoría Et es aquella cuyos objetos son espacios exteriores y sus morfismos 

son aplicaciones exteriores entre ellos. Más en detalle, un espacio exterior es un espacio 

topológico (X, Tx) enriquecido con una estructura adicional que llamaremos externología 

y que denotaremos Ex. La definición de externología viene sugerida por las propiedades 
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de los entornos del infinito (complementos de los subconjuntos que sean cerrados y com­

pactos) que constituirán una externología. U na externología es una familia de abiertos de 

X verificando las siguientes condiciones: 

n 
(E.1) Dados Ei E Ex para todo i = 1, .. . n, entonces .n Ei E Ex. 

L=l 

(E.2) Sea E e U, E E Ex y U E Tx, entonces U E Ex. 

Es claro que toda topología es una externología pero no ocurre que una externología 

sea topología pues 0 no tiene por qué formar parte de Ex. Cada Ei se denomina abierto 

exterior. Una aplicación, f: X ~ Y, se dice externa si para todo E E Ey , f-l(E) E Ex. 

La aplicación f se dice exterior si es continua y externa. 

Hemos definido un funtor pleno y fiel, b: Pro ~ Et, que asocia a un espacio X el es­

pacio exterior bX determinado por la topología de X y la externología de los complementos 

de los compacto-cerrados. 

Para el estudio de homotopía propia han sido empleadas diferentes categorías: towS S, 

towSS*, towSS,proTop, (proTop, Top) , etc. Nosotros haremos uso de Et, de EtN , cate­

goría de los espacios exteriores con una sucesión base exterior, y de Et~+ , espacios exteriores 

con rayo base exterior. 

Recordemos de Edwards y Hastings, [E-H] , definieron un funtor pleno y fiel, (E, id) 

de la categoría P de los espacios localmente compactos Hausdorff y aplicaciones propias 

en la categoría (proTop, Top). 

También tenemos un funtor (E, id): Et ~ (proTop, Top) que asocia a un espacio X 

el morfismo E.LY ~ X, donde EX es el sistema inverso de los abiertos exteriores. 

De este modo, tenemos un diagrama conmutativo 

Et 

/ 
p/ 

~ 
(t,id) 

(proTop, Top) 

que relaciona la categoría propia, la de los espacios exteriores y la de los pro espacios 

globales. 

Uno de los objetivos de esta memoria es probar que la categoría de los espacios 
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exteriores tiene buenas propiedades y es adecuada para el estudio de homotopía propia. 

Por ejemplo, a diferencia de la categoría propia, la categoría de los espacios exteriores es 

cerrada por límites y colímites, como probamos en este capítulo. Demostramos además 

tres leyes exponenciales. Nos restringimos a ciertos dominios (N x X, ffi.+ X X ó ... Y x K con 

K compacto), tomando en los espacios de aplicaciones 1 si es preciso, topologías diferentes 

a la compacto-abierta. Obtenemos así biyecciones que son de especial relevancia pues 

relacionan los grupos de homotopía exterior (en EtN ) o cilíndrica (en EtJR+), que definiremos 

posteriormente, con los grupos de homotopía estándar de ciertos espacios de funciones. 

Otra aplicación de estas leyes es la definición de adecuados funtores lazo y suspensión. 

Decimos que dos aplicaciones en Et, j, g:.X ---+ y son exteriormente homótopas si 

existe una homotopía exterior de j ag. Como consecuencia construimos la categoría de 

homotopía exterior II(Et) cuyos objetos son espacios exteriores y cuyos morfismos son las 

clases de homotopía exterior. 

Consideramos la categoría EtN cuyos objetos (X, jx) son espacios exteriores X con 

una sucesión base exterior j x: N ---+ X, Y cuyos morfismos son aplicaciones exteriores que 

preservan sucesiones base. 

Decimos que j, g: (X, jx) ---+ (Y, jy) en EtN son exteriormente homótopas bajo N 

si existe una homotopía exterior bajo N de j ag. Definimos la categoría de homotopía, 

II(EtN), de la forma usual. 

Además consideramos el funtor II~: EtN ---+ Set que a cada (X, jx) E EtN le asigna 

II~ (X, jx), el conjunto de clases de homotopía exterior bajo N de (N x sn, jNxSn) en 

(X, jx). Estos invariantes serán para los espacios exteriores los análogos de los grupos 

globales de Brown para la categoría propia, aunque aquí consideramos sucesiones base en 

vez de los génnenes de rayos de E.M. Brown. 

Haciendo uso de la primera ley exponencial que hemos demostrado se llega a la exis­

tencia de un isomorfismo entre II~(X, jx) Y el grupo de homotopía estándar del espacio de 

sucesiones exteriores en X, IIn (XN, jx), para todo n 2: O. Es necesario poner de relieve que 

en X N consideramos una topología, T N , diferente a la topología compacto-abierta. Como 

consecuencia muchas propiedades de los grupos de homotopía estándar pueden trasladarse 

a los grupos de homotopía exterior como, por ejemplo, la estructura de grupo para n 2: 1 

y de grupo abeliano para n 2: 2. 

Una aplicación exterior j: X ---+ Y se dice equivalencia débil si se verifica que: si 

Et(N, X) = 0, entonces Et(N, Y) = ° ó si Et(N, X) =1= 0, entonces j induce isomorfismos en 

todos los grupos de homotopía exterior para cualquier sucesión base. 
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Varias de las categorías empleadas en el estudio de la homotopía propia han sido 

dotadas de una estructura de categoría de modelos cerrada. Grossman encontró una para 

towSS. Edwards y Hastings probaron que si e es categoría de modelos con ciertas condi­

ciones, entonces proC también lo es, en consecuencia la categoría de proespacios~ proTop, 

tiene una estructura de categoría de modelos. 

Uno de los logros del Capítulo 2 consiste en demostrar que tt satisface los axiomas elv! 

de categoría de modelos cerrada. Para ello tomamos como fibraciones las aplicaciones que 

tienen la propiedad de elevación de homotopía exterior a derecha respecto a 00: N x D n 
---+ 

N x Dn x 1 para todo n ~ O, como equivalencias débiles las equivalencias débiles exteriores 

y como cofibraciones las aplicaciones exteriores que tienen la propiedad de elevación a 

izquierda respecto a las fibraciones que además son equivalencias débiles. A esta estructura 

de categoría de modelos cerrada, así como a sus conceptos asociados los denominaremos 

exteriores. 

Además, definimos la noción de N-complejo. Un N-complejo se construye de forma 

inductiva. El n-esqueleto se obtiene a partir del n - 1-esqueleto pegando N-celdas de 

dimensión n, N x D n , con n ~ O, mediante aplicaciones exteriores y de forma que tenga 

la topología y externología débiles respecto a la filtración de los n-esqueletos. Se prueba 

que todos los N-complejos son cofibrantes exteriores. Dado un CW -complejo localmente 

finito, de dimensión finita y con una cantidad numerable de celdas en cada dimensión~ 

probamos que admite una estructura de N-complejo con un número finito de N-celdas. 

Demostramos un teorema de Whitehead para N-complejos y como caso particular un 

teorema de Whitehead propio. 

El objetivo principal del Capítulo 3 es generalizar el resultado de Quillen en el que 

construye una sucesión exacta larga de homotopía asociada a un morfismo en una ca­

tegoría de modelos basada. N osotros trabajamos en una categoría de modelos cerrada 

arbitraria, e, en la que el objeto inicial J, en general, no es isomorfo al objeto final *. 

Recordamos varias definiciones y resultados útiles dados por Quillen en [Q] como que, 

dado A E ee y B E e¡, el conjunto de homotopías a derecha de j a g, rrí(A, B; j, g) y 

el conjunto de homotopías a izquierda de j a g, rri (A, B; j, g) son biyectivos. Por esta 

razón escribiremos indistintamente rr 1 (A, B; j, g). Sea, rAE (e:J) e, esto es ~ r A: A ---+ 

J cofibrante, B E e¡ y jB: J ~ B el morfismo existente por ser J objeto inicial. 

Escribimos rr 1 (A,B;jBrA,jBTA) como rr 1 (A,B). Nosotros definimos funtores suspensión 

~: H o( (e:J )e) ~ H o(e) y lazo 0,: H o(e¡) ~ H o(e:J) y probamos que ~ es adjunto a 

izquierda de 0,; es decir, Ho(e)(~A,B) ~ II1 (A,B) ~ Ho(e:J)(A,nB). 

Mediante la categoría e:J introducimos nuevas nociones de sucesión fibrada y obte­

nemos la sucesión exacta larga de homotopía asociada a un morfismo en Ho(e). 
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El propósito del Capítulo 4 es el de obtener una sucesión exacta larga asociada a un 

lllorfismo f: X ---+ Y en EtN y a un objeto Z en (EtN)idr; = Et~. En general, cuando Z no 

es cofibrante, esta sucesión es distinta de la obtenida en el Capítulo 3, como hemos visto en 

la Observación 4.2.16(b), si bien la sucesión del Capítulo 3 se puede conseguir si e = EtN 

como corolario de ésta cuando Z es cofibrante. Para el caso de que f sea la inclusión 

í: A ---+ X de un par de espacios exteriores (X, A) bajo N, se obtiene la sucesión exacta 

de los grupos de homotopía exteriores del par (X, A). Si además consideramos el funtor 

incrustación b: ProN ---+ EtN Y el inducido para pares b: P ProN ---+ PEtN obtenemos la 

sucesión exacta de los grupos de homotopía propia globales de Brown de un par (X, A). 

En los Capítulos 5 y 6 consideramos la categoría EtfK+ de los espacios exteriores con 

un rayo base exterior que serán denotados por (X, a), donde a: ~+ ---+ X es el rayo base. 

Definimos aplicaciones exteriormente homótopas bajo ~+ como aquellas J, g: ... Y ---+ y 

en EtJIf.+ tales que existe una homotopía exterior bajo ~+ de f a g. Como consecuencia 

construimos la categoría de homotopía II( E tJIf. + ). 

También definimos el funtor II~: EtJIf.+ ---+ Set, para todo n 2: 0, que asigna a cada 

(X, a) E EtJIf.+ el conjunto de clases de homotopía exterior bajo ~+ de (~+ x sn, aJIf.+ xsn) 

en (X, a). Estos invariantes son los análogos de los grupos de homotopía fuerte (o de 

Steenrod) en el marco de los espacios exteriores. 

Utilizando la segunda ley exponencial probada en el Capítulo 1, demostramos que 

II~(X, a) es biyectivo al grupo de homotopía estándar del espacio de los rayos exteriores 

I1n (XJIf.+, a) para todo n 2: O. La topología considerada en XJIf.+ es diferente a la compacto­

abierta. De este resultado se deduce que II~ (.."Y", a) tiene estructura de grupo para todo 

n 2: 1 y de grupo abeliano para todo n > 1. 

Una aplicación exterior f: X ---+ Y se dice equivalencia débil cilíndrica si se verifica 

que: si Et(~+, ... Y) = 0, entonces Et(~+, Y) = 0 ó si Et(~+, X) =1- 0, entonces f induce 

isomorfismos en todos los grupos de homotopía cilíndricos para cualquier rayo base. 

Además se demuestra que es posible proporcionar a Et otra estructura de categoría de 

modelos cerrada, que denominaremos cilíndrica. Para ello tomamos como fibraciones las 

aplicaciones exteriores con la propiedad de elevación de homotopía a derecha respecto a las 

aplicaciones 80 : ~+ x Dn ---+ ~+ x Dn x 1 para todo n 2: 0, como equivalencias débiles las 

equivalencias débiles cilíndricas y como cofibraciones las aplicaciones en Et que poseen la 

propiedad de elevación a izquierda respecto a las fibraciones que además son equivalencias 

débiles. A esta estructura y a sus nociones asociadas las denominaremos cilíndricas para 

diferenciarlas de las anteriores que hemos llamado exteriores. 
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Como en el Capítulo 2, se define un tipo de espacios, JR+ -complejos, que desempeñan 

un papel similar a los de los CW - complejos en homotopía estándar. Se construyen de 

forma inductiva, de manera que el n-esqueleto se obtiene a partir del n - l-esqueleto 

pegando JR+ -celdas de dimensión n, JR+ X Dn n 2:: 0, mediante aplicaciones exteriores 

y de forma que el espacio resultante tiene la topología y externología débiles respecto 

a los esqueletos. Se prueba que los JR+ -complejos son objetos cofibrantes. Probamos 

para JR+ -complejos un teorema de Whitehead en términos de grupos cilíndricos. También 

observamos que si X es un CW--complejo finito, entonces JR+ x X admite una estructura 

de JR+--complejo inducida por la de X. 

En el Capítulo 6 se obtiene una sucesión exacta larga de homotopía cilíndrica asociada 

a un morfismo en Et~+ y a un objeto Z en (Et~+)id+ = Et::. Generalmente, si Z no es 
R 

cofibrante, esta sucesión es distinta de la conseguida en el Capítulo 3 . En el caso de que 

Z sea cofibrante entonces, para e = Et~+, dicha sucesión puede obtenerse a partir de la 

de homotopía cilíndrica. Si consideramos como nlorfismo en EtYl+ la inclusión i: A ---+ X 

de un par de espacios exteriores (X, A) conseguimos la sucesión exacta larga de los grupos 

de de homotopía cilíndrica del par (X, A). Tomando los funtores plenos y fieles inducidos 

por b en las categorías bajo JR+, b~+: ProYl+ ---+ Et~+, y en las categorías de los pares, 

b~+: P Pro~+ ---+ PEt~+, obtenemos la sucesión exacta de homotopía propia tipo Steenrod 

de un par (X, A). 

Notemos que si en vez de analizar la categoría Et~+ hubiéramos trabajado en la 

estructura de modelos de EtT , donde T es un árbol en el sentido de Baues (un CVV­

complejo l-dimensional, localmente finito y contractible), entonces hubiéramos podido 

obtener los grupos de homotopía propia utilizados por Baues y su versión del teorema de 

Whitehead. 

Para finalizar, en el Capítulo 7, realizamos una comparación entre las categorías de 

modelos cerradas inducidas en Et~+ por las estructuras exterior y cilíndrica, que denotare­

mos respectivamente Et~+ y Et~+. Uno de los resultados principales es el Teorema 7.1.2 

que prueba la existencia de la adjunción 

L(id) 

H o( Et~+) ::=:: H o( Et~+) 
R(id) 

donde L( id) denota el derivado total a izquierda de id y R( id) el derivado total a derecha 
= = 

de id en el sentido de Quillen. 

Si restringimos la adjunción anterior a los objetos cofibrantes cilíndricos, denota-
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dos abreviadamente e-cof, se tiene el resultado principal del capítulo, que la categoría 

Ho((Et~+)cofJ es equivalente a la categoría Ho((Et~+)cofJ. 

Finalizaremos poniendo de relive alguna de las potenciales aplicaciones de la nueva 

noción de espacio exterior. 

En primer lugar señalemos que ya se han encontrado algunas aplicaciones a la teoría 

de la forma, [G-Ga-H]. Utilizando la noción de espacio exterior se han reformulado las 

categorías de la forma y de la forma fuerte. 

U n tema de interés es el estudio de teorías de homología en la categoría de los espacios 

exteriores y de los correspondientes teoremas de unicidad. Además éste parece ser un marco 

conveniente para elaborar una teoría de homología que unifique las teorías de homología 

ordinaria que aparecen en la primera parte del libro de Eilenberg-Steenrod~ [Ei-Ste], y las 

teorías de homología de tipo Steenrod de la segunda parte de este trabajo. Parece también 

de interés el estudio de teorías de homología y cohomología generalizadas y de adecuadas 

categorías de homotopía exterior estable. 

Otra aplicación interesante podría ser el análisis de los espacios exteriores nilpotentes, 

ya sea para grupos de tipo Brown-Grossman o para grupos de tipo Steenrod, lo que podría 

proporcionar versiones homológicas del teorema de Whitehead. 

Por último, observemos que numerosas construcciones homotópicas, como desconl­

posiciones de Postnikov, teorías de localización, modelos algebraicos para n-tipos, etc, 

tienen dos versiones análogas para espacios exteriores: una utilizando grupos de tipo 

Brown-Grossman y otra empleando grupos tipo Steenrod. Creemos que el desarrollo de 

estas construcciones para los espacios exteriores permitirá posteriormente encontrar nuevas 

aplicaciones para la categoría propia y para las categorías de la forma. 

La memoria consta de una Introducción y ocho capítulos numerados de cero a siete. 

Estos se han ordenado por secciones. En cada sección se han numerado conjuntamente 

definiciones, lemas, proposiciones, teoremas, etc, por orden de aparición. Las referencias 

que se hacen a la propia memoria constan de tres guarismos. Por ejemplo el Lema 3.3.2 

se halla Capítulo 3, Sección 3. 

El símbolo O indica el final de una demostración. 

La Bibliografía se ha ordenado alfabéticamente. Dentro de cada letra tienen prioridad 

los artículos o libros pertenecientes a un sólo autor, o autores, y para cada autor, o autores, 

están ordenados cronológicamente. 
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Capítulo O 

Preliminares y notación 

Comenzamos en la primera sección introduciendo la notación que vamos a emplear 

así como la definición de categoría de modelos cerrada. 

Además dada e, categoría de modelos cerrada arbitraria, reproducimos adecuadas 

demostraciones de que cap, CA y CA para todo A E Ob e, son categorías de modelos 

cerradas. Estos resultados y alguno de tipo técnico, que también demostraremos, nos 

serán de utilidad en posteriores capítulos. 

En la segunda sección recordamos la demostración del teorema de Whitehead en una 

categoría de modelos cerrada e para la sub categoría plena de objetos fibrantes y cofibrantes, 

eeJ. 

En la tercera sección, dadas e y el categorías de modelos cerradas y el funtor F: e ~ 
el, recordalllos la definición de funtor derivado total a izquierda (derecha) de F. Por úl­

timo, citamos un resultado sobre equivalencia de las categorías localizadas de categorías 

de modelos cerradas del que haremos uso en el Capítulo 7. 

0.1 Notación, definición de categoría de modelos cerrada y resultados generales. 

A lo largo de todo el trabajo emplearemos las notaciones siguientes: 

1 es el intervalo cerrado [0,1]. 

IR+ es el intervalo [0,+00). 

(n 
IRn es el producto IR x IR x ... x IR. 

Dn = {x E IRn; IIxll:S 1}. 

sn-l = {x E IRn; Ilxll = 1}. 

N x D n = V n . 
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1R+ X sn-l = nn-l. 

Top es la categoría de los espacios topológicos y aplicaciones continuas. 

Pro es la categoría de los espacios topológicos y aplicaciones propias. 

Grp es la categoría de los grupos y morfismos de grupos. 

Ab es la categoría de los grupos abelianos y morfismos de grupos. 

Top* es la categoría de los espacios topológicos punteados (X, xo), con Xo E )(, Y 

aplicaciones continuas que preservan puntos base. 

I1n (X, xo) es el n-ésimo grupo de homotopía estándar del espacio topológico punteado 

(X, xo). 

Dado ~y E Top, ~y x 1 es el cilindro de X. Denotamos por Oi: X ---t X x 1 para 

i = 0,1, a la aplicación continua definida por Oi(X) = (x, i) para todo x E ~Y. 

Dado Y E Top, yI es el espacio de caminos de Y. Denotamos por di: yI ---t Y para 

'Í = 0, 1, a la aplicación continua definida como di (w) = w( i) para todo w: 1 ---t Y cmnino 

continuo en Y. 

Dado Y E Top, DY es el espacio de lazos de Y. 

Definición 0.1.1 Una categoría e se dice categoría de modelos cerrada si está provista de 

tres familias distinguidas de aplicaciones llamadas fibraciones, cofibraciones y equivalencias 

débiles satisfaciendo los axiomas ClvIl-CM5 siguientes: 

CM1. e es cerrada respecto a límites y colímites finitos. 

ClvI2. Si f. y g son aplicaciones tales que g f está definida y dos de ellas son equiva­

lencias débiles, también lo es la tercera. 

Recordemos que los morfismos de e son los objetos de la categoría l\1Iore y los mor­

fismos de lvI ore son cuadrados conmutativos. Decimos que una aplicación f en e es un 

retracto de g si existen morfismos <p: f ---t g Y 'IjJ: g ---t f en 1\Ilore tales que 'IjJ<p = 'idJ . 

Un morfismo que es una equivalencia débil y una fibración se dice fibración 

trivial y, similarmente, un morfismo que es equivalencia débil y una cofibración se dice 

cofibración trivial. 

CM3. Si f es un retracto de g y g es una fibración, cofibración o equivalencia débil, 

entonces también lo es f. 
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ClvI4. (Elevación). Dado un diagrama conmutativo 

(1) 

la flecha discontinua existe en cualquiera de las siguientes situaciones: 

(a) i es una cofibración y puna fibración trivial. 

(b) i es una cofibración trivial y puna fibración. 

Decimos que un morfismo i: A ---t B en una categoría tiene la propiedad de elevación 

a izquierda (LLP) con respecto a otro morfismo p: X ---t Y Y que P tiene la propiedad de 

elevación a derecha (RLP) con respecto a i si la flecha discontinua existe en el diagrama 

(1) . 

CM5. (Factorización). Cualquier morfismo j puede factorizarse de dos formas distin-

tas: 

(a) j = pi donde i es una cofibración trivial y p es una fibración. 

(b) j = qj donde j es una cofibración y q una cofibración trivial. 

Dada e categoría de modelos cerrada, consideramos la categoría bajo A, denotada 

eA. Sus objetos son morfismos en e de la forma jx: A ---t X, que escribiremos a veces 

(X, jx) Y sus morfismos son triángulos conmutativos, denotados 1: 

Podemos definir dos funtores. Primero un funtor olvido U: eA ---t e tal que U(jx) = 
X, para todo jx E eA, y uf = j, para todo fE eA(jx,jy). 

En segundo lugar otro funtor F: e ---t eA que a cada X E e, F le asigna la segunda 

inclusión, 'inf: A ---t X U A, donde X U A es el coproducto en e y cuya existencia está 

garantizada por ser e categoría de modelos cerrada. También dado j E e(X, Y), F le 

asigna de forma única el diagrama l' 
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donde f': X U A ----+ Y U A la obtenemos haciendo el coproducto de los modismos f e idA. 

Proposición 0.1.2 

Dados los funtores F y U definidos anteriormente se verifica que F es adjunto a 

izquierda de U. 

Demostración: 

Es necesario probar que para todo X E Ob C, jy E Ob CA 

y que esta biyección es natural en X y en jy. 

Definimos b:CA(FX,jy) ----+ C(X,Ujy) para un morfismo fE CA(FX,jy) 

como b(f) = f inf: X ----+ Y. 

Para todo 9 E C(..-Y, Ujy) definiremos b- 1 : C(X, Ujy) ----+ CA(F X, Y) por el proceso 

siguiente. Tomamos g' obtenido al aplicar la propiedad universal del coproducto a g: X ----+ 

Y Y a jy: A ----+ Y. Se tiene que g'inf = 9 y que g'in~ = jy. De esta forma tenemos el 

diagrama conmutativo 

A 

y,~ 
9 

XuA ) y 
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que denotamos por g/. Entonces b- 1 (g) = g/. Además b-1 está bien definida porque g/ es 

única. 

Se tiene que b-1b(j) = b-1(f in?) = j, para toda j E eA(FX,jy), y que bb-1(g) = 
b(g') = g/in? = g, para todo 9 E e(X,Ujy), con lo que probamos que b es biyección. 

La naturalidad en X y en jy es inmediata. O 

Definamos tres clases de morfismos en e A . 

Definición 0.1.3 Decimos que p E eA es fibración si y sólo si Up es fibración en e. 

Definición 0.1.4 Decimos que j E eA es equivalencia débil si y sólo si uj es equivalencia 

débil en e. 

Definición 0.1.5 Decimos que ;¡; E eA es cofibración si y sólo si tiene la propiedad de 

elevación a izquierda respecto a las fibraciones en eA que además son equivalencias débiles 

en eA. 

Teorema 0.1.6 

Sea e categoría de modelos cerrada y A E Ob e. Entonces eA con las tres clases de 

lnorfismos definidos en 0.1.3, 0.1.4 Y 0.1.5 tiene estructura de categoría de modelos cerrada. 

Demostración: 

El axioma G/vIl establece la existencia de límites y colímites finitos. Por [Bo; 2.16.3] 

si e tiene límites y colímites, eA también. 

Así, dado que e es categoría de modelos cerrada y verifica por tanto GlvIl, podemos 

deducir que eA tiene límites y colünites finitos. 

Veamos un resultado que nos será de utilidad. 

Lema 0.1.7 

Dada J: jx ---+ jy, J es cofibración en eA si y sólo si Uj es cofibración en e. 

Demostración: 

Consideremos el siguiente diagrama en e 
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f 
.."Y --o>- E 

jx /--( 

/// 

A (4) UJ (3) p 

~ 
jy~ 
Y~B 

donde p es fibración trivial en e. 

Dado que (4) es conmutativo por ser J un morfismo en CA podemos ver E y B como 

objetos en eA,jE = Jjx y jB = gjy. Por tanto (3) +(4) es un diagrama en CA. Tenemos 

que p: jE ~ jB es fibración en CA por serlo p en e. Así, puesto que J es cofibración 

trivial~ existe una elevación e: jy ~ jEque hace conmutativo el diagrama 

jy~jB 

Luego Ue = e es la elevación buscada para (3). 

Para probar la otra implicación supongamos que U¡ es cofibración en e y veamos que 

¡ es cofibración en eA. Sea un diagrama conmutativo en CA 

. J . 
JX~JE 

1, lp 
. 9 . 
Jy~JB 

con f5 fibración trivial en eA. Aplicando el funtor olvido U al diagrama anterior obtenemos 

(5) 

y se tiene que Up es fibración trivial, por como han sido definidas, fibración y equivalencia 

débil en eA. Por tanto existe una elevación e: Y ----+ E que lo hace conmutativo. Veamos 

que es un morfi~mo en eA. Para ello hay que probar que conmuta el diagralua: 
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Como ejy = eijx, ya que 'i es un morfismo en CA, y eijx = Jjx = jE, al aplicar 

sucesivamente que e es la elevación de (5) y ! morfismo en eA, se tiene el resultado. O 

El axioma CM2, se desprende de CM2 en e y de la definición de equivalencia débil 

en CA. 

También ClvI3 es casi inmediato. Primero si ! es retracto de l' en eA, U! es retracto 

de U l' en e. Este hecho, junto con las definiciones de fibración, equivalencia débil y el 

Lema 0.1.7, implican que si CM3 se verifica en e, también se verifica en CA. 

En cuanto a CM4 es necesario ver que dado un diagrama 

existe una elevación e: jx ----+ jE siempre que: 

(a) 'i es cofibración y p es fibración trivial. 

(b) 'i es cofibración trivial y p es fibración. 

Es claro que (a) se verifica por definición de cofibración en eA. 

Tenemos que si 'i es cofibración en eA, U'i es cofibración en e por el Lema 0.1. 7 y 

equivalencia débil por definición. Además Up fibración en e, luego existe una elevación 

e: y ----+ E. Pero ejy = eU'ijx = U !jx = jE, con lo que el morfismo en CA 

es la elevación buscada y se verifica (b). 

Para CM5 probaremos que todo! morfismo en CA puede factorizarse de dos formas: 
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(a) ! = Pi con P fibración y 'i cofibración trivial. 

(b) ! = ?JJ con q fibración trivial y J cofibración. 

El morfismo U! E e puede por ClvI5( a) en e factorizarse como una cofibración trivial 

i seguida de una fibración p,U! = J = pi. 

Podemos construir un diagrama 

f 

con jz ijx. De esta forma pjz = pijx = Jjx = Jy y, si consideramos 'i como el 

triángulo conmutativo de la izquierda y p el de la derecha, se tiene que 'i es cofibración en 

CA y P fibración en CA por como hemos definido estos morfismos en eA. 

Así queda probado CM5(a) y ClvI5(b) se demuestra de forma análoga. O 

Nota 0.1.8 

Según se prueba en [Q; II.3.Teorema 1], Top tiene estructura de categoría de modelos 

cerrada en la que se denominan fibraciones a las aplicaciones que tienen la propiedad de ele­

vación de homotopía respecto a las discos D n para todo n 2:: 0, equivalencias débiles a aque­

llas aplicaciones que inducen isomorfismos en todos los grupos de homotopía para cualquier 

elección de punto base y cofibraciones a aquellas aplicaciones que tienen la propiedad de 

elevación a izquierda respecto a las fibraciones que son además equivalencias débiles. Top* 

es un ejemplo de categoría bajo A, en este caso A = *~ y dado que Top tiene estructura 

de categoría de modelos cerrada, por la Proposición 0.1.6, Top* también la tiene. 

Proposición 0.1.9 

Si e categoría de modelos cerrada, entonces la categoría opuesta de e, cap 1 es categoría 

de modelos cerrada. 

Demostración: 

Tomaremos tres clases de morfismos definidos como sigue. 
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Dado pap : E ~ B morfismo en eap se dice fibración en eap si y sólo si p: B ~ E es 

cofibración en e. 

De forma similar, i ap : A ~ B morfismo en eap es cofibración en eap si y sólo si 

'Í: B ~ A es fibración en e 

Por último diremos que el morfismo fa p : A ~ B es equivalencia débil si y sólo si 

f: B ~ A es equivalencia débil en e. 

La demostración es trivial. O 

Nota 0.1.10 

De las Proposiciones 0.1.6 y 0.1.9 se deduce que si e es categoría de modelos cerrada 

también lo es (e ap ) A para todo A E e. 

De forma dual a como hemos definido la categoría bajo A. eA, podemos definir para 

todo B E Ob e, la categoría sobre B, eB, cuyos objetos son morfismos rx: ~y ~ B Y por 

morfismos los triángulos conmutativos 

que denotaremos ¡ 

f .. X------3>-) y 
~ // 

rx ~ )t/ry 

B 

Podemos definir dos funtores. Uno de ellos es un funtor olvido V: eB ~ e tal 

que V(rx) = X para todo rx E e y V(!) = f para todo! morfismo en CB, es decir 

olvida la estructura "sobre B". El otro F: e ~ e B asigna a cada X E e el morfismo 

pr2: X x B ~ B, que existe por ser e categoría de modelos cerrada y poseer productos. 

Dado f: X ~ Y morfismo en e, F(f) es el triángulo conmutativo 

fxidB 
~y x B------3>-) Y x B 

~~ 
B 

que es un morfismo en e B . 
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Proposición 0.1.11 

Los funtores F: C ----t C B y V: C B ----t C que acabamos de definir verifican que F es 

adjunto a derecha de V. 

Demostración: 

Es dual de la Proposición 0.1.2. O 

Ahora podemos enunciar y probar el siguiente resultado: 

Proposición 0.1.12 

Si C tiene estructura de categoría de modelos cerrada~ C B tiene estructura de categoría 

de modelos cerrada. 

Demostración: 

Basta observar que (CB)OP = CB. Entonces, por la Proposición 0.1.6, CB es categoría 

de modelos cerrada y, por la Proposición 0.1.9, (CB)OP = CB también. O 

Consideremos el diagrama conmutativo en e categoría de modelos 

donde en cada fila uno de los morfismos es fibración. Por ser e categoría de modelos los 

pull-backs existen. De esta forma podemos construir los siguientes: 

Aplicando la propiedad universal de (7) a f3u y a av existe un único 

(a, 13): X o Xx Xl ----t Yo Xy Y l . 

Podemos enunciar el siguiente resultado: 
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Lema 0.1.13 

(a) Supongamos que a,;3, ¡ y la inducida (a, j): Xo ---+ X Xy Yo son fibraciones, 

entonces (a,;3) es fibración. 

(b) Si a,;3,¡ son equivalencias débiles entonces también lo es (a,;3). 

Demostración: 

Es un resultado dual del probado en [Ba.l; 11.1.2] para push-outs, cofibraciones y 

equivalencias débiles. O 

Consideraremos en Top, a lo largo de todo el trabajo, la estructura de categoría de 

modelos cerrada a que aludimos en la Nota 0.1.8. 

Teniendo en cuenta que IIn(X x XI, (xo,x~)) ~ IIn(X,xo) x IIn(X',x~) para todo 

n 2:: O, fácilmente se obtiene el siguiente resultado: 

Lema 0.1.14 

Si j:.X ---+ Y, g: X' ---+ y' son equivalencias débiles en Top entonces j x g: X X XI ---+ 

Y x y' es equivalencia débil. 

Sea Xl = Top(I, X) dotado de la topología compacto-abierta. Dada j: X ---+ Y, 

queda inducida jI: X l 
---+ Y 1 definida para todo w E )(1 como JI (w) = j w E Y 1, que es 

continua. 

Lema 0.1.15 

Sea j:..,y ---+ Y equivalencia débil en Top. Se verifica que JI: Xl ---+ y I es equiva­

lencia débil. 

Demostración: 

Tenemos el cuadrado conmutativo 

Probemos que do: Xl ---+ X es equivalencia de homotopÍa. 
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Primero definimos s: X ----+ Xl para todo x E .X como s(x): 1 ----+ X calnino constante 

en x. Se verifica que dos = idx Y sdo ~ idxI tomando como homotopía F: Xl x 1 ----+ Xl 

que a todo (w, s) E Xl X 1 le asigna F(w, s) = w(s): 1 ----+ X definida para todo t E 1 

como w(s)(t) = w(st) E X. Por tanto do es equivalencia débil en Top. 

Por ClvI2, puesto que do Y f son equivalencias débiles, dof es equivalencia débil. 

Como dofI = fdo Y do son equivalencias débiles, por ClvI2 otra vez, fI es equivalencia 

débil. O 

Lema 0.1.16 

Sea C una categoría y f:..-Y ~ y un morfismo en C. Si para todo A E C se verifica 

que C(A, X) ~ C(A, Y) es una biyección, entonces f es un isomorfismo. 

Demostración: 

Si A = Y, por ser f biyección, existe g: Y ----+ X tal que f 9 = 'idy. Por tanto 9 es la 

inversa a derecha de f. 

Fácilmente se prueba que 9 es también la inversa a izquierda de f, luego f es un 

isomorfismo. O 

0.2 Teorema de Whitehead en una categoría de modelos cerrada. 

Sea C categoría de modelos cerrada. En [Q] se define la categoría de homotopía de C 

como la localización de C respecto a las equivalencias débiles, denotada por r: C ---- H o( C). 

Si tomamos todos los objetos cofibrantes en C, esto es aquellos para los cuales 

(/) ----+ X es cofibración, y los morfismos entre ellos tenemos una subcategoría plena de 

C que denotaremos Ce' 

De forma similar si tomamos los objetos fibrantes en C, es decir, aquellos tales que 

..-Y ----+ * es fibración y los morfismos entre ellos, obtenemos una subcategoría plena de C 

que escribiremos C f. 

Denotaremos por rc:Cc ----+ Ho(Cc) (resp. rf:Cf ----+ Ho(Cf)) la localización de Cc 

(resp. de C f) respecto a la clase de morfismos en Cc (resp. Cf ) que son equivalencias débiles 

en C. 

Emplearemos esta notación, salvo mención expresa, en todo el trabajo. 
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Es conocido el resultado que afirma que si X es cofibrante e Y fibr ant e , entonces las 

clases de homotopía de aplicaciones de X en Y a derecha y a izquierda coinciden. 

El funtor Ce! ~ C ~ H o( C) induce un funtor 1: Il( Ce!) ~ H o( C). 

Además como consecuencia de [Q; I.l.Teorema 1] se verifica el siguiente resultado. 

Teorema 0.2.1 

El funtor 1: Il( Ce!) ~ H o( C) es una equivalencia de categorías. 

Teorema de Whitehead 0.2.2 

Si X, Y E Ce!, entonces j:.X ~ y es equivalencia débil en Ce! si y sólo si es 

equivalencia de homotopía. 

Demostración: 

Teniendo en cuenta el Teorema 0.2.1 se verifica que j induce un isomorfismo en Il(Ce!) 

si y sólo si j induce un isonl0rfismo en Ho(C). De donde se concluye que j es equivalencia 

de homotopía si y sólo si 1 j = j es equivalencia débil. O 

0.3 Equivalencia de Teorías de Homotopía 

Comenzaremos con algunas definiciones generales. 

Definición 0.3.1 Sean ¡: A ~ A', F: A ~ B dos funtores. Entendemos por juntor 

derivado a izquierda de F respecto a ¡, un funtor L' F: A' ~ B y una transformación 

natural e: L' F o ¡ ~ F con la siguiente propiedad universal: dado cualquier G: A' ~ B 

y una transformación natural (: G o ¡ ~ F existe una única transformación natural 

(): G ~ L' F tal que el diagrama siguiente conmuta 
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Notas 0.3.2 

(a) L' F es el funtor de Al en B tal que L ~I F o "( es el más ;;próximo" a F por la 

izquierda. 

(b) Similarmente, se puede definir el funtor derivado a derecha de F respecto a f 

como el funtor R' F: Al ----t B con una transformación natural T/: F ----t R' F o "( que es el 

más ;;próximo" a F por la derecha. 

Si nos restringimos el caso en el que A es e categoría de modelos y "( es el funtor 

localización, "(: e ----t H a(e), escribiremos sólo LF. 

Si e es una categoría de modelos cerrada y F: e ---¡. B es un funtor, es claro que 

LFo"( ----t F es un isomorfismo si y sólo si F lleva equivalencias débiles en e a isomorfismos 

en B. 

En este caso supondremos que LF es inducido por F en el sentido que LF es el único 

funtor de H a(e) ----t B con LF o "( = F. 

Además RF = LF. 

Definición 0.3.3 Sea F: e ----t el funtor entre categorías de modelos. Entendemos 

por el Juntar derivado total a izquierda de F el funtor .f F: Ha e ----t H a( el) dado por 

f F = L' ("(1 o F) donde "(: C ----t Ha e y "('el ----t Ha el son los respectivos funtores 

localización. 

Nota 0.3.4 

(a) El diagrama 

F C------;;>-) el 

1 ~ L F l~' 
Ha(e)~Ha(e/) 

no conmuta, sino que existe una transformación natural e: .f F o "( ----t "(1 o F tal que (.f F, e) 

hace dicho diagrama tan conmutativo como sea posible. 

(b) De forma dual, podemos definir el funtor derivado total a derecha de F, denotado 

RF. 

29 



Ahora recordaremos un resultado, probado en [Q; 4.Teorema 3], que emplearemos en 

el último capítulo del trabajo. 

Teorema 0.3.5 

Sean e y el categorías de modelos y sean 

F 
e -----?-- el 

--E---
G 

un par de funtores adjuntos, F adjunto a izquierda de G. 

Supongamos que F conserva cofibraciones y lleva equivalencias débiles entre cofi­

brantes en e a equivalencias débiles en el. También supongamos que G preserva fibraciones 

y lleva equivalencias débiles entre fibrantes en el a equivalencias débiles en e. Entonces 

los funtores 

LF 

Ho(e):=: Ho (el) 
RG 

son canónicamente adjuntos. Si además se verifica que para X E ee y para Y E ej la 

aplicación F X ~ Y es equivalencia débil si y sólo si la aplicación asociada X ~ GY es 

equivalencia débil, entonces los morfismos id ~ ~(F) o -!!( G) y -!!( G) o ~(F) ~ ,id son 

isomorfismos y así las categorías H o( e) y H o( el) son equivalentes. 
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Capítulo 1 

La categoría de los espacios exteriores 

En este capítulo definimos la categoría de los espacios exteriores que denotamos Et y 

estudiamos algunas cuestiones de interés. 

En la primera sección comenzamos con las definiciones básicas para construir la ca­

tegoría Et: externología, espacio exterior y aplicación exterior. Además se dan algunos 

ejemplos y se define un funtor pleno y fiel, b: Pro --'? Et. 

La segunda sección la dedicamos a demostrar la existencia de límites y colímites 

arbitrarios en Et. 

En la tercera sección demostramos tres leyes exponenciales en Et para ciertos espacios. 

Las leyes obtenidas no establecen homeomorfismos, sino biyecciones. 

Las dos primeras son de la forma e: Et(Zx W, .. X) --'? Top(W: Et(Z, .L'Y)) Y se restringen 

a Z = N Ó IR+ Y W = K espacio compacto. Cabe señalar otras particularidades de estas 

leyes; en ellas empleamos en Et(Z, .L'Y) topologías diferentes de las compacto-abiertas. Estas 

leyes exponenciales serán de interés para trabajar con espacios exteriores con sucesión 

base exterior (en la categoría EtN ) y con espacios exteriores con rayo base exterior (en la 

categoría E t lR + ) . 

La tercera ley exponencial es de la forma e: Et(X x K, Y) --'? Et(X, Top(K, Y)), pero 

restringida a los K compactos y Hausdorff. La utilizaremos para probar la adjunción entre 

los funtores lazo y suspensión que definiremos posteriormente. En este caso~ en Top(K, Y), 

sí que consideraremos la topología compacto-abierta y una externología que definiremos 

adecuadamente. 

En la cuarta sección definimos la relación de homotopía exterior entre dos aplicaciones 

exteriores j, g: X --'? Y y como consecuencia introducimos la categoría de homotopía de 

los espacios exteriores, que denotamos por II(Et). De modo análogo se define la relación 

de homotopía exterior bajo N y la correspondiente categoría homotópica, II(EtN ). 

En esta misma sección se introducen los grupos de homotopía exterior, que resultan 

ser isomorfos a los grupos de homotopía usuales de ciertos espacios de funciones. 

Terminamos esta sección definiendo la noción de equivalencia débil exterior. 
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1.1 Definiciones y ejemplos. 

Definición 1.1.1 Dado X E Top llamamos externología en X, denotada Ex, a una familia 

no vacía de abiertos en X verificando: 

n 
E.l Si Ei E Ex para todo i = 1··· n, entonces.n Ei E Ex. 

t=l 

E.2 Si E e U,E E Ex y U E Tx, entonces U E Ex. 

Definición 1.1.2 Llamamos base de una externología en X, Ex, a una familia Bx e Ex 

tal que para todo E E Ex, existe B E Ex tal que B e E. 

Definición 1.1.3 Llamamos subbase de una externología en X, Ex, a una familia Sx e E x 

tal que las intersecciones finitas de elementos de S x constituyen una base de Ex. 

Observaciones 1.1.4 

(a) Dado Ex externología en X, siempre X E Ex, pero no siempre ocurre que 0 E Ex. 

(b) Por cómo hemos definido externología es claro que E x es menos fina que Tx, es 

decir, Ex e Tx . 

(c) Para un espacio topológico (X, Tx) un ejemplo de externología, que será rele­

vante posteriormente, es la externología formada por los complementos de los cerrados que 

además son compactos. Denotaremos a esta externología Ecc. Veamos que los complelnen­

tos de los compacto-cerrados constituyen una externología y para ello comprobemos que 

se verifican E.l y E.2. 

Primero veamos E.1. Si Li E Ecc para i = 1 ... n entonces}; L~ = (. U Lí t 
~=1 '¿=1 

Y como la unión finita de cerrados y compactos es cerrada y compacta, concluimos que 
n 
n L~ E Ecc. 
i=l 

En segundo lugar comprobemos E.2. Sea L compacto-cerrado en X, L C E Ecc. Si 

LC e U con U E Tx, entonces UC e L y como UC es cerrado contenido en L compacto, 

también es compacto, con lo que U E Eec' 

(d) Si X es compacto, 0 = XC E Eec y Ecc = T.J(. 

(e) Sea (X, Tx) espacio topológico provisto de la externología Ex e Tx . Si 0 E Ex 

entonces Ex = Tx; en efecto, E.2 y el hecho de que 0 E Ex implica que todo abierto está 

en Ex. 
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Definición 1.1.5 Llamamos espacio exterior a todo espacio topológico (X, Tx) provisto 

de una externología Ex e Tx . Lo denotaremos por (X; Ex, Tx). 

Definición 1.1.6 Sea Ex una externología en X. Llamamos abierto exterior a cada 

subconjunto E E Ex. 

Definición 1.1.7 Sea Ex una externología en X y Ey una externología en Y. Una 

aplicación f: X --+ Y se dice externa si se verifica que para todo E E Ey, f-l(E) E Ex. 

Definición 1.1.8 Una aplicación f: X --+ Y entre espacios exteriores se dice exterior si 

es continua respecto a las topologías 'T.)( y Ty Y externa respecto a las externologías E x y 

Ey . 

Definición 1.1.9 Llamaremos categoría de los espacios exteriores, denotada Et, a aquella 

cuyos objetos son los espacios exteriores y cuyos morfismos son las aplicaciones exteriores. 

Definición 1.1.1 O Un subconjunto A de un espacio exterior ~y se dice exteriormente 

denso si para todo E E Ex, A n E -=1 0. 

Observaciones 1.1.11 

(a) En esta categoría existe el objeto final, *, cuya externología es E* = {*} y cuya 

topología es T* = {*, 0}. 

(b) El objeto inicial en Et es 0 con topología y externología coincidentes, E0 = T0 = 

{0}. 

(c) Dada una aplicación entre dos espacios exteriores f: X --+ Y, si Ex no es 

topología, entonces 1mf es exteriormente denso en Y. En efecto, si E E Ey , como 

f-l(E) -=1 0 se tiene que En 1mf -=1 0. 

(d) Si 0 E Ey y f: X --+ Y es exterior entonces Ex = Tx. 

Recordemos alguna definición y resultados de interés. 

Definición 1.1.12 Una aplicación continua, f: X --+ Y, se dice propia si y sólo si para 

todo K cerrado y compacto en Y, f-l(K) es compacto en X. 
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Recordemos que Pro es la categoría cuyos objetos son espacios topológicos y cuyos 

1llorfismos son las aplicaciones propias. Pro es una sub categoría de Top. Es claro que no 

es una sub categoría plena, no todas las aplicaciones continuas son propias. 

Uno de los problemas que tiene esta sub categoría es el hecho de que no es cerrada por 

límites y colímites. La existencia de colímites es equivalente a la existencia de coproductos 

y coigualadores. Veamos que los coigualadores no siempre existen en Pro. 

id 
Sea N dotado de la topología discreta Td, consideremos la pareja de morfis1llos N N 

sh 
con sh definida para todo n E N como sh(n) = n + 1. El coigualador sería (NI rv,p) con 

rv la relación de equivalencia generada por idN(n) rv sh(n) y p la aplicación cociente de rv, 

Es claro que NI rv= *. Se tiene que p-1 ( *) = N y por tanto p no puede ser propia, pues 

aunque * es compacto y cerrado, N no es compacto. 

Proposición 1.1.13 

Sean X, Y espacios topológicos provistos con las externologías de los complementos 

de los compacto-cerrados, Efe y Ere, respectivamente. Dada la aplicación f: --,y ---t Y 

entonces f es propia si y sólo si f es exterior. 

Demostración: 

Si f es propia, es continua. Veamos que f es externa. Sea K compacto-cerrado en 

Ty , tenemos que f-1(KC) = (f-1(K)t. Como K es compacto f-1(K) también lo es, por 

otro lado f-1 (I{) es cerrado por serlo K y así concluimos que f-1 (KC) E E~~, 

Para la implicación contraria, si f es exterior es continua en particular. Además dado 

K compacto-cerrado en (Y,Ty), f-1(K) = (f-1(KC)t, Tenemos que f-1(KC) E E~~, 

luego complemento de un compacto-cerrado L en (X, Tx ) Y f-1(KC) = LC, Por tanto 

f-1 (K) = (f-1 (KC)) C = (LC)C = L Y f es propia. O 

Corolario 1.1.14 

El funtor b: Pro ---t Et, definido como b(X, Tx) = (X; Efe, Tx ) para todo X E Pro y 

como bf = f para todo f E Pro(X, Y), es un funtor pleno y fiel. 

Demostración: 

Es consecuencia directa de la Proposición 1.1.13 y de la definición del funtor b. O 
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Podemos definir dos funtores. Uno de ellos O: Et ---+ Top funtor olvido, que a cada 

espacio exterior (X; Ex, Tx ) lo lleva a (X, Tx ) en Top olvidando su externología y que a 

toda aplicación exterior f: ¿y ---+ y la lleva a ella misma. O f = f, pues en particular f es 

continua. 

Otro funtor es .:1: Top ---+ Et. Está definido para todo espacio topológico ( .. Y, Tx ) 

como .:1 (X, Tx) = (X; Eind , T x ), donde Eind = {X} es la externología indiscreta. y para 

toda f: X ---+ Y aplicación continua como .:1(f) = f, que es exterior trivialmente. 

También se puede considerar el funtor L: Top ---+ Et que lleva un espacio topológico 

(X, Tx ) al espacio exterior (X; Ex, Tx ), con Ex = Tx , Y que a cada aplicación continua f 
le asigna L f = f, que es claramente exterior. 

Proposición 1.1.15 

(a) El funtor O es adjunto a izquierda de .:1. 

(b) El funtor O es adjunto a derecha de L. 

Demostración: 

(a) Es preciso demostrar que Et(X~ .:1Y) c::¿ Top(OX, Y) para todo 

X E Et, Y E Top. Dada f: (X; Ex, Tx) ---+ (Y; Eind, Ty ) exterior, le asignamos una única 

f: (X, Tx) ---+ (Y, Ty) continua. 

Dada g: (X, Tx ) ---+ (Y, Ty) en Top(OX, Y), le hacemos corresponder de manera 

única g: (X; Ex,Tx) ~ (Y; Eind,Ty) que es exterior. 

(b) Necesitamos probar que Et(LX, Y) c::¿ Top(X,OY) para todo 

¿y E Top, Y E Et. Dada f: (X; Tx, Tx) ---+ (Y; Ey , Ty) exterior le hacemos corresponder 

f: (X, Tx) ---+ (Y, Ty) que es continua por hipótesis. 

Sea g: (X, Tx ) ---+ (Y, Ty) en Top(X,OY), le asignamos una única 

g: (X;Tx,Tx) ---+ (Y;Ey,Ty) que es continua por serlo 9 y externa ya que Ey e Ty. o 

Además podemos definir otra pareja de funtores. Por un lado V: Et ---+ Top que a cada 

espacio exterior (X;Ex,Tx) lo lleva a V(X;Ex,Tx) = (X,Ex U {0}), que es un espacio 

topológico pues Ex U {0} es topología. Dada una aplicación exterior, f: (X; Ex, Tx) ---+ 

(Y; Ey, Ty), V le asigna V f = f con f: (X, Ex U {0}) ~ (Y, Ey U {0}), que es continua 

pues f es externa. 
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Por otro lado tenernos el funtor V: Top --+ Et definido para todo espacio topológico 

(X, Tx) corno V(X, Tx) = (.X, Tx , Td), donde Td es la topología discreta~ y para cada 

f:X --+ Y continua corno Vf = f, f: (X; Tx,Td) --+ (Y;Ty,Td), que es exterior. 

Proposición 1.1.16 

El funtor V es adjunto a derecha del funtor V. 

Demostración: 

Es necesario probar que Top(X, VY) ~ Et(VX, Y) para todo X E Top, Y E Et. 

Dada la aplicación f: (X, Tx) --+ (Y, Ey U {0}) en Top(X, VY) le hacernos corresponder 

de forma única la propia f: (..X; Tx, Td) --+ (Y; Ey , Ty), que es externa por ser continua 

f por hipótesis, y continua por considerar en X la topología discreta. 

Por otro lado, para toda g: (X; Tx , Td) --+ (Y; Ey, Ty) en Et(VX, Y) le asignarnos la 

misma g: (X, Tx) --+ (Y, Ey U {0}), que es continua por ser 9 externa y Tx topología. O 

1.2 Existencia de límites y colímites en Et. 

Probaremos ahora la existencia de límites y colímites arbitrarios. 

Sea X E Et y A e .. x. Consideremos en A la topología corno sub espacio de X, TA, Y 

la externología E A definida corno sigue: E E E A si y sólo si E E T A Y existe El E Ex tal 

que E = El n A. Es sencillo probar que E A verifica las condiciones de la Definición 1.1.1. 

Veámoslo. 

Probenlos E.l. Si Ei E EA para todo i = 1 ... n, E: n A e Ei con E: E Ex para todo 
n n I n I n. I 

'Í = 1 ... n, entonces.n Ei = .n (Ei n A). Pero .n (Ei nA) = en E i ) n A y por E.l de 
2=1 2=1 2=1¿=1 

n n 
Ex se tiene que .n E~ E Ex y por tanto .n Ei E EA. 

¿=1 2=1 

Para demostrar E.2 tornemos E e U y E E E A U E T A. Se verifica que E = El n A 

con El E Ex y U = UI n A con UI E Tx. Tenernos que E' e U' U El con UI U El E Tx, 

luego por E.2 de Ex, U'UE' E Ex. Pero (U'UE')nA = (U'nA)U(E'nA) = (U'nA) = U 

Y así U E EA. 

Definición 1.2.1 Sea X E Et y A e X. Decirnos que A es subespacio exterior de X si 

consideremos en A la topología corno sub espacio de X, T A Y la externología EA definida 

arriba. 
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Proposición 1.2.2 

La categoría de los espacios exteriores, Et, tiene límites. 

Demostración: 

Demostrar la existencia de límites arbitrarios es equivalente a probar la existencia de 

igualadores y de productos arbitrarios. 

Veamos primero la existencia de igualadores en Et. 

Dadas _X ~ Y en Et, consideramos O f y Og en Top. Su igualador se construye 
---+ 

9 

tomando K = {x E X; f(x) = g(x)}, i: K ---+ X inclusión de K en X. Consideremos en 

K la estructura de sub espacio exterior de X. 

Para que la construcción realizada para Top sea también igualador en Et restaría por 

probar dos hechos. 

Primero que i es externa. Esto es claro ya que para todo E E Ex, i-1(E) = E n K y 

EnK E EK. 

En segundo lugar es preciso probar la propiedad universal que afirma que para todo 

Z E Et y h: Z ---+ ..,Y aplicación exterior verificando que gh = f h, existe una única 

h': Z ---+ K tal que ih' = h como en el diagrama: 

f 
~ 

K ) ~K~Y 

"()/9 
Z 

Dado que h' existe y es única en Top bastaría con demostrar que es externa. Sea 

E E EK , se tiene que existe E' E Ex tal que E = E' n K. Además h'-l(E' n K) = 
h'-li-1(E') = h-1(E'). Pero h-1(E') E Ez por ser h externa, luego h,-l (E) E Ez Y por 

tanto h' es externa. 

Veamos ahora la existencia de productos. Sean {Xj}jEJ espacios exteriores, con J 

familia de índices. Tomamos como su producto el producto cartesiano TI ..,Yj , con Pj 
jEJ 

las proyecciones sobre el factor j-ésimo. En TI X j consideramos la topología inicial, Ti, 
jEJ 

respecto a {pj}jEJ, y la externología inicial, Ei , definida como sigue: E E Ei si E E Ti Y 

existe 'i51 p;l(Ej) con Ej E EX j tal que E = i~l p;l(Ej ). 
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Se comprueba fácilmente que Ei satisface las condiciones E.l y E.2, de la definición 

de externología. Es claro que, con Ti y Ei , Pj es una aplicación exterior para todo j E J. 

Para probar la propiedad universal, es decir que dado Y E Et y una serie de 

aplicaciones exteriores jj: Y ---+ X j existe una única j: Y ~ II -'Yj exterior tal que 
jEJ 

Pj j = jj para todo j E J. Por existir en Top tal j, sólo nos quedaría probar que 

j es externa. Sea E E Ei y j-1(E), sabemos que existe j61 pj1(Ej) con Ej E EXj 

tal que E = i~lPj1(Ej), luego j-1(E) = j-1(j~lPj1(Ej)). Teniendo en cuenta que 

j-1(.n pj1(Ej)) = .n j-1pj (Ej) = .n jj-1(Ej ), que jj es exterior para todo j E J y 
J=l J=l J=l 

aplicando E.l, tenemos que .n jj(Ej ) es abierto exterior y concluimos que j-1(E) E Ey. 
J=l 

Con ello demostramos la existencia de productos y por tanto la de límites. O 

Proposición 1.2.3 

En la categoría Et existen los colímites. 

Demostración: 

Probar la existencia de colímites es equivalente a demostrar la de coproductos y 

coigualadores. 

Primero veamos la existencia de coigualadores. 

f 
Dadas -,y = y aplicaciones exteriores, consideramos O f y Og y su coigualador en 

9 

Top, (Y/ rv,p). Aquí Y/ rv es el conjunto de clases de relación de equivalencia generada 

por la relaciones j(x) rv g(x) para todo x E X provisto de la topología cociente, Tea, 

y p: Y ---+ Y / rv, la proyección canónica. Además en Y / rv precisarelnos definir una 

externología que haga p externa, y demostrar la propiedad universal del coigualador en Et, 

es decir, que para todo e E Et y h: Y ~ e aplicación exterior tal que hj = hg existe 

una única h' exterior de Y / rv en e tal que h' p = h como en el diagrama: 

Dado que h' existe y es única en Top bastaría con probar que es externa. 
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Primero definimos en Y / rv la externología cociente Eco en la que E E Eco si es imagen 

directa por p de un abierto exterior El E Ey saturado. Comprobemos que satisface las 

condiciones de la Definición 1.1.1. 

Probemos E.2 en primer lugar. Sea U E Teo Y E E Eco con E e U. Por definición 

de externología cociente E = p(E'), con E' abierto exterior saturado, y U = p(U') con 

U I abierto saturado por definición de topología cociente. Se tiene que p-1(E) e p-1(U) y 

sustituyendo que p-1p(E') e p-1p(U I
), pero por ser saturados se verifica que El e UI ~ y 

por E.2 de Ey , U' E Ey. Así U = p(U') E Eco. 

Demostrar E.l no tiene dificultad. 

La externología Eco es final respecto a p, esto es, hace externa p. 

Por último veamos que h' es exterior. Dado E es abierto exterior en e, h-1(E) 

es abierto exterior por ser h exterior. Además h -1 (E) es un conjunto saturado pues 

p-1ph-1(E) = p-1pp-lh'-1(E) = p-1h'-1(E) = h-1(E) por ser p sobre y hlp = h. Por 

tanto ph-1(E) = pp-1h'-1(E) = h'-l(E) es un abierto exterior en Eco por ser imagen por 

p de un abierto exterior saturado. 

Para demostrar la existencia de coproductos tomamos una familia de espacios exte­

riores {XaJaEA, A conjunto de índices. Consideremos en Top, la suma de espacios U X a , 
aEA 

con la topología "suma" Ts Y las inclusiones ia: Xa ---+ U ..'Ya que son continuas. En 
aEA 

U Xa tomamos la externología suma de las externologías Eal Es, definida como sigue: 
aEA 
E E Es si E E Tx Y E = U Ea, con Ea E Ea para todo a E A. Se comprueba fácilmente 

aEA 
que Es satisface las condiciones de la Definición 1.1.1 y que es menos fina que Ts porque 

Ea e Ta para todo a E A. Ahora probemos que ia es externa para todo a E A. Dado un 

abierto exterior E, es de la forma E = U Ea, como i;-l( U Ea) = Ea E Ea se tiene que 
aEA aEA 

'ia es externa para todo a E A, también continua, luego exterior. 

Para probar la propiedad universal necesitamos demostrar que para todo e espacio 

exterior y su familia de aplicaciones exteriores {ja}aEA, ja: .. Ya ---+ e, existe una única h 

exterior tal que hia = j a para todo a E A como en el diagrama: 

En Top existe una única h continua, si probamos que es externa quedaría demostrado. 

Dado E E Ee , h-1(E) verifica que i;-lh-l(E) = j;;l(E) que es abierto exterior para todo 
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a E A, por ser jo. exterior para todo a E A. Tenemos así que h- 1 (E) = U j;;l(E) que 
aEA 

es abierto exterior en U .. Ya. O 
aEA 

Nota 1.2.4 

(a) Si en un Xa tenemos que Ea es una externología en sentido estricto (0 tj. Ea), "Ya 

es externamente denso en U X a' 
aEA 

(b) Las categorías EtA y EtA, para todo A espacio exterior, también tienen límites y 

colímites. 

1.3 Leyes exponenciales en Et. 

Sean X, Z, W E Top, con Z Hausdorff y localmente compacto. Consideremos en los 

espacios de funciones la topología compacto-abierta. Entonces, la aplicación exponencial 

e: Top(Z x W, X) ----+ Top(W, Top(Z, X)) definida para toda f: Z x W ----+ X continua 

como e(f):W ----+ Top(Z,X) que para todo w E W es e(f)(w):Z ----+ X, definida a su 

vez como e(f)(w)(z) = f(w, z) para todo z E Z, es una biyección como se prueba en 

[Du; XII.3.1]. 

En Et nosotros demostraremos tres leyes exponenciales, utilizando diferentes 

topologías en los espacios de funciones. Nos restringiremos a ciertos espacios exteriores 

muy concretos y obtendremos biyecciones, que serán suficiente para nuestros propósitos. 

En primer lugar consideraremos Z = N, W = K compacto y .LY espacio exterior 

cualquiera. En N tomaremos la topología discreta Td y la externología de los complementos 

de los cOlnpacto-cerrados Ecc. En K tenemos una cierta topología TK y la externología 

Eind = {K}. En N x K tenemos la topología producto y la externología ENxK definida así: 

E E ENxK si E E TNxK Y existe E' E Ecc tal que E' x K e E. Es claro que verifica las 

condiciones de la Definición 1.1.1 (es la externología producto). En Et(N, .. Y) tomaremos 

la topología T N , engendrada por la subbase constituida por dos tipos de conjuntos: 

S(m, U) = {j: N ----+ _y exterior; j(m) E U, U E Tx} 

S(m~, E) = {j: N ----+ X exterior; j(n) E E para todo m ~ n, E E Ex} 

Teorema 1.3.1 

Considerando las topologías y externologías especificadas arriba la aplicación expo­

nencial e: Et(N x K, X) ----+ Top(K, Et(N, X)) es una biyección. 

40 



Demostración: 

Primero probelnos que dada f E Et(N x K~ X), para todo k E K, e(f)(k) E Et(N, X). 

Esto es equivalente a afirmar que e(f) (k) es continua y externa. Para simplificar notación 

escribiremos e(f) = f. La aplicación l(k): N ---+ X es continua por tener N la topología 

discreta. Para probar que es externa tomamos E E Ex, (l(k)) -l(E) debe ser abierto 

exterior en N, es decir contener un conjunto de la forma n< = {p E N; n ::; p}, pues en N los 

compactos son conjuntos finitos. Dado que f es exterior f- 1 (E) E ENxK por lo que existe 

l:;. x K e f-1(E). Así, para un k E K fijo, l:;. e (l(k))-l(E) y por tanto se tiene que 

J (k) es externa. 

Demostraremos en segundo lugar que 1: K ---+ Et(N, X) es continua. Está bien 

definida por lo que acabamos de probar, y para ver que es continua es preciso denlostrar 

que para todo elemento de la subbase T N , su imagen inversa por J es abierto en K. 

Se tiene que /-1 (S(n:;., E)) = {k E !(; f(k)(n:;.) e E} = {k E !(; f(k x n:;.) e E}. 

Fijado ka E J-1(S(n:;.,E)), es necesario encontrar un entorno de ka,Nko tal que 

J(Nko)(n<) e E. 

Dado que f es exterior f-1(E) E ENxK , luego existe El E Eee con El x K e f-1(E) 

así como l E N tal que l:;. e El y por tanto l'Se x K e f-1(E). De esta forma f(l:;. x K) e 
f f-1 (E) e E. Si l ::; n es claro que /-1 (S(n:;., E)) = K. En otro caso. salvo para los 

números naturales m tales que n ::; m < l, se verifica que para todo k E K J(k)(l:;.) e E. 

Para cada m, aplicando la continuidad de f, existe un entorno abierto de ka, N m, tal que 

f(k, m) E E para todo k E J.Vm . Podemos repetir el mismo proceso para m = n, .. . ,l - l. 
l-l 

Tomando Nko = n Nm encontramos el entorno de ka buscado, y así podemos afirmar 
'm=n 

que J-1 (S(n:;., E)) es abierto. 

Para S(n, U), J-1 (S(n, U)) = {k E K; J(k)(n) = f(k, n) E U, U E Tx }. COlllO f 

es exterior, es continua en particular, y si k E J-1 (S(n, U)) entonces f(n, k) E U, luego 

existe N entorno de k tal que f({n} x N) e U. Así N e J-1(S(n,U)). Por tanto J es 

continua. 

Por último probaremos que e- 1 : Top(K, Et(N, X)) ---+ Et(N x !(, X) está bien 

definida, esto es, que para toda g: K ---+ Et(N, X) continua, e-1 (g): N x K ---+ X es 

exterior. Para simplificar notación escribiremos 9 = e- 1 (g). 

Veamos primero que es continua, . Observemos que Et(N, ..,Y) e Top(N, X) y que Tea 

es menos fina que T N . Por tanto, el hecho de que 9 sea continua se deduce del resultado 

estándar. 
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Ahora probemos que es externa. Sea E E Ex, g-l(E) debe ser abierto exterior en 

N x K, es decir, contener un abierto exterior El x K con El E Ecc' Tenemos que g-l(E) = 
{(n, k) E N x K; g(n, k) = g(k)(n) E E}. 

Dado que g(k) es exterior, g(k)-l(E) E Ecc , luego existe mk tal que (mk)S: e 
g(k)-l(E). Por tanto g(k) ((mk)s,) e E y así g(k) E S((mk)s:,E) y existe un entorno de 

k, Nk, que satisface esta condición pues g es continua. 

Esta construcción puede realizarse para todo k E K, obteniendo un cubrimiento por 

abiertos de K, {Nk} kEK. Por ser K compacto existe un sub cubrimiento finito {Nk i }i=l 

y para m = 'max {mk.} se tiene que g(k)(m<) e E, para todo k E K. Entonces 
lS:iS:n t -

g(ms: x K) e E, y m~ x K e g-lg(m~ x K) e g-l(E). Como 9 es continua y 
E E Tx , g-l(E) E TNxK. Tenemos que m~ E Ecc , así podemos aplicar E.2 de la definición 

de externología y concluir que g-l(E) E ENxK. Con esto probamos que e- 1 está bien 

definida. O 

Observación 1.3.2 

Si 0 E Ex, como en la Observación 1.1.4(d) por ejemplo, entonces Et(N,..-Y) = 0 pues 

N es no compacto y 0 í. Ecc' Este hecho no afecta a la validez del Teorema 1.3.1 ya que 

o í. ENxK Y por tanto Et(N x K, X) = 0. 

Demostraremos ahora otra ley exponencial. Tomemos Z = lR+, W = K espacio 

topológico compacto y ..-Y espacio exterior. En lR+ considermllos la topología euclídea Te 

y la externología de los complementos de los compacto-cerrados Ecc' En]{ tenemos una 

topología TK y la externología indiscreta Eind = {K}. En lR+ x K tenemos la topología, 

TlR+ xK , producto de las existentes en lR+ y K y la externología ElR+ xK , definida como sigue: 

E E ElR+ xK si E E TlR+ xK Y existe El E Ecc tal que El x K e E. Es sencillo comprobar 

que esta definición satisface E.l y E.2 y que coincide con la externología producto. En 

Et(lR+, X) tomalllOS la topología T lR+ generada por la subbase constituida por los conjuntos 

de la forma: 

S([a,b],U) = {f E Et(lR+,.X); f([a,bD e U con U E Tx,a,b E lR+} 

S([b,+oo),E) = {f E Et(lR+,X); f([b,+oo)) e E con E E Ex,b E lR+}. 

Teorema 1.3.3 

Con las topologías externologías especificadas arriba la aplicación exponencial 

e: Et(lR+ x K, X) ---+ Top( K, Et(lR+, X)) es una biyección. 
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Demostración: 

Nos basta con probar que e y su inversa e- 1 : Top(K, Et(jR+, .. X)) --+ Et(jR+ X K~ X) 

están bien definidas. Esto es lo mismo que demostrar los siguientes hechos. 

Primero veamos que para toda fE Et(jR+ X K,X)l la aplicación e(f)(k):jR+ ---'1.x 
es exterior para todo k E K. 

Escribiremos ¡ = e(f) para simplificar notación. Sea ka E K 1 la aplicación 

¡(ka): jR+ ---'1 .X definida por ¡(ka)(t) = f(t, ka) para todo t E jR+ puede verse COlno la 

composición ¡(ka) = fiko' con iko: jR+ ---'1 jR+ X K tal que iko (t) = (t, ka) para todo t E jR+. 

Se tiene que iko es continua. Además iko es externa pues para todo E E EjR+xK, E contiene 

a un abierto exterior de la forma El x K con El E Ecc , luego El = ikol (El X K) e 'Í ko1 (E). 

Así por la condición E.2 de la definicin de externología iko1 (E) E Ecc' Como f es exterior 

por hipótesis, ¡(ka) es exterior por ser composición de exteriores. 

Veamos en segundo lugar que la aplicación 1: K ---+ Et(jR+ l .o<"Y") es continua para toda 

f E Et(jR+ X K, .X). 

Sea un abierto de la subbase del tipo S ([b, +(0), E). Es necesario probar que 

1-1 (S([b,+oo),E)) = {k E K: l(k)([b,+oo)) e E} es abierto en K. Sea 

ka E ¡-l(S[b, +(0), E), como f es exterior f-1(E) E EjR+xK, luego existe El E Ecc 

tal que El x K e 1-1 (E), pero es posible encontrar un [a, +(0) e El de forma que 

[a, +(0) x K e El x K e f-1(E). Si a:S; b se verifica que K = ¡-l(S([a,+oo),E)) pues 

f( t, k) E f f-1 (E) e El para todo k E K Y t E (a, +(0). Si b :s; a tomamos el intervalo 

[b, a). Por continuidad de f existe para todo (t, ka) E f-1(E) con t E [b, a] un entorno 

abierto de (t, ka) en TjR+xK, JVt x lvIt , tal que (t, ka) E JVt x lvIt E 1-1(E). 

Así conseguimos un cubrimiento abierto de (b, a], {Nt}tE[b,aj' Por ser [b, a) compacto 

podemos extraer un sub cubrimiento finito {Nti }~1' 

Tomando NI = i~l NIti se verifica que ka E NI e 1-1 (S([b, +(0), E)), con lo que 

deducimos que ¡-1 (S([b, +(0), E)) es abierto. 

Ahora probemos que tomando el otro tipo de abiertos sub básicos de TjR+, S([a, b), U), 

1-1 (S([a, b], U) es abierto en K. 

Tenemos que ¡-1 (S([a, b], U)) = {k E K; ¡(k)([a, b]) e U, U E Tx }. 

Si este conjunto es vacío queda demostrado. Si k E 1-1 (S([a, b], U)), tenemos que 

como 1 es continua, f-1 (U) es abierto en TjR+ xK, luego para todo t E (a, b] existe un 

abierto básico JVt x NIt en jR+ x K tal que (t, k) E N t x l\!Jt e f-1(U). Aplicando 

que [a, b) es compacto, dado el cubrimiento {NthE[a,bj existe un sub cubrimiento finito 
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n 
de [a, b] , {Nti } i= l' Tomamos !vI = i~ 1 !VIti' que es entorno de k E K, Y se tiene que 

f([a, b] x !vI) e U. De esta forma k E !vI e 1-1 (S([a, b], U)) Y queda probado que 

1-1 (S([a, b], U)) es abierto en K. 

Por último precisamos demostrar que e-1 : Top(K, Et(JR+, X)) ---+ Et(JR+ X K, X) 

está bien definida, esto es, que para toda 9 E Top(K,Et(JR+, .. Y)), e- 1 (g):JR+ x K ---+ X 

es exterior. Escribiremos por comodidad e-1 (g) = g. 

Primero veamos que g es continua. Como ya sabemos Et(N, X) e Top(N, X), y además 

es claro que Tea es menos fina que T iR+. Luego la continuidad de g es consecuencia del 

resultado estándar. 

Para demostrar que g es externa, tomamos E E Ex, g-l (E) debe ser abierto exte­

rior en JR+ x K. Tenemos que g-l(E) = {(t, k) E JR+ X K; g(t, k) E E}. Para cada 

k E K, g(k) es externa luego existe un [bk,+oo) tal que t E [bk,+oo) e (g(k))-l(E). 

De esta forma g(k) E S([bk,+oo),E) y existirá un abierto NIk de k tal que k E jyIk e 
g-l(S([bk,+oo),)), por ser 9 continua. Podemos obtener de esta forma un cubrimiento 

por abiertos de K, {NIk}kEK. Dado que K es compacto extraelllOS un sub cubrimiento 

finito {NIki }i=l' Así para b = l~ftn {bki } podemos asegurar que 9 ([b, +(0) x K) e E con 

lo que [b, +(0) x K e g-l(E). Como g-l(E) E TiR+xK por ser 9 continua, aplicando la 

condición E.2 de la definición de externología, se tiene que g-l(E) E Effi.+xK' O 

Observaciones 1.3.4 

(a) Si 0 E Ex, como en la Observación 1.1.4(d) por ejemplo, entonces Et(JR+,X) = 0 
pues JR+ no es compacto. A pesar de este hecho el teorema sigue siendo válido pues 

Et(JR+ x K, X) = 0, ya que 0 ti: EjR+xK, con lo que se tiene la biyección. 

(b) En el resto del trabajo denotaremos Et(JR+, X) por X iR+ y lo denominaremos 

espacio de rayos exteriores en X. 

Por último demostraremos otra ley en la que exponenciaremos el espacio compacto 

K. Para ello definiremos las externologías oportunas. 

Sean X, Y E Et, K espacio compacto y Hausdorff. En K consideramos la externología 

Eind = {K}. En X x K tomamos la topología producto TXxK Y la externología EXxK 
definida como sigue: E E EXxK si E E TXxK Y existe E' E Ex tal que E' x K e 
E. Es fácil comprobar que EXxK satisface la Definición 1.1.1, y que coincide con la 

externología producto de Ex Y Eind. Además EXxK generaliza a las externologías definidas 

para el Teorema 1.3.1 y el Teorema 1.3.3, ENxK y EjR+xK, respectivamente. En el espacio 
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Top(K, Y) tornarnos la topología compacto-abierta Tea Y la externología t:yK definida 

así: E E t:yK si E E Tea Y existe El E t:x tal que (K, El) e E donde (K, El) = 

{f E Top(K, Y); f(K) e El, El E Ex}. Comprobemos que es externología viendo que 

satisface E.l y E.2 de la Definición 1.1.1. 

En primer lugar veamos E.l. Si El, E 2 E EyK, entonces existen Ei y E~ E Ey tales 

que (K, ED e El, (K, E~) e E 2 • Así (K, Ei) n (K, E~) = (K, Ei n E~) y Ei n E~ E t:y 

por lo que (K,Ei nE~) e El nE2 y El nE2 E t:yK. 

En segundo lugar demostremos E.2. Si U E Tea, E E EyK, E e U como existe (K, El) 

con El E t:y tal que (K, El) e E e U concluimos que U E EyK. 

Teorema 1.3.5 

Sean X, Y E Et, K E Top compacto y Hausdorff. Entonces la aplicación exponencial 

e: Et(X x ](, Y) ---7 t:t(X, Top(K, Y)) es una biyección. 

Demostración: 

Tenemos que probar que e y su inversa e- l : t:t(X, Top(K, Y)) ---7 Et(X x !{, Y) 

están bien definidas. Escribiremos, como en el Teorema 1.3.3, e(f) = f para toda f E 

Et(X x K, Y) Y e-l(g) = 9 para toda 9 E t:t(X, Top(K, Y)). 

Primero veamos que e está bien definida. Tenemos que para toda aplicación 

f E t:t(X x K, Y) Y x E X, f(x): K ---7 Y es continua. Esto es así por haber tornado 

en el espacio Top(K, Y) la topología compacto-abierta, por ser K compacto y Hausdorff 

(luego localmente compacto) y aplicar que la exponencial en Top está bien definida. Por la 

misma razón 1: X ---7 Top(K, Y) es continua. Si demostramos que f es además externa, 

tendremos que f E t:t(X, Top(K, Y)).Veamos esto. 

Sea E E t:YK, entonces existe El E Ey con (K, El) e E y f-l((K,E I)) e f-l(E). 

Pero f- l ((K, El)) = {x E X; f(x)(K) e El}. Por ser f:.LY x K ---7 Y externa, f-l(EI) E 

ExxK , luego existe E" tal que E" x K e ¡-l(EI). Para todo x E E",x X K e ¡-l(EI), 

así f(x,K) e ¡¡-l(EI) e El, luego f(E")(K) e El y por tanto E" e f-l((K,EI)). 

Como f es continua, f-l((K, El)) E Tx. Además E" E Ex y E" e f-l((K,EI)). Luego 

por E.2 de la Definición 1.1.1 concluimos que f- l ((K, El)) E EyK. Aplicando de nuevo el 

argumento anterior como ¡-l(E) E TX,¡-l((K,EI)) e ¡-l(E), por E.2, 1-1 (E) E Ex 

y se tiene que f es externa. 

Probaremos ahora que e- l está bien definida, que equivale a demostrar que para todo 

9 E t:t(X,Top(K, Y)),g = e-l(g) es exterior. Dado que en X x K tenemos la topología 
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producto y en Top(K, Y) la topología compacto-abierta como en la ley exponencial en 

Top tenemos que, por el resultado estándar, g es continua. Veamos que es externa. Sea 

E E Ey ,g-l(E) = {(x,k) E X x K; g(x,k) = g(x)(k) E E}. Puesto que (K,E) E 

EyK, g-l ((K, E)) = El E Ex por ser 9 exterior. 

Sea x E El, tenemos que g(x,k) = g(x)(k) E E para todo k E K, luego g-l(E) es 

no vacío. Además tomando El x K se tiene que g(EI x K) e E y entonces El x ]( e 
g-lg(EI x K) e g-l(E). Por ser 9 continua y E E Ey e Ty, g-l(E) E TXxK y aplicando 

la definición de EXxK vemos que g-l(E) E EXxK ' Con esto g es exterior. O 

1.4 Homotopía en la categoría de los espacios exteriores Et. 

Sea X espacio exterior, K espacio topológico compacto provisto de la externología 

Eind = {K}. En X x K tomamos, como para el Teorema 1.3.5 la topología producto 

TXxK Y la externología EXxK· 

Además para cada k E K, ik: X ~ X x K definida para todo x E X como ik(X) = 
(x, k) es exterior. Para K = J, se obtiene el cilindro X x J. 

En N consideraremos la estructura de espacio exterior de la Sección 3. 

Dadas dos aplicaciones f, g: X ~ Y en Et, se dice que f es exteriormente homótopa 

a g, f 7- g, si existe H: X x J ~ Y aplicación exterior verificando que H (x, O) = f (x) Y 

H(x, 1) = g(x). A H la denominamos homotopía en Et de f ag. 

La relación "ser exteriormente homótopa a" es una relación de equivalencia en 

Et(X, Y). Denotamos por [f] la clase de equivalencia de aplicaciones exteriormente homó­

topas a f. 

Escribimos [X; Y] para designar al conjunto de clases de equivalencia de aplicaciones 

exteriormente homótopas de X en Y. 

Denotamos por II(Et) la categoría cuyos objetos son los espacios exteriores y cuyos 

1norfismos son clases de homotopía exterior de aplicaciones exteriores entre espacios exte­

riores. 

En particular, una aplicación exterior f: X ~ Y se dice equivalencia de homotopía 

exterior si la clase de homotopía exterior [J] es un isomorfismo en II ( E t ) . 

Es interesante considerar el funtor II&: Et ~ Set definido para todo X E Et como 

II&(X) = II(Et)(N,X), y para toda f E Et(X,Y) como II&(f) = f[:II(Et)(N,X) ~ 
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II(Et)(N, Y) que a cada [g] E II(Et) (N, X) le asigna IIg (j)([g]) = (jg] E II(Et)(N~ Y). 

También consideraremos la categoría EtN. Un objeto en EtN viene dado por una 

aplicación exterior j x: N ---+ X que llamaremos sucesión base en ..-Y. A veces denotaremos 

a los objetos en EtN por (X, jx) cuando deseemos resaltar la sucesión base. 

Los morfismos en EtN son diagramas conmutativos en Et 

N 

;/~ 
X f ::o Y 

Se trata pues de aplicaciones exteriores que preservan las sucesiones base. También 

las escribiremos de la siguiente forma j: (X, jx) ---+ (Y, jy). 

Dadas j, g: (X, jx) ---+ (Y, jy) aplicaciones exteriores bajo N, se dice que j es ex­

teriormente homótopa bajo N a g, j ~ g, si existe H:..-Y x J ---+ Y aplicación exterior 
& 

tal que H(x, O) = j(x), H(x, 1) = g(x) y H(jx(n), t) = jy(n) (bajo N ) para todo 

x E X, n E N, t E J. 

La relación "ser exteriormente homótopa bajo N a" es una relación de equivalencia 

en EtN ((X, jx), (Y, jy)). Denotaremos por (j]N la clase de las aplicaciones exteriormente 

homótopas bajo N a j. 

Escribimos [(X, jx); (Y, jy )]N para designar al conjunto de clases de aplicaciones ex­

teriormente homótopas bajo N de (X, jx) en (Y, jy). 

También denotaremos por TI(EtN ) a la correspondiente categoría homotópica. La 

llamaremos categoría de homotopía exterior bajo N. En ella los objetos son espacios 

exteriores bajo N, (X, jx), y los morfismos son las clases de homotopía exterior bajo N de 

aplicaciones en EtN . 

En N x sn consideramos la aplicación i so : N ---+ N x sn definida como iso (n) = (n, so) 

para todo n E N Y donde So es el punto base de sn. Es sencillo comprobar que iSa es 

exterior. Tomaremos iSa como sucesión base de N x sn en lo que resta del trabajo. 

Para cada n 2: O podemos considerar el funtor II;: EtN ~ Set que a todo (..-Y, jx) E 

E tN le hace corresponder TI; (X, j x) = II ( E tN) ( (N x sn ~ i so )' (X, j x ) ). A un cierto morfislllo 

en EtN,j E EtN((X,jx), (Y,jjx)), este funtor le asigna II;(j) = f~:n;(X,jx) ~ 
n~(Y,jjx) que a toda [g]N E n;(X,jx) le hace corresponder (jg]N E n~(Y,jjx). 
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Lema 1.4.1 

Si (X,jx) es un objeto en EtN, entonces rrg(X,jx) ~ rrg(.X). 

Demostración: 

Definimos la aplicación 1': rr~ (..X, jx) --t rr~ (X) en primer lugar. Sea 

[g]N E rr~ (X, jx), entonces un representante de esta clase es de la forma 

g: (N x SO,i sa ) --t (X,jx). 

Dado que SO = {-1, 1}, si So = 1, definimos 1'(g) = Lq] con 9 = gi_ 1 , exterior por 

composición de exteriores. Si f ~ 9 existe una homotopía exterior H: N x SO x J --t X con 
f, 

H(n, S, O) = f(n, s), H(n, s, 1) = g(n, s) Y H(n, 1, t) = jx(n) para todo (n, s) E N x So, 

t E J. Consideramos i-l: N x J ~ N x SO x J que asigna a cada (n, t) E N x J, 'i-dn, t) = 
(n, -1, t), que es exterior por lo señalado a comienzo de la sección. Entonces tomamos 

G = H(_, -1, _): N x J --t X que es exterior por ser composición de H e i-l, mnbas 

exteriores. Así G es homotopía exterior de f a 9 y l' está bien definida. 

En segundo lugar definimos 8: rrg (X) --t rrg (X, jx) que a toda [f] E rrg (X), cuyo 

representante es f: N --t X, le asigna 8 ([J]) = [1] donde 1: N x SO --t X está definida 

para todo n E N como ¡(n, -1) = f(n) y ¡(n, 1) = jx(n). Tenemos que ¡ es exterior pues 

¡i_1 = f y fi 1 = jx son exteriores. Además si f ~ 9 existe una homotopía exterior de f 
f, 

a g, H: N x J --t X, entonces es posible construir una homotopía G: N x SO x J --t -"y 

definida COlno G(n, -1, t) = H(n, t) y G(n, 1, t) = jx(n). Así G es una homotopía exterior 

bajo N de f a 9 y 8 esta bien definida. 

Es sencillo comprobar que 1'8 = 'idrrg (X) Y 81' = idrrg (X,jx)' O 

Lema 1.4.2 

Sea (X,jx) E EtN. Existe un isomorfismo entre rr;(X,jx) y el n-ésimo grupo de 

homotopía estndar en Top del espacio de sucesiones exteriores en X con la topología 

TN,rrn(Et(N,X),jx), para todo n ~ O. 

Demostración: 

Tenemos, por el Teorema 1.3.1, que la ley exponencial e establece la biyección 

Et(N x K, X) ~ Top( K, Et(N, X)) con K espacio compacto. Ahora consideremos en N 

la aplicación idN como sucesión base, en N x K la aplicación exterior ika: N --t N x }( 

definida por ika (n) = (n, ko) con ko punto base de K y jx punto base en t't(N, X). 
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Para simplificar notación, como en la sección anterior, escribiremos e(f) = f y 

e-1(g) = g. Sea f E EtN ((N x K, iko )' ()(, jx)), entonces l(ko)(n) = f(ko, n) = Iiko (n) = 
jx(n) para todo n E N, luego fE Top*((K,ko), (Et(N,X),jx)). 

De forma recíproca se tiene que si 9 E Top*((K,ko),(Et(N,X),jx)), 

giko (n) g(ko, n) g(ko)(n) = jx(n) para todo n E N Y entonces 

9 E E tN ((N x K, i ko ), (X j x ) ) . 

Debido a esto la ley exponencial también induce la biyección 

EtN ((N x K, iko)' (X, jx)) ~ Top* ((K, ko), (Et(N, X), jx)). 

Si consideramos K sn obtenemos mediante e la siguiente biyección 

EtN((N x sn, iso), (X, jX)) ~ Top*((sn, so), (Et(N,X),jx)). Veamos que e establece 

otra biyección en homotopía exterior bajo N. 

Sea [J]N E [(N x sn,'Íso)(X,jx)]N y f un representante. Sea otra aplicación 9 E [J]N, 

entonces existe H: N x sn x J ~ X exterior con H(n, s, O) = f(n, s), H(n, s, 1) = g(n, O) 

y H(n, so, t) = jx(n). Es sencillo comprobar que fI = e(H): sn x J ~ Et(N, )() verifica 

que fI(s, O) = e(f)(s) = l(s), fI(s, 1) = e(g)(s) = g(s) y fI(so, t)(n) = e(H)(so, t)(n) = 
H(n, so, t) = jx(n) para todo n E N, s E sn, t E J. Además fI es continua aplicando que 

la exponencial es biyección para K = sn x J. De esta forma 1 ~ g y [IF~ = [g]N. 

De forma similar dada [h] E [(sn, so), (Et(N,X),jx)]*, con h un representante y k 

otro, se tiene que si G: sn x J ~ Et(N, X) es una homotopía de h a k en Top*. Tomando 

G = e-1(G): N x sn x J ~ .X obtenemos una homotopía exterior de h a k, bajo N, esto 

es, G(n, s, O) = h(n, s), G(n, s, 1) = k(n, s) y G(n, so, t) = e-1(G)(n, so, t) = G(so, t)(n) = 

jx(n) para todo n E N, s E sn, t E J. 

Concluimos así que tenemos el isomorfismo 

para todo n 2: O. O 

Corolario 1.4.3 

Sea X E EtN, II;: EtN ~ Seto Entonces II;(X) verifica que: 

(a) Para n = O es un conjunto punteado. 

(b) Para n = 1 es grupo. 
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(c) Para n > 1 es grupo abeliano. 

Demostración: 

Es consecuencia directa del Lema 1.4.2. O 

Nota 1.4.4 

El funtor II; queda definido de la siguiente forma: 

II~: EtN 
----t Ab n > 1 

Definición 1.4.5 Sea.LY espacio exterior y jx: N ----t X una sucesión base exterior. Para 

n 2: 1 llamaremos n-ésimo grupo de homotopía exterior de X basado en jx a II;(X, jx). 

Definición 1.4.6 Sea f: X ----t Y aplicación exterior en Et. Se dice que f es una 

equivalencia débil exterior si verifica una de las condiciones siguientes: 

a) Si Et(N, X) = 0, entonces Et(N, Y) = 0. 

b) Si Et(N, X) i= 0, entonces para toda sucesión base exterior en X, j: N ----t .LY Y para 

todo n 2: O II;(f): II;(X,j) ----t II;(Y, fj) es un isomorfismo. 

Definición 1.4.7 Sean X un espacio exterior y A un subespacio exterior, denotamos 

por i: A ----t X la inclusión canónica en Et. Decimos que A es un retracto exterior de 

deformación fuerte de X si existe r: X ----t A exterior con r'Í = idA Y una homotopía 

exterior H: X x J ----t X verificando que H(x, O) = ir(x), H(x,l) = x, es decir, ir :::¡-idx 
y H(a, t) = a para todo x E X, t E J, a E A. Denominaremos a r retracción exterior de .Y 

en A y a H deformación exterior de X en A. 

Observaciones 1.4.8 

(a) Si A es un retracto exterior de deformación fuerte, entonces i: A ----t X es una equi­

valencia débil exterior. 

(b) En el resto del trabajo escribiremos Et(N, X) como X N y lo denominaremos espacio 

de sucesiones exteriores en X. 
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Capítulo 2 

Una estructura de categoría de modelos cerrada para la categoría 

de los espacios exteriores 

En este capítulo probamos que la categoría de los espacios exteriores Et satisface 

los axiomas de tipo CM que caracterizan el modelo axiomático de categoría de modelos 

cerrada (Teorema 2.1.6). Definimos también la noción de N-complejo y demostramos un 

teorema tipo Whitehead y en ciertas condiciones un teorema de Whitehead propio. 

En la primera sección definimos tres clases de morfismos: fibraciones. cofibraciones y 

equivalencias débiles. Llamaremos fibración a aquellas aplicaciones que tienen la propiedad 

de elevación de homotopía a derecha respecto a las aplicaciones 80 : vq = N x Dq ~ 

v q xl = N x Dq x 1 para todo q 2: 0, equivalencias débiles a las equivalencias débiles exte­

riores y cofibraciones a aquellas que tienen la propiedad de elevación a izquierda respecto 

a las fibraciones que además son equivalencias débiles. 

Es sencillo demostrar que en Et todo objeto es fibrante. También obtenemos un 

resultado que asegura que f es equivalencia débil (o fibración) si y sólo si la inducida por 

f,iN: Et(N, X) --+ Et(N, Y), es equivalencia débil (o fibración) en Top con las topologías 

T N
, Usaremos este resultado en la demostración del Teorema 2.1.6. El axioma CM1 

fue probado en el capítulo anterior, los demás se demuestran sin excesivas dificultades 

salvo CMS (factorización) que requiere más esfuerzo. Para probar CM5( a) es preciso ver 

que toda f:.L'Y --+ Y puede factorizarse como una cofibración trivial i:.L'Y ~ X seguida 

de una fibración p: X ~ Y. Ello se consigue mediante una adaptación del argumento 

denominado "del objeto pequeño" (ver Quillen [Q]) en la categorfa de los espacios exteriores 

y que consiste en la construcción de un diagrama 

en el que X se obtiene de X n - 1 considerando los diagramas conmutativos D\ 
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y definiendo X n por el push-out de ~ u).. y de ~ a~, así como in: X n- 1 ----+ X n la aplicación 

inducida en él. 

Obtenemos la aplicación Pn: X n ----+ y al aplicar la propiedad universal de este 

último push-out a U v).. y Pn-l' Para conseguir la factorización se toma (X, p) colímite de 
).. 

{Xn,Pn}nEN e i la inclusión natural de X en el colímite 5(, 

La idea para demostrar CM5(b) es similar. 

A esta estructura de categoría de modelos cerrada para Et la denominaremos ~'exte­

rior" así como a las tres clases de morfismos y demás nociones asociadas. 

En la segunda sección introducimos la noción de N-complejo en Et, que juega un 

papel similar a la de CW -complejo en Top. 

Un N-complejo X se construye de forma inductiva, como un CW-complejo. El 

n-esqueleto X n se obtiene del n - 1 esqueleto X n - 1 pegando, mediante aplicaciones exte­

riores, N-celdas de dimensión n que son de la forma N x D n . 

Obtenemos así un espacio X que posee la topología y externología débiles respecto a 

la filtración constituida por los n-esqueletos. Probamos que todo N-complejo es un objeto 

cofibrante en Et. 

Definimos el espacio de caminos de Y E Et, denotado y I , Y demostramos que la 

factorización de la diagonal ~y como ~y: Y s ) yI (do,d¡)) Y x Y es un objeto de 

caminos en Et según la definición de Quillen. Como consecuencia obtenemos el resultado 

de que la relación de homotopía a derecha de Quillen coincide con la relación de homo­

topía exterior. Aplicando este hecho y que todo N-complejo X es fibrante y cofibrante 

demostramos que toda aplicación exterior entre N-complejos es equivalencia débil si y sólo 

si es equivalencia de homotopía exterior. 

Además relacionamos los N-complejos con los CW -complejos. En concreto de­

mostramos que todo C"VV -complejo localmente finito, de dimensión finita y con una canti­

dad numerable de celdas en cada dimensión admite una estructura de N-complejo con un 

número finito de N-celdas. Así, para CW -complejos localmente finitos de dimensión finita 

y con una cantidad numerable de celdas en cada dimensión, demostramos un teorema de 

Whitehead propio. 
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Para finalizar probamos que, si X es N-complejo, 80 +81 : .XUX ---t IX es cofibración 

exterior. 

2.1. La estructura exterior de categoría de modelos cerrada para Et. 

En Dq tomamos la externología indiscreta Eind = {Dq} al igual que en J ~ Eind = {J} Y 

en ambos espacios la topología euclídea, Te' Los dos son espacios compactos y Hausdorff, 

por tanto también lo es Dq x J. 

En V q = N x Dq y en V q x I = N x Dq x I tenemos las topologías producto y la 

externología definida a comienzo de la Sección 1.3 para N x K con K compacto arbitrario. 

Estas estructuras de espacio exterior para Dq, J, v q y v q x I serán empleadas en 

todo el trabajo. 

Recordemos que la aplicación 80 : N x Dq ---t N x Dq x J está definida como 80 (n, x) = 

(n, x, O) para todo (n, x) E N x Dq x I = V q x J y q 2: O. Además con las topologías y 

externologías mencionadas anteriormente 80 es exterior. 

Definición 2.1.1 Una aplicación exterior p: E ---t B se dice fibración si para todo 

diagrama conmutativo en Et 

existe una homotopía exterior VI: V q x I ---t E verificando que pv l = v y v l 80 = u, para 

todo q 2: O. A "VI" se le denomina elevación de v. 

Definición 2.1.2 Una aplicación exterior f: -,y ---t Y es equivalencia débil si y sólo si es 

equivalencia débil exterior en el sentido de la Definición 1.4.6. 

Definición 2.1.3 Una aplicación exterior i: A ---t e se dice cofibración si tiene la 

propiedad de elevación a izquierda respecto a cualquier fibración p: E ---t B según la 

Definición 2.1.1 que además sea equivalencia débil atendiendo a la Definición 2.1.2, es 

decir, que para todo diagrama conmutativo en Et 
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existe una elevación gl: e ~ E verificando que gl i = f y pgl = g. 

Nota 2.1.4 

La proyección prl: V q x 1 ~ V q es exterior pues es continua y externa como se probó 

en la Proposición 1.2.2. 

Proposición 2.1.5 

Todo objeto en Et es fibrante. 

Demostración: 

Es necesario probar que e: E ~ * es fibración, esto es que cualquier diagrama para 

q 2: O: 

existe una elevación VI: vq x 1 ~ E verificando que Vloo = 'u y cvl = v. Tomaremos 

VI = Uprl con prl: V q x 1 ~ V q la proyección en el primer factor. La aplicación u es 

exterior por hipótesis, prl lo es también por lo señalado en la Nota 2.1.4 y así VI verifica 

las condiciones precisas. O 

Teorema 2.1.6 

La categoría de los espacios exteriores Et, tiene estructura de categoría de modelos 

cerrada. 

Demostración: 

Para conseguir el resultado probaremos los axiomas CM. 
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El axiOlua CIvIl se verifica pues por la Proposición 1.2.2 y la Proposición 1.2.3 existen 

límites y colímites en Et y, por tanto~ límites y colímites finitos. 

Para probar CM2, es decir, que dadas j, g, gf, si dos de ellas son equivalencias 

débiles, también lo es la tercera nos apoyaremos en un apartado del siguiente lelua. 

Lema 2.1.7 

Sea f:.X ~ y aplicación exterior. Denotamos por fN: X N ~ yN a la aplicación 

definida, para toda a E ..,yN, como fN(a) = fa. Consideramos en X N e yN las topologías 

T.~ y T~ respectivamente. Entonces: 

(a) f es fibración exterior si y sólo si fN es fibración en Top. 

(b) f es equivalencia débil exterior si y sólo si fN es equivalencia débil en Top. 

Demostración: 

(a) Dado un diagrama conmutativo en Et 

vq = N x Dq ) ~y-

t idNX80 1 f (1) 

v q x 1 = N x Dq x 1 ~ Y 

al aplicar la exponencial, por el Teorema 1.3.1, se corresponde de forma biyectiva con otro 

diagrama en Top 

Dq--~) ..,yN 

lao k (2) 

para todo q 2:: O. Entonces existe una elevación en (1) si y sólo si existe una elevación en 

(2) y se tiene el resultado. 

(b) Si X N = 0, entonces si f es equivalencia débil exterior, por la Definición 1.4.6, se 

tiene que yN = 0. Así fN es la identidad del vacío y por tanto equivalencia débil en Top. 

Recíprocamente si X N = 0 Y fN es equivalencia débil en Top, yN = 0 y f es equivalencia 

débil exterior. 
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Supongamos que X N =1= 0. Dada f: X ~ Y aplicación se verifica que fN es continua 

si y sólo si f es exterior, para demostrarlo basta aplicar el Teorema 1.3.1 con J( = *. 

Para f: ..,Y ~ y exterior se dice que f es equivalencia débil exterior si y sólo si induce 

isomorfismos en todos los grupos de homotopía exterior para cualquier sucesión exterior 

en X, jx: N ~ X, es decir 
f* t: ll~ (X, jx) ~ llq (Y, f jx) 

para todo q ~ O. Teniendo en cuenta el Lema 1.4.2 existen las siguientes biyecciones 

ll~ (Y, f j x) ~ llq (yN , f j x) 

para todo q ~ 0, donde a la izquierda tenemos grupos de homotopía exterior y a la derecha 

grupos de homotopía estándar de los espacios punteados (XN, j x) Y (yN, f j x). 

De esta forma tenemos los diagramas conmutativos para todo q ~ ° 

lo que prueba que f* es isomorfismo si y sólo si ¡!;f es isomorfismo. O 

Dado que Top es categoría de modelos cerrada, C1vI2 se verifica. Haciendo uso del 

apartado (b) del lema anterior, C1vI2 en Top implica que CM2 se verifique en Et. 

Probamos ahora CM3, esto es que las cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles 

son clases de morfismos cerradas por retractos. 

Recordemos que f: .. Y ~ Y es retracto de f':X' ~ y' si existen i.p E iVIoTt:t(f,f') 

y 'ljJ E iVI OTt:t(f', f) 
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tales que 'l/J<{J = 'idJ . 

Para probar que si fl es fibración f también lo es, es preciso demostrar que tiene la 

propiedad de elevación a derecha respecto a 80 : v q 
---t v q x 1 para todo q 2: O. Observando 

el siguiente diagrama 

vemos que por ser fl fibración existe una elevación h': V q x 1 ---t X' con hl80 = !.plg Y 

f' hl = 1.{J2g· Tomando como elevación h = 'l/Jlhl se tiene que h80 = 'l/Jlh' 80 = 'l/Jl <{Jlg = 9 y 

fh = f'l/Jlh' = 'l/J2f'h' = 'l/J2<{J2g = g. 

Si l' es cofibración, f también lo es pues dado un diagrama 

con p fibración, podemos construir otro diagrama conmutativo: 

Dado que f' es cofibración existe hl: y' ---t E con phI = g'l/J2 y hl fl = g'l/Jl. Escogemos 

como elevación h = hl 1.{J2 que verifica que hf = h' <{J2f = hl f' <{Jl = g'l/Jl <{Jl = 9 y que 

ph = phI 1.{J2 = g'l/J2<{J2 = g. 

Para finalizar veamos que si f' es equivalencia débil, también lo es. Primero ob­

servemos que si f es retracto de f', se tiene que fN es retracto de (1')N (basta aplicar 

el Teorema 1.3.1). Dado que f' es equivalencia débil por hipótesis, al aplicar el Lema 

2.1. 7.(b) tenemos que (f')N es equivalencia débil en Top. Por CM3 en Top esto implica 

que fN es equivalencia débil en Top. Por el Lema 2.1.7.(b) otra vez esto equivale a que f 

es equivalencia débil de Et. 
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Demostrar CM5 resultará más laborioso. Es necesario probar que dada f:.X ---t y 

aplicación exterior puede factorizarse de dos formas: 

(a) f = pi con i cofibración trivial, p fibración. 

(b) f = qj con j cofibración, q fibración trivial. 

Examinemos primero el caso (a). Dada f: X ---t Y construiremos un diagrmna: 

Hacemos X o = X Y Po = f y supongamos construido X n - 1· Para construir .. Y n . 

tomamos A, conjunto de índices).. E A de diagramas conmutativos DA de la forma 

con q)... ~ O. Definimos X n por un push-out en Et 

U u)... 

U 'Dq>.)... X 
AEA -----~~ n-l 

l ~ 8B lin 

Uw)... 
U 'Dq>. xl)... X 

AEA ) n 

(3) 

y la aplicación in: "-Yn - 1 ~ "-Yn la inducida en él. Aplicando la propiedad universal 

de tal push-out a Pn-l: "-Yn - 1 ~ y y a U v)...: U 'Dq
>. x 1 ~ Y con lo que obtenemos 

A AEA 
Pn: X n ~ y verificando que Pn(~ w)...) = ~ v)... y que extiende a Pn-l, esto es, Pnin = Pn-l. 

Tomamos (X,p) el colímite de {Xn ; Pn}nEN. 

Si denotamos por kn : X n ~ X la inclusión natural de X n en X y consideramos 

'Í = ko, entonces se sigue que f = pi. 

Veamos que P es fibración. Supongamos probado que cualquier aplicación exterior 

a: 'Dq ~ X factoriza a través de un X n como una composición a: 'Dq 
---t X n ---t ..-Y 

hecho que demostrarenlos a final del capítulo. Sea un diagrama conmutativo: 
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(4) 

Se tiene que a factoriza a través de un X n como a: V q ~ X n ~ X y así a(Vq
) e --,Yn . 

Dado que X n +1 se construye mediante un diagrama push-out análogo a (3), existe 

U W A: U V q
). x 1 ---+ X n +1 . Volviendo a aplicar la propiedad universal del push-out a 

A AEA 
U VA Y a Pn tenemos existe Pn+l con Pn+l (U w A) = U VA' Se tiene que, por conmutatividad 
A A A 
de (3), in+1(UuA) = (UwA)(U8G). 

A A A 

De esta manera el diagrama (4) se transforma en 

Tenemos que existe W A: V q
). xl ---+ X n + 1 en el índice A E A verificando que Pn+l W A = 

VA Y wA8~ = in+1uA· Como Pm+l = pkn + 1, tomando la elevación h = kn+1wA queda 

demostrado que P es fibración. 

Resta por probar que 'i es cofibración trivial. En primer lugar veamos que 

in: X n - 1 ---+ X n es cofibración. La construcción de X n es a través de un push-out COlno 

en (3), pero 8~: v q
). ---+ v q). X 1 tiene la propiedad de elevación a izquierda respecto a 

las fibraciones por como hemos definido fibración, luego U 8G también y así in tiene esta 
A 

propiedad por ser el lado opuesto en un push-out. Por lo tanto, en particular, tiene la 

propiedad de elevación de homotopía respecto a fibraciones triviales y es cofibración. 

Probar que in es equivalencia débil utilizaremos el siguiente lema. 

Lema 2.1.8 

Sea un diagrama push-out 

(5) 
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en la categoría de los espacios exteriores. Si A es un retracto de deformación fuerte exterior 

de X, entonces B es un retracto de deformación fuerte exterior de Y. 

Demostración: 

Si A es un retracto de deformación fuerte exterior de X entonces existe r: X ~ A 

retracción con ri = id A Y una deformación exterior H: X x J ~ X verificando que 

H(x, O) = 'ir(x), H(x, 1) = x y H(i(a), t) = i(a) para todo x E X, t E J, a E A. Si 

aplicamos la propiedad universal del push-out (5) a idB y a ur: X ~ B existe una única 

h: Y ~ B verificando que hj = idB Y hv = uro Tomaremos h como retracción. 

Veamos ahora que jhr::::::.idy . 
t: 

Primero recordemos que por el Teorema 1.3.5 

Et(A x J, B) ~ Et(A, Top(J, B)), por tanto _ x J es adjunto a izquierda de Top(J,_ ), 

por ello conserva colímites, luego push-outs. Así el cuadrado siguiente es push-out 

uxidr 
AxJ~BxJ 

lixidI . ljXidI 
vx~dr 

XxJ~YxJ 

Como vH(i x id¡) = vprl (i x id¡) = jprl (u x id¡), entonces por la propiedad universal 

del push-out aplicada a vH y a jprl: B x J ~ Y, existe una única F: Y x J ~ Y con 

F( v x id¡) = vH y F(j x id¡) = jprl' Probaremos que F es la deformación buscada. 

Primero Fao = jh pues tenemos que Faov = F(v x id¡)ao = vHao = vir = jur = jhv. 

En segundo lugar Fa1 = idx ya que Fa1v = F(v x id)a1 = vHa1 = vidx = idyv. Adenlás 

F(j x id¡) = jprl Y por tanto F verifica las condiciones de la Definición 1.4.7. O 

Corolario 2.1.9 

Se tiene que Xn-l es retracto de deformación fuerte exterior de X n . 

Demostración: 

Dada a6: V q>. ~ vq>. x J se verifica que pr186 = idvq>. con prl exterior por la 

Nota 2.1.4. Definimos una homotopía F)..: V q>. x J x J ~ V q>. x J como F)..(x, t, s) = (x, ts) 

para todo (x, t, s) E V q x J x J. Se tiene que F)..(x, t, O) = (x, O) = 80Prl(X, t), F)..(x, t, 1) = 
(x, t) y F),(x, O, s) = (x, O) = ao(x) para todo (x, t) E V q>. x 1, s E J y x E v q

>.. Así 

concluimos que v q es un retracto de deformación fuerte exterior de v q>. x J. Es sencillo 
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comprobar que. como consecuencia de lo anterior, U V q
>. es un retracto de deformación 

, AEA 
fuerte de U V q

>. x 1 sin más que tomar como deformación U FA' 
AEA A 

Ahora observemos que X n se construye a partir de X n - 1 por un push-out en Et 

que verifica las hipótesis del Lema 2.1.8 y por ello deducimos que X n - 1 es un retracto de 

deformación fuerte exterior de X n . O 

Ahora probemos que i: X ---+ X es equivalencia débil. 

Lema 2.1.10 

La inclusión i: X ---+ .X es equivalencia débil. 

Demostración: 

Primero observemos que si X N = 0 entonces no existe ninguna u: V q = N x Dq ---+ X 

exterior, porque aplicando la Proposición 1.3.1 existiría e(u): Dq ---+ X N = 0 lo que es 

contradictorio. Por ello concluimos que, por como construimos ~Y, si ~yN = 0 entonces 

~y = ~y y por lo tanto 'i = idx que es equivalencia débil. 

Sea X N =1= 0. Necesitamos demostrar que i*: II~ (X, a) ---+ II~ (X, ia) es una biyección 

para todo q 2: O y toda a E ~yN. Dada [J]N E II~ (X, ia) un representante de [J]N será de 

la forma j: sq ---+ X. 

Supongamos que toda j3: sq ---+ X factoriza a través de un X n para n suficientemente 
JI kn grande. Entonces se verifica que j factoriza como la composición j: sq ) X n ) X 

con kn inclusión natural de X n en el colímite, resultado que probaremos posteriormente. 

Sabemos que la composicin finita de equivalencias débiles es equivalencia débil, luego como 

in, in-l, ... ,il son equivalencias débiles lo es su composición in 'Ín-l ... il. 

De esta forma podemos encontrar j": sq ---+ X tal que (in in-l, .. i1)*[J"] = [jI], 
pero (kn 'in 'Ín-l ... i 1)* [J"] = (kn)* [jI] = [J] y como i = kn in in-l ... i 1 se tiene que i* 

es sobre. 
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Veamos que i* es inyectiva. Sean [jF\ [g] N en II~ (X, a) tales que i* [j] = 'i* [g], esto es 

existe una homotopía exterior H: sq x 1 ---+ X con Hao = if Y Hal = 'Íg. Supongamos 

demostrado que toda aplicación exterior de la forma F: sq x 1 ---¡. X factoriza a través de 

un X m para m suficientemente grande. Haciendo uso de este resultado podemos afirmar 
H' km 

que H factoriza a través de un X m como una composición H: sq xl )Xm )X. 

Por el mismo argumento usado anteriormente i m im . .. 'Íl es equivalencia débil por lo que 

existe Hit: sq x 1 ---¡. X verificando que Hit ao = f y Hit al = g. Así, tomando conlO 

homotopía H", queda probada la inyectividad de i*. O 

Para finalizar probemos que i es cofibración. 

Dado un diagrama conmutativo 

con q fibración, vamos a probar que existe g': 5( ---¡. E verificando que g' i = f y qg' = g. 

Ahora bien, hemos demostrado que in tiene la propiedad de elevación a izquierda respecto 

a fibraciones, así que para il: .LY ---¡. Xl tenemos el diagrama 

y podemos encontrar una elevación gl: Xl ---¡. E con ilgl = f y qgl = gk l , donde 

kn : .LYn ---+ X es la inclusión natural de X n en el colímite para todo n EN. Para construir 

g2, tomamos el diagrama 

Puesto que i2 también posee la propiedad a la que aludimos antes, existe g2: X 2 ---+ E 

con gli2 = g2 Y qg2 = gk2. Así podemos construir {gn}nEN con gn-l'Ín = gn Y qgn = 
gkn . Aplicando la propiedad universal del colímite a (E, {gn}nEN) obtenemos la elevación 
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g': X ---t E que cumple que g' kn = gn Y por tanto g' i = j. Además, conlO se tiene que 

qgn = qg' kn = gkn , aplicando otra vez la propiedad universal a (E, {qg' kn}nEN) llegmnos 

a que qg' = g. 

Dado que i tiene la propiedad de elevación a izquierda respecto a fibraciones, tmnbién 

la tiene respecto a fibraciones triviales y es cofibración. 

Con esto concluimos la demostración del apartado (a). 

Ahora se trata de probar que j puede factorizarse como qj donde j es una cofibración 

seguida de una fibración trivial q. 

Dada j: X ---t Y construimos un diagrama como el siguiente 

Sea Yo = X, qo = j, suponemos construido Yn - 1 . Para construir Yn se consideran los 

diagramas D)" con ,\ E A, de la forma 

con q).. 2:: 0, V q>- = N X Dq>-, Sq>--l = N X Sq>--l e 2).. = N x i:N x Sq>--l ---t N X Dq>. 

para simplificar notación. Se definen Yn y jn: Yn- 1 ---t Yn por el push-out en Et: 

Para definir qn aplicamos la propiedad universal del push-out a qn-l Y a U v)... En­
).. 

tonces qnin2 = U v).. y qn extiende a qn-l, es decir, qnjn = qn-l. 
/\ 

Tomamos (Y, q) límite directo de {Yn ; qn}nEN y la aplicación j:.X ---t Y como la 

inclusión natural del espacio X en el colímite Y. Se tiene que j = qj. 

63 



En primer lugar veamos que q es fibración trivial. Para ello supongamos que toda 

aplicación exterior 13: sq ---+ Y factoriza a través de Yn para n suficientemente grande y 

aplacemos la demostración de este hecho para el final del capítulo. Por la construcción de 

cada Yn gracias a push-outs sucesivos y siguiendo un razonamiento similar al empleado 

para probar en el apartado (a) que p es fibración, podemos concluir que q tiene la propiedad 

de elevación a derecha respecto a la aplicaciones i: Sq-l ---+ V q para todo q ~ O; lo que es 

equivalente, por la siguiente proposición, a que q sea fibrción trivial. 

Proposición 2.1.11 

La aplicación f: .. Y ---+ Y es fibración trivial si y sólo si f tiene la propiedad de 

elevación a derecha respecto a las aplicaciones i: Sq-l ---+ V q para todo q ~ O. 

Demostración: 

La aplicación f tiene la propiedad de elevación a derecha respecto a i: Sq-l ---+ V q si 

existe una h': V q 
---+ X que hace conmutativo todo diagrama de la forma 

para todo q ~ O en Et. 

Pero aplicando la ley exponencial por el Teorema 1.3.1 esto es equivalente a que 

fN: X N 
---+ yN, con la topologías T./~ y T~, tenga la propiedad de elevación a derecha 

respecto a i: Sq-l ---+ Dq para todo q ~ O, en cualquier diagrama conmutativo en Top 

Por el resultado [Q; II.3.Lema1] esto es equivalente a que fN sea fibración trivial. 

Observemos que f es fibración si y sólo si fN es fibración en Top, por el apartado (a) del 

Lema 2.1. 7, y f es equivalencia débil si y sólo si fN es equivalencia débil en Top por el 

apartado (b) de ese mismo lema. Así se tiene que f es fibración trivial. O 
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Ahora veamos que j: X ~ Y es cofibración. Primero probemos que cada 

jm: Ym- 1 ~ Ym es cofibración. Recordemos que Ym se obtiene a partir de Ym- 1 por 

un push-out 

pero por la Proposición que acabamos de demostrar fA: S~-l ~ V q>. es una cofibración y 

por tanto UZA• Dado que jm es el lado opuesto en un push-out de una cofibración, también 
,\ 

lo es. 

En el apartado (a) demostramos que si in es cofibración para todo n E N Y X se 

obtiene como colímite de {Xn}nEN, i: ~y ~ X también lo es. Una demostración análoga 

permite afirmar que j: X ~ Y es cofibración. 

Resta por probar que CM4 se verifica, es decir, que dado un diagrama de forma 

(6) 

tiene una elevación h: B ~ X que lo hace conmutativo si se tiene una de las siguientes 

condiciones: 

(a) i es cofibración y p fibración trivial. 

(b) i es cofibración trivial y p fibración. 

El apartado (a) se tiene por definición de cofibración. 

En cuanto a (b) dado el cuadrado conmutativo (6) podemos factorizar i como pz donde 

?: es cofibración trivial y ji fibración por CM5 (a). Dado que ya hemos probado ClvI2, ji 

también es equivalencia débil, luego fibración trivial y existe una elevación en el diagralna 
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8: B ~ A que lo hace conlllutativo por ClvI4(a). Entonces i es retracto de 2' pues existen 

i.p E 1\11 OTet( i, T), 'lj; E M OTet (2', i) 

A~A 

1i J7 
s ~ 

B~A 

i.p 

con 'lj;i.p = idi . 

A~A 

17 _ 1i 

~ p 
A~B 

1/J 

Puesto que 2' es la cofibración trivial obtenida por el proceso de factorización, tiene la 

propiedad de elevación a izquierda respecto a fibraciones. Luego i, que es retracto suyo, 

también la tiene por ClvI3. 

Han quedado pendientes de demostración varias afirmaciones de naturaleza similar. 
~ ~ 

Primero que toda aplicación exterior de la forma a: V q 
~ X, j3: sq ~.x ó F: sq x 1 ~ 

.X factoriza para n suficientemente grande a través de un X n , en la construcción efectuada 

en CM5(a). 

En segundo lugar que toda aplicación de la forma 13: sq ~ Y factoriza a través de 

un Yn para n suficientemente grande, en la construcción realizada en ClvI5 (b). 

Su demostración requiere una serie de resultados. 

Lema 2.1.12 

En la categoría Et dado el cuadrado push-out 

con i inyectiva se verifica que: 

(a) Si i(A) es cerrado en X, entonces z(Y) es cerrado en Z. Además z es inyectiva. 

(b) Si i es cerrada entonces z es cerrada. 

( c) Si i es cerrada exteriormente entonces z es cerrada exteriormente. 
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Demostración: 

(b) El conjunto Z puede verse como el cociente .X U y / r-v donde r-v es una relación 

de equivalencia generada por las relaciones x r-v y si y sólo si existe a E A tal que i(a) = 
x, f(a) = y. En Z tenemos la topología y externología push-out obtenidas tomando en 

~y U Y la topología y externología suma y luego la topología y externología cociente de la 

relación de equivalencia r-v. 

Como i es inyectiva por hipótesis, existen los siguientes tipos de clases de equivalencia: 

unipuntuales en X, [x] = {x} si x fÍ. hni, unipuntuales en Y, [y] = {y} si y fÍ. 1mf y, por 

últinlo, [y] = {y} U {x; i(a) = x con a E f-1(y)}. 

Para probar (b) tomamos F cerrado en Y, entonces f-1(F) es cerrado por ser f 

continua; además 'if-1(F) es cerrado por ser i cerrada. Entonces if-1(F) U F es cerrado 

y saturado para p: X U Y ---t X U Y/ r-v; esto es, p-1p(if-1(F) UF) = 'if-1(F) U F pues 

if-1(F) U F e p-1p(if-1(F) U F) siempre y el otro contenido se verifica por i inyectiva. 

Por tanto p(if-1(F) U F) es cerrado en Z, por ser imagen de un cerrado saturado 

por p. Luego 'i(F) = p( if-1 (F) U F) es cerrado. 

(a) Si i es inyectiva es claro que 'i también lo es. Debido a que 'i( F) = p (i f-1 (F) UF) , 

como Y es cerrado se tiene que if-l(y) = i(A), cerrado por hipótesis, y por tanto Z-(Y) = 

p(if-1(y) U y) es cerrado, con lo que hemos probado (a). 

(c) Para externologías la demostración es análoga a la de (b). O 

Observaciones 2.1.13 

(a) Si Y E Et Y Ey i= Tx, Z-(Y) no es cerrado exterior en Z porque Y no es cerrado 

exterior en sí mismo ya que y c = 0 fÍ. E y . 

(b) En la construcción de CM4( a) cada X n se obtiene como un push-out que satisface 

las hipótesis del Lema 2.1.12 y, por tanto, in: X n- 1 ---t .Xn es inyectiva. Por ello, por abuso 

de notación escribiremos X e ..,Y 1 e ... e X n e ... e ..,Y. 

(c) La construcción de los Yn realizada en CM4(b) también es a través de un push-out 

que verifica las hipótesis del Lema 2.1.12 y así jn: Yn- 1 ---t Yn es inyectiva. De esta forma, 

podemos considerar que X e Y1 e Y2 e ... e Yn e ... e Y. 

Si x N = 0, entonces X = X. En otro caso X N i= 0 y se tiene que X n \ X n - 1 i= 0 para 

todo n EN. 

Análogamente para Y de CM4(b). 
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Recordemos la construcción de X. Todo X n es el resultado de un push-out. 

donde at es cerrada, inyectiva, y por tanto U a~ también. Así según el Lema 2.1.12 se 
.A 

tiene que X n - 1 es cerrado en "-Yn para todo n E N. De este hecho se deduce que ..-Y = "-Yo es 

cerrado en X n para todo n E N. Si probamos que X tiene la topología débil concluiríamos 

que X o = X es cerrado en X. 

Similarmente si Y tiene la topología débil podríamos deducir que X = Yo es cerrado 

en Y. 

Lema 2.1.14 

La topología que se obtiene en X mediante la suma disjunta de las topologías de X n , 

n E N Y más tarde tomando la topología cociente inducida por la relación de equivalencia 

x rv il(X) rv 'i2 il(X) rv , .• rv in in-l ... 'Í1(X) rv ••. , Tx' es la topología débil. 

Demostración: 

Dado U, es abierto en X = U ..-Yn / rv si y sólo si U = p(U) con U abierto saturado en 
n 

U X n , esto es p-lp(U) = U. 
n 

Veamos que si U es abierto en X en la topología T.~ también lo es en la topología 

débil Tde' 

Si U abierto en X = U Xn/ rv, U = p(U) con U abierto saturado en U ..-Yn , luego 
n n 

Un X n = p(U) n X n = t-;;lp-lp(U) = t;;I (U) que es abierto por ser tn continua para todo 

n, con t n : "Yn ~ U X n la inclusión canónica. 
n 

~ ~ 

Ahora dado U en X abierto en la topología débil Tde, esto significa que U n X n 
t n P 

es abierto para todo n E N, entonces tenemos "-Yn ) U "-Yn ' U Xn/ rv y 
n n 

unxn = t;;lp-l(U) es abierto en X n para todo n E N, luego p-l(U) es abierto en U..-Yn . 
n 

Además p-l(U) es saturado, ya que p-lpp-l(U) = p-l(U) por p sobre. De esta forma 

U = pp-l(U) es abierto en la topología Tx y podemos concluir que Tde = Tx' O 
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Podemos anunciar un lema similar para externologías. 

Lema 2.1.15 

La externología que se obtiene en X mediante la suma disjunta de las externologías 

de X n1 n E N, Y más tarde tomando la externología cociente inducida por la relación de 

equivalencia x rv i1(x) rv 'i2 i l(X) rv •.• rv 'in'Ín- 1 ... 'Íl(X) rv ..• , Ex' es la externología débil. 

Su demostración es análoga a la del Lema 2.1.14. 

Lema 2.1.16 

Sea p E X n \ X entonces {p} es cerrado y cerrado exterior en Xn-

Demostración: 

Recordemos que para m tal que 1 ::; m ::; n el espacio exterior X m se obtiene por el 

push-out en Et: 

En X n tenemos la topología y externología débiles por el Lema 2.1.14 y el Lema 

2.1.15. Se tiene que para un cierto m, 1 ::; m ::; n, p E X m \ X m - 1 , así p E Dq).. X J . Por 

ser {p} compacto y cerrado se tiene que {p} es cerrado exteriormente en V q ).. x J. También 

{p} es cerrado y cerrado exteriormente en U V q
).. x J. Además {p} n Xl = 0 para todo 

AEA 
l ::; m - 1. Como consecuencia {p} es cerrado y cerrado exteriormente en X m . Aplicando 

el Lema 2.1.12 se tiene que ir: .Xr - 1 --+ X r es cerrada y cerrada exteriormente, para todo 

r E N Y así también la composición t = in'" im+l: X m --+ X n , por ello {p} es cerrado y 

cerrado exteriormente en X n . O 

Lema 2.1.17 

Sea 1( e .LY con K compacto, entonces existe n E N tal que K e .LYn . 
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Demostración: 

Razonemos por reducción al absurdo. Si no existe tal n, dado n1 ~ O existe k1 E K 

verificando que k1 E X n1 \ X n1 -1· Como K ct "'Yn1 podemos encontrar k2 E K con k2 E 

X n2 \ X n2 -1· Podemos repetir la construcción para todo 'i E N y encontrar una sucesión 

ki tal que ki E "'Yni \ X ni - 1 . Además podemos suponer que O < n1 < n2 < ... < ni < .. " 
Sea T = {ki ; i E N}; es claro que T e K y es un conjunto numerable. Veamos que T es 

un conjunto cerrado y que posee la topología discreta. 

Dado S ~ T, tenemos que S n X n es finito y S n X n n X = 0, por como ha sido 

construida la sucesión. Por el Lema 2.1.16 todo punto es cerrado y como S n X n es unión 

finita de cerrados, es cerrado en X n para cada n ~ O. Así S es cerrado en X por el Lenla 

2.1.14 y T tiene la topología discreta y T es cerrado. 

Con esto llegamos a un absurdo, pues por un lado T es un cerrado contenido en un 

compacto K, luego compacto, y por otro es numerable y discreto. O 

Proposición 2.1.18 

Sea Z espacio exterior, con una topología Hausdorff, O'-compacto y localmente com­

pacto y dotado con la externología de los complementos de los cerrados y compactos. 

Entonces dado f: Z ~ X exterior, siempre existe un n tal que f factoriza a través de 

..,Yn · 

Demostración: 

Por [Du: XI.7.2] al ser Z~ Hausdorff, O'-compacto y localmente compacto existe una 
a a 

sucesión creciente de compactos {Kn}nEN verificando que Ka e J{l e K 1 e K 2 e J(2 e ... 
y que U Kn = Z. 

nEN 

Razonemos por reducción al absurdo y supongamos que f no factoriza a través de 

ningún X n . 

Por el Lema 2.1.17 tenemos que f(Ki) e ")(ni para todo i E N con ni ~ ni-1 porque 

Ki-1 e Ki. Podemos tomar ni > ni-l. Si f no factoriza existe una sucesión k: N ~ Z 

tal que k(i) = ki E Ki \ Ki-l Y f(ki ) tí. X ni_1 para todo i E N. Veamos que k es externa. 

En Z tenemos Efe y en N tenemos E~; dado T C E Efe, se tiene que existe n E N con 

K~ e T C. Por como hemos construido la sucesión, k-1(K~) E Ecc y así k- 1 (TC) E E~. 

También k es continua por tener en N la topología discreta. Por tanto k es exterior. 

De esta forma podemos definir una aplicación 0': N ~ X como O' = fk. ASÍ, como 

f es exterior por hipótesis, O' lo es por composición de exteriores. La aplicación O' cumple 
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que (J"(i) E X ni \ X ni - 1 y que (J"(i) tJ. X, pero una aplicación de esta manera no puede 

existir como se prueba en el siguiente lema. 

Lema 2.1.19 

No existe (J": N ---+ X exterior tal que (J"(i) E X ni \ X ni - 1 y ni ---+ oo. 

Demostración: 

Veamos que 1 m(J" es cerrado en X. Sabemos que 1 m(J" n X n es finito y que 

Im(J" n X n n X = 0, por lo que es cerrado exterior en X n para todo n E N por el Lelna 

2.1.16. Por tanto Im(J" es cerrado exterior en X. Ahora bien (J"-l(J"(N) = N1 que es cerrado 

exterior por ser (J" externa, pero N no es cerrado exterior porque es no compacto y así 

deduchnos que no existe tal aplicación (J": N ---+ X. O 

Es posible demostrar resultados similares a los 2.1.14, 2.1.16, 2.1.17 Y 2.1.19 para la 

construcción de Y realizada en ClvI4(b) y así podemos probar un resultado análogo a la 

Proposición 2.1.18. 

Proposición 2.1.20 

Sea Z espacio exterior, T2 , (J"-compacto y localmente compacto con la externología 

de los complementos de los cerrados y compactos. Entonces dada f: Z ---+ y exterior, 

siempre existe n tal que f factoriza a través de Yn . 

Si ton1amos Z = V q , Z = Sq-l Ó Sq-l X 1 para todo p 2:: O , como se trata de espacios 

Hausdorff, (J"-compactos y localmente compactos basta aplicar la Proposición 2.1.18 y su 

análoga la Proposición 2.1.20 para probar los resultados pendientes. 

Notas 2.1.21 

(a). En la categoría de los espacios exteriores Et, tenemos ahora una estructura de 

categoría de modelos cerrada, que denominaremos "exterior". Consideremos EtN , cate­

goría de los espacios exteriores bajo N, esto es, espacios exteriores con una sucesión base y 

aplicaciones exteriores bajo N, o lo que es lo mismo, que preservan las sucesiones base. Con­

sideremos U: EtN ~ Et el funtor olvido definido en la Sección 0.1 para una categoría arbi­

traria. Por el Teorema 0.1.6 tenemos que se induce una estructura de categoría de modelos 

cerrada "exterior". De forma más detallada, las fibraciones son aquellas aplicaciones exte­

riores bajo N, f, tales que Uf = f tiene la propiedad de elevación de homotopía a derecha 
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respecto a 80 : Dq ---+ Dq x 1 para todo q ~ O en Et. Por equivalencias débiles entendemos 

las aplicaciones exteriores bajo N, f: (X, jx) ---+ (Y, jy) tal que Uf = f:.LY ---'t Y es una 

equivalencia débil exterior en Et. Por último las cofibraciones son aplicaciones exteriores 

bajo N tales que tienen la propiedad de elevación a izquierda respecto a las fibraciones que 

además son equivalencias débiles. 

(b). En capítulos posteriores demostraremos que existe otra estructura de categoría 

de modelos cerrado para Et, con otras fibraciones, cofibraciones, equivalencias débiles, etc. 

A los conceptos definidos en los Capítulos 1 y 2 los denominaremos "exteriores" para 

diferenciarlos de los posteriores. Así hablaremos de fibraciones exteriores, cofibraciones 

exteriores, ... , abreviadamente E-fibraciones, E-cofibraciones, etc. A Et considerada con 

la estructura exterior de categoría de modelos cerrada la denotaremos, Etc' Utilizaremos 

esta notación siempre que pueda existir confusión. 

2.2 Teoremas de Whitehead. 

Comencemos definiendo una nueva noción, la de N-complejo. 

Definición 2.2.1 Sea X E Et, se dice que es un N-complejo si admite una filtración 

X- 1 e .LYo e .LY1 e ... e X n e ... e )( con X-1 = (/) tal que X está provisto de la 

topología y externología débiles respecto a la filtración anterior y cada X n se obtiene de 

X n - 1 a través de un push-out en Et de la forma: 

A cada ff(D~) la denominaremos N-celda. A g~: S~-l ---'t ~Yn-l la llamaremos 

aplicación de pegamiento y a cada ff: D~ ---+ X n aplicación característica de dicha N­

celda. 

Designaremos por n-esqueleto al término n-ésimo de la filtración anterior de X, X n . 

Recordemos que por la Proposición 2.1.5 todo objeto es fibrante en Et. 

Por el Teorema 0.2.2 si X, Y E Et son además cofibrantes, dada f: X ---'t Y exterior, 
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es equivalencia débil si y sólo si f es equivalencia de homotopía exterior. Esto sugiere que 

sería interesante prestar atención a los objetos cofibrantes en Et. 

Teorema 2.2.2 

Todo N-complejo X E Et es objeto cofibrante en Et. 

Demostración: 

Dado X N-complejo en Et es preciso probar que la aplicación 0 --+ X es cofibración. 

Procederemos por inducción. 

Para n = O tenemos que sn-1 = 0, vn = N x { * } y X o se obtiene mediante el push-out 

en Et: 

Por la Proposición 2.1.11 2: sn-1 --+ V n es [-cofibración para todo n 2:: 0, luego 

2: S-l --+ Va es [-cofibración y por tanto también U l)..: U S:l --+ U V? Así como 
).. )..EA /\ ).. /\ 

o --+ "'Yo es el lado opuesto a 2 en un push-out, es [-cofibración. 

Tenemos que X n se obtiene por el push-out en Et. 

Reiterando los argumentos empleados para n = ° concluimos que X n - 1 --+ X n es 

E-cofibración. 

Si X es N-complejo entonces es colímite de ..,Yn , ..,Y = colim X n . De esta forma 

tenemos que 0 --+ X es E-cofibración sin más que repetir los razonamientos empleados 

en el Teorema 2.1.6 para demostrar CM5. O 
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Proposición 2.2.3 

Dados A, B, e E Et, localmente compactos, con topologías Hausdorff y tal que las 

externologías en B y e son las de los complementos de los compacto-cerrados. Sea X el 

espacio obtenido mediante el push-out en Et 

Entonces se verifica que: 

(a) La externología push-out es menos fina que la de los complementos de los 

compacto-cerrados en X, Efe. 

(b) Si f y 9 son propias, 9 inyectiva, la externología push-out y la de los complementos 

de los compacto-cerrados en X coinciden. 

Demostración: 

(a) El espacio push-out X se obtiene haciendo la suma disjunta de B y e, B u e, y 

luego cociente la relación rv generada por b rv c si existe a E A tal que f(a) = by g(a) = c, 

así tenemos p: B U e ~ B U el rv= X. 

En X tenemos la topología y externología push-out que coinciden con la topología y 

externología débiles por el Lema 2.1.14. 

Dado U abierto exterior en ..'Y, es de la forma U = p(U) con U abierto exterior 

saturado en Bu e. El abierto exterior U es de la forma U = U1 U U2 con U1 complemento 

de un cerrado y compacto en B, que denotaremos K 1, Y U2 complemento de un cerrado 
~ ~ 

y compacto en e, que denotaremos K 2 • Se tiene que UC es un cerrado y además UC = 

(p(U))C = pp-l ((p(U)t) = p(p-l(p(U)t = p(UC) por ser p sobre y U saturado. Por 

tanto fJc = p(K1 U K 2 ), luego es compacto. 

Así hemos probado que la externología de los complementos de los compacto-cerrados 

en X, Efe, es más fina que la externología push-out, Epo. 

(b) Ahora demostraremos que si f y 9 son propias y g inyectiva, entonces Efe CEpo 
y ambas externologías coinciden. 

Dado ]{C complemento de un cerrado y compacto en X, es necesario ver que es 

un abierto exterior en la externología push-out. Tenemos que KC E Epo si y sólo si 
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i21p-1(KC) es abierto exterior en e y 'Íl1p-1(KC) es abierto exterior en E. donde 

'Í1: E --'t E U e, 'Í2: e --'t E U e y p: E U e --'t E U e/ rv son las aplicaciones canónicas. 

Pero por la Proposición 1.1.12 la afirmación realizada es equivalente a asegurar que 'Í 1 ,'i2,P 

sean aplicaciones propias. 

Se tiene que i1, i2 son propias. Esto es claro ya que todo compacto y cerrado en E U e 
es de la forma K 1 U K 2 con K 1 cerrado y compacto en E y K 2 cerrado y compacto en e~ 

y como i 1
1(K1 U K 2) = K 1, 'Í2

1(K1 n K2) = K 2, queda probada la afirmación. 

Para demostrar que p: E U e --'t E U e/ rv es propia empleamos [Ba.2: 1.1.13] com­

binado con el resultado [J; 2.61], que afirma que una aplicación cerrada f: X --'t Y es 

propia si y sólo si f-1 (y) es compacta para todo y E Y. Veamos primero que p es cerrada. 

Sea El U el cerrado en E U e. Entonces El es cerrado en E y el cerrado en e. La 

saturación de El U el es p-1p(EI U el) = El U el U fg-1(e /) U gf-1(EI). Por ser f y 9 

propias son cerradas, luego tanto fg-1(e/) como gf-1(EI) son cerrados en E U e. COlno 

pp-1p(EI U el) = p(EI U el), entonces p(EI U el) es cerrado en E U e/ rv por ser imagen 

de un cerrado saturado. 

Por últilno probemos que p es de fibra compacta. Sea [x] E EUe/ rv con x E e\Img 

entonces p-1([X]) = {x}. Análogamente si x E E \ 1mf p-1([X]) = {x}. Si x E 1mg 

entonces p-1([x]) = f-1 fg-1(x) U {x}. Como 9 es inyectiva, g-l(X) = a y dado que f es 

propia, es de fibra compacta. Luego f-1(f(a)) es compacta y p-1([x]) es compacta. Si 

x E 1mf,p-1([x]) = g-lgf-1(X) U {x}. Como sabemos f-1(X) es compacta y 9 inyectiva 

por hipótesis, tenemos que g-lgf-1(X) = f-1(X) y por tanto p-1([X]) es compacto. O 

Teorema 2.2.4 

Un eW-complejo localmente finito, de dimensión finita y con una cantidad numerable 

de celdas ó vacía en cada dimensión, admite una estructura de N-complejo con un número 

finito de N-celdas. 

Demostración: 

Sea .Ly ew -complejo verificando las hipótesis del enunciado. 

El proceso de obtención del q-esqueleto a partir del q - 1 esqueleto se lleva a cabo 

pegando q-celdas mediante push-outs 
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Sq-1 g~ X 
n --?-- q-1 

I i I 
t f~ t 
D~-----,)~Xq 

Si existe una cantidad numerable de q-celdas pueden agruparse en una N-celda 

y pegar todas las celdas de dimensión q a la vez. Su aplicación característica sería 

fq: V q ~ X q definida como fq(n, x) = f~(x) para todo (n, x) E V q = N x Dq. 

Así la construcción del q-esqueleto se realizaría pegando una única N-celda mediante 

el push-out 

(1) 

con gq (n, x) = g~ (x) para todo (n, x) E Sq-1, aplicación pegamento de la N-celda. Resta 

por probar que (1) es un push-out en Et si en X q y X q - 1 consideramos las topologías 

existentes, en V q y Sq-1 las topologías establecidas a comienzo de este capítulo, y en 

todos las externologías de los complementos de los compacto-cerrados. 

Esto equivale a afirmar que las aplicaciones son propias. Sabemos que idN x i es 

propia, veamos que gq es propia. Por la Definición 1.1.11 es preciso probar que para todo 

K compacto y cerrado en X q- 1 , (gq)-l (K) es compacto en Sq-1. Aplicando 

[Sw; 5.7] tenemos que todo K compacto en X sólo corta a un número finito de celdas de 

dÍlnensión q -1, Ei-1) ... , E~-l ) por lo tanto sólo es necesario demostrar que (gq) -1 (Eq-1 ) 

es compacto en Sq-1. Supongamos que no lo es, entonces (gq)-1(Eq_1) corta a un número 

infinito de Dq lo que contradice la hipótesis de que X es un CTV -complejo localmente 

finito y que por ello cada q - 1 celda es sólo cara de un número finito de q-celdas. En el 

caso de que el no existan q - 1 celdas el argumento es similar. Ahora, como (1) verifica las 

hipótesis de la Proposición 2.2.3, pues idN xi, gP son propias e idN xi inyectiva, concluimos 

que todas las aplicaciones son propias (o exteriores). O 

Recordemos que (Et)cj = (Et)c' Quillen definió las relaciones de homotopía a izquier­

da y a derecha en una categoría de modelos arbitraria en [Q; I.2.Definición 1] y su dual. 

Si consideramos la categoría Etc coinciden por [Q; I.2.Corolario 1]. 

76 



Denotamos por (1, V) el conjunto de aplicaciones continuas f: 1 ---+ V verificando 

que f(1) e V. 

Definición 2.2.5 Dado Y E Et definimos el espacio de caminos de Y en Et, denotado yI 

como el conjunto de aplicaciones continuas f: 1 ---+ Y dotado de la topología compacto­

abierta Tea Y la externología Ey 1 definida como sigue: U E E y 1 si UE Tea Y además existe 

V E Ey tal que (1, V) e U. 

Lema 2.2.6 

En el espacio exterior yI de la Definición 2.2.5 se verifica que las aplicaciones 

qt: yI --+ Y con t E 1 tales que qt(f) = f(t) para todo f E yI son exteriores. 

Demostración: 

Es claro que es continua. Para ver que externa tomamos V E Ey. Sea f E yI tal 

que qt(f) = f(t) E V. Observamos que ({t}, V) = {g E yI; g(t) E V} = q;I(V) y como 

(1, V) e ({t}, V) E Tea por definición de externología , ({t}, V) E EyI y por tanto qt es 

exterior. O 

Proposición 2.2.7 

Sean la aplicaciones di: yI ---+ Y definidas como dí(f) = f(i) para i = 0,1. Se tiene 

que (do, dI): yI ---+ Y x Y es E-fibración. 

Demostración: 

Por el Lema 2.2.6 se tiene que do Y dI son exteriores y por tanto también (do, dI). 

Para ver que (do, dI) es E-fibración es preciso probar que todo diagrama conlTIutativo en 

Et 

existe una elevación G/: N x Dq x 1 ---+ Y 1 que lo hace conmutativo, para todo 

q :2: O. Aplicando la ley exponencial al diagrama anterior, por el Teorema 1.3.1, obtenemos 

otro diagrama conmutativo en Top 
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Dq ) (yI)N 

180 1 (do,d,)" 

Dq X J --)o- (Y X y)N 

donde en (yI)N tenemos la topología T~I y en (Y x y)N la topología T~XY' 

Es casi inmediato demostrar que (Y x y)N es homeomorfo a yN x yN. 

Sea a: (yN)I ~ (yI)N definida para toda f E (yI)N como a(f): N ~ (y)I con 

a(f)(n)(t) = f(t)(n) para todo n E N Y t E J. Sea un elemento de la subbase de T:1 , 

S(m~,(J,E)) donde E E Ey entonces se tiene que a-l(S(m~,(J,E))) = (J,S(m~,E)) 
que es un elemento de la subbase de Tea de (yN)I. Los otros elementos de la subbase de T:1 

son de la forma S( {p}, (K, U)) con (K, U) E T;~I Y a-1 (S( {p}, (K, U))) = (K, S( {p}, U)) 

que es un elemento de la subbase de Tea de (yNl y concluimos que a es continua. 

Además podemos definir 0-: (yI)N ~ (yN)I para toda 9 E (yI)N como 0-: J ~ yN 

con o-(g)(t)(n) = g(n)(t), para todo n E N y t E J. Por argumentos similares a los 

anteriores se demuestra que O- es continua. 

Se comprueba fácilmente que ao- = 'id(yI)N Y o-a = 'id(yN)I 

Así tenemos un diagrama en Top homeomorfo al anterior 

Dq ) (yN)I 

180 1 (do,d,) 

Dq x J --)o- yN X yN 

Dado que (do, dd es fibración en Top existe una elevación t: Dq x J ~ (yN)I que 

lo hace conmutativo. Componiendo con los homeomorfismos oportunos y aplicando la ley 

exponencial por el Teorema 1.3.1 obtenemos la elevación buscada para todo q 2: O. O 

Proposición 2.2.8 

Sea Y E Et, definimos s: Y ~ yI de modo que s(y): J ~ Y de forma que 

s(y)(t) = y, para todo y E Y, t E J. Entonces la factorización de la diagonal ~y como 

~y: Y s) yI (do,dt}) Y x Y es un objeto de caminos en Et según la definición de 

Quillen. 
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Demostración: 

Un objeto de caminos de Quillen~ como veremos en la Definición 3.1.4, es una facto­

rización de la diagonal como una equivalencia débil seguida de una fibración. Por tanto 

necesitamos demostrar que s es equivalencia débil exterior y (do, dI) E-fibración. Este 

último hecho se tiene por la proposición anterior, luego sólo queda probar que s es [­

equivalencia débil. 

Veamos que s es exterior. En primer lugar s es continua, probemos que es exter­

na. Dado U E EyI existe (J,E) e U, luego s-I((J,E)) = E e s-I(U) y como E E Ey, 

s-l(u) E Ty por la continuidad de s, se verifica que S-I(U) E Ey . 

Se tiene que dos = idy . Para ver que sdo :::::::.ídyI definimos G: yI x J -----,> yI tal que. 
E ' 

para todo (w, t) E yI X J, G(w, t) = Wt con Wt: J -----,> Y definida por Wt(t l
) = w(tt l

) para 

todo tI E J. Es claro que G es exterior, G(w, O) = w(O) = sdo(w) y G(w, 1) = w para todo 

w E Y I. Así s es equivalencia de homotopía exterior, luego E-equivalencia débil. O 

Teorema 2.2.9 

La relación de homotopía a derecha de Quillen en Et es la relación de homotopía 

exterior. 

Demostración: 

Recordenlos que para todo X, Y E Et, por el Teorema 1.3.5, tenemos la biyección 

Et(X x J~ Y) ~ Et(X, VI). Así, aplicando la Proposición 2.2.8, se tiene que la relación de 

homotopía a derecha de Quillen coincide con la relación de homotopía exterior. O 

Teorema de Whitehead para espacios exteriores 2.2.10 

Sean X, Y E Et N-complejos. Dada f: X -----,> Y aplicación exterior, se verifica que f 

es equivalencia débil exterior si y sólo si f es equivalencia de homotopía exterior. 

Demostración: 

Si f es equivalencia de homotopía exterior es claro que es equivalencia débil exterior. 

Para ver la otra implicación basta tener en cuenta la Proposición 2.2.9, recordar que 

todo N-complejo es cofibrante y fibrante y aplicar el Teorema 0.2.2, con lo que se tiene 

que una equivalencia débil exterior es equivalencia de homotopía exterior. O 
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Teorema de Whitehead propio 2.2.11 

Sean X, y: CW-complejos localmente finitos de dimensión finita y con una cantidad 

vacía o numerable de celdas en cada dimensión. Dada f: X --r Y propia se tiene que f 
es equivalencia débil exterior si y sólo si es equivalencia de homotopía propia. 

Demostración: 

Por el Teorema 2.2.4 X e Y tienen estructura de N-complejos con un número finito 

de N-celdas. Además f es exterior si en X y en Y tomamos las externologías de los 

com pacto-cerrados. 

Así aplicando el Teorema 2.2.10: f es equivalencia débil exterior si y sólo si es equi­

valencia de homotopía propia. O 

En la Proposición 2.2.7 probamos que para todo Y E Et, (do, dJ: y I --r y X Y es 

E-fibración. 

Dado X E Et, en general, 80 + 81 : X U X --r X x 1 no es E-cofibración. En el caso 

de que X sea N-complejo sí que podemos asegurarlo. 

Proposicin 2.2.12 

Sea X E Et N-complejo. Se verifica que 80 + 81 : X U X --r X x 1 es E-cofibración. 

Demostración: 

Si X es un N-complejo entonces X admite una filtración 0 = X -1 e "-Yo e )(1 e 
... e X n e ... e X de modo que X n se obtiene de X n - 1 mediante un push- out como el 

de la Definición 2.2.1. 

Entonces ..-Y x 1 admite una filtración 0 = (X X 1)-1 e (X x 1)0 x ... e (X x 1)n e 
... (..-Y x 1), tal que (X x 1)0 = X U ..-Y: (X x 1h se obtiene por el push-out 
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Si suponemos construido (X x I)n-1 ~ (X x {O}) U (Xn-2 X 1) U (X x {1}), (X x I)n 

se obtiene a partir de él mediante un push-out en Et 

U S~-l ~ 8( U 1)~-1 X 1) ~ (X x {O}) U (Xn - 2 X 1) U (X x {1}) 
AEAn - 1 AEAn - 1 -

1 ~ ¡;A 1 (Bo+llt)" 

U 1)1{ ~ U 1),,;-1 X 1 
1\ 1\ -~) (X X {O}) U (.Xn - 1 X 1) U (X x {1}) 

AEAn - 1 AEAn - 1 

donde (X x {O})u (Xn-1 x I)U (X x {1}) ~ (X x I)n. Se verifica que X x 1 = colim(X x I)n 

Como Et es categoría de modelos cerrada, si ~ 2A es E-cofibración y (80 + 81 )n el lado 

opuesto de un push-out, se tiene que también es E-cofibración para todo n ~ O. 

Dado que X x 1 = colim(X x I)n, se verifica que (80 + 81 ): X U X ---+ X x 1 es la 

inducida en el colímite por las E-cofibraciones (80 +81)n: XU.X ---+ (X x I)n' Repitiendo 

el argumento empleado en el Teorema 2.1.6 en la demostración del axioma de factorización 

tenemos que 80 + 81 es E-cofibración. O 

81 



Capítulo 3 

Sucesión exacta larga de homotopía asociada a un morfismo en una 

categoría de modelos cerrada 

En este capítulo se obtiene como resultado central una sucesión exacta larga de ho­

motopía asociada a un morfismo en una categoría de modelos cerrada C en la que el objeto 

inicial J y el final * no son isomorfos. Exigiremos que J ---7 * sea fibración. Así genera­

lizamos el desarrollo realizado por Quillen en [Q] para categorías basadas. 

La primera sección la dedicamos a las definiciones básicas: homotopía a izquierda. 

a derecha, objeto cilindro, objeto de caminos. Podemos observar que tanto Et como Etf~ 

son categorías de modelos cerradas no basadas. Si X, Y E Et, ¿,y N-complejo, entonces 

.. >( x 1 e yI definidos en el Capítulo 2 son ejemplos de objeto cilindro y objeto de caminos. 

respectivamente, en Et y con alguna modificación en EtN . 

En la segunda sección, consideramos A objeto cofibrante y B objeto fibrante en C 

con j, g: A ---7 B aplicaciones en C. Recordamos la definición de correspondencia entre 

homotopías a derecha e izquierda de j a g y el resultado que establece que el conjunto 

de clases de equivalencia de homotopías a izquierda de j a g y el conjunto de clases de 

equivalencia de homotopías a derecha de j a g son biyectivos. Los denotaremos como 

III (A, B; j, g) 

Consideramos A ~ J objeto cofibrante en C:J, A E (C:J )c, y B fibrante en C. 

B E CJ . Si jB: J ---7 B es el morfismo existente para todo objeto en C denotamos 

III (A, B; JBT A, JBT A) por III (A, B) = [A, Bh. El resultado más relevante de la sección es 

que el funtor [_ , -h : H o( (C:J )c) x H o(CJ ) ---7 Grp está determinado salvo iSOlTIOrfismo 

canónico y que existen 2.]: H 0(( C:J ) c ) ---7 H o( C), funtor suspensión, y n: H o ( C J) ---7 

H o(C:J), funtor lazo, de forma que tenemos los isomorfismos canónicos [2.]TA, B] ~ [A, Bh 

~ [TA,nB]:J donde Ho(C)(A,B) = [A,B] y Ho(C:J)(rA, rB) = [TA,TB]:J' 

Es posible definir otros funtores suspensión, 2.]L, tomando aproximaciones cofibrantes, 

y lazo, n R, tomando aproximaciones fibrantes. Estos funtores verifican que 2.]L es adjunto 

a izquierda de nR. Además, 2.]L coincide sobre objetos cofibrantes con 2.] y n R, sobre 

objetos fibrantes, con n del resultado anterior. A 2.] y n los llamaremos "de Quillen". 

En la última sección se consigue una sucesión exacta larga de homotopía de una 

fibración. Para ello partimos del hecho de que C:J es una categoría basada en la que 

podemos aplicar los resultados probados por Quillen. Definimos dos funtores. En primer 
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lugar ( )J: C ----t CJ que asigna a cada objeto B en C el pull-back de B --; * y J -; *. 
B x J, y a cada morfismo u E C(B, B') el morfismo u x idJ : B x J ----t B ' X J obtenido 

mediante la propiedad universal del pull-back. En segundo lugar V: CJ -. C que ;;olvida~~ 

la estructura sobre J. Probamos que V es adjunto a izquierda de ( )J así COlno los 

inducidos en las categorías localizadas. De esta forma obtenemos el resultado. 

Observaremos que en el caso de Top, si tomamos TOP0, los resultados que obtendremos 

aplicando los conseguidos en este capítulo son triviales. Sin embargo si A E Top, al tomar 

C = TopA y CJ = (TopA )idA' sí que obtenemos adecuados resultados y una sucesión 

asociada a un morfismo en TopA. 

3.1 Definiciones básicas. 

Observamos previamente que si J es el objeto inicial el push-out 

J )A 

1 1 
A--3>-AUJ A 

define la suma en C, que denotaremos A U A abreviadamente. 

Definición 3.1.1 Sean j, g: A = B aplicaciones C. Decimos que j es homótopa a 

izquierda de g, denotado j ~ 9 si existe un diagrama de la forma 

(1) 

donde (J es equivalencia débil y '\lA es la codiagonal '\l A = idA + idA. 

Es fácil advertir que, si * es el objeto final, el producto en C es el pull-back 

Bx*B--3>-B 

1 1 
B ) * 
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que escribirelnos B x B. 

De forma dual a la Definición 3.1.1 podemos construir la siguiente definición. 

Definición 3.1.2 Sean j, g: A = B aplicaciones en C. Decimos que j es homótopa a 

derecha a g, j :6 g, si existe un diagrama conmutativo de la forma 

(2) 

con s equivalencia débil y 6.B = (idB , idB) la diagonal. 

Nota 3.1.3 

En el caso de la categoría de modelos cerrada exterior en Et o en EtN 
1 se verifican las 

siguientes implicaciones: 

homótopa exterior ====? homótopa a derecha ====? homótopa a izquierda 

donde la última implicación procede de [Q; L1.Lema dual.5(i)] y del hecho de que todo 

objeto es fibrante tanto en Et como en EtN
. 

Si A es cofibrante, por ejemplo un N-complejo, por [Q; I.1.Lema 5(i)] "ser homótopa a 

izquierda" implica "ser homótopa a derecha" y coinciden las tres nociones, pero en general 

las ünplicaciones son estrictas. 

Definición 3.1.4 Dado A E Ob e entendemos por objeto cilindro de A, un objeto A x 1 

junto con una factorización de la codiagonal de A, V A, como AuA 0
0 +01

) A x 1 CT ) A 

tal que 80 + 81 es cofibración y (J" equivalencia débil. 

De forma dual podemos dar la definición siguiente: 

Definición 3.1.5 Dado B E Ob e entendemos que objeto de caminos de B, deno­

tado B l , a un objeto B l junto con una factoriazación de la diagonal de B, V B , como 

V B: B s ) B l (d
o

,d
1

)) B x B con s equivalencia débil y (do, d1 ) fibración. 

Definición 3.1.6 Sean j, g: A ==: B aplicaciones en C. Entendemos por homotopía a 

'izquierda de j a g un diagrama como (1) donde 80 + 81 es cofibración. El objeto A es, por 

tanto, un objeto cilindro para A. 
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Definición 3.1.7 Sean j, g: A =: B aplicaciones en C. Entendemos por homotopía a 

derecha de j a 9 donde un diagrama como (2) donde (do, d1) es fibración. El objeto 53 es 

así un objeto de caminos para B. 

Notas 3.1.8 

(a) El objeto cilindro de A, A x 1, no es en general el producto del objeto A por el 

objeto 1, ni _ x 1 tiene carácter funtorial. Tampoco es único. 

(b) Un ejemplo de objeto cilindro en Et es, para X N-complejo, el producto 

por el intervalo unidad, .X xl, Y la factoriazación de la codiagonal 
\/x: XUX 80 +81 ) X x 1 prl ) X. 

Este hecho es sencillo de probar ya que por la Proposición 2.2.12 00 + 01 es E­

cofibración y pr1 es E-equivalencia débil pues es una equivalencia de homotopía exterior. 

Veamos esto último. 

En primer lugar se tiene que pr100 = idx. En segundo lugar existe H: X x 1 x 1 --+ 

X x 1 homotopía exterior, definida como H ( (x, t), s) = (x, st) para todo ((x, t), s) E 

)( x 1 x 1 que verifica que H((x, t), O) = (x, O) = 00Pr1(X, t) y H((x, t), 1) = (x, t), luego 

00Pr1 ~ idxxI . 

(c) En la categoría EtN , dado un objeto (X,jx),¿,Y N-complejo, sería el objeto j¿y 

obtenido por el push-out 

Jx xid¡ 
NxI~)(xI 

lpr1 
j- 1 

x 
N---.;;;..-) X 

y la factorización de la codiagonal anterior, que está en EtN , por los mismos argumentos 

empleados en la nota (b) y por cómo se definen las cofibraciones y equivalencias débiles en 

EtN . 

(d) Sabemos que, por la Proposición 2.2.8, y I es un objeto de caminos para Y en 

Et. Dado (Y, jy) E EtN , tomamos Y 1 el espacio de la Definición 2.2.5. Podemos definir 

jy ¡ : N ~ Y 1 , que asigna a cada n EN, el camino constante en jy (n). Esta aplicación es 

exterior como probaremos posteriormente en la Proposición 4.1.7. La factorización de la 

diagonal de la Proposición 2.2.8 es un objeto de caminos para (Y, jy) E EtN . Este hecho 

se deduce de la propia Proposición 2.2.8 y de cómo han sido definidas las fibraciones y 

equivalencias débiles en EtN • 
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Recordemos un resultado de Quillen [Q; Ll.Lema 3] que nos será necesario. 

Lema 3.1.9 

Sea A cofibrante y sean A x J y A x l' dos objetos cilindro para A. El resultado de 

pegar A x J a A x J' mediante la identificación alA = abA definido precisamente como el 

objeto A en el diagrama push-out siguiente 

a' 
A 

o 
33 A. X J' 

1
81 

in! 

tin
, 

A X J ) A 

es también un objeto cilindro A x J" para A, con a~ = 'Ín100, of = 'Ín20~, (j"zn1 = (j y 

(j" zn2 = (j'. 

3.2 Los funtores suspensión y lazo. 

Sea A E e cofibrante y B E e fibrante. Sean j, g: A =: B aplicaciones en e para el 

resto de la sección. 

Definición 3.2.1 Sean h: A x J ---+ B Y h': A x J' ---+ B dos homotopías a izquierda de 

j ag. Por una homotopía a izquierda de h a h' entendemos un diagrama 

A x J U A X J' h+h') 

AUlA ,''---1.':+11 t 
0-+0- ~ IH 

A ( r A x J 

con jo + 11 una cofibración y T una equivalencia débil. 

Aquí A x J U A X J' es el push-out de las aplicaciones 00 + al: A U A ---+ A x J y 
AuA 

ob + oi: A U A ---+ A X J'. 

Decimos que h es homótopa a izquierda de h' denotado por h ~ h' si tal homotopía 

existe. 
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Nota 3.2.2 

Como en la Definición 3.1.4 el símbolo A x J denotará un objeto en e ~ junto con la 

cofibración jo + 11 y la equivalencia débil T. También A x J no es, en general~ el producto 

del objeto A por el objeto J. 

Definición 3.2.3 Sean k: A ---+ B I , k': A ---+ B I
' dos homotopías a derecha de f a g. 

Entendemos por homotopía derecha de k a k' un diagrama de la forma: 

con (,0,,1) fibración, S equivalencia débil y El x B x B El' el pull-back de El (do ,dI)) B x E 

E l' (d~,d~) B B y ) x . 

Decimos que k es homótopa a derecha de k' y lo denotamos k ~ k' si tal homotopía K 

existe. 

Definición 3.2.4 Seah: AxI ---+ B una homotopía a izquierda de f a 9 y sea k: A ---+ B I 

una homotopía a derecha de f ag. Por una correspondencia entre h y k entendemos una 

aplicación H: A x 1 ---+ El tal que Hoo = k, H01 = sg, doH = h Y d1 H = gO". 

Decimos que h y k se corresponden si tal correspondencia existe. 

Se emplearán diagramas como los siguientes para h, k y H, respectivaluente 

~g 9[]9 
h 

k k H 3g 
f 9 

·f f h 9 

Recordemos algunas definiciones y resultados de [Q; 1.2] que pueden ser útiles. 
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Lema 3.2.5 

Dado A x] y una homotopía a derecha k: A ---+ B l existe una hOlllotopía a izquierda 

h: A x ] ---+ B que se corresponde con k. 

El resultado dual tambin se verifica. 

Corolario 3.2.6 

"Ser homomótopa a izquierda" es una relación de equivalencia en las clases de homo­

topías a izquierda de j a g, y las clases de equivalencia forman un conjunto IIi (A, B; j, g). 

Dualmente las clases de homotopía a derecha forman un conjunto IIt(A, B; j, g). 

La correspondencia establece una biyección: 

IIt (A, B; j, g) ~ II~(A, B; 1, g) 

Como consecuencia de este corolario escribiremos IIl(A, B; j, g) tanto para el conjunto 

de clases de homotopía a izquierda como para el conjunto de clases de homotopía a derecha 

de j ag. 

Lema 3.2.7 

Dadas i: Al ---+ A y j: B ---+ B I el diagrama siguiente conmuta 

.* 
III (A, B; j, g) 1,) III (A, B: ji, gi) 

tj
• tj

• 

IIl(A, BI;jj,jg) ~ IIl(A, B;jji,jgi) 

Definición 3.2.8 Sean h, j2, j3 E C(A, B), sea h: A x] ---+ B una homotopía a izquierda 

de JI a j2 y sea hl: A x l' ---+ B una homotopía a izquierda de j2 a j3. Por composición de 

h y h l
, denotada h . h l

, entendemos una homotopía h": A x ]" ---+ B dada por h" inl = h 

h"in2 = h l
, donde A x]" es el objeto cilindro construido en el Lema 3.1.9. 

Definición 3.2.9 Si j, 9 E C(A, B) y h: A x ] ---+ B es una homotopía a izquierda de j a 

g, entonces por la inversa de h, denotada por h- l , entendemos una homotopía a izquierda 

h- l : A x l' ---+ B de 9 a j donde A X]I es el objeto cilindro para A dado por A x l' = A x] 

y ab = al, a~ = 80 , al = a y h -1 = h. 
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Se suelen utilizar las siguientes gráficas para h . h' Y h -1: respectivamente 

h 9 • 

La composición y la inversa para homotopías a derecha se definen de forma dual y se 

expresan mediante gráficos como los anteriores pero con líneas verticales. 

h' f 

h 9 

Proposición 3.2.10 

La composición de homotopías a izquierda induce aplicaciones de la forma 

l1i(A,B;!l,f2) x l1i(A,B;f2,f3) ~ l1i(A,B;fl,f3) Y similarmente para homotopías 

a derecha. 

La composición de homotopías a derecha y a izquierda es compatible con la biyección 

del Corolario 3.2.6. 

Finalmente la categoría cuyos objetos son de la forma e(A, B) y cuyos morfismos están 

definidos como elementos de l11 (A, B; f, g), considerando la composición de homotopías es 

un grupoide; la inversa de un elemento de l11 (A, B; f,g), representado por un cierto h, es 

el representado por h -1. 

Ahora vamos a definir la noción de fibra de una aplicación f: X ~ Y Y la de cofibra 

de f, aunque esta última más restringida. 

Definición 3.2.11 Sea f: X ~ Y morfismo en e, definimos la fibra de f, F, como el 

pull-back en e 
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Ahora recordemos que si J es el objeto inicial en e, entendemos por categoría sobre 

J, e.:J, a aquella cuyos objetos son morfismos rx: X ---t J en e y cuyos morfismos son 

diagramas conmutativos en e, f, de la forma 

f ..-y-----.,;.-) y 

:;~ ~ 
J 

Podemos definir un funtor D: e.:J ---t e que a cada objeto en e.:J, TX, le asigna su 

dominio D(rx) = X Y a cada morfismo f, D(f) = f. 

Se tiene que por la Proposición 0.1.12 e induce en e.:J una estructura de categoría de 

modelos cerrada. Recordemos que f es fibración en e.:J si y sólo si D(f) = f es fibración en 

e. De forma similar f es cofibración (resp. equivalencia débil) en e.:J si y sólo si D(f) = f 
es cofibración (resp. equivalencia débil) en e. 

Definición 3.2.12 Sea f: X ---t Y morfismo en e y sea rx: X ---t J un objeto en e.:J. 
Definimos la ca fibra de f respecto a r x, e, como el push-out en e 

rx 
X---~) J 

11 1 
J ----.,;.- y Ux Y = e 

Sea r A: A ---t J objeto cofibrante en e.:J, esto es J ~ A cofibración en e. Sea B 

objeto fibrante en e, es decir B ---t * fibración en e. Entonces escribiremos 

IIl(A,B; jErA, jErA) como IIl(A,B). El conjunto II1(A,B) es un grupo por laProposi­

ción 3.2.10. 

Lo denotamos por [A, Bh. 
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Teorema 3.2.13 

Dada C, existe un funtor H o ( (C.7 ) e) op X H o( C f) ~ Grp que asigna a cada par 

(r A, E) el grupo [A, Eh, que está determinado salvo isomorfismo canónico. 

Además existen dos funtores ~: H o(C:r)c ~ H o(C) y D: H o(Cf) 

denominados suspensión y lazo, respectivamente, y unos isomorfismos canónicos 

de funtores Ho((C:r)c)OP x Ho(C) ~ Set, donde [A, E] = Ho(C)(A, E) y [rA,'1'E]:r 

H o(C:r )('1' A, rE). 

Aquí denotamos por (C:r)c la subcategoría plena de C:r determinada por los objetos 

cofibrantes en C:r y por Cf la sub categoría plena de C determinada por los objetos fibrantes 

en C. 

Demostración: 

Dado rA E (C:r )c, sea A x 1 un objeto cilindro para A fijo, esto es, una factorización 

de la codiagonal \lA como A U A 0
0 +(1

) A x 1 (j) A con 00 + 01 cofibración y (J" 

equivalencia débil. Sea ~'1' A la cofibra de 00 + 01 obtenida por el push-out en C 

(1) 

Observamos que existe r~A: ~A ~ J sin más que aplicar la propiedad universal del 

push-out a id:r Y a r AxI, donde r AxI = '1'A(J". Así r~A E C:r. 

Otra forma de ver este hecho es tener en cuenta que C:r es categoría de modelos 

cerrada y que por tanto existen push-outs, pero es útil conocer las relaciones entre las 

aplicaciones r de cada objeto. 

Además j~A es cofibración por ser el lado opuesto de la cofibración 00 + 01 en un 

push-out en la categoría de modelos cerrada C. Así ~:Ho((C:r)c) ~ Ho(Cc)' 

Definiremos una biyección p: n(C)(~'1' A, E) ~ nI (A, E) que es transformación 

natural de funtores en S et. 
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Sea ep: ~T A --+ B un morfismo y sea p( ep) el elemento de II 1 (A, B) representado por 

ep7r: A x 1 --+ B. Esto es así porque ep7r80 = :pj'2:,AT A = JET A Y ep7r81 = epj'2:,AT A = 
JET A, al aplicar sucesivamente la conmutatividad del diagrama (1) y que ep es un morfismo 

en C. 

Sean ep, epI E C(~T A, B) tales que existe una homotopía a derecha h: ~TA --+ B l de 

ep a epI. Por ser ep/
7r una homotopía a izquierda de JET A en sí mismo y por el Lema 3.2.5, 

existe una correspondencia H que determina una homotopía a derecha k como se indica 

en el siguiente diagrama 

j T (J 
'BA 

k H s}B 7A 
\(J1r 

sj 7' ·BA h7f s}B~4 

y7f 

De esta manera demostramos que sjBT A . k y ep7r se corresponden, así como ep/
7r se 

corresponde con k. Como sjBTA' k y k representan el mismo elemento de II1(A,B), 

también ep7r y ep/
7r. Por tanto p(ep) = p(epl) Y concluimos que p está bien definida. 

Para ver que p es sobre, sea huna homotopía a izquierda de JBT A en sí mismo. 

Entonces se verifica que h(80 + 81 ) = JET A + JBT A. Aplicando la propiedad universal del 

push-out (1) a h y a jE, existe una única ep: ~T A --+ B con ep7r = h y cpj'2:,A = jE con lo 

que p(ep) = h Y que ep E II(C)(~T A, B). 

Para finalizar supongamos que p( ep) = p( epI). Emplearemos A x J obtenido aplicando 

la Definicin 3.2.1. Por el diagrama 

A 1 U A 
,P(cp)+P(cp/)B 

X AuA Xl· )' 

lu+~ IR 
A< T AxJ 

existe una homotopía a izquierda H de ep7r a ep/
7r. Sea H ' : A x J --+ B dada por HIjo = 

H ' JI = ep7r Y sea ](: A x J --+ B l la elevación en el diagrama conmutativo 
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que existe por ser (do, d1) fibración y jo cofibración trivial por [Q; I.2.Lema 2]. La elevación 

1( verifica que (do, dl)K = (H, H ' ) Y que Kjo = Sep1r. Entonces Kjl: A x ] ~ B l es 

una homotopía a derecha de cp/7r a ep7r porque doKh = Hjl = ep/7r Y d1Kh = H'h = ep7r. 

Además como el cuadrado 

es conmutativo se tiene que Kjo(80 +81) = Kh(80 +81) Y Kjo(80 +81) = sep7r(80 +81) = 

sepj'E,A(r A + r A) = sjB(r A + r A) = JBI (r A + rA). Aplicando la propiedad universal del 

push-out de (1) a Kjl y a JBI existe una única K: 2:A ~ B l verificando que K7r = Kjl 

Y Kj'E,A = jBI. Se tiene que doK7r = doKjl = ep/7r Y d1K7r = d1Kjl = ep7r Y K es una 

homotopía a derecha de ep' a ep. Esto demuestra que p es inyectiva. 

Dado otro objeto cilindro para A, A x ]1, podemos demostrar, siguiendo los mismos 

razonamientos, que también II(C)(2:'r A, B) ~ III (A, B), donde 2:'r A es la cofibra de 

ab +8~:AuA ~ A x ]'. Por tanto tenemos que II(C)(2:'rA,B) ~ II(C)(2:rA,B) para 

todo B E CJ . Así desaparece la ambigüedad en la definición de 2:: Ho((C:r)c) ~ Ho(C) 

pues 2:' rAes equivalente débil a 2:r A. 

Dualmente si escogemos un objeto de caminos para B, B l junto con una factorización 

de la diagonal D..B como B s) B l (do,dI)) B x B con s equivalencia débil, (do, d1) 

fibración, definimos D.B como el morfismo rnB en el pull-back en C que define la fibra de 

(do, d1) según la Definición 3.2.11 

(2) 

Dado que (do, dl) es fibración en C, rnB lo es por ser alIado opuesto en un pull-back 

en C. En la categoría C:r el objeto cero es id:r, por tanto rnB es un objeto fibrante en 
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C:r. De esta forma el funtor sería D: H o( C f) ----+ H o ( (C:r ) f ). Existe una cierta ambigedad 

debido a que hay que escoger un objeto de caminos pero podrá despejarse a posteriori. 

Podemos definir una biyección para cualquier TA E (C:r )c, p: II(C:r )(1' A, DE) ---t 

III (A, E) que es transformación natural de funtores en Set de la siguiente manera. Sea 

:p E II (C:r ) (1' A, DE), ep: l' A ----+ DE, entonces p( ep) = prp con p la aplicación de (2) y 

rp=V(ep). 

En primer lugar prp E III(A, E) pues doprp = dIPrp = jBTnBrp = JBT A. Si <p, <pI E 

C:r(T A, DE) y h: l' A x idJ ----+ TOB es una homotopía a izquierda de <p a epI, tomando 

V (h) = h: A x 1 ----+ DE tenemos que es una homotopía a izquierda de V ( <p) = rp a 

D( <pI) = rpl. 

Tenemos que prpl es una homotopía a derecha de JBT A a jT A y, por el Lema dual 3.2.5. 

existe una correspondencia H que determina una homotopía a izquierda de 9 como en el 

diagrama 

7 T a 
'B A 

j r a 
'BA 

P<P ph I p<p' H sjB7A 

J rO' BA 
9 

que pone de manifiesto que prp se corresponde con j BT A a . 9 y que prpl se corresponde con 

g. Como JBT A . 9 Y 9 representan el mismo elemento de III(A, E),prp y prpl también. Así 

p( <p) = p( rpl) Y podemos concluir que p está bien definida. 

Para ver que p es sobre, sea k homotopía a derecha de JBT A a JBT A, esto es, dok = 

dIk = JBT A· Así se puede aplicar la propiedad universal del pull-back (2) a k y aTA. 

De esta forma existe una única rp: A ----+ DE con TnBrp = r A, luego rp = V(<p) con 

:p: l' A ----+ DE y prp = k. Así p( <p) = k. 

Veamos que pes inyectiva. Sean ep, epI E C:r(T A, DE) con p(<p) = p(<pl). Entonces existe 

una homotopía a derecha K: A ----+ E J dada por 80K = pV( <p) = prp y 81K = pV( <pI) = prpl 

Y tal que K hace conmutativo un diagrama dual del de la Definición 3.2.1 
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s 

t:~ 1(',8) 
I (p(<p),p(<pl)) l l 
A ~B XBxBB 

donde 8 es equivalencia débil y 80 + 81 fibración. Además B I x BxB B I pull-back en C de 

(do, dl ): BI ---+ B x B y de esta misma aplicación. 

Sea K': A ---+ B J dada por 80 K' = 81K I = p<p y sea H: A x 1 ---+ B J elevación en el 

diagrama 

K+KI 
AuA~BJ 

! 80+8
1 160 

p<pO' 
AxI~BI 

que existe por ser 80 fibración trivial por [Q; 1.2 Lema 2] y 80 + 81 cofibración por la 

definición de objeto cilindro. La elevación H verifica que 80 H = p<p(j y H(80 + 81 ) = 
K + K ' . Se tiene que 81H: A x 1 ---). B I es una homotopía a izquierda de p<pl a 

p<p pues 81H(80 + 8d = 8l (K + K') = 81K + 81K' = p<pl + p<p. Además se veri­

fica que (do,dl )81H = (do,dl )80H = (do,dl)p<P(j = (jB,jB)rnB<P(j = (jB,jB)rAxI 

(jBr Axl, jBrAxl). 

Por ello se puede aplicar la propiedad universal del pull-back (2) a las aplicaciones 81 H 

Y r A x l Y de esta forma existe una única H: A x 1 ---+ DB homotopía a izquierda verificando 

que piÍ = 81H y rnBiÍ = r Axl, es decir, iÍ = D(H) con H: r Axl ---+ DB homotopía a 

izquierda en C:r. Además piÍ80 = 81H80 = 81K = p<pl Y pH8l = 81H8l = 81K I = p<p, 

luego H es homotopía a izquierda de <pI a <p en C y H es homotopía a izquierda de <pI a 

<p en C:r. 

Hemos probado que dado un objeto de caminos para B E e¡, B I y la correspondiente 

factorización~ y para todo rA E (C:r)c se verifica que II(C:r)(rA,DB) ~ IIl(A,B). Si 

tomamos otro objeto de caminos para B, B I' , junto con otra factorización de ~B como 
I (dI dI) 

B s ) B I o' 1 ) B x B con SI equivalencia débil y (db, d~) cofibración, por los mismos 

razonamientos llegamos a que II(C:r)(rA,D'B) ~ IIl(A,B), donde por D'B denotamos de 

cofibra de (db, d~): B I ---). B x B. Por ello podemos concluir que DB es equivalente débil 

a DI B Y no existe ambigüedad en la definición del funtor lazo 0,: H o( C ¡) ---+ H o( (C:r ) ¡ ). 

Tenemos así que II(C:r)(rA,DB) ~ IIl(A,B) ~ II(C)(~rA,B). 
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El Lema 3.2.6 demuestra que (T A, E) ---+ Ih (A, E) es un funtor 

111:(CJ)~P x C¡'---+ GTp. Combinando [Q; I.l.Teorema 1]' las biyecciones que acabamos 

de probar, junto con [Q; Ll.Corolario 1] se tiene que este funtor induce otro funtor 

111 : H o( (C,:r)c) op x H o(Cf ) ---+ GTp que por el mIsmo resultado 

[Q; Ll.Teorema 1] puede extenderse a un funtor (T A, E) ---+ [A, Eh, de la siguiente 

lnanera tr1 : H o(CJ )OP x H o e ---+ GTp, no de forma única, pero sí salvo isomorfismos 

canónicos. 

Por el citado teorema y su corolario el bifuntor [_ , _ h es representable en las dos 

variables. O 

Notas 3.2.14 

(a) Es necesario realizar algunas precisiones respecto a los funtores suspensión y lazo. 

Por un lado tenemos el funtor lazo de Quillen D: H o(Cf) ---+ H o(CJ ) y suspensión de 

Quillen ~: H o( (CJ )c) ---+ H o(C) definidos en el Teorema 3.2.13. 

Por otro, también existen otros funtores lazo y suspensión, veámoslo. Sea el funtor 

L:CJ ---+ Ho((CJ)c) definido como sigue. Para TX E CJ,LTx = TX', aproximación 
j q 

cofibrante de TX obtenida al factorizar jrx: idJ ---+ TX como idJ ) TX' ) TX 

con j cofibración y q fibración trivial por CM4(b). Dado un morfismo 1: TX ---+ Ty en C, 

L f = l' donde l' se obtiene en el diagrama 

TX,~TX 

17' 17 
ry'~Ty 

donde ~ denota una equivalencia débil. 

Además tenemos otro funtor R: C ---+ H o( C f) que a todo Y E C le asigna RY = Y, 
aproximación fibrante de Y, obtenida en la factorización de Y ---+ * como una cofibración 

trivial i seguida de una fibración p, Y ) Y p ) *, por CM4( a). 

Para un morfismo en C, f: )( ---+ Y, Rf = f el inducido por f entre aproximaciones 

fibrantes según el diagrama siguiente 
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Entonces podemos definir ~: H o(C:¡ )e) ~ H o(C) y n: H o(Cf) ----7 H o(C:¡) como 

en el teorema que acabamos de demostrar y considerar la composición de funtores ~L 

C:¡ L) H o( (Cf )e) ~) H o (C), y luego tomar el derivado total a izquierda de ~L 
que denotaremos ~L, ~L: H o(C:¡) ~ H o(C). 

De igual manera podemos tomar la siguiente composición de funtores 

nR: C ~ H o( C f) ~ H o( C:¡) y luego el derivado total a derecha que escribiremos 

nR: H o(C) ~ H o(C:¡). 

~L 

Así tenemos H o(C:¡) ~ H o(C) y los siguientes isomorfismos: 
f--

nR 

HO(C)(~LrA,B) ~ Ho(C)(~LrA,B) ~ Ho(C)(~LrA,RB) ~ 
(1) (2) (3) 

~ II(C)(~Lr A, RB) ~ II(C:¡ )(Lr A, nRB) ~ H o(C:¡ )(Lr A, nRB) ~ 
(3) (4) (5) (6) 

~ H o(C:¡ )(r A, nRB) ~ H o(C:¡ )(r A, nR B). 
(6) (7) 

Aquí (1) y (7) son consecuencia de la definición de derivado total a izquierda y derivado 

total a derecha. Los isomorfismos (2) y (6) son una aplicación de la equivalencia de cate­

gorías Ho(C) Ho(C f ), Ho(Ce), (3) y (5) proceden de [Q; I.l.Teorema 1] y (4) es resultado 

del teorema que acabamos de demostrar. 

Con todo esto podemos afirmar que ~L es adjunto a izquierda de nR canónicamente. 

(b) Si restringimos ~L a los objetos fibrantes y cofibrantes sobre J, entonces 

HO(C)(~Lrx, Y) ~ Ho(C)(~rx, Y) ~ Ho(C)(rx, nRY) ~ II(C:¡)(rx, nY) 

y tomando el funtor suspensión de Quillen ~: H o(C:¡)e ~ H o(C) 

II(C)(~rx, Y) ~ II(C:¡ )(rx, nY) 

Luego el funtor ~L y ~ coinciden en los objetos fibrantes y cofibrantes. 

Por un razonamiento similar si nR se restringe a Cef coincide con el funtor lazo de 

Quillen. 

(c) Para todo rx E C:¡, ~n rxn 2: 1 es un objeto cogrupo (respectivamente para 

todo X E C, nn X n 2: 1 es un objeto grupo) en H o(C:¡), que es conmutativo para n 2: 2. 

(d) Dada la categoría de modelos cerrada C = ft N , tenemos que su objeto inicial es 

N ~ N que no es isomorfo al objeto final N ~ *. Por tanto podemos aplicar los resultados 

obtenidos considerando C:¡ = (ftN)'idN 

97 



3.3 Sucesión exacta larga de homotopía de una sucesión fibrada. 

En esta sección exigiremos que J ~ * sea fibración. 

Consideremos la categoría C.:J a la que nos referimos en el apartado anterior. Ob­

servamos que para cualquier objeto en C.:J, r A: A ~ J se puede construir el diagrama 

conmutativo 

donde jA existe y es único por ser J objeto inicial en C. Por ello id.:J es el objeto cero en 

la categoría C.:J (es inicial y final). Con ello es posible aplicar los resultados de Quillen~ 

[Q; 1.2], para categorías punteadas acerca de los funtores suspensión, lazo y de la 

existencia de sucesiones exactas largas de homotopía de una secuencia fibrada y cofibrada~ 

propiedades de éstas, etc. 

Definamos ahora un funtor ( ).:J: C ~ C.:J que a todo B E Ob C le asigna (B).:J = 

rBx.:J = pr 2: B x J ~ J, rBx.:J E Ob C.:J, obtenido mediante el pull-back en C 

(1) 

y a cada morfismo u: B ~ B' en C le hace corresponder el diagrama conmutativo u 

uxid:J 
B x J ) B ' X J 

~~ 
J 

Aquí u x id.:J se obtiene de forma única al aplicar la propiedad universal del pull-back 

(1) para B ' a Uprl Y pr2. Se tiene que ( ).:J es covariante. 

En la sección anterior definimos un funtor V: C.:J ~ C. 
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Proposición 3.3.1 

El funtor D es adjunto a izquierda del funtor ( ).:J. 

Demostración: 

Es preciso probar que para todo r.1 E Ob C.:J y B E Ob C se tiene la siguiente biyección: 

En primer lugar definamos una aplicación <p:C(D(r.1),B) ~ C.:J(r.1, (B).:J) para 

todo u E C (D(r A), B) como <p(u) = U el diagrama conmutativo 

donde (u, r A) se obtiene de forma única al aplicar la propiedad universal del pull-back (1). 

En segundo lugar definimos 'l/J:C.:J(rA,(B).:J) ~ C(D(r.1),B) que a cada diagrama 

J E C.:J (r A, (B).:J) 

f A ------"...) B x .:J 
'" / 
r~ /~r2 

.:J 

le asigna 'l/J(J) = prl!· 

Ahora para todo u E e (D(r A), B) se tiene que 'l/J<p( u) = 'l/J(u) = prl (u, r A) = 'u y para 

todo f E C.:J (r A, (B).:J) , <p'l/J(J) = <P(prl!), donde <p(prl!) es el diagrama conmutativo 

Pero en el diagrama J se verificaba que pr2 ! = r A, luego (prl!, r A) = (prl!, pr2!) Y 

se tiene que <p'l/J(!) = f. O 
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Teorema 3.3.2 

Los funtores V: C3 ---!o C y ( )3: C ---!o C3 inducen en las categorías H o(C) y 

H o(C3 ) funtores V L : H o(C3 ) ---!o H o(C) y ( )-:J: H o(C) ---!o H o(C3 ), con V L derivado a 

izquierda de V y ( )-:J derivado a derecha de ( )3, verificando que V L es canónicamente 

adjunto a izquierda de ( )-:J. 

Demostración: 

Basta aplicar el Teorema 0.3.5 para lo que es preciso probar que V preserva cofibra­

ciones y lleva equivalencias débiles entre cofibrantes en C 3 a equivalencias débiles en C. 

Además también es necesario demostrar que ( )3 preserva fibraciones y lleva equivalencias 

débiles entre fibrantes en C a equivalencias débiles en C 3' 

Veamos que ( )3 preserva fibraciones. Sea p: E ---!o B fibración en C, entonces 

(p )3: (E)3 ---!o (B)3 será fibración si y sólo si tiene la propiedad de elevación de homotopía 

respecto a las cofibraciones triviales en C3 , por ser C3 categoría de modelos cerrada. 

Dado un diagrama conmutativo en C 3 

(2) 

Como el funtor V es adjunto a izquierda de ( ) 3 podemos encontrar un único diagrama 

conmutativo en C aplicando la biyección 'IjJ de la proposición anterior: 

Aquí p es fibración y Vei) es cofibración trivial en C por como están definidas las 

cofibraciones triviales en C3' Por tanto existe una elevación h': B ---!o E con ph' = 'IjJ(g) y 

h'D(i) = 'IjJ(f). 

Tomamos como elevación en (2) h = i.p(h'): rB ---!o (E)3 Y es claro que (p)3(h) = 
(p)3i.p(h') = i.p'IjJ((p)3i.p(h')) = i.p(ph') = i.p('IjJ(g)) = g y h'i = i.p(h')'i = i.p'IjJ(i.p(h')'i) = 
cp( h'V('i)) = i.p'IjJ(f) = f. Aquí i.p es la biyección de la proposición previa y 'IjJ su inversa. 
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Demostremos que ( ):J conserva equivalencias débiles entre fibrantes. Sea f:..-Y -'t Y 

equivalencia débil entre fibrantes en C. Entonces (f):J es el diagrama conmutativo 

Primero observemos que afirmar que (f):J es equivalencia débil en C:J es equiva­

lente, por como están definidas las equivalencias en C:J ,a que f x id:J sea equivalencia 

débil en C. Aplicando el Lema 0.1.16 es lo mismo que probar que para todo A E C , 

(f x id)*: Ho(C)(A,X x:1) -'t Ho(C)(A, Y x:1) sea isomorfismo. Sea Al la aproxÍlnación 

cofibrante de A obtenida como en la Nota 3.2.14.(a). Entonces el diagrama siguiente 

conmuta. 

H o(C)(A, X x :1) (fxid)*) H o(C)(A, y x .:1) 

Ho(C)(AI,X x:1) (fxid)*) Ho(C)(AI, Y x :1) 

Recordemos que X x :1 es el pull-back: 

Tenemos que por hipótesis X es fibrante, luego c*:..-Y -'t * es fibración. Como 

r x x:J = pr2:"-Y x :1 -'t :1 es es su lado opuesto en el pull-back anterior es también 

fibración. 

También c*: :1 -'t * es fibración, pues así lo exigimos. 

Por tanto c*rXx:J: X x :1 -'t :1 -'t * es fibración y ..-Y x :1 objeto fibrante en C. 

Análogamente Y x :1. 

Ahora bien como Al es cofibrante, X x :1, y x :1 fibrantes en C aplicando 

[Q; L1.Corolario 1] se tiene que los siguientes isomorfismos: 

101 



I1(C)(A',X x J) ~ Ho(C)(A',X x J) I1(C)(A', y x J) ~ Ho(C)(A'~ Y x J) 

Podemos construir el diagrama conmutativo: 

Ho(C)(A',X x J) 
(jxid)* 

Ho(C)(A', Y x J) ) 

11 ~ 11 ~ 

I1(C)(A',X x J) I1(C) (A' , y x J) 

(*) 11 ~ (*) 11 ~ 

I1(C)(A', X) x I1(C)(A', J) ¡* xid* I1(C)(A', Y) x I1(C)(A', J) ) 

Aquí los isomorfismos (*) se tienen por un resultado que demostraremos posterior­

lTIente. Haciendo uso de este diagrama, como f* es isomorfismo por hipótesis, f* x id* 

también luego por conmutatividad (f x id)* lo es, y de esta forma f x id es equivalencia 

débil en C, que es lo mismo que afirmar que (f).:r es equivalencia débil en C.:r. 

Para probar que V preserva cofibraciones y equivalencias débiles entre cofibrantes 

basta recordar cómo se definen las cofibraciones, fibraciones y equivalencias débiles en C.:r 

y es inmediato. 

De esta forma quedan probadas las hipótesis del Teorema 0.3.5. O 

Ha quedado pendiente el lema siguiente. 

Lema 3.3.3 

Si A E Ce Y X E C¡, entonces se verifica que II(C)(A,X x J) es isomorfo a 

II(C)(A, X) x II(C)(A, J). 

Demostración: 

Definamos el isomorfismo como parece más lógico, (prl x pr2)*: II(C)(A, X x J) ~ 

II(C)(A, X) x II(C)(A, J). La aplicación (prl x pr2)* está bien definida pues si f ~ 9 por 

una homotopía a izquierda h, entonces prlf,.L prlg Y pr2g ~ pr2g tomando las homotopías 

a izquierda pr1h Y pr2h, respectivamente. 
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Para ver que (pr1 x pr2)* es sobre sean [JI] E II(C)(A, X) y [J2] E II(C)(A, J) y sean 

JI y J2 dos representantes de [JI] y [J2] respectivamente. Aplicando la propiedad universal 

del pull-back 

(3) 

a JI: A ---+ X Y J2: A ---+ J, pues k' JI = kJ2, se tiene que existe una única J: A ---+ X x J 

con pr1J = JI y pr1J = J2. 

Ahora para probar que (pr1 x pr2)* es inyectiva sean [J] y [g] en II(C)(A,){ x J) 

tales que (pr1 x pr2)*[J] = (pr1 x pr2)*[g] así pr1J ~pr1g, esto es existe una homotopía a 

izquierda,h, de pr1J a pr1g como en el diagrama conmutativo 

con (J equivalencia débil y 00 + 01 cofibración. También pr2J ~ pr2g, esto es, existe una 

homotopía a izquierda, h', de pr2 J a pr2g como en el diagrama 

con (J' equivalencia débil y ob + o~ : A U A ---+ A x J cofibración. 

Como A es cofibrante, X y J fibrantes, se verifica que Ho(C)(A,X) ~ II(C) (A, X) 

y que Ho(C)(A,J) ~ II(C)(A,J). Además en Ho(C), como vimos en el Teorema 3.1.13, 

A x J es lo mismo que A x J'. Así podemos tomar A x J en la homotopía a izquierda 

h'. Ahora, aplicando la propiedad universal del pull-back X x J (3) a h: A x J ---+ X Y 

a h': A x J ---+ J pues kh = kh', existe una única homotopía H: A x J ---+ X x J con 

pr1H = h Y pr2H = h' y verificando que hace conmutativo el diagrama 
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Además pr1H(8o+81 ) = prlf+prlg Y pr2H (8o+81 ) = pr2f+pr2g, luego H(8o+81 ) = 

f+g. O 

Recordemos que en la Definición 3.2.11 dimos la noción de fibra de un morfismo 

cualquiera en C. Dada una fibración en C,p: E ---+ B, entenderemos por fibra de p, F, el 

mismo concepto. 

Definición 3.3.4 Dada una fibración en C.:J, p: rE ---+ r B definimos fibra de p, como el 

pull-back en C.:J 

r G ----.,... rE 

re 1 lp 
id.:J ~rB 

Proposición 3.3.5 

Sea p: E ---+ B morfismo en C. Sea F la fibra de p obtenida según la Definición 3.2.11 

lnediante el pull-back en C 

Entonces r F es la fibra en C.:J de (p).:J: (E).:J ---+ (B).:J. 

Demostración: 

Sea TF: rF ---+ id.:J el único morfismo en C.:J de rF al objeto cero, y sea 

u: idc:r ---+ ( ).:J transformación natural unidad de la adjunción de la Proposición 3.3.1 

entre V y ( ) .:J. Entonces el diagrama 
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(4) 

es conmutativo y se tiene que 

por ser idJ el objeto cero en CJ' 

Ahora dado que (F) J se define por el pull-back 

toda aplicación 1: X ~ F x :r es única y verifica que procede de f = prl 1: X ---4 F con 

rF f = rx por la propiedad universal. De modo recíproco dado f: X ---4 F verificando 

que r F f = T x, determina de forma única j: X ~ F x :r por la propiedad universal del 

pull-back, luego CJ(rx, (F)J) es isomorfo a {f E C(X,F); rFf = rx}. 

Además! el conjunto {f E C(X, F); rF f = rx} es isomorfo a CJCrx, rF). 

Por tanto podemos concluir que (4) es un cuadrado pull-back. 

Consideremos el diagrama 

Por ser ( )J adjunto a derecha, preserva pull-back, y el cuadrado de la derecha es 

pull-back. El de la izquierda es pull-back por el argumento anterior y como la suma de 

cuadrados pull-back es pull-back se tiene que r F es la fibra de (p) J' O 
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Proposición 3.3.6 

Sea B E C¡ y el funtor n:Ho(C¡) ~ Ho(C,:¡) definido en el Teorema 3.2.13. Se 

verifica que nB = rnB, con rnB morfismo inducido en el pull-back en C 

nB ;. B l 

1 TnB 1 (do,d¡) 

J~BxB 

es un objeto en C,:¡, y además es isomorfo a n((B),:¡) en (C,:¡)¡ donde n:Ho((C,:¡)¡) ~ 

H o(C,:¡) es el funtor de Quillen definido en [Q; I.2.Teorema 2] para categorías basadas. 

Demostración: 

La primera afirmación es inmediata y la segunda es consecuencia directa de la 

Proposición 3.3.5, del hecho de que ( ),:¡ conserva fibraciones y equivalencias débiles 

entre fibrantes como se vio en el Teorema 3.3.2 y de que ( ),:¡ por ser adjunto a derecha 

preserva productos. O 

Definición 3.3.7 Una sucesión fibrada en Ho(C) es un diagrama 

D(rx) ~y ~Z en Ho(C) 

donde rx es un objeto en C,:¡, f y 9 morfismos en C y de modo que existe una fibración en 

C¡, p, tal que el diagrama en Ho(C,:¡) 

es isomorfo al diagrama en H o ( C,:¡ ) . 

donde re es la fibra de (p),:¡ y m la acción a derecha de n((B),:¡) en re. 

Nota 3.3.8 

Esta definición no tiene ambigüedad dado que, por la Proposición 3.3.6, n( (Z),:¡) con 

n:Ho((C,:¡)¡) ~ Ho(C,:¡) el funtor de Quillen definido en [Q; I.2.Teorema 2] para 
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categorías basadas, es isomorfo a nz, donde n: H o(Cf ) ---+ H o(C.:J) es el funtor definido 

en el Teorema 3.2.13, y que denotamos igual por comodidad. 

Teorema 3.3.9 

Sea V(rF) ~ E ~ B en Ho(C), ¡..¡,: rF xnB -- rF en Ho(C.:J) , una sucesión fibrada 

en Ho(C). 

Sea rA objeto en Ho(C.:J) , re fibra de (p).:J: (E).:J ---+ (B).:J Y 8:n((B).:J) ---+ rF 

como en [Q; I.3.Proposición 3]. 

Entonces se verifica que la sucesión: 

es exacta en el sentido siguiente: 

(iv) La sucesión de grupos de homomorfismos de [rA, nE].:J hacia la izquierda es exacta 

en el sentido usual. 

Demostración: 

Sea rA objeto en C.:J, designamos por [rA, -].:J al funtor Ho(C.:J)(rA, -). 

Hemos probado que C.:J posee objeto cero. Así es una categoría de modelos cerrada 

basada. Dada una secuencia fibrada en H o(C), esto es, V(rF) ~ E ~ B en H o(C) y 

r x x nB ~ r x en H o( C.:J ), podemos suponer que p es una fibración en C f. 

Aplicándole el funtor ( ).:J obtenemos una sucesión fibrada entre objetos fibrantes en 

C.:J. Así por [Q; I.3.Proposición 4], tenemos que existe la sucesión: 

... ---+ [rA,n((E).:J)].:J o,(p),7) [rA,n((B).:J)].:J _0_* ~) [rA,re].:J ((i).:¡-)*) 

---+ [rA, (E).:J].:J ((p),7*») [TA, (B).:J].:J 
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Ahora por la adjunción existente entre V L y ( )iJ- se tiene que [VLT A, E] ~ [T A, (E)iJ-] 

Y [VLT A, B] ~ (TA, (B)iJ-]. Además por la Proposición 3.3.5 la fibra de (p):J, Te, es isomorfa 

a TF. También hemos probado en la Proposición 3.3.6 que D.((B):J) es isomorfo a D.B y 

D.( (E):J) a D.E. Aplicando todos estos isomorfismos se tiene el resultado. O 

Proposición 3.3.10 

La clase de las sucesiones fibradas en H o( C) tiene las siguientes propiedades: 

(i) Cualquier aplicación f:)( ---+ y puede ser sumergida en una sucesión fibrada 
. f 

V(TF) ~)( ---+ Y, m:TF x D.Y ---+ TF 

(ii) Dado el diagrama de flechas continuas 

'i p 
V(TF)~E~B TF X D.B~TF 

: Vey) lf3. la 
't' ., p' 

V(T'p,) ~ E' ~ B' 

1 1 

1 "Ixf2a 1"1 

't' 'v 
T'p, X D.B' ~T'F 

existen los lllorfismos de flechas punteadas. 

(iii) En cualquier diagrama como en (ii) donde las flechas horizontales son sucesiones 

fibradas y si a y f3 son isomorfismos también lo es Ven. 
(iv) Si V(TF) ~ E ~ B, p: TF x D.B ---+ TF es una sucesión fibrada en H o(C) 

también lo es 

V(D.B)~F~E D.B x D.E~D.B 

- - (O,'idOB ) f-L 
donde EJ = V(EJ) con EJ la compOSlClOn D.B ) TF X D.B ---;o. TF Y donde 

n*: [TA,D.B]:J x [TA,D.E]:J ---+ [TA,D.B]:J está definida por n*(A,p) ((D.(p):J)*p) . A, 

para todo (A, p) E [T A, D.B]:J X [T A, D.E]:J Y T A E C:J. 

Demostración: 

(i) Cualquier aplicación en H o C es isomorfa a una fibración entre objetos fibrantes y 

cofibrantes por [Q; Ll.Teorema 1]. 
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.. x j y TF X DY 
m 

TF 

u¡3 na 1 1 
j' m 

, 
V(TF) ... yl y l TF X Dyl TF 

con a, ¡3 equivalencias débiles 

(ii) (iii) (iv) Son inmediatos teniendo en cuenta varios hechos. En primer lugar la 

definición de sucesión fibrada. En segundo lugar que, al ser C:r una categoría con objeto 

cero, podemos aplicar [Q; I.3.Proposición 5], se verifica una proposición similar. Además 

es necesario recordar que una equivalencia débil en C:r es una equivalencia débil en e al 

aplicarle al funtor V. También es preciso advertir que si Te es la fibra de (p):r, Te ~ TF, 

Y que DE ~ D((E):r). O 

Observación 3.3.11 

Sea j: ~y ---+ y aplicación en C. Aplicando la Proposición 3.3.10(i) f puede ser 

sumergida en una sucesión fibrada, V(rF) ~ Xl Lyl, m: rF x Dyl ----t rF. De esta 

forma obtenemos un diagrama como el superior (que prueba este apartado), donde JI es 

fibración y a, f3 equivalencias débiles. Por el Teorema 3.3.9 tenemos que, para todo TA. 

objeto en H o(C:r), la sucesión 

es exacta en el sentido de dicho teorema. 

A esta sucesión la denominaremos sucesión exacta larga de homotopía asociada a 

f: X ---+ Y en C. 

Nota 3.3.12 

Es posible realizar un desarrollo dual, definiendo cofibra sucesión cofibrada y se prue­

ban resultados duales de las Proposiciones 3.3.5, 3.3.6 Y 3.3.10 Y del Teorema 3.3.9. 
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Capítulo 4 

Sucesión exacta larga de homotopía de un morfismo en E{N 

El objeto de este capítulo es conseguir la sucesión exacta larga de un morfismo en EtN 

y, como caso particular, la de un par en EtN que denotaremos (X, A) E PEtN, 

En la primera sección definimos la categoría (EtN)idN que escribiremos Et~, Esta 

categoría también tiene una estructura de categoría de modelos cerrada inducida por la de 

EtN, 

Dado un objeto en EtN, X E [tN, definimos su cilindro, I N)( E [tN. 

Si X E Et~, entonces su cilindro también, I~J'Y E Et~. A partir de aquí definimos la 

categoría de homotopía en Et~, rr(Et~), así como el n-ésimo grupo de homotopía exterior 

de )( E E t~, N rr~ (X), También definimos el wedge en E tN . 

Para definir el smash, el cono y la suspensión necesitamos trabajar en Et~. 

Consideramos yI = [t(I, Y) como en la Definición 2.2.5 y probamos que, si Y E 

EtN, yI E [tN. Así definimos para todo Y E EtN su espacio de lazos, ny E Et~, 

De esta forma podemos definir un funtor suspensión 2::;: Et~ --f EtN y un funtor lazo 

n: EtN 
--f Et~. Se verifica que 2::; es adjunto a izquierda de n así como en las respectivas 

categorías de homotopía. 

En la segunda sección conseguimos la sucesión exacta larga de homotopía de un mor­

fismo en EtN , f: J'y --f Y, mediante un procedimiento similar al empleado en la homotopía 

estándar. 

En primer lugar tomamos una versión algo diferente del espacio de caminos Y 1 , defi­

nimos la fibra homotópica exterior de f, pf, y la fibra homotópica derivada exterior de 

f, (Pf)'· 

También es necesario modificar ligeramente la noción de exactitud. Con ello ob­

tenemos la sucesión buscada 

... --f rr~(X) II~) rr~(y) ~ rr~_l (pf) --f ... (1) 

' •. --f rrÍ(X) II-lli) rrf(Y) ~ Nrrg(pf) ~ rrg(X) ~ rrg(y) 

Observamos que salvo los dos primeros términos de la sucesión que se hallan en EtN , 
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el resto se encuentran en Et~. Además, la sucesión exacta larga de homotopía asociada a 

una sucesión fibrada en Ho(C.:r) obtenida en le Teorema 3.3.9, tomando C = EtN , puede 

obtenerse a partir de la anterior. 

En la tercera sección definimos la categoría de pares en EtN~ PEtN. Dado un objeto en 

PEtN, (X, A) E PEtN, tenemos la inclusión en [tN i: A ~ X. Definimos el n-ésüno grupo 

de homotopía exterior de (X, A) E PEtN, rr~(X, A), como rr~_l (pr) que hemos definido 

en [tN, para n ~ 1. Si aplicamos la sucesión (1) a la inclusión i: A ---7 X conseguimos la 

sucesión exacta larga de homotopía del par (X, A) E PE t N 

••• ---7 rr~+l (X, A) ~ rr~(A) ~ rr~(X) ~ rr~(X, A) ---7 .•. 

.•. ---7 rrf (X, A) ~ rrg (A) ~ rrg (X). 

En la cuarta Sección probamos que la sucesión exacta larga de grupos de homotopía 

globales de Brown de un par (X, A) E P ProN es un caso particular de la sucesión exacta 

larga de grupos de homotopía exterior del par (X, A) E PEtN. 

4.1 Definiciones. 

Recordemos que la categoría de los espacios exteriores bajo N, EtN , tiene por objetos 

aplicaciones exteriores j x: N ~ X, Y por morfismos los diagramas 

Dicho de otro modo, tiene por objetos espacios exteriores con una sucesión base ex­

terior, que escribiremos abreviadamente X E EtN Ó (X, jx) E EtN si deseamos resaltar 

la sucesión base. Los morfismos pueden verse como aplicaciones exteriores que preservan 

las sucesiones base, fjx = jy, lo que escribiremos f: (X,jx) ---7 (Y,jy) o simplemente 

f:X ~ Yen [tN. 

Dado que el objeto inicial, idN: N ---7 N, no es isomorfo al final, N ---7 *, se trata de 

una categoría no basada. 

Aplicando el Teorema 0.1.6, tenemos en EtN una estructura de categoría de modelos 

cerrada inducida por la de Et. 
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Sea la categoría de los espacios exteriores bajo N que además son sobre N~ (EtN)idw 

Esta categoría tiene por objetos factorizaciones de la identidad idN: N ~ X ~ N en Et. 

Los modismos en (EtN)idM son diagramas en Et 

Esto es, se trata de aplicaciones exteriores f, tales que f jx = jy y ry f = rx· 

Para abreviar denotaremos a la categoría (EtN)idN por Et~. En ocasiones, escribiremos 

..,Y E Et~ para referirnos a los objetos y f E Et~(X, Y) para los modismos en Et~ de X en 

Y, suponiendo la existencia de los modismos r y j adecuados verificando las condiciones 

señaladas arriba. 

Aplicando la Proposición 0.1.12 en Et~ queda inducida una estructura de categoría 

de modelos cerrada por la existente en EtN
• 

N 
Dados X, Y E Et~, denotaremos por P = X x Y a su producto en Et~. Este producto 

N 

es una factorización de 'idN como idN: N jp )X ~ Y rp d.~. 
N 

En N x ¡ y X x ¡ tomaremos las topologías y externologías consideradas en la Sección 

1.3 para K = ¡. 

Definición 4.1.1 Sea jx: N -----t X objeto en EtN, abreviado..,Y E EtN. Definimos cilindro 

de X bajo N, denotado ¡NX, como el morfismo jlx inducido en el push-out en Et 

Si X E Et~, tenemos además el diagrama N ~ X ~ N. Aplicando la propiedad 

universal del push-out a rXprl Y a idN existe una única r¡x: ¡NX -----t N verificando que 

T¡xj¡x = idN. Así obtenemos un diagrama, N ~ ¡N)( ~ N, que representa un objeto 

en Et~ que escribiremos ¡~X. 
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Además 1 existen las aplicaciones habituales ai : X ---+ I N )( en EtN definidas como 

8i (x) = [i, x], para i = 0,1, que están en EtN pues jIX = 8Óx. De igual forma se definen 

las correspondientes 8i en Et~. 

Dadas las aplicaciones f, g: X ---+ Y en Et~ decimos que f es exteriormente homótopa 

bajo N y sobre N (en Et~) a g,f~g, si existe H:I~X ---+ Y en Et~ tal que Hao = f y 
N 

Ha1 = g. 

La relación "ser exteriormente homótopa bajo N y sobre N a" es una relación de 

equivalencia en Et~(X, Y). Denotamos por [f]~ la clase de aplicaciones exteriormente 

homótopas bajo N y sobre N a f. 

Dada f: ¿,y ~ y en EtN , X E Et~, f es un nulhomótopa en EtN si y sólo si existe una 

homotopía exterior bajo N, H: I~X ~ y verificando que Hao = jyrX y Ha1 = f. 

A H se la denominaremos nulhomotopía en E tN de f. 

Denotaremos por rr(Et~) a la correspondiente categoría homotópica, la llamaremos 

categoría de homotopía exterior bajo N y sobre N. En ella los objetos son factorizaciones 

de la forma idN : N ~ X ~ N Y los morfismos son clases de homotopía exterior bajo N y 

sobre N de aplicaciones en Et~. 

Sean X, Y E EtN.Denotamos por [X; y]N el conjunto de clases de homotopía exterior 

de aplicaciones en EtN de X en Y. 

De forma similar, dados X, Y E Et~, escribimos como [X; Y]~ el conjunto de clases 

de homotopía exterior en Et~ de aplicaciones en Et~ de X en Y. 

Para cada n :2:: 0, podemos considerar el funtor Nrr~: Et~ ~ Set que a todo ¿,y E 

Et~ le asigna Nrr~(X) = rr(Et~)(N x sn, X). Observemos que sn = N x sn denota 

el diagrama idN: N ~ N x sn ~ N, con jsn(m) = (m, so),para todo m E N, So punto 

base de sn y rSn = prl. A cada morfismo en Et~, f E Et~(X, Y) este funtor le asigna 

Nrr~ (f) = f;: NIIt: (X) ~ Nrrt: (Y) que a toda [g]~ E Nrr~ (X) le hace corresponder 

[fg]~ E Nrr~(Y). 

Definición 4.1.2 Sean X, Y E EtN , definimos wedge de X y Z bajo N, W = X ~ Z E EtN , 

como el morfismo jw = inljX = in2jZ obtenido mediante le push out en Et 
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Si X~ Z E Et~, es decir representan sendos diagramas idN: N ~ X ~ N~ 
'idN : N ~ Z ~ N, aplicando la propiedad universal del push-out a rz y rx vemos que 

N 
existe un único rw: X V Z ~ N con rwjw = 'idN. 

jw N TW 
Por tanto tenemos un diagrama idN: N ~ X V Z ~ N que representa un objeto en 

N 
Et~. Escribiremos esto abreviadamente como X V Z E Et~. 

N 

Definición 4.1.3 Dados X, Y E Et~ definimos el producto smash de X y Z bajo N y sobre 
N 

N, denotado S = X 1\ Z, al objeto en Et~ obtenido por el proceso siguiente. Tomamos el 
N 

N N 
coigualador de jprw y de la aplicación exterior k: W = ~y V Z ~ P = ~y x Z definida 

N N 
por k([x]) = (x, jzrx([x])) , k([z]) = (jxrz([z]),z), para todo x E ~y Y z E Z. Esto es 

N jp N r 
donde X x Z está representado por la factorización idN : N------+) X" x Z-_P--+) N. Es claro 

N N 
N 

que existe js = qkjw: N ~ X 1\ Z. Además por la propiedad universal del coigualador 
N 

N 
aplicada a (N, r p) existe una única rs: X 1\ Z ~ N verificando que rsq = r p. También 

N 
rsjs = Tsqkjw = rpkjw = Tpjp = idN . 

. N 
Tenemos así un diagrama idN: N ~ X 1\ Z ~ N que determina un objeto en Et~, lo 

N 
N 

que escribiremos X 1\ Z E Et~. 
N 

Observación 4.1.4 

Si X E Et~ tenemos el diagrama N ~ X ~ N. En N tenemos la topología discreta 

por tanto r Xl (n) = X n es abierto y cerrado en N. 

Además rxl (n) n Txl (m) = 0 para todo m, n E N Y m =1= n, luego topológicamente 

X= U X n . 
nEN 
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Ahora definiremos el cono y la suspensión para objetos en Et~. 

Definición 4.1.5 Sea X E Et~, definimos el cono de X en Et~, denotado C"-Y l al diagrmua 

obtenido mediante el proceso siguiente. En primer lugar consideramos el morfismo jcx 

inducido en el push-out en Et 

Aplicando la propiedad universal del push-out a rIX Y a idN obtenemos una única 

rcx:CX ~ N verificando que rcxk = rIX Y que idN:N~CX~N. Así este último 

diagrama representa un objeto en Et~, lo que escribiremos como C..-Y E Et~. 

Notemos que, topológicamente, CX = U CXn con X n = ri1(n) para todo n E N 
nEN 

por la Observación 4.1.4. 

Definición 4.1.6 Sea X E Et~, definimos la suspensión de X en Et~, :E"-Y l de la siguiente 

manera. Sea el push-out en Et: 

Aplicando la propiedad universal del push-out a r 1 x Y a idN obtenemos una única 

rEx::EX ~ N verificando que rEX Ji:, = r 1 x Y que rEX jEX = 'ídN, con lo que queda 

determinado un único objeto en Et~, o de forma más simple, :E..-Y E Et~. 

También por la Observación 4.1.4, topológicamente, :EX = :E( U ..-Yn ) 
nEN 

con ri1(n) = )(n para todo n E N. 

Es posible definir la suspensión de otra forma a través del push-out en Et 

CX --;...:EX 
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y aplicando de nuevo la propiedad universal del push-out a rcx y a idN • 

La suspensión n-ésima se obtiene aplicando la definición anterior a ¿;n-l){ de fonna 

inductiva. 

Observemos que también podemos definir la suspensión n-ésima empleando el pro­
N 

ducto smash en Et~ pues .LY 1\ (N x sn) ~ ¿;nx. 
N 

A continuación definiremos el espacio de lazos para Y E E{N que denotaremos DY, y 

que será un objeto en Et~. 

Sea yI el espacio exterior de la Definición 2.2.5 y las aplicaciones exteriores di: y I ~ 

Y para i = 0, 1, a las que hicimos referencia en la Proposición 2.2.7. Se verifica el siguiente 

resultado: 

Lema 4.1.7 

Sea Y E EtN , entonces yI E EtN . 

Demostración: 

Definimos una aplicación jy 1 : N ~ Y 1 de forma que jy 1 (n) = jy (n) = Yn con 

fin: J ~ Y camino constante en Yn' 

Es claro que jyI es continua. Observemos que, si e es la aplicación exponencial del 

Teorema 1.3.5 que establece la biyección Et(N x J, X) ~ Et(N, Top(J, X)), entonces jyI se 

d ~T J pTl ~T jy Y t ' " d correspon e por e con 1'l x ---¡. l~ ---¡. , que es ex erna por ser compOSlClOn e externas. 

De esta forma concluimos que jy 1 es exterior. O 

Notas 4.1.8 

(a) El Lelna 4.1.7 puede generalizarse para un yK = Et(K, Y), con K espacio 

topológico compacto, tomando la estructura de espacio exterior que detallamos en la 

Sección 1.3 para probar el Teorema 1.3.5. 

(b) Si Y E Et~, K conexo y compacto, Y K E Et~. Para probar este hecho basta 

tomar ryK: yK ---¡. N como ryK = ryqk, con k E K Y donde qk: yK ---¡. Y generaliza qt 

del Lema 2.2.6. Además ryK no depende del k E K, pues K es conexo. 

Definición 4.1.9 Sea Y E EtN , llamamos espacio de lazos de Y bajo N, al diagrama 
'd ~T jn,y ny rn,y ~T b 1 . , t P' 1 11 '¿ N: 1 ~ ---¡. ~ {¡ ~ 1 ~ que o tenemos por e proceso slgulen e. nmero tomamos e pu -

back en Et 
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y le aplicamos la propiedad universal del pull-back a jy 1 Y a idR{. De esta forma obtenemos 

un único jny: N ~ DY verificando que inyjny = jyI Y que rnyjny = idR{, luego 

DY E Et~. 

Podemos definir un funtor suspensión, ~: Et~ ~ EtN de la siguiente manera. A cada 

..,Y E Et~, ~ le asigna ~X como en la Definición 4.1.6 y olvida su estructura sobre N. A 

cada aplicación f: X ~ Y en Et~ le hace corresponder ~ f de forma única por el siguiente 

proceso. Primero recordemos que ~X y ~Y se construyen empleando push-outs de la 

fonna: 

Aplicando la propiedad universal del push-out que sirve para definir 1~ .. X a jJy y a 

indf x idJ) existe una única 1f:1~X ~ I~Y con 1fjJX = jJY. Tenemos un diagrama 

conmutativo 

N f+f N 
XVX~YVY 

N N 

180
+

81 180
+

81 

1NX Jf) ¡Ny 
N N 

Ahora j~y(rx + rx) = j~y(ry + ry )(f + f) = ky(oo + ol)(f + f) = ky 1f(00 + 01)' 

Así podemos aplicar de nuevo la propiedad universal del push-out de construcción de ~X 

a ky 1 f y a j~y y existe una única ~f: ~.X ~ ~Y verificando que ~fkx = ky 1 f y que 

~fj~x = j~y. Por tanto ~f está en [tN. 

También tenemos un funtor lazo, O: EtN ~ Et~, que cada Y E EtN le asigna DY 
espacio de lazos de Y bajo N como en la Definición 4.1.9, que es un objeto en Et~. 
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A cada f: .. Y ~ Y en EtI'~ la lleva a nf: nx ~ ny que obtenemos de forma única 

mediante la construcción siguiente. Recordemos que ny se obtiene mediante el pull-back. 

Tenelnos el diagrama conmutativo 

Como (do,d1)f1inx = (f x f)(do,dl)inx = (f x f)(jx,jx)rnx = (jyjy)rnx, pode­

mos aplicar la propiedad universal del pull-back a f 1 inx Y a rnx y existe una única 

nf: nx ~ ny verificando que rnynf = rnx. También, como (do, dl)inynfjnx = 

(jy, jy )rnynf jnx = (jy, jy )rnx jnx = (jy, jy) podemos aplicar la propiedad universal 

del pull-back a idN y a 'inynfjnx Y existe una única jny = nfjnx. Así podemos afirmar 

que n f es un morfismo en E t~. 

Lema 4.1.10 

Dado Y E EtN , ny E Et~ tiene estructura de objeto grupo en la categoría II(Et~). 

Demostración: 

N 
Podemos definir una multiplicación p,: ny x ny ~ ny para cualquier pareja 

N 
N 

(WI, W2) E f2Y x ny y t E 1 como: 
N 

o :s; t :s; 1/2 
1/2 :s; t :s; 1 

Veamos que p, es exterior. Es claro que f.L( wI, W2) es continua pues W2 verifican que 
N 

'WI(O) = W2(O) = jy(n) = wI(l) = w2(1) para un cierto n E N ya que (WI, W2) E f2Y x ny 
N 

y porque WI Y W2 son continuos. 
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Dado que en ny tenemos la topología heredada de la compacto-abierta~ f-L es continua 

como en el caso clásico en Top. Para probar que f-L es externa~ tengamos en cuenta que 

en ny tenemos la externología heredada de yI. Dado U E Eny existe (J~ V) E Tea con 

V E Ey tal que (J, V) n ny e U, entonces f-L-1 ((1, V) n nY) = f-L-1((J, V)) n f-L-l(ny) 
N N . 

contiene a ((J, V) x (J, V)) n (nY x nY). Puesto que en ny x ny tenemos la externología 
N N 

prod ucto se tiene que f-L -1 ( (J, V)) es un abierto exterior. Además es claro que f-L está en 

Et~, con lo que f-L está bien definida. 

Es sencillo comprobar que f-L es homotópicamente asociativa, y que tiene elemento 

neutro de homotopía, la sucesión de lazos constantes jny: N -+ ny, joy(n) = jy(n): J -+ 

Y tal que jy(n)(t) = jy(n) para todo t E J, n E N, con demostraciones similares a las 

clásicas. 

La inversa de homotopía, v: ny -+ ny, la definimos como v(w)(t) = w(l - t) para 

todo t E J. Se tiene que V es continua. Para ver que es externa tomemos U E Eny, 

entonces U E Tea Y existe V E Ey verificando que (1, V) n ny e U. Así se tiene que 

(J, v)nnY e v-1 ((J, V)) nny = '19- 1 ((1, v)nnY) e 'ij-l (U) Y como v- 1 (U) es abierto en 

la topología de ny, por ser continua v, podemos concluir que v- 1 (U) E Eny. Comprobar 

que es inversa de homotopía es sencillo repitiendo las demostraciones habituales. O 

Lema 4.1.11 

Dado Y E EtN, se verifica que n(yI ) es isomorfo en Et~ a (ny)I. 

Demostración: 

Para facilitar la demostración denotamos de diferente forma los dos intervalos unidad 

empleados en la construcción de los espacios de lazos, l' e J. Así pretendemos delllostrar 

que n' (yI ) es exteriormente homeomorfo a (ny)II. Aquí n' significa que hemos construido 

el espacio de lazos respecto a J' y n que lo hemos hechos respecto a 1. 

En primer lugar definimos 7jJ: n'(yI ) -+ (ny)II. Dado, E n'(yI), ,: l' -+ yI 

verifica que ,(O) = ,(1) = jy(n) = fin, donde fin: J -+ Y está definida como fin(t) = 

Yn, para todo t E J. Entonces 7jJ(,): J' -+ ny está definida~ para todo s E 1', como 

7jJ(,)(s): 1 -+ Y con 7jJ(,)(s)(t) = ,(t)(s), para todo t E J. Está bien definida pues 

7jJ(,)(s)(O) = ,(O)(s) = Yn(s) = Yn Y análogamente 7jJ(,)(s)(t) = ,(l)(s) = Yn(n) = Yn' 

Es claro que es continua, veamos que 7jJ es externa. 

1 1 

Dado W E E(Oy)11 , vV E Ti[;Y) Y existe V E Eoy tal que (J', V) e vV. Puesto que 

V E Eny , existe U E Ey con (J, U) n ny e V. Observemos ahora que 
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(I', (J, U) n ny) e (J', V) e W. Aplicando 7jJ-l vemos que L = (J', (J, U)) n n/(yI) e 
7jJ-l(JI, (J, U) n ny) e 7jJ-l((JI, V)) e 7jJ-l(W). 

Como L E EO,(yI) Y 7jJ-l(W) E T~'(yI) por ser 7jJ continua~ se tiene que 7jJ-l(VV) E 

Eo' (Y 1) Y 7jJ es externa. 

En segundo lugar definimos <p: (ny)I' ~ n/(yI) para a: J' --+ ny con a(s)(O) = 

a(s)(l) = Yn para todo s E JI, como <p(a): J' ~ yI verificando que <p(a)(s): J --+ Y de 

forma que <p(a)(s)(t) = a(t)(s) para todo tE J, s E J'. 

Es claro que <p(a)(O)(t) = a(t)(O) = Yn para todo t E J, n E N, luego <p(a)(O) = fin 

camino constante en Yn Y análogamente <p(a)(l) = Yn' Por tanto <p está bien definida, por 

como lo está jy [' . 

Es sabido que <p es continua. Veamos que es externa. 

O'(yI) 
Sea U E EO'(YI), entonces U E Tea Y existe V E EyI tal que (J', V) n n/(yI) e 

U, pero por V E EyI, V E T;;,I Y existe vV E Ey con (J, W) e V. Así tenelnos 

que (J', (J, W)) n n/(yI) e (J', V) n n/(yI) e U. Aplicando <p-l observamos que 

(J', (J, W)) n (ny)I' e <p-l((JI, (J, W)) n n/(yI)) e <p-l((J, V) n n/(yI)) e <p-l(U), 
[' 

pero (J', (J, W) n (ny)I') E E(OY)l/ y <p-l(U) es abierto en TJ[;Y) por ser <p continua. 

De esta forma concluimos que <p-l(U) es abierto exterior en (ny)I/ y <p es externa. 

Por último es sencillo cOlnprobar que <p7jJ = 'ído/(YI) Y que 7jJ<p = id(OY)I/ así como 

que <p y 7jJ están en Et~. O 

Teorema 4.1.12 

Los funtores suspensión ~: Et~ --+ EtN y lazo n: EtN --+ Et~ definidos con 

anterioridad verifican que ~ es adjunto a izquierda de n. 

Demostración: 

Es necesario probar que existe la siguiente biyección natural: 

para todo X E Et~ e Y E EtN . 

Por el Teorema 1.3.5 para K = J la aplicación exponencial e nos proporciona la 

biyección natural 
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Et(X x I, Y) ~ Et(X~ yI) 

Recordemos que el cilindro de X E EtN es jI X: N ---t IN.X, que está definido para 

todo n E N como jlx(n) = [xn, O] donde [xn, O] = {(xn, t) E X x I; t E I}. Se verifica que 

e induce la siguiente biyección natural 

Esto es sencillo de probar ya que si f E EtN((INX,jIX); (Y,jy)) e(f)(xn)(t) 

f([xn, tD = Yn para todo t E I y n E N. Pero entonces e(f)(xn) = Yn lazo constante 

en Yn y, como jyI (n) = Yn, tenemos que e(f) E EtN ((X, jx); (y I , jny)). Además dada 

g E EtN ((X; jx); (yI, jYI)) se verifica que e- 1 (g)([xn, tD = g(xn)(t) = Yn = jy(n) para 

todo t E I y n E N, luego e-1(g) E EtN((INX,jIX); (y,jy)). 

Recordemos que L:X se define mediante el push-out en Et 

(1) 

y aplicando la propiedad universal a rIX Y a 'idN, con lo que obtenamos el morfismo 

rEX: L:X ---t N verificando que rExjx = 'idN, esto es L:X E Et~. 

El lazo de Y E EtN, OY E Et~ se definía mediante el pull-back en Et. 

iny 
OY ') yI 

1 Tny t (do,d¡) 

(jy,jy) Y Y 
N ------3>-- X 

(2) 

y tomando el diagrama idN: N ~ DY ~ N inducido por la propiedad universal del pull­

back como en la Definición 4.1.9. 

Definimos ahora la aplicación e: EtN (L:X, Y) ---t Et~(X, OY) que a toda f: L:X ---t Y 

en EtN le asigna e(f) = 'i;~e(fk). 

Veamos que e está bien definida. En primer lugar probemos que e(fk) E Iminy. 

Es claro que e(fk): X ---t yI Y además se cumple que doe(j'k) = ¡kan = jyrX así 
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COlllO d1e({k) fka1 = jyrx por la construcción de ~X. De esta manera podemos 

aplicar la propiedad universal del pull-back (2) a rx y a e(fk) con lo que existe una única 

1: X ---* ny verificando que ro,Y! = rx (es sobre N) y que ioy! = e(fk), o lo que es lo 

mismo, ! = in~e(fk). Para terminar queda por probar que es bajo N. Esto es sencillo 

pues (do, d1 )ioy ! j x = (jy, jy )roy ! j x = (jy, jy )r x j x = (jy, jy) y así es posible aplicar 

la propiedad universal de (2) a ioy!jx y a idN, con lo que existe una única Jjx = JOYo 

Ahora probemos que e es sobre. Dada g: X ---* ny en Et~, tomalllOS la aplicación 

e-1('ioyg): I~X ---* Y. Como e-1(ioyg)(ao + al) = (do,d1 )ioyg = (jy,jy)royg = 
(jy , jy )r x, se puede aplicar la propiedad universal de (1) a e -1 ( ioy g) y a jy. Así existe 

una única f: ~X ---* y verificando que fk = e-1(ioyg) y fj"EX = jy. También e(fk) = 
in~e(e-1(ioyg)) = g. 

Por último demostremos que e es inyectiva. Sean f y l' tales que e(f) = e(1'), esto 

es, in~e(fk) = in~e(1'k). Como Ime e Imioy y e es biyectiva se tiene que fk = f'k. 

Por la propiedad universal del push-out (1) aplicada a {k = 1'k y a jy se tiene que f = 1'. 

Resta por demostrar la naturalidad de e en el sentido siguiente. Dadas f: X ---* LY' 

en EtN y g: Y ---* y' en Et~, los diagramas inferiores son conmutativos 

[tN (~X, Y) ~ Et~(X, nY) 

1 g. ! (Og). 

EtN(~X, Y') ~ Et~(LY, ny') 

EtN(~LY', Y) ~ Et~(X', nY) 

! (EJ)" ! r 
EtN(~X, Y) ~ Et~(X, nY) 

donde f*: EtN (~X', Y) ---* EtN (~X, Y') definida para toda h: ~X ---* Y en EtN como 

f*(h) = hf Y análogamente (~f)*· 

Esto es inmediato por la naturalidad de e y el carácter funtorial de ~ y n. O 

Corolario 4.1.13 

Los funtores suspensión, ~: Et~ ---* EtN , y lazo, n: EtN ---* Et~, citados en el teorema 

anterior, verifican que ~ es adjunto a izquierda de n en las respectivas categorías de 

homotopía. 
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Demostración: 

Es claro que ha de probarse la biyección natural 

para todo X E Et~, Y E EtN. 

Tenemos que: 

aplicando el Teorema 4.1.12 y el Lema 4.1.11 y donde la última biyección se obtiene por 

procedimientos análogos a los de la demostración anterior. 

ao 
Ahora dadas las aplicaciones ~X ==: IN~X quedan inducidas 

al 

a; 
EtN(IN~X~ Y) ==: EtN(~X, Y) 

a; 

y podemos ver que coig( 80, 8i) = [~X, y]N. 

ao 
Análogamente considerando X ==: I~X , se inducen las aplicaciones 

Eh 

ao 
Et~(I~X, nY) ==: Et~(X, nY) 

a; 

y así coig( 80, 8i) = [X, nY]~. 

Podemos construir el diagrama conmutativo 

EtN (IN~X, Y) Et~(I~.X, nY) 

t a~ 1 ai 1 aó 1 ai 

EtN(~X, Y) Et~(X, QY) 

1 1 
[~X,y]N [X,nY]~ 
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y así se tiene que [~X, YF~ ~ [X, ny]~. 

Resta por demostrar que e es natural, es decir, dadas las aplicaciones f: .XI 
---+ ..'Y en 

EtN y g: Y ---+ yl en Et~, los diagramas siguientes 

[~X, y]N ~ [X; ny]~ 

k lng
• 

[~X, yl]N ~ [X, ny]~ 

[~..'Y, y]N ~ [X/ny]~ 

1 EJ. 1 J. 

[~XI, y]N ~ [XI, ny]~ 

son conlllutativos. Aquí g* y f* son las inducidas en homotopía por 9 y f respectivamente. 

Pero esto es inmediato. O 

4.2 Sucesión exacta larga de homotopía exterior de una aplicación en EtN • 

Sea yI E EtN construido por el proceso siguiente. Sea el pull-back en Et: 

(1) 

Aplicando la propiedad universal de este pull-back a jyI y a idN existe una única 

jyI: N ---+ yI verificando que pr2jyI = jyI Y ~ que ry1jy:í = idN . De esta forma ob­

tenemos un objeto en EtN , jy [) que escribimos Y 1 E EtN
. Por otro lado la factorización 

j~ r~ 

idN : N ~ 17I ~ N determina un objeto en Et~, lo que denotamos 171 E Et~. 

Observemos que el codominio de jy 1 es el conjunto de pares (n, w) E N x Y 1 tales 

que w(O) = jy(n) = 'Yn' Así podemos identificar yI con pr2(yI) Y considerarlo conlO 

aquellos caminos continuos en Y que comienzan en jy (n) = 'Yn, para un cierto n EN. 

De esta forma Y I puede verse como un subespacio exterior de Y 1 dotado de la topología 

compacto-abierta y la externología heredadas de las existentes en Y l. 
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Definimos una aplicación p: yI ---+ Y como p(w) = w(l) para todo w E yI, luego 

P = d1pr2' Es exterior por ser la composición de aplicaciones exteriores. Además p es bajo 

N pues pjyI (n) = P(Yn) = Yn(1) = Yn, para todo n E N. 

Proposición 4.2.1 

Dada f: X ---+ Y aplicación en EtN , X E Et~, es nulhomótopa en EtN si y sólo si f 

tiene una elevación en Et~, g: X ---+ yI, verificando que pg = f. 

Demostración: 

Si f es nulhomótopa en EtN eXIste H: I~X ---+ y en EtN con Hao = jyrX y 

Ha1 = f. Aplicando la exponencial inducida en EtN por el Teorema 1.3.5 obtenemos 

fI = e(H): X ---+ yI en EtN. Como dofI = Hao = jyrx podemos aplicar la propiedad 

universal del pull-back (1) a fI y a rx y existe una única g: X ---+ yI exterior verificando 

que pr2g = fI y ryIg = rx, esto es, 9 es sobre N. Aplicando otra vez la propiedad universal 

del pull-back a pr2gjX = fIjx y a idN se tiene que gjx = jYIl con lo que 9 E Et~. 

Se verifica que pg = d1 fI = H al = f. 

Para el recíproco tomamos g: X ---+ yI. Sea g' = pr2g, g': X ---+ yI, le apli­

camos la inversa de la exponencial citada en la demostración del directo y obtenelnos 

fI = e-1(g'): I~X ----7 y en EtN. Se verifica que fIao = e-1(g')ao = e-1(pr2g)aO = 

doPr2g = jyryIg = jyrX, así como fIa1 = e-1(g')a1 = e-1(pr2g)a1 = d1pr2g = f y como 

fI j I X = jy, f es nulhomótopa en EtN. O 

Definición 4.2.2 Llmnamos fibra homotópica exterior de una aplicación f:..-Y ---+ y en 

EtN , denotada Pf E EtN , al morfismo j Pf: N ---+ pf que obtenemos al aplicar la propiedad 

universal del pull-back en Et 

a las aplicaciones j x Y jy 1 . 

Observamos que pf E Et~ tomando rpf = ry1 pr2. 

De forma más detallada el codominio de j pE: es el conjunto de ternas (x, n, w) E 
f 

X x N X yI verificando que p(w) = w(l) = f(x) y dow = w(O) = jy(n). 
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Tenemos la aplicación 7r: pf ---¡. X que a toda terna (x, n, w) le asigna 7r(x, n, w) = x, 

luego 7r es la primera proyección que es exterior y bajo N. 

Proposición 4.2.3 

Dadas f:.X ---+ Y, g: Z ---+ X, aplicaciones en EtN , con Z E Et~. Entonces f 9 es 

nulhomótopa en EtN si y sólo si existe una extensión, h: Z ---+ pf, en [t~ verificando que 

7rh = g. 

Demostración: 

Por la Proposición 4.2.1 fg es nulhomótopa si y sólo si existe h': Z ---+ yI en Et~ 
tal que ph' = f g. Por tanto podemos aplicar la propiedad universal del pull-back de 

la Definición 4.2.2 a 9 y a h' y existe una única h: Z ---+ Pf verificando que 7rh = 9 y 

pr2h = h'. Se tiene que rpfh(z) = ry1pr2h(Z) = ry1h' = rz por ser h' sobre N. Además, 

aplicando la propiedad universal a pr2hjZ Y a jx vemos que hjz = jpe. 
f 

Para el recíproco, dada una elevación h: Z ---+ pf en [t~ con 7rh = 9 tomamos 

pr2h: Z ---+ -VI que está en [t~ por ser composición de aplicaciones en [t~. También 

ppr2h = f7rh = fg. Aplicando la Proposición 4.2.1 esto es equivalente a que fg sea 

nulhomótopa. O 

Definición 4.2.4 Sea f: .. X ---+ Y aplicación en EtN con X E E~, definimos la fibra 

homotópica derivada exterior bajo N de f, denotada (Pf), E EtN , como la aplicación 

exterior j(Pf)l: N ---+ (pf), obtenida al aplicar la propiedad universal del pull-back 

(Pf)' _PT_2--?), yI 

tp 1 (PTi,p) 

X (TX,~) N x Y 

Podemos observar que el codominio de j(Pf)l, es el conjunto de ternas (x, n, w) E 

)( x N X yI tales que w(O) = jy(n) = Yn, w(l) = f(x) y rx(x) = n. 

Además p = prl Y si tomamos r(Pf)! = ry1pr2 queda determinado un diagrama 
j(pe)! T(pe)! 

idN : N ~ (pf), ~ N y por tanto un objeto en Et~, es decir (Pf), E [t~. 
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Proposición 4.2.5 

Sea f: X ----* Y aplicación en E{N, g: Z ~ X aplicación en Et~. Se tiene que f 9 es 

nulhomótopa en EtN si y sólo si existe una extensión h: Z ----* (Pf)' en Et~ tal que ph = g. 

Demostración: 

Por la Proposición 4.2.1 fg es nulhomótopa si y sólo si existe h': Z ~ 17I en Et~ 
tal que ph' = fg. Tenemos que (prl,p)h' = (-rx, f)g por ph' = fg y pr1hl = Ty¡hl = TZ' 

Así puede aplicarse la propiedad universal del pull-back de la Definición 4.2.4 a h' y a 

9 y existe una única h: Z ----* (Pf), verificando que pr2 h = hl Y ph = g. Observemos 

que r(pf),h = ry¡pr2h = ry¡h' = rz, luego h es sobre N. También es bajo N empleando 

argumentos análogos a los utilizados en la Proposición 4.2.3 y así h está en Et~. 

Recíprocamente, dada h: Z ----* (pf)' en Et~ con ph = 9 tomamos pr2h = hl: Z --' 

y 1 que está en Et~ por ser composición de aplicaciones que lo están. Se tiene que ph' = 

ppr2h = f ph = f 9 por conmutatividad del diagrama de la Definición 4.2.4. Por tanto 

podelllos aplicar la Proposición 4.2.1 y esto es equivalente a que fg sea nulhomótopa. O 

Definición 4.2.6 Una sucesión en EtN
, con X E Et~ 

se dice exacta. si la sucesión de homotopía inducida para todo Z E Et~ 

verifica que 1 mf* = kerg*. 

Definición 4.2.7 Una sucesión en EtN
, con X, Y E Et~ Y f morfismo en Et~ 

f Y 9 )( ----* ----* T 

se dice exacta si la sucesión de homotopía inducida para todo Z E Et~ 

[Z, X]~ ~[Z, Y]~ ~[Z, T]N 

127 



verifica que Imf* = Kerg*. 

Definición 4.2.8 Una sucesión en Et~ 

se dice exacta si la sucesión de homotopía inducida para todo Z E Et~ 

[Z, X]~ ~[Z, Y]~ ~[Z, T]~ 

verifica que Imf* = Kerg*. 

Proposición 4.2.9 

Dada f: X ~ Y aplicación en EtN , la sucesión 

es exacta en el sentido de la Definición 4.2.6. 

Demostración: 

Recordemos que Pf E Et~ tomando r Pi = ry 1 pr2' 

Para todo Z E Et~ es necesario probar que la sucesión 

es exacta, esto es, Im7f* = Kerf*. Dada g: Z ~ X en EtN , fg: Z ~ y es nulhomótopa 

en EtN si y sólo si, por la Proposición 4.2.3, existe h: Z ~ pf en Et~ tal que 7fh = g, lo 

que a su vez, dado que 7f*(h) = 7fh = g, es lo mismo que asegurar que g: Z ~ X esté en 

Im7f*. O 

Proposición 4.2.10 

Dada f: X ~ Y aplicación en EtN , con X E Et~, la secuencia 
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es exacta en el sentido de la Definición 4.2.7. 

Demostración: 

Tenemos que (pf), E Et~ tomando T(Pf), = TyI PT 2. Para todo Z E Et~ es preciso 

demostrar que la sucesión 

[Z, (pf)/]~ ~[Z, X]~ ~[Z, YF~ 

verifica que 1 mp* = K eT f *. Pero g: Z --t X es tal que f g: Z --t y es nullhomótopa en 

Et"N si y sólo si por la Proposición 4.2.5, existe h: Z --t (pf), en Et~ tal que ph = g, lo 

que a su vez dado que p* (h) = ph = g, es lo mismo que afirmar que g: Z --t X está en 

Imp*. O 

Lema 4.2.11 

Para cualquier f: X --t Y aplicación en [tN , la sucesión 

es exacta en el sentido de las Definiciones 4.2.6, 4.2.7, 4.2.8 según corresponde y donde 

7r, (J', p, son las proyecciones naturales. 

Demostración: 

Al aplicar las Proposiciones 4.2.9 y 4.2.10 a f y 7r respectivamente se prueba la 

exactitud hasta (P;)'. 

Tenemos que (P;), = {((x,n,w),m,u) E pf x N X Xl; w(O) = jy(n), w(l) 

f(x), u(O) = jx(m), u(l) = 7r(x, n, w) = x y TpE (x, n, w) = n = m}. La aplicación 
f 

p: (P;)' --t pf está definida para todo ((x, n, w), m, u) E (P;)' como p( (x, n, w), m, u) = 
(x, n, w). Reiterando la construcción de la Definición 4.2.4 para p, tenemos que (pf), = 
{[((x,n,w),m,u),p,,]; ((x,n,w),m,u) E (P;)', p E N, , E (pf)1, ,(O) = jPf(p) = 

(xp,p, Yp), ,(1) = p([((x, n, w), m, u) ,p, ,]) = (x, n, w), Tp; ((x, n, w), m, u) = m = p}. 
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Además 0": (P;)' ---+ (P:)' está definida para todo [((x,n,w),m,u),p,,] E (P;)' 

como O"([((x, n, w), m, u),p, ,J) = ((x, n, w), m, u). 

También (P;)' está en Et~ tomando r(P:)1 (((x, n, w), m, u) ,p,,) = p 
Se tiene que O" y P son aplicaciones en Et~. Repitiendo los argumentos de la Proposi­

ción 4.2.10 podemos concluir que (P;)' ~(P:)' ~ pf es exacta en el sentido de la Defi­

nición 4.2.8. O 

Ahora vemos que podemos identificar (P:)' y (pi)' con ny y con nx respectiva­

lnente. 

Lema 4.2.12 

Sea f: X ---+ Y aplicación EtN . La aplicación q: ny ---+ (P:)', definida como q(w) = 
((xn , n, w), n, xn) para w E ny verificando que w(O) = jy(n) = Yn Y w(l) = jy(n) = Yn, 

es una equivalencia de homotopía exterior en Et~. 

Demostración: 

Tenemos que (P:)' = {((x, n, w), m, u) E pf x N X Xl; w(O) = jy(n), w(l) = f(x), 

u(O) = jx(m), u(l) = x y n = m}. 

Para cualquier f: .. K ---+ Y en EtN la aplicación q descansa en (P:)' pues fjx(n) = 

f(xn ) = jy(n) = Yn' 

Definimos una retracción r: (P:)' ---+ ny para todo ((x,n,w),m,u) E (P:)' COlno 

r( (x, n, w), m, u) = w lazo en ny construido como w = w * (fu)-l donde * simboliza 

la suma de cmninos y (fU)-l es el camino recorrido en sentido inverso. De forma más 

explícita: 

( )-1() {W(2t) 
w * fu t = fu(2 _ 2t) 

o ::; t ::; 1/2 
1/2 ::; t ::; 1 

Está bien definida pues w(O) = w(O) = Yn Y w(l) = fu(O) = f(xn ) = Yn' Además 

está en Et~ pues es la composición r = *(pr1,(fpr3)-1), con pr1((x,n,w),m,u) = w, 

pr3 ( (x, w, n), m, u) = u, ( ) -1 la aplicación inversa de un camino, * como antes y todas 

ellas aplicaciones en Et~. 

Sea H: ny x Y -~ ny definida para todo (w, t) E ny x 1, si w(O) = w(l) = jy(n) = 

Yn, como sigue: 
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H(w, t) = {w( /:-t) 
Yn 

Es sencillo ver que es bajo N y sobre N. Es claro que es continua y para ver 

que es externa sea U E ny; entonces U E Tea Y existe V E Cy con (1, V) n ny e 
U. Si w E (1, V), entonces w(1) e V, luego Yn E V Y así ((1, V) n nY) x 1 e 
H- 1 ((1, V) n nY) e H-l(U). Pero ((1, V) n nY) x 1 E COYxI, H-1(U) E Tea X Te 

por ser H continua y podemos concluir que H-1(U) E COYxI. 

Ahora definimos K: (P;)' x 1 ~ (P;)' para todo [((x, n, w), m, u), t] E (P;)' x 1 de 

la siguiente forma, K [( (x, n, w), m, u), t] = (( u(t), n, a( w, u, t)), m, u(t))) donde u(t)( s) = 
u(st)para todo s, t E 1, u E Xl, Y a es la aplicación a: 171 x Xl X 1 ~ yI definida así: 

{ 
w(s(2 - t)) 

a(w, u, t)(s) = ( ) 
fu s(t - 2) + 2 

O::; s::; 2~t' tE1.wE17I 

2~t ::; S ::; 1 u E ..tyJ 

Es claro que a está en Et~. También K está bien definida pues a(w, u: t)(O) = w(O) = 

jy(n), a(w, u, t)(l) = fu(t), u(t)(O) = u(O) = jx(m), u(t)(l) = u(t) y n = 'm y por tanto 

descansa en (P;),. Además está en ct~. 

Entonces Hao = rq, Ha l = idoy Y Kao = qr, Ka l = 'id(p;)'. o 

Para la otra identificación recordemos que (P;), = {[((x,n,w),m,u),p,,] E 

(P;)' x N X (Pf)I; ,(O) = jPf (p) = (xp,p, fip), ,(1) = (x, n, w) y m = n = p}. 

Definimos q':nx ~ (P;), por q'(u) = [((xn,n,fin),n,u),n, (Xn-:;;Yn)] para todo 

u E nx, donde (xn-:;;' fin) denota el camino constante en (xn, n, fin) E Pf Y u E nx 
verifica que u(O) = 'u(1) = Xn y f(xn) = Yn' También q' es una aplicación en Et~ y 

se puede probar que es equivalencia de homotopía exterior en ct~ procediendo de forma 

similar a la demostración anterior. 

El siguiente diagrama conmuta salvo homotopía exterior en ct~ 

donde p' = pq es la aplicación p'(w) = ((xn, n, w), n, xn) si w(1) = f(xn), w(O) = jy(n), 

Xn = jx(n) Y iJ: nx ~ nx es la inversa de homotopía exterior del objeto grupo nx. 
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Así obtenemos para toda f: X ----t Y aplicación en EtN la sucesión exacta: 

nx !:L DY L pf ~ X -L y 

Teorema 4.2.13 

Dada f: --,y ----+ y aplicación en EtN tenemos la sucesión 

_--t)nnpf On7r lnnx on¡ lnny ) ... 

---t)nx 

de modo que para todo Z E E t~, la sucesión 

... ----+ rr(Et~)(Z, nn pf) CO
n

7r)* lrr(Et~)(Z, nn X) con 1)* )rr(Et~)(Z, nny) ----+ ., . 

.. . ----+ rr(Et~)(Z, nX) (01)* )II(Et~)(Z, ny) (p')* }II(Et~)(Z, pf) 7r* 

es exacta. 

Demostración: 

Sólo es preciso tomar la sucesión 

nx !:L ny L pf ~ X -L y 

y aplicar su exactitud. O 

Lema 4.2.14 

Sea Z E E t~ Y sea r z: Z ----+ N tal que r -1 ( n) es conexo. Entonces dada g: Z ----+ X 

en E tN con X E E t~ se verifica que 9 es una aplicación en E t~. 

Demostración: 

Si 9 es exterior y bajo N, entonces conmuta el diagrama (1), 9 j z = j x. Para ser sobre 

N debe además conmutar el diagrama (2): 
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(2) 

(3) 

Dado jz(n) = Zn, entonces rzjz(n) = n luego Zn E rz1 (n). Entonces gjz(n) 

g(zn) = jx(n) = xn. Así tenemos que xn E g(rz1 (n)) n rx1 (n), luego es no vacío. 

Ahora bien, por hipótesis, rz1 (n) es conexo luego g(rz1 (n)) es conexo y rx1 (n) es 

abierto y cerrado por tener en N la topología discreta. Sabemos que un conexo tal que 

su intersección con un abierto es no vacía, debe estar contenido en el abierto~ y por tanto 

g(rz1 (n)) e rx1 (n) que es lo mismo que afirmar que el diagrama (2) conmuta. O 

Corolario 4.2.15 

Dada f: ~y --+ y aplicación en E{N, obtenemos la sucesión 

--~)rr;(x) rr;(f) rr;(Y) 

---+)rrf (X) rrf(f) rrf (Y) ) N rrg (pf) _7r_*-----).) rrg (X) _1_*-----).) rrg (Y) 

que es exacta. 

A esta sucesión la denominamos sucesión exacta larga de homotopía exterior de la 

aplicación f: X --+ Y en EtN . 

Demostración: 

En primer lugar recordemos que por el Corolario 4.1.13 tenemos que el funtor sus­

pensión ~: Et~ --+ EtN es adjunto a izquierda del funtor lazo n: EtN --+ Et~ en las 

categorías de homotopía. 

Por otro lado, exteriormente, se verifica que N x sq c:::¿ 

N X ~Sq-l ~ ~(N X Sq-l) ~ ... ~ ~q(N x SO). 

Además tenemos que, para todo q ;;::: 0, N x sq = sq E Et~ está representado por el 

diagrama idN : N ~ N x sq ~ N, con jsq definida para todo n E N como jsq(n) = (n, so), 

donde So punto base de sq. 

Si a la sucesión 
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---+1 nx nf 1 ny -P-'---+l pf __ 7r---+1 X __ f---+I Y 

le aplicamos el funtor II(EtN)(SO, _) = [SO, _ F~, salvo en Pf donde aplicamos el funtor 

II(Et~)(SO, _) = [SO, _]~, y hacemos uso del lema anterior pues sq E ft~ y pr11(n) = sq 

es conexo para todo q > 0, obtenemos la sucesión 

... -t 

... -t 

que es exacta por el Teorema 4.2.13. Si aplicamos la adjunción anterior junto con que 

N x sq ~ ~q(N x S°), tenemos la sucesión 

... -t 8=p: 1 II(ftN)(sn-l,X) -t ... 

... -t 

II(EtN) (sn, ..-Y) rr~(f)) II(EtN) (sn, Y) 

II(EtN)(Sl, X) rrf(f)) II(EtN)(Sl, Y) 8=p: ) II(Et~)(SO, pf) _7r_",---+ 

que es exacta y que es la sucesión de los grupos de homotopía exterior buscada. O 

Observaciones 4.2.16 

(a) Sea f:)( -t Y en ftN. El Teorema 3.3.9 puede obtenerse, para e = ftN, como 

corolario del Teorema 4.2.13. Dado Z E ft~, podemos sustituirlo por su modelo cofibrante 

y suponer que Z E (ft~) e (y Z E ft~). Dado que todo objeto es fibrante en ft~ y en ftN. 

podemos aplicar [Q; Ll.Corolario 1] y se tiene que Ho(ft~)(Z,..-Y) ~ II(Et~)(Z,..-Y) y que 

H o(EtN)(Z, X) ~ II(ftN)(Z, X). De esta forma la sucesión 

... -t H o(Et~)(Z, nn ..-Y) (nn f)* 1 H o(Et~)(Z, nny) (nn
8

)*) 

-t Ho(Et~)(Z,nn-1Pf) .. ·-t Ho(ft~)(Z,nX) (nf)*) Ho(ft~)(Z,nY) ~ 

-t H o(Et~)(Z, pf) 1[*) H o(EtN)(Z, ..-Y) f*) H o(ftN)(Z, Y) 

es isomorfa a la sucesión del Teorema 4.2.13 y por tanto exacta. 

(b) En general, dada f: X --+ Y en ftN, la sucesión obtenida mediante el Teorema 

3.3.9 es diferente a la que conseguimos al aplicar el Teorema 4.2.13. 

Por ejemplo sea ~ e }R2 el círculo de Varsovia, y X = }R2 dotado de la topología 

euclídea y de la externología f x = {E e }R2; E E Te, ~ e E}. Definimos j x: N -t .. )( 
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para todo n E N como jx(n) = p, con p E 2: fijo. Es claro que jx es exterior. Dada 'idx 

tenemos la sucesión fibrada 

F iX idx ) X 

y la sucesión 

idx nn-l v ----+) ~ G j~ ---+ ... 

----+i nx ----+) F ----+) X idx ) X 

Sea Z E Et~ con Z = N x 2:, considerando en N x 2: la estructura de espacio exterior 

de la Sección 1.3 para K = 2:. Al aplicar el funtor II(EtN)(Z, _) y el II(Et~)(Z, _) donde sea 

oportuno, obtenemos la sucesión exacta larga de homotopía exterior del Teorema 4.1.13. Si 

aplicamos el funtor Ho(Et~)(Z, _) conseguimos la sucesión exacta larga del Teorema 3.3.9. 

Tenemos que II(EtN)(Z,X) ~ II Z. Además Ho(Et~)(Z,X) ~ * pues 2: es equivalente 
nEN 

débil a un punto. Por tanto ambas sucesiones son diferentes. 

4.3 Sucesión exacta larga de homotopía exterior de un par (X, A) E PEtN. 

Sea PEt la categoría de los pares de espacios exteriores. Sus objetos son inclusiones 

exteriores i: A ---+ X, considerando la topología y externología inducidas en A por las de 

..,Y al considerarlo como sub espacio exterior de ..,Y. Los morfismos en P Et son cuadrados 

conmutativos en Et 

Por comodidad denotaremos a los objetos en PEt por (X, A), (Y, B) ya los morfismos 

por f: (X, A) ---+ (Y, B). 

Sea PEtN la categoría de los pares de espacios exteriores bajo N. Los objetos son 

diagramas conmutativos 
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y los morfismos son diagramas conmutativos en Et 

Esto es, los objetos son pares de espacios exteriores que comparten la sucesión base, 

que denotaremos (X, A, jA), Y los morfismos son aplicaciones exteriores entre pares de es­

pacios exteriores que preservan sucesiones base, lo que escribiremos como f: (X, A, jA) --+ 

(Y, B, j B ). U sualmente la sucesión base se sobrentiende y utilizaremos la notación aún 

más abreviada (X, A) E PEtN y f: (X, A) --+ (Y, B) en PEtN , respectivamente. 

Observemos que, dado (..-Y, A) E PEtN , la fibra homotópica exterior bajo N de i la 

o btenemos mediante el pull-back 

A-----:.-X 

y aplicando la propiedad universal aJA Y a j Xl' con lo que disponemos de un único 

j pr : N --+ Pie, que escribimos como pr E EtN . Podemos interpretar pr como el espacio 

de caminos exteriores en X que comienzan en un punto de la sucesión base y finalizan en 

A. 

Definición 4.3.1 Llamamos n-ésimo conjunto de homotopía exterior relativo del par 

(X, A) E 'PEtN a: 

a) El conjunto II;(X, A) definido como II;_l (p[), para n > 1. 

b) El conj unto II; (..-Y, A) definido como N IIo (p[ ), para n = 1. 
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Notas 4.3.2 

(a) Dado que II;(X, A) = II;-l (pl) podemos aplicar que el funtor suspensión 2: es 

adjunto a izquierda en homotopía del funtor lazo O por el Teorema 4.1.13 y escribir 

IIC (X A) = TIc (pr-) ~ ... ~ TIc (on-l pr-) n' n-l '/, N o '/, 

para todo n > 1. 

(b) Observando la Definición 4.3.1 y teniendo en cuenta como fueron definidos los 

grupos de homotopía exterior en Et podemos reinterpretarla y así 

para todo n > 1. 

(c) Para X E EtN , TI; (..X) es grupo para n 2:: 1 Y grupo abeliano para n 2:: 2. De este 

hecho deducimos que TI; (X, A) es grupo para n 2:: 2 Y grupo abeliano para n 2:: 3. 

Obtenemos de esta manera dos tipos de funtores. Uno de la categoría de los pares de 

espacios exteriores bajo N, PEtN , en la categoría de los grupos, Grp, y otros de PEtN en 

la categoría de los grupos abelianos, Ab. 

II;: PEtN ~ Grp n = 2 

Si definimos 8: TI; (X, A) ~ II;_l (A) como II;_l (7f): TI;_l (PiC) ~ II~_l (A), en-

tonces 8 es una transformación natural entre el funtor II~: PEtN ~ Set y 

II~_l R: PEtN ~ Set, donde R es la restricción R: PEtN ~ EtN que a todo (X, A.) E PEtN 

le asigna R((X, A)) = A. 

Definimos j*:TI;(X) ~ II;(X,A) como TIn-1(p'):TI;_1(OX) ~ II;-l(pl), donde 

p' es la aplicación p': OX ~ pl que definimos en la sección anterior. 

Teorema 4.3.3 

Dado el para (X, A) E PEtN la sucesión 

... ~ TI;+l(X, A) ~ II;(A) ~TI;(X) ~TI;(X, A) ~ ... 
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· .. ----+ rrf (X, A) ~ rrg (A) -S rrg (.X) 

es exacta. 

A esta sucesión se la denomina sucesión exacta larga de homotopía exterior del par 

(X, A) E PEtN. 

Demostración: 

Por los razonmnientos empleados en el Corolario 4.2.15, aplicados a i: A ----+ X ~ 

tenemos la sucesión exacta: 

rrf (i) ------¡.)rrf (A) ) rrf (X) 

Teniendo en cuenta la Definición 4.3.1, obtenemos la sucesión buscada. O 

Nota 4.3.4 

Dado que EtN posee una estructura de categoría de modelos cerrada exterior inducida 

por la de Et y que se trata de una categoría no basada, podemos aplicar los resultados 

probados en el Capítulo 3. De esta manera tenemos objeto cilindro, objeto de caminos~ 

funtores abstractos lazo y suspensión verificando que el funtor suspensión es adjunto a 

izquierda del lazo, etc, que llamaremos ~'de Quillen". Los definidos en este capítulo son 

diferentes, aunque en ciertas condiciones puedan coincidir como señalamos en las Notas 

3.1.8(c) y 3.1.8(d) por ejemplo. Los denominaremos exteriores por estar asociados a la 

estructura exterior de categoría de modelos cerrada para EtN • 

4.4 Aplicaciones a los grupos de homotopía globales de Brown. 

En el primer capítulo definimos el funtor b: Pro ----+ Et, pleno y fiel por el Corolario 

1.1.13, que a cada (X, T x ) E Pro le hace corresponder (X; Ecc , Tx ) Y que a toda aplicación 

propia, j, le asigna bj = j, que es exterior por la Proposición 1.1.12. 

Este funtor induce otro en las categorías bajo N, bN: ProN 
----+ EtN, que también es 

pleno y fiel. 

En la primera sección de este capítulo definimos un funtor suspensión E: Et~ ----+ EtN . 

Veamos el siguiente resultado. 
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Proposición 4.4.1 

Si X E Pro~ entonces, si ~(X; Ecc , Tx) = (~X; SPcx , Tr,x) , se verifica que SPcx es 

la externología de los complementos de los compacto-cerrados en (~X, Tr:,x). 

Demostración: 

Consideremos X E St~. El cilindro de un espacio exterior bajo .N se definía mediante 

el push-out en Et 

.N x 1 p
r

2 ).N 

ljXXidI !irX 
X x I--)-I~X 

En .N teníamos la externología Ecc. En.N x 1 y X x 1 tenemos las definidas en 

la Sección 1.3 para K = 1, que coinciden con las de los complementos de los cOlnpacto­

cerrados. Además las aplicaciones pr2 Y jx x id¡ son propias y jx x id¡ inyectiva. Estamos 

así en condiciones de aplicar la Proposición 2.2.3 y concluir que en I~¿Y la externología 

push-out coincide con la externología de los complementos de los compacto-cerrados, E¡;. 

La suspensión de X, ~X, se definía por el push-out en Et 

Aquí rx + rx y 80 + 81 son propias, 80 + 81 inyectiva. Luego podemos aplicar la 

Proposición 2.2.3 y concluir que la externología push-out en ~X coincide con la de las 

complementos de los compacto-cerrados, EPcx . O 

Definición 4.4.3 Llamamos r-esfera de Brown, denotada por B sr, al coproducto 

U s~ ~.N x sr. 
nEN 

Definición 4.4.4 Llamamos r-disco de Brown, denotado por B Dr , al coproducto 

U D'r ~ N x Dr. 
nEN n 
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Observaciones 4.4.5 

(a) Tanto B Dr como B sr son objetos de Et~ al considerar la externología de los 

complementos de los compacto-cerrados. 

(b) Aplicando la Proposición 4.4.1 se tiene Bsr = ~( U S~) = U~S~. 
nEN n 

Definición 4.4.6 Se denomina r-ésimo conjunto de homotopía global de Brown de X E 

ProN, denotado BI1r (X), al conjunto de clases de homotopía propia [B sr; .. y]N. 

Nota 4.4.7 

Es claro que BI1r(X) es grupo para todo n ~ 2 Y grupo abeliano para todo n > 2. 

Definición 4.4.9 Se denomina r-ésimo conjunto de homotopía global de Brown del 

par (X, A) E P ProN a: 

a) El conjunto de clases de homotopía propia BI1r (X, A) = [B sr; prF~r C::!. 

[(B Dr,B sr-l); (X,A)]N, si r > 1. 

b) El conjunto de clases de homotopía propia B I1r (X, A) = [B sr; prJ ~, si r = O. 

Nota 4.4.8 

Es claro que BI1r (X, A) es grupo para todo n ~ 2 Y grupo abeliano para todo n > 2. 

Teorema 4.4.9 

La sucesión exacta larga de grupos de homotopía globales de Brown de un par (X, A) E 

P ProN es un caso particular de la sucesión exacta larga de grupos de homotopía exterior 

del par (X, A) en PEtN . 

Demostración: 

Basta tener en cuenta que X,B sr E ProN pueden sumergirse en la categoría ftN , que 

B sr es un objeto en Et~, y aplicar el Teorema 4.3.3. O 
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Capítulo 5 

Estructura cilíndrica de modelos para espacios exteriores 

En este capítulo el objetivo principal lo constituye el probar que existe otra estructura 

de categoría de modelos cerrada en Et, que denominaremos "cilíndrica". 

En la primera sección consideramos los rayos exteriores a: 1R+ ----+ X y los espacios 

exteriores con rayo base exterior, que denotamos (X, a). Definimos categoría de los espacios 

exteriores bajo 1R+, EtJI?·+, como la categoría cuyos objetos son los.morfismos a: 1R+ ---+ )( 

(espacios exteriores con rayo base exterior) y cuyos morfismos son diagramas conmutativos 

Estos pueden verse como aplicaciones exteriores que preservan rayos base y que es­

cribiremos como f: (X, a) ----+ (Y, (3). 

También introducimos la noción de homotopía exterior bajo 1R+. La relación ;'ser 

exteriormente homótopa bajo 1R+ a" es de equivalencia en las aplicaciones en Etli?+. Así 

definimos espacios homotópicamente equivalentes en homotopía exterior bajo 1R+ y la 

categoría de homotopía II(Etli?+). 

Consideramos un funtor II8: Et ---+ Set definido para X E Et como II8(X) = 

II(Et) (1R+, .. X) y de la forma habitual sobre los morfismos en Et. También tomamos los 

funtores, para cada n 2:: O, II~: Etli?+ ----+ Set que a todo (X, a) E Etli?+ le hace corresponder 

II~(X,a) = II(Etli?+) ((1R+ x sn,iso )' (X, a)) y de la forma usual sobre los morfismos. 

Aplicando la ley exponencial demostrada en el Teorema 1.3.3 probamos que para 

todo n 2:: O II~(X,a) es biyectivo a IIn (Et(lR+,X),a), donde en Et(lR+,X) consideramos 

una estructura topológica apropiada. Una consecuencia de este resultado es la estructura 

de grupo de II~(X, a) para n 2:: 1 y de grupo abeliano para n > 1. Este resultado es 

similar al Lema 1.4.2 y como éste relaciona los grupos de homotopía cilíndrica (en el caso 

anterior exteriores) con los grupos de homotopía en Top de ciertos espacios de aplicaciones 

exteriores. De los resultados anteriores se derivan las definiciones de n-grupo de homotopía 

cilíndrica de X basado en a y la de equivalencia débil cilíndrica. 

141 



En la segunda sección probamos que existe otra estructura de categoría de mode­

los cerrada. En ella llamamos fibración a toda aplicación exterior p: E -+ B que tiene la 

propiedad de elevación de homotopía a derecha respecto a las aplicaciones 

80 : Tq = JR+ X Dq -+ Tq x 1 = JR x Dq x 1 para todo n 2:: 0, equivalencias débiles 

a las equivalencias débiles cilíndricas y cofibraciones a todas las aplicaciones exteriores con 

la propiedad de elevación a izquierda respecto a las fibraciones que adenlás son equivalen­

cias débiles. 

A esta estructura de categoría de modelos cerrada y a sus nociones asociadas las 

denominaremos cilíndricas. Así hablaremos de fibración cilíndrica, abreviado e-fibración, 

cofibración cilíndrica o e-cofibración etc. 

En la tercera sección definimos un concepto análogo a el/V-complejo. Llanlaremos 

JR+ -complejo a un espacio X que admite una filtración X-1 e X o e Xl e .,. e -L'Yn e 
... e X tal que X tiene la topología y externología débiles respecto a ella~ con X -1 = 0 y 

de forma X n se obtiene de X n - 1 pegando mediante aplicaciones exteriores JR+ -celdas de 

dimensión n de la forma JR+ X D n . 

Demostramos también que si consideramos yI como en la Definición 2.2.5 la factor-
• ., ¡\ y 8 yI (do,dd y y b' t d . 1 t'd d 1 D fi ' ., lzaClOn L..l y: -+ -+ x es un o J e o e camInos en e sen loe a e nlClOn 

3.1.5. De esta forma la relación de homotopía a derecha de Quillen coincide con la relación 

de homotopía exterior. Probamos que todo JR+ -complejo es e-cofibrante. Aplicando este 

hecho y el anterior probamos un teorema de vVhitehead para JR+ -complejos. Además: si 

X es un CW-complejo finito, JR+ x -L'Y tiene estructura de JR+ -complejo. 

Por último demostramos que, si X es JR+ -complejo 80 + 81 : X U X -+ 

e-cofibración. Así la factorización de la codiagonal. \lA: X U -L'Y 8o+éh) X x 1 

es un ejemplo de objeto cilindro según la definición dada en el Capítulo 3. 

5.1 La categoría de los espacios exteriores bajo JR+. 

X x 1 es 
prl ) X ~ 

Recordemos que en JR + consideramos la topología euclídea Te Y la externología de los 

complementos de los compacto-cerrados Ecc' 

En 1 Y en Dq tomamos la estructura exterior ya empleada en el Capítulo 2. 

Dado X E Et en X x 1, para K = 1, y en JR+ x Dq consideramos las estructuras de 

espacio exterior especificadas en la Sección 1.3. De forma similar en Et(JR+, X) tomamos 

la topología T~+ definida en el mismo capítulo y sección. Recordemos que para simplificar 

notación escribiremos Et(JR+, X) como X~+. 
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Definición 5.1.1 Llamamos rayo en X E Et a una aplicación exterior a: jR+ -r X. 

Por abuso de notación también llamaremos rayo alma. 

Definición 5.1.2 Entendemos por categoría de los espacios exteriores bajo jR+ 1 denotada 

Et~+ 1 a aquella que tiene por objetos a los rayos a: jR+ -r .¿'Y y cuyos morfismos son 

diagramas conmutativos en Et. 

Por comodidad denotaremos a los objetos en Et~+ por (X, a) y a los modismos por 

f: (X, a) -r (Y, ¡J). 

Observación 5.1.3 

Los objetos de Et~+ pueden interpretarse como espacios exteriores con rayo base y los 

morfismos como aplicaciones exteriores entre espacios exteriores que preservan los rayos 

base. 

Dos aplicaciones exteriores j, g: (X, a) -r (Y, ¡J) se dicen exteriormente homótopas 

bajo jR+ 1 denotadas j ~ g, si existe H: X x 1 -r Y aplicación exterior verificando que 
s 

Hao = j, Ha1 = g y H(a,id[) = ¡J. 

A H se le denomina hOlnotopía exterior bajo jR+ de j ag. 

La relación "ser exteriormente homótopa bajo jR+ a" es una relación de equivalencia 

entre aplicaciones en Et~+, como es fácil comprobar. 

Denotamos por [j]~+ a la clase de equivalencia de aplicaciones en Et~+ exteriormente 

homótopas bajo jR+ a j. 

El conjunto de clases de equivalencia de homotopía exterior bajo jR+ de aplicaciones 

de (X, a) en (Y, ¡J) lo escribimos [(X, a); (Y, ¡J)]~+, o de forma más abreviada [.¿'Y; Y]~+. 

Podemos así definir la categoría de homotopía exterior bajo jR+, II(Et~+), cuyos obje­

tos son los espacios exteriores y cuyos morfismosson las clases de aplicaciones de homotopía 

exterior bajo jR+. 
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Consideremos el funtor IIü: Et ~ Set definido para X E Et como IIü(X) = 
II(Et) (lR+, X) Y para f E Et(lR+, X) como IIü(f) = f;: II(Et)(lR+, X) ~ II(Et)(lR+ 1 Y) 

que a cada [g] E II(Et)(lR+, X) le asigna IIü(f)[g] = [Jg] E II(Et) (lR+, Y). 

Para cada n :::: O podemos considerar el funtor II~: Etoc+ ---+ Set que a todo 

(..X,a) E Et~+ le hace corresponder II~(X,a) = II(EtlR+) ((lR+ X sn,iso )' (X,a)), donde 

So es el punto base de sn y la aplicación i so : lR+ ~ lR+ X sn es el rayo base exterior en 

lR+ X sn definido como iso(t) = (t, so) para todo t E lR. 

A un morfismo en EtlR+, f E EtlR+((X,a),(Y,fa)), II~ le asigna II~(f) = 
f;: II~(X, a) ---+ II~(Y, fa) que a todo [g]lR+ E II~(X, a) le hace corresponder [Jg]lR+ E 

II~(Y, fa). 

Lema 5.1.4 

Si (X, a) es un objeto en EtlR+) entonces IIü(X, a) ~ IIü(X). 

Demostración: 

Es análoga a la del Lema 1.4.1. O 

Lema 5.1.5 

Sea (X, a) E EtlR+. Existe un isomorfismo entre II~(X, a) y el n-simo grupo de 

homotopía estándar en Top del espacio de rayos exteriores en X con la topología T~+, 

IIn (Et(lR+ ) X) , a), para todo n :::: O. 

Demostración: 

Por el Teorelna 1.3.3 tenemos la biyección Et(lR+ x K, X) ~ Top(Kl Et(lR+) X)) con 

!< espacio compacto. 

Consideremos en lR+ la aplicación idlR+ como rayo base, en lR+ x K tomemos como 

rayo base iko:lR+ ---+ lR+ x K definida como iko(r) = (r,ko) para todo r E lR+ y 

ko E K punto base de K. El punto base de Et(lR+, X) es a: lR+ ---+ X. Así dada 

f E EtlR+((lR+ x K,iko)' (X,a)), e(f)(r)(ko) = f(r,ko) = a(r) para todo rE }R+, luego 

e(f) E Top*((I<,ko), (Et(lR+,X),a)). 

Recíprocamente si 9 E Top*((K,ko), (Et(lR+,X),a)), e-1(g)(t,ko) = g(ko)(t) = a(t) 

y así 9 E Et~+ ((lR+ x K,iko)' (X,a)). 

Así queda inducida la biyección: 
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En particular si K = sn, tenemos la biyección Et lR+ ((JR+ x sn, i so )' (X, a)) ~ 
Top*((sn, so), (Et(JR+, .X), a)). Veamos que se induce otra en homotopía exterior bajo 

JR+. 

Sea [J]lR+ E [(JR+ x sn, i so )' (X, a)]lR+ y f un representante de esta clase. Sea otra 

aplicación 9 E [J]lR+, entonces existe H: JR+ X sn x J ~ X exterior con H(1', s, O) = f(1', s), 

H(1', s, 1) = g(1', s) y H(iso(1'), t) = H(1', so, t) = a(1') para todo l' E JR+, s E sn, t E J. 

Es sencillo comprobar que H = e(H): sn x J ~ Et(JR+, ~:Y-) verifica que H(s, O) = 
e(f)(s) = J(s), H(s,l) = e(g)(s) = g(s) y H(so, t)(1') = H(1', so, t) = a(1') para todo 

l' E JR+, s E sn, t E J. Además H es continua aplicando que la exponencial es una 

biyección para K = sn x J. De esta forma Jur g y [fJlR+ = [g]lR+. 
E 

De forma similar dado [h] E [(sn, so), (Et(JR+, X), a)]*, con h un representante de la 

clase y k otro se tiene que existe G: sn x J ~ Et(JR+, .X) homotopía de h a k en Top*. 

Tomando 8 = e-1(G): JR+ X sn x J ~ X obtenemos una homotopía exterior bajo JR+ 

de h = e-1(h) a k = e-1 (k), esto es, 8(1', s, O) = h(1', s), 8(1', s, 1) = k(1', s) y 8(iso (1'), t) = 

8(1', so, t) = e-1(G)(1', so, t) = G(so, t)(1') = a(1') para todo l' E JR+, s E sn, t E J. 

Concluimos de esta manera que, para todo n ;::: O, tenemos el isomorfismo 

[(JR+ x sn,iso ); (X,a)]lR+ ~ [(sn,so); (Et(JR+,X),a)]lR+. O 

Corolario 5.1.6 

Sea (X, a) E EtlR+, II~: EtlR+ ~ Seto Entonces II~(X, a) verifica que: 

(a) Para n = 1 es grupo 

(b) Para n > 1 es grupo abeliano 

Demostración: 

Es consecuencia del lema anterior. O 

Nota 5.1.7 

( a) El funtor II; queda definido de la siguiente forma: 
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I1~: EtlR+ --+ Grp n = 1 

(b) Para abreviar denotaremos a Et(JR+, .."Y) por X lR+ en el resto del trabajo. 

(c) En ocasiones, cuando se sobreentiende el rayo base escribiremos .."Y E EtlR+ y 

I1~ (X). 

Definición 5.1.8 Sea X espacio exterior, a: ffi.+ --+ X rayo base exterior. Para n 2: 1 

llamaremos n-simo grupo de homotopía cilíndrica de X basado en a a I1~(X, a). 

Definición 5.1.9 Sea f: X --+ Y aplicación en Et. Se dice que f es una equivalencia 

débil cilíndrica si verifica una de las condiciones siguientes: 

a) Si Et(JR+, .."Y) = 0, entonces Et(JR+, Y) = O. 

b) Si Et(JR+, X) =1= 0, entonces para todo a, rayo base exterior en X, y para todo 

n 2: 0, f; = II~(f): I1;(X, a) --+ I1~(Y, fa) es isomorfismo. 

5.2 Estructura cilíndrica de categoría de modelos cerrada para Et. 

En primer lugar definamos tres clases de morfismos. 

Definición 5.2.1 Dada una aplicación p: E --+ B en Et decimos que es una fibración si 

y sólo si para todo diagrama conmutativo en Et 

existe una elevación VI: Tq x 1 ---+ E verificando que v l 80 = u Y pv l = v para todo q 2: O. 

Diremos que p tiene la propiedad de elevación de homotopía a derecha respecto a las 

aplicaciones 80 : Tq ---+ Tq x 1, para todo q 2: O. 
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Definición 5.2.2 Entendemos por equivalencias débiles a aquellos morfismos en Et~ 

f: X ---t Y, que son equivalencias débiles cilíndricas en el sentido de la Definición 5.1.9. 

Definición 5.2.3 Una cofibración es una aplicación i: A ---t B en Et que posee la 

propiedad de elevación a izquierda respecto a las fibraciones que son adelnás equivalencias 

débiles según las Definiciones 5.2.1 y 5.2.2. 

Como es usual, llamamos fibraciones triviales a las fibraciones que son además 

equivalencias débiles y análogamente a las cofibraciones triviales. 

Proposición 5.2.4 

Todo objeto en Et es fibrante. 

Demostración: 

Es preciso demostrar que c: E ---t * es fibración, esto es que en cualquier diagrama 

conmutativo para todo q ~ O 

existe una elevación v': yq x 1 ---t E verificando que vl30 = 'u y c* v' = 'U. Sea v' = 'Uprl 

con prl: Tq x 1 ---t Tq la proyección en el primer factor. La aplicación u es exterior por 

hipótesis y prl es continua y externa. Este hecho es sencillo de probar. 

En Tq x 1 tenemos la externología EyqxI definida así: U E EyqxI si existe V E E~+ 
tal que V x Dq x 1 e U y U E TyqxI. 

Dado E E Eyq existe E' E E!+ tal que El x Dq e E y con E E Tyq. 

Tomamos pr11(E' x Dq) e pr11(E); se tiene que pr11(E) E TyqxI, por ser prl 

continua, y que E' x Dq x 1 = pr11(E' x Dq) e pr11(E). Así concluimos que prl es 

externa. Es sencillo comprobar que e30 = u y c*e = v. O 

Teorema 5.2.5 

La categoría de los espacios exteriores Et tiene estructura de categoría de modelos 

cerrada con las fibraciones, cofibraciones y equivalencias débiles definidas en esta sección. 
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Demostración: 

U tilizaremos los axiomas CM. 

El axioma Clv!l se verifica por los resultados las Proposiciones 1.2.2 y 1.2.3 que 

prueban la existencia de límites y colímites en Et. 

Para demostrar CM2, es decir que dadas f, g, gf si dos de ellas son equivalencias 

débiles, también lo es la tercera, precisamos el siguiente resultado: 

Lema 5.2.6 

Sea f: X ~ Y aplicación exterior. Denotamos por fffi.+: .. yffi.+ ~ ylR+ a la apli­

cación definida para toda a E X lR+ como fffi.+ (a) = fa. En X lR+, ylR+, consideremos las 

topologías T~+, T~+, respectivamente. Entonces: 

(a) f es fibración exterior si y sólo si flR+ es fibración en Top. 

(b) f es equivalencia débil cilíndrica si y sólo si flR+ es equivalencia débil en Top. 

Demostración: 

(a) Dado un diagrama conmutativo en Et 

yq = IR+ X n q ) .. Y 

lidR+xao 11 (1) 

yq x 1 = IR+ X n q x 1 ~ Y 

podemos aplicar la exponencial y el Teorema 1.3.3 y obtenemos un diagrama que se 

corresponde de forma biyectiva con (1) 

Dq --~) x lR+ 

100 k+ (2) 

para todo q ~ O. Entonces existe una elevación en (1) si y sólo si existe una elevación en 

(2) y se tiene el resultado. 

(b) Si X lR+ = 0 entonces, si f es equivalencia débil cilíndrica, por la Definición 5.1.9, 

se tiene que ylR+ = 0. Luego flR+ es la identidad en el vacío y por tanto equivalencia débil 

en Top. 
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Recíprocamente, si .. XlR+ = 0 y flR+ es equivalencia débil en Top como IIn(X lR+, 0) = 
IIn(0, 0), entonces ylR+ = 0 y f es equivalencia débil cilíndrica. 

Supongamos que x lR+ =f. 0. Dada f: X ~ Y aplicación se verifica que flR+ es 

continua si y sólo si f es exterior, para probarlo basta aplicar el Teorema 1.3.3 con K = * 

Para f: X ~ Y exterior se dice que f es equivalencia débil cilíndrica si y sólo si 

induce isomorfismos en todos los grupos de homotopía cilíndrica 

fZ 
II~(X, a) ~ II~(Y, fa) 

para todo a: ~+ ~ X exterior y q 2: O. Teniendo en cuenta el Lema 5.1.5 existen las 

biyecciones 

II~(X, a) ~IIq(XlR+, a) 

II~(Y, fa) ~ IIq(ylR+, fa) 

para todo a: ~+ ~ X exterior y q 2: O, donde a la izquierda tenemos grupos de homotopía 

cilíndrica y a la derecha grupos de homotopía de espacios en Top*. 

De esta forma tenemos los diagramas conmutativos para todo a: ~+ ~ X Y q 2: O 

Este hecho prueba que f; es isomorfismo si y sólo si f!'+ lo es. O 

Dado que en Top se tiene CM2, aplicando el apartado (b) del lema anterior, es equi­

valente a que se verifique CM2 en Et. 

Para probar ahora C!vI3 tenemos que demostrar que las cofibraciones, fibraciones y 

equivalencias débiles son clases de morfismos cerradas por retractos. La demostración es 

análoga a la realizada para probar este axioma en el Teorema 2.1.6, sólo es preciso advertir 

que las fibraciones en la estructura cilíndrica tienen la propiedad de elevación de homotopía 

respecto a 80 : r q ~ r q x 1 para todo q 2: O Y que hemos de aplicar Lema 5.2.6 para 

probar que todo retracto de una equivalencia débil es equivalencia débil. 

Demostrar CM5 es más complicado. Es preciso probar que dada f: X ~ Y aplicación 

exterior pueda factorizarse de dos formas: 
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(a) f = pi con i cofibración trivial, p fibración. 

(b) f = qj con j cofibración, q fibración trivial. 

Examinemos primero el caso (a). Dada f: X --t Y construiremos un diagrama: 

Tomamos X o = X Y Po = f y suponemos construido X n- 1 . 

Sea A conjunto de índices, A E A, de diagramas D,\ de la forma: 

con q).. 2: O. Definimos X n por un push-out en Et 

(1) 

y la aplicación in: X n- 1 --t X n la inducida en él. Mediante la propiedad universal del 

push-out aplicada a Pn-l: .. Xn- 1 --t y Y a U v,\: U Tq).. xl --t Y, obtenemos Pn: ..<'Yn --t y 
).. ).. 

verificando que Pn U w,\ = Uv,\ y Pnin = Pn-l, es decir, Pn extiende a Pn-l' 
,\ 

Tomamos (X,p) colímite de {Xn,Pn}nEN. Si denotamos por kn : X n --t X la inclusión 

natural de X n en X y consideramos i = ko, se sigue que f = pi. 

Podemos observar que esta construcción es similar a la realizada en el Teorema 2.1.6 

para demostrar este mismo axioma, pero en vez de pegar una sucesión de discos por medio 

de 86: v q).. --t V q).. xl, pegamos tubos gracias a aplicaciones análogas, 86: Tq).. --t Tq).. xl. 

Este hecho hará que omitamos ciertas demostraciones que son prácticamente iguales. 
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Veamos que pes fibración. Supongamos probado que cualquier aplicación de la fonna 

a: Tq ----+ X factoriza a través de X n para n suficientemente grande, resultado que de­

mostraremos al final del capítulo. Entonces dado un diagrama conmutativo 

existe n tal que U).. (Tq>. ) e X n . También, puesto que X n +1 se construye mediante un 

push-out análogo a (1), tenemos que existe U w)..: U Tq>. x J ----+ X n +1 verificando que 
).. )..EA 

'Ín+l U u).. = U w).. U oB. Al aplicar la propiedad universal del push-out a U v).. y a Pn 
).. )..).. ).. 

obtenemos que Pn+l U w).. = U v)... 
).. ).. 

Entonces para un diagrama como el inferior 

tenemos que existe w)..: Tq>. x J ----+ X n+ 1 en el índice A E A verificando que Pn+l V).. = w).. 

y w)..oB = 'Ín+1u).., esto es, Pn+l es fibración. Como Pn+l = pkn + 1 , tomando la elevación 

e = kn+ 1 w).. demostramos que P es fibración. 

Queda por probar que i es cofibración trivial. El procedimiento es análogo al empleado 

en el Teorema 2.1.6, primero se prueba que in: .. Xn - 1 ----+ X n es cofibración con idénticos 

argumentos, sustituyendo oB: 1)q>. ----+ 1)q>. X J por oB: Tq>. ----+ Tq).. x J. Para probar que 

'in es equivalencia débil se recurre a un resultado similar al Corolario 2.1.9. 

Corolario 5.2.7 

Se verifica que X n - 1 es retracto de deformación fuerte de X n 

Demostración: 

Podemos probar que Tq>. es un retracto de deformación fuerte de Tq).. x J. En 

primer lugar prlOO = 'idyq. En segundo lugar podemos definir la homotopía exterior 

F)..: Tq>. x J x J ----+ Tq>. x J, como F)..(x, t, s) = (x, st) para todo (x, t) E Tq).. x J y s E J. 
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Se verifica que F>..(x, t, O) = ao prl(X, t), F>..(x 1 t, 1) = (x, t) para todo (x, t) E 'Tq>. x 1 y 

que F>.. es exterior, luego F>.. es la retracción buscada. 

Por las mismas razones que en el Corolario 2.1.9 U Tq>. es retracto de deformación 
>.. 

fuerte de U Tq>. x 1 y debido a que X n se construye gracias a un push-out como (1) que 
>"EA 

verifica las hipótesis del Lema 2.1.8 podemos deducir que X n - 1 es retracto de deformación 

fuerte exterior de X n . O 

Demostremos que i: X ~ X es equivalencia débil. 

Lema 5.2.8 

La inclusión i: X ~ X es equivalencia débil. 

Demostración: 

Supongamos que XlR.+ = 0, entonces no existe u: Tq = JR+ X Dq ~ )( exterior pues 

aplicando el Teorema 1.3.3 existiría e(u): Dq -; X~+, lo que es contradictorio. Así dada 

la construcción de X, si X~+ = 0, entonces X = X e i = idx que es equivalencia débil. 

Sea X~+ =1= 0, probemos que i;: rr~(X, n) ~ rrg(X, in) es una biyección para todo 

q 2: o. 

Demostremos que i; es sobre. Para ello supongamos probado el resultado que afirma 

que toda aplicación exterior de la forma 13: n q ~ X factoriza a través de un X n para 

n suficientemente grande. Dada [J]~+ E rr~(X, in), tomamos un representante f: n q ~ 
5( que factoriza a través de un ..tYn como f: n q JI) X n kn) X. Dado que la 

composición finita de equivalencias débiles también lo es, t = 'in in-l' .. i 1 es equivalencia 

débil y existe f": nq ~ X con tf" = 1', luego f = knf' = kntf" = if", Y por tanto i; 
es sobre. 

Veamos que i; es inyectiva. Sean [J]~+, [g]~+ E rr~ (X, n) tales que 'i* [J]~+ = i* [g]~+ : 
jR+ ~ 

entonces if ~ ig para unos representantes y existe H: n q x 1 ~ X homotopía exterior 
[ 

bajo JR+ con Hao = if Y H81 = ig. Supongamos probado ahora un resultado similar al 

citado antes, que toda aplicación F: nq x 1 ~ X factoriza a través de un X n para n 

suficientemente grande. De esta forma podemos afirmar que H factoriza a través de un 

"Yn como H: n q xl H
I 

) X n kn) X. Aplicando otra vez que t es equivalencia débil, 

existe una H": n q x 1 ~ X exterior bajo JR+ con H"8o = f y H"81 = g. O 

Para finalizar queda probar que i es cofibración. La demostración de este hecho es 

igual a la realizada en el Teorema 2.1.6 pues, como en ese caso, in es cofibración para todo 
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n E .N Y X ha sido construido mediante un colímite de {Xn,Pn}nEN. 

Así el apartado (a) queda demostrado 

Veamos que j puede factorizarse como en el apartado (b) es decir como j = qj con q 

fibración trivial y j cofibración. 

Sea j: X ---+ Y construimos un diagrama como el siguiente 

Sea Yo = ~Y, qo = j, supongamos construido Yn - 1 . Para construir Yn se consideran 

los diagramas DA, con A E A, de la forma 

con q).. 2:: 0, 'lA = idjR+ x i: Rq>. -1 = IR.+ x sq>. -1 ---+ r q = IR.+ x Dq>. para simplificar 

notación. 

Se define Yn por el push-out en &t 

y jn: Yn- 1 ---+ Yn la inducida en él. 

Para obtener qn aplicamos la propiedad universal del push-out a qn-1 Y a U VA' 
).. 

Entonces qn U W A = U V).. Y qn extiende a qn-1, es decir, qnjn = qn-1. 
A ).. 

Tomamos (Y, q) colímite de {Yn , qn}nEN y la aplicación j: X ---+ Y la inclusión natural 

del espacio X en el colímite Y. Entonces j = qj. 

En primer lugar veamos que q es fibración trivial. Para ello demostraremos al final del 

capítulo un resultado que asegura, que toda aplicación exterior {3: Rq>. -1 ---+ Y factoriza 
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a través de Ym para m suficientemente grande. Debido a que la construcción de Ym 

se realiza mediante push-outs sucesivos de naturaleza silnilar a los que se emplean en 

la construcción usada en la demostración de CM5(b) en el Teorema 2.1.6 podemos, por 

idénticos razonamientos, concluir que q tiene la propiedad de elevación a derecha respecto 

a las aplicaciones 'lA: Rq>.-l ~ r q>. para todo q ~ o. 

Por la proposición siguiente esto es lo mismo que afirmar que q es fibración trivial. 

Proposición 5.2.9 

La aplicación f: X ~ Y es fibración trivial si y sólo si f tiene la propiedad de 

elevación a derecha respecto a las aplicaciones 'l: Rq-l ~ yq para todo q ~ o. 

Demostración: 

Si f tiene k propiedad de elevación a derecha respecto a i: Rq-l ~ r q si y sólo si 

para todo diagrama de la forma 

existe una elevación e: yq ~ X en Et verificando que fe = h Y e'l = 9 para todo q ~ o. 

Aplicando la ley exponencial del Teorema 1.3.3 este hecho es equivalente a que 

f[{+ : X[{+ ~ y[{+ , con las topologías T~+ , y T~+ , en cualquier diagrama conmutativo en 

Top 

tenga la propiedad de elevación a derecha respecto a i: Sq-l ~ Dq para todo q ~ o. 

Por el resultado [Q; II.3.Proposición 1] esto es equivalente a que f[{+ sea fibración 

trivial. Esta última afirmación, por el Lema 5.2.6, es equivalente a su vez a que f sea 

fibración trivial (en la estructura cilíndrica). O 

Para finalizar probemos que j: )( ~ y cofibración. 

154 



En primer lugar jn: Yn- 1 ~ Yn es cofibración. Hemos o.btenido Yn a partir de Yn- 1 

por un push-out: 

Observando la proposición anterior 'lA: nq- 1>.. ~ Tq).. es una cofibración y también 

U 'l>.., luego jn es cofibración por ser el lado opuesto en un push-out. 
A 

En el apartado (a) demostramos que si in es cofibración y X se obtiene como colímite 

de {Xn}nEN, 'i: X ~ .5i también lo es. 

Como Y ha sido construido mediante un colímite de {Yn , qn}nEN con jn cofibración, 

tenemos por los mismos razonamientos que j: X ~ Y es cofibración. 

Queda por demostrar OM4, esto es, que dado un diagrama conmutativo 

tiene una elevación e: B ~ X con pe = v y ei = 'I.t en cualquiera de los siguientes casos: 

(a) i es cofibración y p fibración trivial 

(b) i es cofibración trivial y p fibración 

El apartado (a) se tiene por definición de cofibración, y (b) se demuestra sin más que 

repetir la demostración del mismo en el Teorema 2.1.6 y así finalizamos la demostración 

del teorema. O 

Restan por probar varias afirmaciones. 

En primer lugar que todas las aplicaciones de la forma a: Tq ~ X ó F: nq x 1 ~ X 

verifican que para n, m suficientemente grandes a(Tq) e X n y F(nq x 1) e X m . Aquí 

estamos haciendo referencia al X construido en el apartado (a) de la demostración de 01\115. 

En segundo lugar que toda aplicación exterior j3: n q ~ y factoriza a través de un 

Ym , para m suficientemente grande. En este caso Y es el espacio construido para probar 
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CM5 (b). 

Su demostración precisa de varios resultados previos y consideraciones sobre las 

construcciones ~fectuadas al probar ClvI5. 

Observaciones 5.2.10 

(a) En la construcción de CM 5 (a) cada X n se obtiene como un push-out que satisface 

las hipótesis del Lema 2.1.12 y, por tanto, in: "'Yn - l ~ X n es inyectiva, cerrada y cerrada 

exteriormente. Por abuso de notación escribiremos X o e Xl e X 2 e '" e ~:(n e ... x. 
(b) La construcción de Y realizada en CM4 (b) es el colünite de {Yn}nEN donde 

cada Yn lo hemos obtenido mediante un push-out en Et a partir de Yn - l de forma induc­

tiva. Es sencillo advertir que estos push-outs verifican las hipótesis del Lema 2.1.12 y así 

jn: Yn- l ~ Yn es inyectiva, cerrada y cerrada exteriormente. De esta manera conside­

ramos que X e Yl e Y2 e ... e Yn e ... Y. 

(c) Podemos suponer que X n \ X n - l =1= 0 para todo n E N, pues si no ocurriera así 

podemos reordenarlos suprimiendo los que sea necesario y obtendremos el mismo espa­

cio X y las mismas topologías y externologías o, en otro caso, X = X. Por lo mismo 

razonamientos supondremos que Yn \ Yn - l =1= 0, para todo n E N, en la construcción Y. 

Recordemos la construcción de X. Los "'Yn que empleamos los obteníamos por un 

push-out en Et 

con aS cerrada, inyectiva, y por tanto ~ a~ también lo es. Por la Observación 5.2.10.(a) 

"'Yn - l es cerrado en X n para todo n E N. De esta forma X = X o, es cerrado en "'Yn para 

todo n E N. Si demostramos que X tiene la topología débil concluiríamos que..,Y es cerrado 

enX. 

De forma análoga si Y tiene la externología débil podríamos deducir que X es cerrado 

exteriormente en Y. 

Reproduciendo paso por paso las demostraciones efectuadas en los Lemas 2.1.14 y 

2.1.15 podemos probar los resultados siguientes. 
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Lema 5.2.11 

La topología que se obtiene en X mediante la suma disjunta de las topologías de 

X n , n E N Y tomando después la topología cociente inducida por la relación de equivalencia 

x rv 'Íl(X) rv 'Í2'Íl(X) rv ••• rv 'inin - 1 ··· 'Íl(X) rv··· es la topología débil. 

Lema 5.2.12 

La externología que se obtiene en X mediante la SUlna disjunta de las externologías 

de X n , n E N Y tomando después la externología cociente inducida por la relación de 

equivalencia x rv il(X) rv i2il(X) rv··· rv inin-'-l" ''Íl(X) rv··· es la externología débil. 

Lema 5.2.13 

Sea p E -)(n \ X entonces {p} es cerrado y cerrado exterior en X n . 

Demostración: 

Basta tener en cuenta que X n se obtiene por el push-out: 

En -'Yn tenemos por los Lemas 5.2.11 y 5.2.12 la topología y externología débiles. 

Para un m E N se tiene que p E X m \ X m - 1 y p f:. X con 1 < m S n. Sea q).. tal que 

p E Tq>. x J. Dado que {p} es cerrado y compacto, es cerrado y cerrado exteriormente en 

Tq>. = lE.+ X Dq>. y, por tanto, en Tq>. x J. También es cerrado y cerrado exteriormente 

en U Tq>. x J. Además {p} n Xl = 0 para 1 S l S m - 1. Como consecuencia {p} es 
)..EA 

cerrado y cerrado exteriormente en X m . Puesto que in: X n - 1 --+ X n es cerrada y cerrada 

exteriormente para todo n E N por las Observaciones 5.2.10 (b) Y 5.2.10 (c), tenemos que 

t: X m --+ "Xnl la composición finita de ellas t = 'Ín'Ín-l ... 'Ím+l, también lo es. 

Por todo esto {p} es cerrado y cerrado exteriormente en X n . O 

Lema 5.2.14 

Sea K e ... )( con K compacto, entonces existe n E N tal que !( e X n . 
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Demostración: 

Es idéntica a la del Lema 2.1.17. O 

Proposición 5.2.15 

Sea Z E Et, T2 , a-compacto y localmente compacto y con la externología de los com­

plementos de los cerrados y compactos. Entonces dada f: Z ---+ X exterior, siempre existe 

un n E N tal que f factoriza a través de X n . 

Demostración: 

Consiste en reproducir la de la Proposición 2.1.18 pues en ella no utilizamos en ningún 

momento las particularidades de esta construcción sino un lema similar a nuestro Lema 

5.2.14, el Lema 2.1.19, que sigue siendo válido en nuestra construcción y otros hechos que 

les son comunes. O 

Es posible probar resultados análogos a los 5.2.11,5.2.12,5.2.13 y 5.2.14 para la con­

strucción Y realizada en CM5 (b) Y enunciar y probar una proposición parecida a la 

Proposición 5.2.15. 

Proposición 5.2.16 

Sea Z E Et, T2 , a-compacto y localmente compacto, dotado de la externología de los 

complementos de los cerrados y compactos. Entonces dada f: Z ---+ y exterior, siempre 

existe un n E N tal que f factoriza a través de Yn . 

Si tomamos Z = Tq, Z = nq- 1 ó Z = nq- 1 x 1 para q 2: 0, como se trata de espacios 

T2 , a-compactos, localmente compactos y dotados de la externología de los complementos 

de los cerrados y compactos, quedan probadas las afirmaciones que necesitábamos para 

finalizar la demostración CM5. 

Notas 5.2.17 

(a) En la categoría de los espacios exteriores Et tenemos otra estructura de categoría 

de modelos cerrada diferente a la del Capítulo 2. La denominaremos "cilíndrica". Asociada 

a ella aparecen los conceptos de fibración, cofibración, equivalencia débil, que para dife­

renciarlos de las definidas en el Capítulo 2 llamaremos fibraciones cilíndricas, cofibraciones 

cilíndricas, equivalencias débiles cilíndricas, abreviadas c-fibraciones c-cofibraciones y c­

equivalencias débiles. En el caso de que pueda existir confusión con la estructura exterior 
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denotaremos a &t provista de la estructura de categoría de modelos cerrada cilíndrica por 

&te · 

(b) Sea &tIR+ la categoría de los espacios exteriores bajo jR+, esto es espacios exteri­

ores con un rayo base y aplicaciones exteriores entre ellas que preservan rayos base. Por el 

Teorema 0.1.6 queda inducida una estructura de categoría de modelos cerrada cilíndrica, 

que denotaremos &t~+ siempre que pueda existir confusión. En esta estructura las fibra­

ciones son aplicaciones exteriores bajo jR+ que, olvidada su estructura bajo jR+, tienen 

la propiedad de elevación de homotopía a derecha respecto a 80 : yq ----+ yq x 1 para 

q ~ O en &t. Por equivalencias débiles entendemos aplicaciones exteriores bajo jR+ que, si 

prescindimos de su estructura bajo jR+, son e-equivalencias. Las cofibraciones son aquellas 

aplicaciones exteriores bajo jR+ que tienen la propiedad de elevación a izquierda respecto 

a las aplicaciones en &tIR+ que son fibraciones y equivalencias débiles. 

5.3 Teoremas de Whitehead. 

Definiremos en primer lugar una nueva noción, la de jR+ -complejo. 

Definición 5.3.1 Sea X E &t, se dice que es un jR+ - complejo si admite una filtración 

..'Y- 1 e ./Yo e )(1 e ... e ./Yn e ... e ./Y con ./Y- 1 = (/) tal que X tiene la topología y 

externología débiles respecto a la filtración anterior y cada X n se obtiene a partir de X n - 1 

por un push-out en &t de la forma: 

(1) 

A cada ff (~n) le llamamos jR + -celda, denotada C~, a ff: ~n, ----+ X n aplicación 

característica de la jR+ -celda C~ y a g~: R~-l ----+ X n - 1 aplicación pegamiento de dicha 

jR+-celda. 

Denominamos n-esqueleto al n-ésimo elemento de la anterior filtración de X, X n . 

Por la Proposición 5.2.4 todo objeto en &t es e-fibrante. Dados X, Y E &t e­

cofibrantes, por el Teorema 0.2.2, tenemos que si f: X ----+ Y es e-equivalencia débil 
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entonces f es equivalencia de homotopía exterior. Este hecho pone de manifiesto que 

puede resultar de interés el estudio de los objetos c-cofibrantes en Et. 

Teorema 5.3.2 

Todo jR+ -complejo X E Et es un objeto c-cofibrante en Et. 

Demostración: 

Dado X JR+ -complejo es necesario demostrar que 0 ~ X es c-cofibración. 

Procederemos por inducción. 

Para n = O tenemos que R n- 1 = 0, Tn = jR+ X {*} y X se obtiene como el push-out 

en Et 

Por la Proposición 5.2.9 concluimos que 2.\: R'~-l ~ T;n>. es c-cofibración para todo 

n ~ O, luego también lo es Ui.\: U R>:l ~ U T.\o. De esta forma, como 0 ~ X o es el 
.\ .\EA / .\EA 

lado opuesto en un push-out a una c-cofibración~ es c-cofibración. 

Supongamos demostrado para n - 1, que 0 ~ ""Yn - 1 es c-cofibración. Como X n se 

obtiene mediante el push-out en Et: 

Por los mismos argumentos que en el caso n 

in: X n- 1 ~ X n es c-cofibración. 

O, podemos concluir que 

Si X es jR+ -complejo, es el colímite de los X n , X = colimXn y 0 ~ X es c­

cofibración repitiendo los argumentos de la demostración de CM5 en el Teorema 2.1.6. O 
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Sea yI el espacio exterior de la Definición 2.2.5 y di: y[ - Y para 'i = 1.2 las 

aplicaciones exteriores a las que hicimos referencia en la Proposición 2.2.7. Podemos probar 

el resultado siguiente: 

Proposición 5.3.3 

Sea la aplicación (do, dI): yI - Y x Y . Se verifica que (do, dI) es c-fibración. 

Demostración: 

Por el Lema 5.2.6 (a) se tiene que (do, dI): yI - Y x Y es c-fibración si y sólo si 

(do,ddli{T: (yI)iR+ _ (Yxy)~T esfibraciónen Top. Observemos que en (yI)iR
T 

tenemos 

la topología T:; y en (Y x Y) RT la topología T~: y. Es casi inmediato probar que 

(Y x Y) ~T es homeomorfo a yii{T ~< y;K'. 

1 jRT ( lRT) 1 Veamos que (Y) es homeomorfo a Y . 

Sea p: (ylR+)I _____ (yI)iR+ definida para toda f E (yli{+)I como p(f)(r):J - Y 

para todo r E IR+ de tal manera que p(f)(r)(t) = f(t)(r), para todo t E J. Sea un 

elemento de la subbase de T~;, S([a, +00), (J, E)) donde E E ¿y, entonces se tiene que 

p-l (S([a, +00); (J, E))) = (J, S([a, +00), E)) que es un elemento de la subbase de Tea 

de (ylR+)I. 

Los otros elementos de la subbase de T:7 son de la forma S ([a, b], (K. U)) con ~ le U) E 

Tr~1 Y p-l (S([a, b], (K. U))) = (K, S ([a. b], U)), que es un elemento de la subbase de Tea 

de (yii(T)1. Así p es continua. 

También podemos definir p: (yI)iR+ ---- (yii(,)1 para toda 9 E (yI)iR
T 

Y r E lR+ 

como p(g)(r): J - Y de modo que para todo t E J. p(g)(t)(r) = g(r)(t). Es sencillo 

probar que p es continua empleando argumentos similares a los anteriores. 

Además es claro que pp = 'id(YlR+)1 Y que pp = -id(y 1 )RT • 

, ,+ 
De esta forma tenemos que (do,dl)lR+: (yI)RT -- (y X y)iR es fibración en Top si 

y sólo si (do, dd: (ylR+)I -. yli{+ X yii(+ es fibración en Top. O 

Corolario 5.3.4 

s 1 (do.dt) 
La factorización de la diagonal ~ y: y-----y Y x Y es un objeto de caminos 

en tt en el sentido de la Definición 3.1.5. 
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Demostración: 

Recordemos que en &t consideramos la estructura de categoría de modelos cerrada 

cilíndrica. Por tanto. el resultado es equivalente a probar que \do, dI) es e-cofibración y s 

e-equivalencia débil. Pero por la Proposición 5.3.3 se tiene que (do, dI) es e-cofibración y 

por el Teorema 2.2.9, s es equivalencia de homotopía exterior. luego e-equivalencia débil. O 

Teorema 5.3.5 

La relación de homotopía a derecha de Quillen en ¿t con la estructura de categoría 

de modelos cerrada cilíndrica coincide con la relación de homotopía exterior. 

Demostración: 

Para todo ..-Y. Y E Et por el Teorema 1.3.5 tenemos la biyección &t(..-Y x J. Y) ~ 

:::t(..-Y, yI). Aplicando ahora el Corolario 5.3.5 vemos que la relación de homotopía a 

derecha de Quillen, en la estructura cilíndrica. coincide con la relación de homotopía ex­

terior estándar. Escribiremos esto como IF (Et) (..-Y. Y) ~ IT(Et) (..-Y, Y). O 

Teorema de Whitehead para espacios exteriores 5.3.6 

Sean .X. Y E Et.1R+ -complejos. Si f: X: - y es una aplicación en &t. f es 

e-equivalencia débil si y sólo si f es equivalencia de homotopía exterior. 

Demostración: 

Es claro que si f es equivalencia de homotopía exterior entonces es e-equi­

',-alencia débil. 

Para la otra implicación tengamos en cuenta que tanto X como Y son fibrantes por 

~er objetos en EtiRT y cofibrantes por el Teorema 5.3.2 y el Teorema 5.3.5. Así podemos 

aplicar el Teorema 0.2.2. O 

Teorema 5.3.7 

Si .X es un CW -complejo finito, entonces lR + x .X admite una estructura de 

R + -complejo inducida por la de X. 
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Demostración: 

Por ser X CW-complejo finito~ .X admite una filtración ... :(-1 e ~yo e ~Y1 e '" .= 
~Yn, = X. con "'Y-1 

push-out (1). 

(/) y de modo que Xn, 3e obtiene a partir de ~Y-n,-1 rnediante un 

Por el Teorema 1.3.3 tenemos que Et(lR+ x K. y) ~ Top(K. yiR
T

) para todo K COl1l­

pacto e Y E Et .. Así IR+ x _ es adjunto a izquierda y preserva push-outs. Entonces 

1 I i~+ xi. 
'y id"l+ x ~ f\L ~ 

R+ x \~A(~\) ----.,-\ --))- it{+ X )(11 

(2) 

es un cuadrado push-out. De esta manera jR+ x .. Y adnlite la filtración JR+ x .X -1 e 
R+ x ..tYo e lR+ x ..tY1 e ... e jR+ X .Xn, = .X X IR+ con jR+ x .X·-l = (/) y de nlodo que 

R+ X ..tYn se obtiene de lR+ X .. Yn - 1 mediante un push-out como (2). Además 1R.+ x .Y 

posee la topología y externología débil respecto a la anterior filtración pues el push-out 

(2) verifica las hipótesis de la Proposición 2.2.3. O 

Proposición 5.3.8 

Sea X E Et lR+ -complejo. Se verifica que 80 + 01: ~y U ..tY - ~:( x 1 es c-cofibración. 

Demostración: 

Si X es un 1R.+ -complejo entonces X admite una filtración X_ t e ~yo e ~'{ te· .. e _y 

de modo que X n se obtiene de X n - 1 mediante un push-out como (1). 

Entonces )( x 1 admite una filtración (.)( x 1)-1 e (.X x 1)0 e (~Y x Ih e .. , e ~y x 1. 

con (X x 1)-1 = 0. ( ... :( x 1)0 = .X U ~:(~ Y tal que (..,y x Ih se obtiene por el push-out: 

U R~ 3XUX 
),EAt ' 

1 ~" 1 (80 +8,)' 

U ~\l ~ U ~~ x 1 ~ (X x {O}) U ( ... :(0 x 1) U (..tY x {l}) 
),EAl ),EAo . 

Si suponemos construido (X x l)n-l ~ (X x {O}) U (Xn-2 X 1) U (X x {l}), (.X x I)n 

se obtiene a partir de él mediante un push-out en Et 
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A~An R~-l -. (X x {O}) U (.Xn - 2 X 1) U (X x {l}) 

Iuz,\ ( 00 + Eh ) n 

~A 

U 'I:,n ~ U Tt- 1 
X 1 ----;.- (X X {O}) U (-'Yn - 1 ;< 1) U (X X {l}) 

\EAn AEAn-l 

donde (X X {O} )U(Xn - 1 X 1)U(X x {l}) ~ (X x 1)n' Se verifica que."Y x 1 = colim(X x I)n 

Como y Z,\ es c-cofibración y (00 + (1)n el lado opuesto de un push-out. se tiene que 

también es c-cofibración para todo n 2 O. 

Dado que X x 1 = colim(X x I)n, se verifica que (00 + al): X U)( -- )( x 1 es la 

inducida en el colímite por las c-cofibraciones (00 + al )n: ~Y U."Y - (X x I)n' Repitiendo 

el argumento empleado en el Teorema 2.1.6 en la demostración del axioma de factorización 

tenemos que ao + al es c-cofibración. O 

Nota 5.3.9 

En la estructura de categoría de modelos cerrada cilíndrica para Et se tiene que si .X. 

es lR+ -complejo, entonces .X x 1 es un objeto cilindro de Quillen. esto es. en el sentido de 

la Definición 3.1. 7. Esto es así pues ao + al es c-cofibración por la proposición anterior y 

prl: .X x 1 ---> )( es e-equivalencia débil por ser equivalencia de homotopía exterior. COlllO 

probamos en la Nota 3.1.8 (b). 

Observación 5.3.10 

Notemos que la noción de lR+ -complejo es un análogo de la noción de CvV-cOluplejo 

propio dada por Rivas [RivJ y estudiada por Extremiana. Hernández y Rivas en [E-H-R.l] 

en el caso de que no se utilicen celdas compactas. 
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Capítulo 6 

Sucesión exacta larga de homotopía de un morfismo en EtR"t-

El propósito de este capítulo es similar al del cuarto. obtener la sucesión exacta larga 

de homotopía de un morfismo~ pero en Etlit."t- esta vez. Como caso particular conseguiremos 

la de un par en EtR+. denotado (X~ A) E PE{R"t-. 

En EtiR+ t~nemos una estructura de categoría de modelos cerrada inducida por la 

estructura de modelos cilíndrica en Et. La categoría EtR+ es no basada. 

En la primera sección definimos la categoría (Etjj{T )id:t+ 1 que escribiremos Et~: y que 

también tiene una estructura de categoría de modelos inducida por la de Etii?."t-. Para 

todo objeto en ¿tR+. ~y E EtJKT
• definimos su cilindro ¡JX

T _y E EtJK"t-. Además si .. Y 

es un objeto en Et~!, también lo es su cilindro. A partir de aquí definimos la cate­

goría de homotopía de Et~: 1 I1(Et::), y el n-ésimo grupo de homotopía cilíndrica de 

~y E Et~!, lR+rr~(X). Además definimos el wedge en E{ii(T. 

Para definir el smash~ el cono y la suspensión necesitamos trabajar en Et~:. 

Definimos el espacio de lazos de Y E [tR"t- que es un objeto en Et~!, DY E [t~:, 
lllediante un proceso análogo al utilizado en el Capítulo 4 para definir el espacio de lazos 

de Y E [tN. 

De esta manera tenemos funtores suspensión. 2::: Et~: - itjj{+, y lazo. D: EtiR+ -

it~:. Demostramos que 2:: es adjunto a izquierda de n. así como en las respectivas cate­

gorías de homotopía. 

En la segunda sección obtenemos la sucesión exacta larga de homotopía de un mor­

fismo en E tR"t- . 

Primero consideramos un espacio de caminos algo modificado. Después definimos la 

fibra homotópica de una aplicación f: X' - Yen EtR+. Pj, y la fibra homotópica derivada 

cilíndrica de f en Et'R+. (Pj)'. Además consideramos diferentes nociones de exactitud de 

una sucesión exacta corta en E{R+ dependiendo de que en ella el primer término. los dos 

primeros 1 o todos estén en Et~:. Con estas modificaciones al desarrollo clásico logramos 

la sucesión buscada 

... ~ rrc (X) ITn(f) rrc (Y) 8=p~ rrc (PC ) 
~+ n --¡. lR,+ n --¡. 1R+ n-l f -'" (1) 

... --¡. 
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En la tercera sección. definimos la categoría PEtiR
' y el n-ésimo grupo de honlotopía 

cilíndrica del par (X,.4) E PEtiR' como el (n - l)-ésimo grupo de homotopía cilíndrico de 

Pie, con i: A --. X inclusión canónica del subespacio exterior A en .X en EtJi{T. De esta 

manera obtenemos la sucesión exacta larga de homotopía de LX" . .4) E PEti?T aplicando la 

sucesión (1) a la inclusión i. 

En la cuarta sección, obtenenlos el resultado de que la sucesión exacta larga de grupos 

de homotopía propia tipo Steenrod de un par (.X . ..4.) E P Pro;;" es un caso particular de 

la sucesión exacta larga del par \X, A) E PEtJi{T. 

6.1 Definiciones. 

Sea Et lK' la categoría de modelos cerrada cilíndrica a la que aludiamos en la Nota 

5.2.17 (b). El objeto inicial es id!R+:}RT -: ~+ y el objeto final c*: lR+ - *. que no son 

isomorfos. Por tanto se plantea de nuevo el trabajo en una categoría no basada. 

Consideremos ahora (Etji(+ )'i~+ categoría de los espacios exteriores bajo jR+ que 

además son sobre IR+. Los objetos en (Etji(+ )id~+ son factorizaciones de la identidad. 

idTR,+: IR+ ~ X ~ 1R+ en Et. 

Los modismos son diagramas conmutativos en Et de la forma 

o: / ,3 

y./ 9 

~y ------);0.. Y 

Se trata pues de aplicaciones exteriores, f: .. Y - Y. tales que fa = J y Óx f = by. 

Como en el Capítulo 4 abreviaremos la notación escribiendo Et:! en vez (EtiR.T
) id~+ , 

Y escribiremos X E Et:! para referirnos a los objetos en Et~! y f E Et~: C'Y" Y) para los 

lllorfismos en Et:!. 

Por la Proposición 0.1.12. la estructura de categoría de modelos cerrada cilíndrica en 

EtJ1{+ induce en Et:! otra estructura que también denominaremos cilíndrica. 

En 1R+ x 1 consideramos la misma topología y externología que en el Teorema 1.3.3 en 

el caso particular K = 1, donde en 1 tenemos la topología euclídea Te' De forma similar 
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en ~\ x J tomamos la estructura de espacio exterior de X x K en el Teorema 1.3.5 para 

J( = J provisto de Te' 

Definición 6.1.1 Sea a: R+ -. )( objeto en Et~'. _y E Etll('. definirnos cilind7'o de _y 

bajo lB:.-t-. denotado Jw.. _Y. como el morfismo a r x inducido en el push-out en [. t 

prl 
jR-t- X J ) lR-t-

l axid, 1 a, x 

,x x J-Ill('_y 

,-,. X C' JR.T d . d' 'd TIl+ a ,,. 5)( lTh-j- A 1 :::>1 E c., t~+, etermlna un lagrama ~ ~+: m.. - -'\. -'- ~ • ,tl.p icando la propiedad 

universal del push-out a bXP7'l Y a id~+ existe una única bIX: f2' ,X - ~-j- verificando 

que 6rx alx = -idl9.+' De esta forma tenemos un diagrama que representa un objeto en 

Et~: y escribiremos J::.4Y E Et;: para poner de manifiesto este hecho. 

Como es usual, tenemos las aplicaciones Oí:.4\ - tJ{+ _Yen EtW.+ definidas como 

Oi(X) = [x, i] para i = 0.1, que son morfismos en EtJR.T. De igual forma se definen las 

correspondientes Oi en Et~:. 

Dadas dos aplicaciones j, g: ~y ---- y en Et;: decimos que f es exteriormente homó-

b · ~+ b:1))+ ( e ii(T) f R+ . . H Jii+ X Y ·'tJR.T topa aJo m.. y so re m.. en c.,t'R+ a g, ~ g, SI eXIste : ~+.4 - en t., 'R+ con 

Hao = f y Ha l = g. 

Notemos que f:)( - y en EtR'. con X E Et~:, se dice nulhomótopa exterior bajo 

R + si y sólo si existe una homotopía exterior H: JI}:.X - y verificando que Han = 

j, Ha l = J8x Y Harx = ,J. 

Denominamos a H nulhomotopía exterior de f. 

La relación ser ~'ser exteriormente homótopa bajo lR+ y sobre lR+ a" es una relación de 

equivalencia en Et~: (~y, Y). Denotamos por [J]:: la clase de aplicaciones exteriormente 

homótopas bajo jR+ y sobre jR+ a f. 

Denotamos por [X. y]lR+ al conjunto de clases de homotopía exterior bajo jR+ de 

aplicaciones en Et'~+ de X en Y. 

De forma análoga escribimos como [X; Y]:: el conjunto de clases de homotopía ex­

terior bajo jR+ y sobre jR+ de aplicaciones en Et~: de X en Y. 

También denotamos por II(Et::) a la correspondiente categoría de homotopía~ que 

llamamos categoría de homotopía exterior bajo lR,+ y sobre jR+. Los objetos en II(Et~:) 
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son los mismos que en Et;: y los morfismos son clases de homotopía exterior bajo jK+ y 

sobre jR+ de aplicaciones en Et~:. 

Para cada n 2: O~ podemos considerar el funtor ~+TI~: [t~: - Set que a todo 

,'( E [t~: le asigna el conjunto ~+TI; (X) = TI( [t~:) (lR+ x sn. ~Y). Aquí lR+ X sn denota 

1 d ' ·d TI1l + LX S n 1f1) + en ¿ sn TI]) + i \ (. t ' ;n) + e lagrama 'l, ~+: m. -!N.. X ¡J -!N.. con asn \T) = T~ So) para OdO r E l.~ • So 

punto base de sn y 8s n = prl. A cada modismo en Et~:, j E tt~: (.X. Y) ~ este funtor 

le asigna !R+n~(f) = f;: ~+n~(X) - ~+n~(y) que a todo [g]~: E ?+n;( .. Y) le hace 

corresponder f;([g]::) = [1g]:: E lR+n~(Y). 

"":o, 

Definición 6.1.2 Sea X. Z E ttiRT ~ definimos wedge de X :y Z bajo jR+. lV = .X -~.¡ Z. 

como el morfismo aw = -inl a = "Ín2f obtenido mediante el push-out en Et 

Si .:Y. Z E Et~:, es decir representan sendos diagramas id~+: lR+ ~.Y ~ IR-1-. 

id~+: lR+ ~ Z ~ ~+. aplicando la propiedad universal del push-out a 8x Y Óz vemos 
3.T 

que existe una única Ów: .. Y V Z - ;R.+ con Ówavv = -id~+. Así tenemos un diagrama 

id~+:lR+ ~)(:V Z Dw 1R.+. que representa un objeto en [t~:: y que por comodidad será 
R+ 

denotado por ..,'(·V Z E tt::. 
~+ .' 

Definición 6.1.3 Dados .)(. Z E tt~: definimos el producto smash de X .IJ Z bajo IR+ .l) 

~+ 
sobre lR+. S = X -/\ Z. como el objeto de Et~: obtenido por el proceso siguiente. Sea 

R+ = 

~, ~T 

k:vV =.x V Z -- P =.X x Z con k([x)) = (x. '"'f8x([X])) , k([z]) = (a6z([z]):z) para 
~+ ~+ 

todo x E )( Y z E Z. Tomamos el coigualador en tt de k y ap6w, esto es: 

;a+ 
Es claro que existe as = qkaw: jR+ -----¡. X t z. Además. por la propiedad universal 

. RT 
del coigualador aplicada a (jR+. 6p), existe una única 6s: Z /\ Z ----+ lR+ verificando que 

~+ 

168 



6Sq = 6p. Así 8sas = /5SqkaW = bsqapDwaw = 6sqap = i5 pap = '¿d~+. De esta forma 

obtenemos el diagrama idY?,.+: R+ as )( ji Z ~ lR-t- que representa un objeto en [t~: 1 lo 
..... ~ I 

-;T 

que escribimos abreviadarnente por X -¡\ Z E Et::. 
?+ --

Ahora definiremos el cono y la suspensión para objetos en [t~:. 

Definición 6.1.4 Sea X E Et~:, definimos el cono de )( en ¿t~:, denotado C.X. al dia­

grama obtenido mediante el proceso siguiente. En primer lugar consideramos el morfismo 

Cl.cx inducido en el push-out en [t 

5x )( ) R-t-

180 I acx 
'Y • r 

I::.X~CJY 

Aplicando la propiedad universal del push-out a i5 J X Y a id~+ obtenemos una única 

/5cx :CX --. ~+ verificando que i5cxk = 8JX Y que id~+:1R+acx CXscx ~-t-. y así este 

último diagrama es un objeto en [t~:, lo que escribiremos como CX E Et~:. 

Definición 6.1.5 Sea X E Et~:, definimos la s'upensión de .. J( en Et::, ~.LY. de la siguiente 

manera. Sea el push-out en [t 

Aplicando la propiedad universal del push-out id~+ y a 8IX vemos que existe una 

única 8~x: 2:X -, lR+ verificando que 8~xk = 8JX Y que id~+: jR+ ~ ~.LY ~ IR+. con 

lo que queda determinado un objeto en Et~:, ¿:JY. 

Es posible definir la suspensión de forma alternativa a través del push-out en Et 
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y aplicando de nuevo la propiedad universal del push-out a ocx Y a idTE.+' 

La suspensión n-ésima se obtiene aplicando la definición anterior a ~n-l _y de forma 

inductiva. 

Observemos que además podemos definir la suspensión n-ésima empleando el pro-
,,"t" 

nucto smash en ¿t~: pues .)( -;\ (IR-t- X sn) ~ En ¿y. 
-"- 3.+ 

Definiremos ahora~ para todo Y E Etü{+ ~ el espacio de lazos de Y que denotarelnos 

ny~ y que será un objeto en ¿t~:. 

Sea yI el espacio exterior de la Definición 2.2.5 y las aplicaciones exteriores d.i : yI __ 

Y para i = O. L a las que hacíamos referencia en la Proposición 2.2.7. Se verifica el siguiente 

resultado: 

Lema 6.1.6 

,-..+ 1 ii{T Sea Y E Eti!{ ~ entonces Y E Et . 

Demostración: 

Definimos ByI: jR+ - yI como sigue. Para todo r E lR+. ,JYI (r) 

j ( r ): 1 ------ Y es el camino constante en L3 (r). 

3(1') donde 

Es claro que L3Y I es continua. Observemos que, si e es la aplicación exponencial del 

Teorema 1.3.5 que establece la biyección Et(IR+ x l . • Y) ~ Et(IR+. Top(I . • Y)) 1 entonces 

3y I se corresponde por e con jR+ x 1 ~ jR+ ~ Y. que es externa por ser composición 

de externas. Así concluimos que ¡3y 1 es exterior. O 

Notas 6.1.7 

(a) Las aplicaciones di: yI ---r y: i = O, L son morfismos en E{~+ y en t't~:. 

(b) El Lenla 6.L6 puede generalizarse para un yK = Et(K, Y) con K espacio topoló­

gico compacto. tomando la estructura de espacio exterior que detallamos en la Sección 1.3 

para probar el Teorema L3.5. 

(c) Si Y E Et::,K conexo y compacto, yK E Et~:. Para probar este hecho basta 

tomar OyK: yK - iR+ como OyK = Oyqk, k E K. donde qk: yK - Y generaliza 

qt del Lema 2.2.6. Además OyK no depende del k E K pues K es conexo. 
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Definición 6.1.8 Sea Y E Et~'. llamamos espacio de lazos de Y bajo ]]{-t-. al lnorfismo 

30y:]R-t- -- S1Y que obtenemos por le proceso siguiente. Tomamos el pull-back en tt 

ioy 
DY ) yI 

.l80Y .1 (do,d¡) 
(,6,(3) r 

~+-YxY 

y aplicamos la propidad universal del pull-back a J y ! y a 'idr:1+ ~ obteniendo un único 

30y:]R+ --4 S1Y verificando que ioyPny = .ay ! y que boyPny = idr:1+' Así tenemos que 

30Y no sólo es un objeto en EtW.' sino que el diagrama idr:1+: lR+ ~\1Y S1Y JI/Y ]R-t- determina 

un objeto en t't~:, que escribiremos abreviadamente f2Y E tt;:. 

Podemos definir un funtor suspensión ~: Et;: - Etllt'. de la siguiente forma. A 

cada X E it~:, 2: le asigna ~X como en la Definición 6.1.5 y olvida su estructura sobre 

R+. Dada una aplicación f:.X -.... Y en tt~:, L le hace corresponder 'L.f mediante el 

proceso siguiente. Primero recordemos que ~X y ~Y se construyen empleando push-outs 

de la forma: 

~;- r5y+6y 
Y V Y ----..,... ~+ 

~+ 

180 +81 

.~ -
. ky 

¡~;Y-~Y 

Aplicando la propiedad universal del push-out que sirve para definir 1;;' .. Y a J IY Y a 

indf x id¡) existe una única If:fi:.x - ¡;:Y con Ifa.¡x = 3¡y. 

Tenemos un diagrama conmutativo: 

~+ f+f A+ 
.. YVX-YVY 

~+ :;(+ 

180+81 J 8o+ilt 

I~+ i( ¡ f ) liR+y 
R+ J R+ 

Se verifica que ,B¿;y(8x + 8x ) = ,o¿;y(8y + by)(f + f) = ky(80 + at)(f + f) = 
ky J f (00 + al). Así podemos aplicar de nuevo la propiedad universal del push-out de 

construcción de ~JY a kyJf y a p¿;y, luego existe una única ~f: I;Y ---- ~Y verificando 

que I;fkx = ky Jf Y que ~fa.¿;x = (3¿;y. Por tanto Ef está en ¿{R+. 
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Además podemos definir un funtor lazo O: Et2 ' -. Et~: que a cada Y E Et?.' le 

asigna OY. espacio de lazos de Y bajo lK.-t- como en la Definición 6.1.8~ que es un objeto 

en Et~:. A cada morfismo f:.X - y en EtiK' ~ D le hace corresponder Of: S"'LY -. ny 

que obtenemos de forma única mediante la construcción siguiente. 

Recordemos que OY se obtiene mediante el pull-back: 

Tenemos el diagrama conmutativo: 

JI 
.. Y 1 ) yI 

I (do,d¡) I (do.dt) 

t jx! t 
.YxX-Yxy 

Como (do, d¡)fI'ÍOX = (f x f)(do, d¡)iox = (f x f)(a, a)oox = (¡3, (3)oox podenl0s 

aplicar la propiedad universal del pull-back a f 1 iox Y a oox. De esta 111anera existe 

una única Of: O.tY - ny verificando que ooyOf = 60x o También (do, ddioyOfaox = 

(t3, (3)OOyOjaox = (/3, j3)80xaox = (/3, ,8), así podemos aplicar la propiedad universal 

el.el pull-back a idTJ.+ y a inyD.faox Y existe una única doy = D.faox. De esta fornla 

podemos afirmar que Of es un morfismo en Et~: o 

Lema 6.1.9 

Dado X E EtiR+, O.tY E t't;: tiene estructura de objeto grupo en la categoría II(Et~:)o 

Demostración: 

a-r-
Podemos definir una multiplicación f-L: OY x OY ~ OY para cualquier pareja 

x+ 
:R+ 

( Wl, W2) E OX x OY y t E 1 como: 
~+ 
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Razonando de forma similar al Lema 4.1.10 se puede probar que f.1. es exterior y es 

homotópicamente asociativa. 

Su elemento neutro es iR.-r r3ny DY ~ ~+ . Aquí 3DY está definido para todo r E jR+ 

como DDy(r) =. (,f3(r)): J -- Y. lazo constante en d(r) y ÓDY como 6DY(W) = T. donde 

do(w) = 3(r) para todo w E ny. La inversa de homotopía '!i: DY ---=. DY se define como 

en el Lema 4.1.10 y por las mismas razones se tiene que es exterior y también es bajo y 

sobre ]R+. O 

Lema 6.1.10 

Dado Y E EtW.+, se verifica que O(yI) es isomorfo a (Oy)I en Et~:. 

Demostración: 

Como en el Lema 4.1.11 distinguimos entre los intervalos unidad empleados de­

signándolos como J. JI Y entre O y 0 1 según utilicemos uno u otro en la construcción 

del espacio de lazos. Sea D: JR+ -. Y el rayo base en Y E Etoc+. 

Definimos e: O/(yI ) - (Oy)I', para un '"'( E n/(yI) con '"'(: JI -.' yI verificando que 

;(0) = 1'\1) = ,o(r) camino constante en B(r) para un cierto r E lR+~ como e('"'(): JI -- ny 
tal que para todo s E l' y t E J. e('"'()(s)(t) = "Y(t)(s). 

También definimos iJ: (ny)I' - ,n/(yI ), para todo 0": l' -. DY con O"(s)(O) = 
CJ(s)(l) = d(r) para un r E JR+ Y para todo s E 1'. como iJ(O")(t)(s) = O"(s)(t) para todo 

8 E l' y t E J. 

Es sencillo probar que tanto e como iJ están bien definidas y son exteriores sin más 

que reproducir la demostración de el Lema 4.1.11. Además se verifica que e{j = 'id(Dy)l/ Y 

ee = ·idD,yJ. O 

Teorema 6.1.11 

+ . + 
Los funtores suspensión 2:;: Et~: ----. Et"iR y lazo n: EtW.' -' Et:+ definidos en esta 

sección verifican que 2:; es adjunto a izquierda de n. 

Demostración: 

Es necesario probar que existe la siguiente biyección natural 
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para todo X E Et~: e Y E Et iR
' . 

Por el teorema 1.3.5 para K = J la aplicación exponencial e proporciona la biyección 

natural 

P.. _ 

Et(X x J. Y) ~ Et(X. yl) 

Si tomamos el cilindro de --,y E Et iR'. aIX: it{+ - ¡Jr..' ~y que está definido pa.ra todo 

r E IR;.+ como arx(r) = [a(r), to)] donde to punto base de I y [a(r), to] = {(a(r). t) E 

.\ x J: t E J. r E lR+}, se verifica que e induce la biyección natural 

Esto es sencillo de probar porque dada fE EtIR' ((IR' ~Y. aIX); (Y,j1)) , e(f)(a(r))(t) 

f([a(r), t]) = ,d(r) para todo t E l. r E IR;.+. Por tanto e(f)(a(r)) = 3(r) el lazo 

constante en J( T), pero d( r) = i3y ! (r) y así e(f) E Etjj{' ((X. a): (Y 1 . py! )). Además dada 

9 E EtiR+ ((X. a); (yI. ;1yI )) se verifica que e- 1 (g) ([a(r), t)) = 9 (aCr)) (t) = 3(r) para todo 

t E l. r E ~+. luego e- 1 (g) E EtiR+ ((IiR' ~Y. aIX); (Y. 3)). 

Recordemos que 2:--,Y se define a través del push-out en Et 

(1) 

y tomando el diagrama 'id1El+: ~+ ~ ¿.X 8s: R+ como en la Definición 6.1.6. 

El lazo de Y E Et'RT
• OY E Et~: se definía mediante el pull-back en tt 

(2) 

y tomando el diagrama idrg.+: R+ ~ OY OOY 1R+ inducido por la propiedad universal del 

pull-back como en la Definición 6.1.9. 

Definimos e: [{R.T (~ .. Y. Y) _. [t~: (X, nY) que a toda f: ~X ~ y en EtIKT le 

asigna e(f) = fñ~e(fkx). 
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Para probar que e está bien definida y que es una biyección sólo es preciso reproducir 

la demostración del Teorema 4.1.12. pues las construcciones de la suspensión de ..-Y y del 

lazo de Y son análogas así como la definición de la inducida por la exponencial e. 

La naturalidad de e se demuestra también mediante argumentos idénticos a los del 

Teorema 4.1.12. O 

Corolario 6.1.12 

L f ' ~ CtiKT "'tíRT 1 n CtiKT e jiT . d os untores suspension, L.J: '" ~+ - ¿ . y azoo ~ lo: '" - c, t?+, crea os en el 

teorema anterior verifican que 2: es adjunto a izquierda de S1 en las respectivas categorías 

de homotopía. 

Demostración: 

Es preciso probar la biyección natural siguiente 

jK+ rv ( ]~T (2:X, Y] = X. S1Y jR+ 

para todo X E [t~:, y E [{ñ{T. El proceso se similar al de la demostración del Corolario 

-1.1.13 pues el Teorema 4.1.12 y el Lema 4.1.11 que son utilizados para dicha demostración 

son similares al Lema 6.1.10 y al Teorema 6.1.11. que acabamos de probar en esta sección. 

y el resto de razonamientos siguen siendo válidos trabajando en las categorías EtiKT y [t~:. 

en vez de en [tN y [t~. O 

6.2 Sucesión exacta larga de homotopía exterior (bajo R+) de una aplicación 

en ttíRT
• 

Sea yI E [tR+ construido por el proceso siguiente. 

Sea el pull-back en tt: 

(1) 

Aplicando la propiedad universal de este pull-back a pyI y a idTR,+ existe una unlca 

3yI :JR+ -- yI, lo que escribiremos yI E [{llt+. Pero como f3Y1 verifica que Óy ¡f3Y I 

idlR+ se tiene que queda determinado un objeto en tt::, esto es. Y 1 E tt::. 
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Observemos que el codominio de by! es el conjunto de pares (r, w) E ~+ X yi tales 

flue w(O) = :3(r). Así se puede identificar yI con pr2\yJ)~ es decir. el subconjunto de 

y 1 constituido por los caminos continuos en Y que comienzan en un punto del rayo base. 

De esta manera~ podríamos considerarlo dotado de la topología y externología heredadas 

como subespacio exterior de las existentes en Y l . 

Definimos una aplicación p: 171 -- Y tal que para todo (r, w) E Y ¡. p(w) = WI)) que 

es exterior pues p es la composición de pr2 con dI, ambas aplicaciones exteriores. 

Además p es bajo IR+ ya que ppy!(r) = p(r~py!(T)) = d1pr2(r,j.3(r)) = :3(r) para 

todorE1R+. 

Proposición 6.2.1 

Sea f:.X -- y aplicación en Et~T. con X E it;:. Se verifica que f es nulhomótopa 

exterior bajo jR+ si y sólo si f tiene una elevación en it~:, g:.X ~ Y 1 ~ verificando que 

pg = f. 

Demostración: 

La construcción efectuada para obtener Y J en it~: es idéntica a la realizada en 

la Sección 4.2. al igual que la definición de p. Por ello para probar este resultado sólo es 

necesario repetir la demostración de la Proposición 4.2.1. pero trabajando en ¿t?t.-r- y ¿t~: 

en vez de Etf·~ y Et~. O 

Definición 6.2.2 Llamamos fibra homotópica cilíndrica de una aplicación f: _y ~ }~ 

en EtiR.+ ~ denotada PJ E EtJi.-r-, al morfismo ap?: li{+ -- PJ que obtenemos t0111ando el 

pull-back en Et 

y aplicando la propiedad universal a las aplicaciones a y .L3y !. 

Observamos que PJ E E~: tomando 8p'j = Oy!pr2' 

De forma más detallada el codominio de a P'j es el conjunto de ternas ( x ~ r. w) E 

_y X IR+ X yI ~ verificando que p(r, w) = w(l) = f(x) y dow = w(O) = ,f3(r). 
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La aplicación 1T: Pi ----. .X asigna a toda (x. r. w) E Pi, íT(X~ r: w) = x. es decir 1T es 

la primera proyección que es exterior y bajo jR+. 

Proposición 6.2.3 

Dadas f:..:Y ---- Y. g: Z ---- ~/(. aplicaciones en EtiK+ con Z E Et~J. Entonces f g 

es nulhomótopa exterior bajo jR+ si y sólo si existe una extensión h: Z ---- PJ en Et~: 

verificando que 1Th = g. 

Demostración: 

Es similar a la de de la Proposición 4.2.3 pero trabajando en Etú{T y it~: con pr en 

vez de en EtN y it~ con pf, por ser las construcciones de las fibras análogas. O 

Definición 6.2.4 Sea f:..:Y ---- Y aplicación en EtRT con X E Et::, definimos la fibra 

homotópica derivada cilíndrica de f, denotada (Pi)' E Etü?.T. COlllO la aplicación exterior 

a(p'j)': jR+ ---- (Pi)' obtenida al aplicar la propiedad universal del pull-back 

(Pi)' _p_r2 __ ~ yI 

lp l (pr"p) 

(8x,f) 
.X ) jR+ X Y 

a las aplicaciones a y Dy 1 • 

El codominio de a(PJ), es. en concreto. el conjunto de ternas (x, r: w) E .. Y. X jR+ x yi 

tales que w(O) = B(r), w(l) = f(x) y bx(x) = r. 

Observemos que p = prl Y que si tomamos b( P'j)' = by 1 pr2 queda determinado un 
a( PC)' 8( PC)' 

diagrama idlR+: jR+ ----...1 (PJ)' ~ ffi,+ Y por tanto tenemos que (Pi)' E Et::. 

Proposición 6.2.5 

Sean f:)[ ------ y aplicación en E{~+: g: Z ----o y aplicación en Et~!. Entonces f g es 

nulhomótopa exterior bajo jR+ si y sólo si existe una extensión h: Z ------ (Pi)' en ¿t:: tal 

que ph = g. 
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Demostración: 

Puesto que la construcción de (PJn' es similar a la de (pJ), ~ basta repetir los argu-

111entos de la Proposición 4.2.5 pero en las categorías ¿t~' y Et~:. O 

Definición 6.2.6 Una sucesión en Et:", con){ E Et~: 

.y~y~T 

se dice exacta si la sucesión de homotopía inducida para todo Z E Et~: 

verifica que 1 mf* = J( erg*. 

Definición 6.2.7 Una sucesión en Et?.', con ~Y . . y E Et~: y f morfismo en ¿t~: 

f y r 

se dice exacta si la sucesión de homotopía inducida para todo Z E Et~: 

\'erifica que Tmf* = K erg*. 

Definición 6.2.8 Una suces'l,ón en Et~: 

x-Ly!J r 

::3e dice exacta si la sucesión de homotopía inducida para todo Z E Et~: 

verifica que Imf* = Kerg*. 

Proposición 6.2.9 

Dada f: ~y ---r y aplicación en EtjRT ~ la sucesión 

pe ~ X -L y 
f 
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es exacta en el sentido de la Definición 6.2.6. 

Demostración: 

Consiste en reproducir los argumentos de la Proposición 4.2.9 en ¿tP;.-r y para PI en 

vez de en Et~ y para Pi, apoyándose en la Proposición 6.2.3. O 

Proposición 6.2.10 

Dada f: .. Y ----,o Y aplicación en Etñ?.+ . con X E Et~:, la secuencia 

(PI)' _P- .X -L y 

es exacta en el sentido de la Definición 6.2.7. 

Demostración: 

Dado que (PI) E Et;:, basta repetir la demostración del Lema 4.1.10 con las modifi­

caciones oportunas. apoyándonos en la Proposición 6.2.5. O 

Lema 6.2.11 

Para cualquier f: ~Y --- y aplicación en ¿tP;.-r la secuencia 

(Pj)' --=:.... (P~)' ~ Pj -2- ){ -L y 

es exacta en el sentido de las Definiciones 6.2.6. 6.2.7. 6.2.8. según corresponda y donde 

Ir. p, (J' son las proyecciones naturales. 

Demostración: 

Aplicando .las Proposiciones 6.2.9 y 6.2.10 a 1f y a p respectivamente se prueba la 

exactitud hasta (PJ)', 

El codominio de la fibra derivada homotópica de 1f es (Pg)' = {( (x, r, w), r l ~ u) E 

PJ x ~+ X )(1; w(O) = d(-r) , w(l) = f(x), u(O) = a(r'), u(l) = 1f(x, r, w) = x y 

8p¡(x, r, w) = r = r/}. 

Definimos p: (Pg)' ----,o PJ, para todo ((x,r,w),rl.u)) E (P~)', como p((x,r,w),rl,u)) 

= (x, r, w). El codominio de la fibra derivada homotópica cilíndrica de p es de la 
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forma (Pg)' = {(((x~r.w).r/~u)~r/l.~) E (P~)' x iR-+- X (PJ)I; ~:(O) = ap~\r") = 

\'c~(r/l), rl'~ J(r")), ¡(1) = p( ((x, r, W). r'. u)) = (x. r. w): ÓP; ((x. r. w.l: r ll
• u) = Ti = 1"'}. 

Además a: (Pg)' -. {P~)' está definida para todo (( (x. r. w). r'. u). rt'. J") E (Pg)' 

como a( ((x.r.w),r'.u)~r/l~~/)) = ((x,r.w),r'.u). 

Se tiene que ()" y p son aplicaciones en Et~:. Aplicando de nuevo los razonmnientos 

de la Proposición 6.2.10 concluimos que (Pg)' ~ (p~)' _P- PJ es exacta en el sentido 

de la Definición 6.2.8. O 

A continuación identificaremos (P~)' y (Pg)' con DY y con D .. Y. respectivamente. 

Lema 6.2.12 

Sea f: ~y -. y aplicación en EtRT
, La aplicación q: ny -. (P~)', definida conlO 

q(w) = ((a(r)~r:w).r~a(r)) para todo w E ny verificando que d(r) = wl.O) Y w(1) 

3(r) = ja(r) y con r E IK-+-, es una equivalencia de homotopía exterior en it~:. 

Demostración: 

Es similar a la del Lema 4.2.12 realizando las nlodificaciones oportunas derivadas 

de trabajar en ¿tli?.+ y ¿t~:, pues esencialmente las aplicaciones se definen de fonna 

idéntica. O 

Para la otra identificación definimos qf: n.x - (Pg)' para todo u E rLY por q/(u) = -- --
( (( a( r). r. d( r) )., r~ u. ) ~ r, (a(r): r, ,d( r)) ) , donde (a(r). r. j(;)) denota el calnino constante 

en (a(r),r~,d(r)) E (PJ) Y u E n .. Y verifica que u~O) = 'lL(l) = ü{r) y fa(r) = 3(r). Se 

prueba que q' es exterior y equivalencia de homotopía en Et;:, procediendo de la fornla 

similar al lema anterior. 

El siguiente diagrama conmuta. salvo homotopía. en Et~: 

donde p' = pq es la aplicación definida para todo w E ny verificando que w(l) = 

j(x),w(O) = 3(r), como p'(w) = (a(r),r,w) y v:nx - n .... Y es la inversa de honl0-

topía del objeto grupo DX. 
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Así obtenemos para toda f: X ---+ Y aplicación en Et'iR+ la sucesión exacta 

nx !3:L ny L Pi ~ )( ~ y 

Teorema 6.2.13 

Dada f: X ---+ Y aplicación en Et'iR+ tenemos la sucesión 

n¡ p' e 7T. ¡ 
... ---+ nx ---+ ny ---+ p¡ ~ X ---+ Y 

de modo que, para todo Z E Et:!, la sucesión 

... ---+ II(Et:!)(Z, nn Pi) (nn
7T

).) II(Et:!)(Z, nn X) (nn I).) II(Et:!)(Z, nny) ---+ 

, ,. ---+ II(Et:!)(Z, nx) (nI).) II(Et:!)(Z, nY) (p').) II(Et:!)(Z, Pi) 7T. 

---+ II ( E t'iR + ) ( Z, .x) ¡ * ) II ( E t lR + ) ( Z, Y) 

es exacta. 

Demostración: 

Sólo es preciso tomar la sucesión 

nx !3:L ny 

y aplicar su exactitud. O 

Corolario 6.2.14 

p' pe 
---+ ¡ X~y 

Dada f: X ---+ Y aplicación en EtlR+, obtenemos la sucesión 

---+ II~(X) II~) II~(Y) ~ II~_l (Pi) ---+ ... 

.. . ---+ IIl(X) ~) IIHY) ~ lR+ II8(Pi) ~ II8(X) ~ II8(Y) 

que es exacta. 

A esta sucesión la denominaremos sucesión exacta larga de homotopía exterior bajo 

IR+ de la aplicación f: X ---+ Y en EtlR+. 
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Demostración: 

En primer lugar recordemos que, por el Teorema 6.1.12, tenemos que el funtor sus­

pensión ~: Et:: ~ Et es adjunto a izquierda del funtor n: Et~+ ~ Et:: en las ca­

tegorías de homotopía. También se verifica una adjunción análoga entre los funtores 
e lK+ e lK+ n e jR+ e jR+ 

~: c..tjR+ ~ c..tjR+ y H: c..tIK+ ~ c..tlR+. 

Tomemos ahora Z = RO = IR+ X SO Y tengamos en cuenta que ~nRO = R n. 

Ahora a la sucesión 

n¡ p' e 7r ¡ ... ~ nx ~ ny ~ p¡ ~ X ~ Y 

le aplicamos el funtor II(Et::)(IR+ x So, _ ) = [RO, _ ]::, y el funtor II(EtIK+)(IR+ x So, _ ) = 
[RO, _ ]lR+ en los dos primeros términos. Así obtenemos la sucesión: 

... ~ II(Et::) (RO, nn PJ) (nn
7r

)*) II(Et::) (RO ,nn .. Y) (nn f)*) 

Esta sucesión es exacta por el Teorema 6.2.13. Si aplicamos las adjunciones anteriores, 

junto con que IR+ X sn ~ ~n(IR+ x SO), tenemos la sucesión 

... ~ 

que es exacta y es la sucesión de los grupos de homotopía cilíndrica buscada. O 

Observaciones 6.2.15 

(a) Sea f:..,y ~ y en EtlR+. El Teorema 3.3.9, para el caso e = EtlR+, puede 

obtenerse como corolario del Teorema 6.2.13. Dado Z E Et::, podemos sustituirlo por 

su modelo c-cofibrante y suponer que Z E (Et::)c (yen (EtlR+)c). Puesto que todo 

objeto es fibrante en Et:: (yen EtlR+) podemos aplicar [Q; L1.Corolario 1] y se tiene que 

Ho(Et::)(Z,X) ~ II(Et::)(Z,X) y similarmente Ho(EtlR+)(Z,X) ~ II(EtlR+)(Z, X). De 

esta forma la sucesión 
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... ~ Ho(Et:!)(Z,nX) ~ Ho(Et:!)(Z,ny) ~ 

~ Ho(Et:!)(Z,PJ) ~ Ho(EtlR+)(Z,X) ~ Ho(EtlR+)(Z, Y) 

es isomorfa a la obtenida en el Teorema 6.2.13 y por tanto exacta. 

(b) En general, dada f: X ~ Y, en EtlR+ la sucesión obtenida en el Teorelna 3.3.9 

es distinta a la conseguida mediante el Teorema 6.2.13. 

6.3 Sucesión exacta larga de homotopía en EtlR+ de un par (X, A) E PEt lR+ . 

Sea PEt la categoría de los pares de espacios exteriores descrita en la Sección 4.3. 

La categoría de los pares de espacios exteriores bajo IR+, PEtJR+, tiene por objetos los 

triángulos conmutativos en Et 

IR+ 

:;/.~ 
A '/, ) X 

y por morfismos los diagramas conmutativos en Et 

IR+ 
a;// ~~B 

)t- flA ~ 

A )B 

:;/ ~ 
IR+ j IR+ 

~ f ~ 
X ) Y 

~ 
;;( 

//p 
IR+ 

Esto es, los objetos son pares de espacios exteriores que comparten el rayo base, 

que denotaremos (X, A, a), y los morfismos son aplicaciones exteriores entre pares de 

espacios exteriores que preservan sucesiones base, lo que escribiremos como f: (X, A, a) ~ 
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(Y, B, f3). Usualmente la sucesión base se sobreentiende y utilizaremos la notación aún más 

abreviada (4X"' A) E P&t~+ y f: (X, A) ~ (Y, B) en P&t[f.+, respectivamente. 

Observemos que dado (X, A) E P&ttl(+, por razonamientos similares a los empleados en 

la Sección 4.3 con la fibra exterior, si tomamos la fibra cilíndrica de 'Í: A ~ X, Pic E &t*-+. 

puede interpretarse como el conjunto de caminos en X que comienzan en un punto del rayo 

base y que finalizan en A. 

Definición 6.3.1 Llamamos n-ésimo conjunto de homotopía cilíndrica del par (X, A) E 

PEt~+ a: 

a) El conjunto rr~ (X, A) definido como rr~_l (PiC) , si n > 1. 

b) El conjunto rr~(X,A) definido como ~+rr~_l(PiC), si n = 1. 

Notas 6.3.2 

(a) Dado que rr~(_X", A) = rr~_l (Pt) podemos aplicar que el funtor suspensión ~ es 

adjunto a izquierda del funtor lazo O por el Corolario 6.1.13 y escribir 

rrC (X A) = rrc (P~) ~ ... ~ rrc (on-l P~) n' n-l '/, ~+ o '/, 

para todo n > 1. 

(b) Observando la definición y teniendo en cuenta como fueron definidos los grupos 

de homotopía cilíndrica en &t podemos reinterpretarla y así 

para todo n > 1. 

(c) Puesto que para todo X E &t~+, rr~(X) es grupo para n ~ 1 y grupo abeliano 

para n ~ 2, deducimos que rr~ (X, A) es grupo para n ~ 2 y grupo abeliano para n ~ 3. 

Obtenemos de esta manera dos funtores. Uno de la categoría de los pares de espacios 

exteriores bajo 1R+, P&t~+, en la categoría de los grupos, Grp, y otro de P&t~+ en la 

categoría de los grupos abelianos, Ab: 

rr~:P&t~+ ~ Grp n ~ 2 
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Si definimos a:II~(X,A) ---+ II~_l(A) como II~_l(7r): II~-l(PF) ---+ II~_l(A)~ 

entonces a es una transformación natural entre el funtor II~: P EtJR+ ---+ S et y el funtor 

II;_l R: PEtJR+ ---+ Set, donde R es la restricción R: PEtJR+ ---+ EtJR+ que a todo (X, A) E 

PEtJR+ le asigna R(X, A) = A. 

Definimos j*: II~(X) ---+ II;(X,A) como II~-l(pl): II~_l(nX) ---+ II~_l(PiC), 

donde pI es la aplicación pI: nx ---+ P{ que definimos en la sección anterior. 

Teorema 6.3.3 

Dado (X, A) E PEtJR+, la sucesión 

... ---+ II~+l eX, A) ~ II~ (A) ~ II~ eX) ~ II~ (X, A) ---+ ... 

... ---+ II1(X, A) ~ IIg(A) ~ IIg(X) 

es exacta. 

A esta sucesión del la denominamos sucesión exacta larga de homotopía cilíndrica del 

par (X, A) E PEtIT{+. 

Demostración: 

Por el Corolario 6.2.1 aplicado a i: A ---+ X, la secuencia siguiente 

es exacta. Teniendo en cuenta la Definición 6.3.1 obtenemos la sucesión del enunciado. O 

Nota 6.3.4 

Dado que EtIT{+ es una categoría de modelos cerrada no basada podemos aplicar los 

resultados probados en el Capítulo 3. 

Así existen nociones de cilindro, objeto de caminios, funtores lazo y suspenSlOn 

abstractos adjuntos etc, que llamaremos "de Quillen". Los que acabamos de definir en 

este capítulo son diferentes en general, aunque puedan coincidir en casos particulares. 

Los denominaremos cilíndricos por estar asociados a la estructura cilíndrica de cate­

goría de modelos cerrada de EtIT{+. 
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6.4 Aplicaciones a los grupos de homotopía tipo Steenrod. 

En el Capítulo 1 definimos b: Pro ---+ Et, funtor pleno y fiel que a cada (X, Tx ) E Pro 

le asigna b(X, Tx) = (X; Eee , Tx) Y a cada aplicación propia f, b f = f, que es exterior 

con las externologías de los complementos de los compacto-cerrados por 

la Proposición 1.1.12. 

De forma natural se induce un funtor blR+: ProlR+ ---+ EtlR+ que también es pleno y 

fiel. 

En este capítulo hemos definido un funtor suspensión ~: Et:: ---4 Et~+. 

Proposición 6.4.1 

Si X E EtlR+ entonces se verifica que ~( .. X, Eee , Tx) = (~X, Ez::'x , TEX) donde por 

TEX denotamos la topología inducida por Tx en ~X, y por EZ::.x la externología de los 

complementos de los compacto-cerrados en (~X, TEX)' 

Demostración: 

Sea bX E Et::, su cilindro en Et:: se construye mediante el push-out en Et: 

prl 
1R+ X 1 --.;;...) 1R+ 

1 axid¡ t a¡X 

XxI~I::X 

En 1R+ tenemos la externología Eee y en 1R+ x 1 y X x 1 las definidas en la Sección 1.3 

para K = 1, que coindicen con las de los complementos de los compacto-cerrados. De esta 

forma a x id¡ y prl son propias y además a x id¡ inyectiva. Así se verifican las hipótesis 

de la Proposición 2.2.3. Aplicándola podemos afirmar que 1:: X posee la externología de 

los complementos de los compacto-cerrados, Etf. 

La suspensión de X, ~X, se definía por el push-out en Et 
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Se tiene que 80 + 81 es cerrada e inyectiva y por la Proposición 2.2.3 otra vez, la 

externología push-out coincide con la de los complementos de los compacto-cerrados, 
('EX O 
0 cc . 

Definición 6.4.2 Se denomina n-ésimo conjunto de homotopía propia tipo Steenrod de 

.. Y E Pro~+ ,s IIn(X), al conjunto de clases de homotopía propia [(1E.+ xSn, aRo); (.X, a)]~+. 

Nota 6.4.3 

Es claro que SIIn(X) es grupo para para n 2: 1 Y grupo abeliano para n > 1. 

Definición 6.4.4 Se denomina n-ésimo conjunto de homotopía propia relativo tipo Steen­

rod del par (X, A) E P Pro~+ a: 

a) El conjunto de clases de homotopía propia SIIn(J'Y, A) 
[(1E.+ x D n, 1E.+ X sn-1); (X, A)]~+, si n > 1. 

b) El conjunto de clases de homotopía propia SIIn(X, A) 

n=1. 

Nota 6.4.5 

[1E.+ x sn-l. P~]~+ si , '/, ~+, 

Es claro que SIIn(X, A) es grupo para n 2: 2 Y grupo abeliano para n > 2. 

Teorema 6.4.6 

La sucesión exacta larga de grupos de hornotopía propia tipo Steenrod de un par 

(X, A) E P Pro~+ es un caso particular de la sucesión exacta larga de homotopía cilíndrica 

del par (X, A) E PEt~+. 

Demostración: 

Sólo es preciso observar que X y 1E.+ X sn pueden sumergirse mediante el funtor b 

en Et~+, que 1E.+ X sn es un objeto en Et:: y aplicar la Proposición 6.4.1 y el Teorenla 

6.3.3. O 
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Capítulo 7 

Comparación de las estructuras de categoría de modelos cerrada 

exterior y cilíndrica de Etfl.+ 

En Et tenemos dos estructuras de categoría de modelos cerrada con sus dos nociones 

de cilindro, grupos de homotopía, fibración, cofibración, equivalencia débil, etc. 

La primera, definida en el Capítulo 2, la denominamos exterior al igual que a sus 

nociones asociadas. 

La segunda, que fue tratada en el Capítulo 5, la denominamos cilíndrica lo mismo que 

a los conceptos conectados con ella. 

Por la Proposición 0.1.6 estas dos estructuras inducen en Etfl.+ otras dos estructuras 

de categoría de modelos cerrada que llamaremos exterior o cilíndrica según procedan de 

una o de otra. Las denotamos por Et~+ y Et~+ respectivamente. Para evitar confusiones 

este capítulo, denotaremos abreviadamente por cofe a los objetos E-cofibrantes y fibe a 

los objetos E-fibrantes y, análogamente, cofe a los objetos e-cofibrantes y fibe a los objetos 

e-fibrantes. 

Nuestro objetivo es comparar las categorías Et~+ y Et~+. Utilizaremos para ello el 

Teorema 0.3.5 aplicado a los funtores identidad, ide : Et~+ ~ Et~+ y ide: Et~+ ~ Et~+ . 

Probaremos que las E-equivalencias débiles entre E-cofibrantes en Et~+ son e-equiva­

lencias débiles, así como que las e-equivalencias débiles entre e-cofibrantes en Et~+ son 

E-equivalencias débiles. Además, para poder aplicar el Teorema 0.3.5 precisaremos que 

toda e-cofibración sea E-cofibración, que toda E-fibración sea una e-fibración y que toda 

E-equivalencia débil sea una e-equivalencia débil. 

Así obtenemos que el funtor L(ide ), derivado total a izquierda del funtor 

'ide : E t~ + ~ E t~ + , y el funtor !! ( ide ), derivado total a derecha de ide: E t~ + ~ E t~ + , 

son canónicamente adjuntos. 

L(ide ) 

Ho(Et~+) ~ Ho(Et~+) 
R(ide) 
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Si considerarnos la sub categoría &t~+ constituida por los objetos c-cofibrantes y 

restringirnos la adjunción anterior a los objetos c-cofibrantes, probarnos el resultado central 

del capítulo, que la categoría Ho((&t~+)cofJ es equivalente a la categoría 

H o( (&t~+)cofc)' 

7.1 Funtores derivados de la "identidad". 

Recordemos que por la Proposición 2.2.8 el objeto de caminos estándar, es decir, la 

factorización de la diagonal .6. y corno .6. y: Y ~ Y 1 (~) y x Y donde s es equivalencia 

de homotopía exterior y (do, d1) es sobre, es un objeto de caminos "de Quillen" en la 

estructura exterior de categoría de modelos cerrada de &t. De esta manera podernos 

deducir que, para todo X, Y E &tR+ , ¿,y &- cofibrante 

t: R+ f'.J Il~+) TI (&t ) (¿,Y, Y) = TI(&r- (¿,y, Y) 

donde por rrt: (t'tR+) entendernos la categoría de homotopía a derecha el sentido de Quillen 

(que coincide con la de homotopía a izquierda por el Corolario 3.2.6) en la estructura 

exterior de categoría de modelos de t'tR+. 

Por otro lado, por el Corolario 5.3.5, el objeto de caminos estándar es un objeto de 

caminos de "Quillen" en la estructura cilíndrica de categoría de modelos cerrada t't. Corno 

consecuencia, para todo X, Y E &tR+, X c-cofibrante 

donde por rrc(t'tR+) entendernos la categoría de homotopía a derecha el sentido de Quillen 

(que coincide con la de homotopía a izquierda por el Corolario 3.2.6) en la estructura 

cilíndrica de categoría de modelos de &tR+. 

Proposición 7.1.1 

(a) En la categoría (&t~+)coft: se verifica que las equivalencias débiles exteriores son 

equivalencias débiles cilíndricas. 

(b) En la categoría (&t~+)cofc se verifica que las equivalencias débiles cilíndricas son 

equivalencias débiles exteriores. 
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Demostración: 

(a) En t't~+ todo objeto es fibrante, luego (t't~+)fibt:coft: = (t't~+)coft: y por el Teo­

reIna 0.2.2 una equivalencia débil exterior es equivalencia de homotopía exterior en t't~+. 

Pero como II(t't~+)(X, Y) ~ II(t't~+)(X, Y) ~ II(t't~+)(.X, Y), es una equivalencia de 

homotopía en t't~+, luego equivalencia débil cilíndrica. 

(b) Razonando de forma similar al apartado (a), tenemos que (t't~+)fibccofc = 
(t't~+)cofc y por el Teorema 0.2.2 otra vez una equivalencia débil cilíndrica es equiva­

lencia de homotopía exterior en t't~+, pero por el mismo argumento que en (a) es una 

equivalencia de homotopía en t't~+ , luego equivalencia débil exterior. O 

Teorema 7.1.2 

Sean las categorías t't~+ y t't~+. Dados los funtores identidad idc: t't~+ ---t t't~+ 
e idE: t't~+ ---t t't~+, se verifica que idc es adjunto a izquierda de idE de forma que el 

derivado total de idc , L(idc ), Y a derecha de idE, R(idE) 
= = 

son canónicamente adjuntos. 

Demostración: 

L(idc ) 

H o(t't~+) -=- H o(t't~+) 
R(idE) 

Aplicaremos el Teorema 0.3.5. Para ello es preciso probar que idc conserva cofibra­

ciones y equivalencias débiles entre c-cofibrantes, así como que idE preserva fibraciones y 

equivalencias entre t'-fibrantes. 

Afirmar que idc conserva equivalencias débiles entre c-cofibrantes es equivalente al 

apartado (b) de la Proposición 7.1. 

Veamos que idE: t't~+ ---t t't~+ preserva fibraciones. 

Lema 7.1.3 

En la categoría t'tR+ toda E-fibración es c-fibración. 
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Demostración: 

Por definición p: X ---t Y es t'-fibración si tiene la propiedad de elevación de homo­

topía a derecha respecto a las aplicaciones 80 : N x Dq-1 ---t N X Dq-1 X 1 ~ N x Dq, para 

todo q ~ o. 

Para ver que p es c-fibración sería necesario probar que tiene la propiedad de elevación 

de homotopía a derecha respecto a las aplicaciones 80 : ffi.+ x Dq-1 ---t jR+ X Dq-1 X 1 ~ 

ffi.+ X Dq, para todo q ~ O. Observemos ahora que 80 : ffi.+ x Dq-1 ---t ffi.+ X Dq puede 

verse como el resultado de q push-outs en t't 

N X D-1 ~ ffi.+ X Dq-1 ----;;o-) X 

lag lag 
N x DO ) Po 

1a6 1 a6 
Nx D1 ) P1 

t t 
N X '¡)q-1 ) Pq:-2 

laz larl 
N x Dq " ffi.+ X Dq 

(1) p 

q 
-----:;.-) y 

La categoría t't'R+ soporta la estructura de categoría de modelos cerrada exterior y 

puesto que 8~ es t'-cofibración, 8~ también lo es por ser el lado opuesto de un push-ouL 

para todo i = 0,1,' .. ,q - 1. 

Dado que la composición finita de t'-cofibraciones es t'-cofibración, tenemos que 80 = 

86-1 
... 88: ffi.+ xDq-1 ---t ffi.+ xDq es t'-cofibración. Por tanto en el cuadrado conmutativo 

( 1) existe una elevación q': ffi. + x Dq ---t X verificando que pq' = 9 y q' 80 = f. O 

Ahora demostremos que idc : t't~+ ---t t't~+ preserva cofibraciones mediante el resul­

tado siguiente. 

Lema 7.1.4 

En la categoría t't'R+ toda c-cofibración es una t'-cofibración. 
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Demostración: 

Necesitamos probar que dada 'i: A ~ B c-cofibración en EtITt+ para todo diagrama 

conmutativo en EtITt+ 

con p E-fibración trivial, existe una elevación g': B ~ X que verifica que pg' = 9 y 

g' i = f. Dado que tenemos una adjunción trivial entre idc e idt:, esto es equivalente a 

que p sea c-fibración trivial, es decir, a que idt:: Et~+ ~ Et~+ preserve fibraciones y 

equivalencias débiles. 

El hecho de que idt: preserve fibraciones se verifica por el Lema 7.1.3. 

Demostrar que idt: conserva equivalencias débiles es más complicado. Con este resul­

tado probaríamos no sólo este lema sino que concluiríamos la demostración del Teorema 

7.1.2, pues en EtITt+ todos los objetos son E-fibrantes. 

Esto lo demostraremos en el siguiente teorema. 

Teorema 7.1.5 

Toda equivalencia débil exterior es una equivalencia débil cilíndrica. 

Demostración: 

Para probar este resultado demostraremos algunos hechos previos. Sea el cuadrado 

pull-back en Top. 

con sh: N ~ N definida como sh(n) = n + 1, para todo n E N. 

El pull-back P es Xli XXlI/xxlI/ (Xli)!, esto es, pares (a, w) E Xli X (Xli)! donde 

dow = a y dl w = ash. Veamos que P pues interpretarse de otra forma. 
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Proposición 7.1.6 

El pull-back P es homeomorfo a (Et(lR+, .X), T iR+) en Top. 

Demostración: 

Tenemos que P puede identificarse con el sub espacio de (XN)I formado por los 

w: 1 ~ Et(N, X) continuos tales que dow = a y d1w = ash para a E Et(N, X). 

Recordemos que en la Proposición 2.2.7 probamos que (ToP(1, Et(N, X)), T;!N) es 

homeomorfo al espacio topológico (Et(N,ToP(1,X)), T~I) donde en Top(1,X) con­

sideramos la topología compacto-abierta Tea Y la externología Ex I definida en la Sección 

1.3. Así T~ I está generada por la sub base constituida por los conjuntos S (m~, (1, E)) 

Y S(n, (K, V)) con E E Ex y V E Tx. Por tanto, reinterpretaremos P como el con­

junto de sucesiones exteriores de caminos continuos en X, w: N ~ Top(1, X) tales que 

dow(n) = a(n) y d1w(n) = ash(n) = a(n + 1), para una a E Et(N, X) y para todo n E N, 

que tiene la topología de sub espacio de Et(N, Top(1, X)). 

Ahora definimos e: P ~ X iR+ para todo w E P como e(w) = a con a: lR+ ~ 4Y. 

definido por al[n,n+1) = w(n)tn, donde tn: [n, n+ 1] --» [0,1] es el homeomorfismo exterior 

que a cada x E [n, n + 1] le asigna tn(x) = x - n. Es claro que a es continuo, probemos 

que a es externo. Dado E E Ex se tiene que m~ e w-1((1,E)) E E~ por ser w exterior, 

luego [m, +00) e a-1(E) con a-1(E) abierto en lR+ por ser a continuo así, por E.2~ 

a- 1 (E) E E~+. Por tanto e está bien definida. 

Veamos que e es continua. Sea S([a, +00), E) un elemento de la subbase de T lR+ ~ 

con E E Ex. Probemos que e-1(S([a,+00),E)) es abierto en TJ~I' Es claro que 

8-1 (S([m, +00), E) = S( m~, (1, E)). Supongamos que a ti. N, entonces S([a, +(0), E) = 
S([a, 'm], E)nS([m, +00), E). Luego sólo es preciso probar que e-1 (S([a, nJ, E)) es abierto. 

Se tiene que e-1 (S([a, n), E)) = S( n - 1, (t~~l ([a, n)), E)), que está en T~I' 

Los otros elementos de la subbase de T iR+ son de la forma S([a, b], V) con V E Tx . 

Si existe n E N tal que a < n < b, S([a, b], V) puede escribirse como intersección de 

conjuntos de la forma, S([a, n], V) y S([m, b], V) y, si es preciso, de un S([l, l+ 1]' V). Aquí 

l, n, m EN, a < n ::; l ::; m < b, y m, n los más próximos a a y b respectivamente. Primero 

es claro que S(l, (1, V)) = 8-1(S([l,l + 1], V). Hemos probado que e-1 (S([a, n], E)) es 

abierto, luego queda por probar que e-1 (S([m, b], E)) es abierto; pero esto es claro ya 

que e-1 (S([m, b], E)) = S( m, (t;;/([m, b]), E)). Sea un elemento de la subbase de T iR+, 

S([a, b], V), tal que [a, b] e [n, n + 1]. Entonces e-1 (S([a, b), V)) = S( n, (t;;-l([a, b)), V)). 
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Definimos jj: X lR+ ~ P que a todo a E X lR+ le asigna w = jj(a), w: N ~ Top(J, X) 

dada para todo n E N por w(n) = at;;l. Es claro que jj(a) está en P pues dow(n) = a(n) 

y dI w(n) = a(n + 1) Y además w es continua por tener N la topología discreta. Tmnbién 

iJJ es externa, veámoslo. Dado (J, E) E EXI, por ser a externa existe n E N tal que 

[n,+oo) e a-1(E). Así n~ e w- I ((I,E)) y como W es continua w-1((J,E)) E Td. Por 

tanto, aplicando E.2, w- I ((J, E) es abierto exterior. De esta forma concluimos que lJ está 

bien definida. 

Sea S(m~, (J, E)) E T~I' entonces jj-l (S(m~, (J, E)) = S([m, +(0), E). 

Los otros elementos de la subbase de T~I son de la forma S(m, (K, V)) con 

K compacto en J, V E Tx. Sea a E jj-I(S(m, (K, V))), entonces procede de un 

'Ü}:N ~ Top(I,X), con w E P. Sea at;;,I((K)) = Km compacto, así a E S(Km, V) = 
jj-l ( (S(m, (K, V)) ) y por tanto jj es continua. 

Es sencillo comprobar que ()jj = idxR+ y jj() = idp . O 

Tras este resultado, p: P ~ .. XN puede considerarse como una restricción r*: .XlR+ -----+ 

~yN que a cada a: JR+ ~ X le asigna ar: N ~ X donde r: N ~ JR+ es la inclusión 

natural. 

Observemos ahora que podemos construir el cubo conmutativo: 

(do,d¡) 
(id,sh) 

X N ----- ------;...,. X N X X N r* 

/ ~ 
/ (id,sh) 

yN ------------;...,. yN X yN 
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Las caras anterior y posterior son pull-backs por la Proposición 7.1.6. Tenemos que 

f-OC+ existe y es única al aplicar la propiedad universal del pull-back a (¡r'~)I u y a fN r *. 

Recordemos que f es equivalencia débil exterior si y sólo si fN es equivalencia débil 

en Top, por el Lema 2.1.7 (b). También fN x fN y (fN)I son equivalencias débiles por 

serlo fN, si tenemos en cuenta el Lema 0.1.14 y el Lema 0.1.15 respectivamente. 

Además (do, d1 ) es E-fibración por la Proposición 2.2.7. 

Así por el Lema 0.1.13 f-OC+ es equivalencia débil en Top. 

Pero esta afirmación es equivalente por el Lema 5.2.6 (b) a que f sea e-equivalencia 

débil. O 

Nota 7.7 

Si X E Et-OC+, objeto e-cofibrante, también es E-cofibrante por el Lema 7.1.4. 

Corolario 7.8 

Sean las categorías (Et~+ )cofc y (Et~+ )cofc ' Entonces la categoría H o( (Et~+ )cofJ es 

equivalente a la categoría H o( (Et~+)cofJ. 

Demostración: 

Si restringimos la adjunción del Teorema 7.1.2 a los objetos e-cofibrantes es sencillo 

comprobar que la unidad y la counidad son la identidad. O 
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