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Resumen

Nuestro objetivo en esta tesis es encontrar valores exactos, cotas inferiores y superiores de
los ntimeros de Schur estrictos y los niimeros de Rado estrictos.

Un conjunto A de enteros se dice libre de suma si

V$1,$2€A:>$1+Z‘2¢A

Si designamos al conjunto de enteros por {1,2,..., N}, el niimero de Schur, denotado por
S(n,2), se define como el mayor niimero natural N + 1, tal que el conjunto {1,2, ..., N} pueda
particionarse en n subconjuntos {41, As, ..., A, } libres de suma, donde z1 y z2 no necesaria-
mente son distintos.

Son conocidos muy pocos niimeros de Schur debido a la gran dificultad de su calculo, in-
cluso utilizando el cdlculo computacional.

Desde 1916 que Schur [25] demostr6 la existencia de dicho ntiimero y obtuvo acotaciones,
se han producido pocos avances. En 1961, Baumert [2] encontré el valor exacto de S(4,2) = 45.

Para valores de n > 5 es dificil obtener el niimero de Schur S(n, 2).
Existen estudios realizados por diferentes autores tales como Abbott y Hanson (1972) [1],

Whitehead (1973) [29], Exoo (1994) [7], Radziszowki (1999) [21], Fredricksen y Sweet (2000)
[10], que determinan cotas inferiores y superiores de estos ntimeros.

La definicién de niimero de Schur se generaliza para n conjuntos libres de k-sumas, y se denota
por S(n, k).

Un conjunto A de enteros se dice libre de k-sumas si
Va1, T, .ty €EA= o a0+ .. +ap ¢ A

donde los z; no necesariamente son distintos.

En 1966, Znam [30] obtiene una cota inferior que generaliza la dada por Schur.
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X RESUMEN

Posteriormente en 1973 Irving [15] mejora la cota superior dada por Znam. En 1982, Beu-
telspacher y Brestovansky [3] demuestran que para dos conjuntos libres de k-sumas se verifica
la siguiente igualdad:

S(2,k) =k +k—1

para k > 2.

El objetivo de nuestra investigacion son los niimeros de Schur estrictos, los denotaremos por
HS(n,k) y se definen como el mayor entero positivo NV + 1, tal que el conjunto {1,2,..., N}
pueda particionarse en n subconjuntos {41, Ag, ..., A, } libres de k-sumas estrictas, es decir :

Vzl,xg, Tk € A7 =21 +To+ ..+ 2k ¢ Az

coni=1,2,...,nydonde los z; son todos distintos.

Este problema es mas complejo que el anteriormente descrito de los niimeros de Schur.

Los tnicos resultados conocidos hasta el momento se deben a Sierpinski en 1964 , a Irving
[15] en 1973 y en 2002 Bornsztein [4] obtiene una cota superior para el caso particular de n
conjuntos libres de sumas estrictas.

En nuestro trabajo, abordamos la dificil tarea de calcular valores exactos de los niimeros
de Schur estrictos, cotas inferiores y superiores generales para ellos. Ademads nos planteamos
también el problema relacionado de los niimeros de Rado.

En 1933, Rado [19], [20] consider6 el problema de determinar si un sistema de ecuaciones
lineales admite solucién monocromaética para cada n-coloracion de niimeros naturales. Después
de 76 afios de los primeros resultados de Rado, se han obtenido muy pocos progresos sobre
los niimeros de Rado para algunos sistemas de ecuaciones lineales.

Burry Loo en [5] [6] investigaron algunas familias particulares de ecuaciones con 2-coloracion
de enteros positivos y demostraron que si ¢ > 0 el niimero de Rado

R(2,c) =4c+5

En 1993, Schaal [23] generaliza la definicién del niimero de Rado para k sumandos.
El niimero de Rado Ry (2,c) parak > 2y ¢ > 0 es el minimo entero tal que para cada

2-coloracién del conjunto {1,2,,...,N}:
A:{1,2,..,N} — {0,1}

existe una solucién monocromatica a

1+ T2+ ... T+ C= T4

donde 1, x5, ..x; no necesariamente son distintos.

Schaal [23] obtiene el niimero de Rado
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00 si ky cimpares

, k>0 > 0.
(k+1)2 4 (c—1)(k+2) otrocaso conk="ye=

Rk(Q,C) = {

Ademds, en 1995 [24], obtuvo el niimero de Rado para particiones del conjunto {1,2,,..., N},
formada por tres conjuntos libres de suma de la forma definida anteriormente, R(3, ¢) = 13¢+14
parac > 0.

En 2001 Kosek y Schaal [16] obtienen cotas inferiores y superiores de los niimero de Rado ,
para algunos valores determinados de ¢ < 0.

En 2008, Guo y Sun [12] determinan los niimeros de Rado R(aq, ..., an,), definidos como:

El menor entero positivo tal que para cada 2-coloracion del conjunto {1,2,..., N} con N >
R(ay, ..., anm), existe una soluciéon monocromética a la ecuacion :
4121 + a2T2 + ... + ATy = Xo

CON T, L1, .., Ty € {1,2,..., N}

En nuestro trabajo definimos el niimero de Rado estricto SR(n, ¢) como el mayor entero
positivo tal que el conjunto {1,2,, ..., N} pueda particionarse en n subconjuntos libres de suma
estricta en el sentido de Rado de la siguiente forma:

El conjunto A es libre de suma estricta en el sentido de Rado si:

Ve, 20 € A=z +a2+cé¢ Aje>0

siendo z1 y z distintos.

Nos planteamos el gran reto de obtener los valores exactos de los niimeros de Rado estrictos
SR(2,¢)y SR(3,¢).






Introduccion

El estudio que se aborda en esta tesis fue iniciado en 1916 por Issai Schur (1875-1941) .

Este matematico de origen ruso [18], comenz6 desde muy joven sus estudios en la Univer-
sidad de Berlin.

Schur fue discipulo de Frobenius bajo cuya direccién en 1901 realiz6 su tesis doctoral, basa-
da en representaciones racionales de grupos lineales sobre campos complejos.

Schur también obtuvo resultados en otros campos de las matematicas, entre los que desta-
camos estudios sobre ecuaciones algebraicas, grupos simétricos de Galois, teoria de ntimeros,
series divergentes, ecuaciones diferenciales y por tltimo teoria de funciones.

Entre los afios 1920 y 1930 [17], trabajo en el desarrollo de una teoria que mas tarde llegé a
ser la Teoria de Ramsey. Hizo ptiblico el primer articulo [25] con contenido “tipo Ramsey”,
(‘aunque por supuesto esta afirmacién puede ser discutida, ya que otras contribuciones ante-
riores podrian tener una reclamacién similar, por ejemplo el famoso articulo de Hilbert[14] y
por supuesto los trabajos de Dirichlet sobre el Principio del Palomar).

Schur también identific6 problemas que influyeron en el Teorema de Van der Waerden y
plante6 cuestiones que inspiraron a su estudiante Rado para desarrollar quizés la mas impor-
tante contribucion a la Teoria de Ramsey [19] en sus origenes.

Schur ademds estudié las formas modulares del Teorema de Fermat, dando una prueba
mads sencilla del Teorema de Dickson (Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Vol.
135) usando los resultados de Hurwitz (Journal fiir reine und angewandte Mathematik, Vol.
136)

Entre los estudiantes que completaron sus estudios de doctorado bajo la direccién de Schur,
podemos mencionar a Richard y Alfred Brauer, Robert Frucht, Bernhard Neumann, Richard
Rado y Helmut Wielandt.

Otros colaboradores de Schur fueron Kurt Hirsch, Walter Ladermann, Hanna Neumann y
Menahem Max Schiffer.

Los trabajos de Schur fueron muy precisos, incluso después de més de 90 afios sus origina-
les articulos merecen un estudio mas profundo y en esta linea hemos realizado nuestro trabajo.

Cuando comenzamos a estudiar los problemas de Schur sobre teoria de nimeros, nos di-
mos cuenta que en muchos afios se habian producido muy pocos avances cientificos, debido
fundamentalmente a la gran dificultad que esto conlleva.

En la primera parte de esta memoria describimos los avances que hemos ido obteniendo en
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los niimeros de Schur estrictos y en la segunda nos concentramos en la ardua tarea de encontrar
valores exactos de los niimeros de Rado estrictos.

En el Capitulo 1 comenzamos exponiendo las nociones bésicas del niimero de Schur y del
niimero de Schur estricto, incluimos también en este capitulo la cota superior de Irwing [15] de
1973 y la de Bornsztein [4] del 2002 para particiones formadas por subconjuntos libres de sumas
estrictas.

Comenzamos el Capitulo 2 exponiendo la aplicacién Backtrack de programacién en C, que
hemos utilizado para el calculo de valores exactos de los niimeros de Schur 'y de los niimeros de
Schur estrictos.

Hemos programado un algoritmo Backtrack que en cada caso calcula todas las soluciones
posibles del problema y devuelve al final el niimero de Schur o el niimero de Schur estricto corres-
pondiente.

Debido a la dificultad de obtener valores exactos causada principalmente por gran la canti-
dad de memoria que se necesita para este cdlculo, en el Capitulo 3 obtenemos cotas inferiores
del niimero de Schur estricto para particiones del conjunto de enteros {1, 2, ..., N}, formadas por
dos y tres subconjuntos libres de k-sumas estrictas.

Conseguimos ademds una importante generalizacién que nos proporciona una cota infe-
rior para particiones del conjunto de enteros formada por n subconjuntos libres de k-sumas
estrictas.

En el Capitulo 4 se obtienen cotas inferiores para particiones del conjunto {1,2,..., N},
formadas por cuatro subconjuntos libres de k-sumas estrictas. Basindonos en un procedimiento
similar al realizado en el Capitulo 3, conseguimos obtener un afinamiento de la cota inferior
para n subconjuntos libres de k-sumas estrictas, asi como aportar una técnica de mejora, a partir
de la cual se puede continuar avanzando.

Concluimos esta primera parte con el Capitulo 5, extendiendo la relacién existente entre
los niimeros de Schur y los niimeros de Ramsey a los niimeros de Schur estrictos, acotando éstos
superiormente por los niimeros de Ramsey.

Teniendo en cuenta las cotas inferiores encontradas y la relevante relacién entre los ntimeros
de Schur estrictos y los niimeros de Ramsey (como cotas superiores) podemos seguir avanzando
tanto en los Ramsey como en los Schur.

La segunda parte de esta memoria, comienza en el Capitulo 6, en el que exponemos las
nociones bésicas de los niimeros de Rado y algunos resultados conocidos sobre estos niimeros.

En 1933 Rado [19][20] consideré el problema de determinar si un sistema de ecuaciones
diofanticas admite solucién monocromaética para cada n-coloracion de los ntimeros naturales.

Después de 75 afios de los primeros resultados de Rado, se han obtenido muy pocos pro-
gresos. Se han obtenido los niimeros de Rado para algunos sistemas de ecuaciones particulares.
En nuestro estudio definimos el niimero de Rado estricto para particiones formadas por dos y
tres subconjuntos libres de sumas estrictas en el sentido de Rado.

Obtenemos en el Capitulo 7 el valor exacto del niimero de Rado estricto SR(2, c) y la particién
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que lo determina.

En el Capitulo 8 enunciamos el resultado fundamental de este estudio que es el valor exacto
del niimero de Rado estricto SR(3, ¢) .

Para demostrar este resultado se obtiene en el Capitulo 9 la cota inferior de SR(3, ¢). Se de-
fine una 3-coloracién en el conjunto {1, 2, ...,13c+21} y probamos que no contiene una solucién
monocromatica a la ecuaciéon de Rado.

En el Capitulo 10 demostramos que la cota inferior es 6ptima. Esta demostraciéon precisa
del analisis exhaustivo de los cinco casos que se obtienen al asignar a los tres primeros enteros
positivos 1,2 y 3 distintas coloraciones.

Comprobamos que para cada 3-coloracién del conjunto {1,2,,...,13c 4+ 22} siempre existe
una solucién monocromdtica de la ecuaciéon de Rado.

Con los resultados de los Capitulos 9 y 10 concluimos la demostracion del resultado princi-
pal enunciado en el Capitulo 8, es decir SR(3, ¢) = 13¢+22, exponiendo ademds la distribucién
formada por los tres subconjuntos libres de suma estricta en el sentido de Rado.
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Capitulo 1

Nociones Basicas del Niumero de
Schur y del Ntmero de Schur
Estricto

En este capitulo definimos los Niimeros de Schur y los Niimeros de Schur Estrictos y describi-
mos los avances conseguidos hasta el momento.

Un conjunto A de enteros se dice libre de suma si
VCL’l,(EQ €cA= 1z + 29 ¢ A

21y 2 no necesariamente son distintos.

Si designamos al conjunto de enteros por {1,2, ..., N}, el Niimero de Schur , denotado por
S(n,2) se define como el mayor ntiimero natural N + 1, tal que el conjunto {1,2, ..., N} pueda
particionarse en n subconjuntos {41, As, ..., A, } libres de suma.

La expresion S(n, 2), indica n subconjuntos libres de suma con dos sumandos.

A modo de ejemplo para calcular el niimeros de Schur S(2,2), vemos que para cualquier
particién del conjunto {1,2,3,4,5} = A; U Ay, los subconjuntos A; 6 Ay no son libres de suma.

Suponemos 1 € A; =2 € Ag,portanto 4 =2+2€ 4; =5=1+4¢€ A,
Tenemos A; D {1,4}

A22{255}
Sidc Ay =4=1+3,si3€¢ A =>5=2+3

Por tanto 3 no pertenece ni al subconjunto A; ni al subconjunto A,, es decir concluimos
que S(2,2) <5.

Veamos que S(2,2) > 5.
Si consideramos la particiéon A; = {1,4} y A2 = {2, 3}, los subconjuntos son libres de suma,
por tanto S(2,2) =5



Son conocidos muy pocos niimeros de Schur debido a la gran dificultad de su calculo.

El niimero Schur S(4,2) = 45 fue obtenido por Baumert [2] en 1961 .

Una particién del conjunto de enteros {1, 2, ..., 44} formada por cuatro subconjuntos libres
de suma se obtiene con los conjuntos :

Ay = {1,3,5,15,17,19, 26,28, 40,42, 44}
Ay = {2,7,8,18,21,24, 27, 33,37, 38, 43}
As = {4,6,13,20,22,23,25,30, 32,39, 41}

Ay = {9,10,11,12, 14,16, 29, 31, 34, 35, 36}

Para valores de n > 5 es dificil obtener el niimero de Schur S(n,2) . Existen estudios que
determinan cotas inferiores y superiores de este ntimero.

En 1916 Schur [25] obtuvo el siguiente resultado:

Teorema 1.1. Dado un entero positivo n, existe el mayor entero positivo S(n,2), con la propiedad de
que el conjunto {1,2,..N} puede ser particionado en n subconjuntos libres de suma.

Schur [25], determind la siguiente acotacién:

1/2(3" +1) < S(n,2) < [nle]

donde [z] denota el mayor entero que no exceda de .
También demostr6 la siguiente relacion:

S(n,2) >35(n—-1,2)—1

En 1972 Abbott y Hanson [1] mejoraron la cota inferior obteniendo,

S(n,2) —1>¢89% [l]

siendo c una constante positiva.

Existe una relacion estrecha entre los niimeros de Schur y los niimeros de Ramsey .

Dados dos enteros p y ¢ el niimero de Ramsey es el minimo entero r = R(p,q) tal que
cualquier coloracién con dos colores de las aristas del grafo completo K,, contiene un sub-
grafo K, del primer color o un subgrafo K, del segundo color.

Esta definicion se puede generalizar a un niimero mayor de colores.

Dados los enteros p1, ps2 , ..., p; €l nimero de Ramsey N = R(p1,p2,...,p:) es el minimo
entero tal que cualquier t-coloracién de las aristas del grafo completo K contiene un subgrafo
K,, monocromaticoi = 1,2, ..., 1.



La cota superior obtenida por Schur [25] fue mejorada en 1973 por Whitehead [29] usando
la Teoria de Ramsey.

S(n,2) < [nl(e — i)} 29]

Las mejores cotas conocidas del S(5, 2) son:

161 < S(5,2) < 316

La primera inecuacién es de Exoo [7] obtenida en 1994 y la segunda se obtiene de una cota
superior de R5(3) = R(5,5,5,5,5) dada en el survey de Radziszowski [21].

Para particiones de seis y siete subconjuntos libres de suma en el 2000, Fredricksen y Sweet
[10] construyeron particiones en las que obtuvieron las cotas inferiores siguientes:

5(6,2) > 537
5(7,2) > 1687

Una extension natural del concepto de conjunto libre de suma se obtiene para k sumandos.
Un conjunto A de enteros se dice libre de k-sumas si

V21,29, EA= 21+ 20+ ..+ ¢ A
donde los z; no necesariamente son distintos.
La definicion de niimero de Schur se generaliza para n conjuntos libres de k-sumas, y se

denota por S(n, k).
En 1934, de los resultados de Rado [19], se obtiene la siguiente generalizacion.

Teorema 1.2. [19]

Dados dos enteros positivos n y k , k > 2 existe el mayor entero positivo N + 1, denotado por
S(n, k) con la propiedad de que el conjunto {1,2,..N} puede ser particionado en n conjuntos libres de
k-sumas.

Por ejemplo para el conjunto de enteros {1, 2,3, ..,10} se puede conseguir la particién for-
mada por dos subconjuntos libres de 3-sumas

Ay = {1,2,9,10}
Ay ={3,4,5,6,7,8}
siendo el niimero de Schur S(2,3) = 11.

En 1966, Znam [30] obtiene una cota inferior que generaliza la dada por Schur:

S(n, k) > (%)((k +1)"—1)+1

También utilizando la Teoria de Ramsey



S(n,k) < Ru(k+1) -1

y un conocido resultado de Greenwood y Gleason [11] de 1955,0btiene una cota superior:

S(n, k) <

Irving [15] en 1973 mejora la cota superior dada por Znam obteniendo :

S(n, k) < [nl(k —1)"exp(

(k=1)

En 1982 Beutelspacher y Brestovansky [3] demuestran que para dos conjuntos libres de k-
sumas se verifica la igualdad:

S(2,k) =k +k—1

para k > 2.

En la siguiente tabla representamos los niimeros de Schur S(n, k), para valores determinados
de n y k, conocidos hasta el momento.

S(n, k)

k [2[3[47]s k
n=215 [11]19] 29 B 4+k—1
n=3 | 14 > k3 4+ 2k2 — 2
n=4 | 45

En nuestro trabajo consideramos una variante del problema anterior. Definimos conjuntos
libres de sumas estrictas , si
V(L‘l,.’tg €A=x1+ 19 ¢ A

donde z; y z2 son distintos.

Este caso para dos sumandos, k = 2, fue discutido por Sierpinski [26] en 1964.
Esta definicién se puede generalizar para k sumandos.
Un conjunto A de enteros es [libre de k-sumas estrictas si

V21,29, 0ty EA= w1420+ .. +ap ¢ A
donde los z; son todos distintos.
Llamamos Niimero de Schur Estricto y los denotaremos por HS(n, k), al mayor entero N +1,

tal que el conjunto {1,2,..., N} pueda particionarse en n subconjuntos {A4;, As, ..., A, } libres
de k-sumas estrictas, es decir :



Vo, x0,.., 0, € A; = 21+ o+ .. + T ¢ A;

coni=1,2,...,nydonde los z; son todos distintos.
La expresiéon HS(n, k), indica n conjuntos libres de k-sumas estrictas.

El niimero de Schur estricto HS(3,2) = 24

Obtenemos tres distribuciones distintas del conjunto de enteros {1,2, ...,23} formada por
tres subconjuntos libres de sumas estrictas :

1. A; = {1,2,4,8,11,16,22}
Ay = {3,5,6,7,19,21,23}
As = {9,10,12,13,14,15,17,18, 20}

2. A; ={1,2,4,8,11,17,22}
Ay = {3,5,6,7,19,21,23}
Az = {9,10,12,13,14, 15, 16, 18, 20}

3. A, ={1,2,4,8,11,22}
Ay = {3,5,6,7,19,21,23}
As = {9,10,12,13,14, 15, 16,17, 18,20

Para obtener el niimero de Schur estricto HS(2,3), podemos conseguir una particién del con-
junto {1,2,.,23}, formada por dos subconjuntos libres de 3-sumas estrictas

A; ={1,2,..,5,21,22,23}
Ay ={6,7,8,...,20}

Con esta particién podemos comprobar que HS(2,3) = 24.
Para k = 2 son conocidos los niimeros de Schur estrictos:

HS(2,2) =9

HS(3,2) =24
HS(4,2) = 67
HS(5,2) = 197

Este tltimo sin prueba conocida.

En 1973 Irving [15] demostr6 el siguiente resultado:
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Teorema 1.3. [15]

Dados dos enteros positivos ny k > 2, existe el mayor entero positivo HS(n, k) con la propiedad de
que el conjunto de enteros {1, 2, ..N'} pueda ser particionado en n conjuntos libres de k-sumas estrictas.

Ademads obtuvo una cota superior de los HS(n, k):

1 1 k
<[Znl(k—1)" Sy
HS(n, k) < [271 (k—1)"(kn+ l)exp(k — 1) + - 1]
En 2002, Bornsztein [4] demuestra el resultado siguiente:
Teorema 1.4. [4]
Sea n > 2 un entero. Si el conjunto de enteros {1,2,....[n! - ne] + 1} se divide en n clases de

cualquier manera, entonces al menos una de las clases contiene dos niimeros distintos y su suma.

Con la cota inferior obtenida por Sierpinski [27]:

(n—1)

HS(n,2)>1+4315 5

Bornsztein [4] obtiene una acotacion para los niimeros de Schur estrictos para particiones
formada por n subconjuntos libres de sumas estrictas.

(n—1)

1431575 < HS(n,2) <[n! ne+1

Nuestras aportaciones consisten en calcular valores exactos de algunos niimeros de Schur
estrictos y cotas inferiores y superiores generales para ellos.



Capitulo 2

Valores exactos de los Numeros de
Schur y de los Ntimeros de Schur
Estrictos

En este capitulo explicaremos la aplicacién Backtrack de programacién en C, que hemos
utilizado para el célculo de valores exactos de los niimeros de Schur y de los niimeros de Schur
estrictos.

2.1. Algoritmo para la obtencién de valores exactos. Progra-
macién Backtrack

La programacién Backtrack es una conocida y potente técnica para resolver problemas de
biisqueda en combinatoria. La busqueda se organiza como un proceso de decisién de multiples
fases, donde en cada fase se hace una eleccion entre un niimero de alternativas.

Cuando las elecciones previas no consiguen que se alcance una solucién, el algoritmo back-
track, vuelve atrds, es decir reestablece su estado, exactamente a la posicién en la cual como
maximo entré el dltimo punto elegido y elige la siguiente alternativa a ese punto no probada.

Helsgaun [13] en su articulo de 1995 describe una simple herramienta CBack, para progra-
mar backtrack en lenguaje de programacion C.

La herramienta es una libreria que contiene una pequefia coleccién de programas , todos
escritos en ANSI standard de C.CBack. Se puede implementar facilmente en la mayoria de los
ordenadores y compilar en C.

El c6digo fuente esta incluido en el articulo y funciona en cualquier implementacién en C.

Las principales herramientas de CBack son las dos funciones: Choice y Backtrack.

Choice se utiliza cuando se hace una eleccién entre un niimero de alternativas. Choice(N),
siendo N un entero positivo, denota el ntimero de alternativas.

Choice elige primero el valor 1 y contintia el programa. Los valores desde 2 a N se alcanzan
desde Choice a través de una subsecuencia que llama a Backtrack.
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Una llamada de Backtrack causa en el programa un backtrack, es decir vuelve a la llamada
mas reciente de Choice, que todavia no ha retornado todos sus valores.

El estado del programa se reestablece exactamente cuando Choice fue llamado y entra el
valor siguiente.

Todas las variables automaéticas del programa, variables locales y variables registradas se
reinician. Las variables estaticas no varian. Esta propiedad de las variables estaticas hacen
posible la comunicacion entre las llamadas de Choice y Backtrack. Ademas el usuario, tam-
bién puede especificar que variables estéticas se pueden reiniciar.

Como ejemplo veamos un fragmento de un programa.

int i,3; \

i=Choise (3); \

j=Choise(2); \

print ("i=%d ,3j=%d\ n " ,1i,3);\

Backtrack (); \

El programa produce la siguiente salida:

i=1, j=1
i=1, j=2
i=2, j=1
i=2, j=2
i=3, j=1
i=3, j=2

2.2. Valor exacto del Numero de Schur S(3, 3)

Con la técnica Backtrack explicada anteriormente expondré cémo hemos calculado el niimero de Schur
S5(3,3).

Recordemos que es el mayor nimero natural N + 1, tal que el conjunto {1,2,..., N} pueda parti-
cionarse en 3 subconjuntos { A1, Az, A3} libres de 3-sumas, es decir

VCL‘1,CEQ,$3€A-L$CL‘1 +1‘2+1‘3¢Ai7i=172,3

21y 22 no necesariamente son distintos.

El algoritmo Backtrack que hemos programado calcula todas las soluciones posibles de este proble-
ma y devuelve al final el niimero de Schur correspondiente. El algoritmo en programacion C es el siguiente:
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#include "CBack.c"
int i, j, k, 1, N, Count;
FILE *fp;

void PrintSol ()
{ fprintf (fp,"N = %d es el maximo con soluciones.\n",Count); }

int Problem()

{

int r, c;

int R[4][60]={0};

int L[4]={0};
Fiasco=PrintSol;
N=Select (42,43);

for (r = 1; r <= N; r++)

k <= 3j; k++)
[1]1+R[c] [J1+RI[c] [k])

Backtrack () ;
Rlc] [L[c]l++] = r;
}
Count=0;
for (c = 1; c <= 3; c++)
{
Count+=L[c];
for (r = 0; r <= L[c]; r++)
{
fprintf (fp, " (%d)",R[c]l[r]);
}
fprintf (fp, " ((%d))\n",L[c]);

fprintf (fp, "%c",’\n’);
Backtrack () ;
}

main (int argc, char xargv([])
{

char str[80];

strcpy (str,argv[0]);

strcat (str,".txt");

fp = fopen(str,"w");
Backtracking (Problem())
fclose (fp);

}

El programa devuelve 16 distribuciones y sus simétricas, que son un total de 96 distintas que deta-
llamos a continuacién.

Llamamos a los subconjuntos { A1, Az, As}. El subconjunto A, en todas las distribuciones es el mismo
formado por 12 elementos. Los distintos subconjuntos A; y Az se obtienen de las distintas formas de
colocar los elementos 17,18,25 y 26.
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= Tenemos 6 casos segtn coloquemos los elementos 17,18,25 y 26 de distinta forma dos a dos en
los conjuntos A; y As.

(1) (2) (9) (10)
(3) (4) (5) (6) (7
(11) (12) (13) (1
(32) (0) ((20))
(1) (2) (9) (10) (
(3) (4) (5) (6) (7
(11) (12) (13) (1
(32) (0) ((20))
(1) (2) (9) (10) (
(3) (4) (5) (6
(11) (12) (13) (1
(32) (0) ((20))
(1) (2) (9) (10) (
(3) (4) (5) (6
(11) (12) (13) (1
(32) (0) ((20))
(1) (2) (9) (10) (
(3) (4) (5) (6
(11) (12) (13) (1
(32) (0) ((20))
(1) (2) (9) (10) (
(3) (4) (5) (6) (7
(11) (12) (13) (1
(32) (0) ((20))

= Tenemos dos casos si los elementos 17,18,25 y 26 estin en A; 0 As.

(1)(2)( )

(3) (4)

(
) (6
(ll)(12)(13
(32) (0) ((18

10)
) (7)
) (14
)

)

9) (10) (33

5) (6) (7

(
(
5) (1

17) (25) (3

4) (15) (1

0) (17) (26) (33

) (7) (8) (35) (36) (37
)

)

4) (15) (1

0) (18) (25) (33

) (7) (8) (35) (36) (37
)

)

4) (15) (1

0) (18) (26) (33

) (7) (8) (35) (36) (37
)

)

4) (15) (1

25) (26) (33
) (8) (35) (36) (37
4 6) (17) (

) (15) (1

(17) (1
(8) (35)
) (15) (1

) (8) (35)

) (34) (41
(36) (37

18) (33) (34
35) (36) (37
6) (19) (

) (41) (42) (0) ((

) (38) (39) (40) (0
20) (21) (22) (23

10))

3) (34) (41) (42) (0) ((10))
) (8) (35) (36) (37

6) (18) (

6) (18) (

6) (17) (

6) (17) (

8) (25) (26
(36) (37
6) (19) (20

) (42)

) (38) (39) (40) (0

19) (20) (21) (22

19) (20) (21) (22

19) (20) (21) (22

19) (20) (21) (22

18) (19) (20) (21

) (33) (34) (41) (42
) (38) (39) (40) (0)
) (

) (21) (22

(0) ((8))

) (38) (39) (40) (0)
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) (34) (41) (42) (0) ((10))
) (38) (39) (40) (0

) (34) (41) (42) (0) ((10))
) (38) (39) (40) (0

) (34) (41) (42) (0) ((10))
) (38) (39) (40) (0

) (34) (41) (42) (0) ((10))
) (38) (39) (40) (0

((12)

) ((12))
) (24) (25

) ((12))
) (23) (24

) ((12))
) (23) (24

) ((12))
) (23) (24

) ((12))
) (23) (24

) ((12))
) (22) (23

)

)

) (2

) (2

) (25

) (2

) (25

) (24

) (0) ((12
((12)

23) (24) (27) (28

))

6) (27) (28) (29) (30) (31)

6) (27) (28) (29) (30) (31)

) (27) (28) (29) (30) (31)

6) (27) (28) (29) (30) (31)

) (27) (28) (29) (30) (31)

) (27) (28) (29) (30) (31)

) (29) (30) (31)



(11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25) (26) (27)
(28) (29) (30) (31) (32) (0) ((22))

= Por dltimo se obtienen 8 casos segtn coloquemos los elementos 17, 18,25 de tres en tres en A; o
As.

) (2) (9) (10) (17) (18) (25) (33) (34) (41) (42) (0) ((11))

) (4) (5) (6) (7) (8) (35) (36) (37) (38) (39) (40) (0) ((12))

1) (12) (13) (14) (15) (16) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (26) (27) (28) (29) (30)
1) (32) (0) ((19))

) (2) (9) (10) (17) (18) (26) (33) (34) (41) (42) (0) ((11))

) (4) (5) (6) (7) (8) (35) (36) (37) (38) (39) (40) (0) ((12))

1) (12) (13) (14) (15) (16) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25) (27) (28) (29) (30)
1) (32) (0) ((19))

) (2) (9) (10) (17) (25) (26) (33) (34) (41) (42) (0) ((11))

) (4) (5) (6) (7) (8) (35) (36) (37) (38) (39) (40) (0) ((12))

1) (12) (13) (14) (15) (16) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (27) (28) (29) (30)
1) (32) (0) ((19))

0) (17) (33) (34) (41) (42) (0) ((9))

) (7) (8) (35) (36) (37) (38) (39) (40) (0) ((12))

) (14) (15) (16) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25) (26) (27) (28)
) (32) (0) ((21))

1) (2) (9) (10) (18) (25) (26) (33) (34) (41) (42) (0) ((11))

3) (4) (5) (6) (7) (8) (35) (36) (37) (38) (39) (40) (0) ((12))

11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (27) (28) (29) (30)
31) (32) (0) ((19))

0) (18) (33) (34) (41) (42) (0) ((9))

) (7) (8) (35) (36) (37) (38) (39) (40) (0) ((12))

) (14) (15) (16) (17) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25) (26) (27) (28)
) (32) (0) ((21))

0) (25) (33) (34) (41) (42) (0) ((9))

) (7) (8) (35) (36) (37) (38) (39) (40) (0) ((12))

) (14) (15) (16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (26) (27) (28)
) (32) (0) ((21))

(1) (2) (9) (10) (26) (33) (34) (41) (42) (0) ((9))
(3) (4) (5) (6) (7) (8) (35) (36) (37) (38) (39) (40) (0) ((12))
(11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25) (27) (28)
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(29) (30) (31) (32) (0) ((21))

El dltimo ntimero que aparece detrés de la secuencia de elementos con paréntesis doble es el ntimero
de componentes de dicho subconjunto.

Concluimos por tanto, que el valor exacto del niimero de Schur S(3, 3) es igual a 43.

2.3. Valores exactos de los Numeros de Schur Estrictos

En esta seccion expondremos los niimero de Schur estrictos, detallando en alguno de ellos el programa
de Backtrack, que hemos implementado para su célculo.

Recordemos que el Niimero de Schur Estricto HS(n,2), es el mayor entero N + 1, tal que el conjunto
{1,2,..., N} pueda particionarse en n subconjuntos { A1, Az, ..., A, } libres de sumas estrictas, es decir :

Vai,x2 € A; = 21 +x2 ¢ A;

coni =1,2,...,nydonde los z; son todos distintos.

A continuacién detallamos los niimeros de Schur estrictos conocidos hasta el momento y daremos en
cada caso una distribucién.

" HS(2,2)=09
A ={1,2, 4,8}

A, =13, 5,6, 7}

" HS(3,2) =24
Ay ={1,2, 4,38, 11, 16, 22}
Ay ={3,5,6,7, 19, 21, 23}
As = {9, 10, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 20}

En este caso existen tres soluciones distintas.

" HS(4,2) =67
A ={1,2,4,8, 11, 16, 22, 25, 50, 53, 56, 63}
Ay ={3,5,6,7,19, 21, 23, 51, 52, 64, 65, 66}
As = {24, 26, 27, 20, ..., 48, 49}

. HS5(5,2) = 197
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Este dltimo ntdmero lo cita Walker [28], aunque no se conoce la particion de los cinco subconjuntos
libres de sumas estrictas.

Llamamos Niimero de Schur Estricto HS(2, k), al mayor entero N + 1, tal que el conjunto {1,2, ..., N}
pueda particionarse en dos subconjuntos { A1, Az} libres de k-sumas estrictas, es decir :

le,IQ,..,,l‘k €A =>z1+a2+ ..+ a8 ¢ A;

coni =1,2,...,nydondelos z; son todos distintos.

Hemos calculado con la ayuda de la programacién Backtrack los niimeros de Schur estrictos HS(2, k), para
los valores de k = 3,4,5

= Para el cdlculo de H5(2, 3) hemos implementado el algoritmo en programacién C que exponemos
a continuacion:

#include "CBack.c"
int i, j, k, 1, N, Count;
FILE *fp;

void PrintSol ()
{ fprintf (fp,"N = %d es el maximo con soluciones.\n",Count); }

int Problem()

{

int r, c;

int R[3][60]={0};
int L[3]={0};
Fiasco=PrintSol;
N=Select (23, 24);

for (r = 1; r <= N; r++)
{
c = Choice(2);
for (i = 0; 1 <= L[c]-1; i++)
for (3 = 0; J < 1i; J++)
for (k = 0; k < j; k++)
if (r==R[c][i]+R[c][J]+R[c][k])
Backtrack () ;
Rlc] [L[c]l++] = r;
}
Count=0;
for (c = 1; ¢ <= 2; c++)

{
Count+=L[c];
for (r = 0; r <= L[c]; r++)
{
fprintf (fp, " (%d) ", R[c] [r]);
}
fprintf (fp, " ((%d))\n",Llc]);

fprintf (fp, "%c",’\n’);
Backtrack () ;
}

main (int argc, char =xargv([])

{
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char str[801];

strcpy (str,argv[0]);
strcat (str,".txt");

fp = fopen(str,"w");
Backtracking (Problem())
fclose (fp);

}

El programa devuelve una unica solucidn y su simétrica

=

) (2) (3) (4) (5) (21) (22) (
(6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) (18) (19) (20) (0) ((15))

(6) (7) (8) (9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) (18) (19) (20) (0) ((15))
(1) (2) (3) (4) (5) (21) (22) (23) (0) ((8))

Los dos conjuntos libres de 3-sumas estrictas son:
Ay ={1,2,3,4,5,21, 22, 23}

Ay =16,7,8,9, ..., 19, 20}

Siendo HS(2,3) = 24
El niimero de Schur estricto HS(2,4) = 52

El programa que calcula este ntimero devuelve tres soluciones y sus simétricas, una de estas solu-

ciones formada por los dos subconjuntos libres de 4-sumas estrictas es:
Ay =1{1,2,3,4,5,6,7,8,09, 46, 47, 48, 49, 50, 51}
A = {10, 11, 12, 13, ..., 44, 45}

El niimero de Schur estricto HS(2,5) = 101

El programa que calcula este niimero devuelve una solucién y su simétrica, los dos subconjuntos

libres de 5-sumas estrictas son:
A = {1, 20, 21, 22, ..., 86}

Ay ={2,3, .., 19, 87, 83, ..., 99, 100}

Llamamos niimero de Schur estricto HS(3, k), al mayor entero N + 1, tal que el conjunto {1, 2, ..., N}
pueda particionarse en tres subconjuntos { A1, A2, As} libres de k-sumas estrictas, es decir :

Vl’l,.’L’Q,...,.’Ek €A =z + 22 + .. + Tk g_ﬁ A;

coni = 1,2,...,nydonde los z; son todos distintos.

Tenemos calculado con el algoritmo de programacién Backtrack las cotas inferiores de los niimeros de
Schur estrictos, HS(3,3) y HS(3,4), asi como las distribuciones en ambos casos.

» El niimero de Schur estricto HS(3,3) > 94

El programa que calcula este niimero devuelve 395 soluciones, una de estas soluciones formada

por los tres subconjuntos libres de 3-sumas estrictas es:
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A ={1, 2,3, 4,5, 21, 22, 23, 75, 76, 77, 91, 92, 93}
A ={6,7,8,9, ..., 19, 20, 78, 79, ..., 89, 90}
As = {24, 25, 26, 27, ..., 73, 74}
= El niimero de Schur estricto HS(3,4) > 259
Debido a la dificultad de este calculo s6lo hemos calculado una de las distribuciones formada por
los tres subconjuntos libres de 4-sumas estrictas :
Ay ={1,2,..9,, 46, 47, ..., 51, 214, 215, ..., 219, 253, 254, ..., 258}
Ay = {10, 11, 12, ..., 44, 45, 220, 221, 222, ..., 251, 252}

As = {52, 53, 54, ..., 211, 212, 213}

Hemos intentado compilar el programa para calcular los valores exactos de HS(3,3), HS(3,4), HS(2,6)
y HS(4,3) entre otros y no ha sido posible. El ordenador ha estado funcionando varios dias y no con-
sigue calcular ninguna de las distribuciones que determinan estos niimeros de Schur estrictos. Esperamos
seguir avanzando en este algoritmo para poder ampliar estos resultados, incluyendo la programacién en
paralelo.

En la tabla siguiente representamos nuestros avances en el calculo de los valores exactos asi como de
las cotas inferiores de los niimeros de Schur estrictos HS(n, k), para valores de n y k.

HS(n, k)
k 2 3 4 5 k
n=2 9 24 52 101 | > (k+2)T% — 2k
n=3 | 24 | >94 | > 259
n=4 | 67
n=5 | 197

En los siguientes capitulos obtenemos cotas inferiores y superiores que permitirdn en posteriores
estudios avanzar en estos calculos.
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Capitulo 3

Cotas Inferiores generales del
Numero de Schur Estricto

En este capitulo obtenemos cotas inferiores generales del niimero de Schur estricto, al relacionar el
niimero de Schur estricto en v + 1 subconjuntos libres de k-sumas estrictas con el niimero de Schur estricto en
r subconjuntos libres de k-sumas estrictas.

Recordemos la definicién de niimero de Schur estricto.
Un conjunto A de enteros es libres de k-sumas estrictas si

Vx1,22,...,Tk € A=z1+ 22+ ..+ T8 ¢A

donde los z; son todos distintos.

Llamamos ntimero de Schur estricto y los denotaremos por HS(n, k), al mayor entero N + 1, tal que el
conjunto {1, 2, ..., N} pueda particionarse en n subconjuntos { A1, As, ..., A, } libres de k-sumas estrictas.

3.1. Cotasde HS(2,k)y HS(3,k)

En la construccién que realizamos obtenemos cotas inferiores del niimero de Schur estricto para par-
ticiones del conjunto de enteros {1,2,..., N} formada por n = 2 y n = 3 subconjuntos libres de k-sumas
estrictas. Con este desarrollo generalizamos la construccién para r 4 1 subconjuntos libres de k-sumas
estrictas.

La cota inferior para n = 2 la obtenemos en el siguiente resultado.

Lema 3.1. El niimero de Schur estricto HS(2,k) > (k + 2)Tr — 2k

siendo Ty, = (ILQ’“)k

Demostracién. Se pretende conseguir particiones del conjunto de enteros {1, 2, ..., N}, formadas por dos
subconjuntos {A1, A2}, libres de k-sumas estrictas.

Veamos primero el caso k = 2 y luego el caso general para k sumandos.
Comenzaremos con una particién del conjunto de enteros formada por dos subconjuntos libres de

suma estricta , es decir x1 + x2 ¢ A; parai = 1,2, siendo z1 y z2 distintos.

En este caso hay dos particiones posibles :
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A |1 2 7
A [3 4 5 6
A |1 2 4 8
A, |3 5 6 7

El niimero de Schur estricto es HS(2,2) =9

Para una particion del conjunto de enteros formada por dos subconjuntos libres de 3-sumas estrictas,
esdecir x1 +x2 + 3 ¢ A; parai = 1,2, siendo z1, z2 y x5 distintos, obtenemos la siguiente distribucién:

A |1
Ay |6

2 3 4 5 21 22 23
7 8 9

20

Observando estas distribuciones y designando por Ti a los ndameros triangulares de orden k, siendo

T, = w , la suma de los k primeros términos de la progresién {1,2,3, ..., k}.
T =1
T, =3
T5 = 6...

El procedimiento utilizado se puede resumir en los siguientes pasos:
Paso 1°

A1 = {1’1,132,&’3, 1‘3}

siendozs = (x1+x2+23) —1=T3 — 1
Paso 2°

A2 - {y17y27y37 y”}
siendoy, = (y1 +y2 +y3) — 1

y1 =15
Yy =T13+1
y3 =13+ 2

siendo el dltimo elemento y, = T3 + (T3 + 1) + (T3 +2) — 1 =3T3 + 2
Paso 3°

Al = {.’I’l,.’EQ,ZEg, < -Lsy Yr+1, Yr+2, yt}

El ultimo elemento v = (1 + @2 + Yr+1) — 1 =14+2+43T53+3-1=3T5+5=23
Con esta cota obtenida el niimero de Schur estricto HS(2,3) > 24
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En el Paso 1° se colocan enteros en el conjunto Ay libres de 3-sumas estrictas. E]1 primer entero que no
se puede colocar en este conjunto es x1 + x2 + 3 que pasa al conjunto Az, continuando con los enteros
consecutivos hasta que sea posible Paso 2°.

El primer entero que no podemos situar en A es y1 + y2 + y3, que pasa al conjunto A; continuamos
hasta que obtengamos un entero que no sea libre de 3-sumas estrictas, con este entero se obtiene la cota
inferior del niimero de Schur estricto.

Aplicando el procedimiento descrito podemos comprobar que para una particién del conjunto de
enteros formada por dos subconjuntos libres de 4-sumas estrictas, obtenemos la
siguiente distribucién.

A1 2 3 4 .. 9 46 .. 5l
Ay [10 11 12 .. 45

En general para particiones formadas por dos subconjuntos libres de k-sumas estrictas y
siguiendo el razonamiento anterior obtenemos la distribucién.

A |1 2 v Te—1 (E+1DTx—k v (E+2)Tp —2k—1
Ay | T Th+1 To+k—1 .. (k+ )T —k—1

Paso 1°

A = {96171727373, ﬂﬁs}

siendozs = (v1+ 22+ ... +xp) —1=Tp — 1

Paso 2°

Az ={y1,92,Y3, ...Yr}
siendoy, = (y1 +y2 + ... +yx) — 1

El dltimo elemento del conjunto Az se obtiene sumando los k£ primeros términos de la serie menos
uno:

Yyr=Th+Te +1+Tp+k—1-1
=kTp+1+2+..+(k—-1)—-1

—(k+ DT —k—1

Paso 3°

Al = {$1,$2,LE3, o LsyYr+1, Yr+2, yt}

El dltimo elemento y; = (z1 + 2 + ... + Tp—1 + Yrg1) — 1

El dltimo término del conjunto A; se obtiene sumando el primer elemento de esta serie con los (k—1)
primeros términos de la primera serie menos uno:
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yp=14+2+...+k -1+ Gk+1)T—-k-1
=Ty —k+k+1)Tp—k—-1
=(k+2)Tp —2k—1
Obtenemos la cota inferior del niimero de Schur estricto HS(2,k) > (k + 2)Tx — 2k

siendo Ty = wk

Pretendemos conseguir particiones del conjunto de enteros {1,2, ..., N}, formadas por tres subcon-
juntos { A1, As, Az}, libres de k-sumas estrictas, obteniendo asi la cota inferior para n = 3 en el siguiente
resultado.

Lema 3.2. El niimero de Schur estricto HS(3,k) > [k* + 3k 4 3]T), — 2k* — 5k + 1
siendo T}, = @k
Demostracion. Veamos primero el caso k = 2y k = 3 y luego el caso general para k sumandos.

Comenzaremos con una particién del conjunto de enteros formada por tres subconjuntos libres de
suma estricta , es decir 1 + x2 ¢ A; parai = 1,2, 3, siendo 1 y x2 distintos.

A |1 2 7 17 21
A |3 4 5 6 18 19 20
A3 |8 9 10 11 .. 16

El niimero de Schur estricto es HS(3,2) > 22

Comenzamos con la distribucién obtenida para dos subconjuntos libres de suma estricta, llamaremos
a esta distribucion Azs.

El procedimiento de pasar de un conjunto a otro en la obtencién de HS(2, 2) es el siguiente:

Ao = {A1 — A — Aq}

Si designamos por As» a la distribucién anterior, podemos observar que para obtener la cota inferior
del niimero de Schur estricto HS(3,2) se ha realizado el siguiente proceso:

Asy = {A2 — Az — A1 — Ay — A1}

Explicaremos el procedimiento en los siguientes pasos:

Paso 1°

Partimos de la distribucién obtenida para HS(2,2)




Paso 2°

Comenzamos colocando los elementos en el tercer conjunto:

A3 = {21,2:27 ...,Zs}

siendo zs = 21 + 22 — 1

Paso 3°

Continuamos en el conjunto Ay = {z1, 2, z3, ...,z } de la distribucién de HS(2,2).

A1 = {1’1,132,&1‘3, ...,l‘r,wr+1}

siendo z,4+1 = zs + 1.

No podemos colocar mas elementos al ser 42 = zr1 + 21

Paso 4°

Pasamos al conjunto Az = {y1,y2,¥s, ..., Y+ } de la distribucion de HS(2,2).

A2 = {yl,y27y3a ~~-7yt7yt+1,--7yv}
siendo y» = Y41 +y1 — 1

Paso 5°

Se continua con el conjunto A;, repitiendo el esquema del Paso 3°

A1 = {{E1,$275037 ...CCT,CL‘T+1,$T+2}

siendo z,42 =y, + 1.

No podemos colocar mas elementos al ser ;13 = Tr42 + 21

El método concluye con este paso siendo z,42 el dltimo elemento que se puede situar en cualquiera
de los tres subconjuntos.

El siguiente entero es la cota inferior del niimero de Schur estricto HS(3, 2).
El niimero de Schur estricto HS(3,2) > xrya.
Aplicaremos este procedimiento para obtener la cota inferior del niimero de Schur estricto para tres

subconjuntos libres de 3-sumas estrictas.

Comenzamos con la distribucién obtenida para dos subconjuntos Iibres de 3-sumas estrictas y apli-
camos sucesivamente los pasos descritos en el esquema anterior.

A |1 2 .. 5 21 22 23 75 76 77 91 92 93
Az | 6 7 8 . 20 78 79 80 .. 90
As | 24 25 26 27 . 73 74

El niimero de Schur estricto es HS(3,3) > 94

Para tres subconjuntos libres de 4-sumas estrictas, es decir z1 + x2 + o3 + x4 ¢ A; , i = 1,2,3,si
comenzamos con la distribucién obtenida para dos subconjuntos [libres de 4-sumas estrictas obtenemos la
siguiente distribucién, que nos permite conseguir una cota inferior de HS(3, 3):
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A |1 2 .. 9 46 .. 51 214 .. 219 253 .. 258
A |10 11 12 .. 45 220 221 w252
As | 52 53 54 55 . 212 213

El niimero de Schur estricto es HS(3,4) > 259

En general para tres subconjuntos libres de k-sumas estrictas, siguiendo el razonamiento anterior obten-
emos la distribucion:

Al [1,Tk — 1} [(k‘ + 1)Tk — k’, (k‘ + 2)Tk — 2k — 1} [az,ﬁz} [O¢4,ﬁ4]
Ay | [T, (b + )T — k — 1] (s, Bs]
As [alaﬁl}

El elemento a1 = (k + 2)T} — 2k y el 31 es la suma de los k primeros elementos de A3 menos uno.
Gi=k+2)Te —2k+(k+2)Tx —2k+1+ ...+ (k+2)Tx —2k+k—1-1

=k[(k+2)Tx —2k]+14+2+ .. k—-1-1

= (k* +2k)Tx —2K* + T, — k— 1

=(k+1)%T, —2K* —k—1

En el conjunto Ay, el intervalo [az, 3] tiene como extremos as = (k + 1)2T) — 2k* — k
Bo=co+14+2+ .. +k—1—-1= (K +2k+2)T} —2k> -2k —1

B2 es la suma del primer elemento del intervalo con los (k — 1) términos iniciales de la primera serie
de A; menos uno.

El intervalo [, B3] tiene como extremos az = B2 + 1 = (k? + 2k + 2)Ty — 2k* — 2k 'y
Bs=as+ T +Tp+1.. T +k—2—-1
= [k* + 3k + 2|Ty, — 2k* — 4k

(3 es la suma del primer elemento del intervalo con los (k¥ — 1) términos iniciales de la primera serie
de A2 menos uno.

En el dltimo intervalo [a, 84] , el extremo ay = B3 4+ 1 = [k? + 3k + 2)Ty, — 2k* — 4k + 1
Br=as+1+2+..(k—1)—1
=k +3k+2|Tp —2k*> -4k +14+Tp — k-1
= [k* + 3k + 3]Tx — 2k — 5k
B4 es la suma del primer elemento del intervalo con los (k — 1) términos iniciales de la primera serie
de A; menos uno.

Obtenemos la cota inferior del niimero de Schur estricto para tres conjuntos libres de k-sumas estrictas
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HS(3,k) > [k + 3k + 3]Tx — 2k* — 5k + 1

3.2. Relacién entre HS(r + 1,k)y HS(r, k)

Observando el procedimiento realizado para la obtencién de las cotas inferiores de los niimeros de
Schur estrictos para dos y tres subconjuntos libres de k-sumas estrictas, podemos generalizar esta cons-
truccién para r + 1 subconjuntos estrictamente k- libres de suma, obteniendo asi una relacion entre dichos
subconjuntos.

Lema 3.3.
HS(r+1,k) > k(HS(r,k) + k—1)

parar > 1

Demostracién. Si tenemos r subconjuntos libres de k-sumas estrictas en {1,2, ..., N}, es decir
1+ x2+ ... +ax & Ai, i = 1,2,...,7. Designamos al niimero de Schur estricto por HS(r, k), se verifica
que HS(r, k) > N + 1.

Para r 4 1 subconjuntos obtenemos una distribucién formada por tres bloques:

By | Bs
B

siendo B1 = [1, N], el bloque obtenido para los r subconjuntos libres de k-sumas estrictas,
B;=[N+1,N+2,..,En],yEN=N+1+N+2+ .. +N+k—-1

El dltimo término de Bs es la suma de los & primeros términos menos uno.
En=kN+1+24+ . k—1=kEN+T;, -1

El bloque tercero B3 = [En + 1, Fn], siendo

Fy=En+1+(1+2+4+.k-1)-1

Este tltimo término de Bs es la suma del primer elemento de Bz mas los (k — 1) primeros términos
de B1 menos uno.

FN=En+1+Ty 1 —1=kN+Ty—14+1+Tx 1 —1=EN+Tp +Tr_1—1

El niimero de Schur estricto para r + 1 subconjuntos libres de k-sumas estrictas es mayor o igual que
Fnx + 1, es decir:

HS(r+1,k)>kN+Tpy+Th1=kN+k+Tp+Th1—k

:/f(N—l—l)—f—Tk-i-Tk,l—k‘
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=k(N+1)+2T,_1

HS(r+1,k) > kHS(r, k) + 2T,

Hemos obtenido asi una relacion entre los niimeros de Schur estrictos en v + 1 y r subconjuntos libres
de k-sumas estrictas.

Aplicando esta desigualdad sucesivamente para distintos valores de k
Para k = 2 sumandos:

HS(r+1,2) > 2HS(r,2) + 2 = 2(HS(r,2) + 1)

Para k = 3 sumandos:

HS(r+1,3) > 3HS(r,3) + 6 = 3(HS(r,3) + 2)

Para k = 4 sumandos:

HS(r+1,4) > 4HS(r,4) + 12 = 4(HS(r,4) + 3)

Generalizando para k sumandos:

HS(r+1,k) > k(HS(r,k) +k—1), r>1 1

Obtenemos por tanto una relacién entre los niimeros de Schur estrictos para r + 1 y r subconjuntos
libres de k-sumas estrictas.

O

Aplicando el Lema 3.3 para los distintos valores de r, determinamos la expresion de la cota inferior
de los niimeros de Schur estrictos para n conjuntos libres de k-sumas estrictas en funcién de los ntiimeros
triangulares, de n y de k.

Teorema 3.4.
HS(n,k) > k" ' T + k" — k

parar > 1

Demostracion. Aplicando la definicién de niimero de Schur estricto, observamos que para r = 1 conjunto
libres de k-sumas estrictas. , tenemos:

Para k = 2 sumandos: HS(1,2) =3

Para k = 3 sumandos: HS(1,3) =6

En general para k sumandos: HS(1,k) =1+2+ ..k =T}

Aplicando la expresion [I] del lema 3.3

Para r = 2 subconjuntos libres de k-sumas estrictas en {1,2,...,N}, /a1 + x2 + ... + zx ¢ A; para

i=1,2,...n

HS(2,k) > k(HS(1,k) + k —1) =

=kTp + k> — k
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Para r = 3 subconjuntos libres de k-sumas estrictas en {1,2,..., N}
HS(3,k) > k(HS(2,k) + k — 1) =

=k(kTx +k* —k+k—1)

=kT, + k3 — k
Para r = 4 subconjuntos libres de k-sumas estrictas en {1,2,..., N}
HS(4,k) > k(HS(3,k)+k—1) =

=k(k®Tp + k> —k+k—1)

=K*T, +k* — k

En general para n subconjuntos libres de k-sumas estrictas en {1,2, ..., N}

HS(n,k) > k" 'Tn + k" — k

Se ha obtenido una cota inferior del niimero de Schur estricto HS(n, k), en funcién de los nimeros

triangulares, de n y de k.
O

Aplicando los resultados del Teorema 3.4 obtenemos la cota inferior de los niimeros de Schur estrictos
para n subconjuntos libres de k-sumas estrictas. Esta cota depende deny de k .

Teorema 3.5.
(k+3)k" — k

N | =

HS(n, k) >

siendon >2yk > 2

Demostracion. Para k = 2 sumandos libres de suma estricta tenemos :
HS(n,2) > 2" Ty + 2" — 2

=3.2""142.9"71_9
=5.2""1_2

Para k=3:
HS(n,3) > 3" T3 +3" -3

=6-3""14+3.3""1 -3
=9.3""1_3
Para k =4:

HS(n,4) > 4" 'Ty +4™ — 4
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=10-4""14+4.4"71 4
=14-4""1 —4

Para £ =5:
HS(n,5) > 5" '"T5 +5" -5

=15-5""'+5.5""1 -5
=20-5""1-5
Generalizando n subconjuntos libres de k-sumas estrictas:

HS(n,k) > pk)k" " —k

Tenemos que calcular el polinomio p(k)
Para los distintos valores de k se obtiene la progresién {5, 9, 14, 20, ...}

5 9 14 20

El polinomio es de segundo grado p(k) = ak® + bk + ¢ y verifica para los distintos valores de k:
p(2)=4a+2b+c=5
p(3) =9a+3b+c=9
p(4) = 16a 4+ 4b+c= 14

Resolviendo este sistema la expresién del polinomio es :

_ L 3,1
p(k) = SK* + Sk = Sh(k +3)

Por tanto la cota inferior del niimero de Schur estricto es:
HS(n,k) > 3k(k+3)k" ' — k

= L(k+3)k" —k

1
2
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3.3. Afinamiento de la Cota Inferior del Niimero de Schur
Estricto

Mejoramos esta cota inferior ampliando los bloques utilizados en la demostracién del
Lema 3.3.

De esta forma obtenemos una nueva relacién entre los niimeros de Schur estrictos para ry r + 1
subconjuntos libres de k-sumas estrictas, consiguiendo asi el afinamiento de los Teoremas 3.4 y 3.5

Lema 3.6.

HS(r+1,k) > kHS(r, k) + p(k)
siendo p(k) = (k — 1)(k* + 5k — 2)
yr>2

Demostracion. Para la obtencién de la cota inferior del Teorema 3.4 habiamos encontrado una relacién
entre los niimeros de Schur estrictos de orden r y los de orden r + 1.

Consideremos A;, i = 1,2, ..., r subconjuntos libres de k-sumas estrictas en {1, 2, ..., N}, es decir:
1+ 22+ ...+ xk ¢ A; parai = 17 2, ey T

Recordemos que el niimero de Schur estricto denotado por HS(r, k), verifica que
HS(r,k) > N+ 1.
Para r 4 1 subconjuntos consideramos una distribucién formada por tres bloques:

B; | Bs

B
siendo B1 = [1, N|, el bloque obtenido para los r subconjuntos libres de k-sumas estrictas .
By = [N+1,k’N+Tk 71]yB3 = [kN+Tk,k'N+Tk+Tk_1 — 1]

Para la obtencién de la mejora de la cota inferior consideraremos el bloque B; descompuesto en dos
bloques:

B
B12

Esta descomposicién se observa en la construccién realizada para la obtencién de la cota inferior del
niimero de Schur estricto HS(2, k) . Para los distintos valores de k tenfamos :

k=2




4 5 21 22 23
9 . 20

En general paras dos subconjuntos libres de k-sumas estrictas:

B | 1 2 oo To—1 (B+DTp—k v (E+2Ty —2k—1
B12‘Tk T, +1 T +k—1 (k+1)Tk7k71

Si observamos los bloques que se obtienen para la obtencién de la cota inferior del niimero de Schur
estricto HS(3, k) y generalizando para r + 1 subconjuntos, la distribucién esta formada por seis bloques
de la forma siguiente:

Bi1 | Bs | Bs
Bi> | By
B3

Hemos afiadido los bloques B4y Bs

Elbloque By = [Fn +1,Gn], siendo GN la suma del primer elemento de B4 mas los (k— 1) primeros
términos de la serie Bis.

GN=kN+Tp+Th 1+ +T+1+.. .+ T +k—-2-1
=kN+kTpy +Th-1+Tk—2—1

Elbloque Bs = [Gn +1, Hn], siendo Hy la suma del primer elemento de Bs mas los (k— 1) primeros
términos de la serie B1; menos uno .

Hy =kEN + kDo 4+ Tp 1+ T2+ (14+2++..k—1) -1
=kN+ kT +2T—1 +Tr—2— 1

El niimero de Schur estricto para r + 1 subconjuntos libres de k-sumas estrictas es mayor o igual que
Hpy + 1, es decir

HS(r+1,k) > Hy +1> kN + kT + 2T1 + Toz + k — k
=kN+k+ kT +2T 1 +Tip—2—k
=k(N+1)4+k—-1DTe+Tk —k+2Tk—1 + Ti2

= k(N + 1) + (k — l)Tk +3Tk—1+Th—os

HS(r+1,k) > kHS(r, k) + (k — )Tk + 3Tx—1 + Th—2 r>2
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Se ha obtenido una relacién entre el niimero de Schur estrictoen r4-1 y r subconjuntos libres de k-sumas
estrictas . Esta cota mejora la obtenida en lema 3.3

Si aplicamos esta desigualdad para los distintos valores de k = 2, 3, 4..., se obtiene
Para k = 2 sumandos:

HS(r+1,2) >2HS(r,2) + T2 +3Th + To = 2HS(r,2) + 6

Para k = 3 sumandos:

HS(r+1,3) > 3HS(r,3) + 2T3 + 315 + Ty = 3HS(r,3) + 22

Para k = 4 sumandos:

HS(r+1,4) > 4HS(r,4) + 3Ty + 3T5 + To = 4HS(r, 4) 4 51

Para k = 5 sumandos:

HS(r+1,5) > 5HS(r,5) + ATs + 3Ty + Ts = 5HS(r,5) + 96

Generalizando para k sumandos:
HS(r+1,k) > kHS(r, k) + p(k) [11]
Tenemos que calcular el polinomio p(k)
Para los distintos valores de k se obtiene la progresion {6,22,51,96, 160, ...}
6 22 51 96 160
16 29 45 64
13 16 19
3 3
El polinomio p(k) es de tercer grado p(k) = ak® + bk? + ck + d verifica :
p(2) =8a+4b+2c+d=6
p(3) =27a+ 9b+ 3c+d =22
p(4) = 64a + 16b + 4c+d =51

p(5) = 125a 4 25b + 5¢ + d = 96

Resolviendo este sistema se obtiene el polinomio

p(k) = %k3+2k2 - gk+1: %(k—l)(k2+5k:—2)

Obtenemos para k sumandos la siguiente relacién entre los niimero de Schur estricto:
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HS(r+1,k) > kHS(r, k) + p(k) r>2 [111]

La cota inferior de los niimeros de Schur estrictos para n subconjuntos libres de k-sumas estrictas, que
mejora la obtenida en el Teorema 3.4 se obtiene en el siguiente resultado.

Teorema 3.7.
HS(n,k) > k" " (Tx + k —1) + ("% — 1)p(k)

siendo p(k) = 1(k* + 5k — 2)
yr>2

Demostracion. Para r = 1, tenemos la cota inferior del niimero de Schur estricto obtenida en el Lema 3.1:
HS(2,k) > (k+2)T, — 2k
=kT +k*—k
Aplicaremos la expresion [I11] parar = 2, 3,4..... conjuntos libres de k-sumas estrictas.
Parar =2
HS(3,k) > kEHS(2,k) + p(k)
= k[kT: + k* — k] + p(k)
= KTy + k% — k® + p(k)
Parar =3
HS(4,k) > kHS(3,k) + p(k)
= k[k* T + k° — k* + p(k)] + p(k)
=T, + k' — k* + kp(k) + p(k)
=E3T + K3 (k= 1) + (k+ 1)p(k)
Parar =4
HS(5,k) > kEHS(3,k) + p(k)
— BT + K (k — 1) + (k + Lp(k)] + p(k)
=k'Tp + k*(k— 1) + (K* + k + 1)p(k)
En general para n subconjuntos Iibres de k-sumas estrictas.
HS(n, k) > K" " T + k" (k= 1)+ (K" + (" + o+ K2+ k+ Dp(k)
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El daltimo sumando de esta expresion es la suma de una progresién geométrica :

En 3k —1

4 4K+ k+1=
4o+ E k4 )

Sustituyendo en la expresién anterior:

HS(n, k) > K" Tp + k" (k — 1) + p(k) 2 k=1

=k N Th +k—1))+ (k"> = 1)(k* + 5k — 2)

Se ha obtenido una cota inferior del niimero de Schur estricto HS(n, k), en funcién de los nimeros
triangulares, de n y de k.

Aplicando este Teorema para distintos valores k£ obtenemos la mejora de la cota del
Teorema 3.5.

Teorema 3.8.
HSs(n, k) > q(k)k" 2 — p(k)

siendo q(k) = $k* +2k> + 3k — 1

yp(k) = L(k* + 5k — 2)

Demostracion. Para k = 2 sumandos :
HS(n,2) >2" Y (Tp+ 1)+ 3(2" 2 = 1)(4+ 10 — 2)
=4.-2""1 46 (2" 1)
=4-2" 1 432" —2)
=7-2""1-6

Para k = 3 sumandos :
HS(n,3) > 3" " (Ts +2) + 3(3" = 1)(9 + 15— 2)

=8-3""1+11-(3" 2 -1)
=8-3" "4 (3" -3)

_ 35 -1
=331 11
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Para k = 4 sumandos :

HS(n,4) > 4" " (Ty 4+ 3) + $(4"7% — 1)(16 + 20 — 2)

1
2
=13.-4"71 4 17-(4"72 — 1)
=13-4" P4 A (4 )

__ 69 n—1
=89 . yn-t_q7

Para k = 5 sumandos :
HS(n,5) > 5" 1 (Ts +4) + 3(5" % = 1)(25 + 25 + —2)

=19-5""1424.(5"72 —1)

195714 2. (571 —5)
__ 119 n—1
=119 . 5n-1_ 94
Generalizando n subconjuntos libres de k-sumas estrictas:

HS(n,k) > q(k)k"~* = p(k)

Tenemos que calcular el polinomio g(k)
Para los distintos valores de k se obtiene una progresion {14,35,69,119, 188, ...}
14 35 69 119 188

21 34 50 69

13 16 19

3 3
El polinomio ¢(k) es de tercer grado q(k) = ak® + bk? + ck + d verifica :

q(2) =8a+4b+2c+d =14
q(3) =27a+9b+3c+d=235
q(4) = 64a + 16b + 4c + d = 69
a(5) = 125a + 25b + 5c +d = 119

Resolviendo este sistema la expresién del polinomio es:

1
q(k) = §k3+2k2 + gk— 1
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Para obtener el polinomio p(k), observamos la progresion que se obtiene para los distintos valores
dek {6,11,17,24,..}

6 11 17 24

El polinomio p(k) = ak® + bk + c verifica para los distintos valores de k:
p(2)=4a+2b+c=6
p(3) =9+ 3b+c=11
p(4) = 16a +4b+c =17

Resolviendo este sistema la expresién del polinomio es

1, 5 1, ,
pk) = Sk + ok (K + 56— 2)

La cota inferior de los niimeros de Schur estrictos :
HS(n, k) > q(k)k" 2 — p(k)

= (3K* +2K° + 3k — 1)k" 7 — L(K® + 5k — 2)
Esta expresion determina las cotas inferiores de los niimeros de Schur estrictos para n subconjuntos

libres de k-sumas estrictas paran > 2y k > 2.
O
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Capitulo 4

Procedimiento de mejora de las
Cotas Inferiores del Numero de
Schur Estricto

En el capitulo anterior hemos obtenido las cotas inferiores de los niimeros de Schur estrictos para par-
ticiones del conjunto {1,2,..., N} formada por n subconjuntos libres de k-sumas estrictas paran = 2y
n=3.

La generalizacién de este estudio nos ha permitido conseguir mejoras de las cotas inferiores de los
niimeros de Schur estrictos para n subconjuntos libres de k-sumas estrictas.

4.1. Cotade HS(4,k)

A continuacién obtendremos las cotas inferiores de los niimeros de Schur estrictos para particiones del
conjunto {1,2, ..., N} formada por n = 4 subconjuntos libres de k-sumas estrictas. Con la generalizacién
de este caso conseguiremos mejorar las cotas inferiores obtenidas anteriormente, asi como aportar un
procedimiento de mejora, a partir del cual se puede continuar avanzando.

Pretendemos conseguir particiones del conjunto de enteros {1, 2, ..., N} , formadas por
cuatro subconjuntos { A1, Az, A3, Ay}, libres de k-sumas estrictas.

Comenzaremos con una particién del conjunto de enteros formada por cuatro subconjuntos libres de
suma estricta , es decir x1 + z2 ¢ A; parai = 1,2,3,4, siendo z; y z2 distintos.

La distribucién que determinaba la cota inferior del niimero de Schur estricto HS(3,2) para tres sub-
conjuntos con dos sumandos libres de suma estricta, es la siguiente:

A |1 2 7 17 21
Ay |3 4 5 6 18 19 20
Az |8 9 10 11 .. 16

Aplicando un procedimiento similar al del Lema 3.2 anteriormente mencionado se obtiene la cota
para el niimero de Schur estricto HS(4, 2).
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A |1 2 7 17 21 45 49

A | 3 4 5 6 18 19 20 46 47 48 59 60
A3 | 8 9 10 11 .. 16 50 51
As | 22 23 24 .. 44

El niimero de Schur estricto es HS(4,2) > 62

La distribucién obtenida para tres subconjuntos con dos sumandos libres de suma estricta, la llamare-

mos Agg.

Si designamos por A4z a la distribucién anterior, podemos observar que para obtener la cota inferior

del niimero de Schur estricto HS (4, 2) se ha realizado el siguiente proceso:

A42:{A32HA4HA1—>A2—>A1_>A3HA1_>A2}
Explicaremos el procedimiento en los siguientes pasos:

Paso 1°

Partimos de la distribucién obtenida para HS(3,2)

A |1 2 7 17 21
A2 |3 4 5 6 18 19 20
A3 |8 9 10 11 .. 16

Paso 2°

Comenzamos colocando los elementos en el cuarto conjunto:

Ay = {t17t2, ...,tu}

siendo t, = t1 +t2 — 1.

Paso 3°

Continuamos en el conjunto A1 = {z1, x2, 3, ..., , } de la distribucién de HS(3, 2).

Al = {Il,xz,ﬂ,’g, ...,QZT,QL‘T+1}

siendo x,4+1 = tu + 1, no podemos colocar mas elementos al ser z,2 = Tr11 + 21.

Paso 4°

Pasamos al conjunto Az = {y1,y2,ys, ..., y+ } de la distribuciéon de HS(3,2).

A2 = {y17y27y37 vy Yty Ytt1, "7y’U}
siendo ¥, = Y41 +y1 — 1.

Paso 5°

Se continua con el conjunto A;, repitiendo el esquema del Paso 3°

38



A1 = {xl,mg,mg, ,..xr,xr+1,xr+2}

siendo z, 42 = y» + 1, no podemos colocar mas elementos al ser x, 3 = 242 + 1.

Paso 6°

Continuamos en el conjunto As de la distribucién de HS(3, 2)

Az ={21,22, ., Zsy Zs41, ooy Zp }

siendo Zp = Zs+1 + 21 — 1.

Paso 7°

Pasamos al conjunto A, repitiendo el esquema de los Pasos 3° y 5°

A1 = {x1,%2, X3, ... Tr, Try1, Trs2, Trt3}

siendo z,43 = z, + 1, no podemos colocar mas elementos al ser x4 = Try3 + 1.

Paso 8°

Se continua en el conjunto A

A2 = {y17y2,y37“'7yt7yt+17 s Yvy Yo+1, 'qu}
siendo yq = Yu4+1 +y1 — 1.

El método concluye en este paso siendo y, el tltimo elemento que se puede colocar en cualquiera de
los cuatro conjuntos. El siguiente entero es la cota inferior del niimero de Schur estricto HS(4,2).

El niimero de Schur estricto HS(4,2) > yq + 1.

Aplicaremos este procedimiento para obtener la cota inferior del niimero de Schur estricto para cuatro
conjuntos libres de 3-sumas estrictas.

Comenzamos con la distribucién obtenida para tres subconjuntos libres de 3-sumas estrictas y apli-
camos sucesivamente los pasos descritos en el esquema anterior.

Ay | 1.5 21.23 75 .77 91 .93 28 .287 301 .303 353 ..355
As 6 7 .20 78 79 .90 288 . 300 356 . 368
A3 24 25 . 73 74 304 305 306 . 352
As 94 95 96 . 284

El niimero de Schur estricto es HS(4,3) > 369

Siguiendo los procedimientos descritos anteriormente para obtener las mejoras de las cotas de HS(4, 2)
y HS(4,3) , conseguimos el siguiente resultado para cuatro subconjuntos libres de k-sumas estrictas.

Teorema 4.1. El niimero de Schur estricto

HS(4,k) > [k + 4k® + 6k + 3|T}, — 2k — Tk* — Tk + 3

siendo Ty, = GLQk)k
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Demostracion. Para k sumandos tenemos la distribucion:

A | A [as, B6] [as, Bs] [av10, Bro]
Az | Aok [, Br] [0a1, B11]
As Asy, [069, 59]

Ay [as, Bs)

Siendo A1k, A2k y Ask los intervalos que se han obtenido para el célculo de la cota inferior de
HS(3, k) para tres subconjuntos libres de k-sumas estrictas, descritos en el Lema 3.6

Are = {[1, Te = 1), [(k + )T — k, (k + 2)Tk — 2k — 1], [ov2, B2], [ova, Ba]}
Aok = {[Tw, (k + )Ty — k — 1], [as, B3]}
Ask = {[oa, 5]}

El elemento as = HS(3,k) + 1 = (k* + 3k + 3)T), — 2k? — 5k + 1y el elemento 3; es la suma de los
k primeros elementos de A4 menos uno.

Bs = (k* + 3k +3)T — 2k*> =5k + 1+ (k> + 3k +3)T, — 2k =5k + 1+ 1+ ...
+(k® +3k+3)T, — 2k — 5k +1+1+k—1-1
=k[(k* +3k+3)T% —2k*> =5k + 1] +1+2+ ... +k—1-1
= (k% 4+ 3k> 4+ 3k)T), — 2k —5K> + b4+ Tp —k — 1

= (k+1)°T, — 2k —5k* — 1

En el conjunto A;, el intervalo [as, 3] tiene como extremos ag = 5 + 1
Bo=as+1+24+ .. +k—1-1=(k+1)3T — 2> —5k* + T —k -1
= (K® + 3k + 3k +2)Ty, — 2k> —5k* —k —1

Bs es la suma del primer elemento del intervalo con los (k — 1) términos iniciales de la primera serie
de A; menos uno.

El intervalo [a7, B7] tiene como extremos ar = 6 + 1y
Or=ar+ T +Tp+1+..+Tp+k—-2-1
=ar+k-1DTp+ T —k—(k—1)) -1
= a7 + kT, — 2k
= (K® + 3k? + 4k + 2)T), — 2k — 5k* — 3k
B es la suma del primer elemento del intervalo con los (k — 1) términos iniciales de la primera serie
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de A, menos uno.
En el intervalo [as, 5] del conjunto A; , el extremo as = 87 + 1
Bs=as+1+24+..+(k-1)-1
=as+ Ty —k—1

= (k® + 3k? 4 4k + 3)T, — 2k — 5k* — 4k

En el conjunto As el intervalo [ag, B9], el extremo ag = s + 1
D9 es la suma del primer elemento del intervalo mas los (k — 1) primeros elementos de A3 menos
uno.
Bo=ag+ (k+2)Tx —2k+ (E+2)Tp, —2k+ 1+ ...+ (k+2)Tp, —2k+k—2—-1
=ao+ (k-D[(k+2)Tx —2k]+1+2+...+k—2—-1

=ag+ (K2 +k —2)Ty, — 2k + 2k + Ty, — 2k

ag + (K* + k — 1)T}, — 2k>

(k3 + 4k + 5k + 2)Ty, — 2k — Tk — 4k + 1

En el conjunto A, el intervalo [a10, B10], el extremo a19 = Fy + 1
Pro=aw+1l+2+..+(k-1)-1
=ow+Tr—k—-1

= (k4 4k® 4+ 5k 4+ 3)T), — 2k® — 7k* — 5k + 1

En el ultimo intervalo {11, B11] del conjunto Az, a1 = Bio + 1
[11 es la suma del primer elemento del intervalo mas los (k — 1) primeros términos de A menos
uno.
Su=an+Te+Te+1+...+Tp+(k—2)—1
IOé11+(k—1)Tk+(Tk—k‘—(k—1))—1
= a1 + kT, — 2k
= (K% + 4k? 4+ 6k + 3)T), — 2k — Tk — Tk + 2

La cota inferior del niimero de Schur estricto es HS(4,k) > 11 + 1

Es decir HS(4,k) > [k + 4k* + 6k + 3|Ty — 2k® — 7k* — 7k + 3

41



4.2. Relacion entre HS(r + 1,k)y HS(r, k)

Generalizando la construccién realizada para la cota de HS(4, k) , obtenemos una nueva expresion
expresion que relaciona los niimeros de Schur estrictos para r 'y r+ 1 subconjuntos libres de k-sumas estrictas.

Teorema 4.2.

HS(r+1,k) > kHS(r, k) + p(k)
siendo p(k) = (k — 1)(3k° + 3K* + Tk — 3)
yr>3

Demostracion. Considerando el procedimiento utilizado en el Teorema 4.1 para la obtencién de las cotas
inferiores de los niimeros de Schur estrictos para cuatro subconjuntos libres de k-sumas estrictas.

Sean A;, i = 1,2, ...,r subconjuntos libres de k-sumas estrictas en {1,2, ..., N} , es decir:
1+ T2+ ... + Tk ¢ A; parai =1,2,...,7.

Recordemos que el niimero de Schur estricto denotado por HS(r, k), verifica que
HS(r,k) > N + 1.

Para r+1 subconjuntos se obtienen los siguientes bloques, si se considera la descomposicién obtenida
en el Teorema 4.1 para cuatro subconjuntos libres de k-sumas estrictas,

By | Bs Bs Bz
By Bs
Bs

Bs

Los bloques By, Bz, Bs, B4 y Bs, coinciden con los bloques estudiados en la mejora de la cota inferior
del Lema 3.6 .

Llamamos B; al bloque obtenido para r subconjuntos libres de k-sumas estrictas en el conjunto {1,2, ..., N}
, es decir:
B, = [1,N], Bs = [N + 1,EN], Bs = [EN =+ 1,FN], By = [FN + 1,GN} yB5 = [GN + 1,HN], siendo
En =kN +T, —1
Fn =kEN+Tp +Tp-1—1
GNn=EkEN+ kT +Tp1 +Tr_2—1

Hy =kN 4+ kT +2Tp—1 + T2 —1

Comenzaremos construyendo el bloque Bs = [Hy + 1, Jn] que pertenece al conjunto Az del bloque
Bi.

IJN=Hn+14+(k+2)Tx —2k+ (k+2)Tx —2k+14+ ..+ (k+2)Tx —2k+k—2—-1
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=Hy+1+k-1)k+2)Tr+k-1)(-2k)+1+2+...+k—-2)—1
=Hy+ (K 4+ k—2)T) — 2k* + 2k + Ti_»
= kN + (k* + 2k — 2)T + 2Tk 1 + 2Th—2 — 2k*> + 2k — 1
= kN 4 (k* +2k)Ty + 2T — 2k* — 1
El bloque B7 = [Jn + 1, Ln] pertenece al conjunto A, siendo Ly la suma del primer elemento del
bloque B7 mas los (k — 1) primeros términos A; menos uno.
Ly=Jv+14+(142+...+(k-1) -1
= kN + (K* + 2k)Ty + Tp—1 + 2T5—2 — 2k* — 1
Elbloque Bg = [Lx + 1, My] pertenece al conjunto Az, siendo My la suma del primer elemento del
bloque Bs mas los (k — 1) primeros términos A2 menos uno.
My=Ln+1+Te+Te+1+...+Tpr+k—2)—1
=ILn+14+k—-1D)Tp+Tr-2—-1
=kN + (k* +3k — )T + Ty—1 +3T—2 — 2k* — 1
El niimero de Schur estricto para r + 1 subconjuntos libres de k-sumas estrictas es mayor o igual que
My + 1 parar > 3, es decir
HS(r+1,k) > My 4+ 1> kN + (k* + 3k — 1)Tx + Th—1 + 3Tz — 2k>
=kN4+k+ (k2 +3k— 1)Tp + T 1+ 3Th_2 — 2k* — k

=k(N+1)+ (* +3k — )Ty +Te—1 +3Th—2 — 2k*> — k

HS(r+1,k) > kHS(r, k) + (k> + 3k — 1)Ty + Tp—1 + 3Tk — 2k — k

Se ha obtenido una relacién entre el niimero de Schur estricto en r + 1 subconjuntos estrictamemte k-
libre de suma y el niimero de Schur estricto en r subconjuntos libres de k-sumas estrictas .

Si se aplica esta desigualdad para los distintos valores de k = 2, 3, 4..., se obtiene:

Para k = 2 sumandos:

HS(r+1,2) > 2HS(r,2) + 9T + Tt + 3Tp — 10 = 2HS(r, 2) + 18

Para k = 3 sumandos:

HS(r+1,3) > 3HS(r,3) + 17T + T + 3Ty — 21 = 3HS(r, 3) + 87
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Para k = 4 sumandos:

HS(r+1,4) > 4HS(r,4) + 27Ty + Ts + 3Ty — 36 = 4HS(r, 4) + 249

Para k = 5 sumandos:

HS(r+1,5) > 5HS(r,5) + 39Ts + Ty 4 3T5 — 55 = 5HS(r, 5) + 558

Para k = 6 sumandos:

HS(r +1,6) > 6HS(r,6) + 53T + Ts + 3T4 — 78 = 6HS(r, 6) + 1080

Para k = 7 sumandos:

HS(r+1,7) > THS(r,7) + 69T + Ts + 3T5 — 105 = THS(r, 7) + 1893

Generalizando para k sumandos:

HS(r+1,k) > kHS(r, k) + p(k) 1)

Tenemos que calcular el polinomio p(k)
Para los distintos valores de k se obtiene la progresion {18, 87,249, 558, 1080, 18993, ...}
18 87 249 558 1080 1893
69 162 309 522 813
93 147 213 291
54 66 78
12 12
El polinomio p(k) es de cuarto grado p(k) = ak* + bk® + ck® + dk + e verifica :
p(2) =16a+8b +4c+2d +e =18
p(3) =8la+ 27b+ 9c+ 3d + e = 87
p(4) = 256a + 64b + 16¢ + 4d + de = 249
p(5) = 625a + 125b + 25¢ + 5d + e = 558
p(6) = 1296a + 216b + 36¢c + 6d + e = 1080
Resolviendo este sistema se obtiene el polinomio
pk) = K+ 2K+ k2 = k3= (h— 1)K + ok + Tk —3)
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Obtenemos para k sumandos la siguiente relacién entre los niimeros de Schur estrictos:

HS(r+1,k) > kHS(r, k) + p(k) [II1]
parar > 3

4.3. Generalizacion de la Cota Inferior del Nimero de Schur
Estricto

Utilizando la relacién del Teorema 4.2, obtenemos la generalizacién para n conjuntos [libres de k-sumas
estrictas , mejorando el resultado del Teorema 3.8

Teorema 4.3. (
HS4s(n, k) > q(k:)k;"_d —p(k)
siendo p(k) = 3k + k> + Tk —3
yaqk) =2k + 2K° + ZK* — 2

paran >3y k> 2

Demostracion. Parar = 1y r = 2 subconjuntos libres de k-sumas estrictas tenemos las cotas inferiores de
los niimeros de Schur estrictos:

HS(2,k) > (k+2)T, — 2k
HS(3,k) > [k* + 3k + 3]Ty — 2k* — 5k + 1
Parar = 4,5, ... subconjuntos libres de k-sumas estrictas, aplicamos la expresion [111]
Parar =3
HS(4,k) > kHS(3, k) + p(k)
> k[(k® + 3k + 3)T) — 2k* — 5k + 1] + p(k)

= (k% 4 3k? 4 3k)T), — 2k® — 5k + k + p(k)

Parar =4
HS(5,k) > kHS(4,k) + p(k)

> k[(k® + 3% 4+ 3k)Tx — 2k% — 5% + k 4 p(k)] + p(k)
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= (k* + 3k + 3k%) T}, — 2k* — 5k + k2 + kp(k) + p(k)

Parar =5
HS(6,k) > kHS(5,k) + p(k)
> k[(k* 4+ 3k® + 3K Ty, — 2k* — 5k 4+ k2 + kp(k) + p(k)] + p(k)

= (K® + 3k* + 33Ty, — 2k° — 5k* + k> + (K* + k + V)p(k)

En general para (n — 1) conjuntos libres de k-sumas estrictas en {1,2, ..., N}
HS(n,k) > (K" " 4+ 3k" 2 4+ 3" )T — 2™ —5k™ 2+ K" P+ (" + L+ B2+ k4 1)p(k)
El dltimo sumando de esta expresién es la suma de una progresién geométrica :

k-1 k" -1
E—1 = k-1

K+ k+1=

Sustituyendo en la expresién anterior:
HS(n,k) > (k"' +3k" 2 4+ 3k" )T}, — 2k™ ' —5k™ 2+ k"2 4+ (k"% — 1) (3K + 5K° + 2k — 3)
= (Tr —2)k" '+ BTk = 5)k" > + (3T + k"> + (k"% — 1) (3K + 2K* + Tk — 3)

Hemos obtenido una cota inferior de los niimeros de Schur estrictos HS(n, k), en funcion de los nimeros
triangulares, de n y de k.

Podemos obtener otra expresion de la cota inferior de HS(n, k), aplicando la expresién anterior para
los distintos valores de k& en n conjuntos .

Para k = 2 sumandos, T> = 3:

HS(n,2) > (3—-2)2" 1+ (9-5)2""2 4+ (9+1)2" 2 + (23 - 1)(18)
=2t pom410-2"7% 4182773 — 18
= lyonp5.9"249.2772 _ 18
=2t pom 414272 18

=75-2"—18

Para k = 3 sumandos , T3 = 6:
HS(n,3) > (6—2)3""'+ (18 = 5)3" 2 + (18 + 1)3" > + (3" ° — )%

=4-3"14+13.3"72419.3" 4 (3" — 1)
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=3%-4-3""%+13-3-3"°+19-3" %+ (3"% - 1)¥]

(36 +39+19+ 53" % — &

275 aqn—3 _ 87
2 3 2

Para k = 4 sumandos , 7y = 10:

HS(n,4) > (10 —2)4™ 1 4 (30 — 5)4™ 72 + (30 4+ 1)4" 73 + (4"7% — 1) - 83
=8-4""1 £ 25.4"72 131473 4 (4”73 —1)-83
=8-4%-4""3 +25.4-4"7% +31-4"7% + 834" - 83
= (128 + 100 + 31 + 83) - 473 — 83

=342 .4"73 —83

Para k = 5 sumandos, 75 = 15:

HS(n,5) > (15— 2)5" "' 4 (45 — 5)5" "2 + (45 + 1)5" 73 + (5772 — 1) . 212

2

=13-5""1+40-5""2+46 5"+ (5" —1). 28

=13-5%-5""°+40-5-5""% +46-45" % 4+ (5" % — 1) 22

7 n—3 7
= (3254200 + 46 4 212) . 5""% — 212

1421 | 5n—3 _ 279
2 2

Para k = 6 sumandos, Ts = 21:

HS(n,6) > (21 —2)6™" ' 4+ (63 — 5)6" % + (63 + 1)6" % + (6" * — 1) - 216
=19-6""1+58-6""2+64-6"°4 (6" —1)-216
=19-36-6""%+58-6-6""°+64-6""%+ (6""°—1)-216
= (684 + 348 + 64 4 216) - 6" % — 216

=1312-6""3 - 216

Para k = 7 sumandos , T7 = 28:
HS(n,7) > (28 =2)7" "+ (84 —5)7" 2 + (84 4+ 1)7" 3 + (7773 — 1) - &1

=26-7"""+79- 774857 4 (TM —1) - 8L
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=26-49-7""3 +58.7- 73 4647 4 (TMP — 1) B

2

= (1274 + 553 + 85 + %3L) . 773 — &L

_ 4455 & _ o _ 631
==2:™m-3 5

Generalizando para k sumandos en n conjuntos libres de k-sumas estrictas:

HS(n, k) > q(k)k"~* — p(k)
paran > 3

Tenemos que calcular los polinomios ¢(k) y p(k)

Para los distintos valores de k = 2, 3,4, 5,6, 7 el polinomio ¢(k) toma los valores de de la siguiente
progresion :

275 421 4455
40 Y 342 n 1312 4455
195 409 737 1208 1831
2 2 2 2 2
107 164 233 314
57 69 81
12 12

El polinomio ¢(k) es de cuarto grado p(k) = ak* + bk® + ck* + dk + e verifica :
q(2) =16a+8b+4c+2d+e=40
q(3) =8la+27b+9c+3d+e =22
q(4) = 256a + 64b + 16¢ + 4d + de = 342
q(5) = 625a + 125b + 25¢ + 5d + e = 1421
q(6) = 1296a + 216b + 36¢cc + 6d + e = 1312

Resolviendo este sistema se obtiene el polinomio

7

L s T
a(k) = k' + 5K + Sk —2
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Para obtener el polinomio p(k), tenemos la siguiente progresion para los distintos valores de k =
2,3,4,5,6
18 & 83 2 216

14 17 20

El polinomio p(k) es de tercer grado p(k) = ak® + bk? + ck + d verifica :
p(2) =8a+4b+2c+d=18
p(3) =27a+9b+3c+d= "5
p(4) = 64a + 16b + 4c + d = 83
p(5) = 125a + 25b + 5 + d = 222

Resolviendo el sistema se obtiene el polinomio

_ Ll 52 T
p(k) = Sk* + Sk + Sk =3

Sustituyendo los polinomios p(k) y g(k) en la expresién de la cota inferior de los niimeros de Schur
estrictos se tiene la siguiente expresion:

1.4, 53 7,2 n—3 1.5 5 5 7
H > (= 2 Lk2 -2 — (= 2 -
S(n,k)_(zk +2k +2k: )k (2k: +2k +2k: 3)
paran >3y k > 2

Simplificando se obtiene la cota inferior de HS(n, k) obtenida en la generalizacién de cuatro subcon-
juntos libres de k-sumas estrictas paran > 3y k > 2

7

5 7 2
kK — -k
B +3

1 n+1 n 5
> - het i
HS(n, k) 2k +2k +2

_ _ 1
kn 172kn 37*]{737*
2 2

O

La cota inferior de HS(n, k) obtenida en el Teorema 3.7 para n subconjuntos libres de k-sumas estrictas
paran >2yk > 2es:

3
2

1 5

HS(n,k) > %k”*l +2k™ 4+ SEMT kT §k2 SELES

En las siguientes tablas observamos las mejoras de la cotas obtenidas.
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HS(n,k): Teorema 3.7

k 2 3 4 5 6
n=2 9 24 52 95 > 156
n=3 22 94 259 > 571 > 1096
n=4 67 > 304 | > 1087 > 2951 > 6736
n= 197 | > 934 | > 4399 | > 14851 | > 40576

HS(n,k): Teorema 4.3

k 2 3 4 5 6
n=3 24 94 259 > 571 > 1096
n=4 67 > 369 > 1285 > 3413 > 7656
n=5 | 197 | > 1194 | > 5389 | > 17623 | > 47016
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Capitulo 5

Cota Superior del Nimero de Schur
Estricto : El Niimero de Ramsey

En este capitulo acotaremos superiormente a los niimeros de Schur estrictos por los Niimeros de Ramsey,
ademds conseguimos mejorar la cota superior del niimeros de Schur S(5,2).

5.1. Definicion del Nimero de Schur en términos de coloracion

Como se ha definido anteriormente el niimero de Schur denotado por S(n,2), es el mayor entero
N + 1, tal que el conjunto {1, 2, ..., N} pueda particionarse en n subconjuntos {A1, Az, ..., A, } libres de
suma, es decir:
V$1,£2 c A =z + 22 ¢ Ai,i =1,2,.n

donde z; y z2 no necesariamente son distintos.

Para expresar el Teorema de Schur [25] en términos de coloraciones necesitamos definir el concepto
de coloracién en un conjunto.

Dado el conjunto A = {1,2,..., N}, sea
N, ={1,2,,...,n}
un conjunto de enteros positivos.
Una coloracién finita en el conjunto A es simplemente una particion de A en conjuntos disjuntos :
A=A1UAU...UA,

donde a cada elemento del conjunto A; se le asigna el color i. Se puede expresar mediante la funcién:

A:A— N,
Esta funcién asigna a cada elemento de la particién su color. Decimos que tenemos una n-coloracion

de A.

Cualquier conjunto B C A; se dice que es monocromitico , es decir todos sus elementos son del mismo
color.

El Teorema de Schur [25] puede enunciarse de la siguiente forma:
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Teorema 5.1. [24]

Para cualquier entero positivo n, existe el minimo entero positivo S(n, 2) tal que para cada
n -coloracién de {1,2, ..., N }:

A:{1,2,..,N} —{1,2,...,n}
existe una solucién monocromdtica a la ecuacion:
T+ X2 = I3

es decir,
A(CEl) = A(l’z) = A(l‘3)

Comprobemos con un ejemplo que los enunciados son equivalentes.

El nitmero de Schur S(3,2) = 14 es el mayor entero de forma que el conjunto {1,2,3,...,13} pueda
particionarse en tres subconjuntos libres de suma, siendo estos conjuntos :

Ay = {1,4,10,13}

Ay ={2,3,11,12}

As ={5,6,7,8,9}
Vl’l,.’L’Q €A7;2>I1—|—$2¢Ai,i:1,2,3

Si el niimero de Schur S(3,2) = 14 es el menor entero tal que el conjunto {1,2,3,...,14} no se
puede particionar en tres subconjuntos libres de suma, entonces si definimos una coloracién en el con-
junto {1,2, 3, ..., 14}, asignandole a cada conjunto A; un color:

A:{1,2,3,...,14} — {1,2,3}

siendo:

Si se considera la particién anterior, en cualquiera de los tres conjuntos que coloquemos el 14 se
verificarfa:

Enelconjunto A; : 14 =1+13
En el conjunto Az : 14 =2+ 12

Enel conjunto A3:14 =6+8

En términos de coloracién por tanto, el niimero de Schur S(3,2) = 14, es el menor entero, tal que para
cada 3-coloracién del conjunto {1,2, 3, ..., 14} existe una solucién monocromatica a la ecuacion:

52



T+ T2 =3

es decir,
A(z1) = A(z2) = A(xs)

5.2. Relacién entre el Ntiumero de Schur y el Nimero de Ram-
sey

Ramsey (1903-1929) a pesar de su corta vida dejo brillantes y originales aportaciones en disciplinas
diversas como la Légica, la Teoria de la probabilidad y la Decisién, la Filosofia, la Economia, etc.

Sin embargo Ramsey no creé ni desarroll6 la teoria que lleva su nombre, que fue iniciada por Erdos
y Szekeres en 1933. Tiempo después descubrieron la conexién con los trabajos de Ramsey que en este
contexto habian pasado inadvertidos.

La teorfa de Ramsey afirma que, en general, en sistemas suficientemente grandes siempre existen
subsistemas no pequefios con estructura con orden.

Recordemos que dados dos enteros p y g el nitmero de Ramsey es el minimo entero r = R(p, ¢) tal que
cualquier coloracién con dos colores de las aristas del grafo completo K., contiene un subgrafo K, del
primer color o un subgrafo K, del segundo color.

Esta definicién se puede generalizar a un niimero mayor de colores.

Dados los enteros p1, p2 , ..., p: el nimero de Ramsey N = R(p1,pa,...,pt) es el minimo entero tal
que cualquier t-coloracién de las aristas del grafo completo K contiene un subgrafo K}, monocromatico
i=1,2,..,t

El primer ejemplo sencillo que podemos interpretar dentro de la Teorfa de Ramsey es el siguiente.

En cualquier reunion de 6 personas, o bien 3 de ellas se conocen entre si, o bien 3 de ellas no se conocen entre
si.

Estamos suponiendo que si una persona conoce a otra, entonces ésta también conoce a la primera
y que nadie se conoce a si mismo. Veremos cémo describir este problema en términos de coloracién de
las aristas de un grafo y observaremos que el resultado no es cierto si s6lo hay cinco personas. Esto nos
proporcionara el primer ejemplo no trivial de un niimero de Ramsey que enunciamos a continuacion.

El niimero de Ramsey R(3,3) = 6

Si se considera en el grafo completo K una 2-coloracién de sus aristas, por ejemplo de colores 1y 2.

A: K¢ — {1,2}

Sean los vértices {a, b, c,d, e, f} de K .

Sea a un vértice cualquiera, a dicho vértice le llegan cinco aristas, al menos tres aristas son del color
1 6 tres son del color 2.

Supongamos el primer caso, y que las aristas del color 1 son las que unen el vértice a con los vértices
b,cyd.

Si alguna de las aristas entre los tres vértices {b, ¢, d} es del color 1, ya se tiene un tridngulo de dicho
color. Si no fuese asi, tendriamos un tridngulo del color 2 con los vértices {b, ¢, d}.
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El mismo resultado se obtendria en el segundo caso, si el vértice a recibe al menos tres aristas del
color 2.

K con la 2-coloracién definida contiene un K3 del color 1 6 un K3 del color 2.

Para obtener la relacion entre el niimero de Schur y el niimero de Ramsey, necesitamos
la definicién dada anteriormente de conjunto libre de k-sumas.
Un conjunto A de enteros se dice libre de k-sumas si

Vxl,m,...,a:k €CA= 21 +a2+ ..+ a8 ¢ A

donde los z; no necesariamente son distintos.

En 1934 de los resultados de Rado [19] se obtiene la siguiente generalizacién.

Teorema 5.2. [19]

Dados dos enteros positivos ny k , k > 2 existe el mayor entero positivo S(n, k) con la propiedad de que el
conjunto {1,2,..N} puede ser particionado en n conjuntos libres de k- sumas.

En términos de coloracién el niimero de Schur S(n, k) es el menor entero N, tal que para cualquier
n-coloracién del conjunto {1,2, ..., N}:

A:{1,2,..,N} — {1,2,...,n}

existe una solucién monocromaética a la ecuacién:

1+ 22+ ...+ T = Ti+a

es decir
A(:L‘l) = A(fﬂg) =..= A($k+1)

donde los z; no necesariamente son distintos.

La relacién entre el niimero de Schur y el niimero de Ramsey viene dada por Robertson [22] en el si-
guiente resultado.

Lema 5.3. [22]

S, k) < R(k+1,k+1, 7, k+1)—1

siendo el niimero de Ramsey r = R(k + 1,k + 1, 7.,k + 1) el menor entero tal que cualquier
n-coloracién del grafo completo K, contiene un subgrafo completo Ky 1 del primer color, o del sequndo colot,...,
6 del n-ésimo color.

Aplicando este Lema para los distintos valores de n y k se obtienen las distintas relaciones entre los
niimeros de Schur y los nitmeros de Ramsey.

Para una 2-coloracion:
Si k = 2 sumandos S(2,2) < R(3,3) — 1

Si k = 3 sumandos S(2,3) < R(4,4) — 1
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Si k = 4 sumandos S(2,4) < R(5,5) — 1

En general para k sumandos : S(2,k) < R(k+1,k+1) -1

Para una 3-coloracién:
Si k = 2 sumandos S(3,2) < R(3,3,3) — 1
Si k = 3 sumandos S(3,3) < R(4,4,4) — 1

Si k = 4 sumandos S(3,4) < R(5,5,5) — 1

En general para k sumandos : S(3,k) < R(k+1,k+1,k+1)—1
Para una n-coloracion:

Si k = 2 sumandos S(n,2) < R(3,3,.7.,3) — 1

Si k = 3 sumandos S(n,3) < R(4,4,.7.,4) — 1

Si k = 4 sumandos S(n,4) < R(5,5,.7.,5) — 1

En general para k sumandos : S(n,k) < R(k+ 1,k +1,. 7, k+1) — 1

5.3. Mejora de la Cota Superior del S(5,2)

Como hemos visto en el Capitulo 1 la tltima acotacion conocida del niimero de Schur S(5,2) es

161 < 5(5,2) < 316

La primera inecuacién es de Exoo [7] obtenida en 1994 y la segunda se obtiene de una cota superior
de R5(3) = R(5,5,5,5,5) dada en el survey de Radziszowski [21].

Lema 5.4. S(5,2) < 306

Demostracion. Utilizaremos la cota superior del ntimero de Ramsey R4(3), obtenida en 2004 por Fettes,
Kramer y Radziszowki [9].

Si designamos al ntimero de Ramsey R4(3) = R(3, 3, 3, 3), veamos que con la cota superior de R4(3)
y utilizando una relacién entre los niimeros de Ramsey R4(3) y Rs5(3) se obtiene la mejora de la cota
superior del niimero de Schur S(5, 2).

De la cota superior dada por Greenwood y Gleason [11]:
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R(Ki, Ky, K.) <2 =1+ R(K1, ooy Koo, Ki — 1, Kiga, o0, Ko

Se obtiene :

R(3,3,3,3,3) <2 -5+ R(2,3,3,3,3) + R(3,2,3,3,3) + ... + R(3,3,3,3,2)
< 2-5+5R(2,3,3,3,3)
< —3+5R(2,3,3,3,3)
= —3+5R(3,3,3,3)

De la cota obtenida en [9], tenemos que R4(3) < 62, entonces

Rs5(3) < —3+ 5Ra(3) < 307

Ademas con la relacién entre los niimeros de Schur y los niimeros de Ramsey

conseguimos la mejora de la cota superior:

5(5,2) < 306

5.4. El Namero de Ramsey como Cota Superior del Nimero
de Schur Estricto

El estudio que abordamos es de gran importancia ya que conseguimos acotar superiormente a los
niimeros de Schur estrictos por los ntimeros de Ramsey .

Recordemos que hemos llamamos niimero de Schur estricto y lo denotamos por HS(n, k), al mayor
entero N + 1, tal que el conjunto {1,2,..., N} pueda particionarse en n subconjuntos {A:, A2, ..., A, }
libres de k- sumas estrictas, es decir :

Va1, T2,...,T € Aj = 21 + X2+ .. + Tk % A;

coni =1,2,...,nydonde los z; son todos distintos.

En términos de coloracion el niimero de Schur estricto, HS(n, k) es el minimo entero N, tal que para
cada n-coloracién del conjunto {1, 2, ,..., N}

A:{1,2,..,N} —{1,2,..,n}

existe una solucién monocromatica a la ecuacion:

1+ X2+ ... + Tk = Th41,

siendo los z; todos distintos.

Sea Ty = u%k)k los nimeros triangulares.

Para una n-coloracién obtenemos el siguiente resultado:

56



Teorema 5.5. El niimero de Schur estricto HS(n, 2) verifica:
HS(n,2) < R(Ta+1,To+ 1,7, Th+1) -1
siendo To = @2 =3

Demostracién. El niimero de Schur estricto, HS(n, 2) es el minimo entero N, tal que para cada n-coloracién
del conjunto {1,2,,...,N}
A:{1,2,..,N} — {1,2,...,n}

existe una solucién monocromatica a la ecuacion:

T+ T2 = X3

siendo los 1 y x2 todos distintos.

El niimero de Ramsey t = R(4,4, .., 4) garantiza que toda n-coloracién de las aristas del grafo completo
K contiene un subgrafo completo K4 de aristas monocromaticas.

Veamos que el niimero de Schur estricto correspondiente es menor o igual que ¢t — 1, es decir
HS(n,2) <t—1.
En efecto, sea una n-coloracion del conjunto {1, 2, ...,t — 1}:

A:A{L2 .., t—1} — {1,2,....,n}

Veamos que existen x1, x2, 3 monocromaéticos, tal que x1 + x2 = x3 con x1 # x2.

Asociada a la coloracién A podemos definir una n-coloracion A, de las aristas del grafo K .

A Ky — {1,2,...,n}

A cada arista {a;a; } se le asigna el color A(]a; — a;|) , es decir :

Ai(aza;) = A(la; — ay])

Por la definicion de niimero de Ramsey t = R(4, 4, =, 4), K contiene un K4 con aristas monocromaticas.
Consideremos el grafo K4 monocromético de vértices {a1, a2, as, as}

Supongamos que a; > a2 > a3 > a4 sin pérdida de generalidad.

Consideremos las aristas del grafo K4

ay — az az — as as — Qa
ap — as az — Q4
ar —aq

Se pueden presentar los siguientes casos:

Caso 1°
Si (a1 — a2) # (a2 — az). Sea 1 = a1 — az. Llamamos z2 = a2 — az entonces:

z1+x2 = (a1 —a2) + (a2 —az) = a1 —az = x3
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Se verifica que z1 + z2 = x3 siendo A(z1)=A(z2)= A(z3)
Por tanto, hemos obtenido una solucién monocromatica a la ecuacién x1 + z2 = 3, siendo 1 # x3 .

Caso 2°

Si (a1 — a2) = (a2 —a3) . Sea 1 = (a1 — a2).

Llamamos z2 = (a2 — a3) + (a3 — as) = (a2 — a4) entonces:

1+ 22 = (a1 —a1) = x3

Se verifica que x1 + z2 = x3 siendo A(z1)=A(x2)= A(xs)

Por tanto, hemos obtenido una solucién monocromética a la ecuacién 1 + x2 = z3, siendo 1 # xs.

Concluimos que para N > t — 1 y para cualquier n-coloracién del conjunto {1,2,..., N} siempre es
posible encontrar una terna {z1, z2, 23} con z1 # z2 tal que, =1 + z2 = z3.

Como el nitmero de Schur estricto, HS(n, 2) es el minimo entero N tal que para cada
n-coloracién del conjunto {1, 2,, ..., N} existe una solucién monocromatica a la ecuacién
1+ T2 = 3.

Es decir HS(n,2) <t — 1, por tanto HS(n,2) < R(4,4,.7.,4) — 1

Podemos demostrar un resultado similar para el nitmero de Schur estricto, HS (n, k)

Teorema 5.6. El niimero de Schur estricto HS(n, k) verifica:
HS(n,k) < R(Tx +1,Tk +1,. 7., T +1) — 1
siendo Ty, = (1 + k)k/2

Demostracion. El niimero de Schur estricto, HS(n, k) es el minimo entero N, tal que para cada n-coloracién
del conjunto {1,2,,..., N}
A:{1,2,.,N} —{1,2,..,n}

existe una solucién monocromatica a la ecuacion:

T1+ T2+ ... + Tk = Ti4a

siendo todos los z; distintos.

El niimero de Ramsey t = R(T + 1,Tr + 1,...,Tk + 1) es el menor entero tal que cualquier
n-coloracién del grafo completo K, contiene un subgrafo completo K, 1 de aristas monocromaticas.

Veamos que el niimero de Schur estricto HS(n, k) es menor oigual que t—1, esdecir HS(n, k) < t—1.
En efecto, sea una n-coloracion del conjunto {1,2, ...,t — 1}:

A:{1,2,..,t—1} — {1,2,...,n}

Veamos que existen x1, 2, ..., £ aristas monocromaticas, tal que x1 + x2 + ... + Tx = Ti1,
siendo todas las z; distintas.
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Asociada a la coloracién A podemos definir una n-coloracion A, de las aristas del grafo K .

A Ky — {1,2,...,n}

A cada arista {a;a;} se le asigna el color A(]a; — a;|) , es decir :

Ai(aia;) = A(la; — ay])

Por la definicion de niimero de Ramsey t = R(Ty, + 1,T + 1, STk + 1), K; contiene un K, +1 con
aristas monocromaticas.

Sea el grafo K, +1 monocromdtico de vértices {a1, az, as, a4, ..., ar,, ar,+1}
Supongamos que a1 > a2z > a3z > a4 > ... > ar, > ar,+1 sin pérdida de generalidad
Consideremos las aristas del grafo K1, 1:

al — ag a2 — as a3z — a4... aTk — CLTk+1
a; — as a2 — a4... ary, —1 — AT 41
a1 — ary,+1

Tenemos que probar que existen z1,x2, ..., xx aristas monocromadticas, siendo todas las x; distintas
y verificando la ecuacién, 1 + z2 + ... + T = Tp41 -

Esta demostracion la hacemos por induccién.

eParak=1T1 =1
Tenemos el grafo completo K>, cuyos vértices son {a1, a2} y forman una arista monocromatica z; =
a; — a2

eParak =2, T> =3
Tenemos el grafo completo K4, cuyos vértices son {a1, a2, as,as}.

Hemos probado en el Teorema5.5 que existe una solucién monocromaética a la ecuacion x1 +z2 = x3,
siendo 1 # z2 .

e Probemos para k este resultado. Por induccién, suponemos que se verifica para k — 1.
Sean los vértices del grafo completo monocromatico K, 41 :
{al, a2,0a3,04, ..., CLTk , aTk+1}
Cualquier grafo completo K, tiene un total de ”("Tfl) aristas. De las aristas totales del grafo K, 11

sabemos que en la primera fila hay 7} aristas, en este conjunto de aristas aplicamos la induccién.

Sea este conjunto:
A1 ={a1 —az,a2 — as,as — a4, ...,ar, —ar41}, como Ty =Ty + k.

Sabemos que en el conjunto A; hay un subconjunto de Tx_1 aristas, que contiene
(k — 1) aristas, todas distintas entre si que verifican la ecuacién monocromatica, por hipétesis de induc-
cion.
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A estas aristas las designamos por {x1,x2,...,2x—1} y alas k restantes aristas del conjunto A1, las
llamaremos B = {b1, bz, ..., bk }.

Tenemos que obtener una arista de este conjunto o suma de elementos de este conjunto que sea
distinta a todas las aristas z;, i = 1,2, ...k — 1.

= Si by # x1, se verifica la primera condiciéon
Si by = x1, elegimos la arista b1 + bz # 1 , se verifica también en este caso la primera condicién.

= Si by + b2 # w2, se verifica la segunda condicién

Si by + b = x2, elegimos la arista by + b2 + b3 # w2, se verifica también en este caso la segunda
condicién.

Continuamos con este procedimiento, en el caso k — 1 tenemos:

» Si by +by+ ...+ bg—1 # xr_1, severificala condiciéon k — 1.

Sibi+bs+...+brk—1 =xr_1, elegimoslaarista by + b2+ ..., +bx # xr—1, se verifica también en
este caso la condicion k — 1.

Hemos obtenido, por tanto una arista del conjunto B o del conjunto de aristas totales del grafo
completo K1, 11, que designamos por zx, que es distinta a todas las aristas {z1,z2,...,zx—1}.

Resumiendo , hemos probado que existen x1,x2,..., 2 aristas monocromaticas, tal que z1 + 2 +
... + Tk, = T4, siendo todas las x; distintas.

Concluimos que para N >t — 1 y para cualquier n-coloracion del conjunto {1,2,..., N} siempre es
posible encontrar una solucién monocromaética a la ecuaciéon 1 + x2 + ... + Tk = Tr41,
siendo todos los z; distintos.

Como el nitmero de Schur estricto, HS(n, k) es el minimo entero N tal que para cada
n-coloracién del conjunto {1,2,,..., N} existe una solucién monocromatica a la ecuacién
1+ T2+ o+ Tk = Tpg1.

Es decir HS(n,k) <t —1, por tanto

HS(n, k) < R(Kry41, K141, o Kry41) — 1

Aplicando este Teorema para los distintos valores de n y k se obtienen las relaciones entre los niimeros
de Schur estrictos y los niimeros de Ramsey.

Para una 2-coloracién:
Si k = 2 sumandos HS(2,2) < R(4,4) — 1
Si k = 3 sumandos HS(2,3) < R(7,7) — 1
Sik = 4 sumandos HS(2,4) < R(11,11) — 1

Si k = 5 sumandos HS(2,5) < R(16,16) — 1
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En general para k sumandos : HS(2,k) < R(Tx + 1,Tx +1) — 1

Para una 3-coloracion:
Si k = 2sumandos HS(3,2) < R(4,4,4) — 1
Sik = 3 sumandos HS(3,3) < R(7,7,7) — 1
Si k = 4 sumandos HS(3,4) < R(11,11,11) — 1

Si k = 5 sumandos HS(3,5) < R(16,16,16) — 1

En general para k sumandos: HS(3,k) < R(Tx +1,Tx +1, T +1) — 1
Para una n-coloracién:

Si k = 2 sumandos HS(n,2) < R(4,4,.7.,4) — 1
Si k = 3 sumandos HS(n,3) < R(7,7,.7.,7) — 1

Si k = 4 sumandos HS(n,4) < R(11,11,.<.

En general para k sumandos : HS(n, k) < R(Ty + 1, Tx +1,. 7., Tx +1) — 1

Hemos conseguido acotar superiormente los niimeros de Schur estrictos por los niimeros de Ramsey, con
estas acotaciones se puede avanzar en posteriores estudios en el calculo de estos ntimeros.
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Parte 11

Numero de Rado
Estricto
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Capitulo 6

Nociones basicas del Numero de
Rado

En la segunda parte de esta memoria presentamos resultados sobre los Niimeros de Rado.
Como se ha definido anteriormente el niimero de Schur denotado por S(n, 2), es el mayor entero N +1

tal que el conjunto {1, 2, ..., N} pueda particionarse en n subconjuntos {41, Aa, ..., A, } libres de suma, es
decir:
Vl‘hl’z CA =x1+ 22 ¢ AZ,Z = 1,2, ..n

donde z; y x2 no necesariamente son distintos.

La expresion S(n, 2), indica n conjuntos libres de suma con dos sumandos.

Como hemos visto en el capitulo anterior Teorema de Schur [25] puede enunciarse en términos de
coloracién de la siguiente forma:

Teorema 6.1. [24]

Para cualquier entero positivo n, existe el minimo entero positivo S(n,2) = N tal que para cada
coloracion de {1,2,...,N }:

A:{1,2,..,N} —{1,2,...,n}

existe una soluciéon monocromdtica a la ecuacion:

T+ T2 =3

es decir
A(Q;‘l) = A(.Z‘Q) = A(£3)

En 1933 Rado [19][20] consider6 el problema de determinar si un sistema de ecuaciones lineales
admite solucién monocromatica para cada n-coloracién de ntimeros naturales.

Después de 75 afios de los primeros resultados de Rado, se han obtenido muy pocos progresos sobre
los niimeros de Rado para algunos sistemas de ecuaciones lineales.

Burr y Loo en [5] [6] investigaron algunas familias particulares de ecuaciones con 2-coloracién de
enteros positivos. En este sentido podemos considerar el siguiente problema:

65



Dado un entero positivo ¢ > 0y el conjunto {1, 2, , ..., N}, llamamos Niimero de Rado R(2, ¢) al mayor
entero positivo N + 1, para que el conjunto pueda subdividirse en dos conjuntos libres de suma en el
sentido de Rado:

El conjunto A es libre de suma en el sentido de Rado si:

V$1,I2€A:>ZI)1+IE2+C¢A

donde z; y z2 no necesariamente son distintos.
En términos de coloraciones se define:

El Niuimero de Rado R(2,c) como es el minimo entero N, tal que para cada 2-coloracién del conjunto
{1,2,,...,N}:

A:{1,2,..,N} — {1,2}

existe una solucién monocromatica de la ecuacién

r1+x2+c=2x3

donde x y z2 no necesariamente son distintos.

Bur y Loo [6] demostraron que si ¢ > 0 el niimero de Rado

R(2,¢c) =4c+5

En 1993 Schaal [23] generaliza la definicién del niimero de Rado para k sumandos.

El niimero de Rado Ry (2, c) para k > 2y ¢ > 0 es el minimo entero N, tal que para cada
2-coloracién del conjunto {1,2,,..., N}:

A:{1,2,..,N} — {1,2}

existe una solucién monocromatica a

r1+ X2+ ..Tp +C=Thy1

donde x1, x2, ..xr no necesariamente son distintos.
En el caso de que no exista se define Ry (2,¢) = 0o

Schaal [23] obtiene el siguiente resultado :

Teorema 6.2. [23]

Sik > 0y c > 0 entonces el niimero de Rado es:

00 si ky c impares

Ri(2,0) z{ (k+1)2%+ (c—1)(k+2) otrocaso

Los resultados de Bur y Loo [6] se obtienen como un corolario de este Teorema [23] para k = 2
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En 1995 Schaal [24] obtuvo el niimero de Rado para particiones del conjunto {1,2,, ..., N}, formada
por tres conjuntos libres de suma en el sentido de Rado.

El Niimero de Rado R(3, ¢) es el minimo entero N, tal que para cada 3-coloracién del conjunto {1,2,,..., N}

A:{1,2,..,N} — {1,2,3}

existe una solucién monocromatica a la ecuacién:

T1+ T2+ cCc=1x3

donde z; y x2 no necesariamente son distintos.
Schaal [24] demuestra R(3,c) = 13¢+ 14 para ¢ > 0
Para el conjunto de enteros {1, 2, ..., 13¢c + 13} , obtiene la particién :

Ay =1{1,2,.,c+1,3¢+4,...4c + 4,9¢ + 10, ..., 10c + 10, 12¢ + 13, ..., 13¢ + 13}
Az ={c+2,..,3¢+3,10c+ 11, ..., 12¢ + 12}

As = {4c+5,...,9c+ 9}

Los conjuntos A1, A2 y A3 son libres de suma en el sentido de Rado.
Si se coloca el 13¢ + 14 en cualquiera de los tres conjuntos:

Enel conjunto A; :13¢+ 14 =3c+4+9c+ 10+ ¢
Enel conjunto A2 :13c+ 14 =c+ 2+ 1lc+12+c¢
Enel conjunto A3 :13c+ 14 =4c+5+8c+9+c¢

y 18c+14=6¢c+T7+6c+7+c
Se obtendrian soluciones monocromaticas a la ecuacién:

T1+ T2+ cCc=1x3

donde z; y z2 no necesariamente son distintos.

En 2001 Kosek y Schaal [16] obtienen cotas inferiores y superiores de los niimeros de Rado para algunos
valores determinados de ¢ < 0.

En 2008 Guo y Sun [12] determinan los niimero de Rado R(a1, ..., am) :

Sean {a1, a2, ...,am } enteros positivos, el Niimero de Rado R(ai,...,am) €s el menor entero positi-
vo tal que para cada 2-coloracion del conjunto {1,2,..., N} con N > R(ai,...,am), existe una solucién
monocromatica a la ecuacion:

a1z1 + a2x2 + ... + amTm = To
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CON Lo, T1, ..., Tm € {1,2,..., N}

Se obtienen los valores de los niimeros de Rado R(ax, ..., am) para av? + v — a, siendo

a=min{ai,...,am} yv =a1+ ... + am.

En nuestro trabajo definimos el Niimero de Rado estricto SR(2,c) como el mayor entero positivo
N + 1, para que el conjunto {1,2,, ..., N} pueda subdividirse en dos subconjuntos libres de suma estricta
en el sentido de Rado.

El conjunto A es libre de suma estricta si:

Ve, 12 €E A= x1+z2+c¢ A

siendo x1 y x2 distintos.

De forma andloga definimos el Niimero de Rado estricto SR(3,c), es decir el mayor entero positivo
N + 1, para que el conjunto {1, 2, ..., N} pueda subdividirse en tres conjuntos libres de suma estricta en el
sentido de Rado.

En términos de coloracién el Niimero de Rado estricto, SR(3, c) es el minimo entero N, tal que para
cada 3-coloracién del conjunto {1,2,,...,N}

A:{1,2,..,N} — {1,2,3}

existe una solucién monocromatica a la ecuacion:

T+ x2 +c= T3,

siendo x1 # 2y ¢ > 0.

El resultado fundamental que obtenemos son los niimeros de Rado estrictos SR(2,c) y SR(3,¢), pro-
baremos los teoremas correspondientes y obtendremos las distribuciones que determinan estos ntimeros

Teorema 6.3. El Niimero de Rado estricto SR(2,c) = 4c + 8, siendo ¢ > 0
Los dos subconjuntos libres de suma estricta en el sentido de Rado son:

A ={1,2,...,c+2,3¢+7,...,4c+ 7}

Az ={c+3,c+4,..,3c+6}

Teorema 6.4. EI Niimero de Rado estricto SR(3, c) = 13c + 22,siendo c > 0
Los tres subconjuntos libres de suma estricta en el sentido de Rado son:

A1 ={1,.c+2,3¢+7,..,4c+ 7,9c + 17,.,10c + 17,12¢ + 21, ..., 13c + 21}
Ay ={c+3,...3c+6,10c + 18, ..., 12¢ + 20}

Az ={4c+8,4c+9,...,9¢c + 16}
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Capitulo 7

Valor exacto del Numero de Rado
Estricto SR(2, c).

En este capitulo obtendremos el niimero de Rado estricto SR(2, c).

7.1. Numero de Rado Estricto SR(2, ¢)

Dado un entero positivo ¢ > 0y el conjunto {1, 2, , ..., N}, llamamos Niimero de Rado estricto SR(2, c)
al mayor entero positivo N + 1, para que el conjunto pueda subdividirse en dos subconjuntos [ibres de
suma estricta en el sentido de Rado:

El conjunto A es libre de suma estricta en el sentido de Rado si

Vi, 220 EA=z1+x2+c¢ A

siendo x; y 2 distintos.

Probaremos el siguiente resultado para el niimero de Rado estricto en dos subconjuntos.

Lema 7.1. EIl niimero de Rado estricto SR(2,c¢) > 4c+ 8 conc>0

Demostraciéon. Comenzaremos demostrando que SR(2,c) > 4c + 8, para los valores de
c=1,2,3...

Para ¢ = 1, podemos obtener la particién siguiente formada por dos subconjuntos {A1, A2}, estricta-
mente libres de suma :

le,xg €A1:>ZL’1+1’2+1¢A1,Z:1,2

A |1 2 3 10 11
A, |4 5 6 7 8 9

El niimero de Rado estricto SR(2,1) > 12

69



Para ¢ = 2, se obtiene dos subconjuntos { A1, A2} libres de suma estricta con la siguiente distribucion :
Va1,22 € A = o1 + 22 + 2 ¢ A i= 1,2

13 14 15
9 10 11 12

A |1 2 3
Ay |5 6 7

4

8

El niimero de Rado estricto obtenido SR(2,2) > 16

Para c = 3, se obtiene dos subconjuntos { A1, A2} libres de suma estricta con la siguiente distribucién :
Ve, z2 €A =z +22+3¢ A0 =1,2

5 16 17 18 19
10 11 12 13 14 15

2 3 4
7 8 9
El niimero de Rado estricto SR(2,3) > 20
En general el procedimiento utilizado se puede resumir en los siguientes pasos:
Paso 1°

A1 = {x1, %2, 23, ...T5 }
siendo xs = (z1 + w2 +¢) — 1
Paso 2°

Az = {y1,92,y3,...ur }

siendoy, = (y1 +y2+¢) — 1
Y1 =21+ x2+c¢
Yy2=x1+T2+c+1
siendo el dltimo elemento y, = (z1 + 2 +¢)+ (x1 +z2+c+1)+c—1=
2x1 + 2x2 + 3¢

Paso 3°

Al = {$17m27m37 < Lsy Yr+1, Yr+2, yt}

El ultimo elemento v = (1 + yr41 +¢) — 1 =21+ 221 + 222 + 3¢+ 1) +c—1
= 3x1 + 2x2 + 4¢

El niimero de Rado estricto obtenido para cualquier valor de ces:

SR(2,¢) > 3z1 +2x2 +4c =T+ 4c

Obteniendo para cualquier valor de c la siguiente distribucién:

| 1 2 .. c+2 3¢+7 .. Be+T41+4c-1
| c+3 c+4 e CH+3+ct+d4c—1
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El niimero de Rado estricto obtenido para cualquier valor dec > O es:

SR(2,c) > 4c+8

Probemos la desigualdad contraria:

Lema 7.2. El niimero de Rado estricto SR(2,¢) < 4c+ 8 conec>0

Demostracion. Supongamos lo contrario :
Existe una particién de dos conjuntos { A1, Az}, libres de suma estricta del conjunto
{1,2,..,4c + 8}:

Vri,x2 € Ai = 71 + 22 +c§§ Aj,i=1,2
Segtin la distribucién obtenida en Lema 7.1 el ntimero 4c + 8 se puede expresar como suma de dos
elementos del primer conjunto:

4c+8=Bc+7)+1+c

y también como suma de dos elementos del segundo:

4c+8=(c+3)+(2¢+5)+c

Si conseguimos otra distribuciéon y colocamos 4c + 8, los elementos 3¢ + 7y 1 no pueden pertenecer
al mismo conjunto, lo mismo sucede con los elementos c 4+ 3 y 2c + 5, por el
razonamiento anterior.

En estos casos tendriamos una de las dos distribuciones siguientes:

1 c+3
3c+7 2c+5
1 2c+5
3c+7 c+3

La primera no es posible, puesto que el 2 no se podria colocar, ya que si se pudiese colocar ten-
driamos:
1+2+c=c+3

o)
2c+54+24+c=3c+7

Ademas en la segunda distribucién tampoco se podria colocar ¢ + 4, ya que en caso de colocarse se
tendria :
c+4+14+c=2c+5

6

c+4+c+3+c=3c+7

Llegando con ambas distribuciones a un absurdo.
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Con los resultados de los Lema 7.1 y Lema 7.2, concluimos con el resultado:

Teorema 7.3. El niimero de Rado estricto SR(2,¢) =4c+8  conc>0

De esta forma queda demostrado que niimero de Rado estricto SR(2, c) = 4c + 8, para cualquier ¢ > 0
con x1 + x2 + ¢ libres de suma estricta, siendo x1 # x2
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Capitulo 8

Resultado Principal: Valor exacto de
SR(3,c)

En este capitulo describimos como se obtiene el resultado que consideramos mds relevante en esta
tesis: El valor exacto de SR(3, ¢).

La prueba de este resultado tiene una casuistica tan grande que hemos decidido incluir éste capitulo
para explicar cémo en los dos capitulos siguientes llegamos a probar este importante resultado.

Dado un entero positivo ¢ > 0y el conjunto {1, 2,, ..., N}, llamamos niimero de Rado estricto SR(3, c)

al mayor entero positivo N + 1, para que el conjunto pueda subdividirse en tres subconjuntos [ibres de
suma estricta en el sentido de Rado:

El conjunto A es libres de suma estricta en el sentido de Rado:
Vi, 220 €EA=z1+22+c¢ A

siendo x1 y z2 distintos.

En términos de coloracion el niimero de Rado estricto, SR(3, c) es el minimo entero N, tal que para cada
3-coloracion del conjunto {1,2,,..., N}

A:{1,2,...N} — {1,2,3}

existe una solucién monocromatica a la ecuacion:

r1 + X2 + ¢ = T3,

siendo x1 # 2y ¢ > 0.
Nuestro resultado principal es:
Teorema 8.1. El niimero de Rado estricto SR(3, c) = 13c + 22
Los tres subconjuntos libres de suma estricta en el sentido de Rado son:
A ={1,.c+2,3c+7,..,4c+7,9¢ + 17, .,10c + 17,12c + 21, ..., 13c + 21}

Ay ={c+3,...,3c+6,10c + 18, ..., 12¢ + 20}
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As = {4c+8,4¢+9, ..., 9c + 16}

La demostracién de este importante resultado se ha divido en dos partes. En el Capitulo 9 probare-
mos que el nimero 13¢ + 22 es una cota inferior del niimero de Rado estricto SR(3, c). Para ello obten-
dremos una coloracién

A:{1,2,..,13c+21} — {1,2,3}

que no contiene soluciones monocromaticas a la ecuacién:
T1+22+Cc=123

parac> 0y 1 # 2

En el Capitulo 10,para demostrar que el ntimero 13c + 22 es una cota superior del niimero de Rado
estricto SR(3, ¢), probamos que para cada 3-coloracién del conjunto {1,2,, ..., 13¢c 4 22}

A:{1,2,..,13c+ 22} — {1,2,3}

siempre existe una solucién monocromdtica de la ecuacion:

T1 + T2 +cC= T3,

siendo z1 # z2y ¢ > 0.

En esta demostracion realizamos un andlisis exhaustivo de todos los casos que se obtienen al asignar
a los tres primeros enteros positivos 1,2 y 3 distintos colores.

Esto nos va a dar lugar a las distribuciones siguientes :
Caso 1 A1 O {1,2, 3}

Caso 2 A1 D {1,2}y A3 D {3}

Caso 3 A1 D {1,3}y A D {2}

Caso 4 A1 D {1}y A D {2, 3}

Caso 5 A1 D {1}, A2 D {2}y A3 D {3}

Alos conjuntos A1, A> y Az le asignamos los colores:

El procedimiento que utilizaremos en cada uno de los cinco casos consiste en ir obteniendo subcon-
juntos libres de suma estricta en el sentido de Rado.

Si los subconjuntos son:
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A1 D {ai1,a12,...,a1m}
Az D {az21,a22, ..., a2}

As D {as1,as2,...,asp}

Llamaremos A1, A2 y As alos subconjuntos que contienen a todas las soluciones monocrométicas
de los subconjuntos de A;, Az y A3z respectivamente, es decir:

Ay D {a11,a12, ..., a1}
A D {@21, a22, ..., a2s }
A3 D {as1, asz, ..., ase}

donde los elementos a;; son soluciones monocrométicas de los A;, i =1,2,3

Sidac AiNAj,i#j=ac Ay, k#1i,j
_ Cuando un elemento pertenece a dos subconjuntos de las soluciones monocrométicas,por ejemplo
A; y A; decimos que a la fuerza pertenece al conjunto Ay, k # 1, j.

Con este nuevo elemento afiadido al subconjunto de Ay, se amplia el correspondiente de las solu-
ciones monocromaticas Ay.

Este procedimiento se sigue repitiendo hasta obtener un elemento @ € 4;, Vi, j, k, es decir cuando
tengamos un elemento que en los tres subconjuntos de A1, A2 y Az proporcione soluciones monocromaticas.
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Capitulo 9

Cota Inferior del Nimero de Rado
Estricto SR(3, ¢)

Para obtener la Cota Inferior del niimero de Rado estricto, SR(3, c) tenemos que demostrar el siguiente
resultado.

Lema 9.1. El niimero de Rado estricto SR(3, c) satisface SR(3,c) > 13c + 22 conc>0

Demostracién. Para demostrar que SR(3,c) > 13c¢ + 22, obtenemos una coloracién

A:{1,2,...,13c+ 21} — {1,2,3}

que no contenga una solucién monocromatica a la ecuacién:

1+ T2+ Cc=1x3

c>0yx1 # 22
Definimos la coloracién siguiente:

sil<z<c+2
sic+3<xz<3c+6
sidc+7<zx<4dc+7
side+8 < x<9c+ 16
si9%c+ 17 < x < 10c+ 17
sil0c+ 18 <z < 12¢c+ 20
sil2c+21 <z <13c+21

>
P
8
<
Il
— N = W ok N

Demostraremos que no existe una solucién monocromatica a la ecuacion :

T1+ T2+ c= T3,

siendo T 75 xTo
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Es decir, probaremos que para dos enteros positivos

z1, 2 con el mismo color, A(z1) = A(zg),
Sizy + x2 + c pertenece al dominio de la funcién A(x) entonces

A(z1 4 22 + ¢) # A(z1)

Sin perdida de generalidad supondremos que z1 < z2
Necesitamos considerar los siguientes casos:

Caso 1°

Suponemos que A(z1) = A(z2) = 1, como hemos supuesto que z1 < x2, se pueden considerar los
diez subcasos siguientes:

Caso 1.1

1<z1<c+2

l1<za<c+2
entonces2 < x1 +x2 <2¢c+4—=2+c<xz1+x2+c<3c+4
Es decir,

Az 4+ 224+ ¢) =2 # A(x1)

Caso 1.2

1<z <c+2

e+ 7 < a9 <4dc+7
entonces 3c+ 8 < x1 4+ 22 <bc+9=—=4c+8<x1+22+¢c<6c+9
Es decir,

A(z1 4+ 22+ ¢) =3 # A(z1)

Caso 1.3

1<z <c+2

e+ 17 < x2 < 10c+ 17
entonces 9c+ 18 < x1 4+ 22 < 1lc+19=—=10c+ 18 <z1+ 22+ < 12¢c+9
Es decir,

Alz1+x2+¢) =2 # Az1)

Caso 14

1<z <c+2

12¢ 421 <z < 13c+ 21
entonces 12¢ +22 < x1 + 22 < 14c+23 = 13c+ 22 < x1 + 22 + ¢ < 15c + 23
por lo tanto (z1 + 2 + ¢) no pertenece al dominio de la funcién A(z)
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Caso 1.5

3c+T7T<z1 <4c+ 7

e+ T <ax2<4c+7
entonces 6c+ 14 < x1 4+ 22 <8+ 14 = Tc+ 14 <x1+224+¢c<9+ 14
Es decir,

Az + 2 +¢) =3 # A(z1)

Caso 1.6

3c+T7T<z1 <4dc+7

e+ 17 < 292 < 10c+ 17
entonces 12c+ 24 <z +x2 < 14c+24 — 13c+ 24 < xz1 4+ 22+ c < 15c+ 24
por lo tanto (z1 + 2 + ¢) no pertenece al dominio de la funciéon A(z)

Caso 1.7

3c+T7T<x1 <4dc+7

12¢ 421 < 25 < 13¢ + 21
entonces 15¢ + 28 < x1 + 22 < 17¢+ 28 = 16c+ 28 < x1 + 22+ ¢ < 18c + 28
por lo tanto (z1 + 2 + ¢) no pertenece al dominio de la funciéon A(z)

Caso 1.8

9+ 17 < x1 < 10c+ 17
9c+ 17 < 22 < 10c+ 17
entonces 18c 4 24 < z1 4+ z2 < 20c + 34
por lo tanto (z1 + 2 + ¢) no pertenece al dominio de la funciéon A(z)

Caso 1.9

9c+ 17 < z1 < 10c+ 17
12¢ + 21 < 22 < 13¢ + 21
entonces
(z1 4+ 22 + ¢) no pertenece al dominio de la funcién A(x)

Caso 1.10

12¢+21 < z1 <13c+21
12¢ + 21 < 2 < 13c+ 21
entonces
(z1 + @2 + ¢) no pertenece al dominio de la funcién A(z)

Caso 2°

Suponemos que A(z1) = A(z2) = 2, es decir que 1 y 2 estdn en el segundo conjunto, como hemos
supuesto que 1 < x2, podemos considerar los dos subcasos siguientes:
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Caso 2.1

c+3<z1<3c+6

c+3<z2<3c+6
entonces 2c+ 6 < x1 + 22 <b6c+12=—=3c+6<z1+x2+Cc<Tc+12
Es decir,

Alzi+z2+c¢)=1

(o}

Az +x2+¢)=3
entonces A(z1 + x2 +¢) # 2

Caso 2.2

c+3<x1<3c+6
10c 4+ 18 <z < 12c+ 20
entonces 11c+ 21 < x; + 22 << 15¢c+ 26 = 12¢+ 21 < z1 4+ 22 + ¢ < 16¢ + 26
Es decir,
A(z1 + x2 + ¢) = 1 o no pertenece al dominio de la funcién A(x)
entonces A(z + x2 +¢) # 2

Caso 3°

Suponemos que A(z1) = A(z2) = 3, es decir que 1 y z2 estdn en el tercer conjunto.
de+8 < x1 <9+ 16
de+ 8 < x2 < 9c+ 16

entonces 8c + 16 < x1 + 2 < 18¢c+ 32 = 9c+ 16 < x1 + x2 + ¢ < 19c + 32

Es decir,

Alz1+z2+c¢)=1

(o}

Alz1 422 +¢) =2
o no pertenece al dominio de la funcién A(x)
entonces A(z1 + x2 +¢) # 3

De esta forma hemos demostrado que no existe una solucién monocromatica a la ecuacién z; + x2 +
¢ = x3 y podemos concluir que SR(3,c) > 13c + 22.
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Capitulo 10

Cota Superior del Nimero de Rado
Estricto SR(3, ¢)

En este capitulo demostraremos que la cota inferior del niimero de Rado estricto SR(3, c) obtenida en
el capitulo anterior es 6ptima.
Para ello probaremos que el niimero de Rado estricto SR(3, c) es menor o igual que el ndmero 13¢+ 22.

Esta demostracion precisa del anélisis exhaustivo de todos los casos que se obtienen al asignar a los

tres primeros enteros positivos 1,2 y 3 distintas coloraciones.
Probaremos el siguiente resultado:

Teorema 10.1. EI Niimero de Rado estricto, SR(3, ¢) satisface SR(3,c) < 13c + 22.

Demostracion
Vamos a comprobar que para cada 3-coloracién del conjunto {1,2, , ..., 13c + 22}

A:{1,2,...,13c+ 22} — {1,2,3}

siempre existe una solucién monocromitica de la ecuacion:

T1 + T2 +c= T3,

siendo z1 # x2y ¢ > 0.

A los conjuntos los designamos A1, A2 y Az y se le asignan los colores:

A(A)) =1
A(Ag) =2
A(A3) =3

Estudiaremos los cinco casos generales que se obtienen al asignar al 1,2y 3, las distintas posibili-
dades de coloracién.

Esto da lugar a las distribuciones siguientes :
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Caso 1 A1 O {1,2, 3}

Caso 2 A1 D {1,2}y A3 D {3}
Caso 3 A1 D {1,3}y A D {2}
Caso 4 A1 D {1}y A D {2, 3}

Caso 5 A1 2 {1} ’ A2 ;) {2} yAg 2 {3}

10.1. Caso1: A; DO {1, 2, 3}

Para cualquier 3-coloracion definida en el conjunto {1, 2, ..., 13c + 22}

A:{1,2,..,13c + 22} — {1,2,3}

Alos conjuntos {A1, A2 y As} se le asignan los colores:

A(A) =1
A(As) =2
A(As) =3

Considerando que A4; D {1, 2, 3}

Vamos a demostrar que en este caso hay soluciones monocromiticas de la ecuaciéon
1+ x2 + ¢ = x3, siendo x1 #x2 y ¢ > 0.

Dado el conjunto A; D {1, 2, 3}

El elemento ¢+ 3 =1+ 2 4 ¢ es una solucién monocromética, por lo tanto no puede pertenecer al
conjunto A;. Se le asigna sin pérdida de generalidad el color A(c+3) =2.

El elemento ¢+ 4 = 1 + 3 4 ¢ es una solucién monocromatica, por lo tanto no puede pertenecer al
conjunto A;. Podemos asignarle el color 2 6 3.

En el Caso 1.1 estudiaremos qué sucede si le asignamos el color 2, es decir A(c+4) =2 yenel
Caso 1.2 estudiaremos qué sucede si le asignamos el color 3, es decir A(c+4) = 3.

CASO 1.1

Ay D {1, 2, 3}
Az D {c+3, c+4}

CASO 1.2
A1 O {1, 2,3}
A2 2 {C+ 3}
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Analicemos el Caso 1.1:

Como 3¢+ 7 = (c+3)+ (c+4)+c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al conjunto
As. Por tanto podemos asignarle el color 1 6 3.

Enel Caso1.1.1 seestudia quesucedesi A(3¢+7) =1 yenel Caso1.1.2seestudiasi A(3¢+7) = 3.

CASO 111

Ay D{1,2,3 3c+7}
Az D{c+3, c+4}

CASO1.1.2

A1 O {1, 2,3}
Az D{c+3, c+4}
A32{3C+7}

Desarrollaremos estos casos hasta conseguir soluciones monocromaticas a la ecuacién
T1 +x2 +c=x3,

Enel Caso1.1.1

Como el elemento 4c+10 = (3¢+7) +(3) + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto A;.

Podemos asignarle el color 2 6 3.
Enel Caso1.1.1.1 analizaremos qué ocurresi A(4c+10) =2 yenel Caso1.1.1.2 si A(4c+10) = 3.

Podemos resumir la casuistica analizada hasta el momento en el siguiente esquema:

Adc+10) =2

Aot 4) =2 ABe+7) =1
Alctd)£1 I A(de+10) =3

Alc+4) =3

CASO1.1.11

Ay D{1,2,3 3c+7)}
Az D {c+3, c+4, 4c+ 10}

Como se tienen las soluciones monocromadticas 3¢+ 7 = (2¢+6) + (1) +c y 4c+ 10 = (2¢ + 6) +
(¢ +4) + ¢, alafuerza el elemento 2c + 6 € Az y mantiene la propiedad de que el conjunto sea libre de
suma estricta.

El elemento 3c+ 7 = 2c+ 5+ 2+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 2c + 5
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no puede pertenecer al conjunto A;.
Enel Caso1.1.1.1a analizaremos que ocurresi A(2¢+5) =2 yenel Caso1.1.1.1bsi A(2¢c+5) =3

CASO1.1.1.1
a) A(2c+5)=2

Ay D{1,2,3 3c+7}
Az D {c+3, c+4,4c+10, 2¢+ 5}
Az 2 {2c+6}

El procedimiento que utilizamos en esta demostracién consiste en obtener todas las soluciones monocromaticas
en los tres conjuntos. Si un elemento se repite en dos de estos conjuntos, a la fuerza debe pertenecer al
tercero entre A;, Az o As.

Llamamos A;, A2 y A3 alos conjuntos que contienen a los elementos que son soluciones monocromaticas
de Ai, A> y As respectivamente.

{c+5,4c+8, 4c+9, 4c+ 10, 2¢ + 4}
{

Ay D
As D {6c+ 13, 6¢c+ 14, 4c+ 8, 4c+9, c+ 5, Tc+ 15}

Decimos en esta situacién que el elemento 4c + 9 € Az o se introduce a la fuerza en As.
As D {2¢+6, 4c + 9}
Se deduce por tanto que 7c + 15 = (4¢ + 9) + (2¢ + 6) + ¢ no puede pertenecer a As.

A3 D {7c+ 15}
El elemento 7c + 15 se introduce a la fuerza en A; y se obtiene :

Al D {c+5,4c+8,4c+9, 4c+ 10, 2¢ + 4, 8¢+ 16, 8¢ + 17, 8¢ + 18, 11c + 22, 6¢ + 14,

6¢c + 13, 6¢+ 12, 3c + 8}
Ay D {6c+13, 6¢c+ 14, 4c+8,4c+9, c+ 5, Tc+ 15}
A3 D {Tc+ 15}

El elemento 6¢ + 14 se introduce a la fuerza en A3 y se obtiene :

A1 D{c+5,4c+8,4c+9, 4c+ 10, 2c + 4, 8c + 16, 8c + 17, 8c + 18, 11c + 22, 6¢ + 14,

6¢c + 13, 6¢+ 12, 3¢ + 8}
Ay D {6c+ 13, 6¢c+ 14, 4c + 8, 4c+ 9, c+ 5, Tc+ 15}
A3 D {7c+ 15, 9c+ 20, 11lc+ 23, 3c+ 8, c+ 5}

Resumimos este procedimiento en el que se han introducido a la fuerza los elementos
Tc+15,4c+9 y 6¢+ 14 en los conjuntos A; y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma
estricta y obtenemos:

A1 D{1,2, 3, 3c+17, Tc+ 15}

Az D {c+3, c+4, 4c+ 10, 2¢+ 5}
As D {2c+6, 4c + 9, 6¢ + 14}
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Segtin coloquemos el elemento c+5en A1, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion x; + z2 + ¢ = 3.
SiA(c+5)=1=c+5=2+3+c
SiA(c+5)=2=4c+10=(c+5)+ (2¢+5)+¢
SiA(c+5)=3=6c+14=(4c+9)+ (c+5)+c

CASO1.1.11

b) A@c+5) =3

A1 D{1,2,3, 3¢+ 7}
Az D{c+3, c+4,4c+ 10}
As D {2¢+6, 2c+ 5}

El elemento 5¢+ 11 = 2¢+ 6 + 2¢ + 5 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al

conjunto As, es decir A(5¢+ 11) # 3.
Se obtendria el caso bl si A(5c+11) =1 yelcaso b2 si A(5c+ 11) = 2.

bl) AGec+11)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+21,9c+ 18,6¢c+ 13 y 4c+ 8 enlos conjuntos A;, Aoy
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,3, 3¢+7, 5¢+ 11, 11c + 21}
As D {c+3, c+4, 4c+ 10, 9c + 18}
Az D {2¢+ 6, 2¢+ 5, 6¢c+ 13, 4c + 8}

Segtin coloquemos el elemento 7c+14 en Ay, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocrométicas

ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = w3.
SiA(Te+14) =1=1lc+21 = (Tc+14) + 3c+T7) +c
SiA(Tc+14)=2=9c+ 18 = (Tc+14) + (c+4) + ¢
SiA(Tc+14) =3=T7c+14=(2¢+6) + (4dc+8) + ¢

b2) AGBGc+11)=2

Como el elemento 7c+ 14 = 5¢c+11+c+3+c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer

al conjunto A,.
Para el caso b2.1 se le asigna el color A(7c+ 14) =1 yparael b2.2elcolor A(7c+ 14) = 3.

b2.1) A(7c+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 8 ,9¢ + 19,4c + 9,6c + 13 y 7c+ 15 en los conjuntos
A1, Az y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3,3¢+17, Tc+ 14, 3¢+ 8, 9c + 19}

Az D{c+3, c+4, 4c+ 10, 5¢+ 11, 4c + 9}
As D {2¢+ 6, 2¢+ 5, 6¢c+ 13, Tc + 15}
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Segtn coloquemos el elemento 10c+20 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

Si A(10c+20) = 1 = 10c+ 20 = (9c +19) + 1 + ¢
Si A(10c+20) =2 = 10c + 20 = (5¢ + 11) + (4c+9) + ¢
Si A(10¢ + 20) = 3 = 10¢ + 20 = (Tc + 15) + (2¢ 4+ 5) + ¢

b2.2) A(7c+14)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 10c 4 20,4c + 9 y 9c + 19, en los conjuntos A, A2 y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,2 3, 3¢c+7, 10¢+ 20}
A2 D {c+3, c+4, 4¢c+ 10, 5¢+ 11, 4c + 9}
As D {2¢+6, 2c+ 5, Tc+ 14, 9c + 19}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+13 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuaciéon x1 + z2 + ¢ = z3.

SiA(6c+13)=1=10c+20=6c+13+3c+T7+c
SiA(6c+13)=2=6c+13=c+4+4c+9+c¢
SiA(6c+13) =3 =9c+19=6c+13+2c+6+c

Con este dltimo resultado hemos concluido la demostraciéon del Caso 1.1.1.1, cuyo esquema es el
siguiente:

A(2c+5) =2
A(Be+11) =1

A(de+10) = 2
(1e+10) A(2c+5) =3 A(Te+14) = 1

A(5e+11) =2

A(Te+14) =3

Continuamos con el Caso 1.1.1.2 con A(4c + 10) = 3.
CASO1.1.1.2

A1 2{1,2,3,3¢+7}
Az D {c+3, c+4}
A3 D {dc + 10}

El elemento 4c+ 9 = 3¢+ 7+ 2 4 ¢ es una solucién monocromadtica, por tanto no puede pertenecer

al conjunto Ay, es decir A(4dc+9) # 1.
Se obtendria el caso Caso 1.1.1.2a si A(4c+9) =2 yelcaso Caso1.1.1.2 b si A(4c+9) = 3.

CASO1.1.1.2
a) A(c+9)=2
Ay D{1,2,3 3c+7}
Az D{c+3,c+4,4c+9}

As D {4c+ 10}
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Introducimos a la fuerza el elemento c+5 en el conjunto A, y los elementos 2c+5,2c+6 y 2c+4
en As, estos conjuntos mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2 3, 3c+7}
Az D{c+3,c+4,4c+9, c+5}
As O {4c+ 10, 2¢+ 5, 2¢+ 6, 2¢ + 4}

Como el elemento 5¢+ 11 = 2¢c+ 54 2c+ 6+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Se tendria el caso al si A(5¢c+11) =1 yelcaso a2si A(5c+11) =2 .
al) AGe+11)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+8,9c+18 y 6¢c+12 enlos conjuntos A1, Az y As que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,3 3c+7, 5c+ 11, 3¢ + 8}
A2 D {c+3,¢c+4,4c+9, c+5, 9c+ 18}
As D {4c+10, 2¢+ 5, 2¢+ 6, 2c + 4, 6¢ + 12}

Segtin coloquemos el elemento 7c+15 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocrométicas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(Tc+15)=1=T7c+15=3c+7+3c+8+c
SiA(Te+15)=2=9c+18=T7c+154+c+3+¢c
SiA(Tc+15) =3 =Tc+15=4c+10+2c+5+c¢

a2) A(5c+11)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 15 y 6¢c+ 13 enlos conjuntos A; y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3,3¢+7, Tc+ 15}
A2 D{c+3,c+4,4c+9, c+5, bc+ 11}
As D {4c+ 10, 2¢+ 5, 2¢+ 6, 2c + 4, 6¢ + 13}

Segtin coloquemos el elemento 3c+8 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacién x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(Bc+8)=1=T7c+15=3c+8+3c+T7+c
SiA(Bc+8)=2=5c+11=3c+8+c+3+c
SiA(6c+13) =3=6c+13=3c+8+2c+5+c

Con este tltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 1.1.1.2 a, cuyo esquema es el
siguiente:
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A(e+11) =1
A(dc+9)=2
At +10) = 3 A(5e+ 11) = 2

A(dc+9)=3

CASO 1.1.1.2
b) A@Mc+9) =3

A1 D{1,2, 3, 3¢+7)
Az D {c+3, c+4}
As D {de + 10, 4c + 9}

Como el elemento 9c+19 = 4c+10+4c+9+c es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Se obtendria el caso bl si se le asigna el color A(9c+19) =1 yelcaso b2si A(9c+19) = 2.

bl) A@c+19)=1

Como el elemento 9¢ + 19 = 8c + 18 + 1 4 ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento 8c + 18 al conjunto A;.

Tendriamos el caso b1l.1si A(8c+ 18) =2 yelcaso bl.2 si A(8c+ 18) = 3.
b1.1) A(Bc+18)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 15,6¢ + 14,5¢ + 12,10c + 21,2c+ 6 y 3c+ 8 enlos
conjuntos A;, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

AL D{1,2,3,3¢+7,9c+ 19, Tc+ 15, 6¢ + 14}
A2 D {c+3,c+4, 8+ 18, 5c+ 12}
As D {4c+10, 4c+ 9, 10c + 21, 2¢ + 6, 3¢ + 8}

Segtn coloquemos el elemento 7c+16 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(Tc+16) =1=T7c+16=6c+14+2+c¢
SiA(Tc+16) =2=Tc+16=5c+ 12+ c+4+c
SiA(Te+16) =3 = Te+16 = 4dc+ 10+ 2c+ 6 + ¢

b1.2) ABc+18)=3
Como el elemento 9¢+19 = 5¢+12+3c+7+c es una solucién monocromaética, no puede pertenecer
el elemento 5¢+ 12 al conjunto A;.

Se obtendria el caso b1.2.1 si A(5¢+ 12) =2 yelcaso b1l.2.2si A(5c+ 12) = 3.
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b1.2.1) AGBc+12)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 8,2c+5,7c+ 15 y 2c¢ + 7 en los conjuntos A1, 4> y
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,3 3c+7, 9+ 19, 3¢+ 8}
Az D {c+3, c+4, 5c+12, 2¢+ 5}
As D {4c+10, dc + 9, 8¢ + 18, Te + 15, 2¢ + 7}

Segtin coloquemos el elemento 4c+8 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(4c+8)=1=4c+8=3c+7+1+c
SiA(dc+8)=2=4c+8=c+3+2c+5+c
SiA(4c+8)=3=Tc+15=4c+8+2c+T7+c

b1.2.2) A(Bc+12)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 10c + 21, 2c + 6,2c + 5, 10c + 20, 2¢ + 4, 10c + 22,8¢ + 17,
4c+8 y 8¢+ 16 enlos conjuntos A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 21{1,2,3,3¢+7,9c+ 19}
Az D{c+3, c+4,10c+ 21, 2¢+ 6, 2¢ + 5, 10c + 20, 2¢ + 4, 10c + 22}
As O {4c+ 10, 4¢+ 9, 8¢ + 18, 5¢+ 12, 8¢ + 17, 4¢ + 8, 8¢ + 16}

Como el elemento 10c + 20 = 7c + 16 + 2¢ + 4 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede
pertenecer el elemento 7c 4 16 al conjunto As.

Tendriamos el caso b1.2.2.1 si A(7c+16) = 1yelcaso bl.2.2.2si A(7c+ 16) = 3.
b1.2.1.1) A(7c+16)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+9 y 6¢ 4 15 en los conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 24{1,2,3,3¢c+7,9c+ 19, 7c + 16}
Az D {c+3,c+4, 10c+ 21, 2¢+ 6, 2¢ + 5, 10c + 20, 2¢ + 4, 10c + 22, 3¢ + 9}
Az D {4c+10, 4c+ 9, 8¢+ 18, bc + 12, 8¢+ 17, 4c + 8, 8¢ + 16, 6¢ + 15}

Segtn coloquemos el elemento c+5 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(c+5)=1=c+5=2+3+c
SiA(c+5)=2=3c+9=c+5+c+4+c
SiA(c+5)=3=6c+15=c+5+4c+10+c

b1.2.1.2) A(7c+16)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 12¢ + 26,4,12¢ + 25,12c + 27,12¢ + 24 ,2¢+ 7,
10c+23,2¢+ 8 4c+11,8c+ 19 y 8c+ 20 enlos conjuntos A;, A2 y As que mantienen la propiedad
de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3,3¢+7,9c+ 19, 12c + 26, 4, 12c + 25, 12¢ + 27, 12¢ + 24}
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A2 D {c+3,c+4,10c+ 21, 2¢+ 6, 2¢+ 5, 10c + 20, 2¢ + 4, 10c + 22, 2¢ + 7,

10c 4 23, 2¢ + 8}
Az D {4c+10, dc + 9, 8¢ + 18, 5c + 12, 8¢ + 17, 4dc + 8, 8¢ + 16, Te + 16, de + 11,

8¢+ 19, 8¢ + 20}

Esta es una distribucién 6ptima, es decir determina una distribucién completa para el niimero de Rado
estricto SR(3, c).

Para comprobar que el elemento 13c 4+ 22 no se puede colocar en ningtin conjunto, lo hacemos por
reduccién al absurdo.

Se obtiene el caso asi A(13c+22) =1, elcaso b si A(13¢+22) =2 yelcaso ¢ si A(13¢+22) = 3.
a) A(13c+22)=1

Como el elemento 13c+ 22 = 12c+ 21 + 1 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer
el elemento 12c+ 21 al conjunto A;.

Elcaso al se obtienesi A(12¢+21) =2yelcaso a2 si A(12¢+21) = 3.

al) A@2c+21)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 7,10c + 18 ,3c+ 3,9¢c + 15 y 5¢c+ 10 en los conjuntos
A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3,3c+7,9c+ 19, 12¢ + 26, 4, 12¢ + 25, 12¢ + 27, 12¢ + 24, 13¢ + 22,

4c+17, 10c + 18}
Ay D {c+3, c+4, 10c+21, 2c+ 6, 2c + 5, 10c + 20, 2¢ + 4, 10c + 22, 2¢ + 7,

10c + 23, 2¢ + 8, 12¢ + 21, 3¢ + 3}
A3z D {4c+10, 4c+ 9, 8c + 18, 5c+ 12, 8¢ + 17, 4c + 8, 8¢ + 16, Tc + 16, 4c + 11,

8¢+ 19, 8¢+ 20, 9¢ + 15, 5¢ + 10}

Segtn coloquemos el elemento 9c+17 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + 22 + ¢ = 3.

SiA(9c+17)=1= 10c+18=9c+ 17+ 1+¢c
SIA9c+17) =2 = 12¢+21 = 9c+ 17+ 2c + 4+ ¢
SiAOc+17)=3=9c+17T=4c+9+4c+8+c

a2) A(12¢+21)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 13 y 6¢ + 9 en los conjuntos A; y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,2,3,3c+7,9c+ 19, 12¢ + 26, 4, 12¢ + 25, 12¢ + 27, 12¢ + 24, 13c + 22, 7c + 13}
Az D{c+3, c+4,10c+ 21, 2¢+ 6, 2¢+ 5, 10c + 20, 2¢ + 4, 10c + 22, 2¢ + 7,

10c 4 23, 2¢ + 8, 6¢c+ 9}
As D {4c+10, 4c+ 9, 8¢+ 18, 5c + 12, 8¢ + 17, 4¢ + 8, 8¢ + 16, Tc + 16, 4c + 11,

8c+ 19, 8¢+ 20, 12¢ + 21}
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Segtin coloquemos el elemento 3c+3 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion x; + z2 + ¢ = 3.

SiA(Bc+3)=1=13¢+22=9c+19+4+3c+3+¢
SiABc+3)=2=6c+9=3c+3+2c+6+c
SiA(Bc+3)=3=12c+21=3c+3+8c+18+¢

b) A(13c+22)=2

Como el elemento 13c 4+ 22 = 10c + 20 + 2¢ 4+ 2 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede
pertenecer el elemento 2c 4 2 al conjunto As.

El caso b1 seobtienesi A(2c+2) =1 yelcaso b2si A(2¢c+2) = 3.
bl) A@c+2) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 5,¢ + 1,6c + 17y 5 en los conjuntos A> y Az que
mantienen la propiedad de ser [libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,2,3,3¢c+7,9c+ 19, 12¢ + 26, 4, 12¢ + 25, 12¢ + 27, 12¢ + 24, 2¢ + 2}
A2 D {c+3,c+4,10c+ 21, 2¢+ 6, 2c+ 5, 10c + 20, 2¢ + 4, 10c + 22, 2¢ + 7,

10c+ 23, 2¢+ 8, 13¢+ 22, 3¢+ 5, ¢+ 1}
Az O {4c+ 10, 4¢+ 9, 8¢ + 18, ¢+ 12, 8¢ + 17, 4c + 8, 8¢ + 16, Tc + 16, 4c + 11,

8c+19, 8¢+ 20, 6¢+ 17, 5}

Segtin coloquemos el elemento 3c+4 en A;, Az 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(Bc+4)=1=3c+4=2c+2+2+c¢
SiA(Bc+4)=2=3c+4=c+3+c+1+c
SiA(Bc+4)=3=>4c+9=3c+4+5+c

b2) A@2c+2)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢ + 14,9c 4+ 21 y 11c+ 25 enlos conjuntos A1, Az y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1,2,3,3¢c+ 7,9+ 19, 12¢ + 26, 4, 12¢ + 25, 12¢ + 27, 12¢ + 24, 5¢ + 14}
Az D{c+3, c+4,10c+ 21, 2¢+ 6, 2¢+ 5, 10c + 20, 2¢ + 4, 10c + 22, 2¢ + 7,

10c + 23, 2¢ + 8, 13¢+ 22, 9¢ + 21}
As D {4c+10,4c+9, 8¢+ 18, bc + 12, 8¢+ 17, 4¢c + 8, 8¢ + 16, Tc + 16, 4c + 11,

8¢+ 19, 8¢+ 20, 2¢ + 2, 11¢ + 25}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+16 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = 3.
SiA(6c+16) =1=6c+16=5c+14+2+c
SiA(6c+16) =2=9c+21=6¢c+16+2c+5+c¢
SiA(6c+16) =3 = 1lc+25=6c+16+4c+9+c
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<) A(13c+22)=3

Como el elemento 13c 4 22 = 8c + 16 + 4c + 6 + ¢ es una solucién monocromética, no puede
pertenecer el elemento 4c + 6 al conjunto As.

El caso c1 seobtienesi A(4c+6) =1 yel caso 2si A(4dc+6) = 2.

cl) A(c+6)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 8c + 13 y ¢+ 7 enlos conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1,2,3,3¢+7,9c+ 19, 12c + 26, 4, 12¢ + 25, 12¢ + 27, 12¢ + 24, 4c + 6}
Az D{c+3, c+4,10c+ 21, 2¢+ 6, 2¢+ 5, 10c + 20, 2¢ + 4, 10c + 22, 2¢ + 7,

10c + 23, 2¢ + 8, 8¢ + 13}
As D {4c+10,4c+9, 8¢+ 18, 5c + 12, 8¢ + 17, 4¢ + 8, 8¢ + 16, Tc + 16, 4c + 11,

8¢+ 19, 8¢+ 20, 13¢ + 22, ¢ + 7}

Segtin coloquemos el elemento 7c+19 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(Tc+19) =1=>12¢+25 = Tc+ 19+ 4c+ 6 + ¢
SiA(Tc+19) =2=10c+23=Tc+19+2c+4+c
SiA(Tc+19)=3=Tc+19="5c+ 124 c+T+c

2) A(4c+6)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c 4+ 10,8¢c + 14 y c+ 6 enlos conjuntos A:, A2 y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2{1,2,3,3c+7,9c+ 19, 12¢ + 26, 4, 12¢ + 25, 12¢ + 27, 12¢ + 24, 7c + 10}
A2 D {c+3,c+4,10c+ 21, 2¢+ 6, 2¢+ 5, 10c + 20, 2¢ + 4, 10c + 22, 2¢ + 7,

10c 4 23, 2¢ + 8, 4¢ + 6, 8¢ + 14}
Az D {4c+10, dc + 9, 8¢ + 18, 5c + 12, 8¢ + 17, 4dc + 8, 8¢ + 16, Te + 16, de + 11,

8c+ 19, 8¢+ 20, 13¢ + 22, ¢ + 6}

Segtn coloquemos el elemento 2c+3 en A;, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion x1 + 22 + ¢ = 3.

SiA(2c+3)=1=3c+7=2c+3+4+c¢
SiA(2c+3)=2=4c+6=2c+3+c+3+c
SiA(2c+3)=1=4c+9=2c+3+c+6+c

Con este tltimo caso hemos demostrado que no podemos colocar el elemento 13c 4+ 22 y se ha
concluido el caso b1.2.1.2)
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CASO1.1.1.2

b2) A@©9c+19)=2

Ay D{1,2,3 3c+7)
Az D {c+3,c+4,9+ 19}
As D {4c+ 10, 4c + 9}

Como el elemento 9c+ 19 = Tc+ 16+ c+ 3+ c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 7c+ 16 al conjunto As.

Se obtendria el caso b2.1 si A(7c+16) =1 yelcaso b2.2 si A(Tc+ 16) = 3.

b2.1) A(7c+16)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 13,11c + 23 y 2c + 6 en los conjuntos A2 y Az que
mantienen la propiedad de ser [libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2{1,2,3,3c+7, Te+ 16}
A2{c+3, c+4, 9c+ 19, 6¢c+ 13}
As D {de+10, de + 9, 11c + 23, 2c + 6}

Segtin coloquemos el elemento 8c+17 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocrométicas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = w3.

SiABc+17)=1=8c+17=T7c+16+1+c
SiABc+17)=2=8c+17=6c+13+c+4+¢c
SiABc+17) =3 = 11c+23=8c+ 17+ 2c+6+¢

b2.2) A(7c+16)=3

Como el elemento 11¢c+22 = 9¢c+19+c+3+c es una solucién monocromaética, no puede pertenecer
al conjunto As.

Tendriamos el caso b2.2.1 si A(1lc+22) =1 yelcaso b2.2.2 si A(1lc+22) = 3.
b2.2.1) A@1lc+22)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 2c +- 6 y 7c 4+ 15 en los conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 3c+7, 11c+ 22}
A D {c+3,c+4,9+19, 2¢+ 6}
Az O {4c+ 10, 4¢+ 9, Tc+ 16, Tc + 15}

Segtn coloquemos el elemento 12¢+25 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(12¢+25) = 1= 12¢+ 25 = 1lc+ 22+ 3+ ¢
SiA(l?c+25):2=>12C+25=9C+19+2C+6+c
SiA(12¢+25)=3=12c+25=4c+ 104+ 7c+ 15+ ¢
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b2.2.2) A@1c+22)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 12¢ + 25, 6¢ + 13, 6¢ + 14 2¢ + 6,2¢ + 5,10¢ + 20,¢ + 5,
2¢+7,7c+15,5c+11,11c+ 24 y 11lc + 23 enlos conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad
de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A; D {1, 2,3, 3¢+7, 12¢ + 25, 6¢ + 13, 6c + 14}
A2 D {c+3,c+4,9+19, 2¢+ 6, 2¢+ 5, 10c+ 20, ¢+ 5, 2¢+ 7}
As D {4c+10, dc + 9, Te + 16, 11c+ 22, Te + 15, 5e + 11, 11c + 24, 11c + 23}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+12 en Ay, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = x3.
SiA(Bec+12)=1=6c+13=5c+12+1+c¢
SiA(Bc+12) =2=5c+12=2c+5+2c+7+c
SiA(bc+12) =3 =11c+23 =5¢c+12+5¢c+ 11 +¢

Con este ultimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 1.1.1.2 b), cuyo esquema es el
siguiente:

A(8c+18) = 2
A(Bc+12) =2
A(Te+16) =1
A(9c+19) =1
(9 +19) A(8c+18) = 3 A(13c+22) =1
A(5c+12) = 3
A(Te+16) = 3 A(13¢ +22) = 2
A(13¢+22) =3
A(4c+9) =3
A(Tc+16) = 1
A(lle+22) =1
A(9c + 19) = 2
(9e +19) A(Tc+16) = 3
A(llc+22) =3

Continuamos con el Caso 1.1.2 con A(3c+7) =3

CASO 1.1.2

A1 D{1,2,3}
Ay D {c+3,c+4}
As D {3c+ 7}

Como el elemento c+5 = 24 34-¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al conjunto

A
Enel Caso 1.1.2.1 se le asigna el color A(c+5) = 2 yenel Caso 1.1.2.2 se le asigna el color
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A(c+5) =3.

CASO1.1.21

A D {1,2 3}
A2 D{c+3,c+4,c+5}
A3 D {3¢+ T}

El elemento 3c +9 = ¢+ 4 4 ¢ + 5 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto As.

Enel Caso1.1.2.1a analizaremos que ocurre si A(3c+9) =1 yenel Caso1.1.2.1bsi A(3c+9) =3

CASO 1.1.2.1
a) A@Bc+9) =1

A1 D {1, 2,3, 3c+9)
A2 D{c+3,c+4, c+5}
A3 D 3¢+ 7}

El elemento 3¢ + 9 = 2c¢ + 8 + 1 + ¢ es una solucién monocromatica, el elemento 2c + 8 no puede
pertenecer al conjunto A;, es decir A(2¢+8) # 1.

Se obtendria el caso al si A(2c+8) =2 yel a2 si A(2¢+8) =3.
al) A(2c+8)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4,5,4c + 11 y 4c + 12 en los conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,3, 3c+9,4,5)
A2 D{c+3,c+4,c+5,2c+8}
As D {3¢+7, de+ 11, e + 12}

Como el elemento 8c+18 = 3c+7+4c+11+c¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer

al conjunto As.
Enel caso al.l seestudiasi A(8c+18) =1 yenel caso al.2 si A(8¢+ 18) = 2.

all) A@Bc+18)=1

Introducimos a la fuerza el elemento 9c + 23 en el conjunto A> que mantienen la propiedad de ser
libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3, 3¢+9, 4,5, 8+ 18}

Az D{c+3,c+4,c+5,2c+8, 9c+ 23}

As D {3c+7, dc+ 11, dc + 12}

Como el elemento 9c+23 = 6¢+15+2c+8+c es una solucién monocromaética, no puede pertenecer

el elemento 6¢ + 15 al conjunto As.
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Tendriamos el caso al.1.1 si A(6c+ 15) =1 yelcaso al.l.2 si A(6¢c+ 15) = 3.

al.l.l) A@6ec+15)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+26,2c+7,7c+ 19y 12c+ 31 enlos conjuntos A; , A>
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3,3¢+9, 4,5, 8+ 18, 6¢c + 15, 11c + 26}
A2 D {c+3,c+4,¢c+5,2c+8,9c+ 23, 2¢+ 7}
As D {3c+7, dc+ 11, de + 12, Te + 19, 12¢ + 31}

Segtn coloquemos el elemento 7c+20 en Ay, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + 2 + ¢ = x3.

SiA(Tc+20)=1=Tc+20=6c+15+54¢
SiA(Tc+20)=2=9c+23=Tc+20+c+3+c
SiA(Tc+20) =3=12c+31 =Tc+20+4c+ 11 +¢

al.l.2) A(6c+15)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+27,7c¢+20,8c+24,10c+22,12¢+30,12¢c+31 y 7c+18
en los conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2{1,2,3,3¢c+9, 4,5, 8+ 18, 11c + 27, 7c + 20}
A2 D {c+3,c+4,c+5,2c+ 8, 9c+ 23, 8¢ + 24, 10c + 22, 12¢ + 30}
As D {3¢+ 17, 4c+ 11, 4¢+ 12, 6¢ + 15, 12¢ + 31, Tc + 18}

Segtn coloquemos el elemento 2¢+7 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(2c+7)=1=3c+9=2c+7+2+c¢
SiA(2c+7)=2=12¢+30=9c+23+2c+T+c¢c
SiA(2c+7)=3=T7c+18=2c+T+4c+11+¢c

al.2) ABc+18)=2
Como el elemento 8c+ 18 = 6¢+ 144 c+4 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer

el elemento 6¢ + 14 al conjunto As.
En el caso al.2.1 se le asigna el color A(6¢c+ 14) =1 yenel caso al.2.2 si A(6c+14) =3 .

al.2.1) A@6c+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 10c+ 22, 7c+ 15,5¢+10,10c+23 y 3c+ 8 en los conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3,3¢+09, 4,5, 6c+ 14, 10c + 22}
A D {c+3,c+4,¢c+5,2c+8, 8+ 18, 7c+ 15}
A3z D {3c+ 7, 4c+ 11, 4c + 12, 5¢ + 10, 10c + 23, 3c + 8}

Segtin coloquemos el elemento 9c+18 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas

ala ecuacion 1 + z2 + ¢ = T3.
SiA9c+18) =1 = 10c+22 =9c+ 18 + 4+ ¢
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SiA9c+18)=2=9c+18=T7c+15+c+3+c
SiA9c+18) =3=9c+ 18 =5c+10+3c+8+c¢

al.2.2) A(6c+14)=3

Introducimos a la fuerza el elemento 11c + 26 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2, 3, 3c+9,4,5, 11c + 26}
A D {c+3,¢c+4,c+5,2c+8, 8+ 18}
As D {3¢+ 7, 4c+ 11, 4c+ 12, 6¢ + 14}

Segtin coloquemos el elemento 10c+21 en Ay, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(10c+21) =1= 11c+26=10c+21 +5+¢
SiA(10c+21)=2=10c+21=c+3+4+8c+18+¢
SiA(10c+21) =3 =10c+21 =3¢+ 7+ 6¢c+ 14+ ¢

a2) A(2¢+8)=3

A1 D{1,2,3,3c+9}

A2 D{c+3,c+4,c+5}

A3 D {3c+7, dc+ 11, 4c + 12, 2c + 8}

Como el elemento 6¢+ 15 = 3¢+ 7+2c+8+c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Enelcaso a2.1 seasignael color A(6¢+15) =1 yenel caso a2.2 seasigna el color A(6c+15) = 2.

a2.1) A(6c+15) =1

Como el elemento 6¢ + 15 = 5¢ + 14 4+ 1 + ¢ es una solucion monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 5c¢ + 14 al conjunto A;.

Tendriamos el caso a2.1.1 si A(5c+ 14) =2 yelcaso a2.1.2 si A(5¢c+ 14) = 3.

a2.1.1) AGBe+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+10,10c+25,7c+17 y 4c+ 11 enlos conjuntos A, As
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D={1,2,3,3c+9, 6¢c+ 15, 3c+ 10}
Az D{c+3,c+4, c+5, 5c+ 14, 10c + 25}
A3 D {3c+7, 2 +8, Te+ 17, 4c + 11}

Segtin coloquemos el elemento 7c+19 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacién z; + z2 + ¢ = z3.

SiA(Tc+19)=1=17c+19=6c+15+4+c
SiA(Tc+19)=2=T7c+19=c+5+5c+14+¢c
SiA(Tc+19)=3=T7c+19=2c+8+4c+11+¢
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a2.1.2) A(5c+14)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 2c + 6,10c + 24 y 4c + 10 en los conjuntos A> y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,3, 3¢c+9, 6c+ 15}
Az D{c+3,c+4, c+5,2c+ 6, 10c + 24}
A3 D {3c+7, 2+ 8, be+ 14, e + 10}

Segtin coloquemos el elemento 7c+18 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacién z1 + z2 + ¢ = z3.

SiA(Tc+18) = 1= Tc+18 = 6c+ 15+ 3 + ¢
SiA(Tc+18) =2=> 10c+24 =Tc+ 18+ 2c+6+ ¢
SiA(Tc+18) =3=Tc+18=2c+8+4c+10+¢

a2.2) A(6c+15) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c + 19,9¢c+ 22 ,4c+ 12 y 4c+ 10 enlos conjuntos Ay, Az
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 3c+9, 8+ 19}
Az D{c+3,c+4, c+5, 6¢c+ 15, 9c + 22}
As D {3c+7, 2¢+8, 4c+ 12, 4¢ + 10}

Segtin coloquemos el elemento 7c+18 en A;, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + 2 + ¢ = 3.

SiA(Tc+18)=1=8c+19=T7c+18+1+¢
SiA(Tc+18)=2=9c+22=Tc+18+c+4+c
SiA(Tc+18)=1=T7c+18=2c+8+4c+10+¢c

Con este tltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 1.1.2.1 a), cuyo esquema es el
siguiente:

A(6e+15) =1
A(sc+18) =14 2(6e+15)
A(6c+15) = 3
A(2c+8)=2
A(sct18) =24 M1 =1
A(6e+14) = 3
A(3c+9)=1
Alets) =2 A(5c+14) = 2
A(6c+15) =1 {A(5c+ 14) .
A(2c+8) =3 (5e+14) =
A(6e+15) = 2
A@Bc+9) =3

Continuamos con el Caso 1.1.2.1 con A(3c+9) =3

98



CASO1.1.21
b) A@Bc+9) =3

Ay :_){15 27 3}
A2 D {c+3,c+4, c+5}
As D {3c¢+7, 3c+9}

El elemento 7c+ 16 = 3¢+ 7 + 3¢+ 9 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto As.

En el caso b1l se estudiasi A(7c+16) =1 yenelcaso b2si A(Tc+16) =2 .
bl) A(7c+16)=1

El elemento 7c+ 16 = 6¢+ 1442+ ¢ es una solucién monocromatica, el elemento 6¢+ 14 no puede
pertenecer al conjunto A1, es decir A(6¢c+14) # 1.

Se obtiene el caso b1.1 si A(6¢c+ 14) =2 y el caso b1.2 si A(6¢c+ 14) = 3.
b1.1) A(6c+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c+10,4c+9,2c+5,12¢+26,9¢+19,8¢c+17,5¢+12 y 3¢+8
en los conjuntos A; , A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, Te+16, 4c + 10, 4c + 9, 2c + 5}
Az D{c+3,c+4,c+5, 6¢c+ 14, 12¢ + 26, 9c + 19}
As D {3¢+7,3c+9, 8+ 17, 5c+ 12, 3¢ + 8}

Segtin coloquemos el elemento 7c+15 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(Te+15)=1=T7c+15=4c+10+2c+5+c¢
SiA(Tc+15)=2=9c+19=Tc+15+c+4+c
SiA(Tc+15) =3=Tc+15=3c+7+3c+8+c

b1.2) A(6c+14)=3
Como el elemento 8c + 18 = 7c+ 16 + 2 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer

el elemento 8c + 18 al conjunto A;.
Se obtendria el caso b1.2.1 si A(8c+ 18) =2 yelcaso bl.2.2si A(8c+ 18) = 3.

b1.2.1) A@Bc+18)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 10c + 21,4c+9,2c+5,2¢+ 7 ,11c+ 23 y 5¢c+ 12 enlos
conjuntos A: , A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, Tc+ 16, 10c + 21, 4c + 9}
A2 D{c+3,c+4,c+5,8+18,2c+5, 2c+ T}
A3 D {3c+7,3c+9, 6c+ 14, 11c+ 23, 5¢ + 12}

Segtin coloquemos el elemento 5c+11 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + 22 + ¢ = x3.
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SiAGBe+11)=1=5c+11=4c+9+2+c
SiA(Bec+11) =2=8c+18=5c+11+2c+T7+c
SiA(bc+11) =3=11c+23=5¢c+11+5¢c+ 12 +¢

b1.2.2) A@Bc+18)=3

Como el elemento 8c+18 = 4c+11+3c+7+c es una solucién monocromaética, no puede pertenecer
el elemento 4c¢ + 11 al conjunto As.

El caso b1.2.2.1 se obtiene si se asigna el color A(4c+11) =1 yelcaso b1.2.2.2 si A(4dc+11) = 2.
b1.2.2.1) A@4c+11)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 9 ,2¢c + 5,12¢ + 25,5c+ 12 ,3¢+8 y 9c+ 20 enlos
conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1, 2,3, 7c+ 16, 4c + 11, 4c + 9}
Az D{c+3,c+4,c+5,2c+5, 12¢+ 25, be+ 12}
A3 D {3c+7,3c+9, 6¢c+ 14, 8¢+ 18, 3¢+ 8, 9¢c + 20}

Segtin coloquemos el elemento 2c+7 en A;, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + 22 + ¢ = 3.

SiA2c+7)=1=T7c+16=2c+7+4c+9+c¢
SiA(2c+7)=2=5c+12=2c+T7+2c+5+c
SiA(2c+7)=3=6c+14=2c+T7+3c+T+c

b1.2.2.2) A(c+11)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c¢+7,12¢+27, 2c+6, 10c+23,4c+9,4¢c+10,9¢+20 y 3c+8
en los conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,3, Te+16, 2c+7, 12¢ + 27, 2¢ + 6}
A2 D {c+3,c+4,c+5,4c+ 11, 10c+ 23, 4c+ 9, 4¢c + 10}
As D {3¢+7,3c+9, 6c+ 14, 8¢+ 18, 9¢ + 20, 3¢ + 8}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+13 en Ay, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacién x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(5e+13)=1=5c+13=2c+7+2c+6+c
SiA(Bec+13) =2=10c+23=5c+ 13 +4c+10+¢
SiA(Bec+13) =3=9c+20=5c+13+3c+T7+c

b2) A(Tc+16)=2
A1 O {1, 2,3}
A D{c+3,c+4,c+5, Tc+ 16}
As D {3¢c+ 7, 3c+ 9}
El elemento 7c + 16 = 5¢ + 12 4 ¢ 4+ 4 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento

5¢ + 12 no puede pertenecer al conjunto As, es decir A(5c+12) # 2.
Se obtendria el caso b2.1 si A(5¢+ 12) =1 yelcaso b2.2 si A(5c+ 12) = 3.

100



b2.1) AGe+12)=1

Como el elemento 5c + 12 = 4¢ + 10 4 2 + ¢ es una solucion monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 4c + 10 al conjunto A;.

En el caso b2.1.1se asigna el color A(4c+ 10) =2 yenel caso b2.1.2si A(4c+ 10) = 3.
b2.1.1) A(c+10)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c + 7 y 6¢ 4 14 en los conjuntos A; y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 5c+12, 2¢+ 7}
Az D{c+3,c+4, c+5, Tc+ 16, 4c + 10}
A3 D {3¢+7,3c+9, 6c+ 14}

Segtin coloquemos el elemento 2c+5 en A1, Az 0 As se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(2c+5)=1=5c+12=2c+5+2c+T7+c
SiA(2c+5)=2=4c+10=2c+5+c+5+c
SiA(2c+5)=3=6c+14=2c+5+3c+9+c¢

b2.1.2) A@c+10)=3

Como el elemento 8c+17 = 3¢+ 7+4c+10+c es una solucién monocromaética, no puede pertenecer
el elemento 8c + 17 al conjunto As.

Tendriamos el caso b2.1.2.1 si se asigna el color A(8¢+17) =1 yelcaso b2.1.2.2si A(8c+17) = 2.

b2.1.2.1) A@Bc+17)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 5c + 11,4c + 9,9¢ + 20,9¢ + 19y 2c + 5 en los conjuntos
A1, Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D241, 2,3, 5¢+ 12, 8¢+ 17, 5c+ 11}
A D {c+3,c+4,c+5, Tc+ 16, 4c + 9}
A3 D {3c+7,3c+9, 4c+ 10, 9¢ + 20, 9c + 19, 2¢ + 5}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+14 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = z3.

SiA(6c+14) =1=6c+14=5c+12+2+c¢
SiA(6c+14)=2=6c+14d=c+5+4c+9+c
SiA(6c+14) =3=9c+19=6c+ 14+ 2c+5+¢

b2.1.2.2) ABc+17)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 10c + 21,2c + 7,11c + 24,2c + 5y 6¢ + 14 en los conjuntos
A1 Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 5c+12, 10 + 21, 2c + 7}
A2 D {c+3,c+4,c+5, 7c+ 16, 8c+ 17, 11c+ 24, 2¢ + 5}
As D {3¢+7,3c+9, 4c+ 10, 6¢ + 14}
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Segtn coloquemos el elemento 8c+19 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiABc+19)=1=8c+19=5c+124+2c+T7+c¢c
SiABc+19)=2=11c+24=8c+19+2c+5+c¢
SiA(8c+19) =3= 8c+19=3c+9+4c+10+c

b2.2) A(c+12)=3

A1 D {1, 2,3}
Az D{c+3,c+4,c+5, Tc+ 16}
A3 D {3¢+7,3c+9, 5¢c+ 12}

Introducimos en el conjunto A; los elementos 9¢ + 19 y 9c + 21 libres de suma estricta.

Como el elemento 10c + 22 = 9¢+ 21 + 1 + ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer
al conjunto A;.

Se obtiene el caso b2.2.1 si se asigna el color A(10c + 22) = 2 y el caso b2.2.2 si se asigna el color
A(10¢ 4 22) = 3.

b2.2.1) A@o0c+22)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 9c¢ + 19,9¢ + 21,12¢ + 25 y 8c + 18 enlos conjuntos A; y
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1,2, 3, 9c+19, 9¢c+ 21, 12¢ + 25}
A2 D {c+3,c+4,c+5, Tc+ 16, 10c + 22}
Az D {3c+7,3c+9, 5¢c+ 12, 8¢+ 18}

Segtn coloquemos el elemento 2¢+6 en A1, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(2c+6)=1=12c+25=2c+6+9c+19+¢
SiA(2c+6)=2=10c+22=2c+6+T7c+ 16+ ¢
SiA(2c+6)=3=8c+18=2c+6+5c+12+¢

b2.2.2) A@10c+22)=3

Como el elemento 10c + 22 = 4c 4 10 + 5¢ + 12 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede
pertenecer el elemento 4c + 10 al conjunto As.

Obtendriamos el caso b2.2.2.1 si se asigna el color A(4c+ 10) =1 y el caso b2.2.2.2 si se asigna el
color A(4c+ 10) = 2.

b2.2.2.1) A(4c+10)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 15,2c + 5,4c + 11,5¢ 4+ 11y 2c + 6 en los conjuntos
A1, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 9¢+19, 9¢ + 21, 4¢ + 10, 6¢ + 15, 2¢ + 5}
Az D{c+3,c+4,c+5, Tc+ 16, 4c+ 11}
A3 D {3c+7,3c+9, 5c+ 12, 10c + 22, 5¢ + 11, 2¢ + 6}
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Segtin coloquemos el elemento 9¢+20 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion x; + z2 + ¢ = 3.

SiA(9c+20)=1=9c+20=6c+15+2c+5+c
SiA9c+20)=2=9c+20=Tc+16+c+4+c
SiA(9c+20) =3=9c+20=9c+20=3c+9+5c+11+c

b2.2.2.2) A(4c+10)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 9¢+19,9¢c+21,6¢+15,2¢c+7,8¢c+18,7¢+ 17, 2¢+6,5¢c+13
y 10c + 23 en los conjuntos A; ,A> y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 241, 2,3,9¢+419, 9c + 21, 6¢ + 15, 2¢+ 7}
A D {c+3,c+4,¢c+5, 7Tc+ 16, 4c+ 10, 8¢ + 18, Tc + 17}
As D {3¢+7,3c+9, bc+ 12, 10c + 22, 2¢ + 6, 5¢ + 13, 10c + 23}

Segtin coloquemos el elemento 9c+22 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = z3.

SiA9c+22)=1=9c+22=6c+15+2c+T+c
SiA0Oc+22)=2=9c+22=Tc+17T+c+5+c
SiA9c+22)=3=9c+22=3c+9+5c+13+¢

Con este ultimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 1.1.2.1 b), cuyo esquema es el
siguiente:

A(6e+14) = 2
A(8c+18) =2
A(Tc+16) =1
A(6 14) =3 A4 11) =1
(6e+14) A(sc+18) = 3 St 1D
A(de+11) =2
A(4c+10) =2
A(3c+9) =3
A(5 12) =1 =
(5c+ 12) A(de +10) = 3 A(Bc+17) =1
A(8c+17) =2
A(7 16) = 2
(Te+16) A(10c 4 22) = 2
A(5 12) =3 =
(5¢+12) A(10c+922) = 3 A(4c+10) =1
A(4c+10) =2

Continuamos con el Caso 1.1.2.2 con A(c+5) =2
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CASO 1.1.2.2

A1 O {1, 2,3}
Az D {c+3, c+4}
As D {3¢+ 7, c+ 5}

El elemento 5¢ + 12 = 3¢+ 7 + ¢+ 5 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento 5¢ + 12 al conjunto As.

Se obtendria el caso Caso 1.1.2.2 a si A(5¢+ 12) = 1y el caso Caso 1.1.2.2 b si A(5c+ 12) = 2.
CASO 1.1.2.2
a) AGBe+12)=1

A1 D{1,2, 3, 5c+12}
Ay D {c+3, c+4}
A3z D {3c+ 7, c+ 5}

El elemento 5¢+ 12 = 4¢+ 10+ 2+ ¢ es una solucién monocromatica, el elemento 4c+ 10 no puede
pertenecer al conjunto A1, es decir A(4c+10) # 1.

Se obtendria el caso al si se le asigna el color A(4c + 10) =2 y el caso a2 si A(4e+ 10) = 3.

al) A@c+10)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+7,4c+9,3c+9,6c+ 14y 2c+5 enlos conjuntos A, A2
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 5c+12, 2¢+ 7}
Az D{c+3,c+4,4c+10, 4c+ 9, 3c+ 9}
A3 D {3c+7,c+5, 6¢c+ 14, 2¢ + 5}

Segtn coloquemos el elemento 8c+19 en A;, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion x1 + 22 + ¢ = 3.
SiABc+19)=1=8c+19=5c+12+2c+7+c
SiABc+19)=2=8c+19=4c+10+3c+9+c
SiABc+19)=3=8c+19=6c+14+c+5+c

a2) A(4c+10)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 8c 4 18,6¢ 4 15,2c + 6 y 4c + 11 enlos conjuntos A; , A2
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, e+ 12, 8c + 18}
Az D {c+3, c+4, 6¢c+ 15, 2c+ 6}
A3 D {3c+7, ¢+ 5, 4c+ 10, de + 11}

Segtn coloquemos el elemento 9c+21 en A;, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + 22 + ¢ = 3.
SiA(9c+21)=1=9c+21=8c+18+3+c
SiA9c+21)=2=9c+21=6c+15+2c+6+c
SiA9c+21)=3=9c+21=4c+10+4c+11+c
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CASO 1.1.2.2
b) AGc+12)=2

Ax 2{17 27 3}
Az D{c+3, c+4, 5c+12}
A3 D {3¢c+7,c+5}

El elemento 5c¢+12 = 3¢+ 9+ c+ 3+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 3c+9
no puede pertenecer al conjunto Az, es decir A(3c+9) # 2.

Se obtendria el caso bl si A(3c+9) =1 yelcaso b2si A(3c+9) = 3.

bl) A@Bc+9) =1

El elemento 3¢+ 9 = 2¢+ 7+ 2+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 2c+ 7 no
puede pertenecer al conjunto A;, es decir A(2¢+7) #1.

Se obtendria el caso b1.1 si A(2¢+7) =2 yelcaso bl.2 si A(2¢+7) =3.
b1l.1l) A@c+7)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c + 18,2c 4+ 5,2c + 6 ,4c+ 11,7c + 15 y 7c+ 16 enlos
conjuntos A; ,A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3, 3c+9, 8+ 18, 2c+ 5}
A2 D {c+3,¢c+4,5c+12,2¢+ 7, 2c+ 6}
As D {3¢+7,c+5,4c+ 11, Tc+ 15, 7c + 16}

Segtin coloquemos el elemento 3c+8 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacion x1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(Bc+8)=1=3c+8=2c+5+3+c¢
SiA(Bc+8)=2=5c+12=3c+8+c+4+c
SiA(Bc+8)=3=T7c+15=3c+8+3c+T7+c

b1.2) A@c+7) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 15 ,4c+ 12,2c¢+ 8 y 10c+ 24 enlos conjuntos A; , A2
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2, 3, 3c+09, 6c+ 15}
As D {c+3,c+4,5c+12, 4c+ 12}
A3 D {3c+7,¢c+5,2c+ 7, 2c+ 8, 10c + 24}

Segtn coloquemos el elemento 7c+16 en Ay, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(Tc+16)=1=Tc+16=6¢c+15+1+c
SiA(Tc+16) =2=Tc+16=c+4+5c+12+c
SiA(Te+16) =3=10c+24=Tc+ 16+ 2c+8+¢
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b2) A@Bc+9) =3

Al 2{17 27 3}
Az D {c+3, c+4, 5c+12}
As D {3¢+ 17, c+5,3c+9}

Se introduce a la fuerza el elemento 7c+ 16 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

El elemento 7c+ 16 = 6¢+ 14 4 2+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 6¢+ 14
no puede pertenecer al conjunto A1, es decir A(6c+14) # 1.

Se obtendria el caso b2.1 si A(6¢c+ 14) =2 yel b2.2 si A(6c+ 14) = 3.
b2.1) A(6c+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 16,12c¢+ 26 y 8c+ 17 enlos conjuntos A; y As que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1,2,3, Te + 16, 12¢ + 26}
A2 D {c+3,c+4, 5c+12, 6¢c+ 14}
As D {3¢c+T7,¢+5,3¢c+9, 8+ 17}

Segtn coloquemos el elemento 4c+10 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3.

SiA(4c+10) =1=12c+26 =4c+ 10+ 7c+ 16 + ¢
SiA(dc+10) =2 =6c+14=4c+10+c+4+c
SiA(4c+10) =3 = 8c+ 17 =4c+ 10+ 3c+ 7+ ¢

b2.2) A(6c+14)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c +16,10c+23 y 8c+ 19 enlos conjuntos A1 y A2 que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3, 7c+ 16, 10c + 23}
Ay D {c+3,c+4,5c+12,8c+ 19}
A3 D {3c+7,¢c+5,3c+9, 6¢c+ 14}

Segtin coloquemos el elemento 2¢+7 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3.

SiA(2c+7)=1=10c+23=2c+T7+T7c+16+c
SiA(2c+7)=2=8c+19=2c+T7+5c+12+¢
SiA(2c+7)=3=06c+14=2c+74+3c+7+c¢c

Con este dltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 1.1.2.2, cuyo esquema es el
siguiente:
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A(4c+10) =2
A(e+12) =1
A(dc+10) = 3
A(2c+T7)=2
ABc+9)=1
Alc+5)=3 A2c+7)=3
A(5 12) =2
(5o +12) A(6e+14) =2
A(3c+9)=3
A(6e+14) = 3

Continuamos con el Caso 1.2 con A(c+4) =3.

CASO 1.2

A1 241, 2, 3}
Az D {c+ 3}
A32{C+4}

Como el elemento c+5 = 2+3+c¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento

¢+ 5 al conjunto A;.
Enel Caso1.2.1 analizamos que ocurresi A(c+5) =2 yenel Caso1.2.2 si A(c+5) =3.

CASO1.21

Ay :_){15 27 3}
Az D{c+3, c+5}
A32{C—|—4}

CASO 1.2.2

Al 2 {15 27 3}
Ao B {C+3}
As D {c+4, c+5}

Desarrollaremos estos casos hasta conseguir soluciones monocromaticas a la ecuacién
x1 + 22 +c=x3,

Enel Caso1.2.1
Como el elemento 3c+ 8 = ¢+ 3 4 ¢ + 5 4 ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Enel Caso1.2.1.1 seanalizasi A(3c+8) =1 yenel Caso1.2.1.2si A(3c+8) = 3.
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CASO1.21.1

A1 D{1,2,3 3c+8}
Ay D {c+3,c+5}
A32{C+4}

El elemento 4c+ 11 = 3¢+ 8 + 3 4 ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede pertenecer
al conjunto A;.

Enel Caso1.2.1.1a seestudiasi A(4dc+11) =2 yenel Caso1.2.1.1bsi A(4dc+11)=3.

CASO1.2.1.1
a) A(dc+11)=2

Ay D {1, 2,3, 3c+8)
Az D{c+3,c+5, 4c+ 11}
A32{C+4}

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 10,4c+9,2c+6,2c+5 y 2c+ 7 enlos conjuntos Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 3c+8)}
Az D {c+3, c+5, 4c+ 11, 4c + 10, 4c + 9}
As D {c+4,2c+6,2c+5,2c+ 7}

El elemento 6¢+14 = c¢+5+4c+9+c¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede pertenecer
al conjunto As, es decir A(6¢c+ 14) # 2.

Se obtendria el caso al si A(6c+ 14) =1 yelcaso a2 si A(6¢c+ 14) = 3.
al) A(6c+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 5c+12 y 10c+22 enlos conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2 {1,2,3,3c+8, 6¢c+ 14}
A2 D {c+3,c+5, 4c+ 11, 4c + 10, 4¢ + 9, 5¢c + 12}
A3 D {c+4,2¢+6, 2c+5, 2¢+ 7, 10¢ + 22}

Segtin coloquemos el elemento 7c+15 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(Tc+15)=1=Tc+15=6c+14+1+¢
SiA(Tc+15)=2=Tc+15=c+3+5c+12+c
SiA(Te+15)=3=10c+22=T7c+ 154+ 2c+T+c¢

a2) A(6c+14)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 9c¢+20,3c+7,5c¢+ 12 y 10c+22 enlos conjuntos A; , As
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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A1 O {1,2,3,3c+8,9¢c+20, 3¢+ 7}
A2 D {c+3,c+5, 4c+ 11, 4¢+ 10, 4c + 9, 5¢c + 12}
As D {c+4, 2¢+6,2c+5,2c+ 7, 6¢c+ 14, 10c + 22}

Segtin coloquemos el elemento 7c+15 en Ay, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = w3.

SiA(Tc+15)=1=T7c+15=3c+8+3c+7+c
SiA(Te+15)=2=T7c+15=c+3+5c+12+¢
SiA(Tc+15) =3=10c+22=Tc+ 15+ 2c+T7+c¢

CASO1.2.1.1

b) AMc+11)=3

A1 D{1,2 3 3¢+8)
Az D{c+3, c+5}
As D {c+4, 4c+ 11}

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+ 7,2c+ 6,2c+ 5 ,4c+ 10 y 4c + 9 en los conjuntos Az
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3 3c+8)
A2 D{c+3,c+5,2¢+7,2c+6, 2¢c+ 5}
As D {c+4, 4c+ 11, 4¢ + 10, 4c + 9}

El elemento 6¢ + 14 = ¢+ 4 + 4c + 10 4 ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede
pertenecer al conjunto As, es decir A(6¢c+ 14) # 3.

Se obtendria el caso bl si A(6c+ 14) =1 yelcaso b2 si A(6c+ 14) = 2.
bl) A@Gc+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 10c+22 y 5c+ 11 en los conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2, 3, 3c+8, 6c+ 14}
A2 D{c+3,¢c+5,2c+7,2c+6, 2c+ 5, 10c + 22}
As D {c+4, 4c+ 11, 4¢+ 10, 4¢ + 9, 5¢ + 11}

Segtin coloquemos el elemento 7c+15 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + 22 + ¢ = 3.

SiA(Tc+15)=1=T7c+15=6c+14+1+¢
SiA(Tc+15)=2=10c+22="Tc+ 15+ 2c+T+c
SiA(Tc+15)=3=Tc+15=c+4+5c+11+c

b2) A(6c+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 9¢ + 21,3c+9,10c + 23,8c + 19 y 5¢ + 13 en los conjuntos
A1 ,As y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3 3c+8, 9+ 21, 3¢+ 9}
A2 D {c+3,¢c+5,2c+ 7, 2c+ 6, 2¢+ 5, 6¢ + 14, 10c + 23}
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As D {c+4, dc+ 11, 4c + 10, 4c + 9, 8¢ + 19, 5c + 13}

Segtin coloquemos el elemento 7c+17 en A;, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon x1 + x2 + ¢ = xs.

SiA(Te+17)=1=T7c+17=3c+8+3c+9+¢c
SiA(Te+17) =2=10c+23=Tc+17+2c+6+c
SiA(Tc+17)=3=Tc+1T=c+4+5c+13+c

Con este resultado hemos concluido la demostracién del Caso 1.2.1.1, cuyo esquema es el siguiente:

A(6c+14) =1
A(dc+11) =2
A(6c+14) = 3
A(3 8) =1
(Bc+8) A(Ge+14) = 1
Alc+5)=2
Aletd)=3 A(dc+11)=3
Ty A(6c + 14) = 2
A(3c+8)=3
Alc+5)=3

Continuamos con el Caso 1.2.1.2 con A(3c+8) =3

CASO 1.2.1.2

Ay 2{17 27 3}
A2 D {c+3, c+5}
As D {c+4, 3c+8}

El elemento 5c + 12 = ¢+ 4 + 3¢ + 8 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento 5c¢ + 12 al conjunto As.

En el Caso 1.2.1.2 a analizaremos que ocurre si A(5¢+12) =1 yenel Caso1.2.1.2 b analizaremos
que ocurre si A(5¢ + 12) = 2.

CASO1.2.1.2

a) AGBc+12)=1

Ay D {1, 2,3, 5c+ 12}
Az D {c+3, c+5}
As D {c+4, 3c+ 8}

El elemento 5¢+ 12 = 4c+ 1042+ ¢ es una solucién monocromética, por tanto el elemento 4c+ 10

no puede pertenecer al conjunto A;, es decir A(4c+10) # 1.
Se obtendria el caso al si A(4c+ 10) =2 y el caso a2 si A(4c+ 10) = 3.
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al) A@c+10)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 2¢ + 7 ,6c + 15 y 2c + 5 en los conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 5c+12, 2¢+ 7}
A2 D {c+3, c+5, 4c+ 10}
As D {c+4, 3c+38, 6c+ 15, 2c+ 5}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+13 en Ay, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocrométicas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3.

SiA(6c+13)=1=6c+13=5c+12+1+c¢
SiA(6c+13)=2=6c+13=c+3+4c+10+¢
SiA(6c+13) =3 =6c+13=3c+8+2c+5+c

a2) A(4c+10)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 8c 4 17 ,6¢ + 14,2c + 5 y 4c+ 9 enlos conjuntos A; , Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 5e+12, 8¢+ 17}
Az D{c+3,c+5, 6c+ 14, 2c+ 5}
As D {c+4, 3c+8, 4c + 10, 4¢c + 9}

Segtn coloquemos el elemento 9¢+19 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiAO9c+19)=1=9c+19=8c+17+2+c
SiA9c+19)=2=9c+19=6c+ 14+ 2c+5+c¢
SiA9c+19)=3=9c+19=4c+10+4c+9+c

CASO1.2.1.2
b) AGc+12)=2

Ar ) {17 27 3}

Az D {c+3, c+5, bc+ 12}

As D {c+4, 3c+8}

El elemento 7c + 15 = ¢+ 3 + 5¢ + 12 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede
pertenecer al conjunto Az, es decir A(7c+ 15) # 2.

Se obtendria el caso bl si A(7c+15) =1 yelcaso b2 si A(7Tc+ 15) = 3.

bl) A(Tc+15)=1

Como el elemento 7c + 15 = 6¢ + 14 + 1 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer
el elemento 6¢ + 14 al conjunto A;.

Se tiene el caso bl.1si A(6¢c+ 14) =2 yelcaso b1l.2 si A(6c+ 14) = 3.

b1.1) A(6c+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c 4+ 9,12¢ + 24,6¢ + 13,8c + 17 y 3¢+ 7 en los conjuntos
A1 ,As y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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A1 D {1, 2,3, 7c+ 15, 4c + 9}
A2 D {c+3,c+5, 5c+ 12, 6¢+ 14, 12¢ + 24, 6¢ + 13}
As D {c+4,3c+8,8c+17,3c+ 7}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+11 en Ay, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas

ala ecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.
SiA(Be+11)=1=5c+11=4c+9+2+c¢c
SiA(Gc+11)=2=12c+24=5c+ 11+ 6c+ 13+ ¢
SiA(Bc+11)=3=5c+1l=c+4+3c+T7+c¢

b1.2) A(6c+14)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 2c 4 6,8c + 18 y 10c+ 21 enlos conjuntos A; , Az y A3
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2 {1, 2,3, Tc+ 15, 2¢ + 6}
A2 D {c+3,c+5, 5c+ 12, 8¢+ 18}
As D {c+4, 3c+38, 6c+ 14, 10c + 21}

Segtin coloquemos el elemento 3c+7 en A1, A2 0 Az se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas

ala ecuacién z1 + 2 + ¢ = x3.
SIAGBc+T7)=1=3c+T7=2+6+1+c
SiABc+T7)=2=5c+12=3c+T7+c+5+c¢
SiABc+7)=3=10c+21=3c+7+6c+14+¢c

b2) A(7c+15)=3

El elemento 3c + 7 se introduce a la fuerza en el conjunto A; que mantiene la propiedad de de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 4c + 10 = 3¢+ 7+ 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto A;.

Se obtendria el caso b2.1 si A(4c+ 10) =2 yelcaso b2.2 si A(4c+ 10) = 3.

b2.1) A(4c+10)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 7,6¢ + 13,10c + 20,4c + 9 y 2c¢+ 5 en los conjuntos
Ay ,As y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,3, 3c+7, 6c+ 13}
Az D {c+3, c+5, be+ 12, 4¢ + 10, 10c + 20, 4¢ + 9}
As D {c+4,3c+38, Tc+ 15, 2¢+ 5}

Segtin coloquemos el elemento 5¢+11 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas

ala ecuacion 1 + x2 4+ ¢ = x3.
SiA(bc+11)=1=6c+13=5c+11+2+c¢
SiA(bc+11) =2=10c+20=5c+114+4c+9+¢
SiA(c+11)=3=Tc+15=5c+1l+c+4+c
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b2.2) A(4c+10)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3¢+ 7,8c+18,2c+6 y 12c+ 25 enlos conjuntos A; y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2, 3, 3c+7, 8+ 18}
Az D{c+3,c+5, 5c+12, 2¢+ 6, 12¢ + 25}
As D {c+4,3c+38, Tc+ 15, 4c+ 10}

Segtin coloquemos el elemento 9c+19 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacién z1 + z2 + ¢ = z3.

SIA9c+19)=1=9c+19=8c+ 18+ 1 + ¢
SiA(9c+19) =2 = 12¢+25 = 9c+ 19+ 2c + 6 + ¢
SiA(9c+19)=3=9c+19=c+4+T7c+15+¢c

Con este resultado hemos concluido la demostracién del Caso 1.2.1.2, cuyo esquema es el siguiente:

A(dc+10) =2
A(5c+12) =1
A(dc+10) = 3
A(6c+ 14) = 2
A(Te+15) =1
A(3c+8) =3 A(6e+14) = 3
A(bc+12) =2
(5e+12) Adc +10) = 2
A(Tc+15) =3
A(dc+10) =3

Continuamos con el Caso 1.2.2 con A(c+5) = 3.

CASO 1.2.2

Al 2{17 2, 3}
Az D {c+ 3}
As D {c+4, c+5}

Como el elemento 3¢+ 9 = ¢+ 4+ ¢+ 5 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Enel Caso1.2.2.1 analizaremos que ocurresi A(3c+9) =1 yenel Caso1.2.22si A(3c+9) =2.
CASO1.2.21

A1 D{1,2,3,3c+9}

A2 2 {C + 3}

As D {c+4, c+5}
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El elemento 4c+10 = 3c+9+1+c es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al conjunto
Aj.
En el caso Caso 1.2.2.1 a se estudia si A(4c+ 10) =2 yenel Caso 1.2.2.1bsi A(4dc+ 10) = 3.

CASO 1.2.2.1
a) A(4c+10)=2

A; D {1, 2,3, 3¢c+9)
Az D {c+3, 4c+ 10}
As D {c+4, c+5}

Se introducen a la fuerza los elementos 4c+ 11,4c+12,2c+ 7 y 2c+ 8 enlos conjuntos Az y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D 11,2, 3, 3¢c+9}
Az D {c+3, 4c+ 10, 4c + 11, 4c + 12}
As D {c+4,c+5,2c+7,2c+ 8}

El elemento 5¢ + 15 = 2¢ + 7 + 2c¢ + 8 4+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede
pertenecer al conjunto As, es decir A(5¢ + 15) # 3.

Se obtendria el caso al si A(5c+15) =1 yelcaso a2 si A(5c+ 15) =2.
al) AGe+15)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 4c+ 13 y 6¢+ 16 enlos conjuntos A2 y As que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,3, 3¢+9, 5¢+ 15}
Ao D {c+3, 4c+ 10, de + 11, e + 12, de + 13}
As D {c+4,c+5,2c+7,2c+8, 6¢c+ 16}

Segtin coloquemos el elemento 9c+24 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon z1 + 2 + ¢ = x3.

SiA(9c+24)=1=9c+24=3c+9+5c+15+¢
SiA(9c+24) =2=9c+24=4dc+ 11 +4c+13+¢
SiA9c+24)=3=9c+24=2c+8+6¢c+ 16+ ¢

a2)  A(sc+15)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4 y 4c 4+ 13 en los conjuntos A; y Az que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2 3, 3c+09, 4}
Az D {c+3,4c+ 10, 4c + 11, 4c + 12, 5¢ + 15, 4¢ + 13}
As D {c+4,c+5,2c+ 7, 2c+ 8}

Como el elemento 10c + 25 = 5¢ + 15 + 4c + 10 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede
pertenecer al conjunto As.
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Se obtendria el caso a2.1si A(10c+25) =1 yelcaso a2.2si A(10c+ 25) = 3.
a2.1) A(10c+25)=1

Introducimos a la fuerza el elemento 6¢ + 16 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2, 3, 3c+09, 4, 10c + 25}
Ay D {c+3, dc + 10, 4 + 11, e + 12, 5¢ + 15, 4c + 13}
As D {c+4,¢c+5,2c+7,2c+8, 6c+ 16}

Segtn coloquemos el elemento 9¢+23 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(9c+23) =1= 10c+25=9c+23+2+c
SiA(9c+23)=2=9c+23=4c+10+4c+ 13 +¢
SiA9c+23)=3=9c+23=2c+T7+6c+ 16+ ¢

a2.2) A(10c+25)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 18,9¢ 4 22,3c + 7,8¢c + 18,3c + 11 y 6¢ + 14 en los
conjuntos A, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3,3c+9, 4, Tc+ 18, 9¢c + 22, 3¢+ 7}
Ao D {c+3, 4c+ 10, 4c + 11, e + 12, 5¢ + 15, e + 13, 8c + 18, 3¢+ 11}
As D {c+4,¢c+5,2c+ 7, 2c+ 8, 10c+ 25, 6¢+ 14}

Segtin coloquemos el elemento 8c+21 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacién z1 + z2 + ¢ = z3.

SiABc+21)=1=8c+21=T7c+184+3+¢
SiABc+21)=2=8c+21=3c+11+4c+10+¢
SiABc+21)=3=10c+25=8c+21+c+4+c

CASO 1.2.21
b) AMc+10)=3

A1 D{1,2, 3, 3¢+9}
Az D {c+ 3}
As D {c+4, c+5, 4c+ 10}

Introducimos a la fuerza el elemento 2c+ 6 en el conjunto A> que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

El elemento 4c+ 10 = 2¢+ 5+ ¢+ 5+ ¢ es una solucién monocromaética, por tanto el elemento 2c+5
no puede pertenecer al conjunto As, es decir A(2¢ +5) # 3.
Se obtendria el caso bl si A(2¢+5) =1 yelcaso b2 si A(2¢+5) =2.
bl) A@2c+5)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 9c+21, 6¢+14,2¢c+7,5¢+12,3c+8 y 4c+11 enlos conjuntos
A1, Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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A1 O{1,2,3,3¢+9, 2¢+5, 9¢ + 21}
A2 D {c+3,2c+6, 6c+ 14, 2¢+ 7, 5¢c + 12}
As D {c+4, c+5,4c+10, 3¢+ 8, 4c+ 11}

Segtn coloquemos el elemento 8c+18 en A1, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacién z1 + x2 + ¢ = x3.

SiA(Bc+18)=1=9c+21 =8c+18+3+c
SiABc+18)=2=8c+18=2c+6+5c+12+¢
SiA(Sc+18) =3 = 8c+18 =4c+ 10+ 3c+ 8+ ¢

b2) AQ2c+5)=2

Como el elemento 6¢+ 14 = c+4+4c+ 10+ c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Tendriamos el caso b2.1 si A(6c+ 14) =1 yelcaso b2.2 si A(6c+ 14) = 2.
b2.1) A(6c+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 10c+ 21, 7c+16,11c+23,5¢+ 11 y 9c+ 19 en los conjuntos
A1, A> y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2, 3, 3c+9, 6c+ 14, 10c + 21}
A2 D {c+3,2c+6,2c+5, 7Tc+ 16, 11c + 23}
As D {c+4, c+5, 4c+ 10, 5¢+ 11, 9¢ + 19}

Segtn coloquemos el elemento 3c+7 en A1, A 0 Az se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + 2 + ¢ = x3.

SiABc+7)=1=10c+21=3c+T7+6c+14+c¢c
SiABc+7)=2=11c+23=3c+7+7c+16+c¢
SiABc+7)=3=5c+11=3c+7+c+4+c

b2.2) A(6c+14) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 9c + 21,7c 4 16,2c + 7,10c + 22,4c + 11 y 5c + 12 en los
conjuntos A1, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,3,3¢+9, 9¢ + 21, Tc + 16}
Az D {c+3,2c+6,2c+5, 6c+ 14, 2¢ + 7, 10c + 22}
As D {c+4, c+5, 4c+ 10, 4c + 11, 5¢ + 12}

Segtin coloquemos el elemento 3c+7 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuaciéon z1 + 2 + ¢ = x3.

SiABc+7)=1=T7c+16=3c+7+3c+9+c¢
SiABc+7)=2=6c+14=3c+T7+2c+T+c
SiA(Bc+7)=3=5c+12=3c+7+c+5+c

Con este resultado hemos concluido la demostracién del Caso 1.2.2.1, cuyo esquema es el siguiente:
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A(5c+15) =1

A(4c+10) =2 A(10c +25) = 1
A(5c+15) =2
A(10¢ 4 25) = 3

A(Bc+9) =1 A(2c+5)=1

A6e+14) =1
A4 +10) = 3
(de +10) A(2c+5) =2

A(6c+14) =2

Continuamos con el Caso 1.2.2.2 con A(3c+9) = 2.

CASO 1.2.2.2

Al 2{15 27 3}
Az D {c+3,3c+ 9}
As D {c+4, c+5}

Elelemento 5¢+12 = c+3+3c+9+c¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede pertenecer
al conjunto As.

Enel Caso 1.2.2.2 a analizamos que ocurre si A(5¢+12) =1 yenel Caso1.2.22b analizamos
que ocurre si A(5¢c+ 12) = 3.

CASO 1.2.2.2
a) A(5c+12)=1

Ay D {1, 2,3, 5c+ 12}
Az D {c+3,3c+ 9}
As D {c+4, c+5}

El elemento 5¢+ 12 = 4c+ 10 + 2 + ¢ es una solucién monocromaética, por tanto el elemento 4c + 10

no puede pertenecer al conjunto A;, es decir A(4c+10) # 1.
Se obtendria el caso al si A(4c+ 10) =2 yelcaso a2 si A(4c+ 10) = 3.

al) A@c+10)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+ 18 ,4c+9,6c+ 13 y 2c+ 6 enlos conjuntos A1, A2 y
Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 5c+ 12, 8c + 18}
Az D{c+3,3c+9, 4c+ 10, 4c + 9}
As D {c+4,c+5, 6c+ 13, 2¢+ 6}
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Segtn coloquemos el elemento 9¢c+19 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(9c+19)=1=9c+19=8c+18+1+¢
SiA9c+19)=2=9c+19=4c+10+4c+9+¢c
SiA(9c+19) =3 = 9c+19 = 6c+ 13+ 2c+ 6 + ¢

a2) A(4c+10)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 2c + 5,6c + 14,3c + 7,8c + 17 y 2c + 7 en los conjuntos
A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3, 5¢+12, 2¢+5}
A2 D {c+3,3c+9, 6c+ 14, 3¢+ 7}
As D {c+4, c+5,4c+10, 8¢+ 17, 2¢+ T}

Segtn coloquemos el elemento 4c+11 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon x1 + z2 + ¢ = z3.

SiA(dc+11)=1=5bc+12=4c+11+1+c¢c
SiA(de+11)=2=6c+14=4c+114+c+3+¢c
SiA(dc+11)=3=4c+1l=c+4+2c+T+c¢

CASO1.2.2.2
b) A®Gc+12)=3
A1 O {1, 2,3}
Az D {c+3, 3c+9}
As D {c+4, c+5, be+ 12}
El elemento 5c¢+ 12 = 3¢+ 8+ ¢+ 4+ ¢ es una solucién monocromaética, por tanto el elemento 3¢+ 8

no puede pertenecer al conjunto A3, es decir A(3c+8) # 3.
Se obtendria el caso bl si A(3c+8) =1 yelcaso b2 si A(3c+8) =2.

bl) A@Bc+8) =1
Como el elemento 4c + 10 = 3¢+ 8 4 2 4 ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto A;.
Tendriamos el caso b1.1 si A(4c+ 10) =2 yelcaso bl.2 si A(4c+ 10) = 3.

b1.1) A(4c+10)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c + 19,2c+ 5,4c + 11 y 2c+ 7 enlos conjuntos Ay, A2 y
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2, 3, 3c+8, 8+ 19}
A2 D {c+3,3c+9, 4c+ 10, 2¢ + 5, 4c + 11}
As D {c+4,c+5,5c+12, 2¢+ 7}

Segtin coloquemos el elemento 7c+16 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.
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SiA(Tc+16)=1=8c+19=Tc+16+3+c¢
SiA(Tc+16)=2=Tc+16=4c+11+2c+5+c¢
SiA(Tc+16)=3=T7c+16=c+4+5c+12+¢

b1l.2) A@c+10)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 15,10c+22,2c+6 y 7c+ 16 enlos conjuntos A; y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,3, 3c+8, 6c+ 15, 10¢ + 22}
Az D{c+3,3c+9,2c+6, Tc+ 16}
As D {c+4, c+5, 5c+ 12, 4c + 10}

Segtn coloquemos el elemento 3c+7 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + 22 + ¢ = 3.
SiA(Bc+7)=1=10c+22=3c+T7+6c+15+c¢
SiA(Bc+7)=2=T7c+16=3c+T7+3c+9+c
SiABc+T7)=3=5c+12=3c+T7+c+5+c

b2) A@Bc+8)=2

Se introduce a la fuerza el elemento 7c + 17 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libres de suma estricta

Como el elemento 7c + 17 = 6¢ + 15 + 2 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento 6¢+ 15 al conjunto A;.

Se obtendria el caso b2.1 si A(6¢c+ 15) =2 yelcaso b2.2 si A(6c+ 15) = 3.
b2.1) A(6c+15)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 10c+23 y 8c+18 enlos conjuntos A; y A3 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A D {1, 2,3, Te+ 17, 10c + 23}
A2 D {c+3,3¢c+9, 3c+8, 6¢c+ 15}
As D {c+4, c+5, 5c+12, 8c+ 18}

Segtn coloquemos el elemento 2¢+6 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocrométicas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = 3.
SiA(2c+6)=1=10c+23=2c+6+Tc+17+c
SiA(2c+6)=2=6c+15=2c+6+3c+9+c
SiA(2¢c+6)=3=8c+18=2c+6+5c+12+c¢

b2.2) A(6c+15) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 12c+27 y 8c+19 enlos conjuntos A; y A2 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3, Tc+ 17, 12¢ + 27}

Az D {c+3,3c+9, 3c+8, 8+ 19}
As D {c+4, c+5, 5c+12, 6¢+ 15}
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Segtn coloquemos el elemento 4c+10 en A1, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.
SiA(4c+10)=1=12¢+27T=4c+ 10+ Tc+ 17+ ¢
SiA(4c+10)=2=8c+19=4c+10+3c+9+c¢
SiA(dc+10) =3 =6c+15=4c+10+c+5+c

Resumimos el Caso 1.2.2.2, cuyo esquema es el siguiente:

A(4c+10) =2
A(Be+12) =1
A(dc+10) = 3
A(de+10) =2
A(3c+8)=1
A(3c+9) = 12 A(de+10) = 3
A5 12) =3
(5e+12) A(6c + 15) = 2
A(Bc+8) =2
A(6c+15) =3

Con este tltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 1

Recordemos que el niimero de Rado estricto SR(3, c), es el mayor entero positivo NV 4 1, para que el
conjunto {1, 2, ..., N} pueda subdividirse en tres conjuntos libres de suma estricta en el sentido de Rado,
es decir:

Va1, 22 € A => 21 +x2+c¢ Ai,i=1,2,3
siendo z1 y 2 distintos y ¢ > 0.

En términos de coloracién el niimero de Rado estricto, SR(3, c) es el minimo entero positivo N, tal que
para cada 3-coloracion del conjunto {1,2,,..., N}

A:{1,2,...N} — {1,2,3}
existe una solucién monocromatica a la ecuacién = + 2 + ¢ = x3, siendox; # 2y ¢ > 0.

En esta demostracién en el Caso 1.1.1.2 apartado b1.2.1.2 hemos obtenido una distribucién 6ptima
para obtener dicho ntimero, siendo la particién libre de suma estricta en el sentido de Rado la dada por
los subconjuntos:

Ar={1,.c+2,3¢+7,..,4c+ 7,9¢+ 17,.,10c + 17,12¢ + 21, ..., 13c + 21}
Ay ={c+3,...3c+6,10c + 18, ..., 12¢ + 20}

As = {4c+8,4¢+9, ..., 9c + 16}
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10.2. Caso2: A; D {1,2}y A, D {3}

Para cualquier 3-coloracién definida en el conjunto {1, 2, ..., 13¢ + 22}

A:{1,2,...,13c+ 22} — {1,2,3}

A los conjuntos {A1, A2, A3} se le asignan los colores:

A(A) =1
A(As) =2
A(As) =3

siendo A1 D {1, 2} y A2 D {3}

Vamos a demostrar que en este caso hay soluciones monocromiticas de la ecuacion:
1+ 22+ ¢ =3, siendo 1 #x2 y ¢> 0.

Dados los conjuntos A; D {1, 2} y A2 D {3}
El elemento ¢+ 3 =14 2+ ¢ es una solucién monocromaética no puede al conjunto A;.

En el Caso 2.1 estudiaremos qué sucede si le asignamos el color 2, es decir A(c+3) =2 yenel
Caso 2.2 estudiaremos qué sucede si le asignamos el color 3, es decir A(c + 3) = 3.

CASO 2.1

A D {1, 2}
AQ 2 {3, c+ 3}

CASO 2.2

A1 D {1, 2}
Az O {3}
As D {C-|- 3}

En el Caso 2.1 como el elemento 2c + 6 = 3 + ¢ + 3 es una solucién monocromética no puede
pertenecer al conjunto As.

Enel Caso21.1 seestudia quesucedesi A(2c+6) =1 yenel Caso2.1.2 seestudia que sucede
si A(2c+6) = 3.

CASO 2.1.1

Ay D {1,2, 2¢+6}
Az D {3, c+3}

CASO 2.1.2

A1 D {1, 2}
Ay D {3, ¢+3)
Az D {2c+ 6}

Desarrollaremos estos casos hasta conseguir soluciones monocromaticas a la ecuacién
r1+ X2 +Cc=T3
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Enel Caso2.1.1

Como el elemento 3¢ + 7 = 2c+ 6 + 1 + ¢ es una solucién monocromaética no puede pertenecer al
conjunto A;.
Enel Caso2.1.1.1 analizaremos qué ocurresi A(3c+7) =2 yenel Caso2.1.1.2 si A(3c+7) = 3.

Podemos representar estas distribuciones en el siguiente esquema:

ABc+T7)=2

A(2c+6)=1
Alc+3)=2 B
AG+3) #1 . A@Bc+7) =3

Alc+3)=3

CASO 2.1.1.1

A1 D {1,2, 2+ 6}
A2 D{3,¢c+3,3c+ T}

A la fuerza el elemento ¢ + 4 € Az y mantiene la propiedad de que el conjunto sea libre de suma
estricta.

El elemento 5¢ 4 10 = 3¢+ 7+ c+ 3 + ¢ es una solucién monocromética , no puede pertenecer al
conjunto Asz.

Estudiaremos el Caso2.1.1.1a si A(5¢+10) =1 yel Caso2.1.1.1b si A(5c+ 10) = 3.

CASO 2.1.1.1
a) AGBc+10)=1

A1 2 {1, 2, 2¢+ 6, 5¢+ 10}
Ay D {3,c+3,3c+T7}
A32{C+4}

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+ 15,4c+8,5¢c+9,2c+4,6¢c+ 11y 2c+5 en los conjuntos
A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 2¢+ 6, 5¢c+ 10, 8¢ + 15}
A2 O {3,¢+3,3c+7,4c+ 8, 5c+ 9}
As D {c+4, 2c+4, 6c+11, 2¢+ 5}

Segtn coloquemos el elemento 9¢+16 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion x1 + z2 + ¢ = x3.
SiA(9c+16) =1=9c+16=8c+15+1+c
SiA(9c+16) =2=9c+16=5c+9+3c+7+c
SiA(9c+16) =3 =9c+ 16 =6c+11+2c+5+c
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CASO 2.1.1.1
b) AGc+10)=3

Ay D {1, 2, 2+ 6}
A2 D {3,¢c+3,3c+ 7}
As D {c+4, 5c+ 10}

El elemento 3¢+ 8 = 2c+ 6 + 2 + ¢ es una solucién monocromatica , por tanto no puede pertenecer
al conjunto A; , esdecir A(3c+8) #1.

Se obtendria el caso bl si A(3c+8) =2 yelcaso b2 si A(3c+8) =3.
bl) A@Bc+8)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 15y ¢+ 5 enlos conjuntos A; y A3 que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta.

Como el elemento 4c + 10 = 3¢+ 7+ 3 + ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer el
elemento al conjunto As.

Tendriamos el caso b1.1 si A(4c+10) =1 yelelcaso b1l.2 si A(4c+ 10) = 3.
b1l.1l) A@c+10)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 8,4c +9,2c+ 5 y 5¢ + 12 en los conjuntos A> 'y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 2¢+ 6, Te + 15, 4c + 10}
A2 D {3,¢c+3,3c+7,3c+8, 4c+ 9}
As D {c+4, 5c+10, c+5, 2¢+ 5, 5¢c + 12}

Segtin coloquemos el elemento 8c+17 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacion xz1 + x2 + ¢ = x3.

SiA@Bc+17)=1=8c+17=Tc+15+2+¢
SiABc+17)=2=8c+17T=4c+9+4+3c+8+¢
SiA(Sc+17) =3 = 8c+17=5c+ 12+ 2c+5+c

b1.2) A(4c+10)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 2c + 5,3c+ 8,6c+ 14 y 5¢+ 11 enlos conjuntos A;, A2 y
A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2{1,2,2c+6, Tc+ 15, 2c + 5}
A2 D {3,¢+3,3c+7,3c+8, 6c+ 14}
As D {c+4, 5¢c+10, c+5, 4c+ 10, 5¢ + 11}

Segtn coloquemos el elemento 10c+21 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = w3.

Si A(10c+21) =1 = 10c+21 = 7c + 15+ 2c + 6 + ¢
SiA(10c+21) =2=10c+21 =6c+14+3c+T+c
Si A(10c+21) = 3 = 10c + 21 = 5c+ 11 + 4e+ 10 + ¢
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b2) A@Bc+8) =3

A1 D {1,2,2c+ 6}
A2 D{3,¢c+3,3c+ T}
As D {c+4, 5c+ 10, 3¢+ 8}

Como el elemento 5¢+ 12 = 3¢+ 8+ c+4 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento 5c¢ + 12 al conjunto As.

Se obtendria el caso b2.1 si A(5c+12) =1 yelcaso b2.2si A(5c+ 12) =2.
b2.1) AGBGc+12)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 9c + 21 ,6¢ + 14,8c + 18,4c + 10 y 4c + 11 en los conjuntos
A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 2¢+ 6, 5¢ + 12, 9¢ + 21}
Az D{3,¢c+3,3c+7, 6c+ 14, 8¢+ 18}
As D {c+4, 5c+ 10, 3¢ + 8, 4c + 10, 4c + 11}

Segtin coloquemos el elemento 6¢4-15 en Ay, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon x1 + 2 + ¢ = 3.

SiA(6c+15)=1=9c+21=6¢c+15+2c+6+c
SiA(6c+15) =2=8c+ 18 =6¢c+15+c+3+c¢
SiA(6c+15) =3=6c+15=4c+11+c+4+c

b2.2) A(BGe+12)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 9,c+ 5 y 4c + 10 en los conjuntos A; y As que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 2¢+6, 3¢+ 9}
A2 D {3,¢c+3,3c+7, 5c+ 12}
As D {c+4, 5¢c+10,3c+38, c+5, 4c+ 10}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+15 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacién x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(6c+15) =1=6c+15=3c+9+2c+6+c
SiA(6c+15) =2 = 6c+15=5c+ 12+ 3+ ¢
SiA(6c+15) =3=6c+15=4c+10+c+5+c

Con este ultimo resultado hemos concluido la demostracién del , Caso 2.1.1.1, cuyo esquema es el
siguiente:
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A(5e+10) = 1
A(4c+10) =1
ABc+8)=1
A(dc+10) =3
ABe+D =23 \5e 4 10) = 3
A(Se+12) =1
A(Bc+8)=3
A(5c+12) = 2

Continuamos con el Caso 2.1.1.2 con A(3c+7) = 3.

CASO 21.1.2

A; D{1,2, 2+ 6}
Ay D {3, c+3}
A32{3C+7}

El elemento 3¢+ 8 = 2c+ 6+ 2+ ¢ es una solucién monocromaética, por tanto no puede pertenecer
al conjunto A;.

Estudiaremos el Caso 2.1.1.2a si A(3c+8) =2 yel Caso21.1.2b si A(3c+8) =3.

CASO 2.1.1.2
a)  ABc+8)=2

A1 D41, 2,2c+ 6}
Az D {3, ¢+3,3c+8}
A3 :_){36+7}

Se introduce a la fuerza el elemento ¢ + 5 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como el elemento 2c + 6 = ¢ + 4 + 2 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 4 al conjunto A;.

Se obtendrfa el caso al si A(c+4) =2 yelcaso a2 si A(c+4) =3.

al) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 5c + 12,6¢ + 15,8c+ 18 ,4c+ 11 y 4c+ 10 en los conjuntos
A1, Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 21,2, 2c+ 6, 5¢+ 12, 6¢ + 15}
A2 D {3,¢c+3,3c+8, c+4, 8+ 18}
As D {3¢+ 7, c+5, 4c+ 11, 4c+ 10}

Segtn coloquemos el elemento 9¢+21 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocrométicas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = w3.

SiA9c+21)=1=9c+21=6c+15+2c+6+c
SiA9c+21)=2=9c+21=8c+184+3+c¢
SiA(9c+21) =3 = 9c+21 =4+ 10+ 4c+ 11 + ¢
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a2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢+ 11,4c+9 y 2c+ 5 enlos conjuntos A1, A> y As que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2,2+ 6, 5¢+ 11}
A2 D{3,¢c+3,3c+8,4c+9}
A3 D {3¢+7,¢c+5,c+4,2c+5}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+12 en Ay, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + 22 + ¢ = 3.

SiA(6c+12)=1=6c+12=5c+11+1+¢
SiA(6c+12) =2=6c+12=4c+9+c+3+¢
SiA(6c+12) =3=6c+12=3c+7+2c+5+c

CASO 2.1.1.2
b) A@Bc+8)=3

A1 D{1,2,2¢+6}
A22{3,C+3}
A3 D {3¢+7, 3c+8}

Como el elemento 7c+ 15 = 3¢+ 7+ 3c+ 8+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Tendriamos el caso bl si A(7c+15) =1 yelcaso b2 si A(7c+ 15) = 2.
bl) A(Te+15)=1

Como el elemento 7c + 15 = 6¢ + 13 + 2 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer
el elemento 6¢ + 13 al conjunto A;.

Se obtiene el caso b1l.1 si A(6c+ 13) =2 yelcaso bl.2 si A(6c+ 13) = 3.
b1.1) A(6c+13)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 5c¢ + 12,3c + 6 ,4c +9 ,8c+ 16,c +4 y 4c+ 10 en los
conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 2¢+ 6, Te + 15, 5¢+ 12, 3¢ + 6}
A2 D {3, ¢+ 3, 6c+ 13, 4c+ 9}
As D {3¢+17,3c+8,8c+16, c+4, 4c+ 10}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+12 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(6c+12) =1=6c+12=3c+6+2c+6+c
SiA(6c+12)=2=6c+12=4c+9+c+3+c
SiA(6c+12) =3=8c+16=6¢c+12+c+4+c
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b1.2) A(6c+13)=3

A1 D {1,2,2c+6, 7c+ 15}
A2 2 {3, c+3}
As D {3¢+ 7, 3c+38, 6c+ 13}

Se introduce a la fuerza el elemento 10c + 21 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 2c + 6 = ¢+ 5+ 1 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 5 al conjunto A;.

Enelcaso b1l.2.1 seasignael color A(c+5) =2 yenelcaso bl.2.2 seasigna el color A(c+5) = 3.
b1.2.1) A(c+5)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 12c+24, 2c+4,4c+9,5¢+10,8¢c+16,6¢+14,9¢+18 y 3c¢+5
en los conjuntos A;, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,2c+6, Tc+ 15, 12c + 24, 2¢ + 4}
A2 D {3, ¢c+3,10c+21, c+5, 4c + 9, 5¢+ 10}
As D {3¢+7,3c+8, 6c+ 13, 8¢+ 16, 6¢ + 14, 9¢ + 18, 3¢+ 5}

Segtn coloquemos el elemento 4c+11 en Ay, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocrométicas
ala ecuacién xz1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(de+11)=1=Tc+15=4c+11+2c+4+c
SiA(de+11) =2 = 10c+21 =4c+ 11+ 5c+ 10+ ¢
SiA(dc+11)=3=8c+16=4c+11+3c+5+¢c

b1.2.2) A(c+5)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+ 18 ,5¢+ 12,8¢c+ 17 y 4c+9 enlos conjuntos A;, Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 2¢+6, Te + 15, 8¢ + 18}
As D {3, c+3, 10c + 21, 5¢ + 12, 8c + 17}
A3 D {3c+7,3c+8, 6c+ 13, c+ 5, 4c+ 9}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+14 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = 3.
SiA(6c+14)=1=Tc+15=6c+14+1+c¢
SiA(6c+14) =2=8c+17=6¢c+14+c+3+c
SiA(6c+14)=3=6c+14=4c+9+c+5+c

b2) A(Tc+15)=2
A1 D{1,2, 2c+6}
A2 D {3, c+3, Tc+ 15}

As D {3¢+7,3c+8}

Como el elemento 7c+15 = 5¢+ 124 c+ 3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 5¢+ 12 al conjunto As.
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Se obtiene el caso b2.1 si A(5c¢+12) =1 yelcaso b2.2 si A(5c+ 12) = 3.
b2.1) AGBGc+12)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 2c + 5 ,4c + 10,4c + 11,8¢c + 18,6c + 13 y 2c¢ + 7 enlos
conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D2 {1,2,2c+6, 5¢c+ 12, 2¢+ 5}
Ay D {3, c+3, Tc+ 15, 4c + 10, 4c + 11}
A3z D {3c+7,3c+ 8, 8+ 18, 6¢+ 13, 2c¢+ 7}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+14 en Ay, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(6c+14) =1=6c+14=5c+12+2+¢
SiA(6c+14) =2=6c+14=4c+11+c+3+c
SiA(Gc+14) =3 = 6c+14=2c+T+3c+7+c

b2.2) A(Bc+12)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 9c¢ + 20,4c+9,¢ + 5,12¢ + 26,6¢c + 14 ,8c + 18 y 10c + 21
en los conjuntos A;, A2 y As que mantienen la propiedad de ser [libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 2¢+6, 9c + 20, 4c + 9}
Az D {3,¢c+3, 7c+ 15, ¢+ 5, 12¢ + 26, 6¢ + 14}
A3 D {3c+7,3c+8, 5c+ 12, 8¢+ 18, 10c + 21}

Segtin coloquemos el elemento 4c+11 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = z3.

SiA(dc+11)=1=9c+20=4c+11+4c+9+¢c
SiA(4c+11)=2=6c+14=4c+1l+c+3+c
SiA(4c+11)=3=8c+18=4c+11+4+3c+7+c

Con este ultimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2.1.1.2 cuyo esquema es el
siguiente:

Alc+4)=2
A(3c+8) =2
Alc+4)=3
A(6c+13) = 2
A(Te+15) =1
ABc+T7)=3 o) A(c+5)=2
A(6e+13) =3 {A(c+ 3
A(3c+8) =3
A(Be+12) =1
A(Te+15) =2
A(5e+12) =3
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Continuamos con el Caso 2.1.2 con ,A(2¢c + 6) = 2.

CASO 2.1.2

A1 241, 2}
Ay D {3, c+3}
Az D {2c+ 6}

Con esta distribucién no tenemos ningtn elemento que se introduzca a la fuerza en algunos de los
conjuntos {Ai, A2, Az} y que sigan manteniendo la propiedad de ser libres de suma estricta.

Consideremos el elemento arbitrario 3¢ + 10. Estudiaremos el Caso 2.1.2.1 si A(3c+ 10) =1, el
Cas02.1.2.2 si A(3c+10) =2 yel Caso2.1.2.3 si A(3c+ 10) = 3.

CASO21.21

A1 D {1, 2, 3¢+ 10}
A D{3,c+3}
A3 2 {26+6}

El elemento 4c + 11 = 3¢+ 10 + 1 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer al
conjunto A;.

Se obtendrfa el Caso 2.1.2.1a si A(4dc+11) =2 yel Caso2.1.2.1b si A(4dc+11) =3.
CASO 2.1.2.1
a)  A(dc+11)=2

A; D{1,2, 3¢+ 10}
Ay D {3, c+3, 4c+ 11}
Az D {2c + 6}

Se introducen a la fuerza los elementos 5c+ 14 y 2c+ 8 enlos conjuntos A; y As que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 3¢+ 10, 5¢ + 14}
Az D {3, c+3, 4c+ 11}
As D {2c+6, 2c+ 8}

Como el elemento 5¢+ 14 = c+4+3c+ 10+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento ¢+ 4 al conjunto A;.

Se obtiene el caso al si A(c+4) =2 yelcaso a2 si A(c+4) =3.

al) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 7,9¢ + 21,4c + 9 ,6¢ + 15,7c+ 17 y 4c+ 12 enlos
conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D1, 2, 3¢+ 10, 5¢+ 14, 3¢+ 7}
A D {3,¢c+3,4c+ 11, c+ 4, 9c+ 21, 4c+ 9}
Az D {2¢+ 6, 2¢+ 8, 6¢c+ 15, Tc + 17, 4c + 12}
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Segtn coloquemos el elemento 2c+5 en A1, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(2c+5)=1=3c+7=2c+5+2+c¢
SiA(2c+5)=2=4c+9=2c+5+c+4+c
SiA(2c+5)=3=Tc+17T=2c+5+4c+12+¢

a2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3¢ + 9 ,4c + 12 y 6¢+ 15 enlos conjuntos A, A2 y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 3¢+ 10, 5c+ 14, 3¢ + 9}
Ay D {3, c+3, dc+ 11, dc + 12}
As D {2¢+6,2c+ 8, c+4, 6¢c+ 15}

Segtin coloquemos el elemento 9c+-23 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA9c+23)=1=9c+23=5c+14+3c+9+¢c
SIA9c+23)=2=9c+23=4dc+ 11 +4c+12+¢
SiA(9c+23) =3=9c+23=2c+8+6c+15+¢

CASO 2.1.2.1
b) A@Mc+11)=3

Ay D {1, 2, 3¢ + 10}
A2 D {3, ¢+ 3}
As D {2¢+6, 4c+ 11}

Como el elemento 4c + 12 = 3¢+ 10 + 2 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
al conjunto A;.

Se estudia el caso bl si A(4c+12) =2 yelcaso b2 si A(4dc+12) = 3.
bl) A@c+12)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 5c¢+15,3c+8,c+5,9¢+23,2c+9,6c+ 17 y 2¢+7 en
los conjuntos A1, A> y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 3¢ + 10, 5¢ + 15, 3¢ + 8}
A2 D{3,¢c+3,4c+12, c+5, 9¢+ 23}
As D {2¢+6,4c+ 11, 2c+9, 6¢+ 17, 2¢ + T}

Segtn coloquemos el elemento 7c+18 en Ay, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion x1 + 2 + ¢ = 3.
SiA(Tc+18)=1=7c+18=3c+10+3c+8+c¢

SiA(Tc+18)=2=9c+23=Tc+18+c+5+c¢
SiA(Tc+18) =3 = Tc+ 18 =de+ 11+ 2c+T+c

b2) A@MAc+12)=3
Como el elemento 4c+ 11 = ¢+ 5+ 2c+ 6+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
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el elemento ¢+ 5 al conjunto As.
Enelcaso b2.1 seestudiasi A(c+5)=1 yenelcaso b2.2si A(c+5)=2.

b2.1) A(c+5)=1

A1 241, 2,3¢c+10, c+ 5}
A22{3,C—|—3}
As D {2+ 6, dc + 11, dc + 12}

Como el elemento 5c+ 15 = 3¢+ 10+ c+ 5+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 5¢ + 15 al conjunto A;.

Obtendremos el caso b2.1.1 si A(5¢+ 15) =2 yelcaso b2.1.2 si A(5¢+ 15) = 3.
b2.1.1) A@GBc+15) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+18,11c+26,9c+ 23 y 8c+ 20 enlos conjuntos A1, Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,3c+ 10, c+5, 7Tc+ 18, 11c + 26}
Az D {3, ¢+ 3, 5c+ 15, 9¢ + 23}
As D {2c+6, 4c + 11, 4c + 12, 8c + 20}

Segtn coloquemos el elemento 3c+8 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = w3.

SiA(Bc+8)=1=1lc+26=3c+8+T7c+18+¢
SiA(Bc+8)=2=9c+23=5c+154+3c+8+¢
SiA(Bc+8)=3=8c+20=3c+8+4c+12+¢

b2.1.2) A(5c+15)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 4c+6,2c +9,4,2c+8 y 2c+ 7 enlos conjuntos A1, A2 y
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D4{1,2,3¢+10, c+5, c+ 6}
A2 D {3,¢c+3,2¢c+9, 4, 2c+ 8}
A3 D {2¢+6, 4c+ 11, 4c + 12, 5¢ + 15, 2c + 7}

Segtin coloquemos el elemento c+4 en A1, A2 0 Az se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuacién z1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(c+4)=1=3c+10=c+4+c+6+c
SiA(c+4)=2=2c+8=c+4+4+c
SiA(c+4)=3=4c+1l=c+4+2c+T+c

b2.2) A(c+5)=2
A1 2 {1, 2, 3¢+ 10}
A D{3,c+3, c+5}

As D {2c+6, dc+ 11, 4c + 12}

Se introduce a la fuerza el elemento 2c¢+8 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
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de suma estricta. Como el elemento 7c + 18 = 2¢ + 6 + 4¢ + 12 + ¢ es una solucién monocromatica, al
conjunto As.

Se obtendria el caso b2.2.1 si A(7c+18) =1 yelcaso b2.2.2 si A(Tc+ 18) = 2.
b2.2.1) A(7c+18) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 16 y 3c+ 8 enlos conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 3¢+ 10, T + 18}
Az D{3,¢c+3,c+5, 6c+ 16}
As D {2¢+ 6, 4c+ 11, 4c + 12, 2¢ + 8, 3¢ + 8}

Segtin coloquemos el elemento 8c+19 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacién z1 + z2 + ¢ = z3.

SiABBc+19)=1=8c+19="Tc+18+1+c
SiA@Bc+19)=2=8c+19=c+3+6c+16+¢
SiABc+19)=3=8c+19=4c+11+3c+8+¢c

b2.2.2) A(7c+18)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 9c+23 y 5c¢+13 enlos conjuntos A; y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 3¢+ 10, 9¢ + 23}
A2 D{3,¢c+3,c+5, Tc+ 18}
As D {2¢+6, 4c+ 11, 4c + 12, 2¢ + 8, 5¢ + 13}

Segtn coloquemos el elemento 8c+21 en A1, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiABc+21)=1=9c+23=8c+21+2+c
SiABc+21)=2=8c+21=T7c+18+3+¢
SiABc+21)=3=8c+21=2c+8+5c+13+¢c

Con este tdltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2.1.2.1, cuyo esquema es el
siguiente:
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Alc+4)=2
A(de+11) = 2
Alc+4)=3
Alde+12) =2
A(5c +15) = 2
A(e+10) = 1 Alc+5) =1
A(5c+15) = 3
A4 11) =
et 1) =39 Nge+12) =3
A(Tce+18) =1
A(c+5)=2
A(Te+18) = 2

Continuamos con el Caso 2.1.2.2 con A(3c+ 10) =2

CASO 2.1.2.2

Al 2 {17 2}
Az D {3, ¢+ 3, 3c+ 10}
A3 :_) {2C+6}

El elemento 5¢ + 13 = ¢+ 3 + 3c + 10 + ¢ es una solucién monocromética, por tanto no puede
pertenecer al conjunto As.

Analizaremos el Caso 2.1.2.2 a si se le asigna el color A(5¢+ 13) = 1 y el Caso 2.1.2.2 b si se le
asigna el color A(5¢+ 13) = 3.

CASO 2.1.2.2

a) A(5c+13)=1

A1 D{1,2,5¢+13}
Az D {3, ¢+ 3, 3¢+ 10}
A3 2 {20+6}

Como el elemento 5c¢ + 13 = 4c + 11 + 2 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento 4c+ 11 al conjunto A;.

Se obtiene el caso al si A(4c+11) =2 yelcaso a2 si A(4dc+11) = 3.
al) AM@c+11)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+8,11c+24,8¢c+18,9c+21, 7c+17,6¢c+14, 2¢+7,4c+10y
5¢ + 11 en los conjuntos Ai, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:
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A1 D {1, 2, 5¢c+ 13, 3¢+ 8, 11c + 24, 8¢ + 18}
As D {3, ¢+ 3, 3¢+ 10, dc + 11, 9¢ + 21, Te + 17}
As D {2c+6, 6¢c+ 14, 2¢+ 7, 4c + 10, 5¢ + 11}

Segun coloquemos el elemento 9¢+20 en Ay, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(9c+20) =1=9c+20=8c+18+2+c
SiA(9c+20)=2=9c+20=c+3+Tc+17T+c
SiA(9c+20)=3=9c+20=2c+6+6c+ 14+ ¢

a2) A(4c+11)=3

Como el elemento 4c+ 11 = ¢+ 5+ 2c+ 6+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento ¢+ 5 al conjunto As.

Se obtiene el caso a2.1 si A(c+5) =1 yelcaso a2.2si A(c+5) =2.
a21) A(c+5) =1

Ay D {1, 2, 5¢+13, c+5}
Az D {3, ¢+ 3, 3c+ 10}
As D {2+ 6, 4c + 11}

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 18 ,2c+ 7 y 3c+ 8 enlos conjuntos A2 y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2 {1, 2, 5¢+ 13, c+ 5}
A2 D {3, ¢+ 3, 3c+ 10, 7c + 18}
As D {2¢+6, 4c+ 11, 2¢+ 7, 3c + 8}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+15 en Ay, A 0 Az se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(6c+15)=1= 6c+15=5c+13+2+c
SiA(6c+15) =2=Tc+18=6¢c+15+3+c¢
SiA(6c+15) =3=6c+15=2c+T7+3c+8+c¢

a2.2) A(c+5)=2
A1 O {1, 2, 5¢+ 13}
A2 D {3, c+3,3c+10, c+ 5}
As D {2¢+6, 4c+ 11}
Como el elemento 3c+ 8 = ¢+ 3 + ¢ + 5 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.
Se obtendria el caso a2.2.1 si A(3c+8) =1 yelcaso a2.2.2 si A(3c+8) =3.
a2.21) A@Bc+8) =1
Ay D {1, 2, 5c+ 13, 3¢ + 8}

A2 D {3, ¢c+3,3c+10, c+ 5}
As D {2¢+6, 4c+ 11}
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El elemento 6¢ 4 15 = 5¢ + 13 + 2 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer al
conjunto A;.

Tendriamos el caso a2.2.1.1 si A(6c+ 15) =2 yelcaso a2.2.1.2 si A(6¢c+ 15) = 3.
a2.2.1.1) A(6c+15) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+18,11c+26,2¢+7,4c+10 y 8c+20 enlos conjuntos
A1 Az y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 5¢+13, 3¢+ 8, Tc + 18}
Az D {3, ¢+3,3c+10, c+5, 6¢c+ 15, 11c + 26}
A3 D {2c+6, dc + 11, 2¢ + 7, de + 10, 8¢ + 20}

Segtin coloquemos el elemento 9c+21 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA@9c+21)=1=9c+21=5c+13+3c+8+c
SiA9c+21)=2=1lc+26=9c+21+c+5+¢c
SiAOc+21)=3=9c+21=4c+11+4c+10+c¢

a2.2.1.2) A(6c+15)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 11c + 26 ,9c+ 21 y 3c+ 8 enlos conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 5¢+13, 3¢ +8, 1lc + 26}
A2 D{3,¢+3,3¢c+10,c+5,9c+21}
As D {2c+6, 4c+ 11, 2¢+ 7, 6¢ + 15}

Segtin coloquemos el elemento 7c+18 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z; + z2 + ¢ = x3.

SiA(Tc+18) =1=11lc+26=Tc+18+4+3c+8+¢
SiA(Tc+18)=2=9c¢+21=7c+18+c+3+c
SiIA(Tc+18) =3 = Tc+18 =dc+ 11+ 2c+T7+c

a2.2.2) A(3c+8)=3

Ay D {1, 2, 5c+ 13}
A2 2{3,¢c+3,3c+10, c+5}
As D {2c+6, 4c + 11, 3c+ 8}

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+19 y 6¢c+14 enlos conjuntos A; y A2 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,2, 5c+13, 8c+ 19}
A2 D {3,¢c+3,3c+ 10, c+ 5, 6¢c+ 14}
Az O {2c¢+ 6, 4c+ 11, 3c + 8}

Segtin coloquemos el elemento 7c+17 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = ws.

SIA(Tc+17) =1=8c+19="Tc+17+2+c
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SiA(Te+17)=2=T7c+17T=6c+14+3+¢
SiA(Te+17)=3=Tc+17T=2c+6+4c+11+¢c

CASO 2.1.2.2
b) A(5c+13)=3

Ay 2 {17 2}
A2 D {3, ¢+ 3, 3c+ 10}
As O {2¢+ 6, 5¢c+ 13}

Se introduce a la fuerza el elemento 2c+ 7 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como el elemento 3¢+ 8 = 2c+ 7 + 1 4 ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al
conjunto A;.

Se obtendria el caso bl si A(3c+8) =2 yelcaso b2 si A(3c+8)=3.
bl) A@Bc+8)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 11 y ¢+ 5 enlos conjuntos A; y A3 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,2c+7, de+ 11}
A2 2 {3, c+3, 3¢+ 10, 3¢+ 8}
As D {2c+6, 5c+ 13, ¢+ 5}

Segtin coloquemos el elemento 7c+18 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas

ala ecuacién z1 + 2 + ¢ = x3.
SiA(Tc+18)=1=T7c+18=2¢c+7+4c+11+¢c
SiA(Tc+18) =2=T7c+18=3c+10+3c+8+¢
SiA(7Tc+18)=3=Tc+18=5c+13+c+5+¢c

b2) A@Bc+8)=3

Se introduce a la fuerza el elemento ¢ + 5 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como el elemento 6¢+ 14 = 2c+ 6+ 3c+ 8+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Tendriamos el caso b2.1 si A(6c+14) =1 yelcaso b2.2 si A(6c+ 14) = 2.

b2.1) A(6c+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 11c + 24 ,9¢ + 21 ,10c + 22 ,7c+ 16 y 12c + 25 enlos
conjuntos A; Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1,2,2c+7, 6c+ 14, 11c + 24}
A2 D {3, ¢c+3,3c+10, c+ 5, 9¢ + 21, 10c + 22}
As D {2c+6, 5c+ 13, 3¢+ 8, Tc + 16, 12¢ + 25}

Segtn coloquemos el elemento 8c+17 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas

ala ecuacion 1 + z2 + ¢ = x3.
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SiA(Bc+17) =1=1lc+24=8c+17+2c+T+c
SiA@Bc+17) =2=10c+22=8c+17+c+5+¢
SiABc+17) =3=12c+25=8c+ 17+ 3c+8+¢

b2.2) A(6c+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+ 19 ,4c+11,c+4 y 7c+ 17 enlos conjuntos A; A3
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 2¢+7, 8¢+ 19, dc + 11}
Az D{3,¢c+3,3c+10, c+5, 6c+ 14, c + 4}
As D {2¢+ 6, 5¢c+ 13, 3¢+ 8, Tc+ 17}

Segtn coloquemos el elemento 3c+9 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + 22 + ¢ = 3.

SiABc+9)=1=4c+11=3c+9+2+c¢
SiA(Bc+9)=2=3c+9=c+5+c+4+c
SiA(Bc+9)=3=T7c+17=3c+9+3c+8+¢c

Con este dltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2.1.2.2, cuyo esquema es el
siguiente:

Alde+11) = 2
A(c+5)=1
Aes§) — 1] AOe+13) =2
A(Bc+13) =1 Alde+11) = 3 A(6c+15) =3
c =
Alc+5)=2
A(3c+8)=3
A(3c+10) = 2
A(3c+8) =2
A(5c+13) =3 A6+ 14) =1
A(3c+8) =3
A(bc+14) =2

Continuamos con el Caso 2.1.2.3 con A(3c+ 10) = 3.
CASO 2.1.2.3

Ar ) {17 2}

A2 D {3, ¢+ 3}

As D {2c¢+6, 3¢+ 10}
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El elemento 6¢ + 16 = 2c¢ 4+ 6 + 3¢ 4+ 10 4+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede
pertenecer al conjunto As.

Analizaremos el Caso 2.1.2.3a si A(6c+16) =1 yel Caso2.1.2.3b si A(6c+ 16) = 2.

CASO 2.1.2.3

a) A(6c+16)=1

Ay D {1, 2, 6¢ + 16}
A2 2 {3, C+ 3}
As D {2¢+6, 3c+ 10}

Como el elemento 6¢ + 16 = 5¢+ 15 + 1 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 5¢+ 15 al conjunto A;.

Tendriamos el caso al si A(5c+ 15) =2 yelcaso a2 si A(5c+ 15) = 3.

al) AGe+15)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 12 ,11c+ 28 ,7c + 18 y 5c+ 13 en los conjuntos A;
Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 6¢+ 16, 4e + 12}
Ay D {3, ¢+ 3, 5c+ 15, 11c + 28}
As D {2¢+6, 3c+ 10, Tc+ 18, 5¢c + 13}

Como el elemento 7c+18 = 5¢+ 13+ c+ 5+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento ¢ + 5 al conjunto As.

Se obtiene el caso al.1 si A(c+5) =1 yel al.2 si A(c+5)=2.
all) A(c+5)=1

El elemento 2c+ 7 se introduce a la fuerza en el conjunto A> que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 6¢+ 16, dc + 12, ¢+ 5}
A3 D {3, c+3, 5+ 15, 1l + 28, 2¢+ 7}
As D {2¢+ 6, 3c+ 10, Tc+ 18, 5¢ + 13}

Segtn coloquemos el elemento 4 en A1, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + 2 + ¢ = x3.

SiA(4)=1=c+5=4+1+c¢
SiA(4)=2=2c+7=c+3+4+¢c
SiA(4)=3=3c+10=2c+6+4+c

al.2) A(c+5) =2

Introducimos a la fuerza en los conjuntos A; y A> los elementos 3c +8 y 4 que mantienen la
propiedad de ser libre de suma estricta y obtenemos:
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A1 D {1, 2, 6¢c+ 16, 4c + 12, 3c + 8}
Ay D {3, c+3, 5c+15, 1lc+28, ¢+ 5, 4}
As D {2¢+ 6, 3c+ 10, Tc+ 18, 5¢c + 13}

Segtin coloquemos el elemento 2¢+7 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = w3.

SiAR2c+7)=1=3c+8=2c+T7+1+c¢c
SiA(2c+7)=2=2c+T=c+3+4+c¢
SiA(2c+7)=3=5bc+13=2c+6+2c+T7+c

a2) A(Bc+15)=3

Ay D {1, 2, 6¢ + 16}
A2 ;) {37 C+3}
As D {2¢+ 6, 3¢+ 10, 5¢+ 15}

Como el elemento 5¢+ 15 = ¢+ 5+3c+ 10+ c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento ¢+ 5 al conjunto As.

Tendriamos el caso a2.1 si A(c+5) =1 yelcaso a2.2si A(c+5)=2.
a2.1) A(e+5) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 10c + 24 ,4 ,8¢c + 21 ,4c+ 11 ,7c+ 18 y 2c+ 7 enlos
conjuntos A; Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 6c+ 16, c+5, 10c + 24}
Az D{3,¢c+3,4,8c+21, 4c + 11}
As D {2¢+6, 3¢ + 10, be + 15, Te + 18, 2¢ + 7}

Segtin coloquemos el elemento 3c+8 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiABc+8)=1=10c+24=3c+8+6¢c+16+c
SiA(Bc+8)=2=4c+11=3c+8+3+c
SiA(Bc+8)=3=Tc+18=3c+8+3c+10+c¢

a2.2) A(c+5)=2
Como el elemento 7c + 17 = 6¢+ 16 + 1 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
Aj.
1 En el caso a2.2.1 se le asigna el color A(7c + 17) = 2 y el caso a2.2.2 se le asigna el color y
A(Tc+17) = 3.
a2.21) A(Te+17)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+8,9c+24,5¢c+ 14 y ¢+ 7 enlos conjuntos A; Az y
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,2, 6c+ 16, 2¢ + 8}

A2 D{3,¢c+3,c+5, Tc+ 17, 9c + 24}
As D {2¢+ 6, 3¢ + 10, 5¢ + 15, 5¢ + 14, ¢ + 7}
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Segtn coloquemos el elemento 3c+8 en A1, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(Bc+8)=1=6c+16=3c+8+2c+8+¢c
SiABc+8)=2=3c+8=c+3+c+5+c
SiA(Bc+8)=3=5c+15=3c+8+c+T+c

a2.2.2) A(Tc+17)=3

El elemento 7c+ 17 = 3c+ 7+ 3c+ 10+ ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer el
elemento 3¢+ 7 al conjunto As.

Estudiaremos el caso a2.2.2.1 si A(3c+7) =1 yelcaso a22.2.2 si A(3c+7) =2.
a2.2.21) A@Bc+7)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 4,4c+12,2c+9,4c+11,c+6 y 5¢+ 14 en los conjuntos
A1 Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 6¢c+ 16, 3¢+ 7, 4, 4c+ 12}
A2 D {3,¢c+3,c+5,2c+9, 4c+ 11}
As D {2¢+6, 3c+ 10, 5¢+ 15, Tc + 17, ¢ + 6, 5ec + 14}

Segtn coloquemos el elemento 7c+20 en Ay, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3.

SIA(Tc+20)=1=Tc+20=6c+16+4+c
SiA(7Tc+20)=2=T7c+20=2c+9+4c+11+¢c
SiA(Tc+20)=3=T7c+20=c+6+5c+14+c¢

a2.2.2.2) A(Bc+T7)=2

Se introducen a la fuerza los elementos ¢ + 2 ,5¢+ 10 ,6c + 12 ,7c+ 18 ,2c+4 y 3c+ 8 enlos
conjuntos A; Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2 {1, 2, 6c+ 16, c+ 2, 5c+ 10}
A2 D {3,¢c+3,¢c+5,3¢c+7, 6c+ 12, Tc+ 18}
As D {2c¢+ 6, 3¢+ 10, 5¢ + 15, Tc + 17, 2¢ + 4, 3¢+ 8}

Segun coloquemos el elemento 6 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(6) =1= 6c+16=6+5c+10+c
SiA®G)=2=Tc+18=6c+12+6+c
SiA(6)=3=3c+10=2c+4+6+c

Con este tltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2.1.2.3 a), cuyo esquema es el
siguiente:
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N PANCE
A(5c+15) = 2 {A(C+ =2

Alc+5)=1

Ao io) =t A(Te+17) =2

A(3c¢+10) =3 A(5c+15) =3 B B

S e

A(6c+ 16) = 2

CASO 2.1.2.3

b) A(6c+16) =2

Al ) {17 2}
Az D {3, ¢+ 3, 6c + 16}
As D {2c+6, 3c+ 10}

Como el elemento 6¢+ 16 = 4c+ 13+ c+ 3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 4c + 13 al conjunto As.

Estudiaremos el caso bl si A(4c+13) =1 yelcaso b2 si A(4c+ 13) = 3.

bl) A@c+13)=1

Como el elemento 4c + 13 = 3¢+ 11 + 2 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer
el elemento 3¢ + 11 al conjunto A;.

Se obtiene el caso b1l.1 si A(3c+11) =2 yelcaso bl.2 si A(3c+11) =3.

b1.1) A@Bc+11)=2

A; D{1,2, 4c+ 13}
Az D {3, ¢c+3, 6c+16, 3¢+ 11}
As D {2c+6, 3¢+ 10}

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+8 y 5c+ 14 enlos conjuntos A; y A3 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta.

Como el elemento 6¢+16 = 2c+5+3c+11+c es una solucién monocromaética, no puede pertenecer
el elemento 2c+ 5 al conjunto As.

Tendriamos el caso b1.1.1 si A(2c+5) =1 yelcaso bl.1.2 si A(2c¢+5) =3.
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b1.1.1) A@2c+5)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 8¢ +20,c+4 y ¢+ 7 enlos conjuntos A; Az y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 4dc+ 13, 2¢ + 8, 2c + 5, 8c + 20}
Az D {3, c+3, 6c+ 16, 3c+ 11, c+ 4}
As D {2¢+ 6, 3¢+ 10, 5¢c+ 14, ¢+ T}

Segtn coloquemos el elemento 3c+7 en A1, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3.

SiA(Bc+7)=1=8c+20=3c+7+4c+13
SiA(Bc+7)=2=3c+T=c+3+c+4+c
SiABc+7)=3=5c+14=3c+T+c+T+c

b1.1.2) A@2c+5)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 8c +19,5,9¢c+ 22 ,5¢+ 11 y 3c+ 8 enlos conjuntos A;
Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 4c+ 13, 2¢ + 8, 8c + 19, 5, 9c + 22}
Az D {3, c+3, 6c+ 16, 3c+ 11, b+ 11}
As D {2¢+ 6, 3¢+ 10, 5¢ + 14, 2¢ + 5, 3¢ + 8}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+14 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuacion x1 + 2 + ¢ = 3.

SiA(6c+14)=1=9c+22=6¢c+ 14+ 2c+8+¢c
SiA(6c+14) =2=6c+14=5c+11+3+¢
SiA(6c+14) =3 =6c+14=2c+6+3c+8+c

b1.2) A@Bc+11)=3

A1 2{1, 2, 4c+ 13}
A2 D {3, ¢ +3, 6c+ 16}
As D {2¢+6, 3¢+ 10, 3¢+ 11}

Como el elemento 5¢ + 14 = 4c+ 13 + 1 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer

al conjunto A;.
Se estudia el caso b1.2.1 si A(5c+ 14) =2 yelcaso b1.2.2 si A(5c+ 14) = 3.

b1.21) AGBc+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 17,9¢c + 27,8c+ 24 ,11c+30,2¢c +10,7¢c + 19,5¢ + 16
y 4c + 14 enlos conjuntos A; Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 D {1, 2, 4c+13, 6¢+ 17, 9¢ + 27, 8¢ + 24}
Ay D {3, ¢+ 3, 6c+ 16, 5¢c + 14, 11c + 30, 2¢ + 10}
As D {2c+6, 3¢+ 10, 3¢+ 11, Tc + 19, 5¢ + 16, 4c + 14}

Segtn coloquemos el elemento 9c+26 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
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ala ecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3.
SiA(9c+26)=1=9c+26=8c+24+2+c
SiA(9c+26) =2=9c+26=6c+16+2c+ 10+ ¢
SiA(9c+26) =3=9c+26=3c+ 10+ 5¢c+ 16 + ¢

b1.2.2) A(Bc+14)=3

El elemento 5¢ + 14 = 2¢ + 8 + 2c¢ + 6 + ¢ es una solucién monocromadtica, por tanto no puede

pertenecer el elemento 2c 4 8 al conjunto As.
Tendriamos el caso b1.2.2.1 si A(2¢+8) =1 yelcaso b1.2.2.2 si A(2¢c+ 8) =2.

b1.2.21) A@2c+8)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 5,8c +24,7c +21,9¢c+29 y 5c+ 18 en los conjuntos A;
A y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 4c+ 13, 2c+ 8, 5, 8¢ + 24}
Ay D {3, c+3, 6c+ 16, Tc + 21, 9¢c + 29}
As D {2c+6, 3¢+ 10, 3¢+ 11, 5c + 14, 5¢ + 18}

Segtin coloquemos el elemento 1lc + 32 en A;, A2 o A3 se obtienen las siguientes soluciones
monocromaticas a la ecuacién z; + z2 + ¢ = x3.
SiA(1le+32) =1=11c+32=2c+8+8c+24+c¢
SiA(11c+32) =2=11c+32=9c+29 +c+3+¢
SiA(1le+32)=3=11c+32=5c+ 14+ 5c+ 18+ ¢

b1.2.2.2) A(2c+8)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 9c + 24,8c + 22 y 4c + 11 en los conjuntos A1 Az y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, dc + 13, 9¢ + 24}
Az D {3, c+3, 6c+ 16, 2c+ 8, 8¢ + 22}
As D {2¢+6, 3¢+ 10, 3¢ + 11, 5c + 14, de + 11}

Segtin coloquemos el elemento 10c + 25 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones
monocromaéticas a la ecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3.
SiA(10c+25)=1=10c+25=9c+24+1+¢
SiA(10c+25) =2=10c+25=8c+22+c+3+¢
SiA(10c+25) =3 = 10c+ 25 =5c+ 14+ 4c+ 11+ ¢

b2) A@Mc+13)=3

A; D{1,2}
Ay D {3, c+3, 6c+ 16}
Az D {2+ 6, 3¢+ 10, 4c + 13}

Se introduce a la fuerza el elemento 7c + 19 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser

libre de suma estricta.
Como el elemento 4c+ 13 = 2c+ 6+ c+ 7+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
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el elemento ¢ + 7 al conjunto As.
Se obtiene el caso b2.1 si A(c+7) =1 yelcaso b2.2 si A(c+7) = 2.

b2.1) A(c+T7)=1

Como el elemento 2c + 8 = ¢+ 7+ 1 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al
conjunto A;.
Estudiamos el caso b2.1.1 si A(2c¢+8) =2 yelcaso b2.1.2 si A(2c+8)=3.

b2.1.1) A(2c+8)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 8 y 5 en los conjuntos A; y Az que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,7c+19, c+ 7, 3c+ 8}
Az D {3, ¢+ 3, 6¢c+ 16, 2¢ + 8}
Az D {2¢+ 6, 3¢+ 10, 4c + 13, 5}

Segtin coloquemos el elemento 3c+11 en A;, A2 0 As se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + 2 + ¢ = x3.
SiABe+11)=1=Tc+19=3c+11+3c+8+c
SiA(Bc+11)=2=3c+11=2c+8+3+c¢
SiABc+11)=3=3c+11=2c+6+5+¢

b2.1.2) A(2¢c+8)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c 4 21,6¢ + 18 ,8c+ 23 y 6¢ + 20 en los conjuntos A; Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A D{1,2,7c+19, ¢+ 7, Te + 21}
Az D {3, ¢+ 3, 6¢c+ 16, 6¢ + 18, 8¢ + 23}
As D {2c¢+ 6, 3¢+ 10, 4¢c + 13, 2¢ + 8, 6¢ + 20}

Segtin coloquemos el elemento 9c¢+26 en A;, A2 0 As se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.
SiA(9c+26)=1=9c+26=Tc+19+c+T7+c
Si A(9c+26) =2 = 9c+26 =8c+23+3+c¢
Si A(9c+26) =3 = 9c+ 26 =2c+ 6+ 6¢c+ 20+ ¢

b2.2) A(c+7)=2

Introducimos a la fuerza el elemento 4 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre de
suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2, Tc+ 19, 4}
A2 D {3,¢c+3,6c+16,c+ 7}
As D {2¢+6, 3¢ + 10, 4c + 13}

Segtn coloquemos el elemento 8c+23 en A;, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocrométicas
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ala ecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3.
SIA(Bc+23)=1=8c+23=Tc+19+4+c
SiABc+23)=2=8c+23=6c+16+c+T7+c
SiABc+23)=3=8c+23=3c+10+4c+13+¢

Con este ultimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2.1.2.3 b), cuyo esquema es el
siguiente:

o JAQRc+5) =1
ABc+11)=2 {A(20+ 5 =3
A(5e+14) = 2
A(dc+13) =1
A(3c+11) =3 {A(2c+8) =1
A(be+14) =3
A(6c+16) =2 A(2c+8) =2
A(2c+8) =2
Alc+7)=1
Alde+13) =3 A(2c+8) =3
Alc+T7)=2

Continuamos con el Caso2.2 con A(c+ 3) = 3.

CASO 2.2

A D {1, 2}
Az O {3}
A3z D {C+3}

Con esta distribucién no tenemos ningtn elemento que se introduzca a la fuerza en algunos de los
conjuntos {A1, A2, Az} y que sigan manteniendo la propiedad de ser libres de suma estricta. .

Consideremos el elemento arbitrario 4c + 10. Analizamos el Caso 2.2.1 si A(4c+10) =1, el Caso
2.2.2 si A(4c+10) =2 yel Caso2.2.3si A(4de+ 10) = 3.

CASO 2.2.1

A1 D {1, 2, 4c+ 10}
A2 D {3}
Az 2 {c+3}

CASO 2.2.2

A1 O {1, 2}
As D {3, de + 10}
A3 2 {c+3}
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CASO 2.2.3

A D {1, 2}
A2 D {3}
As D {c+3, 4c+ 10}

Desarrollaremos estos casos hasta conseguir soluciones monocromaticas a la ecuacion
r1+ X2 +c=x3,

Enel Caso2.2.1

Como el elemento 4c + 10 = 3¢+ 8 4+ 2 + ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer el
elemento 3c+ 8 al conjunto A;.

Se obtiene el caso 2.2.1.1 si A(3c+8) =2 yelcaso 2.2.1.2 si A(3c+ 8) = 3.
CASO 2211

A1 D {1, 2, 4¢ + 10}
Ay D {3, 3¢ +8)
A3 2 {c+3}

El elemento 3c+8 = 2c+5+3+c¢ esuna solucién monocromdtica, no puede pertenecer el elemento
2c¢+ 5 al conjunto As.

Estudiaremos el Caso2.2.1.1a si A(2¢+5)=1 yel Caso2.211bsi A(2c+5)=3.
CASO 2211
a) A(2c+5)=1

A; D {1, 2, 4¢+10, 2¢ + 5}
Az D {3, 3¢+ 8}
A32{C+3}

Como el elemento 2c + 5 = ¢+ 4 + 1 4 ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 4 al conjunto A;.

Se obtiene el caso al si A(c+4) =2 yelcaso a2 si A(c+4) =3.
al) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+15,c¢+5,5c+ 12 y 3¢+ 7 enlos conjuntos Az y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 4c + 10, 2¢ + 5}
Az D {3,3c+8,c+4, Tc+15, c+ 5}
As D {c+3,5c+12,3c+ 7}

Segtin coloquemos el elemento 3c+9 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + 2 + ¢ = x3.

SiABc+9)=1=4c+10=3c+9+1+c¢
SiA(Bc+9)=2=3c+9=c+4+c+5+¢c
SiABc+9)=3=5c+12=c+3+3c+9+c¢c
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a2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 9c+ 19 ,3c+7,5¢+12,5c¢+11,7c+15,4c+9 y c+5 en
los conjuntos A; , A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, dc + 10, 2¢ + 5, 9c + 19}
A2 D {3, 3c+8, 3¢ +7, 5+ 12, 5c+ 11}
As D {c+3,c+4,Tc+15 4¢c+9, c+ 5}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+14 en A;, Az 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.
SiA(6c+14) =1=9c+19=6c+ 14+ 2c+5+¢
SiA(6c+14) =2=6c+14=5c+11+3+c¢
SiA(6c+14) =3=6c+14=4c+9+c+5+c

CASO 2211
b) A(2c+5) =3

A1 D41, 2, 4c + 10}
As D {3, 3¢+ 8}
As D {c+3, 2¢+ 5}

El elemento 5¢+ 11 = 4¢+ 10 + 1 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto
no puede pertenecer al conjunto A1, es decir A(5¢+11) # 1.
Se obtendria el caso bl si A(5¢+ 11) =2 yelcaso b2 si A(5c+11) = 3.

bl) AGBGc+11)=2

Se introduce a la fuerza el elemento 4c + 8 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

Como el elemento 5¢ + 10 = 4c + 8 4 2 4 ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto Aj.

Estudiamos el caso b1l.1 si A(5¢+ 10) =2 yelcaso bl.2 si A(5c+ 10) = 3.
b1l.1l) AGBGec+10)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+21 y 9¢+18 enlos conjuntos A; y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2, 4c+ 10, dc + 8, 11c + 21}
Ay D {3, 3¢ +8, 5c+ 11, 5¢ + 10}
As D{c+3,c+4,2c+5,9c+ 18}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+13 en A1, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(6c+13) =1=11c+21 =6c+ 13+ 4c+8+c
SiA(6c+13) =2 = 6c+13=5c+ 10+ 3+ ¢
SiA(6c+13) =3=9c+18=6c+13+2c+5+c
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b1.2) AGBc+10)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 15,8c+ 15,11c+21,3c+ 7, 12¢c+23,7c + 13,
6c+13,9¢+ 18 y 8c+ 16 enlos conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de
suma estricta y obtenemos:

Ay D {1,2, 4c+ 10, dc + 8, Te + 15, 8c + 15, 11c + 21}
A2 D {3,3¢c+38, 5¢c+ 11, 3¢+ 7, 12¢ + 23, Tc + 13, 6¢ + 13}
As D {c+3,c+4,2c+5, 5c+ 10, 9c + 18, 8¢+ 16}

Segtn coloquemos el elemento 2¢+6 en A;, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(2c+6)=1= 1lc+21 =8c+15+2c+ 6+ ¢
SiA(2c+6)=2=6c+13=2c+6+3c+7+c
SiA(2c+6)=3=8c+16=2c+6+5c+10+¢c

b2) AGBGc+11)=3

A1 D {1,2, 4c+ 10}
As D {3, 3¢ + 8}
As D {c+3, 2c+5, be+ 11}

Como el elemento 8c+16 = 2c+5+5c+11+c¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer
al conjunto As.

Se obtiene el caso b2.1 si A(8c+ 16) =1 yelcaso b2.2 si A(8c+ 16) = 2.
b2.1) A@Bc+16)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 11,7c+14,9¢+ 17 y 3c+6 enlos conjuntos A; , A
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 4c + 10, 8¢ + 16, 6 + 11}
Az D {3,3c+8, Tc+ 14, 9¢c+ 17}
As D {c+3,2c+5, 5¢c+ 11, 3¢+ 6}

Segtin coloquemos el elemento 5¢+9 en Ai, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + 2 + ¢ = x3.

SiA(Gc+9)=1=6c+11=5c+9+2+c¢
SiA(Bc+9)=2=9c+17T=5c+9+3c+8+c
SiA(Bc+9)=3=5c+9=c+3+3c+6+c

b2.2) A(Bc+16)=2

Se introduce a la fuerza el elemento 4c + 8 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 9c¢+18 = 4c+10+4c+8-+c es una solucién monocromaética, no puede pertenecer
al conjunto A;.

Se estudia el caso b2.2.1 si A(9c+18) =2 yelcaso b2.2.2 si A(9c+ 18) = 3.
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b2.2.1) A9c+18)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c + 15,3c+ 7 y 5c+ 10 enlos conjuntos A; ,As y A3
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, dc + 10, 4c + 8, 8c + 15}
Az D {3,3c+8, 8¢+ 16, 9c+ 18, 3¢+ 7}
As D {c+3,2c+5, 5c+ 11, 5¢+ 10}

Segtin coloquemos el elemento 7c+13 en A1, Az 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.
SiA(Tc+13) =1=8c+15=Tc+13+2+¢
SiA(Tc+13)=2=8c+16=Tc+13+3+c
SiA(Tc+13) =3=T7c+13=5c+10+c+3+¢c

b2.2.2) A9c+18)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 12c+23 y 3c+7 enlos conjuntos A; y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, dc + 10, 4e + 8, 12¢ + 23}
Ay D {3, 3¢ +8, 8c+ 16, 3¢ + 7}
As D {c+3, 2¢+5, 5c+ 11, 9c + 18}

Segtin coloquemos el elemento 7c+15 en A;, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuacion z1 + 22 + ¢ = x3.
SiA(Te+15)=1=12¢+23=Tc+15+4c+8+c¢
SiA(Tc+15)=2=Tc+15=3c+8+3c+T+c
SiA(Te+15) =3=9c+ 18 =Tc+ 15+ c+3+c

Con este tltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2.2.1.1, cuyo esquema es el
siguiente:

_ (c+4) =
A(2c+5) —1{ ot 4) =
A(bc+10) =2
A(be+11) =2
A(3c+8) =2 A(5e+10) =3
A(4e+10) = 1 A(2c+5) =3
A(8c+16) =1
ABe+11) =3 [ A@©c+18) =2
A(8c + 16) = 2 {A(90+ 53
AQBc+8)=3

Continuamos con el Caso 2.2.1.2 con A(3c+8) =3

149



CASO2.2.1.2

Ar D {1,2, 4c + 10}
A2 D {3}
As D {c+3, 3c+8}

Se introduce a la fuerza el elemento 5c + 11 en el conjunto A> que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

El elemento 3c+8 = ¢+ 5+ c+ 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 5 al conjunto As.

Se analiza el Caso2.2.1.2a si A(c+5)=1 y Cas02212b si A(c+5)=2.
CASO 2.2.1.2
a) A(c+5)=1

A1 D{1,2, 4c+ 10, ¢+ 5}
Ay D {3, e+ 11}
As D {c+3, 3c+8}

Como el elemento 6¢+ 15 = 4c+ 104 c+ 5+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento al conjunto A;.

Se obtiene el caso al si A(6c+ 15) =2 yelcaso a2 si A(6c+ 15) = 3.
al) A(6c+15) =2

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 4,2c+7,3c+9,4,5¢c+ 12 y 2c+ 6 en los conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,4¢+ 10, c+ 5, c+ 4}
Ay D {3, 5¢+ 11, 6¢+ 15, 2¢ + 7, 3¢ + 9}
As D {c+3,3c+8, 4, 5c+ 12, 2c+ 6}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+14 en Ay, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocrométicas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(bc+14)=1=6c+14=4c+10+c+4+c
SiA(6c+14) =2 = 6c+ 14 =5c+ 11+ 3+ ¢
SiA(6c+14) =3=6c+14=3c+8+2c+6+c

a2) A(6c+15)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+ 18 ,2c+7,10c+23,2c+5 y 9c+20 en los conjuntos
A1, Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 4c+ 10, ¢+ 5, 8c + 18}
Ay D {3, 5¢+ 11, 2¢ + 7, 10¢ + 23, 2¢ + 5}
As D {c+ 3, 3c+38, 6¢+ 15, 9¢ + 20}

Segtin coloquemos el elemento 5¢+12 en A;, A2 0 As se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuaciéon z1 + 2 + ¢ = x3.
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SiAGe+12) =1=5c+12=4c+10+2+¢c
SiA(Bc+12)=2=5c+12=2c+7+2c+5+c
SiA(Bc+12) =3=9c+20=5c+12+3c+8+c

CASO 2.2.1.2
b) A(c+5) =2

Ay D {1, 2, 4c + 10}
A2 D {3, 5c+11, ¢+ 5}
As D {c+3, 3c+ 8}

Como el elemento 6¢ + 14 = 5¢+ 11 + 3 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Tendriamos el caso bl si A(6c+14) =1 yelcaso b2 si A(6c+ 14) = 3.
bl) A@Gc+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+24 y 7c+16 enlos conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 4 + 10, 6¢ + 14}
Ay D {3, 5¢+ 11, ¢+ 5, 11c + 24}
Az D {c+3,3c+8, Tc+ 16}

Segtin coloquemos el elemento 5c+13 en A1, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuacion z; + z2 + ¢ = 3.

SiA(Bc+13)=1=6c+14=5c+13+1+c
SiA(5c+13) =2= 1lc+24 =5c+ 13 +5c+ 11 + ¢
SiA(c+13)=3=T7c+16=5c+13+c+3+c

b2) A(6c+14)=3

Como el elemento 4c+ 10 = 3¢+ 9 + 1 4 ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer el
elemento 3c+ 9 al conjunto A;.

Estudiamos el caso b2.1 si A(3c+9) =2 yelcaso b2.2si A(3c+9) =3.
b2.1) A@Bc+9) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+6,5c+ 12 y ¢+4 enlos conjuntos A; , Az y As que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, e + 10, 2¢ + 6}
Ay D {3,5¢+11, c+5, 3¢+ 9, e+ 12}
As D {c+3,3c+8,6c+14, c+ 4}

Segtin coloquemos el elemento 3c+7 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = x3.

SiABc+T7)=1=3c+T7T=2c+6+1+c
SiA(Bc+7)=2=5c+12=3c+T+c+5+¢c
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SiABc+7)=3=3c+T7T=c+3+c+4+c
b2.2) A(Bc+9)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 17 ,5¢+12,2c+7 y 6¢c+ 15 enlos conjuntos A: , Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1,2, 4+ 10, Te + 17}
A2 D {3, 5¢c+ 11, c+ 5, 5c+ 12, 2¢+ 7}
A3 D {c+3,3¢+8, 6c+ 14, 3¢+ 9, 6¢+ 15}

Segtin coloquemos el elemento 8c+18 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiABc+18)=1=8c+18=Tc+17+1+c
SiA(Bc+18) =2 =8c+ 18 =5c+11+2c+7+c
SiA(Bc+18) =3=8c+18=c+3+6¢c+15+c¢

Con este ultimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2.2.1.2, cuyo esquema es el
siguiente:

A(6c+15) =2
A(c+5)=1
A(6c+15) =3
A(3c+8)=3 A(Bc+9) =2
A(bc+14) =1
Alc+5) =2 A(3c+9) =3
A6c+14) =3

Continuamos con el Caso 2.2.2 con A(4c + 10) = 2

CASO 2.2.2

A2 {1,2}
Az D {3, 4¢ + 10}
A3z D {c+ 3}

Como el elemento 4c + 10 = 3¢+ 7 + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento 3¢+ 7 al conjunto As.
Analizaremos el Caso02.2.2.1 si A(3c+7) =1 yel Caso2.222 si A(3c+7)=3.
CASO 2221

A1 D{1,2 3¢+7}
As D {3, 4c + 10}
A3 2 {C+3}

El elemento 3¢c+7 = 2c¢+5+2+c es una solucién monocromética, no puede pertenecer el elemento

152



2c¢+5 al conjunto A;.

Enel Caso22.21a seleasignael color A(2c+5) =2 yenel Caso2.2.2.1b se le asigna el color
A(2c+5) = 3.

CASO 2.2.21
a) A(2c+5)=2

A1 D{1,2 3¢+ 7}
Ag D {3, de + 10, 2¢ + 5}
As 2 {c+3}

Como el elemento 4c+ 10 = c+ 5+ 2c+ 5+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento ¢ + 5 al conjunto Aa.

Se obtiene el caso al si A(c+5)=1 yelcaso a2 si A(c+5)=3.

al) A(c+5)=1

Se introduce a la fuerza el elemento ¢+ 2 en el conjunto Az que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta. Como el elemento 5¢+12 = 3¢+ 7+ c+ 5+ ¢ es una solucién monocromaética, no puede
pertenecer al conjunto A;.

Tendriamos el caso al.1 si A(5c+12) =2 yelcaso al.2 si A(5c+ 12) = 3.

all) AGBe+12)=2

Se introduce a la fuerza el elemento 4c + 9 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

A1 2{1,2,3¢+ 7, c+5}
Ay D {3, dc + 10, 2¢ + 5, 5c + 12}
As D {c+3,c+2,4c+9}

Segtin coloquemos el elemento 2c+7 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(2c+T7)=1=2c+T7T=c+5+2+c
SiA(2c+7)=2=5bc+12=2c+T7+2c+5+¢c
SiA(2c+7)=3=4c+9=2c+T+c+2+c

al.2) A(Bc+12)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+15,12¢+25,9¢+20,5¢+10,3c+8 y 8c+ 17 enlos
conjuntos A; , A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay DL, 2, 3¢+ 7, ¢+ 5, Te+ 15, 12¢ + 25}
Ay D {3, dc + 10, 2¢ + 5, 9¢ + 20, He + 10}
As D{c+3,c+2,5¢c+12, 3c+ 8, 8¢+ 17}

Segtn coloquemos el elemento 10c + 20 en A;, A2 o As se obtienen las siguientes soluciones
monocromaticas a la ecuacién z;1 + x2 + ¢ = x3.
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SiA(10c+20) =1=12¢+25=10c+20+c+5+¢c
SiA(10c+20) =2 = 10c+20 =4c+ 10+ 5¢+ 10+ ¢
Si A(10c+20) =3 = 10c+20 =8c+ 17+ c+ 3 +c

a2) A(c+5)=3

A1 D{1,2,3¢c+ 7}
Az D {3, 4¢ + 10, 2¢ + 5}
As D {c+3, c+5}

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+8 y 7c+ 15 enlos conjuntos A; y A3 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta.

Como el elemento 4c + 8 = 3c+ 7 + 1 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al
conjunto A;.

Estudiaremos el caso a2.1 si A(4c+8) =2 yelcaso a2.2si A(4c+8) =3.

a21) AMc+8) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 9c¢+18,5¢+12,5¢c+10,8¢c+17 y 10c+20 enlos conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 3¢+ 7, 3¢+8, 9c+ 18, 5¢ + 12}
Ay D {3, 4c + 10, 2c + 5, dc + 8, be + 10, 8¢ + 17}
As D {c+3, c+5, Tc+ 15, 10c + 20}

Segtn coloquemos el elemento 9¢+20 en A1, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA9c+20)=1=9c+20=5c+12+3c+8+¢c
SiA(9c+20)=2=9c+20=8c+17+3+¢
SiA(9c+20)=3=9c+20=Tc+15+c+5+c

a2.2) A(4c+8)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5c+ 12,2c+ 7 y 6¢+ 13 enlos conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta.

Ay D{1,2,3¢+7, 3c+8, 5+ 12}
Az D {3, 4¢+ 10, 2¢ + 5, 2¢+ 7, 6¢ + 13}
As D {c+3,c+5, Tc+ 15, 4c + 8}

Segtn coloquemos el elemento 9¢+20 en A1, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA9c+20)=1=9c+20=5c+12+3c+8+¢c
SiA(9c+20)=2=9c+20=2c+T7+6c+13+¢
SiA(9c+20)=3=9c+20=Tc+15+c+5+c
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CASO 2.2.2.1
b) A@c+5) =2

A1 2{1,2,3¢+ 7}
Az D {3, 4c+ 10}
As D {c+3, 2¢+ 5}

Se introduce a la fuerza el elemento 4c + 8 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 5¢ + 11 = 4¢+ 8 4+ 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto As.

Se obtiene el caso bl si A(5c+11) =1 yelcaso b2 si A(5c+ 11) = 3.
bl) AGe+11)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 11c¢+21,7c+13,6¢+13,12¢+23,8¢c+15,9¢+18 y 5¢+10
en los conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 3¢+7, 5c+11, 11c+ 21, Te + 13}
Ay D {3, dc + 10, 4c + 8, 6¢ + 13, 12¢ + 23, 8c + 15}
As D {c+3, 2c+ 5, 9¢+ 18, 5¢ + 10}

Segtin coloquemos el elemento 3c+8 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuaciéon x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(Bc+8)=1=1lc+21=7c+13+3c+8+¢c
SiABc+8)=2=12c+23=8c+15+3c+8+¢c
SiA(Bc+8)=3=9c+18=5c+10+3c+8+c¢

b2) A(Bc+11)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 14,3¢c+8,7c+16,¢+2,2¢+6 ,8¢c+ 16, ¢+ 6,11c+ 22
,3¢+6 y 3c+9 enlos conjuntos Ay ,A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma
estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,3¢+7, Te+ 14, 3¢+ 8, Te + 16, ¢ + 2}
Az D {3, 4c+ 10, 4c+ 8, 2¢+ 6, 8¢+ 16, c + 6}
A3 D {c+3,2c+5, 5c+ 11, 1le + 22, 3¢+ 6, 3¢ + 9}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+14 en A1, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuacion z; + z2 + ¢ = 3.

SiA(6c+14)=1=Tc+ 16 =6¢c+14+2+c
SiA(6c+14)=2=6¢c+14=4c+8+c+6+c
SiA(6c+14) =3=6c+14=2c+5+3c+9+c

Con este altimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2.2.2.1, cuyo esquema es el
siguiente:
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A(5c+12) =2
A(c+5)=1
A(5e+12) = 3
A(2 5) =2
(2c+5) A(dc+8) =2
A 5)=3
ABe+7) =1 (c+5)
A(4c+8) =3
AGBGe+11) =1
A(2c+5)=3
A(5c+11) = 3

Continuamos con el Caso 2.2.2.2 con A(3c+7) = 2

CASO 2.2.2.2

A D {1, 2}
Az D {3, 4c + 10}
As D {c+3,3c+ T}

El elemento 5¢ + 13 = 4c+ 10 4+ 3 + ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer al
conjunto As.

Estudiaremos el Caso2.2.2.2a si A(5c+13) =1 yel Cas022.22b si A(5c+ 13) =3.
CASO 2.2.2.2
a) AGc+13)=1

Ay D {1,2, 5¢+ 13}
Az D {3, 4c + 10}
As D {c+3, 3c+ T}

Como el elemento 6¢ + 14 = 5¢ + 13 + 1 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer

el elemento al conjunto A;.
Se obtiene el caso al si A(6c+ 14) =2 yelcaso a2 si A(6c+ 14) = 3.

al) A(6c+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 4 ,11c+ 24 ,9¢+20,7c+ 17 y 2c+ 6 en los conjuntos
A1 ,As y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 5¢+13, ¢+ 4, 11c+ 24}
As D {3, 4c + 10, 6¢ + 14, 9¢ + 20}
As D{c+3,3c+ 7, Tc+17, 2c+ 6}

Segun coloquemos el elemento 10c + 23 en A;, A> o A3 se obtienen las siguientes soluciones
monocromaticas a la ecuacién ;1 + x2 + ¢ = x3.
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SiA(10c+23) =1=11c+24=10c+ 23+ 1+ ¢
SiA(10c+23) =2 = 10c+23=9c¢+20+ 3 + ¢
SiA(10c+23) =3 = 10c+23 = Tc+ 17+ 2c+ 6 + ¢

a2) A(6c+14)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 4c + 11 en el conjunto A> que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 6¢+ 14 = 2¢c+ 74 3c+ 7+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 2¢ + 7 al conjunto As.

Tendriamos el caso a2.1 si A(2¢+7) =1 yelcaso a2.2si A(2¢+7) =2.
a21) ARc+7) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 2c + 6 y 3c+ 8 enlos conjuntos A2 y A3 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta.

Ay D {1, 2, 5¢+ 13, 2¢ + 7}
Ay D {3, 4c + 10, 4c + 11, 2¢ + 6}
As D {c+3,3c+7,6c+ 14, 3c+ 8}

Segtin coloquemos el elemento c¢+5 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacién xz1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(c+5)=1=2c+T7=c+5+2+c
SiA(c+5)=2=4c+11=c+5+2c+6+c
SiA(c+5)=3=3c+8=c+5+c+3+c

a2.2) Ac+7) =1

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 4,3c+ 10 y 7c+ 17 enlos conjuntos A1 y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta.

A1 D41, 2,5¢+ 13, c+4, 3c+ 10}
Ay D {3, dc + 10, dc + 11, 2 + 7}
A3 D {c+3,3c+7,6c+ 14, Tc+ 17}

Segtn coloquemos el elemento 5c+14 en A1, A; 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = 3.
SiA(bc+14) =1=5c+14=3c+10+c+4+c
SiA(Be+14)=2=5c+14=4c+11+3+c¢c
SiA(Bc+14) =3 = Tc+17T=5c+ 14+ c+3+c¢

CASO 2.2.2.2
b) AGc+13)=2
A1 2 {15 2}

As D {3, de + 10}
Az D {c+3,3c+7, 5c+13}
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Como el elemento 5¢+ 13 = 3¢+ 10+ c+ 3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 3c+ 10 al conjunto As.

Se obtiene el caso bl si A(3c+10) =1 yelcaso b2 si A(3c+ 10) = 2..
bl) A@Bec+10)=1

Como el elemento 5c+ 13 = ¢+ 64 3¢+ 7+ c es una soluciéon monocromética, no puede pertenecer
el elemento ¢+ 6 al conjunto As.

Tendriamos el caso b1l.1 si A(c+6) =1 yelcaso bl.2 si A(c+6) = 2.
b1.1) A(c+6)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 14 ,c+4,7c+ 16,4 y 2c+ 7 enlos conjuntos A; , A
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 3¢+ 10, ¢+ 6, 6¢ + 14}
Ay D {3, 4c+ 10, ¢ + 4, Te + 16, 4}
As D {c+3,3c+7,5c+13,2¢+ 7}

Segtin coloquemos el elemento 8c+20 en A;, A2 0 As se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3.

SiABc+20)=1=8+20=c+6+6c+14+c¢c
SiA(Bc+20)=2=8c+20=Tc+16+4+c
SiA(Bc+20)=3=8c+20=5c+13+2c+7+c

b1l.2) A(c+6)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 16 ,4c+12,2c+9 y 2c+ 6 enlos conjuntos A; , Az
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 3¢+ 10, 6¢ + 16}
Az D {3, 4¢+ 10, ¢+ 6, 4c + 12}
As D {c+3,3c+7,5¢c+13,2¢+9, 2¢c+ 6}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+15 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuacion x1 + 22 + ¢ = 3.

SiA(Bc+15)=1=6c+16=5c+15+1+c¢
SiA(Bc+15)=2=5c+15=4c+12+3+¢
SiA(bc+15) =3=5c+15=2c+9+2c+6+c

b2) A@Bc+10)=2
A D{1,2}

Ay D {3, 4¢ + 10, 3¢ + 10}
As D {c+3,3c+7, 5¢c+ 13}

Como el elemento 5¢+ 13 = ¢+ 6+ 3c+ 7+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento ¢+ 6 al conjunto As.

Estudiaremos el caso b2.1 si A(c+6) =1 yelcaso b2.2si A(c+6) =2.
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b2.1) A(c+6)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+20,c+4,4,6c+14,2c+6 y 2c+ 7 enlos conjuntos
A1 ,As y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2,c+6, 8+ 20, c+4, 4}
As D {3, de + 10, 3¢ + 10, 6¢ + 14, 2¢ + 6}
A3 D {c+3,3¢+7, 5c+13, 2¢+ 7}

Segtin coloquemos el elemento 7c+16 en A;, Az 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas

ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3.
SiA(Tc+16) =1=8c+20="Tc+ 16 +4+c
SiA(Tc+16) =2=Tc+ 16 =4c+ 10+ 2c+ 6 + ¢
SiA(Tc+16) =3=Tc+16=c+3+5c+13+¢c

b2.2) A(c+6)=2

Se introduce a la fuerza el elemento ¢+ 4 enel conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como el elemento 2c + 9 = ¢+ 6 + 3 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer al
conjunto Asz.

Tendriamos el caso b2.2.1 si A(2¢+9) =1 yelcaso b2.2.2 si A(2¢+9) =3.
b2.2.1) A@2c+9) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+20 y 4c+13 enlos conjuntos A; y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,2,c+4,2c+9, 8+ 20}
Ay D {3, 4c + 10, 3¢+ 10, ¢ + 6}
As D{c+3,3c+ 7, 5c+ 13, 4c+ 13}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+16 en A1, As 0 Az se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas

ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = w3.
SiA(6c+16) =1=8c+20=6¢c+16+c+4+c
SiA(6c+16) =2=6c+16=4c+10+c+6+c
SiA(6c+16)=3=6c+16=c+3+4c+13+¢c

b2.2.2) A(2c+9) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 16 ,4c + 13 ,6¢+ 17,2c¢+6,8¢c+20 y 5¢c+ 14 enlos
conjuntos A; , A2 y As que mantienen la propiedad de ser [libres de suma estricta y obtenemos:

A1 241, 2, c+4, 6¢c+ 16, 4c + 13}
Az D {3, 4¢+ 10, 3¢+ 10, ¢+ 6, 6¢ + 17, 2c + 6}
A3 D {c+3,3c+7,5c+ 13, 2¢+ 9, 8¢+ 20, 5¢c+ 14}

Segtin coloquemos el elemento 3c+11 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas

ala ecuacién x1 + z2 + ¢ = T3.
SiA(Bc+11)=1=4c+13=3c+11+2+c¢
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SiA(Bc+11) =2=6c+17=3c+11+2c+6+c
SiABc+11)=3=5c+14=3c+11+c+3+c¢

Con este ultimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2.2.2.2, cuyo esquema es el
siguiente:

A(bc+14) =2
ABe+13) =19 61y Ale+T) =1
A2c+T7) =2
_ Alc+6)=1
ABe+T) =3 A(Bc+10) =1
Alc+6)=2
A(bc+13) =3 Alc+6)=1
_ . ) AQc+9) =1
A(3c+10) =2 ¢ A( +6)_2{A(2c+9)—3

Continuamos con el Caso 2.2.3 con A(4c + 10) = 3

CASO 223

A D{1,2}
Ay D {3}
As D {c+3, 4c + 10}

Como el elemento 4c+ 10 = 2c+ 7+ ¢+ 3+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento 2c+ 7 al conjunto As.

Analizaremos el Cas02.2.3.1 si A(2c+7)=1 yel Cas02232si A(2c+7)=2..
CASO 2.2.3.1

A1 D{1,2 2+ 7}
A2 O {3}
As D {c+3, 4c+ 10}

El elemento 3c¢+8 = 2¢c+7+1+c¢ esuna solucién monocromaética, no puede pertenecer al conjunto
Ay

Estudiaremos el Caso 2.2.3.1 a si se le asigna el color A(3c+8) =2 yel Caso0223.1Db sisele
asigna el color A(3c+8) = 3.
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CASO 2.2.3.1
a) A(Bc+8)=2

Ay D{1,2, 2+ 7}
Ay D {3, 3¢+ 8}
As D {c+3, 4c + 10}

Como el elemento 3¢ + 8 = 2c+ 5 + 3 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento 2c+ 5 al conjunto As.

Se obtiene el caso al si A(2c¢+5) =1 yelcaso a2 si A(2¢c+5) = 3.

al) A(2c+5)=1

Como el elemento 5¢+12 = 2c+ 74 2c+ 5+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto A;.

Tendriamos el caso al.1 si A(5c+12) =2 yelcaso al.2 si A(5c+ 12) = 3.

al.l) A@GBe+12)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+15,3c+7,3c+9,c+4,c+5 y 9c+20 enlos conjuntos
A1 ,As y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,2¢+7, 2¢+5, 6c+ 15}
A2 D {3,3c+38,5¢c+12,3c+ 7, 3c+ 9}
As D {c+3,4c+10,c+4, c+ 5, 9c + 20}

Segtn coloquemos el elemento 7c+16 en A;, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(Tc+16) =1=Tc+16 =6c+15+1+c
SiA(Tc+16)=2=Tc+16=3c+7+3c+9+c
SiA(Tc+16) =3=9c+20=Tc+16+c+4+c

al.2) A(e+12)=3

A1 D{1,2,2¢+7, 2c+5}
Ay D {3, 3c+8}
Az D {c+3, 4c+ 10, 5¢ + 12}

Se introduce a la fuerza el elemento 3c + 9 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 7c+15 = c+3+5c+ 12+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Tendriamos el caso al.2.1 sise le asigna el color A(7c+15) =1 yelcaso al.2.2 sisele asigna el
color A(7c+ 15) = 2.
al.21) A(Te+15)=1

Se introduce a la fuerza el elemento 10c + 22 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:
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A1 D {1,2,2¢+7,2c+5, Tc+ 15}
As D {3, 3c+8, 3¢ +9, 10¢+ 22}
As D {c+3, 4c+ 10, 5c+ 12}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+13 en A;, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacién z1 + x2 + ¢ = x3.

SiABc+13)=1=Tc+15=06c+13+2+4c¢
SiA(6c+13) =2 = 10c+22 =6c+13+3c+9+c
SiA(6c+13) =3=6c+13=c+3+4c+10+c

al.2.2) A(Tc+15)=2

Se introducen a la fuerza los elementos c+5 y 3¢+ 7 enlos conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O{1,2,2¢+7,2c+ 5}
A2 D{3,3¢+8,3¢+9, 7c+15, ¢+ 5}
As D {c+3, dc+ 10, be+ 12, 3¢ + 7}

Segtn coloquemos el elemento c+4 en A1, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacién x1 + x2 + ¢ = x3.

SiA(c+4)=1=>2c+5=c+4+1+c
SiA(c+4)=2=3c+9=c+4+c+5+c
SiA(c+4)=3=3c+T7T=c+4+c+3+c

a2) A(2c+5)=3

Ay D {1, 2, 20+ 7}
Ag D {3, 3¢+ 8}
As D {c+3,4c+ 10, 2¢+ 5}

Se introduce a la fuerza el elemento ¢+ 5 en el conjunto A que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como el elemento 5¢+ 13 = 3¢+ 8+ c+ 5+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
al conjunto As.

Se obtendria el caso a2.1 si A(5c+13) =1 yelcaso a2.2si A(5¢+ 13) =3.
a21) A@BGe+13)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 2¢ + 8 ,6c+ 14 ,¢+ 6 ,3c+ 9 ,4c+ 11 y 8c+ 20 enlos
conjuntos A; ,A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,2c+7, 5c+ 13, 2c+ 8}
A2 D {3,3c+38,c+5, 6¢c+ 14, ¢+ 6, 3¢+ 9}
As D {c+3,4c+ 10, 2¢+ 5, 4c + 11, 8c + 20}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+15 en A;, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacién x1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(Bc+15)=1=5c+15=2c+7+2c+8+c
SiA(Be+15)=2=5c+15=c+6+3c+9+c
SiA(c+15) =3 =8c+20=5c+15+2c+5+c¢
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a2.2) A(5c+13)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+8,7c+18,3¢+10,10c+25 y 5¢+15 enlos conjuntos
A1 ,As y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2, 2047, 2c+8, Tc+ 18}
Ay D {3,3¢+8, c+5,3c+ 10, 10¢ + 25}
As D {c+3,4c+ 10, 2¢+ 5, 5¢ + 13, 5¢ + 15}

Segtin coloquemos el elemento 8c+20 en A1, Az 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.

SiA(8c+20)=1=8c+20="Tc+18+2+c
SiABc+20)=2=10c+25=8c+20+c+5+¢
SiABc+20)=3=8c+20=5c+15+2c+5+¢c

CASO 2.2.3.1
b) A@Bc+8)=3

A1 D{1,2,2¢+ 7}
Az D {3}
As D {c+3, 4c+ 10, 3¢+ 8}

Se introduce a la fuerza el elemento ¢+ 5 enel conjunto A> que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como el elemento 6¢+ 13 = 4c+ 10+ c+ 3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Se obtiene el caso bl si A(6c+13) =1 yelcaso b2 si A(6c+ 13) = 2.
bl) A@Gec+13)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢ +9,5¢+ 11,7c+ 14 ,3c+ 6 y 4c+ 8 en los conjuntos
A1 ,As y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2 {1,2, 2¢+7, 6c+13, 5¢+ 9}
Ay D {3, c+5, 5+ 11, Te + 14}
As D {c+3,4c+10,3c+8, 3c+ 6, 4c + 8}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+11 en A1, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuacion z; + z2 + ¢ = 3.

SiA(6c+11)=1=6c+11=5c+9+2+c
SiA(6c+11)=2=T7c+14=6c+11+3+¢
SiA(6c+11) =3=6c+11=4c+8+c+3+c

b2) A(6c+13)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+18,11c+24,9¢+19 y 7c+ 16 enlos conjuntos A, Aa
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

163



Ay D{1,2,2c47, 8¢+ 18, 1lc+ 24}
A2 D {3, c+5, 6¢c+ 13, 9c+ 19}
As D {c+3,4c+ 10, 3c+ 8, Tc+ 16}

Segtn coloquemos el elemento 2c¢+6 en A1, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacién z1 + x2 + ¢ = x3.

SiA(2c+6)=1=1lc+24=2c+6+8c+18+¢
SiA(2c+6)=2=9c+19=2c+6+6c+13+¢
SiA(2c+6)=3=T7c+16=2c+6+4c+10+c

Con este dltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2.2.3.1, cuyo esquema es el
siguiente:

A(5e+12) =2
Ac+5) =1 A(Tc+15) =1
(2c+5) Ase+12) =3 2T¢ T 15)
A(Tc+15) =2
A(3c+8) =2
Ao+ T) =1 A(se+13) =1
A(2c+5)=3
A(5c+13) =3
A(6c+13) =1
A(3c+8) =3
A(6c+13) =2

Continuamos con el Caso2.2.3.2 con A(2¢+7) = 2.

CASO 2.2.3.2

A O {1, 2}

A3 D {3,2c+7}

Az D {c+3, 4c+ 10}

El elemento 3c¢+10 = 2¢+7+43+c¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al conjunto
As.

Analizaremos el Caso 2.2.3.2 a si se le asigna el color A(3c + 10) = 1 y el Caso 2.2.3.2 bsi se le
asigna el color A(3c + 10) = 3.

CASO 2.23.2
a) ABe+10)=1
A1 D {1,2,3c+10}
Ay D {3, 2c+ T}

As D {c+3, 4c+ 10}
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Como el elemento 3¢ + 10 = 2c¢ + 8 + 2 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento 2c+ 8 al conjunto A;.

Se obtiene el caso al si A(2¢+8) =2 yelcaso a2 si A(2c+8) =3.
al) A(2c+8)=2

Como el elemento 2c + 8 = ¢+ 5 4 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 5 al conjunto As.

Tendriamos el caso al.l si A(c+5) =1 yelcaso al.2 si A(c+5) = 3.
all) A(c+5)=1

Se introduce a la fuerza el elemento 5c + 15 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 4c + 11 = 3¢+ 10 + 1 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
al conjunto A;.

Estudiaremos el caso al.1.1 si A(4c+11) =2 yelcaso al.l.2 si A(4dc+11) = 3.
al.ll) A(4c+11)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 18 ,9c¢+23,3c+ 8 y 4c+ 12 enlos conjuntos A; , Az
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 3¢+ 10, c+5, Te + 18}
Az D{3,2c+ 7, 2c+8, 4c+ 11, 9c + 23}
As D {c+3, 4c+ 10, 5¢+ 15, 3¢ + 8, 4c + 12}

Segtin coloquemos el elemento 8c+20 en A1, A; 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas

ala ecuacion x1 + x2 + ¢ = x3.
SiABc+20)=1=8c+20=T7c+184+2+c¢
SiABc+20)=2=9c+23=8c+20+3+c¢
SiABc+20)=3=8c+20=3c+8+4c+12+¢c

al.l.2) A(4c+11)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+12,10c+29,9¢c+24,4,7c+22,6c+17,c+7 y 4c+14
en los conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 3¢+10, c+5, 3¢+ 12, 10c + 29, 9¢ + 24}
A2 D {3,2c+7,2c+8, 4, Te+ 22, 6¢+ 17}
As D {c+3,4c+ 10, 5¢+ 15, 4c+ 11, ¢+ 7, 4c + 14}

Segtin coloquemos el elemento 5 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
alaecuacion z; + z2 + ¢ = z3.

SIA(G)=1=10c+29=9c+24+5+c
SiAGB)=2=Tc+22=6c+17+5+c
SiA(B)=3=5c+15=4c+10+5+c
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al.2) A(c+5)=3

A1 D {1, 2, 3¢+ 10}
Az D {3,2c+ 7, 2c+ 8}
As D {c+3,4c+ 10, c+ 5}

Como el elemento 6¢+ 15 = 4¢c+ 10+ c+ 5+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Se obtendria el caso al.2.1 si A(6c+15) =1 yelcaso al.2.2si A(6c+ 15) = 2.

al.2.1) A@6c+15) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 10c+23,2c+5,7c+16 y 5¢+13 enlos conjuntos A; , A2
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2, 3¢+ 10, 6¢ + 15, 10c + 23}
A2 D {3,2c+7,2c+8,2c+5, Tc+ 16}
As D {c+3, 4c+ 10, ¢+ 5, 5¢ + 13}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+13 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon x1 + z2 + ¢ = 3.

SiA(6c+13)=1=10c+23 =6¢c+ 13+ 3c+ 10+ ¢
SiA(6c+13)=2=T7c+16=6c+13+3+¢
SiA(6c+13)=3=6c+13=c+3+4c+10+¢

al.2.2) A(6c+15) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c 4 8,5c+ 15 y 7c+ 18 enlos conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2 {1, 2, 3¢+ 10, 3¢+ 8, 5c+ 15}
Ay D {3, 2c+7, 2 +8, 6+ 15}
As D {c+3,4c+ 10, c+5, Tc+ 18}

Segtn coloquemos el elemento 9¢+23 en A1, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocrométicas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = 3.

SiA9c+23)=1=9c+23=3c+8+5c+15+¢
SiA(9c+23)=2=9c+23=2c+8+6c+15+¢c
SiA(9c+23)=3=9c+23="Tc+18+c+5+c

a2) A(2¢c+8)=3
A1 O {1, 2, 3¢+ 10}
Ay D {3, 2c+ 7}

As D {c+3, 4c+ 10, 2c¢+ 8}

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 18,c¢+5,4c+11,6¢+ 16 ,5¢+15,3c+8,9¢+23 y 4
en los conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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Ay D {1, 2, 3¢+ 10, Te + 18, ¢ + 5}
Ay D {3, 2¢+ 7, 4c + 11, 6¢ + 16, 5 + 15}
As D {c+3,4c+10,2c+8, 3¢+ 8, 9c + 23, 4}

Segtin coloquemos el elemento 4c+12 en A1, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuaciéon z1 + z2 + ¢ = w3.

SiA(dec+12)=1=4c+12=3c+10+2+c¢
SiA(dc+12)=2=5c+15=4c+12+3+c¢
SiA(dc+12)=3=4c+12=3c+8+4+c

Con este dltimo resultado hemos concluido la demostraciéon del Caso 2.2.3.2 a, cuyo esquema es el
siguiente:

A(4C + 11) =2
Alc+5) =1
A(dc+11) =3
A(2c+8) =2 -
A(3c+10) = 1 Ners s A(6c+15) = 1
A2c+7) =2 R
A(2c+8)=3
A(3c+10) = 3
CASO 2.2.3.2

b) A@Bc+10)=3

Al :_) {15 2}
A2 D {3,2c+ 7}
Az D {c+3, 4c + 10, 3¢ + 10}

Como el elemento 5¢+ 13 = 3¢+ 10+ c+ 3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer

al conjunto As.
Se obtiene el caso bl si A(5c+13) =1 yelcaso b2 si A(bc+ 13) =2.

bl) AGe+13)=1
Como el elemento 5¢ + 13 = 4c + 11 4 2 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer
el elemento 4c¢ + 11 al conjunto A;.

Tendriamos el caso b1l.1 si A(4c+11) =2 yelcaso bl.2 si A(4c+ 11) = 3.
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b1.1) A@c+11)=2

El elemento 4c+11 = 3¢+8+3+c¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
3c+ 8 al conjunto As.

Estudiaremos el caso b1.1.1 si A(3c+8) =1 yelcaso b1l.1.2 si A(3c+8) =3.
b1.1.1) A@Bc+8)=1

El elemento 3c+8 = 2¢c+ 6+ 2+ ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el elemento
2c¢+ 6 al conjunto A;.

Se obtendria el caso b1.1.1.1 si A(2c¢+6) =2 yelcaso bl.1.1.2 si A(2¢+ 6) = 3.
b1.1.1.1) A(2c+6)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+26,6c+15,c+5 y 9c+ 21 enlos conjuntos A; , A
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1,2, 5c+ 13, 3c+8, 1lc + 26}
As D {3, 2c+7, dc + 11, 2¢ + 6, 6¢ + 15}
As D {c+3, 4c+ 10, 3¢+ 10, ¢+ 5, 9c + 21}

Segtin coloquemos el elemento 7c+18 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuaciéon z1 + z2 + ¢ = 3.
SiA(Tc+18)=1=11c+26=Tc+ 184+ 3c+8+¢
SiA(Tc+18)=2=T7c+18=346c+15+c
SiA(Tc+18) =3 = 9c+21 =Tc+18+c+3+c¢

b1.1.1.2) A(2¢c+6)=3

Se introducen a la fuerza los elementos c+4,6c+ 16 ,4c+9,3c+9 y 5¢+ 12 enlos conjuntos A;
,As y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1,2,5¢+13,3c+8, c+4, 6¢c+ 16}
Ay D{3,2c+ 7, 4c+11,4c+9, 3c+ 9}
As D {c+ 3, 4c+ 10, 3¢ + 10, 2¢ + 6, 5¢ + 12}

Segtn coloquemos el elemento 8c+20 en A;, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacion 1 + x2 4+ ¢ = x3.
SiABc+20)=1=8+20=6c+16+c+4+c
SiABc+20)=2=8c+20=4c+11+3c+9+¢c
SiABc+20)=3=8c+20=4c+10+3c+10+c¢

b1.1.2) A@Bc+8)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 18 ,2c+6,c+5,10c+24 y 6¢c+ 16 en los conjuntos
A1 ,As y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1,2, 5e+ 13, Te+ 18, 2¢ + 6}
A2 D {3,2c+7,4c+ 11, ¢+ 5, 10c + 24}
As D {c+3, 4c+ 10, 3¢+ 10, 3c + 8, 6¢ + 16}
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Segtin coloquemos el elemento 8c+19 en A1, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuacion x; + z2 + ¢ = 3.

SiIABc+19)=1=>8c+19="Tc+18+1+c
SiABc+19) =2= 10c+24 =8c+ 19+ c+5+c
SiA@Bc+19)=3=8c+19=c+3+6c+16+c

b1l.2) AMc+11)=3
Ay D {1, 2, 5c+ 13}
Ay D {3, 2c+ 7}
Az D {c+3, 4c+ 10, 3c + 10, 4c + 11}

Se introducen a la fuerza los elementos 9c + 21 ,6¢ + 14 y 8c+ 20 enlos conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,2, 5¢+ 13, 9¢ + 21}
Ay D {3, 2¢+ 7, 6¢ + 14, 8¢ + 20}
As D {c+3, 4c+ 10, 3¢+ 10, 4c + 11}

El elemento 8c + 21 = 3¢ + 10 + 4c + 11 + ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Tendriamos el caso b1.2.1 si A(8c+21) =1 yelcaso bl.2.2 si A(8c+21) =2.
b1.21) A@Bc+21)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 2c +8,7c+ 19 y 9c+ 22 enlos conjuntos Az y Asz que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 5¢+ 13, 9¢ + 21, 8¢ + 21}
Az D{3,2c+ 7, 6¢c+ 14, 8¢+ 20, 2¢+ 8, Tc + 19}
As D {c+3, 4c + 10, 3¢ + 10, 4c + 11, 9¢ + 22}

Segtin coloquemos el elemento 4c+12 en A1, As 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.
SiA(dec+12)=1=5c+13=4c+124+1+c¢
SiA(dec+12)=2=T7c+19=4c+ 124+ 2c+T+c¢c
SiA(dc+12) =3=9c+22=4c+12+4c+ 10+ ¢

b1.2.2) ABc+21)=2

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 7 ,7c+ 18 ,7c + 14 ,2c+ 8 ,11c + 28 y 5¢c+ 11 enlos
conjuntos A; ,A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,2,5¢+13,9c+21, c+ 7, Tc+ 18}
Az D {3,2c+7, 6¢+ 14, 8¢ + 20, 8¢ + 21, Tc + 14, 2¢ + 8}
As D {c+3, 4c+ 10, 3¢+ 10, 4c + 11, 11c + 28, 5c + 11}

Segtn coloquemos el elemento 10c + 22 en A;, A2 o A3 se obtienen las siguientes soluciones
monocromaticas a la ecuacién 1 + x2 + ¢ = x3.

SiA(10c+22) =1=10c+22=9c+21 +1+c
SiA(10c+22) =2=10c+22 =Tc+ 14+ 2c+8+c¢
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SiA(10c+22) =3=10c+22=4c+ 11+ 5c+11+c
b2) AGBGe+13)=2

Al 2 {17 2}
Ay D {3, 2¢+ 7, e+ 13}
As D {c+3, 4c+ 10, 3¢+ 10}

Se introduce a la fuerza el elemento 8c + 20 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 8¢ + 20 = 7c+ 18 + 2 4 ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer
el elemento 7c + 18 al conjunto A;.

Se obtiene el caso b2.1 si A(7c+18) =2 yelcaso b2.2 si A(7c+18) = 3.
b2.1) A(7c+18)=2

El elemento 5¢ 4 13 = 2c+ 6 + 2¢ + 7 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento 2c + 6 al conjunto Aa.

Estudiaremos el caso b2.1.1 si A(2c+6) =1 yelcaso b2.1.2 si A(2c+6) = 3.
b2.1.1) A@2c+6)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+ 8 ,c+ 5 y 1lc+ 26 enlos conjuntos A2 y As que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2, 8¢ + 20, 2¢ + 6}
A2 D {3,2¢c+ 7, 5c+ 13, Tc+ 18, 3¢+ 8}
As D {c+3,4c+ 10, 3¢+ 10, ¢+ 5, 11c + 26}

Segtn coloquemos el elemento 9c+21 en A1, A 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaéticas
ala ecuacion 1 + x2 + ¢ = x3.

SiA9c+21)=1=9c+21=8c+20+1+c
SiA9c+21)=2=9c+21=5c+13+3c+8+¢
SiA9c+21)=3=1lc+26=9c+21+c+5+¢c

b2.1.2) A(2c+6)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 6¢ + 16 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A; D {1, 2, 8¢ + 20, 6¢ + 16}
Ay D {3, 2¢+ 7, 5c+ 13, Te + 18}
As D {c+3, 4c+ 10, 3¢+ 10, 2c + 6}

El elemento ¢ + 4 no se puede colocar en ningln conjunto, puesto que : Segin coloquemos el
elemento ¢ +4 en A, A> 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas a la ecuacién
xr1 + X2 +c= 3.

SiA(c+4)=1=8c+20=c+4+6c+16+c
SiA(c+4)=2=2c+7=c+4+3+c
SiA(c+4)=3=4c+10=c+4+2c+6+c
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b2.2) A(7c+18)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 12c+28 y 9c¢+21 enlos conjuntos A; y As que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A; D {1, 2, 8¢+ 20, 12¢ + 28}
Az D {3,2c+ 7, 5c+ 13, 9c+ 21}
A3z D {c+ 3, 4c + 10, 3c + 10, Tc + 18}

Segtin coloquemos el elemento 3c+8 en A;, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromaticas
ala ecuacion z1 + z2 + ¢ = x3.
SiA(Bc+8)=1=12c+28=3c+8+8c+20+c¢
SiA(Bc+8)=2=9c+21=5c+13+3c+8+¢c
SiA(Bc+8)=3=Tc+18=3c+8+3c+10+c

La demostracién del Caso 2.2.3.2 b) estd representada en el esquema es el siguiente:

A(2c+6)=2
A(Bc+8) =1
Alde +11) =2 A(2c+6) =3
Ao+ 13) =1 A(3c+8)=3
A(8c+21) =1
Alde +11) =3
A(3c +10) = 3 (de+11)
A(8c+21) = 2
A(2c+6) =1
A(Te+18) = 2
A5 +13) = 2 A(2c+6) =3
A(Te+18) =3

Con este tltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 2
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10.3. Caso3:A4; O {1,3}y A, D {2}

Para cualquier 3-coloracién definida en el conjunto {1, 2, ..., 13c + 22}

A:{1,2,.. 13c+ 22} — {1,2,3}

A los conjuntos {A1, A2, A3} se le asignan los colores:

A(Ay) =1
A(As) =2
A(As) =3

siendo A1 D {1, 3} y A2 D {2}

Vamos a demostrar que en este caso hay soluciones monocromiticas de la ecuaciéon
1+ 2 + ¢ = x3, siendo z1 #x2 y ¢ > 0.

Dados los conjuntos A1 D {1, 3} y A2 D {2}

Como c+4 =1+ 3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al conjunto A, por
tanto podemos asignarle el color 2 6 3.

Enel Caso 3.1 estudiaremos qué sucede si le asignamos el color 2,es decirsi A(c+4) =2 yen
Caso 3.2 estudiaremos qué sucede si le asignamos el color 3, es decirsi A(c+4) = 3.

CASO 3.1

A1 O {1, 3}
As D {27 C+4}

CASO 3.2
A1 D {1, 3}
Az D {2}

As B {C —+ 4}

Analicemos el Caso 3.1:
Como 2c+ 6 =2+ c+ 4+ ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al conjunto As.
El elemento 2c + 6 puede pertenecer al conjunto A; 6 al conjunto A3, obteniéndose:

CASO 3.1.1

A1 D {1, 3, 2c+6}
A22{2,C+4}
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CASO 3.1.2

A O {1, 3}
Ao B {2, C+4}
Az D {2c+ 6}

Desarrollaremos estos dos tltimos casos hasta conseguir soluciones monocromaticas a la ecuacion
r1+ 22+ c=x3.

Enel Caso3.1.1 como 2c¢+6 =c+3+3+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento ¢ + 3 al conjunto A;.

Enel Caso 3.1.1.1 estudiaremos qué sucede si A(c+3) =2 yenel Caso3.1.1.2si A(c+ 3) = 3.

CASO 3.1.1.1

A1 D {1, 3, 2+ 6}
A3 D {2,c+4,c+3}

Como3c+7=2c+6+1+4+c y3c+T7=c+4+4+c+ 3+ ¢ el color asignado a este elemento es
A(Be+T7)=3.

Ademads como 3¢+ 9 = 2¢+ 6 + 3 4+ ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer al
conjunto Aj.

Se obtendria el Caso3.1.1.1asi A(3c+9)=2 yel Caso3.1.1.1bsi A(3c+9)=3.

Podemos representar estas distribuciones en el siguiente esquema:

A(3c+9)=2
B A(c+3)=2
Alct 4y = At =1 A3c+9) =3
Alc+4) #£1 Alc+3) =3
A(2c+6) =3
Alc+4)=3
CASO3.1.11

a) A(Bc+9)=2
Al ) {1, 3, 2C+6}
A2 D {2,c+4,c+3, 3¢+ 9}
As D {3¢+ T}

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢ +12,9¢+20,8¢c+ 18 ,¢+5,4c+11,4c+9 y 6¢c+ 15
en los conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:
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A1 D {1, 3, 2¢+ 6, 5¢c+ 12, 9¢ + 20}
A2 D {2,¢c+4,¢c+3,3c+9, 8+ 18}
As D {3c+T7,c+5,4c+ 11, 4c¢+ 9, 6¢ + 15}

Segtn coloquemos el elemento 6¢ + 14 en A, A> 6 Az se obtienen las siguientes soluciones
monocromdticas ala ecuacién 1 + x2 + ¢ = x3

SiA(6c+14) =1=9c+20=6c+14+2c+6+c
SiA(6c+14) =2=8c+18=6¢c+14+c+4+c
SiA(6c+14) =3=6c+14=4c+9+c+5+¢

CASO 3.1.1.1
b) A@Bc+9)=3

A1 D {1, 3, 2¢ + 6}
Az D {2,c+4, c+3}
Az D {3c+ 7, 3¢+ 9}

El elemento 7c+ 16 = 3c+ 7 + 3¢+ 9 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer al
conjunto As.

Se obtiene el caso bl si A(7c+16) =1 yelcaso b2 si A(7c+ 16) = 2.

bl) A(7c+16)=1

Ay D {1, 3, 2¢+6, Tc + 16}
A2 D {2,c+4, c+3}
Az D {3c+ 7, 3c+ 9}

El elemento 7c+ 16 = 4c+ 10+ 2c+ 6 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento 4c+ 10 al conjunto A1, es decir A(4c+ 10) # 1.

Se obtendria el caso b1.1 si A(4c+ 10) =2yelcaso bl.2 si A(4dc+10) =3

b1l.1) AMc+10)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 12¢ + 26 ,2c + 7,10c + 22 ,5¢ + 13,6¢ + 13,8¢c + 19, 9¢ + 20
y 3¢+ 10 enlos conjuntos A; ,As y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A; D {1, 3, 2c+6, Tc+ 16, 12¢ + 26, 2¢ + T}
Ay D {2, c+4, c+3, 4c+ 10, 10c + 22, 5¢ + 13}
A3 D {3¢+17,3c+9, 6c+ 13, 8¢+ 19, 9¢c + 20, 3¢+ 10}

Segtin coloquemos el elemento 10c+23 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(10c+23) =1=10c+23 =Tc+16+2c+T+c
SiA(10c+23) =2 = 10c+23 = 5c+ 13+ 4dc+ 10+ ¢
Si A(10c+23) =3 = 10c+23 =6¢+ 13+ 3¢+ 10+ ¢
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b1.2) A(4c+10)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+19 y 6¢+15 enlos conjuntos Az y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3,2c+6, 7c+ 16}
A2 D {2,c+4,c+3,8c+ 19}
As D {3¢c+17,3c+9, 4c+ 10, 6¢c + 15}

Segtin coloquemos el elemento 10c+22 en A1, A2 0 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3

SiA(10c+22)=1=10c+22="Tc+16+2c+6+¢
SiA(10c+22) =2=10c+22=8c+19+c+3+¢
SiA(10c+22) =3=10c+22=6¢c+15+3c+7+c

b2) A(7c+16)=2

A1 2 {1, 3, 2¢+ 6}
A2 D {2,c+4,c+3, 7Tc+ 16}
As D {3¢+7, 3c+9}

El elemento 8c + 18 = 2 + 7c + 16 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer al
conjunto Az, es decir A(8¢ + 18) # 2.

Se obtendria el caso b2.1 si A(8c+18) =1 yelcaso b2.2 si A(8c+18) =3
b2.1) A@Bc+18)=1

Se introduce a la fuerza el elemento 5¢ + 12 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2c+6, 8+ 18}
A2 D{2,c+4, c+3, Tc+ 16}
As D {3¢+7,3c+9, bc+ 12}

Segtn coloquemos el elemento 9c+19 en A1, As 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(9c+19)=1=>9c+19=8c+18+1+c
SiAOc+19)=2=9c+19=T7c+16+c+3+¢c
SiA9c+19)=3=9c+19=5c+124+3c+T7+c

b2.2) A(Bc+18)=3
A1 D {1, 3, 2c + 6}
A2 D {2,c+4, c+3, Tc+ 16}
A3 D {3¢+7,3c+9, 8+ 18}
El elemento 9¢ + 20 = 7c + 16 + ¢ + 4 + ¢ es una solucién monocromadtica, por tanto no pertenece

al conjunto A,, es decir A(9c+ 20) # 2.
Se obtendria el caso b2.2.1 si A(9¢+20) =1 yelcaso b2.2.2 si A(9c+20) =3
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b2.2.1) A(9c+20)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 12c + 25,10c + 21 y 6¢c+ 14 en los conjuntos
A1 ,As y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, 2¢c+6, 9¢ + 20, 12¢ + 25}
Az D{2,c+4, c+3, Tc+ 16, 10c + 21}
A3 D {3¢+7,3c+9, 8¢+ 18, 6¢+ 14}

Segtin coloquemos el elemento 2c+5en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + z2 +c = z3

SiA(2c+5)=1=12c+25=2c+5+9c+20+¢
SiA(2c+5)=2=2c+5=c+3+2+c
SiA(2c+5)=3=6c+14=2c+5+3c+9+c¢c

b2.2.2) A(9c+20)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5c¢+13,10c+23,3c+8,2c+7,11c+24 ,6c+14 y 4c+10
en los conjuntos A; , A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2¢+6, 5¢c+ 13, 10c + 23, 3¢ + 8}
Ay D {2, c+4,c+3,Tc+16, 2c+ 7, 11c + 24}
A3 D {3¢+17, 3c+9, 8¢+ 18, 9¢ + 20, 6¢ + 14, 4c + 10}

Segtin coloquemos el elemento 4c+11en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c=x3

SiA(4c+11)=1=>4c+11=3+3c+8+c¢
SiA(dc+11)=2=4c+1l=c+4+2c+T7+c
SiA(4c+11)=3=8c+ 18 =4c+11+3c+7+c

Hemos concluido la demostracién del Caso 3.1.1.1, el esquema de esta demostracién es el siguiente:

A(4c+10) =2
A(Te+16) = 1
A(dc+10) = 3
A(3c+9)=3 A(8c+18) =1
A(Tc+16) = 2 A(9c+20) =1
A(8c+18) =3
A(9¢+20) = 3

Continuamos con el Caso 3.1.1.2 con A(c+ 3) = 3.
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CASO3.1.1.2

A; D{1,3,2c+6}
A22{2,6+4}
A32{C+3}

Elelemento 3c+7 = 2c+6+1+c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al conjunto
A1, esdecir A(Bc+7) # 1.

Se obtendria el Caso 3.1.1.2 a si se le asigna el color A(3c+7) = 2 yel Caso3.1.1.2b si sele
asigna el color A(3¢+7) = 3.

CASO 3.1.1.2
a) A@Bc+7) =2

A1 2 {1, 3, 2c+6}
Az D{2,¢c+4, 3c+ T}
As 2 {c+3}

El elemento 5c+ 11 = ¢+ 4 4+ 3¢+ 7 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al
conjunto Az, es decir A(5c+ 11) # 2.

Se obtendria el caso al sile asignamos el color A(5¢+11) =1 y el caso a2 sile asignamos el color
A(5¢+11) = 3.

al) A(e+11)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 8c + 15 ,4c+ 8 ,5¢c+9,2c+5,6c+ 12 y 2c+ 4 enlos
conjuntos A; ,A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2¢+6, ¢+ 11, 8c + 15}
A2 D{2,¢c+4,3c+7,4c+8, 5c+ 9}
A3 D {c+3,2¢+ 5, 6c+ 12, 2 + 4}

Segtn coloquemos el elemento 9c+16 en A1, A> 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibnz1 + 22 +c =23
SiA(9c+16)=1=9c+16=8c+15+1+c
SiA9c+16) =2=9c+16=3c+T7+5c+9+c¢
SiA(9c+16) =3=9c+ 16 =6c+12+2c+4+c

a2) A(c+11)=3
A1 D {1, 3, 2c+6}
Az D{2,c+4, 3c+ T}
Az D {c+3, be+ 11}
El elemento 4c+9 = 3c+7+2+c es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece al conjunto

Az, esdecir A(4c+9) #2.
Se obtendria el caso a2.1 si A(4c+9) =1 yelcaso a2.2 si A(4c+9) =3
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a21) A@c+9) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 8 y 7c+ 15 enlos conjuntos A2 y A3 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2¢+ 6, 4c+ 9}
Az D{2,c+4,3c+7,3c+8}
As D {c+3, 5¢+ 11, Tc + 15}

Segtin coloquemos el elemento 5¢+12en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + z2 +c = z3

SiA(Bc+12)=1=5c+12=3+4c+9+c¢
SiA(Bc+12)=2=5c+12=c+4+3c+8+¢
SiA(Bc+12) =3=T7c+15=5c+124+c+3+¢c

a2.2) A(dc+9) =3

A1 D {1, 3, 2¢+ 6}
A2 D {2, c+4, 3c+7}
As D {c+3, 5c+11, 4¢+ 9}

El elemento 10c+ 20 = 5¢c+ 11 4 4c+ 9 + ¢ es una solucién monocromaética, por tanto no pertenece
al conjunto A3, es decir A(10c+ 20) # 3.

Tendrfamos el caso a2.2.1 si A(10c+20) =1 yelcaso a2.2.2 si A(10c+ 20) =2
a2.2.1) A(10c+20)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 12,7c+ 14 y 11lc+ 21 enlos conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2¢ + 6, 10c + 20, 6¢ + 12}
A2 D {2, c+4, 3c+7, Te+ 14}
As D {c+3,5¢c+ 11, 4c+9, 11c+ 21}

Segtin coloquemos el elemento 9c+18en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c=z3

SiA9c+18)=1=9c+18=2c+6+6c+12+¢
SiA(9c+18)=2=9c+18=c+4+T7c+14+c¢c
SiA9c+18) =3=1lc+21=9c+18+c+3+¢c

a2.2.2)  A(10c+20) =2
A1 D {1, 3, 2c+ 6}
A2 D {2,c+4,3c+ 7, 10c+ 20}
As D {c+3, 5c+ 11, 4c+ 9}
El elemento 10c 4 20 = 8c + 16 + ¢ + 4 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento

8c + 16 no pertenece al conjunto Az, es decir A(8c+ 16) # 2.
Se obtendria el caso a2.2.2.1 si A(8c+16) =1 yel a2.2.2.2 si A(8c+ 16) =3
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a2.22.1) ABc+16)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 13 ,7c + 14 ,7c+ 14 ,9¢ + 19 ,4c + 9 ,11c + 22,
c¢+5 y 5¢+10 enlos conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta
y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2c+6, 8¢ + 16, 6¢ + 13}
A2 D {2,c+4,3c+ 7, 10c+ 20, 7c+ 14, 9¢c + 19}
Az D{c+3,5¢c+11,4c+9, 11c+ 22, ¢+ 5, 5c + 10}

Segtn coloquemos el elemento 5¢c+12en Ay, A> 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zi + 2 +c =3

SiA(Be+12)=1=6c+13=5c+12+1+c¢
SiA(Bc+12)=2=9c+19=5c+ 12+ 3c+T7+c
SiA(Bc+12)=3=11lc+22=5¢c+ 12+ 5¢+ 10+ ¢

a2.2.2.2) A(8c+16)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 13,11c + 21,2¢+5,7c+ 14,3c+ 8 ,¢ + 5,
5¢+10 y 3c+6 enlos conjuntos A1, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta
y obtenemos:

A1 O {1, 3, 2¢+ 6, 6¢c+ 13, 11c + 21, 2¢ + 5}
A2 D {2,c+4,3c+7,10c+ 20, 7c+ 14, 3¢+ 8, ¢+ 5}
As D {c+3,5c+11,4c+9, 8+ 16, 5¢c + 10, 3c + 6}

Segtn coloquemos el elemento 8c+15en A1, As 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 2 + ¢ = x3
SiABc+15)=1=11c+21=8c+15+2c+6+c
SiA(Bc+15) =2 =10c+20 =8c+ 15+ c+5+c
SiA@Bc+15)=3=8c+15=4c+9+3c+6+c

Con esta dltima demostracién hemos concluido el Caso 3.1.1.2 a), que resumimos con el siguiente
esquema:

A(se+11) = 1
A(4c+9) =1
ABc+7) =2 A(10c+20) = 1
A(5 11) =3
A(c+3) = 3 (5e+11)

A(4c+9)=3 ABc+16) =1

A(10¢ + 20) = 2
(10c+20) {A(8c+16)—3

ABc+T7)=3

Continuamos con el Caso 3.1.1.2b), con A(3c+7) =3
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CASO 3.1.1.2
b) ABc+7)=2

A1 D {1, 3, 2¢ + 6}
Ao 2{2,C+4}
As D {c+3,3c+ T}

El elemento 5¢ + 10 = ¢ + 3 + 3¢ + 7 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al
conjunto As, es decir A(5¢+ 10) # 3.
Se obtendria el caso b1 sise asigna el color A(5¢+10) =1 yelcaso b2 sielcolores A(5c+10) = 2

bl) A(Bc+10)=1

El elemento 6¢ + 13 = 5¢ + 10 4+ 3 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece al
conjunto Ay, es decir A(6c+ 13) # 1.

Se estudia el caso b1.1 si A(6c+13) =2 yelcaso bl.2 si A(6c+ 13) =3

b1.1) A(6c+13)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 12 ,8c+ 16 ,4c+9 y 5¢c+ 11 enlos conjuntos A; , Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, 2¢+ 6, 5¢ + 10, 6¢ + 12}
Ay D {2, ¢+ 4, 6c+ 13, 8¢ + 16}
As D{c+3,3c+7,4c+9, 5c+ 11}

Segun coloquemos el elemento 9c+18 en A1, A 6 Az se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA9c+18)=1=9c+18=2c+6+6c+12+¢
SiA9c+18) =2=9c+18=8c+16+2+c¢
SiA(9c+18) =3=>9c+ 18 =3c+T7+5c+ 11 +c

b1.2) A(6c+13)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 10c+20,8c+16,11c+21 y 7c+ 14 enlos conjuntos A1, Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, 2¢+ 6, 5¢+ 10, 10c + 20}
Ay D {2, c+4, 8¢+ 16, 11c + 21}
As D {c+3,3c+ 7, 6¢c+ 13, Tc+ 14}

Segtin coloquemos el elemento 9c+17en A1, A2 6 Az se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA9c+17) =1=10c+20=9c+ 17+ 3 +c
SiA9c+17) =2=1lc+21=9c+ 17+ c+4+c
SiA9c+17)=3=9c+17T=c+3+T7c+14+c¢c
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b2) A(5c+10)=2

A1 D {1, 3, 2c + 6}
Az D {2, c+4, 5¢c+ 10}
As D {c+3,3c+ T}

El elemento 6¢ + 12 = 2 4+ 5¢ + 10 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece al
conjunto Az, es decir A(6c+ 12) # 2.

Se obtendria el caso b2.1 si A(6c+ 12) =1 yelcaso b2.2 si A(6c+ 12) =3
b2.1) A@6c+12)=1

Introducimos a la fuerza los elementos 7c+ 13 y 3c+ 6 en los conjuntos Az y Az que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2¢+ 6, 6¢ + 12}
Az D {2, c+4, 5c+ 10, 7c + 13}
As D {c+3,3c+7,3c+6}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+9 en A1, As 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibonz1 + 22 +c =23

SiA(Bec+9)=1=6c+12=5¢c+9+3+c¢
SiA(Be+9)=2=T7c+13=5c+9+c+4+c
SiA(Bec+9)=3=5c+9=c+3+3c+6+c

b2.2) A6c+12)=3

Ay D {1, 3, 2+ 6}
Az D {2, c+4, 5¢c+ 10}
As D {c+3,3c+7, 6c+ 12}

El elemento 8c 4 15 = ¢+ 3 4 6¢c + 12 4 ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece
al conjunto As, es decir A(8c+ 15) # 3.

Tendriamos el caso b2.2.1 si A(8c+ 15) =1 yelcaso b2.2.2 si A(8c+ 15) =2
b2.21) A@Bc+15) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 9¢+17,11c+21,8¢c+16,7c+14 y 12c¢+23 enlos conjuntos
A1 ,Ay y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2 {1,3,2c+6, 8¢+ 15, 9¢ + 17}
Ay D {2, ¢+ 4, 5+ 10, 11c + 21, 8¢ + 16}
As D {c+3,3c+ 7, 6c+ 12, Tc+ 14, 12¢ + 23}

Segtin coloquemos el elemento 10c+20 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion x1 + x2 +c = x3

SiA(10c+20) = 1= 10c+20 =9c+ 17+ 3 + ¢
SiA(10c+20) =2 = 10c+20 =8¢+ 16+ c+ 4+ ¢
SiA(10c+20) =3 = 12¢+23 = 10c+ 20+ c+ 3+ ¢
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b2.2.2) A@Bc+15) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 10c + 19 ,11c+20 y 7c+ 13 enlos conjuntos Ay,
As y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2¢+ 6, 10c + 19}
Az D {2, c+4, 5c+ 10, 8¢ + 15, 11c + 20}
As D {c+3,3c+7, 6c+ 12, 7Tc + 13}

Segtin coloquemos el elemento 9c+16 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas

alaecuacién z1 + x2 + ¢ = x3
SiA(9c+16) =1 = 10c +19 =9c+ 16 + 3 + ¢
SiA(9c+16) =2=11c+20=9c+16+c+4+c
SiA(9c+16) =3=9c+ 16 =c+3+T7c+13+¢c

Con este tultimo resultado hemos concluido el Caso 3.1.1.2 b), que resumimos con el

siguiente esquema:

A(6c+13) = 2
A(5c+10) =1
A(6c+13) =3
ABe+7) =3 A(be+12) =1
A(5c+10) =2 A(8c+15) =1
A(6c+12) =3
A(8c+15) =2

Continuamos con el Caso 3.1.2 con A(2c+6) =3

CASO 3.1.2

A1 D {1, 3}
A2 2 {2, C+4}
A3 2 {20+6}

Con esta distribucién no tenemos ningtin elemento que se introduzca a la fuerza en algunos de los
conjuntos {A1, As, A3z} y que sigan manteniendo la propiedad de ser libres de suma estricta.

Partimos de un elemento aleatorio, por ejemplo el c¢+6 . Se obtendria el Caso 3.1.2.1 si A(c+6) =1,
el Cas03.1.2.2 si A(c+6) =2 yel Caso3.1.2.3 si A(c+6) =3.

CASO 3.1.2.1

Al 2{1, 3, C+6}
A22{270+4}
A32{2C+6}

El elemento 2c+9 = ¢+ 6 + 3 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al conjunto

Ay, esdecir A(2¢+9) #1.
Enel Caso3.1.2.1a estudiaremos qué sucedesi A(2¢+9) =2 yenel Cas03.1.2.1b si A(2¢+9) =3
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CASO3.1.2.1
a) A(2c+9) =2

A1 D{1,3, c+6}
A2 D {2,c+4,2c+9}
Az D {2c+ 6}

Los elementos 3c + 11 y 5 se introducen a la fuerza en los conjuntos conjuntos A; y As que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3,¢+6,3c+11}
Az D {2, c+4, 2¢+ 9}
Az 2 {2c+6, 5}

El elemento 4c + 12 = 3¢ + 11 + 1 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece al
conjunto A;, es decir A(4dec+12) # 1.

Se obtendria el caso al si A(4c+12) =2 yelcaso a2 si A(dc+12) =2
al) AMAc+12)=2

Introducimos a la fuerza los elementos 5c + 14 y 2c¢ + 8 en los conjuntos A; y A3 que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, ¢+6, 3¢+ 11, 5c+ 14}
A2 D {2,c+4,2c+9, 4c+ 12}
As D {2c¢+6, 5, 2¢c+ 8}

Segtin coloquemos el elemento c+3 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(c+3)=1=5c+14d=c+3+3c+11+c
SiA(c+3)=2=4c+12=c+3+2c+9+c
SiA(c+3)=3=2c+8=c+3+5+c¢

a2) A4c+12)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 13,4c + 13 ,5¢+ 17 ,2c+ 8 y ¢+ 7 en los conjuntos
Ay ,As y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3, c+6, 3c+ 11, 3c+ 13, 4c + 13}
Az D{2,¢c+4,2c+9, 5c+ 17}
As D {2¢+6,5,4c+12,2c+8,c+ 7}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+19 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z; + 2 + ¢ = x3

SiA(6c+19)=1=6c+19=c+6+4c+13+¢
SiA(6c+19)=2=6c+19=2+5c+17+c¢
SiA(6c+19)=3=6c+19=4c+12+c+T7+c

Hemos concluido el Caso 3.1.2.1 a, que resumimos con el esquema siguiente:
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A(4c+12) =2
L )A@Rc+9)=2
Aler = A(dc+12)=3
A(2c+6) =3 A(2c+9) =3
Ac+6) =2
A(c+6)=3
CASO 3.1.2.1

b) A(2c+9) =3

A1 2{1, 3, C+6}
Ay D {2, c+ 4}
As D {2¢+6, 2c+ 9}

El elemento 5¢+ 15 = 2¢ + 6 4+ 2c 4+ 9 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece
al conjunto As, es decir A(5¢ + 15) # 3.

Se obtendria el caso bl si A(5¢+ 15) =1 yelcaso b2 si A(5c+ 15) = 2.
bl) AGBc+15) =1

A1 2 {1, 3, c+6, 5c+ 15}
A22{2,C+4}
As O {2c+ 6, 2¢ + 9}

El elemento 5¢+ 15 = 4c+ 144 1+ ¢ es una solucién monocromética, por tanto el elemento 4c+ 14
no pertenece al conjunto A;, es decir A(4dc+14) #1 .

Se obtiene el caso b1.1 si A(4c+14) =2 yelcasobl.2 si A(4dc+ 14) = 3.
b1.1) A(4c+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+12,11c+31,3c+9,9¢c+27,6c+ 18 ,4c+ 13 y 2¢+7
en los conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,3,¢c+6, 5c+ 15, 3¢+ 12, 11c + 31}
Ay D {2, c+4, dc+ 14, 3¢ + 9, 9¢ + 27}
As D {2c+6,2c+9, 6c+ 18, 4c+ 13, 2¢ + T}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+16 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuacién 1 + 2 + ¢ = x3

SiA(bc+16) =1=11c+31 =5¢+16+5c+15+¢
SiA(Bc+16) =2=5c+16=4c+14+2+¢
SiA(bc+16) =3=5c+16=2c+9+2c+T7+c
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b1.2) A(4c+14) =3

A1 D2{1, 3, ¢+ 6, 5¢c+ 15}
A22{2,6+4}
As D {2c+6, 2¢+9, 4c + 14}

El elemento 7c + 20 = 2¢+ 6 + 4c + 14 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece
al conjunto A3, es decir A(7c+20) # 3.

Tendriamos el caso b1.2.1 si A(7c+20) =1 yelcaso bl.2.2 si A(7c+ 20) =2
b1.2.1) A(7c+20)=1

Se introducen a la fuerza los elementos ¢ + 5,8c 4+ 23 y 3c+ 9 en los conjuntos Az y A3 que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1, 3, ¢+ 6, 5¢c+ 15, Tc + 20}
Az D{2,c+4, c+5, 8c+23}
As D {2c+6,2c+9, 4c+ 14, 3¢+ 9}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+18 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién z; + 22 +c =23

SiA(6c+18)=1=6c+18=5c+154+3+¢
SiA(6c+18) =2=8c+23=6c+18+c+5+c
SiA(6c+18) =3 =6c+18=2c+9+3c+9+c

b1.2.2) A(7c+20)=2

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 5,3c+9,6c+ 18 y 2c+ 7 enlos conjuntos Ay, Az y
A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 241, 3, ¢c+6, 5c+ 15, ¢+ 5}
A2 D {2, c+4, Tc+ 20, 3¢+ 9}
As D {2c+6, 2¢+9, 4c+ 14, 6¢ + 18, 2¢ + T}

Segtin coloquemos el elemento 3c+11 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién z1 + 2 +c =3

SiA(Bc+11)=1=3c+1l=c+6+c+5+c
SiA(Bc+11)=2=7c+20=3c+114+3c+9+¢
SiA(Bc+11)=3=6c+18=3c+11+2c+T+c¢c

b2) A(Bc+15)=2

A1 D {1, 3, c+6}
Az D {2, c+4, 5c+ 15}
As D {2c¢+6, 2¢+ 9}

El elemento 5¢+ 15 = 4c+ 1342+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 4c+ 13

no pertenece al conjunto Az, es decir A(4de+ 13) # 2.
Se obtendria el caso b2.1si A(4dc+13) =1 yelcaso b2.2 si A(dc+13) =3
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b2.1) A(4c+13)=1

A1 2{1,3,c+6, 4c+ 13}
Az D {2, c+4, 5¢c+ 15}
Az D {2c¢+ 6, 2¢ + 9}

El elemento 4c+ 13 = 3¢+ 10+ 3 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 3c+ 10
no pertenece al conjunto A, es decir A(3c+10) # 1.

Se obtendria el caso b2.1.1 si A(3c+ 10) =2 yelcaso b2.1.2 si A(3c+ 10) = 3.
b2.1.1) ABc+10)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+8, 6¢+17, 9c¢+25, 8c+23, 5¢+14, 3c+11 y Tc+21
en los conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3,c+6, 4c+ 13, 2c+ 8, 6¢ + 17, 9c + 25}
Az D {2, c+4, 5c+ 15, 3¢+ 10, 8¢ + 23}
A3 D {2c+6,2c+9, 5c+ 14, 3¢+ 11, Tc + 21}

Segtn coloquemos el elemento 4c+12 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(dc+12) =1=9c+25=4c+12+4c+ 13 +¢
SiA(dc+12)=2=4c+12=3c+10+2+¢
SiA(dc+12) =3=Tc+21=2c+9+4c+12+¢

b2.1.2) A(3c+10)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 4, 8c+ 23 ,6c+19, ¢+ 7, 3¢+ 12,5¢+ 17 y 7c+22 en
los conjuntos A1, A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3, c+6, de+ 13, 4, 8¢ + 23}
A D {2, c+4, 5c+ 15, 6c+ 19, ¢+ 7, 3¢ + 12}
As D {2¢+6,2c+9, 3¢+ 10, 5c+ 17, 7c + 22}

Segtn coloquemos el elemento c+5 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(c+5)=1=c+5=1+4+c
SiA(c+5)=2=3c+12=c+5+c+T7+c
SiA(c+5)=3=T7c+22=c+5+5c+17+¢

b2.2) A(4c+13)=3
A1 D{1,3,c+6}
A2 D {2, c+4, 5c+ 15}

As D {2c+6, 2c+9, 4c + 13}

Se introduce a la fuerza el elemento 7c + 19 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:.
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A1 D {1,3,c+6, 7c+ 19}
Az D {2, c+4, 5c+ 15}
As D {2c+6, 2¢+9, 4c+ 13}

El elemento 7c+ 19 = 6¢+ 16 + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 6¢+ 16
no pertenece al conjunto A;, es decir A(6¢+ 16) # 1.

Se estudia el caso b2.2.1 si A(6c+ 16) =2 yelcaso b2.2.2 si A(6c+ 16) = 3.
b2.2.1) A(6c+16)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢+14,3c+11, 6¢+16, 3c+8,c+3 8¢c+20,6c+17 y c+5
en los conjuntos A;, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, c+6, Te+19, 5c + 14, 3¢ + 11}
Az D {2, c+4, 5¢c+ 15, 6¢+ 16, 3¢+ 8, ¢+ 3}
As D {2¢+6, 2¢+9, 4c + 13, 8¢+ 20, 6¢ + 17, ¢+ 5}

Segtin coloquemos el elemento 2c+8 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z; + 2 +c =3

SiA(2c+8)=1=3c+11=2c+8+3
SiA(2c+8)=2=6c+16=2c+8+3c+8+¢c
SiA(2c+8)=3=4c+13=2c+8+c+5+c

b2.2.2) A(6c+16)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+29 y 9c+ 25 enlos conjuntos A; y A2 que mantienen
la propiedad de ser [ibres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,3,c+6, 7c+ 19, 11c + 29}
Ay D {2, ¢+ 4, 5¢+ 15, 9¢ + 25}
As D {2¢+6, 2¢+9, 4c+ 13, 6¢ + 16}

Segtn coloquemos el elemento 3¢c+10 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Bc+10)=1=11c+29=3c+10+Tc+ 19 +c
SiABc+10) =2 = 9c+25=3c+10+5c+ 15+ ¢
SiA(Bc+10) =3 = 6c+16 =3c+ 10+ 2c+6 + ¢

Podemos resumir el Caso 3.1.2.1 b en el siguiente esquema:
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A(dc+14) =2
A(5c+15) = 1 A(Te+20) =1
A(dc+14)=3
A(7c+ 20) =2
A(2c+9) =3
(2c+9) A(3e+10) =2
A(dc+13) =1
A(3c+10) =
A(5c+15) =2 (3¢ +10) =3
A(6c+ 16) = 2
A(de+13) =3
A(6e+16) = 3

Continuamos con el Caso 3.1.2.2 con A(c + 6) = 2

CASO 3.1.2.2

Ay D {1, 3}
A2 D {2,c+4,c+6}
Az D {2c+ 6}

El elemento 3¢+ 10 = c¢+4+c+6+c es una solucién monocromaética, por tanto no puede pertenecer
al conjunto A, es decir A(3c +10) # 2.

Se obtendria el Caso 3.1.2.2asi A(3c+10) =1 yelcaso Caso3.1.2.2b si A(3c+ 10) = 3.
CASO 3.1.2.2
a) A(Bc+10)=1
Ay D {1, 3, 3¢+ 10}
Az D {2,c+4, c+6}
A3 2 {20 + 6}
El elemento 4c + 13 = 3c + 10 4+ 3 + ¢ es una solucién monocromadtica, por tanto no pertenece al

conjunto Ai, es decir A(4c+13) # 1.
Se obtiene el caso al si A(4c+ 13) =2 yelcaso a2 si A(dc+13)=3.

al) A(4c+13)=2

Se introduce a la fuerza el elemento 5¢ 4 15 en el conjunto A; y los elementos 2c¢+9 y 2c+ 7 en
A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 3¢+ 10, 5¢ + 15}
A2 D {2,c+4, c+6,4c+ 13}
As D {2¢+6,2c+9,2c+ 7}

El elemento 9¢+ 25 = 3c+ 10+ 5¢+ 15+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece
al conjunto A;, es decir A(9¢c+25) #1 .
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Tendriamos el caso al.l si A(9¢+25) =2 yelcaso al.2 si A(9¢c+ 25) = 3.
all) A(9c+25)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 19 ,c+5,4c+12,11c+29 y 3c+ 9 enlos conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay 2 {1, 3, 3¢+ 10, 5¢ + 15, 7e + 19}
A D {2,¢c+4,c+6,4c+ 13, 9c+ 25, ¢+ 5}
A3 D {2¢+6,2c+9, 2c+ 7, 4c+ 12, 11c + 29, 3¢+ 9}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+18 en Ay, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zi1 + z2 +c =3

SiABc+18) =1=Tc+19=6c+18+1+c
SiA(6c+18)=2=6c+18=4c+13+c+5+c
SiA(6c+18) =3=6c+18=2c+9+3c+9+c

al.2) A(9c+25)=3

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 3, 6¢c+16 y 4c+ 12 enlos conjuntos Ai, A2 y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, 3¢+ 10, 5c+ 15, c + 3}
Ay D {2, c+4, c+6, 4c+ 13, 6¢c + 16}
A3 D {2c+6,2c+9, 2c+ 7, 9c + 25, 4c + 12}

Segtin coloquemos el elemento 7c+18 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 + c =3

SiA(Te+18)=1=T7c+18=5c+154+c+3+¢c
SiA(Tc+18) =2 = Tc+ 18 =6c+ 16+ 2+ ¢
SiA(Tc+18)=3=Tc+18=2c+6+4c+12+¢

a2) A(4c+13)=3
Ay D {1, 3, 3¢+ 10}
A2 D{2,c+4, c+6}
As D {2c+6, 4c + 13}
El elemento 3¢+ 10 = 2c+ 7+ 3+ ¢ es una solucién monocromética, por tanto el elemento 2c+ 7

no pertenece al conjunto A;, es decir A(2¢+7) # 1.
Se obtendria el caso a2.1 si A(2c+7) =2 yel a2.2 si A(2¢+7) =3.

a21) A@Rc+7)=2

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 5, 3¢+9,5c+15,4c+ 11, 2c+8 y 4 enlos conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1, 3,3c+10, c+5, 3c+ 9}

A2 D {2,c+4,¢c+6,2c+7, 5c+ 15}
As D {2 +6, dc + 13, dc + 11, 2c + 8, 4}
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Segtn coloquemos el elemento 7c+19 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; + 2 +c =3

SiA(Te+19)=1=7c+19=3¢c+10+3c+9+c¢
SiA(Te+19)=2=T7c+19=c+4+5c+15+¢c
SiA(Tc+19) =3 =Tc+19=4dc+11+2c+8+c¢

a2.2)  A(2¢c+7)=3

A; D {1, 3, 3¢ + 10}
A2 D {2, c+4, c+6}
As D {2c+6,4c+13,2¢+ 7}

El elemento 5c¢ 4+ 13 = 2¢ + 6 4+ 2¢ + 7 + ¢ es una solucién monocromadtica, por tanto no pertenece
al conjunto As, es decir A(5¢+ 13) # 3.

Se estudia el caso a2.2.1 si A(5c+13) =1 yelcaso a2.2.2 si A(5c+ 13) =2.

a2.21) AGBGc+13)=1

A1 D {1, 3, 3¢+ 10, 5c + 13}
A2 D {2,c+4, c+6}
As D {2¢+6, 4c + 13, 2¢ + T}

El elemento 9¢+ 23 = 3¢+ 10 + 5¢ + 13 + ¢ es una solucién monocromaética, por tanto no pertenece
al conjunto Ay, es decir A(9c+23) # 1.

Se obtendria el caso a2.2.1.1 si A(9c+ 23) =2 yelcaso a2.2.1.2 si A(9¢c+23) =3.

a2.21.1) A(9c+23)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c 419 ,6c+ 16 y 1lc+ 29 enlos conjuntos Ay, A2 y A3
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, 3¢+ 10, 5¢c+ 13, 7Tc + 19}
A2 D {2, c+4, c+6,9c+ 23, 6¢c+ 16}
Az D {2¢+6, 4c+ 13, 2¢+ 7, 11c + 29}

Segtin coloquemos el elemento 8c+22 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 + c =3

SiABc+22)=1=8c+22=7c+19+3+c¢
SiA(8c+22) =2=8c+22=c+6+6c+16+c
SiA(8c+22) =3=11c+29=8c+22+2+7+c

a2.2.1.2) A(9c+23)=3

Introducimos a la fuerza el elemento 6¢ + 16 en el conjunto A> que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A; D {1, 3, 3¢+ 10, 5c + 13}
Ay D {2, c+4, c+6, 6c+ 16}
As D {2c+6, dc+ 13, 2¢+ 7, 9c + 23}
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Segtin coloquemos el elemento 4c+10 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; +z2 +c =3

SiA(dc+10)=1=5c+13=4c+10+3+c
SiA(dc+10)=2=6c+16=4c+10+c+6+c¢c
SiA(dc+10) = 3= 9c +23 = dc + 10 + dc + 13 + ¢

a2.2.2) A(5c+13)=2

A1 O {1, 3, 3c+ 10}
A2 D{2,c+4, c+6,5c+ 13}
As D {2¢+ 6, 4c+ 13, 2¢+ 7}

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+19,6c+16 y 3c+9 enlos conjuntos A;, A2 y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 3¢ + 10, 7c + 19}
A2 D{2,c+4, c+6, 5c+ 13, 6c+ 16}
A3 D {2c+6, dc+ 13, 2 + 7, 3¢ + 9}

Segtin coloquemos el elemento 8c+22 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 2 +c¢c = x3

SiA(8c+22)=1=8c+22=Tc+19+3+c
SiABc+22)=2=8c+22=c+6+6c+16+c
SiABc+22)=3=8c+22=4c+13+3c+9+¢c

Con este resultado concluimos el Caso 3.1.2.2 a), resumido en el siguiente esquema:

A(9c+ 25) = 2
A(4c+13) =2
A(9c+25) =3
A2c+T7)=2
A(3c+10) =1
A(c+6) =2 A(de+13) =3 Ae+23) =2
A(Be+13) =1
A2c+7)=3
A(9c+23) =
A(5e+13) =2
A(3c+10) = 3

Continuamos con el Caso 3.1.2.2b con A(3c+ 10) = 3.

CASO 3.1.2.2
b) A@Bc+10)=3

A1 O {1, 3}
A2 2 {2, c+4, c+6}
As D {2c¢+6, 3¢+ 10}
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Introducimos a la fuerza el elemento 4 en A; que mantiene la propiedad de ser libre de suma estricta:

A1 D {1, 3, 4}
A2 D {2,c+4, c+6}
As D {2¢+6, 3c+ 10}

El elemento 6¢ + 16 = 2¢ + 6 + 3¢ + 10 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece
al conjunto A3, es decir A(6¢+ 16) # 3.

Se obtendria el caso bl si A(6c+ 16) =1 yelcaso b2 si A(6c+ 16) = 2.

bl) A@c+16)=1

A1 D {1, 3, 4, 6¢c+ 16}
A2 2 {2, c+4, c+6}
As D {2c¢+6, 3c+ 10}

El elemento 6¢+ 16 = 5¢+ 15+ 1+ ¢ es una solucién monocromaética, por tanto el elemento 5¢+ 15
no pertenece al conjunto Ay, es decir A(5¢+ 15) # 1.

Obtenemos el caso b1.1 si A(5¢+ 15) =2 yelcaso bl.2 si A(bc+15) =3

b1.1) AGBGc+15)=2

Introducimos a la fuerza los elementos 3c+9 y 7c+ 19 enlos conjuntos A; y Az que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 4, 6¢+ 16, 3¢ + 9}
A2 D {2,¢c+4, c+6, 5¢c+ 15}
As D {2¢+6, 3¢ + 10, T + 19}

Segtn coloquemos el elemento 4c+13 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion x1 + x2 + ¢ = x3

SiA(dc+13)=1=4c+13=3c+9+4+c
SiA(de+13)=2=5c+15=4c+13+2+c
SiA(4c+13)=3=T7c+19=4c+13+2c+6+c¢c

b1.2) A(BGc+15)=3

Introducimos a la fuerza el elemento ¢ + 5 en el conjunto Az que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, 4, 6c+ 16}
A2 D {2,¢c+4,¢c+6,c+5}
As D {2¢+6, 3¢ + 10, 5¢ + 15}

El elemento 2¢ 4+ 7 = 2+ ¢+ 5 4 ¢+ es una solucién monocromdtica, por tanto no pertenece al
conjunto Az, es decir A(2c+7) # 2.

Tendremos el caso b1.2.1 si A(2c+7) =1 yelcaso bl.2.2 si A(2¢+7) = 3.

192



b1.2.1) A@c+7)=1

Introducimos a la fuerza el elemento 7c + 19 en A; y los elementos 3c+9 y 5c+ 13 en A3z que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 4, 6¢+ 16, 2¢ + 7}
A2 D{2,¢c+4,c+6,c+5, Tc+ 19}
As O {2¢+ 6, 3¢+ 10, 5¢+ 15, 3¢+ 9, 5¢ + 13}

Segtin coloquemos el elemento 9c+23 en A;, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3

SiA9c+23)=1=9c+23=6c+16+2c+T7+c
SiA9c+23)=2=9c+23=c+4+Tc+19+c¢
SiA(9c+23)=3=9c+23=3c+ 10+ 5¢c+ 13+ ¢

b1.2.2) A@2c+7) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+8,5¢+ 13 y 3c+9 enlos conjuntos A;, A2 y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 4, 6¢+ 16, 2¢ + 8}
A2 D{2,¢c+4,c+6,c+5, 5c+ 13}
As D {2¢+6, 3¢+ 10, 5¢+ 15, 2¢ + 7, 3¢ + 9}

Segtin coloquemos el elemento 7c+19 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibnz; + 22 +c =23

SiA(Tc+19)=1=T7c+19=6c+16+3+¢
SiA(Tc+19)=2=T7c+19=c+6+5c+13+¢
SiA(Te+19) =3=T7c+19=3c+10+3c+9+¢c

b2) A(6c+16)=2
Ax 2 {17 37 4}
Az D {2,c+4,c+6, 6c+ 16}
As D {2c+6, 3c+ 10}
El elemento 6¢+ 16 = 5¢+ 1442+ ¢ es una solucién monocromética, por tanto el elemento 5c¢+ 14
no pertenece al conjunto A;, es decir A(5¢+ 14) # 1.
Se obtendria el caso b2.1 si A(5¢+ 14) =2 yelcaso b2.2 si A(5c+ 14) =3

b2.1) AGBGec+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c +20,7c + 16 y 4c+ 10 en los conjuntos A1, A2 y A3
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1, 3, 4, 5c+ 14, 8¢ + 20}
A2 D {2,c+4, c+6, 6¢c+ 16, Tc+ 16}
As D {2¢+6, 3¢ + 10, 4¢ + 10}

El elemento 9c + 21 = 8c 4 20 4+ 1 + ¢ es una solucién monocromadtica, por tanto no pertenece al
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conjunto Ai, es decir A(9c+21) # 1.
Obtenemos el caso b2.1.1 si A(9c+21) =2 yelcaso b2.1.2 si A(9c+21) =3

b2.11) A9c+21)=2

Introducimos a la fuerza el elemento 11c+ 27 en A; y el elemento 7c+ 17 en Az que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3,4, 5c+ 14, 8¢ + 20, 11c + 27}
A2 D {2,c+4, c+6, 6c+ 16, 7Tc+ 16, 9c + 21}
As D {2¢+6, 3¢+ 10, 4¢+ 10, Tc + 17}

Segtn coloquemos el elemento 10c+23 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(10c+23) =1= 11c+27=10c+23+4+c
SiA(10c+23) =2 = 10c+23=9c+21 + 2+ ¢
SiA(10c+23) =3 = 10c+23 =2c+ 6+ Tc+ 17T+ ¢

b2.1.2) A9c+21)=3

Introducimos a la fuerza el elemento 4c + 11 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A; D {1, 3,4, 5¢c+ 14, 8¢ + 20}
Ay D{2,c+4, c+6, 6¢c+ 16, Tc + 16, 4c + 11}
Az D {2+ 6, 3¢+ 10, 4c + 10, 9c + 21}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+15 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(6c+15) =1=> 6c+15="5c+14+1+c
SiA(6c+15) =2=6c+15=4c+11+c+4+c
SiA(6c+15) =3 = 9c+ 21 = 6+ 15+ 2c+ 6 + ¢

b2.2) A(c+14)=3

Ay 2{17 37 4}
Az D{2,c+4, c+6,6c+ 16}
As D {2¢+6, 3¢+ 10, 5¢ + 13}

Introducimos a la fuerza los elementos 2c+8 y 8c+20 en el conjunto A; que mantiene la propiedad
de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3,4, 2 +8, 8¢ + 20}
Az D{2,c+4, c+6, 6c+ 16}
As D {2c+ 6, 3¢ + 10, 5¢ + 14}

El elemento 9c + 23 = 8c + 20 + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece al

conjunto Ay, es decir A(9c + 23) # 1.
Se estudia el caso b2.2.1 si A(9c+23) =2 yelcaso b2.2.2 si A(9c+23) =3
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b2.2.1) A9c+23)=2

Introducimos a la fuerza el elemento 11c+29 en A; y el elemento 7c+ 19 en Az que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3,4,2c+38, 8¢+ 20, 11c + 29}
Ay D {2, c+4, c+6, 6c+ 16, 9c + 23}
A3 D {2c+6, 3¢+ 10, 5c+ 14, Tc + 19}

Segtin coloquemos el elemento 10c+25 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3

SiA(10c+25) =1= 11c+29 = 10c+25+ 4+ ¢
SiA(10c+25) =2 = 10c+25=9c+ 23+ 2+ ¢
SiA(10c+25) =3 = 10c+25=2c+ 6+ Tc+ 19+ ¢

b2.2.2) A9c+23)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 4c+ 11,3c+9 y c+ 5 enlos conjuntos A1, A2 y A3 que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3,4, 2c+8, 8¢ + 20, 4c + 11}
A2 D{2,c+4, c+6, 6c+ 16, 3¢+ 9}
As D {2¢+ 6, 3¢+ 10, 5¢+ 14, 9c + 23, ¢ + 5}

Segtin coloquemos el elemento 5c+15 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibnz; + 22 +c =23

SiA(Bc+15)=1=5c+15=4c+11+4+¢
SiA(Bc+15) =2=5c+15=3c+9+c+6+c
SiA(5c+15) =3 = 5c+ 15+ =3¢+ 10+c+5+¢

Con este resultado hemos concluido el Caso 3.1.2.2 b, que resumimos en el esquema
siguiente:

A(bc+15) =2

A(6c+16) =1 A2c+T7)=1
A(5c+15) =3

A(2c+7)=3

A(3c+10) =3 A(9c+21) =2
A(c+14) =1

A(6e + 16) = 2 A(9c+21) =3

A(9c +23) =2
A(5c+14) =3

A(9c+23) =3

Continuamos con el Caso 3.1.2.3 con A(c + 6) = 2
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CASO 3.1.2.3

A1 2 {1, 3}
Ao 2{2,C+4}
A3 D {2c+6, c+6}

El elemento 4c + 12 = 2¢ + 6 + ¢ + 6 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al
conjunto As, es decir A(4de+ 12) # 3.

Se obtendria el caso Caso 3.1.2.3 a si se asigna el color A(4c+12) =1 yelcaso Caso3.1.23b si
A(dc+12) = 2.

CASO 3.1.2.3
a) A(c+12)=1

A1 D {1, 3, 4c+ 12}
A22{270+4}
Az D {2¢+6, c+6}

El elemento 4c + 12 = 3¢ + 9 + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 3¢ + 9
no pertenece al conjunto Ay, es decir A(3c+9) # 1.

Obtenemos el caso al si A(Bc+9) =2 yelcasoa2si A(3c+9) = 3.
al) A@Bc+9) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+7, 7c+19, 5¢+13, 3¢+ 10 y ¢+ 5 enlos conjuntos
A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, e+ 12, 2¢ + 7}
A2 D {2, c+4,3c+9, Tc+ 19}
As D {2¢+6, c+6, 5c+ 13, 3¢+ 10, ¢+ 5}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+15 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién 1 + 2 +c¢c = x3

SiA(Ge+15) =1=5c+15=4c+12+3+¢
SiA(Gc+15)=2=Tc+19=5c+15+c+4+c
SiA(bc+15) =3=5c+15=3c+10+c+5+c¢

a2) A(3c+9)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 17, 5¢+15, ¢+ 5 y 3c+ 11 enlos conjuntos A, A>
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 4c+ 12, 6¢c + 17}
Az D{2,c+4,5¢+15, ¢+ 5}
As D {2¢+6,c+6,3c+9, 3c+ 11}

Segtin coloquemos el elemento 7c¢+20 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c=z3

SiA(Tc+20)=1=Tc+20=06c+17+3+¢
SiA(Tc+20)=2=T7c+20=5c+15+c+5+c¢
SiA(Tc+20)=3=T7c+20=3c+9+3c+11+c
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CASO 3.1.2.3
b) AMc+12)=2

Al :_){15 3}
A2 D {2, c+4, 4c+ 12}
As D {2c+6, c+ 6}

El elemento 4c+ 12 = 3¢+ 10+ 2 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 3¢+ 10
no pertenece al conjunto Az, es decir A(3¢c+ 10) # 2.

Se obtiene el caso bl si A(3c+10) =1 yelcaso b2 si A(3c+ 10) = 3.
bl) A@Bc+10)=1

Ay D {1, 3, 3¢ + 10}
Az D42, c+4, 4c+ 12}
Az 2 {2c¢+6, c+6}

El elemento 3c+ 10 = 2¢ + 7+ 3 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 2¢c+ 7
no pertenece al conjunto Ay, es decir A(2¢+7) # 1.

Se estudia el caso b1.1 si A(2c+7) =2 yelcaso bl.2 si A(2¢+7) =3
b1.1) A@c+7) =2

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 5, 5¢c+ 14, 2¢+ 7, 4c+ 11 y 2c+ 8 en los conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 3¢+ 10, ¢+ 5, 5c + 14}
A2 D{2,c+4,4c+12, 2¢+ T}
As D {2¢+ 6, c+ 6, 4c + 11, 2¢ + 8}

Segtin coloquemos el elemento 7c+19 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Tc+19)=1=Tc+19=c+5+5c+14+c
SiA(Te+19)=2=T7c+19=4c+ 124+ 2c+T+c¢c
SiA(Tc+19) =3 =Tc+19=4dc+11+2c+8+c¢

b1.2) A@2c+7)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢+ 15, 4c+ 13, 2¢+9 y 9c+ 25 enlos conjuntos A, Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 3¢ + 10, 5¢ + 15}
Ay D {2, c+4, dc+ 12, 4c + 13}
A3 D {2¢+6,c+6,2c+7,2c+9, 9c+ 25}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+16 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(6c+16) =1=6c+16=5c+15+1+c
SiA(6c+16) =2=6c+16=c+4+4c+12+¢
SiA(6c+16) =3 = 9c+25=6¢c+ 16 +2c+9+c

197



b2) A@Bc+10)=3

Ay D {1, 3, 6¢ + 16}
Ay D {2, ¢+ 4, dc + 12}
As D {2c+6, c+6, 3c+ 10}

Introducimos a la fuerza el elemento 6¢ + 16 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Podemos expresar 6¢c + 16 = 5¢ + 13 + 3 + ¢ que es una solucién monocromadtica, por tanto el
elemento 5¢ + 13 no pertenece al conjunto A;, es decir A(5¢+ 13) # 1.

Se obtendria el caso b2.1 si A(5¢+13) =2 yelcaso b2.2 si A(5c+ 13) = 3.
b2.1) A(Bc+13)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 11, 2¢+ 8, 11c+ 27, 9c+ 24, 7Tc+ 17 y 5c+ 14 en
los conjuntos A1, A y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A D {1, 3, 6+ 16, 4c + 11, 2¢ + 8}
Ay D {2, ¢+ 4, dc + 12, 5¢ + 13, 11 + 27, 9¢ + 24}
As D {2¢+6,c+6,3c+10, 7Tc+ 17, 5¢ + 14}

Segtn coloquemos el elemento c+3 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(c+3)=1=4c+11=c+3+2c+8+c
SiA(c+3)=2=1lc+2T=c+3+9+24+¢c
SiA(c+3)=3=T7c+17T=c+3+5+c+14+¢c

b2.2) A(c+13)=3

Introducimos a la fuerza lo elementos 9c¢+23 y 7c+ 19 enlos conjuntos A; y A2 que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 36¢ + 16, 9¢ + 23}
Az D{2,c+4, 4c+ 12, 7Tc + 19}
As O {2¢+ 6, c+ 6, 3c+ 10, 5¢ + 13}

Segtin coloquemos el elemento 2¢+7 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion x1 + z2 + ¢ = x3

SiA(2c+7)=1=9c+23=2c+T+6c+16+c
SiA(2c+7)=2=T7c+19=2c+T+4c+12+¢
SiA(2c+7)=3=5c+13=2c+7+2c+6+c

Con este tultimo resultado hemos concluido el Caso 3.1.2.3 que resumimos el siguiente esquema .
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A(Bc+9) =2
A(dc+12) =1
A(3c+9)=3
A2c+7)=2
A(dc+12) #3
(de+12) # A(3c+10) =1
A(dc+12) =2 Ae+T7) =3
A(5c+13) = 2
A(3c+10) =3
A(5c+13) =3

Continuamos con el Caso 3.2 con A(c+4) =2

CASO 3.2

A D {1, 3}
As D {2}
A3 2 {C—|—4}

Con esta distribucién no tenemos ningtn elemento que se introduzca a la fuerza en algunos de los
conjuntos {A1, A2, Az} y que sigan manteniendo la propiedad de ser libres de suma estricta.

Consideramos un elemento aleatorio, por ejemplo el 2¢ + 5.

Enel Caso 3.2.1 estudiaremos que sucede si A(2c¢+ 5) =1, enel Caso 3.2.2 si A(2c+5) =2
yenel Caso3.2.3 si A(2¢+5) =3.

CASO 3.2.1

A1 O {1, 3, 2¢+5}
Az D {2}
A3 B {C+4}

CASO 3.2.2

A1 O {1, 3}
A2 D {2, 2c+ 5}
A3 2 {C—|—4}

CASO 3.2.3

A; D{1,3}
Ay D {2}
A3 D {c+4,2c+5}

Desarrollaremos estos casos hasta conseguir soluciones monocromaticas a la ecuacién
T1 + X2 + ¢ = T3,

Enel Caso3.2.1

Como el elemento 3¢+ 6 = 2c+ 5 + 1 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al
conjunto A;. Se le puede asignar el color 2 6 3.
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Enel Caso3.2.1.1 analizaremos que ocurre si A(3c+6) =2 yenel Caso3.2.1.2 si A(3c+6) = 2.
CASO3.2.1.1

Ay D {1, 3, 2¢c+5)}
Az D {2, 3¢+ 6}
A32{C+4}

Como el elemento 4c+ 8 = 2 + 3c+ 6 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto Asz.

Se obtendria el caso Caso 3.2.1.1a si A(4c+8) =1 yel Cas03.2.1.1b si A(4c+8) = 3.
CASO 3.2.1.1
a) A(Mc+8) =1

A1 2{1,3,2c+5, 4c+ 8}
As D {2, 3¢ + 6}
A32{C+4}

Podemos expresar 7c + 13 = 2c + 5 4 4c + 8 + ¢, que es una solucién monocromatica, por tanto no
pertenece al conjunto A;, es decir A(7c+13) # 1.

Tendriamos el caso al si A(7c+13) =2 yelcaso a2 si A(7c+ 13) = 3.
al) A(7c+13)=2

Introducimos a la fuerza los elementos 7c+ 13,5c+ 11,5¢+9, 3¢+ 7 y ¢+ 2 enlos conjuntos A;
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2¢+5, e+ 8}
Ay D {2, 3¢+ 6, Tc+ 13, 5¢ + 11, 5e + 9}
As D {c+4,3c+T7,c+2}

Segtn coloquemos el elemento c+3 en A1, A> 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z; + 2 +c =3

SiA(c+3)=1=4c+8=c+3+2c+5+¢c
SiA(c+3)=2=5c+9=c+3+3c+6+c
SiA(c+3)=3=3c+T=c+3+c+4+c

a2) A(7¢c+13)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 9c+ 16 ,4c+7, 5¢+9, 3¢+ 7, c+3, 6¢c+ 11 y 9c+ 15
en los conjuntos Ai, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2{1,3,2c+5,4c+ 8, 9c+ 16, 4c+ 7}
A2 D {2,3¢+6,5c+9,3c+ 7}
As D {c+4, 7c+13, ¢+ 3, 6¢c+ 11, 9¢c + 15}

Segtn coloquemos el elemento c+2 en A;, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 + c =3
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SiA(c+2)=1=2c+5=c+2+4+3+c¢
SiA(c+2)=2=5c+9=c+2+4+3c+T7+c
SiA(c+2)=3=9c+15=c+2+T7c+13+¢

CASO 3.2.1.1
b) A(c+8)=2

A1 D{1,3,2¢+5}
As D {2, 3¢+ 6}
As D {c+4, 4c + 8}

El color asignado al elemento 2c + 4 es A(2c+4) = 1, puesto que 3c+6 = 2c+4+2+cy
4c+ 8 = 2¢ + 4 + ¢ + 4 + ¢ son soluciones monocromdticas.

Podemos expresar el elemento 5¢c+9 = 2¢+ 5+ 2c+ 4 + ¢, que es una solucién monocromética, por
tanto el no pertenece al conjunto A;, es decir A(5¢+9) # 1.

Se obtiene el caso bl si A(5¢+9) =2 yelcasob2 si A(5¢+9) = 3.
bl) AGBGc+9) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 11,3¢+ 7, 3c+5, ¢c+3, 9¢+15 y ¢+ 2 enlos
conjuntos A, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3,245, 2c+4, 6+ 11}
A2 D{2,3¢+6,5¢+9,3c+7,3c+5}
As D{c+4,4c+8,¢c+3,9c+ 15, c+ 2}

Segtin coloquemos el elemento 7c+12 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zi + 2 +c =3

SiA(Te+12)=1=T7c+12=6c+11+1+c¢
SiA(Tc+12) =2=Tc+12=3c+7+3c+5+c
SiA(Tc+12)=3=9c+15=Tc+12+c+3+c

b2) AGBc+9)=3

A; D {1, 3,245, 2c+4}
A; D {2, 3¢+ 6}
A3 D {c+4, 4c+ 8, 5c+ 9}

El color asignado al elemento 3¢+ 5 es A(3c+ 5) = 2, puestoque 5¢+9=3c+5+c+4+cy
3c+5 =2c+ 4+ 1+ c son soluciones monocromdticas.

Podemos expresar el elemento 7c 4+ 11 = 3¢+ 6 4+ 3c+ 5 + ¢, que es una solucién monocromatica,
por tanto no pertenece al conjunto Az, es decir A(7c+11) # 2.
Se obtendria el caso b2.1 si A(7c+11) =1 yelcaso b2.2 si A(7c+ 11) = 3.
b2.1) A(Te+11)=1

Introducimos a la fuerza los elementos 10c + 16,8c + 14,4c+ 7 y 6¢+ 10 en los conjuntos Az y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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Ay D {1, 3,245, 2c+4, Te + 11}
Az D {2, 3¢+ 6, 3c+ 5, 10c+ 16, 8¢ + 14}
As D {c+4,4c+8,5¢c+9, 4c+ 7, 6¢c+ 10}

Segtn coloquemos el elemento c+2 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(c+2)=1=2c+5=c+2+3+c
SiA(c+2)=2=10c+16=c+2+8c+14+c
SiA(c+2)=3=6c+10=c+2+4c+8+c

b2.2) A(Tc+11)=3

Introducimos a la fuerza los elementos 2c +3 y ¢+ 2 en los conjuntos A; y A2 que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D1, 3,2c+5,2c+4, 2¢+ 3}
A2 D {2,3¢+6,3c+5, c+ 2}
As D {c+4,4c+8,5¢+9, Tc+ 11}

Segun coloquemos el elemento 5¢+7 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiAGBe+T7)=1=5c+T7=2c+4+2c+3+c
SiA(Bc+7)=2=5c+7=3c+5+c+2+c
SiA(Bec+7)=3=T7c+11=5c+T+c+4+c

Con este tltimo resultado hemos concluido el Caso 3.2.1.1, que resumimos en el siguiente esquema :

A(Te+13) =2
A(dc+8)=1
A(Tc+13) =3
A(3c+6) = 2 A(bc+9) =2
A(2c+5) =1

(2¢+5) A(dc+8) =3 A(Te+11) =1

A(5c+9) =3
A(Tc+11) =3

A(3c+6) =3

Continuamos con el Caso 3.2.1.2 cuando A(3c+6) = 3
CASO 3.2.1.2

Ay D {1, 3, 2c+ 5}

Az 2 {2}

As D {c+4, 3c+6}

Se introduce a la fuerza el elemento c + 2 en el conjunto A que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.
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Podemos expresar 5¢ + 10 = ¢ + 4 + 3c + 6 + ¢, que es una solucién monocromaética, por tanto no
pertenece al conjunto A3, es decir A(5c¢+ 10) # 3.

Se obtendria el Caso 3.2.1.2a si A(5¢+ 10) =1 yel Caso03.2.1.2b si A(5¢c+ 10) = 2.

CASO 3.2.1.2
a)  A(5c+10)=1

Ay D {1, 3, 2¢+5, 5¢ + 10}
A2Z_){27C+2}
Az D {c+4, 3c+6}

Podemos expresar 6¢ + 11 = 5¢ + 10 4+ 1 + ¢, que es una solucién monocromatica, por tanto no
pertenece al conjunto A, es decir A(6c+11) # 1.

Se obtiene el caso al si A(6c+ 11) =2 yelcaso a2 si A(6c+ 11) = 3.

al) A(6c+11)=2

Introducimos a la fuerza los elementos 6¢c+ 13 y 4c+ 9 en los conjuntos A2 y Az que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2c+ 5, 5¢ + 10}
Ay D {2, c+2, 6c+ 11, 6c + 13}
A3z D {c+4,3c+6, 4c+ 9}

Segtn coloquemos el elemento 8c+15 en Ay, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zi + z2 +c =3

SiA(8c+15)=1= 8c+15=2c+5+5c+ 10+ ¢
SiABc+15)=2=8+15=c+2+6c+13+¢
SiABc+15)=3=8c+15=3c+6+4c+9+¢c

a2) A(6c+11)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 10c + 17, 2¢+ 7, 4c+ 7, 8¢+ 15, 4¢+9,7c + 12,
3c+8, 6c+ 13y 9c+ 16 en los conjuntos A1, A> y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de
suma estricta y obtenemos:

A1 D1, 3, 2¢+5, 5c+ 10, 10c + 17, 2¢+ 7}
A2 D{2,¢c+2,4c+ 7, 8c+15,4c+ 9, 7Tc+ 12}
A3z D {c+4,3c+6, 6c+ 11, 3¢+ 8, 6¢ + 13, 9c + 16}

Segtin coloquemos el elemento 2c+3 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(2¢+3)=1=5c+10=2c+3+2c+T7+c
SiA(2c+3)=2=T7c+12=2c+3+4c+9+c
SiA(2¢+3)=3=6c+11=2c+3+3c+8+¢
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CASO 3.2.1.2
b) A(Gc+10)=2

A1 2 {1, 3,2c+5}
Az D {2, c+2, 5c+ 10}
As D {c+4, 3c+6}

El color asignado al elemento 3c + 8 es A(3c+8) = 3, puesto que 3c+8 =3+2c+5+c y
5¢+ 10 = 3¢+ 8 + ¢ + 2 + ¢ son soluciones monocromdticas.

Podemos expresar 6¢ 4+ 12 = 5¢ + 10 4+ 2 + ¢, que es una solucién monocromdtica, por tanto no
pertenece al conjunto As, es decir A(6c+ 12) # 2.

Tendriamos el caso bl si A(6c+12) =1 yelcaso b2 si A(6c+ 12) = 3.
bl) A@Gc+12)=1

Se puede expresar el elemento 6¢ + 12 = 3¢+ 7 + 2¢ + 5 + ¢, que es una solucién monocromatica,
por tanto el elemento 3¢+ 7 no pertenece al conjunto A, es decir A(3c+7) # 1.

Se obtendria el caso b1.1 si A(3c+7) =2 yelcaso bl.2 si A(3c+7) =3.

b1.1) A@Bc+7)=2

Introducimos a la fuerza el elemento 9¢ + 17 en el conjunto A3 que mantienen la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 2¢+ 5, 6¢ + 12}
Az D {2, ¢+ 2, 5¢+ 10, 3¢+ 7}
As D {c+4,3c+6,3c+8,9c+ 17}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+9 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion x1 + x2 + ¢ = x3
SiA(Bc+9)=1=6c+12=5c+9+3+c¢
SiA(Bc+9)=2=5c+9=c+2+3c+T7+c
SiA(Bc+9)=3=9c+17T=5c+9+3c+8+c

bl.2) A@Bc+7) =3

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 3, 7c+ 13 y 4c+ 8 enlos conjuntos A1, A2 y A3 que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,3,2c+5, 6c+12, ¢+ 3}
A2 D {2, ¢+ 2, 5c+ 10, Te + 13}
As D {c+4,3c+6,3c+8,3c+7, 4c+ 8}

Segtn coloquemos el elemento 8c+15 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23
SiABc+15)=1=8c+15=6c+124+c+3+c
SiABc+15)=2=8c+15=Tc+13+2+c
SiABc+15)=3=8c+15=3c+T7+4c+8+c
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b2) A(6c+12)=3

A1 D {1,3, 2c+5}
Az D {2, ¢+ 2, 5¢c+ 10}
As D {c+4, 3c+6,3c+38, 6c+ 12}

Introducimos a la fuerza los elementos 2c+4 y 4c+8 enel conjunto A; y el elemento 7c+ 12 en
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta.

Podemos expresar 2c+4 = c+3+1+c¢ que es una solucién monocromadtica, por tanto el elemento
¢+ 3 no pertenece al conjunto A;, es decir A(c+3) # 1.

Se obtiene el caso b2.1 si A(c+3) =2 yelcaso b2.2 si A(c+3) =3.
b2.1) A(c+3)=1

Introducimos a la fuerza el elemento 3c+5 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3,2c+5,2c+4, 4c + 8}
Ay D {2, ¢+ 2, 5¢+10, ¢+ 3}
As D{c+4,3c+6,3c+8,6c+12, 7Tc+ 12, 3c+ 5}

Segtin coloquemos el elemento 7c+13 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Tc+13)=1=Tc+13=2c+5+4c+8+c
SiA(Te+13)=2=T7c+13=5c+104+c+3+¢
SiA(Tc+13)=3=T7c+13=3c+8+3c+5+c¢

b2.2) A(c+3)=3

Introducimos a la fuerza el elemento 3c + 7 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A1 D41, 3,2c+5,2c+4, 4c+ 8}
A2 D {2, ¢c+2, 5¢+ 10, 3¢+ 7}
Az D {c+4,3c+6,3c+8, 6c+ 12, Tc+ 12, ¢+ 3}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+9 en Ay, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién z + z2 +c =3

SiA(Bc+9)=1=5c+9=4c+8+1+c
SiA(c+9)=2=5c+9=c+2+3c+T7+c
SiA(Bc+9)=3=5c+9=3c+6+c+3+c

Con esta tiltima demostracién concluimos el Caso 3.2.1.2, resumido en el siguiente esquema:
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A(6e+11) = 2
A(5e+10) =1

A(6c+11) = 3
A(Be+7) =2

A(3c+6) =3 A6e+12) =1
A(5c+10) = 2 ABe+T) =3
Alc+3)=2

A(6e+12) =3
Alc+3)=3

Continuamos con el Caso 3.2.2 con A(2¢c + 5) = 2

CASO 3.2.2
A1 D {1, 3}
A2 2 {2, 2C+ 5}
A3 D {c+4}

Como el elemento 3c + 7 = 2¢+ 5 + 2 + ¢ es una solucién monocromaética, por tanto no puede

pertenecer al conjunto As.

Ai.

Enel Caso3.2.2.1 analizaremos que ocurresi A(3c+7) =1 yenel Caso3.2.2.2 si A(3c+7) = 3.
CASO 3.2.2.1

A1 D{1,3, 3¢+ 7}

Ay D {2, 2c+5}

A3 2 {C + 4}

El elemento 4c+8 = 14 3c+ 7+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al conjunto

Se obtendria el Caso 3.2.2.1asi A(4c+8) =2 yel Cas03.221bsi A(4c+8) =3.
CASO 3.2.2.1

a) AMc+8) =1
A1 2{1,3,3c+ 7}
Az D {2, 2c+5, 4c + 8}

A32{C+4}

Podemos expresar 7c + 13 = 2c + 5 4 4c + 8 + ¢, que es una solucién monocromatica, por tanto no

pertenece al conjunto As, es decir A(7c+ 13) # 2.

Se obtendria el caso al si A(7c+13) =1 yelcaso a2 si A(7c+ 13) = 3.
al) A(7c+13)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 5c¢+ 10, 3¢+ 6 y c+ 3 en los conjuntos A; y Az que

mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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A1 O {1,3,3c+7, 7c+ 13, 5¢ + 10}
A2 D {2, 2c+5, 4c + 8}
As D {c+4,3c+6,c+3}

Podemos expresar el elemento 9c + 17 = 5¢ + 10 + 3¢ + 7 + ¢, que es una solucién monocromatica,
por tanto no pertenece al conjunto A; .

Tendriamos el caso al.l si A(9c+17) =2 yelcaso al.2 si A(9c+17) = 3.

all) A@9c+17)=2

Se introduce a la fuerza el elemento 4c+9 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 3¢+7, Te + 13, 5c + 10}
Ay D {2, 2¢ 45, dc + 8, 9¢ + 17}
As D {c+4,3c+6,c+3,4c+ 9}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+12 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién z; + 22 +c= a3

SiA(6c+12)=1=T7c+13=6c+124+1+c¢
SiA(6c+12) =2=9c+17=6c+ 12+ 2c+5+c¢
SiA(6c+12) =3=6c+12=4c+9+c+3+c

al2) A@c+17)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 8c + 15, 11¢ 4+ 20, 7c+ 14 y 6¢ + 12 en los conjuntos
A1, As y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,3, 3¢+ 7, Te+ 13, 5¢ + 10, 8¢ + 15}
Az D{2,2c+5,4c+ 8, 11c+ 20, Tc + 14}
As D {c+4,3c+6,c+3,9c+ 17, 6¢c+ 12}

Segtin coloquemos el elemento 2c+6 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion ;1 + 2 + ¢ = x3

SiA(2c+6)=1=3c+T7T=2c+6+1+4c¢
SiA(2c+6)=2=T7c+14=4c+8+2c+6+c
SiA(2¢+6)=3=6c+12=3c+6+2c+6+c

a2) A(7¢+13)=3
A 21,3, 3¢+ T}
Az D {2, 2c+5, 4c+ 8}
As D {c+4, 7c+13}
Podemos expresar el elemento 4c+ 8 = c+ 3+ 2c+ 5+ ¢, que es una solucién monocromética, por

tanto el elemento ¢+ 3 no pertenece al conjunto Az, es decir A(c+ 3) # 2.
Se obtiene el caso a2.1 si A(c+3) =1 yelcaso a2.2 si A(c+3) =3.
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a21) A(c+3)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 6, 10c+17,5c+9, 5c+ 10 y 2c+4 en los conjuntos
A1, A> y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2{1,3,3¢c+7,¢+3,3c+6, 10c+ 17}
Az D{2,2c+5, 4c+8, 5¢c+ 9}
As D {c+4, Tc+ 13, 5¢ + 10, 2¢ + 4}

Segtin coloquemos el elemento 8c+14 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + z2 +c = z3

SiABc+14)=1=10c+17=8c+ 14 +c+3+c
SiABc+14)=2=8c+14=2c+5+5c+9+c
SiABc+14) =3=8c+14=5c+10+2c+4+c

a2.2) A(c+3)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢+ 10, 9¢+ 17, 2c+4 y 4c+ 9 enlos conjuntos A, As
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3,3c+ 7, 5¢c+ 10}
Az D{2,2c+5,4c+ 8,9+ 17, 2c + 4}
As D {c+4, Te+ 13, ¢+ 3, 4c + 9}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+13 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA(6c+13) =1=>6c+13="5c+10+3 +c
SiA(Gc+13) =2=>9c+ 17 =6c+ 13+ 2c+4+c
SiA(6c+13)=3=6c+13=c+4+4c+9+¢

CASO 3.2.2.1
b) A@c+8)=3

A1 D11, 3, 3¢+ 7}
Az D {2, 2¢+ 5}
As D {c+4, 4c+ 8}

Introducimos a la fuerza el elemento 2c + 4 en el conjunto Az que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A1 B {1, 37 3C+7}
Az D {2, 2¢+ 5, 2c + 4}
As D {c+4, 4c+ 8}

Podemos expresar el elemento 6¢c+ 12 = 4c+ 8 + ¢+ 4+ ¢, que es una solucién monocromaética, por

tanto no pertenece al conjunto As, es decir A(6¢c+ 12) # 3.
Se obtendria el caso bl si A(6c+12) =1 yel b2 si A(6c+ 12) = 2.
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bl) A@6c+12)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 10c+17, 7c+13, 3c+5, 5¢+9 y 1lc+20 enlos conjuntos
A1, Az y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3,3¢+7, 6c+12, 10¢ + 17}
Az D{2,2c+5, 2c+4, Tc+ 13, 3¢+ 5}
As D {c+4,4c+8,5¢+9, 11c+ 18}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+10 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3

SiA(6c+10) =1=10c+17T=6¢c+ 10+ 3c+ 7+ ¢
SiA(6c+10)=2=6c+10=2c+5+3c+5+c¢
SiA(6c+10) =3 = 11lc+18=6¢c+10+4c+8+¢

b2) A(6c+12)=2

Se puede expresar el elemento 6¢ + 12 = 5¢ + 10 + 2 + ¢, que es una solucién monocromatica, por
tanto el elemento 5¢ 4+ 10 no pertenece al conjunto Az, es decir A(5¢+ 10) # 2.

Obtenemos el caso b2.1 si A(5c+ 10) =1 yelcaso b2.2 si A(5c+ 10) = 3.
b2.1) AGec+10)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 13, c+2, 4c+9, 9¢+ 17 y 3c+ 6 en los conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,3,3¢+7, 5e+ 10, Te + 13, ¢+ 2}
Az D{2,2c+5, 2c+4, 6c+ 12, 4c+ 9}
As D {c+4, de+8, 9¢+ 17, 3¢ + 6}

Segtin coloquemos el elemento 5¢+11 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 + c =3

SiAGBe+11)=1=Tc+13=5c+1l+c+2+¢c
SiA(Be+11)=2=5c+11=4c+9+2+c¢
SiA(Bc+11)=3=9c+17=5c+11+3c+6+c

b2.2) A(5¢+10)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3¢+ 6, 7Tc+ 14, c+2, 2¢+7, 5¢c+ 12, 3¢+ 8, 8 + 17
y 4c + 10 en los conjuntos Ai, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 D{1,3,3¢c+7,3¢c+6, Tc+14, c+ 2, 2¢+ T}
Ay D {2, 2¢+5, 2 + 4, 6¢ + 12, 5e + 12}
As D {c+4, 4c+8, 5¢+ 10, 3¢+ 8, 8¢+ 17, 4c + 10}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+14 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + ¢ =3

SiA(6c+14)=1=6c+14=3c+T7+2c+T+c
SiA(6c+14) =2=6c+14=5c+12+2+c¢
SiA(6c+14) =3=6c+14=4c+10+c+4+c
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Con este ultimo resultado hemos concluido el Caso 3.2.2.1, que representamos con el
siguiente esquema.

A(9c +17) = 2
A(Te+13) =1
Alto+8)=2 A(9c+17) =3
Alc+3)=1
A(Tc+13) =3
A@Be+T7) =1 (fe+13)
A(2c+5) =2 Alc+3)=3
A(be+12) =1
A(5c+10) =1
Ade+8) =3
(de+8) A(6c+12) = 2
A(5c+10) = 3
A@Bc+7)=3

Continuamos con el Caso 3.2.2.2 con A(3c+7) = 2

CASO 3.2.2.2

A1 O {1, 3}
A2 2 {2, 20+ 5}
A3 D {c+4, 3c+ T}

Introducimos a la fuerza el elemento ¢ + 3 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:

A1 D2{1,3,c+3}
A22{2, 26+5}
As D {c+4, 3c+ T}

El elemento 5¢c 4 11 = ¢+ 4 + 3¢ + 7 + ¢ es una solucién monocromdtica, por tanto no pertenece al

conjunto As, es decir A(5¢c+ 11) # 3.
Enel Caso 3.2.2.2 a se estudia qué sucede si A(5¢+11) =1 yenel Caso3.2.22b si A(5c+11) =2

CASO 3.2.2.2
a) AGc+11)=1
A1 D{1,3,c+3,5¢c+ 11}
Az D {2, 2¢+ 5}
A3 D {c+4, 3c+ T}
Podemos expresar 7c + 14 = ¢ + 3 4 5¢ + 11 + ¢, que es una solucién monocromatica, por tanto no
pertenece al conjunto A;, es decir A(7c+ 14) # 1.

Se obtendria el caso al si A(7c+14) =2 yel a2 si A(7Tc+14) = 3.
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al) A(7e+14)=2

Introducimos a la fuerza los elementos 8c+ 16 y 6¢+ 12 enlos conjuntos A; y A3 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, c+3, 5c+11, 8c + 16}
Ay D {2, 2¢+ 5, Te + 14}
As D {c+4, 3c+7, 6c+ 12}

Segtin coloquemos el elemento 10c+19 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(10c+19) =1=10c+19=c+3+8c+16+c
SiA(10c+19)=2=10c+19=2c+5+T7c+14+¢
SiA(10c+19) =3 =10c+19=3c+ 7+ 6c+12+c

a2) A(7c+14)=3

El elemento 6¢ + 12 = 5¢ + 11 + 1 + ¢, es una solucién monocromdtica, por tanto no pertenece al
conjunto Ai, es decir A(6c+12) # 1.

Tendriamos el caso a2.1 si A(6c+ 12) =2 yelcaso a2.2 si A(6c+12) =3
a2.1) A(6c+12)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢ + 10, 8¢+ 16 ,11c +21, 6¢c+ 13, 4c+9 y 4c+ 8 en
los conjuntos A1, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 241, 3,¢c+3,5¢c+ 11, 5¢ + 10, 8¢+ 16}
Ay D {2, 2c+ 5, 6c+ 12, 11c + 21, 6¢ + 13}
A3 D {c+4,3c+ 7, Tc+ 14, 4c+ 9, 4c + 8}

Segtn coloquemos el elemento 9¢+17 en Ay, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + 2 +c =3

SiA9c+17)=1=9c+ 17 =8c+16+1+c
SiAOc+17) =2=9c+17=2c+5+6c+12+¢
SiAOc+17)=3=9c+17T=4c+9+4c+8+¢

a2.2) A(6c+12)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢ + 10, 10c+19,4c+8 y 1lc+21 enlos conjuntos A;
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, c+3, 5c+ 11, 5c+ 10, 10¢ + 19}
Ay D {2, 2¢+5, dc + 8, 11c + 21}
As D {c+4,3c+7, Tc+ 14, 6¢c+ 12}

Segtin coloquemos el elemento 8c+16 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3

SiA(Bc+16) =1=10c+19=8c+16+c+3+c
SiA(Bc+16) =2 = 11c+21 =8¢+ 16+2c+5 +c
SiABc+16) =3=8c+16=c+4+6c+12+c
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CASO 3.2.2.2

b) AGc+11)=2

A1 241, 3}
Az D {2,2c+5, 5c+ 11}
As D {c+4, 3c+ T}

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 13, 3c+8,4c+ 10, 2c+6 y 5c+ 12 enlos conjuntos

A1, Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, 6¢+ 13, 3¢+ 8}
Ay D {2, 2¢+5, 5c+ 11, 4c + 10}
As D {c+4,3c+7,2c+6, 5c+ 12}

Segtin coloquemos el elemento c+5 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas

ala ecuacion x1 + x2 + ¢ = x3

SiA(c+5)=1=3c+8=c+3+c+5+c
SiA(c+5)=2=4c+10=c+5+2c+5+c
SiA(c+5)=3=5c+12=c+5+3c+T7+c

Con esta tiltima demostracién concluimos el Caso 3.2.2.2, resumido en el siguiente esquema:
A(Te+14) =2

A(se+11) =1 A(6c+12) =2

ABc+7) =3
(Be+7) A(Te+14) = 3

A(6e+12) =3

A(5e+11) =2
Con este tltimo resultado hemos concluido el Caso 3.2.2.

Continuamos con el Caso 3.2.3 con A(2c 4+ 5) = 3

CASO 3.2.3

Ay ) {17 3}
As D {2}
Az D {c+4, 2c+5}

Como el elemento 4c+ 9 = c+4+ 2c+ 5+ ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer

al conjunto As.

A

Enel Caso3.2.3.1 analizaremos que ocurre si A(4c+9) =1 yenel Caso3.2.3.2 si A(4c+9) = 3.

CASO 3.23.1

Ay D {1, 3, 4c + 9}
Az 2 {2}
1432{C-|—47 20+5}

El elemento 5¢+12 = 4c+9+43+c¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al conjunto
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Se obtendria el caso Caso 3.2.3.1a si A(5c+ 12) =2 yel Cas03.2.3.1b si A(5¢+ 12) = 3.

CASO 3.2.3.1
a) A(5c+12)=2

A1 2 {1, 3, 4c+ 9}
As D {2, 5c+ 12}
As D {c+4, 2c+5}

Podemos expresar 6¢ + 14 = 2 + 5¢ + 12 + ¢, que es una solucién monocromatica, por tanto no
pertenece al conjunto Az, es decir A(6c + 14) # 2.

Se obtiene el caso al si A(6c+ 14) =1 yelcaso a2 si A(6c+ 14) = 3.
al) A(6c+14)=1

El elemento 6¢+ 14 = ¢+ 5+ 4c+ 9 + c es una solucién monocromaética, por tanto el elemento c+ 5
no pertenece al conjunto A;, es decir A(c+5) # 1.

Tendriamos el caso al.l si A(c+5) =2 yelcaso al.2 si A(c+5) =3.

al.l) A(c+5)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+25,2¢c+ 7, 5¢+ 13, 5¢+ 11, 7Tc+ 17, 3c+ 8, 4c+ 11
y 3c+ 7 en los conjuntos Ai, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 D41, 3,4¢c+9, 6¢c+ 14, 11c + 25, 2¢+ 7}
Ay D {2, 5¢+12, ¢+ 5, 5c+ 13, e+ 11}
A3 D {c+4,2c+5, 7c+17,3c+ 8, 4c+ 11, 3c+ 7}

Segtin coloquemos el elemento 7c+16 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(Tc+16)=1=T7c+16=4c+9+2c+T+c
SiA(Tc+16)=2=Tc+16=5c+11+c+5+c¢
SiA(Tc+16) =3=T7c+16=2c+5+4c+11+c¢

al.2) A(c+5) =3

Ay D {1, 3, 4c+9, 6+ 14}
Az D {2, 5c+ 12}
As D {c+4,2c+5, c+5}

Introducimos a la fuerza los elementos 4c + 10 y 3c+9 en los conjuntos A; y A2 que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 4c+9, 6¢+ 14, 4c + 10}
Az D {2, 5c+ 12, 3¢ + 9}
As D {c+4,2c+5, c+5}

El elemento 9c + 19 = 4c + 9 + 4¢ + 10 + ¢ es una solucién monocromadtica, por tanto no pertenece

al conjunto A;, es decir A(9c+19) #1.
Se obtendria el caso al.2.1 si A(9c+ 19) =2 yelcaso al.2.2 si A(9¢c+ 19) = 3.
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al.21) A9c+19) =2

Introducimos a la fuerza el elemento 3¢+ 6 en As y el elemento 5c 10 en Az que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, 4¢c+9, 6¢c+ 14, 4c + 10}
Az D {2,5c+12,3c+9, 9c+ 19, 3c+ 6}
As D {c+4,2c+5, c+5, 5c+ 10}

Segtn coloquemos el elemento 7c+15 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién 1 + 2 +c¢c = x3
SiA(Tc+15)=1=Tc+15=6c+ 14+ 1+c
SiA(Te+15)=2=T7c+15=3c+9+3c+6+c
SiA(Tc+15)=3=Tc+15=c+5+5c+10+¢

al.2.2) A9c+19)=3

Introducimos a la fuerza el elemento 11lc + 24 en el conjunto Az que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, 4c+ 9, 6¢c+ 14, 4c + 10}
As D {2, 5¢+ 12, 3¢+ 9, 11c + 24}
As D {c+4, 2c+5,c+5,9c+ 19}

Segtn coloquemos el elemento 7c+15 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 + c =3
SiA(Te+15) =1=Tc+15=6c+14+1+c
SiA(Tc+15)=2=1lc+24=T7c+154+3c+9+c¢
SiA(Tc+15) =3=9c+19=Tc+15+c+4+c

a2) A(6c+14)=3

A1 D {1, 3, dc + 9}
A D {2, e+ 12}
As D {c+4, 2c+5, 6¢c+ 14}

Se introducen a la fuerza los elementos 4c +10,2c+ 7, 3c+9, 9¢+ 19 y 3c+ 7 en los conjuntos
A1, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3,4c+9, 4c+ 10, 2¢ + 7}
Az D {2,5¢c+12, 3¢+ 9, 9¢+ 19}
As D {c+4,2c+5, 6c+ 14, 3¢+ T}

Segtin coloquemos el elemento c+3 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién z; + x2 +c= a3

SiA(c+3)=1=4c+10=c+3+2c+T+c
SiA(c+3)=2=5c+12=c+3+3c+9+c
SiA(c+3)=3=3c+T7=c+3+c+4+c
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CAS0O3.23.1
b) AGe+12)=3

AL D {1, 3, 4¢ + 9}
A2 O {2}
As D {c+4, 2c+5, be+ 12}

Introducimos a la fuerza el elemento 3c + 8 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Podemos expresar el elemento 7c + 16 = ¢ + 4 + 5¢ + 12 + ¢, que es una solucién monocromadtica,
por tanto no pertenece al conjunto As, es decir A(7c+ 16) # 3.

Se obtiene el caso b1l si A(7c+16) =1 yelcaso b2 si A(7c+ 16) = 2.
bl) A(Tc+16)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 12¢+27, 8¢+ 17, 2¢+7, 8c+19 y 6¢+ 15 enlos conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 4c+9, Te + 16, 12¢ + 27}
Az 2{2,3c+8, 8+ 17,2c+ 7, 8+ 19}
As D {c+4,2c+5, 5¢c+ 12, 6¢c+ 15}

Segtin coloquemos el elemento 4c+11 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion r; + 2 +c¢c = x3

SiA(de+11)=1=12c4+27 =4dc+ 11+ Tc+ 16 +c
SiA(dc+11)=2=8c+19=4c+11+3c+8+¢
SiA(dc+11)=3=6c+15=4c+11+c+4+c

b2) A(7c+16)=2

Ay D {1, 3, 4c + 9}
Az D {2, 3¢+ 8, 7c+ 16}
As D {c+4,2¢+5, 5c+ 12}

Podemos expresar el elemento 8c + 18 = 7c + 16 + 2 4 ¢, que es una soluciéon monocromatica, por
tanto no pertenece al conjunto Az, es decir A(8c+ 18) # 2.

Se obtendria el caso b2.1 si A(8¢c+ 18) =1 yelcaso b2.2 si A(8c+ 18) = 3.

b2.1) A@Bc+18)=1

A1 D41, 3, 4¢c+9, 8c+ 18}
A2 D {2, 3¢ +8, Te + 16}
As D {c+4, 2c+5, 5c+ 12}

El elemento 8c + 18 = 3¢+ 9 + 4c + 9 + ¢ es una solucién monocromdtica, por tanto el elemento

3¢+ 9 no pertenece al conjunto A;, es decir A(3c+9) # 1.
Se estudia el caso b2.1.1 si A(3c+9) =2 yelcaso b2.1.2 si A(3c+9) = 3.

b2.1.1) ABc+9) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+ 7, 5¢+13,9¢c+21, 7c+17 y 2c+ 6 enlos conjuntos
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A1, Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,3,4c+9, 8¢+ 18, 2¢ + T, 5¢ + 13}
Ay D {2, 3¢+ 8, Te+ 16, 3¢ + 9, 9¢ + 21}
As D {c+4, 2c+5, be+ 12, Te + 17, 2¢ + 6}

Segtn coloquemos el elemento 4c+10 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 2 + ¢ = x3
SiA(4c+10) =1=5c+13=4c+10+3+c¢
SiA(4c+10)=2=4c+10=2+3c+8+c¢
SiA(4c+10) =3=4c+10=c+4+2c+6+c

b2.1.2) A@Bc+9) =3

Introducimos a la fuerza los elementos ¢+ 5 y 9c + 21 en los conjuntos A; y A2 que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,3,4c+9, 8¢+ 18, ¢ + 5}
Ay D {2, 3¢+ 8, Te+ 16, 9¢ + 21}
As D {c+4,2c+5, 5¢c+ 12, 3¢+ 9}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+14 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 +c=x3

SiA(6c+14)=1=6c+14=4c+9+c+5+c
SiA(6c+14) =2=Tc+16=6c+14+2+c¢
SiA(6c+14) =3 =6c+14=2c+5+3c+9+c

b2.2) A(8c+18)=3

A D {1, 3, 4c + 9}
Ay D {2, 3¢+ 8, Te + 16}
As D {c+4,2c+5, 5c+ 12, 8¢+ 18}

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 14,4c+ 10, 5¢+ 13, 3¢+ 9 y c+ 5 en los conjuntos
A1, Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3,4c+9, 6¢c+ 14, 4c + 10}
Az D {2, 3¢+ 8, Te + 16, 5e + 13, 3¢ + 9}
As D {c+4, 2c+5, bc+ 12, 8¢+ 18, ¢+ 5}

Segtn coloquemos el elemento 7c+17 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
ala ecuacién 1 + 2 + ¢ = x3
SiA(Te+17)=1=Tc+17T=6c+14+3+c¢
SIA(Tc+17T)=2=Tc+1T=3c+8+3c+9+c
SiA(Tc+17)=3=Tc+17T=5c+12+c+5+c¢

Con este tltimo resultado hemos concluido el Caso 3.2.3.1, que representamos con el
siguiente esquema.
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Alc+5)=2
A6e+14) = 1
A(e 4 12) =2 A6+ 14) A(9c +19) = 2
A(c+5)=3
A(9c+19) =3
A(6c + 14) = 3
Aldc+9) =1
A@ets) =34 AUet)
A(Te+16) =1
A(Bc+9) =2
A(5c +12) = 3 A(8c+18) = 1
(5e+12) A(7e+16) = 2 AEH8) {A(3c+9)—3
A(8c+18) =3
A(dc+9) =2

Continuamos con el Caso 3.2.3.2 con A(4c + 9) = 2

CASO 3.2.3.2

A1 D11, 3}
Az D {2, 4c+ 9}
As D {c+4, 2c+ 5}

Podemos expresar el elemento 5¢ + 11 = 4c + 9 + 2 + ¢, que es una solucién monocromdtica, por
tanto no pertenece al conjunto As, es decir A(5¢+ 11) # 2.

Se obtendria el Caso3.2.3.2a si A(5c+11) =1 yel Cas03.23.2b si A(5c+11) =3.

CASO 3.2.3.2
a) AGe+11)=1

Al 2{17 3}
AQQ{Q, 4C+9}
As D {c+4, 2c+5}

Podemos expresar el elemento 6¢ + 14 = 5¢c + 11 + 3 4 ¢, que es una solucién monocromatica, por
tanto no pertenece al conjunto A;, es decir A(6c+ 14) # 1.

Tendriamos el caso al si A(6¢c+ 14) =2 yelcaso a2 si A(6¢c+ 14) = 3.

al) A(6c+14)=2

Ay D {1, 3, 5c+ 11}
Az D {2, 4c +9, 6c+ 14}
As D {c+4, 2c+ 5}

El elemento 6¢+ 14 = ¢+ 5+ 4c+ 9+ ¢ es una solucién monocromdtica, por tanto el elemento c+5
no pertenece al conjunto Az, es decir A(c+5) # 2.

Se obtendria el caso al.l si A(c+5) =1 yelcaso al.2 si A(c+5) =3.
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all) A(e+5)=1

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 5, 5c+ 12, 7c+ 16 y 1lc+ 23 enlos conjuntos A; y
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3, 5¢+ 11, ¢+ 5, 5c + 12}
Az D {2, 4c +9, 6c + 14}
As D {c+4,2c+5, Tc+ 16, 11c + 23}

Segun coloquemos el elemento 3¢c+7 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas

alaecuacién 1 + x2 + ¢ = x3
SiABc+7)=1=5c+12=3c+7+c+5+c
SiABc+7)=2=4c+9=3c+7+2+c
SiA(Bc+7)=3=11c+23=3c+T7+T7c+16+c¢c

al.2) A(c+5)=3

Introducimos a la fuerza el elemento 4c + 10 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Podemos expresar el elemento 4c + 10 = 3¢ + 8 + 2 + ¢, que es una solucién monocromatica, por
tanto el elemento 3¢ + 8 no pertenece al conjunto Az, es decir A(3c+ 8) # 2.

Se obtiene el caso al.2.1 si A(3c+8) =1 yelcaso al.2.2 si A(3c+8) =3.

al.2.1) A@Bc+8)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+ 23, 12¢+24 y 9c¢+ 19 enlos conjuntos Ay, Az y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3, 5¢+ 11, 3¢+ 8, 11c + 23}
Ay D {2, dc +9, 6¢+ 14, e + 10, 12¢ + 24}
As D {c+4, 2c+5, c+5,9c+ 19}

Segtn coloquemos el elemento 7c+15 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas

alaecuacién 1 + 2 + ¢ = x3
SiA(Tc+15)=1=11c+23=Tc+15+3c+8+¢
SiA(Tc+15)=2=12c+24=Tc+15+4c+9+c
SiA(Tc+15)=3=9c+19=Tc+15+c+4+c

al.2.2) A(3c+8)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5c 4 12, 9¢+ 19, 3¢ +9, 8¢+ 18, c+3 y 1lc+ 23 enlos
conjuntos A1, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3, 5¢+ 11, 5¢+ 12, 9¢ + 19, 3¢+ 9}
Az D {2,4¢c+9, 6¢c+ 14, 4c + 10, 8¢+ 18, ¢ + 3}
As D {c+4,2c+5,¢c+5,3c+8, 11lc+ 23}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+-15 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas

alaecuacion x4 + x2 + ¢ = x3
SiA(6c+15)=1=6c+13=5c+12+1+c
SiA(6e+15) =2=>6c+13=4c+10+c+3+c
SiA(6c+15)=3=6c+13=2c+5+3c+8+c
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a2) A(6c+14)=3

A1 D {1, 3, 5c+ 11}
A2 2 {2, 4c + 9}
As D {c+4, 2c+5, 6c+ 14}

Se introducen a la fuerza los elementos 9c + 19, 5¢ + 12, ¢+ 3, 4c+ 10, 6¢+ 12, 3c+8, 3c+ 7
y 1lc+ 22 enlos conjuntos A;, As y A3z que mantienen la propiedad de ser [libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 DA1, 3, 5¢+ 11, 9¢ + 19, 5¢ + 12, ¢+ 3}
Az D {2, 4c+9, 4c + 10, 6¢ + 12}
As D {c+4,2c+5,6c+ 14, 3c+ 8, 3c+ 7, 11c + 22}

Segtin coloquemos el elemento 7c+14 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3
SiA(Tc+14)=1=T7c+14=5c+11+c+3+c
SiA(Tc+14) =2=Tc+14=6c+12+2+c
SiA(Te+14)=3=11c+22=Tc+ 144+ 3c+8+¢

Con este resultado hemos concluido el Caso 3.2.3.2 a) .

Continuamos con el Caso 3.2.3.2 con A(5¢ + 11) = 3

CASO 3.2.3.2
b) AGc+11)=3

A1 D {1, 3}
Ag D {2, 4c+ 9}
As D {c+4, 2c+5, bc+ 11}

Se introducen a la fuerza los elementos 3¢+ 7, 7c+ 15, ¢+ 3, 2c+6, 8¢+ 16, 3c+8 y 1lc+22
en los conjuntos A;, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

A1 O{1,3,3¢c+7,7c+ 15, c+ 3}
Az D {2, 4c+9, 2c + 6, 8c + 16}
As D {c+4, 2¢+5, 5c+ 11, 3¢ + 8, 1lc + 22}

Segtin coloquemos el elemento 9c+18 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; + 2 +c =3
SiA(9c+18)=1=9c+18=Tc+15+c+3+c
SiA(9c+18) =2=9c+18 =8c+ 16+ 2+ ¢
SiA9c+18) =3=11c+22=9c+ 18+ c+4+c

En el siguiente esquema resumimos el Caso 3.2.3.2
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Alc+5)=1

A(6e+ 14) = 2 A(3c+8) =1
A(c+5)=3
A@Bc+8) =3

A(5 11) =1
A(de+9) =2 ABet 1D

A(6c+14) = 3

A(5e4+11) =3

Con este tltimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 3
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10.4. Caso4: A, D {1}y Ay, D {2, 3}

Para cualquier 3-coloracion definida en el conjunto {1, 2, ..., 13¢ + 22}

A:{1,2,...,13c+ 22} — {1,2,3}

Alos conjuntos {A1, Az, A3} se le asignan los colores:

A(A) =1
A(As) =2
A(As) =3

siendo A1 D {1} y A2 D {2, 3}

Vamos a demostrar que en este caso hay soluciones monocromiticas de la ecuacién

:13'1—|—:L’2—|—C:$3, siendo $17é132 YC>O.

Dados los conjuntos A; 2 {1} y A2 2 {2, 3}

Como ¢+ 5 = 2 4 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al conjunto A,. Por
tanto podemos asignarle el color 1 6 3.

Enel Caso 4.1 estudiaremos qué sucede si le asignamos el color 1,es decirsi A(c+5) =1 yen
Caso 4.2 estudiaremos qué sucede si le asignamos el color 3, es decirsi A(c+5) = 3.

CASO 4.1

A1 D {1, c+5)
Az D {2, 3}

CASO 4.2

A D {1}
Az D {2, 3}
A3 2 {C+5}

Analicemos el Caso 4.1:
Como 2¢+6 =1+ (¢+5)+c esuna soluciéon monocromética, no puede pertenecer al conjunto A;.
El elemento 2c + 6 puede pertenecer al conjunto A 6 al conjunto As, obteniéndose:

CASO 4.1.1

Al 2{1,C+5}
As D {2, 3, 2¢ + 6}
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CASO 4.1.2

A1 2 {1, c+ 5}
Az D {2, 3}
As D {2c+ 6}

Desarrollaremos estos dos tltimos casos hasta conseguir soluciones monocromaéticas a la ecuacién
T1 +x2 +c=x3,

Enel Caso4.1.1 como 3c+8 = 2c+ 6+ 2+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Estudiaremos en el Caso 4.1.1.1 qué sucede si A(3c+8) =1 yenel Caso4.1.1.2si A(3c+ 8) =3.

CASO4.1.11

A1 D {1, c+5,3c+ 8}

Az D {2,3,2c+6}

Como el elemento 3c+8 =c+3+c+5+c y 2c+6 =c+3+3+¢, al elemento c + 3 se le asigna
elcolor 2, A(c+3) =2.

Ademds como 5c+ 13 = ¢+ 5+ 3¢+ 8 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al

conjunto Aj.

Se obtendria el Caso4.1.1.1asi A(5¢+ 13) =2 yel Caso4.1.1.1bsi A(5¢+ 13) = 3.

Podemos representar estas distribuciones en el siguiente esquema:

A(Be+13) =2
) ABc+8) =1
Alcts) =14 Zet0)=2 A(Se+13) = 3
Alc+5) #2 A(3c+8) =3
A(2¢+6)=3
Alc+5)=3
CASO4.1.11

a) A(5c+13) =2

A1 D {1, c+5,3c+8}
Az D {2, 3, 2¢+6, 5¢c + 13}
A32{C+3}

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 10, 6¢c + 16,c+4, 6¢c+ 14 ,2¢+7, 3¢+ 9 y 4c+11
en los conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:
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A1 D {1, c+5,3c+8, 4c+ 10, 6¢+ 16, c + 4}
Ay D {2, 3, 2¢ + 6, 5c + 13, 6¢ + 14}
As D{c+3,2¢+7,3c+9, 4c+ 11}

Segtin coloquemos el elemento 5c+12 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(c+12) =1=5c+12=3c+8+c+4+c
SiA(Be+12)=2=6c+14=5c+124+2+¢
SiA(Bc+12) =3=5c+12=3c+9+c+3+c¢

CASO4.1.11
b) AGc+13)=3

A1 2{1,¢c+5, 3c+8}
A2 D {2, 3, 2¢ + 6}
As D {c+3, 5c+13}

El elemento 3c+9 = 2c+ 6+ 3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al conjunto
Az, esdecir A(3c+9) #2.
Se obtendria el caso bl si A(3c+9) =1 yelcaso b2 si A(3c+9)=3.

bl) A@Bc+9) =1

Introducimos a la fuerza los elementos 7c+ 17 y c+4 enlos conjuntos Az y A3 que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta .

Como el elemento 7c + 17 = 6¢ + 15 + 2 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento 6¢+ 15 al conjunto As.

Tendremos el caso b1l.1 si A(6c+15) =1 yelcaso bl.2si A(6c+ 15) = 3.
b1l.1l) A(6c+15) =1

Introducimos a al fuerza el elemento 10c + 23 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos

A1 O{l,¢c+5,3c+8,3c+9, 6c+ 15}
Az D42,3,2¢c+6, Tc+ 17}
As D {c+3,5¢c+ 13, c+4, 10c + 23}

Segtin coloquemos el elemento 8c+20 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiABc+20)=1=8c+20=6c+15+c+5+c
SiABc+20)=2=8c+20=T7c+17+3+c¢
SiA(Bc+20)=3=10c+23=8c+20+c+3+¢

b1.2) A(6c+15)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 8c+19 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos :

A1 D {l,¢c+5,3c+8,3c+9, 8+ 19}
Ay D {2, 3, 2c+6, T + 17}
As D {c+3,5c+ 13, c+4, 6¢c+ 15}
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Segtn coloquemos el elemento 4c+11 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; + 2 +c =3

SiA(4c+11)=1=8c+19=3c+8+4c+1l1+¢c
SiA(dec+11)=2=Tc+17T=4c+114+2c+6+c¢
SiA(4c+11)=3=6c+15=4c+11+c+4+c

b2) A@Bc+9) =3

A1 D {1, c+5, 3c+8}
Az 2 {2, 3, 2¢ + 6}
As D {c+3, bc+13, 3¢+ 9}

Se introducen a la fuerza los elementos ¢ + 4 ,8c 4 18,4c + 11, 5¢ + 12, 10c + 23,3c + 10, 4c + 9
y 6c + 14 en los conjuntos A1, A2 y A3z que mantienen la propiedad de ser [libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 D {l,c+5,3c+8, c+4,8c+ 18, 4c+ 11}
Ay D {2, 3, 2c+6, 5c+ 12, 10¢ + 23, 3¢ + 10}
As D {c+3,5c+13,3c+9, 4c+9, 6¢ + 14}

Segun coloquemos el elemento 4 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SIAM)=1=c+5=1+4+c
SiA(4)=2=3c+10=2c+6+4+c
SiA(4)=3=5c+13=4c+9+4+c¢

Hemos concluido la demostracién del Caso 4.1.1.1, el esquema de esta demostracién es el siguiente:

A(5c+13) =2
A(6e+15) =1
AGeIDELY Age 4 13) = A TN =1 A(6c+15) =3
. -
A(Bc+9)=3
CASO 4.1.1.2

A1 D {1, c+5}
A2 2 {2, 3, 2¢+ 6}
Az 2 {3c+ 8}

El elemento 3c+9 = 2c+ 6 + 3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al conjunto
Az, esdecir A(3c+9) #2.

Se obtendria el Caso4.1.1.2a si A(3c+9) =1 yel Caso4.1.1.2b si A(3c+9) =3
CASO 4.1.1.2
a) A@Bc+9) =1

A1 D {1,c+5,3c+9}
A2 2 {2> 37 2C+6}
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Se introduce a la fuerza el elemento ¢ + 4 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como 3c+9 = 2c+8+1+c¢ es una solucién monocromadtica, el elemento 2c+8 no puede pertenecer
al conjunto A1, es decir A(2¢+8) # 1.

Se obttiene el caso al si A(2c+8) =2 yelcaso a2 si A(2¢+8) =3.
al) A(2c+8)=2

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 6, 3c + 10, 8¢ + 22, 5¢+ 15, 7¢ + 19, 5¢+ 14, 3¢+ 11
,4c+ 11 y 6¢+ 16 enlos conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma
estricta y obtenemos:

A1 O {l,c+5,3c+9, c+ 6, 3c+ 10, 8¢ + 22}
Az 242, 3,2c+6,2c+ 8, 5¢c+ 15, Tc + 19}
As D {3¢+8, c+4, 5c+ 14, 3¢ + 11, 4c + 11, 6¢ + 16}

Segtin coloquemos el elemento 10c+27 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3

SiA(10c+27) =1=10c+27 =8¢+ 22+ c+5+c
SiA(10¢+27) =2 = 10¢+27 = Tc+ 19+ 2c+ 8 + ¢
Si A(10c+27) =3 = 10c + 27 = 4c + 11 + 6¢ + 16 + ¢

a2) A(2c+8)=3

Introducimos a la fuerza elemento 4 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser libre de
suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, c+5, 3¢+ 9}
As D {2,3, 2¢+ 6, 4}
As D {3c+8,c+4,2c+8}

Como el elemento 5¢+ 12 = 3c+ 8+ c+4 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Enel caso a2.1 seestudiasi A(5c+12) =1yenelcaso a2.2si A(5c+ 12) = 2.

a2.1) ABGe+12) =1

Introducimos a la fuerza los elementos 4c + 11 y ¢+ 3 en los conjuntos A2 y A3 que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {l,¢c+5,3c+9, 5¢c+ 12}
Ay D {2, 3, 2¢+6, 4, dc + 11}
As D {3¢c+8,c+4,2c+8,c+3}

Segtin coloquemos el elemento 3c+7 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
ala ecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiABc+T7)=1=5c+12=3c+T7+c+5+c
SiABec+T7)=2=4c+11=3c+T7+4+c¢
SiA(Bc+T7)=3=3c+T7=c+4+c+3+c
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a2.2) A(5e+12)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 16, 6¢c+ 14, 7Tc+ 17, 4c+ 10, 4c+9 y 8c+ 19 en
los conjuntos A1, A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,¢c+5,3c+9, 6¢c+ 16, 6¢c + 14}
Ay D {2,3,2c+6, 4, 5c+ 12, Te + 17}
A3z D {3c+8, c+4, 2c+8, 4c+ 10, 4¢c + 9, 8¢ + 19}

Segtn coloquemos el elemento 10c+23 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion x1 + x2 + ¢ = 3
SiA(10c+23) =1=10c+ 23 =6¢c+14+3c+9+c¢
SiA(10c+23) =2 = 10c+23 =Tc+ 17+ 2c+6 + ¢
SiA(10c+23) =3 = 10c+23 =8¢+ 19+ c+4+c

CASO 4.1.1.2
b) A@Bc+9) =3

A1 2 {1, c+5}
A3 2{2, 3, 2c+ 6}
As O {3c+8, 3¢+ 9}

El elemento 7c 4 17 = 3¢+ 8 + 3c + 9 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto As, es decir A(7c+ 17) # 3.

Se obtendria el caso bl si A(7c+17) =1 yel b2 si A(Tc+17) =2

bl) A(Tc+17)=1

Como el elemento 7c+17 = 5¢+ 12+ c+5+c¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 5c¢ + 12 al conjunto A;.

Tendriamos el caso bl.1 si A(5¢+12) =2 yel bl.2si A(5c+ 12) = 3.

b1l.1l) AGBGe+12)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 10,5¢+ 13, 2¢+ 7, 8¢+ 18, 6¢c+ 15 y 2c+ 5 enlos
conjuntos A1, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, c+5, Tc+ 17, 4c + 10, 5¢ + 13}
Ay D {2, 3, 2¢+6, e+ 12, 2¢ + T}
As D {3¢+8,3c+9, 8+ 18, 6¢c+ 15, 2¢ + 5}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+14 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(6c+14) =1=6c+14=5c+13+1+c¢
SiA(6c+14) =2=6c+14=5c+12+2+¢
SiA(6c+14) =3=6c+14=3c+9+2c+5+c¢
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b1.2) A(BGc+12)=3

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 4, 12¢+ 27 ,¢+2, 9¢c+ 21, 4¢c+ 10, 2¢+5, 10c+ 25,
8c+18, 5¢+ 13 y 6¢+ 16 enlos conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de
suma estricta y obtenemos:

A1 D{l,¢c+5,7Tc+ 17, ¢+ 4, 12¢+ 27, ¢+ 2}
As D {2, 3, 2¢+ 6, 9c + 21, 4c + 10, 2¢ + 5, 10¢ + 25}
As D {3c+8, 3¢+ 9, 5e+ 12, 8¢ + 18, 5e + 13, 6¢ + 16}

Segtin coloquemos el elemento 4 en A, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(M4)=1=c+5=144+4c
SiA(4) =2=10c+25=9c+21 +4+c
SiA(4)=3=6c+16=5c+12+4+c

b2) A(Tc+17)=2

A1 D {1, c+5}
Ay D {2, 3, 2¢+ 6, Te + 17}
As D {3¢+8, 3c+9}

Como el elemento 7c + 17 = 6¢ + 14 + 3 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento 6¢ + 14 al conjunto As.

Estudiamos el caso b2.1 si A(6c+14) =1 yel b2.2si A(6c+ 14) = 3.
b2.1) A(6c+14)=1

Introducimos a la fuerza el elemento 4c + 11 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, c+5, 6c+ 14}
Ay D {2, 3, 2c+6, Te + 17}
As D {3¢+8,3c+9, 4c+ 11}

Segtin coloquemos el elemento 8c+19 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; + 2 +c =3

SiABc+19)=1=8c+19=6c+144+c+5+c
SiABc+19)=2=8c+19=Tc+17+2+¢
SiA(Bc+19)=3=8c+19=3c+8+4c+11+c

b2.2) A(6c+14)=3

Introducimos a la fuerza el elemento 10c + 23 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, c+5, 10c + 23}

Ay D {2, 3, 2c+ 6, Te + 17}
As D {3¢+8,3c+9, 6c+ 14}

227



El elemento 2¢ + 6 = ¢+ 4 + 2 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento ¢+ 4 no
pertenece al conjunto As, es decir A(c+4) # 2.

Se obtendria el caso b2.2.1 si A(c+4) =1 yel b2.2.2 si A(c+4) =3.
b2.21) A(c+4)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 11, 2¢+ 5, 2¢+ 7, 9c + 22, 8¢+ 19, 6¢ + 15, 3c + 10
y 5c¢+ 12 en los conjuntos A;, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 D {1, c+5, 10c+23, c+4, 4c + 11}
Ay D{2,3,2c+6, Tc+ 17, 2c+ 5, 2c + 7, 9c + 22}
As D {3c+38,3c+9, 6c+ 14, 8¢ + 19, 6¢ + 15, 3¢ + 10, 5¢ + 12}

Segtn coloquemos el elemento 12¢+27 en Ay, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(12c+27) =1=12c+27=10c+ 23+ c+ 4+ ¢
SiA(12¢427) =2=12c¢+27=9c+22+2c+5+c¢
SiA(12¢4+27) =3=12c+27=8c+ 19+ 3c+8+¢

b2.2.2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5c+12, 6¢+ 15, 8c+18 y 4c+ 11 enlos conjuntos A;, A>
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, ¢+ 5, 10c + 23, 5¢ + 12, 6¢ + 15}
A D {2, 3, 2¢+6, Te + 17, 8¢ + 18}
A3 D {3¢+8,3c+9, 6c+ 14, c+ 4, 4c + 11}

Segtin coloquemos el elemento 8c+20 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = z3

SiA(Bc+20)=1=8c+20=6c+15+c+5+c
SiA(Bc+20)=2=8c+20=Tc+17+3+¢
SiA(8c+20)=3=8c+20=3c+9+4c+1l1+c

Con este ultimo resultado hemos concluido la demostracién del Caso 4.1.1.2, cuyo esquema es el
siguiente:
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A(2c+8) =2
A(Bc+9) =1 A(Bc+12) =1
A(2c+8)=3
A(5e+12) =2
A(5c+12) =2
A(3c+8) =3 A(Te+17) =1
A(e+12) =3
A(BBc+9) =3 A6c+14) = 1
A(Te+17) =2 Alc+4)=1
A(6e+14) =3
Alc+4)=3

Continuamos con el Caso 4.1.2 con A(2¢+6) =3

CASO 4.1.2

Al 2 {1, C+5}
As ) {27 3}
Az D {2c+ 6}

Con esta distribucién no obtenemos ningtn elemento que no sea libre de suma estricta en alguno de
los conjuntos {A1, A2, A3}.

Partimos de un elemento aleatorio, por ejemplo el 3¢ + 9.

Se obtendrfa el Caso 4.1.2.1, si A(3c+9) =1 el Caso4.1.2.2 si A(3c+9) =2 yel Caso4.1.2.3 si
ABc+9)=3.

CASO 4.1.21

A1 O {l,c+5,3c+9}
Az D {2, 3}

El elemento 4c + 10 = 3¢+ 9 4+ 1 4 ¢, es una solucién monocromética, no puede pertenecer al
conjunto Ai, es decir A(4c+10) # 1.

Se obtiene el Caso 4.1.2.1a si A(4c+10) =2 yel Caso4.1.2.1b si A(4c+ 10) = 3.
CASO4.1.2.1

a) A(4c+10)=2
A1 2 {1, c+5, 3c+9}
Ay D {2, 3, 4c+ 10}

Az D {2c+ 6}
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El elemento 5c¢ + 13 = 4c + 10 + 3 4 ¢, es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece al
conjunto Az, es decir A(5¢+ 13) # 2.

Tendriamos el caso al si A(5c+ 13) =1 yelcaso a2 si A(5¢+ 13) = 3.
al) AGce+13)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 5c + 12, 6¢c+ 14, 9¢+ 21, 3c+8, c+4 y 7c+ 17 enlos
conjuntos A, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, ¢+5,3c+9, 5c+ 13, e+ 12}
A D {2, 3, 4c + 10, 6¢ + 14, 9c + 21}
A3 D {2¢+6,3c+8,c+4, 7Tc+ 17}

Segtin coloquemos el elemento 4c+11 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c=x3

SiA(4c+11)=1=5c+12=4c+11+1+c¢c
SiA(dc+11) =2 = 9c+21 = dc+ 10+ 4c+ 11 + ¢
SiA(dc+11)=3=Tc+17T=4c+11+2c+6+c

a2) A(5c+13)=3

Como 4c + 10 = 3¢ + 8 + 2 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
3c+ 8 al conjunto A,.

Enelcaso a2.1 seestudiasi A(3c+8) =1 yenel a2.2si A(3c+8)=3.

a21) A@Bc+8)=1

Introducimos a la fuerza el elemento 2c + 7 en el conjunto Az y los elementos ¢+ 3 y 7c+ 17 en A3
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {l,¢c+5,3c+9, 3c+ 8}
Az D42, 3, 4c+ 10, 2¢+ 7}
As D {2c+6, 5c+13, ¢+ 3, Tc+ 17}

Segtin coloquemos el elemento c+4 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c=x3

SiA(c+4)=1=3c+9=c+b+c+4+c
SiA(c+4)=2=2c+T=c+4+3+c
SiA(c+4)=3=T7c+17=5c+13+c+4+c

a2.2) ABc+8)=3
A1 2 {1, ¢+5, 3c+9}
Ay D {2, 3, 4c+ 10}
As D {2¢+6, 5c+ 13, 3¢+ 8}
El elemento 3¢+ 9 = ¢+ 5 + ¢+ 4 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento ¢ + 4

no pertenece al conjunto A, es decir A(c+4) #1.
Se obtendria el caso a2.2.1 si A(c+4) =2 yelcaso a2.2.2 si A(c+4) =3.
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a2.21) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 14, 2c+7,c+4 y 8c+ 19 enlos conjuntos A; y A
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{l,¢c+5,3c+9, 6c+ 14, 2¢+ 7}
Ay 2{2,3, 4c + 10, ¢+ 4, 8c + 19}
As D {2¢+ 6, 5¢+ 13, 3¢ + 8}

Segtin coloquemos el elemento 9c+21 en A;, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3

SiA9c+21)=1=9c+21=6c+14+2c+T+c
SiA9c+21)=2=9c+21=8c+19+2+c¢
SiA9c+21) =3=9c+21=5c+13+3c+8+c¢

a2.2.2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢+ 12, 7c+ 17, c+3 y 3c+ 7 enlos conjuntos A, Az y
A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {l,¢c+5,3c+9, 5¢c+ 12}
Ay D {2, 3, 4c + 10, Tc + 17, ¢ + 3}
As D {2c+6,5c+13,3c+8,c+4, 3c+ T}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+13 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Bc+13)=1=6c+13=5c+12+1+c
SiA(6c+13)=2=6c+13=4c+104+c+3+¢
SiA(6c+13) =3=6c+13=2c+6+3c+T7+c

CASO 4.1.21
b) A@c+10)=3
A1 D {1, c+5, 3c+9}
Az D {2, 3}
As D {2c¢+6, 4c + 10}
Introducimos a la fuerza el elemento ¢ + 4 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser libre

de suma estricta.
El elemento 3c+ 9 = 2¢ + 8 + 1 4 ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 2c + 8

no pertenece al conjunto A;, es decir A(2c+8) # 1.
Tendriamos el caso b1 si A(2c+ 8) =2 yelcaso b2 si A(2¢+8) = 3.
bl) A(2c+8)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3¢ + 10, 5¢+ 14, 4, 4c+ 11 y 7c+ 19 en los conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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A1 D{1,¢c+5,3c+09, 3¢+ 10}
Ay D{2,3, c+4,2+8, 5+ 14}
As D {2c+6, 4c+ 10, 4, dc + 11, Te + 19}

Segtn coloquemos el elemento 4c+13 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(4c+13)=1=8c+23=4c+13+3c+10+¢
SiA(4c+13) =2 = be+15=4dc+ 13+ 2 + ¢
SiA(dc+13) =3 = Te+19=4dc+ 13+ 2c+ 6+ ¢

b2) A(2c+8)=3

Introducimos a la fuerza el elemento 5¢+ 14 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

El elemento 6¢ + 16 = 5¢ + 14 4+ 2 4 ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece al
conjunto Az, es decir A(6¢c+ 16) # 2.

Se obtiene el caso b2.1 si A(6¢c+ 16) =1 y el caso b2.2 si A(6¢c+ 16) = 3.
b2.1) A(6c+16)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 18, 9¢+23, 4c+11,2c+7 y 6¢+ 17 en los conjuntos
A1, As y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1, ¢c+5,3c+9, 6¢c+ 16, Tc+ 18}
A2 D {2, 3, c+4, 5c+ 14, 9¢ + 23}
As D {2¢+ 6, 4¢+ 10, 2¢ + 8, 4c + 11, 2¢+ 7, 6¢ + 17}

Segtin coloquemos el elemento 11c+27 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 +c = x3

SiA(lle+27)=1=11c+27T=Tc+ 18+ 3c+9+¢
SiA(llc+27)=2= 11c+27T=9c+23 +c+4+c
SiA(llc+27) =3=11lc+27=6c+ 17+ 4c+ 10+ ¢

b2.2) A(6c+16)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 10, 8¢ + 21, 2¢+7,7c+ 19, 10c + 26, ¢+ 6, 4¢c + 11
y 5c+ 15 en los conjuntos A;, A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 D{1,¢c+5,3c+9, 3c+ 10, 8¢+ 21, 2¢+ T}
Az 2 42,3, c+4, 5c+ 14, 7c+ 19, 10c + 26, c + 6}
A3 D {2c+6, dc + 10, 2¢ + 8, 6¢ + 16, 4c + 11, 5c + 15}

Segtin coloquemos el elemento 2c¢+9 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ =3

SiA2c+9)=1=3c+10=2c+9+1+c¢
SiA(2c+9)=2=2c+9=c+6+3+c
SiA(2c+9)=3=5c+15=2c+9+2c+6+c

Podemos resumir el Caso 4.1.2.1 en el siguiente esquema:
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A(sc+13) =1
A(3c+8) =1
A(4c+10) =2
A(5c+13) =3 Alc+4)=2
A(3c+8)=3
ABc+9) =1 Alc+4)=3
A(2c+8) =2
A(dc+10) =3 A(6c+16) = 1
A(2c+8)=3
A(6c+16) = 3

Continuamos con el Caso 4.1.2.2 con A(3c+9) = 2.

CASO 4.1.2.2

A1 D {1, c+5}
A2 D {2, 3, 3¢+ 9}
Az D {2c+ 6}

El elemento 4c+11 = 3c+9+2+c es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al conjunto

Az, esdecir A(4c+11) # 2.
Se obtendria el Caso4.1.2.2a si A(4c+11) =1 yel Caso4.1.22b si A(4c+11) = 3.

CASO 4.1.2.2

a) A(dc+11)=1

A1 D{1, ¢c+5, 4c+ 11}
Ay D {2, 3, 3¢+ 9}
Az D {2c+ 6}

El elemento 3c+ 9 = 2¢ + 7 + 2 4 ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 2c 4 7

no pertenece al conjunto Az, es decir A(2c¢+7) # 2.
Obtenemos el caso al si A(2c¢+7) =1 yelcaso a2 si A(2c+7) = 3.

al)  A@2e+7) =1

Introducimos a la fuerza los elementos 7c + 18, ¢+ 6, 4c+ 12, 4 y 5c + 12 los conjuntos Az y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {l,c+5,4c+ 11, 2¢+ 7}
A2 D{2,3,3¢+9, Tc+ 18, ¢ + 6}
As D {2c+6, dc + 12, 4, 5c + 12}
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Segtn coloquemos el elemento 6¢+16 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; + 2 +c =3

SiA(6c+16)=1=6c+16=4c+11+c+5+c
SiA(6c+16) =2=Tc+ 18 =6¢c+16+2+¢
Si A(6c+16) = 3 = 6c+ 16 = 5e+ 12+ 4 + ¢

a2)  A(2¢c+7)=3

Como el elemento 5¢+ 13 = 2¢c+ 6+ 2c+ 7+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Se estudia el caso a2.1 si A(5¢+13) =1 yelcaso a2.2si A(5¢c+ 13) = 2.
a21) AGBe+13)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+20,7c+18,3c+ 10, 4c+ 12, 6¢+16 y 3c+ 8 enlos
conjuntos A1, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, ¢+ 5, 4c+ 11, 5¢ + 13, 8¢ + 20}
Ay D {2, 3, 3¢+9, Te + 18, 3¢ + 10}
As D {2c+6, 2¢+ 7, 4c+ 12, 6¢ + 16, 3¢ + 8}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+15 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(6c+15)=1=8c+20=6c+15+c+5+c
Si A(6c+15) =2 = Tc+ 18 = 6c+ 15+ 3+ ¢
SiA(6c+15) =3=6c+15=2c+7+3c+8+c¢

a2.2) A(c+13)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 9c + 22, 9¢+ 23, ¢+4,3c+ 10, 6¢c+ 16 y 4c+ 12 enlos
conjuntos A1, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,c+5,4c+ 11, 9¢+ 22, 9c + 23, ¢ + 4}
A D {2, 3,3c+9, 5¢+ 13, 3¢+ 10}
As D {2¢+6, 2¢+ 7, 6¢ + 16, 4c + 12}

Segtin coloquemos el elemento 7c+19 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(Tc+19)=1=9c+23=Tc+19+c+4+c
SiA(Tc+19) =2=T7c+19=3c+10+3c+9+c
SiA(Te+19)=3=T7c+19=4c+124+2c+T+c¢c

CASO4.1.2.2
b) A(c+11)=3
A1 D {1, c+5}

Ay D {2, 3, 3¢+ 9}
A3 D {2c+6, 4c+ 11}
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El elemento 3c + 9 = 2c+ 7 + 2 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 2c + 7
no pertenece al conjunto Az, es decir A(2c¢+7) # 2.

Tendriamos el caso bl si A(2¢+7) =1 yel b2 si A(2¢+7) =3.

bl) A@c+7)=1
Se introducen a la fuerza los elementos 5¢+ 15, c+2, ¢+ 6, 3c+ 8, 4c+ 12 y 4 enlos conjuntos
A1, Az y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1l,¢c+5,2c+7,5¢c+15, ¢+ 2}
A2 D{2,3,3c+9, c+6, 3c+ 8}
As D {2 +6, dc + 11, 4c + 12, 4}

Segtin coloquemos el elemento 7c+17 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(Tc+17)=1=Tc+17T=5c+15+c+2+c¢
SiA(Tc+17) =2=Tc+17=3c+9+3c+8+c
SiA(Tc+17)=3=Tc+1T=4c+11+2c+6+c¢c

b2) AQ@c+7)=3

Como el elemento 5c+13 = 2¢c+6+2c+ 7+ c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Enel caso b2.1 seestudiasi A(5¢+13) =1 yenelcaso b2.2si A(5c+ 13) =2.
b2.1) AGc+13)=1

A1 D{1, ¢+5, 5c+ 13}
Ay D {2, 3, 3¢+ 9}
As D {2¢+6,4c+ 11, 2¢+ 7}

Introducimos a la fuerza el elemento 4c + 12 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, c+5, 5c+ 13}
Ay D {2, 3, 3¢+ 9}
As D {2¢+ 6, 4c+ 11, 2¢+ 7, 4c + 12}

Como el elemento 6¢ + 14 = 5¢+ 13 4+ 1 + ¢ es una solucion monocromatica, no puede pertenecer

al conjunto A;.
Se obtiene el caso b2.1.1 si A(6c + 14) =2y elcaso b2.1.2si A(6c+ 14) = 3.

b2.1.1) A(6c+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 17, 8¢ + 18 y 5c + 12 en los conjuntos A1, A2 y A3
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1l,¢c+5,5c+13, 7c+ 17}
Az 242, 3,3c+9, 6¢c+ 14, 8c + 18}
A3 D {2c+6, dc+ 11, 2+ 7, de + 12, 5e + 12}
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Segtn coloquemos el elemento c+4 en A;, A> 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacionz; + 2 +c =3

SiA(c+4)=1=T7c+17T=c+4+5c+13+c¢
SiA(c+4)=2=8c+18=6c+14d+c+4+c
SiA(c+4)=3=4c+11=2c+T7T+c+4+c

b2.1.2) A(6c+14)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c¢+17,9¢c+21,2c+8,3c+8, c+4, 8&+18, 11c+26,5¢c+12
y 9c¢+ 22 en los conjuntos A;, A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

Ay D {1, c+5, 5c+13, Te+17, 9¢ + 21, 2¢ + 8}
A3 D 1{2,3,3¢4+9, 3¢+ 8, c+4, 8+ 18, 11c+ 26}
A3 D {2¢+6, 4c+ 11, 2¢+ 7, 4c + 12, 6¢ + 14, 5¢c + 12, 9¢ + 22}

Segtn coloquemos el elemento 2c+5 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA(2c+5)=1=5c+13=2c+5+2c+8+c¢
SiA(2c+5)=2=3c+8=2c+5+3+¢c
SiA(2c+5)=3=5c+12=2c+5+2c+T+c

b2.2) A(Bc+13)=2

A1 D {1, c+5}
A D {2,3,3¢+9, 5¢+ 13}
As D {2c+6, 4c+ 11, 2¢+ 7}

Introducimos a la fuerza el elemento ¢ + 4 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,c+5, c+4}
A2 D {2, 3,3c+9, 5¢+ 13}
As D {2¢+6, 4c+ 11, 2¢+ 7}

Como el elemento 6¢ + 15 = 5¢+ 13 + 2 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer

al conjunto As.
Tendriamos el caso b2.2.1 si A(6¢c+ 15) =1 yelcaso b2.2.2si A(6c+ 15) = 3.

b2.21) A@c+15) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 1lc+ 25, 3¢+ 8, 7c+ 16, 9¢+ 21, 4c+10 y 8c+ 19 en
los conjuntos A1, A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, c+5, c+4, 6¢c+ 15, 11c + 25, 3¢+ 8}
As D {2,3,3¢+9, 5¢+ 13, Te + 16, 9¢ + 21}
As D {2c+6, 4c+ 11, 2¢+ 7, 4c + 10, 8¢ + 19}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+12 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién 1 + 2 +c¢c = x3
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SiA(Bc+12)=1=5c+12=3c+8+c+4+c
SiA(Be+12) =2=9c+21=5c+124+3c+9+c¢c
SiA(Bc+12) =3=8c+19=5c+12+2c+7+c

b2.2.2) A(6c+15)=3

Introducimos ala fuerza 9c+22 y T7c+ 17enlos conjuntos A1 y Az elementos libres de suma estricta
y obtenemos:

A1 D {1, c+5, c+4, 9c+ 22}
Ay D{2,3,3¢+9, 5¢+13, Te + 17}
As D {2¢+ 6, 4c+ 11, 2¢+ 7, 6¢ + 15}

Segtn coloquemos el elemento 11¢c+26 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciénz1 + 22 +c =23

SiA(lle+26) =1=11c+26=9c+22+c+4+c
SiA(llc+26) =2 = 11lc+26=Tc+ 17+ 3c+9+c
SiA(lle+26) =3 = 1lc+26=6c+15+4c+ 11 +¢

Resumimos el Caso 4.1.2.2 en el siguiente esquema:

A2c+T7)=1
A(5c+13) =1
Ade+11) =1
(de+11) AQ2c+T)=3
A(5c+13) = 2
A(2c+T7)=1
A(Bc+9)=2
A(6e+ 14) = 2
A(Bc+13) =1
A6+ 14) =
Alde+11) = 3 (6e+14) =3
A@2c+T7)=3
(2e+7) A6e +15) = 1
A(5c+13) = 2
A(6c+15) =3

Continuamos con el Caso 4.1.2.3 con A(3c+9) = 3.

CASO 4.1.2.3
A1 2{L, c+5}
Az D {2, 3}
Az 2 {2c¢+6, 3c+ 9}
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El elemento 6¢ 4 15 = 2¢c 4 6 + 3¢+ 9 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto As, es decir A(6¢c+ 15) # 3.

Se obtendria el Caso 4.1.2.3 a si A(6¢c+ 15) =1 yel Caso4.1.2.3b si A(6¢c+ 15) = 2.
CASO 4.1.2.3

a) A(6c+15) =1

A1 D {1, c+5, 6c+ 15}
A22{27 3}
Az D {2c+ 6, 3¢+ 9}

El elemento 6¢ + 15 = 4c + 10 + ¢ + 5 + ¢ es una solucién monocromdtica, por tanto el elemento
4¢ + 10 no pertenece al conjunto A1, es decir A(4c+10) # 1.

Se obtiene el caso al si A(4c+ 10) =2 yelcaso a2 si A(4c+ 10) = 3.
al) A@c+10)=2

El elemento 4c + 10 = 3¢ + 8 + 2 4 ¢ es una solucién monocromadtica, por tanto el elemento 3¢ + 8
no pertenece al conjunto As, es decir A(3c+ 8) # 2.

Se obtendria el caso al.l si A(3c+8) =1 yel al.2 si A(3c+8) =3.
alll) A@Bc+8) =1

Se introducen a la fuerza los elementos c+4, 2c+7, 8c+19, 5¢c+13 y 7c+ 16 en los conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1, c+5, 6c+ 15, 3¢+ 8, c+ 4}
A2 D {2, 3, dc + 10, 2¢ + 7, 8c + 19}
As D {2¢+6, 3¢+ 9, 5¢c+ 13, Tc + 16}

Segtn coloquemos el elemento c+3 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA(c+3)=1=3c+8=c+3+c+5+c
SiA(c+3)=2=4c+10=c+3+2c+T+c
SiA(c+3)=3=T7c+16=c+3+5c+13+c

al.2) A@Bc+8)=3
Como el elemento 7c+ 17 = 3¢+ 9+ 3c+ 8+ c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto As.
Se estudia el caso al.2.1 si A(7c+17) =1 yelcaso al.2.2 si A(Tc+17) = 2.
al.21) A(Te+17) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+7, 8c+18, 10c+22, 5¢+12 y 7c+16 enlos conjuntos
A1, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, c+5, 6c+ 15, Tc+17, 3¢+ 7}
Ay D {2, 3, 4c + 10, 8c + 18, 10c + 22}
A3z D {2¢+6,3c+9, 3c+8, 5c+ 12, 7c + 16}
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Segtin coloquemos el elemento 11c+24 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; + 2 +c =3

SiA(1le+24)=1=11c+24=T7c+ 17+ 3c+T+¢c
SiA(1le+24) =2=11c+24=10c+22+2+¢
SiA(1le+24) =3=1lc+24=Tc+ 16 +3c+8+c

al.2.2) A(Te+17) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c+ 12, 5¢+ 14, 8¢+ 20 y c+ 3 enlos conjuntos A, Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, ¢ +5, 6¢+ 15, de + 12}
Ay D {2, 3, dc + 10, Te + 17, be + 14}
As D {2¢+6,3c+9, 3c+38, 8¢+ 20, ¢+ 3}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+17 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA6c+17)=1=6c+17=4c+12+c+5+c
SiA(6c+17) =2=6c+17=5c+14+3+¢
SiA(6c+17) =3=8c+20=6¢c+17+c+3+c¢

a2) A(4c+10)=3

A1 D {1, ¢+5, 6c+ 15}
A22{27 3}
As D {2¢+6, 3c+9, 4c + 10}

Se introducen a la fuerza los elementos 8c + 19, 7c+ 16, c+4 y 9c+ 20 enlos conjuntos Aj, Aa
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, c+5, 6c+ 15, 8¢+ 19}
Ay D {2, 3, Tc+ 16, c + 4}
As D {2c+6, 3c+9, 4c + 10, 9c + 20}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+14 en A;, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3

SiA(6c+14)=1=8c+19=6¢c+14+c+5+¢c
SiA(6c+14) =2=Tc+16=6c+14+2+c¢
SiA(Gc+14) =3=9c+20=6¢c+14+2c+6+c

b) A(6c+15) =2
Al 2 {1, c—+ 5}
Az D {2, 3, 6¢c+ 15}
Az O {2¢+ 6, 3c+ 9}
El elemento 6¢+ 15 = 5¢+ 12+ 3 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 5¢c+ 12

no pertenece al conjunto Az, es decir A(5c+ 12) # 2.
Se obtendria el caso bl si A(5¢+ 12) =1 yelcaso b2 si A(5¢+ 12) = 3.
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bl) AGe+12)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3¢+ 8, 4c+11, 7c+ 17 y 5c+ 13 enlos conjuntos A;, A>
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, c+5, 5c+ 12, 3¢ + 8}
A D {2, 3, 6+ 15, de + 11}
As D {2¢+6,3c+9, Tc+ 17, 5¢ + 13}

Segtin coloquemos el elemento c+4 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + z2 +c = z3

SiA(c+4)=1=5c+12=c+4+3c+8+¢c
SiA(c+4)=2=6c+15=c+4+4c+11+c
SiA(c+4)=3=T7c+17T=c+4+5c+13+c¢

b2) AGBc+12)=3

El elemento 8c + 18 = 5¢ + 12 + 2c + 6 + ¢ es una solucién monocromaética, por tanto el elemento
8c + 18 no pertenece al conjunto As, es decir A(8c + 18) # 3.

Obtenemos el caso b2.1 si A(8c+ 18) =1 yelcaso b2.2 si A(8c+18) =2
b2.1) A@Bc+18)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+8, 9c+21, 10c+23 y 7c+17 enlos conjuntos A, As
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, c+5,8+18, 3¢ +8, 9c + 21}
As D {2, 3, 6¢ + 15, 10¢ + 23}
A3z D {2¢+6,3c+9, 5c+ 12, Tc+ 17}

Segtn coloquemos el elemento 11c+26 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA(1le+26)=1=11c+26=9c+214+c+5+c
SiA(1lc+26) =2=11c+26 =10c+ 23+ 3 +¢
SiA(1le+26) =3=11c+26=T7c+ 17+ 3c+9+¢

b2.2) A(Bc+18)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 9¢c+ 21, ¢+ 3, 3¢+ 7,10c+22 y 7c+ 16 en los conjuntos
A1, Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {l,¢c+5,9+21,¢c+3,3c+ T}
Ay D {2, 3, 6c+ 15, 8c + 18, 10¢ + 22}
As D {2¢+6, 3c+9, 5c+ 12, Tc + 16}

Segtn coloquemos el elemento c+4 en A;, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(c+4)=1=3c+T=c+4+c+3+c
SiA(c+4)=2=10c+22=c+4+8c+18+c¢
SiA(c+4)=3=T7c+16=c+4+5c+12+c¢c
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Resumimos el Caso 4.1.2.3 en el siguiente esquema:

A(3c+8) =1
A(de +10) = 2 Alfe+17) =1
A@Bc+8) =3
A(6c+15) =1
A(Te+17) =2
A@Bc+9) =3
(3e+9) A(4c+10) = 3
A(Ge+12) =1
A(6c+15) = 2 A(8c+18) =1
A(5c+12) = 3
A(8c+18) =2

Hemos concluido con la demostracién del Caso 4.1

Continuamos con el Caso 4.2 con A(c+5) =3

CASO 4.2
A1 D {1}

Az D {2, 3}
As 2 {c+5}

Con esta distribucién no obtenemos ningtn elemento que no sea libre de suma estricta en alguno de

los conjuntos { A1, A2, As}.

Partimos de un elemento arbitrario, por ejemplo el 4c + 10.
Analizaremos el Caso 4.2.1 si A(4c + 10) = 1, el Caso 4.2.2 si A(4c+ 10) = 2y el Caso 4.2. si

A(4c+10) =3

CASO 4.21
A1 D {1, 4c + 10}
Az D {2, 3}
As B {C =+ 5}

El elemento 4c 4+ 10 = 3¢ + 9 + 1 4 ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 3c + 9

no puede pertenecer al conjunto A;, es decir A(3c+9) # 1.

Se obtendria el Caso4.2.1.1 si A(3c+9) =1 yel Cas04.2.1.2 si A(3c+9) =2.
CASO 4.2.1.1

Ay D {1, 4c + 10}

Az 242, 3,3c+9}

As 2 {c+5}
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Como el elemento 3¢+ 9 = 2 + 2¢ + 7 + ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer al
conjunto Asz.

Estudiaremos el Caso4.2.1.1a si A(2¢+7) =1 yel Caso4.2.1.1b si A(2c+7) = 3.
CASO4.2.1.1
a) AQc+7) =1

Ay D {1, 4¢+ 10, 2¢ + 7}
Ay D {2, 3, 3¢+ 9}
A32{C+5}

El elemento 2c¢+7 = c+ 6+ 1+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
¢+ 6 al conjunto A1, es decir A(c+6) # 1.

Se obtendria el caso al si A(c+6) =2 yelcaso a2 si A(c+6) = 3.
al) A(c+6)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢c + 14, 2¢+9, ¢+ 6, 3¢+ 8, 8&c+ 21, c+ 3, 7Tc+ 17,
4 y Tc+ 19 enlos conjuntos Ai, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 D {1, 4¢+ 10, 2¢+ 7, be + 14, 2¢ + 9}
A2 2{2,3,3¢c+9,c+6, 3c+38, 8+ 21}
As D {c+5, c+3, Tc+17, 4, Te + 19}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+15 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3
SiABc+15)=1=6c+15=5c+ 14+ 1+c
SiA(6c+15) =2=8c+21=6¢c+15+c+6+c
SiA(6c+15) =3=Tc+19=6c+15+4+c¢

a2) A(c+6)=3
Como el elemento 7c+17 = 4c+10+2c+7+c es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer

al conjunto A;.
Se estudia el caso a2.1 si A(7c+ 17) =2 yelcaso a2.2si A(7c+17) = 3.

a21l) A(Te+17) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢ + 14,8¢c + 20, ¢+ 4, ¢+ 3, 5¢+ 13, 3¢+ 8, 6¢c + 15
y 3c + 10 en los conjuntos A;, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 D {1, 4¢+ 10, 2¢+ 7, 5ec + 14, 8¢ + 20, ¢ + 4}
A2 D {2,3,3¢+9, 7c+ 17, ¢+ 3, 5¢+ 13}
As D {c+5, c+6,3c+8, 6¢c+ 15, 3c+ 10}

Segtin coloquemos el elemento 2c+5 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién zy + z2 +c =3
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SiA(2c+5)=1=2c+5=c+4+1+c
SiA(2c+5)=2=2c+5=c+3+2+c
SiA(2c+5)=3=6c+15=2c+5+3c+10+¢

a2.2) A(7c+17)=3

Introducimos a la fuerza el elemento 5c + 11 en el conjunto Az que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 7c+ 17 = 5¢+ 12+ c+ 5+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 5¢ + 12 al conjunto As.

Tendriamos el caso a2.2.1 si A(5¢c+ 12) =1y el caso a2.2.2si A(5c+ 12) = 2.
a2.2.1) AGBGe+12)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 2¢ + 5,4c + 11 y 3c+ 8 en los conjuntos Az y Az que
mantienen la propiedad de ser [libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4¢+ 10, 2¢ + 7, 5¢c + 12}
Ay D{2,3,3¢+9, 5¢+11, 2c + 5}
As D {c+5,c+6, Tc+17, 4c+ 11, 3c + 8}

Segtin coloquemos el elemento c+3 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(c+3)=1=4c+10=2c+T7+c+3+c
SiA(c+3)=2=2c+5=c+3+4+2+c¢
SiA(c+3)=3=3c+8=c+5+c+3+c

a2.2.2) A(5c+12)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 9¢ + 20, 9¢ + 22, 8¢+ 19, ¢+ 3, 6¢+ 13 y 4c+ 12 enlos
conjuntos A, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 4c+10, 2¢+ 7, 9¢ + 20, 9¢ + 22}
Ay D{2,3,3c+9, 5+ 11, 5e+ 12, 8¢ + 19}
A3 D {c+5,¢c+6, Tc+ 17, c+ 3, 6¢c+ 13, 4c + 12}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+15 en Ay, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién z + z2 +c =3

SiA(Bc+15)=1=9c+22=6¢c+15+2c+7+c
SiA(6c+15) =2=6c+15=>5c+12+3+c¢
SiA(6c+15)=3=6c+15=4c+124+c+3+¢

CASO4.2.1.1
b) A@c+T7)=2
Ay D {1, 4c + 10}

Az D {2, 3, 3¢+ 9}
As D {c+5, 2¢+ T}
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Introducimos a la fuerza el elemento 4c + 12 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 5¢ + 13 = 4c+ 12 + 1 4 ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
al conjunto A;.

Se obtiene el caso b1 si A(5¢+ 13) =2 yelcaso b2si A(5¢+ 13) = 3.
bl) AGBc+13)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 15, 12¢ 4+ 29, 3¢+ 8, 1lc + 27, 7c+ 19, 9¢c + 22
y 5c+ 14 en los conjuntos A;, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

Ay D {1, 4 + 10, 4c + 12, 6¢ + 15, 12¢ + 29, 3¢ + 8}
Az 2{2,3,3c+09, 5c+ 13, 11c + 27, Tc + 19}
As D {c+5,2c+ 7, 9c+ 22, 5¢c + 14}

Segtin coloquemos el elemento 8c+21 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas

alaecuacién zy + z2 +c =3
SiABc+21)=1=12c+29=8c+21+3c+8+c¢
SiABc+21)=2=8c+21=T7c+19+2+c¢
SiABc+21)=3=8c+21=5c+14+2c+T7+c

b2) AGBGc+13)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+ 6, 8 + 20, ¢+ 3, 7c+ 18, 3¢+ 8, 9c+ 21, 6¢c+ 17,
11c 426, 3c+ 10 y 2c+ 9 enlos conjuntos A;, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de
suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4¢+ 10, 4c + 12, 2¢+ 6, 8¢+ 20, ¢ + 3}
Az 2{2,3,3c+9, 7Tc+ 18, 3¢+ 8, 9¢ + 21, 6¢c+ 17}
A3 D {c+5,2c+7, e+ 13, 11c + 26, 3¢ + 10, 2¢ + 9}

Segtin coloquemos el elemento 2c+4 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas

alaecuacién x4 + x2 + ¢ = x3
SiA(2c+4)=1=2c+4=c+3+1+c¢c
SiA(2c+4)=2=9c+21=2¢c+4+6c+17+¢c
SiA(2c+4)=3=5c+13=2c+4+2c+9+c¢

Podemos resumir el Caso 4.2.1.1 en el siguiente esquema:
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Alc+6) =2
A(Te+17) = 2
A2c+T7)=1
Alc+6) =3 A(se+12) =1
A(Tc+17) =3
A(3c+9) =2
(3e+9) A5+ 12) = 2
A(5c+13) = 2
A(2c+7) =3
(2e+7) A(5c+13) =3

Continuamos con el siguiente Caso 4.2.1.2 con A(3¢c+9) = 3.

CASO 4.2.1.2

Al 2 {1, 4C+ 10}
A2 :_) {25 3}
As D {c+5, 3c+9}

Como el elemento 5¢ + 11 = 4¢+ 10 + 1 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
al conjunto A;.

Se obtendria el Caso4.2.1.2a si A(5c+ 11) =2 yel Caso4.2.1.2b si A(5¢+ 11) = 3.
CASO 4.2.1.2
a) ABe+11)=2

A1 D {1, 4¢c + 10}
As D {2, 3, 5c+ 11}
A3 D {c+5, 3c+9}

El elemento 6¢ 4+ 14 = 5¢ + 11 4+ 3 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer al

conjunto Az, es decir A(6c+ 14) # 2.
Estudiaremos el casoal si A(6c+ 14) =1 yelcaso a2 si A(6¢c+ 14) = 3.

al) A@6ec+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 9c+20, c+4, 11c+24, 7Tc+15 y 2c+ 6 enlos conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 4c + 10, 6¢ + 14, 9¢ + 20}
Ay D {2, 3, 5c+ 11, ¢+ 4, 11c + 24}
As D {c+5,3c+9, Tc+ 15, 2c+ 6}

Segtn coloquemos el elemento 10c+21 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3
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SiA(10c+21) = 1= 10c+21 = 9c+20+ 1+ ¢
SiA(10c+21) =2 = 1lc+24=10c+ 21 + 3+ ¢
SiA(10c+21) =3=10c+21=T7c+15+2c+6+c

a2) A(6c+14)=3

Introducimos a la fuerza el elemento 4c + 9 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como el elemento 6¢+ 14 = 3¢+ 9+ 2c+ 5+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 2c + 5 al conjunto As.

Se estudia el caso a2.1 si A(2¢+5) =1 yelcaso a2.2si A(2c+5) = 2.
a21) A@c+5) =1

Se introducen a la fuerza los elementos c+4, 3¢+ 6 y 7c+ 15 en los conjuntos Az y As que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4c + 10, 4c + 9, 2¢ + 5}
Ay D {2, 3, 5c+ 11, ¢+ 4, 3¢ + 6}
As D {c+5,3c+9, 6c+ 14, Tc + 15}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+10 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Bc+10)=1=5c+10=4c+9+1+c¢c
SiA(Bec+10)=2=5c+10=3c+6+c+4+c
SiA(Bc+10)=3=T7c+15=5c+10+c+5+c¢

a2.2) A(2c+5)=2

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 3 y 3c+ 8 enlos conjuntos A; y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4¢c+10, 4c+9, c+ 3}
Ay D {2, 3, 5c+ 11, 2¢ + 5}
As D {c+5,3c+9, 6¢c+ 14, 3c+ 8}

Segun coloquemos el elemento 2¢+6 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(2c+6)=1=4c+9=2c+6+c+3+c
SiA(2c+6)=2=5c+11=2c+6+2c+5+c
SiA(2c+6)=3=6c+14=2c+6+3c+8+c

CASO 4.2.1.2
b) AGc+11)=3
A1 D {1, 4c + 10}

Az D {2, 3}
As D {c+5,3c+9, 5c+ 11}
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El elemento 7c 4 16 = 5¢ + 11 + ¢ + 5 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto As, es decir A(7c+ 16) # 3.

Se obtendria el caso bl si A(7c+16) =1 yelcasob2 si A(7¢c+ 16) = 3.
bl) A(Tc+16)=1

A1 D {1, 4c¢+ 10, 7c + 16}
Az D {2, 3}
As D {c+5,3c+9, 5c+ 11}

El elemento 7c+ 16 = 4c+ 10 4 2¢ + 6 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento 2¢ + 6 al conjunto A;, es decir A(2¢+6) # 1.

Tendrfamos el caso b1.1 si A(2c+6) =2 yelcaso bl.2 si A(2c+6) =3
b1.1) A(2c+6)=2

Se introducen a la fuerza los elementos c¢+4, 9¢c+20 y 8c+17 enlos conjuntos A1, A y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, de + 10, Te + 16, ¢ + 4}
Ay D {2, 3, 2¢+ 6, 9¢ + 20}
As D {c+5,3c+9, 5c+ 11, 8¢+ 17}

Segtin coloquemos el elemento 12¢+26 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibonz; + 22 +c =23

SiA(12¢+26) =1 = 12c+26 = Tc+ 16+ 4c + 10+ ¢
SiA(12¢+26) =2 = 12¢ + 26 = 9¢ + 20 + 2¢ + 6 + ¢
SiA(12¢+26) =3 = 12c+26 = 8¢+ 17+ 3¢+ 9 + ¢

b1l.2) A(2c+6)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 9c + 20,5¢c + 13, 5¢+ 12, 8+ 17 ,6¢c+15,c+ 4, 6¢c+ 14,
8c+19 y c+ 3 enlos conjuntos A1, A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta
y obtenemos:

A1 D {1, 4c + 10, Tc + 16, 9¢ + 20, 5¢ + 13, 5¢ + 12}
Az D42, 3,8c+ 17, 6¢c+ 15, ¢ + 4, 6¢ + 14}
As D {c+5,3c+9, bc+ 11, 2¢+ 6, 8¢+ 19, ¢+ 3}

Segtin coloquemos el elemento 4c+11 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion ;1 + 2 + ¢ = x3

SiA(dec+11)=1=5c+12=4c+11+4+1+c¢
SiA(dc+11)=2=6c+15=4c+11+c+4+c
SiA(4c+11)=3=4c+11=2c+6+c+5+c

b2) A(7c+16)=2
A D {1, 4c + 10}

Az D {2, 3, Tc+ 16}
As D {c+5,3c+9, 5c+ 11}

247



El elemento 5c + 11 = 3¢+ 9 + ¢ + 4 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 4 al conjunto As, es decir A(c+4) # 3.

Se obtiene el caso b2.1 si A(c+4) =1 yelcaso b2.2 si A(c+4) =2.
b2.1) A(c+4)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+ 19, 9c+20 y 6¢ + 14 enlos conjuntos A;, A y A3
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4¢+ 10, ¢+ 4, 8¢+ 19}
Az D {2, 3, Tc + 16, 9c + 20}
As D {c+5,3c+9, 5c+ 11, 6¢ + 14}

Segtin coloquemos el elemento 10c+23 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c=x3

SiA(10c+23) =1=>10c+23=8c+19+c+4+c
Si A(10c+23) =2 = 10c +23 = 9c + 20+ 3 + ¢
SiA(10c+23) =3 = 10c+23 = 6c+ 14+ 3¢+ 9 + ¢

b2.2) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 9¢ + 20, 6¢+ 14, 4c+ 11, 5¢+13,8¢c+19, 2¢+6 y c+3
en los conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, e+ 10, 9¢ + 20, 6¢ + 14, 4e + 11}
Ay D {2, 3, Tc+ 16, ¢ + 4, 5c+ 13}
As D {c+5,3c+9, bc+ 11, 8+ 19, 2¢ + 6, c + 3}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+12 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z; + 2 +c =3

SiA(Bec+12)=1=5c+12=4c+11+1+c¢c
SiA(c+12)=2=Tc+16=5c+124+c+4+c
SiA(bc+12) =3=5c+12=3c+9+c+3+¢

Resumimos el Caso 4.2.1.2 en el siguiente esquema:
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A(6e+14) =1

A(se+11) =2 Ale+d) =1
A(6 14) =3

(6c+14) A(2c+5) =2

A(Bc+9) =3 A(2c +6) =2
A(7 16) =1

(Te+16) A(2¢+6) =3

A5 11) =3

(5e+11) Alc+4) =1
A(7 16) =2

(Te +16) Alc+4) =2

Continuamos con el caso 4.2.2 con A(4c + 10) = 2

CASO 4.2.2

A D {1}
Az D {2, 3, 4c + 10}
A3 ;) {C+5}

El elemento 4c + 10 = 3¢+ 8 4+ 2 + ¢ es una solucién monocromadtica, el elemento 3c + 8 no puede
pertenecer al conjunto Az, es decir A(3c+8) # 2.

Estudiaremos el Caso 4.2.2.1si A(3c+8) =1 yel Caso4.2.2.2si A(3c+ 8) = 3 Obteniéndose:
CASO4.2.21

Ay D {1, 3¢+ 8}
Az D42, 3, 4c + 10}
As 2 {c+5}

Como el elemento 3c + 8 = 2c+ 7 + 1 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al
conjunto Aj.
Analizaremos el Caso4.2.2.1a si A(2¢+7) =2 yel Cas04.22.1b si A(2c+7) =3.
CASO 4.2.21
a) A(c+7)=2
A1 D{1,3c+8}
Az D42, 3, 4¢+ 10, 2¢+ 7}
As D {c+5}

El elemento 2c¢+7 = c+4+ 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
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¢+ 4 al conjunto Az, es decir A(c+4) #2.
Se obtendria el caso al si A(c+4) =1 yelcaso a2 si A(c+4) =3.

al) A(c+4)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+17, 10c+23, 9¢+21, 2¢+6, 5¢+12, 3c+9 y 8c+18
en los conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,3¢+8, c+4, Tc+ 17, 10c + 23}
Ay D {2, 3, dc + 10, 2¢ + 7, 9¢ + 21, 2¢ + 6}
As D {c+5,5c+12,3c+9, 8+ 18}

Segtn coloquemos el elemento 12¢+27 en Ay, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(12c+27)=1=12c+27=10c+ 23+ c+ 4+ ¢
Si A(12c+27) =2 = 12¢+ 27 = 9c + 21 + 2c + 6 + ¢
SiA(12¢4+27) =3=12c+27=8c+ 18+ 3c+9+¢

a2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+9, 5¢+13, 8c+19, 9¢+21, Tc+17, 6c+14 y 4c+11
en los conjuntos A;, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3c+8,3c+9, 5¢c+ 13, 8¢+ 19}
Ay D42, 3, 4c+ 10, 2c+ 7, 9c + 21}
As D {c+5, c+4, Te+ 17, 6c+ 14, 4c + 11}

Segtn coloquemos el elemento 12¢+28 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA(12¢+28)=1=12c+28=8c+ 19+ 3c+9+¢
SiA(12¢+28) =2=12¢+28=9¢+ 21 +2c+ 7 +c
SiA(12¢+28) =3=12c+28 =4c+ 114+ T7c+ 17+ c

b) AQRc+7)=3

Ay D {1, 3¢+ 8}
A5 D {2, 3, 4c + 10}
As D {c+5, 2¢+ T}

El elemento 5c¢ + 13 = 4c + 10 + 3 + ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer al
conjunto Az, es decir A(5¢c+ 13) # 2.

Tendriamos el caso bl si A(5¢+ 13) =1 y el caso b2 si A(5¢+ 13) = 3.
bl) AGe+13)=1

Introducimos a la fuerza el elemento 4c+ 12 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como el elemento 4c + 12 = 3¢+ 9 + 3 + ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer el
elemento 3c + 9 al conjunto A,.

Se estudia el caso b1.1 si A(3c+9) =1 yelcaso bl.2si A(3c+9) = 3.

250



b1.1) A@Bc+9) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 15, 12¢+29, 4c+ 11, 7c+ 17, 2¢+6, 9¢c+ 22, 5¢+ 14,
8c+20 y c+4 enlos conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta
y obtenemos:

A1 D{1,3c+8, 5c+13,3c+9, 6¢c+ 15, 12¢ + 29, 4c + 11}
Ay D {2, 3, dc + 10, 4c + 12, Te + 17, 2¢ + 6}
As D{c+5,2c+ 7,9+ 22, 5c + 14, 8¢ + 20, ¢ + 4}

Segtn coloquemos el elemento 7c+18 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zi + 2 +c =3

SiA(Tc+18) =1=12c+29=Tc+ 18 +dc+ 11 +¢
SiA(Tc+18)=2=Tc+18=4c+12+2c+6+c
SiA(Tc+18)=3=T7c+18=5c+14d+c+4+c

b1.2) A@Bc+9) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢+ 14, 11c+27 y 9c+ 22 enlos conjuntos A1, A2 y A3
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3c+8, 5c+ 13, 5c + 14}
Az D {2, 3, dc + 10, 4 + 12, 1lc + 27}
As D {c+5,2c+7,3c+9, 9c+ 22}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+15 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuacion x1 + x2 +c = x3

SiA(6c+15)=1=6c+15=5c+14+1+c
SiA(6c+15) =2 = 11c+27 =6¢c+ 15 +4c+ 12+ ¢
SiA(6c+15) =3=9c+22=6c+ 15+ 2c+7+c¢

b2) AGBGc+13)=3
A1 2 {1, 36 + 8}
Ay D {2, 3, 4c + 10}
As D {c+5,2c+ 7, 5c+ 13}
Como el elemento 5¢+ 13 = 2c+ 6+ 2c+ 7+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer

el elemento 2c + 6 al conjunto As.
Obtenemos el caso b2.1 si A(2c+6) =1 yelcaso b2.2si A(2¢+6) = 2.

b2.1) A@2c+6)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢+12, 10c+23,6¢c+14, 9¢+20, 3¢+7, 8¢+18 y Tc+17
en los conjuntos Ai, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢ +8, 2¢ + 6, 5 + 12, 10¢ + 23}
Ay D {2, 3, 4c + 10, 6¢ + 14, 9¢ + 20}
As D{c+5,2c+7,5¢c+13,3c+ 7, 8¢+ 18, Tc+ 17}
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Segtn coloquemos el elemento c+4 en A;, A> 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacionz; + 2 +c =3

SiA(c+4)=1=5c+12=c+4+3c+8+c
SiA(c+4)=2=6c+1d=c+4+4c+10+c¢
SiA(c+4)=3=T7c+17T=c+4+5c+13+c

b2.2) A(2c+6)=2

Como el elemento 8c+20 = 5¢+13+2c+7+c es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer
al conjunto As.

Se obtiene el caso b2.2.1 si A(8c+ 20) =1 yelcaso b2.2.2 si A(8c+ 20) = 2.
b2.21) A@Bc+20)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 18, ¢+ 3, 4c+ 12 y 3c+ 10 en los conjuntos A;, A2
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3¢+38, 8+ 20, 7Tc+ 18, ¢+ 3}
Ay D {2, 3, dc + 10, 2¢ + 6, 4c + 12}
As D {c+5, 2c+ 7, 5c+ 13, 3c+ 10}

Segtn coloquemos el elemento 5¢+15 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Bc+15)=1=T7c+18=5c+15+c+3+c
SiA(Be+15)=2=5c+15=4c+124+3+¢
SiA(bc+15) =3=5c+15=3c+10+c+5+c¢

b2.2.2) A(8c+20)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 18, 9¢+ 23, 5¢+15 y 3c+ 10 en los conjuntos A;, A2
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A; D {1, 3¢+ 8, Te+ 18, 9¢ + 23}
Ay D {2, 3, dc + 10, 2¢ + 6, 8¢ + 20, 5e + 15}
As D {c+5,2c+ 7, 5¢c+ 13, 3¢+ 10}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+17 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(6c+17) =1=Tc+18=6c+ 17+ 1+c
SiA(6c+17) =2=6c+17=5c+15+2+c
SiA6c+17) =3 =6c+17=3c+10+2c+T+c

Resumimos el Caso 4.2.2.1 en el siguiente esquema:
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A(c+4)=1
A2c+T7)=2
Alc+4)=3
A(3c+9)=1
A(5c+13) =1
(5e+13) A(3c+9) =3
A(3c+8) =1
A(2c+7) =3 A(2c+6) =1
A(5e+13) =3 ABe+20) =1
A(2e+6) =2
(2c+6) A(8c+20) =2

Continuamos con el Caso 4.2.2.2 con A(3c+ 8) =3

CASO 4.2.2.2

A1 D {1}
As D {2, 3, 4c + 10}
A3 :_) {C+57 3C+8}

El elemento 5¢ + 13 se introduce a la fuerza en el conjunto Aj, es decir A(5¢ + 13) = 1. Como el
elemento 5¢ + 13 = 4¢ + 12 4+ 1 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
4c + 12 al conjunto A;.

Analizaremos en el Caso 4.2.2.2 a qué sucede si A(4c+ 12) =2 yenel Caso 4.2.2.2 b qué sucede si
A(4c+12) = 3.
CASO 4.2.2.2
a)  A(dc+12)=2

A1 D {1, be + 13}
Ay D {2, 3, e + 10, 4e + 12}
As D {c+5, 3c+ 8}

El elemento 4c+12 = 3c+9+3+c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
3c+ 9 al conjunto Az, es decir A(3c+9) # 2.
Se obtendria el caso al si A(3c+9) =1 yelcaso a2 si A(3c+9) = 3.
al) ABc+9) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 5c+ 14, 11c¢+27, 9¢+22 y 6¢+ 15 enlos conjuntos A, Az
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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A1 D {1, 5¢+ 13, 3¢+ 9, 5¢c + 14}
Ay D {2, 3, dc + 10, de + 12, 11c + 27}
As D {c+5, 3c+8, 9c+ 22, 6c+ 15}

Como el elemento 3c+ 8 = ¢+ 5 + ¢ + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento ¢ + 3 al conjunto As.

Tendriamos el caso al.1 si A(c+3) =1 yelcaso al.2si A(c+3) =2.
all) A(c+3)=1

Se introducen a la fuerza los elementos c+ 3, 2c¢+ 7 y 7c+ 17 en los conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 5¢+13, 3¢ +9, 5¢+ 14, ¢+ 3, 2¢ + 7}
Az D {2, 3, dc + 10, 4e + 12, 1lc + 27, Te + 17}
As D {c+5, 3c+8, 9c+ 22, 6¢c + 15}

Segtn coloquemos el elemento 8c+20 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + 2 +c =3

SiABc+20)=1=8c+20=5c+13+2c+7+c
SiA(8c+20)=2=8c+20="Tc+17+3+c
SiABc+20)=3=8c+20=6¢c+15+c+5+c¢

al.2) A(c+3)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c¢+7, 7c+ 17, 8¢+ 20, 6¢c+ 16, 10c+24 y c+4 enlos
conjuntos A1, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,5¢+13,3c+9, 5c+ 14, 2c+ 7, Te + 17}
Az D {2, 3, 4c+ 10, 4c + 12, 11c + 27, ¢ + 3, 8¢ + 20, 6¢ + 16}
A3 D {c+5, 3c+8, 9c+ 22, 6¢ + 15, 10c + 24, ¢ + 4}

Segtn coloquemos el elemento 11¢+26 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(1lc+26) =1=11c+26=3c+9+Tc+17+c
Si A(1le +26) =2 = 11c +26 = de + 10 + 6¢ + 16 + ¢
SiA(1lc+26) =3 = 11c+26=9c+22+c+4+c

a2) A(3c+9)=3

Ay D {1, 5+ 13}
Az D {2, 3, 4c+ 10, 4c + 12}
As D {c+5,3c+8,3c+9}

Introducimos a la fuerza el elemento 5¢+ 14 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 5c+ 13, 5¢ + 14}
Az D {2, 3, 4c + 10, 4c + 12}
A3 D {c+5,3c+8, 3c+9}
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Como el elemento 3c+9 = ¢+ 5+ ¢ + 4 4 ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento c + 4 al conjunto As.

Se obtiene el caso a2.1 si A(c+4) =1 yelcaso a2.2 si A(c+4) = 2.
a2.1) A(e+4)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+7, 7c+17, 3¢+ 10 y 6¢+ 15 enlos conjuntos A, As
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1,5¢+13,5¢c+ 14, c+ 4, 2¢+ 7}
Az D {2, 3, dc + 10, de + 12, Te + 17}
As D {c+5,3c+38,3c+9, 3c+ 10, 6¢ + 15}

Segtin coloquemos el elemento 8c+20 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 + c =3

SiABc+20)=1=8c+20=5c+13+2c+T7+c
SiABc+20)=2=8c+20=T7c+17+3+c¢
SiABc+20)=3=8c+20=6c+15+c+5+c

a2.2) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c + 6, 6¢c+ 14 y 2c+ 7 en los conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 5e+13, be + 14, 2¢ + 6}
Az D42, 3, 4c+ 10, 4c + 12, c + 4}
As D {c+5,3c+8,3c+9, 6¢c+ 14, 2¢ + T}

Segtin coloquemos el elemento 3c+7 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z; + 2 +c =3

SiABc+T7)=1=3c+T7=2c+6+1+c
SiA(Bc+7)=2=4c+10=3c+T7+3+c¢
SiA(Bc+T7)=3=6c+14=3c+T7+2c+T7+c

CASO 4.2.2.2
b) A@c+12)=3
A1 D {1, 5¢+ 13}
Az D {2, 3, 4c + 10}
As D {c+5, 3c+38, 4c+ 12}
El elemento 3¢+ 8 = ¢+ 5 + ¢+ 3 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 3 al conjunto As, es decir A(c+3) # 3.
Se obtendria el caso bl si A(c+3) =1 yelcaso b2 si A(c+3) =2

bl) A(c+3) =1

Como el elemento 7c+ 16 = 5¢c+ 134 c+ 3+ c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
al conjunto A1, es decir A(7c+16) # 1.
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Se obtiene el caso b1.1 si A(7c+ 16) =2 yelcaso b1.2 si A(7c+ 16) = 3.
b1.1) A(7c+16) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+19 y 6¢+ 14 enlos conjuntos A; y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 5¢+13, ¢+ 3, 8c+ 19}
A2 D {2, 3, 4c + 10, Tc + 16}
Az D {c+5,3c+8, dc + 12, 6¢ + 14}

Segtn coloquemos el elemento 2¢+6 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(2c+6)=1=8c+19=5c+13+2c+6+c
SiA(2c+6)=2=T7c+16=4c+10+2c+6+c
SiA(2c+6)=3=6c+14=3c+8+2c+6+c

b1l.2) A(7c+16)=3

A1 D {1, 5¢+ 13, ¢+ 3}
A D {2, 3, 4c + 10}
As D {c+5, 3c+8, 4c+ 12, Tc + 16}

Introducimos a al fuerza el elemento 2c + 4 en el conjunto A, que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

El elemento 7c 4+ 16 = 5¢c 4+ 11 + ¢ + 5 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede
pertenecer el elemento 5¢+ 11 al conjunto As, es decir A(5c+ 11) # 3.

Se obtendria el caso b1.2.1 si A(5¢+ 11) =1 yelcaso b1.2.2 si A(5¢+ 11) = 2.

b1.2.1) AGe+11)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+20, 11c+24 y 9c+ 21 enlos conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 5e+13, ¢ +3, 5c+ 11, 8¢ + 20}
Az D {2, 3, 4c + 10, 2¢ + 4, 11c + 24, 9¢ + 21}
As D {c+5,3c+8, 4c+ 12, Tc + 16}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+17 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién 1 + 22 +c =23

SiA(6c+17)=1=8c+20=6c+17+c+3+¢c
SiA(6c+17) =2=9c+21l =6c+ 17+ 2c+4+c¢
SiA6c+17) =3 =6c+17T=4c+12+c+5+c

b1.2.2) ABGe+11)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c+9, 2c+ 7 y 6¢+ 14 enlos conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,5¢+13, c+3,4c+9, 2¢+ 7}
Ay D {2, 3, de + 10, 2¢ + 4, 5e + 11}
A3 D {c+5,3¢+8, dc + 12, Te + 16, 6 + 14}
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Segtin coloquemos el elemento c+2 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacionz; +z2 +c =3

SiA(c+2)=1=4c+9=c+2+2c+T+c
SiA(c+2)=2=2c+4=c+2+2+c
SiA(c+2)=3=6c+1d=c+2+4c+12+c

b2) A(c+3) =2

A; D {1, 5+ 13}
Az D42, 3, 4¢+ 10, ¢+ 3}
As D {c+5, 3c+38, 4c+ 12}

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+ 7, 6¢c+ 17, 8c+20 y 2c+ 6 enlos conjuntos A, Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 5¢+13, 2¢+ 7, 6c + 17}
Az 242, 3, 4¢+ 10, ¢ + 3, 8¢ + 20}
As D {c+5,3c+38, 4c+ 12, 2¢+ 6}

Segtin coloquemos el elemento 7c+18 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 + c =3

SIA(Tc+18) = 1= Tc+18 =6+ 17+ 1 +c
SiA(Tc+18) =2 = 8c+20 = Te+ 18 + 2 + ¢
SiA(Tc+18)=3=T7c+18=4c+124+2c+6+c¢c

Resumimos el Caso 4.2.2.2 en el siguiente esquema:

A(c+3)=1
ABc+9)=1
(3e+9) Alc+3) =2
A(de+12) =2
Alc+4)=1
ABc+9)=3
(3e+9) Ale+4) =2
A(Bc+8) =3
A(Tc+16) = 2
A 11) =
Alc+3)=1 (be+11) =1
A(dc+12)=3
A(7c+16) = 3
A(5c+11) = 2
Alc+3)=2

Continuamos con el Caso 4.2.3 con A(4c+ 10) =3
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CASO 4.2.3

A 2 {1}
Az D {2, 3}
As D {c+5,, 4c+ 10}

El elemento 4c + 10 = 2¢ + 5 + ¢ + 5 + ¢ es una solucién monocromatica, el elemento 2c + 5 no
puede pertenecer al conjunto As, es decir A(2¢ +5) # 3.

Estudiaremos en el Caso 4.2.3.1 que sucede si A(2¢+5) =1 yenel Caso4.2.3.2 si A(2c+5) = 2.

CASO 4.23.1

Ay D {1, 2¢+ 5}
Az D {2, 3}
As D {c+5, 4c+ 10}

Como el elemento 3¢+ 6 = 2c+ 5 + 1 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al
conjunto A;.

Se obtendria el Caso4.2.3.1a si A(3c+6) =2 yelcaso Caso4.2.3.1b si A(3c+ 6) =3.

CASO 4.2.3.1

a) ABc+6)=2

Ay D {1, 2¢ + 5}
AQ 2 {2, 3, 3C+6}
As D {c+5, 4c+ 10}

El elemento 4c + 9 = 3¢ + 6 + 3 + ¢ es una solucién monocromética, por tanto no pertenece al
conjunto Asz.

Se obtiene el caso al si A(4c+9) =1 yelelcaso a2si A(4c+9) = 3.

al) AMc+9)=1

Como el elemento 4c + 9 = 3c+ 8 + 1 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento 3c + 8 al conjunto A;.

Obtenemos el caso al.l si A(3c+8) =2 yelcaso al.2 si A(3c+8) = 3.
all) A@Bc+8) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c¢ +4,9¢+ 17, 5¢+ 11, 5¢+9, 6¢c+13, 7c+14 y c+3
en los conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2¢+5, 4c+9, 2¢ + 4, 9¢ + 17, 5¢ + 11}
A D{2,3,3¢+6, 3¢ +8, 5c+9, 6¢+ 13}
As D {c+5, 4c+ 10, Tc+ 14, ¢+ 3}

Segtn coloquemos el elemento 2¢+7 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(2c+7)=1=5c+11=2c+T7+2c+4+c
SiA(2c+7)=2=6c+13=2c+T7+3c+6+c
SiA(2c+78)=3=4c+10=2c+T+c+3+c
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al.2) A@Bc+8)=3

A1 2{1,2c+5, 4c+ 9}
Ay D {2, 3, 3¢+ 6}
As D {c+5, 4c+ 10, 3¢+ 8}

El elemento 5¢c + 13 = 3¢+ 8 + ¢+ 5 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer al
conjunto As.

Tendriamos el caso al.2.1 si A(5¢+ 13) =1 yelcaso al.2.2si A(5c+ 13) = 2.
al.21) AGBGe+13)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 9c + 22, 12c+ 24 ,8c+ 18, 4, 6¢+ 17 ,4c+12 y Tc+ 14
en los conjuntos Ai, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,245, 4c+9, 5c+ 13, 9c + 22, 12¢ + 24}
As D {2, 3, 3c+6, 8c+ 18, 4, 6¢+ 17}
A3z D {c+5,4c+ 10, 3c+ 8, 4c+ 12, Tc + 14}

Segtin coloquemos el elemento 2c+2 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas

ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3
SIA(2c+2)=1=12c+24=9c+22+2+2+c
SiA(2c+2)=2=3c+6=2c+2+4+c
SiA(2c+2)=3=T7c+14=2c+2+4c+12+¢

al.2.2) A(5c+13)=2

Se introduce a la fuerza el elemento 6¢+ 15 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta. Como el elemento 7c+16 = 6¢+ 1541+ c es una solucién monocromatica, no pertenece
al conjunto A;.

Se estudia el caso al.2.2.1 si A(7c+ 16) =2 y el caso al.2.2.2 si A(7c+ 16) = 3.

al.2.21) A(7c+16) =2

Se introduce a la fuerza el elemento c + 3 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y se obtiene:

A1 D {1,2¢c+5,4c+9, 6¢c+ 15, c+ 3}
Az D {2, 3, 3c+6, 5¢+ 13, Tc+ 16}
As D {c+5, 4c+ 10, 3¢+ 8}

Segtin coloquemos el elemento 8c+18 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas

alaecuacion 1 + 2 + ¢ = 3
SiA@Bc+18)=1=8c+18=6¢c+15+c+3+¢c
SiABc+18)=2=8c+18=T7c+16+2+c¢
SiABc+18)=3=8c+18=4c+10+3c+8+¢c

al.2.2.2) A(7c+16) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢+11 y 11c+24 enlosconjuntos A; y A2 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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A1 D {1, 2¢c+5,4c+9, 6¢+ 15, 5c+ 11}
Ay D {2, 3, 3¢+ 6, 5c+ 13, 11c + 24}
As D {c+5,4c+ 10, 3¢+ 8, Tc + 16}

Segtn coloquemos el elemento 12¢+26 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

Si A(12¢+26) =1 = 12¢+ 26 = 5¢ + 11 + 6¢ + 15 + ¢
SiA(120+26) =2 = 12c+26 = 1lc+24+2+¢
SiA(12¢+26) =3 = 12¢+26 = Tc+ 16+ dc+ 10 + ¢

a2) AMc+9) =3

A1 2{1, 26+5}
Az D {2, 3,3c+6}
As D {c+5, 4c+ 10, 4c+ 9}

Como el elemento 6¢+ 14 = 4c+ 9+ c+ 5+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
dicho elemento al conjunto As.

Obtenemos el caso a2.1 si A(6c+ 14) =1 yelcaso a2.2 si A(6c+ 14) = 2.
a2.1) A6c+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 10c + 22, 2c¢ + 4,8¢c + 20,9¢c + 19,3c + &, 7c + 18, 5¢ + 15,
5¢+ 13 y 3c+ 10 enlos conjuntos A, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma
estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2¢ + 5, 6¢ + 14, 10¢ + 22, 2¢ + 4, 8¢ + 20}
Az 242, 3,3c+6,9c+ 19, 3c+ 8, Tc+ 18, 5¢c+ 15}
As D {c+5, 4c+ 10, 4c + 9, 5¢c + 13, 3¢ + 10}

Segtin coloquemos el elemento c+3 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c=x3

SiA(c+3)=1=2c+4=c+3+1+c¢c
SiA(c+3)=2=T7c+18=5c+15+c+3+c
SiA(c+3)=3=5c+13=3c+10+c+3+c

a2.2) A(6c+14)=2

Al 2{1, 20+5}
A2 D {2, 3, 3¢+ 6, 6¢ + 14}
As D {c+5, 4c+ 10, 4c + 9}

Se introduce a la fuerza el elemento 2c + 4 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.
El elemento 7c + 16 = 6¢ + 14 + 2 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer dicho
elemento al conjunto A;. Tendremos el caso a2.2.1 si A(7c+16) =1 yel caso a2.2.2si A(7c+16) = 3.
a2.21) A(7c+16)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢c+ 11, 5¢+12, ¢+1,8c+ 15, 6¢+ 15, 10c+ 20, 10c+ 21
y 2c+ 8 en los conjuntos A;, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
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obtenemos:

A1 D {1,2c+5,2c+4, 7c+ 16, 5¢c+ 11, 5¢ + 12, ¢+ 1}
As D {2, 3, 3¢ +6, 6c + 14, 8c + 15, 6c + 15}
As D {c+5, 4c+ 10, 4c+ 9, 10c + 20, 10c + 21, 2¢ + 8}

Segtin coloquemos el elemento c+3 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Tc+12)=1=T7c+12=5c+11+c+1+c
SiA(Tc+12) =2=8c+15="Tc+12+3 +¢
SiA(Tc+12) =3=10c+20=T7c+ 12+ 2c+8+¢

a2.2.2) A(7c+16)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+ 4, 5¢c+11,3c+9, 2c+6 y c+4 enlos conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1, 2c+5, 2c+4, 5¢+ 11, 3¢+ 9}
A D {2, 3, 3c+6, 6c+ 14, 2c + 6}
As D {c+5,4c+10,4c+9, Tc+ 16, c + 4}

Segtin coloquemos el elemento 9c+20 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion ;1 + 2 +c¢c = x3

SiA9c+20)=1=9c+20=5c+114+3c+11+¢
SiA(9c+20)=2=9c+20=6¢c+14+2c+6+c
SiA9c+20)=3=9c+20=Tc+16+c+4+c

Podemos resumir el Caso 4.2.3.1a en el siguiente esquema:

A(3c+8)=2
A5e+13) =1
A(de+9) =1
(de+9) Aot s) 3 A(Tc+16) = 2
ST AGe+13) =2
A(Tc+16) =3
A(3c+6) =2
A(6e+14) = 1
A(Tc+16) = 1
A(dc+9) =3
(4e+9) A(6e+14) = 2
A(Tc+16) =3

Continuamos con el Caso4.2.3.1b con A(3c+6) = 3.
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CASO 4.23.1

b) A@Bc+6)=3

A1 D{1,2c+5}
Ay D {2, 3)
As D {c+5, 4c + 10, 3c + 6}

El elemento 5¢+ 11 = 3¢+ 6 + ¢ + 5 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece al
conjunto As.

Obtenemos el caso bl si A(5c+11) =1 yelcaso b2 si A(5c+11) =2.

bl) A@Ge+11)=1

Se introduce a la fuerza el elemento 8c+ 16 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como el elemento 2c¢ + 5 = ¢+ 4 + 1 4 ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 4 al conjunto A;.

Se estudia el caso b1l.1 si A(c+4) =2 yelcaso bl.2 si A(c+4) =3.

b1.1) A(c+4)=2

Se introduce a la fuerza el elemento 6¢+ 12 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Ay D {1, 2¢+5, 5c+ 11}
Az D {2, 3,8c+ 16, c+4}
As O {c+5, 4c+ 10, 3¢ + 6, 6¢ + 12}

Segtn coloquemos el elemento 2c+6 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA(2c+6)=1=5c+11=2c+6+2c+5+c¢
SiA(2c+6)=2=2c+6=c+4+2+c¢c
SiA(2c+6)=3=6c+12=2c+6+3c+6+c

b1l.2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+9,8c+ 16, 2c+6 y c+2 enlosconjuntos A; y A
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2¢+ 5, e+ 11, 3¢ + 9}
Ay D {2, 3, 8¢+ 16, 2¢ + 6, ¢ + 2}
As D {c+5,4c+10,3c+6, c+4}

Segtn coloquemos el elemento 4 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SIA(4)=1=3c+9=4+2+5+c
SiA(4)=2=2c+6=44+c+2+c
SIA(4)=3=4c+10=4+3c+6+c
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b2) AGBGc+11)=2

Como el elemento 5¢ + 11 = 4¢ + 8 + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, el elemento 4c + 8 no
puede pertenecer al conjunto A,.

Obtenemos el caso b2.1 si A(4c+8) =1 yelcaso b2.2si A(4c+ 8) = 3.
b2.1) A@c+8)=1

A1 D {1, 2c+5, 4c + 8}
Az D {2, 3, 5c+ 11}
As D {c+5, 4c+ 10, 3¢+ 6}

El elemento 4c+ 8 = 3c+ 7+ 1+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto el elemento 3¢+ 7 no
puede pertenecer al conjunto A;.

Tendremos el caso b2.1.1 si A(3c+7) =2 yelcaso b2.1.2si A(3c+7) = 3.

b2.1.1) ABc+7) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢c+ 14, c+2, 3¢+ 9 y c+4 enlos conjuntos A, Az y
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2c+5,4c+8, 6c+ 14, c+ 2}
Az 242, 3, 5¢+ 11, 3¢+ 7, 3c+ 9}
As D {c+5,4c+ 10, 3c+ 6, c+ 4}

Segtin coloquemos el elemento 2c+6 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion ;1 + 2 +c¢c = x3

SiA(2c+6)=1=4c+8=2c+6+c+2+c
SiA(2c+6)=2=3c+9=2c+6+3+c¢
SiA(2c+6)=3=4c+10=2c+6+c+4+c

b2.1.2) ABc+7) =3

Se introducen a la fuerza los elementos c+2, 8c+15, 7c+13, 11¢+20 y 6¢+10 enlos conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,2c+5,4c+ 8, c+ 2, 8+ 15}
As D {2, 3, 5c+ 11, Te + 13, 11c + 20}
As D {c+5, 4c+ 10, 3¢+ 6, 3¢+ 7, 6¢ + 10}

Segtin coloquemos el elemento 10c+17 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibnz; + 22 +c =23

SiA(10c+17) =1 = 10c+17=8c+ 15+ c+2+¢
SiA(10c+17) =2 = 11c+20 = 10c + 17+ 3 + ¢
SiA(10¢ 4+ 17) =3 = 10¢ + 17 = 6¢+ 10+ 3¢+ T + ¢
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b2.2) A(c+8)=3

A1 2{1, 26+5}
A2 D {2, 3, 5c+ 11}
As D {c+5, 4c+ 10, 3¢+ 6, 4c + 8}

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 13, 8c+ 16 y 9c+ 18 enlos conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2¢ + 5, 6¢ + 13, 8c + 16}
Az D {2, 3, 5c+ 11, 9c + 18}
As D {c+ 5, 4e + 10, 3¢ + 6, 4e + 8}

El elemento 8c + 14 = 3c + 6 + 4c + 8 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede
pertenecer al conjunto As.

Se estudia el caso b2.2.1 siy el caso b2.2.2 si A(8¢c+ 14) = 2.
b2.21) A@Bc+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 2c + 3, 10c+20, c+1,7c+ 13, 11c+19 y 5¢c+ 12 en
los conjuntos A;, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2c+5, 6c+ 13, 8¢+ 16, 8¢ + 14, 2¢c + 3, 10c + 20}
Ay D{2,3,5c+11,9c+ 18, c+ 1, Tc 4 13}
As D {c+5, 4c+ 10, 3¢+ 6, 4c + 8, 11c+ 19, 5¢ + 12}

Segtin coloquemos el elemento 7c+17 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Te+17)=1=10c+20=Tc+17+2c+3 +¢
SiA(Tc+17)=2=9c+18=Tc+17+c+1+c¢
SiA(Tc+17) =3 =Tc+17T=5c+12+c+5+c

b2.2.2) ABc+14)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4 y 7c 4 12 en los conjuntos A; y Az que mantienen la
propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2¢ + 5, 6¢ + 13, 8c + 16, 4}
Ay D {2, 3, 5c+ 11, 9c + 18, 8c + 14}
As D {c+5,4c+ 10, 3¢+ 6, 4c + 8, Tc + 12}

Segtn coloquemos el elemento 9¢c+17 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA(9c+17)=1=9c+17=8c+16+1+¢
SiA9c+17)=2=9c+17=8c+14+3+¢
SiAOc+17)=3=9c+17T=Tc+12+c+5+c

Podemos resumir el Caso 4.2.3.1 b en el siguiente esquema:
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Alc+4)=2
A(Bc+11) =1
Alc+4)=3
A(Bc+T7) =2
Aldc+8) =1
A(3c+6) =3 (de+8)
A@Bc+7)=3
A(Se+11) =2
(bet+11) A(8c+14) = 1
A(dc+8)=3
A(8c + 14) = 2

Continuamos con el Caso 4.2.3.2 con A(2¢ + 5) = 2

CASO 4.23.2

A 2 {1}
Az D {2, 3, 2c+ 5}
As D {c+5, 4c+ 10}

Como el elemento 2c + 5 = ¢ + 3 + 2 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 3 al conjunto A,.
Estudiaremos el Caso 4.2.3.2a si A(c+3) =1 yel Cas04.2.3.2b si A(c+3) =3.
CASO 4.2.3.2

a) A(c+3)=1

Al 2{1,C+3}
A2 D {2, 3, 2c + 5}
As D {c+5, 4c+ 10}

El elemento 3c + 8 = 2c + 5 + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece al
conjunto As.
Se obtiene caso al si A(3c+8) =1 yelcaso a2si A(3c+8) = 3.
al) A@Bc+8)=1
Como el elemento 5¢+ 11 = 3¢+ 8+ c+ 3+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
al conjunto A;.
Obtendremos el caso al.1 si A(5c+ 11) =2 yelcaso al.2si A(5c+ 11) = 3.

all) AGBe+11)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 14 ,2c+4, 7c+ 15, 4c+9 y 2c+ 6 enlos conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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A1 D {1, c+3,3c+8, 6¢c+ 14}
Az D {2,3,2c+5, 5c+ 11, 2c+ 4, Tc + 15}
As D {c+5,4c+10,4c+9, 2c+ 6}

Segtn coloquemos el elemento 4c+11 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(dc+11)=1=6c+14=4dc+11+c+3+c
SiA(dc+11)=2=Tc+15=4c+11+2c+4+c
SiA(dc+11)=3=4c+11=2c+6+c+5+¢

al.2) A@GBc+11)=3

A1 O {1, c+3,3c+8}
Az D {2, 3, 2¢ + 5}
As D {c+5, dc + 10, 5e + 11}

El elemento 7c 4 16 = 5¢ 4 11 + ¢+ 5 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto As.

Enel caso al.2.1 seestudiasi A(7c+16) =1 yenelcaso al.2.2 si A(7c+ 16) = 2.
al.2.1) A(7e+16)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+18, 2c¢+6, 6¢+15, 9¢+21, 5¢+13, 3c+10 y 8c+19
en los conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2{1,¢c+3,3c+8, Tc+ 16, Tc + 18, 2¢ + 6}
As D {2, 3, 2¢ + 5, 6¢ + 15, 9c + 21}
As D {c+5, dc + 10, 5e + 11, 5¢ + 13, 3¢ + 10, 8c + 19}

Segtn coloquemos el elemento 10c+24 en Ay, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 + c =3

SiA(10c+24) =1 = 10c+24 = Te + 18+ 2¢ + 6 + ¢
SiA(10c+24) =2 = 10c+24 =9c+ 21 + 3+ ¢
SiA(10c+24) =3 = 10c+24 =8c+19+c+5+c

al.2.2) A(7Tc+16)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 10c 4+ 21 y 6¢ + 13 en los conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ap D {1, c+3,3c+8, 10c+ 21}
Ay D {2, 3, 2¢+ 5, Te + 16}
As D {c+5, 4¢c+ 10, 5¢+ 11, 6¢ + 13}

Segtn coloquemos el elemento 8c+18 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiABc+18)=1=10c+21 =8c+18+c+3+c¢
SiABc+18)=2=8c+18=T7c+16+2+c
SiA(Bc+18)=3=8c+18=6c+13+c+5+c
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a2) A(3c+8) =3

Al 2{1,C+3}
Az D{2,3,2c+5}
As D {c+5, 4c+ 10, 3¢+ 8}

Como el elemento 6¢+ 15 = 4c+ 10+ ¢+ 5+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede
pertenecer al conjunto As.

Se obtiene el caso a2.1 si A(6c+ 15) =1 yelcaso a2.2si A(6c+15) =2 .
a2.1) A(6c+15)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 9c+21, 8¢+ 18, 2¢c+6 y 7c+ 16 enlos conjuntos A1, Aa
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, ¢+ 3, 6¢c+ 15, 9c + 21}
Az D{2,3,2c+5,8c+ 18, 2c+ 6}
As D {c+5,4c+ 10, 3¢+ 8, Tc + 16}

Segtin coloquemos el elemento 11c+24 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibonz1 + 22 +c =23

SiA(lle+24) =1=1lc+24=9c+21 +c+3+c
SiA(lle+24) =2 = 1lc+24 =8¢+ 18+ 2c+ 6 + ¢
SiA(lle+24) =3=1lc+24 =Tc+ 16 +3c+8+c¢

a2.2) A(6c+15) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 5c¢+13, 7c+18, 5¢+15,3c+10 y 4c+12 enlos conjuntos
A1, Az y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2{1, ¢+ 3, 5c+13, 7c+ 18}
Ay D {2, 3, 2¢ + 5, 6¢ + 15, 5c + 15}
As D {c+5, 4c+ 10, 3¢+ 8, 3c+ 10, 4c + 12}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+17 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién z1 + 2 +c =3

SiABc+17)=1=Te+18=6c+17+1+c
SiA(6c+17)=2=6c+17=5c+15+2+¢
SiA(6c+17) =3=6c+17T=4c+12+c+5+c¢

CASO 4.2.3.2
b) A(+3)=3

A1 D {1}
Ay D {2, 3, 2¢ + 5}
As D {c+5,4c+ 10, c+ 3}

Introducimos a la fuerza los elementos 3c+ 8 y 2c+ 7 en los conjuntos A; y A2 que mantienen la

propiedad de ser libres de suma estricta.
El elemento 6¢ + 13 = 4c + 10 4+ ¢ + 3 + ¢ es una solucién monocromadtica, por tanto no pertenece
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al conjunto As.
Tendriamos el caso bl si A(6¢c+ 13) =1 yelcaso b2 si A(6c+ 13) = 2.

bl) A(6c+13)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+ 7, 3c+9,7c+ 15 y 5c+ 12 enlos conjuntos A, A>
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1,3¢c+38,6c+13,3c+7, 3c+9}
Az D{2,3,2c+5,2c+ 7, 7Tc+ 15}
As D {c+5, 4c+ 10, ¢+ 3, 5c + 12}

Segtn coloquemos el elemento 10c+22 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién ;1 + x2 +c¢c = x3

SiA(10c+22) =1=10c+22=6¢c+13+3c+9+c
SiA(10c+22)=2=10c+22=Tc+ 15+ 2c+T7+c¢
Si A(10c+22) =3 = 10c+22 = 5¢+ 12+ e+ 10+ ¢

b2) A(6c+13)=2

Como el elemento 2c + 7 = ¢ + 4 + 3 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
elemento c + 4 al conjunto A,.

Se obtiene el caso b2.1 si A(c+4) =1 yelcaso b2.2 si A(c+4)=3.

b2.1) A(c+4)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+7 y 5c+12 enlos conjuntos A; y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3c+38,c+4,3c+ 7}
Az 2 {2,3,2c+5,2c+ 7, 6c+ 13}
As D {c+5,4c+ 10, ¢+ 3, 5¢c + 12}

Segtin coloquemos el elemento 7c+15 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 +c=z3

SiA(Tc+15)=1=Tc+15=3c+8+3c+T+c
SiA(Tc+15) =2=Tc+15=6c+13+2+c
SiA(Te+15)=3=Tc+15=5c+12+c+3+c

b2.2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+ 7, 5c+ 10 y 7c+ 15 enlos conjuntos A; y A3 que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢+8, 3¢+7, 5+ 10}
Az 2 {2,3,2c+5,2c+ 7, 6c+ 13}
As D {c+5,4c+10,c+ 3, c+4, Tc+ 15}

Segtin coloquemos el elemento 9c+18 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
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ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3
SiA9c+18) =1=9c+ 18 =5c+10+3c+8+¢
SiA(9c+18)=2=9c+ 18 =6¢c+ 13+ 2c+5+¢
SiA9c+18)=3=9c+18=Tc+15+c+3+c

Podemos resumir el Caso 4.2.3.2 en el siguiente esquema:

A(2c+5)=2

Alc+3)=1

Alc+3) =

A(Bc+11) =2
A(7c+16) =1
A(3 8) =1
(Be+8) A(5c+11) =3
A(Tc+16) = 2
A(6e+15) =1
A(3c+8) =3
A(6c+ 15) =2
A(6c+13) =1
Alc+4)=1
A(6c+13) =2
Alc+4) =

Con este tultimo caso concluye la demostracion del Caso 4
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10.5. Caso5: A; D {1}, A, D {2}y A3 O {3}

Para cualquier 3-coloracion definida en el conjunto {1, 2, ..., 13¢ 4 22}

A:{1,2,..,13c+ 22} — {1,2,3}

A los conjuntos {A1, Az, A3} se le asignan los colores:

siendo A; D {1}, A2 D {2} y A3 D {3}

Vamos a demostrar que en este caso hay soluciones monocromiticas de la ecuaciéon

21+ 22+ c =23, siendo x1 #x2 y ¢ > 0.

Dados los conjuntos:
A1 2 {l}y A2 2 {2} y A3 2 {3}

Con esta distribucién no obtenemos ningtn elemento que no sea libre de suma estricta en alguno de
los conjuntos {A1, Az, As}.

Partimos de un elemento arbitrario, por ejemplo el 3c + 8.

En el Caso 5.1 estudiaremos que sucede A(3c+8) =1 enel Caso 5.2 si A(3c+8) =2 yenel Caso
5.3 si A(3c+8) = 3.

CASO 5.1

A1 D {1, 3¢+ 8}
Ay D {2}
As D {3}

CASO 5.2

A D {1}
Ay D {2, 3¢+ 8}
As D {3}

CASO 5.3

A D {1}
Az D {2}
A3z D {3, 3c+8}

Analicemos el Caso 5.1.

Como el elemento 4c+ 9 = 3c+ 8+ 1 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no pertenece al
conjunto A;.
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Estudiaremos el Caso 5.1.1 si se le asigna A(4c+9) =2 yel Caso5.1.2 si A(4c+9) =3

CASO5.1.1

A1 D {17 3c+ 8}
AQ 2 {2, 4C+ 9}
Az D {3}

CASO 5.1.2

A1 D {1, 3¢+ 8}
A; D {2}
As D {3, de + 9}

Desarrollaremos estos casos hasta conseguir soluciones monocromaticas a la ecuacién
1+ T2 +C =23

En el Caso 5.1.1como el elemento 5¢ + 11 = 4¢ 4+ 9 + 2 4 ¢ es una solucién monocromaética, no
puede pertenecer al conjunto As.

Estudiaremos enel Caso 5.1.1.1 qué sucedesi A(5c+11) =1yenel Caso5.1.1.2 si A(5c+11) = 3.

CASO5.1.1.1

A1 2{1, 3c+8, 5c+ 11}

A2 ;) {2, 4e + 9}

A3 D {3}

Como el elemento 5c + 11 = 4¢ + 10 4+ 1 + ¢ es una solucion monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 4c + 10 al conjunto A;.

Se obtendria el Caso 5.1.1.1asi A(4c+10) =2 yel Caso5.1.1.1bsi A(4c+ 10) = 3.

CASO5.1.1.1
a) A(4c+10) =2

Ay D {1, 3c+8, 5c+ 11}
Az D {2, 4c+9, 4c + 10}
As D {3}

Se introduce a la fuerza el elemento 9c+ 19 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

El elemento 5c + 11 = 3¢+ 8 + ¢+ 3 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 3 al conjunto A;.
Tendriamos el caso al si A(c+3) =2 yelcaso a2 si A(c+3)=3.
al) A(c+3)=2

Introducimos a la fuerza el elemento 2¢+ 7 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:
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A1 D {1, 3¢+8, 5c+ 11}
Ay D {2, 4c+9, 4c + 10, ¢ + 3}
As D {3, 9c+19, 2c + 7}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+12 en Ay, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(6c+12)=1=6c+12=5c+11+1+c¢
SiA(6c+12) =2=6c+12=4c+9+c+3+c
SiA(6c+12) =3=9c+19=06c+12+2c+T+c

a2) A(c+3)=3

Como el elemento 3¢ + 8 = 2c+ 7 + 1 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento 2c + 7 al conjunto A;.

Se obtiene el caso a2.1 si A(2c+7) =2 yelcaso a2.2 si A(2c+7)=3.
a21l) A@Rc+7)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+16, 10c+22, 11c+24, c+5 y 6¢+ 14 enlos conjuntos
A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢+ 8, 5c+ 11, Te + 16, 10¢ + 22}
Ay D {2, dc+9, 4c + 10, 2¢ + 7, 11c + 24}
As 2 {3,9¢+19, c+3, c+5, 6c+ 14}

Segtn coloquemos el elemento 8c+17 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiABc+17)=1=8c+17=Tc+16+1+c
SiABc+17)=2=1lc+24=8c+ 17+ 2c+T7+c
SiABc+17)=3=8c+17=6c+14d+c+3+c

a2.2) A(2c+7)=3

AL D {1, 3¢+ 8, 5e+ 11}
Az D {2, 4c+9, 4c + 10}
As D {3,9¢+ 19, c+3,2c+ T}

Se introducen a la fuerza los elementos 1lc + 22,6c + 12, 10c + 21 y 7c+ 14 en los conjuntos
A1, Az y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢+ 8, e+ 11, 11c + 22}
Ay D {2, dc +9, 4c + 10, 6¢ + 12, 10¢ + 21}
As D {3,9¢+19, c+3,2c+ 7, Tc+ 14}

Como el elemento 2c + 7 = ¢+ 4 + 3 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 4 al conjunto As.

Se estudia el caso a2.2.1 si A(c+4) =1 yelcaso a2.2.2si A(c+4) =2.

a2.21) A(c+4)=1

Introducimos a la fuerza el elemento 5c + 12 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:
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Ay D {1, 3¢+ 8, 5+ 11, 11e + 22, ¢ + 4}
Ay D {2, de+9, e+ 10, 6¢ + 12, 10¢ + 21}
A3 2{3,9¢+19, c+3,2c+ 7, Tc+ 14, 5c + 12}

Segtn coloquemos el elemento 3c+7 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiABc+T7)=1=5c+11=3c+T7+c+4+c
SiABc+T7)=2=>4c+9=3c+7+2+c
SiA(Bc+7)=3=9c+19=3c+T7+5c+12+¢

a2.2.2) A(c+4)=2

Introducimos a la fuerza el elemento 8c + 16 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3c+8, 5c+11, 11c+ 22, 8¢+ 16}
Az D {2,4c+9, 4¢c + 10, 6¢ + 12, 10c + 21, ¢ + 4}
A3 2 {3,9¢+19,c+3,2c+ 7}

Segtin coloquemos el elemento 2c¢+6 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zi + z2 +c =3

SiA(2c+6)=1=11c+22=8c+16+2c+6+c
SiA(2c+6)=2=2c+6=c+4+2+c
SiA(2¢c+6)=3=2c+6=c+3+3+c¢

CASO5.1.1.1
b) AMc+10)=3

A1 D{1,3c+8,5c+ 11}
A2 2 {27 4C+ 9}
As D {3, 4c + 10}

Se introduce a la fuerza el elemento 3c 4 7 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:

El elemento 5¢ + 11 = 3¢ + 8 + ¢ + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 3 al conjunto A;.

Se obtiene el caso bl si A(c+3) =2 yelcaso b2 si A(c+ 3) =3.
bl) A(c+3)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 15, 2c+ 6 y 6¢+ 12 en los conjuntos , A2 y A3 que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢ +8, 5c+ 11, 3¢ + 7}
Az D{2,4¢c+9, c+3, Tc+ 15}
As D {3, 4c+ 10, 2¢ + 6, 6¢ + 12}

Segtin coloquemos el elemento 9c+18 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; + 22 +c =23
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SiA(9c+18) =1=9c+18=5¢c+11+4+3c+T7+c¢
SiA(9c+18)=2=9c+18=Tc+15+c+3+c¢
SiA(9c+18)=3=9c+18=6c+12+2c+6+c

b2) A(c+3)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+6,6c+ 12 y 7c+ 15 enlos conjuntos, A2 y A3 que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3¢c+8,5c+11,3c+ 7}
Ay D {2, dc + 9, 2¢ + 6, 6c + 12}
A3 D {3, 4c+ 10, ¢+ 3, T + 15}

Segtin coloquemos el elemento 9c+18 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ =3

SIA(9c+18) =1=9c+18=5c+11+3c+T+c
SiA(9c+18) =2 = 9c+18 = 6c+ 12+ 2c+6 + ¢
SiA9c+18) =3=9c+18=Tc+15+c+3+¢

Resumimos el Caso 5.1.1.1 en el esquema siguiente:

A(c+3)=2
A2c+7)=2
A(4c+10) =2
Alc+3) =3 B 4) =1
A(se+11) =1 A(%”)_?’{ crd)=2
A(4c+9) =2 Afet3)=2
A(dc +10) = 3
A(c+3)=3
A(5e+11) =3

Continuamos con el Caso 5.1.1.2 con A(5¢+ 11) =3

CASO5.1.1.2

Al 2 {1, SC+ 8}
Az D {2, 4c+ 9}
As D {3, 5c+ 11}

El elemento 6¢+ 14 = 5¢+ 114 3 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede pertenecer
al conjunto As.

Estudiaremos el Caso 5.1.1.2 asi A(6c+ 14) =1 yel Caso5.1.1.2bsi A(6c+ 14) = 2.
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CASO5.1.1.2

a) A(6c+14)=1

A1 D {1, 3¢ +8, 6¢+ 14}
A2 2 {2, 4C+ 9}
As D {3, 5c+ 11}

El elemento 6¢ + 14 = 3¢ + 8 + 2¢ + 6 + ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer el
elemento 2c¢ + 6 al conjunto A;.

Tendriamos el caso al si A(2c¢+6) =2 yelcaso a2 si A(2c+6) = 3.
al) AQ@c+6)=2

Se introducen a la fuerza los elementos c¢+4, ¢+ 3, 8¢+ 18, ¢c+5, 7c+ 15, 5¢+12 y 3c+ 7 en
los conjuntos A1, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3c+8,6c+14,c+4, c+ 3}
A2 D {2,4¢c+9,2c+6, 8+ 18, c+ 5}
As D {3, 5c+ 11, 7c+ 15, be+ 12, 3¢+ 7}

Segtin coloquemos el elemento 2c+4 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(2c+4)=1=2c+4=c+3+1+c
SiAR2c+4)=2=>4c+9=2c+4+c+5+c
SiA(2c+4)=3=3c+T=2c+4+3+c

a2) A(2c+6)=3

Como el elemento 3¢ + 8 = 2c + 7+ 1 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento 2c 4 7 al conjunto A;.

Obtenemos el caso a2.1 si A(2¢+7) =2 yelcaso a2.2 si A(2¢+7) =3.
a21l) A@2c+7)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3¢+ 9,c¢+3,7c+ 16 ,2c+5, 8¢+ 17 ,5c+12 y c+5 en
los conjuntos A1, A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

AL D {1, 3¢c+8, 6c+14, 3¢+ 9, c+ 3, Tc + 16}
A2 D {2,4¢c+9,2c+7,2c+5,8c+ 17}
As 2 {3, 5c+ 11, 2¢ + 6, 5e + 12, ¢+ 5}

Segtin coloquemos el elemento 3c+7 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Bc+T) =1=T7c+16=3c+9+3c+T7+c
SiABc+7)=2=3c+7=2c+5+2+c
SiA(Bc+T7)=3=5c+12=3c+T+c+5+c
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a2.2) A(2¢+7) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 11, 5¢+ 13,c¢+ 3 y 10c + 22 en los conjuntos A;, A
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D{1,3c+8, 6c+ 14, dc + 11}
Az D {2,4¢c+9, 5¢c+ 13, ¢+ 3}
As D {3, 5¢+ 11, 2¢ + 6, 2¢ + 7, 10c + 22}

Segtin coloquemos el elemento 3c+10 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + z2 +c = z3

SiABc+10)=1=4c+11=3c+10+1+c¢
SiABc+10)=2=5c+13=3c+10+c+3+c¢
SiA(Bc+10)=3=3c+10=2c+7+3+¢

CASO5.1.1.2
b) A(6c+14)=2

Ay B {1, 3c+ 8}
A2 D {2, 4c+9, 6¢c+ 14}
As ) {3, 5c + 11}

El elemento 6¢c+ 14 = 4c+ 9 + ¢+ 5+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 5 al conjunto As.

Se obtiene el caso bl si A(c+5) =1 yelcaso b2 si A(c+5)=3.

bl) A(c+5) =1

El elemento 3¢+ 8 = ¢+ 5+ ¢+ 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 3 al conjunto A;.

Se estudia el caso b1.1 si A(c+3) =2 yelcaso bl.2 si A(c+3) =3.

b1.1) A(c+3)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 8¢ + 17, 7¢c + 15, 2c+ 4, 9¢ + 18,5¢ + 10, 2¢ + 6, 6¢ + 12,
3c+7 y 11c+21 enlos conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta
y obtenemos:

A1 D {1,3¢c+38,c+5, 8+ 17, Tc+ 15, 2¢ + 4}
Az D {2,4¢c+9, 6¢c+ 14, ¢+ 3, 9c + 18, 5¢ + 10}
As D {3, 5c+ 11, 2¢+ 6, 6¢c+ 12, 3¢+ 7, 11c + 21}

Segtn coloquemos el elemento 10c+19 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA(10c+19) =1=10c+19=T7c+15+2c+4+c
Si A(10c+19) =2 = 10c + 19 = 5e+ 10+ dc + 9 + ¢
SiA(10c+19) =3=10c+19=6¢c+12+3c+T7+c
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b1.2) A(c+3)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 2c + 6 en el conjunto A> que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

El elemento 7c+ 15 =4c¢+ 9+ 2c+ 6+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto al conjunto As.
Tendriamos el caso b1.2.1 si A(7c+15) =1 yelcaso b1.2.2 si A(7c+ 15) = 3.

b1.2.1) A(7ec+15) =1

Se introduce a la fuerza el elemento 9c+ 20 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

A1 2{1,3c+8, c+5, Tc+ 15}
Ay D {2, dc +9, 6¢ + 14, 2¢ + 6}
As D {3, 5¢+ 11, ¢ + 3, 9¢ + 20}

Segtn coloquemos el elemento 11¢+23 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién z1 + 2 +c =3

SiA(1lc+23)=1=11c+23=Tc+15+3c+8+c
SiA(1lc+23) =2=11c+23=6¢c+14+4c+9+¢
SiA(11le+23) =3=11c+23=9c+20+c+3+¢

b1.2.2) A(7c+15)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 5¢+ 12 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Ay D{1,3c+8, c+5,5c+12}
Az D {2,4c+9, 6¢c+ 14, 2¢c + 6}
As D {3,5¢+ 11, ¢+ 3, 7Tc + 15}

Segtin coloquemos el elemento c+4 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(c+4)=1=5c+12=3c+8+c+4+c
SiA(c+4)=2=2c+6=c+4+2+c
SiA(c+4)=3=Tc+15=5c+1l1+c+4+c

b2) A(c+5)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 7c+ 16 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

El elemento 6¢ 4 14 = 5¢ + 12 4+ 2 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer el
elemento 5¢+ 12 al conjunto As.

Se obtiene el caso b2.1 si A(5¢+12) =1 yelcaso b2.2si A(5¢c+ 12) = 1.
b2.1) AGc+12)=1
A1 D {1, 3c+8, Tc+ 16, be+ 12}

Az D {2, 4c+9, 6¢+ 14}
A3 D {3,5c+ 11, c+5}
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El elemento 7c + 16 = 5c+ 12 + ¢+ 4 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 4 al conjunto A;.

Tendriamos el caso b2.1.1 si A(c+4) =2 yelcaso b2.1.2 si A(c+4) =3.
b2.1.1) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+ 18, 11c+23, c+4, 6¢+ 13 y 4c+ 10 en los conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3c+8, Te+ 16, e+ 12, 8¢ + 18, 11c + 23}
Az D {2,4¢c+9, 6c+ 14, c+ 4}
As D {3, 5e+11, ¢+ 5, 6¢ + 13, 4c + 10}

Segtin coloquemos el elemento 3c+7 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c=x3

SiABc+7)=1=11c+23=3c+7+T7c+16+c
SiABc+7)=2=4c+9=3c+T7+2+c¢
SiA(Bc+7)=3=4c+10=3c+7+3+c¢

b2.1.2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+7 y 2c+ 7 enlos conjuntos A; y As que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢+ 8, Te+ 16, 5¢ + 12, 3¢+ 7}
Az D{2,4¢c+9, 6¢c+ 14, 2¢+ T}
As D {3,5c+ 11, ¢+ 5, c+ 4}

Segtn coloquemos el elemento 3c+9 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z; + 2 +c =3

SiA(Bc+9)=1=T7c+16=3¢c+9+3c+T7+c
SiABc+9)=2=3c+9=2+2c+T+c
SiA(Bc+9)=3=3c+9=c+5+c+4+c

b2.2) A(BGc+12)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 11c + 23 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

A1 D {1, 3c+8, 7Tc+ 16, 11c + 23}
A D {2, 4c+9, 6c + 14}
As D {3, 5c+ 11, ¢+ 5, be+ 12}

Resumimos el Caso 5.1.1.2 en el esquema siguiente:
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A(2c+6) =2
A(2c+T7)=2

A(6e+14) = 14 A(2¢+6) _3{A(2c+7) =3

Alc+3) =2
I P
A(6c+14) =2
Alc+5)=3 A(5C+12)—1{§§212:§

A(5e+12) =3

Continuamos con el Caso 5.1.2 con A(4c+9) =3
CASO5.1.2

Ay D {1, 3¢+ 8}

Az D {2}

As D {3, 4c+ 9}

Como el elemento 5¢c+ 12 = 4c+ 9+ 3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto As.

Analizaremos el Caso 5.1.2.1 si se asigna el color A(5c+ 12) =1 yel Caso5.1.2.2 sise asigna
el color A(5¢c+12) = 2.

CASO5.1.2.1

A1 D {1, 3c+ 8}

Az D {2, 5¢c+ 12}

As D {3, 4c+ 9}

Como el elemento 3c+ 8 = 2c+ 7+ 1+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento 2c+ 7 al conjunto A;.

Estudiaremos el Caso5.1.2.1asi A(2c+7) =2 yel Caso5.1.21b si A(2¢+7) =3.
CASO5.1.2.1
a) A(2c+T7)=2
A1 D {1, 3¢+ 8, 5c+ 12}
Az D{2,2c+ 7}

As D {3, 4c + 9}

El elemento 5c + 12 = 4c+ 11 + 1 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento 4c+ 11 al conjunto A;.
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Se obtiene el caso al si A(4c+11) =2 yelcaso a2 si A(4c+ 11) = 3.
al) A@c+11)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 6,11c+ 24 ,6¢+ 13, 10c+ 23, c+4 y 9c+ 20 enlos
conjuntos A1, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,3¢c+8, 5c+12, 3¢+ 6, 11c + 24}
Ay D {2, 2c+7, dc + 11, 6¢ + 13, 10c + 23}
A3z D {3,4c+9, c+4, 9c+ 20}

Segtn coloquemos el elemento 7c+16 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(Te+16) =1=1lc+24=Tc+16+3c+8+c¢
SiA(Tc+16) =2=10c+23=Tc+16+2c+T7+c¢c
SiA(Tc+16)=3=9c+20=Tc+ 16 +c+4+c

a2) Ac+11)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 16, 9¢+20,c+4 y 6¢+ 13 enlos conjuntos A;, Az y
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3¢+8, 5c+ 12, Tc + 16}
Az D{2,2c+ 7, 9¢+ 20, c+4}
As D {3, 4c+9, 4c + 11, 6¢ + 13}

Segtin coloquemos el elemento 11c+24 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(1lc+24) =1=1lc+24=Tc+ 16+ 3c+8+c¢
SiA(1le+24) =2=11c+24=9c+20+c+4+¢c
SiA(lle+24) =3=1lc+24=6¢c+ 13+ 4c+ 11 +¢

CASO5.1.2.1
b) A@c+7)=3

A1 D {1, 3¢+ 8, 5c+ 12}
A2 O {2}
As D {3,4c+9, 2¢+ T}

Se introduce a la fuerza el elemento ¢ + 4 en el conjunto A> que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

El elemento 6¢+13 = 5¢c+12+14-¢ es una solucién monocromaética, por tanto no puede pertenecer
al conjunto A;.
Se estudia el caso bl si A(6c+13) =2 yelcaso b2,si A(6c+ 13) = 3.
bl) A@6c+13)=2

El elemento 4c +9 = 2c+ 7+ c+ 2 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 2 al conjunto As.
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Obtenemos el caso b1.1 si A(c+2) =1 yelcaso bl.2 si A(c+2) =2.

b1.1) A(c+2)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+ 10 y c+ 6 enlos conjuntos As y A3 que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3c+8, 5c+12, ¢+ 2}
A D {2, ¢+ 4, 6¢+ 13, 3¢ + 10}
A3 D {3,4¢c+9,2c+7,¢c+6}

Segtin coloquemos el elemento 2c+3 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz1 + 22 +c =23

SiA(2c+3)=1=2c+3=c+2+1+4c¢
SiA(2c+3)=2=6c+13=38c+10+2c+3+c
SiA(2c+3)=3=4c+9=2c+3+c+6+c

b1.2) A(c+2)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+16,9¢+20,4c+11 y 1lc+ 24 enlos conjuntos A1, A2
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢+ 8, e+ 12, Te + 16}
A2 D {2,c+4, 6c+ 13, c+ 2, 9c + 20}
A3 D {3,4c+9,2c+ 7, 4c+ 11, 11c + 24}

Segtn coloquemos el elemento 8c+17 en Ay, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién z1 + z2 +c =3

SiABc+17)=1=8c+17=Tc+16+1+c¢
SiABc+17)=2=8c+17=6c+13+c+4+c
SiABc+17)=3=1lc+24=8c+ 17+ 2c+T+c¢

b2) A@6c+13)=3

Ay D {1, 3¢+ 8, 5c+ 12}
A22{2,C—|—4}
A3 D {3,4¢c+9, 2c+ 7, 6¢c+ 13}

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+16,9¢+20,6¢c+15 y 1lc+ 24 enlos conjuntos A1, Az
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢ +8, 5c+ 12, Te + 16}
Ay D {2, ¢+ 4, 9c + 20, 6¢ + 15}
As D {3,4c+9, 2¢+ 17, 6c+ 13, 11c + 24}

Segtin coloquemos el elemento 4c+11 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + 22 +c =23

SiA(dc+11)=1=56c+12=4c+11+1+4¢
SiA(dc+11)=2=6¢c+15=4c+11+c+4+c
SiA(de+11) =3=1lc+24=6c+ 13 +4c+11+c
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Resumimos el Caso 5.1.2.1 en el esquema siguiente:

[AMc+11) =2
A(26+7)2{A(4c+11)—3
) A(c+2)
Aet12) =10 0 oy A(66+13)2{A(c+2)
A(dc+9) =3 =
A(6e+13) =3
A(se+12) = 2

Continuamos con el Caso 5.1.2.2 con A(5¢ + 12) = 2

CASO 5.1.2.2

A1 2 {1, 3C+ 8}
Ay D {2, 5c+ 12}
As D {3, 4c+ 9}

El elemento 3c+8 = 2c¢+7+1+c es una solucién monocromética, no puede pertenecer el elemento
2c¢+ 7 al conjunto A;.

Analizaremos el Caso 5.1.2.2 a si se asigna el color A(2c¢+ 7) = 2 y el Caso 5.1.2.2 b si se asigna el
color A(2¢+7) =3.

CASO5.1.2.2
a) ARc+T7)=2
A; D {1, 3c+8}
A; D {2, 5c+12, 2c+ 7}
As D {3, dc + 9}
El elemento 5¢ + 12 = 2c+ 5+ 2c+ 7 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el

elemento 2c+ 5 al conjunto As.
Se obtiene el caso al si A(2c+5) =1 yelcaso a2 si A(2c+5)=3.

al) A2c+5)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 5c + 10, 4c+ 11, 3¢+ 6, c+4, 6c+ 13 y c+ 2 enlos
conjuntos A;, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3c+8, 2c+ 5, 5c+ 10, 4c + 11}
Az D{2,5¢+12,2c+7,3c+6, c+4}
A3 D {3,4c+9, 6c+ 13, c+ 2}

282



Segtin coloquemos el elemento 7c+16 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; +z2 +c =3

SiA(Tc+16)=1=T7c+16=4c+ 114+ 2c+5+¢
SiA(Te+16)=2=Tc+16=5c+12+c+4+c
SiA(Tc+16) =3 = Tc+16 = 6c+ 13+ 3+ ¢

a2) A(2c+5)=3

El elemento 7c + 14 = 4¢+ 9 + 2c + 5 + ¢ es una solucién monocromética, por tanto no puede
pertenecer, al conjunto As.

Tendriamos el caso a2.1 si A(7c+14) =1 yelcaso a2.2 si A(Tc+14) = 2.
a2.1) A(Tec+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 9c+ 18, 3c+6, c+4 y 6¢c+ 13 enlos conjuntos Ai, Az y
As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢ +8, Te+ 14, 9¢ + 18}
A2 D {2,5¢+12,2¢+7,3c+6, c+4}
As D {3, 4c+9, 2¢+ 5, 6¢+ 13}

Segtin coloquemos el elemento 5¢+10 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Be+10) =1=9c+ 18 =5c+10+3c+8+c¢
SiA(Be+10)=2=5c+10=3c+6+c+4+c
SiA(5c+10) =3 = 6c+ 13 =5c+10+3+ ¢

a2.2) A(Tc+14)=2

Se introduce a la fuerza el elemento ¢+ 2 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

El elemento 3c+9 = 2c+ 7+ 2+ ¢ es una solucién monocromaética, por tanto no puede pertenecer
al conjunto Aa.

Obtenemos el caso a2.2.1 si A(3c+9) =1 yelcaso a2.2.2 si A(3c+9)=3.
a2.21) ABc+9) =1

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 5, c+4, 5¢c+ 11, 4c+10 y 2c+ 6 en los conjuntos
A1, Az y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D2{1,3c+8,¢c+2,3¢c+9, c+5}
Az D{2,5c+12,2c+ 7, Tc+ 14, ¢+ 4, 5c + 11}
A3 D {3,4c+9, 2¢+ 5, 4c+ 10, 2¢ + 6}

Segtin coloquemos el elemento c+3 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ =3

SiA(c+3)=1=3c+8=c+3+c+5+c
SiA(c+3)=2=T7c+1d=c+3+5bc+1l1+c
SiA(c+3)=3=2c+6=c+3+3+c
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a2.2.2) A(3c+9) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢c+ 14, c+4, 2c+6 y 5c+ 13 enlos conjuntos A, A>
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 O {1,3c+38,c+2, 6c+ 14, c+ 4}
A D {2, 5c+12, 2+ 7, Te + 14, 2¢ + 6}
As D {3, 4c+9, 2c+5, 3¢+ 9, 5c+ 13}

Segtin coloquemos el elemento 8c+18 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + z2 +c = z3

SiABc+18)=1=8c+18=6¢c+14+c+4+c
SiA(Sc+18) =2 = 8c+18 =5c+ 12+ 2c+ 6+ ¢
SiABc+18)=3=8c+18=2c+5+5c+13+¢c

CASO5.1.2.2
b) A@c+7)=3

A1 2 {1, 36+ 8}
As D {2, 5e+ 12}
As D {3,4c+9, 2¢+ T}

El elemento 5¢ + 12 = 4c+ 10 + 2 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
elemento 4c 4 10 al conjunto As.

Tendriamos el caso bl si A(4c+10) =1 yelcaso b2si A(4c+ 10) = 3.
bl) A(c+10)=1

El 8¢+ 18 = 3c+ 8 +4c+ 10 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede al conjunto A;.
Se obtiene el caso bl.1 si A(8c+ 18) =2 yelcaso bl.2 si A(8c+ 18) = 3.

b1.1) A(8c+18)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 16, ¢+3, 9¢+21, ¢c+4, 3¢c+9, 5¢+13, 2¢+6, 6¢+15
y 4c+ 11 en los conjuntos A;, A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 D {1,3¢c+38,4c+ 10, Tc+ 16, ¢+ 3, 9c + 21, ¢ + 4}
Az D {2,5c+ 12, 8¢+ 18, 3¢+ 9, 5¢c + 13}
As D {3,4¢c+9, 2¢+ 7, 2¢+6, 6c+ 15, 4¢ + 11}

Segtin coloquemos el elemento 9c+20 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién 1 + 22 +c =23

SiA(9c+20)=1=9c+20=Tc+16+c+4+c
SiA(9c+20) =2 = 9c+ 20 = 8¢ + 18 + 2 + ¢
Si A(9c+20) =3 = 9c+20 = dc + 9 + dc+ 11+ ¢

b1.2) ABc+18)=3
Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 2, 9c+ 21, 3¢+ 9, 5¢c+ 11, 6¢c+ 12, 4c+ 11, 11c + 23
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y 2c + 3 en los conjuntos Ai, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y
obtenemos:

A1 D{1,3c+8,4c+ 10, ¢+ 2, 9c + 21}
Az D {2, 5c¢+12, 3¢+ 9, 5¢+ 11, 6¢ + 12}
A3 D {3, 4c+9, 2c+ 7, 8¢+ 18, dc + 11, 11c + 23, 2¢ + 3}

Segtin coloquemos el elemento 5c+10 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuacion x1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Bc+10)=1=5c+10=3c+8+c+2+c
SiA(Bc+10)=2=6c+12=5c+10+2+c¢
SiA(Bc+10)=3=5c+10=2c+7+2c+3+c¢

b2) A(c+10)=3

Al 2 {1, 3C+8}
Ay D {2, 5e+ 12}
As D {3, 4c+9, 2c+ 7, dc+ 10}

El elemento 5¢+13 = 4¢+10+3+4c¢ es una solucién monocromaética, por tanto no puede pertenecer
al conjunto As.

Se estudia el caso b2.1 si A(5c+13) =1 yelcaso b2.2 si A(5c+ 13) =2.

b2.1) AGc+13)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+17,8c+19, c+5, 9¢+21, 4c+12, c+4, 6c+14 y 3c¢+9
en los conjuntos A;, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3c+8, 5¢c+13, Te+ 17, 8¢ + 19}
Ay D {2, 5c+12, ¢+ 5, 9c + 21, 4c + 12, ¢ + 4}
A3 D {3,4c+9, 2c+ 7, 4c+ 10, 6¢ + 14, 3¢ + 9}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+16 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ =3

SiABe+16) =1=Tc+ 17 =6c+16+1+c
SiA(6c+16) =2=6c+16=4c+12+c+4+c
SiA(6c+16) =3=6c+16=2c+7+3c+9+c

b2.2) A(Bc+13)=2
El elemento 6¢+ 15 = 5¢+13+424 ¢ es una solucién monocromaética, por tanto no puede pertenecer

al conjunto A,.
Tendriamos el caso b2.2.1 si A(6¢c+15) =1 yelcaso b2.2.2si A(6c+ 15) = 3.

b2.21) A(6c+15) =1

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 3, c+4, 7c+ 16, 3¢+ 7, 8¢+ 18 y 2c+ 5 enlos
conjuntos A, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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A1 D {1,3¢c+8,6c+ 15, c+ 3, c+4}
Ay D {2, 5c+ 12, 5c+ 13, T + 16, 3¢ + 7}
As D {3,4c+9, 2¢+ 7, 4c+ 10, 8¢ + 18, 2¢ + 5}

Segtn coloquemos el elemento c+5 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(c+5)=1=3c+8=c+5+c+3+c
SiA(c+5)=2=5c+12=3c+T7+c+5+c
SiA(c+5)=3=4c+10=c+5+2c+5+c

b2.2.2) A(6c+15)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+ 25,c+4, ¢+ 5, Tc+ 17, c+3 y 9c+ 20 en los
conjuntos A1, A2 y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,3¢c+8, 1lc+ 25, c+4, c+5}
Az D {2, 5¢+ 12, 5c+ 13, Te + 17, ¢ + 3}
As D {3,4c+9, 2¢+ 7, 4c + 10, 6¢ + 15, 9¢ + 20}

Segtn coloquemos el elemento 2c+5 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(2c+5)=1=2c+5=c+4+1+c
SiA(2c+5)=2=2c+5=c+3+2+c
SiA(2c+5)=3=9c+20=6c+15+2c+5+¢c

Resumimos el Caso 5.1.2.2 en el esquema siguiente:

A(2c+5)=1
A(Te+14) =1
A(Bc+9)=1

A2c+7) =2{ A(2c+5) =3 A(Te + 14) _Q{A(3c+9) =3

A(5c+12) = 2 Alde410) = 14 ST 18) =2
A(8c+18) =3
A@2c+T)=3 A(5c+13) = 1{2(2‘:+£):;
A(dc+10) = 3 (6e+15) =
A(5c +13) = 2

Continuamos con el Caso 5.2 con A(3¢c+ 8) =2
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CASO 5.2

A D {1}

As D {2, 3¢+ 8}

As D {3}

Analicemos el Caso 5.2.

Como el elemento 4c + 10 = 3¢ + 8 + 2 + ¢ es una solucién monocromética, por tanto no pertenece
al conjunto As.

Estudiaremos el Caso 5.2.1 si A(4c+10) =1 yel Caso05.2.2 si A(4c+ 10) =3
CASO 5.2.1

A1 D {1, 4c + 10}
Az ;) {27 30+ 8}
As D {3}

CASO 5.2.2

Ay D {1}
Ay D {2, 3¢+ 8}
As D {3, 4c+ 10}

Desarrollaremos estos casos hasta conseguir soluciones monocromaticas a la ecuacién
x1t+2x2+c=1x3

En el Caso 5.2.1como el elemento 5¢ + 11 = 4¢ + 10 + 1 + ¢ es una solucién monocromatica, no
puede pertenecer al conjunto A;.
Estudiaremos enel Caso 5.2.1.1 qué sucedesi A(5c+11) =2yenel Caso5.2.1.2 si A(5¢+11) = 3.

CASO5.2.1.1

Ay D {1, 4c + 10}
Ay D {2, 3¢+8, 5c+ 11}
As D {3}

El elemento 5¢ + 11 = 4c + 9 + 2 + ¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer el

elemento 4c+ 9 al conjunto Az. Estudiaremos el Caso 5.2.1.1 a si se asigna el color A(4c+9) =1 yel
Caso 5.2.1.1 b si se asigna el color A(4c+9) = 3.

CASO5.21.1
a) Ac+9) =1
Ay D {1, 4c + 10, 4c + 9}
Ay D {2,3¢+8, 5e+ 11}
As D {3}
Se introduce a la fuerza el elemento 9c+ 19 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser libre

de suma estricta.
El elemento 5c + 11 = 3¢+ 8 + ¢ + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
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elemento ¢+ 3 al conjunto As.
Se obtiene el caso al si A(c+3) =1 yelcaso a2si A(c+3) =3.

al) A(c+3)=1

Se introduce a la fuerza el elemento 2c + 6 en el conjunto Az que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

A1 D {1, 4c+ 10, 4c+9, ¢ + 3}
Ay D{2,3¢+8, 5c+ 11}
A3 D {3, 9c + 19, 2¢ + 6}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+13 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(6c+13)=1=6c+13=4c+10+c+3+c
SiA(6c+13) =2= 6c+13=5c+11+2+c
SiA(6c+13) =3 = 9c+19 = 6+ 13+ 2c+ 6 + ¢

a2) A(c+3)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 2c¢ + 6, 11c+24, 7c+ 16, c+4,c+5, 6c+ 14 y 8c+ 18
en los conjuntos A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 4c+10, 4c + 9, 2c+ 6, 11c + 24}
Ay D {2, 3¢+ 8, be+ 11, Te + 16, ¢+ 4}
As D {3,9¢+19, c+3, ¢+ 5, 6¢c+ 14, 8¢ + 18}

Segtn coloquemos el elemento 7c+15 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(Tc+15)=1=T7c+15=4c+9+2c+6+c¢
SiA(Tc+15)=2=Tc+15=5c+11+c+4+c
SiA(Tc+15) =3=8c+18=Tc+15+3+c

CASO5.2.1.1
b) A@Mc+9) =3

A; D {1, 4c+ 10}

Az D {2, 3c+8, 5c+ 11}

As D {3, 4c+ 9}

El elemento 3c+8 = 2c¢+6+2+c es una solucién monocromética, no puede pertenecer el elemento
2c¢+ 6 al conjunto As.

Obtenemos el caso b1 si A(2¢+6) =1 yelcaso b2si A(2¢c+ 6) = 3.

bl) A@c+6)=1
Como el elemento 4c+ 10 = 2c+ 6+ c+4 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer

el elemento ¢+ 4 al conjunto A;.
Se obtiene el caso bl.1 si A(c+4) =2 y elcaso bl.2si A(c+4) =3.
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b1.1) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢ + 12, 7c + 16, 6c+ 13 y c+ 5 enlos conjuntos A, As
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 4c + 10, 2¢ + 6, 5¢ + 12}
Az D2{2,3c+8, 5c+11, c+ 4, Tc+ 16}
A3 D {3,4c+9, 6c+ 13, c+ 5}

Segtin coloquemos el elemento 8c+18 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3

SiABc+18)=1=8c+18=5c+12+2c+6+c¢
SiA(Bc+18) =2=8c+18=Tc+16+2+¢
SiABc+18)=3=8c+18=6¢c+13+c+5+c

b1.2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 13, 11c+23 y 9c + 19 enlos conjuntos A;, A> y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4¢+ 10, 2¢ + 6, 6¢ + 13}
Az D {2, 3c+8, 5c+ 11, 11c+ 23}
As D {3,4c+9, c+4, 9c + 19}

Segtin coloquemos el elemento 5c+12 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibnz; + 22 +c =23

SiA(Be+12)=1=6c+13=5c+124+1+¢
SiA(Be+12) =2=11c+23=5c+ 11 +5c+ 12 +¢
SiA(Be+12) =3=5c+12=4c+9+3+c¢

b2) A(2c+6)=3

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 3, 9¢+19,¢+ 5, 7c+ 16, 6c+ 13 y 8c+ 18 enlos
conjuntos A, A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,4¢c+10,c+3,9¢c+ 19, c+ 5}
Ay D {2, 3¢+ 8, 5c+ 11, Te + 16}
As D {3,4c+9, 2¢+ 6, 6c+ 13, 8¢+ 18}

Segtin coloquemos el elemento 11c+24 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(lle+24)=1=1le+24=9c+ 194 c+5+c
SiA(1le+24)=2=11c+24=3c+8+T7c+ 16+ ¢
SiA(1le+24) =3 = 1lc+24 =8c+ 18+ 2c+ 6 +c

Resumimos el Caso 5.2.1.1 en el siguiente esquema:
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A( 3
A(Be+11) =2 A(20+6)1{
A(4c+9) =3
A(2¢+6)=3

Continuamos con el Caso 5.2.1.2 con A(5¢+ 11) = 3

CASO 5.2.1.2

A1 2 {1, 4C+ 10}
As D {2, 3¢+ 8}
A3z D {3, 5c+ 11}

El elemento 3c+8 = 2¢+6+2+c es una solucién monocromética, no puede pertenecer el elemento
2¢+ 6 al conjunto As.

Analizaremos el Caso 5.2.1.2.a si el color asignado es A(2c+6) =1 y el Caso 5.2.1.2.b si el color
asignado es A(2c¢ + 6) = 3.

CASO5.2.1.2
a) A(2c+6)=1

Ay D {1, 4¢+ 10, 2c + 6}
Ay D {2, 3¢ + 8}
As ) {3, 5c + 11}

El elemento 2c+6 = ¢+ 5414 ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento

c+5 al conjunto A;.
Enelcaso al seestudiasi A(c+5) =2 yenelcaso a2 si A(c+5)=3.

al) A(c+5)=2
El elemento 3c+8 = 2¢+7+1+c es una solucién monocromética, no puede pertenecer el elemento
2c¢+ 7 al conjunto As.
Se obtiene el caso al.l si A(2¢+7)=1 yelcaso al.2 si A(2¢+7) =3.

all) A@c+7)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+24, 7c+16, c+3 y 5c+ 13 enlos conjuntos A, A>
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, dc + 10, 2¢ + 6, 2¢ + 7, 11c + 24}
Az D{2,3c+8, c+5, Tc+ 16}
As D {3, 5¢c+ 11, ¢+ 3, 5¢+ 13}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+-14 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
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ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3
SiA6e+14) =1= 1lc+24=6c+ 14+ 4dc+ 10+ ¢
SiA(6c+14)=2=T7c+16=6c+14+2+¢
SiA(6c+14) =3 = 6c+14=5c+11+3+¢

al2) A@2c+7)=3

A1 D {1, 4¢+ 10, 2¢ + 6}
Az 2 {2,3c+8, c+5}
A3 D {3, 5¢+11, 2¢ + 7}

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 4 y 3c+ 9 enlos conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta.

El elemento 6¢c + 14 = 5¢+ 11 4+ 3 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento 6¢ + 14 al conjunto As.

Obtenemos el caso al.2.1 si A(6c+ 14) =1 yelcaso al.2.2 si A(6c+ 14) = 2.

al.2.1) A@6ec+14)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 9c+20 y 7c+15 enlos conjuntos Az y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 4c + 10, 2¢ + 6, 6¢ + 14}
Az D{2,3c+8, c+5, c+4, 9c+ 20}
A3 D {3,5¢+11,2c+7, 3¢+ 9, Te + 15}

Segtin coloquemos el elemento 11c+24 en A;, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas

ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3
SiA(lle+24)=1=1lc+24=6¢c+ 14+ 4c+ 10+ ¢
SiA(lle+24) =2=11c+24=9c+20+c+4+c
SiA(1le+24) =3=1lc+24=Tc+15+3c+9+c

al.2.2) A(6c+14) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 8c+18, 4c+9, 3¢+ 7, 7Tc+16 y 5c+ 12 en los conjuntos
A1, As y A3z que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4¢+ 10, 2¢ + 6, 8c + 18, 4c + 9}
A2 D{2,3c+8,c+5,c+4, 6c+ 14, 3¢+ T}
As D {3, 5c+11, 2c+ 7, 3¢+ 9, T + 16, 5c + 12}

Segtin coloquemos el elemento c+3 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3

SiA(c+3)=1=4c+9=2c+6+c+3+¢c
SiA(c+3)=2=3c+T7=c+3+c+4+c
SiA(c+3)=3=5c+12=3c+9+c+3+c
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a2) A(c+5) =3

Ay D {1, dc + 10, 2¢ + 6}
A D {2, 3¢+ 8}
As D {3, 5c+ 11, ¢ + 5}

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 14, 7c+16,5c¢+13 y 1lc+24 enlos conjuntos A, As
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4¢ + 10, 2¢ + 6, 6¢ + 14}
Ay D {2, 3¢+ 8, Te+ 16, 5¢ + 13}
A3 D {3, 5c+11, c+5, 1lc+ 24}

El elemento 4c 4+ 10 = 2c¢+ 6 + ¢+ 4 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 4 al conjunto A;.

Tendremos el caso a2.1 si A(c+4) =2 yelcaso a2.2 si A(c+4) =3.

a21) A(c+4)=2

Se introduce a la fuerza el elemento 3c+ 9 en el conjunto Az que mantiene la propiedad de ser
libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, de + 10, 2¢ + 6, 6c + 14}
Az D {2,3c+8, Tc+ 16, 5c+ 13, c + 4}
As D {3, 5¢ 411, ¢+ 5, 11c + 24, 3¢ + 9}

Segtn coloquemos el elemento 9¢c+20 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA9c+20)=1=9c+20=6c+14+2c+6+c
SiA(9c+20)=2=9c+20=Tc+16+c+4+c
SiA(9c+20) =3=9c+20=5c+11+3c+9+c

a2.2) A(c+4)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 3c+ 7 en el conjunto A> que mantiene la propiedad de ser
libres de suma estricta y obtenemos:

A; D {1, 4c+ 10, 2¢ + 6, 6¢ + 14}
Az D {2,3c+8, 7c+ 16, 5c+ 13, 3¢+ 7}
As D {3,5c+ 11, ¢+ 5, 1lc+ 24, c + 4}

Segtin coloquemos el elemento 7c+15 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 +c=z3

SiA(Te+15)=1=T7c+15=6¢c+14+1+c¢
SiA(Tc+15)=2=T7c+15=3c+8+3c+T7+c
SiA(Tc+15)=3=Tc+15=5c+11+c+4+c
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CASO5.2.1.2
b) A@2c+6)=3

Ay D {1, 4c + 10}
As D {2, 3¢ + 8}
As D {3, bc+ 11, 2¢ + 6}

Se introduce a la fuerza el elemento 3c+ 9 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libres de suma estricta y obtenemos:

El elemento 5¢c+ 11 =2c+ 5+ 2c+ 6 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento 2c +5 al conjunto As.

Se obtiene el caso bl si A(2¢+5) =1yelcaso b2 si A(2c+5) = 2.
bl) A@c+5) =1

El elemento 3c+9 = 2c+7+2+c¢ es una solucién monocromadtica, no puede pertenecer el elemento
2¢+ 7 al conjunto As.

Obtenemos el caso b1l.1 si A(2c+7) =1 yelcaso bl.2 si A(2¢+7) = 3.
b1.1) A@c+7)=1

Se introducen a la fuerza los elementos ¢+ 3 y 7c+ 17 enlos conjuntos Az y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 4c+ 10, 2¢ + 5, 2c + 7}
A2 2{2,3c+38,3c+9, c+ 3}
As D {3, 5c+11, 2c+ 6, Te + 17}

Segtin coloquemos el elemento c+6 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(c+6)=1=2c+T7=c+6+1+c
SiA(c+6)=2=3c+9=c+6+c+3+c
SiA(c+6)=3=T7c+17T=5c+11+c+6+c

b1.2) A(2c+7) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 11, 5¢ + 13, ¢ +4,2c+ 8 y c¢+ 5 en los conjuntos
A1, Az y A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4c + 10, 2¢ + 5, e + 11, 5e + 13}
A2 D{2,3c+8,3c+9,c+4,2c+8}
As D {3,5c+11,2¢+6,2c+7,c+5}

Segtin coloquemos el elemento 4c+12 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuacién 1 + 2 + ¢ = x3

SiA(dec+12)=1=5c+13=4c+12+1+c¢
SiA(dec+12)=2=4c+12=c+4+2c+8+¢c
SiA(dc+12)=3=4c+12=2c+T7+c+5+c
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b2) A@Rc+5)=2

Ay D {1, 4c + 10}
As D {2, 3¢ +8, 3¢+9, 2¢ + 5}
As D {3, 5c+ 11, 2¢ + 6}

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢c + 14, ¢+ 3, c+4 y 2c+ 7 enlos conjuntos A1, A2 y
A3z que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, dc + 10, 6¢ + 14, ¢ + 3}
Az D{2,3c+8,3¢+9,2c+5, c+4}
As D {3, 5c+ 11, 2¢+ 6, 2¢ + 7}

Segtn coloquemos el elemento 5c+13 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibn 1 + 22 +c =23

SiA(Bc+13)=1=6c+14=5c+13+1+¢
SiA(Bc+13)=2=5c+13=3c+9+c+4+c¢
SiA(c+13)=3=5c+13=2c+6+2c+T7+c

Resumimos el Caso 5.2.1.2 en el siguiente esquema:

A2c+T7)=1
Alc+5) =2 A(26+7)3{A(60+14):1
C A+ 14) =2
A(2c+6) =1 st
A(c+5)—3{A(C+4)_3
A(5c+11) =3
A2c+T7)=1
A(20+5)=1{ -
A(2c+6) =3 A2c+7)=3
A(2c+5) =2

Continuamos con el Caso 5.2.2 con A(4c+ 10) =3

CASO 5.2.2

Ay D {1}
Ay D {2, 3¢+ 8}
As D {3, dc+ 10}

El elemento 3c+8 = 2c¢+6+2+c es una solucién monocromética, no puede pertenecer el elemento
2c+ 6 al conjunto As.

Analizaremos el Caso 5.2.2.1 si se asigna el color A(2c+6) =1 yel Caso 5.2.2.2 si se asigna el
color A(2¢c+6) = 3.
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CASO5.2.2.1

Al 2 {1, 2C+6}
Az D {2, 3¢+ 8}
As D {3, 4c + 10}

Se introduce a la fuerza el elemento 3c + 7 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libres de suma estricta.

Como el elemento 2c + 6 = ¢+ 5+ 1 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 5 al conjunto A;.

Estudiaremos el Caso 5.2.2.1 a sile asignamos el color A(c+5) = 2 yel Cas05.2.2.1bsi A(c+5) = 3.
CASO5.2.2.1
a) A(c+5)=2

A1 D {1, 2c+6}
A D {2,3c+8, c+5}
As D {3, 4c + 10}

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢ + 13,¢+ 3, 5¢+ 11, 7Tc+ 16, 2¢+ 7, 4c+9 y 6¢c+ 14
en los conjuntos Ai, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2¢+6, 5¢c+ 13, ¢+ 3, be+ 11}
A2 D{2,3c+8,3c+7,¢c+5, Tc+ 16}
A3z D {3,4¢c+ 10, 2¢+ 7, 4c+ 9, 6¢c + 14}

Segtin coloquemos el elemento 11c+24 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(llc+24) = 1= 11c+24 = 5e+ 13+ 5c + 11 + ¢
SiA(lle+24) =2= 1lc+24=3c+8+Tc+ 16+ ¢
SiA(lle+24)=3=1lc+24=6¢c+ 14+ 4c+ 10+ ¢

CASO5.2.21
b) A(c+5) =3
Al 2 {1, 2c + 6}
A2 D {2,3c+38,3c+ 7}
As D {3, 4c+ 10, ¢ + 5}
Se introduce a la fuerza el elemento 2c + 5 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser

libres de suma estricta.
Como el elemento 2c + 5 = ¢+ 4 + 1 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el

elemento ¢+ 4 al conjunto A;.
Se obtiene el caso bl siyelcaso b2 si A(c+4)=3.
bl) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c + 8,3c+ 6, 5¢+ 11 y ¢+ 2 enlos conjuntos A1, Az y
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A3 que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
A1 D {1, 2¢+6, 2c+ 5, 4c+ 8}
Az D{2,3¢+8,3c+7,c+4,3c+6}
A3z D {3,4¢c+ 10, ¢+ 5, 5¢c+ 11, ¢+ 2}

Segtin coloquemos el elemento 7c+13 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA(Te+13)=1=T7c+13=4c+8+2c+5+¢c
SiA(Tc+13)=2=T7c+13=3c+T7+3c+6+c
SiA(Tc+13)=3=Tc+13=5c+11+c+2+c

b2) A(c+4)=3

El elemento 6¢ + 14 = 4c¢+ 10 + ¢+ 4 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede
pertenecer al conjunto As.

Obtenemos el caso b2.1 si A(6c+ 14) = 1yelcaso b2.2 si A(6c+ 14) = 2.

b2.1) A(6c+14)=1
Se introducen a la fuerza los elementos 5¢c+13 y 9c¢+20 enlos conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 2c+6, 2¢+ 5, 6¢c+ 14}
A2 D{2,3¢c+8, 3¢+ 17, 5¢c+ 13}
As D {3, 4c+10, c+ 5, c+ 4, 9c + 20}

Segtin coloquemos el elemento 7c+15 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién r; + 2 + ¢ = x3

SiA(Te+15)=1=T7c+15=6c+14+1+¢
SiA(Tc+15)=2=Tc+15=3c+8+3c+T7+c
SiA(Tc+15)=3=9c+20=Tc+15+c+5+c

b2.2) A(6c+14) =2
Se introducen a la fuerza los elementos 2c+ 7, 4c+9 y 5c+ 12 en los conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2c+6,2c+5,2c+ 7, 4c+ 9}
A2 D {2,3¢c+8,3c+ 7, 6¢c+ 14}
A3z D {3,4c+ 10, c+ 5, c+ 4, 5c+ 12}

Segtin coloquemos el elemento 7c+16 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(Tc+16)=1=T7c+16=4c+9+2c+T7+c
SiA(Tc+16) =2 = Te+16 = 6c+ 14+ 2 + ¢
SiA(Tc+16) =3=Tc+16 =5c+ 12+ c+4+c

Se continua con el Caso 5.2.2.2 con A(2¢+6) = 3.
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CASO 5.2.2.2

A D {1}
Az 2 {2, 3¢+ 8}
As D {3, 4c + 10, 2¢ + 6}

Como el elemento 3c+ 9 = 2c+ 6 + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto As.

Estudiaremos el Caso 5.2.2.2 a si el color que se le asignaes A(3c+9) =1 yel Caso5.222bsiel
color que se le asigna es A(3c+9) = 2.

CASO 5.2.2.2
a) A(Bc+9) =1

A1 D {1, 3¢+ 9}
AQ 2 {2, 36+8}
As D {3, 4¢+ 10, 2¢ + 6}

El elemento 4c + 10 = 2¢ + 6 + ¢ + 4 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 4 al conjunto As.

Tendriamos el caso al si A(c+4) =1 yelcaso a2 si A(c+4)=2.
al) A(c+4)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 15, 5¢+ 13 y ¢+ 5 enlos conjuntos A;, A2 y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3¢+9, c+4, 6c+ 15}
Ay D {2, 3¢+ 8, 5c+ 13}
Az D {3, 4¢+ 10, 2¢+ 6, ¢+ 5}

Segtn coloquemos el elemento 4c+11 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(4c+11)=1=6¢c+15=4c+11+c+4+c
SiA(dc+11)=2=5c+13=4dc+11+2+c
SiA(de+11)=3=4c+11=2c+6+c+5+¢c

a2) A(c+4)=2
El elemento 5¢ + 12 = 3¢+ 8 + ¢+ 4 4+ ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede

pertenecer al conjunto As.
Obtenemos el caso a2.1 si A(5c+12) =1 yelcaso a2.2 si A(5c+ 12) = 3.

a2.1) A@(e+12)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+7, c+3, 2c+8 y ¢+ 5 enlos conjuntos A, A2 y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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Ay D {1, 3¢+9, 5c+12, 3¢+ T}
A2 D {2,3c+8,c+4, c+3,2c+8}
As D {3, 4c+10, 2¢+ 6, c+ 5}

Segtn coloquemos el elemento 4c+11 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(dc+11)=1=5c+12=4c+11+1+c¢c
SiA(de+11)=2=4c+11=2c+8+c+3+¢c
SiA(dc+11)=3=4c+11=2c+6+c+5+¢

a2.2) A(5c+12)=3

Ay D {1, 3¢+ 9}
Az D {2, 3¢+ 8, c+4}
As D {3, 4c + 10, 2¢ + 6, 5c + 12}

El elemento 5¢+12 = 4c+9+3+c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
4c+9 al conjunto As.

Se estudia el caso a2.2.1 si A(4c+9) =1 yelcaso a2.2.2 si A(4dc+9) =2.
a2.21) A(c+9) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 7c 4 16, 10c +22,8¢c + 18 y 5c + 13 en los conjuntos A,
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3c+9, 4c+9, Tc+ 16, 10c + 22}
Ay D{2,3c+8, c+4,8c+18, 5+ 13}
As D {3, 4c + 10, 2¢ + 6, 5c + 12}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+15 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 + ¢ =3

SiA(6c+15)=1=Tc+16=6c+15+1+c¢
SiA(6c+15) =2 =6c+15=5c+13+2+c¢
SiA(6c+15) =3=6c+15=5c+12+3+c

a2.2.2) A(4c+9)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+7, 8¢+ 18, Tc+15, 7c+16,9¢+19, 12c¢+25 y 6¢c+14
en los conjuntos A;, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser Iibres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3¢49,3c+7, 8+ 18, Te + 15}
Az D{2,3c+8, c+4,4c+9, Tc+ 16, 9c + 19}
As D {3, de + 10, 2¢ + 6, 5¢ + 12, 12¢ + 25, 6¢ + 14}

Segtn coloquemos el elemento 11c+24 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién 1 + x2 +c¢c = x3

SiA(lle+24)=1=11lc+24=Tc+154+3c+9+¢c
SiA(llc+24) =2=> 1lc+24="Tc+16+3c+8+c
SiA(lle+24) =3 = 1lc+24=6c+ 14+ 4c+10+c
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CASO 5.2.2.2

b) A@Bc+9) =2

Ay D {1}
Az 242, 3c+8, 3c+9}
As D {3, 4c + 10, 2¢ + 6}

El elemento 4c 4+ 10 = 2c¢+ 6 + ¢+ 4 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 4 al conjunto As.

Se obtiene el caso b1l si A(c+4) =1 yelcaso b2 si A(c+4) =2.

El elemento 3c+9 = 2c¢+7+2+c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
2c¢+ 7 al conjunto As.

Obtenemos el caso bl.1 si A(2c+7) =1 yelcaso bl.2 si A(2¢+7) = 3.
b1.1) A@c+7)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 17,5¢ + 13 y 4c+ 11 enlos conjuntos A1, A2 y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{l,c+4,2c+ 7, 7c+ 17}
A> D {2, 3¢ +8, 3¢+ 9, 5 + 13}
As D {3, 4c + 10, 2c + 6, 4c + 11}

Segtin coloquemos el elemento 9c+21 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibnz; + 22 +c =23

SiAOc+21)=1=9c+21=T7c+174+c+4+c
SiA(9c+21) =2=9c+21 =5c+13+3c+8+c
SiA(9c+21) =3= 9c+21 =de+ 11 +4c+ 10+ ¢

b1.2) A@2c+7) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 17, 6¢+15,5c+13 y 9c+ 21 en los conjuntos A, As
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {l,c+4, Tc+ 17, 6¢c+ 15}
Az D{2,3c+8,3c+9, 5¢c+ 13}
A3 D {3, 4c + 10, 2¢ + 6, 2¢ + 7, 9¢ + 21}

Segtin coloquemos el elemento 4c+11 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion ;1 + 2 + ¢ = x3

SiA(c+11)=1=6c+15=4c+1l+c+4+c
SiA(de+11)=2=5c+13=4dc+11+2+c
SiA(de+11)=3=9c+21=4c+10+4c+11+¢
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b2) A(c+4)=2

A2 {1}
A2 D {2,3c+38,3c+9, c+4}
As 2 {3, 4c + 10, 2¢ + 6}

Se introduce a la fuerza el elemento 5c + 13 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

El elemento 2c¢+6 = ¢c+3+3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
c+ 3 al conjunto As.

Tendriamos el caso b2.1 si A(c+3) =1 yelcaso b2.2si A(c+3) =2.
b2.1) A(c+3)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 9c + 20,7c+ 16 y 6¢+ 14 en los conjuntos A1, A2 y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 5¢+ 13, ¢+ 3, 9¢ + 20}
A2 D{2,3¢+38,3c+9,c+4, Tc+ 16}
A3 D {3, 4¢ + 10, 2¢ + 6, 6¢ + 14}

Segtn coloquemos el elemento 7c+17 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Te+17)=1=9c+20=Tc+17+c+3+c
SiA(Te+17)=2=T7c+17=3c+8+3c+9+¢c
SiA(Te+17)=3=Tc+17T=6c+14+3+¢

b2.2) A(c+3)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 3c + 7, 2c +9,4c+ 12 y ¢+ 6 enlos conjuntos A1, A2 y
Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,5¢+13, 3¢+ 7, 2c+ 9}
A2 D2{2,3c+8,3c+9,c+4, c+3,4dc+ 12}
As D {3, 4¢+ 10, 2¢ + 6, ¢+ 6}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+16 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z1 + z2 +c =3

SiA(6c+16) =1=6c+16=2c+9+3c+T7+c¢
SiA(6c+16) =2=6c+16=4c+12+c+4+c
SiA(6c+16) =3=6c+16=4c+10+c+6+c

Resumimos el Caso 5.2.2 en el siguiente esquema:
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A(c+5)=2
Alc+4)=2
A(2c+6)=1{ A(c+5) =3 A(C+4):3{A(6c+14)_1
A(bc+14) =2
Alc+4) =1
B A(be+12) =1
A(4c+10) = 3 ABetN =11 A1) =2 Aot 12) — 34 A9 =1
T Ace+9) =2
A(2¢+6)=3
Alc+4) =1 i(;ch;)_;
A@Be+9) =2 AE 0:3) )=
Alc+4)=2 Alc+3) =2

Continuamos con el Caso 5.3 con A(3c+8) =3

CASO 5.3

A; D {1}
Ay D {2}
A3 D {3, 3¢+ 8}

Como el elemento 4c+ 11 = 3¢+ 8+ 3+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al
conjunto As.

Analizaremos el Caso 5.3.1 si se le asigna el color A(4c+11) =1 yel Caso 5.3.2si se le asigna el
color A(4c+11) = 2.

CASO 5.3.1

A1 D {1, dc+ 11}
Az D {2}
A3 D {3, 3c+38}

CASO 5.3.2

A1 D {1}
Az D {2, 4c+ 11}
A3 :_) {37 30+ 8}

Desarrollaremos estos casos hasta conseguir soluciones monocromaticas a la ecuacién
r1+ X2 +Cc=T3
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Enel Caso5.3.1

Como el elemento 3c+ 8 = 2c+ 5+ 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento 2c + 5 al conjunto As.

Estudiaremos el Caso 5.3.1.1 si se le asigna el color A(2¢+5) =1 yel Caso 5.3.1.2 sise le asigna
el color A(2¢+5) =2

CASO5.3.1.1

Ay D {1, 4c+ 11, 2c + 5}
Az D {2}
A3 D {3, 3¢+ 8}

El elemento 7c + 16 = 4c 4+ 11 4+ 2c¢ 4+ 5 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede
pertenecer al conjunto A;.

Estudiamos el Caso5.3.1.1asi A(7c+16) =2 yel Caso5.3.1.1bsi A(7c+16) =3
CASO5.3.1.1
a)  A(Tc+16)=2

Ay D {1, dc+ 11, 2c+ 5}
Ay D {2, Tc+ 16}
As D {3, 3¢+ 8}

El elemento 2c+5 = c+4+41+c¢ esuna solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
c+4 al conjunto A;.

Se obtiene el caso al si A(c+4) =2 yelcaso a2 si A(c+4)=3.
al) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 9c + 20, 6¢+15,5c+12 y 8c+ 19 en los conjuntos A;, A>
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, de + 11, 2¢ + 5, 9¢ + 20}
Az D {2, Tc+ 16, c+ 4, 6¢c+ 15}
As D {3, 3¢+ 8, 5c+ 12, 8¢+ 19}

Como el elemento 2c +6 = ¢+ 4 + 2 + ¢ es una solucién monocromaética, no puede pertenecer el

elemento 2c+ 6 al conjunto As.
Se estudia el caso al.l si A(2¢c+6) =1 yelcaso al.2 si A(2¢+6) = 3.

all) A2c+6)=1

Se introduce a la fuerza el elemento 6c¢ + 14 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4c+ 11, 2c+ 5, 9c + 20, 2c + 6}
Az D {2, Tc+ 16, c + 4, 6¢c + 15}
A3z D {3,3c+38, 5c+ 12, 8¢+ 19, 6¢ + 14}
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Segtin coloquemos el elemento 7c+17 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; +z2 +c =3

SiA(Tc+17)=1=T7c+17=4c+ 114+ 2c+6+c¢
SiA(Tc+17) =2= Te+ 17T =6c+ 15+ 2+ ¢
SiA(Tc+17) =3 = Te+ 17 =6c+ 14+ 3+ ¢

al.2) A(2c+6)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 6c¢ + 14 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4c+ 11, 2¢ + 5, 9c + 20, 6¢ + 14}
Az D {2, Tc+ 16, ¢+ 4, 6¢+ 15}
As D {3,3c+8, 5c+12,8c+ 19, 2c+ 6}

Segtin coloquemos el elemento 5c+13 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(c+13)=1=6c+14=5c+13+1+c
SiA(Bc+13)=2=6c+15=5c+13+2+¢
SiA(Bc+13) =3 =8c+19=5c+13+2c+6+c¢

a2) A(c+4)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 5c + 12 en el conjunto A, que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, de + 11, 2¢ + 5}
Az D {2, Tc + 16, be + 12}
As D {3, 3c+8, c+4}

Como el elemento 7c + 16 = 6¢ + 14 + 2 + ¢ es una solucién monocromdtica, no puede pertenecer
el elemento 6¢+ 14 al conjunto As.
Tendriamos el caso a2.1 si A(6c+14) =1 yelcaso a2.2 si A(6c+ 14) = 3.
a2.1) A(6c+14)=1
Como el elemento 6¢+ 14 = 3¢+ 9+2c+5+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 3¢+ 9 al conjunto A;.
Se obtiene el caso a2.1.1 si A(3c+9) =2 yelcaso a2.1.2 si A(3c+9) =3.

a2.1.1) A@Bc+9) =2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+7 y 9c+21 enlos conjuntos A; y A3z que mantienen
la propiedad de ser [ibres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, de+ 11, 2¢ + 5, 6 + 14, 2¢ + T}
Ay D {2, Te + 16, 5c+ 12, 3¢ + 9}
As D {3,3c+8, c+4,9+21}

Segtin coloquemos el elemento 11¢+25 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
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alaecuacion z1 + 2 + ¢ =3
SiA(llc+25) = 1= 1lc+25=6c+ 14+4c+ 11 +c
SiA(lle+25)=2=11c+25=Tc+16+3c+9+¢
SiA(lle+25)=3=1lc+25=6¢c+ 14+ 4c+11+c

a2.1.2) A@c+9) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 3¢+ 7, 5¢+ 13, ¢+6, 2c+6 y c+ 3 enlos conjuntos A,
As y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,4c+ 11, 2¢+ 5, 6¢+ 14, 3¢+ 7}
Az D {2, Tc+ 16, 5¢+ 12, 5¢+ 13, ¢+ 6, 2¢ + 6}
A3 D {3,3c+8,c+4,3c+9, c+3}

Segtin coloquemos el elemento 2¢+7 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién z1 + z2 + c =3

SiA(2c+7)=1=6c+14=3c+T+2c+T+c
SiA(2c+7)=2=5c+13=2c+6+2c+T+c
SiA(2c+7)=3=2c+T7T=c+4+3+c¢

a2.2) A(6c+14)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 4c+ 10, 2¢+ 7, 5¢+ 11, 3¢+ 9 y c+ 5 en los conjuntos
A1, A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 4c+ 11, 2¢+ 5, 4¢c + 10, 2c+ 7}
Az D {2, Tc + 16, 5¢c + 12, 5e+ 11, 3¢+ 9}
As D {3,3c+8, c+4, 6c+ 14, c+ 5}
Segtin coloquemos el elemento c+3 en A;, A2 6 Az se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacion z; + 2 +c =3
SiA(c+3)=1=4c+10=2c+T7+c+3+c

SiA(c+3)=2=5c+12=3c+9+c+3+c
SiA(c+3)=3=3c+8=c+5+c+3+c

CASO5.3.1.1
b) A(7c+16)=3
Ay D {1, 4c+ 11, 2¢ + 5}
A2 O {2}
A3 D {3,3c+8, Tc+ 16}
El elemento 4c + 11 = 3¢+ 10 + 1 + ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
elemento 3c+ 10 al conjunto A;.
Se obtiene el caso bl si A(3c+ 10) =2 yelcaso b2 si A(3c+ 10) = 3.

bl) A@Bc+10)=2

Como el elemento 2c+ 5 = ¢+ 4 + 1 4 ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer el
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elemento ¢+ 4 al conjunto A;.
Obtenemos el caso b1l.1 si A(c+4) =2 yelcaso bl.2 si A(c+4) =2.

b1l.1l) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 5c+14,4c+9, 8¢+ 19, c+6 y 6¢+ 15 enlos conjuntos
A1 ,As y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, de+ 11, 2¢ + 5, 5e + 14, 4c + 9}
Ay D {2, 3¢+ 10, ¢ + 4, 8¢ + 19}
As 2 {3,3c+8, 7c+ 16, ¢+ 6, 6¢c + 15}

Segtin coloquemos el elemento 10c+23 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(10c+23) =1 = 10c+23 =5c+ 14 +4c+9+c
SiA(10c+23) =2=10c+23=8c+19+c+4+c
Si A(10c+23) =3 = 10c+ 23 = 6¢ + 15+ 3¢ + 8 + ¢

b1.2) A(c+4)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 5c + 12 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

Como el elemento 5¢+ 12 = 3¢+ 10+ c+2+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento ¢+ 2 al conjunto As.

Tendriamos el caso b1.2.1 si A(c+2) =1 yelcaso b1.2.2 si A(c+2) =3.
b1.2.1) A(c+2)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 10c+19, 6¢+13, 4c+7, 2c+3 y 8c+ 17 enlos conjuntos
A1 ,As y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,4c+11, 2¢+5, ¢+ 2, 10c + 19}
Az D {2, 3¢+ 10, 5c+ 12, 6¢+ 13, 4c+ 7}
A3 D {3,3c+8,7c+16, c+4, 2c+ 3, 8¢+ 17}

Segtin coloquemos el elemento 11c+20 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3
SiA(1le+20)=1=11c+20=10c+19+1+¢
SiA(1le+20) =2=11c+20 =6c+ 13+ 4c+T7+¢
SiA(lle+20) =3=11c+20=8c+17+2c+3+c¢

b1.2.2) A(c+2)=3

Se introduce a la fuerza el elemento 3c+6 en el conjunto A que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4c+ 11, 2¢+ 5}
Az D {2, 3¢+ 10, 5¢+ 12, 3¢+ 6}
A3 D {3,3c+8,7c+16,c+4, c+2}
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Segtn coloquemos el elemento c+6 en A;, A> 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; + 2 +c =3

SiA(c+6)=1=11c+20=10c+ 19+ 1+c¢c
SiA(c+6)=2=11c+20=6¢c+13+4c+T7+c
SiA(c+6)=3=1lc+20=8c+17+2c+3 +c

b2) A@Bc+10)=3

Ay D{1,4c+ 11, 2c+ 5}
Ay D {2}
As D {3, 3¢+ 8, Tc+ 16, 3c + 10}

Se introduce a la fuerza el elemento 3c+6 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta.

Como el elemento 7c+18 = 3¢+8+3c+10+c es una solucién monocromaética, no puede pertenecer
este elemento al conjunto As.

Se obtiene el caso b2.1 si A(7c+18) =1 yelcaso b2.2 si A(7Tc+ 18) = 2.
b2.1) A(7c+18)=1

Se introduce a la fuerza el elemento 4c + 13 en el conjunto A> que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Ay D {1, de+ 11, 2+ 5, Te + 18}
Az 2 {2, 3¢+ 6, 4c + 13}
As D {3, 3¢ +8, Te + 16, 3¢ + 10}

Segtin coloquemos el elemento 8c+19 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 +c = x3

SiIABc+19)=1=8c+19="Tc+ 18+ 14¢
SiABc+19) =2=8+19=4c+13+3c+6+c
SiABc+19) =3=8c+19="Tc+16+3+¢

b2.2) A(7c+18)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 11c+ 24, 5¢+ 10, 6¢c+ 13, 8¢+ 19, c+4 y c+6 enlos
conjuntos A; ,A> y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, de+ 11, 2¢ + 5, 11c + 24, 5e + 10}
Az D{2,3c+6, 7Tc+ 18, 6¢c+ 13, 8¢+ 19, c + 4}
As D {3,3c+8, Tc+ 16, 3¢+ 10, c + 6}

Segtn coloquemos el elemento 5c+14 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z + 2 +c =3

SiA(bc+14) =1=1lc+24=5¢c+ 14+ 5¢c+ 10+ ¢
SiA(c+14)=2=Tc+18=5c+14+c+4+c
SiA(bc+14) =3=5c+14=3c+8+c+6+¢

Resumimos el Caso 5.3.1.1 en el esquema siguiente:
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) AQ@c+6)=1
A(C+4)2{A(2c+6)—3
A(Tc+16) =2
L JABe+9) =1
Alc+4)=3 A(66+14)_1{A(:&c+9):3
A(6c +14) = 3
A2c+5) =1 N
A(de+11) =1 A(3c+10) =2 B (c+2)=1
AT =39 A2 =3
A(Tc+16) = 3
e
A(2c+5) =2

Continuamos con el Caso 5.3.1.2 con A(2¢ 4 5) = 2

CASO 5.3.1.2

Ay D {1, dc+ 11}
Ay D {2, 2c+ 5}
Az D {3, 3¢+ 8}

El elemento 5¢+12 = 4c+11+414c¢ es una solucién monocromaética, por tanto no puede pertenecer
al conjunto A;.
Estudiamos el Caso5.3.1.2asi A(5¢c+12) =2 yel Cas05.3.1.2bsi A(5c+12) =3
CASO5.3.1.2

a) A(Bc+12)=2

Ay D {1, dc+ 11}
Ay D {2, 2c+5, 5e+ 12}
Az D {3, 3¢+ 8}

El elemento 2c+5 = c¢+3+2+c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
¢+ 3 al conjunto As.
Se estudia el caso al si A(c+3) =1 yelcaso a2si A(c+3)=3.

al) A(c+3)=1

Se introduce a la fuerza el elemento 6c¢ + 14 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.
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Como el elemento 6¢+ 14 = 2c¢+643c+8+c¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 2c+ 6 al conjunto As.

Tendrfamos el caso al.l si A(2c+6) =1 yelcaso al.2 si A(2c+6) =2.

all) A2c+6)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 7c + 17, 2¢+8 y c+ 5 en los conjuntos Az y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,4c+11, ¢+ 3, 2¢+ 6}
Ay D {2, 2c+5, 5+ 12, Te + 17, 2¢ + 8}
A3 D {3,3c+38,6c+ 14, c+ 5}

Segtin coloquemos el elemento 4c+9 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién zi + z2 + c =3

SiA(dc+9)=1=4c+9=c+3++2c+6+c
SiA(dc+9)=2=Tc+17T=4c+9+2c+8+c
SiA(4c+9)=3=6c+14=4c+9+c+5+c

al.2) A(2c+6)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢ + 11, 7c+ 17,10c+ 22 y 8c+ 18 enlos conjuntos A,
As y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,4c+11, ¢+ 3, be+ 11, Tc + 17}
Az D {2,2¢+5, 5c+ 12, 2¢+ 6, 10c 4 22}
As D {3, 3¢+ 38, 6¢c+ 14, 8¢ + 18}

Segtin coloquemos el elemento 4c+10 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(4c+10)=1=5c+11=4c+10+1+c¢
SiA(4c+10) =2=5c+12=4c+10+2+c¢
SiA(4c+10) =3 =8c+18=4c+10+3c+8+c¢

a2) A(c+3)=3
A D {1, de+ 11}
Ay D {2, 2c+5, 5e+ 12}
A3 D {3,3c+8,c+3}
Como el elemento 2c + 6 = c+ 3 + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer al

conjunto As.
Se obtiene el caso a2.1 si A(2c+6) =1 yelcaso a2.2 si A(2c+6) =2.

a21) A(2c+6)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 4c+ 10, ¢+ 5, 5c+11, c+4, 3c+7 y 3c+ 9 enlos
conjuntos A; , A2 y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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Ay D {1, dc+ 11, 2¢ + 6, 4c + 10}
A2 D{2,2c+5,5¢c+12, ¢+ 5, 5c+ 11, ¢+ 4}
A3 D{3,3c+8,¢c+3,3¢+7,3c+9}

Segtin coloquemos el elemento 7c+16 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(Tc+16) =1=Tc+16=4c+10+2c+6+c
SiA(Te+16) =2=T7c+16=5c+114+c+5+¢c
SiA(Tc+16) =3=Tc+16=3c+9+3c+T7+c

a2.2) A(2¢c+6)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 5¢ + 11, 2c+ 7 y 4c+ 10 enlos conjuntos A1 y As que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, de+ 11, be + 11, 2¢ + 7}
Ay D {2, 2¢ + 5, 5c+ 12, 2¢ + 6}
As D {3,3c+8, c+3, 4c+ 10}

Segtin coloquemos el elemento 8c+18 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién 1 + 2 + ¢ = x3

SiA(Bc+18)=1=8c+18=5c+11+2c+7+c
SiABc+18)=2=8c+18=5c+12+2c+6+c
SiA(Bc+18) =3 =8c+ 18 =4c+10+3c+8+c¢

CASO5.3.1.2
b) A(Bc+12)=3

Ay D {1, de+ 11}
Ay D {2, 2¢+ 5}
As D {3, 3¢+ 8, 5c+ 12}

El elemento 5c + 12 = 3¢+ 8 + ¢+ 4 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 4 al conjunto As.

Obtenemos el caso b1l si A(c+4) =1 yelcaso b2 si A(c+4) =2.

bl) A(c+4) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 9¢c + 20, 6¢+ 15, 4c+9, 7c+ 16, 3¢+ 10 y 1lc+ 24 en
los conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, de+ 11, ¢ + 4, 9¢ + 20}
Ay D {2, 2¢+5, 6c+ 15, de + 9, Te + 16}
As D {3, 3c+8, 5bc+12, 3c+ 10, 11c + 24}

Segtin coloquemos el elemento 2¢c+7 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
ala ecuacion z1 + x2 + ¢ = x3
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SiA(2c+T7)=1=4c+11=2c+T+c+4+c
SiA(2c+7)=2=Tc+16=2c+T7+4c+9+c
SiA(2c+7)=3=3c+10=2c+7+3+c¢

b2) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 4c+9, 6¢+15, 9¢+20 y 7c+ 16 enlos conjuntos A; , A
y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 4c¢+ 11, 4¢ + 9, 6¢ + 15}
Az D {2,2c+5, c+4, 9%+ 20}
As D {3, 3¢+ 8, e+ 12, Te + 16}

Segtn coloquemos el elemento 11c+24 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(lle+24) =1=> 1lc+24 =6c+ 15+ 4c + 9 + ¢
SiA(llc+24) =2= 1lc+24=9c+20+c+4+c
SiA(llc+24)=3=1lc+24=Tc+16+3c+8+c

Resumimos el Caso 5.3.1.2 en el esquema siguiente:

L JAQRc+6)=1
Ale+3) _1{A(2c+6) _9
A(bc+12) =2
L JAQRc+6)=1
Ale+3) _S{A(20+6) =2
A(2c+5)=2
Alc+4)=1
A(5e+12) =3
Alc+4)=2

Continuamos con el Caso 5.3.2 con A(4c + 11) = 2

CASO 5.3.2

A D {1}
Az D {2, dc+ 11}
A3z D {3, 3¢+ 8}

Como el elemento 4c+ 11 = 3c+9+ 2+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento 3c+9 al conjunto As.

Estudiaremos el Caso 5.3.2.1 si se le asigna el color A(3c+9) =1 yel Caso5.3.2.2 sise le asigna
el color A(3¢+9) =3
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CASO5.3.2.1

Al 2 {1, 3C+9}
Ay D {2, dc+ 11}
As D {3, 3c+8}

El elemento 3c+9 = 2c+ 8+ 1+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
2c¢ + 8 al conjunto A;.

Estudiamos el Caso5.3.2.1asi A(2c+8) =2 yel Cas05.3.21bsi A(2c+8) =3
CASO5.3.2.1
a) A(2c+8)=2

A1 D {1, 3¢+ 9}
Ay D {2, dc+ 11, 2c + 8}
A3 D {3, 3¢+ 8}

El elemento 2c+8 = ¢+ 6+2+c¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
c+ 6 al conjunto As.

Se obtiene el caso al si A(c+6) =1 yelcaso a2 si A(c+6)=3.
al) A(c+6)=1

Introducimos en el conjunto As el elemento ¢+ 3 libre de suma estricta.

Se introduce a la fuerza el elemento ¢ + 3 en el conjunto A3 que mantiene la propiedad de ser libre
de suma estricta y obtenemos:

A1 O{1,3¢c+9, c+6}
Az D {2, de+11, 2¢ + 8}
A3 D {3,3c+38,c+3}

Como el elemento 3c+ 8 = ¢+ 5 + ¢ + 3 4 ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento ¢+ 5 al conjunto As.

Obtenemos el caso al.l si A(c+5) =1 yelcaso al.2 si A(c+5) = 2.
alll) A(c+5) =1

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+ 17, 5¢+ 13, 2¢+6, 9c+22, 5¢c+ 14 y 6¢+ 16 enlos
conjuntos A; , A2 y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2{1,3¢+9,c+6,c+5, Tc+ 17, 5c+ 13}
Ay D {2, 4dc+ 11, 2¢ + 8, 2c + 6, 9c + 22}
A3z D {3,3c+38, c+3, 5c+ 14, 6¢c + 16}

Segtin coloquemos el elemento 7c+19 en A1, Az 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zy + z2 +c =3

SiA(Tc+19)=1=T7c+19=5c+13+c+6+c
SiA(Te+19)=2=T7c+19=4c+11+4+2c+8+¢c
SiA(Te+19)=3=T7c+19=6c+16+3+¢
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al.2) A(c+5)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 15,4c+ 10 y 2c + 7 enlos conjuntos A;,A2 y As que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1,3c+9, c+6, 6c+ 15}
Ay D {2, 4c+11, 2c+ 8, ¢ + 5, e + 10}
A3 D {3,3c+8,c+3,2c+ 7}

Segtin coloquemos el elemento 2¢+6 en A;, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + z2 +¢c = z3

SiA(2c+6)=1=6c+15=3c+9+2c+6+c¢
SiA(2c+6)=2=4c+11=2c+6+c+5+c
SiA(2c+6)=3=2c+6=c+3+3+c

a2) A(c+6)=3

A1 D {1, 3¢+ 9}
Az D {2, 4c + 11, 2¢ + 8}
A3 D {3,3c+8, c+6}

Como el elemento 5¢c + 13 = 4c + 11 4+ 2 + ¢ es una solucién monocromatica, por tanto no puede
pertenecer al conjunto As.

Se estudia el caso a2.1 si A(5¢+13) =1 yelcaso a2.2 si A(5¢c+ 13) = 3.
a21) A@Ge+13)=1

Como el elemento 5¢+ 13 = 3¢+ 9+ c+ 4+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer
el elemento ¢+ 4 al conjunto A;.

Tendriamos el caso a2.1.1 si A(c+4) =2 yelcaso a2.1.2 si A(c+4) =3.
a2.1.1) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+ 6, 4c+ 12 y 2c+ 7 enlos conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢+9, 5c+ 13, 2 + 6}
A2 D {2, 4c+ 11, 2¢ + 8, ¢+ 4}
As 2 {3,3c+8,c+6,4c+12,2¢+ 7}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+15 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(6c+15)=1=6c+15=3c+9+2c+6+c
SiA(6c+15)=2= 6c+15=4c+ 11 +c+d+c
SiA(6c+15) =3=6c+15=2c+7+3c+8+c¢

a2.1.2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 3c+10, 3c+11, 2¢+9 y 7c+ 19 enlos conjuntos A; , A2
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:
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A1 D{1,3¢c+9, 5¢+13, 3¢+ 10, 3¢+ 11}
As D {2, 4c+11, 2¢+ 8, 2¢ + 9}
A3 D{3,3c+8,c+6,c+4, Tc+19}

Segtn coloquemos el elemento c+2 en A1, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiA(c+2)=1=5c+13=3c+11+c+2+c
SiA(c+2)=2=4c+11=2c+9+c+2+c
SiA(c+2)=3=3c+8=c+2+4+c+6+c

a2.2) A(5c+13)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 7c+19, 9c+21 y 4c+ 10 enlos conjuntos A1 y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 3¢ 49, Te+ 19, 9¢ + 21}
Ay D {2, de + 11, 2¢ + 8, de + 10}
As D {3,3c+8, c+6, 5c+ 13}

Segtin coloquemos el elemento c+2 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién zi + z2 +c =3

SiA(c+2)=1=9c+21=c+2+T7c+19+c
SiA(c+2)=2=4c+10=c+2+2c+8+c
SiA(c+2)=3=3c+8=c+2+4+c+6+c

CASO5.3.2.1
b) A(2c+8)=3
A1 D {1, 3¢+9}
Az D {2, dc+ 11}
Az D {3, 3c+ 8, 2¢c+ 8}
El elemento 5¢+13 = 4c+ 1142+ ¢ es una solucién monocromdtica, por tanto no puede pertenecer

al conjunto As.
Se obtiene el caso bl si A(5c+13) =1 yelcaso b2si A(5¢+ 13) = 3.

bl) AGec+13)=1
Como el elemento 5¢+ 13 = 3¢+ 9+ c+ 4+ ¢ es una solucién monocromética, no puede pertenecer

el elemento ¢+ 4 al conjunto A;.
Se estudia el caso b1l.1 si A(c+4) =2 yelcaso bl.2 si A(c+4)=3.

b1.1) A(c+4)=2

Como el elemento 4c+11 = 2c+7+c+4+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer
el elemento 2c+ 7 al conjunto As.

Tendriamos el caso b1.1.1 si A(2¢+7) =1 yelcaso bl.1.2 si A(2c+7)=3.
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b1.1.1) A@c+7)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+16 y 4c+12 enlos conjuntos A2 y Az que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3¢+9, e+ 13, 2c+ 7}
Az D {2, 4c+ 11, ¢+ 4, 6¢ + 16}
A3 D {3,3c+38, 2c+ 8, 4c+ 12}

Segtin coloquemos el elemento 8c+20 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + z2 +c = z3

SiA(8c+20)=1=>8c+20=5c+13+2c+7+c
SiABc+20)=2=8c+20=6c+16+c+4+c
SiA(8c+20)=3=8c+20=4c+12+4+3c+8+¢c

b1.1.2) A@2c+7) =3

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢+ 15, 6¢c+ 14, 2c+ 6 y 4c+ 10 en los conjuntos A,
Az y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

0 A1 D{1,3¢+9, 5¢+ 13, 6¢+ 15}
Ay D {2, 4c+ 11, ¢+ 4, 6c + 14}
As D {3,3¢c+8,2c+8,2c+7,2c+ 6, 4c + 10}

Segtn coloquemos el elemento 7c+16 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 22 +c =23

SiA(Tc+16)=1=T7c+16=6c+15+1+c¢
SiA(Tc+16) =2 = Te+16 = 6c+ 14+ 2 + ¢
SiA(Tc+16) =3 = Tc+16 =4dc+ 10+ 2c+ 6 + ¢

b1l.2) A(c+4)=3

Ay D {1, 3¢+ 9, 5c+ 13}
As D {2, 4+ 11}
A3 D {3,3c+38,2c+8, c+4}

Se introduce a la fuerza el elemento 4c + 12 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

Como el elemento 2c 4+ 8 = ¢ + 5 + 3 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento ¢+ 5 al conjunto As.

Se obtiene el caso b1.2.1 si A(c+5) =1 yelcaso bl.2.2 si A(c+5) = 2.
b1.21) A(c+5)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 2c+6 y 5c+ 14 enlos conjuntos Az y As que mantienen
la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1,3c+9, 5c+ 13, ¢+ 5}
Az D {2, 4c+ 11, 4c + 12, 2¢ + 6}
AI32{37 3C+87 2C+87C+47 5C+14}
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Segtin coloquemos el elemento 7c+18 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacionz; +z2 +c =3
SiA(Tc+18)=1=T7c+18=5c+13+c+5+c
SiA(Te+18)=2=Tc+18=4c+ 12+ 2c+6+c¢
SiA(Tc+18)=3=Tc+18=56c+14+c+4+c

b1.2.2) A(c+5)=2

Se introduce a la fuerza el elemento 2c + 7 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

A1 D {1, 3¢+9, 5c+13, 2c + 7}
A2 D {2,4c+ 11, 4c+ 12, ¢+ 5}
As 2 {3,3c+8,2c+8, c+4}

Segtin coloquemos el elemento 6¢+16 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + 2 + ¢ = 3
SiA(6c+16) =1=6c+16=3c+9+2c+7+c
SiA(6c+16) =2=6c+16=4c+11+c+5+c
SiA(6c+16) =3 = 6c+ 16 =3c+8+2c+8+c

b2) A(Bc+13)=3

Al :_) {17 3C+ 9}
A D {2, e+ 11}
As D {3,3c+38, 2¢+ 8, 5¢c+ 13}

Se introducen a la fuerza los elementos 9c+ 21, 4c+ 10, 8¢+ 20 y 5c+ 12 enlos conjuntos A,
Az y A3z que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 3¢+9, 9c+ 21}
Az D {2, 4c+ 11, 4c + 10, 8¢ + 20}
As 2 {3,3c+8, 2¢+8, 5c+ 13, bc + 12}

Como el elemento 5¢+12 = 3c+8+c+4+ ¢ es una soluciébn monocromatica, no puede pertenecer

el elemento ¢ +4 al conjunto As.
Obtenemos el caso b2.1 si A(c+4) =1 yelcaso b2.2 si A(c+4) =2.

b2.1) A(c+4)=1

Se introduce a la fuerza el elemento 2c + 5 en el conjunto A2 que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta y obtenemos:

A1 2{1,3¢+9, 9c+ 21, c+4}
Az D {2, 4c+ 11, 4¢ + 10, 8¢ + 20, 2¢ + 5}
As D {3, 3¢ +8, 2c + 8, 5¢ + 13, 5c + 12}

Segtin coloquemos el elemento c+5 en A;, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromiticas
alaecuacién zi1 + 2 +c =3
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SiA(c+5)=1=3c+9=c+5+c+4+c
SiA(c+5)=2=4c+10=c+5+2c+5+c
SiA(c+5)=3=>2c+8=c+5+3+c¢c

b2.2) A(c+4)=2

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 16, 2c+6 y 2c+ 7 enlos conjuntos A; y Az que
mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,3c+9, 9c+ 21, 6c+ 16, 2¢ + 6}
Ay D {2, dc+ 11, dc + 10, 8c + 20, ¢ + 4}
A3 D {3, 3c+8,2c+8, 5c+ 13, 5e+ 12, 2¢ + 7}

Segtn coloquemos el elemento 6¢+15 en Ay, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibn 1 + 22 +c =23

SiA(6c+15) =1=6c+15=3c+9+2c+6+c¢
SiA(6c+15) =2=6c+ 15=4c+1l+c+4+c
SiA(6c+15) =3 = 6c+15=5c+12+3+¢

Resumimos el Caso 5.3.2.1 en el esquema siguiente:

A(C+6):1{ c z§i2
A(2c+8) =2 L JA(c+4)=2
A(c+6) =3 A(5C+13)_1{Ac _
A(c+13) =3
A(5c+13) =1 Alc+5) :1
Alc+4)=3 Alc15) =2
A(2c+8)=3

c+4)=1

c+4)=2

_ o)A
A(5c+13) =3 {A(

Continuamos con el Caso 5.3.2.2 con A(3c+9) =3

CASO 5.3.2.2
Ay D {1}
Ay D {2, 4c+ 11}
As D {3,3c+38, 3c+9}
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El elemento 3c+9 = 2c¢+6+3+c es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
2c¢+ 6 al conjunto As.

Analizaremos el Caso 5.3.2.2a si A(2c+6) =1 yel Cas05.3.22b si A(2c+6) = 2.
CASO 5.3.2.2
a) A(2c+6)=1

Al 2 {1, 2C+6}
Az D {2, 4c+ 11}
Az D {3, 3¢+8, 3¢+ 9}

El elemento 2c+6 = c+5+1+c¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
c+5 al conjunto A;.

Se obtiene el caso al si A(c+5) =2 yelcaso a2 si A(c+5)=3.
al) A(c+5)=2

Como el elemento 2c¢+ 7 = c+ 54 2 + ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el
elemento 2c¢+ 7 al conjunto As.

Se estudia el caso al.l si A(2¢+7) =1 yelcaso al.2 si A(2¢+7)=3.
all) AQ@c+7)=1

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 16,7c + 17 y 5c + 13 en los conjuntos A; ,A2 y A3
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

Ay D {1, 2¢+6, 2c+ 7, 6¢ + 16}
Az D42, 4c+ 11, ¢+ 5, 7c+ 17}
A3 D {3, 3c+8, 3¢+09, 5c+ 13}

Segtin coloquemos el elemento 9c+22 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion z1 + z2 + c =3
SiA(9c+22)=1=9c+22=06c+16+2c+6+c
SiA9c+22)=2=9c+22=Tc+17+c+5+c¢
SiA9c+22) =3=9c+22=5c+13+3c+9+¢c

al2) A@2c+7)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 6¢ + 16 ,5c¢+ 13, 7c+ 17 y 9c+ 22 enlos conjuntos Ay,
Az y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 2 {1, 2¢+6, 6¢c+ 16, 5c + 13}
A2 D {2,4c+ 11, c+ 5, Tc+ 17}
As D {3,3c+8,3c+9,2c+7, 9c+ 22}

Segtin coloquemos el elemento 8c+19 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacién zi + 2 +c =3
SiABc+19)=1=8+19=5c+13+2c+6+c
SiABc+19)=2=8c+19=Tc+17+2+c¢c
SiIABc+19)=3=9c+22=8c+19+3+c
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a2) A(c+5) =3

A1 2{1, 26+6}
Ay D {2, de + 11}
As 2 {3,3¢+8,3¢+9,c+5}

Se introducen a la fuerza los elementos 5c + 13, 5c+ 14, ¢+ 4, 4c+12, 2c¢+8 y 7c+ 17 enlos
conjuntos A; y Az que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D{1,2¢+6,5c+ 13, 5¢c+ 14, ¢ + 4}
Ay D {2, 4c+ 11, 4+ 12, 2c + 8, Te + 17}
A3 D{3,3c+8,3c+9, c+5}

Segtn coloquemos el elemento 2c+5 en A1, A2 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacibn 1 + 22 +c =23

SiA(2c+5)=1=2c+b5=c+4+1+c
SiA(2c+5)=2=Tc+1T=4c+124+2c+5+¢
SiA(2c+5)=3=3c+8=2c+5+3+¢c

CASO 5.3.2.2
b) A(2c+6)=2

A D {1}
Az D {2, 4c+ 11, 2¢ + 6}
A3 D {3, 3c+8, 3c+ 9}

Se introduce a la fuerza el elemento 7c + 17 en el conjunto A; que mantiene la propiedad de ser
libre de suma estricta.

El elemento 2c+6 = c+4+2+ ¢ es una solucién monocromatica, no puede pertenecer el elemento
c+4 al conjunto As.

Se obtiene el caso bl si A(c+4) =1 yelcaso b2 si A(c+4)=3.
bl) A(c+4)=1

Se introducen a la fuerza los elementos c+ 5, 6¢c+ 16 y 5c+ 13 enlos conjuntos A1 ,A> y As
que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, 7Tc+ 17, c+4, c+ 5}
Ay D {2, de + 11, 2¢ + 6, 6¢ + 16}
As 2 {3,3c+8,3c+9, 5c+ 13}

Segtn coloquemos el elemento 9¢+22 en Ay, Az 6 A3 se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuaciéon z1 + x2 + ¢ = x3

SiAOc+22)=1=9c+22=Tc+17T+c+5+c
SiA(9c+22) =2 = 9c+ 22 =6c+ 16+ 2+ 6 + ¢
SiA9c+22)=3=9c+22=5c+13+3c+9+¢c
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b2) A(c+4)=3

Se introducen a la fuerza los elementos 5c+ 13, ¢+5, 5c+12 y 6¢+ 14 enlos conjuntos A; , As
y As que mantienen la propiedad de ser libres de suma estricta y obtenemos:

A1 D {1, Te+ 17, 5¢+ 13, ¢+ 5}
Az D {2, 4c+ 11, 2¢+ 6, 5c + 12}
A3 D {3,3c+8,3c+9, c+4, 6c+ 14}

Segtin coloquemos el elemento 8c+18 en A1, A2 6 As se obtienen las siguientes soluciones monocromdticas
alaecuacion 1 + z2 + c =3
SiA(Bc+18) =1=8c+18=Tc+ 17+ 1+¢
SiA(Bc+18) =2 =8¢+ 18 =5c+ 12+ 2c+ 6+ ¢
SiABc+18)=3=8c+18=6¢c+14+c+4+c

Resumimos el Caso 5.3.2.2 en el esquema siguiente:

A2c+T7) =1
A(C+5)—2{

A(2c¢+6) =1 A(2c+7)=3
A(Bc+9)=3 Alc+5)=3
. Alc+4)=1
A(2c+6)_2{ i1

Con este ultimo caso hemos concluido la demostracién de la cota superior, es decir que Niimero de
Rado estricto, SR(3, ¢) satisface SR(3,¢c) < 13c¢ + 22, siendo ¢ > 0.

Los tres subconjuntos libres de suma estricta en el sentido de Rado son:

Ay ={1,.c+2,3c+7,..,4c+7,9¢ + 17, .,10c + 17,12¢ + 21, ..., 13¢ + 21}
Ay ={c+3,...,3c+6,10c + 18, ..., 12¢ + 20}

As = {4c+8,4c+9,...,9c + 16}
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Capitulo 11

Conclusiones y Problemas Abiertos

En este capitulo resumiremos los avances que hemos obtenido de los ntimeros de Schur estrictos y
de los nimeros de Rado estrictos en el desarrollo de esta tesis, asi como las nuevas lineas para seguir
avanzando.

11.1. Conclusiones

Nuestro objetivo en esta tesis ha sido encontrar nuevos valores exactos, cotas inferiores y/6 cotas
superiores de los niimeros de Schur estrictos y de los nimeros de Rado estrictos.

En la primera parte de la memoria nos hemos centrado en el estudio de los ntimeros de Schur estric-
tos. Usando la aplicacién Blacktrack hemos conseguido encontrar nuevos valores exactos. Hemos proba-
do una relacién entre estos ntimeros y los ntimeros de Ramsey que ha dado lugar a una cota superior
y también hemos obtenido cotas inferiores, asi como un procedimiento para continuar mejorando éstas.
La relacién entre los nameros de Schur estrictos y los nimeros de Ramsey es de gran relevancia, puesto
que el avance en nuestras cotas inferiores puede dar lugar a nuevos avances en los niameros de Ramsey,
6 bien con los progresos que vayan surgiendo de los nimeros de Ramsey mejorar las cotas superiores de
los ntimeros de Schur estrictos.

La segunda parte de la memoria la hemos dedicado a los resultados que consideramos més impor-
tantes de este trabajo, el calculo de los valores exactos de los nimeros de Rado estrictos, consiguiendo
SR(2,¢) y SR(3,¢).

11.2. Problemas Abiertos

= Avanzar en el cilculo de nuevos valores exactos de los ntimeros de Schur y de los ntimeros de
Schur estrictos, mejorando el algoritmo Backtrack y/6 utilizando programacién en paralelo, asf co-
mo buscar nuevas estrategias como movernos sobre rectas fijadas.

= Seguir afinando las cotas inferiores.

= Estudiar las posibilidades de avances en los ntiimeros de Ramsey usando los nuevos resultados
que vayamos obteniendo de los nimeros de Schur estrictos y viceversa.

= Encontrar el valor exacto de SR(4, c¢) 6 bien acotaciones.

= Hacer estudios similares considerando en lugar de sucesiones de enteros positivos, sucesiones
aritméticas 6 sucesiones de primos.

= Buscar nuevos nimeros de Rado estrictos considerando dos 6 més ecuaciones diofénticas.
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