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Introduccion

Numerosos problemas que han surgido en diversas ciencias como la fisica,
biologia o economia han encontrado en las ecuaciones diferenciales y en las
ecuaciones en diferencias modelos adecuados para su estudio y resolucién. Estas
ecuaciones han demostrado su eficacia a la hora de expresar matematicamen-
te procesos evolutivos continuos o discretos, respectivamente. Un anélisis més
profundo de algunos fenémenos muestra que en muchos casos estas ecuaciones
no son suficientes para encontrar un modelo que los represente y los analice de
una forma adecuada. Es asi como las ecuaciones dindmicas surgen de la nece-
sidad de encontrar modelos que se adapten mejor a la realidad. Con ellas se
estudia la evolucién de una gran cantidad de procesos definidos en conjuntos
cerrados arbitrarios, resultando ser un adecuado modelo para diferentes proble-
mas econoémicos y poblacionales. Pensar, por ejemplo, en la evolucién de una
especie en la que sus individuos viven en un determinado periodo de tiempo,
por ejemplo en una estacion, y justamente antes de su muerte ponen sus huevos
y los nuevos individuos nacen al inicio de un nuevo periodo posterior; en [37] se
pueden ver diferentes especies que siguen este comportamiento.

Los objetivos de la teoria de ecuaciones dindmicas en conjuntos cerrados de
numeros reales, cuyo origen se encuentra en la tesis doctoral de Stefan Hilger
defendida en 1988, son estudiar bajo una misma formulaciéon ecuaciones dife-
renciales y en diferencias ademds de estudiar ecuaciones en un conjunto cerrado
y no vacio arbitrario de ntimeros reales con partes discretas y continuas como
puede ser una sucesion y su limite o un conjunto de Cantor, entre otros. Los
conceptos bésicos y propiedades fundamentales de esta teoria se pueden ver en
[25, 26].

Una tarea importante de las matemdticas de hoy en dia es armonizar lo
continuo y lo discreto, para incluirlos en una matematica global y para

eliminar la oscuridad de ambas.

E. T. Bell, Men of Mathematics, Simon and Schuster, New York, 1937.

El trabajo llevado a cabo en esta memoria se puede dividir en dos partes
claramente diferenciadas, la primera de ellas, referida al andlisis en conjuntos
cerrados de ntimeros reales arbitrarios, donde se recogen y desarrollan las herra-
mientas necesarias para el estudio, en la segunda, de la existencia de solucion,
en el sentido clésico, en el sentido de Carathéodory o en el sentido de las distri-
buciones de ecuaciones dinamicas de primer y segundo orden.



Respecto a la primera parte, recogida en el capitulo 1 y dedicada al andlisis en
conjuntos cerrados arbitrarios, nos hemos centrado en la teoria de la A—medida
y A—integracién de Lebesgue dado que el grado de desarrollo de éstas constituye
una pieza clave en el estudio de la existencia de soluciones débiles de ecuaciones
dindmicas. Los primeros resultados que hemos obtenido relacionados con este
tema se recogen en la seccién 1.3, donde se obtiene una nueva férmula para el
calculo de la A—integral de Lebesgue como suma de una integral de Lebesgue
ma&s una serie numérica en la que se pone de manifiesto la divisién del calculo
en sus partes discreta y real; dicha igualdad ha sido demostrada caracterizando
previamente la A—medida en términos de medidas conocidas. La férmula ante-
rior ha permitido no sélo calcular explicitamente el valor de las A—primitivas de
funciones elementales en conjuntos cerrados arbitrarios, lo cual hasta su conoci-
miento habia sido imposible, sino también profundizar en aspectos importantes
de la teorfa de la A—integracién como son las diversas caracterizaciones de las
funciones absolutamente continuas probadas en la seccién 1.4, conocidas cuando
el conjunto estd formado solamente por puntos densos pero no para un conjunto
cerrado arbitrario. Los resultados recogidos en las secciones 1.3 y 1.4 han permi-
tido profundizar en otro de los aspectos fundamentales para la demostracion de
existencia de soluciones débiles de problemas de frontera como son los espacios
de Sobolev. A pesar de la gran importancia de estos espacios y de la informa-
cién detallada de que se dispone cuando éstos estdn definidos en un dominio del
espacio euclideo dotado de la medida de Lebesgue, el trabajo que realizamos
en la seccion 1.5 es el primero en el que se definen y estudian sus propiedades
fundamentales cuando éstos estan definidos en un conjunto cerrado y acotado
arbitrario dotado de la A—medida de Lebesgue; asimismo, hemos demostrado
una equivalencia entre éstos y los usuales espacios de Sobolev definidos en un
intervalo de la recta real. Ademas, este trabajo ha permitido probar en la seccién
1.6 una desigualdad tipo Wirtinger que relaciona la norma en L% de la potencia
sigma de las funciones absolutamente continuas con A—derivada en L3 con la
norma en L3 de su A—derivada, como consecuencia de la cual se deducen de
forma inmediata algunas de las conocidas desigualdades tipo Wirtinger en los
casos real y discreto.

Dedicamos los capitulos 2 y 3 a la segunda parte de nuestro trabajo, esto es,
el estudio de ecuaciones dinamicas.

En el capitulo 2 se trata el problema de existencia de solucién en el sentido
débil de diversos problemas de ecuaciones dindmicas de primer orden.

En la seccion 2.3 se demuestra la existencia de soluciones extremales de
un problema con condiciones iniciales de primer orden en el que la funcién
que define la parte no lineal de la ecuacién es una funcién L —Carathéodory,
como consecuencia de dicho resultado, se obtiene el andlogo permitiendo dis-
continuidad en la parte no lineal de la ecuacién; el método empleado es una
adaptacion del clasico método de Peano, esto es, la aproximacién de las solu-
ciones extremales mediante subsoluciones y sobresoluciones de dicho problema;
como caracteristica a destacar de este trabajo es que los resultados obtenidos
son validos en el caso discreto tanto para el problema implicito como para el
explicito. La técnica de las sub y sobresoluciones ha sido empleada en diferentes



aplicaciones de una gran cantidad de problemas de frontera tanto discretos como
continuos. Esta teoria permite, bajo ciertas condiciones, dar pruebas construc-
tivas de existencia de solucién definiendo sucesiones monoétonas que convergen
a las soluciones extremales del problema considerado en un sector comprendido
entre una subsolucién y una sobresolucién.

El objetivo de la seccién 2.4 es el de demostrar la existencia de solucién
de un problema de frontera de primer orden con condiciones de frontera no
lineales en el que la funciéon que determina la parte no lineal de la ecuacién
es una funcién LY —Carathéodory y asumiendo la existencia de un par de sub
y sobresoluciones de dicho problema. Las hipdtesis que verifica la funciéon que
define las condiciones en la frontera permiten que el problema estudiado cubra
tanto las condiciones periédicas como las antiperiédicas; ademas, la dependencia
funcional en la segunda variable posibilita otros tipos de condiciones de frontera
no lineales diferentes. Asimismo, se ha demostrado la unicidad de solucién de
un problema de frontera que generaliza el antiperiédico y se ha desarrollado un
método mondtono para aproximarla.

La seccién 2.5 esta dedicada al estudio de existencia de soluciones extremales
en presencia de subsoluciones y sobresoluciones de diversas ecuaciones dindmicas
funcionales con condiciones de frontera funcionales en las que la parte no lineal
de la ecuacién es una funcién Li —Carathéodory y se proporcionan diversos
métodos mondtonos para aproximarlas.

La seccion 2.6 se dedica al estudio de la existencia, unicidad y aproximacién
de soluciones de un problema de frontera de primer orden en un intervalo de
un subconjunto cerrado de R, que toma sus valores en otro subconjunto cerrado
de R a través de su problema reciproco. Los resultados de existencia y apro-
ximacion de soluciones extremales para ecuaciones dinamicas con condiciones
iniciales probados en secciones anteriores son la clave para obtener los resultados
considerando ecuaciones dindmicas cuya parte no lineal es no negativa y verifi-
can un cierto tipo de condiciones de Carathéodory inversas y discontinuidad.

En la seccién 2.7 probamos la existencia y aproximacion de soluciones extre-
males de un sistema con infinitas ecuaciones dindmicas funcionales con condi-
ciones de frontera funcionales en presencia de subsoluciones y sobresoluciones.
Los resultados obtenidos en secciones anteriores sobre la existencia de soluciones
extremales para la ecuacion dindmica escalar con condicién inicial y el Teorema
de Tarski son la base para la obtencion de los resultados de esta seccion.

Dedicamos el capitulo 3 al estudio de diversos problemas de ecuaciones
dindamicas de segundo orden. Hemos utilizado un enfoque variacional, asi como
la teoria de puntos criticos, para establecer la existencia de multiples soluciones
positivas de diversas ecuaciones dindmicas, tanto regulares como singulares, de
segundo orden con condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera. En las
secciones 3.2 y 3.3 se demuestra la existencia de soluciones en el sentido débil
de ciertos problemas mientras que el objetivo de la secciéon 3.4 es probar la
existencia de soluciones en el sentido de las distribuciones de otro problema. La
desigualdad de Wirtinger serd la clave para garantizar que el operador usado
en la formulacién variacional de los distintos problemas considerados es acota-
do superiormente y coercivo, y de ahi poder asegurar, por la teoria de puntos



criticos, la existencia de un minimo que serd la soluciéon débil del problema.

Los resultados obtenidos son muy novedosos en la literatura, tanto por la
técnica empleada para demostrarlos como por la amplia clase de funciones que
se pueden elegir en la parte no lineal de la ecuacién.

Al comienzo de cada capitulo se incluye una introduccién en la que se deta-
llan los contenidos y objetivos del mismo.

Los trabajos de investigacién que han dado lugar a esta memoria han sido
publicados en diversas revistas cientificas [10, 11, 12, 13, 14, 32, 33, 34, 74, 75,
76, 77].



Capitulo 1

Analisis en conjuntos
cerrados de numeros reales

1.1. Introduccion

En la seccion 1.2 presentamos las definiciones y conceptos basicos de la teoria
de ecuaciones dindamicas asi como las propiedades fundamentales que se derivan
de la definicién de los operadores dados. Las demostraciones detalladas pueden
verse en las monografias de Bohner y Peterson [25, 26].

En la seccion 1.3 se introduce una medida, la A—medida de Lebesgue, y la
integracién respecto de esa medida en un conjunto cerrado de nimeros reales
arbitrario T.

Algunas de las primeras referencias que conocemos que tratan de medida e
integracién en subconjuntos cerrados de R son [21, 61]. Posteriormente, Bohner
y Guseinov han desarrollado, en [26, Capitulo 5], la teorfa fundamental de la
A—integral de Lebesgue, ademdas de establecer la relacién entre Riemann y
Lebesgue A—integrales.

Sin embargo, la obtencién del valor exacto de la A—integral de una funcién
Riemann A—integrable en un conjunto cerrado arbitrario T era un problema que
permanecia sin resolver, de hecho, la mayoria de las A—primitivas de funciones
elementales eran desconocidas para conjuntos cerrados T arbitrarios.

En el estudio que realizamos, comparamos la Lebesgue A—integrabilidad con
la Lebesgue integrabilidad y obtenemos una férmula para calcular la Lebesgue
A—integral como una integral de Lebesgue en T, m&s una serie de nimeros
reales en la que sélo estdn involucrados los puntos aislados por la derecha. Esto
nos permitird obtener A—primitivas de funciones importantes en la teorfa de
ecuaciones dindmicas.

Para finalizar, en la subseccién 1.3.5 se introducen los espacios LY, relacio-
nados con la A—medida de Lebesgue, y se establece la relacién entre los espacios
L} y los habituales espacios L? relacionados con la medida de Lebesgue.

En la seccién 1.4 establecemos el concepto de funcién absolutamente continua



en un conjunto cerrado de nimeros reales T y probamos una caracterizacion
que generaliza la dada para el caso real en el cldsico teorema de Banach-Zarecki.
Ademas, probamos que, como en el caso real, la clase de funciones absolutamente
continuas es aquella para la cual el teorema fundamental del cdlculo es valido. A
continuacion obtenemos un criterio para la continuidad absoluta de la funciéon
inversa de una funcién absolutamente continua y estrictamente monétona en T.

Los espacios de Sobolev son una herramienta fundamental en el andlisis
real, por ejemplo, en el uso de métodos variacionales para resolver problemas
en ecuaciones diferenciales, en derivadas parciales y en ecuaciones en diferencias
con condiciones de contorno. A pesar de que la teoria es bien conocida para
funciones definidas en intervalos abiertos y acotados de nimeros reales, ver [27],
y es trivial para funciones definidas en subconjuntos acotados arbitrarios de
nameros enteros, no estaba desarrollada en conjuntos cerrados arbitrarios de R.
En la seccién 1.5 estudiaremos la teoria de los espacios de Sobolev de funciones
definidas en un intervalo cerrado de conjuntos cerrados arbitrarios de nimeros
reales con la A—medida de Lebesgue. Demostraremos que para estos espacios
se verifican propiedades andlogas a las de los espacios de Sobolev de funciones
definidas en un intervalo abierto de nimeros reales.

Las desigualdades de tipo Wirtinger juegan un papel muy importante en el
desarrollo de técnicas variacionales para resolver problemas de frontera de ecua-
ciones diferenciales ordinarias, en derivadas parciales y ecuaciones en diferencias.
Muchas de las versiones de esta clase de desigualdades han sido estudiadas en el
caso continuo, ver [7, 22, 41, 55, 69, 71, 84], y en el caso discreto, ver [2, 7, 73].
En [3, Teorema 6.8] o en [25, Teorema 6.33], los autores prueban una desigual-
dad de tipo Wirtinger para la A—integral de Riemann en un conjunto cerrado
de ntimeros reales T arbitrario.

En la seccién 1.6 estudiamos desigualdades de tipo Wirtinger para la A—inte-
gral de Lebesgue en un conjunto cerrado arbitrario de nimeros reales T. De-
mostramos una desigualdad general para una clase de funciones absolutamente
continuas en subintervalos cerrados de un adecuado subconjunto de T. Utilizan-
do esta expresion y suponiendo que T es acotado, deducimos una desigualdad
general que es vélida para toda funcién absolutamente continua en T que se
anula en la frontera de T y tal que su A—derivada pertenece a L3 ([a,b) N'T).
Este tipo de desigualdades pueden ser aplicadas en el estudio de numerosos pro-
blemas de frontera para ecuaciones dindmicas y seran utilizadas en el capitulo 3
para demostrar, mediante técnicas variacionales y la teoria de puntos criticos, la
existencia de multiples soluciones positivas de algunas ecuaciones dinamicas de
segundo orden con condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera. La de-
sigualdad serd la clave para garantizar que el operador usado en la formulacién
variacional de los distintos problemas considerados es acotado superiormente y
coercivo, y de ahi poder asegurar, por la teoria de puntos criticos, la existencia
de un minimo que sera la solucion débil del problema.



1.2. Conceptos basicos

En esta seccién presentamos las definiciones y conceptos bésicos de la teoria
de ecuaciones dinamicas asi como las propiedades fundamentales que se derivan
de la definicién da los operadores dados. Las demostraciones pueden verse en
las monografias de Bohner y Peterson [25, 26].

Presentaremos, entre otros, los conceptos de A—derivada y A—integral de
Riemann en subconjuntos cerrados de R o el de funcién exponencial e, (¢, s).

Usando estos operadores, han sido resueltas algunas cuestiones relativas a
las ecuaciones dindmicas tales como, la expresién general de la solucién de las
ecuaciones lineales de primer y segundo orden [25], la expresién de la funcién
de Green de algunos problemas de frontera lineales [5, 6, 25, 28, 34, 45] o pro-
piedades oscilatorias de ecuaciones dindmicas no lineales de primer y segundo
orden [19, 46, 47, 62].

Un estudio exhaustivo de la A— integral de Riemann puede verse en [53, 54,
24).

Se denota por T un conjunto cerrado arbitrario de nimeros reales. Se consi-
dera en T la topologia inducida por la usual de R.

Definicién 1.2.1 Se definen los operadores o : T — T y p: T — T para cada
teT como

o(t)=nf{seT:s>t}, si t<sup(T) y o(t)=t si t=sup(T),
p(t)y=sup{seT:s<t}, s t>mf(T) y pt)=t si t=inf(T),

respectivamente, y la funcién p: T — RT = [0,00) para cada t € T como

La definicién de los operadores o, p permite la siguiente clasificacién de los
puntos de T.

Definicién 1.2.2 Sea t € T.

Sio(t) > t, se dice que t es aislado por la derecha, mientras que si p(t) <t
se dice que t es aislado por la izquierda.

Si t es aislado por la derecha y aislado por la izquierda se dice que t es
aislado.

Sit <sup(T) y o(t) =t, se dice que t es denso por la derecha.

Sit > nf(T) y p(t) =t, se dice que t es denso por la izquierda.

Un punto que es denso por la derecha y denso por la izquierda se dice que es
denso.

Mediante un sencillo argumento obtenemos la siguiente propiedad del con-
junto de puntos aislados de T.

Proposicion 1.2.3 El conjunto de todos los puntos aislados por la derecha de
T es numerable, esto es, existen I C N y {t;};er C T tales que

R={teT: t<o(t)} = {t;}icr. (1.1)



Demostracion: Supéngase que minT =a y maxT = by sea g : [a,b] — R
definida como
g(t):{t’ si teT,
o(s), si te(s,0(s)), se€T,;

es obvio que la funcién g es mondtona en [a, b] y continua en el conjunto
[a,)\{t € T: t <o(t)}.

Por lo tanto, el resultado es consecuencia del hecho de que el conjunto de
puntos donde una funcién monétona tiene discontinuidades es numerable, [66].

En el caso en que T no sea acotado, de la igualdad T = U (TN (—n,n)) se

neN
deduce la validez del resultado. O

Definicién 1.2.4 Si T tiene un mdzximo, m, que es aislado por la izquierda
entonces se define T" =T — {m}. En otro caso, T" =T.

Definicién 1.2.5 Dada una funcion f : T — R se define la funcion f7 : T — R
como
fo@t) = f(a(t)), paratodo teT,

es decir, f° = foo.
’

Si T C R es un conjunto cerrado y a,b € T, a < b, el subintervalo cerrado
de T de extremos a y b se denota como

la,bl = [a,b]NT.

Anélogamente se denotan el resto de subintervalos de T de extremos a y b.
Si J = la,bly, denotamos por J° = [a,b)r y para cada j € N, j > 1,

J* = la, p (0)]r-

Definicién 1.2.6 Sea f : T — R una funcion y t € T*. Se dice que f es
A—diferenciable en t si existe un nimero real, que denotaremos por fA(t),
tal que para cada € > 0 existe § > 0 tal que

(f(o(®) = £(s) = f2O(o(t) = s)| < € [o(t) — s,

para todo s € (t — §,t + ).

En este caso, f2(t) es la A—derivada de f en t.

Se dice que f es A—diferenciable en T si es A—diferenciable en todot € T*.
Si esto ocurre, la funcion

fAiteT - fAt) eR

es la funcion A—derivada de f en T".

10



Teorema 1.2.7 [25, Teorema 1.16] Sean f : T — R y t € T*. Se verifican las
siguientes propiedades:

1. Si f es A—diferenciable en t, entonces f es continua en t.

2. Si f es continua en un punto t aislado por la derecha, entonces f es
A—diferenciable en t y

_ fle(®) — )
A0 = Tt

3. Sit es denso por la derecha, entonces f es A—diferenciable en t si y solo
si existe y es finito el limite

en cuyo caso,

A = hg; f(tzg = g(S)

4. Si f es A—diferenciable en t, entonces f(a(t)) — f(t) = u(t)f2(t)
Teorema 1.2.8 [25, Teorema 1.20] Sean f,g: T — R funciones A—diferencia-

bles en t € T*.
Se verifican las siguientes propiedades:

1. La funcion f +g: T — R es A—diferenciable en t y
(f +9)2(1) = f2(8) + 9% ().
2. Sia €R, la funcion of : T — R es A—diferenciable en t y
(af)2(t) = af2(t).
3. La funcién f-g: T — R es A—diferenciable en t y
(f-9)2(t) = F2(19(t) + F7(£)g> (1) = F(1)g™ (8) + f2(£)g” (¢)-

4. Sig(t)g°(t) # 0 entonces f : T — R es A—diferenciable en t y
g

9

NS A e 5 g2
( ) () oY

Fl siguiente resultado es una versién de la Regla de L’Hopital para funciones
A—diferenciables que sera utilizada en la seccién 1.6.
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Teorema 1.2.9 [26, Teorema 4.3] Sean f,g: T — R funciones A—diferencia-
bles en T y tg € TU{oo}. Sitg € T, se supone que ty es denso por la izquierda.
Ademds, se supone que

lim f(¢t) = lim g¢(¢t) =0,
t—ty t—ty
y que existe € > 0 tal que
g(t) g*(t) <0
para todo t € T tal que t > %, sit=o00,y0<ty—1t<e, en otro caso.
Entonces se verifica

A A
h’mi{lf fA(t) < HmiI_lfw < hmsup@ < limsup fA(t)
t—ty 4 (t) t—t, g(t) t—ty g t) t—ty g (t)
Definicién 1.2.10 Una funcion f : T — R es dos veces A—diferenciable
si 2la funcion A—derivada de f en T®, f& : T® — R, es A—diferenciable en
T~ = (T%)".
La funcion f2% = (fA‘)A : T*° — R se llama A—derivada de f de orden

2.
Se dice que f esn+1 veces A—diferenciable si la funcién f&" : T*" — R,
es A—diferenciable en T+ = (T“n)n.
La funcion fAnJrl ST

Se denota por

— R se llama A—derivada de f de orden n.

P=0=1d, ¥ =f y T =T

Definicién 1.2.11 Una funcion f : T — R es regular si existe el limite por
la derecha en los puntos de T densos por la derecha y existe el limite por la
izquierda en los puntos de T densos por la izquierda.

Definicién 1.2.12 Una funcion f: T — R es rd—continua si es continua en
los puntos de T densos por la derecha y existe el limite por la izquierda y es
finito en los puntos de T densos por la izquierda.
Se denota
Cra(T)={f: T —R: f es rd—continua},

) = {f T R: [ € CTY), 0<j<n—1; 47 € Cra(T¥)}
SiJ = [a,b]']r CT,
Cra(J)=A{f:J —=R: f es rd—continua en J}
I =T =R € C(Y), 0 <n—1; fA" € CralJ™)}.

Definicién 1.2.13 Se dice que una funcion p : T — R es regresiva si para
cada t € T se cumple que

L+ p(t)p(t) # 0.
Se denota

R={f:T—R: [ esregresiva y rd—continua}.
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Proposicion 1.2.14 El conjunto R es un grupo abeliano con la operacion suma
directa definida para cada p,q € R yt € T" como

fp® q)(t) := p(t) + q(t) + u(t)p(t)q(t);
el elemento simétrico de p € R en (R, ®) estd definido para cada t € T® como
@)
L+ p(t)

Definicién 1.2.15 En el conjunto R se define la operacion sustraccion directa
para cada p,q € R yt € T como

(©p)(t) :=

(req)(t) == (p@(©9)(t).

Los dos teoremas siguientes recogen algunas propiedades de las funciones
regulares y rd—continuas

Teorema 1.2.16 [25, Teorema 1.60] Sea f : T — R. Se cumplen las siguientes
propiedades

1. Si f es continua, entonces f es rd—continua.

2. Si f es rd—continua entonces f es reqular.

3. La aplicacion o es rd—continua.

4. Si f es regular o rd—continua entonces f° también lo es.
5

. Si f es continua y g : T — R es reqular o rd—continua entonces f o g
verifica dicha propiedad.

Teorema 1.2.17 Toda funcién reqular en un intervalo cerrado [a,blr de T es
acotada.

Definicién 1.2.18 Una particion del intervalo [a, bl es un conjunto finito y
ordenado
P= {l‘o,xl, Ce ,xn_l,xn} CT,

donde
a=z0<21<...<Tp_1<xy=0>0

Se denota por P(a,b) el conjunto de todas las particiones del intervalo [a,b]y.

Fl siguiente resultado muestra que es posible encontrar una particién cuyos
puntos estén tan préximos como se quiera.

Lema 1.2.19 /26, Lema 5.7] Dados a,b € T, con a < b, para cada § > 0 existe
una particion P € P(a,b) dada por a = z9 < 1 < ... < x,, = b tal que para
cada k € {1,2,...,n} se verifica o bien

Tp— Th—1 <0
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o bien
T — Tp—1 >0 y  plre) = zp—1.

Se denota como Ps(a,b) el conjunto de todas las particiones que poseen dicha
propiedad.

A continuacién presentaremos el concepto de A—integral de Riemann

Definicién 1.2.20 Sean f : [a,b]r — R una funcion acotada y P € P(a,b),
P = {xp,x1,...,xpn_1,2,} C T. Se llama A—suma de Riemann de [ corres-
pondiente a P al nimero real

n

S=>"f(&) (xi—zi1),
i=1
donde &; € [x;—1,x;)T es arbitrario, 1 <i < n.
Se dice que f es Riemann A—integrable en [a,b]r si existe I € R verifi-
cando que para todo € > 0 existe & > 0 tal que

|S—1Il<e
para toda A—suma de Riemann S de f correspondiente a cada P € Pgs(a,b)

independiente de la eleccion de &; € [x;—1, ;)1 para cada 1 < i < n.

Si existe I € R wverificando tal condicion se denota por f; f@t) At y se llama
A—integral de Riemann de f en [a,b|r.

En la definicion anterior se supone a < b; dicha restriccion se elimina con
las siguientes definiciones

/:f(t)Atzo

/baf(t) At:—/abf(t) At.

El concepto de funcién exponencial sobre funciones regresivas y rd—continuas
que presentaremos a continuacion, permitird la obtencién de la expresién general
de la solucién de una ecuacién dindmica de primer orden lineal.

Definicién 1.2.21 Dado h > 0, se definen los siguientes conjuntos

(Ch::{zE(C: z;«é—i},

Zh::{zE(C: —%< Im(z)ﬁ%}7
y la transformacion cilindrica &, : Cp, — Zy, para cada z € Cp, como
Log (1+ zh
u(x) = 8L,
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donde Log es la determinacion principal de la funcion logaritmo.
Si h =0, se define

Cop:=C=:%Z Y o :=1d:Cy — Zy.

Definicién 1.2.22 Sip € R, se define la funcién exponencial e, : TxT — C
para cada (s,t) € T x T como

ent) =0 ([ 60161 5).

donde la transformacion cilindrica &, estd introducida en la Definicion 1.2.21.

A continuacién enunciaremos una serie de resultados acerca de la funcién
exponencial, cuyas pruebas se pueden ver en [25].

Teorema 1.2.23 Sip,q € R yt,s,r € T, entonces se verifican las siguientes
propiedades

1. eo(t,s) =1 yep(t,t) =1.

2. ep(o(t),s) = (1 + p(t)p(t))ep(t; s)-

1
3. ) = egp(t, s).
1
4. ep(t,s) = D)
5. ep(t,s)ep(s,m) =ep(t,r).
6. ep(t,s)eq(t, s) = epaq(t,s).
Gp(t, 5) _
7 caltns) epoq(t, s).

Teorema 1.2.24 Si 1+ up > 0 en T*, entonces para todo t,tg € T se cumple
que

ep(t, to) > 0.
Teorema 1.2.25 Sip € R, entonces para cada tg € T, el problema de valor

micial
{ A (t) = pt)z(t);  t € [to, o0,
I(to) = 1,

tiene una unica solucion, dada por ey(-,to) : [to, 0]y — R.
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Teorema 1.2.26 Si p € R, entonces para cada aplicacion f : [tyg,00]; — R
rd—continua, tg € T y xg € R, el problema de valor inicial

{ a®(t) = p(t)z(t) + f(t); € [to, oy,
z(to) = o,

tiene una Unica solucion, dada para cada t € [tg,00] N'T por

(t) = eyt o) 70 +/ e(t, () f(s) As.

to

Teorema 1.2.27 Sip € R y a,b,c € T, entonces se satisfacen las siguientes

igualdades
lep(e, )] = —plep(c, )"

b
/ p(s)ep(ca(s5)) As = ep(e,a) — ep(c,b).

Teorema 1.2.28 Si p € R, entonces para cada aplicacion rd-continua f :
[to, 0]y = R, to € T y xo € R, el problema de valor inicial

{ a®(t) = —p(t)27(t) + f(t); ¢ € [to, o0y,
z(to) = o,

tiene una unica solucion, dada para cada t € [ty, ool por

z(t) = egp(t, to)zo +/ eop(t,a(s))f(s) As.

to

Ejemplo 1.2.29 Veamos en varios conjuntos T C R cerrados, cudl es la expre-
sion de la aplicacion exponencial.

1. §i T =R, entonces, para todos a,t,tg € R, se verifica que
ealt,tg) = e2(tt0),
2. Si T =Z, entonces, para todos o« € R, a # —1, t,ty € Z, se verifica que
ea(t to) = (L+a)fto.

3. Dado h € RT, si T = hZ, entonces, para todos o € R, o # —1/h, t,tg €
hZ, se verifica que

ealt,to) = (1+ah) 7.

4. Dado g > 1, si T = qN, entonces, para todos t,ty € qN, tales que t > tg

(¢ —1)gm
ea(t,to) = H (14 (¢—1)as).

s€[to,t)r

y a € R tal que para todo m € N se cumpla o # — , se verifica

que
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1.3. A-—integracién de Lebesgue

El objetivo de esta seccién es conectar la clasica integral de Lebesgue en
conjuntos medibles de R con la A—integral de Lebesgue de funciones definidas
en un conjunto cerrado de nimeros reales arbitrario T tal que minT = a y
max T = b.

Para ello, en la subseccién 1.3.1 recopilamos conceptos basicos de teoria de la
medida e integracién, [66, 80, 83], adaptados a un espacio de medida (T, M(m}))
equipado con la A—medida de Lebesgue que fue introducida en [26]. Ademas,
deducimos la relacién entre la A—medida de Lebesgue, ua, y la medida de
Lebesgue A\ y establecemos un criterio para la A—medibilidad de conjuntos,
que nos permitird, en la subseccién 1.3.2, relacionar las funciones Lebesgue A —
medibles con las funciones Lebesgue medibles.

Lo més relevante de esta seccidn se recoge en la subseccién 1.3.3, donde se
comparan la Lebesgue A—integrabilidad con la Lebesgue integrabilidad y se
da una férmula para calcular la A—integral de Lebesgue como una integral de
Lebesgue, més una serie numérica en la que sélo estan involucrados los puntos
de T aislados por la derecha. Esta férmula pone de manifiesto la separacion del
calculo en T en sus partes continua y discreta.

Usando la férmula anteriormente mencionada, en la subseccién 1.3.4 se de-
ducen las A—primitivas de algunas funciones importantes en la teoria de ecua-
ciones dindmicas como por ejemplo la funcién potencial, la exponencial o las
trigonométricas. Para obtener estas expresiones, es preciso describir detallada-
mente el conjunto de puntos aislados por la derecha del conjunto elegido T.
Para ilustrar los resultados obtenidos, calculamos A—integrales en diferentes
conjuntos T, entre los que se encuentra el cldsico conjunto ternario de Cantor.

Finalizamos la seccién introduciendo los espacios LY, relacionados con la
A—medida de Lebesgue, y estableciendo la relacién existente entre los espacios
L 'y los habituales espacios L? relacionados con la medida de Lebesgue.

1.3.1. A-—medida de Lebesgue

De igual modo que en la medida de Lebesgue, la A—medida de Lebesgue
fa sobre un conjunto cerrado de nidmeros reales arbitrario T se define, en [26,
Seccién 5.7] o [53, Seccién 5], como la extensién de Carathéodory de cierta
medida cuyo procedimiento se detalla a continuacion.

En primer lugar, se definen el conjunto F; = {[&,B)T : &,E eT,a< 5}
y una medida numerablemente aditiva m; : 1 — [0, +00] que asigna a cada
intervalo [a@,b)r € F1 su longitud, es decir,
my([a,b)) = b — a.

Usando el par (Fi,m1) se genera una medida exterior mj sobre P(T), defi-
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nida para cada E € P(T) como

inf Z(l;i—di) eRT, si supT ¢ E,
miE)={ * |

400, si supT € E,

con

R= {[di,l;i)we}'l}iep : I;CN, EC | [dibi)y

B i€lp
Se define la familia
M(m])={ACT: Aes A—medible},
donde un conjunto A C T se dice que es A—medible si la igualdad
mi(B) = mi(E N A)+mi(En (T\A))

es valida para todo subconjunto E de T.

Finalmente, la A—medida de Lebesgue, denotada como pa, es la restriccion
de mi a M(m7).

En el siguiente resultado caracterizamos la A—medida de Lebesgue en térmi-
nos de medidas conocidas.

Proposicién 1.3.1 La A—medida de Lebesgue estd definida sobre los conjuntos
Lebesgue medibles de T; ademds, se verifica la siguiente igualdad:

A+ (o) —ti) - 6, + par, si MET,
il
pA = (1.2)
A+ > (o(t:) —t:) - b, si M¢T,
i€l
donde {t;}icr, I CN, es el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha
de T, M es el supremo de T, A es la medida de Lebesgue, 6, es la medida de
Dirac concentrada ent; y up es una medida degenerada definida como pp(A) =
0si M Avyupy(A) =400 si M € A.

Demostracién: Como consecuencia de las propiedades de medida se deduce
que una relacién andloga a (1.2) es vélida para las medidas exteriores relacio-
nadas con dichas medidas.

De la igualdad para las medidas exteriores se deduce que la A—medida de
Lebesgue estd definida sobre los conjuntos Lebesgue medibles de T y ademas la
validez de la igualdad (1.2). O

Definicién 1.3.2 Sea A C T. Se dice que una propiedad P se verifica en
A—casi todo punto, A—c. t. p., de A si existe un conjunto E C A de A—medida
nula tal que P se satisface para todo t € A\E.

18



1.3.2. Funciones A—medibles

Definicién 1.3.3 Se dice que f : T — R = [—00,+0o0] es A—medible si para
cada o € R, el conjunto f~! ([—o0,a)) ={t €T : f(t) <a} es A—medible.

Teniendo en cuenta la igualdad (1.2) que relaciona la A—medida de Lebesgue
con otras medidas conocidas, se establece un criterio para la A—medibilidad de
funciones. Para ello, dada una funcién f : T — R, se define una funcién auxiliar
que extiende f al intervalo real T U (inf T,supT), f:TuU (inf T,supT) — R

como [ fW), si teT,
78 = { f(ti), st te(tiolt)), 1€l )

donde {¢;}icr, I C N, es el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha
de T.

El resultado obtenido es el siguiente cuya demostracién es omitida por su
simplicidad.

Proposicién 1.3.4 Sean f: T — R y f: TU (inf T,supT) — R la extension
de f a TU (Inf T,supT) definida en (1.3). Entonces, f es A—medible si y sélo
si f es Lebesgue medible.

1.3.3. A-—integracién de funciones A—medibles

Definicién 1.3.5 Se dice que S : T — R es simple si sélo toma una cantidad
finita de valores a, . .., oy, todos ellos diferentes.
n

Si A; = S7™'({ay}), entonces, S = ZoszAj, siendo x a; : T — R la funcion

j=1
caracteristica de Aj;, esto es,
1, si te Aj,
XAj (t) =
0, si te T\AJ

l\iota 1.3.6 No es dificil comprobar que si S : T — R es simple y S =
ZanAJ’ entonces S es A—medible si y sdlo si para todo j € {1,...,n}, A,
jele—medible,

Definicién 1.3.7 Sean E C T un conjunto A—medible y S : T — [0, +00) una
funcion simple y A—medible con S = Zn: a;jxa,- La A—integral de Lebesgue

j=1
de S en E se define como

/ES(S) As = Zaj#A(Aj NE).

j=1

En esta definicion se asume el convenio 0 - oo = 0.
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Definicién 1.3.8 Sean E C T un conjunto A—medible y f : T — [0, +00] una
funcion A—medible. La A—integral de Lebesgue de f en E se define como

[ ) as=sw [ 55 as

donde el supremo es tomado sobre todas las funciones simples, A—medibles,
positivas y menores o iguales que f en T.

Nota 1.3.9 Ndtese que si [ es una funcion simple, las definiciones 1.8.7 y
1.8.8 coinciden.

Definicién 1.3.10 Sean E C T un conjunto A—medible y f : T — R una
funcion A—medible. Se dice que f es Lebesgue A—integrable en F si al
menos uno de los elementos

/Ef+(s) As o /Ef’(s) As,

es finito,donde las partes positiva y negativa de f, f+ y f~ respectivamente,
estdan definidas como f* := max{f,0} y f~ := max{—f,0}.
En tal caso, se define la A—integral de Lebesgue de f en FE como

[ as= [ e as— [ 1 as

La siguiente férmula para calcular la A—integral de Lebesgue fue demos-
trada en [34] relacionando la A—integracién de Lebesgue con la integracién de
Lebesgue, sin embargo, como la igualdad (1.2) expresa pa como una suma nu-
merable de medidas, mediante un sencillo argumento de teoria de la medida se
deduce dicha férmula.

Proposicién 1.3.11 Sea E C T un conjunto A—medible. Si f : T — R es
A—integrable en E, entonces

/E f(s) As = /E £(s) ds+i§5<o<ti>fti>-f<ti>+r<f,E>, (1.4)
donde
pav(E) - f(M), si MeT,
r(f,B) =
0, si M¢T,

Ig:={iel: t;e E}, {titiecr, I CN, es el conjunto de todos los puntos
aislados por la derecha de T y M es el supremo de T.

La igualdad (1.4) permite demostrar la siguiente caracterizacién de las fun-
ciones Lebesgue A—integrables en términos de funciones Lebesgue integrables.
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Proposicién 1.3.12 Supongase que E C T es un conjunto A—medible, E =
EU(inf E,sup E), f : T — R es una funcién A—medible y f : TU(inf T, sup T) —
R es la extension de f a TU (inf T,sup T) definida en (1.3).

Entonces, las siguientes afirmaciones son ciertas:

i) Si supT ¢ E o supT € E y f(supT) = 0, entonces, f es Lebesgue
A—integrable en E si y solo si f es Lebesque integrable en E. En cuyo
caso, se satisface la siguiente igualdad:

[ as= [ o) as

i) SisupT € E y f(supT) > 0, entonces, f es Lebesque A—integrable en E

sty solo si / (f) (s) ds < 4o0. En cuyo caso,/ f(s) As = +o0.
E E

iit) SisupT € E y f(supT) < 0, entonces, f es Lebesque A—integrable en E
sty sélo si [ (f)+(s) ds < +oo. En cuyo caso,/ f(s) As = —o0.
E E

Los siguientes resultados, que pueden verse en [26], muestran la relacién
entre la A—integracién de Lebesgue y de Riemann.

Teorema 1.3.13 [26, Teorema 5.81] Sea [a,b]r un intervalo cerrado de T y
f : [a,blr — R wuna funcion acotada. Si f es Riemann A—integrable en [a,bly
entonces [ es Lebesque A—integrable en [a,b]t, y

[ 16 a0 = JRCES

donde la A—integral de la izquierda denota la A—integral de Riemann y la de
la derecha, la A—integral de Lebesgue.

Teorema 1.3.14 [26, Teorema 5.82] Sea f : [a,blr — R una funcién acotada
en un intervalo cerrado [a,bly de T. Entonces f es Riemann A—integrable en
[a, bl siy sdlo si el conjunto de todos los puntos de [a,b)r densos por la derecha
en los cuales f es discontinua es un conjunto de A—medida cero.

1.3.4. Calculo de A—primitivas.

A continuacién se aplica la ecuacién (1.4) al cédlculo de A—primitivas de fun-
ciones definidas en un conjunto cerrado y acotado arbitrario que sean Riemann
A—integrables.

Noétese que cuando la A—integral de Lebesgue y Riemann coinciden, la ecua-
cién (1.4) cubre las dadas en [25, Teorema 1.79] con FE = [a,b)r, a,b € Ty a <b
para diferentes elecciones de T.

Ademsds, la expresién (1.4) permite aplicar las teorfas de integracién de Le-
besgue y convergencia de series para determinar, en ciertas situaciones, el valor
de la A—integral o, si no es posible, dar estimaciones de tal valor.
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La ecuacién (1.4) proporciona un método para calcular el valor exacto de
la A—integral de Lebesgue de una funciéon Lebesgue A—integrable f en un
conjunto A—medible E C T. Para el cdlculo de A—primitivas, en el siguiente
resultado se reescribe dicha expresién para el caso en que el conjunto A—medible
sea un intervalo de T.

Proposicién 1.3.15 Sea f : TU (inf T,supT) — R una funcién Lebesgue in-
tegrable en T U (Inf T,sup T). Entonces, para todos v, t € T tales que r < t, se
verifica la siguiente igualdad:

/[M)T f(s) As = - f(s) ds+ Z /Z " )) — f(s))ds (1.5)

i€l ¢

siendo Iy :={i €l : t; € [r,t)} y{ti};c;, I CN, es el conjunto de todos los
puntos aislados por la derecha de T.

Demostracién:  La ecuacién (1.4) y la expresién

f(s)ds = f(s) ds+ Z/ ds.

[Tat) [Tat)’ﬂ‘ i€l (ti,o(t: ))

dan lugar al resultado. ad

Dado [r,t] € TU (inf T,supT), por [83, Teorema 6.29], se sabe que si una
funcién acotada f : T U (inf T,supT) — R es Riemann integrable en [r,¢],
entonces, es Lebesgue integrable en [r,t) y los valores de ambas integrales son
iguales.

Ademads, el cldsico criterio de Lebesgue para la Riemann integrabilidad, [83,
Teorema 6.29], establece que una funcién acotada f : T U (inf T,supT) — R es
Riemann integrable en [r,t] si y sélo si el conjunto de puntos de discontinuidad
de f es de medida de Lebesgue nula. Asi pues, por la ecuacién (1.2), resulta
que el conjunto de puntos densos por la derecha de [r,t); en los que fl|r es
discontinua es un conjunto de A—medida nula. Con lo cual, del teorema 1.3.14
se sigue que f|r es Riemann A—integrable en [r,t].

Por consiguiente, si la funcién acotada f : TU (inf T,sup T) — R es Riemann
integrable en [r, 1], la igualdad (1.5) garantiza que

/f Asf/ F(s) ds + Z/U(t Fs))ds,  (16)

i€t ti

donde la integral en el lado izquierdo denota la A—integral de Riemann en
[, t]; mientras que las del lado derecho denotan la integral de Riemann en [r, t]
y [ti, o(t;)] respectivamente.

Como aplicacién de la expresién (1.6) se obtienen las A—integrales de algu-
nas de las funciones elementales que son Riemann A—integrables; dichas expre-
siones son validas en cualquier conjunto cerrado de niimeros reales y tienen una
gran dependencia de su conjunto de puntos aislados por la derecha.

Denotando I, ; como en la proposicién 1.3.15, las siguientes igualdades son
validas para todos n € Ny r,t € T tales que r < t.
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= Funcién potencial.

t n—1 _id
gl _ pntl n (o(t;)" 9 ¢]
/T S 8 + 5 n + 1 1 J ‘ n + 1 :u( Z)
i€l ¢ =

Si 0 ¢ [r,t], entonces,

/tlA =1 E+Z
e s =log

i€l ¢

t; t;

Sin#1y0¢][rt], entonces,

t 1—n 1—-n 1-n 1-n
Lt (et
— A§=— tt " £ .

i€l ¢

= Funcién exponencial. Si « > 0, entonces,

t
1
/ o As =
r log v

= Funciones trigonométricas. Si a # 0, entonces,

al —a" + Z ali (u(ti) loga+1— a“(ti))

i€l ¢

¢
1
/ cosas As = — |senat—senar+ Z ap(t;) cos at;
r @ i€l ¢
t; t;
-2 Z cos [a (t,; + M(21)>} sen%(l)
i€l ¢
y
K 1
/ senas As = — |cosar —cosat + Z apu(t;) sen at;
T « .
i€1 ¢
t; t;
—2 ezl: sen {Oz (ti + M(21)>} sen %(Z)
1elrt

= Usando la féormula de integraciéon por partes para la integral de Riemann,
se obtiene que

t
/seS As = (t—1Det +(1—-r)e”

£ 30 ef [hlu(t) + 1) = (o(ts) — et —1].

i€l ¢
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= Del teorema de cambio de variable en la integral de Riemann se tiene que

t g 12 tip(t;) 1+ (o(t:))?
_° 1 S9N
/r 2 1+ B\ T1re

As =1
14 52 8= 708 1472

= Para obtener la A—integral de Riemann de una funcién f que dependa de
p(t) o de o(t), se redefine la funcién f en el intervalo TU(inf T, sup T) como
f en T y se identifican p(t) = o(t) = ¢t en (inf T,sup T)\T; los siguientes
ejemplos ilustran este hecho.
Para cada r,t € T talesque r <ty j,k,l € Zconj+k+1l=ny
suponiendo que 0 ¢ [r,t] si algin exponente es negativo, se verifican las
siguientes igualdades:

Si n > 0, entonces,

tn—i—l _ Tn-i—l

/ (s st o(s)! As =

n+1

~ (a(t)" 7t
+ ) ety ot > T p(t;)
i€l ¢ 7=0
Si n > 1, entonces,
t 1-n 1-n
t -
J k —lA _
/T p(s) s "a(s) s .
oy (L B A e
itk Y/ _
e p(ti)I t7 o(t;) 1-n

Sin =1, entonces,

/Ttp(s)jskcr(s)l As=log+ Y (”(ti) “log "(t)>

o\t o (L) ti

= A continuacién se calculan las expresiones para funciones que aparecen en
la resolucién de ecuaciones dindmicas lineales de primer y segundo orden.

Sip:TuU (inf T,supT) — R es Riemann integrable y p es rd-continua
y regresiva, entonces, para todos r,t € T tales que r < t, se verifican las

siguientes igualdades:
o(ti)
(1 utept))exp (= [ ps)ds
t.

ep(t,T) = exp </Ttp(5)d5) 11 :

i€l ¢
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R S VO ) 12

Sip:TuU (infT,supT)) — R es Riemann integrable, pjr es rd—continua y

up? es regresiva, entonces, para todos r,t € T, tales que r < t se verifican
las siguientes igualdades:

seny(t,r) = | [ V1+p2(t:)u2(t:) | sen (Fy(t, 7))

i€y
Yy
cosp(t, 1) = H V14 p2(t)p2(t;) | cos (Fy(t, ),
i€l y
con
t O’(ti)
Fy(t,r) :/ p(s) ds+ Z [arctanp(ti)u(ti) —/ p(s) ds] .
r i€,y ti

Nota 1.3.16 Es importante destacar que la expresion obtenida para e,(t,r) cu-
bre las dadas en [25, Tablas 2.3 y 2.4] para ciertos conjuntos cerrados y acotados
particulares.

Usando dicha relacidn, se obtienen de modo inmediato el resultado [25, Teo-
rema 2.44, (i)] que garantiza que si 1+ p(s) p(s) > 0 para todo s € T®, entonces
ep(t,7) >0 en T y los probados en [25, Teorema 2.48, (ii), (iii)] que establecen
que si 1+ p(t) u(t) < 0 para algin t € T, entonces ep(t,r) ep(o(t),r) <0 y si
1+ p(s) pu(s) < 0 para todo s € T*, entonces ey(t,r) cambia de signo en cada
puntot € T.

Notese que si T solamente tiene puntos aislados por la derecha, entonces,

ep(t,r) = H (L4 p(ts)p(ts)),
i€l

expresion que generaliza la dada en [25, Teorema 2.44, (ii)] para el caso en que
1+ p(s) u(s) < 0 para todo s € T*.

Célculo de la A—primitiva de la funcién identidad en diversos conjun-
tos cerrados A continuacién se calcula la A—integral de Riemann en [a, t];
de la funcién identidad en diversos conjuntos cerrados T C R siendo a,t € T
con a < t.

Por la igualdad (1.6), se sabe que

/a sAs:% t? —a® — Z () | . (1.7)
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Si T ={0,h,...,mh}, entonces, para todo ¢t € T se cumple que

¢
/sAs: (tQ—ht).
0

SiT= U [k(a +b),k(a+b) +a], a,b > 0, y denotando como [z] la parte
k=0
entera del niimero real z, para cada t € T se cumple que

t
/5A51<t2b2 {t})
0 2 Cl+b

SiT = U{q_k} U {0} U U{qk}, g > 1, entonces, para todo t € T se
k=0

t 2
/sAs: .
0 q—|—1

Si T ={0,1,4,...,m?}, entonces, para todo t € T se cumple que

/tsAS:t?_ VIV - D)Vi-1)
2

N =

cumple que

3

A continuacion se dedica especial atencién al caso T = C, el clasico con-
junto ternario de Cantor. Para obtener el valor exacto de la A—integral
(1.7), previamente es necesario describir el conjunto de puntos aislados por
la derecha de C'; se puede verificar que estd dado por la siguiente ecuaciéon

R={teT: t<o(t U (U{%z})

m=0

1
donde o1 = 3 y, para todo m > 1,

1
Jmr1 si =1,
tm,l:
2 1 .
mk+3mj si 1=22+k0<j<m-1;1<k< 2.

Finalmente, fijado t € C', es preciso conocer el conjunto de puntos aislados
por la derecha s € C tales que s < t.

Sit € R es un punto aislado por la derecha de C, esto es, t = t,,,; para
ciertos m € Nyl € {1,...,2™}. Por construccién, se sabe que

[e'e} i ( ml)

RO[0,tm,) U U {tri} |,
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donde, para cada k € N, iy(t,,,;) denota el nimero de puntos aislados por
la derecha de C' que son menores o iguales que t,,; y que aparecen en
la etapa k—ésima de la construccion del conjunto ternario de Cantor; su
valor estd dado por

(20 — 1) 2b=(m+D - si o <k — 1,
-1, si m==k,
Zk(tm l) = 1
’ -1 1
j—l+%, sio m=k+1,
Z.k(tm_lﬂ'), si m Z k + 2,
1 1—(—1)!
S A w2
con j 2 { + 9
Por lo tanto, teniendo en cuenta que p(ty ;) = 3=(k+1) para todo k € N y
j€{1,...,2™}, se obtiene la siguiente expresion:
bt 2 l 1 i (tm,1)
[eas = IS i)
0 k=0 \ j=1
2, 1
= e =S tm )
2~ g9m)
donde
(oo} .
ik (tm,1)
Stmi) = Z 32(k+1)
ikt (1) 1Y\ 1
o kE\!m—1,j . -
- Z 32(k+1) + (j -1+ 2 ) 32m
k=0
1—1 e 2k—(m+1)
+32(m+1) +(20-1) Z 32(k+1)
k=m+1
"2 ik (1) (-1)'+1)\ 1
_ k\tm—1,j . -
- Z 32(k+1) + (j 1+ 2 ) 32m
k=0
9 — 2
+7 - 32(m+1)
E icular, dad N, sit = _ o~ 2 1 lti
n particular, dado m € N, si t = ¢, om = il +,€Z:137 es el ultimo

punto en la etapa m—ésima de la construccién del conjunto C', entonces,
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estd claro que para todo k € {0,1,...,m — 1}, se verifica que iyt 2m) =
2% € iy (tm,2m) = 2™ — 1, con lo cual,

1 2
Sltmam) = 7 (1 B 32<m+1>> :

de donde se sigue que

b 2 om 1 2

Por 1ltimo, si t € C' es un punto denso por la derecha, entonces, existe
una sucesién de puntos aislados por la derecha {t, }nen que converge a ty
como consecuencia del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
y de la relacién entre la A—integral de Riemann y de Lebesgue, se tiene
que

t tn
/ s As = lim s As,
0

n—oo 0
donde las integrales de la derecha estan calculadas anteriormente.
Por ejemplo, para t =1, como 1 = lim ¢, om, se tiene que

m—00

1 tm,2m 3
/ s As= lim s As = —.
0 7

m—0o0 0

1.3.5. Espacios L
Definicién 1.3.17 Sean E C T un conjunto A—medible, p € R tal que p > 1

y f: E — R una funcion A—medible. Se dice que f pertencece a LY (FE)
supuesto que o bien se verifica que

/|f|p(s)As<oo st p ER,
E

o0 bien existe una constante C' € R tal que
lfl<C A —ct.p. de E 51 p = +o00.

Nétese que la igualdad (1.4) garantiza que para que f : T — R pertenezca
a LY (T) para algin p € R siendo T acotado superiormente, es necesario que
f(supT) = 0. Es por ello que se trabajard con los conjuntos L (J°), donde J =
la,b]y, a,b € T, a < b, es un subintervalo cerrado arbitrario de T y J° = [a, b) .

A continuacion se enuncian algunas de sus propiedades cuyas demostraciones
para una medida arbitraria se pueden encontrar en [58, 80].

Teorema 1.3.18 Sea p € R tal que p > 1. Entonces, el conjunto L% (J°), con
la identificacion para cada f € LY (J°), f =0 si y sdlo si f =0 en A—casi
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todo punto de J°, es un espacio de Banach con la norma definida para cada
fe L% (J°) como

1/p
» [/ 1P (s) As} 7 si peR
g = ’

mf{CeR : |fI<CA—-c tp deJ°}, si p=-+oo.
(1.8)
Ademds, el conjunto LA (J°) es un espacio de Hilbert con el producto interior
dado para cada (f,g) € L% (J°) x L4 (J°) por

(F)iy = [ 16)-0(s) As (19)

_ _ 1 1
Proposicién 1.3.19 Seanp € R conp > 1 yp' € R verificando que -+—= =1
p P

Entonces, si f € LX(J°) yg € LZ(JO), entonces f-g € LA\(J°) y
17 gl < Wflley - llgll - (1.10)

Esta expresion se llama desigualdad de Holder y desigualdad de Cauchy—Schwarz
cuando p = 2.

Proposicién 1.3.20 Para cada p € R con p > 1, el conjunto C.(J°) de todas
las funciones continuas en J° con soporte compacto en J° es denso en L} (J°).

Como consecuencia de la proposicion 1.3.11 se establece la siguiente equiva-
lencia entre los espacios L (J°) y los habituales espacios L ([a, b]) relacionados
con la medida de Lebesgue.

Corolario 1.3.21 Sean p € R conp > 1, f : J - Ry f : [a,b] — R la
extension de f a [a,b] definida en (1.3).

Entonces, f pertenece a LR (J°) siy sdlo si f pertenece a LP([a,b]). En cuyo
caso, se verifica la siguiente igualdad:

1y = 11l (1.11)

1.3.6. Derivacion de A—integrales

Teorema 1.3.22 Sea E C T un conjunto A—medible tal que supT & E y sea
Q C R un intervalo abierto.
Si g:Q x E — R verifica las siguientes propiedades:

i) Para cada z € Q, g(z,-) € L\(E).

it) Para cadat € E, g(-,t) tiene derivada D1g(-,t) continua en Q uniforme-
mente en E.
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iii) Existe una funcion m € LL (E) tal que
|D1g(z,t)| < mf(t) para todo (z,t) € Q x E.

Entonces, la funcion G : Q2 — R definida para cada x € Q) como

G(z) :z/Eg(J:,t) At (1.12)

tiene derivada continua en 2, G' : Q — R dada por
G'(z) = / Dig(z,t) At. (1.13)
E

Demostracién: Sean x € Q y {z, }nen una sucesién convergente a cero tal
que x,, # 0 para todo n € N. Para cada n € N, sea g,, : E — R definida como

g(x+xp,t) — g(z,1)
Ty,

gn(t) = para todo t € E.

Paracadat € E, de ii) se sigue que nkr_{loo gn(t) = D1g(z,t); ademds, se sabe,
por el teorema del valor medio del calculo diferencial, que para cada n € N existe
e (t) € R tal que g, (t) = D1g(z + n,(t),t), con lo cual, de 4ii) se deduce que
lgn (t)| < m(t) para todo n € N.

Como consecuencia del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
se tiene que D1g(z,-) € LA\(E) y

i [ 9E+Tnt) —

n—oo @ Tn

9(z.t) At :/ Dyg(z,t) At,
B

lo cual concluye la demostracion. ad

1.4. Continuidad absoluta

Es esta seccion establecemos el concepto de funcién absolutamente continua
en un conjunto cerrado de nimeros reales T y probamos una caracterizacién que
generaliza la dada para el caso real en el clésico teorema de Banach-Zarecki (ver,
por ejemplo, [58]). Ademds, mostramos la relacién entre continuidad absoluta
en un intervalo cerrado J de conjunto cerrado de nimeros reales T y continuidad
absoluta en un intervalo real [a, b].

Teniendo en cuenta la equivalencia establecida entre continuidad absoluta
en el intervalo cerrado J de T y la continuidad absoluta en el intervalo real [a, b]
y usando la féormula que relaciona la A—integral de Lebesgue con la integral de
Lebesgue, se probard que, como en el caso real, la clase de funciones absoluta-
mente continuas es aquella para la cual el teorema fundamental del calculo es
valido.

A continuacién obtenemos un criterio para la continuidad absoluta de la fun-
cién inversa de una funcién absolutamente continua y estrictamente mondétona
en un subintervalo cerrado J de T. Asimismo, se deducird la férmula para calcu-
lar la A—derivada de la funcién inversa cuando ésta sea absolutamente continua
en su dominio.
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1.4.1. Definiciones y propiedades

Sea J = [a, by, con a,b € T y a < b, un subintervalo cerrado de T.

Definicién 1.4.1 Sean f:J — R y P = {xq,...,T,} una particion de J, se
define

VP f) =Y I (an) = fapa)l.
k=1
Se define la variacion total de f en J como
VE(f) :==sup{ V(P,f) : P particién de J } € [0,00].

a

Si VA(f) € R, se dice que f es una funcién de variacién acotada en J.

El conjunto de todas las funciones de variacién acotada en J tiene estruc-
tura de espacio vectorial con respecto a las operaciones habituales de suma de
aplicaciones y producto por escalares.

Definicién 1.4.2 Una funcion f : J — R se dice que es absolutamente
continua en J si para cada € > 0 existe un § > 0 tal que si {[{ax, by)p}}_,, con
ap,bi, € J, es una familia de subintervalos de J que son dos a dos disjuntos y

se verifica que
n

Z(bk — ak) < 5,

k=1
entonces,

ST1F(br) — fla)] <e.

k=1

Se denota como AC(J) el espacio vectorial de las funciones absolutamente
continuas en J y para cada n € N, con n > 1, como

AC™(J) = {z € AC(J) : 2™ € AC(J*) para todo j € {1,--- ,n}},

siendo, para cada j € N con j > 1, J* = [a, p? (b))

El teorema de Banach—Zarecki, [58, (18.25)], asegura que una funcién real
g : X C R — R es absolutamente continua en el intervalo cerrado X si y sélo si
se verifican las siguientes condiciones:

i) La aplicacién g es continua y de variacién acotada en X.

ii) La imagen por g de cualquier subconjunto de medida de Lebesgue nula de
X es un conjunto de medida de Lebesgue nula.

A continuacién se probard un teorema similar para funciones definidas en
el intervalo cerrado J de T y de dicho resultado se deducira una equivalencia
entre funciones absolutamente continuas en el intervalo J de T y funciones
absolutamente continuas en el intervalo real [a, b].
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Para ello, dada una funcién f : J — R, se considera una funcién auxiliar

que extiende f al intervalo real [a,b], f : [a,b] — R definida como
£(b), si teT,

7t = et (1.14)
f(ti) + W(t — ti>, si te (ti,a(ti)), 1€ 17

donde {¢;}icr, I C N, es el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha
de T; nétese que la aplicacién f no es mas que la interpolacién lineal entre cada
punto aislado por la derecha y su siguiente punto en T.

Las funciones f y f estén relacionadas mediante las siguientes propiedades.

Lema 1.4.3 Sean f:J — R y f:[a,b] — R la extension de [ ala,b] definida
en (1.14). Entonces, [ es de variacion acotada en J siy sélo si [ es de variacion
acotada en [a, b].

Lema 1.4.4 Sean f:J — Ry f:[a,b] — R la extension de f a [a,b] definida
en (1.14). Los siguientes enunciados son equivalentes:

i) La imagen por f de cualquier subconjunto de J de A—medida nula es un
conjunto de medida de Lebesgue nula.

i) La imagen por f de cualquier subconjunto de [a,b] de medida de Lebesgue
nula es un conjunto de medida de Lebesgue nula.

Demostracion: En primer lugar, supéngase que 4) es cierto. Sea E C [a, b]
un conjunto de medida de Lebesgue nula; se probara que f(E) es un conjunto
de medida de Lebesgue nula.

Se puede suponer que sup T ¢ E ya que en caso de que T estuviese acotado
superiormente y sup T € E, se verificaria que A({f(supT)}) = 0.

Si R = {ti}icr, I C N, es el conjunto de puntos aislados por la derecha de
T, se puede reescribir £ como

FE =

U(E n [ti, O'(ti))

icl

U (EN(T\R)),

con lo cual, de la subaditividad numerable de la medida de Lebesgue se sigue
que

MF(E) < [ D AFEN [t o(t:))| +AF(EN (T\R))). (1.15)

i€l

Para cada i € I fijado, puesto que f]| [ts,0(t)] €S absolutamente continua en
[ti,o(t:)] y M(ENti,o(t;))) =0, el teorema de Banach—Zarecki afirma que

Af(ENti,o(t;))) = 0. (1.16)
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Ademds, dado que el conjunto E N (T\R) no tiene puntos aislados por la
derecha y sup T ¢ E N (T\R), resulta, por (1.2), que

ua(EN (T\R)) = A(E N (T\R)) =0,

por lo tanto, la igualdad f|; = f y la condicién i) garantizan que

AS(EN(T\R))) = A(f(EN (T\R))) = 0. (L.17)

Como consecuencia de las igualdades (1.15), (1.16) y (1.17), se tiene que
A(F(E)) = 0.

Reciprocamente, asimase que se verifica 4) y sea E C J un conjunto de
A—medida nula. De la igualdad (1.2) se sigue que E es un conjunto de medida
de Lebesgue nula , asi que, la relacién f(E) = f(F) y la condicién ii) garantizan
la validez de ). O

Las propiedades anteriores permiten probar el siguiente criterio para la con-
tinuidad absoluta en J analogo al dado en el teorema de Banach-Zarecki para
funciones reales.

Teorema 1.4.5 Una aplicacion f : J — R es absolutamente continua en J si
y sélo si se verifican las siguientes condiciones:

i) La aplicacion [ es continua y de variacidn acotada en J.

it) La imagen por f de cualquier subconjunto de A—medida nula de J es un
conjunto de medida de Lebesgue nula.

Demostracién:  Sea f : [a,b] — R la extensién de f a [a,b] definida en
(1.14).

Supdngase en primer lugar que f es una funcién absolutamente continua en
J. Puesto que la continuidad de f en J estda garantizada por la continuidad
absoluta, para probar el enunciado i), solamente es necesario comprobar que f
es de variacion acotada en J.

Sea 0 > 0 correspondiente a ¢ = 1 en la definicién de funcién absolutamente
continua en J; para 6/2 > 0, por el lema 1.2.19, se sabe que existe alguna
particién de J, P = {zg,...,z,} tal que para cada k € {1,...,n} se verifica o
bien

T — Tp—1 < 0/2

o bien
Tp—Tp—1>0/2 y o(xp_1) = Tp-

Si @ — xp—1 < /2, entonces, la continuidad absoluta de f en J garantiza
que V(P fliz,_,.2.,) <€ =1para cada particion P de [z},_1, Zx], por lo tanto,
Vil (f) <1y asi, flia,_, 2y, es de variacién acotada en [zg—1, zy]y.

Por el contrario, si 2, — 2x—1 > §/2, entonces, como o(z_1) = T, se tiene
que Vi (f) = |f(zx)—f(zr—1)|lo cual establece que f|(z,_, ], es de variacién
acotada en [z_1, ]y
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Como consecuencia del lema 1.4.3 resulta que para cada k € {1,...,n},
1l len_1,) € de variacién acotada en [zx_1,71] y por lo tanto, f es de variacién
acotada en [a, b]; asi pues, el lema 1.4.3 permite concluir que f es de variacién
acotada en J y la afirmacién i) estd probada.

Para demostrar i), se considera un conjunto E C J de A—medida nula y se
verd que f(FE) es un conjunto de medida de Lebesgue nula.

Sean e un nimero real positivo arbitrario y un § > 0 relacionado con € como
en la definiciéon de funcién absolutamente continua en J.

Si T no estd acotado superiormente, entonces supT ¢ E mientras que si
T estd acotado superiormente, como la A—medida de supT no es finita y
ua(E) = 0, resulta que supT ¢ F; por consiguiente, se puede elegir una fa-
milia {[ax, br)p}72,, con ay, by € J, de subintervalos de J que son dos a dos
disjuntos y se verifica que

E c | lak, i)y (1.18)
k=1
y
> (o — ax) (1.19)
k=1

De (1.18) se sigue que

f(E) C f (U([akvbk)'ﬂ‘)> = U f([ak>bk)'ﬂ‘)’

lo cual garantiza que
Z ([ak, br)p))- (1.20)

Para cada k € N fijado, la continuidad de f en [ag, bk establece la existencia
de ¢, di, € [ag,bg] N'T con ¢x < dj, tales que

A(f ([ar, br)p)) = A(f ([ak; belr)) < [f(dr) = fler)]- (1.21)

Ademés, como [cy,dk|y C [ak, byl para cada k € N, por la continuidad
absoluta de f en J y la desigualdad (1.19), se sabe que

n
Z flep)| < e para todo n € N,
de donde se obtiene que

D oIf(dr) = flew) <e. (1.22)
k=1
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Por lo tanto, de (1.20), (1.21) y (1.22) se deduce que

NE

AF(E) < D A (aw, b)) NT)) < Y [f(di) = fler)| <&
k=1

>
Il
—

y asi, por la arbitrariedad de ¢ se concluye que A(f(E)) = 0.

Por consiguiente, la propiedad i) es cierta.

Reciprocamente, asimase que se verifican los enunciados ) e ii).

De los lemas 1.4.3 y 1.4.4 se deduce que f es continua y de variacién acotada
en [a,b] y f aplica cada subconjunto de medida de Lebesgue nula de [a, b] en un
conjunto de medida de Lebesgue nula por lo que, el teorema de Banach—Zarecki
asegura que f es absolutamente continua en [a, b]; la igualdad f = ﬁT establece
la continuidad absoluta de f en J. a

Como consecuencia directa del teorema 1.4.5 y los lemas 1.4.3 y 1.4.4, se
obtiene la siguiente caracterizacion de las funciones absolutamente continuas en

J.

Corolario 1.4.6 Sean f : J — R y f : [a,b] — R la extension de f a [a,b]
definida en (1.14). Entonces, f es absolutamente continua en J si y sdlo si f es
absolutamente continua en [a,b].

1.4.2. Teorema fundamental del cdlculo

Teniendo en cuenta la equivalencia establecida en el corolario 1.4.6 entre
continuidad absoluta en el intervalo J de T y la continuidad absoluta en el
intervalo real [a,b] y usando la férmula (1.4) que relaciona la A—integral de
Lebesgue con la integral de Lebesgue, se probard que, como en el caso real, la
clase de funciones absolutamente continuas es aquella para la cual el teorema
fundamental del calculo es valido.

Previamente se demuestra la siguiente propiedad sobre A—diferenciabilidad
y diferenciabilidad de las funciones f y f.

Lema 1.4.7 Sean R = {ti}ig, I C N, el conjunto de puntos aislados por la

derecha de T, f : J = R y f : [a,b] = R la extension de f a [a,b] definida en
(1.14). Entonces, los siguientes enunciados son ciertos:

1. La funcién f es diferenciable en el conjunto [a,b]\T = U(ti,a(tl-)) y
icl

7 ti . L
ft) = —=——"~—+ sit € (t;,0(t;)) para algin i € 1.

2. Si f es diferenciable en t € J°, entonces f es A—diferenciable en t y su
A—derivada en t verifica la igualdad

A =F.
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3. Si f es A—diferenciable ent € J°\(RUo(R)), entonces f es diferenciable
en t y su derivada en t satisface la igualdad

Fi(t) = £2().

Demostracion: Ya que la afirmacién 1 es una consecuencia directa de la
definicién de f solamente queda probar 2y 3.

Sea t € J° un punto en el que f es diferenciable. Si ¢ es aislado por la
derecha, como f es continua en ¢, f es continua en ¢ y como consecuencia, f es
A—diferenciable en t y de la definicién de f se tiene que

flo(t)) — f(t -
JRORN (IO (O

o(t) —t
_ Por el contrario, si ¢ es denso por la derecha, entonces, por la definicién de
f, se sabe que

g FO =T o FO ) FO -6
e IS ter 1S sot i

y como consecuencia, f es A—diferenciable en t y

Por lo tanto, se verifica la afirmacién 2.

Sea t € J°\(RU o(R)) un punto en el que f es A—diferenciable. Fijado
€ > 0, existe un § > 0 tal que para todo s € (t —d,t + &) con s # t se cumple
que

t—s t—s

f(t) — f(s t)— f(s
Sea s € (t — 4, + §)\T; se puede suponer sin pérdida de generalidad que
s € (t;,0(t;)) para algin ¢ € I tal que t;,0(t;) € (t — 0,¢ + 9).

Definiendo
f@—f@)f@—fwmn}
t—t; ' t—ot)

m = ml’n{

Ahnmx{ﬂﬂ—fm)f@%—ﬂomﬁ}’

t—t; 7 t—o(t)

se prueban las siguientes desigualdades

SEUEY U

asi pues, de (1.23), se deduce que

f(ti : 5(8) _ fA(t) < e
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Por consiguiente, f es diferenciable en ¢ y
f/(t) = fA(t)7

lo cual concluye la demostracion. O

La propiedad anterior permite probar el teorema de la A—derivacién de la
A—integral de Lebesgue.

Teorema 1.4.8 Sean f € LY\ (J°), c€ R y F : J — R definida para cada t € J
como

F(¢) :c—i—/[ ) f(s) As. (1.24)

Entonces, F es absolutamente continua en J, F es A—diferenciable en A—
casi todo punto de J° y F™ = f en A—casi todo punto de J°. Ademds, si f es
continua en t € J°, entonces F es A—diferenciable en t y FA(t) = f(t).

Demostracién: Sean R el conjunto de puntos aislados por derecha de T y
f:[a,b] — R la extensién de f al intervalo real [a, b] definida en (1.3); Corolario
1.3.21 establece que f pertenece a L'([a,b]) y como consecuencia de la igualdad
(1.4) se tiene que

F(t)—c= / f(s) As = f(s) ds, para cada t € J,
[a:)y [a,t)
de donde es facil probar que la extensién de F' al intervalo [a,b], F : [a,b] — R
definida en (1.14) satisface la siguiente igualdad:

Ft)=c+ f(s) ds, para cada t € [a, b];
[a,t)

con lo cual, el teorema de la derivacién de la integral de Lebesgue, [83, (6.84)],
garantiza que F' es absolutamente continua en J y asi, el corolario 1.4.6 permite
afirmar que F' es absolutamente continua en J.

De la continuidad de F' y la igualdad (1.24) se sigue que F'2 = f en RN J?;
ademads, por el teorema de la derivacién de la integral de Lebesgue se sabe que
existe un conjunto E C [a,b] tal que A([a,b]\E) =0y F’ = f en E y asi, por
la propiedad 2 del lema 1.4.7 se obtiene que F» = F' = f en E N (J°\R). Por
consiguiente, la igualdad (1.2) permite concluir que F2 = f en A—casi todo
punto de J°.

Finalmente, sea t € J° un punto denso por la derecha en el que f es continua.
Fijado € > 0, como f es continua en t, existe un § > 0 tal que para todo
s € (t—109,t+6)pNJ se cumple que |f(s) — f(t)| < e. Por lo tanto, para todo
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s€ (t—9,t+0)pNJ tal que t < s se cumple que

1
s—t

/[t ()= ) A

1

s = t| Jit,9),

|f(r) = F(B)] Ar

< g

andlogamente se prueba la anterior desigualdad para cada s € (t — §,t + ) NJ
tal que s < t. Por lo tanto, F' es A—diferenciable en t y F2(t) = f(t). O
A continuacion se prueba el teorema fundamental del calculo.

Teorema 1.4.9 Una funcion f : J — R es absolutamente continua en J si y
solo si se verifican las siguientes condiciones:

i) La funcion f es A—diferenciable en A—casi todo punto de J° y f2 €
Li(J°).

it) La igualdad
(0 = fla) + / FA(s) As,
[a7t)'[r

es valida para cada t € J.

Demostracién: Del teorema de la A— derivaciéon de la A— integral de
Lebesgue, teorema 1.4.8, se sigue que si se cumplen i) e i), f es absolutamente
continua en J.

Supéngase que f es absolutamente continua en J, por el corolario 1.4.6 se
sabe que la extensién de f al intervalo [a,b] definida en (1.14), f : [a,b] — R,
es absolutamente continua en [a, b] y por tanto, el clasico teorema fundamental

del célculo, [83, (6.85)], permite afirmar que:
1) La funcién f es diferenciable en casi todo punto de [a,b] y f € L'([a,b]).
2) Para cada t € [a, b] se verifica que

O =F@+ [ Fs) ds.

[a;t)

En primer lugar se probard que f es A—diferenciable en A—casi todo punto
de J°. La propiedad 2 del lema 1.4.7 establece la siguiente relacién:

Ey:={tcJ°: ARt} c{tcad): AF{t)} = Es. (1.25)

De la continuidad de f en J se sigue que f es A—diferenciable en cada
punto aislado por la derecha de J°, con lo que F; no tiene puntos aislados
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por la derecha. Asi pues, de (1.2) resulta que pa(E;) = M(E;) y como f es
diferenciable en casi todo punto de [a, b], se tiene que A\(E3) = 0, lo cual implica,
por (1.25), que pa(E7) = 0. Por consiguiente, f es A—diferenciable en A—casi
todo punto de J°.

Finalmente, redefiniendo la funcién f2 : J — R como

[ fA@®), st te JO\E,
0 '_{ 0, S te U,

se verd que f& € LL(J°) y que la afirmacién i) es cierta. Considérese ]/Cz :
[a,b] — R, la extensién de f2 a [a,b] definida en (1.3), de la propiedad 2 del
lema 1.4.7 se sigue que

FA(t) = f'(t) para cada t € [a,b)\Eq,
con lo cual, como A(E3) =0y f' € L'([a,b]), resulta que ];Z € LY([a,b) y

f&(s) ds = f'(s) ds  paracadat € [a,b].
la,t) la,t)
Por consiguiente, la proposiciéon 1.3.12 y el corolario 1.3.21 aseguran que
fAeLy(I)y
/ f2(s) As = ]/”Z(s) ds = f'(s) ds para cada t € J,
la,t)p la,t)

[a,t)

y asi, la condicién 2) permite concluir que la igualdad
fO - f@) = F0) - fla) = [ Floyas=[ 52 as
[a,t) [a;t)y
se verifica para todo t € J. ad

1.4.3. Integraciéon por partes

Las funciones absolutamente continuas en J verifican la siguiente férmula de
integracién por partes.

Teorema 1.4.10 Si f,g : J — R son funciones absolutamente continuas en
J, entonces f - g es absolutamente continua en J y se verifican las siguientes
igualdades:

I
~
—~

>
S~—"
Q
—~~
S
=
|
~
—~
S
S~—"
Q
—
S
~—

/o (f2g+ f79%) (s) As

I
—
o
—
~
<
>
+
~
>
)
q
~—
&
g
»



Demostracion: Puesto que f y g son absolutamente continuas en J, existe
un « € R tal que |g|,|f] < a en J, con lo que, para cada familia finita de
subintervalos de J dos a dos disjuntos, {[ax,bx)y}r_;, con ag, by € J, se cumple
que

SOIF k) = (Fo)an)l < D 1wl - [£(br) — flax)]
k=1 k=1
+ 3 1 f(ar)| - lg(br) — glar)|
k=1

< oSG0 — Flaw) + S lalby) — glar)]
k=1 k=1

y por tanto, la continuidad absoluta de f y g en J aseguran la continuidad
absoluta de f-gen J.

Ademas, por la regla del producto, teorema 1.2.8, resulta que para cada
t € J? en el cual fy g sean A—diferenciables, se satisface que

(f-9)2 @) = (g + f79%) (t) = (fo™ + f29°) (t),

asi pues, el resultado es consecuencia del teorema fundamental del cdlculo. O

1.4.4. Condiciones de continuidad absoluta para la funcién
inversa. A—Derivada de la funcién inversa

Si una funcién real es absolutamente continua y estrictamente mondtona en
algun intervalo real X C R y aplica X en un intervalo real Y C R, se sabe que,
ver [31, Lema 1.1], para que su funcién inversa sea absolutamente continua en
Y es necesario y suficiente que la derivada de la funcién sea no nula en casi todo
punto de X.

A continuacion se probard el resultado analogo para el caso de una funcién
absolutamente continua y estrictamente mondtona en un subintervalo cerrado
J de T y con valores en un subintervalo cerrado J de otro conjunto cerrado
de nimeros reales T C R. Asimismo, se deducird la férmula para calcular la
A—derivada de la funcién inversa cuando ésta sea absolutamente continua en
su dominio.

Dada una funcién f : J — R absolutamente continua y estrictamente
monétona en J, sean T := f(J), @ := minT, b := méx T, J := [a, b]ﬂ,7 =t
J — R la funcién inversa de f y f~1 : [a,0] — R la extensién de f~! a [a, b]
definida en (1.14).

Inicialmente se determinard la expresién de f—1 para lo cual es necesario
conocer el conjunto de puntos aislados por la derecha de T, R:={t: i <&(i)},
donde los operadores &, p : T—T N T — R* se definen del modo habitual.
Se tratan separadamente el caso en que f es estrictamente creciente en J y aquel
en que f es estrictamente decreciente en J.
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Seal:={icl:t;cJ°} con R= {ti};,cr» I C N, el conjunto de todos los
puntos aislados por la derecha de T.
Si f es estrictamente creciente en J, entonces

R= {t:}ici con t; = f(t;) paratodoie I

5(t;) = 6(f(t:) = f(o(t:))  para todoi € I,
y asi resulta, por (1.14), que
(@), si teT,
ft) = (t:)

B o)) - )

Por el contrario, si f es estrictamente decreciente en J, entonces

(t— f(t;), si te(t,a(ty)),icl,

R= {t:}icis con t; = f(o(t;)) para todoie I

a(f(o(ty))) = f(t:) para todo i € I,
de donde se obtiene, por (1.14), que

@), siteT,
) = (t:) . 3 o
U(ti)+m(t—f(0(ti))), site(ti,a(ti), i€l
(1.28)

Sea f : [a,b] — R la extensién de f a [a, b] definida en (1.14), puesto que f
es estrictamente monétona en J, se tiene que f es estrictamente monétona en
[CL,b] y f([avbD - [&ab]

)~ :a, 5] — R es la funcién inversa de f, entonces, es facil comprobar

St (f)

que se verifica la siguiente igualdad:

FI=(H""  enlab); (1.29)

esta igualdad junto con la siguiente equivalencia permite probar el resultado
acerca de la continuidad absoluta de la funcién inversa en su dominio.

Lema 1.4.11 Supédngase que f : J — R es continua en t; para todo i € I,
conl:={iel:t;eJ}yR= {ti}ticr» I C N, el conjunto de todos los
puntos aislados por la derecha de T y sea f : [a,b] — R la extension de f a [a,b)
definida en (1.14). Entonces, las siguientes propiedades son equivalentes:

i) fA(t) # 0 para A—casi todo punto t € J°.

ii) f'(t) # 0 para casi todo punto t € [a,b].
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Demostracién:  En primer lugar supéngase que i) es cierta.
Para cada i € I, la continuidad de f en t; garantiza que f es A—diferenciable
en t; y, como pua({t;}) > 0, de la condicién i) se sigue que

FA) #0, (1.30)
con lo cual, la propiedad 1 del lema 1.4.7 establece que
fl(t) = f2(t;) #0, para todo t € (t;,0(t;)).
Asi pues, se verifica la siguiente igualdad
{tefa,b): ff(t)=0}={teJ’: f(t)=0} (1.31)
Ademas, del enunciado 2 del lema 1.4.7 se sigue que
{tes?: Fy=0}c{teJo: fA()=0},

con lo cual, de la desigualdad (1.30) y de la expresién (1.2) que relaciona la
A—medida de Lebesgue con la medida de Lebesgue, se obtiene que

AN{teJo: flit)=0}) =pua ({teJ’: fA21t)=0})=0. (1.32)

Por tanto, las igualdades (1.31) y (1.32) garantizan la condicién ).

Reciprocamente, supéngase que se verifica ).

Para cada i € I, la continuidad de f en t; garantiza que f es A—diferenciable
en t; y de la condicién i) y la propiedad 1 del lema 1.4.7 se deduce que

flo(t)) — f(t)

Ay
o) = p(ti)

0,

de donde se obtiene que

{teJe: fA2t)=0}

{teJ\R: f2(t)=0}

{te(Jona(R)\R: fA(t)=0} (1.33)

U{te J\N(RUa(R): f2(t)=0}.

Usando la expresién (1.2) y teniendo en cuenta que el conjunto o(R) =
{o(t;) }icr tiene medida de Lebesgue nula por ser numerable, resulta que

pa ({te (P No(RN\R: f2()=0}) =0. (1.39)
Ademas, el enunciado 3 de Lema 1.4.7 permite afirmar que
{te J\(RUo(R)): f2(t)=0}C{tclab]: f(t)=0}
y como consecuencia de la condicién i) y la relacién (1.2) se tiene que

pa ({t€ JNRUG(R): fA(1)=0}) =A({t€labl: F(t)=0})=0.
(1.35)
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Asf pues, de (1.33), (1.34) y (1.35) se obtiene la validez del enunciado 4). O
El siguiente teorema establece un criterio para la continuidad absoluta de
la funcién inversa en su dominio y proporciona una féormula para calcular la

A—derivada de la funcién inversa.

Teorema 1.4.12 Sea f : J — J una funcién absolutamente continua y estric-
tamente mondtona en J.

La aplicacion =1 : J — J es absolutamente continua en J si y sélo si
FA(t) # 0 para A—casi todo punto t € J°.

Ademds, si f=1 es absolutamente continua en J, entonces, se verifican los
siguientes enunciados:

i) St F~L es estrictamente creciente en J, entonces,

(ffl)A(f) = 1) para A—c t p.te Je.

A - 1 - -
(f_l) t)= ————— para A —c. t. p. t € J°.
A1)
Demostracion: Puesto que f es una funcién absolutamente continua en J,

por el corolario 1.4.6 se sabe que f es absolutamente continua en [a, b].
El corolario 1.4.6 y la igualdad (1.29) establecen que la funcién f=! es ab-

solutamente continua en J si y sélo si f~1 = ( f)_l es absolutamente continua
en [a,b].

Como f es absolutamente continua en [a, b], una condicién necesaria y sufi-
ciente para la afirmacién precedente es, ver [31, Lema 1.1],

f't)y#0 para c. t. p. t € [a,b],
lo cual es equivalente, por Lema 1.4.11, a
o) #0 para A —c. t. p. t€ J°,

y por tanto, la primera parte de la demostracion esta concluida.

Supéngase que f~! es absolutamente continua en J. Por el corolario 1.4.6 y
la igualdad (1.29) se sabe que f~1 = (f)f1 es absolutamente continua en [a, b],
con lo cual, el teorema de derivacién de la funcién inversa, ver [31, Lema 1.1],
asegura que

(W) =75 puactp il
de donde se sigue, por (1.29), que
SN 1 _ -
71 )= — para c. t. p. t € [a,b],
() 7 (7 )
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esto es, existe un conjunto F; C [a, b] verificando que

(F)I(E) = IN) para todo t € F (1.36)

A([a, b]\E1) = 0. (1.37)

Sean

E;(@@mﬂmm&)UR

y t € E arbitrario; se probara que f ~1 es A—diferenciable en # y se calculard el

valor de su A—derivada, (f~1)>(%).

Site (a, b) (T\R) N Ey, dado que f~! y f son diferenciables en  y
f7Ht) = f~Y(f) € J° respectivamente, entonces la propiedad 2 del lema
1.4.7 y la igualdad (1.36) garantizan que f~! es A diferenciable en ¢, f es
A—diferenciable en f~'(f) y

A A (= s 1 _ 1
0 = (7)) = ) RO (1.38)

lo cual es equivalente, ya que £ es un punto denso por la derecha de ']NI‘, a

1A~ 1
U0 = m=Ga) (1:39)

Por el contrario, si { € R, entonces, la continuidad de f~1 en asegura que
f~! es A—diferenciable en t y

O S . Al 3]
t

t
a(t) —

Si f~! es estrictamente creciente en J, entonces, de la continuidad de f~!
en t se sigue que

con lo cual,

an e -S
R e = =T D

Mientras que si f~! es estrictamente decreciente en J, entonces, como f~!

es continua en ¢, resulta que

[le®yer y  o(f7Hed) =710



) - e@) 1 )

B GAQ
( Yo () = fle(f~1a(@)  FAUHE(D))

Para finalizar se probaré que ux (J°\E) = 0.
Como

([a, 5)\E1) n(T\R), si aeR,
JO\E = )

[(la.0\E ) 0 (MR)| {at, si ag R,

de la expresién (1.2) que relaciona la A—medida de Lebesgue con la medida de
Lebesgue se tiene que

ua(TNE) = s (([@NE) n(T\R)) = A (@, B)\B) N (T\R)) ,
de donde se obtiene, por (1.37), que
px(JO\E) = 0. (1.42)

Por consiguiente, de (1.38), (1.40) y (1.42) se deduce la afirmacién i) mientras
que (1.39), (1.41) y (1.42) prueban el enunciado 4i). O

1.5. Espacios de Sobolev

En esta seccién estudiaremos la teoria de los espacios de Sobolev de funciones
definidas en un intervalo cerrado de conjuntos cerrados arbitrarios de nimeros
reales con la A—medida de Lebesgue.

Los espacios de Sobolev son una herramienta fundamental en el andlisis
real, por ejemplo, en el uso de métodos variacionales para resolver problemas
en ecuaciones diferenciales, en derivadas parciales y en ecuaciones en diferencias
con condiciones de contorno. A pesar de que la teoria es bien conocida para
funciones definidas en intervalos abiertos acotados de nimeros reales, ver [27],
y es trivial para funciones definidas en subconjuntos acotados arbitrarios de
numeros enteros, no estaba desarrollada en conjuntos cerrados arbitrarios de
R. En esta seccién daremos una introduccion de los espacios de Sobolev de
funciones definidas en un intervalo cerrado [a, b]y de un conjunto cerrado T con
la Lebesgue A—medida. Definimos los espacios de Sobolev de primer orden como
el espacio de funciones en L% ([a, b)) cuya A—derivada generalizada pertenece
a LPA([av b)T)-

Por ultimo, demostraremos que estos espacios verifican propiedades andlogas
a las de los espacios de Sobolev de funciones definidas en un intervalo abierto
de nimeros reales.
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1.5.1. Definicién de los espacios WA"(J)

El objetivo de esta seccién es introducir los espacios de Sobolev de primer
orden sobre un subintervalo cerrado arbitrario de T, J = [a,b]; con a,b € T y
a < b, considerandose sobre T la A—integracion de Lebesgue.

Definicién 1.5.1 Sean p € R tal que p > 1 y u : J — R. Se dice que u

pertenece a Wé’p(J) si y solo si u € L (J°) y existe una funcion g : J* — R
verificando que g € L (J°) y

/D (u-¢®)(s) As=— /D (9-¢7)(s) As para todo ¢ € Cj ,4(J*) (1.43)
donde

Cora(J):={ f:J = R: feCy(J"), fla)=0=f(b) } (1.44)

y CL(J"%) es el conjunto de todas las funciones continuas en J que son A—
diferenciables en J* y sus A—derivadas son rd—continuas en J".

La féormula de integracién por partes para funciones absolutamente continuas
en J establece que la relacion

VAP(J) :={x e AC(J) : z® e IR (J°) } € WAP(J) (1.45)

es valida para todo p € R con p > 1; se probard que ambos conjuntos son,
como clases de funciones, equivalentes, para lo cual son necesarios los siguientes
lemas.

Lema 1.5.2 Sea f € Li(J°) verificando que
/ (f-u)(s) As=0, para todo u € C.(J°), (1.46)

entonces,
f=0 A—c t p de J° (1.47)

Demostracién:  Fijado € > 0, la densidad del conjunto C.(J°) en L} (J°)
garantiza la existencia de una funcién f; € C.(J°) tal que | f — leLlA <ey

asi, de (1.46) se deduce que para cada u € C.(J°), es cierto que

[ (s) as

< Nullogoy - I = Fillzy, <& [l eggoy:

Como los conjuntos
Ayr:={seJ’: fi(s)>e} y Ay :={se€J’: fi(s) < —¢}

son subconjuntos compactos y disjuntos de J°, el lema de Urysohn, [80, 2.2.10],
permite construir una aplicacién ug : J° — R perteneciente a C,(J°) verificando
que

1; en A1
= ) ) < 0.
Ug { 1 oen A y lug| <1 en J%
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con lo cual, definiendo A := A; U As, se tiene que

nimas = [ G s [ w6 as

A
S ACES

< e+42 (b—a).
Como consecuencia de la eleccién arbitraria de € > 0, se obtiene (1.47). O

Lema 1.5.3 Sea f € LY (J°). Entonces, una condicién necesaria y suficiente
para la validez de la igualdad

/ (f- goA) (s) As =0, para cada @ € Cé’rd(J“), (1.48)
J()

es la existencia de una constante ¢ € R tal que
f=c A—c. t p. delJ° (1.49)

Demostracion: La condicién suficiente es consecuencia del teorema fun-
damental del célculo. Reciprocamente, fijada u € C,(J°) arbitraria, definiendo
h,o:J — R como

A
u(t)—%, i teJe,
h(t) :=
_fJO;LﬁaLAT7 Si t:b7

p(t) = / h(s) As, para todo ¢ € J,
[G‘?t)'ﬂ‘

el teorema de la A—derivaciéon de la A—integral de Lebesgue establece que
pE Cé)rd(J"‘), con lo cual, por la igualdad (1.48) se tiene que

o L 0
/n [(pW}@ (s) As.

Por consiguiente, del lema 1.5.2 se deduce la igualdad (1.49) para el valor
_ Sy f(r) Ar
c=
b—a
El siguiente resultado muestra una caracterizacion de las funciones pertene-
cientes a WAP(J) en términos de funciones de VAP(J).

a
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Teorema 1.5.4 Supdngase que u € Wi’p(J) para algin p € R conp > 1y
que (1.43) se verifica para g € LY (J°). Entonces, existe una tnica funcion
T € VAl’p(J) verificando las siguientes igualdades:

r=u y zt =g A—c. t p. deJ° (1.50)

Ademds, si g € Crq(J¥), entonces, existe una tnica funcién x € C},(J*)
para la cual se satisface

r=u A—c. t p. delJ° Y 2 =g en J" (1.51)

Demostracion: Sea v : J — R definida como
v(t) = / g(s) As, para todo t € J;
[avt)’[r

el teorema de la A—derivacién de la A—integral de Lebesgue garantiza que v €
VAl’p (J) y por la férmula de integracién por partes para funciones absolutamente
continuas se tiene que para cada ¢ € C’é’rd(J ®) se cumple que

[ lo=w- 916 As == [ [0 =) ¢7] (5) As =0

con lo cual, el lema 1.5.3 asegura la existencia de una constante ¢ € R tal que
v —u = ¢ en A—casi todo punto de J°.

Como consecuencia del teorema fundamental del calculo se concluye que la
aplicacién z : J — R definida como z(t) := v(t) — ¢ para todo ¢t € J es la dnica
funcién perteneciente a VAl’p (J) para la cual la igualdad (1.50) es valida.

Ademsds, si g € C,rq(J"), entonces, el teorema de la A—derivacién de la
A—integral de Lebesgue establece que x € C},d(J”) y 22 =gen J~. a

Identificando cada funcién de Wi’p (J) con su representante absolutamente
continuo de VA (J) para el cual se verifican las igualdades (1.50), el conjunto
Wkp (J) adquiere estructura de espacio de Banach como muestra el siguiente
resultado.

Teorema 1.5.5 Sea p € R con p > 1. El conjunto Wi’p(J) es un espacio de
Banach con la norma definida para cada x € Wi’p(,]) como

el = llzll g + 12215 (1.52)

Ademds, el conjunto HX(J) := Wx?(J) es un espacio de Hilbert con el
producto interior dado para cada (z,y) € HX(J) x HA(J) por

(:L‘,y)HlA = (x,y)LzA + (fL'AayA)L?A- (1.53)

Demostracién:  Sea {z, },en una sucesién de Cauchy en Wx?(J); el teore-
ma 1.3.18 garantiza la existencia de u, g € L (J°) tales que {z, }nen y {25} hen
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convergen fuertemente en L (J°) a u 'y g respectivamente, con lo cual, tomando
limites en la igualdad

[ e @ as== [ @2e) () Bs g el

se concluye que u € WxP(J).
Asi pues, por el teorema 1.5.4 se sabe que existe z € Wi’p(J) verificando
que {T, }nen converge fuertemente en WAP(J) a . O

1.5.2. Propiedades de los espacios W "(.J)

En esta subseccién se probaran algunas propiedades del espacio de Banach
Wé’p (J) con p € Ry p > 1; la primera de ellas garantiza la continuidad de la
inclusién del espacio Wi’p (J) en el espacio de las funciones continuas C(J) con
la norma del supremo || - ||C(J).

Proposicién 1.5.6 Eziste una constante K > 0 que sdlo depende de b — a tal
que la desigualdad
[zlley < K- llellyr (1.54)

se verifica para todo x € Wi’p(,]) y todo p € R con p > 1 y por tanto, para todo
p €R conp>1, la inclusion WAP(J) — C(J) es continua.

Demostracidn: Fijados p € Rconp > 1y zx € Wi’p(J), sea t € J veri-
ficando que |z(t)| := ml"r} |z(s)]. Por el teorema fundamental del célculo y la
se

desigualdad de Hélder se tiene que

l2lloey < l=®)] +/ |22((s) As < K ||z ]y,
JU

para alguna constante K > 0, solamente dependiente de b — a. a
El criterio de compacidad fuerte en C(J), teorema de Ascoli, [42, (7.5.7)], v
la proposicion 1.5.6 permiten probar la siguiente propiedad de compacidad en

c(J).

Proposicién 1.5.7 Sea p € R con p > 1. Entonces, los siguientes enunciados
son ciertos:

1. Sip > 1, entonces, la inclusion WxP(J) < C(J) es compacta.
2. 8ip =1, entonces, la inclusion WP (J) < C(J) es compacta si y sélo si
todo punto de J es aislado, entendiendo que a es aislado por la derecha y

b es aislado por la izquierda.

Demostracién: Sea FP la bola unidad en Wi’p(J); por la proposicién 1.5.6
se sabe que FP es cerrado y acotado en C(.J).

49



Si p > 1, entonces, el teorema fundamental del cdlculo y la desigualdad de
Holder aseguran que F? is equicontinuo.

Por el contrario, si p = 1, entonces, cuando cada punto de J es aislado,
estd claro que FP es equicontinuo mientras que si existe algin ty € J tal que tg
no es aislado, se verd que F? no es equicontinuo.

Sea S := #, se fija ¢ > 0 arbitrario y se elije s5 € (to — 0,t0 + J) tal

b—a+1
que ss # tg, no es pérdida de generalidad asumir que s5 < tg.

Se define f5: J — R como
S
folty =4 fo s
0, si t¢& ([ss,t0) N J);

si te ([ss,to)NJ),

el teorema de la A—derivacién de la A—integral de Lebesgue afirma que la
funcién Fy: J — R dada por

Fs(t) ::/ fs(s) As, ted,
[a,t).ﬂ.
pertenece a FP de modo que, como

Fy(to) — Fy(ss) = / f5(s) As = S,
[ss,to)
se concluye que F? no es equicontinuo.
Por consiguiente, el teorema de Ascoli establece el resultado. a
Como consecuencia de la proposicién 1.5.6, se obtiene la siguiente condicién
suficiente para convergencia fuerte en C(J).

Corolario 1.5.8 Sean p € R conp > 1, {&m},,en C WXP(J) yx e WAP(J).
Si{xm},,cn converge débilmente en WAP(J) ax, entonces, {Zm},en converge
fuertemente en C(J) a x.

Demostracién:  Supéngase que {Z,, },,.y converge débilmente en WAP(J)
a x; la proposicién 1.5.6 establece que {2, },, .y converge débilmente en C(J) a
x y asi, como {x,},, .y es equicontinuo, resulta, por [42, (7.5.6)] que {zm},,cn
converge fuertemente en C(J) a z. O

La proposicién 1.5.6 permite deducir la siguiente equivalencia entre los es-
pacios de Sobolev en J, Wi’p (J) y los habituales espacios de Sobolev en (a,b),
W2((a,b)).

Corolario 1.5.9 Seanp € R conp>1,x:J - R yZ:[a,b] — R la extension
de z a [a,b] definida en (1.14). Entonces, x pertenece a Wé’p(J) sty solo st T
pertenece a W1P((a,b)).

Ademds, existen dos constantes K1, Ko > 0 que sdlo dependen de (b— a) tal
que las desigualdades

K- flZlye < llzllwir < K- (2l (1.55)
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se verifican para todo x € Wi’p(J) y todop €R conp>1.

Demostracién:  Sean aﬂrz,f : [a,b] — R las extensiones de 22 y z a [a, b]
definidas en (1.3) y (1.14) respectivamente, del lema 1.4.7 se deduce que

A =7 .t p de [ab].
Por tanto, de los corolarios 1.3.21 y 1.4.6 y la proposiciéon 1.5.6 se obtienen
las afirmaciones . ad
Del resultado anterior se deducira que algunas de las propiedades conocidas
para W1P((a,b)) se transfieren a Wé’p(J).

Se necesita el siguiente resultado.

Proposicién 1.5.10 Siy : [a,b] — R pertenece a W'P((a,b)) para algin p € R
con p > 1, entonces, y|; pertenece a Wi’p(J). Ademds, existe una constante
D > 0 que sélo depende de (b — a) tal que

Hy‘J”Wi’p S D ”y”Wl,ln para tOdO Yy € Wl,p((aﬂb))v p € Ra p 2 ]- (156)

Demostracién: Sea [ = {i € [ : t; € J°}, con R = {ti}ier, I C N,
el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha de T y supdngase que
y € WHP((a,b)) para algiin p € R con p > 1. El clésico teorema fundamental
del célculo permite afirmar que

_ o V') ds

ara cada i € [
O'(tz) - ti P

() (t:)
(y|,])A =y c. t. p. de J° N (T\R).

Por consiguiente, si p = +oo, entonces, y,; € Wi’p(J) y se verifica (1.56)
mientras que si p € R, entonces, por la igualdad (1.4) que relaciona la A—integral
de Lebesgue con la integral de Lebesgue, se tiene que

p
< P ds 3 [ P ds <yl
LA /Jon(T\R) Z [ti,0(t:)] v

icl

|win®|

y puesto que la desigualdad
Iyl < =) Wyllegamy < C- 0= [ylwr,

se verifica para algin C' > 0, resulta que y|; € WAP(J) v la desigualdad (1.56)
es valida.

A continuacién se deduciran algunas propiedades para los espacios Wi’p (J)
de las andlogas para los espacios WP ((a,b)).

Corolario 1.5.11 Sea p € R tal que p > 1. Entonces, para cada q € [1,+00),
la inclusion WP(J) < L4 (J°) es compacta.
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Demostracién: Sea ¢ € [1,+00) fijado. Como consecuencia de la proposi-
cién 1.5.7 y del hecho de que la inclusién C(J) < L (J°) es continua, sélo falta
probar que la bola unidad en Wi’l(J ), F!, es compacta en L% (J°) cuando J
tiene al menos un punto no aislado.

Supongamos que tg € J es un punto no aislado de J y sea {z,}neny una
sucesién contenida en F'. El corolario 1.5.9 asegura que la sucesién T
definida en (1.14), es una sucesién acotada en W' ((a, b)), con lo cual, existe una
subsucesion {Zy, },cy ¥ una funcién y € L9([a, b]) tales que {Z,, }, oy converge
fuertemente en L4([a,b]) a y.

Por tanto, definiendo x := y| s, la proposicién 1.5.10 asegura que {2y, },cy
converge fuertemente en L% (J°) a . O

Corolario 1.5.12 FEl espacio de Banach Wi’p(J) es reflexivo para todo p €
(1,+00) y separable para todo p € [1,+00).

Demostracion: Sea p € R con p > 1. Por el corolario 1.5.9, se sabe que
el operador T, : WAP(J) — W'P((a,b)) dado para cada x € WAP(J) por
Tp(x) :==Z, con T : [a,b] — R definida en (1.14), es lineal y continuo.

Puesto que T,(WAP(J)) es un subespacio cerrado de W'?((a,b)) y éste es
reflexivo cuando p € (1,400) y separable cuando p € [1,400), T,(WAP(J))
verifica las mismas propiedades. a

Corolario 1.5.13 Siz € Wé’p(J) para algin p € [1,+00), entonces, existe una
sucesion de funciones infinitamente diferenciables y con soporte compacto en R
{Yn}tnen tal que {ynl;},cn converge fuertemente en WAP(J) a z.

Demostracién: Size Wé’p(J) para algin p € [1,400), entonces, el coro-
lario 1.5.9 establece que la funcién Z : [a,b] — R, definida en (1.14), pertenece a
WP ((a,b)); asi pues, existe una sucesién {y, }, o de aplicaciones infinitamente
diferenciables con soporte compacto en R tales que {ynl[avb]}neN converge a I

en WhP((a,b)).
Por consiguiente, el resultado es consecuencia de la igualdad z|; = = y la
proposicién 1.5.10. a

1.5.3. Definicion y propiedades de los espacios WOI”K(J )

Del corolario 1.5.13 se deduce que el conjunto C1,(J*) es denso en WAP ()
para cada p € [1,+00), sin embargo, para un conjunto cerrado de niimeros reales
arbitrario no es cierto que el conjunto de funciones test Cj,,(J*), definido en

(1.44), sea denso en WA™P(J); esta subseccién estd dedicada a demostrar algunas
de las propiedades de la clausura de Cj,,(J*) en Wi’p(J).

Definicion 1.5.14 Sea p € R con p > 1, se define el conjunto Wol}’g(J) como
la. clausura del conjunto Cj ,.q(J") en WAP(J). Se denota Hy A(J) = W&,’X(J).
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Los espacios W(i’g(J) y Hj A(J) estén dotados de la norma inducida por
la norma || - ||Wi,p7 definida en (1.52), y del producto interior inducido por el

producto interior (-, -) my,» definido en (1.53), respectivamente. Como W&’K(J ) es

cerrado en WAP(J), el teorema 1.5.5 y el corolario 1.5.12 aseguran que W&’g(J)
es un espacio de Banach separable y reflexivo cuando p > 1y H(}’ A(J) es un
espacio de Hilbert separable.

El espacio Wé”g(J ) se caracteriza en el siguiente resultado.

Proposicién 1.5.15 Sea € WAP(J). Entonces, = € WO{X(J) sty sélo si
z(a) = 0= z(b).

Demostracién: En primer lugar, supéngase que = € W&”g(J ), entonces,
existe una sucesion {x, },, .y C Cj,.q(J*) tal que {z,},y converge fuertemente
en WxP(J) a x. Por tanto, la desigualdad (1.54) permite afirmar que z(a) =
0=x(b).

Reciprocamente, asimase que x(a) = 0 = x(b). Por el corolario 1.5.9 se sabe
que la funcién z : [a,b] — R, definida en (1.14), pertenece a W, ?((a,b)), con
lo cual, existe una sucesion {y, },cy € C((a,b)) que converge fuertemente en
W'P((a,b)) a z. Definiendo x,, := yn|;, n € N, se deduce que z, € Cj,.,(J")
para cada n € Ny {z,},y converge fuertemente en WAP(J) a . O

Como consecuencia inmediata del resultado anterior, el corolario 1.5.9 y la

caracterizacion del espacio Wy *((a, b)) se obtiene la siguiente relacién entre los
conjuntos Wol”z('ﬂ‘) y Wy ((a,b)).

Corolario 1.5.16 Sean p € Rconp > 1,2 : J - Ry T : [a,b)] —» R la
extension de x a [a,b] definida en (1.14). Entonces, x € W&”X(]) sty solo si

z e WyP((a,b)).

Usando la proposicién 1.5.15 se prueba la validez de la desigualdad de Poin-
caré.

Proposicion 1.5.17 Sea p € R con p > 1. Entonces, existe una constante
L > 0 que solamente depende de (b — a) tal que

|zlly1r < L-[lz®] s para todo x € Wo'R(J), (1.57)

esto es, en el espacio Wol”g(J), la norma definida para cada x € Wé”g(J) como
HxAHLZ es equivalente a la norma || - HW&""

Demostracién:  Fijado z € W&’K(J ), el teorema fundamental del cdlculo y
la proposicién 1.5.15 permiten afirmar que la siguiente desigualdad

= |/ 2(s) As
[aft)'[‘

es cierta para todo t € J, con lo cual, (1.57) se sigue de la desigualdad de Holder.
O

|2(t) | =

< I,

x(a)—i—/[ ) 22 (s) As
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Nota 1.5.18 Se puede comprobar que la funcion definida para cada x,y €
Hj A(J) como (JUA,yA)LzA es un producto interior en el espacio Hj A(J) y su
norma asociada es equivalente a la norma asociada al producto interior (-, ~)H1A.

1.5.4. Definicién y propiedades de los espacios W1”*(J)

El propésito de esta subseccion es definir recursivamente los espacios de

Sobolev de orden n en J para n > 2, WP (J), que son los espacios formados

por las A—primitivas de funciones pertenecientes Wx ™ "7 (J*).

Definicién 1.5.19 Seann € N conn >2, pER conp>1yu:J — R. Se
dice que la funcion u pertenece a WXP(J) si y solo si u € Wg_l’p(J) y existe
una funcién g1 : J® — R verificando que g1 € Wg_l’p(J"‘) Y

[ ey as== [ e a5 portodo g e ().
(1.58)

El espacio WP (J) se caracteriza en el siguiente resultado cuya demostracién
se omite por su simplicidad.

Proposicién 1.5.20 Supdngase que u : J — R es tal que u € LY (J°), enton-
ces, w € WXP(J) siy sélo si existen g; J¥ =R, je{l,---,n}, tales que para

todo j € {1,---,n}, g; € Ly ((J”Fl) ), para cada ¢ € Cf ,4(J*) se cumple
que

/O (u9) (s) As = —/O (91 ¢7) (s) As (1.59)

y para todo j € {2,--- ,n} y todo ¢ € Cé’rd(J“j) se satisface la igualdad

1R (8)As = — %) (s)As .
/(J~f1)° (95-1-0%) ()2 /(Jw,l)o(gj &) ()8, (160)

Corald™)i={ F1 07 SR FeCL(I™), f@)=0=F (7)) }
(1.61)
y siendo Cﬁd(J"j) el conjunto de todas las funciones continuas en Je que son
A—diferenciables en Jr’ y sus A—derivadas son rd—continuas en J

La féormula de integracién por partes para funciones absolutamente continuas
en subintervalos cerrados de T establece que la relacién

VAT() = { we AChTI) s 2t e I ((J”””l)o) bewin) (162)

es cierta para cada p € R con p > 1; ademads, ambos conjuntos, como clases de
funciones, son equivalentes como se puede comprobar en el siguiente resultado.
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Teorema 1.5.21 Supdngase que u € WP (J) paran € N conn > 2 yp € R
conp > 1y que (1.58) se verifica para g1 € LY\ (J°). Entonces, existe una tinica
funcion x € VAP(J) tal que

x=u A—c. t.p. deJ’ y xN:gj A—c.t.p.de(]“jfl),lgjgn,
A (1.63)
donde J=° = J Y g;: J¥ = R, 1< j<n, estin dados en la proposicion 1.5.20.

Inductivamente se prueba que el conjunto WxP(J) tiene estructura de es-
pacio de Banach.

Teorema 1.5.22 Sean n € N conn > 2 yp € R con p > 1. El conjunto
WAP(J) es un espacio de Banach con la norma definida para cada x € WP (J)
como

n
J
lellwgr =3 12214y, (1.64)
=0

donde 22° = z. Ademds, el conjunto HR(J) := WX (J) es un espacio de Hilbert
con el producto interior dado para cada (z,y) € HR(J) x HR(J) por

n

(a:,y)Hg = Z (a:N,yN)LzA. (1.65)
=0

Todas aquellas propiedades validas para los espacios Wi’p (J) pueden ser
demostradas para los espacios W’ (J); a continuacién se enuncia una de ellas
a modo de ejemplo.

Proposicién 1.5.23 La inclusién Wi™(J) — C*=1(J5""") es continua, don-

de C’”fl(J"ﬂnfl) es el conjunto de todas las funciones definidas en J verificando
que para cada j € {1,--- ;n—1} su A—derivada de orden j es continua en Je

Anfl

Finalmente, extendiendo, cuando sea necesario, la funciéon x a J como

A (P (b)) = A (p" (b)) para todo j € {0,...,n — 2},

donde p°(b) = b, se prueba inductivamente la siguiente relacién entre los espacios
WRP(T) y WmP((a,b)).

Teorema 1.5.24 Sean n € N conn > 2, x : J — R werificando que x €
On—l(Jn"’l)‘

Entonces, x € WP(J) si y sdlo si la aplicacion y : [a,b] — R definida para
cada t € [a,b] como

n—2 ) _ K
y(t) == ZxN (a) (t j'a) —I—/ 22" (8,-1) dsp_1...dsq, (1.66)
=0 ' As
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pertenece a W™P((a,b)), siendo 2"~ : [a,b] — R la extensién de la funcion
A" T SR al intervalo real [a,b] definida en (1.14) y

Ay ::{ (81,0 y8n_1) €[a,b]" ™" ¢ s, 1< ... <8 <t }

Ademds, se verifican las siguientes igualdades:

—1 1

yr =22 A—c top. de J* Yy gt =22 en J .

1.6. Desigualdades de Wirtinger

En esta seccién obtenemos una generalizacién para la A—integral de Lebes-
gue en un conjunto cerrado arbitrario T de ntimeros reales de la clasica desigual-
dad cuadratica unidimensional tipo Wirtinger.

La prueba de una desigualdad de Wirtinger més general para la A—integral
de Lebesgue, que es valida en todo T excepto quizd en su maximo cuando T es
acotado superiormente, se obtiene para funciones absolutamente continuas en
subintervalos cerrados de un adecuado subconjunto de T que pueden tener una
singularidad en los extremos de T cuando estos son densos.

Usando la desigualdad mencionada y suponiendo que T es acotado, dedu-
cimos una desigualdad tipo Wirtinger para funciones absolutamente continuas
en T con A—derivada en L2 ([a, b)) que generaliza la dada en [69, Teorema 6
con a = 2] o en [84, Teorema 2] para T = [a,b]. Ademds, como aplicacién de
esta desigualdad, mostraremos desigualdades particulares, alguna de las cuales
unifica las andlogas conocidas en el analisis discreto y real; desgraciadamente,
no hemos podido deducir de ella una generalizacién de la clasica desigualdad
de Wirtinger para funciones periédicas absolutamente continuas con integral de
Lebesgue nula.

1.6.1. Resultado principal

En esta seccién se deduce una desigualdad cuadratica de tipo Wirtinger
para una clase de funciones absolutamente continuas en subintervalos cerrados
del subconjunto de T definido para algin par de valores a,b € T U{inf T,sup T}
tales que a < b como

{a, Z})T, sia< aga; y pgzg < 2,

a,0)p, st a<o(a)y p(b) =0,

W=\ (ab s a=ola) y(b) <0, (1.67)
(@b si a=ala)y p(b) = b

cong(a)=c(a)siaeTya(a)=asiagTypb)=pb)sibeTypb)=>b
sib¢gT.
Se denota como

o._ ) lab)y, st a<o(a),
W '_{ (a,b)jqrr, si a=a(a),

Para cada conjunto A C T, se denota como
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s AC.(A) el conjunto de todas las funciones absolutamente continuas en
subintervalos cerrados de A,

= C!.(AN[a, p(b)]) el conjunto de todas las funciones continuas en 4, A—dife-
renciables en AN[a, p(b)] y tales que sus A—derivadas pertenecen a C,.4(AN

[a, p(D)]),

» C%,(A N [a,p(b))) el conjunto de todas las funciones tales que ellas y
sus A—derivadas son continuas en A y A N [a, p(b)] respectivamente, sus
A—derivadas son A—diferenciables en AN[a, p(b)) y sus segundas A—deri-
vadas pertenecen a Cpq(A N [a, p(b))).

Se define el operador A—diferencial L : C2,(W N [a,p(b))) — Cra(W N
[a, p(b))) para cada v € C%;(W N [a, p(b))) como

Lvi=(p-v®) +¢-07  en Wnla,p(b), (1.68)

con g € Cra(W N a, p(b)]), p € C}y(W N [a, p(b)]) y p > 0 en W.
Se consideraran soluciones v € C2,(W N [a,p(b))) de la desigualdad A—
diferencial:

—Lv>Xg-1-07 en W N [a,p(b)), (1.69)

donde Ag es un nimero real y r € C,q(W NJa, p(b)]) es positiva en W N [a, p(b)].
Es facil probar que si p(b) < b, entonces, extendiendo v® a b como

A [pvR = (g4 Ao 7) - 07 (p(b))
V)= p(b) ’

(1.70)

la funcién v® : W — R es continua en W, v22 € C,.q(W N [a, p(b)]) y v es una
solucién de la desigualdad A—diferencial:

—(p~vA)A—q-v"2)\o-r-v" en W N [a, p(b)]. (1.71)
Para una solucién v € C2,(J N [a, p(b))) de la desigualdad (1.69) que es no—

negativa en W y positiva en (a,b) N W, se consideraran funciones u € AC.(J)
tales que las expresiones siguientes existan y sean finitas:

(M> (a), si v(a) > 0,

v

BRI
Sy(u) im (p> (0(a)), si v(a)=0, (1.72)




()2 D
<W> (), si v(b) >0,

TN
Sa(u,v) = (pv> (p(D)), si w(b) =0, (1.73)
"LLQ"UA
lim (pv) t), si p(b)=b.
Se denota como
0, si a:(é)(a)o
ov(a) >0,
T (u,v) =
{i [+ 200 @) =p- @)} @), st vl =0,
(1.74)
y
0, si p(b) =b,
Ty(u,v) = 4 [ (a+dor) - ()] (p(B)), sio(b) >0,

{n- @+ 20m) - @) =p- @)’} (o0), s w(d) =0.
(1.75)
Nétese que la definicién de W permite que todas las funciones que se estan
usando puedan ser singulares en los extremos de T cuando éstos sean densos.
La desigualdad de tipo Wirtinger para la A—integral de Lebesgue es la
siguiente.

Teorema 1.6.1 Sean \g € R, p € C},(Wn[a, p(b)]) una funcion positiva en W,
q € Cra(Wnla, p(b)]), r € Cra(Wnla, p(b)]) una funcién positiva en WN[a, p(b)]
yv e C2(Wnla,pb))) una solucion de (1.69) no-negativa en W y positiva en
(a, b)) N W.

Siu € AC,(W) es tal que (q+ Aor) - (u%)® € Li([a,b)p), p - (UA)2 €
Li([a,b)y) y las expresiones (1.72) y (1.73) existen y son finitas, entonces, se
verifica la siguiente desigualdad:

[ s wae < [ o)) o a
+ S1(u,v) — Sa(u,v) (1.76)
+ Th(u,v) + To(u,v),
donde Ty (u,v) y To(u,v) estdn dados en (1.74) y (1.75) respectivamente.
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Ademds, se satisface la igualdad si y solo si v es una solucion de la igualdad
A—diferencial
—Lv=Xy-r- 07 en W N la, p(b)) (1.77)

y existe una constante K € R tal que u(t) = K - v(t) para cada t € W para el
cual se verifica que v(t) > 0.

Demostraciéon:  Como u € AC.(W), de la férmula de integracién por partes
se obtiene que la identidad A—diferencial

p-v~v“[(u)Ar+ [p' u 'UA]A —p- (u®)’ + (u)” Lo —gq- (u%)>

v v Ve

se verifica para A—casi todo punto de (a,p(b)) N T. La igualdad anterior se
satisface en el punto a cuando v(a) > 0y si p(b) < b, extendiendo v> a b como
en (1.70), entonces, como v es una solucién de la desigualdad A—diferencial
(1.71), se tiene que la igualdad anterior sigue siendo valida en el punto p(b)
siempre que v(b) > 0.

Integrando la anterior igualdad sobre cualquier subintervalo [ti,t2); de W
para el cual se cumpla que t; > o(a) siv(a) =0y t2 < bsiv(b) =00 p(b) =b,
se tiene que

2 ATt
puv] )

v

/[t ) [p' (“A)Q —(g+ Xor) - (u")z] (t) At > [

t1

verificandose la igualdad si y sélo si v es solucién de la igualdad A—diferencial
(1.77) y (u/v)A = 0 para A—casi todo punto de [t1,t2)y lo cual es equivalente
a la existencia de una constante real K tal que u = K - v en [ty,t2]q.

Finalmente, como u € AC.(W) y se sabe que para cada f : T — Ry
t € [a,b)} es cierto que

/ f(s) As = £(1) - (o(t) = 1),
[t,o(t)r

tomando limites, cuando sea necesario, en (1.78) cuando t; — a* y to — b, se
obtiene la desigualdad (1.76). O

1.6.2. Algunas consecuencias

Utilizando el teorema 1.6.1, en esta subseccién se probard una desigualdad
general de tipo Wirtinger valida para funciones que a lo sumo se anulen en la
frontera del intervalo cerrado J = [a,b]; con a,b € T y a < by que pertenezcan
al espacio de Sobolev H} (J), es decir, aplicaciones absolutamente continuas en
J cuyas A—derivadas pertenecen al conjunto L3 (J°). Asimismo, se ilustra la
aplicacién de dicha expresiéon para algunas condiciones particulares.

Se asumiré que la rd-continuidad de p?, ¢ y r se extiende a todo el intervalo
[a, p(b)]; v que v € C?,([a, p(b))) es no-negativa en J, positiva en (a,b)y y es
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un autovector asociado al autovalor Ag € R del problema de frontera:

Lv+Xo-7r-v7 =0, en [a, p(b))r,
crv(a) + cov®(a) = 0, (1.79)
c30(b) + cav®(p(b)) =0,
dongefflZ 02(i c3 'y ¢4 son constantes reales tales que (c¢f + ¢3)(c3 + c3) # 0.
efiniendo
(=)
» (a), si w(a)>0,
A= 1, si v(a)=0; a=o0(a), (1.80)
0, si v(a) =0; a<o(a),
0, si v(a) >00a=o(a),
Ag = AN T (181)
() e @0 @, s o) =0 a < ata)
{ 0, si wv(a) >0,
—(p-p)(a), si wla) =0,
0, si v(b) > 00 p(b) =0,
By = A (1.83)
(=)o, s o) =0 o) <.
N
() =t 2o o0, st o) > 05 p0) <,
A
B (p - ) (b), si v(b) > 0; p(b) =0, (1.84)
— 1~ (g+ Xor)] (p(b)), si v(b) =0; p(b) <b,
1, si v(b) =0; p(b) =0,
' { 0, si v(b) > 00 p(b) =0,
By = (1.85)
(1) (p(b)), si w(b) =0; p(b) <,

se deduce que si a es denso por la derecha y v(a) > 0 o si a es aislado por la
derecha, entonces

S (u,v) + T1 (u, v) = [A1u2 4 Ap(u®)? + Ay (uA)Q] (a), (1.86)
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y si b es denso por la izquierda y v(b) > 0 o si b es aislado por la izquierda,
entonces,

To(u,v) = Sa(u,v) = — B + Ba(w?)? + By(u®)°] (1), (187)

donde S1(u,v), Sa(u,v), T1(u,v) y Ta(u, v) estdn dados en (1.72), (1.73), (1.74)
y (1.75) respectivamente.

Teorema 1.6.2 Sean q € Crq([a, p(b)]y), p € Cy([a, p(b)]y) conp > 0 en J,
r € Cral[a, p(b)]g) con 7 > 0 en [a,p(b)ly y v € C%([a,p(b))y) un autovector
asociado al autovalor \g € R de (1.79) wverificando que es no-negativo en J,
positivo en (a,b)y, v2(a) > 0 sia es denso por la derecha yv(a) =0 y v2(b) < 0
si b es denso por la izquierda y v(b) = 0.

Entonces, para cada u € HX(J) wverificando que u(t) = 0 para cada t €

{a,b} tal que t es denso y v(t) = 0, se satisface la siguiente desigualdad de tipo
Wirtinger:

/ g 2on) - @) @) At < / NCORIORS
+[An? + sy + 45(0%)] (0

- [BluQ + By (u°)? + B (uA)ﬂ (p(b)),
(1.88)

con Ay, As, As, By, Bs y Bs los dados en (1.80), (1.81), (1.82), (1.83), (1.84)
y (1.85) respectivamente.

Ademds, la igualdad se verifica si y sélo si u es maltiplo de v en J.

Demostraciéon:  Como consecuencia del teorema 1.6.1 y las igualdades (1.86)
y (1.87), solamente falta probar que la desigualdad (1.88) es vélida cuando existe
t € {a,b} tal que t es denso y v(t) = 0; puesto que todos los casos son andlogos,
sblo se probard uno de ellos.

Supéngase que a es denso por la derecha y v(a) = 0 y que b es denso por
la izquierda y v(b) > 0 o que b es aislado por la izquierda. Sea u € HA(J)
verificando que u(a) = 0.

En primer lugar, supéngase que u* es continua en [a, p(b)]. Como v2(a) > 0
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y u(a) = 0, la regla de L’Hopital, teorema 1.2.9, permite afirmar que

i (222 6 [H] "

t—at v t—at v
teT teT

= Jim [u - (utu”)p (1)
teT

t—at
teT

lo cual implica que
Sy(u,v) + Ty (u,v) = 0 = [Aju® + Ag(u”)® + As (uA)ﬂ (a), (1.89)

donde S7(u,v) y T1(u,v) estdn dados en (1.72) y (1.74) respectivamente.

Por consiguiente, de las igualdades (1.87) y (1.89) y el teorema 1.6.1 se sigue
que la desigualdad (1.88) es vélida.

Finalmente, supéngase que u® € L%(J°). Como el conjunto de todas las
funciones continuas en J° con soporte compacto en J° es denso en L% (J°),
proposicién 1.3.20, existe una sucesién {g, }nen de funciones continuas en J tal
que su restriccién a J° converge a u” fuertemente en L3 (J°).

Asi pues, del teorema de la A—derivacién de la A—integral de Lebesgue se
deduce que para cada n € N, la aplicaciéon u,, : J — R definida como

up (t) := / gn(s) As para todo t € J,
[a,t)r

es absolutamente continua en J y u2 = g,, es continua en [a, p(b)].
Por tanto, como u,(a) = 0 para cada n € N, la desigualdad (1.88) se verifica
para cada n € N| esto es, la desigualdad

[ Ja+ron @] ae < [ [p- @] ar
[+ Ao(ui)? + As(u2)’] (0)

— |Bu + Ba(u)® + By (u2)’] (p(0)):
(1.90)
es valida para todo n € N.
Ademds, como u(a) = 0 = u,(a) para cada n € N, el teorema fundamental
del célculo para la A—integral de Lebesgue y la desigualdad de Holder garanti-
zan la existencia de una constante k; > 0 tal que para cadan e Nyt € J, se
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verifica que
= ual(t) < kr - o = gall 2.

con lo cual, de la convergencia fuerte de {g, }nen a u® en L% (J°) y la desigual-
dad (1.90) se obtiene la validez de la desigualdad (1.88).
La tltima afirmacién es una consecuencia directa del teorema 1.6.1. a
La dltima parte de esta seccion estd dedicada a mostrar algunas aplicaciones
del resultado anterior. La siguiente desigualdad es valida para los elementos
del espacio de Sobolev Hj A (J) caracterizado en la proposicién 1.5.15 como los
elementos de HA (J) que se anulan en la frontera de J.

Corolario 1.6.3 Sean q € Crq([a, p(b)]y), p € Cly(la, p(b)ly) verificando que
p>0enJyp>(a)=0yre Crlla,p(b))NT) conr >0 en [a,p(b)]y.

Si el problema (1.79) con ca = 0 = ¢4 tiene un autovalor A\g € R y un auto-
vector v € C2y([a, p(b))r) positivo en (a,b)y, entonces, para cada u € Hg A(J)
se satisface la siguiente desigualdad de tipo Wirtinger:

/ [(q + Aor) - (u")Q] () At < / [p~ (uA)z] (1) At. (1.91)
Ademds, se satisface la igualdad si y solo si u es maltiplo de v en J.

Se sabe, por [26, Teorema 7.15], que el problema (1.79) con ca = 0 = ¢y,
p=1=ry q=0 tiene un menor autovalor positivo y los autovectores pueden
ser elegidos de modo que sean positivos en (a,b)y. Asi pues, del corolario 1.6.3
se deduce la siguiente propiedad que cubre la dada en [2, Teorema 11.6.1] para
el caso discreto, esto es, para T = N.

Corolario 1.6.4 Siu € H&A(J), entonces, se verifica la siguiente desigualdad
de tipo Wirtinger:

[ wrwae <

donde X\o es el menor autovalor positivo del problema (1.79) con ca = 0 = ¢y,
p=1=ryq=0.

Ademds, se satisface la igualdad si y sdlo si u es un autovector asociado al
autovalor \g.

1

/. (u?)7(t) At, (1.92)

La siguiente desigualdad es valida para los elementos del espacio HJ (J) que
se anulen en a.

Corolario 1.6.5 Sean q € C,q([a, p(b)]), p € Cy([a, p(b)]y) conp >0 en J y
p2(a) =0 yr € Cral[a, p(b)]y) conr >0 en [a,p(b)]y.

Si el problema (1.79) con ca = 0 = c3 tiene un autovalor Ay € R y un
autovector v € C?,([a, p(b))y) positivo en (a,b)y, entonces, para cadau € HA(J)
tal que u(a) = 0 se verifica la siguiente desigualdad de tipo Wirtinger:

/M% [lg+ 2o - (7)) () At < /[a,pw))T (Y] 0 A (o

Ademds, se satisface la igualdad si y sélo si u es maltiplo de v en J.
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De [26, Teorema 7.15] se sigue que el problema (1.79) con ¢ = 0 = cg,
p=1=ryq=0 tiene un menor autovalor positivo y los autovectores pueden
ser elegidos de modo que sean positivos en (a, b);. Por tanto, como consecuencia
del corolario 1.6.5 se obtiene la siguiente desigualdad que generaliza las dadas
para el caso discreto, esto es, T = N, en [2, Teorema 11.6.2] y para funciones de
clase uno en el caso real, esto es, T = R, o bien en [69, Corolario 9] o bien en
[84, Corolario 3].

Corolario 1.6.6 Siu € HA(J), entonces, se verifica la siguiente desigualdad
de tipo Wirtinger:

/ (u” —u(a))®(t) At < Ai (u2)*(t) At, (1.94)
[a,p(b))r 0 Ja,p(b))y
donde Ao es el menor autovalor positivo del problema (1.79) con ca = 0 = cg,
p=1l=ryq=0.

Ademds, se satisface la igualdad si y sdlo si la funcion u — u(a) es un auto-
vector asociado al autovalor A\g.

Sip=1,r=0,X=0,co =0y c3,¢c4 € R son tales que v>(p(b)) > 0,
del teorema 1.6.2 se deduce el siguiente resultado que coincide con [22, Teorema

1.1] cuando T =R y J = [0, a] para algin a € R.

Corolario 1.6.7 Supdngase que el problema (1.79) con p =1, r =0, \g =0
y q € Crq([a, p(b)]y) tiene una solucion v € C2,([a, p(b))y) verificando que es
positiva en (a,b)r, v(a) =0 y v>(p(b)) > 0.

Entonces, para cada u € HA(J) tal que u(a) = 0 se verifica la siguiente
desigualdad de tipo Wirtinger:

/[a,pw»qr o< /[a,p@m ()" (0) At (1.95)

Ademds, se satisface la igualdad si y solo si w = K - v en [a, p(b)]p para
alguna constante K € R tal que K =0 cuando v™(p(b)) > 0.

Si se cambia en el corolario 1.6.7 la condicién inicial u(a) = 0 por las pro-
piedades

/ d0) A0y u(a)-/ (q¢-u”) (t) At <0
[a,p(b))g [a,p(b))y

y aplicando el corolario 1.6.7 a la funcién w := u — u(a) € HA(J), se obtiene el
siguiente resultado que se corresponde, eligiendo como T =R y J = [0, a] para
algin a € R, con [22, Teorema 1,1*].

Corolario 1.6.8 Supdnganse las hipdtesis de Corolario 1.6.7 y

/ q(t) At > 0.
[@,p(b))1
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Entonces, para cada u € HX(J) tal que
u@- [ g0 ar<o,
[a,p())y

se verifica la siguiente desigualdad de tipo Wirtinger:

/[a,mb))T [q ' (ugﬂ ()AL < /[a,pa;))T (u®)*(t) At. (1.96)

A continuacién se permite que los autovectores asociados a los autovalores
del problema (1.79) cambien de signo en algin punto del intervalo .J. Supuesto
que v € C?%,([a,p(b))y) es tal que v(a) > 0, v(b) < 0, v es decreciente en J
y estrictamente decreciente en (a,b)y, entonces, existe un tnico punto ¢ € J°
tal que (v -v7)(t) < 0; procediendo como en el teorema 1.6.2 para la funcién
w = u — u(t) y cada uno de los subintervalos [a, p(t))y, [p(£),0)r, [t,0(t))r v
[0(t),b)y, se obtiene el siguiente resultado el cual, para T =R y J = [0, a] con
a € R, estd dado en [22, Teorema 1.2].

Corolario 1.6.9 Supdngase que el problema (1.79) conp=1,r=0, Ay =0y
q € Cra([a, p(b)]y) tal que

q(t) At > 0.
JO

tiene una solucion v € C2,([a, p(b))y) tal que v(a) > 0, v(b) < 0, v es decreciente
en J y estrictamente decreciente en (a,b)r.
Entonces, para cada u € HX(J) tal que

u(a) - /J (q-u”) () At <0,

o

se verifica la siguiente desigualdad tipo Wirtinger:
o 2 o
/ 0 @] ar < / (®)’(6) A+ [g-p- @] @), (197)

siendo t € J° el 1inico punto de J° tal que (v-v7)(t) < 0.
Ademds, se satisface la igualdad si y sélo si u = u(t) + Kv en [a, p(t)]y U
[0(t),bly para alguna constante K € R, siendo u(t) = 0 siempre que, o bien
q(t) At >0 o bien / (q-u”)(t) At <0y K =0 cuando o bien v™(a) =0
Je Jo
o bien v (p(b)) = 0.
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Capitulo 2

Ecuaciones dinamicas de
primer orden

2.1. Introduccion

Este capitulo estd dedicado a demostrar la existencia y aproximacién de
soluciones extremales de diversas ecuaciones dindmicas de primer orden.
Para cada i € {1,---,6}, se considera la siguiente ecuacién dindmica:

L;u(t) = Nyu(t); A—c.t.p. te€D°=lty,T)r,
(P;) { Bl(u(to),u) = 0, b .

donde L;,N; : AC(D) — L4(D°) se definen posteriormente, D = [to, T,
T C R es un conjunto cerrado de ntumeros reales arbitrario, tg,7 € Ty B :
R x C(D) — R; ademds se consideran los problemas (P;) y (Ps) que se definirdn
en el momento de su estudio.

El capitulo estd organizado de la siguiente forma. Después de una primera
seccién dedicada a las definiciones y los resultados mas generales, en la sec-
cion 2.3 se demuestra la existencia de solucién minimal y maximal para ecua-
ciones dindmicas con condiciones iniciales adaptando el método de aproxima-
cién mediante subfunciones de Peano, que se puede encontrar en [78], supuesto
que la funcién que define la parte no lineal de la ecuacién verifica condicio-
nes L —Carathéodory. Posteriormente, mejoramos este resultado debilitando
la condicién de continuidad. Estos resultados suponen un gran avance en los re-
sultados conocidos sobre la existencia y aproximacion de soluciones extremales
para ecuaciones dindmicas de primer orden por la gran cantidad de problemas
que pueden ser incluidos en esta formulacién.

Para terminar la seccidén, se prueba la existencia y aproximacion de solu-
ciones extremales de ecuaciones dindmicas con condiciones iniciales entre una
subsolucién y una sobresolucién.

En la seccién 2.4 estudiamos ecuaciones dindmicas con condiciones de fron-
tera funcionales en presencia de subsoluciones y sobresoluciones. Las hipétesis
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que verifica la funcién que define la condicién de frontera permiten que el proble-
ma cubra tanto las condiciones periddicas u(tg) = u(7T') como las antiperiédicas
u(to) = —u(T); ademds, la dependencia funcional en la segunda variable posibi-
lita otros tipos de condiciones de frontera no lineales diferentes como por ejemplo
u(to) = Igleé}( u(t) o u(te) = [, u3(t) At, siendo J un subconjunto A—medible de
De.

Los resultados obtenidos relativos a los problemas anteriores nos permiten
probar en la seccidn 2.5 resultados analogos para una ecuacién dindmica fun-
cional, una ecuaciéon dindmica implicita y una ecuacién dindmica ¢—Laplaciana
con condiciones de frontera funcionales no lineales en (Ps), (Py) y (Ps), res-
pectivamente.

En las secciones 2.4 y 2.5 se estudiard también la ecuacién dindmica de
primer orden:

5
£
=
I
S
—~
.

A—c.t.p. teD°,

paracadai € {2,---,5} donde Bg : C(D)xR — Ry L;, N; : AC(D) — L\ (D?)
son los dados en el problema (F;).

Deduciremos la existencia y aproximacion de soluciones extremales del pro-
blema (P(; g)) entre una sobresolucién y una subsolucién en orden inverso.
Mostraremos, por un simple cambio de variables, que el problema (P; g)) es
equivalente al problema (P;) y de ahi que, como consecuencia de los resultados
para el problema (P;), obtendremos los andlogos para el problema (P g))-

La seccidon 2.6 se dedica al estudio de la existencia, unicidad y aproximacion
de soluciones del problema (P7), un problema de frontera de primer orden en
un intervalo de un subconjunto cerrado de R, que toma los valores en otro
subconjunto cerrado de R. Obtenemos los resultados considerando ecuaciones
dindmicas cuya parte no lineal es no negativa y verifican un tipo de condiciones
de Carathéodory inversas y discontinuidad.

Para finalizar el capitulo, en la seccién 2.7 probaremos la existencia y apro-
ximacion de soluciones extremales del problema (Ps), un sistema con infinitas
ecuaciones dinamicas funcionales con condiciones de frontera funcionales. Los
resultados de esta seccién generalizan algunos de los obtenidos en las secciones
anteriores sobre existencia y aproximacion de soluciones extremales de ecuacio-
nes dindmicas escalares.

2.2. Preliminares

Denotaremos por g : [to, p(T)]; — D la funcién identidad en [tg, p(T')] o el
operador ¢ restringido a [to, p(T')].

Definicién 2.2.1 Sea f : D x R — R. Se dice que f es una funcién de
Carathédory si y sélo si se verifica la siguiente condicion:

(CY) i) Para cada x € R, f(-,x) es A—medible en D.
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i) Para A—-casi todo punto t € D°, f(g(t),-) es continua en R.

Se dice que f es una funcién LY —Carathéodory si y sdlo si f es una
funcion de Carathéodory y ademds se satisface la siguiente propiedad:

(C?) Ewziste una funcién m : D — [0, +00] tal que m € L% (D°) y

|f(g(t), z)] < m(t)
para A—casi todo punto t € D° y todo x € R.

Se dice que f es una funcién L.\ —Carathéodory en compactos si y
solo si [ es una funcion de Carathéodory y ademds se satisface la siguiente
propiedad:

(C2) Para todo p > 0 existe una funcidon my, : D — [0,+00] tal que m, €
LA(D?) y
£ (g(t), )| < myp(t)

para A—casi todo punto t € D° y todo x € R tal que |x| < p.

Lema 2.2.2 Cualquier funcion H : D — R es A—medible en D si y sélo si
Hog:D°— R es A—medible en D°.

Demostracion: Se sabe, por la proposicién 1.3.1, que cualquier conjunto
es A—medible si y sélo si es Lebesgue medible, con lo cual, el resultado es
consecuencia de la igualdad H o g = H en D°\R y el hecho de que el conjunto
R de puntos aislados por la derecha de T es a lo sumo numerable. a

Lema 2.2.3 Supdngase que f: D xR — R es una funcion Ly — Carathéodory
0 una funcion Lx— Carathéodory en compactos. St u : D — R es una funcion
continua en D, entonces, la funcion f, : D — R definida como

f(g(s),(uog)(s)); si seD
0; st s=T1T,
pertenece a L} (D°).

Demostracion: Si u es una aplicacién continua en D, entonces, los teoremas
1.2.16, 1.3.13 y 1.3.14 garantizan que u o g es A—medible en D°.

Por lo tanto, razonando como en [57, Teorema 1.4.3], se prueba que la funcién
fu es A— medible en D y asf, las condiciones (C?) o (C?) permiten establecer
la validez del resultado. ad

Obviamente, el resultado anterior sigue siendo cierto si se asume o bien la
condicién (C?) o bien la condicién (C2) y se cambia la condicién (C1) por la
siguiente:

(BY) i) Para cada u € AC(D), la funcién f(-,u(-)) es A—medible en D.
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il) Para A—casi todo punto ¢t € D° y todo = € R, se verifica que

limsup f(g(t),y) < f(g(t), ) < linjigf f(g(t),y).

Yy—x

Lema 2.2.4 Sea F C D°\R un conjunto A—medible con A—medida positiva y
sea M : D — [0, +00] una funcién tal que M € LL (D).

Entonces, existe un conjunto Fy C F tal que ua(F\F1) = 0 y para todo
t1 € F1 las siguientes propiedades son ciertas:

i) lim KAWL Y V) g
t—t) t—1t
t1, )\ F:

ii) lim palltn, e\ F1) =0,

t—t t—1t1
J M(s) As

jii) lfm Lt —o.

t—tf t—1t
Demostracién:  Los enunciados 4) e ii) son consecuencia de la igualdad (1.2)

y del teorema de la densidad de Lebesgue, [58, (18.2)]; ademds, del teorema de
la A—derivacién de la A—integral de Lebesgue, teorema 1.4.8, se deduce el
enunciado 1) O

A continuacién se enuncia el teorema de Scorza—Dragoni cuya demostracién
se puede ver en [81].

Teorema 2.2.5 Si f(x,y) es medible en x y continua en y en el conjunto
[x0,x1] X (—00,00), entonces, existe una sucesién de subconjuntos perfectos y
disjuntos de [xo,x1], cuya unidn tiene medida x1 — xo, con la propiedad de que
f es continua en (x,y) cuando x pertenece a cualquier conjunto de la sucesion.

Lema 2.2.6 Si f : D x R — R es una funcién de Carathéodory, existe una
sucesion {Ay}nen de subintervalos cerrados de [to, p(T)] dos a dos disjuntos

tales que pa (U Ap N (DO\R)> = pa(D°\R) y la funcion F : [to, p(T)] X
neN
R — R definida para cada (t,x) € [to, p(T)]y x R como

B(t,x) = f(g(t), z) (2.1)

es continua en U A, xR.
neN

Demostracién:  De la proposicién 1.3.1 se deduce que F: [to, p(T)] xR = R
definida para cada (t,z) € [to, p(T)] x R como

F(t,x), si te to,p(T)]r,

E(t,z) =
F(t;,x), si te€ (t,o(t;)) para algini € I,
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donde {t;}icr, I C N, es el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha
de T, satisface que para todo x € R, F(, x) es Lebesgue medible en [to, p(T)] v
para casi todo ¢ € [to, p(T)], F(t,-) es continua en R.

Por consiguiente, el teorema de Scorza—Dragoni establece la existencia de
una sucesion { By, }nen de subintervalos perfectos del intervalo real [to, p(T)] dos

a dos disjuntos tales que A U B, | = p(T)—to y F es continua en U B, xR.

neN neN
Asi pues, definiendo para cada n € N el conjunto A, := B, N [to, p(T)],
como consecuencia de la igualdad (1.2) se obtiene el resultado. O

A continuacién se establecen diversos conceptos y notaciones que se utili-
zaran en todo el capitulo.

Definicién 2.2.7 Se dice que u_ : D — R es una subsolucién del problema
(P;) siu_ € AC(D), B(u_(to),u) <0 y se verifica la siguiente desigualdad

Liu_(t) < Nyu_(t) para A —c. t. p. t € D°.

El concepto de sobresolucién de (P;) se define cambiando el sentido de las
desigualdades anteriores.

Se denota como S; y S’j el conjunto de todas las subsoluciones y sobreso-
luciones de (P;) respectivamente.

Andlogamente se definen los mismos conceptos para el problema (Py ry) ¥y
se denota como S(;,R) Yy S(‘;R) el conjunto de todas las subsoluciones y sobre-
soluciones de (P py) respectivamente.

Una funcion u: D — R se dice que es una solucién de (P;) o (P; r)) siu
es tanto una subsolucion como una sobresolucion de (P;) o (P ry)-

Definicién 2.2.8 Para un subconjunto Y C AC(D), se dice que u, €Y es la
solucién minimal de (P;) en Y si u. es una solucion de (P;) y u. < u en
D para cualquier solucion w € Y de (P;); la solucién maximal de (P;) en
Y se define cambiando el sentido de las desigualdades anteriores. Siempre que
las soluciones minimal y mazimal de (P;) en'Y existan, se llaman soluciones
extremales de (P;) en Y.

Andlogamente se definen los mismos conceptos para el problema (Py g)).

Si u,v € AC(D) son tales que u(t) < v(t) para todo t € D, se denota como
[u,v] :={w e AC(D) : u(t) < w(t) <wv(t) para todot € D}

y si p,q € LL(D®) son tales que p(t) < ¢(t) para A—casi todo punto t € D°, se
denota como

[p,q] := {r € LA(D®) : p(t) <r(t) < q(t) para A —c. t. p. t€ D°}.
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2.3. Ecuaciones dinamicas con condiciones ini-
ciales

En esta seccién se probard la existencia y aproximacién de soluciones extre-
males de la ecuacién dindmica con condiciones iniciales (P;), que se describird a
continuacion, en el conjunto las funciones absolutamente continuas.

Se asume la siguiente hipdtesis:

(HY) Sig= Idl[to,P(T)]—ﬂ-’ entonces, para cada punto aislado por la derecha t €
De°, la funcién definida para cada x € R como x + (o(t) — t)f(t,z) es
creciente en R.

Suponiendo que f es una funcién L4 —Carathéodory o LL —Carathéodory
en compactos o que se verifican las condiciones (B') y (C?) o (C?), por el lema
2.2.3, se sabe que los operadores L, N7 : AC(D) — L4 (D°) dados para cada
u € AC(D) y para A—casi todo punto ¢t € D° por

Liu(t) =u®(t) y  Nuu(t) = f(g(t),uly(t))) (2.2)

estan bien definidos.
Fijado ug € R, para cada (z,u) € R x C(D) se define B(x,u) = u(tg) — ug.
Con las definiciones anteriores, el problema (Py) es la siguiente ecuacién
dindmica con condiciones iniciales:

uB(t) = u ; —c. t. p. °
(Pl){ u(tg): /j;(.g(t), (9(1)); A—c.t.p. teD°,

Noétese que solamente cuando todo punto de T es denso, los dos problemas
que se consideran en (P ) coinciden y para T C N son una ecuacién en diferencias
explicita e implicita respectivamente.

Existe una gran variedad de publicaciones en las que se estudia la existencia
y aproximacion de soluciones extremales para este problema en el caso real.
Entre ellos destaca el trabajo de Goodman, [52], donde se demuestra la exis-
tencia de solucién minimal y maximal adaptando el método de aproximacién
mediante subfunciones de Peano, que se puede encontrar en [78], supuesto que
la funcién que define la parte no lineal de la ecuacién verifica condiciones de
Carathéodory. Posteriormente, este resultado fue mejorado debilitando la con-
dicién de continuidad, por ejemplo, por Biles y Binding en [23] y por Hassan y
Rzymowski en [56], entre otros. En las monografias [35] y [57], y en algunas de
las referencias alli indicadas, se demuestran muchos resultados de existencia de
solucion de ecuaciones definidas sobre distintos espacios de Banach ordenados o
bien cambiando algunas hipdtesis o bien estudiando diversas variaciones en las
ecuaciones.

Para T C Ny g = Id, esto es, una ecuacién en diferencias de primer orden
explicita, la existencia y unicidad de solucién es trivial pero su aproximacion por
subsoluciones y sobresoluciones no siempre es posible como se puede ver en [30,
Ejemplo 2.2]. Ademds, en [30] los autores demuestran un resultado de existencia
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sin aproximacion cuando g = o y se verifican condiciones de Carathéodory; més
aun, con diferentes hipdtesis, desarrollan un método mondétono para aproximar
las soluciones extremales de una ecuacién en diferencias con condiciones de fron-
tera no lineales y funcionales que incluyen como caso particular las condiciones
iniciales.

En esta seccién deducimos la existencia de soluciones extremales de (P;) por
aproximacién cuando f es una funcién Lk —Carathéodory. Para la prueba de
este resultado usaremos una revisiéon de los argumentos de Goodman.

Posteriormente rebajamos las hipétesis, de un modo anélogo al trabajo rea-
lizado en [23], se asume la hipétesis (C?) y se cambia la condicién (C*1) por (B?)
y demostramos un nuevo resultado de existencia y aproximacion de soluciones
extremales de (Py).

Se termina la seccién demostrando la existencia y aproximacion de solucio-
nes extremales de una ecuacién dindmica con condiciones iniciales entre una
subsolucién y una sobresolucién en el orden habitual.

2.3.1. Condiciones L} —Carathéodory

Esta subseccién esta dedicada a probar la existencia de soluciones extremales
del problema (P;) en el conjunto AC(D) supuesto que la funcién que define la
parte no lineal de la ecuacién es una funcién Ly —Carathéodory. Se utilizard el
método de aproximacién mediante subsoluciones y sobresoluciones que Peano o
Goodman emplean en el caso real adaptado a un conjunto cerrado de nimeros
reales arbitrario.

El resultado obtenido es el siguiente.

Teorema 2.3.1 Sea f: D x R — R una funcién L — Carathéodory.

Si se verifica (HY), entonces, (Py) tiene soluciones extremales en el conjunto
AC(D). Ademds, si u. y u* denotan, respectivamente, la solucidn minimal y
maximal de (Py) en AC(D), entonces, las siguientes igualdades se verifican
para todo t € D:

ue(t) =min{uy(t) : up €57} y uw(t)=méx{u_(t) : u_ €5y }.

Debido a la similitud entre las demostraciones de la existencia de solucién
minimal y maximal de (P;) en AC(D), solamente se probard la segunda de ellas.
Se mostrara que la funcién U : D — R definida para cada t € D como

U(t) :=sup{u_(t) : u_ €57} (2.3)

es una solucién de (Py), con lo cual, como cada solucién de (P;) es también una
subsolucién de (Py), esta claro que U es la solucién maximal de (P;) en AC(D).

Previamente es necesario demostrar el siguiente lema que establece que U
es una subsolucién de (P;) la cual es aproximada uniformente en D por una
sucesién creciente de subsoluciones de (Py).

Lema 2.3.2 Sea f : D x R — R una funcién L\ — Carathéodory para la cual
la condicién (HY) es vdlida. Si Sy es el conjunto de todas las subsoluciones de
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(P1) yU : D — R es la funcidn definida en (2.3), entonces, se satisfacen las
siguientes propiedades:

i) El conjunto S7 es no vacio y acotado superiormente y por tanto la funcidn
U estd bien definida.

11) Para cada t1,ts € D tales que t; < to, se verifica la siguiente desigualdad
|U(te) = U(t1)] < / m(s) As (2.4)
[tl»tz)'ﬂ‘

y ast, U € AC(D).

iii) Siuy,ug € Sy, entonces, la funcion M : D — R definida para cada t € D
como M (t) := méx{ui(t), uz(t)} también pertenece a Sy .

i) Existe una sucesion creciente {un}, . C Sy tal que {u,}, oy converge a
U uniformemente en D.

v) U € Sy, entonces, para todot € D, U(t) =méx{u_(t) : u_ €S }.

Demostracién: i) El teorema de la A—derivacién de la A—integral de Le-
besgue, teorema 1.4.8, y la condicién (C?) garantizan que U~, Ut : D — R
definidas para cada t € D como

U™ (t) = ug /[t ) m(s) As y UT(t) =uo +/ m(s)As (2.5)

[tOrt)T

satisfacen que U~ € ST y U™ es una cota superior del conjunto S .
it) Sean t1,to € D tales que t; < ty. Para cada € > 0, existen u,v € ST
verificando que

’LL(tQ) > U(tg) — &, U(tl) < U(tl)v

U(tl) 2 U(tl) — €, U(tg) S U(tz);

asi pues, se obtiene que

Ults)—U(t1) < ults) —ulty) ¢ — /

[tl st2 )T

u®(s) As ¢ < / m(s) As +e¢.

[tl 7t2)T
Ademis, definiendo v1 : D — R como

U(t), si te [t07t1)j1*>

vi(t) := v(ty) — m(s)As, si tety, T,
[t1,t)y
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se tiene que v; € S7 ¥

U(tg)—U(tl) > vl(tl)—U(tl)—i-vl(tg)—vl(tl)
= (1) —-U(ty) — m(s) As
()~ 1) /[) (5)
>

—€— / m(s) As.
[t11t2)'ﬂ‘

Como consecuencia,
U(ts) — U(t)] < / m(s) As;
[t1,t2)T

con lo cual, esta desigualdad permite concluir, por el teorema de la A—derivacién
de la A—integral de Lebesgue, teorema 1.4.8, que U € AC(D).

iii) De la igualdad M = w1tz + Jun = ol se deduce que M € AC(D) y

asi, el teorema fundamental del célculo establece que MA(t) existe para A—casi
todo punto t € D°.

Fijese t € D° para el cual existen M2 (t), uf (t) y u5(t); es facil comprobar
que o bien existe un i € {1,2} tal que

MA(t) = u(t) < fg(t), ui(g(t)) = f(g(t), M(g(t))),
o bien t < o(t) y existen 4,5 € {1,2} tales que i #j y

uj(o(t) —wi(t) _ () + flg(t), ui(g())(o(t) — 1) — ui(t)
o(t)—t - o(t)—t ’

MA(t) =

en cuyo caso, si g = |y, (1)), entonces,
MA(t) < uf(t) < f(o(t),ui(a()) = f(o(t), M(a(1))),
mientras que si g = Id|,,,(7)),, entonces, de la condicién (HY) se sigue que
MA(t) < f(tui(t)) = f(t, M(1)).

Por consiguiente, M es una subsolucién de (Py).
iv) Sea uy := U~ € S definida en (2.5).

Para n > 1, supénganse uq,...,u,—1 € S; definidas. Por el lema 1.2.19 se
sabe que existe P, = {t,... ,tﬁl}, l, < n, una particién de D tal que para
T
cada k € K, = {0,...,l, — 1} se satisface o bien ¢/, ; — ¢ < % 6 bien
T —to
g1 — 15 > y o(ty) =t

n
Para cada k € {0, ...,1,}, elijase vy, € S| verificando que

U~ < weltf) < V)

(6]



y deffnase w,, := méx{un_1,vg,..., v, }

Del enunciado iii) se sigue que {u,}, .y C S; y ademds, estd claro que esta
sucesién es creciente.

Fijensen € Nconn > 1, k€ K, y t € [t,t,1),- Sik € K, :={k € K, :
o(ty) =t }, entonces,

0 < U) —unlt) = U(H) - wiltf) <

)

S|

mientras que, en otro caso, de (2.4) y (C?) se obtiene que
0< UM — o) < UlEn) = vkss (Gn) + her (1) — v (1)
+ [UE) - U

< l+2/ m(s) As.

n (et )y

Por lo tanto, para cada t € D, es cierto que

1
0 < U@®) —un(t) < —+2méx / m(s) As
n kgKn J[tn 7

k+1)Tr
y asi, el teorema de la A—derivacién de la A—integral de Lebesgue, teorema
1.4.8, permite afirmar que la sucesién {u, },y converge a U uniformemente en
D.

v) Sea {un }, oy C S una sucesion creciente convergente a U uniformemente
en D. El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue asegura que para
cada t,s € D tales que t < s se cumple que

U(s)—U(t) ~ lim Un(s) — un(t) _ 1 lim ul(r) Ar
s—t n—oo s—1 s—tn—oo i g "
< —tim [ (g0 ualg(r) Ar (2.6

§—tn=o0Jpg),

1
- A;%ﬂmmxmmm»An

s—t

Asi pues, como consecuencia del teorema 1.4.8, se tiene que
UAt) < f(g(t),U(g(t), A—c.t.p. teD°

y, como U (tg) = ug, resulta que U es una subsolucién de (Py). O

Noétese que el hecho de que la funcién U~ : D — R definida en (2.5) perte-
nezca a Sy establece que para cada t € D, se cumple que U(t) = max{u_(t) :
u_ € Sy, u(ty) =uo }
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Demostracion del teorema 2.3.1: Inicialmente se vera que U satisface la
ecuacion dindmica en el conjunto R N D° de puntos aislados por la derecha de
D°. Fijese t; € RN D° y supéngase que

UR(t:) < fg(t), Ulg(t:))- (2.7)

Sig= U‘[to’p(T)]T, entonces, de la propiedad ii) en (C') y la condicién (C?)
se deduce que la funcién G : [U?(t;), U(t;) +m(t;)u(t;)] — R definida para cada
x € [U%(t;),U(t;) +m(t;)u(t;)] como

G(x) =z — p(ti) f(o(ts), z) — U(t:)

es continua en su dominio el cual es un intervalo no degenerado; ademads, de (2.7)
y (C?) se sigue que G(U°(t;)) < 0y G(U(t;)) +m(t;)p(t;)) > 0. Por tanto, el
teorema de Bolzano establece la existencia de al menos un ¢ € (U (t;),U(t;) +
m(t;)p(t;)] tal que ¢ — u(t;) f(o(t:), c) = U(t;); tijese uno de ellos.

Por el contrario, si g = Id\[toﬁp(T)]T, entonces, se elige como c el valor ¢ =
U(ti) + p(t:) f(t:, U(t:) > U ().

Asi pues, definiendo u; : D — R como

U(t)? site [t07ti]'ﬂ‘7

u;(t) :=
c— / m(s) As, site[o(t:), Ty,
[o(ti)t)y

resulta que u; € Sy y u;(o(t;)) > U(o(t;)) lo cual contradice la definicién de U.
A continuacién se verd que U satisface la ecuacién dindmica en A—casi todo
punto de D°\R. Sea {A, }nen C [to, p(T)]r una sucesién en las condiciones del

lema 2.2.6; como ua U AN (DO\R)> = ua(D°\R), es suficiente probar
neN
que U verifica la ecuacién dindmica en A—casi todo punto de cada conjunto

A, N (D°\R) tal que pa (A, N (D°\R)) > 0; fijese uno de ellos.
Sea V : D — R definida para cada t € D como

V() = /[ T Ul(s) A

por el lema 2.2.3 y el teorema 1.4.8 se sabe que existe V2 (t) para A—casi todo
punto t € D°.

Se define F := {t € A, N (D°\R) : UA(t) y VA(t)existen} y sea [}, C F
como en el lema 2.2.4; se comprobara que U verifica la ecuacién dindmica en
todo t1 € Fy y asi, como pua(F1) = pa(F) = pa(A, N (D°\R)), se finaliza la
demostracion.

Sean t; € F| y € > 0 arbitrarios; el lema 2.2.6 establece que la grafica de U
restringida a cada A, pertenece a un conjunto compacto en el cual la funcién
F definida en (2.1) es uniformemente continua, con lo cual, existe un 6 > 0 tal
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que si t1,t € A,, son tales que |t} —f2| < 8y = € R es tal que |U(t;) — x| < 39,
entonces,

[f(9(t1), U(t1)) = f(g(f2),2)| <e. (2.8)

Ademis, por el teorema de la A—derivacién de la A—integral de Lebesgue,
teorema 1.4.8, se sabe que existe un n € (0,0) tal quee-n < dy

/ m(s) As <6 para todo t € D. (2.9)
[t.t+n)p

Se definen vy : [t1,T]p — Ry uy : D — R como

f(t?U(t))_Ea Site[tlatl +77)T0F17
’Ul(t) =
—m(t), sit & [ti,t1+n)pNFi,

U(t), sit € [to, ti]r

ul(t) =
U(ty) —|—/ vi(s) As, site (ty, Ty
[tlvt)’ﬂ‘

Se verd que u; € S;. Puesto que U es absolutamente continua en D, la
continuidad absoluta de u; se deduce del lema 2.2.3 y el teorema 1.4.8. Por
consiguiente, como U es una subsolucién de (Py), de la igualdad uq(tg) = uo,
de la condicién (Cs), resulta que solamente queda probar que w; verifica la
inecuacién dindmica en A—casi todo punto de [t1,t + 1)y N Fi.

Por (2.4) y (2.9) se sabe que para cada 1,1t € [t1,t1 + n)p N Fy, se verifica
que

U(t) —wr(ta)] < |JU(E) = Utr)] + |ua(tr) — ua ()]
< / m(s) A8+/ m(s) As +elts — t1]
[t1,1)1 [t1,82)y
< 30

de donde se sigue, por (2.8), que
[f(#1,U#)) = ft2,u(f2))] <e. (2.10)
Fijense t € [t1,t1 + 1)y N Fy para el cual uf(t) existe y s € (¢,1 + n)y; por
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(C?) y (2.10), se tiene que

M — f(t,u1(t))+sit

/[t ) = )] Ar

1
s—t

/ o (r) — £(t, un())] Ar
[t S)T\Fl

1
s—t

IN

fltua(t) +

/ FrU) — F(tur ()] Ar
[t,s)pNFy

t NnFE 1
—e MA([ 75)']1‘ 1) + / m(r) A’I"
s—t s—t [t,S)T\Fl

pa(lt, s)p\F1)
s—1

(¢ ua(t))]

1
/ m(r) Ar
$ =t Jit.5)p\F

pa(lt, s)p\F1)
s—1

(¢ ua ()]

i

con lo cual, tomando limites, del lema 2.2.4 se tiene que u(t) < f(t,u1(t)).
Finalmente, para probar que U verifica la ecuaciéon dindmica en t1, se fija
s € (t1,t1 + n)p arbitrario y teniendo en cuenta que u; € S se obtiene que

U(S) — U(tl) > ul(s) —Ul(tl)

s—t1 - s —11

1

B / Flg(r),U(g(r))) Ar — ¢ pa(lty, s)p N F)
[t1,8)r

S—tl

S—t1

1

S—tl

/[t o [m(r) + f(g(r), U(g(r))] Ar,

de donde se obtiene, por (C?) y el lema 2.2.4, que

U(S) — U(tl) > lfm 1
o s~>t;r s — tl

lim

S*)ti'» s — tl

/[t o), V) A e,

ademsds, de (2.6) se deduce que

i U = U (1)

SHtT s — tl

< lim
SHtT s — tl

[ Het) Ut ar

asi pues, como consecuencia de la eleccién arbitraria de € > 0 se deduce que

UA(t) = f(9(t1), U(g(tr))
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lo cual concluye la prueba. a

Nota 2.3.3 La condicion (HY) es necesaria incluso en el caso mds simple, es
decir, para T C N en el cual la unicidad de solucion garantiza la existencia de
soluciones extremales mas se puede probar que dicha solucion no es ni el minimo
de sobresluciones ni el mdximo de subsoluciones como muestran las siguientes
elecciones, ver [30, Ejemplo 2.2].

Sean T ={0,1,2,3} y f : T xR — R definida para cada (t,z) € T x R como

ft,x) =2z (z — 2)
y considérese el problema de valor inicial:
uB(t) = f(t,ut)); te€{0,1,2}
u(0) = 1.

Las funciones u_ = {0,0,0,0} y uy = {2,2,2,2} son una subsolucién y una
sobresolucion de dicho problema respectivamente, sin embargo, su unica solucion
estd dada por u = {1,—1,5,35} que ni es el minimo de sobresoluciones ni el
mdzximo de subsoluciones.

Se puede pensar que la condicion (HY) solamente es necesaria en el caso
discreto, no obstante, si se eligen T = [—1,0|U{1}U[2,3], D=Ty f: TxR—R
definida para cada (t,z) € T x R como

0; t<0ot>2 zeR,

2; te{0,1,2}, < -1,

flt,z)
—2x; te{0,1,2}, -1 <z <1,

—2; te{0,1,2}, z>1,
y se estudia la existencia de solucion del problema de valor inicial:

ut(t) = f(t,ut)); A—c t.p. teDe,

u(—1) =1,
entonces, se concluye que la funcion v: T — R dada para cada t € T por
1; t<0o0t>2
v(t) =
—1; t=1,

es la unica solucion de dicho problema la cual no es ni el minimo de sobre-
soluciones ni el mdzimo de subsoluciones ya que las funciones v_,vy : T — R
definidas para cada t € T como
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son una subsolucion y una sobresolucion del problema anterior respectivamente.

2.3.2. Discontinuidad

El resultado de existencia y aproximacion de soluciones extremales obtenido
en el teorema 2.3.1 es valido sin necesidad de suponer continuidad en la segunda
variable de la funciéon que define la parte no lineal de la ecuacién. En el proxi-
mo resultado se supondrd la validez de la condicién (C?) y se reemplazard la
condicién (C1) por (B1).

El resultado se probara aplicando el teorema 2.3.1 a un problema auxiliar
cuya parte no lineal es una funcién LA —Carathéodory. Para ello, se define la
funcién B: D x R x R — R para cada (t,z,y) € D x R x R como

f(t @); si t¢g(B)
B(t,xz,y) = ¢ sup{f(t,2) :x<z2<y}; si t€g(B) y z<y, (2.11)

inf{f(t,z):y<z<z}; si tcgB)y y<a,

siendo B el subconjunto de D° formado por los puntos de D° donde se verifican
simultaneamente la propiedad ii) de (B') y (C?). La condicién (C?) garantiza
que la funcién (3 estd bien definida y para cada x € R, se cumple que 5(¢, z,x) =
f(t,z) para todo t € D y que la funcién 5(g(t),x,-) es creciente en R para
A—casi todo punto t € D°.

Se necesita el siguiente lema.

Lema 2.3.4 Supdngase que f : D x R — R werifica (B') y (C?) y sea 3 :
D xR xR — R la funcién definida en (2.11). Entonces, para cada funcion
u: D — R absolutamente continua en D, la funcién F, : D x R — R definida
para cada (t,z) € D x R como

F,(t,x) = B(t, z,u(t)) (2.12)
es una funcién LY —Carathéodory.
Demostracion: Sea u : D — R una funcién absolutamente continua en D
arbitraria.

Se verd que para cada x € R, la funcién F,(g9(-),z) = B(g(:),z,u(g(:))) es
A—medible en D° de donde se sigue, por el lema 2.2.2, que para cada x € R,
F,(-,z) es una funcién A—medible en D. Elijase = € R arbitrario.

Dado a € R, como D°\B es un conjunto de A—medida nula, es suficiente
demostrar que el conjunto

E = {teB: Fu(g(t),z)<a}

{teE tu(gt) <ztu{te E;u(gt) >z}
= {teB:inf{f(g(t),s) : ulglt)) <s<z}<a}
U{te B :sup{f(g(t),s) : v <s<u(g(t))} <a}
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es A—medible. -
Se comprobard que las funciones I, S : B — R dadas para cada t € B por

I(t) = inf { f(g(t),s) : u(g(t) <s <z}

S(t) :==sup{ f(g(t),s) : < s <u(g(t))}
son funciones A—medibles en B, lo cual es equivalente a que F es un conjunto

A—medible.
Para cada t € B fijado, se tiene que

I(t) = mf{f(g(t),ulg(t) +1) : 1€ [0,z —ulg(t))]}

= if{f(g(t), min{u(g(t)) +q.2}) : R }.

Dado ¢ > 0, existe algin z € [u(g(t)),z] tal que f(g(t),z) < I(t) + ey
ademas, de la condicién ii) en (B') se sigue que para cada z € [u(g(t)),z],
existe un ¢ > 0 tal que f(g(¢),s) < f(g(t),z) + ¢, para todo s € (z — 6, 2).

Por tanto, existe algiin g € [0,z —u(g(t))] N QT para el cual se verifica que

flg(t),u(g(t) +q) < fg(t),2) + € < I(t) + 2e.

Como consecuencia se obtiene la siguiente igualdad:

I(t) = inf { f (9(t), min {u(g(t)) + ¢,2}) : ¢ € Q" };

asf pues, dado que el lema 2.2.2 y la condicién i) de la hipétesis (B!) aseguran
que para cada ¢ € Q%, la funcién f(g(-),min{u(g(-)) + ¢,z }) es una funcién
A—medible en B, la igualdad anterior permite concluir que la funcién I : B — R
es A—medible en B ya que es el infimo de una cantidad numerable de funciones
A—medibles en B.

Anidlogamente se prueba que la funcién S : B — R es A—medible en B.

Para probar la continuidad de la funcién F,(g(t),) en R para A—casi todo
punto t € D°, nétese que para todo t € B la funcién definida para cada z € R
como H(x) = B(g(t),x,u(g(t))) es decreciente, con lo que para cada x € R
fijado, existe

lim H(z)> H(z) > lim H(z).

z—x— z—axT

Se probard la igualdad para lim H(z); la otra se puede probar mediante

zZ—x~

argumentos similares.
Supéngase que z < u(g(t)); como para cada z < z, es cierto que

H(z) =sup{sup{ f(g(t),s) : z<s <z}, sup{ f(g(t),s) :  <s<u(gt))}}

y dado que la condicién ii) de (B') permite afirmar que

lmsup sup { f(g(t),s) - 2 <s <} =lmsup f(g(t),2) < f(g(t), ),

Z—T Z—T
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resulta que

lim H(z) <sup{f(g(t),x),sup{ f(g(t)s) : © <s <ulg(t))}} = H()

zZ—x

Por el contrario, si & > wu(g(t)), entonces, se sabe que para cada z €
(u(g(t)), z), se cumple que

H(z) = inf{ f(g(t),s) - u(g(t)) <s <z}
Supéngase que lim H(z) = A > H(x). Para cada ¢ > 0, exite un ¢ > 0 tal
que si z € (z — 4, :r)zieacr;‘conces, H(z) € [A,A+e¢€)y asi,
mf{ f(g(t),s) : u(g(t)) <s<z}>A>H(x);
con lo cual,
flg(t),s) > A > H(x), para todo s € [u(g(t)), z). (2.13)

Por consiguiente, de la igualdad H(z) = inf {inf { f(g(¢),s) : u(g(t)) < s <
z}, fg(t),z)} se sigue que

H(z) = f(g9(t),=) vy [flg(t),s) = A> f(g(t),z) paratodos € [u(g(t)),z).
Sea eg = A — f(g(t),z) > 0, puesto que lim sup flg(t),z) < f(g(t),z) existe

zZ2—X

un § > 0 tal que si s € (x — §, ), entonces,

f(g(t)7s) < f(g(t),l’) +e =A,

lo cual contradice (2.13) termindndose asi la demostracién de la primera de las
igualdades.
Finalmente, la propiedad (C?) es consecuencia de la desigualdad

[Fu(g(t), x)| = |B(g(t), m,u(g(t))] < m(t)
para A—casi todo punto t € D° y todo x € R. 0

Teorema 2.3.5 Asimanse (B'), (C?) y (HY). Entonces, (Py) tiene soluciones
extremales en el conjunto AC(D). Ademds, si u, yu* denotan, respectivamente,
la solucion minimal y mazimal de (Py) en AC(D), entonces, se cumplen las
siguientes igualdades para todo t € D:

ue(t) =min{uy(t) : up €57} y uw(t) =méx{u_(t) : u_ €5y }.

Demostracién:  Sean U(t) :=sup{u_(t) : u_ € S } la funcién absoluta-
mente continua en D definida en (2.3), y Fy la funcién definida en (2.12).
Por el teorema 2.3.1 se sabe que el problema

u?(t) = Fy(g(t), u(g(t))) A—c.t.p. t€ D% u(ty) = ug. (2.14)
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tiene solucién maximal en el conjunto AC(D), w € AC(D) y para todo t € D,
la siguiente igualdad

w(t) = méx { u(t) : u es una subsolucién de (2.14) }

es cierta.

Ademds, para cada v € S; y A—casi todo punto t € D°; se tiene que

vAE) < flo(t)v(g(t) = Bla(t), vlg (1), v(g(1)))
< Blg(t),v(g(1)), U(g(1))) = Fu(g(t),v(g(1))),

con lo cual, v es una subsolucién del problema (2.14) y v < w en D.

Por consiguiente, U < w en D, con lo cual, del crecimiento de la funcién g
en la tercera variable se sigue que

Un razonamiento similar permite probar la otra parte del resultado. a

Para finalizar esta seccién se aplicard el teorema 2.3.5 para probar la exis-
tencia y aproximacién de soluciones extremales en el conjunto de todas las
funciones absolutamente continuas en el conjunto ternario de Cantor de una
clase de ecuaciones dinamicas de primer orden con condiciones iniciales.

Ejemplo 2.3.6 Sean C el conjunto ternario de Cantor y T = C. Para cada
t € T, se denota como Iy = {i € I : t; € RN[0,t)} siendo R = {t;}ics el
congunto de todos los puntos aislados por la derecha de T.

Se define f: T xR — R para cada (t,2) € T X R como

f(t,z) == h(t) sen(F(t)) + v(z),

donde h,F' : T — R estdn dadas para cada t € T por




yv:R — R estd definida como

x
T ' < 07
po| st ox
- <x2 — Z uz(tz)> , si zeT,
i€l,
v(x) =
1
3 2 — Z pA(t) |, siox € (ti,o(t;)) para algin i € 1,
i€,
3
— + sen(mz), st x> 1.

7

Para cada k € R, considérese el siguiente problema de valor inicial:

u?(t) = f(o(t),u(a(t))) A—c t.p te(0,1),
(Px)
u(0) = k.

Como consecuencia inmediata de la definicion de la funcion f, se deduce la
validez de la condicion (BY) y ademds, la desigualdad
10
|t z)] < h(t)+ = para cada (t,z) € T x R, (2.15)
garantiza la condicion (C?).

Por consiguiente, el teorema 2.3.5 establece, para cada k € R, la existencia
de soluciones extremales en el conjunto de todas las funciones absolutamente
continuas en T del problema (Py).

Ademds, si up, y uj, denotan, respectivamente, la solucion minimal y ma-
ximal de (Py) en el conjunto AC(T), entonces, se verifican las siguientes igual-
dades para todo t € T:

U (t) =min {ug, (t) : uky es una sobresolucion de (Py) }

up(t) = max{ug_(¢t) : ug_ es una subsolucién de (Py) }.

Finalmente, ndtese que la desigualdad (2.15) permite localizar todas las so-
luciones del problema (Py) en el conjunto

[Uki,UkJr} ={He AC(T) : Uy~ <H< UkJr 1
donde U,~,U," : T — R estdn dadas para cada t € T por

10 ¢
U (t) = f—f/o ) h(s) As y Up (1) k+7+/[0 : h(s) As.
it )
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2.3.3. Subsoluciones y sobresoluciones en orden habitual

En esta subseccién se adaptaran las demostraciones dadas en las seccio-
nes anteriores para probar, siempre que f sea una funcién L} —Carathéodory
en compactos o que se verifiquen las condiciones (B!) y (C?), la existencia y
aproximacién de soluciones extremales del problema (P;) en el conjunto [« §]
suponiendo la siguiente condicion:

H}) Existen o y 8 una subsolucién y una sobresolucién respectivamente del
1
problema (P;) tales que a < 3 en D.

El primero de los resultados obtenidos es el siguiente.

Teorema 2.3.7 Sea f : D x R — R una funcién L\ — Carathéodory en com-
pactos.

Si se verifican las condiciones (HY) y (H{), entonces, (Py) tiene una solucién
minimal, u., y una solucion mazimal, u*, en [o, §]. Ademds, se satisfacen las
siguientes iqualdades:

u, =minf{uy €[, 0] : up €57} y v =méx{u_ €[a, 0] : u_ €57 }.
(2.16)

Solamente se probara la existencia de solucién minimal ya que la existencia
de solucién maximal se obtiene mediante argumentos analogos. Se verd que la
funciéon U : D — R definida como

U:=sup{u_ €[o,f] : u_ €57} (2.17)

es una solucién de (Py) y asi, puesto que toda solucién de (P ) es una subsolucién
de (Py), resulta que U es la solucién maximal de (Py) en [o, 3].

Para ello se necesita el siguiente lema que asegura que U es una subsolucién
de (P1) la cual es aproximada uniformemente en D por una sucesién creciente
de subsoluciones de (P;) que pertenecen al conjunto [«, 8]; su demostracién es
similar a la del lema 2.3.2.

Lema 2.3.8 Sea f: D x R — R una funcién L\ —Carathéodory en compactos
tal que se verifica (HY). SiU : D — R es la funcion definida en (2.17), entonces,
los siguientes enunciados son ciertos:

i) El conjunto [o, 3] N ST es no vacio y acotado superiormente, de donde se
sigue que U estd bien definida.

it) Para cada t1,t2 € D con t1 < ta, se tiene

U(ts) — U(ty)] < / my(s) As, (2.18)

[tl 7t2)’£‘

donde p = méx{ |||l py, [1Bllc(py } ¥ por tanto, U € AC(D).
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i41) Eziste una sucesion creciente {un},.y C [o, 8] N ST tal que {un}
converge a U uniformemente en D.

neN

iv) U € ST, conlo cual, U =méx{u_ € [a, 8] : u_ €Sy }.

Demostracion del teorema 2.3.7: Sea R = {t;}cn el conjunto de todos los
puntos aislados por la derecha de D°. Solamente se probard que U satisface la
ecuacion dindmica en R ya que la demostracién de que U verifica la ecuacién
dindmica en A—casi todo punto t € D°\R es similar a la del teorema 2.3.1.
Fijese t; € R y supdngase que

UA(t:) < f(g(t:), U(g(t:)))- (2.19)

Si g = 0ljtg,p(1)),> €ntonces, de (2.19) se deduce que U7 (t;) < 37 (t;), con lo
cual, la condicién ii) de (C') garantiza que la funcién G : [U?(t;), 87 (t;)] — R
definida para cada x € [U?(¢;), 87 (t;)] como

G(z) =2~ (o(t;) —t;) f(o(ti), x) — U(ty)

es continua en su dominio; ademds, se sabe que G(37(¢;)) > 0y, por (2.19), que
G(U?(t;)) < 0. Por consiguiente, el teorema de Bolzano asegura la existencia de
al menos un ¢ € (U°(t;), 3°(t;)] tal que ¢ — (o(t;) — &) f(o(t:),c) = U(t;); fijese
uno de ellos.

Por el contrario, si g = Id|(s, p(1)),, entonces, de (2.19) y (HY), se obtiene
que ﬁg(ti) > Ua(ti) y ﬂo(ti) > U(tz) + (O’(ti) — ti)f(ti, U(tz)) y an, c= U(tz) +
(o(ts) — 1) (5, U(k:)) € (U (£:), B (t:)):

Por consiguiente, definiendo u; : D — R como
U(t), sit S [t07ti]’]1‘7

Ui(t) =
ui(t) =c— / mg(s) As, site[o(t:), Ty,
{U(ti)vt)'r

con p = max{ [lallcpy, [1Bllc(py }: se sigue que u; € Sy y wi(o(t;)) > Ulo(ti));
ademsds, el enunciado #4) del lema 2.3.2 permite afirmar que la funcién & :=
méx{ u;, a } pertenece a [a, 5] N ST v @(o(t;)) > U(o(t;)) lo cual contradice la
definicién de U. O

Cambiando la condicién (C*) por (B!), los mismos argumentos usados en
el teorema 2.3.5 permiten deducir el siguiente resultado de existencia y apro-
ximacién de soluciones extremales en el conjunto [a, 3] como consecuencia del
teorema 2.3.7 aplicado a un problema auxiliar cuya parte no lineal es una funcién
L —Carathéodory en compactos.

Teorema 2.3.9 Supdnganse (HY), (Hi), (BY) y (C?). Entonces, el problema
(Py) tiene una solucion minimal, us, y una solucion maximal, u*, en [a, (].
Ademds, se verifican las igualdades (2.16).
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2.4. Ecuaciones dinamicas con condiciones de
frontera funcionales en presencia de subso-
luciones y sobresoluciones

Suponiendo que f es una funcién LY —Carathéodory en compactos o que
se verifican las condiciones (B') y (C?), entonces, se sabe que los operadores
Ly := Ly y Ny := Ny, con Ly y Ny dados en (2.2), estdn bien definidos y el
problema (P,) es la siguiente ecuacién dindmica con condiciones de frontera
funcionales:

5t = fa(t) ulg®);  A—c tp. te D,
<P2>{ Blulto), u) = 0. ’

Se asumirdn las siguientes condiciones:

HJ}) Existen o y 8 una subsolucién y una sobresolucién respectivamente del
2
problema (P;) tales que aw < 3 en D.

Las hipétesis que verifica la funcién B permiten que el problema (P3) cubra
tanto las condiciones periddicas u(tg) = u(T) como las antiperiddicas u(ty) =
—u(T); ademads, la dependencia funcional en la segunda variable posibilita otros
tipos de condiciones de frontera no lineales como por ejemplo u(tg) = rileéf u(t)

ou(ty) = [,u ;u’(t) At, siendo J un subconjunto A—medible de D°.

Enla subsecmon 2.4.1, usando el teorema del punto fijo de Schauder, se prue-
ba la existencia de solucién del problema (P;). Algunos resultados de existencia
en este contexto se han obtenido en [20] para la ecuacién inclusién de primer
orden:

y¥ () € F(t,y(t), c. t.p. t € [a,b]n, Lly(a),y(b)) =0,

con F : [a,b],, x R — 2®\() una aplicacién multivaluada y L : R? — R una
funcién continua, tal que L(z,y) es no creciente en y € [a(b), B(b)], con o y 3
un par de subsoluciones y sobresoluciones para tal problema.

En [5, 6, 29] son probados varios resultados de unicidad de solucién de pro-
blemas discretos antiperiddicos, mientras que el caso continuo ha sido tratado

n [50, 51]. La subseccién 2.4.2 se dedica a demostrar la unicidad de solucién
de una ecuacion dindmica con condiciones de frontera que generalizan las anti-
periddicas en presencia de un par de subsoluciones y sobresoluciones acopladas
del problema y condiciones convenientes en la parte no lineal de la ecuacion.
Ademds, se construye un metodo iterativo mondtono para aproximarla. Este
resultado generaliza el dado por Jankowski en [63] para ecuaciones diferenciales
ordinarias y son nuevos para ecuaciones en diferencias.

Finalizamos la seccién obteniendo resultados de existencia y aproximacién
de soluciones extremales para el problema (P») en el sector comprendido entre
una subsolucién y una sobresolucién analogos a los demostrados en la seccién
anterior para el problema (P;), asi como para el problema (P2 g))-
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2.4.1. Existencia de solucién

En esta subseccién, utilizando el teorema de punto fijo de Schauder se pro-
bara la existencia de al menos una solucién de la ecuacién dindmica (Ps) en el
conjunto [, 3] siempre que f sea una funcién L —Carathéodory en compactos
y se verifiquen las condiciones (HY), (H3) y las siguientes:

(H3) Para todo u € [o,f3], con o y 3 dadas (H3), se verifican las siguientes
desigualdades:
B(a(to),u) <0 < B(B(to), u).

(H3) B € C(R x C(D)).
Se considera el siguiente problema modificado:

(P)) { uB(t) = F(g(t), u(g(t))); A—c.t.p. teDe,
2\ ulto) = &(to, ulto) — Blu(to), u)),

donde F,¢: D x R — R estan definidas para cada (¢,z) € D x R como
F(t,z) = f(t,&(t,2)) v &(t,z) = méx{a(t), min{z, 3(t)}}.

El siguiente resultado muestra la regularidad de las funciones que definen el
problema (Pj); su demostracién es inmediata a partir del lema 2.2.3.

Lema 2.4.1 Si f: DxR — R es una funcién L\ — Carathéodory en compactos
y se verifica la hipdtesis (H3), entonces los siguientes enunciados son ciertos:

1. Para cada x € R, la funcién &(-,x) es continua en D.

2. La funcidn £(t,-) es continua en R, uniformemente en t € D, es decir,
para todo € > 0 existe () > 0 tal que si |z —y| < J, entonces se cumple
que |€(t,z) — &(t,y)| < € para todo t € D.

8. La funcion £ estd acotada en D x R.
4. La funcién F es una funcién Ly —Carathéodory.

Para deducir la existencia de soluciones de la ecuacién dindmica (P;) en el
sector [a, (], se considera en el espacio normado (C(D), || - ||c(p)) €l conjunto

S:=B(0,K) :={x e C(D): |lzllop) < K}, (2.20)

donde
K :=sup{|¢(t,z)| : (t,z) € D x R} + || Mp||c(py,

con
Mp(t) = / mgz(s)As, teD,
[t07t)'r

siendo my : D — R una funcién tal que m; € LL (D°) y la desigualdad

£ (g(t), 2)| < mp(t)

89



se verifica para A—casi todo punto t € D? y todo z € R tal que |z| < p =

max{ ||a||C(D)7 HﬁHC(D) e
Se define el operador T : C(D) — C(D) para cada v € C(D) y t € D como

Tu(t) := &(to, u(to) — Bu(to), u)) +/ F(g(s),ulg(s))) As.  (2:21)

[to,t)r
Esta claro que u es un punto fijo del operador T si y sélo si u es una solucién
del problema (Pj).
El siguiente resultado garantiza que toda solucién del problema (Pj) es una
solucién del problema (P,) y pertenece al sector [a, 3].

Lema 2.4.2 Si f: DxR — R es una funcién L\ —Carathéodory en compactos
y se verifican las condiciones (HY), (H3) y (H3), entonces, todas las soluciones
de la ecuacion dindmica (Py) pertenecen la conjunto [a, 8] y son soluciones del
problema (Ps).

Demostraciéon:  Sea u: D — R una solucién del problema (Pj).

Supdngase que es falso que z := u — 8 < 0 en D; por la definicién de £ se
sabe que z(tg) < 0, asi pues, existe un ¢ € D\{¢o} tal que z(c) = méx{z(t) :
teT} >0y 2(t) < z(c) para todo t € D con t < c.

Si p(c) = ¢, entonces existe un 6 > 0 tal que z(t) > 0 para todo t € [c — §, c|;
y como para A—casi todo punto s € [c — §, ¢)q, existe 22 (s) y ademds se verifica

que

22(s) < Flg(s),ulg(s)) — f(g(s), Bly(s))) = 0,
del teorema fundamental del célculo se sigue que para todo t € [c —d,¢)p se
cumple que

z(c) — 2(t) = /[t ) 22 (s) As <0,

lo cual contradice la eleccién de c.
Por el contrario, si p(c) < ¢, entonces, si g = Id|z, .1, ¥ u(p(c)) < B(p(c)),
de la hipétesis (HY) se sigue que

u(c) = ulp(c)) + (¢ = p(c) f(p(c), &(p(c), ulp(c))))
< &(p(e),ulp(e)) + (¢ = p(e)) f(p(e), E(p(c), ulp(e))))
< B(p(c)) + (e = p(e)) f(p(c), Blp(c))) < Ble)

que es una contradiccién con la desigualdad z(¢) > 0; mientras que si g =
Td| iy, py), ¥ u(p(c)) > B(p(c)) 0 g = olitg,p(1)), se tiene que

22(p(c)) < F(g(p(0), ulg(p(c))) — Fg(p(c)), Blg(p(c)))) =0

lo cual contradice la desigualdad



Por consiguiente, u < § en D. Analogamente se prueba que o < u en D.

Para terminar la demostracién sélo falta probar que u(tg) — B(u(to),u) €
[a(to), B(to)]-

Si u(to) — B(u(to),u) < a(to), entonces u(ty) = a(to) v asi, B(a(to),u) > 0,
que es una contradiccién con la hipétesis (H2).

Un razonamiento similar permite probar que u(to) — B(u(to), u) < B(t). O

A continuacién se prueba un resultado de existencia de solucién para el
problema (P).

Teorema 2.4.3 Sea f : D x R — R una funcién L\ — Carathéodory en com-
pactos. Supdngase la validez de las hipdtesis (HY), (H3) — (Hj). Entonces, el
problema (P) tiene al menos una solucion en el conjunto [, ().

Demostracion: Puesto que f es una funcién L} —Carathéodory en com-
pactos y B es una aplicacién continua en su dominio, del teorema de Ascoli—
Arzeld se deduce que el operador T : C(D) — C(D) definido en (2.21) es
completamente continuo, ademés se verifica que T'(S) C S.

Como el conjunto S es no vacio, acotado, cerrado y convexo en C(D), el
teorema del punto fijo de Schauder asegura que el conjunto de puntos fijos de
T es no vacfo. Por consiguiente, el problema (Pj) tiene al menos una solucién
que, por el lema 2.4.2; es una solucién de la ecuacién dindmica (P2) y pertenece
al conjunto [a, 3]. O

2.4.2. Unicidad de solucién y método monétono

Esta subseccién estd dedicada a demostrar la unicidad de solucién del si-
guiente caso particular de la ecuacién dindmica (P;) que generaliza las condi-
ciones de frontera antiperiédicas:

A1) = Fgu(g®))  A-ctp. te D,
(Ps) { u(to) = A(u(T))

donde f : D x R — R es una funcién L} —Carathéodory en compactos y A :
R — R.

Definicién 2.4.4 Se dice que o, : D — R son un par de subsoluciones
y sobresoluciones acopladas del problema (P;) si o, € AC(D) y se
verifican las siguientes desigualdades:

{ a®(t) < flg(t),a(g(t))) para A—c. t.p. te€ D% alty) < AB(T)),
BA(t) = f(g(t), B(g(t)) para A—c. t.p. t€ D% PB(ty) > A((T))

Se dice que u € AC(D) es una solucién de (P3) si u(ty) = A(u(T)) y
u?(t) = f(g(t),u(g(t))) para A—-casi todo punto t € D°.

Se define A(g) € R como

L st g=1Id|g ),
Ag) == | (2.22)
—1, si g=0lpo,p),
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Para probar la unicidad del problema (P3) se asumen las siguientes condi-
ciones:

(H}) Existen a y 3 un par de subsoluciones y sobresoluciones acopladas del
problema (P3) tales que a < 3 en D.

(H2) La funcién A es continua y decreciente en [a(T), 3(T)], con a y 3 dadas
en (H1).

(H3) Existe una funcién I : D — R tal que [ € LY (D°) y para A—casi todo
punto ¢t € D° se verifica que 1 + A(g) (o(t) —t) () > 0, con A\(g) definida
en (2.22), y para todo z,y € [a(g(t)), B(g(t))] con x <y se cumple

flg@®),y) — flg(t),z) <I(t) (y — 2),

con a 'y 3 dadas en (H3).

Nota 2.4.5 Sil: D — R es tal que para A—casi todo punto t € D° se verifica
que 1+ X(g)(o(t) —t)I(t) > 0, con A(g) definida en (2.22), entonces la funcion

o(l) : D — R definida para cada t € D como

l(t)a Si g = Id|[t07p(,1.,)]’r7
() = I(t) ' (2.23)
(o) iy = 9= Ol

verifica que 1+ (o(t) — t)p(l)(t) > 0 para A—casi todo punto t € D°.

El resultado de existencia y unicidad de solucién del problema (Ps) es el
siguiente.

Teorema 2.4.6 Sea f : D x R — R una funcién L\ — Carathéodory en com-
pactos.

Si se wverifican las condiciones (HY) y (H3) — (H3), entonces, el problema
(P3) tiene una dnica solucion en el conjunto [c, ().

Demostracién: Como el problema (Ps) es un caso particular del problema
(Py) con B(z,u) := x— A(u(T)) y de las condiciones (H3) y (H3) se deducen las
condiciones (H3) — (H3), la existencia de al menos una solucién del problema
(Ps) en el sector [« 0] estd asegurada por el teorema 2.4.3.

A continuacién se probard la unicidad de solucién; supéngase que el problema
(Ps3) tiene al menos dos soluciones distintas v y @ en [«, 5]

Si u(tg) # @(to), entonces, sin pérdida de generalidad, se puede suponer que
u(tg) > u(to) de donde se sigue que A(u(T)) = u(to) > u(ty) = A(u(T)) y como
la funcién A es decreciente en [a(T), B(T)], se cumple que u(T) < @(T).

Por lo tanto, existe t; € D° tal que u(t) < u(t) para todo t € (¢1,7] y
u(ty) = u(ty) o u(p(tr)) > u(p(t1)) v u(t1) < @(t1), con lo cual, de la hipétesis
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(H3) se deduce que la funcién @ — u es solucién del siguiente problema de valor
inicial:

{ (@—u)™ (1) — IB)@—uw)(g) =r(t) 0, A—c.t.p. L€ [t2,T)y,
(@ —u)(ts) =k <0,

donde t5 denota p(t1) o t; segun corresponda. Se sabe, por la nota 2.4.5, que la
condicién (H3) establece que 1+ (o (t) — t)p(l)(t) > 0 para A—casi todo punto
t € D°, con (1) definida en (2.23), por lo que, de los teoremas 1.2.26 y 1.2.28,
se deduce que para todo t € [ta, T] se cumple que

(@ —u)(t) = ey (t,t2) (@ —u)(t1) + /[ : ey (t,o(s))r(s) As
to,t)p
y como 1+ (o(t) — t)e(l)(t) > 0 para A—casi todo punto ¢t € D, el teorema
1.2.24 afirma que epy > 0en D x D, por lo tanto, se tiene que

(@ —wu)(t) <0 paratodot € [ta, T|y;

en particular, se verifica que @(7) < w(T) lo cual contradice la desigualdad
w(T) < a(T).

Por el contrario, si u(tg) = @(to), como u y @ son distintas, entonces, existen
ts,ta € (to, Ty, con tz < ty, tales que u < @ en (t3,t4] y u(ts) = u(ts) o
u(ts) < a(ts) y u(p(ts)) > u(p(ts)). Asi pues, procediendo como en el caso
anterior se prueba que u(t4) < u(t4) que es una contradiccién con la eleccién
del punto t4.

Por consiguiente, el problema (P;) tiene una tnica solucién en [«, 3]. O

A continuacién se propone un método iterativo para aproximar la unica
solucién del problema (P3) en el conjunto [a, 8], asumiendo las siguientes con-
diciones:

(H$) Existe una constante L > 0 tal que para todo z,y € [a(g(t)), 8(g(t))] con
z < y se cumple

flg(t),y) — fg(t),z) > —L(y — z),

con ay 3 dadas en (Hi) ysig= Id|t, (1)), entonces, para A—casi todo
punto ¢t € D° se cumple que 1 — (o(¢t) —t) L > 0.

(H3) Existe una constante N > 0 tal que N e,y (T, to) < 1, con | dada en (H3)
y ¢(l) definido en (2.23), y para todo x,y € [a(T),B(T)] con x < y se
verifica

A(y) = A(z) 2 =N (y — 2)
con oy 3 dadas en (Hj).

Teorema 2.4.7 Si f: D x R — R es una funcién L\ —Carathéodory en com-
pactos y se verifican las condiciones (HY) y (Hi) — (H3), entonces, existen dos
sucesiones mondtonas {vn tnen ¥ {Wn tnen tales que para todo n € N se cumple
que a =: vg < vy, < wy < wo = G en D y convergen en C(D) a la dnica
solucion del problema (P3) en el conjunto [, 3].
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Demostracién: Para cada 7, £ € [a, ] se considera el problema de valor
inicial

(Piro)) u?(t) = f(g(t),n(g(t)) + L (n —u)(g(t)); A—c.t.p. teD
O ulto) = A((T))

y se define G, : D x R — R para cada (¢,2) € D x R como
Gy(t,x) = f{t,n(t)) + L(n(t) —x)

que, por el lema 2.2.3, es una funcién L} —Carathéodory en compactos.
Para cada n, £ € [, 8] de las condiciones (H3) y (Hj) se obtiene que

a®(t) < flg(t),alg(t)) < Gulg(t),aly(t)); A—c. t.p. teD
a(to) < A(B(T) < A(D),
BEE) = flgt),B(9(1) = Gyle(t),Bg(®));  A—c t.p. te D
B(te) > AT)) > AE(TD)

Por consiguiente, el teorema 2.4.6 establece la unicidad de solucién del pro-
blema (P(,¢)) en [a, f].

Sean v; y w; las tinicas soluciones de los problemas (P, 5)) v (FP(3,qa)) €n
[a, 8] respectivamente.

Se verd que vy < wy en D. De la condicién (H%) se deduce que vy — w; es
una solucién del problema de valor inicial:

{ (vy —w1)(t) + L(v; —wi)(g(t)) =r(t) <0;  A—c. t.p. teDe,
(v1 —w1)(to) = ko < 0.

Como de la condicién (H3) y la nota 2.4.5 se sigue que para A—casi todo
punto t € D° se cumple que 1+ (o(t) —t) p(—L)(t) > 0, con ¢(—L) definida en
(2.23), de los teoremas 1.2.26 y 1.2.28 se obtiene que para todo ¢t € D se verifica
que

(v1 —w1)(t) = ey(—1)(t, to) (v1 — w1)(to) —|—/[t ) ep(—1)(t,a(s)) r(s) As;

y dado que 1 + (o(t) — t)p(—L)(t) > 0 para A—casi todo punto t € D°, el
teorema 1.2.24 asegura que e,_r) >0en D X Dy asi, vi —w; < 0en D.

Ademsés, como las condiciones (H3) y (H3) garantizan que v; y w; son
un par de subsoluciones y sobresoluciones acopladas del problema (Ps), por lo
anterior se sabe que para cada 7, £ € [vi,w1], el problema (P, ¢)) tiene una
Unica solucién en [vq, w1].

Para cada n € N, n > 1 se definen recursivamente v,,+1 y wp4+1 como las
tinicas soluciones de los problemas (P, w,)) ¥ (Pw,.v,)), Téspectivamente, en
[Un, wy]; procediendo como en el caso anterior, se prueba que

a::UOSUnSUn+1§wn+1SwnSZO::ﬁ ean
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con lo cual, {vn},cy ¥ {Wn}, ey convergen puntualmente en D a v y w res-
pectivamente y se verifica que « < v < w <  en D, por lo tanto, {U"}nGN vy
{wn},cn convergen en C(D) a v y w respectivamente y se verifica que

vR(t) = fg(t),0(g(t))) A—c.t.p. t€D, vty = Aw(T))

wi(t) = fg(t),w(g(1))) A—c.t.p. teD,  wlty)=AW(T)).

Para finalizar se probard que v = w en D de donde se concluye que v = w
es la tinica solucién del problema (P3). De la condicién (H3) se obtiene que

(w — )2 (t) < 1(t) (w —v)(g(t)) para A —c. t.p. te€ D°
y dado que para A—casi todo punto t € D° se cumple que 14 (o (t) —t) o(1)(t) >
0, con (1) definida en (2.23), los teoremas 1.2.26 y 1.2.28 garantizan que
0 < (w—0)(t) <euu(t, to) (w—v)(to) para todo ¢t € D,
con lo cual, de (H3) resulta que
0 < (w=v)(to) = A(v(T))=A(w(T)) < N (w—=v)(T) < N ey (T, to) (w—v)(to),

as pues, la condicién (H3) permite afirmar que (w—v)(tog) = 0y por consiguiente
se concluye que v = w en D. O

2.4.3. Existencia y aproximacién de soluciones extremales

Los resultados de existencia y aproximacion de soluciones extremales para
el problema (P;) en el sector comprendido entre una subsolucién y una sobre-
solucion demostrados en la secciéon anterior permiten probar los analogos para
el problema (P,) sin més que suponer que f verifica las condiciones (B*) y (C?),
que se cumple la condicién (Hj) y la funcién B satisface la siguiente hipétesis:
(H2) Para cada = € [a(ty), B(to)], con o y § dadas (H3), la funcién B(z,-) es

decreciente en [«, ] y para todo v € [a, (] se cumple que
liminf B(y,v) > B(x,v) > limsup B(y, v).
Yy—x—

y—xt+
Para probar los resultados es necesario el siguiente lema.

Lema 2.4.8 [30, Lema 4.1] Sean a,b € R tales que a < b y ¢ : R — R una
funcion para la que se verifica que ¥(a) <0 <1)(b) y

liminf ¥(y) > ¥(z) > limsup ¥(y), para todo x € [a,b).
Yy—x—

y—xt+

Entonces, existen c1,ca € [a,b] tales que ¥(c1) = 0 = ¥(ce) y si P(c) =0
para algin c € [a,b] entonces
c1 < c< e,

es decir, ¢y y ca son el menor y el mayor cero de ¢ en [a,b] respectivamente.
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Teorema 2.4.9 Supdnganse (BY), (C?), (HY), (H}) y (H2). Entonces, (P)
tiene una solucidn minimal, u., y una solucion mazimal, u*, en [, 3]. Ademds,
se verifican las siguientes igualdades:

uy =minf{uy €0, 0] :up €55} y v =mix{u_ €[a, 8] : u_ €855 }.
(2.24)

Demostracién:  Solamente se probara la existencia de solucién minimal ya
que con argumentos similares se obtiene la existencia de soluciéon maximal.
Por las hipétesis (Hj) y (H3) se sabe que para cada v € [, (3], es cierto que

B(a(to),v) < Bla(to), a) <0 < B(B(to), 3) < B(B(to),v)

con lo cual, la condicién (1{[22 ) v el lema 2.4.8 garantizan la existencia del menor
cero 7, de B(-,v) en [a(to), B(t0)]-

Ademas, o y B son una subsolucién y una sobresolucién respectivamente del
problema inicial

uB(t) = u ; —c. t. p. °
(P { BT S loO: Ao tp teDn

y asi, el teorema 2.3.9 establece la existencia de soluciéon minimal de dicho
problema en [, ] y la primera igualdad de (2.16) es vélida.
Sea G : [a, f] — [, (] definida para cada v € [a, §] como

Gv := la solucién minimal de (Pr,) en [a, f].

Se verd que G es creciente. Sean v1,v2 € [, B] tales que v; < vy, de la
condicién (H3) se sigue que

B(z,v1) > B(x,v3) para todo z € R,

de donde se deduce que 7,, < 7, y por tanto, Gvy es una sobresolucién del
problema (P;, ); asi pues, la igualdad (2.16) permite afirmar que Gv; < Gvz en
D.

Dado que G aplica sucesiones mondtonas en sucesiones convergentes, [57,
Teorema 1.2.2] asegura que G tiene un punto fijo minimal w, en [«, 5] el cual
satisface la igualdad

ux =min{v € [a,f] : Gv<venD}. (2.25)

Para finalizar se probard que u. es la solucién minimal de (P) en [o, 5] y
que verifica la primera igualdad de (2.24).

Por la definicién de G se sabe que u, es una solucién de (P). Siut € [a, f]
es una sobresolucién de (Ps), entonces u™ (tg) > 7,4+ lo cual garantiza que u™
es una sobresolucién del problema inicial (P; | ).

Como consecuencia de la definicién de G y de la igualdad (2.16) se tiene
que Gut <wut en D y asf, de la igualdad (2.25) se deduce que u, < u™ en D.
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Ademés, como u, € [a, 8] es una solucién de (P,), se sabe que u, € S’2+7 con lo
cual, se concluye que la primera igualdad de (2.24) es valida. a

Puesto que si f es una funcién L} — Carathéodory en compactos, entonces,
razonando como en el lema 2.2.3, se deduce la validez de la condicién (B'),
como consecuencia del teorema 2.4.9 se obtiene la siguiente generalizaciéon del
teorema 2.3.7 para el caso de condiciones de frontera funcionales.

Corolario 2.4.10 Sea f: D x R — R una funcién L\ — Carathéodory en com-
pactos.

Si se verifican las condiciones (H?), (H3) y (H?), entonces, (Py) tiene una
solucion minimal, u., y una solucion mazimal, u*, en [a, B]. Ademds, se veri-
fican las igualdades (2.24).

2.4.4. Subsoluciones y sobresoluciones en orden inverso

En esta subseccién se probara la existencia y aproximacién de soluciones
extremales del problema (P2 )) en el conjunto [3, o] suponiendo que se verifican
las siguientes condiciones:

(H (12 ry) Existen o'y ( una subsolucién y una sobresolucién respectivamente del
problema (P2 g)) tales que f < aen D.

(H(QQ’R)) Para cada = € [B(t9), a(to)], con a y § dadas en (H(lz’R)), Bpg(x,-) es
creciente en [3,a] y para todo v € [, @] se cumple que

limsup Br(v,y) < Br(v,z) < h'miEfBR(y,v).

y—x Yy—x

Con las definiciones de los operadores Lo y Ny dadas anteriormente, el pro-
blema (P ry) es el siguiente:

o { OO S e

Se verd que este problema es equivalente, mediante un cambio de variables,
a un problema del tipo de (P), para ello se considera la siguiente ecuacién
dindmica:

(P(2,R)){ wA(f) :f(N ), w(g(f))); A—c. t.p. teDe,

donde f: D x R — R estd definida para cada ({,2) € D x R como f(f,z) =

—f(~t,2), D == [T, ~tolz, T := ~T, § : [-T,—0(to)]z — D estd definida
como
G110 (t0)]z si g = Idl, o(1)),
j=
Td|-1—o(to)sr 819 = Olito,p()]y>

97



y Br : R x C(D) — R esta dada para cada (z, %) € R x C(D) por Bg(z,w) :=
—Bgr(w,x), con w: D — R definida para cada t € D como w(t) = w(—t).

Los dos problemas anteriores son equivalentes como muestra el siguiente
resultado cuya demostracién es una consecuencia inmediata de las anteriores

definiciones y de la caracterizacién de la A—medida establecida en la proposicién
1.3.1.

Proposicion 2.4.11 Sea v : D — R. Entonces, u es una subsolucion, una
sobresolucion o una solucion de (P(QVR)) si y solo si la funcion 4 : D — R, con
D = [T, ~tols y T := —T, definida para cada t € D como a(f) == u(—t) es
una sobresolucion, una subsolucion o una solucion de (ZS(Q,R)) respectivamente.

La propiedad anterior permite probar la existencia y aproximacion de solu-
ciones extremales de (P2 g)) en el conjunto [3, o] bajo las siguientes condiciones:

(H?2 R)) Si g = 0|ty,p(1)),» entonces, para cada punto aislado por la derecha t € D?,
la funcién definida para cada z € R como z + (o(t) — t) f(¢, z) es creciente

en R.
(By) i) Paracada u € AC(D), f(-,u(-)) es A—medible en D.
ii) Para A—casi todo punto ¢ € D° y todo = € R, se cumple que
111;139'161}ff(9(t),y) > f(g(t), =) > limsup f(g(t), ).

y—at

Las caracterizaciones de la A—medida y de la A—integral dadas en las pro-
posiciones 1.3.1 y 1.3.12 respectivamente garantizan que si se verifican las con-
diciones (B), (C?) y (H&R)) - (H(22,R))’ entonces, las condiciones (B1), (C?),
(HY), (H}) y (H2) son validas para el problema (]5(273)), con lo cual, como
consecuencia del teorema 2.4.9 y de la proposicién 2.4.11 se obtiene el siguiente
resultado.

Teorema 2.4.12 Supdnganse las condiciones (H(O2,R)) - (H(QQ)R)), (Br) y (C?).
Entonces, (P2,r)) tiene una solucion minimal, u., y una solucion maximal, u*,
en [B,a]. Ademds, la siguientes igualdades son ciertas:

u, =min{u_ € [B,0] :u_ € S, py} yu' =mix{uy € [B,0] 1 uy € S(—;,R)}’

Para finalizar, sefialar que dado que si f es una funcién L} —Carathéodory
en compactos, entonces se cumple la condicién (Bk), el resultado anterior se
verifica reemplazando la segunda condicién por la primera.

2.5. Ecuaciones dinamicas funcionales en pre-
sencia de subsoluciones y sobresoluciones
En esta seccién se estudia la ecuacién dindmica (P;) para cada i € {4,5,6};

se probard la existencia y aproximacién de soluciones extremales de (F;) en un
conjunto V; C [a, 8] asumiendo las siguientes condiciones:
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) Existen o y 8 una subsolucién y una sobresolucién respectivamente de
H}) Exist 154 bsolucié bresolucié ti te d
(P;) tales que e < S en D.

(H?) Paracadax € [a(to), B(to)], con ay 3dadasen (H}), B(z,-) es decreciente

en [, ] y para cada v € [«, ] se cumple que

lim inf B(y,v) > B(x,v) > limsup B(y,v).

y—x~ y—zt

2.5.1. Ecuacién dinamica funcional

Esta subseccién estd dedicada a deducir, supuestas las condiciones (H}) y
(H2), la existencia de soluciones extremales por aproximacién de la ecuacién
dindmica funcional (Py) que se detallard a continuacion.

Para definir (P}), se considera h : D xR x C(D) — R una funcién verificando
las siguientes hipétesis:

(H}) Sig= Id|1,, (1)), entonces, para cada punto aislado por la derecha t € D?
y cada v € C(D), la funcién definida para cada € R como x + (o(t) —
t)h(t,z,v) es creciente en R.

(H}) Para A—casi todo punto t € D° y todo = € R, h(g(t),,-) es creciente en
[, 8], con o y B dadas en (H}).

(C}) Para cada v € C(D), h(-,-,v) es una funcién de Carathéodory.
(C3) Para cada p > 0 existe my, : D — [0, +00] tal que m, € LL (D) y
h(g(t), z, v)| < my(t)

para A—casi todo punto ¢ € D°, todo z € R con |z| < py todo v € C(D)
con [[vflo(py < p.
(B}) Para cada v € C(D), h(-,-,v) satisface la condicién (B?!).
Las condiciones anteriores garantizan que los operadores L4 := Ly, L; da-
do en (2.2), y Ny : AC(D) — LL(D°) dado para cada u € AC(D) y para
A—casi todo punto ¢t € D° por Nau(t) := h(g(t),u(g(t)),u) estdn bien defini-

dos; asf pues, el problema (Py) es la siguiente ecuacién dindmica funcional con
condiciones de frontera funcionales:

uP(t) = h(g(t),u(g(t)),u); A—c.t.p. teD°
(P4){ B(u(to),u)g: 0 g

El primer resultado relacionado con (Py) es el siguiente.

Teorema 2.5.1 Asimanse las condiciones (H})—(H{), (B}) y (C?). Entonces,
(Py) tiene una solucion minimal, u., y una solucion maximal, u*, en [a, O].
Ademds, se verifican las siguientes igualdades:

. =mim{uy € [0,B] :upr €87} y v =mix{u_ €[a,f] : u_ €55 }.
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Demostracion: A causa de la similitud entre la demostracion de la existen-
cia de solucién minimal y maximal, solamente se deducira la primera de ellas.
Para cada v € [a, (], se considera la siguiente ecuacién dindmica:

o [ uP(t) = h(g(t),ul(g(t)),v); A—c.t.p. teD°
EO Bty ’

nétese que este problema es del tipo (P») estudiado en la seccién anterior.

Las condiciones (H}) y (Hj) garantizan que o y 3 son una subsolucién y una
sobresolucién respectivamente de (P}) y puesto que se verifican las condiciones
(H?), (H?), (B}) v (C3?), el teorema 2.4.9 establece la existencia de solucién
minimal del problema (P}) en [, 5] para la cual se verifica la primera igualdad
de (2.24).

Definiendo H : [a, f] — [, (] para cada v € [a, §] como

Hv := la solucién minimal de (P}) en [a, ]

y procediendo de un modo andlogo a como se hizo en la demostracién del teorema
2.4.9 se obtiene el resultado. a
Nétese que, como de (C}) se deduce (Bj}), del teorema 2.5.1 se obtiene el
resultado andlogo reemplazando (B}) por (C}).
En el siguiente ejemplo se demuestra la existencia y aproximacién de solu-
ciones extremales de una ecuacién dindmica funcional definida sobre el conjunto
ternario de Cantor unién una cantidad finita de intervalos cerrados disjuntos.

Ejemplo 2.5.2 Sean C el conjunto ternario de Cantor, m € N con m > 1
fijado y T=C U [4/3%,5/32) U | J {[4/3",5/3"|U[2/3 +4/3",2/3 +5/3"] }.
n=3
Considérese la siguiente ecuacion dindmica funcional:

uP(t) = h(o(t), u(o(t)), u); A—c t.p tel0,1)g,
/ (2.26)
u(0) = min u(t),
donde h : T x R x C(T) — R estd dada para A—casi todo punto t € [0,1); y
todo (x,v) € R x C(T) por

.2 1 fcio (1,
h(t,z,v) = o7 cexp | méxov(t) — = 7/ maXrelo, ]T{ o(r)} As )
Vi ret 2 Jow, Vs

Las funciones o, 8 : T — R definidas para cada t € T como

1 1 1
a(t) : 1Y B(t) : 5 +/[0,t)T 7 As
son una subsolucion y una sobresolucion respectivamente de la ecuacion dindmi-
ca (2.26) tales que o < 8 en D. Ademds, no es dificil verificar las condiciones
(H2), (H}), (C}) y (C%), con lo cual, el teorema 2.5.1 garantiza la existencia
de soluciones extremales de (2.26) en [, 3] las cuales verifican las igualdades
alli expresadas.

100



2.5.2. Ecuacién dinamica funcional implicita

Usaremos algunos de los resultados de existencia de solucién para ecuaciones
de operadores definidos sobre espacios de Banach ordenados probados en [35]
junto con los resultados de existencia de soluciones extremales para el problema
(P2) demostrados en la seccién anterior para deducir la existencia de solucio-
nes extremales de la ecuacién dindmica funcional implicita (Ps) asumiendo las
condiciones (H2) y (H2).

Inicialmente se definiran los operadores Ls y N5. Suponiendo que f : DxR —
R es o bien una funcién L} —Carathéodory en compactos o tal que se verifican
las condiciones (B') y (C2), entonces, el operador Ls : AC(D) — L4 (D°) dado
para cada u € AC(D) y para A—casi todo ¢t € D° por

Lsu(t) == u®(t) — f(g(t), u(g(t))) (2.27)

estd bien definido. B
Sea F': D x AC(D) x Lk (D°) — R una funcién para la que se verifican las
siguientes condiciones:

(H32) Para cada (u,v) € AC(D) x Li(D°), F(-,u,v) es A—medible en D y
existe una funcién M : D — [0, 4oc] tal que M € LL (D) y

[F(g(t),u,v)| < M(t)
para A—casi todo punto t € D° y todo (u,v) € AC(D) x LL(D°).

(H2) Para A—casi todo punto t € D°, F(g(t),,-) es una funcién creciente en
AC(D) x LY (D).

Asi pues, el operador N5 : AC(D) — L} (D°) dado para cada u € AC(D) y
para A—casi todo punto ¢t € D° por

Nsu(t) := F(g(t),u, Lsu) (2.28)

estd bien definido y el problema (Ps) es la siguiente ecuacién dindmica funcional
implicita:
(P5) Lsu(t) = F(g(t), u, Lsu); A—c. t.p. teD°
>\ Bl(u(t),u) = 0.
Astumase la siguiente hipétesis:

(H32) Para A—casi todo punto t € D°, h_(t) := Lsa(t) < Ls3(t) =: ho(t), con
a'y ( dadas en (H}).

Considérense los conjuntos dados por
Z ={ueAC(D) : u€la,f], Lsu € [h_,hy]} (2.29)

' Vi={ueZ : Blu(ty),u) =0}; (2.30)

como consecuencia de las hipétesis y definiciones anteriores se prueba el siguiente
resultado.
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Proposicién 2.5.3 Supdnganse las condiciones (H2), (H2), (BY) y (C?), sean
Ls, N5 : AC(D) — LL(D°) definidos en (2.27) y (2.28) respectivamente y sean
Z, V definidos en (2.29) y (2.30) respectivamente.

Entonces, u € Z es una solucion de (Ps) siy sélo siu € V y Lyu(t) = Nsu(t)
para A—casi todo punto t € D°.

Se necesitan los siguientes lemas.

Lema 2.5.4 Si se verifican las condiciones (H}) — (H2), (HY), (B') y (C?),
entonces los siguientes enunciados son ciertos:

i) St u,v € V son tales que u < v y Lsu < Lyv, entonces, h— < Nsu <
N5’U S h+.

it) El conjunto V' es no wvacio y la ecuacién Lsu = h tiene para cada h €
[h—, hy] soluciones extremales en V' y son crecientes con respecto a h.

iii) Sucesiones mondtonas de N5[V] convergen en L (D°).

Demostracién: Sean u,v € V tales que u < vy Lsu < Lsv. Por (H}),
(H?) y (H2) se tiene que para A—casi todo punto ¢ € D° se cumple que

Lsa(t) < F(g(t),a Lsa) < F(g(t),u, Lsu) < F(g(t), v, Lsv)

< F(g(t),8,Ls8) < Lsp(t),

de modo que, de (2.28), se sigue la afirmacién 7).
Para cada h € [h_, hy], considérese el problema

ut(t) = f(g(t),u(g(t))) +h(t); A—ct.p. teD°,
P {B(%O)’u)g& 9(t))) + h(t) p

que es del tipo (P») estudiado anteriormente.

Las condiciones (H}) y (H2) permiten afirmar que o y 3 son una subsolucién
y una sobresolucién de (P!) respectivamente, con lo cual, como se verifican
las condiciones (B?1), (C2), (HY) y (H2), el teorema 2.4.9 establece que (PP)
tiene una solucién minimal, uy, y una solucién maximal, u”, en [, 3] que son
el minimo y el méaximo de sobresoluciones y subsoluciones respectivamente de
(P2 en [a, 8]. Por lo tanto, la definicién de Ls, (2.27), y la igualdad Lsu; =
Lsu" = h € [h_, hy] garantizan que el conjunto V es no vacio y que la ecuacién
Lsu = h tiene soluciones extremales en V.

A continuacién se vera que las soluciones minimales de la ecuacién Lsu = h
son crecientes con respecto a h; mediante un argumento analogo se deduce el
mismo resultado para las soluciones maximales.

Sean hi, ho € [h—,h] tales que hy < he en D y sean uj, us las soluciones
minimales de la ecuacion Lsu = h para h = hy y h = hsy respectivamente en
V. Por consiguiente, u; y ug son una solucién minimal y una sobresoluciéon
respectivamente del problema (P5hl) en [a, A, con lo cual, puesto que se sabe
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que u; es el minimo de sobresoluciones de dicho problema en [«, 3], se concluye
que u; < us en D y por lo tanto, la propiedad 4i) es vélida.
La afirmacién ii) es una consecuencia inmediata del teorema de la conver-
gencia mondtona. ad
A continuacién se enuncia un resultado de existencia de solucién de ecuacio-
nes de operadores.

Lema 2.5.5 [35, Teorema 1.1.2] Dados un espacio métrico ordenado X, un
conjunto parcialemente ordenado V', aplicaciones L : V — X y N :V — X y
elementos ho de X, tales que h— < hy y supongase la validez de las siguientes
condiciones:

(1) Siu,v €V son tales que v < v y Lu < Lv, entonces, h— < Nu < Nv <
hy.

(IT) La ecuacion Lu = h tiene para cada h € [h_, hy] soluciones extremales
que son crecientes con respecto a h.

(IIT) Sucesiones mondtonas de N[V convergen en X.

Entonces, la ecuacion Lu = Nu tiene soluciones extremales u, y u* en el
sentido de que st w € V y Lu = Nu, entonces u, < u < u* y Luy, < Lu < Lu*.
Ademds, u, y u* son crecientes con respecto a N.

Como consecuencia de la proposicién 2.5.3 y de los lemas 2.5.4 y 2.5.5 se
deduce el siguiente resultado de existencia de solucién para el problema (Ps).

Teorema 2.5.6 Asimanse las condiciones (HY) — (HZ), (HY), (BY) y (C?).
Entonces, el problema (Ps) tiene una solucion minimal, u,, y una solucidn ma-
zimal, u*, en V en el sentido de que siu € Z es una solucidn de (Ps), entonces,
U <u < u*y Lyu, < Lyu < Lsu*. Ademds, u, y u* son crecientes con respecto
a la funcion F.

Finalmente, destacar que el resultado anterior sigue siendo cierto si la funcién
f es una funcién L —Carathéodory en compactos en lugar de verificarse la
condicién (B?).

2.5.3. Ecuaciéon ®—Laplaciana

En esta subseccién se demuestran los resultados analogos a los de la subsec-
cién 2.4.3 para la ecuacién dindmica ¢—Laplaciana (Ps) siempre que las hipdtesis
(H}) y (HE) sean ciertas.

Sea ¢ : R — ¢(R) un homeomorfismo estrictamente creciente y sea f :
D xR — R; si f o bien es una funcién L} —Carathéedory en compactos o
bien verifica las condiciones (B') y (C?), entonces se sabe que los operadores
Lg, Ng : AC(D) — LY (D°) dados para cada u € AC(D) y para A—casi todo

punto ¢t € D° por Lgu(t) = (pou)™(t) y Neu(t) = Nyu(t), con N; dado en
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(2.2), estén bien definidos y el problema (Pg) es la siguiente ecuacién dindmica
¢—Laplaciana:

iy { (o = floth o)) Aerp e D

Considérese la siguiente ecuacién dinamica:

(P6){ vA(t) = flg(t),v(g(t);  A—c.t.p. te DO

donde f : Dx¢(R) — R est4 definida para cada (t,2) € Dx$(R) como f(t, ) :=
ft,o71(x)) y B : ¢(R) x W — R estd dada para cada (x,v) € ¢(R) x W por
B(z,v) := B(¢p~(z),¢" ov) siendo W := {w € C(D) : w(D) C $(R) }.

Los conceptos de subsolucién, sobresolucién y solucién para el problema (FPs)
se definen como cualquier elemento del conjunto W N AC(D) que verifique las
relaciones habituales en la ecuacién dindmica.

Nétese que (Pg) es un problema del tipo (P») y si f satisface la condicién
(HY) y es una funcién L\ —Carathéodoy en compactos o verifica las condiciones
(BY) y (C?), entonces, las mismas condiciones son ciertas para la funcién f
definida anteriormente.

El siguiente resultado, cuya demostracién se omite por su simplicidad, esta-
blece que los problemas (Ps) y (Ps) son equivalentes.

Proposicion 2.5.7 Sea u : D — R. Entonces, u es una subsolucion, una so-
bresolucidn o una solucidn de (Pg) si y sdlo si la funcidn @ : D — R definida
para cada t € D como 4 := ¢ o u es una subsolucion, una sobresolucion o una
solucién de (Ps) respectivamente.

Como la validez de (H¢) y (HZ) garantizan que se verifican las condiciones
(H}) y (H2) para el problema (P°), como consecuencia de la proposicién 2.5.7 y
el teorema 2.4.9 se deduce la existencia y aproximacion de soluciones extremales
de (Pg) en [o, F].

Teorema 2.5.8 Sea ¢ : R — ¢(R) un homeomorfismo estrictamente creciente.
Asimanse (HY), (H}), (HZ), (BY) y (C?). Entonces, (Ps) tiene una solucién
minimal, us, y una solucion maximal, u*, en [, B]. Ademds, se verifican las
siguientes condiciones:

uy =minf{uy €[, 0] s up €S5S¢} y v =mix{u_ €[a, 0] : u_ € S5 }.

Una vez mas, destacar que el resultado anterior es cierto al reemplazar la
condicién (B') por la condicién de que f sea una funcién Ly —Carathéodory en
compactos.

Se finaliza esta subsecciéon demostrando la existencia y aproximacién de so-
luciones extremales de una ecuacién en g—diferencias ¢—Laplaciana.
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Ejemplo 2.5.9 Para q > 1 fijado se define ¢* == {¢* : k € Z}, sea ¢* =
¢* u {0} su clausura, considérese el conjunto cerrado de nimeros reales dado

por T = ¢Z y sea C' el conjunto ternario de Cantor.
Sea ¢ : R — R definido como

exp(x), si x <0,

¢($) = 1

2 — st x> 0;

z+1’
fijado m € N, sea f:[0,¢™]; x R — R dada por

(2t + 3eap(t?)) z* sen (;) + sgn(x) + [x] + xc(t)
As .
f(t?'r) = +/[O7t),[r 1 + M(g)? ST X 7é O7
As
xc(t) + / _—, st x =0,
o(t) 0,6, 1+ 1(s)

donde sgn(x) = z/|x| para © # 0 y sgn(0) = 0, [z] significa parte entera de x,
esto es, el mayor entero menor o igual que T y Xc la funcion caracteristica del
conjunto C, es decir, xc(t) =1sit € C yxc(t)=0sitgC.

Considérese la siguiente ecuacion en q—diferencias ¢— Laplaciana:

(pouw)™(t) = flg(t),ulg(t)); A—c tp t€[0,¢™)
(2.31)
u(0) =g~ ™ u(s) As.
(0)=¢ /[) (5)

Se puede probar que las funciones o, 8 : [0,¢™ ]t — R definidas como o := —1
y B :=1 en [0,¢™]; son una subsolucidn y una sobresolucion respectivamente
de (2.31) tales que a < (3 en [0,¢™]p, ¢ es un homeomorfismo estrictamen-
te creciente y que f es una funcién L\ — Carathéodory en compactos y que la
condicion (HZ) es cierta.

Por consiguiente, el teorema 2.5.8 establece la existencia de soluciones ex-
tremales de (2.31) en [a, 8] y ademds se verifica que las soluciones minimal y
mazimal son es el minimo de las sobresoluciones y el mdzrimo de las subsolu-
ciones respectivamente de dicho problema en [, f3].

2.5.4. Subsoluciones y sobresoluciones en orden inverso

Realizando el mismo cambio de variable que en la subseccién 2.4.4, se puede
probar para cada i € {4,5,6} la existencia y aproximacién de soluciones ex-
tremales del problema (P(; r)) en el conjunto [3,a] supuestas las condiciones
reciprocas para la funcion que define la parte no lineal de la ecuacién y las
siguientes condiciones:
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(

(

H2

H (11 R)) Existen « y (8 una subsolucién y una sobresolucién respectivamente del

problema (P; r)) tales que § < a en D.

(i)R)) Para cada = € [a(ty), B(to)], con o y [ dadas en (H(li’R))7 Bgr(z,-) es
creciente en [, a] y para todo v € [, @] se cumple que

limsup Br(v,y) < Br(v,z) < h'mirifBR(y,v).

y—T Yy—x

Se omiten los resultados por su analogia con los obtenidos anteriormente.

2.6. Ecuaciones dinamicas con condiciones ini-
ciales a través de sus problemas reciprocos

Esta seccion se dedica al estudio de la existencia, unicidad y aproximacién
de soluciones de un problema de frontera de primer orden en un intervalo de un
subconjunto cerrado de R, que toma los valores en otro subconjunto cerrado de
R. Obtenemos los resultados considerando ecuaciones dindmicas cuya parte no
lineal es no negativa y verifican un tipo de condiciones de Carathéodory inversas
y discontinuidad.

Consideramos la siguiente ecuacién dindmica con condicién inicial:

u(t) = fg(t),u(g(t))) A—c t.p. t>tg, teT,
(Pr) )
u(to) = to,

donde f : [to,T|xD — R, D = [tNO,T]T, to,T €T, #y,T € T, Ty T son conjuntos
cerrados arbitrarios de R. Denotamos por D := [to, Ty

Una solucién de (P7) es una funcién u : [tg, Tu]y — D absolutamente
continua en [to, Tyy, donde T, € (to, Ty, tal que u?(t) = f(g(t),u(g(t))) para
A—casi todo punto t € [to, Ty)r v u(to) = to.

Sea § : T — T definida como Id|; si g = Id|r y como &|z si g = olp. Si
f:[to,T] x D — R, entonces se define f : D x [to, T] — R como

i =] TG0 (2.32)
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Una solucion de (]57) es una funcién v : [fo,Tv]fr — D absolutamente
continua en [fy, T,z, donde T, € (o, Tz, tal que v2(f) = f(§(f),v(d(f))) para
A—casi todo punto t € [to, To,)z v v(fo) = to.

En esta seccién se establece la relacién entre los problemas (Pr) y (Pr) con
A-derivada débil estrictamente positiva y A-derivada, respectivamente. Estos
resultados se combinan con ciertos resultados de existencia y aproximacién de
soluciones extremales para ecuaciones dindmicas con condiciones iniciales pro-
bados en secciones anteriores, para obtener nuevos resultados de existencia y
aproximacién de soluciones extremales de (Pr). Suponiendo un cierto tipo de
condicion de Carathéodory inversa y discontinuidad, obtenemos condiciones su-
ficientes para la existencia de soluciones extremales locales del problema en
ausencia de cotas superiores para f. También se garantiza la existencia y la
aproximacién de soluciones extremales globales para el problema. Estos resul-
tados generalizan para subconjuntos cerrados de R arbitrarios los dados en [39]
y en [40] para el caso particular T = T = R. Ademss, se presenta una condiciéon
adicional que garantiza la existencia de una tnica solucién de (P;).

Se finaliza presentando algunos ejemplos, que incluyen un modelo simple de
la poblacién, para ilustrar la aplicabilidad de los resultados obtenidos.

2.6.1. Equivalencia entre (P;) y (P)

Esta subseccion la dedicaremos a probar la relacion que existe entre los
problemas (P7) y (P;); para ello necesitaremos algunos resultados relacionados
con la A—medida y la A—integracién, que se pueden ver en el primer capitulo, y
el criterio para la continuidad absoluta de la funcién inversa de cualquier funcién
absolutamente continua y estrictamente monétona en un intervalo cerrado [a, b];
dado en el teorema 1.4.12 asi como la férmula para calcular la A—derivada de
la funcién inversa. Ademads, necesitaremos el siguiente resultado

Proposicién 2.6.1 Sea F : [a,bly — F([a,bly) C [@,b]s una funcién absoluta-
mente continua en [a,bly y sea N C [@,b)z un conjunto de A—medida nula.

Si FA > 0 en A—casi todo punto de [a,b)y y Foo = &oF en [a,b)r,
entonces, F~1(N) es un conjunto de A—medida nula.

Demostracion: Por el Teorema 1.4.12, como F'2 > 0 en A—casi todo pun-
to de [a,b)g, sabemos que F~! : F([a,bly) C [a,blz — [a,b]; es una funcién
absolutamente continua en F'([a, b]y).

Como N C [a, IN))Tr es un conjunto de A—medida nula, por el Teorema 1.4.5
deducimos que F*I(N) C la,b)y es un conjunto de medida de Lebesgue nula;
ademds, a partir de (1.2) se sigue que N no tienen puntos aislados por la derecha
de [a, b)7 y, puesto que F es estrictamente creciente en [a, b|y, la igualdad Foo =
& o F en [a,b)y asegura que F~'(N) no tiene puntos aislados por la derecha en
[a, b). Por tanto, de (1.2), deducimos que F~!(N) es un conjunto de A—medida
nula. a

107



Nota 2.6.2 Contrariamente al caso real, para un subconjunto cerrado de R
arbitrario, la condicion F» # 0 en A—casi todo punto de |a, b)y no es suficiente
para garantizar que F_l(N) es un conjunto de A—medida nula. Por ejemplo,
siT=T=1[0,1U[2,3], y F: T — T estd definida como F(t) = 3 —t, entonces,
FA=—1en[0,1]U[2,3), sin embargo, {0} es un conjunto de A—medida nula
y F71{0} = {3} tiene A—medida infinita.

De esta propiedad se obtiene la siguiente regla de la cadena para funciones
absolutamente continuas.

Proposicién 2.6.3 Sea F € AC([a,b];) tal que F([a,b];) C [a, E]ﬁ- y sea F e
AC([a,bl5).

Si F2 > 0 en A—casi todo punto de [a,b)y y Foo = &oF en [a,b)r,
entonces,

a A PA A
(FoF) (t)=F2(F(t)) - F2(t) para A —c. t. p.t€[a,b)r.

Demostracion: Como consecuencia del teorema fundamental del cédlculo
para A—derivadas se establece la existencia de un conjunto de A—medida nula
N tal que F' es A—diferenciable en [a,b);\N y la existencia de un conjunto de
A—medida nula N C [a,b)s tal que F' es A—diferenciable en [a,b)s\N y de este
modo, la regla de la cadena para A—derivadas que se puede ver en [25, Teorema
8.35] garantiza que

(Fo F)A(t) = FA(F(t)) CFA() para todo t € [a,b);\(F~'(N)NN);
por lo tanto, la conclusion se sigue de la proposicién 2.6.1. a

Como consecuencia directa de los resultados anteriores se deduce el siguiente
corolario que sera utilizado posteriormente.

Corolario 2.6.4 Sean N C [a,b); y N C [@,b)s conjuntos de A— y A— medida
X |a,

nula respectivamente, y sean f1, fo : [a, by X | E]’E‘ — R tales que

Fi9(0),30) = Fao(t),5(B)  para todo (t,7) € (a,b}x\N) x (@, 55\ ).
] (2.33)
Sea u : [a1,b1]p C [a,b]y — [a,blz, u € AC([a1,b1]y) tal que u™ > 0 en
A—casi todo punto de [a1,b1)p yuoo =G ou en |a,br)y. Entonces, u es una
solucion de

u®(t) = fi(g(t),u(g(t))) para A—c. t. p. te [a1,b1), u(ay) = o,
(2.34)
sty solo si u es una solucion de

uA(t) = fa(g(t),u(g(t))) para A—c.t p. t€a,bi)yg, u(ar) = ug.
(2.35)

El siguiente paso serd probar que la inversa de una solucién de (P;) resuelve
(Pr).
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Teorema 2.6.5 Si v : [y, 1]z — D es una solucién de (P;) tal que v® > 0
en A—casi todo punto de [fo,ﬁ,)fr, Yyvoag =couv en [fO,TU).E, entonces, la
funcion v : [to,v(T,)]g — R, es una solucién de (Py) yv oo =dov™" en
[t07U(Tv))T'

A > 0 en A—casi todo punto de [EO,TU)@,

sabemos que v es estrictamente creciente en [Eo,fu]fr y asi, de las relaciones
v([to, Tulz) C [to, T)p y vo& = oov en [ty, T, ), obtenemos que to < v(T,) < T,
v([to, Tolz) = [to,v(Ty)]p, y v~ toa = Gov~! en [tg, v(T,))p. Ademds, el teorema
1.4.12 establece que v~! : [to,v(ﬁ;)]qr - [fo,i,]fr C D es una funcién absolu-
tamente continua en [to, v(T, v)lp v la existencia de un conjunto de A—medida
nula Ny C [to, v(T,))y tal que

Demostracion: Puesto que v

2 = M >0  paratodo t € [to,v(T,):\N1.  (2.36)

(v™)

Por otra parte, existe N C [to, Tv)@ un conjunto de A—medida nula tal que

0 < v2(@) = f(5(D), v(§(D))) = 1 para todo € [fo, To,)7\N,

f(o(g(®)),9(#))

lo que implica, por la igualdad v o & = o owv en [fy,Ty)z v v([fo,Tv)z) =

[to, 0(T)), que

flg(t) Ul_l(g(t))) para todo ¢ € [to, v(T,))p\v(N)
| 5 (2.37)

y como sabemos, por la proposicién 2.6.1, que v(N) es un subconjunto de
A—medida nula de [to,v(T},))y, por (2.36) y (2.37), concluimos que v~! es una

solucién de (P7). O

0< v (1) =

Nota 2.6.6 Un resultado andlogo se obtiene cambiando los papeles de los pro-
blemas (P7) y (Pr)

Como consecuencia de los resultados anteriores se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.6.7 Si el problema (]57) tiene a lo sumo una solucién v en [to, Tl]T
tal que v® > 0 en A—casi todo punto de [to, T1)z, yvod =aov en [ty, T1)s,
para cada Ty € (o, T]Tr; entonces, el problema (Pr) tiene a lo sumo una solucion
u en [to, Ti]y, tal que u™ > 0 en A—casi todo punto de [to,T1)y, yuoo =Gou
en [to, T1)y, para cada Ty € (to,T)y.

2.6.2. Condiciones suficientes para la existencia de solu-
ciones de (P;)

En primer lugar, definiremos algunos conceptos relacionados con la ecuaciéon
dindmica con condiciones iniciales (Pr).
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Definicién 2.6.8 Sea Ty € (to, 7.

1. Se dice que u_ es una subsolucién de (P;) en [to,To|y si u— es una
funcion absolutamente continua en [to, To|y, u—([to, Tolp) C D, u—(ty) =
toy

()2 (@) < flg(),u_(g(t))  para A—c. t p. t€[to,To)g

SiTo =T, entonces, se dice que u_ es una subsolucién de (P;).

Los conceptos de sobresolucién de (P;) en [ty,Tp|y y sobresolucién
de (P;) se definen cambiando el sentido de las desigualdades anteriores.

2. Para un subconjunto Y C AC([to, To]y), una funcion u, €Y se dice que es
la solucién minimal de (P7) en'Y siu, es una solucion de (P7) yu. < u
en [to, Tolp para cualquier otra solucion u € Y; la solucién maximal de
(Pr) enY se define cambiando el sentido de las desigualdades. Cuando las
soluciones minimal y mazimal de (P7) en'Y existen, se llaman soluciones
extremales de (P7) en Y.

Anadlogamente, se pueden definir los conceptos de subsolucién y sobresolucién
de (P7) en [to, To]ﬁ- con 1y € (to, T}’ﬁl‘

Condiciones para la existencia de soluciones locales

Teniendo en cuenta la relacién entre las soluciones de (P;) con A—derivada
débil estrictamente positiva y las soluciones de (]57) con A—derivada débil es-
trictamente positiva obtenida en el teorema 2.6.5 y resultados de existencia y
aproximacién de soluciones extremales en el conjunto de funciones absoluta-
mente continuas de una ecuacién dinamica con condiciones iniciales obtenidos
en la seccién 2,3, probaremos la existencia y aproximacién de soluciones extre-
males locales de (P7) en el conjunto de las funciones absolutamente continuas
con A—derivada débil estrictamente positiva.

Vamos a suponer que f : [tg, T] X D—R yg: T — T satisfacen las siguientes
hipétesis:

(HLf) Se verifican las siguientes condiciones:

(HLf;) Para cada v € 4C(D) tal que v(D) C [to, T], la funcién f(v(-),-) es
A—medible en D.

(HLfy) Para A—casi todo £ € [fy, T)s, se tiene,

liminf f(s, §(t)) > f(t,3(t)) para todo t € (to, T

s—t—

f(t,g(t)) > limsup f(s, g(t)) para todo t € [to,T).

s—tt
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(HLf3) Existe 1 : D — R tal que mo j € LlA([fo, T)z) y

0<—1 < ftad) y 0<f(t.D)

para todo t € [tg, T] y para A—casi todo punto f € [fo, T').

(Hg) Si g = Id|3, entonces, para cada punto aislado por la derecha t € [to, T)fra

~ ~ 1
la funcién definida para cada t € [to,T] como t + (6(t) — t)m es no

decreciente en [tg, T

Ademds vamos a suponer la condicién siguiente acerca de las soluciones de
(P) con A—derivada débil estrictamente positiva.

(Hs) Siwv € AC([to, Ty)7) es una funcién que verifica (Py) y v2 > 0 en A—casi
todo punto de [to, T,)%, entonces, v([to, Ty]z) C [to,T]y y vod =0 owven
[t0> Tv)ﬁ"

Nota 2.6.9 Puesto que nos interesan las soluciones de (P;) con A—derivada
sea estrictamente positiva, podemos suponer sin perdida de generalidad que las
condiciones (HLfy) y (HLf3) se verifican para todo t € [to,T)5 ya que si estas
condiciones son vdlidas sélo para t € [fo,f)fr\]\?, donde N # () es un conjunto
de A—medida nula, entonces, consideramos

S:={te (tNO,T)fT, t es denso por la izquierda y aislado por la derecha} C R

donde R = {t;},.7 es el conjunto de todos los puntos aislados por la derecha de

D° el cual es a lo sumo nu[nemb_le. .
Al definir f* : [tg, T) x D - R ym*: D — (0,400) como

f(t,9(th)); si t1 € [to, T)#\N,

1; St t~1€]\7,

m(gt));  si b€ [, T)s\N,
1; St 7?1 S N,

si g es la identidad ot ¢ S y g(ty) =1t, y f*(t,1) =1, m*({) :=1sitcSyg
no es la identidad, resulta que f* verifica las condiciones (HLfy) y (HLf3) para
todo t € [tg, T)7 y m* en (HLf3).

Por otra parte, se deduce que

Flg®),3(D) = £(9(1),3())  para todo (t,7) € [to,T)r x ([fo, T)5\N)
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y por tanto, el corolario 2.6.4 garantiza que el problema (Pr) y el problema

u(t) = f*(g(t),ulg(t))) A—c tp t>ty teT,

u(to) = to,
tienen las mismas soluciones con A—derivada débil estrictamente positiva.

El resultado de existencia y aproximacién de soluciones extremales locales
es el siguiente.

Teorema 2.6.10 Asdmanse las condiciones (HLf), (Hg) y (Hs). Entonces,
eziste Ty € (to, Ty tal que (Pr) tiene soluciones extremales en el conjunto

Yy = {u € AC([to, Toly) : u® >0 A — . t.[to, To)p,uo0 0 = ou en [to, To)p}-

Ademds, si u, y u* denotan, respectivamente, la solucion minimal y maximal
de (Pr) en Yy, entonces, para todo t € [to, Toly, se verifican las siguientes igual-
dades:

us(t) =min{uq (t) : uy €Yy es sobresolucion de (Pr) en [to, Toly },
u*(t) =méx {u_(t) : u_ €Yy es subsolucidn de (Pr) en [to, To)y }-

Demostracién: Por la nota 2.6.9 podemos suponer que f verifica la con-
dicién (HLfy) y (HLf3) para todo f € [tg, T)z. Dividiremos la demostracién en
varias etapas
FEtapa 1: Existe Ty € (to, Ty tal que (Pr) tiene al menos una solucion en Yj.
Consideramos la extensién a R de f, f : D x R — R definida como

0; si t <,
fE6) = FEt);  siteto,T), (2.38)
m(t); sit>T.

Mostraremos que f verifica las siguientes propiedades:
i) Para cada v e AC(D), la funcién f(-,v(-)) es A—medible en D.
Fijada v € AC(D). Por (HLf3) y la nota 2.6.9, tenemos que para cada ¢ € D,

0; si v(t) < to,
@ =3 g o el
m(t); si v(t) > T,

donde V : D — R est4 definida como V (f) := méx { min {v(), T },to }. Puesto
que V€ AC(D) y V(D) C [to,T], deducimos, de (HLf;), que f(-,v(:)) es
A—medible en D.
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ii) Para todo (,t) € [to, T)z x R, tenemos

lmsup f(5(f), s) < f(3(F),t) < liminf f(5(F), s)-

s—t— s—th

Estas desigualdades son triviales en D x ((—0c0,t) U (T, +00)), la_primera es
trivial en ¢y y la segunda es trivial en T". Por otra parte, si (¢,t) € [to, T)s % (to, T1,
entonces, se sigue de (HLfy) y (HLf3) que

e arn F((F = lim = :
limsup f(§(1), s) = Mmsup s lim inf £(s, 5(£))
1 Booin
< T O

anglogamente, se puede deducir la segunda desigualdad en [fo, T)z x [to, T).

iii) Para todo (1,t) € [fo, T)z x R, |f(4(f),t)] < m(g(f)); esto es consecuencia
directa de (HLf3) y de la nota 2.6.9.

iv) Si g = Id|z, entonces, para cada punto aislado por la derecha t € [fo,T)fr,
la funcién definida para cada t € R como t + (6(1) — 1) f(f,t) es no decre-
ciente en R; es obvio por (Hg).

Por tanto, f verifica la hipdtesis del teorema 2.3.5 y como consecuencia,
existen v*, v, € AC(D) que satisfacen la igualdad en el problema global

A@) = f(g(d),vG@)  A-c top. € i, D)

y v, < v < v* en D para cualquier v € AC(D) que verifica el problema (]57);
ademas, v* es la mayor de las subsoluciones y v, es la menor de las sobresolu-
ciones, en el sentido de la seccion 2.3.

Si v € AC(D) es una funcién que verifica (P;), como f > 0 en D x R,
entonces, v > to en D; por lo que, se sigue de (2.38) y (HLf5) que para A—casi
todo £ € D, se tiene que

VA0 > 0. (2.39)
Definiendo }
To :=min{T,v.(T) }, (2.40)

sabemos, por (2.39) y (Hs), que existe T, € (o, T]z tal que v, ([fo, To.]5) =
[to, Tolg. Si v € AC(D) verifica (Py), entonces, se sigue de (2.39), que existe
T, € (507Tv*]fr tal que

vB(0) = f(G(0),0(G(F))  para A—c.t.p. T € [fo, T]x,
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por lo cual deducimos, por (Hs), que [to, Toly = vs([fo, Tv.]7) C v([f0, Tulz) =
[to,v(Tv)]T; en consecuencia, el teorema 2.6.5 establece que la funcién v=1 :
[to, To]p — R es una solucién de (Pr) la cual, por el teorema 1.4.12, pertenece a
Ye.

Etapa 2: El problema (Pr) tiene soluciones extremales en Y.

Sabemos que si v € AC(D) es una funcién que verifica (P;) entonces, (v,) ™,
(v*)"" y v=! definen soluciones de (P;) en Yy y (v,)”' > vt > () ' en
[to, To]p. Por lo tanto, con el fin de garantizar que u* := () 'y ut = (v) 7!
son la solucién minimal y maximal, respectivamente, de (P7) en Yy es suficiente
probar que cada solucién de (P;) en Y es la inversa de una solucién de (Pr).
En efecto, sea u € Yj una solucién de (Pr).

Si u(Ty) < T, entonces, sabemos, por el teorema 2.6.5 y la nota 2.6.6, que

u=': [, u(Tp)]z — R, donde [fo, u(Tp)]z € D, es una solucién de

vA(0) = f(3@0),0(3(D)  A—c top. T [fo,u(Th))s

’U(to) = to.

Puesto que el problema

vA(0) = f(3(0),0@(D)  A-c top. L€ [u(Th), T,

verifica las hipétesis del teorema 2.3.5, resulta que éste tiene al menos una
solucién v, € AC([u(To), T]5)-
Por tanto, la funcién v : D — R definida como

u"t(t); sit € [to, u(T0)]s,
u(t) ==

vy (1); si £ € [u(Ty), T)x

es una solucién de (Pr).

Siw(Ty) = T, entonces, el teorema 2.6.5 y la nota 2.6.6 garantizan que u~
esté definida en D y es una solucién de (P;).

Etapa 3: Si u. denota la solucion minimal de (Pr) en Yy, entonces, para todo
t e [to, TQ}T,

uy(t) =min{uy (t) : uy €Yy es sobresolucion de (Pr) en [to, Tolr }-

Puesto que u, es una sobresolucién de (Pr) en [to, To]p y u« € Yo, es suficiente
probar que si u € Yj es una sobresolucién de (Pr) en [to, Ty, entonces, u, < u
en [tg, Tolp. Sea u € Y) una sobresolucion de (P7) en [to, Tp]p, siguiendo un
argumento similar al de la prueba del teorema 2.6.5, se puede probar que u ! :
[to,u(Ty)]7 — R es una subsolucién de

1

vA(0) = (G0, 0(a@)  A—c top. Ee o, u(To))s
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y razonando como en la etapa 2, se puede mostrar que existe v € AC (D) subsolu-
cién de (Py) que corresponde a u~! en [fy, u(Ty)]z. Consecuentemente, tenemos
que u~! < v* en [ty, u(Tp))5, o equivalentemente, u > ()" en [to, To]p-

Anélogamente, se puede probar que si u, denota la solucién minimal de (P7)
en Y, entonces, para todo t € [to, Tyly, la relacién

u*(t) =méx {u_(t) : u_ €Yy es una subsolucién de (Pr) en [to, To]y }-

se verifica y la prueba esta completa. a

Notar que para el caso real, esto es, T=T-= R, la condicién (Hs) no es una
restriccién puesto que siempre se verifica.

A continuacién presentamos dos ejemplos simples en los cuales se verifica
(Hf), no se verifica (Hs) y el problema (P7) no tiene solucién.

En el primero, (Hs) no se verifica pues existe una solucién de (P;) con
A—derivada débil estrictamente positiva cuya imagen no es un subconjunto
de D.

Ejemplo 2.6.11 Sea T = T = {0,1,2}, entonces, f1 : [0,2] x {0,1,2} — R
definida por fi(t,t) =t + 1 verifica (HLf), sin embargo (Hs) no se cumple pues
la unica solucion del problema

1

v(n+1) —wv(n) = Y v(0) =0

estd dada por v ={0,1/2,5/6} ¢ {0,1,2}; ademds, es obvio que el problema
u(n+1) —u(n) =un+1)+1; u(0) =0
no tiene solucion.

Se puede pensar que la condicién v([to, Tv].ﬁ.) C [to, Ty en (Hs) es suficiente
para garantizar la existencia de soluciones extremales de (P7), sin embargo, en
el siguiente ejemplo en el que no hay solucién vamos a ver que este requisito se

cumple, pero no se cumple la relaciéon v oG = g ov en los puntos aislados por la
derecha de [tg, Ty)y-

Ejemplo 2.6.12 Sea T=T = {0,1,2,3,4} y sea f2:1]0,4] x {0,1,2,3,4} - R
definida por fo(t,t) =1/2 sit =1y fao(t,1) =1 si t # 1; la condicion (HLf) es
es de facil comprobacion y, puesto que la Uunica solucion del problema

v(in+1) —v(n) = fa(n+1Lu(n+1));  v(0)=0
estd definida en {0,1,2,3}, su imagen es {0,2,3,4} C {0,1,2,3,4}, v((t)) =
o(v(t)) para todo t € {1,2} y v(6(0)) = v(1) = 2 # 1 = o(v(0)), resulta que
(Hs) no se cumple; por otra parte, es facil comprobar que el problema

u(n+1) —u(n) = fa(n + 1, u(n +1)); u(0) =0

no tiene solucion.
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Condiciones para la existencia de solucién global

Deduciremos condiciones suficientes para garantizar la existencia de solucio-
nes extremales de (P7) en el conjunto

Y:={uc AC(D): u* >0 A—ctp.de D’ yuoo =5ouen D}, (2.41)

notar que cada solucién u € Y de (Pr) estd definida en todo el subintervalo
cerrado D de T y por tanto, es una solucion global.

Es féacil deducir que la condicién (HLf) no es suficiente para garantizar la
existencia de una solucién global en D del problema (P7).

Vamos a suponer que f : [tg, T] X D — R satisface la siguiente condicién:

(HGf) Se verifica la condicién (HLf) y existe M € Lli([z?o7 T)z) tal que

(HGf,) Para todo t € [tg, T] y para A—casi todo t € [fo, T)z,

f(t,9(1)) <

(HGf) / M(t) At > T —t,.
[EO7T)T

Teorema 2.6.13 Asumanse (HGf), (Hg) y (Hs). Entonces, (Pr) tiene solucio-
nes extremales en el conjunto Y definido en (2.41). Ademds, si denotamos por
uy Y u*, respectivamente, la solucion minimal y maximal de (Pr) en'Y, entonces,
para todo t € D, se verifica la siguiente igualdad:

ue(t) = min{uy(t) : uy €Y es sobresolucion de (Pr)},  (2.42)
u*(t) = max{u_(t) : u_ €Y es subsolucion de (P;)}. (2.43)

Demostracién: Por la nota 2.6.9 podemos suponer que f verifica la condi-
cién (HGf) para todo t € [ty,T)5. Como consecuencia del teorema 2.6.10 sélo
tenemos que demostrar que Ty definido en (2.40) satisface que

Ty :=min {T,v,(T)} = T. (2.44)

Siv e AC(D) es una funcién que satisface (P7), entonces, por (2.38), (HLf3)
y (HGf,), sabemos que v™(£) > M (%), para A—casi todo f € [fy, T)s, por lo que,
por (HGf,), tenemos que

U(T)—to-l-/[ A0 Aizt0+/ M(t) At > T,

t0,7)5 [{0.T)%

lo que implica que se verifica (2.44). |
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Teorema 2.6.14 Supongamos que se cumple la condicion (Hs) y que eriste
M € Llﬁ([to,T)ﬁ,) tal que se verifica (HGfy) y (HGf2) y, para todo (t,t) €
[to, T) x [fo,’f)ﬁ., existe ¢ = e(t,t) > 0 y & = &(t,t) > 0 tal quet+¢ € D cuando
te D,t+&¢€ D, la restriccion f : [t,t + €]

x [t,t + &z — R satisface (HLf) y
(Hg) y, ademds, sit € D, entonces M(3) As > e.
[£.84+8)7
Entonces, (P;) tiene soluciones extremales en el conjunto Y definido en
(2.41). Ademds, se verifican las igualdades (2.42) y (2.43).

Demostracién: Sean ¢ y £ tales que f : [to,to + €] x [to,fo + &l — R

satisface (HLf) y (Hg) v, /~ i M(3) A5 > &; el teorema 2.6.13 establece
T0,f0+8)7

que el problema (Pr) tiene sélucion)gs extremales en [to, to + €]y con A—derivada

débil estrictamente positiva en [to, to + €)g.

Seat; € D elsupremo det € (tg, T]; tal que el problema (Pr) tiene soluciones
extremales en el conjunto de funciones absolutamente continuas en [to, t]; con
A—derivada débil estrictamente positiva en [tg,t)y. Se verifica que t; = T'; en
efecto, si t; < T, entonces, la soluciéon maximal u* de (P7) en [to, 1] satisface
que o bien u*(t;) < T o u*(t;) =T.

Si u*(t1) < T, entonces, el argumento utilizado anteriormente permite obte-
ner una prolongacién de u* lo que es una contradiccién con la eleccién de t;.

En otro caso, si u*(t;) = T, entonces, por el teorema 2.6.5, la nota 2.6.6 y

la condicién (HGf;), sabemos que v := (u*) " verifica

v3(8) = f(3(),0(3(®) 2 M(D)  A—c.t.p. E€[io, D)z

de donde se deduce, por (HGf3), que
ty = v(T) =ty +/ vA (1) At > T,
[t0.T)%
que es una contradiccién con t; < T'. a

2.6.3. Resultados de unicidad

A continuacién, introduciremos condiciones para garantizar la existencia de
a lo sumo una o una tnica solucién de (Pr) en el conjunto Y definido en (2.41).
Vamos a suponer que f : [tg,T] X D — R verifica la siguiente condicién:

(HUf) Para todo t1,ts € [to, T, t1 < to, y para A—casi todo 7 € [fo,T)fr,

donde h: Ry x D — R, es una funcién tal que w = 0 es la tinica funcién
absolutamente continua en D que verifica
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wi(f) < min {h(w(G(D), §(D)) - m(G(D), M(3(1)} A—c.t.Te D",

Teorema 2.6.15 El problema (P;) tiene a lo sumo una solucion u en D tal
que uoo =g ou on DY si se verifican las hipdtesis (HLf3), (HUf) y (Hg).

Demostracién:  Siu € AC(D) es una solucién de (P7), se deduce de (HLf3)
que u® > 0 en [ty, T]t. .

Por el corolario 2.6.7 basta demostrar que (Pr) tiene a lo sumo una solucién
v en [fo,fl]ﬁ,, tal que v® > 0 en A—casi todo punto de [fo,rf’l)ﬁ- yvod =000
en [fo,fl)ﬁ., para cada T} € (fo,f]fr.

Supongamos que vy y v son dos soluciones de (137) en [fo, Tl]ﬁ., donde Tl S
(t0, T)z. Del lema 2.3.2 se sigue que z(f) = max{v (£), va(f)} es una subsolucién
de (Pr) en [fo, Ty]7. Definimos

.’L‘(E) —Ul(f); site [fo,j—‘l)ﬁ\,
v(t) = (2.45)

2(Th) —o(Th); si te[h, Tl

Debido a que v; es una solucién y  es una subsolucién de (Py) en [fo,Tl].ﬁ-,
deducimos, de (HLf3) y (HUf), que para A—casi todo t € [to, T1)s

vR(G(E) < fa@),2(3(0) — F(5(E), v (3(D))

< min {h(v(g(1)),§(1)) - m*(G(£)), m(G())};

entonces v verifica (Py,), lo que implica que z = v; en [fy, Tl]T. Por otra parte,
de una manera similar, se deduce que z = v, en [fo, Tl]fr. Ast vy = vy en [fo, Tl]q-r,
lo que finaliza la prueba. a

El siguiente teorema de existencia y unicidad es una consecuencia de los
teoremas 2.6.13 y 2.6.15.

Teorema 2.6.16 Supongamos que se verifican (HGf), (Hg), (Hs) y (HUf). En-
tonces, (Pr) tiene exactamente una solucion en el conjunto Y definido en (2.41).

2.6.4. Ejemplos

En esta seccién se ilustra la aplicabilidad de algunos de los anteriores resulta-
dos para dos elecciones particulares de subconjuntos cerrados de R y ecuaciones
dindmicas de primer orden.

En el ejemplo siguiente se trata de ilustrar en un caso particular una técni-
ca que puede ser aplicada para obtener las soluciones de muchas ecuaciones
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dindmicas de primer orden. Por ejemplo, es 1til para tratar la siguiente ecua-
cién dinamica.

xA(t) _ a(‘r)
an ()" + - - 4 a1 (z)t + ap(z)
en apropiados subconjuntos cerrados de R.

Ejemplo 2.6.17 Para q > 1 fijado, se define ¢ ={q¢" : ke Z}, sea q* =
q? U {0} su clausura, se considera T = ¢Z.
Sea f:[0,00) x [0,00)5 — R definida por

0, st x =0,
1
—_— 0,1
f(t’q;): (q+1)x7 5t xe(’ ]7
(g-1Dzo@) st x>1
n2(5(x)) ’ ’
(= 1) 6(a) t+ (¢ — 1) 2”7

Es facil comprobar que f cumple (HLf) y (Hg) en [0,T] X [O,T]fr, para todo
T e Rt y T e T. Asi, el teorema 2.6.10 garantiza la existencia de soluciones

extremales de (Pr) en un intervalo de T si la condicion (Hs) se verifica.
Consideramos el problema (P7) con f definida en (2.32) y to = to = 0.

En la seccion 1.3.4 se vio que / T At = $*/(q+ 1) y asi, la funcién
B [0,5)11' " N

v(s) = s? es la tnica solucion de (Pr) en [0,T]s, para T € [0,1]5.

Por otro lado, el problema
- 2 _ n2(5(s
A(S) _ g z+ ew M

(¢—1)s &(s)

con la condicion inicial (1) = 1, es una q—ecuacion en diferencias lineal regre-
stwa, es decir, 1 + [i(s)p(s) # 0 para todo s € T, y g es rd-continua, por lo que
existe una Unica solucion de este problema, ver [25, Capitulo 2], que viene dada

z =p(s) z+g(s) s>1, seT,

por

9(7)
2(s) = ey(5,1) [ 2(1) +/ 9 A,
P [1,8)5 ep(J(T)v ]-)

Consideramos ahora el caso especial cuando p(s) = (22__55. Usando las técnicas
1n2(s) In2(s)

de [25, Capitulo 2] obtenemos que e,(s,1) = 1 e @ y z(s) = 52%1 e +1,

s € [1,00)5.

Es fdcil comprobar que la dnica solucion
52, si s €[0,1]5,

v(s) =

() s2 -1 m2e ' -

——em@ 41, si seT,s>1,
s
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de la ecuacion dindmica (]57) verifica las condiciones del teorema 2.6.5 y el
corolario 2.6.7 en todo intervalo compacto del tipo [O,T]ﬁ., siT={q % ke
No} U {gFF+D) — gkk=1) 4 1 . k € Ny }. Asi, la tnica solucién de (P;) en
[0, 00)1 eziste y estd unicamente determinada por v=' : [0,00)1 — [0, 00)5.

En el siguiente ejemplo, los resultados obtenidos se aplican a un modelo de
poblacién para garantizar la existencia y la aproximacién de soluciones extrema-
les de una ecuacién dindamica con condiciones iniciales en un conjunto definido
como la unién disjunta de intervalos.

Ejemplo 2.6.18 Sea T = U 2k, 2k + 1].
~ keNp _
Se define f : R x T — R para cada (z,t) € R x T como

1
f(z,t) = ) (2.46)

(t) T+ ep(t, 0)

sit#2k+%, k,n € Ng, n > 1, yf(x,?k—i—%) =0, donde p: T — R es

una funcidn rd-continua y regresiva. Es evidente que las hipdtesis (HLf) y (Hg)

se cumplen en [0, X] X [O,ﬂfw para todo X € Rt y T € T. De este modo, el

teorema 2.6.10 garantiza la existencia de soluciones extremales de (P7) con f

definida en (2.46), to =ty = 0 y g la identidad en T = U [x(2k), z(2k + 1)],
keN

donde x es la dinica solucion del problema lineal:

2 (t) = p(t) x + e,(t,0) (2.47)

para A—caf;i todot €T y 2(0) = 0. Esta solucion estd dada, para A—casi todo
punto t € T, ver [25, Capitulo 2], por

AT
() = €,(t,0) /[0,% a3

La unicidad de solucion del dltimo problema junto con el teorema 2.6.5 y coro-
lario 2.6.7 permiten garantizar que el problema (P7) tiene una dnica solucion.
Para terminar este ejemplo senalamos que la ecuacion (2.47) puede ser uti-
lizada tanto en el caso real como en el discreto como modelo matemdtico de
dindmica de poblaciones en un cierto periodo de tiempo, pero el sistema tam-
bién cubre el modelo de poblacion de una unica especie en un subconjunto cerrado
de R; este conjunto considerado puede interpretarse de la siguiente forma: una
unidad de tiempo es la duracion de la vida de esta especie que justo antes de su
muerte pone sus huevos que son incubados hasta una unidad de tiempo posterior.
Para estas especies, el resultado significa que se puede encontrar una funcion de
tiempo, T, cuyo crecimiento estd influido por el nimero de individuos en la po-
blacion x, de acuerdo a la ecuacion dindmica T (z) = f(z,T(x)) para A—casi

todox €T, y f es la dada en (2.46).
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2.7. Sistemas con infinitas ecuaciones dinamicas
funcionales en presencia de subsoluciones y
sobresoluciones

El objetivo de esta seccion es probar la existencia y aproximacién de solu-
ciones extremales del siguiente sistema con infinitas ecuaciones funcionales con
condiciones de frontera funcionales:

iy OISO &=t D% = T
P
’ B(6,u(8),u) = Ogm para todo 0 € D_ = [t_q,1o]q,

donde T C R es un conjunto cerrado arbitrario, t_1,t9,T € T son tales que
ty <to<T, f:=(fu)vem: DX RM % H A(Dy) — RM, M es un conjunto

veM
de indices arbitrario, D := [to, T,

A(Dy):={~y:D1 =R :9lp_ € B(D_)y~lp e AC(D)},

donde Dy := D_ U D, B(D_) denota la clase de funciones acotadas en D_ y
B:=(B,)yen : D- x RM x T] A(Dy) — RM.
veM

Muchas de las ecuaciones dindmicas funcionales conocidas pueden ser re-
ducidas a una ecuacién de la forma de (Pg), por ejemplo, ecuaciones dindmicas
con maximo o ecuaciones dinamicas con retardo. Ambos tipos de ecuaciones han
atraido recientemente gran atenciéon debido a su importancia en la modelizaciéon
de diversos procesos, entre los que se pueden citar, para las ecuaciones dinamicas
con maximo, el control automatico de sistemas técnicos, y para las ecuaciones
dindmicas con retardo, fenémenos biolégicos biotecnolégicos o ecoldgicos que
dependen de su prehistoria.

Es importante destacar que las condiciones de frontera consideradas en (FPg)
cubren tanto las condiciones iniciales u(tp) = wp como multiples tipos de con-
diciones periddicas, tales como las condiciones periddicas usuales u(tg) = u(T')
o las condiciones periédicas funcionales u(6) = u(6 + T) para todo 6 € D_,
ademds de condiciones mas generales como condiciones del supremo, para cada
v € M, u,(tyg) = supu,(t) para algin S C D; o condiciones integrales, para

tesS

cadda v € M, A\, = / u,(s) As, siendo A, una constante real arbitraria, o las
P

de tipo media, para cada v € M, u,(0) = / u,(s) As para algin conjunto
P
A—medible P C D°.
Los resultados de esta seccién generalizan algunos de los obtenidos en las
secciones anteriores sobre la existencia y aproximacion de soluciones extremales

de ecuaciones dinamicas escalares. Ademds, también se generalizan los resul-
tados demostrados en [38] para el caso particular en el que el conjunto ce-
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rrado T coincida con todo R y las condiciones de frontera sean de la forma
B(6,u(0),u) = u(f) — Bu(f) para alguna funcién B : H A(Dy) — (B(D_))M.
veM

Esta seccion estd organizada del siguiente modo. La subsecciéon 2.7.1 esta de-
dicada a introducir las definiciones y propiedades necesarias para el resto de la
seccién. En la subseccién 2.7.2, asumiendo que una conveniente ecuacién dinami-
ca escalar con condicion inicial tiene soluciones extremales en cierto conjunto,
se probard, usando el teorema de punto fijo de Tarski, que el problema infini-
to funcional (Ps) tiene soluciones extremales en otro conjunto y se dardn las
férmulas para obtener su aproximacién. La ultima parte de dicha subseccion
estd dedicada a probar una consecuencia del resultado principal que supone una
generalizacién a orden infinito con dependencia funcional en la parte no lineal
de la ecuacion de los resultados de la seccion 2.4. Finalmente, en la subseccion
2.7.3 se ilustra la aplicabilidad de los resultados de existencia con dos ejem-
plos; el primero de ellos se trata de un sistema de infinitas ecuaciones dindmicas
funcionales con condiciones de frontera funcionales en un conjunto cerrado de
nimeros reales definido como la unién de un intervalo cerrado de ntimeros reales
y el conjunto ternario de Cantor; el segundo es un sistema finito de ecuaciones
dindmicas con retardo con condiciones de frontera periédicas funcionales en un
conjunto cerrado de numeros reales definido como la unién finita y disjunta de
diversos intervalos cerrados de nimeros reales el cual aparece de modo natural
en los modelos matematicos de dindmica de poblaciones de ciertas especies.

2.7.1. Preliminares

En esta subseccién se introducen algunas notaciones y definiciones relacio-
nadas con el problema (Ps) y se enuncia el teorema de punto fijo de Tarski.

Las relaciones de orden que se usardn son las siguientes. En AC(D) y en
A(Dy), se considera la relacién de orden parcial componente a componente, es
decir,

uy,ug € AC(D), w1 < ug siy sélo siug(t) < ug(t) para todo t € D

Y1,72 € A(D1), 1 <2 sly sblo siv1(t) < v2(t) para todo t € Dy,

mientras que en H A(D) se considera la relacién de orden parcial inducida

veM
componente a componente, esto es,

u,z € H A(Dy), wu<zsiysolosiu, <z, para todo v € M.
veM

Puesto que en esta seccién se trabajara con diferentes conjuntos de funciones,
se utilizara la siguiente notacién. En un conjunto parcialmente ordenado X se
define para cada a,b € X con a < b el intervalo

la,bly ={xeX :a<ax<b}.
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A continuacién se establecen los conceptos relacionados con el problema (Fg).

Definicién 2.7.1 Se dice que u := (uy)pem € H A(D1) es una subsolucién

veM
de (Ps) si para cada v € M se cumple que

u(t) < fulg(t), ulg(t)),u)  para A—c. t.p. teD,
B,(0,u(0),u) <0 para todo 6 € D_.

El concepto de sobresolucién de (Pg) se define cambiando el sentido de las
desigualdades anteriores.
Se dice que u := (uy)yenm € H A(D1) es una solucién de (Pg) si u es

veM
tanto una subsolucidn como una sobresolucion de (Ps).

Definicién 2.7.2 Para un subconjunto Y C H A(Dy), se dice que u, €Y es

veM
la solucién minimal de (Ps) en Y si u, es una solucidn de (Pg) y ux < u

para cualquier otra solucion u € Y de (Pg); la solucién maximal de (P3) en
Y se define cambiando el sentido de las desigualdades anteriores. Siempre que
las soluciones minimal y mazimal de (Ps) en'Y existan, se llaman soluciones
extremales de (FPs) en Y.

Finalmente, se enuncia el teorema de punto fijo de Tarski cuya demostracion
se puede ver en [85] en el cual se asume la siguiente definicién.

Definicién 2.7.3 Se dice que un conjunto parcialmente ordenado X es un
reticulo si sup{z1,z2} y Inf{x1,z2} existen para todo x1,x2 € X. Un reticulo
X es completo cuando cada subconjunto no vacio Y C X tiene supremo e
infimo en X. En particular, cada reticulo completo tiene mdximo y minimo.

Teorema 2.7.4 Toda aplicacion creciente G : X — X en un reticulo completo
X tiene un punto fijo minimal, x., y un punto fijo mazximal, x*. Ademds,

zo=min{zeX : Gx<ax} y z,=mix{z e X :x <Gz}

2.7.2. Existencia y aproximacion de soluciones extremales

En esta subseccién se demuestra la existencia y aproximacion de soluciones
extremales de (Pg) en cierto conjunto; para ello se trabajard en el espacio que
se define a continuacion.

Para cada v € M, sea h, : D — R una funcién perteneciente al conjunto
LA (D®). Se definen los conjuntos

ACy, (D) := { p:D—=R: fp(s) —o(t)] <

/ hy(r) Ar Vs,tGD}
[S,t)jr
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S, ={v:D1 >R : v|p_ € B(D_-) yv|p € AC},, (D) };

nétese que ACy, (D) C AC(D) y Sp, C A(D1). Se define S, := H Sh, -
veM
Para cada v € M, se denota como e” := (6;) ueM €l elemento de RM definido
como §;, =1sip=vyd, =0sip#v.
En el resultado principal se asumiran las siguientes condiciones:

(HY) Existen o, 3 € Sp, con a < f3.

(H2) Paracaday = (7,)pem € [, B, » con a, B dadas en (HY),ycadav € M,
la ecuacién dindmica escalar

vA(t) = N (g(t),v(g(t))) para A —c. t.p. t€ D°,
(7))

v

U(tO) = ’7u(t0) - Bl/(th’Y(tO)7’Y)7
donde N} : D x R — R est4 definida como
Ny (tz) = fu(t,7(8) + (2 = w(t))e”,7) paratodo (1,2) € D xR,

tiene una solucién maximal en YV := [aV|D’/6V‘D]AChU (py> U ¥ una so-
lucién minimal en Y, v,, que, ademds, verifican las siguientes igualdades:

vA(t) < N (g(t),v(9(t)), A—ctp.te D,
v  =mix{veY: )
U(to) g ’Yu(to) - Bu(t077(t0)77)
(2.48)

vA(t) > N (g(t), v(g(1))), A—ctp.te D
Uy =min< v ey : )

’U(to) > 'YV(tO) - BV<t07’7<t0)”7)
(2.49)

(H2) Para todo 7 := (Y, )vem € [, A]g, > con a, B dadas en (H), cadav € M
y A—casi todo punto t € D° se verifica que si 2,y € RM son tales que
x <Yy xy =Yy, entonces, f,(9(t),z,7) < fu(9(t),y,7)

(H$) Para cada v € M, A—casi todo punto t € D° y todo x € RM la funcién
fu(g(t),z,-) es creciente en [a, A]g, , con a, 3 dadas en (Hy).

(H3) Si a, 3 estén dadas en (H}), entonces, para todo § € D_ y cada v € M,
los siguientes enunciados son ciertos:

i) Para cada v := (V)vem € [a,flg,, la funcién definida para todo
n = ()vem € [, f]g, como n,(0) — B,(0,1(0),7) es creciente en
[O"ﬂ]sh'
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ii) B,(0,a(0),a) <0< B,(0,5(0),5).
ili) Para todo x € [a(f), B(8)]|ga, la funcién B, (0, z,-) es decreciente en
[Oé, ﬁ}sh'

El principal resultado de esta seccion es el siguiente.

Teorema 2.7.5 Supdngase que f y B son tales que se verifican las condiciones
(HE)— (HE), entonces, el problema (Pg) tiene una solucién maximal, u*, y una
solucion maximal, uy, en [a, O] s, - Ademds, se cumplen las siguientes igualdades:

u* =méx{u € [, Blg, : u es una subsolucion de (F%)}, (2.50)
Y

u, =min{u € [o,Blg, : u es una sobresolucion de (Ps)}. (2.51)
Demostracion: Dada la analogia entre la demostracion de la existencia de

solucién minimal y maximal de (F%) en [, ], , solamente se probard la segunda
de ellas.

Para cada v € M, considérese la aplicacién G, : [a,fBlg, — [aw, )] Sn,
definida para todo v € [a, f]g, como:

Guy(0) :==7,(0) — Bu(0,7(0),7)  para todo 6 € D_

Guyylp == la solucién maximal de (P)) en [aw|p, Bu|pl ¢, (D)’

ademds, G,v|p satisface la igualdad (2.48).

De la condicién (Hg) se deduce que o, < G,a < G,y < G,03 < B, en D.
Por consiguiente, G,y € [al,,ﬂ,,]shu.

Considérese la aplicacién G := (Gy)vem : [, Blg, — [a,Blg, definida para
todo v € [, Blg, como Gv := (GLY)vem-

En primer lugar se verd que G : [o, 8], — [a, 8]g, es una aplicacién cre-
ciente. Sean 7,7 € [a, B]g, tales que v <7y sea v € M arbitrario.

Como consecuencia de (Hg) resulta que la desigualdad

GU’Y(Q) = 71/(9) - Bu(9,7(9)77) < 771/(0) - Bu(gv 77(9)777) = Gvn(e)

se verifica para todo 6 € D_.
Ademés, Gvy|p € [awlp: Bulplac, (py ¥ de las condiciones (H3) — (Hs) se
sigue que

(Go)2(1) = N (9(8), Gur(g(1)) < N (g(1), Gu(g(t))) para A—c. t. p. t € D°

y
G (to) = Y (to) — Bu(to,V(t0),v) < mu(to) — Bu(to,n(to) m),

de donde se deduce, por (2.48), que G,y < G,n.
La arbitrariedad de v € M da lugar a la desigualdad Gy < Gn; por tanto,
G es una aplicacion creciente.
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A continuacién se mostrard que [a, (] s, €s un reticulo completo.

Como [a, f]g, = H [, ﬂ]shy7 es suficiente probar que para cada v € M, el
veM
conjunto [, B]g, ~ es un reticulo completo.

Fijese v € M y sea ) #Y C [a, 8], . Solamente se verd que existe sup Y’
en [a, f]g,  ya que mediante un argumento similar se obtiene la existencia de
infY.

Se define

v (t) :=sup{~(t) : y€Y} paratodotée Dj.

Como para todo t € D; se cumple que o, (t) < () < B,(¢), resulta que
para todo t € Dj, v*(t) estd bien definido y o, < v* < (3, en Dy; asi pues,
¥*Ip_ € B(D_). Se probard que v*|p € AC},, (D). Fijados s,t € Dy vy €Y, se
cumple que

V(s) < v(s) =) +1() < +7(8);

/ hy(r) Ar
[S,t)'{r

tomando el supremo en el lado izquierdo de la desigualdad, se tiene que

/ hy(r) Ar
[Svt)'u'

Intercambiando s y ¢, resulta que

/ hy(r) Ar
[Sﬂt)T

Por lo tanto, de la combinacién de las dos desigualdades anteriores se con-

cluye que
/ hy(r) Ar
[s:t)p

Como consecuencia, v* € [a, ] s, Y estd claro que v* =supY.

7 (s) < +77(1).

() < + 7 (s)-

v (s) =" ()] <

Por lo tanto, la aplicacién G : [a, (] s, = [, 5] s, satisface las condiciones
del teorema de punto fijo de Tarski, con lo cual, G tiene un punto fijo maximal,
u*, y ademas

u* =max{u € [, Fg, +u<Gu}. (2.52)

Para finalizar la demostracién, se verd que u* es la solucién maximal de (Ps)
en [, B]g, y verifica la igualdad (2.50). De la definicién de G' se sigue que u™ es
una solucién de (Fg).

Sea u = (uy)yem € [a, f]g, una subsolucién de (Fs), esto es, para cada
v € M, se tiene que

up () < fulg(t),ulg(t), u) = NS (9(8), un(g(t)) A —c. t.p.teD? (253)
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y Bu(0,u(0),u) <0, para todo § € D_. Asi pues, de la definicién de G, (2.48)
y (2.53) se sigue que u < Gu, con lo cual, de (2.52), resulta que u < u*.
Finalmente, como u* es una solucién de (Pg), se sabe que u* es una subsolucién
de (Pg) y por lo tanto, la igualdad (2.50) es valida. O

Como una aplicacién del resultado anterior, se probara la existencia y aproxi-
macion de soluciones extremales del problema (Fg) en [a, f]s, , con o y 5 dadas
en (H}), asumiendo la siguiente condicién en lugar de (HZ).

(H3) Para cada v := (7, )venm € [a, ], » con a, 3 dadas en (Hg) y todo v € M,
se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Para cada u € AC(D), la funcién definida para todo t € D como
fo(t, (@) + (u(t) —v.(t))e”,y) es A—medible en D.

ii) Para A—casi todo punto ¢t € D° y cada x € R, se cumple que

limsup £, (g(t),v(g(t)) + (y — 1. (g(t)))e”,~)

Yy—xr—

< fulg(®),7(9(t) + (z — 7 (9(t))e”,7)

<lminf f,(g(t),7(9(t)) + (y = 1w (9(t)))e”;7)-

y—a
iii) Para A—casi todo punto t € D°, se verifica la siguiente desigualdad:
[fu(g(t), 2,7) < hy(t)  para todo 2z € [a(g(t)), B(g(t))]r -
iv) Para A—casi todo punto ¢t € D°, es cierto que
@ (1) < fulg(t),alg®). o)y B = fuly(t), Blg(1)), B).

v) Si g = Id|jt, p(1)),, entonces, para cada v := (v)vem € [, Blg, ¥
para todo punto aislado por la derecha t € D?, la funcién definida
para todo z € R como z + (o(t) — t) f(t,v(t) + (z — 7. (t))e”, ) es
creciente en R.

Es importante destacar que la condicién iii) anterior da un modo natural
para elegir la funcién perteneciente a L (D°), h,,.

Corolario 2.7.6 . Si f y B son tales que las condiciones (HY), (HZ) y (H3) —
(H3) son vdlidas, entonces, el problema (Pg) tiene una solucién mazimal, u*,
y una solucion minimal, u., en [a,ﬂ]sh. Ademds, se verifican las igualdades

(2.50) y (2.51).

Demostracién:  Solamente se tiene que probar que (H3) se sigue de (HZ).
Fijense v € M y 7 € [a, (g, -
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Como consecuencia de la condicién iv) en (HZ) y (H3) — (H}), se deduce
que para A—casi todo punto t € D°, se cumple que

ap(t) < fulg(t), alg(t),a)
< Sulg(),7(g(t) + (g () — % (g(t)))e”,v) = N (g(t), alg(t)))
y
ay(to) < au(to) — By(to, alto), a) < v (to) — Bu(to,V(to),7);
de un modo andlogo se prueban las desigualdades inversas para la funcién G, .
Por consiguiente, o, |, y B,], son una subsolucién y una sobresolucién respec-

tivamente de la ecuacién dindmica escalar (P)).
Ademsés, (H2) garantiza las siguientes propiedades:

1. Para cada u € AC(D), la funcién N (-,u(-)) es A—medible en D.
2. Para A—casi todo punto t € D° y todo x € R, se verifica que
limsup NJY(g(t),y) = lmsup f,(g9(t),7(g(t)) + (¥ — w(9(t)))e",7)

Yy—x Yy—x

IA
?ﬁ
—
R}
—~
o~
N2
=2
—
Rt
—~
~
N2
=
+
—
8
I
=2
]
—
Q
—~
~~
N
N
~
(9]
\_t
2
N2

< liminf £,(g(t),v(9(t)) + (v — % (9(t)))e”, )

y—axt

= liminf N7 (g(t),y).

y—at
3. Para A—casi todo punto t € D°, se cumple que
INJ(g(t),z)] < hy(t)  para todo x € [aw(g(t)), B (g(t))]-

4. Sig= Id|[to,p(T)hr7 entonces, para cada punto aislado por la derecha ¢ €
De, la funcién definida para todo z € R como z + (o(t) — t)N)(t, z) es
creciente en R.

Por lo tanto, una modificacién del teorema 2.3.7 para el caso en que «,
y [, pertenezcan al conjunto Sp, permite afirmar que la ecuacién dindamica
escalar (P;)) tiene soluciones extremales en el conjunto [, |, B p) AC,, (D) qUe;

ademsds, satisfacen las desigualdades (2.48) y (2.49). O

2.7.3. Ejemplos

A continuacién se muestran dos aplicaciones de los resultados anteriores. En
la primera de ellas se prueba la existencia y aproximacion de soluciones extrema-
les de un sistema con infinitas ecuaciones dindmicas funcionales con condiciones
de frontera integrales tipo media sobre un conjunto cerrado de nimeros reales
definido como la unién de un intervalo cerrado de niimeros reales y el conjunto
ternario de Cantor.
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Ejemplo 2.7.7 Sean C el conjunto ternario de Cantor, T = [-1,0]UC y para
cadat € T, ; ={i el :t; € RN[0,t)} siendo R = {t;}icsr el conjunto de
todos los puntos aislados por la derecha de T.
Sea f = (fa)nen : C x RY x H A(T) — RN definida para cada n € N,
neN
A—casi todo punto t € [0, 1) y todo (z,7) € RY x H A(T) como
neN

n

fultr ) = 22005 @) | 3 vt | | s () ()

Vit =1 j=it1 sE[—1,t]y

donde g,v : R — R estan definidas como

2z — 22, st z€]0,1],

24—z, en otro caso

o
vl
-~
w
N

=

7 — Z w2t |, si oz € (ti,o(t;)) para algin i € I,

1, st z>1

y [2] es la parte entera de z, es decir, el mayor entero menor o igual que z.
Se define B := (Bp)nen : [-1,0l; x RN x J] A(T) — R para cadan € N y
neN
todo (0,2,v) € D_; x RN x H A(T) como
neN

T — / n(s) As, si 6=0,
Bn(a,(ﬂ,’}/) = [011)T
0, si 0 #0.

Para cada n € N, sea h,, : [0,1]; — R definida para A—casi todo punto
t€[0,1)p como
nn—1)+2

8/ o(t)

no es dificil comprobar que hy, pertenece al conjunto L ([0,1)r).

hn(t) :=

129



Sean o := (an)nen, B := (Bn)nen : T — RY definidas como
an(t) =0 y Gn(t):=1, para todos n €Ny teT;

estd claro que o, 3 € S, y o < 3, con lo cual, la hipdtesis (HY) es cierta.

A continuacion se verd que el sistema de infinitas ecuaciones dindmicas con
condiciones de frontera integrales tipo media (Pg) con D_ = [-1,0l; y D =C
tiene soluciones extremales en el conjunto [a, B, -

Como consecuencia inmediata de las definiciones anteriores se deducen las
condiciones (HZ) y (H3)—(H3) y as, el corolario 2.7.6 establece la existencia de
soluciones extremales del problema (P3) en [a, Blg, y la validez de las igualdades
(2.50) y (2.51).

En el siguiente ejemplo se asegura la existencia y aproximacién de solu-
ciones extremales para un sistema finito de ecuaciones dindmicas con retardo
con condiciones de frontera periédicas funcionales sobre un conjunto cerrado de
nimeros reales definido como la unién finita y disjunta de diversos intervalos
cerrados de niimeros reales.

Ejemplo 2.7.8 Sean T = U [2k,2k+ 1] y N € N, N > 1 fijado.

keZ
N

Se define f = (fj)évzl : 0,109, x RN x 1_[14([—102]\77 105) — RY para

j=1

N
cada j € {1,--- N} y todo (t,x,7) € [0,10%], x RN x H A([-10%N, 10°%]) como
j=1

10-j J
filt.x.7) = (axt) DI TORUCE 10¢>) FAN) Do (a(t) — 1)°

=1

con aj,p;j : (0,108, = R, j € {1,--- ,N}, i € {1,---,j}, dadas para cada
k €10,10°) NN y todo t € [0,10)y por
—jt+1)

(10k +t) = —1052[t + 1 i (10 +1) = —2—— 2

donde [t + 1] significa parte entera de t +1 y

0, si N=1
/\(N)_{ 1, si N #£ 1.

Considérese el siguiente sistema de ecuaciones dindmicas funcionales con
condiciones de frontera periddicas funcionales:
u?(t) = flo(t),u(o(t)),u) para A —c. t. p. t€[0,10),

(Pr)
wi(6) = u;(6 + 10°) para todo 0 € [—1025,0] .
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A continuacion se deducird la existencia y aproximacion de soluciones ex-
tremales de (P,) en el conjunto [ov, Bl , donde o := (a;)ily, B := (B;)},
T — RN estdn definidas como

a;(t):=0 y p;t) =1, para todos j € {1,--- N} yteT

y para cada j € {1,--- ,N}, la funcién h; : [0,10°]; — R estd dada por h; =
—2a;00+j.

Es obvio que la funcién h; pertenece al conjunto L ([0,100);) y que se ve-
rifican las hipdtesis (HY), (H2) y (H2) — (H2). Por consiguiente, el corolario
2.7.6 garantiza la existencia de soluciones evtremales de (P;) en [a,f]g vy la
validez de (2.50) y (2.51).

Para finalizar, senalar que este sistema pertenece al tipo de ecuaciones que
se usan tanto en el caso real como en el caso discreto en el andlisis matemdtico
de la dindmica de poblaciones de diferentes especies en determinados periodos
de tiempo.

Para N =1 este sistema incluye la ecuacion dindmica que se utiliza en el
estudio de poblaciones de aquellas especies periddicas cuya vida se modelice en
el conjunto cerrado de niumeros reales definido anteriormente lo cual significa
que la vida de cada uno de los individuos de dicha especie dura una unidad de
tiempo y justamente antes de que el individuo muera pone sus huevos y los nue-
vos individuos nacen una unidad de tiempo mds tarde; en [37] se pueden ver
diferentes especies que siguen este comportamiento. Para dichas especies, el re-
sultado obtenido anteriormente significa que en el periodo de tiempo considerado
se pueden encontrar al menos dos especies periddicas.
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Capitulo 3

Ecuaciones dinamicas de
segundo orden

3.1. Introduccion

Dedicamos este capitulo al estudio de diversos problemas de ecuaciones
dindmicas de segundo orden.

En las dos primeras secciones utilizaremos un enfoque variacional, asi como
la teoria de puntos criticos, para establecer la existencia de multiples solucio-
nes positivas de diversas ecuaciones dinamicas, tanto regulares como singulares,
de segundo orden con condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera. La
desigualdad de Wirtinger sera la clave para garantizar que el operador usado
en la formulacién variacional de los distintos problemas considerados es acota-
do superiormente y coercivo, y de ahi poder asegurar, por la teoria de puntos
criticos, la existencia de un minimo que serd la soluciéon débil del problema.

Los resultados obtenidos son muy novedosos en la literatura, tanto por la
técnica empleada para demostrarlos como por la amplia clase de funciones que
se pueden elegir en la parte no lineal de la ecuacién.

Para finalizar el capitulo, utilizamos técnicas de perturbacién y variaciona-
les para obtener algunas condiciones suficientes para la existencia de multiples
soluciones positivas en el sentido de las distribuciones de una ecuacién dinamica
singular de segundo orden homogénea con condiciones de frontera de Dirichlet,
que incluye los problemas relacionados con la ecuaciéon de Emden—Fowler de
exponente negativo.

En todo el capitulo, T C R es un conjunto cerrado arbitrario y dados a,2b €
T tales que a < p(b), se denota como D = [a,bl;, D* = [a,p(b)]y, D" =
[a, p*(D)]y, D° = [a,b)y y (D*)° = [a, p(b))y-
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3.2. Soluciones débiles de ecuaciones dinamicas
con condiciones de Dirichlet en la frontera

Esta seccién estd dedicada a demostrar la existencia de multiples soluciones
positivas de la siguiente ecuaciéon dindmica de segundo orden con condiciones
de Dirichlet homogéneas en la frontera:

—uAA(E) = F(tuT (1)) teJn D,
(P1)

donde
g la,b)r; si a<o(a),
T\ @by si a=ola)
v f:J xR — R verifica las siguientes condiciones:

(H}) i) Paratodo p € [0,40), f(-,x) € Crq(J) uniformemente en z € [0, pl,
es decir:

Sit € J es un punto denso por la derecha, entonces, para cada € > 0,
existe un 6 > 0 tal que

|f(t',z) — f(t,x)| <e paratodot’ € (t—48,t+0)pyx €l0,p];

mientras que si t € J es un punto denso por la izquierda y aislado
por la derecha, entonces, existe un l; : [0,p] — R tal que para cada
e > 0, existe un ¢ > 0 tal que

|f(t',2) —ly(z)] < e paratodot' € (t—48,t);yz€|0,p]

ii) Para cada ¢, d € J, f(t,-) € C([0,+00)) uniformemente en ¢ € [c, d],
esto es, para cada x > 0y € > 0, existe un § > 0 tal que si 2’ €
(x — 0,z +d) y 2’ > 0, entonces,

|f(t,z) — f(t,2")| < e paratodo t € [c,d]y.

iii) Si J no es compacto en T, entonces, para cada p > 0, existe m, €
L4 (D°) tal que

|f(t,z)| < m,(t) para todo (t,z) € J x [0, p].
(H?) Para cadat € J, f(¢,0) > 0.

Definicién 3.2.1 Se dice que u: D — R es una solucién del problema (P;)
si se cumple que

we C%(J) = {u € CD) : ud e C(JND"), ud® € Cpy(J N D“2)}

y verifica las dos igualdades de (Py).
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Nétese que si J es compacto en T, entonces, las condiciones i) e ii) en (H})
garantizan que para cada p > 0, f es uniformemente acotada en J x [0, p];
ademds, la condicién (H}) permite que, para cada = € [0, +00), la funcién f(-, x)
sea singular en los extremos de D cuando éstos sean densos.

El objetivo de esta seccién es usar técnicas variacionales y la teoria de puntos
criticos para deducir la existencia de multiples soluciones positivas de (P;); en
[79] se encuentra una introduccién detallada a la teorfa de métodos variacionales.

Para ello, se usaran algunas de las propiedades de los espacios de Sobolev
definidos en un conjunto cerrado de numeros reales arbitrario probadas en la
seccién 1.5 asi como alguna de las desigualdades de Wirtinger vistas en la seccién
1.6. En la subseccién 3.2.1 se demostrard que las soluciones positivas de (P;)
coinciden con los puntos criticos de cierto operador. Dicho resultado permite
probar en las subsecciones 3.2.2 y 3.2.3 algunas condiciones suficientes para la
existencia de al menos una y dos soluciones positivas de (P) respectivamente.
Para las elecciones particulares de D = [0,T + 1] en [17] y D = [0, 1] en [16] los
autores prueban la existencia de multiples soluciones positivas de (P;) usando
argumentos similares pero asumiendo condiciones distintas sobre la funcién que
define la parte no lineal de la ecuacién.

3.2.1. Formulacién variacional de (P)

A continuacién se describe la formulacién variacional que se empleard para
deducir la existencia de soluciones positivas de (P;).

Se considera el espacio de Sobolev de primer orden H := Hj (D), definido
en la seccién 1.5, del cual se sabe que estd dotado de una estructura de espacio
de Hilbert con el producto interior (-,-), : H x H — R definido para cada
(v,w) € H x H como

(A A o A A .
(v,w)y = (v, w )LQA .—/ v2(s) - wS(s) As; (3.1)
[a,b)T
ademads, la norma inducida por dicho producto interior, denotada como || - ||,

es equivalente a la norma inducida por el producto interior (-, ) 1 .
A

El siguiente lema garantiza que para cada A € (0,1] fijado, una condicién
suficiente para la existencia de una solucién positiva del problema

—uBB ) = A f(t,u’(t);  teJnDY,
(Px)
u(a) =0 = u(b),

es la existencia de una solucién del problema

—utt () = A f(t, ()’ ();  teJnDT,
(PY)
u(a) =0 = u(b),

donde v* := méx{v,0}; se denota como (PT) = (P;").
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Lema 3.2.2 Supdngase que se verifican las condiciones (H1) y (H2). Si u :
D — R es una solucién del problema (Py), A € (0,1], entonces, u es positiva
en D yu>0 en (a,b)y y por tanto, u es una solucion del problema (Py).

Demostracién:  Sea u una solucién de (Py), como u € C%(J), se sabe que
u~ := max{—u, 0} es una funcién absolutamente continua en D y asi, el teorema
fundamental del célculo asegura la existencia de un conjunto £ C D¢ tal que
pa(D\E) =0y u~ es A—diferenciable en FE.

No es dificil comprobar que la siguiente desigualdad

[(u_)A + UA} : (u_)A <0 en F

es valida; con lo cual, integrandola, se obtiene que
_\A\?2 _\A _\A
[ (@) @ass- [ @) ute) as < @)y e oy
[a,b)'ﬂ‘ E
lo cual establece que u~ € H y

% < - /[ N0 ) Ar= )y (32)

Puesto que u es una solucién de (Py), de la férmula de integracién por
partes, (H?) y (3.2), se tiene que

0 = [ [t 4 AL )] W) (s) A
[a.p(b))r

= [ @) @ A A [ f0) ) () A
la,b)r

[a,b)r
_ _2
> = (wu )y = [lu” Iy

de donde se sigue que v > 0 en D.
Ademsés, como consecuencia inmediata de (H?) se deduce que u > 0 en (a, b)
lo cual concluye la demostracion. a
Se define el funcional ® : H — R como

D (v) ::/ {1 (UA(S))2 — F(s,(v")7(s) ) + f(5,0)- (v7)"(s)| As, v € H,
[a,b)T

2
(3.3)
donde la funcién F' : J x [0,+00) — R estd dada para cada (¢,2) € J x [0, +00)
por

F(t,x) := /OI f(t,r) dr. (3.4)

De la condicién (H}) se deducen las siguientes propiedades de F.
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Lema 3.2.3 Si se verifica (H}), la funcién F definida en (3.4) cumple las si-
guientes propiedades:

1. Para cada t € J, F(t,-) es continuamente diferenciable en [0,+00) y

2. Para todo x € [0,+00), F(-,z) es rd-continua en J.

3. Para todo p > 0, existe una funcién M, € LL(J) tal que

|F'(t,z)] < My(t) para todo (t,x) € J x [0,p].

El funcional ® verifica las siguientes condiciones de regularidad.

Lema 3.2.4 Supdngase (H}), entonces ® es débilmente semicontinuo inferior-
mente, es decir, para toda sucesion {vm},,.y C H convergente débilmente en
H av e H, se cumple que

®(v) < liminf ®(v,,).

m——+o00

Demostracion: Si{vm }men C H converge débilmente en H a v € H, por el

corolario 1.5.8, se sabe que {vy, },,cy converge fuertemente en C'(D) a v y como

vl g < ll’m_'lirnf vl ;. de (Hi) y el teorema de la convergencia dominada de
m e}

Lebesgue se obtiene el resultado. ad

Lema 3.2.5 Si (H}) es vdlida, se verifica:

1. Los operadores Jy,Jo : H — H* definidos para cada v,w € H como

J1(v)(w) ::/ v2(s) - wh(s) As =: (v,w)y (3.5)
[a,b)]r
Ja(v) (w) = /[ ) ) ) b, (3.6)
cumplen que Jy es un isomorfismo y Jo es continuo y compacto.

2. ® es continuamente diferenciable en H y
&' (o) (w) = /[ 00 6~ 1 (5, () 0) w7 (9)] B 67

para cada v,w € H.

Demostracion: El teorema de representaciéon de Riesz establece que J; es
un isomorfismo. Por la proposicién 1.5.6 se sabe que la inclusién H — C(D)
es continua, con lo cual, de (H{) y el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue se deduce que Js es continuo.
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Sea {Um},,ecy Una sucesién acotada en H, como H es reflexivo, tiene una
subsucesion {vp,, }cn que converge débilmente en H a v € H que, por el coro-
lario 1.5.8, converge fuertemente en C(D) a v; asi pues, de (Hi) y el teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue resulta que {J2(vm, )}y converge
fuertemente en H* a Jz(v). Por lo tanto, J2 es compacto y la afirmacién I
esta demostrada. ad

Como consecuencia del teorema 1.3.22 se obtienen los siguientes resultados.

Lema 3.2.6 Sean y,z € H y sea r > 0. La funcién I : (—r,r) — R definida
para cada t € (—r,r) como

L(t) ::% /[a’b)T(yA(s) +t22(s))° As (3.8)

tiene derivada continua en (—r,r), I : (—=r,r) — R dada para cada t € (—r,r)
por

I (1) /[ ) (yA(s) + t 28(s) ) -22(s) As (3.9)

Lema 3.2.7 Sean y,z € H y r > 0. Supongamos que se verifica (H{) y sea
F:Jx[0,+00) — R definida en (3.4). Entonces, la funcion Iz : (—r,r) — R
definida para cada t € (—r,r) como

L(t) == /[ab) [f(s,())~(y"thz")*(s)—F(s,(y"+tz“)+(s)>} As (3.10)

tiene derivada continua en (—r,r), I} : (—r,r) — R dada para cada t € (—r,r)
por

Jg(t)/[a ; 29(s) - f(s,(y"+tz”)+(s)) As (3.11)

Demostraciéon:  Sea G : D° x R — R definida para cada (s,z) € D° x R
como
—f(5,0) -z, si seJyax<O0,
G(s,z) =< —F(s,z), si seJyx>0,
0, si sé¢J,

con F: J x [0,400) — R dada en (3.4).
Del lema 3.2.3 se sigue que para cada s € D° G(s,-) es continuamente
diferenciable en R y D2G(s,-) : R — R estd dada por

—f(s,0), si seJyxz<0,
DyG(s,z) :=< —f(s,z), si s€Jyx>0,
0, si sé¢J.
Sea h: (—r,r) x D — R definida para cada (t,s) € (—r,r) x D como

h(t,s) =y (s) +tz7(s),
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asi, para cada s € D, h(-,s) tiene derivada continua en (—r,r), Dih(-,s) :
(=r,7) — R dada para cada ¢ € (—r,r) por

D1h(t,s) = z7(s).

Ahora definimos g5 : (—7,7) x D — R para cada (t,s) € (—r,r) x D como

92(t,5) = G5, hlt, ) = F(5,0)- (5" +127) " (5) = F (5, (5 +127)"(5))

y entonces, para cada s € D°, ga(+, s) tiene una derivada continua en (—r,r),
D1g2(+,s) : (—r,7) — R dada para cada t € (—r,r) por

Diga(t,5) = DaGs, it 5)) - Dib(t,5), = =2(s) - f (s, (" +2)7(5)).

Por tanto, el resultado se sigue del teorema 1.3.22. O
El siguiente resultado, consecuencia de resultados anteriores, muestra la ca-
racterizacién de las soluciones de (P1) como los puntos criticos de ®.

Lema 3.2.8 Si (Hi) es vdlida, entonces, se verifica que las soluciones de (P7T)
coinciden con los puntos criticos de P.

Se vera que, bajo diversas condiciones adicionales sobre el comportamiento
de f en el infinito, ® verifica la siguiente condicién de compacidad de Cerami
la cual asegura la existencia de un punto critico de ®, véase [36]:

(C) Cada sucesién {vy, },,cn C H que satisfaga las siguientes condiciones:
i) {®(vim)}nen €8 acotada,
i) 1m0+ o) [0 ] = 0,
tiene una subsucesion convergente fuertemente en H.

El siguiente resultado garantiza que para verificar la condicién (C) es sufi-
ciente comprobar que la sucesion {vp, },, oy estd acotada en H supuesto que son
vélidas las condiciones i) e ii) de (C).

Lema 3.2.9 Supdngase (H}). Si {vy,}men €s una sucesion acotada en H tal
que {®' (v ) bmen converge fuertemente en H* a cero, entonces {vm, }men tiene
una subsucesion convergente fuertemente en H.

Demostracién:  Sean J; y J los operadores definidos en (3.5) y (3.6) res-
pectivamente. Por (3.7) se sabe que ®'(v) = J1(v) — J2(v) para todo v € H, lo
cual, dado que J; es un isomorfismo, es equivalente a

v=J (D)) + JTH(J(v)) para todo v € H. (3.12)

Sea {vUm }men una sucesién acotada en H tal que {®'(vy,)}men converge
fuertemente en H* a cero; puesto que Jy es compacto, existe una subsucesion
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{Vm,, }ren tal que {J2(vm,,) bren converge fuertemente en H*. Por consiguiente,
la continuidad de J; Yen H* y la igualdad (3.12) establecen el resultado. a

A continuacién, asumiendo la condicién (H?), se probara que para comprobar
la validez de la condicién (C), es suficiente verificar que la sucesién {v;}}
estd acotada en H siempre que se cumplan i) e ii) de (C).

meN

Lema 3.2.10 Asimanse (H}) y (H?). Si {vm }men €s una sucesion en H tal que
{®'(vm) }men converge fuertemente en H* a cero, entonces {v,, }men converge
fuertemente en H a cero.

Demostracién:  Sea {v,, }men una sucesién en H tal que {®(vy,) bmen con-
verge fuertemente en H* a cero; usando los mismos argumentos que los utilizados
para probar la desigualdad (3.2) y teniendo en cuenta (H?) y (3.7), se obtiene
para cada m € N,

2 _\NA
lomly < - /[ ) (7)) A

< - /[ [ 0226 7 (.68 (02)7 )] s
a,b)r
= = (vm) (v) < ¥ W)l ol
de donde se sigue que {v;, }men converge fuertemente en H a cero. a

3.2.2. Existencia de una solucion positiva

A continuacién se probaran, usando la formulacién variacional introducida,
dos resultados que garantizan la existencia de al menos una solucién positiva
del problema (P;). En el primero de ellos se asume la siguiente condicién.

(H3) Existe una constante M > 0, independiente de A € (0,1], tal que si u
es una solucién de (Py) estrictamente positiva en (a,b)y, se verifica que

[l # M.

Teorema 3.2.11 Si se verifican (H}) — (H3), el problema (Py) tiene al menos
una solucion estrictamente positiva en (a,b)r.

Demostracién:  Se verd que ® alcanza su infimo en B :={v e H : |jv||y <

M} en algin punto vy € é, con lo cual, es un punto de minimo relativo de ¢
y asi, por los lemas 3.2.2 y 3.2.8, dicho punto es una solucién de (P;) que es
estrictamente positiva en (a,b)y.

La condicién (H;) garantiza que inf ®(B) > —oco. Sea {vm}men C B una
sucesién tal que ngrilooq)(vm) = inf ®(B); por la proposicién 1.5.7 se puede

suponer que, pasando a una subsucesion, {v, }men converge débilmente en H
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a algin vg € B. Por consiguiente, como ® es débilmente semi—continuo infe-
riormente, se tiene que

D(vg) < liminf ®(v,,) = lm  P(v,,) = inf O(v)

m——+o00 m——+oo vEB
con lo cual, ®(vg) = in}fg D (v).
veE

Si vy € IB, entonces, vy es un punto de minimo de ®|s5 y por lo tanto, el
gradiente de ® en vy apunta en la direccién del vector normal a 9B, esto es, se

cumple que ®'(vg) = —pvg para algin p > 0. Asi pues, vy es una solucién de
(P) con A = 54 € (0,1] y |Jvollzy = M, lo cual contradice la hipStesis (H?).
1
[e]
Asf pues, se concluye que vy €B. a

Sea A1 > 0 el menor autovalor positivo del problema

—uBA(t) = Auc(t);  te D,

(3.13)
u(a) =0 = u(b)
y sea G : J x [0,4+00) — R definida para cada (¢,z) € J x [0, +00) como
1
G(t,z) = F(t,x) — 3 x f(t,x), (3.14)

la parte no cuadratica de la funcién F' definida en (3.4).

En el préximo resultado se comprobara que los siguientes comportamientos
de f en el infinito son condiciones suficientes para la existencia de al menos una
solucién positiva de (P).

(H}) No resonancia por debajo de Ap, esto es, existen dos constantes C, K1 > 0
tales que

ft,z) < Eyo+Cy para cada (t,z) € J x [K1,+00),
para algin F7 < Aj.

(H?) Resonancia, es decir,

lim =\ uniformemente en ¢ € J.
r——+00 €T

(HY) Existen dos constantes Cq, K5 > 0 tales que

G(t,z) < Cq, para cada (t,z) € J x [Ka, +00)

lim G(t,z) = - para cada t € J,

T—+00

con G : J x [0,400) — R definida en (3.14).
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Teorema 3.2.12 Supdnganse (Hi) y (H?).
Si se verifica alguno de los siguientes enunciados:

i) es cierta (H}),
ii) son ciertas (H}) y (HY),

entonces, el problema (Py) tiene al menos una solucion estrictamente positiva
en (a,b).

Demostracién:  En primer lugar, supéngase que es cierta (Hj); por (Hi) y
(H$), se sabe que para cada t € J, se cumple que

Kimg, (t); 0<z< Ky,

F(t,z) < 22 (3.15)
E1?+01$+K1m1(1(t); I'ZKl

Como E; < A1, de la desigualdad de Wirtinger (1.92) se deduce que ®
estd acotado inferiormente y es coercivo; asi pues, como ® es débilmente semi—
continuo inferiormente, se sabe que ® tiene un minimo global en H, con lo cual,
de los lemas 3.2.2 y 3.2.8, se concluye que (P) tiene una solucién estrictamente
positiva en (a,b)r.

Finalmente, supéngase que son ciertas (H?) y (H$); la condicién (HY) asegura
que

lim =2 para cada t € J, (3.16)

de donde se sigue, junto con la igualdad

F(t 2G/(t
Dg( (,zx)) =— (3,x) para cadat € Jy z > 0, (3.17)
x T
y la condicién (H$), que
A teG(t A
F(t,z) = {21 + 2 / G(;T) dr} 2?2 < ?11’2+C'2, (3.18)
- r

paracadat € Jy x > Ks.
Ademés, por la condicién (H}) se sabe que

F(t,z) < Kamg,(t) paracada t€ Jy z < K. (3.19)

La condicién (H?), (3.18), (3.19) y la desigualdad de Wirtinger (1.92) per-
miten afirmar que ® estd acotado inferiormente.

A continuacién se verd que ® satisface la condicién (C). Sea {vm },,cy € H
una sucesion verificando i) e ii) en (C).

v
Supéngase que lim p,, == lm |jvoy,||y = +oo. Se define V,, = -
m—+00 m— 400 Pm

para cada m € N. Como ||[V;,||; = 1 para cada m € Ny {v;,}, -y converge
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fuertemente en H a cero, la proposicién 1.5.7 asegura que, pasando a una sub-
sucesion, { Vi, },,cn converge fuertemente en C(D) a algin V' € H tal que V' > 0
en D.

Por consiguiente, de (3.7) se sigue que para cada m € N, se cumple que

[ VA A - vA) ds= [ guls) As 4 ZOm) Vi = V)
[a,b)r [a,b)r o

(3.20)
donde, para cada m € N, g,, : J — R esté definida para cada s € J como

s, ()7 (s
ants) = LD )y

Las condiciones (Hi) y (HJ) garantizan la existencia de una funcién N :
D — [0, +0c0] tal que N € LY (D°) y

|gm (s)] < N(s) - |V (s) — V()] paratodom € Ny s € J,
asi pues, tomando limites en (3.20) se obtiene que ||V, = 1, de modo que
V £0.

Ademds, por (H1) y (HY), se tiene, para cada t € J,

3
3 2 m, (t); 0<z< Ko,
G(t,r) <

(3.21)
CQ; x Z KQ.

Como el lema 3.2.10 asegura que {v,,}, .y converge fuertemente en H a
cero, de (3.21) y (HY), se deduce que

lim G (s, (vj,;)a(s)) As = —00
m—+00 Jyosg

, +\o < K
mLHEoo e G (s, (vh)"(s) As <K,
para algin K > 0; por lo tanto, de la condicién ii) en (C) se sigue que

h’rJrrl ®(v,,) = lim {; @’(vm)(vm)-i-/

e [a;b)r

f(5,0) - (v,)"(s) As

lo cual contradice la condicién i) en (C).
Por consiguiente, el nimero real ¢ = in}fq ®(y) es un valor critico de @ y asf,
ye

de los lemas 3.2.2 y 3.2.8 se concluye que existe una solucién de (Py) que es
estrictamente positiva en (a,b);.

O
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3.2.3. Existencia de dos soluciones positivas

Teniendo en cuenta el teorema 3.2.11 que garantiza la existencia de un punto
critico de @ y suponiendo que se verifican condiciones adicionales, se aplicard el
lema del paso de la montana para obtener otro punto critico de ®. Las nuevas
hipétesis que se emplearan son las siguientes:

(HY) Existen dos constantes Cs, K3 > 0 tales que

G(t,z) > —Cs para cada (t,z) € J x [K3,+00)

lim G(t,z) = +o0 para cada t € J,
Tr——+00

con G : J x [0,400) — R definida en (3.14).

(H$) Existen dos constantes Cy, K4 > 0 tales que
|lf(t,z)| < Cyx para cada (t,x) € J x [K4,+00).
(HY) No resonancia por debajo de Aj, esto es, existen dos constantes Cy, K5 > 0
tales que
flt,x) > Eyx — Cs para cada (t,z) € J x [K5,+00),
para algin Ey > A;.
(H1%) Existen dos constantes Kg > 0y 6 > 2 tales que

0<O0F(t,x) <z f(tx) para cada (t,z) € J x [Kg, +00).

Teorema 3.2.13 Asimanse (H1) — (H3). Si se verifica alguno de los siguientes
enunciados:

i) son ciertas (H}) y (HT),
ii) son ciertas (H}) y (HY),
iii) es cierta (H1?),
entonces, el problema (P1) tiene al menos dos soluciones positivas en (a,b).

Demostracién:  Puesto que se satisfacen las condiciones (H}) — (H$), por
lo visto en la demostracién del teorema 3.2.11, se sabe que el funcional ® tiene

o
un minimo local en un punto vg €B y ®(vp) < frlafB O (v).
ve

Se comprobard que, en todos los casos, si L > M es suficientemente grande,
con M dado en (H}) y 1 un autovector unitario asociado al autovalor \; tal
que @1 > 0 en (a,b)y, entonces, (Ly;) < frlaqu)(v); ademds, se verificara (C)

veE

y como consecuencia, el lema del paso de la monta na, garantiza la existencia de
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un segundo punto critico en el nivel ¢ := fnf mdx P(v), donde T es la clase
vyeT vevy([0,1)

de todas las curvas continuas que unen vy y Lj; asi pues, la conclusién se sigue
de los lemas 3.2.2 y 3.2.8.

En primer lugar supéngase la validez de (H3) y (H7). Fijado t € J, de (3.16)
y (3.17) se deduce que

A oGt
Ele—F(t,;v) = —23:2/I (Tg’r) dr, x>0,
con lo cual, (H) establece que
A
éwQ — F(t,x) < Cs, x> Ks, (3.22)
y
lim |22~ Bt )| = —oo; (3.23)
z—+oo | 2 ’ o ’ ’
ademds, la condicién (H}) garantiza que
Al o A1
52 — F(t,z) < K3 ?K3+mK3(t) V< Ks. (3.24)

Por lo tanto, de la férmula de integracién por partes y de (3.22), (3.23) y
(3.24) se sigue que

L—+o00 L—+o00

I &(Lpy) = lim { /[) 3 ) - F Lo (0)| As}oo.

La verificacién de (C) es similar a la de la demostracion de ii) en el teorema
3.2.12 lo cual concluye la demostracién del resultado siempre que se satisfaga

Supéngase que (H§) y (H}) son ciertas. Las hipétesis (H1) y (HY) aseguran
la existencia de una constante A > 0 tal que la siguiente desigualdad

A
\ Ky (;K5+mK5(t))7 0<z<Ks,
éxz — F(t,x) <
(A1 — E»)

x2+C5x+A+K5mK5(t), x> Ks,

(3.25)
es valida para todo t € J; como consecuencia, dado que Fy > A1, de la férmula
de integracion por partes se deduce que

2

L—+o0o L—+o0o

lim ®(Ly;) = lim {/[ ) {)\21 (Lol (s)? — F(s,Lgo‘l’(s))] As} = —o0.

Para comprobar que (C) es cierta, supéngase que la sucesion {vp },,cy € H
verifica las propiedades i) e ii) de (C) y que lim p,, := lm |jv,| ; = +oc.
m——+00 m— 400
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Se define Vj, := -, m € N; las condiciones (H), (H?) y (H$) permiten

m
deducir, razonando como en la demostracién de la segunda parte del teorema
3.2.12, que, pasando a una subsucesion, {V,, },, oy converge fuertemente en C'(D)
a algin V € H no nulo tal que V >0 en D.

Sea ¢ := E3 — )1, por la férmula de integracién por partes, (Hi) y (HY), se
tiene que para cada m € N, se cumple que

: / (Vingp1)” (5) A5 = 1{ / [Ba(05)7(5) = £(s, ()7 ()] @5 (5) As
b
—® (v (1) —EQ/ (U; gpl)a(s) As}

L {/(ﬁn)”<K5 [Eo K5 +mg.(s)] ¢7(s) As

IN

Pm

+ /( O ||<1>’<vm>||H*},

de modo que, tomando limites, se tiene que 5/ (V1) (s) As <0, lo cual
[a,b)—ﬂ-
es una contradiccion y por lo tanto, el resultado esta probado cuando se verifica

la condicién ii).

Finalmente, supéngase que se cumple la condicién (Hi?). Como consecuencia
de las condiciones (H}) y (Hi%), se obtiene, para cada t € J,

—KngG(t), 0<x< Kg,
F(t,z) > (3.26)

0
X
— | F(t, K > K.
<K6) (7 G)a T =z 6

As{ pues, mediante argumentos similares a los empleados cuando se verifica i)
y teniendo en cuenta que 6 > 2, se concluye que Lh’m O(Lp1) = —o0.
— 400

Para verificar (C), se fija una sucesion {v,,},, . C H arbitraria para la
cual i) e ii) de (C) son ciertas. Las condiciones (H}) y (H1?) garantizan que la
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siguiente desigualdad

0 2
(2 - 1) HUmHH

b
[ 18P (05)7 ) = 7o (0)7 (6D - (0)7(5)] s
+0D(vy,) — D' (vim) (vm)

+(1-0) (v)7(5) - f(s,0) As
[a,b)r

IN

(K6 (0+1) + (1= 0) fonallo | - Imily

+02(0m) + (|2 (0m) [ 4

Vml g

se cumple para todo m € N; asi pues, como el lema 3.2.10 y la proposicién
1.5.7 establecen que {v, },, .y converge fuertemente en C(D) a cero, resulta que
{Vm }nen estéd acotada en H y por lo tanto, el resultado es vélido asumiendo la
condicién ii). O

3.3. Soluciones débiles de ecuaciones dinamicas
singulares con condiciones de Dirichlet en
la frontera

En esta seccion se deduce la existencia de multiples soluciones positivas de
la siguiente ecuacién dindmica de segundo orden con condiciones de Dirichlet
homogéneas en la frontera:

—uPA(t) = f(o(t),u’(t)); A—c. t.p. te (D",
(P2)
u(a) =0 = u(b),

suponiendo que el conjunto D verifica la siguiente propiedad:

(H3) Existe una constante £ € (0,1) tal que

LG
/ () As < +o0.
[ap®)r \b0—0(5)

Nétese que si p(b) < b, entonces, la condicién (H3) se verifica para todo
£e(0,1).
La funcién f : D x (0,+00) — [0 + oo] satisface la siguiente condicién:

(H3) i) Para cada x € (0,+00), la funcién f(o(-),z) es A—medible en D.
i) Para A—casi todo punto ¢t € D°, f(o(t),-) € C((0,4+00)).
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iii) Existen dos constantes ¢ > 0 y C7 > 0 tales que para A—casi todo
punto t € D° y todo x € (0,¢), se cumple que

< flo(t),z) < C4 cx€,

(b-a)

iv) Para cada p > ¢ existe una funcién m, : D — [0,400] tal que
my € LL(D°) y para A—casi todo punto t € D° y todo x € [e, ],

flo(t),z) <mj(t).

v) Para cada z € (0,+00), la funcién F : D X [0,400) — [0,+00)
definida para A—casi todo punto t € D° y todo x € [0, +00) como

Flo(t),z) = /OI Flo(t),r) dr (3.27)

verifica que F(o(+),z) es A—medible en D.

Definicién 3.3.1 Se define una solucién del problema (Ps) como cualquier
elemento del conjunto

S:={ueWi'(D) : ula), ub) >0, u*> <0 A—c. t p. de(D")°} (3.28)
que verifique las dos igualdades de (Py).

Esta seccion estd dedicada a probar la existencia de muiltiples soluciones
positivas de (P2) usando métodos variacionales y la teoria de puntos criticos.

Esta organizada del siguiente modo. En la subseccién 3.3.1 se presentan
algunas cotas superiores e inferiores para los elementos del conjunto .S definido
en (3.28). El objetivo de la subseccién 3.3.2 es definir un operador tal que sus
puntos criticos coinciden con las soluciones positivas de (P»). En las subsecciones
3.3.3 y 3.3.4 se demuestran algunas condiciones suficientes para la existencia de
al menos una o dos soluciones positivas de (P).

Los resultados de esta seccién generalizan los probados en [17] para D =
0,7 + 1]y y en [16] para D = [0,1] donde el problema (P%) estd definido en
todo el intervalo (a,b); y se asume que f € C((a,b)y, (0,+00)) en lugar de
las condiciones i), ii) y v) de (HZ). Las condiciones suficientes obtenidas en
esta seccién se aplican en una amplia clase de conjuntos cerrados de nimeros
reales tales como una unién finita de intervalos cerrados, algunas sucesiones
convergentes unién su punto limite o el conjunto ternario de Cantor entre otros.

3.3.1. Preliminares

El objetivo de esta subseccién es obtener cotas superiores e inferiores para
las soluciones de la siguiente ecuaciéon dindmica:
—ufA(t) = h(t); A—c t.p. te (D",

(Pn)
u(a) =0 = u(b),
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siendo h : D — [0,+00] una funcién perteneciente a Lk ((D*)?); se define la
solucién de (P;,) como la tnica funcién u € Wi’l(D) para la cual se satisfacen
las dos igualdades de (P,). La solucién viene dada por

u(t) = G(t,s)h(s)As (3.29)
la,b)T

donde,

1 [t—a)(b—a(s), t <a(s),
G(t,s) = b—a {(g(s) —a)(b—1), o(s) <t,

es la funcién de Green.

Definicién 3.3.2 Una funcion v : D — R se dice que es cdncava en D si para
cada t1,t2 € D con t1 <ty y para todo t € [t1,ta]y se cumple que

U(t) > (tg—t)"l)(tl) (t—tl)"l}(tg).
- tzftl tg*tl

A continuacion se enuncian algunos resultados que se usaran posteriormente.
No se incluyen sus demostraciones por ser anslogas a las dadas en [8] para el
caso real y en [9] para el caso discreto.

Proposiciéon 3.3.3 Siv: D — R es una funcion concava, continua y positiva
en D, entonces, existe un to € D tal que v(to) = [|v||c(py ¥ las desigualdades

v(t) = alt,to) - [[vllcpy = a(t) - vl (3.30)

son validas para todot € D, donde a: D x D — R yq: D — R estin definidas
para cada t,s € T como

t—a

, st a<lt<s, a<s,
s—a t— b—t
a(t,s) == q(t) == min{ -a }

bt b—a’ b—a
, st s<t<b, s<b,
b—s

(3.31)

Proposicién 3.3.4 Sea h : D — [0,400] una funcidn verificando que h €
LL((D%)°). Entonces, la funcién u : D — R solucién de (Py) verifica que

K@{b—ﬂ~@—a)<HMH;Wb—U'@—a)

0<u(t) <
<u(t) < b—a - b—a ’

para todo t € D,
(3.32)

con

Ky = mis {t - /[) (7(5) ~ a) h(s) As + 1 RO As} .
(3.33)
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Como consecuencia de las proposiciones 3.3.3 y 3.3.4 se obtiene el siguiente
resultado.

Corolario 3.3.5 Siv € Wi’l(D) es tal que para A—casi todo punto de (D*)°
se cumple que VA2 < 0, entonces, v es céncava en D. Ademds, si v € S,
entonces, se satisface que

v(t) = q(t) - lvllopy = ul®) - [[vllop) para todo t € D, (3.34)

siendo q : D — R la funcion definida en (3.31) y u : D — R la solucién del
problema (P(bfa)*Q)'

3.3.2. Formulacién variacional de (P)

A continuacién se describe la formulacién variacional que se usara en las
siguientes subsecciones para deducir la existencia de soluciones positivas de (Ps).

Es importante sefialar que el corolario 3.3.5 y las condiciones (H3) y (H2)
garantizan que el problema (P;) estd bien definido y que sus soluciones son
estrictamente positivas en (a, b)r.

Se define f. : D x R — [0, +o0] como

Ft,(z =) () +9c(t); € (ab)y, z€R,
fe(t, @) == 6te{ab}, r>¢, (3.35)

f(t e); t € {a,b}, v <e,

donde ¢, : D — [0,+00) es la solucién del problema (Ps(b—a)*z) y para cada
funcién v : D — R, se denota como v* := méax{4wv,0}. Por las proposiciones
3.3.3 y 3.3.4 y la hipdtesis (H}) se sabe que 0 < p. < e en (a,b)p y () ¢ e
LA((D")).

Como consecuencia inmediata de las hipétesis (H3) y (H2), se deducen las
siguientes propiedades de la funcién f..

Lema 3.3.6 Si se verifican las condiciones (H}) y (H3), entonces, la funcion
fe : D xR — [0, +00] definida en (3.35) verifica las siguientes propiedades:

1. Para cada x € R, la funcidn f(o(-),x) es A—medible en D.
2. Para A—casi todo punto t € (D*)°, f-(o(t), ) € C(R).
3. Para A—casi todo punto t € (D*)° y todo x € (—o00,¢€) se cumple que

3

- o T 1L (0 —£ )
oy < felo(t),z) < Cy- () (1)
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4. Para cada p > €, existe una funcion my, : D — [0,400] tal que my €
LL(D°) y para A—casi todo punto t € D° y todo x € [e,p] se verifica que

fe(a(t),z) <my(t).
Se considera el siguiente problema:
—ut2(t) = fo(o(t),u’ (t)); A—c.t.p. te (D",

(P7)
u(a) = 0 = u(b);

se define una solucién del problema (P¢) como cualquier funcién u € Wi’l (D)
que verifique las dos igualdades de (P¢).
A continuacién se verd que los problemas (P) y (P¢) son equivalentes.

Lema 3.3.7 Sea u : D — R. Si se verifican las condiciones (H}) y (H3), en-
tonces, u es una solucion de (Py) si y sélo si u es una solucion de (P°).

Demostracién: Supdngase que u es una solucién de (P,); no es dificil de-
ducir que

[(w=)™)® + =9 | ((w=p)7)

4 <0 A-—c.t.p. de D%

asi pues, integrando dicha desigualdad, por la férmula de integraciéon por partes
y la condicién iii) de (H3), se tiene que

I N7y < —/ab (=0 (=) )" ] (5) As

_ /a/)(b) {(u B SDE)AA ( (u _ (pE)U )_} (s) As

< 0

con lo cual, resulta que u > . en D, de donde se sigue que u es una solucién

de (P¢).
Reciprocamente, si u es una solucién de (P¢), procediendo de un modo simi-
lar, se puede probar que u > ¢, en D y asi, u es una solucién de (P). a

Se define el funcional @ : H — R, siendo H := Hg 5 (D) el espacio de Sobolev
de primer orden definido en la seccién 1. 5, como

d(v) = / [ 1 (UA(S))2 — F.(o(s),v(s)) | As,ve H (3.36)
la,b)r



donde la funcién F; : D x R — R esta definida para A—casi todo punto t € D°
y todo z € R como

Fao(t),z) = / * (o)) dr (3.37)

y fe : D xR — [0,400] es la funcién dada en (3.35).

Como consecuencia de las propiedades de H, se pueden probar las siguientes
condiciones de regularidad del funcional ® una de las cuales permite afirmar que
las soluciones del problema (P¢), y por lo tanto, por el lema 3.3.7, las soluciones
del problema (P,), son precisamente los puntos criticos de ®.

Lema 3.3.8 Supdngase que se verifican las condiciones (H}) y (H3). Entonces,
los siguientes enunciados son ciertos:

1. ® es débilmente semi-continuo inferiormente, esto es, si {Um },,cy €5 una
sucesion en H que converge débilmente en H a v € H, entonces

®(v) < liminf ®(v,,).

m——+o0

2. ® es continuamente diferenciable en H y
q”(v)(w):/[ ) [v2(s) - wB(s) = [z (a(s),07(5)) - w(s) | As, (3.38)

para cada v,w € H.

Ademds, los operadores 11,1, : H — H* definidos para cada v,w € H
como

L) (w) = /[ ) VA (s) - wh(s) As = (v,w) (3.39)

I (v)(w) :/[ ) fe(0(s8),v7(s)) - w7 (s) As, (3.40)
a,b T
verifican que I es un isomorfismo e I es compacto.

3. Las soluciones de (P€) coinciden con los puntos criticos de .

Al igual que en la seccién anterior, se vera que, bajo condiciones adicionales
en el comportamiento de f en el infinito, ® satisface la condicién de compacidad
de Cerami enunciada en la seccién anterior.

El siguiente resultado establece que para comprobar la validez de la condicién
(C), es suficiente demostrar que la sucesién {v,, },,cy estd acotada en H cuando
se verifican las condiciones i) e ii) de (C); omitimos su demostracién por ser
analoga a la del lema 3.2.9.

Lema 3.3.9 Asimase la validez de las condiciones (H}) y (H3). Si {vm }men es
una sucesion acotada en H tal que {®' (V) }men converge fuertemente en H* a
cero, entonces {vm}meN tiene una subsucesion convergente fuertemente en H.
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A continuacién se probard que para verificar la condicién (C), es suficiente
mostrar que la sucesién {v,} }, oy estd acotada en H siempre que las condiciones
i) e ii) sean vélidas.

Lema 3.3.10 Asimanse (H3) y (H3). Si {vim tmen €s una sucesion en H tal que
{®'(vm) bmen converge fuertemente en H* a cero, entonces {v, }men estd aco-
tada en H.

Demostracién:  Sea {v,, }men una sucesién en H tal que {®'(vy,) bmen con-
verge fuertemente en H* a cero. No es dificil comprobar que para todo m € N,
v, pertenece a H y

— 2 _\A
ol < = [ o) () () A
[a,b)r

con lo cual, por la igualdad (3.38) y la proposicién 1.5.7, se tiene que la de-
sigualdad

ol € =) () = [ Lo 6) - ()7 () As

< <|<I>’<vm>||H* RSy IR ACORAD) As> Nl

m

es cierta para algun K > 0; por consiguiente, del enunciado 3 del lema 3.3.6 se
deduce que
ol < 19" @n)llg + K- Co-(92) s

es decir, la sucesién {v;, }men estd acotada en H. O

3.3.3. Existencia de una solucion positiva

En esta subseccién se establece la existencia de al menos una solucién positiva
del problema (P). Inicialmente, se asume la siguiente condicién.

(H3) Existe una constante M > 0, independiente de ), que verifica M? >
Cy-e- ||((,pg)_£||LlA y para cada A € (0,1] se cumple que si u es una
solucién del problema

—uPB () = N fo(t),u’(t)); A—c. t.p. te (D",
(Px)

que es estrictamente positiva en (a,b)y, entonces, se verifica que ||ul|; #
M.

Teorema 3.3.11 Asiumase la validez de las condiciones (H}) — (H3). Entonces,
el problema (P>) tiene al menos una solucion estrictamente positiva en (a,b)y.
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Demostracién:  Se verd que ® alcanza su infimo en B :={v e H : |jv|, <

M} en algiin punto vy € lol con lo cual, es un punto de minimo relativo de @ vy,
del lema 3.3.7 y el enunciado & del lema 3.3.8 se deduce que dicho punto es una
solucién de (P) que es estrictamente positiva en (a, ).

De las condiciones (H}) y (H3) se sigue que inf ®(B) > —o0. Sea {vy }men

una sucesién tal que lim v, = inf ®(B), se puede suponer que, pasando
m——+oo

a una subsucesién, {v., }men converge débilmente en H a algin vy € B. Por
consiguiente, del hecho de que ® es débilmente semi—continuo inferiormente, se
tiene que

O(vp) < liminf ®(vy,) = lim  P(vy,) = inf P(v)

m——+o0o m——+oo vEB
y asi, ®(vg) = inf &(v).
veEB
Supdngase que vy € 9B, con lo cual, vg es un punto de minimo de @55 y
por lo tanto, el gradiente de ® en vy apunta en la direcciéon del vector normal a
0B, esto es, ®’'(vy) = —p vy para algun p > 0. Asi pues, resulta que vy es una
solucién del problema

—uBA () = N fe(o(t),u’ (t)); A —c. t.p. te (D)’
(PY)
u(a) =0 = u(b),

1
con A = —— € (0,1].
L+p
Siwvg > ¢. en D, entonces vy es también una solucién de (Py) v ||voll z = M,
lo cual contradice la condicién (H3); por el contrario, si vg(t) < ¢(t) para algtin
t € D, el corolario 3.3.5 permite afirmar que ||v0HC(D) < €. Por consiguiente,
multiplicando la primera ecuacién de (P5) por v§ e integrandola en el conjunto
(D")°, de la férmula de integracién por partes y el enunciado & del lema 3.3.6
se obtiene que

M [ (e (s) o (s) As < Cree 92y
[a,p(b))-]r

lo cual contradice la hipétesis (H3). Por lo tanto, resulta que vy €B. O
Sea A1 > 0 el menor autovalor positivo del problema (3.13) y sea G : DxR —
R la funcién definida para A—casi todo punto t € D° y todo x € R como

Glo(t),z) = Fu(o(t),z) — %x £(o(t), 2), (3.41)

la parte no cuadrética de la funcién F, definida en (3.37).

A continuacién se demostrard que los siguientes comportamientos de f en el
infinito aseguran la existencia de al menos una solucién positiva del problema
(P2).

(H3) No resonancia por debajo de \j, es decir, existe una constante Cy > 0 tal
que

flo(t),z) < Eyz+Cy para A—c.t.p. t € D°ytodo x € g, +00),
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para algin E; < A;.

(H3) Resonancia, esto es,

o Le@2)

r——+00 X

uniformemente para A —c. t. p. t € D°.

(HS) Existe una constante Cs > 0 tal que

G(o(t),z) < Cs, para A —c. t. p. t € D°y todo z € [e,+0)

lim G(o(t),z) = —o0, para A —c. t. p. t€ D°,

r——+0o0

siendo G : D x R — R la funcién definida en (3.41).

Teorema 3.3.12 Supdnganse las condiciones (H) y (H3). Si se verifica alguno
de los siguientes enunciados

i) es cierta (H3),
ii) son ciertas (H3) y (HS),
entones, el problema (Ps) tiene al menos una solucidn estrictamente positiva en

(a,b)p.

Demostracion: En primer lugar, supéngase que se verifica (H3); por el
enunciado 3 del lema 3.3.6 y la condicién (H3), se sabe que para A—casi todo
punto t € D, se cumple que

0; T <€,

Fe(o(t),z) < ) (3.42)
x
Fq =) + Cy T > €.

Puesto que E; < A, de la desigualdad de Wirtinger (1.92) se sigue que
® esta acotado inferiormente y es coercivo; con lo cual, como ® es débilmente
semi—continuo inferiormente, se sabe que ® tiene un minimo global en H y asi,
por el lema 3.3.7 y el enunciado 3 del lema 3.3.8, resulta que (P%) tiene una
solucién estrictamente positiva en (a, b)r.

Finalmente, supéngase la validez de las condiciones (H3) y (H$); la hipStesis
(H3) garantiza que

o Felo®.0) N

T—+00 2 2

para A —c. t. p. t € D, (3.43)

lo cual implica, junto con la igualdad

FE ) 2 ’
Dy ( (O‘(t) $)> __ G(O’(t) x) para A —c. t.p. t€ D° y todo x 75 0,

2 3
(3.44)
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y la hipétesis (HS), que se cumple

+oo
F.(o(t),z) = {)\21 + 2/ W dr| z? < %xQ + (s, (3.45)

para A—casi todo punto t € D° y todo = > ¢.
Ademas, por el enunciado & del lema 3.3.6, se sabe que

F.(o(t),x) <0, para A —c. t.p. t€ D%y todo z <e. (3.46)

Por consiguiente, (3.45) y (3.46) y la desigualdad de Wirtinger (1.92) esta-
blecen que ® esta acotado inferiormente.

A continuacién se verd que ® verifica la condicién de Cerami (C). Sea
{vm}men € H una sucesion para la cual las condiciones i) e ii) de (C) son

1 Ve z z. U
vélidas. Supéngase que lim p,, == Um |jvy|y = 400 y sea V,,, 1= =&
m——+o0 m——+oo

Pm

m € N.

Como para cada m € N se cumple que ||V, || ; = 1y {v;,},,cn estd acotada
en H, la proposicién 1.5.7 asegura que, pasando a una subsucesién, {V;,}
converge fuertemente en C(D) a algtin V € H tal que V > 0 en D.

Asf pues, por la igualdad (3.38) se tiene, para todo m € N,

meN

[ VR (R - VAE) As= [ (s ase BT
[a,b)r [a,b)r o

(3.47)
donde, para cada m € N, g,, : D — R estd definida para A—casi todo punto

s € D° como
am(s) = LTI () — v,

La condicién (H3) y el lema 3.3.6 garantizan la existencia de una funcién
N :T — [0,+00] tal que N € LY (D°) y

|gm (s)] < N(s) - |Vo(s) — V(s)], VvmeNyA—c. t.p. seD°

con lo cual, tomando limites en (3.47) resulta que ||V||,; =1y asi, V #0.
Ademsas, por (H3) y (HS), se tiene, para A—casi todo punto t € D,

SO @)W =<0, te (DY)
1
Glo(t),z) < 3 || f(b,e); x <0, t=p(b) <b, (3.48)
0; 0<zx<e¢,
Cs; T > e
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Puesto que el lema 3.2.10 afirma que {v;,},, .y estd acotada en H, por (3.48)
y (HS), se deduce que

lim G (o(s),v7,(s)) As=—00
m——+00 Vo0
y
l{m G (o(s),v%,(s)) As < K,

m=+ Jyo—g

para algin K > 0; de modo que, de la condicién ii) de (C) se sigue que

lim ®(vy,) = lim {;dﬂ(vm)(vm)—/

m— 00 m— 00 [a,b)T

G (0(s), v (s)) AS}

= 4»007

lo cual contradice la condicién i) de (C).
Por lo tanto, el nimero real ¢ = inIf{<I>(y) es un valor critico de ®, con lo
ye

cual, el lema 3.3.7 y el enunciado & del lema 3.3.8 permiten afirmar que existe
una solucién de (P,) estrictamente positiva en (a, b). O

3.3.4. Existencia de dos soluciones positivas

A continuacién se probardn algunas condiciones suficientes para la existen-
cia de al menos dos soluciones positivas del problema (P,). Se asumirdn las
siguientes condiciones:

(H?) Existe una constante Cy > 0 tal que

G(o(t),z) > — Cy, para A —c. t. p. t € D° y todo z € [g,400)

lim G(o(t),z) = 400, para A —c. t.p. t € D°,

T——+00

siendo G : D x R — R la funcién definida en (3.41).

(HS) Existe una constante Cs > 0 tal que

flo(t),z) < Csz, para A —c. t. p. t € D° y todo z € [g, +0).

(H9) No resonancia por encima de A, esto es, existe una constante Cg > 0 tal
que

flo(t),x) > Eax —Cs para A—c.t.p.t € D°ytodo z € [g,+00),

para algin Fs > A;.
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(Hi%) Existen dos constantes § > 2 y xy > € para las cuales las siguientes
desigualdades
0<OF(o(t),z) <z f(o(t), =)
se verifican para A—casi todo punto t € D° y todo = € [zg, +00).

Teorema 3.3.13 Asiumase la validez de las condiciones (H}) — (H3). Si se
verifica alguno de los siguientes enunciados

i) son ciertas (H3) y (HY),
ii) son ciertas (H3) y (H3),
iii) es cierta (H3?),

entonces, el problema (Py) tiene al menos dos soluciones estrictamente positivas
en (a,b)p.

Demostracién:  Puesto que se verifican las condiciones (H3) — (H3), por lo
visto en la demostracion del teorema 3.3.11, se sabe que el funcional ® tiene un

minimo relativo en un punto vg €B y ®(vg) < 1’nafB D (v).
ve

Se demostrara que, en todos los casos, si L > M es suficientemente grande,
con M dado en (H3) y 1 un autovector unitario asociado al autovalor \; tal
que ¢1 > 0 en (a,b)y, entonces, ®(Ly;) < i%fB ®(v); ademds, se verificard la

ve

condicién de Cerami (C) y asi, el lema del paso de la monta na garantiza la

existencia de un segundo punto critico en el nivel ¢ := inf mix @(v), donde
Yel'vey([0,1)

I" es la clase de todas las curvas continuas que unen vy y Ly; de modo que la
conclusién es una consecuencia del lema 3.3.7 y el enunciado & del lema 3.3.8.
Inicialmente, supéngase que se verifican las condiciones (H3) y (H3). De las
igualdades (3.43) y (3.44) resulta que la siguiente igualdad
A T Glo(t
Bt Rt = -2t [ S
r

x

dr

se verifica para A—casi todo punto t € D° y todo = # 0; por lo tanto, (H?)
establece que

A
71 2 — F.(o(t),x) < Cy, para A —c. t.p. t € D° y todo =z >¢, (3.49)
y

xT— 400

A
lim {21 2 — FE(O'(t),l‘):| = —o0, para A —c. t.p. t € D%  (3.50)
ademsds, el lema 3.3.6 garantiza que para todo x € [0,¢) se cumple que

€ <)\21 e+ Cq (‘Pg)_g(t)> A—c.t.p. te (D"’

—x°—F.(o(t),z) <

e (A; e+ f(b, 5)) t=p(b) <b.

(3.51)
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Por consiguiente, de la férmula de integracion por partes y de las relaciones
(3.49), (3.50) y (3.51) se tiene que

b
i @(Lpy) = lim { |5 @7 - roe. o) As} - .
La verificacién de (C) es similar a la de la demostracién de la parte ii) del
teorema 3.3.12, con lo cual, el resultado estd probado cuando se cumple i).
Supéngase ahora que son ciertas las condiciones (H§) y (H3). El enunciado
3 del lema 3.3.6 y las hipétesis (Hi), (H3) y (H3) garantizan que para A—casi
todo punto t € D° se cumple que

—eC1(92) (1) te(D")°, 0<z<e,
Fo(o(t),z) > { —¢f(be) t=p(b)<b 0<z<e, (352
@332_06%_@52 >

2

de modo que, como Fs > A1, de la formula de integracién por partes se deduce
que

L—+oo

b
Jlim B(Ley) = lim { |3 wsor - ree.oso) As}oo.

Para comprobar la validez de la condicién (C), supéngase que {vpm },,,cy € H
verifica las propiedades i) e ii) de (C) y que lim p,, := lm |Jv,| ; = +oc.
m—-+00 m— 400

Para cada m € N, se define V,,, := U—m; el lema 3.3.6 y la hipétesis (Hg)

permiten deducir, razonando como en la dnémostracic’)n de la segunda parte del
teorema 3.3.12, que, pasando a una subsucesion, la sucesién {V;,},, .y converge
fuertemente en C'(D) a algin V € H no nulo tal que V >0 en D.

Sea 1 := Fy — A1, por la formula de integracion por partes, el lema 3.3.6 y
(H3), se tiene, para cada m € N,

b b
" / (Vi - 01)7(5) As = 1{ / (Ea 07, (s) — fo(0(s), 05 ()] @5 (5) As

Pm

— @' (vm) (1)}

1
—_— {/ Ese 97 (s) As+/ Ce 97 (s) As
Pm vy, <€ v, > €

+H® (vm)ll -}

IN

de modo que, tomando limites, resulta que 77/ (V1)7(s) As < 0, lo cual
[a’)b)T
concluye la demostracion siempre que ) sea valido.
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Finalmente, supéngase que se cumple la condicién (H3?). Del lema 3.3.6 y
(H1%), se deduce que para A—casi todo punto ¢t € D° se verifica

—eCy (7) 75 (1), ted, 0<z<e,
FE(O'(t),ZZ?)Z _Ef(b7€)7 t:p(b)<b’ 0§(E<E, (353)
0
(g”) F.(o(t),z0), x> 0.
Zo

Por lo tanto, mediante argumentos andlogos a los empleados cuando se
satisface el enunciado ii) y teniendo en cuenta que 6 > 2, se concluye que
lim ®(Lp;) = —oo.
L—~+o0o

Para verificar (C), se considera {vy, },,cny C H una sucesién que satisfaga las
propiedades i) e ii) de (C); el lema 3.3.6 y (H3") garantizan que

(5-1)onlle = [ 10F(ote) o)~ floto) 15,00 - 05,(6)] A

+0(I)(Um,) - (I),(Um)(vm)

< K+ Cu-lle2) "l - lomlloey

se cumple para todo m € N y algin K> 0; por lo tanto, como el lema 3.2.10
y la proposicién 1.5.7 establecen que {v,,}, oy estd acotada en H, resulta que
{Vm}men estd acotada en H de donde se obtiene la validez del resultado asu-
miendo que se cumple 7). |

3.4. Soluciones en el sentido de las distribucio-
nes de ecuaciones dinamicas singulares con
condiciones de frontera

La ecuacion de Emden—Fowler
ut2 (1) 4 q(t) u*(o(t)) =0, t € (0,1), (3.54)

aparece en el estudio de dindmica de gases y mecdnica de fluidos y en el estu-
dio de mecanica relativista, fisica nuclear y reacciones quimicas; para el modelo
continuo ver, por ejemplo, [87] y las referencias que alli se encuentran. La ecua-
cién de Emden—Fowler con exponente negativo (a < 0) se ha utilizado en la
modelizacién de fluidos no-—newtonianos tales como los lodos del carbén [18]. La
existencia de soluciones positivas son las que interesan en la fisica.

Estamos interesados en el estudio de una amplia clase de problemas singu-
lares que incluyan los relacionados con la ecuacién (3.54) y el més general

uBB(t) + q(t) u®(o(t)) = g(t,u (), t € (0, 1)1, (3.55)

160



Consideraremos en esta seccion la ecuacion dindmica de segundo orden con
condiciones de Dirichlet homogéneas en la frontera:

—ulrB(t) = F(t,u°(t)); A—c.t.p. t€ (D)’

(P3)q u(t)>0; t e (a,b)g

donde F : D x (0, +00) — R es una funcién L} —Carathéodory en subintervalos
compactos de (0, +00), es decir, si verifica la siguientes condiciones
(H}) i) Para cada z € (0,+00), F(-,x) es A—medible en D°.

ii) Para A—casi todo t € D°, F(t,-) € C((0, +0)).

(H2) Para todo 1, x5 € (0,+00) tal que z; < x5 existe M2y ,20) € LL(D°) tal
que

|F(t,2)| < My, 20)(t) para A — casitodo t € D? y todo x € [x1,x2].

Ademds, para usar técnicas variacionales y la teoria de puntos criticos, su-
pondremos que F' verifica la siguiente condicién

(H) Para cada x € (0,+0c), la funcién Pr : D x [0, +00) — R definida para
A—casi todo t € D° y todo z € [0, +00) como

Pr(t,x) := /OIF(t,r) dr (3.56)

verifica que Pp(-,x) es A—medible en D°.
Consideramos los espacios
Cora(D") = Crg(D*) N Co(D) v Cgrq(D") := Crg(D*) N Ce(D),  (3.57)

donde C},(D") es el conjunto de todas las funciones continuas en D que son
A—diferenciables en D* y sus A—derivadas son rd—continuas en D*, Cy(D) es
el conjunto de todas las funciones continuas en D que se anulan en la frontera
de Dy C.(D) es el conjunto de funciones continuas en D con soporte compacto
en (a,b)r.

Por otra parte, consideraremos el espacio de Sobolev de primer orden H :=
H&A(D)7 definido en la seccién 1.5, del cual se sabe que estd dotado de una
estructura de espacio de Hilbert con el producto interior (-, ) definido en (3.1);
denotamos como || - || ; su norma inducida.

Adems3s, consideramos los conjuntos

Hpoc 1= Hﬁ)C,A(D) NCo(D) v Hecioe:= Hﬁ)C’A(D) NC.(D) (3.58)
donde H11067 A (D) es el conjunto de funciones cuya restriccién a cualquier subin-

tervalo compacto J de (a,b); pertenece al espacio de Sobolev H} (J).
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Definicién 3.4.1 Se dice que u es una soluciéon en el sentido de las dis-
tribuciones del problema (Ps) si u € Hojoc, © > 0 en (a,b); y la igualdad

/[ ; [uA(S) oA (s) — F(t,u’ (1)) - gp"(s)] As=0 (3.59)

se verifica para todo ¢ € C! ,(D").

De las propiedades de densidad del los espacios de Sobolev probados en la seccién
1.5, se deduce que si u es solucién en el sentido de las distribuciones, entonces,
se verifica (3.59) para todo ¢ € Hg joc.

En esta seccién vamos a encontrar condiciones suficientes para la existencia
de soluciones de (Ps3) en el sentido de las distribuciones. Con ciertas hipéte-
sis, aproximaremos dichas soluciones por una sucesion de soluciones débiles de
problemas débiles. Ademads deducimos ciertas condiciones para la existencia de
al menos una o dos soluciones positivas de (P;). Estos resultados generalizan
los obtenidos en [15] para D = [0,1] donde el problema (Ps) estd definido en
todo el intervalo (0,1) y los autores suponen que F' € C((0,1) x (0,+00),R)
en lugar de verificar (H}) — (H3).

3.4.1. Aproximacién de (P3;) mediante problemas débiles

En esta subseccion deduciremos condiciones suficientes para garantizar la
existencia de soluciones en el sentido de las distribuciones de (P3) donde F =
f+gy fig:Dx(0,+00) — R verifican las hipétesis (H3) y (H3), f verifica
(H2) y g verifica la siguiente condicién:

(H3) Para cada p € (0,+00) existe M, € L\ (D) tal que
lg(t,z)| < M,(t) para A—c.t.p. t€ D°ytodo z € (0,p].
Con estas hipdtesis podremos aproximar soluciones en el sentido de las dis-
tribuciones del problema (Ps) a partir de una sucesién de soluciones débiles de
problemas débiles.

En primer lugar, enunciamos una propiedad util de las funciones absoluta-
mente continuas en D, cuya prueba omitimos por su simplicidad.

Lema 3.4.2 Siv € AC(D), entonces, v := max{+v,0} € AC(D) y

{(’U+)A - UA} : (v+)A <0 y [(v*)A + UA} . (v*)A <0 (3.60)

en A—casi todo punto de D°.

Fijada {g;},, una sucesién de niimeros reales positivos estrictamente de-
creciente y convergente a cero, definimos, para cada j > 1, f; : Dx(0,4+00) — R
como

fi(t,z) = f(t, méx{z,e;}) para cada (t,z) € D x (0, +00), (3.61)
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notar que f; verifica (H}) y (H3). Consideramos los siguientes problemas débiles
modificados:

—utB(t) = fi(t,u7 (1) + g(t,u7(t); A —c t.p. te (D),
(Pj) ¢ u(t) > 0; te(ab)g

u(a) =0 = u(b).

Definicién 3.4.3 Se dice que u es una solucién débil de (P;) siu € H, u >0
en (a,b)r y se verifica la igualdad

/[a . {uA(S) P (s) — (fj(S,u"(s)) + g(s,u”(s))) . (p”(s)} As=0 (3.62)

para cada ¢ € C§ 4(D").
Se dice que u es una subsolucién débil de (P;) siu e H, u>0 en (a,b);
y la desigualdad

/[a ) {gA(s) - (s) — (fj(sa@U(SD + g(s,y"(s))) -wo(s)} As<0 (3.63)

se verifica para cada @ € C&,rd(Dﬁ') tal que @ >0 en D.
El concepto de sobresolucién débil de (P;) se define cambiando el sentido
de las desigualdades anteriores.

Notamos que las propiedades de densidad de los espacios de Sobolev de primer
orden probadas en la seccion 1.5 permiten deducir que las relaciones en la defi-
nicién 3.4.3 son validas para toda ¢ € H y para toda ¢ € H tal que ¢ > 0 en
D, respectivamente.

Con argumentos estandar podemos probar el siguiente resultado.

Proposicién 3.4.4 Se supone que f, g : D x (0,+00) — R wverifican (H}) y
(H3), f verifica (H2) y g verifica (H3).

Si para algun j > 1 existen u; y u; una subsolucion y una sobresolucion
débil, respectivamente, de (P;) tales que u; <; en D, entonces, (P;) tiene una

solucion débil uj € [u;,u;] :={v e H : u; <v<ujen D}.

A continuacién, deduciremos la existencia de una solucién de (P3) en el sen-
tido de las distribuciones a partir de la existencia de una sucesién de soluciones
débiles de (P;); para ello, fijamos {ax};~,, {bx},>; C D dos sucesiones tales
que {ax};~; C (a,(a+b)/2); es estrictamente decreciente convergente a a si
a=o(a) oa, =aparatodok >1sia<o(a)y {bx}ps; C ((a+0)/2,b)p es
estrictamente creciente que converge a b si p(b) = b o by = b para todo k > 1
si p(b) < b. Denotamos por Dy := [a,bi]r, k£ > 1. Ademds, fijamos {05},
una sucesion de ntimeros reales positivos estrictamente decreciente convergente
a cero tal que

b—a
lo(ar), p(bi))p C [a+ 0k, b—0k)p v 0k < 5 para k>1. (3.64)

163



Proposicién 3.4.5 Se supone que F = f+gy f, g: D x (0,+00) — R verifica
(H3) y (H3), f verifica (H2) y g verifica (H3).
Si para cada j > 1, u; € H es una solucion débil del problema (P;) y

b—
vor= il min w0 paratodo € (o, ?“} (3.65)
M :=sup méx u; < oo, (3.66)
=1 P

entonces, una subsucesion de {u; }j>1 converge puntualmente en D a una solu-
cion en el sentido de las distribuciones uy de (Ps).

Demostracion: Sea k > 1 arbitrario; deducimos, por (3.60), (3.64), (3.65)
y (3.66) que existe una constante Kj > 0 tal que para cada j > 1,

/[ be) (Wh()* As = (u(ar)” - plar) + (W (p(br)))” - p(p(br))

A
+/ ujA(s) ((uj —vs,)t) " (s) As
[o(ak),p(br))T

< K+ (uj,(uj — V(Sk)-‘r)H'

Por tanto, para cada j > 1 suficientemente grande para que €; < vs,, como
uj es una solucién débil de (P;), tomando @1 := (uj —v5)" € H como la
funcién test en (3.62), de (3.66), (H3) y (H3), podemos asegurar que existe
l € LL(D°) tal que

by b b
/ (ujA(s))2 As < K; +/ F(s,uj(s)) - ¢7(s) As < K1+ M / I(s) As;

es decir, {uj}j>1 estd acotada en HX (D7) y por lo tanto , existe una subsucesiéon
{ua; }j21 que converge débilmente en HA (D;) y fuertemente en C(D;) a algin
ul e Hi (Dl)

Para cada k > 1, considerando para j > 1 la solucién débil de (Py,), us,
y repitiendo el proceso anterior, obtenemos una sucesién {u(k+1)j }j> | que con-

verge débilmente en H} (Dy1) y fuertemente en C(Dy 1) a u+t € HX(Dyy1)
con {u(k+1)j}j>1 C {u, }j>1. Por definicién, sabemos que para cada k > 1,
uk | p, = ut.

Sea u; : D — R dada por u; := u* en Dy para todo k > 1y uy(a) :=
0 =: u1(b); de modo que , u1 > 0 en (a,b)p, u1 € Hﬁ)C,A(D) NC((a,b)g), w1
es continua en cada punto aislado de la frontera de D y {ug, },~, converge
puntualmente en D a u;.

Vamos a demostrar que u; € Co(D); s6lo tenemos que probar que u es
continua en cada punto denso de la frontera de D. Sea 0 < ¢ < M arbitraria,
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se sigue de (H3) y (H3) que existe m. € LL(D°) tal que m. > 0 en D° y
F(t,z) < m.(t) para A—casi todo t € D° y todo z € [e, M]; sea p. € H una
solucién débil de

790?A(t) =me(t), A—c. t.p. t€ (DN)OQ pe(a) = 0= p:(b);

sabemos, por las proposiciones 3.3.3 y 3.3.4, que . > 0 en (a,b)y.

Para toda k > 1 suficientemente grande ex, < €, puesto que ug, y - son
soluciones débiles de ciertos problemas, tomando ¢ = (ug, —& — )" € H
como la funcién test en sus respectivos problemas, obtenemos

b

b
(1220 = [ F(s07, () 85(5) A5 < [ mels) - 5(5) s = (e B2

por lo tanto, de (3.60)

Iall7; < (un, = e, @2) g <0,

lo que implica que 0 < ug, < e+ @, en D yasi, 0 <u; <e+ ¢ en D. Por
lo tanto, la continuidad de . en cada punto denso de la frontera de D y la
arbitraridad de e garantizan que u; € Co(D).

Por tltimo, veremos que la igualdad (3.59) es vélida para cada funcién test
@ € C¢ q(D"); fijamos una de ellas.

Para toda k > 1 suficientemente grande para que sop ¢ C (ag,by)p y todo
J = 1 suficientemente grande para que €; < v, , puesto que uy; es una soluciéon
débil de (Py,), tomando ¢ € C 4(D*) C Cf 4(D*) como la funcién test en
(3.62) y teniendo en cuenta (3.64), obtenemos

/[ak,bk)T “?j(s) : ‘PA(S) As = (uk;, 0)y = / F(&u‘,:j (5)) - 7 (s) As,

[ak,br)T

de donde se sigue, tomando limites, que
[ (926626 = Fls. ()7 () - () As =0,
[a,br)T
que es equivalente, pues ui|, = ub y o =0= ¢ en D°\DY, a

[, (#6950 ~ Pt 7)) 85 =0

y la prueba estd, por lo tanto completa. a

Las proposiciones 3.4.4 y 3.4.5 llevan a la siguiente condicién suficiente para
la existencia de al menos una solucién en el sentido de las distribuciones del
problema (Ps).
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Corolario 3.4.6 Sea F = f + g tal que f, g: D x (0, +00) — R verifican (H3)
y (H3), f cumple (H3) y g cumple (H3).

St para cada j > 1 existe u; y u;j una subsolucion débil y una sobresolucion
débil, respectivamente de (P;) tal que u; <u; en D y

b—a
inf  min_ u, todo 6 ¢ (0,7 ix .
inf [a+1§?l?35]-[ u; >0 para todo 6 € (0, ) Yy ?1211:1) méx u; < oo, (3.67)

entonces, (Ps) tiene una solucion en el sentido de las distributiones u;.

Por tltimo, fijado u; € Hy,joc Una solucién en el sentido de de las distribu-
ciones de (P3) con F' = f 4 g, vamos a demostrar la existencia de una segunda
solucién en el sentido de las distribuciones de (Ps) mayor o igual que u; en D.
Para cada k > 1, se considera el problema débil

—oBA(1) = F(t, (i + 01 )7 (1) — FLuf(); A —c. t.te (DR,
(Pr)
v(ag) =0 =v(bg).

Para cada k > 1, consideramos H}, := Hg 5 (Dj) un subespacio de H defi-
niendo cada v € Hy como v = 0 en D\Dj y defimos el funcional &y : Hy C
H — R, para cada v € Hy como

D4 (v) ::;|u||il—/[ O ) A (3.68)

donde la funcién G : D x [0, +00) — R esté definida para A—casi todo t € D y
todo z € [0, +00) como

G(t,z) = /O ’ (F (t,uS () + ) — F (t,uS (t)) ) dr. (3.69)

Como consecuencia del lema 3.4.2 deducimos que cada solucién débil de (Py) es
no-negativa en Dy y razonando como en el lema 3.3.8, se puede probar que @y
es débilmente semi—continuo inferiormente, ®; es continuamente diferenciable
en Hy, para cada v, w € Hy,

bk
P (v)(w) = (v,w) g —/ (F (5, (u1 +v+)0(5)) - F (s,u‘l’(s))) ~w(s) As,

ag
(3.70)
y las soluciones débiles de (Py) coinciden con los puntos criticos de ®y.
A continuacién, vamos a asumir la siguiente condicién:

(H3) Para A—casi todo t € D°, f(t,-) es no creciente en (0, +00).

Proposicién 3.4.7 Se supone que F = f+g es tal que f, g: D x (0,4+00) — R
satisfacen (H3) y (H3), f cumple (H3) y (H3) y g cumple (H3).
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S {vk}k21 C H, vy € Hy, es una sucesion acotada en H tal que
inf ¢ 0 Ii D) =0 3.71
nf @4(ve) >0y U || B (vi)ll g, =0, (3.71)

entonces, {vi},~, tiene una subsucesion puntualmente convergente en D a una
funcion no trivial v € H tal que v >0 en D y us := uy + v es una solucion en
el sentido de las distribuciones de (Ps).

Demostracién: ~ Como {vy},~, es acotada en H, tiene una subsucesion que
converge débilmente en H y fuertemente en Cy(D) a alguna v € H.
Para cada k > 1, por (3.60), obtenemos

g g < 19% @)l (3.72)

que implica, de (3.71), que v > 0 en D y asi, up := u; +v > 0 en (a,b)r.

Con el fin de demostrar que ug := u14+v € Hy loc €s una solucién en el sentido
de las distribuciones de (P3), fijamos ¢ € C’érd(Dk) arbitrario y elegimos k > 1
suficientemente grande para que sop ¢ C (ag,bx)y, teniendo en cuenta que uq
es una solucién en el sentido de las distribuciones de (Ps), el paso al limite en
(3.70) con v = vy y w = @ permite obtener

0 = /ab {Uﬁ(s) CpR(s) — (F (s, (u1 +v)7(s)) — F(S’u[{(s)» .@”(s)} as

b
ug'(s) - 9% (s) = F (s,u3(s)) - ¢7(5)| As;
Al |

asi, ug es una solucién en el sentido de las distribuciones de (Ps).

Finalmente, veremos que v es una funcién no trivial; supongamos que v = 0
en D. La condicién (H3) permite asegurar que la funcién G definida en (3.69)
verifica para cada k > 1 y A—casi todo s € D°,

G (5 @)() = (F (s (m+0)7() = f(s,u5(5) ) - (@) (s)

()7 (s)
w7 (gt 40 g (suf(5) ) drs
0
de modo que, por (3.68) y (3.70), tenemos, para cada k > 1,

1
Cr(on) = 3 loellF — Wksv) y + Ohlvr) (v))

- /[ - (9 (50 (wr+08)7(9) = g (s.uf () ) - ()7 (s) As

+/[a ) l/o(v;:)"(s) (g (s,ud(s) +1) 79(5,1@(5))) dr
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ademds, como sabemos que vlj < pen D para algtin p > 0, se deduce de (H3)
que existe m € L (D?) tal que

b
orw) < 5 (Il = ot lly) + @) +2 / m(s) - (vf)7(s) As

N | =

1 _ 2 b o
< gl + 19k (o)l - ||v2||H+2/ m(s) - (vi)7(s) As

por lo tanto, como {v,j} x> ©s acotada en H y converge puntualmente en D a

una funcién no trivial v, deducimos, de la segunda relacién en (3.71) y (3.72),

que kh’m @ (vr) <0 lo que contradice la primera relacién en (3.71). Por tanto,
—00

v es una funcion no trivial. O

3.4.2. Existencia y unicidad de solucién

En esta subsecciéon demostraremos la existencia de soluciones en el sentido
de las distribuciones de (Ps) donde F' = f + go + ng1, 7 > 0 es un pequeno
pardmetro y f, go, g1 : D x (0,400) — R satisfacen (Hi), (H3) y las siguientes
condiciones:

HS) Existe una constante xo € (0, 400) y una funcién no trivial fo € L} (D°
3 A
tal que fo > 0 en A—casi todo punto de D° y

f(t7$) > fO(t)a gO(tv*T’)a gl(tax) > 07
para A—casi todo punto de D° y todo x € (0, x¢].

(HI) Para cada p € (0,+00), existe m, € LA(D°) y K, > 0 tal que para
A—casi todo punto de D° se cumple que

|f(t,x)| <my(t)  paratodo z € [p,+00)

lg1(t,z)| < K, para todo z € (0,p].

(H§) Existe mg € L4 (D°) tal que para A—casi todo punto de D° se verifica
que
lgo(t,2)| < Az +mg(t) para todo z € (0, +00),

para algin A < A;, donde \; es el menor autovalor positivo del problema

—uBA(t) = Auc(t);  te DR,

Teorema 3.4.8 Se supone que f, go, g1 : D x (0,+00) — R satisfacen (H}),
(H3) vy (HS) — (HS). Entonces, existe ng > 0 tal que para cada 1 € [0,10), el
problema (P3) con F = [+ go + ng1 tiene una solucidn en el sentido de las
distribuciones uy.
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Demostracién:  Sean > 0 arbitraria; las condiciones (HS) — (HS) garantizan
que g := go + ng1 satisface (Hé) Mostraremos que existe 19 > 0 tal que para
cada n € [0,70), se verifican las hipdtesis del corolario 3.4.6.

Sea zg y fo dadas en (H$), sabemos, por las proposiciones 3.3.3 y 3.3.4, que
podemos elegir € € (0, 1] tan pequenia que la solucién débil u € H de

—ut(t) =efo(t), A—c.t.p. te (D) u(a) = 0 = u(b),

cumple u > 0 en (a,b); y u < x¢ en D.
Sea j > 1 tal que €; < z0; obtenemos, por (H$), que

P2 () < folt) < fi(tu" (1) + g(t,u"(t)); A —c.t.p. teE D

de donde se deduce que u es una solucién débil de (FP;).
Como consecuencia de (H3), (H3) y (HS) — (HS), razonando como en el teo-
rema 3.3.12, deducimos que el problema

—uBB(t) = fi(t,u? (1)) + go(t,u” (1)) + 15 A—c. t.p. t€ (DY),

u(t) > 0; t € (a,b)g

tiene una solucién débil u; € H la cual, por el lema 3.4.2 y (HS), satisface
que u < u; en D. Veremos que {u;},, es acotada en Co(D); tomando ¢; =
(@; — x0)" € H como una funcién test, sabemos, de (3.60), (H3) y (H3), que
existe m,, € L (D°) tal que

sl < @ =m0y = [ (HETE) + ol a76) +1) - 676 s

[a,b)—]r
< / (Aﬂ;’(s) + Mgy (8) + mo(s) + 1) <7 (s) As;
la,b)r

de modo que, del hecho de que la inmersién de H en Cy(D) es compacta, ver la
proposicién 1.5.7, la desigualdad de Wirtinger establecida en el corolario 1.6.3
y la relacion A < A1, se deduce que {(pj}j>1 es acotada en H y por lo tanto,
{u;},5, es acotada en Co(D). Asi, la condicién (HZ) permite afirmar que existe
1o > 0 de tal forma que para todo n € [0,70) se verifica

=T () > fi(6,T(4) + go(t, TG (1) + mgr (T (1) A—a.e. te€ D,

lo que implica que @; es una sobresolucién débil de (P;).

Por tanto, para cada j > 1 suficientemente grande, tenemos una subsolucién
y una sobresolucién de (P;) respectivamente verificando las hipétesis del coro-
lario 3.4.6 y asi podemos garantizar que el problema (P;) tiene al menos una
solucién en el sentido de las distribuciones uy. O
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Teorema 3.4.9 Si f: D x (0,+00) — R werifica (H}), (H2) y (H3), entonces,
(Ps) con F = f tiene a lo sumo una solucidn en el sentido de las distribuciones.

Demostracién: Supongamos que (Ps) tiene dos soluciones en el sentido
de las distribuciones w1, us € Holoc. Sea € > 0 arbitrario, tomamos ¢ =

(uy — ug — )" € Hejoe como funcién test en (3.59), por (3.60) y (H3), tenemos

2
lol < (ur —us — &,0) =/
[a,b)]‘

(£s () = F(s.u8(5)) - () As < 0;

asi, u; < wug+e en D. Al ser € arbitraria se sigue que u; < us en D e intercam-
biando u; y usg, se concluye que u; = us en D. a

Corolario 3.4.10 Si f : D x (0,+00) — R wverifica (H}), (H3), (H3) y (HS) —
(H§) con go = 0 = g1, entonces, (P3) con F = f tiene una tinica solucién en el
sentido de las distribuciones.

3.4.3. Existencia de dos soluciones ordenadas

A continuacién, utilizando el teorema 3.4.8 que garantiza la existencia de
una solucién en el sentido de las distribuciones de (Ps), deduciremos, aplicando
la Proposicion 3.4.7, la existencia de una segunda solucién mayor o igual que
la primera en el intervalo D; para ello vamos a suponer que f, go, g1 : D X
(0, 4+00) — R verifican (H3), (H3), (HS) — (HS) y las siguientes condiciones:

HJ) Para A—casi todo t € D°, f(t,-) es no creciente y convexa en (0,zg],
3
donde zg es el dado en (Hy).

(Hi%) Existen constantes § > 2, C1, C2 > 0y 21 > 0 tal que para A—casi todo
punto t € D° se satisface que

lg1(t, )| < C12?~ 1 4+ O, para todo z € (0,400)

T
1
0< / gi(t,r) dr < rkd g1(t,x) para todo x € [x1,+00).
0

Usaremos la siguiente variante del lema del paso de la montana, cuya de-
mostracién se puede ver en [36].

Lema 3.4.11 Si @ es un funcional continuamente diferenciable definido en un
espacio de Banach H y existe vy, v1 € H tal que

= inf A P > P a(I) ’ 3.73
=k B > Pl 20 .

donde T' es la clase de todas las curvas continuas en H que unen vg y v1.
Entonces, existe una sucesion {vy},~, C H tal que

lim ®(vg) = lim (1 @’ =0 74
S S(v) =c M (1 o) 1270l =0 (3.74)
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Teorema 3.4.12 Sean f, go, g1 : D x (0,+00) — R en las condiciones de (H}),
(H3) y (HS) — (H1Y). Entonces, existe no > 0 tal que para cada n € (0,10), el
problema (P3) con F = f + go + ng1 tiene dos soluciones en el sentido de las
distribuciones uy, ug tales que u; < wug en D yus —u; € H.

Demostracién: Las condiciones (H;) — (H4) permiten suponer que para
A— casi todo t € D°, f(¢,-) es no negativa, no creciente y convexa en (0, +00)
puesto que estas condiciones pueden obtenerse sustituyendo f y go en D X
(o, +00) por f(t,zo) y go(t,x) + f(t,x) — f(t,x0), respectivamente.

Sea u1 una solucién en el sentido de las distribuciones de (P), cuya existencia
estd garantizada por el teorema 3.4.8, y sea > 0 arbitraria; esta claro que
F = f+gcon g:= gy+ngy verifica las hipdtesis de la proposicién 3.4.7; vamos
a demostrar la existencia de 7 > 0 tal que para cada n € (0,79) somos capaces
de construir una sucesién {vi},~,; C H en las condiciones de la proposicién
3.4.7. -

Para cada k > 1y v € Hy, como consecuencia de las condiciones (NI), (Hs),
(Hs) y de la inmersién compacta de H en Cy(D), deducimos que existen dos
constantes Cs, Cy > 0 tales que la funcién G definida en (3.69) verifica para
A—casi todo s € D?,

A

G (5. ()7 (5)) < 5007)2(5) + Cs (mo(s) + 1) ol +nCs (14 lollr) ol

lo que implica, por (3.68) y la desigualdad de Wirtinger del corolario 1.6.3, que
existe una constante C5 > 0 tal que

@ = gl [ Gl ) A

1 A 2 6—1
> = - — — (ks
> 5 (1) ol - s (140 @ 1ol ol

Asi, como \ < Ay, existen constantes R, 19, cg > 0 tales que

inf  Pp(v) >co >0 para todos k>1 y ne (0,n0). (3.75)

vEHY
llvll =R

Sea n € (0,19) arbitrario. De la segunda relacién en (H?), obtenemos que
para A—casi todo punto ¢ € D° se cumple que

gi1(t,z) > Cea?! para todo x € [z1,+00), (3.76)

para alguna constante Cg > 0; por lo tanto, no es dificil demostrar que existe
v1 € Hy tal que v1 > 0 en (a,b)g, ||[v1]]y > Ry ®1(v1) < 0, con lo cual, como
®,(0) = 0, denotando por I'y la clase de todas las curvas continuas en H; que
unen 0 y vy, se sigue de (3.75) que

:= inf ix P >co > D1(0),P
“ 7131“1 verﬂ?(z[%o),(ll) 1v) 2 e 1(0), 2avn)
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y asi, el lema 3.4.11 establece la existencia de una sucesiéon {vi},~, C H;p tal
que

lim & = li 1 Y . =0.
Jim i) =er dm (L o) (900 =0

En consecuencia, teniendo en cuenta que Hy C Hy y ®|y, = P1 para todo
k > 1, eliminando un nimero finito de términos si fuese necesario, se obtiene
una sucesion {vy},~,; C H tal que vy € Hj, para cada k > 1,

0< %0 < By(vy) <2¢1 paratodo k> 1 (3.77)
y I
G (1 fowllz) 195 (0n)ll g, = 0; (3.78)

mostraremos que esta sucesién esta acotada en H.
De (3.60) deducimos que

0 dm oyl < i [(00) |y =0, (3.79)

Para cada k > 1, de (3.60), (3.68) y (3.70), tenemos que

Deon) — 5 P 0) > 3 oy + /[ e (5 07() Bs, 350

donde, para A—casi todo s € D°,

1

Hr (s, (v,:')"(s)) = 5 (F (8, (u1 + v,j)a(s)) + F(s,u‘l’(s))> . (v,j)"(s)

f/ F(s,r) dr;
[uf (), (u1+vf)7 ()

como consecuencia directa de la convexidad de f y las condiciones (HY), (HS),
(H3%) v (3.76), deducimos que existen constantes C; > 0y Cg, Cy > 0 tales que

He (s, (v)7(5)) As = Cr[|0)7 |5 = Cs (@715, + 1) = Co.
(3.81)
Por tanto, las relaciones (3.77), (3.78), (3.79), (3.80) y (3.81) permiten afir-

mar que la sucesion {(v})7}, ., estd acotada en LY (D°) y asi, como para todos
los k>1, B

la,b)r

1
3 ol < euo) + | As

[a,b

)V [/O(U,?)”(S) (Q(s,ui’(s) +7)— g(s,u‘l’(s))) dr

concluimos, por (3.77), (3.78), (H§) y (H3"), que {vi},~, estd acotada en H y
la proposicién 3.4.7 conduce al resultado. B a
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