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Introduccion

Béasicamente, un girdstato es un sistema mecanico formado por varios cuerpos:
un cuerpo principal rigido, llamado plataforma, que soporta a otros cuerpos con
simetria axial denominados rotores. Estos rotores no estan unidos rigidamente a
la plataforma, sino que pueden tener un movimiento de giro relativo respecto a la
misma, de tal manera que no se modifica la distribucién de masas del sistema.

El modelo que representa el girdstato, esto es, un cuerpo rotante con cierto
momento angular interno, ha sido utilizado con éxito en el estudio de la dindmica
de diferentes sistemas fisicos desde finales del siglo pasado. Asi, Peano (1895a,
1895b) y Volterra (1899) aplicaron el modelo del giréstato a la rotacién de la Tierra
para explicar el movimiento de los polos terrestres y la variacién de la latitud en
la superficie terrestre. Volterra consider6 a la Tierra como un sélido rigido, pero
dotado de un cierto momento angular interno a causa de los movimientos de
los océanos. Posteriormente, Kramers (1923), siguiendo el ejemplo de Volterra,
comenz a considerar el efecto del momento angular electrénico interno de las
moléculas en los espectros rotacionales de éstas.

Un objetivo fundamental en el estudio de la dindmica de sistemas que pueden
ser modelados mediante el giréstato, ha sido determinar la evolucion de la orienta-
cion del sistema vy, si ello es posible, desarrollar soluciones analiticas que describan
la dinamica del sistema. Rumyantsev (1961) ha estudiado la estabilidad de las
rotaciones permanentes de un giréstato con momentos angulares internos cons-
tantes. Asi mismo, muchos de los resultados clasicos acerca de la dinamica de
actitud de giréstatos en diferentes situaciones han sido recogidos en el texto ya
clasico de Leimanis (1965, pp. 207-238)

En las dltimas décadas, el estudio de la dindmica de los giréstatos ha adquirido
un gran interés en astrodinamica e ingenieria aeroespacial. Esto es debido a que
en la actualidad, la mayoria de los satélites artificiales posee uno o mas discos

giratorios para conseguir el control de actitud y la estabilizacién de las rotaciones
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viii INTRODUCCION

del vehiculo, de tal manera que éste mantenga constante una cierta orientacién
deseada. Por consiguiente, el girdstato constituye un modelo 1til y manejable
para el estudio, al menos en primera aproximacion, de la dinamica de actitud
de los satélites artificiales (Hughes, 1986; Junkins y Turner, 1986; Hale, 1994;
Wiesel, 1997). La utilizacién de rotores es una de las técnicas mds importantes
que se emplean actualmente en la estabilizacién de satélites. Ademas de controlar
la actitud de estos vehiculos, mediante esta técnica es posible transferir todo o
la mayor parte del momento angular del satélite a los rotores. De esta forma,
se puede conseguir que la plataforma no se encuentre en rotaciéon, o que ésta
sea muy lenta. Esta situacién puede ser conveniente para la correcta orientacion
de dispositivos tales como antenas o paneles solares que se encuentren sobre la

plataforma.

Pero atin més, el modelo del giréstato también se ajusta a varios problemas de
fisica atémica y nuclear (Ring y Schuck, 1980; Elipe y Ferrer, 1994), asi como a
problemas de 6ptica; por ejemplo, las ecuaciones de movimiento de los parametros
de Stokes de un haz de luz simple en un medio no lineal son andlogas a las del

giréstato (David et al., 1990).

Recientemente, numerosos autores han investigado distintos problemas sobre
giréstatos en diferentes situaciones, y la mayoria en relacién a la dindmica de ac-
titud de satélites artificiales. Asi, Hubert (1980) demuestra que para un giréstato
libre con disipacion de energia cinética, la accion del rotor hasta un momento an-
gular interno adecuado, produce la reorientacion del eje del rotor en un direccién
deseada, independientemente de las condiciones iniciales y de la orientacién rela-
tiva del eje del rotor respecto a la plataforma. Cochran et al. (1982) obtienen
las soluciones analiticas de las ecuaciones del movimiento de un giréstato triaxial
con un rotor cuyo eje es paralelo a uno de los ejes principales del sistema. Estos
mismos autores (Cochran et al., 1983) también obtienen las soluciones analiticas
correspondientes a un giréstato simétrico con un rotor con momento angular cons-
tante y cuyo eje no es paralelo a ninguno de los ejes principales del giréstato.
Cid y Vigueras (1985) analizan el movimiento de n giréstatos en un campo cen-
tral, mientras que Cavas y Vigueras (1994) obtienen soluciones analiticas para
el caso de un giréstato con simetria axial en un campo central. Por otra parte,
Hall y Rand (1994, 1995a) investigan la dindmica de actitud del giréstato libre

triaxial con momento angular interno constante pequeno. Aplicando la conser-
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vacion del momento angular total y un método de promedios reducen, de manera
aproximada, las ecuaciones de movimiento del sistema a una sola ecuacion dife-
rencial de primer orden que estudian numérica y analiticamente. En relacién con
este mismo problema, Hall (1995b) también analiza fenémenos que él denomina
“capturas por resonancias” que pueden aparecer en el proceso de reorientacion
del giréstato cuando se atraviesa una separatriz del sistema. Este mismo autor
también estudia la dindamica de actitud en el caso del giréstato libre axial con
dos rotores con momento angular constante (Hall, 1995¢) y con momento angular
interno con rozamiento o variable en el tiempo segin leyes adecuadas (Hall, 1996).
[gualmente, también considera las maniobras de reorientacién de un giréstato li-
bre axial con un amortiguador discreto paralelo al eje del rotor (Hall, 1997). Por
otro lado, Elipe et al. (1997) y Elipe y Lanchares (1997a) estudian el flujo fasico y
las bifurcaciones del girdéstato libre y axial, dentro de un espacio de fases esférico
utilizando como coordenadas las componentes del momento angular total en el

sistema de referencia unido al giréstato.

Otros autores han analizado el comportamiento caético de giréstatos someti-
dos a distintos tipos de perturbaciones. Holmes y Marsden (1983) consideran un
giréstato libre axial pero con su rotor ligeramente asimétrico. Koiller (1984) es-
tudia un giréstato libre axial cuyo rotor posee pequenas imperfecciones puntuales
que rompen la integrabilidad del sistema no perturbado. Tong et al. (1995)
tratan, por su parte, un giréstato axial con plataforma triaxial sometido a un

campo gravitatorio uniforme.

Todos estos estudios estan basados en la premisa de que todos los componentes
del giréstato pueden ser considerados como sélidos perfectamente rigidos. Des-
graciadamente, el modelo del sélido rigido es sélo una primera aproximacion con-
veniente para simplificar los anélisis. En este sentido, en relacién con la dindmica
de satélites artificiales, considerar los componentes del sistema como elementos
perfectamente rigidos es un aproximacion demasiado grosera que conduce a resul-
tados no coincidentes con el comportamiento real de estos vehiculos. Todos los
materiales reales son deformables y elasticos en mayor o menor medida, y esta
propiedad invalida los resultados que se obtienen cuando se suponen los compo-
nentes del giréstato como sélidos rigidos. Asi, este error se puso dramaticamente
de manifiesto en 1958 al aparecer una inesperada inestabilidad en la rotacion del

primer satélite norteamericano, el Explorer I. Esta inestabilidad fue provocada
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por la disipacién de energia debida a la flexibilidad de las antenas del satélite
(Thomson, 1986, pp. 212-213).

Esta consideracion nos ha motivado a centrar nuestra atencion en la dinamica
de un giréstato deformable en ausencia de momentos externos. Vamos a tener en
cuenta la elasticidad de los materiales del girdstato, suponiendo que uno de los mo-
mentos de inercia de la plataforma es una funcién periddica del tiempo. También
suponemos que esta variaciéon del momento de inercia no modifica la posicion del
centro de masas del sistema. Aunque suponemos la plataforma eldstica, sin em-
bargo vamos a considerar al rotor perfectamente rigido, con momentos de inercia
constantes. Suponer la plataforma elastica, y no el rotor, estda de acuerdo con la
estructura bésica de la mayoria de los satélites actuales, en los cuales el rotor es
esencialmente un disco giratorio y, en cambio, la estructura de la plataforma es
mucho mas compleja ya que soporta diferentes componentes y dispositivos con
mayor flexibilidad como pueden ser paneles solares, antenas, camaras, medidores,

ete.

Pensamos que ésta es una aproximacién mas realista que la del simple sélido
rigido, al movimiento de actitud de un satélite artificial, aunque tampoco se en-
cuentra exenta de considerables simplificaciones. Ademds, este modelo puede
servir para abordar el problema de la dindmica de actitud de un sélido rigido en
érbita Kepleriana. Asi, Arribas y Elipe (1993), después de simplificar el problema
mediante un proceso de normalizacion, han encontrado que su Hamiltoniano sim-
plificado es equivalente al de un sélido “rigido” triaxial pero con momentos de

inercia variables en el tiempo.

Siguiendo el ejemplo de numerosos autores, trataremos nuestro problema uti-
lizando variables no canodnicas: las componentes del momento angular total del
girostato en el sistema de referencia mévil unido a la plataforma. Como Elipe y
Lanchares (1997b) han demostrado, en estas variables el modelo del giréstato libre
se reduce a un Hamiltoniano cuadratico cuyo espacio de fases es una superficie
esférica de radio constante. Por lo tanto, estas variables, aunque no canonicas,
ofrecen la ventaja de que en ellas el flujo fasico del sistema puede ser facilmente
interpretado, ademas de simplificarse mucho la formulacién del problema. Por
otra parte, esta clase de Hamiltonianos cuadraticos ha sido ampliamente estu-
diada, determinandose sus equilibrios, bifurcaciones y la evolucion de su flujo

fasico (Lanchares y Elipe, 1995a, 1995b; Lanchares et al. 1995), por lo que, una
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vez formulado el problema, muchos de los aspectos de la dindamica del problema
pueden deducirse a partir de estos trabajos.

En el estudio de la dindmica de nuestro problema nos centraremos en dos aspec-
tos: la existencia movimiento caético debido a intersecciones hetero/homoclinicas
y su eliminacién por la acciéon de un rotor y el proceso de reorientacion del
giréstato. Para nuestro analisis emplearemos, fundamentalmente, dos técnicas
de manera paralela: el método de Melnikov (1963) y la generacién de superficies
de seccion de Poincaré.

Como explicamos en el Apéndice de esta Memoria, el método de Melnikov es
la técnica adecuada para determinar la existencia de intersecciones transversales
hetero/homoclinicas en sistemas afectados por pequenias perturbaciones peridédicas
en el tiempo. Por consiguiente, mediante este método se puede determinar, al
menos en primer orden de aproximacion, la existencia de caos hetero/homoclinico
en sistemas perturbados.

El método de Melnikov se ha aplicado ampliamente, en primer orden de aproxi-
macién, en el estudio del caos en diversos problemas, desde sistemas mecanicos
simples como osciladores perturbados (Lichtenberg y Lieberman, 1992) hasta in-
cluso en modelos epidemioldgicos sencillos (Glendinning y Perry, 1997). Con res-
pecto a la dindamica de giréstatos, este método también ha sido empleado en
la investigacion del comportamiento cadtico de girdstatos sometidos a diferentes
perturbaciones (Holmes y Marsden, 1983; Koiller, 1984; Tong et al., 1995).

Por otra parte, la generacién de superficies de seccion de Poincaré es una
técnica profusamente utilizada en el analisis cualitativo de la dindamica de pro-
blemas multidimensionales. Este método también ha sido aplicado en el estudio
del movimiento de sélidos rigidos (Broucke, 1993) y de un girdstato en un campo

gravitatorio uniforme (Tong et al., 1995).

Hemos estructurado la presente Memoria en cinco capitulos. En el Capitulo
1, desarrollamos la formulacién Hamiltoniana del problema genérico del girdstato
libre con plataforma triaxial y tres rotores cuyos ejes se encuentran alineados
seguin tres direcciones cualesquiera. Como ya hemos indicado, esta formulacion
se ha desarrollado utilizando las variables no candnicas de las componentes del
momento angular total en el sistema de referencia movil solidario a la plataforma.

El Capitulo 2 estd dedicado al estudio del giréstato axial perturbado con

plataforma con un momento de inercia variable, pero con el rotor en reposo re-
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lativo respecto a la plataforma. Aplicando el método de Melnikov y secciones
de Poincaré demostramos que el sistema exhibe comportamiento cadtico en una
banda alrededor de la separatriz no perturbada, independientemente del momento
de inercia de la plataforma que sea variable en el tiempo. En este Capitulo también
llevamos a cabo estimaciones numérica y analitica de la anchura de la banda de
estocasticidad.

En los Capitulos 3 y 4 consideramos al rotor en movimiento relativo respecto
a la plataforma. En el Capitulo 3 el eje del rotor coincide con el eje principal del
sistema con minimo momento de inercia. Haciendo uso de las mismas técnicas,
mostramos que la aceleracion del giro del rotor hasta un valor adecuado de mo-
mento angular relativo produce la eliminacién del comportamiento cadtico del
giréstato. Esta eliminacién del caos es interpretada como una consecuencia de la
desaparicién de la separatrices del problema no perturbado. En el Capitulo 4 se
consideran los casos en los que el eje del rotor es paralelo tanto al eje principal de
momento de inercia intermedio, como al eje de momento de inercia maximo. En
ambas situaciones llegamos a conclusiones similares a las del Capitulo 2.

Por 1ltimo, en el Capitulo 5 investigamos numéricamente el efecto que tienen
la perturbacién en el proceso de reorientacion del giréstato por giro del rotor,
respecto a un sistema de referencia inercial fijo en el espacio. En este Capitulo
también se estudia analiticamente la influencia de los fenémenos de resonancias
no lineales en la anchura de la banda de estocasticidad. Este estudio nos permite
explicar las discrepancias halladas en el Capitulo 2 entre las estimaciones numérica

y analitica de la anchura de dicha banda.
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Capitulo 1

Formulacion hamiltoniana del

problema

En el estudio de la dinamica de giréstatos en distintas condiciones se han uti-
lizado diferentes conjuntos de variables candnicas y no canénicas: Serret—Andoyer,
angulos de Euler, parametros de Fuler, etc. A lo largo de esta memoria vamos a
tratar nuestro problema empleando como variables las componentes del momento
angular total del giréstato en un sistema de referencia mévil unido a la plataforma.
Aunque este es un conjunto de variables no candnicas, sin embargo, en el caso del
girostato libre ofrece dos grandes ventajas. Por un lado, la simplicidad de la
formulaciéon de su hamiltoniano y ecuaciones del movimiento. Y por otro lado,
la sencillez del espacio de fases que consiste en una superficie esférica de radio

constante, por lo cual el flujo fasico puede ser interpretado con gran facilidad.

En la seccion 1.1 obtenemos las expresiones del momento angular total y la
energia cinética de rotacién de un giréstato libre con plataforma triaxial y tres
rotores cuyos ejes estan orientados en direcciones cualesquiera. Estas magnitudes
se expresan en un sistema de referencia mévil unido a la plataforma y cuyos ejes

coinciden con los ejes principales del girdstato.

En la seccion 1.2, después de deducir el hamiltoniano del problema general,
pasamos a considerar, sin pérdida de generalidad, el caso particular en el cual los

ejes de los rotores coinciden con los ejes principales del girdstato.
En la ultima seccion de este capitulo, se obtienen las ecuaciones del movimiento
del problema, reducimos el espacio de fases a la esfera de radio unidad, y definimos

detalladamente la clase de perturbaciéon que vamos a considerar a lo largo de esta
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memoria.

1.1 Momento Angular y Energia Cinética

Consideremos un girdstato G formado por una plataforma P triaxial y tres rotores
R1, R, Rs con simetria axial, conectados a la plataforma y alineados en tres

direcciones distintas cualesquiera, como indica la figura 1.1.

bs

Plataforma

> e,

Figura 1.1: Estructura béasica de un girdstato con tres rotores alineados en tres direc-

ciones distintas cualesquiera.

Supongamos que el girdstato se encuentra libre de fuerzas y momentos exter-
nos, por lo tanto, consideraremos su centro de masas O como un punto fijo en
el espacio. Vamos a emplear dos sistemas de referencia ortonormales diferentes

centrados ambos en dicho punto fijo O:

— £{0, ey, ey, e3} un sistema de referencia inercial fijo en el espacio,

— B{O, by, by, b3} un sistema de referencia mévil, ligado a la plataforma, por

lo cual participa del movimiento de ésta y que, en general, es no inercial.
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Los ejes de este sistema de referencia coinciden con los ejes principales del

giréstato.

La orientacién relativa entre ambos sistemas de referencia viene dada, como es
bien sabido, a través de tres rotaciones consecutivas segun los angulos de Euler,
por ejemplo, (¢, 8,1) (Arnold, 1989, pp. 148-149; Goldstein, 1992, pp. 183-188)
(ver figura 1.1).

Sea x = x1by + x9by + x3b3 el vector posicién de una particula genérica P del
giréstato con masa dm. La velocidad absoluta v, de esta particula en el sistema

de referencia movil B es

Vap = =v+wXax,

dt
donde v = &1by 4 @9by + 23b3 es la velocidad relativa de P respecto al sistema de
referencia B unido a la plataforma y w es el vector velocidad angular del sistema
de referencia movil B respecto al sistema de referencia inercial £ fijo en el espacio.

Es decir, w es la velocidad angular absoluta de rotacion de la plataforma.

Hay que notar que si la particula P pertenece a la plataforma, su velocidad

relativa respecto al sistema de referencia B es nula, es decir, v = 0.

El momento angular dG de la particula P respecto al origen O en el sistema

de referencia movil B viene dado por
dG =x X dp = x X vy dm.

Por lo tanto, de la definicién del momento angular de un sistema de particulas,
podemos calcular el momento angular total G del giréstato como la integral sobre

todo el girdstato
G:/ (x x 'vab)dm:/[az X (v 4w x x)]dm.
g g

Teniendo en cuenta que el giréstato lo podemos considerar como la unién de
la plataforma P mas los rotores R, es decir, G = P UR, y que para puntos de la

plataforma v = 0, podemos desarrollar el momento angular total G en el sistema
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de referencia movil B como

G = G,b, + G,by + G.bs =

:/P[wx(wxm)]der/R[wx(v—l—wxw)]dm:
:/P[ag X (wxgc)]der/R[acx (w xa:)]der/R(mxv)dm: (1.1)

:/g[mx(wxm)]dm—l—/n(wxv)dm:

=lw + h,

donde I = Ip —I—Z Iz, es la matriz de inercia de todo el giréstato G = PUR. Esta
matriz, como esta expresada en el sistema de referencia B de los ejes principales
del girdstato, es una matriz diagonal, es decir, I = diag(si, S22, S33). Por otra

parte, el vector h
h = hubi + hybs + h.by = / (@ x v)dm,
R

es el momento angular relativo correspondiente al conjunto de los rotores respecto
a la plataforma.
Por otro lado, la energia cinética total de rotacién del girdstato se puede cal-

cular de manera similar

1 1
T:E/gvzbdmzé/g(v—l—wxazfdm:

1 1
:5[;(@7xzc)Qdm—l—w«/R(wxv)dm—l—i/Rqﬂdm: (1.2)

1
:§w-][w—|—h~w—|—TR,

donde TR representa la energia cinética del conjunto de los rotores correspondiente

a su movimiento relativo respecto a la plataforma.

1.2 Hamiltoniano

Como estamos considerando un giréstato en rotacién libre, es decir, no sometido
a fuerzas ni momentos externos, V' = 0, la lagrangiana £ del sistema es la energia
cinética (1.2)

1
£:T—V:T:§w~]1w+h-w+TR. (1.3)
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Como es bien sabido, las componentes (w,,w,,w,) de la velocidad angular
absoluta w del sistema de referencia movil B se pueden expresar en términos
de los dngulos de Euler (¢,0,1) y sus derivadas temporales (gb,@,@/}) como (ver
Goldstein, 1992, pp. 225-226)

Wy = qgsinesin@b—l—écosw,
Wy = $sin b cos) — O sin1p, (1.4)
Wy = ¢0089+¢.

Haciendo uso de estas ecuaciones se podria expresar la lagrangiana del sistema
en funcién explicita de tres coordenadas generalizadas, los angulos de Euler g =
(¢,0,1), y sus derivadas temporales g = (¢, 0, w)

El hamiltoniano H(q, p) del sistema es la transformada de Legendre, con res-

pecto a las velocidades, de la lagrangiana £(q, q)

H(q,p) = sz‘qz‘ —L(q,q)

donde p; es el momento candnico conjugado de la coordenada generalizada ¢;, vy

definido como

_oc
94

En el caso concreto del problema considerado, el hamiltoniano viene dado por

i (1.5)

H = psd + pob + pptb — L

= Lo+ =0+ = —L (1.6)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (1.2) y (1.4), es evidente que la lagrangiana

del giréstato es la suma de tres términos

L=Ly+ L+ L
EQZ%QJ'I[UJ
Li=h- w

Ly ="Tr,

el primero de los cuales, L5, es una funcién homogénea cuadratica en g = (ng, 0, w),
el segundo término, £, es una funciéon homogénea lineal en ¢ = (gb, 0, ¢)7 y el

ultimo término, Ly, es independiente de las derivadas temporales de los angulos de
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Euler. Por lo tanto, aplicando el teorema de Euler sobre las funciones homogéneas

(Marsden y Tromba, 1991, p. 183), podemos escribir la ecuacién (1.6) como

H=Vgl q—L
:Vq£2-i]+Vq£1'q—i-Vqﬁo'i]—ﬁg—ﬁl—ﬁo
=2Lo+ Ly — Ly — L1 — Ly (1.7)
=Ly — L

= %w Mw — Tk
El hamiltoniano (1.7) puede expresarse, también, en funcién del momento angular

total del giréstato. Para ello, invirtiendo la ecuacién (1.1) obtenemos,
w=I1"YG - h), (1.8)

con lo cual, sustituyendo en la ecuacién (1.7) se tiene que
1

H=3

(G—h) TG —h)—Tg. (1.9)

Este hamiltoniano estéd expresado en un conjunto de variables no canodnicas
como son las componentes (G, Gy, G,) del momento angular total G en el sistema
de referencia mévil B. Por esta razon, es necesario conocer la estructura de Poisson
de dichas variables (G, Gy, G,). Para obtener esa estructura vamos a llevar a cabo
el primero de los pasos del método formal de construcciéon de un hamiltoniano.
Este primer paso consiste en el calculo de los momentos candnicos conjugados

P = (Pg: Do, Py ), & partir de la lagrangiana (1.3) segtn la definicién (1.5). En este

caso,
oL Oow Oow Oow
i = — = lw - — h-— = (I h) — 1.10
b 04 w ¢, * 0q; ( W ) 04 ( )
y aplicando la ecuacién (1.1)
_a Oow
P B

Con lo cual, teniendo en cuenta las ecuaciones (1.4), podemos escribir los momen-
tos canénicos conjugados (pe, pg, py) en funcién de las componentes del momento

angular total, (G, Gy, G,), y los dngulos de Euler como

P = g—g = G, sinfsiny + Gysinf cosy + G, cos 0,
oL

po= 05 = Grcos = Gysiny, a1
oL
oY
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Es de destacar que estas relaciones entre los momentos canénicos conjugados y
las componentes del momento angular total tienen la misma forma que en el caso
del sélido rigido libre. Por otra parte, las ecuaciones (1.11) también coinciden con
las relaciones que otros autores han obtenido para el caso en el que los tres rotores
estan alineados con los ejes principales del giréstato. Esto significa que la relacién
entre (pg, po, Py) ¥ (Gz, Gy, G,) es independiente de la orientacion relativa de los
rotores respecto a la plataforma.

Mediante la inversiéon de las ecuaciones (1.11) podemos expresar las compo-
nentes (G, Gy, G.) en el conjunto de variables candnicas de los dangulos de Euler
g = (¢,0,v) y sus momentos conjugados p = (pg, pe, py) en la forma
G, = (W) siny + pp cos v,

sin 6

G, = (m — Py cos 9) costh — pysin . (1.12)

sin 6

Gz = p¢
Haciendo uso de estas ecuaciones resulta inmediato el calculo de la estructura

de Poisson de las componentes (G, Gy, G,) del momento angular total,

1 0G,0G, 0G,0G,
{Gwa}_Z dq; Op; Op; 0g; kA G

{G;G.} = — (W) siny — pgcosth = —G, (1.13)

sin 6

(GG = (W) cost + posines = —G,,

sin 6

En lo que sigue, consideraremos el caso concreto en el cual los ejes de los
tres rotores son mutuamente perpendiculares y ademds coinciden con los ejes
principales del girdéstato, es decir, con los ejes del sistema de referencia mévil B.

En esta situacion, denotando al rotor del eje x como rotor 1, al rotor del eje y
como rotor 2, y al del eje z como rotor 3, las velocidades angulares absolutas w;

de cada rotor pueden escribirse como
wi =w+ Q) = (wy + Dy, wy, ws),
wr = w + Qo = (wy, wy + Oy, w,),
wy =w + Q3 = (wg, wy, w, + Q2),
donde
Q; =(9,,0,0) Q, =(0,9,,0) Q3 =(0,0,9,),
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son las velocidades angulares relativas de cada rotor respecto a la plataforma.
Ademas, en este caso, el momento angular relativo h del conjunto de los tres

rotores respecto a la plataforma lo podemos calcular de manera mas explicita

h = huby + hybs + h.by = / (@ x v)dm =
R

= | (xxv)dm+ | (xxve)dm+ [ (x x vs)dm,
R1 Ra Rs

debido a que en esta situacién, las velocidades relativas v; se pueden escribir en

la forma v; = €2; X @, con lo cual tenemos que

3 3
h= Z/ @ x (2 x @)]dm = 3 T,
i=17Ri i=1

donde Iz, es la matriz de inercia del rotor R;, que en el caso considerado es una
matriz diagonal en el sistema de referencia B, esto es, I, = diag(A;11, Aiza, Aiss).

Por lo tanto, queda que
h = A1119Q, by + Ao, by + Asz35€0, b,

es decir, que las componentes del momento angular relativo h en el sistema de

referencia movil B resultan ser
hx = Alllgx hy = A2229y hz = A333QZ7

que fisicamente representan los momentos angulares relativos de cada rotor res-
pecto a la plataforma.
Por otro lado, en este caso la energia cinética relativa Tk del conjunto de los

rotores también puede ser calculada mas explicitamente

1 13 13
R=75 [ dm 2;:1 . vidm 2;:1 Ri( X x)“dm

3
1

> QI = 5(1411192 + A222Q§ + Ag332) =

i=1

_1<hi+h§+h§>
T2\ A Ay Aszz)

N —

Por todo lo anterior, y teniendo en cuenta que la matriz inversa I™! también
es diagonal, el hamiltoniano (1.9) viene dado por

1(G: G @& Gihy | Gyh,  G.h,
H = <x+y+z>—< + >+

2 \S11 S22 833 511 592 33

1<hg+h;+hg> 1(}@ L hg>
2 \sn 522 533 2\ A Agoo Asss .

(1.14)
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El hecho de considerar este caso especial en el que los ejes de los rotores coinci-
den con los ejes principales del girdstato, no significa en absoluto pérdida alguna de
generalidad, puesto que el hamiltoniano del giréstato siempre va a tener la misma
forma que (1.14), atin cuando los ejes de los rotores no coincidan con los ejes
principales del girdstato. Sin embargo, si no se da dicha coincidencia, (hy, hy, h.)
no representan los momentos angulares relativos individuales de ningtin rotor par-
ticular, sino que son las componentes del momento angular relativo del conjunto

de los rotores.

1.3 Espacio de fases

Haciendo uso de las expresiones (1.13) de los paréntesis de Poisson entre las compo-
nentes (G, Gy, G,) del momento angular total, y mediante el teorema de Liouville
podemos obtener las ecuaciones de movimiento correspondientes al hamiltoniano

(1.14)
11 h h

G, ={G, H})=(— - )G, G, + 2LG,— =G,
{ } (533 822> Y 522 533 Y
. 1 1 hy h.
G, ={G,H}=(— — )G, G, — G, + G, (1.15)
S11 533 S11 533
. 1 1 h h
G, ={G.H}=(—— )G Gy + —2G, — LGy,
{ } (822 811) Y S11 Y S22

Es de destacar que el hamiltoniano (1.14) es invariante bajo el grupo SO(2)
de rotaciones R(¢,e3) alrededor del eje es fijo en el espacio, ya que el dngulo
¢ no aparece explicitamente en H como se puede comprobar sustituyendo las
ecuaciones (1.12) en (1.14).

Por otra parte, en virtud del teorema del momento angular, y teniendo en
cuenta que el girdstato se encuentra libre de momentos externos, el momento
angular total G permanece constante en el sistema de referencia inercial £ fijo
en el espacio. Por ello, el problema también es invariante bajo el grupo SO(3)
de rotaciones alrededor del origen O. Sin embargo, en el sistema de referencia
movil B (en general, no inercial) el momento angular total G no permanecera
constante. Como es bien sabido, el paso del sistema de referencia inercial &, al
sistema de referencia movil B puede hacerse directamente a través de una sola
rotaciéon. Como acabamos de comentar, el vector G es constante en el sistema

de referencia £, y por lo tanto, la norma de G también es constante. Debido a
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que la norma de un vector es invariante bajo la accién del grupo de rotaciones
SO(3), podemos decir que la norma de G también es constante en el sistema de

referencia movil B; es decir,

G = /G2 + G2 + G2 = constante.

Esto, también se puede comprobar facilmente, ya que haciendo uso de las
ecuaciones (1.13), tenemos que
1
G

Por lo tanto, el espacio de fases del sistema en el conjunto de variables no canénicas

G = (GG, + GG, +G.G.,) = 0.

(G4, Gy, G,) se reduce a una coleccién de superficies esféricas de radio G

SHG) = {(G, G, G.) | G2+ G2+ G2 = G} .
Las trayectorias del sistema en este espacio de fases seran las curvas resultantes
de la interseccién del hamiltoniano H con la esfera S?(G).

Es posible reducir el espacio de fases a un esfera de radio unidad haciendo un

cambio de escala en las variables GG;, en los momentos h; y en el tiempo t. Asi, si

definimos G )
Gi 5, hz: E, T:Gt,
tenemos que
Gi+G +Gi=1
' G G G
~ Lol 2 ~N Loy T Yoy Y
{Gx? Gy} - G ) {Gya GZ} G ’ {GZ’ Gl} G .

De este modo, las ecuaciones (1.15) se transforman en

dG I 1 1 - - hy - h, -
T ={G,; =(——--")G, G, + LG, - —=aG,,
dr {Gai T} S33 Sy’ ¥ * S22 s33
dG - 1 1 .~ ~ hy~ h.-
dr S11 S33 S11 533
dG _ 1 1. - - h h, -
2 (G H = (— — —)G. Gy + =G, — LG,
dr { } S92 811) Y s S92
donde
7oL (Gg N Gy N Gﬁ) B (c‘;gghx Gyhy Gzhz>
2 \s11 522 533 511 5929 533 (1 17)
1<h§+h§+hg> 1<h;+h§+hg> '
2 \sn 522 533 2\ A Agoo Asss
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Para simplificar la notacién prescindiremos, en adelante, de las barras y la
variable temporal 7 serd considerada como t. Por otra parte, como supondremos
en adelante que s;j;, ﬁj y Aj;; son funciones conocidas del tiempo, la dindmica del
problema queda definida por el hamiltoniano

G2 G G2 Gohe  Gyh,  G.h,
H:%<_m+_y+_z — 4+ Y Y4 . (118)

S11 522 533 511 5929 533

Segun todo lo anterior, el hamiltoniano (1.18) pertenece a la clase de hamilto-
nianos cuadréticos con estructura algebraica su(2) sobre la esfera unidad, S%. Esta
clase de hamiltonianos puede ser reducida mediante transformaciones de equiva-
lencia a 6 tipos genéricos diferentes en funcién de los pardmetros esenciales del
problema (Frauendiener, 1995). Por otra parte, este tipo de hamiltonianos ha sido
estudiado en profundidad (Lanchares y Elipe, 1995a; Lanchares y Elipe, 1995b;
Lanchares et al., 1995; Elipe y Lanchares, 1997b; Elipe et al.,1997) conociéndose
tanto las soluciones de los puntos de equilibrio como la evolucion del flujo fésico

en términos de los dos parametros del hamiltoniano.

Destaquemos que la topologia del espacio de fases permanece inalterada aun-
que los momentos de inercia sean funciones del tiempo, que es el tipo de pertur-
bacién que vamos a considerar en esta memoria.

En concreto, consideraremos la plataforma deformable de tal manera que uno
de sus momentos de inercia varia periédicamente con el tiempo. Asi, si llamamos
I» a la matriz de inercia de la plataforma, en el sistema de referencia B unido a la
misma, Ip es una matriz diagonal, esto es, Ip = diag(A, B, C), ya que los ejes de
los rotores coinciden con los ejes principales del giréstato. Ademas, como estamos
considerando un girdstato con plataforma triaxial, supondremos, sin pérdida de
generalidad, que se verifica la relacién A > B > C. En particular, consideraremos
el mayor momento de inercia de la plataforma como el que varia periddicamente
con el tiempo, es decir, A = A(t), mientras que los otros dos momentos de inercia,
B y C, permanecen constantes.

Aunque A varie con el tiempo, supondremos que la plataforma se mantiene
triaxial en todo momento, es decir, en todo instante se cumple la relacién A(t) >
B > C. También supondremos que esta variacién no modifica la posicién del
centro de masas de todo el girdstato. La figura 1.2 representa un modelo de este
sistema. En esta figura hemos indicado una pequena oscilacion en la dimensién

de la plataforma a lo largo de la direccién del eje principal de mayor momento de
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inercia, en este caso, b;. Esta oscilacion seria la responsable de que el mayor mo-
mento de inercia de la plataforma variase periédicamente con el tiempo, A = A(t).
En la préactica, este modelo podria aplicarse, como una primera aproximacion, en
el estudio de la dindamica de actitud de un satélite artificial con una plataforma
que soporta diversos dispositivos cuyo anclaje y estructura no sean perfectamente
rigidos, sino que puedan tener pequenos movimientos de vibracién. De hecho, al-
gunos autores tienen en cuenta estas caracteristicas de elasticidad introduciendo
en el modelo del giréstato un amortiguador discreto basado en una particula conec-
tada a un muelle y restringida a un movimiento de oscilacion sobre una linea fija

respecto a la plataforma (Hall, 1997).

Figura 1.2: Modelo de un girdstato con una plataforma cuyo mayor momento de inercia,

A, varia periédicamente con el tiempo, A = A(t).

Es importante destacar que la elecciéon del mayor momento de inercia como
variable en el tiempo, y no cualquiera de los otros dos, no supone pérdida de

generalidad alguna ya que, como veremos, los resultados que vamos a obtener son
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analogos independientemente del momento de inercia que se escoja como variable.
Por otra parte, en toda la memoria supondremos que los rotores son per-
fectamente rigidos, es decir, A;;; = constante, y en consecuencia los momentos
angulares relativos h; del rotor no se van a ver afectados por la elasticidad de la
plataforma.
La funcién que define la variacién del mayor momento de inercia A(t) de la

plataforma la supondremos tal que

1 1
N = a1(t) = ayp + ecos vt, 1.19
si(t)  A(t) + A + Ao + Asn 1(2) 10 ( )

donde € es un pequeno pardmetro mucho menor que ayg (¢ < ajp). Esto es,
a1(t) es una funcién periddica de frecuencia v y amplitud e. De esta forma, el

hamiltoniano que describe el problema tratado a lo largo de esta memoria queda

H = %(aloGi + CLQG?ZJ + CL3G2) — (CLl()thz + CLQGyhy + CL3GZhZ)+
(1.20)
(:G2 — Gyhy)ecos vt,

donde Ao = ]_/822 y as = 1/833.

Nétese que para el hamiltoniano del sistema perturbado (1.20) existen dos
situaciones limite en las cuales el problema resulta integrable. Estas dos situa-
ciones se presentan para v = 0y para v — 00.

Para el limite v — oo el problema es integrable porque en dicho limite el
periodo T' de la perturbacion es nulo, 7' = 0, lo que significa que, aunque a;(t) =
1/s11(t) estd oscilando, tarda un tiempo nulo, 7" = 0, en realizar una oscilaciéon
completa. Por esta razén, en este limite el valor de la perturbacién (eG2 cos vt)/2
es constante en todo momento, siendo este valor es el que tiene en el instante inicial
t =0, esto es, eG2/2. Por lo tanto, en el limite v — oo, la perturbacién toma un
valor constante independiente del tiempo, con lo que el problema perturbado se
reduce al caso integrable de un hamiltoniano cuadrético.

Por otra parte, para el otro limite v = 0, el problema también es integrable.
En este caso la explicacién es mas simple ya que, para v = 0, la perturbacién se
reduce a una constante, eG2/2, que no depende del tiempo. Por esta razén, en el
limite v = 0, el problema perturbado también coincide con el caso integrable de

un hamiltoniano cuadratico.
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Capitulo 2

Rotores en reposo relativo:

Comportamiento caotico

El punto de partida logico, para abordar la dindmica definida por el hamiltoniano
(1.20), es suponer los rotores en reposo relativo. De esta forma puede verse cuél
es el efecto que produce la accién de los rotores. En este sentido, el problema
inicial, o de partida, va a coincidir con el de un sélido rigido triaxial sometido a

una pequena perturbacion.

Es conocido que, bajo ciertas perturbaciones, un sélido triaxial puede exhibir
comportamiento cadtico. De hecho, algunos satélites naturales dentro del sistema
solar se comportan de manera irregular (Wisdom y Peale, 1984; Wisdom, 1987a,
1987b). Este tipo de comportamiento es el que cabe esperar para nuestro pro-
blema de partida, toda vez que puede considerarse similar a ciertos problemas
relacionados con osciladores perturbados tratados por otros autores (Chirikov,
1979; Zaslavsky et. al 1991).

Para demostrar la existencia de comportamiento cadtico es preciso estudiar el
sistema en ausencia de perturbacion. Esto es lo que hacemos en la seccion 2.1
donde se considera un soélido rigido en rotacion libre.

En la seccién 2.2 aplicamos el método de Melnikov para demostrar que el
problema presenta comportamiento cadtico en el sentido de que exhibe herraduras
de Smale, independientemente de cudl sea el momento de inercia variable.

La existencia de caos se manifiesta en el espacio de fases a través de una banda
de estocasticidad en torno a la separatriz del problema no perturbado. En la

seccion 2.3, mediante figuras de superficies de seccién de Poincaré temporales del

15
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espacio de fases extendido (G, Gy, G,t) mostramos esta banda de estocasticidad
alrededor de la separatriz no perturbada. Ademads, estudiamos el efecto de las

resonancias en la anchura de esta banda.

2.1 Ecuaciones del movimiento

Como ya hemos indicado, vamos a estudiar la dindmica de un girdstato libre de
fuerzas y momentos externos, constituido por una plataforma triaxial elastica y
un solo rotor perfectamente rigido con simetria axial.

En este capitulo consideraremos el giréstato con su rotor bloqueado, esto es,
en reposo relativo respecto a la plataforma, por lo que, h, = h, = h, = 0.

En estas circunstancias, teniendo en cuenta la ecuacién (1.20), podemos es-

cribir el hamiltoniano del giréstato como
1 1
H= 5(‘110(;?: + ayG} 4 a3G2) + §Gie cosvt = Ho+ €V (G,, Gy, G t).  (2.1)

donde supondremos que se verifica la relacion a;(t) < as < as, ya que A(t) > B >
C.

Es decir, el hamiltoniano del sistema se puede expresar como suma de una parte
H, integrable, mas una perturbacién periddica en el tiempo eV (G,, Gy, G,;t), de
periodo T = 27 /v.

La parte integrable H, coincide con el hamiltoniano correspondiente a un sélido

rigido triaxial libre, de momentos de inercia ﬁ > é > é

Para la aplicacion del método de Melnikov es necesario conocer previamente
las soluciones de las trayectorias heteroclinicas del sistema no perturbado, esto es,
las correspondientes al hamiltoniano H, del sélido rigido libre.

A partir de las ecuaciones (1.13) se obtienen las conocidas ecuaciones de Euler

del movimiento del sélido rigido libre

Gm ={Gy; Ho} = (a3 — a2)G, G,
Gy = {Gy; HO} - (CLIO - a3>G:v GZ? (22)
Gz = {GZ;H()} = (ag - alo)GI Gy.

De las ecuaciones (2.2) es facil deducir que existen seis puntos de equilibrio
diferentes, localizados en las intersecciones de los ejes del sistema de referencia

movil con la esfera S?. Los dos equilibrios correspondientes al eje de momento



2.1. Ecuaciones del movimiento 17

de inercia intermedio, en este caso el eje by, son inestables, mientras que los
otros cuatro equilibrios son estables. Los dos puntos de equilibrio inestables, que
denotaremos como FE; y Fs, estan conectados por cuatro érbitas heteroclinicas
que constituyen las separatrices del espacio de fases. La figura 2.1 muestra las

caracteristicas del flujo fasico del sélido rigido libre.

bs

bq

by

Figura 2.1: Flujo fasico del sélido rigido libre en la esfera para el caso ajg < as < as.

El valor del hamiltoniano correspondiente a las separatrices, y por tanto, en
los equilibrios inestables es ay /2. Estas separatrices dividen el espacio de fases en
dos zonas con dos tipos diferentes de trayectorias: circulaciones alrededor del eje
b; de mayor momento de inercia, cuando a9 < 2Hy < ag; y circulaciones en torno

al eje by de menor momento de inercia, cuando as < 2Hy < as.

Las expresiones explicitas de los tres tipos de trayectorias se obtienen a par-
tir de las ecuaciones de movimiento (2.2), en términos de funciones elipticas e
hiperbdlicas, aplicando las dos integrales Hy y G (para mds detalles ver Deprit y
Elipe, 1993).

e A: CIRCULACIONES EN TORNO AL EJE DE MAYOR MOMENTO DE INERCIA

En este caso a19 < 2Hy < as y las soluciones son

G, =Tdn(nit, ki), G, =Tasn(mt, k1), G, =Tscn(nit, k), (2.3)
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donde
-2 2 — 2 —
r= B o [PHozao o [2He = aw
a3 — Q1o Q2 — Q10 a3 — Q1o
y

(2H0 — a10)<a3 — (Zg)
(ag — alo)(ag — 2H0) )

ny = \/((12 — alo)(ag — 2H0), k‘% =

e B CIRCULACIONES EN TORNO AL EJE DE MENOR MOMENTO DE INERCTA

Aqui, as < 2Hy < as y las soluciones son

Gz = Flcn(ngt, kg), Gy = ’}/QSH(ngt, kg), Gz = ngn(ngt, kg) (24)

las —2H 1
Y2 = ﬁ, n3=\/(2H0—a10)(a3—a2), kszk—l-

e C ORBITAS ASINTOTICAS (TRAYECTORIAS HETEROCLINICAS)

Cuando 2Hy = as, las cuatro diferentes soluciones asintéticas, correspondien-

donde

tes a las orbitas heteroclinicas, son

— (—)=0/2, [ 93 T2 o (o),
(1) [ sech(nt)
1

(—1)*"tanh(nat), k=1,2,3,4. (2.5)
G, = (1), [2 700 o (ngt)
as — aio

ns = /(a2 — axo)(as — az) (2.6)

y [b] significa la parte entera de b.

G
Gy

donde

2.2 Funcion de Melnikov

Como ya hemos indicado anteriormente, en el sistema no perturbado existen dos
puntos de equilibrio inestables, E; y E5, conectados por cuatro trayectorias hete-
roclinicas en S? como indica la figura 2.1. Estas cuatro trayectorias heteroclinicas
constituyen las variedades estables W(E), W(E>) e inestables W, (Ey), W, (Es)

de los dos equilibrios inestables. Cuando no existe perturbacion ocurre que la
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variedad estable de E; coincide con la inestable de Fjs, y viceversa, es decir, se
cumple que W (Ey) = W, (E2) y Wy (Ey) = W,(E,). En el caso de que exista al-
guna perturbacion, estas variedades no tienen por qué coincidir entre si, y por ello,
las variedades estable e inestable correspondientes pueden llegar a intersectarse
transversalmente en un nimero infinito de puntos heteroclinicos. Por esta razén,
podemos imaginar que, debido a la perturbacién, el movimiento del giréstato en
las proximidades de la separatriz no perturbada tenga lugar de una forma ex-
tremadamente complicada, apareciendo una banda de movimiento cadtico alrede-
dor de dicha separatriz. Dentro de esta banda también pueden aparecer pequenas
regiones aisladas de trayectorias periddicas, esto es, pequenas islas de movimiento
regular en el interior de la banda de estocasticidad.

La existencia de intersecciones heteroclinicas puede determinarse, en primer
orden de aproximacion, mediante el denominado método de Melnikov, descrito en
el apéndice A. Es precisamente este método el que vamos a utilizar para probar
la presencia de intersecciones heteroclinicas en el sistema definido por el hamilto-

niano (2.1).

La funcién de Melnikov para el hamiltoniano (2.1) viene dada por
Mito) = [ {Ho (Gt — 1)) 1€V (Gilt —to), )} dt i =w,, =

Teniendo en cuenta las ecuaciones (1.13), podemos calcular el paréntesis de
Poisson {Hy; €V} obteniendo

{Ho; eV} = (a2 — a3)eG,G, G, cos Vt. (2.7)

De esta forma, la funcion de Melnikov resulta ser
M(ty) = e/ (ay — a3)G,G,G, cosvt dt. (2.8)

—00

Sustituyendo ahora las ecuaciones (2.5) en (2.8) tenemos que

M(to) = €

(ay — as)ng /°° sinh(ny (£ — to)] cos vt dt. (2.9)

(ag — alo) —00 COSh3 [n2(t - to)]

Para calcular la integral anterior realizamos, en primer lugar, el siguiente cam-

bio de variable t — ty = 7, dt = dr. De esta manera queda

M(ty) =€

(a> = ag)ns /Oo sinh(n,7) cos|v(T + to)] dT.

((1,3 — (1,10) —00 cosh3(n27)
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Desarrollando ahora el coseno de la suma se tiene

M(ty) = ew [Cos uto/ M cos vt dr
(a3 — ayp) —o0 cosh”(naT)

— sin vty / M sinvrdr| .
—oo cosh”(ngT)

La primera de estas integrales se anula debido a que su integrando es una funcién
impar. Por otra parte, el integrando de la segunda integral es una funcion par, y

podemos escribir

M(ty) = —QEM sin vt / M sin vt dr
(a3 — ayp) 0 cosh’(nyT)

Integrando por partes, segin

inh
u = sinvT, dv = M dr
cosh”(nyT)
1
du = vcosvrdr, v=—

21y cosh?(nyT)

resulta

(ag — az)ng . —sinvr e
M(ty) = —2e—— t
(to) ¢ (a3 — ajp) S vto 2ny cosh?(nyT) 0

v /OW%T)CZT} (2.10)

20,y cosh?(nyT
J— o0
= —EVM sin vig / COS# dr.
(ag — ag) 0 cosh®(ny7)

Esta integral, que puede calcularse mediante el teorema de los residuos, aparece
tabulada en el libro de tablas de integrales de Gradshteyn (1980, p. 505) siendo

su expresion
/00 oS ax am
o dr = .
0 cosh?(3x) 2(3* sinh(g3)
Llevando este resultado a la ecuacién (2.10), la funcién de Melnikov queda

finalmente como

(a3 — ag)emv/?

M (to) = sinvty = AH(e, v) sin vty. (2.11)

2(asz — ayg)n3 sinh(g-)
Podemos concluir de este resultado, que la funcién de Melnikov, M (ty), tiene

ceros simples cuando vty = km con k = 0,1,2,... Por lo tanto, la perturbacién

produce la aparicién de intersecciones heteroclinicas entre las variedades estables e
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inestables correspondientes a los equilibrios F; y Es. En definitiva, la perturbacién
genera alrededor de las separatrices no perturbadas una banda de movimiento

caotico en el sentido de que el sistema presenta herraduras de Smale.

Es importante resaltar aqui, y como ya adelantamos anteriormente, que si
suponemos como variable cualquiera de los otros dos momentos de inercia de la
plataforma, llegamos a expresiones similares a (2.11).

Asi, si suponemos el momento de inercia intermedio B(t) como variable B =
B(t) de la forma

1 1
= = ao(t) = agy + € cos Vi,
SQQ(t) B(t) + Ai22 2( ) 20

y los otros dos momentos de inercia, A y C' constantes, tenemos que el hamilto-

niano del sistema resulta ser ahora
1 1
H = §(G1Gi + CLQ()G; + asG?) + §G§e cosvt = Hy + €V (G, Gy, G, t).
Obsérvese que en este caso el paréntesis de Poisson {Hy; eV}
{Ho; €V} = (a3 — a1)eG,G, G, cos vt.

es idéntico al que hemos obtenido en el caso anterior (2.7) salvo el factor constante
(ag — ay). Por lo tanto, la funcién de Melnikov Ms(ty) puede obtenerse a partir

de (2.11) resultando ser

671'1/2

My(ty) = —— T
2(to) 2n3 sinh(%)

sin vity.

Con lo cual, también podemos concluir que, en este caso, la funcién de Mel-
nikov Mj(ty), tiene ceros simples para vty = km con k= 0,1,2,... Y por lo tanto,
el sistema presenta intersecciones heteroclinicas y, en consecuencia movimiento

cadtico en torno a las separatrices no perturbadas.

Por otro lado, si suponemos como variable al menor momento de inercia de la

plataforma C(t), y con suposiciones similares a las anteriores se tiene ahora
1 2 2 N
H = §(G1Gx + axGy, + azGy) + éGze cosvt = Hy + €V (G, Gy, G t).
Como en el caso anterior, el paréntesis de Poisson

{Ho; eV} = (a1 — a2)eG,G, G, cos vt.
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resulta idéntico al obtenido para las situaciones anteriores salvo un factor cons-
tante (a3 — ag). Asi, en este caso la funcién de Melnikov Mj3(ty) es

(ag — ay)emv/?

M;(to) =

in vi.
2(@30 — al)ng smh(%) S o

Por lo tanto, llegamos a la misma conclusién que en las dos situaciones ante-
riores. Esto es, el sistema presenta intersecciones heteroclinicas y por ello exhibe
comportamiento cadtico alrededor de las separatrices no perturbadas.

En resumen, independientemente del momento de inercia variable, el resultado
es el mismo. Es mas, si los tres momentos de inercia del giréstato son variables
con el tiempo, tenemos que la funcién de Melnikov correspondiente es M (ty) =
M (to) + Ma(ty) + M;s(to). Esto significa que en este caso, M (ty) también tiene
ceros simples cuando vty = km con k = 0,1,2,.., y por consiguiente, existen
intersecciones heteroclinicas y una banda de movimiento estocastico en torno a

las separatrices no perturbadas.

2.3 Banda de estocasticidad

En la seccion anterior se ha visto cémo el sistema presenta comportamiento
cadtico, cualquiera que sea el momento de inercia que varie con el tiempo, en
el sentido que aparece una banda de movimiento estocastico en torno a la sepa-
ratriz del problema no perturbado.

Es importante el estimar la anchura de esta banda con el objeto de conocer el
grado de caoticidad del sistema y el conjunto de condiciones iniciales que se ven
afectadas por un comportamiento no regular.

Centrandonos en el caso en el que el maximo momento de inercia de la plata-
forma A(t) varia con el tiempo, el factor que aparece en la ecuacion (2.11)

(a3 — ag)emv/?

AH(e,v) =

(2.12)

2(asz — ayg)n3 sinh(5%)’

nos da una estimacion tedrica (Zaslavsky et al., 1991) del valor del hamiltoniano en
el borde de la banda de estocasticidad generada por la perturbacion. De manera
que, segun (2.12), la anchura de la banda en términos del valor del hamiltoniano
resulta ser una funcién de la amplitud € y la frecuencia v de la perturbacion.

En la figura 2.2 se muestran dos graficas con el comportamiento del factor

AH(e,v) como funcién de € y v, para un giréstato con a;g = 0.1,as = 0.2, y
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az = 0.3. La gréfica 2.2 a) refleja el hecho de que, para un valor de la frecuencia
fijo, en este caso v = 0.3, AH(e) es una funcién lineal de la amplitud e. Esto
significa que cuando aumenta la amplitud de la perturbacion, también crece la
anchura de la banda, y en la misma proporcion. Por otra parte, para una amplitud
constante, AH(v) crece con la frecuencia hasta alcanzar un valor maximo, y des-
pués disminuye asintéticamente a cero. Este comportamiento esta representado

en la gréfica 2.2 b) para una amplitud € = 0.01.

El comportamiento cadtico del girdstato cerca de la separatriz no perturbada
podemos visualizarlo por medio de superficies de seccion de Poincaré temporales

en el espacio de fases tetradimensional extendido (G, Gy, G.,1).

Definicién: Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria
z = f(x,1), x e R", (2.13)

y siendo f(x,t) una funcién periddica en t, con periodo T' = 27 /w, es decir,
f(x,t) = f(x,t +T). La ecuacién (2.13) es equivalente al sistema auténomo de
n + 1 ecuaciones
© = f(x,0),
0 =w,
donde (x,0) € R" x ! (8! = Rmod 27).

Definimos una superficie de seccién de Poincaré temporal X% en el espacio de

(2.14)

fases extendido R™ x S' como

5% = {(z,0) € R x §' |6 =8, € (0,2n]},
y la aplicaciéon de Poincaré correspondiente a dicha superficie de seccién hace

corresponder a cada condicion inicial el valor de la solucién en t = 0,7, 2T, etc.

La figura 2.3 corresponde a una superficie de seccién temporal donde puede
verse la existencia de una banda de estocasticidad en torno a la separatriz no
perturbada en el caso de un giréstato cuyo mayor momento de inercia A(t) varia
segun (1.19). Como se puede observar en esta figura, las trayectorias regulares
aparecen como curvas cerradas, mientras que las trayectorias cadticas aparecen
como una nube de puntos alrededor de la separatriz del problema no perturbado.

Esta observacién nos va a permitir comprobar numéricamente la validez de
la estimacién tedrica (2.12) sobre la anchura de la banda de estocasticidad que

hemos obtenido anteriormente.
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100 AH
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0. 04

0. 002 0. 004 0. 006 0. 008 0.01

100 AH
0.35

0.3

b) 0.2

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 2.2: Evolucién de la estimacion teérica AH(e,v) de la anchura de la banda de
estocasticidad. a) Como funcién de la amplitud e, para v = 0.3. b) Como funcién de la

frecuencia v, para € = 0.01. En ambos casos a19 = 0.1,a2 = 0.2, y a3 = 0.3.
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Figura 2.3: Superficie de seccién de Poincaré para aig = 0.1, as = 0.2, ag = 0.3,
e =0.005y v=0.1.

La evaluacién numérica de la anchura de la banda la obtendremos a partir
de la integraciéon numérica de la ecuaciones del movimiento perturbado, que en
el caso correspondiente a un giréstato con el maximo momento de inercia de su

plataforma A(t) variable son

Gm - {GmyH} - <a3 - a2)Gy Gz
Gy = {G.; H} = (a10 — az + ecosvt)G, G,
G, = {G.iH} = (a2 — ajp — ecosvt)G, Gy,

Estas ecuaciones las hemos integrado numéricamente usando un algoritmo Runge—
Kutta de quinto orden con paso fijo (Lambert, 1976, pp. 121-123), de manera que
se mantenga “constante” la relacién G2 + Gz + G? = 1 entre las tres componentes
del momento angular G'. Es decir, la conservacién de la norma del vector G en el
sistema de referencia movil B.

En este momento debemos decidir cuando una trayectoria resulta regular o no.

El siguiente razonamiento sobre el flujo fasico en S? ha sido la base del disefio
del algoritmo que hemos utilizado para estimar la anchura de la banda de esto-
casticidad. En el problema no perturbado todas las trayectorias que atraviesan el

meridiano G, = 0 descansan bien en el hemisferio norte (G, > 0), bien en el he-
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misferio sur (G, < 0). Por otra parte, en el problema perturbado las trayectorias
caoticas cubren la banda de estocasticidad, de forma que, en estas trayectorias
la componente GG, toma valores tanto positivos como negativos. Por lo tanto,
podemos considerar como regular una trayectoria que se mantenga siempre en el
mismo hemisferio, mientras que podemos considerar como cadtica una trayectoria

que atraviese el ecuador G, = 0.

Teniendo presente este argumento, hemos barrido el meridiano G, = 0 desde
G, = 1 hasta GG, = 0, para valores dados de la amplitud € y la frecuencia v de
la perturbacién, buscando las condiciones iniciales de la primera trayectoria que
atraviese el ecuador hacia el hemisferio sur. Cada trayectoria la hemos propagado
durante 1000 periodos de la perturbacion, y las condiciones iniciales de la primera
trayectoria cadtica las hemos calculado con una precisién de 1073, Esta primera
trayectoria determina la frontera de la banda de estocasticidad, y nos permite

calcular su anchura.

Con las componentes iniciales (0, Gy, G,) de esta trayectoria limite podemos
calcular el valor H;;,,, del hamiltoniano en el instante inicial ¢ = 0, correspondiente

a la frontera superior de la banda de estocasticidad en el meridiano G, = 0.

En las figuras 2.4 y 2.5 se incluyen tres graficas que muestran de manera
comparativa las estimaciones numérica y teorica del valor H;;,,, en el limite de la
banda. La estimacién tedrica de Hy;,, la hemos calculado como Hy;,, = Hs + AH,
donde H; es el valor del hamiltoniano en la separatriz no perturbada, y AH la
estimacién tedrica (2.12) de la anchura de la banda obtenida anteriormente al
calcular la funcion de Melnikov. En estas tres graficas hemos considerado un
giréstato con ay;p = 0.1,as = 0.2, y a3 = 0.3. Las tres graficas presentan la
evolucion de ambas estimaciones de Hy;,, como funcién de la amplitud € de la
perturbacion y para determinadas frecuencias v constantes. Los valores que toma

¢ varian desde 0.001 hasta 0.01 a intervalos de una milésima.

En la gréfica 2.4 a) vemos que, fijado un valor bajo de la frecuencia v = 0.04,
existe un gran acuerdo entre la estimacién tedrica y numérica. Asi, la estimacion
numérica nos confirma el hecho de que para una frecuencia constante, la anchura
de la banda de estocasticidad crece linealmente con la amplitud € de la pertur-
bacion.

En la gréfica 2.4 b) se observa que para una frecuencia intermedia v = 0.15,

hay una gran concordancia entre las dos estimaciones para valores pequenos de
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Hiim

o estimacion numérica

0. 10175 .

0. 1015 — estimacion tedrica .

0. 10125 .
0.101

0. 10075
0. 1005

0.10025

0. 002 0. 004 0. 006 0. 008 0.01

Hlim . estimacion numérica

0.114 — estimacion tedrica . .
0.112 .
0.11

b) 0.108
0. 106

0. 104

0.102 .

€

0. 002 0. 004 0. 006 0. 008 0.01

Figura 2.4: Comparacion de la evolucién de las estimaciones de la anchura de la banda
de estocasticidad como funciones de € para dos frecuencias fijas distintas: a) v = 0.04 y

b) v = 0.15. En ambos casos ajg = 0.1,a2 = 0.2,a3 = 0.3.
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la amplitud € < 0.004. Sin embargo, entre los valores ¢ = 0.004 y ¢ = 0.005
destaca un brusco aumento en la estimacién numérica de Hy;,,, de manera que,
para valores € > 0.005, la estimacién numérica resulta siempre bastante mayor
que la tedrica.

En la grafica 2.5, para una frecuencia alta v = 0.5 constante, podemos com-
probar un fenémeno similar. Aqui también aparece un fuerte salto en la esti-
macién numérica de Hy;,, entre € = 0.008 y ¢ = 0.009, aunque en este caso la
estimacién tedrica es siempre menor que la numérica para todo el rango de am-

plitudes ¢ < 0.01.

Hiim
0.101} . estimacién numérica
— estimacion tedrica
0.1008
0. 1006 |
0.1004 | . .
0.1002} . *
; - _ _ -
0. 002 0. 004 0. 006 0. 008 0.01

Figura 2.5: Comparacion de la evolucién de las estimaciones de la anchura de la banda
de estocasticidad como funciones de € para una frecuencia fija v = 0.5. En este caso
aig=0.1,a5 =0.2,a3 = 0.3.

Estos abruptos crecimientos en las estimaciones numéricas, y que no se ven
reflejados en las estimaciones tedricas, se deben, como se vera en detalle en el
capitulo 5, a que entre esos valores criticos de €, la banda de estocasticidad alcanza
en su crecimiento alguna resonancia no lineal existente en el meridiano G, = 0
del espacio de fases. En este proceso de absorcion, la zona del espacio de fases
proxima a la resonancia persiste como una pequena isla de movimiento regular en
el interior de la banda estocastica, lo que provoca el fuerte crecimiento repentino
de la misma.

Dos ejemplos de este proceso de absorcion de resonancias se ilustran en las
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figuras 2.6 y 2.7. La figura 2.6 nos presenta dos secciones temporales de Poincaré
del espacio de fases (G, Gy, G, t) del giréstato perturbado con una frecuencia
fija v = 0.15 y amplitudes a) e = 0.004 y b) ¢ = 0.006. Precisamente entre estos
valores de la amplitud se produce el abrupto aumento en la estimacién numérica
de Hj;n por absorciéon de una resonancia 2:1, que queda reflejado en la figura
2.4 b). La figura 2.7 incluye otras dos secciones temporales de Poincaré en una
ampliacién del espacio de fases esférico centrada en el punto (0, 1,0). En este caso
la frecuencia de la perturbacién toma el valor constante ¥ = 0.5 y amplitudes a)
e = 0.008 y b) € = 0.014. Entre estos valores de € se produce el salto brusco de

Hiim debido a la absorcién de una resonancia 10:1, que muestra la figura 2.5.

La figura 2.8 presenta comparativamente la evolucion de las estimaciones del
limite H;;,, de la banda estocdastica como funciones de la frecuencia v de la pertur-
bacion, para un valor fijo de la amplitud ¢ = 0.01. Los valores de v varian desde
0.01 hasta 0.7 a intervalos de una centésima. Ademds esta figura pone también
de manifiesto los dos limites integrables del problema perturbado: para v =0, y

para v — OQ.

En la figura 2.8 se observa que, para valores altos de la frecuencia, conforme
crece v, el valor de Hy;,, tiende asintéticamente a cero, es decir, la banda de esto-
casticidad tiende a desaparecer. Esta tendencia coincide con el limite integrable

del problema para v — oo, que ya hemos comentado anteriormente.

Por otro lado, esta figura 2.8 nos muestra como para valores de la frecuencia v
proximos a cero, al disminuir la frecuencia el valor de Hy;,, también se aproxima
a cero. Esto significa que, para el limite v — 0, la banda de movimiento cadtico
también tiende a desaparecer. Esta tendencia coincide con el otro limite integrable

del problema para v = 0.

En esta misma figura 2.8, y como ocurre en las graficas 2.4 b) y 2.5, podemos
apreciar saltos bruscos en la evolucién de la estimacion numérica de Hy;,,, por
ejemplo, para valores de v como 0.18 6 0.37. También podemos observar grandes
discrepancias entre las dos estimaciones de Hy;, para frecuencias intermedias. La
explicacién de estos saltos y desacuerdos es esencialmente la misma que hemos
dado anteriormente al comentar los saltos y discrepancias entre ambas estima-
ciones para frecuencias fijas. Para ciertos valores de v existen resonancias en las
proximidades de la frontera de la banda de estocasticidad, bien en el interior de

la misma, o externas a ella. El tamano de estas resonancias depende fuertemente
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Figura 2.6: Absorcién por la banda de estocasticidad de una resonancia al aumentar
la amplitud € de la perturbacion para una frecuencia fija v = 0.15. ajg = 0.1,a9 =
0.2,a3 = 0.3. a) e = 0.004. b) € = 0.006.
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Figura 2.7: Absorcién por la banda de estocasticidad de una resonancia al aumentar la
amplitud € de la perturbacién para una frecuencia fija v = 0.5. a;9 = 0.1,a2 = 0.2,a3 =
0.3. a) € =0.008. b) e = 0.014.
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Figura 2.8: Comparacion de la evolucién de las estimaciones de la anchura de la banda
de estocasticidad como funciones de v para una amplitud fija ¢ = 0.01. En este caso
alp = 0.1, ag = 0.2, az = 0.3.

de la frecuencia v, aumentando, disminuyendo o incluso llegando a desaparecer
repentinamente al variar v. Es este hecho el que afecta a la evolucién del limite
de la banda de estocasticidad provocando esas bruscas variaciones que se pueden

observar en la figura 2.8.

En los dos siguientes capitulos estudiamos el efecto que tiene el giro relativo
del rotor en la eliminacién del caos homo/heteroclinico cuando el eje del rotor
coincide con cada uno de los tres ejes principales de la plataforma. Sin embargo,
el lector puede perfectamente dejar estos dos capitulos para una lectura posterior,
y pasar directamente al capitulo 5, donde estudiamos el efecto de la perturbacién
en el proceso de reorientacion del girdstato y la relacién que dicha maniobra tiene

con los resultados obtenidos en este capitulo 2.



Capitulo 3

Rotor en torno al eje de minima

inercia: Eliminacion del caos.

Una vez visto que el sistema se comporta de forma irregular cuando los rotores
se encuentran en reposo relativo, nuestro objetivo es observar la evolucién del
mismo cuando el rotor aumenta, progresivamente, su momento angular relativo.
Este progresivo incremento del momento angular relativo da lugar a lo que se
conoce como spinup (Hall y Rand, 1994; Hall, 1995a, 1995¢) y tiene, entre otras

consecuencias, la reorientacion del girdstato.

Aunque el fenémeno de la reorientacién es de especial interés, y a ello le dedi-
caremos el ultimo capitulo de esta memoria, trataremos, en primer lugar, el estudio
de un fenémeno de “estabilizacién” producido por el efecto del giro del rotor. Esta
estabilizacién consiste en la eliminacién del caos inicial (Lanchares et al. 1998)
frente a otro tipo de estabilizaciones producidas por elementos externos de control
(Tsiotras y Longuski, 1994).

El capitulo queda dividido en cinco secciones. En la secciéon 3.1 reducimos
el problema, mediante una serie de transformaciones, al caso de un hamilto-
niano cuadratico biparamétrico con la estructura que estudian Lanchares y Elipe
(1995b). En la seccién 3.2 estudiamos, en ausencia de perturbacion, la estructura
del flujo fésico en términos de los equilibrios y bifurcaciones paramétricas. La
siguiente seccion esta dedicada al calculo de las érbitas asintoticas para los dife-
rentes valores de los parametros del problema. Aqui, hacemos especial hincapié

en la continuidad de estas orbitas en funcion de los parametros.

Una vez estudiado el sistema sin perturbar, procedemos, en la seccién 3.4, al

33
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calculo de la funcion de Melnikov para los diferentes valores de los parametros del
problema. Asi, determinamos la existencia de caos homo/heteroclinico mientras
los parametros del problema cumplen determinadas relaciones. Finalmente, en la
seccién 3.5 analizamos, mediante superficies de seccién, el efecto que el giro del

rotor tiene en la estabilizacién de las rotaciones.

3.1 Reduccion de las ecuaciones.

En este capitulo consideraremos un giréstato de las mismas caracteristicas que el
estudiado en el capitulo anterior, es decir, el mayor momento de inercia A(t) de la
plataforma varfa segin la ecuacién (1.19). El eje del tinico rotor coincide con el eje
principal bs. Pero ademas, en este capitulo supondremos que el rotor se encuentra
en giro relativo respecto a la plataforma, es decir, h, # 0y h, = h, = 0.

En este caso, teniendo en cuenta la ecuacién (1.20) se puede escribir el hamil-

toniano del giréstato como

1 1
H = —(aloGi + agGi + agGi) —aszh,G, + fGie cos vt
2 2 (3.1)

= Ho + €V (Gy, Gy, Gait).

Es decir, como en el capitulo anterior, el hamiltoniano del sistema lo podemos
expresar como suma de una parte integrable Hy maés la perturbacion eV (G, Gy,
G.it).

La parte integrable Hy pertenece a la clase de hamiltonianos cuadraticos con
estructura algebraica su(2) y sobre una esfera de radio constante S? y puede
ser reducida, mediante transformaciones de equivalencia, a uno de los dos tipos
genéricos de hamiltonianos cuadréticos biparamétricos (Elipe y Lanchares, 1997b).

La primera transformacién consiste en anadir al hamiltoniano un multiplo
adecuado del cuadrado del radio del espacio de fases esférico, con el objetivo
de que uno de los coeficientes de la parte cuadratica del hamiltoniano sea cero.
Esto es lo que Frauendiener (Frauendiner, 1995) denomina una transformacion de
equivalencia aditiva que resulta equivalente a hacer cero uno de los valores propios
de la forma cuadratica.

La segunda transformacion esté asociada a un cambio de la variable temporal,
con la finalidad de que uno de los dos coeficientes de la parte cuadratica del

hamiltoniano sea igual a la unidad. Esto es una transformacién de cambio de
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escala, que es equivalente a hacer igual a 1 uno de los valores propios de la forma
cuadratica.

Es decir, tras las dos transformaciones los valores propios de la forma cua-
dratica seran 0,1 y A, quedando reducida ésta a (G2 + )\G%)/Q, donde « y (3 son
elegibles entre z, vy, 2.

En nuestro caso, la primera transformacién resulta equivalente a restar al
hamiltoniano Hy la cantidad ay/2 = a3(G% + G2 + G?2)/2, con lo que el término
cuadratico en G, desaparece. Esto es,

1
% = *(aloGi + CLQGZQI + agGg — CLQGi — CLQG?QJ — CLQGi) — agthz

To=Ho="5 =,

, 1
HO = 5[(&10 — ag)Gi + ((13 — ag)GZ] — athGz.

La segunda transformacién la realizamos a través de un cambio a una nueva
variable 7 segun la ecuaciéon 7 = (a3 —az)t. Teniendo en cuenta que las ecuaciones

que rigen el movimiento de cada componentes G; en la variable ¢ son

dG;dr  dG,

- —<CL3 - (1,2),

GG} = 5 = 4

las ecuaciones del movimiento para GG; en la nueva variable 7 resultan ser

dG; 1 H

C={GiH = {Gy; —"—} = {Gi Hg},

= GaH) T = (G ) — (G}
donde Hj, es el nuevo hamiltoniano

= Hy _ 1(G§ + @10 — GzGi) _ azh. G..

as — as 2 a3 — a9 a3 — as
Definamos ahora los parametros
— h
p=w=® 5 B0 (3.2)
asz — ag az — Qg

De esta manera, el hamiltoniano H{ toma la forma biparamétrica
1
0= §(G§ + PG?) + QG.. (3.3)

Nétese que el pardmetro P depende tnicamente de la distribucién de masas
del giréstato y el parametro () depende, al mismo tiempo, de la distribucién de
masas del giréstato y del momento angular relativo h, del rotor.

Ademas, debido a que estamos considerando la relacién a;g < as < as, P €

(—00,0) y es una cantidad constante para valores fijos de ay9, ag y az. Con lo cual,
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fijados los momentos de inercia, el hamiltoniano H{ depende sélo del parametro
@, o lo que es lo mismo, del momento angular relativo h, del rotor. Suponiendo,

también, que h, es positivo, tenemos que

19 — Q2 agh
P=-""""2<c0, Q=-—"" <.
a3z — Qg a3z — Qg

En este punto es necesario destacar que si aplicamos unas transformaciones
parecidas a las que hemos hecho, se puede convertir el hamiltoniano H, en otro

con estructura cuadratica biparamétrica diferente
* 1 2 * Y2 *
Hy = §(GZ + P*G,) + Q*G...

En este hamiltoniano H}, no aparece el término G2, y los parametros P* y Q* son

Q2 — Q10 ash,

pPr=—- Qr=—"".

as — aig a3 — aio
Los puntos de equilibrio de H;, expresados en funcion de los pardametros P* y Q*
tienen una forma distinta que los equilibrios del hamiltoniano (3.3), y en este caso
P* € (0,1). Sin embargo, si escribimos los equilibrios de ambos hamiltonianos en
funcién de las cantidades aqg, as, as, a través de las expresiones de los parametros
P,Q, P*y Q*, l6gicamente encontramos que coinciden tanto los equilibrios de Hj

y ‘H{, como las condiciones de existencia de dichos puntos.

3.2 Equilibrios y bifurcaciones paramétricas

El hamiltoniano (3.3) coincide con el estudiado por Elipe y Lanchares (1995) sin
mas que hacer el cambio de variables (G, Gy, G,) — (v, w, u).
Teniendo en cuenta los paréntesis de Poisson entre las componentes (G, G,

G,) obtenemos las ecuaciones del movimiento

dG,, 9

e (G = @+ G,

dG .

dTy = {Gy;HO} = [(P - 1)Gz - Q]GCC7 (34)
dG, y

= = {Gi M} = PG, G,

A partir de estas ecuaciones se pueden encontrar los equilibrios del sistema,
que proporcionan la informacion bésica sobre el flujo fasico en término de los

parametros Py Q.
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Punto de equilibrio Condicion de

en variables (G, G, G,) existencia Valor de Hj

_ Q? Q 1 Q’
Eli:(i 1_(P—1)2’0’p_1> Q| <[P —1] §<P+P—1)

2
Bos = (0,41~ Q% Q) Q<1 _%
, 1
Es, =(0,0,1) Siempre 5t Q
. 1
Es; =(0,0,-1) Siempre 5~ Q

Tabla 3.1: Puntos de equilibrio, condiciones de existencia, y valores que toma Hj, en

ellos.

Teniendo en cuenta los resultados obtenidos por Lanchares y Elipe (1995b),
en la tabla 3.1 mostramos los diferentes puntos de equilibrio que puede tener
el giréstato no perturbado en funciéon de los parametros P y (). Estos puntos
de equilibrio los denotaremos como Fi4, Foq, E3.. También se indican en esta
tabla las condiciones para la existencia de dichos equilibrios, asi como el valor del

hamiltoniano H;, en los mismos.

Las condiciones para la existencia de estos puntos de equilibrio nos propor-
cionan una particién del plano de los pardmetros (P, @), como el que refleja la
figura 3.1. En esta figura se han numerado de 1 a 7 las distintas regiones, y
entre paréntesis se indica el nimero de puntos de equilibrio existentes en cada
una de las regiones. Como el hamiltoniano Hj, es invariante bajo la transfor-
macién (G,,Q) — (—G., —Q), hemos denotado las regiones simétricas respecto
al eje @ = 0 con (2,2, (3,3), (4,4") y (5,5), ya que de acuerdo con dicha
simetria, el comportamiento del giréstato serd el mismo en la region n que en la
n'(n =2,3,4,5).

Puesto que estamos interesados en estudiar el efecto que tiene el giro relativo
del rotor en la dindmica del giréstato, es interesante conocer el comportamiento del
flujo fasico en funcion del parametro (). Es evidente que para () = 0, el momento
angular relativo h, es nulo (h, = 0) y el problema se reduce al estudiado en

el capitulo anterior. Por lo tanto, si volvemos a la figura 3.1, la evolucién del
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Figura 3.1: Particién del plano de los parametros (P,() para el hamiltoniano no
perturbado H{, correspondiente al giréstato con un solo rotor alrededor del eje bg.
La linea gruesa discontinua representa la evolucién del sistema al aumentar h, para

alp < az < as.

sistema al aumentar progresivamente h,, se manifiesta en el plano de parametros
(P, Q) como un recorrido sobre una linea recta paralela al eje () en el cuadrante
P < 0,Q < 0. Este recorrido comienza para () = 0 en la region 6, atraviesa
toda la regién 4', y termina en la regién 2. En esta evolucién, el sistema tiene
inicialmente seis puntos de equilibrio en la region 6, pasa a tener cuatro equilibrios
en la regién 4’ y finalmente acaba con sélo dos equilibrios en la regién 2'. Esto
significa que el sistema sufre en dicha evoluciéon dos bifurcaciones diferentes, la
primera de ellas al pasar de seis a cuatro equilibrios en () = —1, y la segunda al

pasar de cuatro a dos equilibrios en @ = P — 1.

La figura 3.2 muestra la evolucion del espacio de fases del sistema no per-
turbado para una disminucién progresiva de () (un aumento de h,) desde Q) =
0(h, = 0) hasta Q@ = —2.1(h, = 0.7). Los momentos principales de inercia son
en este caso (ajg = 0.1,as = 0.2,a3 = 0.3), para los que se tiene P = —1. En
esta figura se observa claramente como tienen lugar ambas bifurcaciones. Segin
va disminuyendo el valor de () desde 0 hasta —1, los puntos heteroclinicos Fs se

van desplazando sobre el meridiano GG, = 0 hacia el polo norte. Simultaneamente,
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los equilibrios estables F+ se mueven sobre el meridiano G, = 0 también hacia
el punto E3,. Para el valor ) = —1 tiene lugar una primera bifurcacién tipo
pitchfork, al colapsar los dos puntos heteroclinicos Fsy con el punto Es, que se
transforma en un punto homoclinico. Conforme el parametro Q disminuye dentro
del intervalo —1 > ) > P — 1, los equilibrios F;4+ continian su desplazamiento
hacia el polo norte. Para el valor ) = P — 1, ocurre la segunda bifurcacién,
también de tipo pitchfork, al coincidir Ej+ con el punto homoclinico Fs3., que
pasa a ser un equilibrio estable. Para valores de () < P — 1, s6lo permanecen dos
puntos de equilibrio estables, E5., situados en ambos polos de la esfera S2.

En la primera fase de esta evolucién, para valores de @ € (—1,0], que corres-
ponden a la regién 6 del plano (P, Q) existen cuatro trayectorias heteroclinicas
que conectan los equilibrios Es1. En cambio, en la segunda fase, para valores de
Q € (P—1,—1], regién 4’ del plano (P, Q), hay dos trayectorias homoclinicas que
nacen y mueren en el punto F3,. Toda esta evolucion ha sido descrita con mayor
detalle por Lanchares (1993).

Ademas, es de destacar que para () = —1, el tipo de trayectorias homoclinicas
es especial, ya que los dos l6bulos homoclinicos son tangentes en el punto Fs,. Es-
tas orbitas son el limite asintético para () — —1 de las trayectorias heteroclinicas

para Q > —1 y de las homoclinicas para @) < —1.

En la seccién anterior hemos comentado que si se aplican las transforma-
ciones de equivalencia adecuadas, se puede convertir Hy en otro hamiltoniano
biparamétrico con P € (0,1). Hay que notar aqui, que la evolucién del espacio de
fases del sistema en la regién P € (0, 1) es idéntica a la que acabamos de comentar

para P < 0, existiendo las mismas bifurcaciones y en el mismo orden.

De la evolucién que sufre el espacio de fases del sistema no perturbado al
aumentar h, podemos destacar dos de los efectos que produce el giro relativo del
rotor sobre la dindmica del giréstato. El mas evidente de estos efectos es que
al aumentar h, suficientemente, se consigue eliminar todas las érbitas asintéticas
del problema no perturbado. Como hemos encontrado (Lanchares et al., 1998)
y veremos posteriormente, este hecho tiene como consecuencia importante que
el caos homoclinico (que aparece al anadir la perturbacién) puede llegar a ser
eliminado por el giro relativo del rotor.

Otro efecto interesante y bien conocido del giro del rotor, y que discutiremos

en el capitulo 5, es la reorientacién del girdstato. Y es que, como se observa en la
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Figura 3.2: Evolucién del espacio de fases del sistema H{j, con ajop = 0.1,a2 = 0.2,a3 =
0.3 (0o P = —1), desde @ = 0 (h, = 0) hasta @ = —2.1 (h, = 0.7). La primera
bifurcacién ocurre para @Q = —1 (h, = 1/3), y la segunda para Q = —2 (h, = 2/3).
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figura 3.2, para un h, suficientemente alto, en el espacio de fases no perturbado
s6lo existen circulaciones alrededor de dos tinicos puntos de equilibrio hacia los
cuales se puede hacer tender el sistema. Como Hubert (1980) ha demostrado, si
el giréstato posee alguna fuente de disipacion de energia cinética, aumentando h,
suficientemente, el sistema tendera de forma inevitable hacia el tnico punto de
equilibrio estable por efecto de la disipacion de energia. Con lo cual, el girdéstato
terminara finalmente orientado en una misma direccion con independencia de sus

condiciones iniciales.

3.3 Orbitas Asintéticas

Para estudiar el efecto de la perturbacién sobre la dindmica del problema, haremos
uso, como en el capitulo anterior, del método de Melnikov. Para ello es preciso
conocer las ecuaciones de las trayectorias asintéticas (6rbitas homoclinicas o he-
teroclinicas) para H.

Las soluciones explicitas de las trayectorias sobre el espacio de fases S? se
obtienen a partir de las ecuaciones de movimiento (3.4) teniendo en cuenta las
dos integrales del movimiento Hj y G. Estas soluciones se expresan, en general,
en términos de funciones circulares, elipticas e hiperbdlicas (para maés detalles ver
Lanchares, 1993).

En nuestro caso, solamente estamos interesados en las soluciones asintéticas,
que seran diferentes segin la regién del plano de pardmetros (P, () en que nos
encontremos. Segun esto, las soluciones asintéticas pueden clasificarse en tres

tipos.

e A ORBITAS ASINTOTICAS EN LA REGION 6 (P < 0,—-1 < Q < 0).
En este caso, Hy = —Q?/2, y las soluciones de las cuatro trayectorias hetero-

clinicas que conectan los puntos Es4 son:

. (—P)3/2 K3cosh(at) + K,
o senh(at
Gl = +K; (at) (3.5)

V=P Kjcosh(at) + K,

1y _ Kicosh(at) + Ky

a —
z K3 cosh(at) + K4
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donde
Kl == _QK37 KZ == 1a

P—1+Q*?
Ky=4y/———
3 P )

a=/P(Q*-1).

e B ORBITAS ASINTOTICAS EN LA FRONTERA (P < 0,Q = —1).

En esta situacién estamos justamente en la frontera entre las regiones 6 y
4’y las cuatro trayectorias heteroclinicas de la regién 6 se transforman en dos
trayectorias homoclinicas. Teniendo en cuante que valor del hamiltoniano es Hy =
—1/2, las ecuaciones de estas dos trayectorias son:

q@ _ _Ev-P
r 1— P+ P22

qo _ _EV-P (3.6)

v T 1-P+ P2

oo _ L+ P+ PP
S T 1-pyp?

G, —

Otese que G, = £ , es decir, estas orbitas estan contenidas en sendos planos

que se cortan en la recta G, = 0, G, = 1. Por tanto, las dos érbitas son tangentes

en el punto E3, como se puede observar en la figura 3.2.

e C ORBITAS ASINTOTICAS EN LA REGION 4/ (P < 0,P—1< Q < —1).
En este caso, Hy = @ + 1/2, y las soluciones de las dos trayectorias ho-

moclinicas que nacen y mueren en el equilibrio F3, son:

h(5t/2)
®) — 19 %1 cos
G AyRI+Q) Lj cosh(f5t) + Ly

senh((5t/2)
Ljcosh(ft) + Ly

GP) = £23/Q(P —1-Q)

Ly cosh(ft) + Lo

GP =
Ljcosh(ft) + Ly

donde
= PQ, Ly =2(1—P)+3Q(2— P)+4Q?,

Ls = PQ, Li=2P—1)+Q(P—2),
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F=2/[P~1-QIQ+1).
Aunque en las soluciones (3.5), (3.6) y (3.7) deberiamos haber denotado la

variable temporal correctamente como 7, la hemos denotado con ¢ por mayor

comodidad en posteriores calculos matematicos.

Como vemos, en las regiones 6 y 4’ del plano (P, @) las soluciones de las separa-
trices del sistema se expresan en términos de funciones hiperbdlicas. Sin embargo,
justo en la primera bifurcacién (@) = —1) entre dichas regiones, las soluciones de
las separatrices no tienen forma de funciones hiperbdlicas sino que se expresan
como una funcién racional de t. Ademas, las ecuaciones (3.6) correspondientes a
las orbitas asintéticas en la bifurcacién () = —1 tienen una forma muy parecida a
la ecuacién de la trayectoria homoclinica en la llamada bifurcacién de la lagrima,
que aparece en uno de los hamiltonianos cuadraticos estudiados por Lanchares en
su tesis doctoral (Lanchares, 1993, pp. 94-96).

A pesar de las distintas formas de las ecuaciones de las separatrices en dife-
rentes regiones del plano (P, Q), debe probarse que las soluciones hiperbdlicas de
las regiones 6 y 4’ coinciden con las soluciones racionales para () = —1) cuando
el pardmetro () — —1.

Para probar que cuando @) — —1, las expresiones (3.5) y (3.7) tienen como
limite (3.6), sera suficiente considerar las soluciones de la componente G, del
momento angular total del girdstato.

Primero vamos a considerar las soluciones (3.5) de las separatrices en la regién
6 del plano (P, Q), donde —1 < @ < 0.

Las ecuaciones (3.5) correspondientes a las cuatro érbitas heteroclinicas que
conectan los equilibrios Fasy podemos dividirlas en dos clases que corresponden a
lo que denominaremos ramas superiores, para K3 > 0, y ramas inferiores, para
K3 < 0. No es dificil comprobar que para las ramas superiores, K3 > 0, es posible
calcular el limite de las expresiones (3.5) sin mayor dificultad, ya que no aparecen
indeterminaciones. En este caso se tiene que (G,(t),G,(t),G.(t)) — (0,0,1)
cuando () — —1. Esto es una consecuencia de lo que puede observarse en la
figura 3.2 donde se aprecia cémo dos de las cuatro trayectorias heteroclinicas
colapsan en el equilibrio F5,. Por otra parte, son las ramas inferiores, K3 < 0, las
que evolucionan para transformarse en las nuevas orbitas homoclinicas que vienen
dadas por (3.6).
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Para las ramas inferiores (K3 < 0), sin embargo, aparece una indeterminacién
en el calculo del limite de Gt cuando @ — —1. Aplicando la regla de L'Hospital,

encontramos que

o g —a(PK2 + Q?) cosh(at) — P?K2Q*t senh(at)
= lim

.
oo Q—-1 aQcosh(at) + P2K3Qt senh(at) — PK3«

Nuevamente aparece una indeterminacion del mismo tipo que la anterior, por lo

que, aplicando otra vez la regla de L’Hospital resulta

lim G = lim Fy cosh(at) + Fy senh(at)
Q——1 Q—-1 Fycosh(at) + Fysenh(at) + F

siendo

Fi = —Q(P*KZ + PQ? + 40* + P*Q*K% %),
F, = =3aPQt(PK3 + Q?),
Fy = o + PQ* + PPK3;Q° 2,

Fy = at(P(K2 + Q?) + 2Q?),
2

(0%
Fy = —Q(E + P*K3).

Podemos ver que ya se ha eliminado la indeterminaciéon de manera que se tiene

2 42
L+ PP )

lim G =" "
ot T pyprp T U

que es la expresion (3.6) de la componente G, de la separatriz en la frontera donde
Q=-1

Considerando ahora las soluciones (3.5) de las trayectorias homoclinicas en la
region 4’ del plano (P,Q) donde P —1 < ) < —1), ocurre lo mismo que con las
ramas inferiores de GV, es decir, aparece una indeterminacién al calcular el limite
de G® cuando Q — —1.

Procediendo igual que en el caso anterior, si aplicamos dos veces la regla de

L’Hospital podemos eliminar dicha indeterminacién obteniendo

_ 3) . Hjcosh(at) + Hysenh(at) + Hj
lim G}” = lim
Q—-1 Q—-1 Hycosh(at) + Hssenh(at) + Hg
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donde
Hy =2P(P —2(Q +1))[1+2Q(P —2 —2Q) t*],

Hy, = 4BP(P — 2 - 3Q) 1,
Hs = 83% +2[3(2 — P) +8Q][P — 2(Q + 1)],
Hy =2P(P —2(Q+1))[1+2Q(P -2 -2Q) ],
Hs = 4BP(P — 2 — 3Q) 1,
Hs=2(P —2(Q + 1))(P —2).

De esta forma tenemos que

242
1+ PP

lim G = =
oML Ty T pypep T TR

y por lo tanto, resulta que las expresiones (3.5) tienen como limite (3.6) cuando
Q — —1.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, podemos concluir diciendo que la evolu-
cién de las drbitas heteroclinicas en la regién 6 a las érbitas homoclinicas en la

region 4’ se produce de manera continua en funcién del pardmetro Q).

Antes de terminar esta seccién podemos estudiar el limite de las expresiones
(3.5) cuando @ — P — 1, es decir, cuando tiene lugar la segunda bifurcaciéon. En
este caso, el calculo de estos limites es mucho mas sencillo puesto que no aparecen
indeterminaciones, obteniéndose que (G,(t), Gy (t), G.(t)) — (0,0, 1) cuando Q) —
P — 1. Esto se puede verse en la figura 3.2, en la cual se aprecia como las dos
trayectorias homoclinicas existentes en la region 4’ desaparecen al colapsar en el

equilibrio F3, cuando Q) = P — 1.

3.4 Funcion de Melnikov

Una vez conocidas las expresiones de las érbitas asintéticas para el sistema no
perturbado, es posible determinar la existencia de comportamiento cadtico para

el sistema perturbado

1 1
H= 5(“10G§ + G2G32, + ang,) —azh.G, + §Gi€ cos vt
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Mediante las transformaciones de equivalencia realizadas en la seccién 3.1 el

hamiltoniano (3.1) se puede expresar como

eV

az — a2

= %(Gi + PG2) + QG,, +

H' = Hg +

=Hy + eV’
(3.8)

¢ 2
2y = CL2>G$ cos(vt),

donde Py () vienen dadas por las ecuaciones (3.2).
La existencia de comportamiento cadtico como consecuencia de intersecciones
homoclinicas (y heteroclinicas) puede deducirse a partir de la funcién de Melnikov,

que para el sistema (3.8) viene dada por

Teniendo en cuenta los paréntesis de Poisson entre las variables G,, Gy, G,

obtenemos para la funcién de Melnikov

o0 €

M(to)z—/

—oo A3 — A2

(G.G,G, — QG,Gy) cosvt dt. (3.9)

donde (G, Gy, G,) son las componentes correspondientes a las érbitas asintéticas

del sistema Hj.

Ya hemos visto que dependiendo del valor del momento angular relativo h., o lo
que es lo mismo del valor de @), H{ presenta distintos tipos de érbitas asintéticas.
Asi, para valores de Q € (—1,0], existen cuatro trayectorias heteroclinicas que
conectan los puntos Es1, mientras que para () € (P — 1, —1], s6lo hay dos trayec-
torias homoclinicas asociadas al equilibrio Fs3,. Ademas debemos tener en cuenta
que para () = —1, cuando tiene lugar la primera bifurcacion, existen dos trayec-
torias homoclinicas especiales dadas por las ecuaciones (3.6). Por este motivo la
funcién de Melnikov M (to) deber ser evaluada para los distintos valores de @, es
decir, para @ € (—1,0], para Q = —1, y para Q € (P —1,—1).

3.4.1 Funcién de Melnikov para () = —1

Debido a la mayor sencillez de las expresiones de las soluciones de las separatrices,
calcularemos primero M (ty) para () = —1. En este caso concreto, como separa-

trices tenemos las trayectorias homoclinicas definidas por las ecuaciones (3.6).
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Sustituyendo esas expresiones de (G, Gy, G,) en la funcién de Melnikov (3.9),

tenemos que

_ 4eP? oo [(t—to)[1+ P+ P?(t —t)?]
M(to) = az — as [w [ [1— P+ P2(t —10)*?
n L=t cos(vt) dt

[1— P+ P2(t — t9)%)2

_ 8PP e (t—ty)[1 4 P*(t — to)’]
Car—a /—oo [1— P+ P%(t —t9)??

cos(vt) dt.

Haciendo el cambio de variable
T =1t—to; dr = dt,

resulta

8e P? /OO 7(1+ P%r?%)

M(ty) =
(0) ag — asg 700(1—P+P27'2>

5 cos[v(T +to)] dr,

y desarrollando cos[v(T + tg)] queda

8e P2 % 7 (1+ P*7?) cos(vT)
M(t) = to) [
(to) as — as {COS(V 0) o0 (1 =P+ P2%72)3

: % 7(1+ P?7?) sin(v7)
— sin(vty) [oo (1= P+ Pra)i 7'}.

(3.10)

Teniendo en cuenta la paridad de las funciones que aparecen en los integrandos
de (3.10), podemos escribir la funcién de Melnikov como
16¢ P2 o 7 (1+ P?7?) sin(v7)

M (ty) = p— sen(uto)/o (1= P i) dr

16¢ P2 (vto) /OO 7 sen(vT)
= — sen(v T
as — s 0 0 (1—P+P27'2)3

o 3
P2/ 79 sen(vT) g
T APy

Aplicando un nuevo cambio de variable

x = Pr; dx = Pdr,
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obtenemos
16eP? 1 oo xsin(%x)
M(ty) = t —/ P2 g
( 0) as — as Sen(y 0) {P2 0 (1 _ P+ £K2>3 €L
1 00 3 r
N 7/ r° sen (%) i
P2 (1—P+2a?)3
16¢ o sin(Fw)
_ gy [T EsmEr) 3.11
ag_CLQsen(Vo){ /0 A= P+a2) x (3.11)
/00 2 sen(F ) p
1—P+a?)3 v
16¢
= — to) {11 + 1>}
s — dg Sen(V 0) { 1 + 2}

Estas dos integrales I, Iy, pueden resolverse aplicando el teorema de los resi-
duos; sin embargo las encontramos en el libro de tablas de integrales de Gradshteyn
(1980). La primera de ellas, I, (p. 413) aparece como

/wxsen(a‘”)d T8 1 4 ab)e [a>0,b> 0]
————dr = a :
o (b?+22)3 16b3 ’
En nuestro caso, a = —v/P > 0y b = +/1— P > 0, de manera que con este

resultado tenemos que

(P —vy1—P) ST

L =—
! 16P2(1 — P)3/2

Para la segunda integral, I, (p. 429) resulta

/00 xg(m“ sen(ar) e (=)m o d A" gmava)
0

z 4 x2)ntl ol 2dem

la >0, |argz| < 7,0 <m < n.

En este caso a = —v/P >0,m=1,n=2,y 2z =1 — P es real, resultando
(3P + vy/1— P) L/IP
2= — .

16P%2y/1— P

Asi pues, sustituyendo las expresiones de [; e I5 en la ecuacién (3.11), obte-

nemos que la funcion de Melnikov tiene la forma

mve(4 —3P —vy1—P) wip |
Mlto) = (a3 — az)P(1 — P)3/2 e 7 sin(vty).

b
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Es facil deducir de este resultado que, salvo para el valor concreto de la fre-

cuencia de la perturbacion dado por

4—3P
V=,
Vv1—-P
la funcién de Melnikov tiene ceros simples cuando vtg = kw con k = 1,2, .... Porlo

tanto, la perturbacién produce la aparicién de herraduras de Smale, dependencia
sensible de las condiciones iniciales y, en definitiva, movimiento cadtico en una
zona alrededor de las separatrices del sistema no perturbado.

Para el caso en que v = (4— 3P)/m, no podemos asegurar que el sistema
presente caos homoclinico, ya que la funcién de Melnikov, M (ty), no es més que el
primer término del desarrollo asintético de la distancia entre las variedades estable
e inestable y, salvo que no se verifique que todos los términos del desarrollo se
anulen para dicho valor de v, nada puede concluirse.

No obstante, dado el caracter puntual de esta situacién, no creemos conve-
niente el desarrollar la teoria de Melnikov para érdenes superiores, toda vez que
la complejidad de las funciones va en aumento con el orden (Liu y Gu, 1990) y en
algunos casos es preciso desarrollar métodos alternativos que permitan simplificar
las expresiones que van apareciendo (Dankowicz, 1996, 1997). Ademas, el valor v
es lo suficientemente alto (v > 4 para P < 0) como para poder considerarlo cerca
del limite integrable y, por lo tanto, la zona de movimiento cadtico, de existir,

sera exponencialmente pequena.

3.4.2 Funcién de Melnikov para @ € (—1,0]

En esta regién, las separatrices son las trayectorias heteroclinicas definidas por
las ecuaciones (3.5). Sustituyendo estas expresiones de (G, Gy, G) en la funcién

de Melnikov (3.9), tenemos que

M(to) =

—00

eK3a? /00 [ sinh[a(t — to)] (K coshla(t — to)] + K3)
(CLQ — (Ig)PZ [Kg COSh[Oé(t — to)] + K4]3
Q sinh[a(t — to)]

~ Ky coshla(l — to)] + K| st dt

Mediante el cambio de variable

T =at —to)

dr = adt
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queda

M(ty) =

K3 a? /oo [ sinh(7) (K cosh(7) + K3)
(ag —a3) P? J-o [K3 cosh(T) + K4]?
@ sinh(7) T
~ R cosh() © K4]2] cos[y(a +to)] dr,

y desarrollando cos[v(Z + ty)] obtenemos

)= g e [ G
R
- Q) [ i o
v [ oty
(3.12)

Teniendo en cuenta la paridad o imparidad de las funciones sen(v7/a), senh(7),
cos(vt/a) y cosh(r) podemos deducir que la primera y la tercera integrales de
(3.12) son nulas ya que sus integrandos son funciones impares. Por otro lado,
debido a que los integrandos de la segunda y cuarta integrales de (3.12) son
funciones pares, podemos expresar la funcion de Melnikov como

2¢ K3 a? sen(vty) {/OOO sen(%7) sinh(7)[K cosh(7) + K]

M(to) = m [K3cosh(T) + K,4]?

dr

> sen(%T)sinh(r)
B Q/o [K3 cosh(T) + K42 dT}

2e K5 a?
= (s — ay) P sen(vty) {11 — QL}.
(3.13)
La integral I; puede resolverse por partes segin
.V sinh(7)[ K7 cosh(7) + K]
“ Sm(aT)’ ! [K3 cosh(T) + K43 "
v v o ginh(7)[K; cosh(T) + K]
du =Y cos(Xr)dr, _ / dr.
YT a COS(aT> ! "= [K3 cosh(T) + K4J3 ’

La expresion final para v resulta del siguiente cambio de variable,

z = Kzcosh(1) + K,

dz = Kssenh(7) dr
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quedando

1 l K Ky — Ky Ky K, ]

YT K2 |2(Kscosh(r) + K4)?  Kycosh(r) + Ky

Por lo tanto, I; queda como

I - [sin(ZT) (2(}{1 K, — Ky Ks K, )ro

K3 Kscosh(r) + K,)2  Kscosh(t) + K, 0

dr

V(K Ky - K> K3) /OO cos(£7)
20 K3 0 [K3cosh(T) + K4)?

n vKy /00 dr
aK3 Jo  Kzcosh(r) + K4
vKy [ cos(27)

- d
aK? Jo Kscosh(T)+ K, T

V(K1 Ky — Ky K3) /00 cos(“7) p
— T
20K3 0 [K3cosh(r) + K42

Por otro lado la integral I también se puede resolver por partes segin

.V sinh(7)[K7 cosh(7) + K]
u Sln(aT), v K, cosh() + Ki? T
v o ginh(7)[K; cosh(T) + K]
du = 2 cos(Lr) dr, — / dr,
YT a COS(aT> ! "= [K3 cosh(T) + K4]? ’

y mediante el mismo cambio de variable usado anteriormente, tenemos que

1
K3(K3cosh(r) + Ky)

v=—

De este modo, I5 resulta ser

dr

I sin(£7) OO LY > cos(£7)
7| K3(Kjcosh(r) + Ky) o aK3zJo Kjcosh(r)+ Ky
cos(“T) 0

v o[> (
- aK; /o Kjzcosh(r)+ Ky

ol
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Por consiguiente, podemos escribir la funcién de Melnikov como

26[(3062 V(Kl K4 — KQ K3) o0 COS(ZT)
M(ty) = ————= t — / = d
(to) (a3 — ay) P? sen(vto) { 20 K3 0o [Kj3cosh(T) + Ky)? T
vK, @ 00 cos(2T)
+ 5 — dr
aKi aKs)Jo Kscosh(r)+ Ky
2aev o0 cos(27)

dr

— sen(vty) {(Kl — QK3)

(a3 — ag) K3 P? o Kjcosh(r) + Ky

_K1 K4—K2K3 /OO COS(%T) d
2 0o [K3cosh(T) + K4J? ’

20ev K, Ky — Ky K3

= to) (K1 — QK3)l3 — I
(a3 — az) K3 P? sen(vio)[(K1 — QK3) 13 5 ],
y recordando que K; = —QK3, Ky =1y K4y = —( tenemos que
M(to) 2000 Joon+ (vto) (3.14)
= — I, | sen(vty). .
0 ((Zg — (Z3> P2 3 2P 4 0

Las integrales I3 e I, pueden resolverse mediante el conocido teorema de los
residuos (e.g. Rudin, 1988). Para ello basta considerar las integrales curvilineas
de la forma

iaz

e
d b cosh 0 VzeR.
7{ eosh(72) 1 o 2 con cosh(nz) + ¢ # z
sobre un recinto de integracion como el que aparece en la figura 3.3, con R >
Re Argcosh(c/b) .
n
_2mi R+ 2Ti
R n + n

-R R

Figura 3.3: Recinto de integracién empleado en el cdlculo de las integrales I35 e I4.
En este recinto el integrando presenta dos polos

mi — Argcosh(c/b) mi + Argcosh(c/b)
n Ui
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en donde los residuos pueden ser calculados por medio de la férmula de Cauchy

1 At
res[f(z)HzO - ZILHZIO (n o 1)' dzn—1 [(Z

—20)"f(2)].

Mediante este procedimiento es facil obtener que para n =1

a2
e 0

reslf ()l = 3 e
a1 ete*o B elazo COSh(nZ(])
b2 n?senh®(nzg)  b2nsenh®(nz)’

res[f(2)]lz =

Teniendo en cuenta que
az

]{ [bcosh(nz) + c]"dZ -

eia(z+27ri/77)

- / [ bcosh (nz) + " [beoshln(z + 2mi/n)] + c]”] dz=

iaz

27a R €
=(1—e dz =
(1—e )/—R [bcosh(nz) + ¢ :

o {Res[m — Arg cosh(c/b)] N Res[m + Arg cosh(c/b)]}’
n n
resulta para b > |c|
I /oo cos(az) L m senh|? arccos(c/b)]
o beosh(nz) + ¢ n \/m senh(am/n)

cos(az)

=2 [ .

" o [bcosh(nz) + ¢]? (3:15)

aVb* — ¢ cosh[? arccos(c/b)] — n ¢ senh[} arccos(c/b)]
- n? (1)2 c2)3/2 senh(am/n) ’
en el caso en que |b] > |c| y b <0
. /oo cos(az) p 7 senh[} arccos(c/b)]

"= o beosh(nz) + ¢ °T VR =& senh(am/n)
o0 cos(az)

" o [beosh(nz) + c]? © (3.16)

_ aVb* — ¢ cosh[] arccos(c/b)] + n ¢ senh[7 arccos(c/b)]
B n? (62 c?)3/2 senh(am/n) ’
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y para c < b <0

X o cos(az) m sen|? arccosh(c/b)]
"= /0 beosh(nz) + ¢ T CVE— 2 senh(am/n)
B oo cos(az) B
n=2 /0 [bcosh(nz) + c]2dz B (3.17)

. av/c? = b cosh[? arccos(c/b)] + n ¢ sen[; arccosh(c/b)]
N n ( — b2)3/2 senh(mr/n) '

En el caso concreto de las integrales I3 e Iy, tenemos que a = v/, b = K3,¢ =
Ky =—-Q >0,y n=1. Debido a que b = K3 puede ser positivo o negativo segin
consideremos las ramas superiores o inferiores de las trayectorias heteroclinicas,
debemos calcular por separado las integrales I3 e I correspondientes a cada rama.

Asi para las ramas superiores, como K3 > Ky > 0, de las ecuaciones (3.15) se

obtiene que

S

7 senh[Z arccos(7*)]

I =
\/7622 senh(“X)
e {ﬁ \/7@ cosh[% arccos( )] + @ senh[Z arccos(FQ)] }

=

2§

(K3 — Q2)3/2 senh(*7F)

con lo cual, de la ecuacién (3.14) resulta

_ 2raev 2Q) senh[ arccos(FQ)]
M(to) = (ay — ag) P? sen(vo) { VK3 — Q? senh(%)
o? | £/ K35 — Q? cosh[% arccos( 7= )] + @ senh[% arccos(FQ)]
2P (KT — Q)72 senh(Z) |

Para las ramas inferiores, como |K3| > K4 > 0, de las ecuaciones (3.16)

tenemos que

)]

7 senh[Z arccos(

\/7622 senh(“
I = { \/7622 cosh[Z arccos( 2 )] — @ senh[” arccos(%)]}

Is =

Q ‘:\ 5‘0

(K3 — QB2 sonh (%)



3.4. Funcion de Melnikov 55

por lo tanto, sustituyendo estas expresiones en la ecuacién (3.14) obtenemos

M(to) 2w oer (vto) 2@Q) senh[” arccos(}—f)]
= 5, sen(v —
0 (ag — az)P? 0 m m——
o? | L \/m cosh[Z arccos(%)] — @ senh[Z arccos(;(—f)]
2P (KT~ Q7 senh () .

A pesar de haber obtenido una expresién explicita para la funcién de Melnikov,
no resulta facil deducir de ésta en qué condiciones se puede asegurar la existencia
de ceros simples, y por consiguiente de caos heteroclinico. Para el analisis de
M (ty) podemos proceder de otro modo, teniendo en cuenta el comportamiento
funcional del integrando de M (to).

Para ello, podemos escribir primero la funcién de Melnikov (3.13) como

M(ty) = ﬁ%sen(ut@ L (3.18)
con el integrando
B 7, [senh(7)[K; cosh(T) + Kp] @ senh(7)
J(r) = sen(ua) [K5 cosh(T) + K,y]? [K3cosh(T) + K42 |

En el estudio que se va a realizar a continuacién de la funcién f(7), sélo vamos
a considerar las ramas superiores de las trayectorias heteroclinicas, es decir, para
K3 > 0. Para las ramas inferiores, K3 < 0, podria hacerse un estudio analogo.

En la figura 3.4 se muestran tres representaciones graficas del integrando f(7)
para tres valores diferentes de la frecuencia v de la perturbacion y con los mismos
valores de los parametros P = —1y Q = —0.5. Légicamente, estos valores de Py
@ corresponden a la zona 6 del plano (P, Q), que es la que estamos considerando
ahora.

De la observacién de esta figura 3.4, nos resulta facil concluir que para val-
ores pequenos de la frecuencia, (v < 1) el integrando f(7) es mayoritariamente
positivo, antes de aproximarse a cero. Esto se debe a que para esos valores de
la frecuencia, la funcién sen(v7/a)) varfa muy poco antes de que la otra parte de
f(7) se haga despreciable al tender asintéticamente a cero para 7 — 0.

Para ese rango de frecuencias (v < 1), por lo tanto, el integrando es bésica-
mente positivo, por consiguiente también es positiva la correspondiente integral

que aparece en (3.18). Y en definitiva, en esas condiciones, la funcién de Melnikov
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M (to) tiene ceros simples para vty = km con k = 0,1,2,... Esto significa que
la perturbacién provoca la existencia de herraduras de Smale alrededor de las
separatrices del giréstato no perturbado. Asi pues, dentro de la regién 6 del plano
(P, Q) y para valores de (v < 1) volvemos a encontrar en la dindmica del sistema
la dependencia sensible de las condiciones iniciales y, por lo tanto, movimiento
cadtico en torno a las separatrices no perturbadas.

Por otra parte, como podemos observar en la grafica ¢) de la figura 3.4, para
valores de v > 2 tenemos que el integrando f(7) oscila varias veces entre valores
positivos y negativos antes de hacerse despreciable al tender asintéticamente a
cero. Este comportamiento se debe a que para esos valores de la frecuencia, la
funcién sen(v7/a) oscila entre valores positivos y negativos antes de que la otra
parte del integrando se haga despreciable.

Cuanto mayor es el valor de v, por lo tanto, mas rapida es la oscilacion de
f(7) entre valores positivos y negativos, y por ello menor y méas despreciable es
el valor de la correspondiente integral que aparece en (3.18). En consecuencia,
no podemos decir que M () tenga ceros simples en el rango de altas frecuencias,
y por consiguiente la perturbacién puede no producir herraduras de Smale ni
movimiento cadtico alrededor de las separatrices del sistema no perturbado.

Este resultado lo podemos confirmar numéricamente mediante la generacién de
superficies de seccion de Poincaré temporales dentro del espacio de fases tetradi-
mensional extendido (G,, Gy, G.,t). En la figura 3.5 mostramos tres superficies
de seccion que corresponden a tres valores distintos de la frecuencia v de la per-
turbacion (0.2,0.6 y 2.0) y a un mismo valor de la amplitud ¢ = 0.01. Los
pardmetros P y @) tienen los mismos valores en las tres superficies de seccién,
P =—-1y @ = —0.5, que pertenecen a la region 6, y son iguales a los valores de
la figura 3.4 anterior.

Como era de esperar, la figura 3.5 confirma el resultado que acabamos de
comentar al estudiar la funcién de Melnikov M (ty) en dicha regién 6, esto es, al
aumentar la frecuencia v de la perturbacién disminuye la banda de estocasticidad

alrededor de la separatriz no perturbada.

3.4.3 Funcién de Melnikov para @ € (P —1,—1)

Después de estudiar la funcién de Melnikov dentro de la zona 6 del plano (P, Q),

vamos a ahora a obtener la expresién de la funcién de Melnikov en la zona 4/,
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12
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Figura 3.4: Representaciones graficas del integrando f(7) para tres valores distintos de

la frecuencia v de la perturbacién. P = -1y @ = —0.5.
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o8
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>

v=0.6

b)

C)

Figura 3.5: Superficies de seccion de Poincaré para tres valores distintos de la frecuencia

v de la perturbacién, y una misma amplitud ¢ = 0.01, dentro de la regién 6: P

0.3),Q = —0.5(h. = 0.16667).

0.1, ag = 0.2, az =

_17 (alo
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entre las dos bifurcaciones, esto es, para Q € (P — 1, —1). Dentro de esta regién
4’ como separatrices del espacio de fases existen dos trayectorias homoclinicas,
definidas por las ecuaciones (3.7), que comienzan y terminan en el equilibrio Fs,.

Si sustituimos esas expresiones en la ecuacién (3.9), resulta

M(to) =

— 00

2033¢ /oo [_ Cosh[g(t —to)] sinh[g(t —to)]

a9 — asg [L3 COSh[ﬁ(t — to)] + L4]2

+COSh[§(t — to)] sinh[Z (¢ — to)][L1 cosh[B(t — to)] + Lo]
[L3 cosh[B(t — to)] + La?

Lm@ﬂﬁ

Aplicando la relacién senh(A) = 2senh(A/2) cosh(A/2) se obtiene

M(ty) = Q% /00 [senh[ﬁ(t — to)][L1 cosh[B(t — to)] + Lo]

as — as [L3 cosh[B(t — to)] + L4

—00

senh[3(t — to)]
—Q Lo cosh[3(t — 1)) & L4]2] cos(vt) dt.

Si realizamos ahora el cambio de variable
T = ﬁ(t — to)
dr = [ dt

tenemos que

M(ty) =

QB% /OO [ senh(7)[L; cosh(7) + L]

a9 — Az J— [Lg COSh(T) + L4]3

_ @senh(r) cosfy( - T
[L3 cosh(T) + L4]2] [ (ﬁ +to)]dr.

Teniendo en cuenta el desarrollo de cos[v(5 +o)] y la paridad o imparidad de las

funciones sen(v7/3), senh(7), cos(vr/[3) y cosh(7), resulta

M(ty) =

T

20 { [ IO )

as — aq [Lg COSh(T) + L4]3

(3.19)

oo sen(%7)sinh(7)
_QA Mw£Mﬂ+Lmd*'

La ecuacién (3.19) tienen la misma forma que la expresiéon que aparece en la

ecuacién (3.13). Por lo tanto, siguiendo el mismo procedimiento utilizado en la
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subseccion anterior, se llega a que

20ev o0 COS(%T)
(CL3 — CLQ) P Sen(ytO) [(1 - Q> /O Lg COSh(T) + L4 dr

B <L4 ; LQ) /ooo [Ls cocs(;séf)?— L4]2dT

M(ty) =

= ((Zg),Q—ﬁZ)P [(1 - Q)3 — ﬁQ 141 sen(vty).

En este caso, y aunque L4 puede ser positivo o negativo, como Lz > |Ly4|,
las integrales I3 e I, pueden resolverse haciendo uso de las ecuaciones (3.15) con
a =v/B,b=Lsc= Lyyn =1, obteniéndose finalmente para la funcién de
Melnikov

27 Bev (1 — @) senh[7 arccos(£4)]
M(ty) = ———5 t ’
(fo) (ag —ag)P sen(vto) L3 — L3 senh(%)

—

_5_2 % \/ﬂ Cosh[% arccos(é—g)] — L, Senh[% arccos(é—;)
5 (L§ — L3)*? senh(*)

Como ya comentamos al estudiar la funciéon de Melnikov en la regién 6, debido
a la complejidad de la férmula (3.20) resulta dificil determinar la existencia de
ceros simples en M (ty), y por tanto, la existencia de caos homoclinico. Por esta
razon, vamos a recurrir a la misma técnica que hemos empleado anteriormente
para analizar el valor de la funcién de Melnikov. Esto es, vamos a agrupar las
integrales de la ecuacion (3.19) en una sola, y estudiaremos graficamente su inte-
grando para tratar de obtener alguna informacién sobre M (ty) en la regién 4’ del

plano (P, Q). En este caso, M (ty) puede expresarse como

208 S
M(ty) = agQ_ﬂaZ sen(uto)/o g(T)dr (3.21)
donde el integrando ¢(7) es
B v |senh(7)[L; cosh(T) + Lo] Q) senh(1)
9(r) = Sen(BT) [Lsycosh(t) + Ly®  [Lycosh(r) + Ly?|

En la figura 3.6 aparecen tres graficas del integrando g(7) para tres valores

distintos de la frecuencia v de la perturbacion. Las tres graficas corresponden a
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los mismos valores de los pardametros P = —1 y () = —1.5, valores que pertenecen
a la regién 4’ del plano (P, Q).

De la simple comparacion de las figura 3.4 y 3.6 resulta evidente la gran simi-
litud entre ambas. Por ello, los comentarios que hemos hecho sobre la figura 3.4

también son aplicables en este caso.

Asi, para valores de v < 1, el integrando ¢(7) es dominantemente positivo
antes de tender asintéticamente a cero para 7 — oo. Por lo tanto, la integral
que aparece en (3.21) también es positiva. Por consiguiente, en este rango de
frecuencias (v < 1), la funcién de Melnikov tiene ceros simples para vty = km con
k=0,1,2,... En definitiva, llegamos a la conclusion de que, en la region 4’ y para
valores (v < 1), la dindmica del girdstato perturbado exhibe dependencia sensible
de las condiciones iniciales, y por ello, hay comportamiento cadtico alrededor de

las separatrices no perturbadas.

Por otro lado, como se puede apreciar en la grafica c) de la figura 3.6, para
valores de v > 2 el integrando ¢(7) oscila muchas veces entre valores positivos y
negativos antes de tender asintéticamente a cero. De esta manera, cuanto mayor
es v, mayor es la oscilaciéon de ¢(7), y por lo tanto, menor es el valor de la
integral que aparece en (3.21). Por esta razén, para valores de v > 2 no podemos
afirmar que la funcién de Melnikov tenga ceros simples, por lo cual, para ese
rango de frecuencias, la perturbaciéon puede no producir herraduras de Smale, ni

movimiento cadtico en torno a las separatrices del sistema no perturbado.

Como hemos hecho al estudiar la regiéon 6, podemos confirmar este resultado
numéricamente mediante la generacion de superficies de seccién de Poincaré tem-
porales en el espacio de fases tetradimensional extendido (G, Gy, G,,t). Asi, la
figura 3.7 muestra tres superficies de seccién para tres valores de la frecuencia v
de la perturbacién (0.3,0.5 y 2.0) y el mismo valor de la amplitud ¢ = 0.01. En
estas tres superficies de seccion P = —1 y Q = —1.5, valores que corresponden a

la regién 4’ y que son los mismos que los de la figura 3.6 anterior.

La figura 3.7 concuerda con el resultado que hemos obtenido al analizar la
funcién de Melnikov M (to) en la regién 4'. Es decir, el aumento de la frecuen-
cia v de la perturbacion produce una disminucion de la banda de estocasticidad

existente alrededor de la separatriz no perturbada.
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9(T)
0.08
0. 06

a) 0.04

0.02

a(m)

0.3

0.25

b) 0.15

0.05

12

9(v)

0.2

v=25

AN

12

\7 6 8 10

12

Figura 3.6: Representaciones graficas del integrando g(7) para tres valores distintos de

la frecuencia v de la perturbacion. P = -1y @ = —1.5.
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a) v=0.3
b) v=05
C) v=2

Figura 3.7: Superficies de secciéon de Poincaré para tres valores distintos de la frecuencia
v de la perturbacién, y una misma amplitud € = 0.01, dentro de la regién 4’: P =
—1,(a10 =0.1,a2 = 0.2,a3 = 0.3) y Q@ = —1.5(h, = 0.5).
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3.5 Estabilizacion de las rotaciones

Recordemos en este punto que nuestro objetivo es analizar el efecto del giro relativo
del rotor en la dindmica del giréstato perturbado. Para ello hemos estudiado con
anterioridad el sistema sin la perturbacion, la evolucion de su espacio de fases y
sus separatrices en funcién de los parametros P y (). En todo nuestro estudio,
estamos suponiendo un giréstato tal que, a19 < as < az, un h, > 0, con lo cual,
los parametros P y () son ambos negativos. Por lo tanto, teniendo en cuenta la
expresion del parametro (), el aumento progresivo de la velocidad relativa del rotor
implica una disminucién progresiva de (). Asi pues, como ya hemos comentado
anteriormente, al aumentar desde el reposo el giro del rotor, el sistema evoluciona
en el espacio paramétrico (P,Q) de la figura 3.1 a lo largo de una linea recta
paralela al eje (), comenzando en el eje P, es decir, en la region 6, atravesando
la regién 4’, y terminando en la regién 2'. En este recorrido el sistema sufre dos
bifurcaciones: la primera para () = —1, y la segunda para Q = P — 1. En la
segunda bifurcacién desaparecen las dos separatrices homoclinicas que existen en
la regién 4 al colapsar los equilibrios E;4 con el polo Ej3, .

En la regién 2/, por lo tanto, el espacio de fases del giréstato no perturbado
no contiene ni trayectorias homoclinicas ni heteroclinicas. Por consiguiente, la
aplicacion de la perturbacién al sistema dentro de esta regiéon 2', no puede pro-
ducir la aparicién de zonas de movimiento cadtico generadas por las intersecciones
transversales entre las trayectorias homo /heteroclinicas desdobladas por la pertur-
bacién. Sin embargo, este mecanismo de generacion de caos si que puede aparecer
en las regiones 6 y 4’, como hemos comprobado anteriormente.

Para un valor fijo del parametro P (es decir, una geometria dada del giréstato),
la ubicacién del sistema en una regién concreta (6, 4’ 6 2') del plano (P, Q) sola-
mente depende del valor del parametro (), esto es, del momento angular relativo,
h., del rotor. Por lo tanto, si tenemos el giréstato perturbado en la regién 6 6
4" con bandas de estocasticidad en torno a la separatriz no perturbada, podemos
eliminar estas zonas de movimiento caético llevando al sistema a la region 2/, es
decir, aumentando suficientemente el momento angular relativo, h,, del rotor.

Esta eliminacion de las bandas de estocasticidad del espacio de fases del sistema
perturbado puede observarse graficamente a través de la secuencia de superficies de
seccién de Poincaré temporales para valores crecientes de h, (valores decrecientes

de @) que mostramos en la figura 3.8. En esta figura podemos comprobar cémo
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Figura 3.8: Evolucién de las secciones de Poincaré temporales del giréstato perturbado
para P = —1 (a19 = 0.1,a2 = 0.2,a3 = 0.3), ¢ = 0.005 y v = 0.1 para valores crecientes
de h, (decrecientes de Q).
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conforme aumenta h, (o disminuye @), la banda de estocasticidad se desplaza
siguiendo la evolucion de la separatriz no perturbada, evolucién que refleja la
figura 3.2. Una vez que esta separatriz no perturbada desaparece en la segunda
bifurcacién, para () = P — 1, no se observa ninguna zona de movimiento cadtico

en la seccion de Poincaré correspondiente.



Capitulo 4

Rotor en torno a los ejes
intermedio y maximo:

Eliminacion del caos.

Como se pone de manifiesto en el trabajo de Elipe y Lanchares (1997) el problema
de un girdstato triaxial con un sélo rotor se reduce a un unico tipo de hamiltoniano
cuadratico biparamétrico, H = %(u2 + Pv?) + Qu. Sin embargo, es necesario
considerar el rotor en cada uno de los ejes principales de inercia para poder cubrir
todo el plano paramétrico (P, Q) y, por tanto, cabe esperar diferentes aspectos
dindmicos segun esté alineado el rotor.

Por otra parte, debido a la evidente simetria entre los ejes de méaxima y minima
inercia el comportamiento en ambos casos debiera ser parecido. Esto es cierto
en ausencia de perturbacion y, de hecho, ambos casos se reducen al mismo ha-
miltoniano, dando lugar a la misma dindmica. Sin embargo, como veremos, la
perturbacion afecta de manera distinta cuando el rotor esta alineado con el eje de

maxima inercia y se hace necesario considerar este caso por separado.

El capitulo esta dividido en dos secciones. En la primera seccion considera-
mos un giréstato con un rotor alineado con el eje de inercia intermedia. Una vez
analizada la estructura del flujo fasico para el sistema sin perturbar, demostramos
la existencia de comportamiento cadtico. Este comportamiento puede ser elimi-
nado cuando el rotor alcanza un cierto momento angular relativo suficiente. En
la segunda seccion consideramos el rotor alineado segun el eje de inercia maximo.

Aqui, a pesar de que la perturbacién es mas compleja, encontramos que el pro-

67
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blema presenta un comportamiento cualitativo semejante al encontrado para el
caso con el rotor en el eje de minima inercia. Es decir, se mantiene la simetria

entre los dos casos al margen de la perturbacion.

4.1 Rotor en torno al eje de inercia intermedia

En esta seccién vamos a estudiar el giréstato con un solo rotor cuyo eje de giro es
paralelo al eje principal de la plataforma de momento de inercia intermedio, esto
es, el eje del rotor coincide con el eje by, manteniendo la misma relacién entre los
momentos de inercia del giréstato que hemos supuesto en los capitulos anteriores,
alg < az < as

Como en los dos capitulos anteriores vamos a aplicar el método de Melnikov
y superficies de seccion de Poincaré para analizar el efecto del giro del rotor en la
eliminacion del movimiento cadtico generado por la perturbacion dependiente del
tiempo.

En estas condiciones, el hamiltoniano total de sistema se puede escribir como
H=Ho+ eV(Gs, Gy, G2 1), (4.1)

donde la perturbacién €V tiene la misma dependencia periddica del tiempo que
en el capitulo anterior,
1
V= iGi cos vt.

y teniendo en cuenta que, en este caso h, = h, = 0y h, = cte, la parte integrable
Ho toma la forma

1
HO = 5(@10Gi + GQGZ + ang) — aghyGy, (42)

donde h, es el momento angular del rotor relativo a la plataforma del giréstato.

Como hemos hecho en el capitulo anterior, vamos a aplicar dos transfor-
maciones al hamiltoniano (4.2) para que sélo dependa explicitamente de dos
pardmetros. Primero restamos a Hy la cantidad aj9/2 = a10(G2 + G; +G?)/2, asi
eliminamos el término cuadratico en G,

a 1
H6 = HO — 710 = E(aloGi + ang + ang — aloGi — CLmGi — aloGz) - aghyGy

1
Ho = 5 (a2 — a10)Gy + (a3 — a10) G2 — ash, G,
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La segunda transformacién consiste en un cambio a un nueva variable temporal
7, mediante la ecuacién 7 = (az — ajp)t. Con esta transformacion, la variacién de

cada componente G; respecto a la nueva variable 7 viene dada por

dG,; 1 H;
- ={Gi Hy}——— ={Gi; ——} = {Gi; H},
= (GatHgl—— = (G 0} — (G )
donde Hj es el nuevo hamiltoniano
Hl 1 a3 — ayo CLQh
Hy = —2— = (G* + —7=GH - —2-G,,
0 Qa2 — aip 2( Y ay —ay ) az — aip Y

Mediante estas dos transformaciones, y definiendo los pardmetros

poBTa0 5 ahy (4.3)

) )
Q2 — Q10 az — A10

podemos escribir el hamiltoniano H{, en la forma biparamétrica
1
0= 5(Gj + PG2) + QG,, (4.4)

Como en el giréstato estudiado en el capitulo anterior, P es un parametro adimen-
sional que sélo depende de la geometria del giréstato, mientras que el parametro
() depende de la distribucién de masas asi como del momento angular relativo h,

del rotor.

4.1.1 Equilibrios y bifurcaciones paramétricas

Teniendo en cuenta los paréntesis de Poisson entre las componentes (G, Gy, G.)

las ecuaciones del movimiento son

dG, 9

e (G = (P10, - QG

d

T Gy = —PG.c., (45)
dG, 9

dr = {GZ3H0} = (Q + Gy) G,

Noétese que estas ecuaciones coinciden con las (3.4) haciendo una permutacién
ciclica de las componentes (G,, G, G,) del momento angular. Esta permutacién
es equivalente a una composicién de dos rotaciones consecutivas de dngulo —m /2
primero alrededor del eje by y después alrededor del eje bs.

Por tanto, los equilibrios y condiciones de existencia de los mismos pueden

deducirse facilmente a partir de la tabla 3.1 del capitulo anterior. En este caso,



70 CAPITULO 4. Rotor en torno a los ejes intermedio y maximo

Punto de equilibrio Condicion de

en variables (G, G, G,) existencia Valor de Hj

2
i = (£/1= Q% —Q.0) Q<1 &
_ 1
By, =(0,1,0) Siempre 5t Q
_ 1
B, =(0,-1,0) Siempre 3~ Q
Q Q? 1 Q*
= S S <|P- =

Tabla 4.1: Puntos de equilibrio, condiciones de existencia, y valores que toma H{ en

ellos.

hemos denotado a los equilibrios por F4, Fs4, E31 v sus coordenadas, condiciones
de existencia y valores de H, en los mismos aparecen en la tabla 4.1.

Como es légico, las condiciones de existencia de los puntos de equilibrio son
las mismas que aparecian en el capitulo anterior. Por lo tanto, el plano de los
parametros (P, Q)) correspondiente al giréstato con un rotor en el eje de momento
de inercia intermedio es idéntico al plano que mostramos en la figura 3.1 del
capitulo precedente.

La diferencia esencial entre el problema que se trata en esta seccién y el del
capitulo precedente radica en que, como a9 < ay < a3z, P > 1, por lo que
para esta estructura del giréstato, el sistema siempre va estar en zonas del plano
biparamétrico (P, Q) distintas a las que se encontraba en el capitulo anterior, en
las cuales P < 0 6 bien 0 < P < 1.

En este punto debemos senalar que aplicando otra transformacion similar
podemos convertir el hamiltoniano (4.2) en otra forma cuadritica biparamétrica

diferente

1
Hy = 5(6‘3 + P*G2%) + Q*G,,

pero equivalente a (4.4) en la que no aparece el término G, y donde los pardmetros
P*y Q* son
ay — a
P* — 10 3, Q* — )
Ao — Qg o — a3

a9 hy
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Sin embargo, nuevamente se obtiene P > 1, por lo que los pardmetros (P, Q)

vuelven a estar en la misma zona del plano (P, Q).

El que P > 1 hace que la evolucién del espacio de fases sea completamente
distinta a la de girdstato que hemos analizado en el capitulo 3, en el sentido en que
la estructura del espacio de fases es diferente en la zona del plano biparamétrico

(P, @) en la que nos encontramos ahora, P > 1,Q < 0.

Por tanto, la evolucion que sigue el girdstato al aumentar progresivamente el
momento angular relativo desde h, = 0, se manifiesta en el plano biparamétrico

(P,@) en un recorrido sobre una linea recta paralela al eje @) en el semiplano
Q <0.
Asi pues, teniendo presente la figura 3.1 del plano (P, @), podemos distinguir

dos evoluciones diferentes al aumentar h, (o disminuir )) dependiendo del valor
del parametro P. Para 1 < P < 2, la evolucién comienza en la regién 7 con
@ =0, y al disminuir el valor de @), el sistema atraviesa toda la zona 3’ y termina
en la regién 2'. En cambio, para P > 2, el recorrido empieza también en la regién

7, pero después el sistema cruza la zona 5" y acabando también en la regién 2.

Aunque en estos dos posibles recorridos, el sistema transita por diferentes zonas
dependiendo del valor de P, ambas evoluciones son muy similares. De hecho, la
evolucion correspondiente a P > 2 se puede obtener a partir de la evolucion
correspondiente a 1 < P < 2 sin més que girar el espacio de fases un angulo de
7/2 alrededor del eje by. Estas evoluciones ya han sido descritas con detalle por
Elipe y Lanchares (1995).

En las figuras 4.1 y 4.2 mostramos la evolucion del espacio de fases del girdstato
no perturbado conforme disminuye el pardmetro () (o aumenta h,). Esta evolucién
corresponde a un giréstato con valores a;g = 0.1,a2 = 0.2 y a3 = 0.35, que
equivalen a un parametro P = 2.5. En las figuras se puede apreciar con claridad

que durante dicha evolucién tienen lugar tres bifurcaciones.

La primera bifurcacién, denominada de bola de tenis, ocurre en () = 0 y en
ella las cuatro trayectorias heteroclinicas se transforman en cuatro trayectorias
homoclinicas. La segunda bifurcacién, que es de tipo horca, ocurre en @) = —1
(paral < P <2en @ =1— P)y en ella desaparecen los puntos E;+ al colapsar
con el Fy,. Por tdltimo, en la tercera bifurcacion, también de tipo horca y que
tiene lugar en Q = 1 — P (para 1 < P < 2 en Q = —1) desaparecen los equilibrios

FE5 al coincidir con el Fy_.
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Para el valor concreto P = 2, las dos tltimas bifurcaciones ocurren simultanea-
mente, al colapsar a la vez los puntos F+ con Es, por un lado, y por otro los

equilibrios Fs4 con Fy_.

4.1.2 Orbitas asintéticas

Debemos tener presente que estamos interesados en la dindamica del problema
perturbado definido por el hamiltoniano (4.1). La estructura del mismo, muy
similar a la del estudiado en el capitulo anterior, nos hace presuponer la existencia
de caos homoclinico. Para demostrar este hecho necesitamos conocer previamente
las soluciones explicitas de las trayectorias homoclinicas que existen en el espacio

de fases del sistema no perturbado.

Las soluciones de las trayectorias sobre el espacio de fases S? se calculan a
partir de las ecuaciones de movimiento (4.5) y haciendo uso de las dos cantidades
que se conservan, H{ y G. En las expresiones de estas soluciones intervienen
funciones circulares, elipticas e hiperbdlicas (para mas detalles ver Lanchares,
1993).

En nuestro caso, solamente estamos interesados en las soluciones asintoticas,
que seran diferentes segun la regién del plano de pardmetros (P, () en que nos
encontremos. Segun esto, las soluciones asintéticas pueden clasificarse en dos

tipos.

e A ORBITAS ASINTOTICAS EN EL EQUILIBRIO Es, = (0,1,0).

En este caso tenemos dos trayectorias homoclinicas que nacen y mueren en
el punto Es,, y que sélo existen para —1 < ) < 0 y todo P > 1. El valor del
hamiltoniano en estas trayectorias es Hy = @ + 1/2, y las soluciones de estas dos

trayectorias homoclinicas son:

cosh(ft/2)

G, = I|325\/Q(1 ~P+Q) Lscosh(ft) + Ly’

~ Lycosh(Bt) + Lo

Gy = Lscosh(Bt) + Ly’

senh((t/2)

G = 220V =R+ D) T 5t + I
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b3
hy =0
Q=0
Y
bq
_b2
bj
h, =0.025
Q=-0.05
Y ¥V
(
bg
_b2
bs
h, =0.25
Q=-05
N bl
_b2

Figura 4.1: Evolucién del espacio de fases del sistema H{j, con ajg = 0.1,a2 = 0.2, a3 =
0.35 (6 P = 2.5), desde @ = 0 (hy = 0) hasta @ = —0.5 (hy = 0.25). Una bifurcacién
tipo bola de tenis ocurre en @ =0 (hy, = 0).
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b3
hy =0.475
Q=-095

o k=2
||‘<II

_b2

Figura 4.2: Evolucién del espacio de fases del sistema Hjj, con ajo = 0.1,a2 = 0.2, a3 =
0.35 (6 P =2.5), desde @Q = —0.95 (h, = 0.475) hasta Q = —2 (hy = 1). Una primera

bifurcacién tipo horca ocurre en Q = —1 (h, = 0.5), y otra segunda para ) = —1.5
(hy =0.75).



4.1. Rotor en torno al eje de inercia intermedia 75

donde
L, = PQ), Ly=2(P—1)+3Q(P —2) — 4Q?,

L, = PQ, Li=2(1-P)+Q2-P),

B=2/(Q+1)(P-1-Q).

e B ORBITAS ASINTOTICAS EN EL EQUILIBRIO E,_ = (0,—1,0).

En esta situacion se dan dos trayectorias homoclinicas que parten y terminan
en el punto Fs_, y que unicamente existen para 1 — P < () <0y todo P > 1. El
valor del hamiltoniano en estas orbitas es H{ = 1/2 — @, y las soluciones de estas

dos trayectorias homoclinicas son:

senh(at/2)
Kjcosh(at) + Ky’

G, = +201/Q(1 — P — Q)

_ Kjcosh(at) + K,
~ Kscosh(at) + Ky’

B ————  cosh(at/2)
G = F20/Q@ = 1) K3 cosh(at) + Ky

G, (4.7)

donde

Ky = PQ, Ki=2(1—P)+Q(P-2),

a=2/(Q-1)(1-P-Q).

Hay que notar que, salvo el valor de los coeficientes, la estructura de las ecua-
ciones (4.6) y (4.7) es idéntica sin mas que intercambiar entre si las componentes
G, y G,. También es de destacar que estas ecuaciones (4.6) y (4.7) tienen una
estructura muy similar a las ecuaciones (3.7) de las trayectorias homoclinicas aso-
ciadas al equilibrio F3, existentes en la regiéon 4’ del plano (P, Q) y que hemos

considerado en el capitulo precedente con el rotor en el eje bs.

Por otra parte, en el caso P > 2, que corresponde a la evolucion representada
en la figuras 4.1 y 4.2, vemos que en la segunda bifurcacién, cuando @) = —1,
la separatriz que pasa por el equilibrio Fs, = (0,1,0) desaparece al colapsar en

dicho punto. Esto lo podemos confirmar a partir de las ecuaciones (4.6), puesto
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que cuando el pardmetro () — —1, es facil comprobar que (G,, G, G.) — (0,1,0).
Es decir, esa separatriz tiende efectivamente al equilibrio Fs, en el limite @ — —1.

De forma parecida, para P > 2, la tercera bifurcaciéon ocurre cuando @) =
1 — P, y en ella, como se aprecia en la figura 4.2, desaparecen las trayectorias
homoclinicas que nacen y mueren en el equilibrio Ey_ = (0, —1,0) al colapsar en
ese punto. Es posible corroborar este colapso analizando las ecuaciones (4.7), ya
que cuando () — 1 — P, resulta sencillo encontrar que (G,,G,,G,) — (0,—1,0).
Esto significa que, en efecto, estas trayectorias homoclinicas tienden al punto Fs_

cuando el pardmetro ) — 1 — P.

4.1.3 Funcion de Melnikov

Después de determinar las expresiones de las trayectorias homoclinicas del hamil-
toniano no perturbado (4.4), podemos pasar a analizar el sistema completo (4.1)
que incluye la perturbaciéon que representa cierta elasticidad de la plataforma del
giréstato. Como en el capitulo anterior, estudiaremos el efecto del giro del rotor
en la dinamica del giréstato perturbado haciendo uso del método de Melnikov y
de superficies de seccién de Poincaré.

El hamiltoniano completo del giréstato perturbado es
1 1
H="Hy+eV = i(aloGi + axG2 + a3G2) — ashy Gy + §€Gi cos(vt)

Aplicando a este hamiltoniano las dos transformaciones que hemos realizado antes

sobre el hamiltoniano no perturbado Hj, resulta el nuevo hamiltoniano transfor-

mado v
H =Hl+ ——— = H+cV
G2 — 10
: 6 (4.8)
= (G2 + PG + QG+ - G2 cos(vt).
2( y+ Z)+Q y+2(a2_a10) J:COS(V)

Como el giréstato no perturbado es un sistema de un grado de libertad, pode-
mos aplicar el método de Melnikov para determinar la existencia de intersecciones
homoclinicas, y por lo tanto, la presencia de herraduras de Smale, dependencia
sensible de las condiciones iniciales, y en resumen, la existencia de caos cerca de
las separatrices del giréstato no perturbado.

La funcién de Melnikov M (ty) correspondiente al hamiltoniano (4.8) viene

dada por
M(to) = /_ {Ho (Gi(t —to)) €V (Gi(t —to), 1)} dt 1=,y 2,
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donde G; son las componentes del momento angular total del giréstato correspon-
dientes a las separatrices del hamiltoniano no perturbado (4.4).

Haciendo uso de las expresiones (1.13), tenemos que

[HL eV} = — 5 [(1 — P)G,G,G- + QG,G-] cos(vt).
Q2 — a1g
Por lo tanto, en esta situacién, la funcion de Melnikov toma la forma
M(ty) = / — 5 [(1 - P)G.G,G. + QG,G.] cos vt dt. (4.9)
—oo (2 — A10
Puesto que hemos determinado la existencia de dos tipos de trayectorias ho-
moclinicas asociadas a dos puntos de equilibrio diferentes, deberemos calcular la

funciéon de Melnikov para cada uno de esos dos tipos de trayectorias.

e A ORBITAS ASINTOTICAS EN EL EQUILIBRIO E,, = (0,1,0).
Dado que las expresiones de estas trayectorias son analogas a los obtenidas
en (3.7), si sustituimos las ecuaciones (4.6) en (4.9), y realizamos las mismas

manipulaciones que hemos aplicado en el capitulo precedente, llegamos a que

2fev (1—P)p?
M(ty) = ———=|(1—-P L+ —1 t 4.1
(o) (@ —a) P [( + Q) + 5 2| sen(vtg), (4.10)
donde
o0 cos(%7) o0 cos(57)
_ B _ B
= 0o Lgcosh(r)+ Ly ar, h= /0 [Ls cosh(7) + L4]2d7_'

Como en este caso Ly < L3z < 0, las integrales I; e I, se pueden resolver
haciendo uso de las ecuaciones (3.17) del capitulo anterior con a = v/3,b =
Ls,c = Ly, y n = 1. De esta forma, podemos escribir la funcién de Melnikov como

o7 Bev sen(7 arccosh(£2)]
——————sen(vtg){ (1 - P+ Q) .

(a2 — ai) P \/Li — L3 senh(F)

(1-P)3 |5 \/ﬂ cosh[% arccos(%)] + Ly Sen[% arccosh(%)]
2 (L3 — L3)%/2 senh(%)

M(to) =

e B ORBITAS ASINTOTICAS EN EL EQUILIBRIO E,_ = (0,—1,0).
De manera similar, sustituyendo las expresiones (4.7) de estas trayectorias en

la ecuacién (4.9), y llevando a cabo las mismas manipulaciones tenemos que

2cev (1 - P)a?

M(ty) = o—m) P (P—14+Q)I5— 5 Iy | sen(vty), (4.11)
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donde

.- [~ cos(£7) d 7 _/00 cos(47) p
7 Jo Kscosh(r) + K4 " Y7 Jo [Kscosh(r) + Ky)? r

En este caso, como K4 < K3 < 0, las integrales I3 e I también las podemos
resolver aplicando las ecuaciones (3.17), pero ahora con a = v/a,b = K3,c = Ky,

y n = 1. Por lo tanto, M (ty) resulta ser

TOEY sen|% arccosh e
M(ty) = (a22_ -~ sen(vty) {(P -14+Q) \/K[j serfh()])
(1—P)a?

2 (K — K3)%/7 senh(7)

v \/ﬂ cosh[% arccos(K—4)] + K sen[% arccosh(K—“)]] }

Después de calcular las funciones de Melnikov asociadas a cada una de los dos
tipos de trayectorias homoclinicas existentes en el problema perturbado, podemos
pasar ahora a considerar el efecto del giro del rotor en el comportamiento cadtico
del giréstato perturbado. Un giréstato no perturbado de geometria fija tiene
asociado un parametro P constante que, con la suposicion a9 < ay < ag, en este
caso es ademas P > 1. Suponiendo también un momento angular relativo del
rotor h, > 0, un aumento progresivo de la velocidad relativa del rotor implica una
disminucién también progresiva del parametro ). Por lo tanto, como ya hemos
indicado, un aumento desde el reposo (h, = 0) del giro relativo del rotor, se refleja
en el plano biparamétrico (P, () en un recorrido sobre una linea recta paralela
al eje @ y en el semiplano () < 0. Recordamos que al aumentar h, desde cero
(disminuir @), el sistema no perturbado sufre tres bifurcaciones. Entre la primera
y la segunda de ellas, en el espacio de fases coexisten dos separatrices diferentes.
Después de la segunda bifurcacién sélo permanece una de ellas, y tras la tercera
bifurcacién, cuando el sistema no perturbado llega a la regién 2’ del plano (P, Q)
su espacio de fases no contiene ninguna trayectoria homoclinica ni heteroclinica.

Asi pues, en esta regién 2, la perturbacion no es capaz de producir compor-
tamiento cadtico generado por intersecciones transversales entre las trayectorias
homo /heteroclinicas desdobladas de las separatrices iniciales por efecto de la per-
turbacién. Sin embargo, este método de generacion de caos si puede darse en las
otras regiones del plano (P, Q) por las que pasa el sistema, como lo acabamos de
confirmar al estudiar las funciones de Melnikov asociadas a las dos separatrices

del problema no perturbado.
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Figura 4.3: Evolucién de las secciones de Poincaré temporales del giréstato perturbado

para P = 2.5 (a1 = 0.1,a2 = 0.2,a3 = 0.35), e = 0.01 y v = 0.1 desde h, = 0 hasta

hy = 0.25.
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Figura 4.4: Evolucién de las secciones de Poincaré temporales del giréstato perturbado

para P = 2.5 (aj0 = 0.1,a2 = 0.2,a3 = 0.35), e = 0.01 y v = 0.1 desde h, = 0.4 hasta
hy = 1.
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Por consiguiente, si inicialmente tenemos al giréstato perturbado con su rotor
girando con un h, suficientemente bajo, en el correspondiente espacio de fases
no perturbado existirdin una o las dos separatrices y, por lo tanto, el sistema
perturbado exhibird comportamiento cadtico en torno a dichas separatrices. Estas
zonas de movimiento cadtico pueden ser eliminadas aumentando adecuadamente
el momento angular relativo h,, del rotor (disminuyendo Q) hasta que el sistema
alcance la regién 2" del plano (P, Q) en la cual no existe ninguna separatriz en el
espacio de fases no perturbado.

Este método de eliminacion de las zonas de comportamiento cadtico en el
espacio de fases del giréstato perturbado lo podemos comprobar de manera grafica
en las figuras 4.3 y 4.4 en las cuales mostramos una secuencia de superficies de
seccién de Poincaré temporales para valores crecientes de h,, (valores decrecientes
de Q).

En esta figuras podemos observar como segun aumenta el giro relativo del
rotor, las bandas de estocasticidad se mueven siguiendo la evolucién de las co-
rrespondientes separatrices no perturbadas. También destaca en estas figuras la
desaparicién de cada una de las bandas de estocasticidad después de que tienen
lugar la segunda y tercera bifurcacion en el correspondiente sistema no pertur-
bado, cuando colapsan cada una de las separatrices asociadas a dichas bandas de
estocasticidad. Vemos que al final, la ultima seccién de Poincaré del espacio de

fases del giréstato perturbado no muestra ninguna zona de movimiento cadtico.

4.2 Rotor en torno al eje de maxima inercia

En esta seccién vamos a estudiar el girdstato con el eje de su tinico rotor paralelo
al eje principal de la plataforma de momento de inercia maximo. Seguiremos
suponiendo la relacion ayy < as < ag, por consiguiente, en este caso el eje del
rotor coincide con el eje principal b;.

En estas condiciones, el hamiltoniano total del sistema se puede expresar de

la forma

1 1
H = ~(a10G? + axG? + a3G?) — a10h. G, + (=G — h,G,) cos vt
2 ! 2 (4.12)

=Ho + eV (G, Gy, G, t).
Esto significa que, como ocurria en los casos estudiado anteriormente, el ha-

miltoniano total del sistema es equivalente a la suma de una parte integrable
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Ho

1
Ho = 5(@10Gi + CL2G§ —+ CL3G§) — alothx, (413)

mas una perturbacion eV periédica en el tiempo
1
eV = E(§Gi — h,G,)cosvt.

Notese que, en este caso, la perturbacién no conserva la estructura que aparecia
cuando el eje del rotor estaba alineado con los ejes principales b, y bs, apareciendo
un nuevo término, como es —eh, G, cos vt. Este hecho es el que hace que debamos
considerar este caso a pesar de la evidente simetria que presentan los ejes princi-
pales de minima y méaxima inercia. No obstante, como veremos méas adelante, la
determinacion de caos homo/heteroclinico por medio de la funcién de Melnikov

puede derivarse de lo expuesto en el capitulo 3.

Aplicando transformaciones de equivalencia similares a las que hemos em-

pleado en el capitulo 3, se puede convertir el hamiltoniano (4.13) en la forma

biparamétrica
1
b= i(Gi + PG?) + QG,, (4.14)
con los parametros
_ h,
p_ 47”02 <0, Q:_L7 (4.15)
aio — a2 Q1o — @2

Hay que destacar que el hamiltoniano (4.14) es formalmente idéntico al (3.3)
estudiado en el capitulo 3, sin més que intercambiar entre si las componentes G,
y G. Por lo tanto, podemos decir que la estructura del espacio de fases de (4.14)
y la evolucién del flujo fésico al variar el parametro @), son iguales que las del
hamiltoniano (3.3) sin mas que hacer dicho intercambio entre las componentes G,
y G..

Asi mismo, las ecuaciones de las drbitas asintdticas correspondientes a (4.14)
tienen la misma estructura que las ecuaciones (3.5), (3.6) y (3.7) de las trayectorias
asintéticas del hamiltoniano (3.3) del capitulo precedente.

Aplicando las mismas transformaciones de equivalencia al hamiltoniano (4.13),
se obtiene como nuevo hamiltoniano total del sistema

H’=H3+L=H3+ev’
aip — G2
. . (4.16)

m(2Gi - thx) COS(Vt).

= (G2 + PG2) + QG +
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La funcién de Melnikov M (¢y) correspondiente al hamiltoniano (4.16) viene

definida por
Mto) = [ {H5(Gilt —t0): V' (Gilt —to). D} dt i =1,y,%,

donde G; son las componentes del momento angular total del giréstato correspon-
dientes a las drbitas asintéticas del hamiltoniano no perturbado (4.14).

Teniendo en cuenta las expresiones (1.13), resulta

M(to) = / Yl 66,6 - hGyG cos vt dt. (4.17)

—oo A2 — A1

Noétese que en este caso, aunque la perturbacién peridédica en el tiempo eV’ es
diferente a la de los casos considerados previamente, la funcién de Melnikov (4.17)
es idéntica, salvo coeficientes, a la obtenida en el capitulo anterior, sin mas que
intercambiar entre si GG, y GG,. Por consiguiente, todo el estudio de la funcion de
Melnikov que hemos llevado a cabo en el capitulo 3 en el caso del rotor en el eje
de minima inercia, se puede aplicar de igual modo al caso del rotor en el eje de
maxima inercia que tratamos en esta seccién. Por tanto, podemos concluir que
el giro del rotor produce la desaparicién del caos homo/heteroclinico y de esta

manera una “estabilizacion” de las rotaciones.
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Capitulo 5
Reorientacion del Girdstato

Ya hemos indicado al comienzo de esta memoria, que el estudio de la dinamica de
los giréstatos es de gran interés para el control de actitud y estabilizacion de las
rotaciones de vehiculos espaciales. Asi por ejemplo, los satélites comerciales de
comunicaciones tienen la estructura bésica de un giréstato. En la gran mayoria de
los casos, interesa que el vehiculo espacial mantenga constante cierta orientacion
respecto a un sistema de referencia inercial £{O, ey, ey, e3} fijo en el espacio,
debido a la necesidad de fijar la direccion de dispositivos como antenas, camaras,
paneles solares, etc. Para lograr una orientacion fija se aprovecha la conservacion
del momento angular total G del vehiculo espacial, ya que, si el vehiculo esta
libre de momentos externos, o éstos son muy pequenos y el momento angular del
sistema es suficientemente grande, éste se mantiene constante tanto en modulo

como en direccion.

La maniobra de reorientacién o spinup se consigue mediante la accién de ro-
tores que provocan pequenas fuerzas internas que pueden modelarse suponiendo
que el momento relativo del rotor es una funcion lineal del tiempo de variacién
lenta, es decir dh/dt = ¢ < 1. Bajo esta suposicién puede verse que la accién del
rotor se traduce en una evolucién continua del flujo fasico cuando se describe una
trayectoria en el espacio paramétrico PQ (Hall y Rand, 1994; Hall, 1995a, 1995c¢).

Es importante destacar que el formalismo no canénico resulta de gran ayuda
para describir la dinamica de éste y otros procesos como asi ponen de manifiesto
diversos autores (Hubert, 1980; Krishnaprasad, 1985; Hall, 1995a). Ademds, esta
formulacion no candnica permite dar cuenta, de manera sencilla, de procesos mas

complejos como los de transferencia de momento (Hall, 1996, 1997) o de “captura”

85
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y “escape” (Hall, 1995b) que estén directamente relacionados con el proceso de

reorientacion.

En este capitulo, explicamos como influye la perturbacion producida por la
pequena variacion de los momentos de inercia sobre la maniobra de reorientacion.
En la seccion 5.1 discutimos el problema de la reorientacién y razonamos que es
posible reorientar el giréstato e cualquier direccién, siempre que se parta de una
orientacién proxima a un equilibrio estable. En las siguientes secciones investiga-
mos de forma numérica el proceso de reorientacién, primero para un giréstato no
perturbado y después para uno perturbado.

Debido a la presencia de caos homoclinico durante la mayor parte de la ma-
niobra encontramos evidencias de desorden o aleatoriedad que pueden enmarcarse
dentro del fenémeno denominado mezcla y que pueden ser cuantificados mediante
una medida ergddica relacionada con la entropia de Kolmogorov-Sinai (Zaslavsky
et al., 1991). Asi, en la seccién 5.4 introducimos un pardmetro que nos permite
medir el grado de aleatoriedad del proceso de reorientacion y lo relacionamos con
el caos existente antes de comenzar la maniobra en términos de la funcién de
Melnikov.

Finalmente, en la seccion 5.5 tratamos de explicar algunos aspectos de la
variacion de este parametro teniendo en cuenta las érbitas resonantes y su influ-
encia en la dindmica del problema. Para ello hacemos uso de la extension de la

teoria de Melnikov para dérbitas subarmonicas resonantes.

5.1 El proceso de reorientacién

En los capitulos anteriores, para estudiar la dinamica del giréstato perturbado
hemos utilizado como variables del problema las componentes (G, Gy, G,) del
momento angular total G en el sistema de referencia mévil B{O, by, by, bs3}. Este
sistema de referencia se mueve unido a la plataforma del giréstato, y sus ejes
coinciden con los ejes principales del mismo.

Aqui vamos a continuar considerando un giréstato con un solo rotor cuyo eje
de rotacion coincide con el eje principal bs del girdstato.

Si suponemos inicialmente al rotor en reposo relativo (h, = 0), en ausencia
de la perturbaciéon que venimos considerando, el giréstato coincide con un sélido

rigido libre, de manera que su espacio de fases en las variables (G, Gy, G,) tiene
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la forma que muestra la figura 2.1.

Como ya hemos indicado, en el sistema de referencia & fijo en el espacio el
momento angular total G es constante. Por otra parte, en dicho sistema de
referencia &, la orientaciéon del giréstato varia con el tiempo debido a movimientos
de precesion y nutacion alrededor de la direccién fija de G. Es decir, la orientacién

del sistema de referencia B respecto al sistema £ cambia con el tiempo.

Esta variacién queda reflejada en las trayectorias que describen la evolucion
del momento angular total G respecto al sistema de referencia B, es decir, en los

diagramas de fases que hemos venido considerando a lo largo de la memoria.

Como es bien sabido, los seis puntos de equilibrio que existen en este espacio de
fases corresponden a rotaciones estacionarias en las que no existe movimiento de
precesion alrededor de la direccién de G, y el girdstato mantiene una orientacién

fija en el sistema de referencia .

Asi pues, si inicialmente el giréstato tuviera un movimiento de precesion por no
estar orientado adecuadamente como acabamos de describir, interesaria reorien-
tarlo de manera que alguno de sus ejes principales coincidiera con la direccion de
G. De esta forma, se eliminaria ese movimiento de precesién inicial consiguiendo

asi que el giréstato conservara una orientacion fija en el espacio.

Esta reorientacion se puede lograr haciendo girar a gran velocidad el rotor
respecto a la plataforma del giréstato. Para entender cualitativamente por qué se
puede conseguir de esta manera la reorientacion del giréstato, debemos recordar
cémo evoluciona el espacio de fases (G, Gy, G,) del giréstato no perturbado al
aumentar el momento angular relativo h, del rotor. Esta evoluciéon esta reflejada
en la figura 3.2. En esta figura se aprecia la forma en que, partiendo del rotor
en reposo relativo (h, = 0), de los seis puntos de equilibrio iniciales se pasa
primero a cuatro equilibrios, y finalmente se llega a un espacio de fases con sélo
dos equilibrios estables en el eje bz (que coincide con el eje del rotor), a través de

dos bifurcaciones.

Observando esta evolucion, es facil imaginar que, al aumentar suficientemente
el momento angular relativo h, del rotor desde el reposo, las rotaciones iniciales
de G alrededor del eje b; puedan verse “arrastradas” por las trayectorias hete-
roclinicas de manera que al final el eje principal bs del giréstato termine aproxima-
damente paralelo a la direccion de G. Asi se podria eliminar, o al menos reducir,

un fuerte movimiento de precesién del giréstato alrededor de la direccion de G.
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De este modo, si es necesario que el eje principal bz del giréstato se mantenga
paralelo a la direcciéon fija de G, deberemos colocar el rotor en el giréstato de

forma que su eje de giro coincida con dicho eje principal.

La reorientacion es posible para cualquier eje del giréstato. De hecho, im-
primiendo al rotor un momento angular relativo h, suficientemente alto, se puede
reorientar el giréstato de manera que el eje del rotor sea paralelo a G, cualquiera
que sea la direccién del eje del rotor, independientemente de que el eje del mismo
coincida con un eje principal del giréstato. Esto se puede comprender recordando
la expresién general (1.9) del hamiltoniano del giréstato no perturbado con tres ro-
tores en tres direcciones cualesquiera, que dedujimos en el primer capitulo. Para el
caso de un giréstato con un solo rotor en una direcciéon cualquiera, su hamiltoniano
consiste en una parte cuadratica en G;,G,, G, y una parte lineal en G, Gy, G,
en la cual aparecen las componentes hy, hy, h, en el sistema de referencia B del
momento angular relativo h. Por lo tanto, con un h suficientemente grande, la
parte lineal dominara sobre la cuadratica, que podriamos considerarla desprecia-
ble. En esta situacién, el espacio de fases del giréstato seria muy parecido al del
hamiltoniano estrictamente lineal, en el cual sélo existen dos puntos de equilibrio
situados, precisamente, en la direccién del eje del rotor.

En definitiva, vemos que se puede reorientar al giréstato de forma que cual-
quiera de sus ejes coincida con la direccién de G, y por lo tanto, permanezca fija
en el espacio. Para conseguirlo, no hay mas que disponer el eje del rotor en aquél
eje del girdstato que queremos se mantenga fijo en el espacio, y hacer girar el rotor
con un momento angular relativo suficientemente alto, aunque también se puede
reorientar al giréstato en cualquier direccion haciendo girar adecuadamente a tres

rotores colocados en los ejes principales del girdstato.

5.2 Reorientacién en ausencia de perturbacion

Para comprobar que la reorientacion del giréstato se puede lograr mediante el giro
relativo del rotor, y siguiendo el ejemplo de otros autores como Hubert (1980),
hemos realizado numerosas simulaciones, mediante ordenador, del movimiento del
giréstato conforme aumenta el momento angular relativo h,.

El sistema de referencia £ fijo en el espacio lo vamos a elegir de forma que su

eje ez coincida con la direcciéon del momento angular total G. Esta direccién es
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la que queremos que tome el eje principal by del girdstato.

Con esta eleccion del sistema de referencia £, y teniendo en cuenta la matriz
de transformacion entre los sistemas de referencia € y B (Goldstein, 1992, p. 187),
la relacion entre los dngulos de Euler y las componentes (G, Gy, G) del momento

angular total G en el sistema de referencia mévil B tiene la forma

G, = G seny send,
Gy = G cos sen 0,
G, = G cosb.

Por consiguiente, si la orientacién que preferimos para el giréstato es de manera
que su eje bs coincida con la del momento angular total G, es decir, paralela al eje
es, esto implica que el angulo de nutacion 6 debe ser nulo, o lo que es lo mismo,
G =G,.

Para estudiar el efecto del giro relativo del rotor en la orientacién del girdstato,
realizamos las simulaciones del movimiento de éste siguiendo la evolucion del
dngulo de nutacién 6. Para ello, a partir de unas condiciones iniciales (G0,
Gyo, G0, 0 lo que es igual, 1, 6p), integramos numéricamente las ecuaciones del
movimiento del giréstato, empleando un método Runge-Kutta de quinto orden
con paso fijo.

En estas simulaciones, comenzamos con el rotor en reposo relativo durante
cierto intervalo de tiempo, a continuacién, ponemos en marcha el rotor de forma
que aumentamos linealmente el momento angular relativo h, hasta un cierto valor
maximo h.,,q., y a partir de ese instante, lo mantenemos constante durante otro
periodo de tiempo. En cada paso de integracién el algoritmo calcula el angulo de
nutacion 6.

Hemos realizado simulaciones para distintas condiciones iniciales (v, 0y) re-
corriendo el dngulo de nutacién inicial 6y desde 0 hasta 7/2 y el angulo de spin
inicial ¥y también desde 0 hasta 7/2 debido a la simetria del problema respecto
al angulo de spin .

Estamos interesados en conocer el conjunto de condiciones iniciales para las
cuales, el efecto del giro del rotor es reorientar al giréstato de manera que su eje
principal b3 termine paralelo o muy proximo a la direccion de G. Esto quiere
decir que el angulo de nutacién € final debe ser nulo o suficientemente pequeno.

A partir de estas simulaciones hemos encontrado el conjunto de condiciones

iniciales para las cuales el giro del rotor produce una correcta reorientacion del
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giréstato. Como asi esperabamos, dicho conjunto lo forman dos zonas aproxima-
damente circulares situadas diametralmente opuestas en el espacio de fases (G,
G,, G.) cuyos centros estan situados en la intersecciéon de S? con el eje by de

momento de inercia maximo.

En la figura 5.1 aparece sombreado el conjunto de condiciones iniciales para
las cuales el giro del rotor reorienta al giréstato con un angulo de nutacion final
medio § < 7/9. En la figura se observa cémo la zona sombreada se desplaza desde
el eje principal by hasta el eje principal bz conforme el momento angular relativo
h. aumenta desde 0 hasta un valor final de 0.8, atravesandose las dos bifurcaciones

ya descritas en el capitulo 3.

La figura 5.2 refleja la evolucién temporal del angulo de nutacién correspon-
diente a una de las trayectorias para las cuales el giro del rotor produce la de-
seada reorientacion del giréstato. Las condiciones iniciales de esta trayectoria cuyo
angulo 6 se representa en la figura 5.2 son 6y = 100° y 1y = 90°. Las dos lineas
verticales discontinuas representan el instante en que se pone en marcha el rotor,
y el instante en que después se alcanza el valor h.,,.., y se detiene la aceleracion
del rotor. En este caso hemos elegido ., = 0.8, valor para el cual, el sistema

ya ha pasado por las dos bifurcaciones y han desaparecido las separatrices en el
espacio de fases (G4, Gy, G.).

En esta figura se observa cémo el angulo de nutacion se reduce desde un valor
medio inicial de unos 90°, hasta un valor medio final de unos 17°. Es decir, el eje
principal b3 del giréstato pasa de estar casi perpendicular a la direccion de G, a
estar aproximadamente paralelo, disminuyéndose asi los movimientos de precesion

y nutaciéon o cabeceo.

Es interesante destacar que cuanto mayor es el momento final del rotor, menor
es la variacién del dngulo de nutacién final, es decir, 0(t) ~ cte. Esto es debido a
que en el limite para h, — oo las soluciones seran de la forma 6(t) = cte, a causa
del predominio de la parte lineal del hamiltoniano. En este caso, las soluciones

serian circunferencias sobre planos perpendiculares al eje bs.
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Figura 5.1: Evolucién del espacio de fases del giréstato no perturbado con un rotor en

el eje bg conforme aumenta el momento angular relativo h,. Aparece sombreada una de

las zonas de condiciones iniciales que terminan con un angulo de nutacién final § < 7 /9.

0.1,a2 = 0.2,a3 =0.3 (0 P = —1).

aio
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Figura 5.2: Evolucién temporal del angulo de nutacién al aumentar el momento angular
relativo h, desde 0 hasta 0.8. Condiciones iniciales fy = 100° y ¢g = 90°. a19 = 0.1,as =
0.2,a3=0.3 (0 P =—1).

5.3 Efecto de la perturbacién en la reorientacion

del giréstato.

En los capitulos anteriores, hemos analizado el efecto que tiene el giro del rotor
en la dindmica del sistema perturbado en relacion con la eliminacion del caos
generado por la perturbacién, sin preocuparnos por la orientacion del girdstato
respecto al sistema de referencia £ fijo en el espacio. En la seccién anterior, hemos
descrito el efecto del giro del rotor en la reorientacién del giréstato en el espacio
en ausencia de la perturbacion. En esta secciéon vamos a estudiar la manera en
que es alterado dicho proceso de reorientacion cuando el giréstato se ve afectado

por la misma perturbacion que estamos considerando en toda esta memoria.

Para analizar el efecto de la perturbacién en la reorientacién del girdstato,
hemos realizado numerosas simulaciones del movimiento del giréstato integrando
numéricamente las ecuaciones de movimiento del sistema perturbado. El momento
angular relativo h, aumenta linealmente desde 0 hasta un valor maximo h.,., =

0.8 en todas las simulaciones.
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Ya hemos visto que las condiciones iniciales adecuadas para la deseada re-
orientacién (bs paralelo a G) estdn en dos zonas aproximadamente circulares
alrededor del eje by. Nuestro objetivo ahora es, mediante simulaciones numéricas,
analizar la influencia de la frecuencia v y la amplitud e de la perturbacién en la
modificacién de las zonas de condiciones iniciales propicias para la reorientacion
deseada. Asi hemos hecho diferentes simulaciones variando el valor de la frecuen-
cia v y dejando fijo el valor de la amplitud €, y viceversa. Ademas esto lo hemos
realizado para varios girdstatos de geometrias diferentes, aunque manteniendo en

todos ellos la misma relacion a1y < as < agz.

Para cada pareja de valores (¢,v) de un mismo giréstato, hemos creado un
mapa con coordenadas de condiciones iniciales (¢, ) desde 50° hasta 130°. En
cada punto de ese mapa hemos reflejado el angulo de nutacion final medio que
tiene el girdstato un tiempo después de que el rotor haya alcanzado su momento

angular relativo maximo h,q, = 0.8.

En dichos mapas hemos determinado la linea que delimita los angulos de
nutacion finales menores que un cierto valor limite que hemos elegido arbitraria-
mente como umbral para la correcta reorientacién deseada . Hay que notar que en
estos mapas, dicha linea delimita a la vez la zona de condiciones iniciales (v, 0p)
adecuadas para una reorientacién con un angulo de nutacién final menor que el
umbral escogido. Hemos elegido como valor limite umbral 6y = 30°, es decir, que
consideramos como reorientaciones correctas todas aquéllas que terminan con un

angulo de nutacién final medio 65 < 30°.

En ausencia de la perturbacion, como se puede apreciar en la figura 5.1, la linea
que delimita las condiciones iniciales idéneas tiene una forma de gran regularidad
puesto que es aproximadamente circular y cuyo centro es la interseccion del eje by
con S2.

En la figura 5.3 mostramos seis mapas que corresponden a un mismo giréstato
con rotor en el eje by y con perturbaciones de amplitud € creciente y frecuencia
constante v = 0.1. En el eje de ordenadas de cada mapa se representa el angulo
de nutacion inicial 6y en grados, y en el eje de abscisas el angulo de spin inicial v
también en grados. La linea continua indica los limites de la zona de condiciones
iniciales adecuadas para la reorientacion deseada cuando el giréstato no esta per-
turbado. Las zonas sombreadas representan las condiciones iniciales propicias

para dicha reorientacion cuando el giréstato se halla sujeto a la perturbacion.
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Figura 5.3: Evolucién del conjunto de condiciones iniciales idéneas para una reorien-

tacién de y < 30°, conforme aumenta la amplitud € de la perturbacién y para una

frecuencia fija v = 0.1. a19 = 0.1,a2 = 0.2,a3 = 0.3.
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Figura 5.4: Evolucién del conjunto de condiciones iniciales idéneas para una reorien-

tacién de 6y < 30°, conforme aumenta la frecuencia v de la perturbacién y para una
amplitud fija e = 0.01. a19 = 0.1,a2 = 0.2,a3 = 0.3.
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En esta figura se observa como conforme aumenta la amplitud e de la pertur-
bacién, la zona de condiciones iniciales oportunas se disgrega y disuelve progre-
sivamente. Para ¢ = 0.001 la zona de dichas condiciones iniciales practicamente
coincide con la zona correspondiente al giréstato no perturbado. Sin embargo,
para € = 0.01, vemos que no existe una zona definida de condiciones iniciales
apropiadas, sino que éstas se hallan distribuidas de manera practicamente uni-
forme en todo el rango de condiciones iniciales (1, 0y), es decir, distribuidas al
azar. Esto significa que para perturbaciones de amplitudes relativamente grandes,

el proceso de correcta reorientacion del girdstato resulta altamente aleatorio.

La figura 5.4 incluye otros seis mapas de dngulos de nutacién final 6;. Estos
seis mapas corresponden a un giréstato también con el rotor en el eje bs pero con
perturbaciones de amplitud fija ¢ = 0.01 y distintas frecuencia v de valor creciente.

En dicha figura se puede comprobar que para frecuencias bajas y altas la zona
de condiciones iniciales idoneas casi coincide con la misma zona perteneciente al
giréstato sin perturbacion. En cambio, para valores intermedios de la frecuencia,
por ejemplo v = 0.1, dichas condiciones iniciales no se encuentran agrupadas en
una zona definida, sino que estan repartidas aleatoriamente por todo el mapa
(dJO) 90) .

A partir de estas dos figuras podemos afirmar que el principal efecto de la
perturbacion en la reorientacién del giréstato por giro del rotor, es que para un
rango de frecuencias v intermedias, el proceso de reorientacién resulta altamente

aleatorio y caotico.

5.4 Cuantificacién del caos y funcién de Mel-

nikov

Segun lo visto en la seccion anterior, parece adecuado introducir un parametro
cuantitativo que describa, en cierta manera, el grado de aleatoriedad que tiene
el proceso de reorientacion del giréstato bajo una determinada perturbacion de
amplitud e y frecuencia v. Este parametro, que denotaremos por ¢, lo definimos

como
A(v,€)
A(v,0)’

y lo denominaremos parametro de caoticidad de la reorientacion.
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En esta definicién, A(v,0) representa el drea de la zona de condiciones ini-
ciales adecuadas para una reorientacion de ¢y < 30° cuando el giréstato no estd
perturbado. A(v,€) es el area correspondiente a las condiciones iniciales que se
encuentran dentro de A(v,0) y que son propicias para dicha reorientaciéon cuando

el giréstato se encuentra sometido a la perturbacion.

De la definicién de este parametro g y observando las figuras 5.3 y 5.4 se
puede deducir que cuando ¢ — 1 el proceso de reorientacién se torna fuertemente
aleatorio ya que no hay zonas definidas de condiciones iniciales idéneas puesto que
éstas se reducen a una coleccién de islas distribuidas al azar sobre el espacio de
fases. En cambio, cuando ¢ — 0, ain existiendo perturbacién sobre el girdstato,
el proceso de reorientacién practicamente no se ve afectado por ella debido a que
coinciden A(v,0) y A(v,e).

El efecto de la perturbacién sobre el proceso de reorientacion del giréstato que
estamos describiendo en esta seccion, esta relacionado con los conceptos de inesta-
bilidad local, mezcla (mixing), y la entropia de Kolmogorov-Sinai (Zaslavsky et
al.,1991). Efectivamente, es facil deducir que para ciertas amplitudes € y frecuen-
cias v dos trayectorias con condiciones iniciales préximas, con el rotor parado,
transcurrido un determinado intervalo de tiempo pueden terminar muy separadas

entre si una vez que el rotor ha alcanzado una velocidad angular relativa constante.

De esta manera, para dichas amplitudes y frecuencias de la perturbacion, la
forma regular inicial de la porcién escogida del espacio de fases, al acelerarse el
rotor, evoluciona en el tiempo de manera extremadamente complicada, acabando
por disgregarse en toda la extension del espacio de fases. Sin embargo, y como se
puede apreciar en la figura 5.1, este fendmeno no se da en el caso del giréstato en

ausencia de la perturbacion.

Podemos decir por tanto, que el pardametro ¢ cuantifica adecuadamente el grado
de caoticidad del sistema. No obstante, existen otro tipo de medidas cuantitativas,
como puede ser la anchura de la banda de estocasticidad del problema en el
instante inicial, es decir, con el rotor todavia en reposo relativo. Parece logico que
ambas medidas estén, de alguna manera, interrelacionadas, puesto que cuanto
mayor sea la banda de estocasticidad inicial, méas facilmente se tornara aleatorio

el proceso de reorientacién del giréstato.

En primer lugar, representamos graficamente (Figura 5.5) la evolucién del

parametro ¢ con la amplitud € y la frecuencia v de la perturbacién para un
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giréstato de las mismas caracteristicas que el correspondiente a las figuras 5.3
y 5.4.

La gréfica 5.5 a) nos indica cémo evoluciona ¢ con la amplitud € para una
frecuencia constante v = 0.3. En esta grafica se hace evidente que el pardmetro ¢
aumenta con la amplitud de una manera marcadamente lineal.

Por otro lado, en la grafica 5.5 b) se muestra la variacién de ¢ respecto a v
para una amplitud fija ¢ = 0.01. Podemos observar que, en efecto, el proceso de
reorientacién del giréstato se vuelve cadtico solamente para un rango de frecuen-
cias intermedias, en el cual ¢ toma valores cercanos a la unidad. Este hecho ya lo
hemos apreciado cualitativamente en la figura 5.4.

Las dos gréficas 5.5 a) y b) muestran el mismo comportamiento que reflejan

la figuras 2.2 a) y b) del capitulo 3 que corresponden a la evolucién del factor

(az — ag)mer?

AH(ev) = 2(az — ayp)n3 sinh(5,%)

con la amplitud y la frecuencia de la perturbacién. Ya indicamos que este factor
nos proporciona una estimacion tedrica de la anchura de la banda de estocasticidad
provocada por la perturbacion.

La similitud entre las evoluciones del parametro ¢ y del factor AH puede
apreciarse en la figura 5.6 donde aparecen superpuestas la figura 5.5 y la evolucién
de AH multiplicado por 100. En la gréifica 5.6 a) se representa el factor 100AH
como funcién exclusiva de la amplitud €, y en la grafica 5.6 b) como funcién sélo
de la frecuencia v.

Mientras que existe una correlacion muy alta entre la variaciéon de g(e€) y
de 100AH(e), ambas crecen paralelamente de forma lineal, se observa que el
pardmetro ¢(v) se desvia bastante del factor 100AH(v) para cierto intervalo de
frecuencias intermedias.

En el capitulo 3, encontramos que una desviacion similar aparecia entre las
evoluciones de las estimaciones numérica y tedrica, AH(v), de la banda de esto-
casticidad, también en frecuencias intermedias. Fn ese mismo capitulo explicamos
que esa desviacion entre ambas estimaciones era debida a fenémenos de absorcién
de resonancias que aparecen en el espacio de fases por efecto de la perturbacion.

En este caso, pensamos que la desviacién entre ¢ y 100A’H para esas mismas
frecuencias intermedias tiene una explicacién parecida, es decir, fenémenos de

absorcién de resonancias, aparicién de nuevas resonancias dentro de la banda de
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Figura 5.5: a) Evolucién del pardmetro ¢ con la amplitud € de la perturbacién para
una frecuencia fija ¥ = 0.3. b) Evolucién del pardmetro ¢ con la frecuencia v de la
perturbacién para una amplitud fija e = 0.01. En ambos casos ajg = 0.1,a3 = 0.2,a3 =
0.3 ¥ hzmaz = 0.8.



100 CAPITULO 5. Reorientacién del Giréstato

0.2t
0. 1757 — 100 AH
0.15¢
0.125¢ .
0.1r¢t
0.075¢
0.05¢ *

0.0257¢ .

0. 002 0. 004 0. 006 0. 008 0.01

— 100 AH
0.6 .
b) .

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 5.6: Comparacién de las evoluciones del pardmetro ¢ y del factor 100AH. a)
Como funciones de la amplitud € para una frecuencia fija v = 0.3. b) Como funciones
de la frecuencia v para una amplitud fija ¢ = 0.01. En ambos casos ajg = 0.1,a2 =
0.2,a3 =0.3y hymaz = 0.8.
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Figura 5.7: Comparacion de las evoluciones del parametro ¢ y del factor 100AH como
funciones de la amplitud € para una frecuencia fija intermedia v = 0.1, a19 = 0.1, a9 =
0.2,a3 =0.3 ¥ hzmaz = 0.8.

estocasticidad, o incluso la posible superposicion entre bandas de estocasticidad
correspondientes a la separatriz principal y a las de resonancias.

Esta desviacion entre el parametro ¢ y el factor 100AH en el intervalo de
frecuencias intermedias también se puede observar en la figura 5.7. En esta grafica
representamos ¢(€) y 100AH (e) como funciones de la amplitud para la frecuencia
intermedia fija ¥ = 0.1, y el mismo giréstato que el de las figuras anteriores. Aqui
vemos que, efectivamente, para dicha frecuencia el parametro ¢ se desvia bastante
del factor 100AH en todo el rango de amplitudes ¢ < 0.01, ya que ¢(€) crece
de forma mucho més réapida que 100AH (¢) hasta alcanzar un valor préximo a la

unidad.

5.5 Resonancias

Con el fin de dar una respuesta analitica a las desviaciones observadas entre ¢
y 100AH, o lo que es los mismo, entre las estimaciones numérica y tedrica de
la anchura de la banda de estocasticidad, es preciso estudiar la influencia de las
resonancias en el incremento de la anchura de la banda.

El fenémeno de las resonancias no lineales es una propiedad esencial de los

sistemas dinamicos no lineales y caracteriza su respuesta a una perturbacion ex-
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terna. No es dificil ver cual es el efecto de la perturbacion si expresamos el
hamiltoniano en variables angulo acciéon y desarrollamos la perturbacion en doble
serie de Fourier (Zaslavsky et al., 1991; Chirikov, 1979). En este sentido, si w(/)
es la frecuencia del problema sin perturbar y v la frecuencia de la perturbacién,

siempre que se cumpla la relaciéon de resonancia
mw(l) —nv =0

apareceran, en un espacio de fases rotante con frecuencia nv, m puntos criticos
hiperbdlicos conectados por trayectorias heteroclinicas que encierran en su interior
m puntos criticos elipticos (ver figura 5.8). Esto es, una resonancia no lineal
transforma la topologia del espacio de fases. Ademds, en las proximidades de las
trayectorias heteroclinicas pueden aparecer zonas de movimiento cadtico en forma

de bandas de estocasticidad resonantes.

I

S

Figura 5.8: Resonancia 6:1.

El estudio de la formacién de bandas de estocasticidad resonantes puede ha-
cerse mediante una extensién del método de Melnikov (para mdas detalles ver
Guckenheimer y Holmes, 1983).

Consideremos un sistema de la forma

z = f(z)+eg(x,t) (5.1)

con = (u,v) y g(ax,t) periddica de periodo Ty en ¢ donde f(x) representa
un campo hamiltoniano definido en R?, es decir, existe H : R*> — R tal que

fi=0H/0vy fo =—0H/Ou. Ademas suponemos que se cumple

Al.- Para e = 0 el sistema posee una separatriz I'’ formada por puntos de equi-

librio hiperbdlicos y érbitas homoclinicas o heteroclinicas ¢°(t).
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A2.- El interior de T est4 compuesto por una familia de 6rbitas periédicas ¢ (t),
a € (—1,0).

A3.- Sea h, = H(q“(t)) v Ty el periodo de ¢*(t). Entonces, T}, es una funcién
diferenciable de h, y dT,/dh, > 0 en el interior de T'°.

Sea q*(t — tp) una 6rbita periddica de periodo T,, = mTy/n, con m y n primos

entre si. Definimos la funcién subarmoénica de Melnikov como

M) = [ a0 0 0,1+ o)} 5:2)

donde {f; g} representa el paréntesis de Poisson de f y g.

Teorema 1: Si M™/™(t,) tiene ceros simples y es independiente de ¢, entonces

(5.1) tiene una orbita, denominada subarmoénica, de periodo mTy. Ademds si
M™(ty) = M™(ty), entonces
lim M () = M(to)

siendo M (to) la integral de Melnikov del sistema (5.1).

5.5.1 Analisis subarmonico

Aplicaremos el resultado anterior para demostrar la existencia de orbitas sub-
armonicas resonantes en el caso de un giréstato perturbado con los rotores en

reposo, en concreto, para el sistema
1 1
H = i(aloGi + a3 G} 4 a3G2) + ieGi cos(vt) (5.3)

En primer lugar, es necesario conocer la expresion de la frecuencia del girdstato
cuando éste se comporta como un sélido rigido, es decir, en ausencia de pertur-
bacién y con los rotores en reposo.

De las ecuaciones (2.3) y (2.4) se deduce que G,,G, y G, son funciones

periddicas de periodo

ny a2

T— 1 22
Forjz k) tT3

ns as
R o2
Frj21/k) 7%

Por tanto puede definirse una frecuencia w = 27w /T', que resulta ser la frecuencia
correspondiente a la variable angular en variables angulo-accién. En efecto, in-

troduzcamos un par de variables candnicas conjugadas (L, ¢), similares a las de
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Serret-Andoyer (Deprit, 1967; Deprit y Elipe, 1993), que representan las coorde-

nadas cilindricas del vector G
G, =+V1— L2cos/, G,=1L, G,=+v1— L2sin/.

De aqui se deduce que L y ¢ son funciones periddicas con el mismo periodo que

G, Gy y G,. Asi pues, se tiene que la accién viene dada por la expresién

1 7 ,
=5 /0 L(O)i(t) dt.
Por tanto,
dI  OI/OH
donde _
oI 1 [oT - T OL . T ol
5 = 2n laHL(T)w) + aHédtJr/O L@ dt} .

Teniendo en cuenta la condicién inicial L(0) = 0, asi como que ¢ es independiente

de H'y OL/OH = 1/91/s1, resulta

De este modo tenemos que la condicién de resonancia es, en este caso,

mTo . 4K(k‘1) Ho < a9
- ) 0 -
2

" " (5.4)
n ns 07 9

con Ty = 27/v.
A partir de la condicién de resonancia (5.4) y para € # 0 podemos establecer

el siguiente teorema.

Teorema 2: El sistema (5.3) posee drbitas periédicas resonantes de periodo

mTy/n, param paryn =1

Para demostrar este resultado, es necesario, en primer lugar, calcular la integral

subarmoénica de Melnikov que, en el caso Hy < az/2, resulta ser

mT
M™M(tg) = /0 ’ (ag — az)el' 1 Tol'gsn(nqt, ky)en(ngt, ki)dn(nat, k) cosv(t + to) dt
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y desarrollando cos v(t + ty) se tiene
Mm/n(to) = ((12 — CL3)€F1F2F3
mTy
[/ sn(nqt, ki)en(nqt, ky)dn(ngt, ki) cos vt cos vty dt
0
mTp
— / sn(nit, ky)en(ngt, ky)dn(ngt, ki) sen vt sen vty dt| .
0

Teniendo en cuenta la paridad de las funciones llegamos a

M™™(tg) =
mTy
(ag — ag)el' T3 / sn(nit, ky)en(nqt, ky)dn(nqt, ky) sin vt sin vt dt.
0
De la condicién de resonancia (5.4) y haciendo el cambio de variable

z = nt; dz = ndt,

se tiene que

(CL3 — a2)€F1F2F3
ny

mnz
2nK

AnK
M™M(ty) = sin Vto/o sn(z, ky)en(z, ky)dn(z, k) sin dz.

Integrando por partes, haciendo

u= sin(ng,), dv = sn(z, ky)en(z, ky)dn(z, ky)dz,
n
du = 277;7;( cos(;r;;j) dz, v =sn?(z, k1)/2.
resulta
m/n _ (CLg — CL2>m7T€F1F2F3 . /4”K 9 mmz
M™™(tg) p—e sin vt ; sn”(z, k1) cos ok dz

Teniendo en cuenta que el desarrollo en serie de Fourier la funcién sn?(z, k;) (ver

Abad et al. 1994; Vallejo, 1995) es

E—-K 7 & mg™ mmz
5D cos ,
m=1

2
BRK kK2~ 1— g K

sn?(z, ki) =

resulta que la integral subarmonica se anula salvo para n = 1 y m par, es decir,

para m = 2m con m € N. Por tanto, se obtiene que

Qa9 — CLg)mﬂ'EFlFQFg . 27'('2 mqm
SIM V)55 5=
2m K V2K 1 — g2

M™(ty) = (
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donde g = e "K'/K

y entonces
(ag - (13)7’7127T36F1F2F3

M™(to) = mr K’

sin vty

nlk%K2Sh

y a partir de la condicién de resonancia (5.4), se tiene, finalmente

ay — az)mviel Tyl |
; sin V.
3720 KV
nikish—-
ny

M™(to) = (

que tiene ceros simples independientes de € para m par y, por el Teorema 1, el

sistema (5.3) posee Orbitas subarménicas de periodo mTy con m par. n

Ademas, teniendo en cuenta que

m
a0

2H — ao, K — ki — 1

cuando m — oo resulta

. 2

lim M™(ty) = 2M (ty) = — 13 = 02)TV .
e (a3 — a)n sinh —
27”62

Notese que este resultado es el mismo que aparece en el Teorema 1 salvo el factor
2. Esto es debido a que la integral de Melnikov esta calculada para una sola
trayectoria heteroclinica conectando los dos puntos hiperbdlicos del sistema (5.3),
mientras que en la integral subarmonica la érbita periddica tendria como limite

dos de las trayectorias heteroclinicas.

Aunque el Teorema 2 ha sido demostrado para Hy < as/2, se obtiene el mismo

resultado para Hy > ay/2, apareciendo la integral subarménica

ay — az)mwr2el vy,

M () = 227

sin vt.

5.6 Anchura de la banda de resonancia

Una vez probada la existencia de resonancias seria conveniente dar una estimacién
de la anchura de las bandas de estocasticidad resonantes con el fin de ver cémo

éstas pueden superponerse a la banda principal.
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Existen estimaciones sobre la anchura de la banda resonante para sistemas con
dos grados de libertad (Perko, 1992) de la forma

He(p,q,0,1) = F(q,p) + G(I) + €H1(q,p,0,1)

donde Hy = F(q,p)+G(I) es un hamiltoniano integrable, G'(I) > O para l > 0y el
espacio de fases (¢, p) contiene trayectorias cerradas homoclinicas o heteroclinicas.
Pese a que el sistema (5.3) no responde a esta estructura, es posible reducirlo a la
misma mediante una extension candnica de las variables. De este modo, podemos
adaptar la formula que permite estimar la anchura de la banda resonante de orden
m. Asi la estimacion de la anchura de la banda de estocasticidad para una érbita

resonante de orden m viene dada por

M» o — M
AH,, = 2w(Hm)\/M

Twm
donde do(H,)
w
siendo H,, la energia correspondiente a la érbita resonante, por lo que
v
w Hm - —
() = 2

Teniendo en cuenta que

dw(H.,) _m [(ag — 2H)K (k1) — (ag — a1)E(k1)]
dH 2(2H — ay)(az — 2H) K2 (ky)

resulta, finalmente,

A - | AOCH = m)(an = 2H)(as — a5) K* (kv e\ Tl (5.5)

nhemik? [(as — 2H)K (k) — (a5 — a1) B (k)] shl

ny

donde I';, 'y y I's son los coeficientes que aparecen en las ecuaciones (2.3) y (2.4)
y definidos junto a ellas en el capitulo 2.

Con la estimacién dada por la féormula (5.5) es posible ver cémo se superponen
las bandas resonantes a la banda principal y asi estudiar el efecto del incremento
experimentado por el parametro ¢ de caoticidad de la reorientacion.

Centrandonos en la resonancia 2:1 podemos calcular para qué valores de v
la banda principal y la banda resonante se solapan y de este modo corregir la

amplitud de la anchura de la banda de estocasticidad. Esto es lo que hemos hecho
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para un girostato con ay;g = 0.1, ap = 0.2, a3 = 0.3 y € = 0.01 y el resultado
aparece reflejado en la figura 5.9. Aqui puede apreciarse como para valores bajos
de v la banda resonante queda totalmente dentro de la banda principal y éstas
empiezan a solaparse para v = 0.1 dejando de hacerlo para v ~ 0.15. Nétese
cémo el pico que aparece en esta figura da cuenta del incremento brusco de ¢
precisamente en este rango de frecuencias. Comparese, también, esta figura con
la figura 2.8 del capitulo 2, donde se ponia de manifiesto la discrepancia entre la

anchura tedrica de la banda de estocasticidad y la estimacién numérica.

AH

0. 015 2
0.0125 . 0
0.01 .
0. 0075 .
0. 005 .

0. 0025

' \Y
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 5.9: Superposiciéon de la banda principal con la banda resonante 2 : 1 para
€= 0.01, ajp = 0.1, ag = 0.2 y az = 0.3.

De este modo podemos concluir que los picos observados en la figura 2.8,
asi como en la figura 5.6 b) son, como ya habiamos indicado en su momento,
producto de la absorciéon de resonancias y que éstos pueden estimarse gracias al

analisis subarménico de Melnikov.



Conclusiones

Esta Memoria aporta una contribuciéon a la comprensién de la dindmica de un
giréstato triaxial en rotacién libre con momentos de inercia variables.

Las contribuciones mas significativas pueden resumirse en los siguientes puntos:

* Determinacién de la existencia de caos hetero/homoclinico con la determi-
nacién de la anchura de la banda de estocasticidad y su eliminacion cuando el
rotor alcanza un momento angular relativo suficiente.

* Descripcion de la dindmica en términos de secciones de Poincaré, haciendo
especial hincapié en la influencia del rotor en la eliminacién del caos.

* Estudio del efecto de la perturbacion en el proceso de reorientacion del
girostato a través de un parametro adecuado. En este sentido, tratamos de deter-
minar el grado de aleatoriedad del proceso y lo relacionamos con el caos existente
antes de la maniobra en términos de la anchura de la banda de estocasticidad.

* Estudio analitico de la influencia de las resonancias no lineales en el proceso
de reorientacion y en la anchura de la banda de estocasticidad.

Quedaria por abordar el comportamiento del sistema cuando acttian dos o tres
rotores simultaneamente. Este problema es mas complejo ya que, aunque en el
caso de dos rotores se conoce muy bien la estructura del flujo fasico del problema,
no existen soluciones analiticas para las orbitas.

Por otra parte, faltaria por ver en qué medida influye la geometria del giréstato
en el grado de caoticidad del problema y ver lo que pasa para giréstatos con
simetria axial. En este sentido, seria preciso desarrollar algin método para poder
tratar la existencia de caos en torno a las “separatrices” formadas por un conjunto
denso de equilibrios.

También podrian abordarse otros problemas relacionados, sin mas que someter
al girdstato a otro tipo de perturbaciones como campos gravitatorios centrales o

uniformes.
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Apéndice A

Generacion de caos por

intersecciones homoclinicas.
Método de Melnikov

En este apéndice vamos a considerar un sencillo mecanismo que puede generar
movimiento cadtico en sistemas Hamiltonianos auténomos integrables: la intro-
duccién de una pequena perturbacion al sistema. También describimos un método
debido a Melnikov (1963) que permite determinar si, efectivamente la perturbacién

anadida al sistema provoca caos en su dinamica.

Consideremos un sistema Hamiltoniano auténomo integrable de n grados de
libertad, que posea puntos de equilibrio inestables hiperbdlicos con indice de es-
tabilidad menor que n. En R? se tratarfa de puntos sillas y por lo tanto, existen
trayectorias separatrices que comienzan y terminan en el mismo punto silla (punto
y trayectoria homoclinica), o separatrices que conectan dos puntos silla diferentes
(puntos y trayectoria heteroclinica). En la figura A.1 se muestran dos espacios
de fase de un sistema Hamiltoniano auténomo de un grado de libertad, en a) con
un punto X, y trayectoria W;~ homoclinica, y en b) con dos puntos Xy, Y y dos
trayectorias Wy, W, heteroclinica. Una trayectoria homoclinica es doblemente
asintética al mismo punto homoclinico inestable para t — +o0. Una trayectoria
heteroclinica tiende asintéticamente a un punto heteroclinico para t — oo, y a

otro punto heteroclinico distinto para t — —oo.

La introduccion en este sistema de una pequena perturbacion provoca la es-

cisién, el desdoblamiento de cada trayectoria homoclinica (o heteroclinica) no

111
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N
}XO/T\Y
g

€ (b)

Figura A.1: a) Punto y trayectoria homoclinicos. b) Puntos y trayectorias heteroclinicos.

perturbada en dos nuevas trayectorias distintas: una inestable que partiéo de un
punto silla en el pasado para t — —oo, y otra estable que alcanzara un punto
silla para t — oo . Podemos pensar que cada par de estas nuevas trayectorias
desdobladas, en ausencia de la perturbacién se unian suavemente entre si en el

sistema Hamiltoniano inicial para formar las separatrices.

Dependiendo de las caracteristicas de la perturbaciéon que se anada, el des-
doblamiento de cada separatriz en dos nuevas trayectorias diferentes puede pro-
ducirse de las tres formas que indican la figura A.2. En la figura A.2 a) la trayec-
toria inestable que parte del punto homoclinico rodea y envuelve a la trayectoria
sin intersectarse entre si. Por el contrario, en la figura A.2 b) la trayectoria estable
que termina en el punto homoclinico es la que rodea a la trayectoria inestable sin
ninguna interseccién entre ambas. En cambio, en el caso que muestra la figura A.2
c), las trayectorias estable e inestable se intersectan transversalmente en infinitos

nuevos puntos homoclinicos que no existian en el sistema no perturbado.

En este tltimo tipo de situacién que muestra la figura A.2 ¢) las nuevas inter-
secciones entre las dos trayectorias desdobladas, producen que el movimiento sea
extremadamente complicado en una banda alrededor de la separatriz no pertur-
bada. En definitiva, la perturbacién introducida genera una zona de movimiento
cadtico en la que aparecen las llamadas herraduras de Smale (Smale, 1967), y en la
cual hay una dependencia muy sensible de las condiciones iniciales. En el interior

de la nueva banda de estocasticidad también pueden existir pequenas zonas de
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@ (b)

(©)

Figura A.2: Tipos de desdoblamiento que la perturbacién puede producir en la separa-

triz.

movimiento regular con trayectorias periddicas.

Aunque una pequena perturbacién genérica provoca el desdoblamiento de la
separatriz no perturbada, no necesariamente produce siempre la interseccién entre
las nuevas trayectorias desdobladas. Por esta razén, es interesante conocer un
criterio que establezca la condicién para que una perturbaciéon dada provoque
intersecciones homoclinicas entre las trayectorias desdobladas.

El método de Melnikov proporciona un criterio para determinar la existencia
de intersecciones homoclinicas cerca de la separatriz del sistema no perturbado.
A continuacién vamos a explicar el fundamento de este método siguiendo las
descripciones de Guckenheimer y Holmes (1983, pp. 184-190), y de Lichtenberg
y Lieberman (1992, pp. 560-566). La idea basica del método es hacer uso de las
soluciones del problema integrable no perturbado para calcular unas soluciones
aproximadas del sistema perturbado.

Consideremos un sistema de un grado de libertad con Hamiltoniano
H(x,t) = Ho(x) + Hi(z, t) = Ho(x) + €V (x,t)

donde H;(x,t) es una pequena perturbacién periédica en el tiempo con periodo T’
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F (Xo(to))

Figura A.3: Distancia entre las trayectorias W y W desdobladas de la separatriz por

la perturbacién.

y dependiente del pequeno pardmetro €; Ho(x) es el Hamiltoniano del sistema no
perturbado, y & = (¢, p) es el vector formado por la coordenada ¢ y su momento
candnico conjugado p.

Suponemos que el sistema no perturbado tiene un punto de equilibrio inestable
hiperbélico, esto es, un punto silla Y, y la correspondiente separatriz Wi, con
trazo discontinuo en la figura A.3 , que comienza y termina en dicho punto. Como
hemos explicado anteriormente, al anadir la perturbaciéon H;(x,t), la separatriz
Wi se desdobla en dos trayectorias distintas: una estable, W, y otra inestable,
W=, ambas en trazo continuo en la figura A.3.

El método se apoya en la teoria de perturbaciones, ya que se basa en el hecho
de que las trayectorias desdobladas W= se mantienen préximas a la separatriz no

perturbada W,

Las ecuaciones de movimiento del sistema no perturbado son

fi(x) =qo = 68—7;0, f2(w):p0:_aa_7_;o, (A1)

o vectorialmente,

f = (f1, f2) = 2o = (qo, Po)
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y las ecuaciones de movimiento del sistema perturbado son

oM oMy oM,
Q—a—p— ap + o = fi(x) + eqi(x, ),

OH OHy, OHy

p= _8_(] — _a—q — 8—(] :f2($)+692(m7t)7
donde
_ v _ov
gl—apa gQ—aq

Estas ecuaciones las podemos escribir en forma m&s compacta, mediante no-

tacidén vectorial como

z = f(x)+eg(x,t), (A.2)

con & = (¢,p) y g = (g1,92)-
Si llamamos @y (t) a la solucién del sistema no perturbado correspondiente a

la trayectoria de la separatriz Wi, tenemos que

lim .’Bo(t) = Yo.

t—=+o0
Por otra parte, como las trayectorias desdobladas W= se mantienen préximas
a la separatriz no perturbada W, podemos escribir las soluciones estable x¢ e

inestable =’ de las trayectorias desdobladas W= de la forma
we(t, to) = wg(t - to) + (5.7:)6(75, tg) = wo(t — to) + ewﬁ(t, tg) + -y
x'(t,tg) = xo(t —to) + (0x)'(t, tg) = xo(t — to) + ex(t, 1) + - -,
donde £y es un instante inicial arbitrario.

Sustituyendo ahora estas expresiones de ¢ y ' en la ecuacién (A.2) queda
ko + ey’ = f(x) +eg(x,t). (A.3)

Como las trayectorias W* permanecen cerca de WiE, podemos desarrollar en
serie de Taylor, hasta primer orden, las funciones f(z*') y g(x®,t) en torno a la

solucion xy de la separatriz no perturbada,

F(x) = f(xo) + F(xo) - 62" = f(axo) + €F(x0) - 5" + - - -,

A A (A4)
g(x',t) = g(xo,t) + G(xg) - 02" = g(x0,1) + €G(20) - 27" + -+ -,

donde F(xy) y G(xg) son las matrices Jacobianas de f(x) y g(x) evaluadas en

la solucién @ (t — tp) de la separatriz no perturbada.

of on 991 Ogq1

dq op dq Op
F(:Bo) = ) G(:BO) =

Of2  Of2 992 Og2

9¢ Op /J x, 9¢ Op /J x,
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Si sustituimos las expresiones (A.4) en la ecuacién diferencial (A.3), y despre-

ciamos términos de segundo orden en €, obtenemos
ko + e’ = f(xo) + eF(xq) - 5 + eg(axo, t)
y teniendo en cuenta que f(xg) = @
5" = F(xo) - 27" + g(xo, t) (A.5)

de donde se pueden calcular las soluciones %"
El vector d(t,ty) que describe la separacion de las trayectorias desdobladas en

un cierto instante ¢ viene dado por
d(t,tg) = z'(t,t0) — x°(t, tg) = e[z} (t, o) — (¢, 10)].

Llamemos N (t,ty) al vector normal a la separatriz no perturbada en su punto
il?()(t),
N(t,to) = (= fa(®o(t)), fr(mo(t)))".

Por lo tanto, podemos definir la “distancia” D entre las trayectorias des-
dobladas W y W~ como la proyeccion del vector d(t, ) sobre la direccién de la

€

normal N (t,1y), es decir,

Nt
D= [N A0 h)

Si definimos el operador A como a A b = a1by — asb; podemos escribir

Flxo(t)) ANd(t to)  flao(t)) A[mi(t, to) — xi(t, to)] .

D="" @) ()]

o bien,
€

D= 1wy ? P (4.6)

donde
D% (t,tg) = Flao(t)) A xS (t, 1)

Vamos a calcular ahora la derivada temporal de la “distancia” D¢,

_dDr

De
dt

= Flzo(t)) A5 (t,to) + Flzo(t)) A &5 (t, o)
— F(ay) - @0 A 25(t to) + Flmo(t)) A EE(E o).

Como f(xy) = @ y aplicando la ecuacién (A.5) tenemos que

D® = F(@o) - f(@o(t)) A@i(t,to) + F(o(t)) AF (o) - 25 (t, to) + f(o(t)) Ag(wo(t))
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Los dos primeros términos de la ecuacion anterior se pueden combinar para dar

De = (TrazaF(zo)) f(@o(t)) A 5t to) + F(mo(t)) A g(o(t)).

Pero como estamos considerando un sistema hamiltoniano, si tenemos en

cuenta las ecuaciones (A.l) resulta que
<_ Jl) _|_<_J2> — < 0) _< 0) =0
dq To dp T, Opdq To dq0p To

D = f(zo(t)) A glao(t)).

En la “distancia” D¢ interviene la trayectoria estable W, por lo tanto, ahora

Traza F(xz)

y por tanto

debemos integrar la ultima ecuacion desde ty hasta oo, de manera que

D¢ (00, ty) — D*(ty, to) = /:O F@o(t — t0)) A gl(aolt — to), t) dt,

Sin embargo, como en la separatriz no perturbada tlirin xo(t) = Y, tenemos
que
lim f(zo(t)) =0

t—too

con lo cual resulta que
DF(s0,t0) = lim (F(o(t) A @t 1)) = 0.
Por lo tanto,
D*(to, to) = — /t:o f(@o(t —to)) A g(@o(t — to), 1) dt. (A.7)

De manera similar, si calculamos la derivada temporal de la “distancia” D?

obtenemos la misma expresion

D' = f(mo(t)) A glwmo(t))

pero como en D' estd implicada la trayectoria inestable W', debemos integrar
ahora esta ultima ecuacion desde —oo hasta ¢,
) ) to
Dilty,tg) = D'(~o0,t0) = [ Flaolt = to)) A glaolt — to), 1) d.

Igual que anteriormente, debido a que en la separatriz homoclinica tliin xo(t) =
— 00

Y, resulta que

Di(—oo,to) = lim (f(ao(t)) A (1)) = 0,

t——o00
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y por tanto

D'(to, ty) = /_t:o F(xo(t —t0)) A glxo(t —to),t) dt. (A.8)

Sustituyendo las ecuaciones (A.7) y (A.8) en la ecuacién (A.6) podemos ex-

presar la “distancia” D entre las trayectorias desdobladas como

D = F@o®)] /_Oo F(@o(t — o)) A g(@o(t — to),t) dt.

Si definimos la funcién de Melnikov M (¢p) como

Mito) = ¢ [ Fl@olt — 1)) Aglao(t — to), )
la “distancia” D entre las trayectorias desdobladas se puede escribir de la forma
_ M)
| f (@o())]

De esta manera, la funcién de Melnikov M (o) representa una buena medida
de la separacién de las trayectorias desdobladas Wy W_.
En el caso, como el nuestro, de que la funcion de perturbaciéon eg se derive de

una funcién Hamiltoniana dependiente del tiempo (ver Ozorio, 1990, pp. 50-53)

Lo o
g1 = apv g2 = 6(],

entonces tenemos que

M(to):5/_O:Of/\gdt:5/oo(f192_f291)dt

—00

/OO 87—(0 87—(1 _ 37—(0 6H1
—0o Op 0Oq dq Op

— [ {Ho(@o(t — o)), Halwolt — to), 1)} d,

) dt (A.9)

donde {Ho, H1} es el paréntesis de Poisson entre el Hamiltoniano no perturbado
y la perturbacién anadida. Esta ecuacién (A.9) es precisamente la que utilizamos
en esta memoria.

Finalmente, podemos concluir que si la funcién de Melnikov M (ty) tiene ceros
simples y son independientes del pardametro €, entonces para € > 0 suficiente-
mente pequerio, las dos trayectorias desdobladas W y W~ se intersectan transver-
salmente. Este resultado nos permite comprobar la existencia de intersecciones
transversales homoclinicas, que implican la presencia de herraduras de Smale, de-

pendencia sensible de las condiciones iniciales, y en definitiva movimiento cadtico

en una banda alrededor de la separatriz no perturbada.
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