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RESUMEN

La Tesis CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LA LOGICA Y DE LOS
CONDICIONALES BORROSOS constituye, a la vez, una nueva visién y un
conjunto de nuevas aportaciones sobre algunos conceptos basicos de la Logica
difusa. El primer capitulo se dedica a los conectivos, particularmente a la con-
juncién. Las t-normas han sido las funciones comminmente utilizadas a fin de
representar el Y” en Logica Difusa; en este trabajo se propone un modelo de
conjuncién que incluye la media geométrica, y parcialmente, las medias ponde-
radas, utilizadas tanto en el Razonamiento de sentido comin, como en algunas
aplicaciones al Reconocimiento de formas.

El Capitulo II recoge algunos resultados sobre condicionales, y sobre estados
légicos. Se aporta una generalizacion de la Transformada Légica de Zadeh, y
se hace un estudio de las propiedades de las diversas generalizaciones borrosas
del Condicional Material clésico.

El siguiente Capitulo se dedica exclusivamente a la monotonia, obteniendo una
caracterizacion para los predrdenes, por medio de los estados 16gicos, y estu-
diando diversos tipos de monotonia debilitada.

Completa la Tesis el analisis de propiedades de reflexividad, transitividad y
monotonia, entre otras, para algunas relaciones "racionales ”definidas en un
algebra probabilizada.



ABSTRACT

The Thesis CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LA LOGICA Y DE LOS
- CONDICIONALES BORROSOS is a contribution to the basic concepts of
Fuzzy Logic. The first chapter is devoted to logical connectives, in particu-
lar, the conjunction. T-norms have been commonly used to represent ” AND”
in Fuzzy Logic. In this work, we propose a conjunction model including the
geometric mean, and partialy, the weigted means, so much used both in the
Commonsense Reasoning and in some applications to Pattern Recognition.

Chapter II presents some results on conditionals and logical states. We propose
a generalization of the Zadeh’s Logic Transform, and make a study of the dif-
ferent fuzzy generalizations of the classical Material Conditional.

Next chapter is exclusively devoted to monotonicity. We obtain a characteriza-
tion for preorders throughout Logical States, and we also analyse some cases of
restricted Monotonicity.

Finally, we study the reflexivity, transitivity and monotonicity properties of
some "rational” relations defined in Probabilized Algebras.
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INTRODUCCION



La presente Memoria tiene cuatro grandes apartados.

Ne,,? P Y

1. En el primero, se estudian los conectivos "y”, "0” para subconjuntos bo-
rrosos, sin pretender hacer una simple analogia con lo que se hace en logica
clasica, pero manteniéndola como un caso particular de la misma.

1.1. En un comienzo se consideraron como funciones conectivas ”y”, "o” para

la légica borrosa sdlo las Min y Maz, respectivamente; es decir, dados dos
predicados vagos P y @ sobre un mismo universo del discurso E con funciones
de compatibilidad respectivas up y ug, se definieron

#praq(z) := (kp N pq)(z) = Min(pp(z), po(z))
1p+q(z) == (pp U p)(z) = Maz(pp(z), pg(z))

para todos los z € E. Ello se hizo, en primer lugar, como extensién inmediata
_de los conectivos bivaluados clésicos a través del simil

wanB(z) = Min(pa(z),¢8(z)), vaus(z) = Maz(pa(z),¢5(z)),

donde A y B son dos subconjuntos clasicos de E y ¢4, ¢p son funciones ca-
racteristicas. Ademads, Bellman y Giertz ([9]) probaron que bajo condiciones
de continuidad, asociatividad y distributividad, esas funciones eran las tnicas

posibles.

Sin embargo, si se aceptan como razonables las desigualdades

ppq(z) < pp(z) < prig(z)
#prq(z) < p(r) < puriq(z)
es inmediato obtener, equivalentemente:

ppq(z) < Min(up(z), pq(2)) < Maz(up(z), ne(z)) < ur+q(2),

para todo z € E. Con ello, en principio, cabe expresar

ppq(z) = T(pp(z), ue(z))
1p+q(z) = T*(up(z), uo(z)

con funciones T : [0,1]? — [0,1] y T" : [0,1]*> — [0,1], tales que T < Min y
Maz < T". , .

Si, ademaés, se quiere mantener la asociatividad de la interseccién y de la unién
de los subconjuntos borrosos:



- pp-q)-r(2) = pp(q.r)(z), 0 lo que es lo mismo

[p.@ N pR)(z) = [(up N p@) N uR)(z) = [up N (kg N pR))(z) = 1P.(@-R)Y(Z)

- B(P+Q)+r(Z) = np+(@+r)(2), 0 1o que es lo mismo

[#p+q U url(z) = [(up U pq) U pr)(z) = [up U (ug U ur))(z) = p+(@+R)(Z),

entonces T y T™ deben ser operaciones asociativas; es decir, deben verificar

T(ua T(va w)) = T(T(ua v)a w)
T (4, T"(v,w)) = T(T"(u,v),w)

para cualesquiera u, v, w en [0, 1].
Con ello, y con

(up N@E)(z) = T(up(z), pe(z)) = T(np(z), 1) = pp()

(Bp U ps)(z) = T"(pp(2), 0a(2)) = T*(1p(2),0) = pp(z),
que exigen T(u,1) = u, T*(u,0) = u, para todo u € [0,1], se llega a utilizar
como T a una t-norma cualquiera y como T™ a una t-conorma cualquiera.

Esté claro que si se desean mantener las ieyes de De Morgan:

HpQy(z) = ppyg(z), pP+y(z) = pp.g(z),
que con up(z) =1 — up(z), se escriben

1= (sp Npg)z) = (1 - pp(z)) U (1 — pq(z))
1 - (ppUpg)(z) =(1 - pp(z)) N (1 - po(z)),
se requiere
1-T(u,v)=T%(1-u,1-v)
1-T*(u,v)=T(1 -u,1-2v);
es decir, T"(u,v) =1~T(1 —u,1—v), para cualesquiera u,v en [0,1]. Por

tanto, T* debe ser la t-conorma dual de la t-norma T'.

A partir del trabajo ([6]), ya clasico, se ha hecho un uso extensivo de estas
funciones para expresar el "y” y el "0” entre predicados vagos.



1.2. Sin embargo, en el cdlculo con predicados vagos P, Q, en muchas ocasiones
P N @ expresa mas que una interseccién una agregacion de los significa-
dos extensionales expresados por las funciones de compatibilidad up y ug. En
algunos de estos casos, puede ser més razonable aceptar la cadena de desigual-
dades

Min(up(z), po(2)) < nrq(z) < priq(z) < Maz(pp(z), po(z))
con lo que si pp.g(z) = A(pp(z), 8e(2)), HPig(z) = A*(pp(2), o(z)), serd:

Min < A< A* < Max

Por este motivo, por ejemplo, se han estudiado funciones de agregacién ([41])
del tipo A, = aT + (1 = a)T* , siendo T y T* una t-norma y una t-conorma,
respectivamente. Tales funciones, obviamente pueden estar entre el Min y el
Maz. También algunos autores ([3],[93]) han usado medias aritméticas.

Debe observarse que en esos casos no existe asociatividad, y que también se
pierden otras propiedades tipicas del "y” como interseccién conjuntista. Asi, si
T™ es la dual de T

A (u,v) =1-A44(1-y,1-v)=1-aT(1l-u,l1-v)-(1-a)T*(1-u,1-v) =
1-aT(1-y,1-v)-(1-a)1-T(y,v))=1-aT(l-y,l-v)—(1-a)+
(1-a)T(u,v) =a-aT(l-u,1-v)+(1-a)T(u,v) = a(1-T(1 —u,1-v))+
(1= a)T(u,v) = aT*(u,v) + (1 — a)T(u,v) = A;_,(u,v),

con lo que si & = 1/2, la funcién de agregacién A,/; es auto-dual. Es el caso de

Aypo(u,v) = %Min(u,v) + -;—Maz(u,v) =Y ; v

Anéslogamente, se pierden las neutralidades del 1 y del 0:

Au(u,1) = aT(u,1) + (1 — a)T*(u,1) = au + (1 — a)l = au — a + 1, que vale
usiysolosia=1(4,=T);

A (u,0)=1-4,(1-4,1)=1-aT(1 - u,1)- (1 - a)T*(1 — u,1) = au, que
valeusiysélosia=1, (4, =T").

Por otra parte, C. Alsina y E. Trillas ([5]) han considerado, para sintetizar

preérdenes borrosos, funciones que son medias aritméticas generalizadas y que

también estdn entre el Min y el Maz. Es el caso de las medias ponderadas
My(v,v)=au+(l1-a), a€[0,1]
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o de la media geométrica

M [u,v) = Vu-v.

Tales funciones, ni son asociativas ni tienen al 1 como neutro.
Todas esas funciones son, sin embargo, funciones conmutativas.

1.3. No obstante, siendo la Logica Borrosa esencialmente un célculo con proposi-
ciones del tipo

"resP esT

(donde P es un predicado vago, eventualmente cldsico, sobre un universo del
discurso E, r € E y 7 un predicado de los contenidos en la variable lingiiistica
VERDAD) cuyo valor de verdad se expresa por

s(pp(2)) = (8- 0 pp)(z)
(con pp € [0,1)E y u, € [0,1]01 ), es decir, por una modificacién veritativa de
la funcién up, parece adecuado, como es usual en muchas ramas de la Légica,
relacionar los conectivos ”y”, "0” con la relaciéon implicaciéon que ligue "z es P”
es 7 con "y es Q” es v en las proposiciones condicionales del tipo

Si"res P” es 7, entonces "y es Q” es v.

El problema, asi enunciado, es de una gran envergadura tedrica; por ello, sélo
se ha abordado, en la presente Memoria, en una primera fase consistente en
considerar el hecho de que, finalmente, los cdlculos se efectiian en el intervalo
[0, 1], de cuya estructura se tiene en cuenta, casi exclusivamente, el orden total
usual <. Es decir, si => fuese una relacién trasladando entre proposiciones el
condicional

Sipentoncesg siysblosi p=>gq,

entonces se aceptaria la definicién de "y” como una operacién - entre proposi-
ciones tal que

p=>q siysdlosi p=gq-r(p,q)

para alguna proposicién r(p,q) dependiente de ambas p y g. AS:’, por ejemplo,
en un algebra de Boole es



pogssip+g=1ssip<gssip=¢g-p=q-(¢+p)
con lo que r(p,g) =p o r(p,¢)=¢ +p.

Para la Légica Borrosa, se ha adoptado la definicién:
T es una operacién ”y” en el intervalo [0,1] (una funcién capaz de expresar
pr.q(z) = T(pp(z), no(x)) ), si

z<y ssi 3=T(y7r(z’y))

siendo r(z,y) alguna funcién que relacione z,y. Por ejemplo, estid claro que al
ser

z <y ssi z =Min(y’z)

(r(z,y) = z) , cabe considerar a la funcién Min como una funcién capaz
de expresar el ”y” entre predicados vagos, como sabemos. Andlogamente, si
T es una t-norma con pseudo-inversa T*, de z = T(y,r(z,y)) se seguird
r(z,y) = T*(y,z), y con ello, - .

z<y 88 == T(vaA(yaz))

Por ejemplo, si T = L, al ser LA(y,z) = Min(1,1 — y 4 z), sigue:
L(y,Min(1,1 — y + z)) = Maz(0,y + Min(1,1 - y + :1:) -1 =
Maz(0, Mm(y,:c)) = Min(y,z)=z ssi z<y.

Es decir, toda t-norma es una funcién capaz de expresar el ”y” entre predicados
vagos.

Sin embargo, no todas las funciones que permiten "agregar” informacién pueden
incorporarse a esta definicién (y a la andloga para la conectiva ”0”). Por ejem-

plo, con la funcién
u+4v

2

se obtiene que si A(y,r) = &’ = z, entonces r = 27—y, funcién quees0 < r < 1
ssi y < 2z < 1+y. Por tanto, A(y,r) = z vale en la regién limitada por las
rectas y = 2z, y =2z — 1.

Asi, siz < y, es A(y,r) = z con r(z,y) = 2z — y, sdlo en la regién del cuadrado
unidad entre las rectas y = 2z, y = r; de la misma forma, si y < z, A(z,r) =y
con r(y,z) = 2y — z, sélo en la regién entre las rectas y = £, y = z. La
media aritmética ¥}* permite, por tanto, expresar el "y” sélo para los valores

A(u,v) =



(#p(2), ug(z)) que estén en tales regiones. Ello ha obligado a considerar fun-
ciones que se han llamados "locales”.

2. En la Memoria se ha reconsiderado, a continuacién, el concepto de operador
de implicacién. En los trabajos anteriores de Trillas y Valverde ([80,81]), se
estudi6 tal concepto a partir de la idea légica de implicacion, con una serie de
propiedades no siempre tenidas en cuenta en los trabajos de logica borrosa; asi
sucede con la propiedad de intercambio

R(z,R(y, 2)) = R(y, R(z, 2))

de uso nulo al nivel semantico en que suelen producirse los trabajos de logica
fuzzy.

Por ello, se ha limitado el trabajo aqui presentado a la consideracién de la
Meta-regla del Modus Ponens como definidora de las relaciones inexactas que
permitan representar proposiciones condicionales en la linea de los trabajos de
Trillas y Alsina ([70],{71]), y se ha extendido el estudio al caso de relaciones
que permitan hacer largas cadenas de inferencias, es decir, a las transitivas.
Siempre, naturalmente, respecto de una t-norma y, por tanto, de todas las que
son menores que ella. Se ha completado el estudio con el andlisis de los resulta-
dos que, en el calculo borroso, puedan considerarse como consecuencias logicas,
adaptando la clésica definicion de Tarski de consecuencia (vid. ({15])). Todo
ello se ha particularizado al caso exacto y se han analizado los casos en que, al
particularizar a subconjuntos clasicos, se obtiene el condicional material.

A este respecto, debe observarse que si bien muchos condicionales R(y/z) =
F(up(z), pp(y)) generalizan perfectamente al condicional material, existen ca-
sos en los que este 1iltimo se alcanza con un estado l6gico que no sélo no es el
cldsico v, sino que puede tener valores positivos tan pequefios como se quiera
sobre el conjunto V.

En la linea de los trabajos citados de E. Trillas y C. Alsina, se han estudiado los
estados 16gicos asociados a cada condicional y cada t-norma. Se hace observar,
que es indispensable utilizar para modelizar la regla composicional de inferen-
cia sélo aquellas t-normas para las cuales la relacién dada es efectivamente un
condicional, lo que en algunos trabajos de logica borrosa no se hace. Por ejem-



plo, Zadeh ha considerado muchas veces al condicional de Lukasiewicz respecto
de la t-norma Min, para la que precisamente esa relacién inexacta no es un
condicional (ni por tanto, siendo reflexiva, es un preorden). .

3. En el tercer apartado se ha abordado el andlisis de las relaciones inexactas
(y de las exactas como caso particular) que son monétonas. Esto se hace con
la intencién de clarificar el concepto y poder disponer en la légica borrosa de
relaciones que sean no-monétonas.

A este respecto, se ha conseguido caracterizar los preérdenes borrosos (y por
tanto los cldsicos) que son monotonos. El resultado, esquematicamente, es que
se trata de aquellos predrdenes tales que todos sus estados 16gicos son funciones
crecientes, es decir, que sus valores crecen al afiadir informacién. Por lo tanto,
la no monotonia de los predrdenes proviene de las variaciones que puedan sufrir
los estados l6gicos al aumentar la informacién en el universo del discurso.

En el caso particular clésico, la caracterizacién revela que una relacién exacta
es mondtona si y sélo si, para cualquier estado logico V' de la misma, se verifica

Sia-beV,entoncesa€V y beV.

Se muestran algunos ejemplos en el caso especial en que el universo del discurso
sea un &lgebra de Boole probabilizada.

Con respecto a los condicionales que no son transitivos sélo se ha conseguido,
en el mismo sentido, una condicién necesaria que no es suficiente. Por ello, para
intentar caracterizarlos, se ha considerado la Monotonia Débil y la n-Monotonia
(n € IN), y se ha estudiado la relacién entre ellas y con la monotonia de los esta-
dos légicos: Todo condicional monétono serd n-monétono para todo n € IV ;los
estados l6gicos de cualquier condicional n-monétono son crecientes, y cualquier
condicional que cumpla esta propiedad, es débilmente monétono. De estos
contenidos, algunos se demuestra que son estrictos, mientras que en otros, la
igualdad queda como problema abierto.

Por 1ltimo, algunos ejemplos parecen apoyar la tesis de la falta de conexién en-
tre la monotonia de los estados 16gicos, y otro tipo de monotonia muy utilizada,
la monotonia restringida.



4. En el cuarto capitulo de la Memoria, basicamente se han intentado estudiar
condicionales en un algebra de Boole probabilizada (E, p) que son funciones
racionales de la probabilidad. Tras unas consideraciones generales dirigidas a
encontrar los valores que pueden tener los coeficientes, se ha limitado el trabajo
a relaciones similares a los tres tipos que son mas usados en la logica proba-
bilistica:

- Tipo Nilsson: R(b/a) = p(a — b) = p(a’ + b) =1 — p(a) + p(b) — p(a’d)
- Tipo Lukasiewicz: R(b/a) = Min(1,1 — p(a) + p(b))
- Tipo Pélya: R(b/a) =.;'>(b/a) = %('7")1

De los diversos tipos se ha analizado tanto el caracter de condicionales, como
el de relaciones mondtonas o no-mondtonas.

La Memoria finaliza con un capitulo de conclusiones, en el que se citan algunos
de los problemas que no han quedado cerrados.



CAPITULO 1

CONJUNCIONES Y DISJUNCIONES

1.1. CONJUNCIONES EN UNA ESTRUCTURA RELACIONAL
1.2. CONJUNCIONES ESTRICTAS EN ([0, 1], <)

1.3. CONJUNCIONES EN ([0,1), <)

1.4. CONJUNCIONES LOCALES EN ([0, 1}, <)

1.5. DISJUNCIONES EN ([0, 1], <)

10



En Légica Clésica, una proposicién ”p y ¢” es cierta si y sdlo si ”p” es cierta

y ”q” también lo es. En légica multivaluada, para obtener funcionalmente el
valor de "p y ¢” cominmente han sido utilizados el Minimo, el Producto y
Lukasiewicz, por una parte por su simplicidad, y por otra, porque el caso clasico
se obtiene como un caso particular de las mismas. El mismo Zadeh ha sugerido
en muchas ocasiones que los conectivos deben ser elegidos dependiendo de la
situacién determinada.

R. Yager, en ([86]) propone la familia de conectivos

Cy(a,b) =1 — Min[1,[(1 — a)” + (1 — b)?]"/7]

para p > 1, que es una subclase de las t-normas. Estas ultimas, son las mas
utilizadas en la literatura fuzzy.

- Pero es un hecho ([3],(93] ) que en el razonamiento de sentido comin, en muchas
ocasiones algunas funciones de tipo compensatorio, como la media aritmética y
la geométrica, modelizan mejor el pensamiento humano que cualquiera de las
normas triangulares.

Por ejemplo, si deseo comprar un electrodoméstico, me pueden interesar esen-
cialmente dos aspectos: el precio y la calidad. Si puedo decir que el precio de
un articulo determinado se adecia a mis intereses en un grado 0.6, y la calidad
en un grado 0.4, posiblemente le asignaré en conjunto un valor 0.5 de concor-
dancia con lo que yo deseo. Sin embargo, si encuentro otro cuyo precio puede
ser admisible en un grado 1, y la calidad en grado 0, no se me ocurrira darle
en conjunto un grado 0.5, sino que lo més probable es que automaticamente lo
elimine de los posibles candidatos; es decir, en este caso parece mas aceptable
utilizar entre los dos valores 1 y 0 una funcién no compensatoria, como pueden
ser las normas triangulares.

En ([6]), se da una forma general funcional, asociativa y no distributiva, para
los conectivos logicos, estudiando sus propiedades y algunas caracterizaciones.
Diez afios después, nos volvemos a plantear la construccidon de un modelo de
conjuncién légica que, de alguna forma, incluya tanto la media geométrica como
las medias ponderadas.

En la primera seccion de este capitulo, se hara una revisién del concepto de con-

juncién en una estructura relacional cualquiera, obteniendo algunas propiedades
elementales, y su relacion con los subconjuntos del universo y con la monotonia.

11



Sin embargo, la estructura relacional que nos interesa en Logica Fuzzy es el in-
tervalo [0,1] con el orden natural de los nimeros reales, es decir, ([0,1], <), ya
que este intervalo es el rango usual para la pertenencia en la teoria de conjun-
tos difusos. En la segunda seccién se define la conjuncién estricta, y mediante
su seccién vertical se da una caracterizacién que nos permitird obtener de una
manera sencilla algunos teoremas.

Entre las aportaciones a la modelizacién de los conectivos légicos, cabe destacar
la de las funciones de agregacién de G. Mayor ([41]), entre las que se encuen-
tran tanto las t-normas como las t-conormas. Algunos resultados muestran la
relacién existente entre los operadores con los que trabajamos y dichas fun-
ciones.

Las t-normas entran dentro de nuestra definicién de conjuncién estricta, pero no
la media geométrica. Una definicién mas amplia, la de conjuncién, haréa posi-
ble en la tercera seccion, considerar algunas medias cuasilineales, entre ellas la
media geométrica, como posibles candidatos a representar la funcién "y”. De
nuevo un teorema de caracterizacion, nos servird para estudiar variados ejem-
plos.

Existen funciones que no se comportan en todo punto como conjunciones, sino
que s6lo lo hacen en algunas regiones de [0, 1] x [0, 1]; serdn conjunciones locales;
a ellas se dedica la siguiente seccién; de las medias cuasilineales, y en particular
la media aritmética, se halla la zona en que pueden ser utilizadas como tales.

El hablar de conjuncién, lleva inmediatamente a tratar de su operacién
simétrica, la disjuncidn, y de la negacién, que permite obtener una a partir
de la otra y viceversa. En Légica cldsica una proposicién "p o ¢” es cierta si
al menos una de las dos proposiciones "p” y "¢” es cierta. El hecho de que
este concepto coincida con la negacién de la conjuncién, ha motivado que el
Logica Multivaluada se hayan utilizado como disjunciones las duales de las con-
junciones, en particular las t-conormas.

En este trabajo, se parte de una definicién simétrica a la de conjuncién, llegando
al resultado de que se trata de un concepto dual.
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1.1. CONJUNCIONES EN UNA ESTRUCTURA RELACIONAL

DEFINICION 1.1.1. Dada una estructura relacional (E, =), se dice que una
operacién - : E x E — E es una operacién "y” o una conjuncidn si existe
r: E x E — E, tal que para todo a,b de E se verifica:

a=>bsiysolosi a=b-r(a,b)

EJEMPLOS 1.1.2.

1.- El Minimo es una conjuncién en ([0, 1}, <). Tomando r(a,b) = a, sera:
Min(b,r(a,b)) = Min(b,a) =asiy sdlosi a <b.

Observemos que r(a,b) = a no es la \inica operacién con esta propiedad; si

tomamos
, sta=b

r(a,b) = {a sia#b

se cumplira
. Min(b;1)=a, si a=b
Min(b, r(a,b)) = { M:’:Eb a; " G arb

que es igual a a si y s6lo si a < b.

2.- El producto usual de nimeros reales es una conjuncién en ([0, 1}, <).
Tomando r(a,b) de la forma:

r(a,b) = 1, si b=0
T Min(1,%), si >0

obtendremos
o0, si b=0

b-r(a,b) = { Min(b,a), si b>0

Y por lo tanto, b-r(a,b) =asiysdlosi a=b=0 o a—Mm(ba),en
cualquier caso, b-r(a,b) =asi y sélosia <b.

13



También en este caso podriamos haber elegido la operacién

1, sib=0
"(a’b):{ b sib#£0
avd?

3.- La operaci6én de Lukasiewicz, £(a,b) = Maz(0,a+b—1), es una conjuncién
en ([0,1}), <). Tomando

r(a,b) = Min(1,1 - b+ a),

obtendremos L£(b,r(a,b)) = Maz(0,b + r(a,b) — 1) = Maz(0,Min(b,a)) =
Min(b,a).
Y asi, £(b,r(a,b)) =a siysdlosia<b.

De nuevo la operacién r(a,b) no es tinica.

4.- La raiz cuadrada del producto a*b = v/a - b es una conjuncién en ([0, 1]), <).
Eligiendo
1 si b=0

r(a,b)={ Min(b,% , si b>0

0, sib=0
b*r(a,b)—\/b'r(a7b)“{ Min(b,a), si b>0

De nuevo tenemos b * r(a,b) =asiysdlosia=b=0 o a < b;y en cualquier
caso, a *r(a,b) =asiysdlosia<hb

se tiene:

5.- La operacién - infimo de un algebra de Boole E es una conjuncién en (E, <),
donde < es el orden natural dado por: a < b si y sélo si a = b- a. Estd claro
que tomando r(a,bd) = a se obtiene inmediatamente que: a < b si y sdlo si
a=1b-r(a,b).

Ademas, se puede demostrar que cualquier r tal que para todo a,b de E es
a-b< r(a,b) <+ a, verifica la propiedad anterior. En efecto, se tendria
b-(a-b)<b-r(a,b) y a-(b:d)=a-b6<b-r(a,b)<b-(b'+a)=0>-a; asi
a-b=b-r(a,b) y b-r(a,b)=asiysdlosia<hb.

En particular, la estructura (JP(E), C), donde IP(E) es el conjunto de todos los
subconjuntos de E, es un algebra de Boole, por lo que eligiendo r(A4,B) = A es
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BNnr(A,B)=BNA=Asiysolosi AC B.

DEFINICION 1.1.3. Dada la estructura (E, =), y un subconjunto no vacio
T C E, una conjuncién - de (E, R) diremos que es una T-conjuncién légica si
para todo a,b de E,

a-beT siysdlosi a€TybeT

EJEMPLOS 1.1.4.

1.~ Los subconjuntos T de [0,1) para los que el Minimo es una T-conjuncién
légica son los subintervalos de la forma T = [z,1],y T = (=, 1], con z > 0.

2.- Los subconjuntos T de [0,1] para los que el Producto es una T-conjuncién
légicason T = {1}, T =(0,1] y T =0,1]}.

3.- En el caso de la operaciéon de Lukasiewicz, los tnicos son T = {1} y
T =|[0,1).

4.- Para la raiz cuadrada del producto, los subintervalos T = {1} , T = (0, 1)
y T = [0, 1] son los subconjuntos buscados.

5.- Sea un algebra de Boole (E, <), tal que la operacién infimo - es una T-
conjuncion logica. Sia € T y a< b alsera:-b=a € T, tendremos que
b € T; por otra parte,sia € T y b€ T, serd a-b € T; de esto, se deduce
que los subconjuntos T para los cuales - es una T-conjuncién légica son los
T=V,={be E; a <b}, para cualquier a € E.

En particular, y como consecuencia, en (IP(E), C), los subconjuntos buscados
serdn los T =V, = {B € IP(E); A C B}.

TEOREMA 1.1.5. Si - es una T-conjuncién légica en (E, =), se verificard
a-be E~T siysblosi a€ E—~T o beE-T

Demostraciéon.- a-b € E~T siysflosi a-b g T, o equi’va.lentemente,
a@T o b¢gT,loqueocurresdlosi a€ E—~T o be E~T. D
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TEOREMA 1.1.6. Si - es una T-conjuncién légica en (E, =), => verifica
el Modus Ponens respecto a T; es decir, si a € T y a = b, entonces ha de ser

beT.

Demostracién.- Al ser a = b, existira r(a,b) tal que a = b-r(a,b) € T, y por lo
tanto, b€ T. D

Hemos visto que en el caso del Minimo en ([0,1],<) y en el de la operacién
infimo en las dlgebras de Boole, la operacién r : E x E — E venia definida
como r(a,b) = a para todo a,b de E. Esta observacion nos lleva a dar la

siguiente

DEFINICION 1.1.7. Una conjuncién - en (F,=>) diremos que es una con-
juncién ordenadora si

a=>b siysdlosi a=b-a

Por ejemplo, la t-norma Producto no es una conjuncién ordenadora en ([0, 1], <),
pues tomando a < b< 1,es a < by, sin embargo, b-a # a.

La operacién a * b = va-b tampoco es ordenadora en ([0,1], <) , ya que si
a < b, se verifica a < b, pero bxa = Vb-a # a.

La demostracion del siguiente Teorema es un ejercicio sencillo.

TEOREMA 1.1.8. Si en (E, =) existe una conjuncién ordenadora -, se veri-
fica:

1) - es idempotente si y solo si = es reflexiva.

2) Si - es conmutativa, => es antisimétrica.

3) Si - es asociativa, => es transitiva.

4) Si existe un elemento 0 € E absorbente para -, para todo z € E se verifica
0 = z. Si ademas, - es conmutativa, se verifica el reciproco.

5) Si existe un elemento 1 € F neutro para -, para todo z € E se verificaz = 1.
También en este caso, si - es conmutativa, se verifica el reciproco.

En general, el reciproco de 2) y de 3) no es cierto. Veamos un contraejemplo.
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Sea E = {a,b,c}, donde se define la relacion

== {(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,c),(a,c)} y la operaciéon a-a = a, b-b =
bc-c=c,a-b=c,a-c=b,b-a=a,b-c=a,c-a=a,c-b=0b
Claramente, - es ordenadora en (E, =), es no conmutativa, y sin embargo, =
es antisimétrica.

COROLARIO 1.1.9.
1) Dada la estructura algebraica (E,-), donde - es una operacién idempotente,
asociativa y conmutativa, la relacién = definida por

a=>b siysdlosi a=b-a,

es un orden parcial para el cual - es una conjuncién ordenadora.

2) Una condicién necesaria para que en (E,=>) exista una conjuncién orde-
nadora idempotente, asociativa y conmutativa, es que = sea un orden parcial.

Como se vera en el capitulo 3, dada una estructura (E,=>,-), la relacién = es
--monétona, si para todo a,b,c de E, a = b implica a-c = b.

TEOREMA 1.1.10. Si - es una conjuncién ordenadora para (E,=>), y es
asociativa, la relacién = es --monétona.

Demostracién.- Si es a = b, por ser a = b - a, se sigue que para todo ¢ es
a-c=(b-a)-c=b-(a-¢),yasi, a-c=>b O

Por consiguiente, la relacién < en un algebra de Boole es --monétona, siendo -
la operacion infimo del algebra.

Andlogamente, en el caso de ([0,1], <), como la operacién Minimo es asocia-
tiva, el orden lineal < es Min-monétono. Ademas, si una operacién - en [0, 1]
es tal que - < Min, se obtendra que si a < b, también es a - ¢ < Min(a,c) < b
para todo ¢ € [0,1], y por lo tanto, < serd --mondtona; en particular, < es
L-monétona y II-mondtona.

No ocurre lo mismo con las operaciones que no son menores que el Minimo; por

ejemplo, axb = v/a - b esta entre el Minimo y el Maximo, y < no es *-monétona:
de 0.1 < 0.2 no se sigue que 0.1*0.9 = 0.3 < 0.2.
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1.2. CONJUNCIONES ESTRICTAS EN ([0,1},<)

DEFINICION 1.2.1. Una operacién T : {0,1]> — [0,1] es una conjuncién
estricta para el intervalo ordenado ([0, 1], <) si para todo a, b de E se verifica:

[a<b] & [3ce 0,1}, con T(b,c) =a]j
Observemos que el ¢ no es fijo, sino que dependera de cada a y b.

De ahora en adelante, T denotars una funcién de [0,1]? en [0,1]. Llamaremos
T, : [0,1] — [0,1] a la seccién vertical de T en a, es decir, T,(b) = T(a, b).

Los dos teoremas siguientes caracterizan las conjunciones estrictas.

TEOREMA 1.2.2. T es una conjuncién estricta si y sélo si Im(T,) = [0, a],
para todo a € [0, 1].

Demostracién.- Supongamos que T es una conjuncién estricta; b € Im(T,) si
y sdlo si existe un ¢ € [0, 1) tal que T(a,c) = b, lo que ocurre sélosi b < a y
b € [0,a]; por tanto Im(T,) = [0, a].

Sea ahora Im(T,) = [0,a] para todo a € [0,1]; serd b < a si y sblo si
b € [0,a], lo que equivale a b € Im(T,), y a que existe un ¢ € [0,1] tal que
Tu(c) = T(a,c) = b.

Por tanto, b < a si y sélo si existe un ¢ € [0, 1] verificando T'(a,c) = b. O

TEOREMA 1.2.3. Si T es tal que:
-es no decreciente.
-tiene al 0 como elemente absorbente a la derecha, y
-tiene al 1 como elemento unidad a la derecha,
entonces T es conjuncion estricta si y sdlo si T es continua en la segunda varia-

ble.

Demostracion.- Es bien conocido que si f es una funcién no decreciente, en-
tonces:
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f es continua en [a, b] si y sélo si f([a,b]) = [f(a), f(b)]

Aplicando este resultado a la funcién T,, y teniendo en cuenta que 7,(0) = 0
y Tu(1) = a, se sigue el Teorema. O

Los dos teoremas siguientes nos proporcionan condiciones necesarias para que
T sea una conjuncion estricta.

TEOREMA 1.2.4. Si T es una conjuncién estricta, entonces T'(a,b) < a para
cualesquiera a,b € [0, 1].

Demostracién.- En efecto, existe un ¢ € [0,1] (que serd ¢ = b), tal que
T(a,c) = T(a,d), y por ser conjuncién estricta, T'(a,b) < a. O

COROLARIO 1.2.5. Las t-conormas ne son conjunciones estrictas.
Demostracion.- Si S es una t-conorma, entonces § > Maz. O

No es cierto que si T es una conjuncién estricta, entonces T'(a,b) < b para cua-
lesquiera a,b € [0,1].

En efecto, la operacién T'(a,b) = a — a - b es conjuncién estricta, por ser para
todo a € [0,1], T,(z) = a — a - z, que verifica Im(T,) = [0, a].

Sin embargo, T(1,0.1) =1-0.1 =0.9 £ 0.1.

TEOREMA 1.2.8. Si T es una conjuncién estricta no decreciente, entonces
T verifica:

-es continua en la segunda variable.

-tiene al 0 como elemento absorbente a la derecha.

-tiene al 1 como elemento unidad a la derecha.

Demostracion.- Inmediata, estudiando las secciones verticales 7,. O

Algunas condiciones suficientes vienen dadas por el siguiente
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TEOREMA 1.2.7. S5 T:
-es continua en la segunda variable,
-es menor o igual que el Minimo,
-tiene al 0 como elemento absorbente a la derecha,
-tiene al 1 como elemento unidad a la derecha,
entonces T es una conjuncion estricta.

Demostracién.- Sia < b, de T(b,0) =0< a y T(4,1) =¥ > a, por la con-
tinuidad, existe un ¢ € [0, 1}, tal que T'(b,¢) = a.

Si a > b, para todo c es T(b,c) < b < a, por lo que no existe ningin ¢ € {0, 1]
verificando T'(b,c) = a.

Por tanto, a < b si y sblo si existe un ¢ € [0, 1] tal que T'(b,c) =a. D

COROLARIO 1.2.8. Las t-normas continuas son conjunciones estrictas.

TEOREMA 1.2.9. La tnica conjuncién estricta conmutativa mayor o igual
que el Minimo es T = Min.

Demostracién.- Si a < b, entonces T,(b) < a por el Teorema 1.24. , y

T.(b) = T(a,b) > a ;a que T es mayor o igual que el Minimo. Por tanto,
T,(b) = T(a,b) =a =T(ba). D

TEOREMA 1.2.10. Sea T > M1in una conjuncién estricta.
-Si a < b, entonces T(a, b) = a.
-Si a > b, entonces T(a, b) € [b,a].

Demostracién.- Si a < b, entonces T,(b) < a, y T,(b) > a por ser mayor o
igual que el Minimo; por tanto T(a,b) = a.

Sia>b, T,(b)<ay T.b) = b asi llegamos a T(a,b) € [b,a]. O

TEOREMA 1.2.11. Si T es una conjuncién estricta, entonces la relacién <
es T-monétona.
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Demostraciéon.- Veamos que para todo a,b,c € [0,1], si a < b entonces
T(a,c) <b.
Por ser Im(T,) = [0, a), si a £ b, para todo ¢, T(a,c) =T,(c) La<b O

TEOREMA 1.2.12. Toda conjuncién estricta conmutativa y creciente T es
una funcién de agregacién (vid. apéndice).

Demostraciéon.- Hemos de comprobar que para todo z de [0, 1]:
i) T(z,0) = T(1,0)z.
i) T(z,1) = (1 - T(1,0))z + T(1,0).

Por ser T conjuncién estricta creciente, T(0) = T(z,0) = 0 y T.(1) =
T(z,1) = z para todo z € [0,1]. Por tanto,

i) T(z,0) =0 =0z =T(1,0)z.
i) T(z,1) =1z
1-71,0)z+T(1,00=(1~-0)z+0=2z. D

TEOREMA 1.2.13. Si T es una funcién de agregaciéon, T es conjuncién es-
tricta si y sdlo si T(z,0) = 0 para todo z de [0, 1].

Demostracién.- Si T es conjuncion estricta, por ser creciente, T,(0) = T(z,0) =
0 para todo z de [0, 1].

Si T(z,0) = 0 para todo z € [0,1], T(z,1) = (1 — T(1,0))z + T(1,0) = z.

Luego para todo z, T,(0) = 0 y T,(1) = z, y por ser T creciente,
Im(T;) =[0,z] y T es conjuncién estricta. D

TEOREMA 1.2.14. Si T es una funcién de agregacién, T es conjuncién es-
tricta si y sélo si T(z,1) = z para todo z de [0, 1].

Demostracion.- Si T es conjuncion estricta, es claro que T(z,1) = z para todo
z € [0,1].

Si T(z,1) = z para todo z € [0,1], T(z,1) = (1 -T(1,0))z + T(1.,0) =z,y
resolviendo, T(1,0) = 0.

21



Por tanto, T,(0) = T(z,0) = T(1,0)z = 0,y T.(1) = z. Luego, T es conjuncién
estricta. O

TEOREMA 1.2.15. Dada la funcién de agregacion
F=(1-k)T+kS,

donde T es una t-norma y S una t-conorma continuas cualesquiera, F’ es una
conjuncién estricta si y sdlo si k = 0.

Demostracién.- Si F es una conjuncién estricta, para todo z € [0,1] F%(0) = 0;
es decir, 0 = F(z,0) = (1 - ¥)T(z,0) + kS(z,0) = kz para todo z; luego ha de
serk=0.0

Garrett Birkoff, en ([10]), define en un m-reticulo G, el residuo a la derecha
h : k, de dos elementos cualesquiera h, k de G, como el mayor z si existe, veri-
ficando z - k < k, donde - es la operacién infimo del reticulo. Esto nos sugiere
la siguiente definicién:

Dada una funcién T : [0,1)2 — [0, 1], se define el residuo a : b como:

a:b=sup{z €[0,1]; T(b,2) £ a}

TEOREMA 1.2.16. Si T es no decreciente, entonces T es una conjuncion
estricta si y solo si :

i) para todo a,b de [0,1)], existe a: b, y-

il)a<b siysélosi T(ba:bd)=a.

Demostracion.- Sea T una conjuncion estricta. Si a < b existe un ¢ verificando
T(b,c) = a, por lo que sup{z € [0,1]; T(b,z) < a} = a: b existe.

Sib < a, de a < a, se sigue que existe un d € [0, 1] tal que T(a,d) = a, y por ser
T no decreciente, T(b,d) < T(a,d) =a,y sup{z €[0,1]; T(b,2) <a} =a:b
también existe en este caso.

Por otra parte, si f es una funcién continua en [a,b}, y f(a;) < h para todo

: € I, entonces f(sup{a;; 1 € I}) < h. Al ser T no decreciente y conjuncién
estricta, aplicando el Teorema 1.2.6., obtenemos que T es continua en la segunda
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variable, y por tanto,
T(b,a : b) = T(b,sup{z € [0,1} ; T(b,z) < a})< a

Asi, si a < b, existe un ¢ € [0,1] tal que T(b,c) = a; entonces T(b,a : b) > a, y
T(b,a:b)=a.

Reciprocamente, si [a < b si y sblo si T(b,a : b) = a], comprobaremos que T
es una conjuncién estricta, viendo que Im(T;) = [0, b] para todo b € [0, 1]:

i)Sia < b, T(b,a:b) = Ty(a:b)= a;por tanto, a € Im(T),y (0,b] C Im(T;).

ii) Si b =1, Im(T)) C [0, 1] obviamente.
Por ser 1 £ b, T(b,1:b) # 1, es decir, T(b,1:b) <1;yde 1:b=sup{z€
[0,1]); T(d,2) < 1} =1, se sigue T(b,1) < 1.

Por ser T no decreciente, T(b,c) < T(b,1) para todo ¢ de [0,1], y Im(T) C
[0,T(b,1)]. Sea T(b,1) = m.

a) Sim < b, para todo ¢ € [0,1] serd T(b,c) <m <b,y Im(T) C [0,b)].
b)Sim > b T(bm:b) #m y Tbm:bd < m = T(b1); pero de
m : b= sup{z € [0,1] ; T(b,z) £ m} = 1, se obtiene T'(b,1) < m, que es una
contradiccién. O

COROLARIO 1.2.17. Las t-normas continuas T, verifican: a < b si y sélo
si T(b,a:b)=a.

EJEMPLOS 1.2.18.

1.- Si T es la t-norma producto, el residuo es:

Min(1,%), stb#0

a:b=sup{z€[0,1];b-z$a}={1 sibe0

Por tanto, a < b si y sdlo si

T(b,Min(1,%))=a, s b#0
T(b,1) =0 = a, si b=0

2.~ Si T(a,b) = Maz(0,a + b—1) es la t-norma de Lukasiewicz:

23



a:b=sup{z €[0,1]; Maz(0,b+ 2z —1) < a} = Min(1,14+a—b).

Luego, a < b sy solo si T(b,Min(1,1+a—0b)) =a.

3.- 51 T es la t-norma Min:
a:b=sup{z € [0,1]; Min(b,z) <a} que serd 1 si b < a, y a en otro caso.

Aplicando €l tiltimo teorema: a < b si y sdlosi T(b,a:b) = a.

Las siguientes graficas, corresponden a algunas conjunciones estrictas.

T(a,b)=a-b

...........................

Te

Fig. 1.1.
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sib<1/2
(1-0b), sib>1/2
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1.3. CONJUNCIONES EN ([0, 1), <)

DEFINICION 1.3.1. T : [0,1]* — [0,1] es una conjuncidn si para todo a,b
de [0, 1] se verifica

[a <8 = [3ce€[0,1] tal que T(b,c) = g}
De nuevo, el ¢ dependera de cada a y b.
Notemos que si T es una conjuncion y existe un ¢ € [0,1] tal que T'(b,c) = a,

no podemos concluir que a < b, como ocurria en €] caso de las conjunciones
estrictas.

EJEMPLOS 1.3.2.

1.- La operacién conmutative T(a,b) = va-b es una conjuncidon, ya que
si a,b € [0,1] y a < b, podemos encontrar ¢ = 1:- € [0,1], que verifica

T(b,c) = \/b- £ =a.

Ahora bien, tomando a = 0.3 y b
T(b,c) = v0.1-0.9 = v/0.09 = 0.3

T no es una conjuncién estricta.

0.1, existe ¢ = 0.9 € [0,1], tal que
a; y sin embargo, a £ b. Por tanto

2.- La operacién no conmutativa T(a, b) = b es una conjuncién, ya que si a < b,
tomando ¢ = a, se obtiene T'(b,c) = a.

Sin embargo, tomando a = 0.8 y b = 0.2, T'(b,0.8) = a, pero no es a < b; por
tanto, no es una conjuncion estricta.

TEOREMA 1.3.3. T es una conjuncién si y sélo si existe r: [0,1]> — [0,1]
tal que a < b & a=T(b,r(a,b)).

Demostracién.- Si T es una conjuncién, construimos r de la siguiente forma:
Si a < b, existird un ¢ € [0,1] verificando T'(b,c) = a; tomamos r(a,b) = c.

Si a > b, al ser 0 < b, existird un d € [0,1] tal que T(b,d) = 0 # a; elegimos
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r(a,b) =d
Claramente, a < b siy s6lo si T(b,r(a,b)) = a.

Ahora, si existe r:[0,1)* — [0,1] tal que a < b & a = T(b,r(a,b)), entonces
si a < b, existe ¢ =r(a,b) verificando T(b,c) = a.0

Notemos que si T es una conjuncién, y por tanto se tiene la funcién r(a, b) del
teorema, el hecho de que exista un ¢ € [0,1] con T(b,c) = a no significa que
dicho ¢ coincida con r(a,b), y por lo tanto, que sea T'(b,r(a,d)) = a; luego, no
tiene por qué ser a < b.

Por otra parte, es claro que esta caracterizacién de conjuncién coincide con la
definicion dada en la primera seccién de este capitulo para estructuras rela-
cionales, en el caso particular de ([0, 1}, <).

TEOREMA 1.3.4. T es una conjuncién si y sélo si [0,a] C Im(T,) para
todo a € [0,1].

Demostracién.- Sea T una conjuncién, y sea b € [0, a); entonces b < a y existe
un c € [0,1] tal que T(a,c) = b= T,(c); por tanto, b € Im(T,).

Por otra parte, supongamos que [0,a] C Im(T,) para todo a € [0,1].
a < b, serda a € [0,b] € Im(T}); por tanto existe un ¢ € [0,1] tal que
Ty(c) = T(b,c) =a. O

Es inmediato el siguiente

TEOREMA 1.3.5. Toda conjuncién estricta es una conjuncién; por tanto,
toda t-norma continua es una conjuncion.

TEOREMA 1.3.6. Sea T una conjuncién no decreciente en la segunda varia-
ble. Entonces T'(a,1) > a y T(a,0) = 0 para todo a € [0, 1].

Demostracién.- Como T es no decreciente y [0,a] C Im(T,), existe un c € [0,1]
verificando T(a,c) = a; asi, a = T(a,c) < T(a,1).

Al ser 0 € Im(T,), existe un d € [0,1] tal que 0 = T(a,d) > T(a,0); por tanto,
T(a,0)=0. O
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TEOREMA 1.3.7. 5i T es tal que:
- es continua en la segunda variable,
- tiene al 0 como elemento absorbente a la derecha, y
- T(a,1) > a, para todo a € [0,1],

entonces T es una conjuncion.

Demostracién.- Para todo a € [0,1] es T,(0) = T(a,0) =0, T,(1) = T(a,1)
> a,y T, es continua; por tanto, [0,a] C Im(T,) para todo a € [0,1]. O

TEOREMA 1.3.8. Toda conjuncién que a la vez es funcién de agregacion, es
conjuncién estricta.

Demostracién.- Si T es funcién de agregacién y conjuncién, por ser creciente,
para todo z de [0,1] es T,(0) = 0, y por el Teorema 1.2.13., es conjuncién es-
tricta. O

TEOREMA 1.3.9. Sea T(a,b) = f~)(pf(a) + ¢f(})), con p+g=1 y
Pg > 0, una media cuasilineal([36)), con generador f :[0,1] — [A, co) biyectivo
y decreciente (vid. figura). Entonces T es conjuncién.

o)

Fig. 1.4.

Demostracién.- Para cada a € [0, 1],
- T, es continua.
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-Sib<¥; f(b) 2 f(¥); pf(a) +qf(b) 2 pfa) + gf(V);
T(a,b) = f~'(pf(a) + ¢f (b)) < fNpf(a) + ¢f(¥)) = T(a,¥'), y por tanto, T,
es creciente.

- T,(0) = f~Y(pf(a) + ¢f(0)) = f~!(c0) = 0.

- pf(a) + ¢f(1) = pf(a) + qA € [A, f(a)] , luego To(1) = f~'(pf(a) +
gf(1)) € [a,1] ¥y Tu(1) 2 .

Asi, [0,a] C Im(T,), y T es conjuncién. O

Observemos que si a < b, el ¢ € [0,1] verificando T(b,c) = a sera
c = fi( L),

TEOREMA 1.3.10. Si T es una media cuasilineal en las condiciones del Teo-
rema anterior, entonces T no es conjuncion estricta.

Demostracién.- Si a <1, pf(a)+ ¢f(1) = pf(a) + gqA < f(a);
T.(1) = f~pf(a) + ¢f(1)) > a ; [0,a] # Im(T.), y por lo tanto, T mo es
conjuncién estricta. O

COROLARIO 1.3.11. La media geométrica T(a,b) = Vab es una con-

juncién, pero no es una conjuncion estricta.

Demostracién.- La media geométrica es la media cuasilineal con p=¢ =1,y
generada por f(z) = ~logz, que es una funcién de [0,1] en JR* biyectiva y
decreciente. O

En este caso, si a < b, ¢ = f1(2f(a) — f(b)) = e~ 3/@)-S() = eHoga—logh
e'°-°952' = gbi

TEOREMA 1.3.12. Si T(a,b) = f~'(pf(a) + qf(})) ,con p+g=1y
g > 0, es una media cuasilineal, con un generador f : [0,1] — [4,B] ,B < oo,
biyectivo y decreciente (vid. figura), entonces T no es conjuncién.
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Fig. 1.5.

- Demostracién.- Para cada a € [0, 1],
- T, es continua.

- T, es creciente.
-Si a>0; f(a) < B, ; pf(a)+¢B < B y T,(0) = f~'(pf(a)+¢B) > 0.
Por tanto, [0,a] € Im(T,), y T no es conjuncién. O

COROLARIO 1.3.13. La media aritmética no es una conjuncion.
Demostracién.- La media aritmética es T(a,b) = ¢t = f‘l(ﬂ“—)}ﬂﬂ), donde
f:00,1] - [0,1) es f(z) =1~ z, que es biyectiva y decreciente. O
TEOREMA 1.3.14 Si T es una conjuncién no estricta, entonces la relacion
< no es T-mondétona.

Demostracién.- Existira a € [0,1] tal que el contenido [0,a] C Im(T,) es es-

tricto, y por lo tanto, para algian c es T,(c) = T(a,c) > a. Tomando b = 5+—T§M,
es a < b, y sin embargo, T(a,c) £b. O

En lo que sigue, denotamos las funciones Minimo y Méximo por a A b =
Min(a,b) y aV b= Maz(a,b).
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TEOREMA 1.3.15. Sea T creciente y continua a la derecha en la segunda
variable; entonces T es una conjuncién si y sélo si se verifican las condiciones:
i) para todo a,b € [0,1], existe a:b.
il)a<b siysdlosi T(banb:aVbd)=a.

Demostracién.- Sea T una conjuncién. La demostracién de i) es similar a la del
Teorema 1.2.16.

Por otra parte, T(b,aAb:aVb)=T(b,sup{z €[0,1); T(aVb,z) SaAb})=
sup{T(b,2) ; T(aV b,z) < aAb}, por ser T creciente y continua a la derecha
en la segunda variable.

Si a<b, T(bjaAb:aVb)=sup{T(bz); T(b,2)<a}.

Como T es una conjuncidn, [0,4] C Im(T}), a € [0,b] y @ € Im(T}); por tanto,
existe un h tal que T'(b,h) = a, y obtenemos que sup{T(b,2); T(d,z) < a} =
a.

Ahora, si T(b,aAb:aVbd)=a,serd sup{T(b,z); T(aVbz)<aAb}=a.
Como T es creciente y b < aV b, para cada z es T(b,z) < T(aV b,z2);
para cada z verificando T(a V b,2) < aAb, serd T(bz) < aAb, ¥y
sup{T(b,z); T(aVb,z)<aAb} <aAb

Asi tenemos que a < aAby a<b.

Reciprocamente, supongamos que a < b si y sélosi T(b,aAb:aVbd)=a. Si

a < b, entonces a =T(b,aNb:aVb)=Ty(aAb:aV b); por tanto a € Im(T})
y [0,8] € Im(T,;) para todo b. D

EJEMPLOS 1.3.16.

1.- Si T(a,b) = f~Y(pf(a) + ¢f(b)) es una media cuasilineal cuyo generador
f:[0,1] = IR* es una funcién biyectiva y decreciente, entonces:

aAb:aVb = sup {z € [0,]] ; T(aVbz) < aAbd} = sup {z €
(0.1]; f~'(pflaVb)+4f(2)) SaAb) =sup{z€[0,1]; pflaVb)+qf(z) 2
flanb)}=sup{z€[0,1]; z< f—l(&ﬂ):fﬂgv_bl)} = f—l(ﬂg{\_b):‘_]gﬂgiﬂ).

Por el Teorema, a < b si y sélo si T(b, f‘l(mﬁﬂ:qm)) =a.
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2.- En particular, si T es la media geométrica T'(a,b) = +/ab, al ser
f—-l( {_{nhb}-;gﬂnvbl) o f"l(Qf(aAb)-f(aV b)) = e—(—2og(anb)+log(avb)) _ clog “:\f =
“::f; , se obtendra

a<b siy solo si T(b,%ﬁ) =

Las siguientes figuras corresponden a conjunciones que no son conjunciones es-
trictas

T(a,b) = 5(1 +a)

0.75
0.5

Fig. 1.6.



2.b,  sib<1/2
T(@b)=1\ 9.(1-b) sib>1/2

Ta

Fig. LT

T(a,b) = 2(a+1)b* — 2(a+1)b+ al_ -




I.4. CONJUNCIONES LOCALES EN ([0, 1], <)

Existen operaciones que, aunque en general no pueden considerarse como con-
junciones, para ciertos valores si que es adecuado tomarlas como tales; este
hecho nos lleva a definir las conjunciones locales, es decir, funciones que son

conjunciones en alguna regién de [0, 1)2.

DEFINICION 1.4.1. Dado (a,b) € [0,1)?, la funcién T : [0,1]? — [0,1] se
dice que es una conjuncién en el punto (a, b) si

-a <b yexiste un c € [0,1] tal que T(b,c)=a, o

-b<a yexisteund € [0,1] tal que T(a,d) = b.

TEOREMA 1.4.2. Una funcién T : [0,1)* — [0,1] es una conjuncién si y
sélo si es una conjuncién en todo punto (a,bd) € [0, 1]2.

Demostracién.- Es inmediata. O

TEOREMA 1.4.3. Si T es una conjuncién en (a,b) € [0,1]* y T es estric-
tamente creciente en la segunda variable, o no decreciente y continua en la
segunda variable, entonces a < b implica que aAb:aVb=a:b existe, y
T(byaAb:aVb)=T(ba:b)=a.

Demostracién.- aAb:aVb=a:b=sup{z €[0,1]; T(b,2) < a}.

Como a < by T es una conjuncién en (a,b), existe un ¢ € [0,1] tal que
T(b,c) = a; por tanto, el conjunto {z € [0,1] ; T'(b, z) < a} es no vacio y existe
a:b.

Si T es estrictamente creciente, ¢ = sup {z € [0,1] ; T(b,z) < a} =a:b,y
T(b,a:b)=a.

Si T es no decreciente y continua en la segunda variable, es a = T'(b,c) < T'(b,
a:8)=T(b,sup {z € [0,1]; T(b,2) < a}) < a, llegando a T(b,a:b)=a. O
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TEOREMA 1.4.4. Si T(a,b) = fC-)pf(a)+qf(b)) ,con p+g=1, pg>0,
es una media cuasilineal con generador f :[0,1] — [4,B], B < oo, biyectivo
y decreciente , entonces T es una conjuncién en (a,b) € [0,1]? si y sélo si
f(anb)—pf(aVvd) € [g4,4¢B].

Demostracién.- Supongamos que T es conjuncién en (a, b) € [0, 1]%.
Si a < b, exitird un ¢ € [0,1)] verificando T'(b,c) = f~(pf(b) + ¢f(c)) = a, 0
equivalentemente, pf(b) + ¢f(c) = f(a).

En este caso, habra de ser f(c) = ﬂg)—'fﬂﬂ €[A,B] vy f(a)—pf(b) € [¢A,g¢B].
Por otra parte, si f(a)— pf(b) € [g4, ¢B], siguiendo los pasos inversos, se llega
aque c= f‘l(&)-:qzﬂﬂ) € [0,1] , es tal que T(b,c) = a.

De la misma forma se obtiene que si b < a, T es conjuncién en (a,b) si y sélo

si f(b) — pf(a) € [g4,¢B].

En conclusién, T es una conjuncién en (a,b), siy sélosi f(aAb)—pf(aVd)€
[¢4,¢B]. D

COROLARIO 1.4.5. La media ponderada T,(a,b) = aa+fb, con a+8 =1,
af3 > 0, es una conjuncién en (a,b) € [0,1)*siysélosia=b=0 o %‘% 2 a.
Demostracion.- La media T,(a,b) = aa+ Bb, es una media cuasilineal de gene-
rador f : [0,1] — [0,1], con f(z) = 1— z biyectivo y decreciente, p=a ,q=f§;
por tanto, serd conjuncion en (a,b) siy sélosi f(aAb)—af(aVd) € [A,BB] =
[0, B]; es decir, si

0<(1-aAb)—a(l—-aVb)<B

como la primera desigualdad siempre es cierta, sera conjuncién si y sélo si
(1-aAb)—a(l~-aVbd)<L1-a,o simplificando,
—aAb+ a(aVd)<0;loqueocurreslosi aAb=aVb=0 ,0 22 >a. D

Sea A, = {(e,b) € [0,1}*; T, es conjuncién en (a,d) } = {(a,d) € [0,1)?;
e > o} U {(0,0)} C [0,1]? (vid. figura).

aVvb —
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y-o:x

Fig. 1.9.

NOTA.- El Corolario 1.4.5. nos indica que, por ejemplo, la media aritmética
puede utilizarse como conjuncién para los pares (a,b) de A;/;, es decir, para
aquellos (a, b) tales que 222 > 1 o (a,b) = (0,0).

avh = 29

TEOREMA 1.4.6. Dados a , v € (0,1)

y<a & A,CA,

Es decir, ¥ < a si y sdlo si la region donde T, se comporta como conjuncion
esta contenida en la region donde lo hace T.,.

Demostracién.- Si v < a, sea (a,b) € A,; se tiene geg 2a2vy (a,b) €A,

Supongamos ahora que A, C A, ; si fuese v > a, existiria un (a,b) € [0,1]?

tal que a < {:-3"; <4,y asi (a,b) € A, y (a,b) ¢ A,, obteniendo una

contradiccién. Por tanto, ha de ser v < .0

Es de notar que

N Ae={(a,a); a€[0,1]}

a€(0,1)

NOTA.- Podemos utilizar la media ponderada T, con el objeto de definir una
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conjuncién por:
T(a,b) = Ty - pa.(a,0) + T° - ‘PAZ,(a’ b)

donde T* es cualquier conjuncién en 4/, complemento de A4, en [0,1]?, y 4 es
la funcién caracteristica del subconjunto A.

Ya vimos que si T es una conjuncién estricta creciente, entonces para todo a, b
de [0,1] existe a : b, y si T es conjuncién creciente y continua a la derecha
en la segunda variable, también existe a : b, y ademds ¢ < b si y sdlo si
T(b,aNb:aVbd)=a.

Para la media ponderada T,, que ya sabemos que no estad en ninguno de los
casos anteriores, se pretende hacer un estudio similar. Dada la media ponde-
rada T,(a,b) = aa+ Bb, con a+ B =1, aB > 0, veremos cuales son los pares
(a,b) € [0,1)%, tales que aAb:aVb existe.

aAb:aVb = su {z € [0,1] i Ta(aV bz) < aAb} = sup {z €
[0’ 1] ) a(aV b) + ﬂz S al b} = sup {Z € [0’ 1] Pz S a/\b—g‘avb!}.

aAb: aVb existira siempre que este ltimo conjunto no sea vacio, lo que ocurre
siy sélosi aAb—a(aVb) > 0; es decir, siy sélosi #2 >a 0o aAb=aVb=0.
Tenemos asi, que a Ab: aV b existird para los pares (a,b) donde T, sea con-
juncién; ademas, en este caso

aANb:avVb=sup{z€[0,1]; 2 < ﬁ%ﬂ’ﬂ} = Min(1, al\b-;(cvbl)'

Sia<b, T.(baAb:aVb) = ab+BMin(1, 22=50e0)) = ap+ Min(B,a—ab) =
ab+a—-ab=a,yaquesifuese f<a—-ab<b—-ab=(1-a)b=pb, se
llegariaa 1 <b.

Sia>b T,(bjaAb:aVb)= ab+/3Min(1,£'—691) = ab+ Min(B,b — aa) =
ab+b— aa, yaquesifuera f<b—-aa<a-aa=(1-a)a=pfa,1<a,se
llegaria a una contradiccién.

Ademsds, ab+ b — aa # a, pues en caso contrario, ab+b=aa+a y b= aq,
en contra de a > b.

Asi pues,
V(a,b) € Ay, a<d & T,(baAb:aVd)=a.
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Algunos resultados de esta seccién, quedan reflejados en el siguiente diagrama,
donde R4 = { conjunciones en la regiéon A C [0,1)°},y B C A.

® Luckasicw;
® Prod

conjunciones estrictas

T(a,8) = Ve
con]unclom

Fig. 1.10.
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L5. DISJUNCIONES EN ([0,1],<)

La definiciéon que proponemos para el concepto de disjuncion es simétrica a la
de conjuncién; por ello, como es de esperar, el estudio es paralelo al de ésta
ultima. Las demostraciones de los resultados obtenidos son similares a las de
los apartados anteriores, por lo que en la mayor parte de los casos, las omitire-

mos.

DEFINICION 1.5.1. Una operacién T* : [0,1]> — [0,1] es una disjuncién
estricta para el intervalo ordenado ([0, 1), <), si para todo a, b de [0, 1]:

[a<b] & [3Ice|0,1] verificando T*(a,c) = b ]

En lo que sigue, T* denotard una funcién de [0,1)? en [0, 1].

TEOREMA 1.5.2. T* es una disjuncidn estricta si y sélo si Im(T?) = [a, 1]
para todo a € [0,1].

TEOREMA 1.5.3. No existe ninguna T que sea a la vez conjuncién estricta
y disjuncion estricta.

Demostracion.- Si existiese, para todo a € [0,1)] seria a la vez Im(T,) = [0, d]
e Im(T,) = [a,1], lo que es imposible. O

TEOREMA 1.5.4. Si T
- es continua en la segunda variable,
- es mayor o igual que el Maximo,
- tiene al 1 como elemento absorbente a la derecha, y
- tiene al 0 como elemento unidad a la derecha,
entonces T es una disjuncion estricta.

COROLARIO 1.5.5. Las t-conormas continuas son disjunciones estrictas.
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Las t-normas continuas no son disjunciones estrictas.

TEOREMA 1.5.6. Toda disjuncién estricta conmutativa y creciente es una
funcién de agregacion.

TEOREMA 1.5.7. Si T es una funcién de agregacion, T es disjuncion estricta
si y sblo si T(z,1) = 1 para todo z € [0, 1].

TEOREMA 1.5.8. Si T es una funcion de agregacion, T es disjuncion estricta
si y sélo si T(z,0) = z para todo z € [0,1].

TEOREMA 1.5.9. Dada la funcién de agregacion
F=(1-kT+kS,

donde T es una t-norma y S una t-conorma continuas cualesquiera, F' es una
disjuncion estricta si y sélo si k = 1.

DEFINICION 1.5.10. T* : [0,1]> — [0,1] es una disjuncién si para todo
a,b € [0,1] es:

[a<b] = [3ce€|0,1] verificando T(a,c) = b

TEOREMA 1.5.11. T" es una disjuncién si y sélo si existe un r* : [0,1}> —
[0, 1], tal que para todo a,b de [0,1],

a<b siysdlosi b=T*a,r(a,b))

TEOREMA 1.5.12. T* es una disjuncién si y sdlo si [a,1] C Im(T) para
todo a € [0,1].
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TEOREMA 1.5.13. T es conjuncién y disjuncién a la vez si y sdlo si
Im(T,) = [0,1] para todo a € [0,1].

Demostracién.- T es conjuncién y disjuncién si y sélo si para todo a € [0, 1],
[0,a] C Im(T,) y [a,1]) € Im(T,), lo que ocurre sdlo si Im(T,) = [0,1]. O

TEOREMA 1.5.14. Toda disjuncion estricta es una disjuncién, y por tanto,
toda t-conorma continua es una disjuncion.

TEOREMA 1.5.15. Toda disjuncién que sea a la vez funcién de agregacion,
es disjuncion estricta.

TEOREMA 1.5.16. Si T(a,b) = f~}(pf(a) + q¢f(b)) con p+g=1y
pq > 0 es una media cuasilineal con generador f : [0,1] — [—o0, B] biyectivo
y decreciente (vid. figura), entonces T es una disjuncién, pero no es disjuncién
estricta.

Fig. 1.11.

TEOREMA 1.5.17. Si T(a,b) = f~'(pf(a)+¢qf(b)) con p+g=1y pg>0
es una media cuasilineal con generador f:[0,1} — [A4,B], A > —o0, biyectivo
y decreciente (vid. figura), entonces T no es una disjuncién.
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COROLARIO 1.5.18. La media aritmética no es una disjuncién.

TEOREMA 1.5.19. Si T* es una disjuncién, estricta o no, entonces la relacion
< no es T*-monétona.

Las tres primeras graficas siguientes corresponden a disjunciones estrictas, y las
ultimas a disjunciones no estrictas.
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T(a,b)=1-b+a-b

. :
Ta
Fig. 1.13.
_[20-a}+a, sib<1/2
T(a,b) = 21—a)(l1—=b)+a, sib>1/2
a




T(a,b) = (4a — 4)b* — (4a —4)b+a

R R T T S

Ta

Fig. 1.15.

T(a,b) = b+ 5(1 — )

D R

s e s 0w e nwnwfuoes

Ta
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cranne

Ta

Fig. 1.17.

T(a,b) = (2a — 4)b* — (2a — 4)b + %




DEFINICION 1.5.20. Dado (a,b) € [0,1]? la funcién T* es una disjuncién
en el punto (a,b) si:

-a <b y existe un c € [0,1] verificando T*(a,c) =5, o

-b<a yexisteun d€ [0,1] tal que T*(b,d) = a.

TEOREMA 1.5.21. Una funcién T es una disjuncién si y solo si es una
disjuncién en todo punto (a,d) € [0,1)%.

TEOREMA 1.5.22. Sea T(a,b) = f(-")(pf(a) +qf(b)),con p+g=1,

Pg > 0, una media cuasilineal cuyo generador f :[0,1} — [4,B] ,A > —o0,
es biyectivo y decreciente. Entonces T es disjuncién en (a,b) si y solo si
f(aVvb)—~pf(anbd)€ [g4,¢B).

COROLARIO 1.5.23. La media ponderada T; = aa+ Bb siendo a+ =1
y af > 0, es disjuncién en (a,b) € 0,1’ siysdlosia=b=1 o = :x:) > a.

Llamamos O, = {(a,b) € [0,1]?; T: es disiuncié (a,8)} = {(a,b) €
[0,1]?; 1~(avb) - o} U{(1,1)} (vid. Bg). una disjuncion en (a a

' T=(aAb)
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LEMA 1.5.24. Dados a, ¥ € (0,1), se verifica que v < a si y sdlo si
0, CO,.

Nos planteamos cémo obtener una disjuncién a partir de una conjuncidn, y
viceversa. Para ello recordemos lo que es una negacién ([68]) .

DEFINICION 1.5.25. Una funcién n : [0,1] — [0,1] es una funcién de
negacion si verifica:

1)n(0)=1,n(1)=0

2) n es decreciente.

Si ademas es n(n(a)) > a, para todo a € [0,1], es una funcién de negacién
ordinaria.

Si es n(n(a)) < a, para todo a € [0,1], funcién de negacién débil.

Y si es ordinaria y débil a la vez, es decir si siempre es n(n(a)) = a se dice
que n es una negacion fuerte.

Sea T una t-norma continua, y definamos, para cada a € [0, 1]
n(a) =0:a=sup{z€(0,1]; T(a,z) <0} =sup {z €[0,1]; T(a,2z) =0}

Observemos que :

- Por ser T creciente, n es decreciente.
-n(0)=0:0=sup {z€[0,1]; T(0,z) =0} = 1.
-n(l)=0:1=sup{z€[0,1]; T(1,z) =0} =0.

Por tanto, n es una negacion. Ademads,

1) Si T es una t-norma positiva,

=00 mptrcion) Tw 0y = & 33"

que es la negaciéon mas pequena.

Sia=0, n(n(a))=n(1)=0

Si a#0, n(n(a))=n(0)=1

Por tanto, a < n(n(a)) para todo a € [0,1], y n es una negacién ordinaria, no
fuerte.
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2) Si T es una t-norma arquimediana no estricta, tendrd un generador f :
[0,1] — [0, f(0)] continuo y estrictamente decreciente, tal que T(a,b) =
FEU(f(a) + f(b)). En este caso,

n(a) = 0 :a = sup {z € [0,1] ; fOV(f(a) + f(2)) = 0O} = sup {z €
[0,1] 5 f(2) 2 £(0) = f(a)} = sup {z € [0,1] ; = < FUD(F(0) - f(a))} =
FED£(0) ~ £(a))-

Ahora, n(n(a)) = f(‘”(f(Oj ~ f(n(a))) = fFEV(F(0)~ F(FN(£(0) - f(a)))) =
FED0) = £(0) + f(a)) = fTI(f(a)) = a.

Por tanto, se trata de una negacion fuerte.

En particular, si tomamos f(z) = 1—z , tendremos n(a) = 1-(1—-14a) = 1—a,
para todo a € [0, 1].

Sea T* una t-conorma continua, y definamos para todo a € [0, 1],

n(a) =inf {z € [0,1]; T*(a,2z) > 1} = inf {2 € [0,1] ; T*(a,z) = 1}

Tenemos que:

- Por ser T creciente, n es decreciente,
-n(0) =inf {z € [0,1]; T*(0,2) =1} =inf {z € [0,1]; z=1} =1,
-n(l) =inf {z €[0,1]; T*(1,2) =1} =inf {z €[0,1]; 1 =1} =0,

y por tanto, n es una negacién. Ademas,

1) Si T* es una t-conorma estricta o es el Maz:

0, sia=1

n(a) =1inf {z €[0,1]; T*(a,2) =1} = { 1 siatl
que es la mayor negacién en [0, 1].
Si a=1: n(n(a))=n(0)=1.
Si a#1: n(n(a))=n(1)=0.

Por tanto, siempre n(n(a)) < a y n es una negacién débil.

2) Si T* es arquimediana no estricta, tendra una generador aditivo ¢ : [0,1] —
[0,9(1)] estrictamente creciente y continuo, y en este caso:

48



n(a) = inf {z € [0,1}; g""(g(a) + g(2)) = 1} = inf {z € [0,1] ; g(a) +g(2) 2
gD} =inf {z€[0,1); z > gV (g(1) — g(a))} = gV (g(1) — g9(a)).

n(n(a)) = ¢"V(g(1) - g(n(a))) = ¢"V(g(1) - g(¢"N9(1) - g(a)))) =

g=(g(1) — g(1) + g(a)) = a, y n es una negacién fuerte.

Para simplificar, cuando no haya lugar a error, escribiremos na en lugar de

n(a).

TEOREMA 1.5.26. Si n:[0,1) — [0,1] es una negacién fuerte , entonces
T es una conjuncidn estricta si y sdlo si la funcién T*(a, b) = nT(na,nb) es una
disjuncion estricta.

Demostracién.- Si T es una conjuncidn estricta, a < bsi y sélo si nb < na,siy
sélo si existe un ¢ € [0,1] tal que T(na,c) =nb, o nT(na,c) = b= T*(a,nc),
es decir, sdlo si existe un d = nc € [0,1] tal que T*(a,d) = b.

El reciproco es similar. O

El teorema siguiente tiene una demostracion analoga.

TEOREMA 1.5.27. Sin es una negacidn fuerte, entonces T es una conjuncién
si y sblo si T*(a,b) = nT(na,nb) es una disjuncién.

TEOREMA 1.5.28. Si n es una negacion fuerte, entonces T es una conjuncion
en (a,b) € [0,1)? si y sélo si T*(a,b) = nT(na,nb) es una disjuncién en (na, nb).

Demostracién. Sea T conjuncién en (a, b).

Si na < nb, b < a y existe un ¢ € [0,1] tal que T(a,c) = b, con lo que
nT(a,c) = nby T*(na,nc) = nb;

por tanto, existe un d = nc € [0,1] tal que T"(na,d) = nb.

De la misma forma, si nb < na, existe un d tal que T*(nb, d) = na.

El reciproco es similar. O
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EJEMPLOS 1.5.29.

1.- T(a,b) = Min(a,b) es una conjuncidn estricta. Tomando cualquier
funcién f : [0,1] — [0,m] continua y estrictamente decreciente, n(a) =
FEV(£(0) ~ f(a)) es una negacién fuerte ([68]). Por lo tanto,

T*(a,b) = nT(na,nb) = F((0)  f(T(na,nb))) =

= FV(F(0) - F(Min(F(F(0) — F(a)), FEI(F(0) — F(B))) =

= F(5(0) - F(FI(F(0) = f(Mas(a, b)) = FEI(F(0) — £(0) +
f(Maz(a,b))) = Maz(a,b).

y T*(a,b) = Maz(a,b) es, como ya sabemos, una disjuncién estricta.

2.- T(a,b) = Va:b es una conjuncién que no es estricta. Para la negacién
fuerte n(a) =1 — a, se obtiene,

T*(a,b) = nT(na,nb) = 1-+vnanb = 1~ ,/(1~a)-(1-b) = 1-
V1—a—b+a-b, que, por el Teorema 1.5.26. y 1.5.27. , sera una disjuncién
no estricta.

En efecto, observemos que para todo a € {0,1],
T es creciente,

T:(0)=1-~+vV1—-a<a,y
T:(1)=1-V1—-a-14a=1,

luego, para todo a € [0,1], es [a,1] C Im(T}), y por ejemplo, para cualquier
a < 1, el contenido [a,1] C Im(T;) es estricto.

3.- T(a,b) = a-b es una conjuncién estricta. Tomando la negacién fuerte

n(a) = V1 — a?, tendremos:

T*(a,b) = nT(na,nb) = \1-(ra-nbp? = 1-(1-a?)-(1-0?) =

Va? + b2 — a? - b2, que por el Teorema 1.5.26. sera una disjuncién estricta.

En efecto, para todo a € [0,1],
T; es creciente,
T:*0)=a,y
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T:(1) = 1, y por tanto [a,1] = Im(T}).

4.- Sabemos que la media ponderada T,(a,b) = aa+ (1 —a)b es una conjuncién
en {(0,0)} U {(a,d) ; 22 > a}.

Por ser n(a) = 1 — a una negacién fuerte en ([0, 1], <),

T:(a,b) = nT,(na,nb) = 1—-[a(l—a)+(1—a)(1-d)] = aa+(1—a)b = T,(a,b),
por el teorema 1.5.28. seréa disjuncién en los (na,nbd) = (1 — a,1 — b) tales que
(a,5) = (0,0) o 2% >a.

AlseraAb=1-[1-a)V(1=-b)]y avb=1-[(1-a)A(1-10)],

llegamos a que T; = T, serd una disjuncién en la regién {(1,1)} U

{(a,b); :-(:x:) > a}, como era de esperar por el corolario 1.5.23.

5.- No es cierto que si T es conjuncién en un (a,b) € [0,1)2, y n es una ne-
gacion fuerte, entonces T*(a,b) = nT(na,nb) es disjuncién en (a,b). Veamos
un contraejemplo.

Sabemos que T'(a,b) = % es conjuncién en todo (a, b) € [0,1)? tal que 242 > 1.
en particular, es conjuncion en (%, 1).

Tomando la negacién fuerte n(a) =1 — a, obtenemos:
T*(a,b) = nT(na,nb) = n(:=21=t) = 1 — (1 — &) = &; pero esta operacién,
que vuelve a ser la media aritmética, no es disjuncién en (3,1), por no ser en

b
este punto H:—;’wl) >1

6.- Para que se verifiquen los Teoremas 1.5.26. y 1.5.27., es necesario que la
negacién sea fuerte. Tomemos cualquier t-norma continua T, que es conjuncién,
y conjuncion estricta.
Ya sabemos que la funcién n: [0,1] — [0, 1], definida por
, sita=0
n(a) = { 0, sia#0
es una negacion ordinaria, no fuerte. Tomando esta negacién:

T*(a,b) = nT(na,nbd).
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Si a=b=0: T*(a,b) =nT(1,1) =n(1) =0.
Si a=0,b#0: T%(a,b)=nT(1,0)=1.
Si a#0,5=0: T%(a,b)=nT(0,1)=1.
Si a#0,5#0 : T*(a,b) =nT(0,0) = 1.

Por tanto,

0, sta=b=0
1, en otro caso

T*(a,b) = {
y no se verifica que para todo a € [0,1], [a,1] C Im(T;) , luego no es dis-
juncion. .
Del mismo modo, tomando la negacién débil

0, sia=1

n(a)={ 1, sia#1

se obtiene:

Si a=b=1: T*(a,b) = nT(na,nb) =nT(0,0) = 1.
Sia=1,b%#1: T%(a,d)=nT(0,1)=1.

Sia#1, b=1: T*(a,d) =nT(1,0)=1.

Si a#1, b#1: T*(a,b) =nT(1,1) =0.

Por tanto, no es para todo a € [0,1] [a,1] C Im(T?),y T* no es disjuncién.

El siguiente grafico, muestra algunos resultados de este capitulo.
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R, = { conjunciones en la regién A }
Ry, = { disjunciones en la regién A }

B C A.

disjunciones
@1-/(1-9)-(1-9)

Y

® Min" °-

Isjunciones estrictas

oL

®
. Min °
n

conjunciones esiriclas

Va-b

R,

Fig.1.20.

53




CAPITULO 2

CONDICIONALES BORROSOS

1. T-CONDICIONALES.

2. CONSECUENCIAS FUZZY.

3. TRANSFORMADA LOGICA GENERALIZADA.
4. EL CONDICIONAL MATERIAL.
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En cualquier légica, no solamente es esencial el conjunto de elementos que
pueden considerarse verdaderos, sino que no se puede entender una légica que
no proporcione un método para razonar, es decir, unas reglas que nos permitan,
a partir de unas premisas, poder llegar a obtener unas conclusiones. Esto es
equivalente a obtener una modelizacién de ”Si ..., entonces...”, modelizacion
que se debe obtener mediante la determinacién de una relacion en el conjunto
de partida.

En nuestro caso, el de la Légica Fuzzy, estas relaciones seran inexactas: un ele-
mento estara relacionado con otro en un cierto grado, y nos permitiran mode-
lizar el esquema: Si a es P en un grado up(a), entonces b es Q en un grado

pa(b).

Estas relaciones, sin embargo, deben cumplir ciertas condiciones necesarias para
que realmente de un conjunto de hechos se puedan inferir otros, es decir para
que exista una "propagacion de la verdad”. En Légica Clasica esto se consigue
mediante la Meta-Regla del Modus Ponens.

La consideracién del Modus Ponens como Meta-Regla, es debida a la imposi-
bilidad de obtenerla mediante una funcién booleana. Es decir, no existe en un
algebra de Boole ninguna funcién f, tal que para todo par de elementos a, b se
verifique f(a,a’ +b) = b. En efecto, si existiese, para todo b, tomando a =0, se
obtendria f(0,1) = b, y eligiendo a = b =0, f(0,1) =0. Por tanto, para todo b
se llegaria a b =0.

Por otra parte, se puede comprobar que sblo existe una funcién booleana verifi-
cando la desigualdad f(a,a’ + b) < b para todo par de elementos a,b, y que es
la dada por f(z,y)=z-y.

Sin embargo, si z e y son determinadas proposiciones relativas a un universo
E, X e Y los subconjuntos de elementos que, respectivamente, las hacen ver-
daderas, y con funciones caracteristicas ¢x y @y, en este caso si que es posible
”capturar” el Modus Ponens mediante la igualdad

sup T(px(t), p=2(2/t)) = py(2)

Esta observaciéon es la que ha motivado la linea de trabajo seguida en este
capitulo.

La primera seccion es una revisién del concepto de T-condicional y de algunos
resultados de interés obtenidos por otros autores, principalmente E. Trillas, en
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los 1ltimos afos.

La Transformada Légica de Zadeh, siempre que se trabaje con una t-norma
continua T y con una relacién que sea un T-preorden, es un operador de
consecuencias fuzzy, y por lo tanto serd un modelo valido para el razonamiento
cuando la informacién que se posee es una variante de la premisa correspon-
diente a la regla de inferencia de que se dispone. Sin embargo, sdlo es valida
cuando se trabaja en un 1nico universo de discurso, caso en el que pocas veces
nos encontramos en situaciones reales. Generalizamos este modelo para el caso
de dos universos; la nueva Transformada Légica, no cumplird las condiciones
de operador de consecuencias por estar trabajando en distinto campo, pero si
unas propiedades similares.

El mayor condicional en Logica Clasica es el Condicional Material, ampliamente
tratado en cualquier libro de Légica elemental, a pesar de su poca utilizacion en
la vida cotidiana, ya que permite deducir cualquier estamento de una premisa
falsa, lo que no ocurre en el razonamiento de sentido comun. Su generalizacién
al caso inexacto se puede realizar por diferentes caminos, que se determinan en
la tercera seccion.

Por una parte, al ser el mayor condicional, se buscaran en nuestro caso, para una
funcion de pertenencia correspondiente a un subconjunto fuzzy determinado, los
mayores condicionales, obteniendo las conocidas relaciones I7; se demuestra que
éstas, en cierto sentido, no son una generalizacién perfecta.

Por otra parte, se buscara una generalizacién recurriendo a la forma del Condi-
cional Material mediante conectivos definidos en el conjunto en el que se trabaja;
esta generalizacion sera mas exacta, pero tiene el inconveniente de que en mu-
chos casos pierde el caracter de condicionalidad.

96



2.1. T-CONDICIONALES

En légica clasica para poder hacer inferencias mediante una relacién =, parece
adecuado exigir a la misma que al menos verifique la clasica Meta-Regla del
Modus Ponens: ”Si a es verdadero y es a = b, entonces b es verdadero”, que se
podria escribir simbdlicamente:

acV
a=>b
beV,

siendo V C E, V # 0, el subconjunto de elementos verdaderos de E. Usando
funciones caracteristicas, tal Meta-Regla se podria expresar por la desigualdad:

Min(pv(a),p=(b/a)) < ov(b),

para todo a,b,c en E. Cuando esto ocurre, se dice que = es un V-condicional.

Es un ejercicio sencillo demostrar que una relacién = en E es un V-condicional
si y solo si esta contenida en el Material Condicional —y, donde

—v=VxV+(E-V)xE

EJEMPLO 2.1.1. Sea el algebra de Boole (E, +,-,), y la relacién < dada
por: a<bsiysolosia-b=a.

Dado un subconjunto V C E, y definiendo una nueva relacién a =y b si y sélo
si a’+b € V, se obtiene ([73]) que =y es un V-condicional si y sélo si para todo
a,beV,cona+b=1lesVyy={r€E;a-b<z<aoa-b<z<b}CV.

En efecto, sea =y un V-condicional, y a,b € V, con a + b = 1 (y por tanto,
bV <a)Sia-b<z<ag,a=a-(V+b) =a-b'+a-b<¥+z < a; por tanto,
V+r=a,b=yzyz€V. Delamisma forma, si a-b < z < b, también sera
zeV.

Reciprocamente, sea para todo a,b € V,cona+b=1,V, CV;sia€eV
ya=vcserdaa €Vyad+cé€V,; por otra parte, a+ (¢’ +¢c) = 1y
a-(d+c)<c<Lad+c portanto,c€ Vouyuc CV,yce V.
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Cuando se consideran Conjuntos y Relaciones Inexactas, apareceran, en vez de
funciones caracteristicas, funciones de pertenencia no nulas u : £ — [0,1}, y
para modelizar el concepto de ”y”, haremos uso de una t-norma T, debido a
que sus propiedades nos facilitaran los desarrollos.

Ahora exigiremos que el grado de pertenencia de a y el grado con el que ”si
a entonces b” indicado mediante una relacién fuzzy R en E, nos proporcionen
una cota inferior del grado con que b pertenece a E; es decir, impondremos que
para cualesquiera a,b de E,

T(p(a), R(b/a)) < p(b)

Entonces se dice que R es un u — T'— conditional sobre E.

2.1.2. EJEMPLOS

1.- Dado un subconjunto 4 : E — [0,1], la relacién inexacta , denominada
Implicacién de Kleene-Dienes , y dada por

R;P(b/a) = Maz(1 - p(a), u(b)),

para todo a,b en E, es un u-L-condicional, siendo £ la t-norma de Lukasiewiz,
pero no es ni u-Prod-condicional, ni u-Min-condicional.

2.- En las mismas condiciones del ejemplo anterior, tanto la Implicacién de
Willmot
RY (b/a) = Maz(1 - p(a), Min(u(a), u(b))),

como la Implicacién de Reichenbach

R(b/a) =1 - p(a) + p(a) - u(b),

son u-L-condicionales, pero no son u-T-condicionales para ninguna t-norma T
mayor o igual que el Producto.

3.- Siendo p como en los ejemplos anteriores, la Implicacion de Mamdani

RJ(b/a) = Min(u(b), u(a)),
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es un p-T-condicional para cualquier t-norma T.

4.- Siendo T una t-norma, una relacién R sobre un conjunto clasico E, se dice
que es un operador de T-indistinguibilidad ([38]) si es reflexiva, simétrica y T-
transitiva.

Dado un operador de T-indistinguibilidad R sobre un conjunto E, y un ele-
mento a de E, el singletén inducido por a es el subconjunto fuzzy f, definido

por f,() = R(a, z).

Cuando estas condiciones se dan, por la T-transitividad, R es un f,-T-estado
16gico.

5.- Sea (E, +,-,p) un slgebra de Boole probabilizada, y la relacion I,(b/a) =
p(a’ + b). Se tiene

£(p(a), I,(b/a)) = Maz(0, p(a)+p(a'+b)—1) = Maz(0, p(a-b)) = p(a-B) < p(b).
Por tanto, I, es un p-L-condicional sobre E.

6.- En las mismas condiciones, dada la relaciéon

. _J 1, si p(a) =0
R*(b/a) = { p(b/a), sip(a) >0

siempre es p(a) - R*(b/a) < p(b), por lo que R* es un p- Prod-condicional sobre
E.

Cuando T es una t-norma continua, R es un g — T'— condicional si y sdlo si

R<I],
siendo I](b/a) = Sup {z € [0,1]; T(z, u(a)) < p(b)} ([71),[79)).

Los Condicionales Inexactos o Fuzzy R maés interesantes son reflexivos y T-
transitivos. Es decir,

i) R(a/a) = 1, para todo a de E.
ii) T(R(b/a), R(¢/b)) < R(c/a), para cualesquiera a,b,c en E.
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En este caso, la relacién R es un T-Preorden Fuzzy. En ([79)],(84]) se da una
caracterizacion de los T-predrdenes: una Relacién Fuzzy R sobre E es un T-
Preorden si y sdlo si existe una familia F de subconjuntos u : E — [0, 1] tales
que

R(b/a) = igf 11 (/a),

para todo a,ben E.

Consecuentemente, pasando al caso clasico, y debido a que tomando y = py
(funcién caracteristica del subconjunto V), se obtiene II, = ¢_, (funcién
caracteristica de la relacién —v), dada una estructura relacional (E,=), la
relacién => es un preorden clasico si y sdlo si existe una familia F de subcon-
juntos de E, tal que

= = ﬂ -y .
VeF

Dado un subconjunto V C FE de elementos verdaderos, hemos considerado
las relaciones que nos permiten hacer inferencias, pero se puede hacer el
planteamiento reciproco; dada una estructura relacional ( E, =), se pueden bus-
car aquellos subconjuntos V' de E que pueden ser considerados "subconjuntos
de elementos verdaderos ”, es decir, aquellos subconjuntos respecto a los cuales
la relacion = verifica el Modus Ponens, y a los que llamaremos estados 16gicos.

De la misma forma, dada una estructura relacional borrosa (E,R) y una t-
norma T, nos interesa conocer aquellas funciones de pertenencia x4 no nulas,
tales que R es un p-T-condicional. De estas funciones diremos que son T-
estados légicos para (E,R), y al conjunto de todas ellas lo denotaremos por
T(E,R):

T(E,R) = {u €[0,1]% ; T(u(a), R(b/a)) < p(b), ¥(a,}) € E x E}
Ahora tenemos que R es un T-preorden fuzzy si y sélo si

- T
R(b/a) = ue%t(’lii;ﬁ) I;(b/a)
para todo a,b en E.
Por otra parte, como R < IT implica y € T(E, R), T(E, R) es precisamente la
mayor familia F que verifica la igualdad anterior.
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Igualmente, si dada una estructura clésica (E, =), es L(E,=) = {V C E,
V # @; = es un V-condicional }, entonces

= = n —y
VEL(E,=)

LEMA 2.1.3. Dadas las relaciones R y R'en E, y las t-normas T y T,
i) Si T < T, entonces T(E,R) C T'(E, R).
ii) Si R’ < R, entonces T(E,R) C T(E,R').

Demostracién.- Inmediata. D

Si R es una relacién T-transitiva pero no es reflexiva, es posible considerar el

T-preorden:
1, sia=b
R(b/a), en otro caso

R*(b/a) = {

LEMA 2.1.4. Para cualquier t-norma T y cualquier relacién R, es T(E,R) =
T(E,R").

Demostracion.- Por ser R < R*, obtenemos T(E, R*) C T(E, R).

Por otra parte, si u € T(E,R):
si a = b, T(u(a), R*(5/a)) = T(u(a), 1) = (a) = (b)
sia#b, T(u(a),R*(b/a)) = T(p(a), R(b/a)) < u(d). O

TEOREMA 2.1.5. Dada la estructura (£, R), y una t-norma continua T,
T(E,R) es un subreticulo del reticulo ([0,1}E,V,A), donde (u; V u)(z) =
Maz(p(2), p2(2)) ¥ (1 A p2)(@) = Min(py(2), pa(2))-

Demostracién.- De hecho es T(E, R) # 0 ya que pg € T(E, R).

Sean u,,u; € T(E,R). Como es R < IZ' para cualquier u¢ € T(E,R),
R < Min(IZ,IT). Por lo tanto, tendremos

T((1 V p2)(a),R(b/a)) < T(Maz(m(a), uo(a)), Min(I] (b/a), I, (b/a))) =
Maz(T(pi(a), Min(I] (b/a), IT (b/a)), T(p2(a), Min(I1 (b/a), IT, (b/a)))) <
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Maz(T(m(a), IT (b/a)), T(u(a), IL, (b/a))) < Maz(pi(b), pa2(b)) = (11 Va2)(d),
ymVu €T(E,R).

Andlogamente, si y,,pu; € T(E, R), entonces py A 2 € T(E,R). O

Llevando este resultado al caso clasico,

COROLARIO 2.1.6. Dada = en E, L(E,=) es un subreticulo del Algebra
de Boole (P (E),u,N).

TEOREMA 2.1.7. El reticulo T(E, R) es completo, siendo T una t-norma
continua.

Demostracién. Dado cualquier subconjunto no vacio S C T(E, R), considere-
mos

o= nps d o=

respectivamente definidos por

o(e) = sup (a), ¥ oz) = jnf, i(2)
para cualquier z € E. Es claro que o,: € [0,1}E. Como
T(o(a), R(b/a)) = T(sup pi(a), R(b/a)) = sup T(ui(a), R(b/a)) < sup pi(b) = o(d),

BiES Bi€S Hi€S

T(«(a), RB(b/a)) = T(inf, pi(a), R(b/a)) = inf T(pi(a), R(b/a)) < inf pi() = «(b),
sonoc € T(E,R)y +€ T(E,R). O
Por tanto, u* = sup {¢ ; 4 € T(E,R)} = ¢g es el mayor T-Estado Logico
para (E,R), y p. =inf{p ; u € T(E,R)} es el menor T-Estado Légico para
(E, R), siempre que y, sea no nulo.

De nuevo ahora,

COROLARIO 2.1.8. Dada la relacién exacta => en E, el reticulo L(E, =)

es completo.
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Asi pues, V* = Y {V ; V € L(E,=)} = E es el mayor estado légico para
(E,=)ysiV,=N{V; Ve L(E,=)} no es el conjunto vacio, es el menor.

NOTA.- Si p € T(E,R), en general no es ' = 1 — u € T(E, R). Por ejemplo,
es bien conocido ([71} ), que p € II(E*,p*), siendo E* = {z € E ; p(z) > 0}
para un Algebra de Boole probabilizada (E, p) y p* la probabilidad condicional.
Sin embargo, si fuese p = 1 —p € [I(E*, p*) obtendriamos (1 — p(a))-p*(b/a) =
(1 — p(a))8e) < 1 — p(b), para cualquier a,b en E*. En particular, si b = 1,

(a)
1 - p(a) SPO; 1 = p(a) para todo a € E, lo que es absurdo.

En el caso clésico esta observacién se traslada al hecho de que si V' es un estado

l6gico, de "a ¢ V y a = b”, en general no es posible concluir nada sobre si
bgVosibeV.
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2.2. CONSECUENCIAS FUZZY

A menudo, nos encontramos con el esquema: ” Si z es P, entonces y es Q” y
"z es P*”, jqué podremos decir entonces de "y es @* "7, donde P, P*,Q y @*
son predicados vagos sobre un universo E. La llamada Transformada de Zadeh
da una posible solucidén a este problema; tanto para su generalizacién al caso de
dos universos E; y E,, como para comprobar que realmente se puede hablar
de consecuencias, conviene recordar la definicion de Operador de Consecuencias

Fuzzy.

El intento de obtener una formalizacién de las consecuencias fuzzy, ha seguido
esencialmente dos caminos . Por una parte , estan las relaciones de a-
. consecuencias, definidas en conjuntos cldsicos, pero con valores entre 0 y 1,
y por otra, los operadores de consecuencias fuzzy, en subconjuntos borrosos, y
estrechamente ligados a las relaciones de consecuencia fuzzy.

DEFINICION 2.2.1. Dado un conjunto cldsico F, una relaciéon fuzzy
<: IP(E) x E — [0,1] es una relacién de a-consecuencias en el sentido de
Chakraborty ([19]) si verifica las siguientes propiedades:

Chl) a-Reflexividad: Si b € A, entonces < (4,d) 2 a,
Ch2) Monotonia graduada: Si A’ C A, entonces < (4’,b) < < (A4,b),
Ch3) CUT graduado: < (A,b) 2 <(AUB,b)Ainf,ep < (4,2),

para todo 4,4’ BC E,y todo b € E.

Dicha relacién se dice ademas que es compacta si verifica:
Ch4) Compacidad graduada:

< (4,b) < sup < (A,b)
A'CA, A’ finito

El valor < (A, b) podria entenderse como el grado en que b es una consecuencia
del conjunto clasico A.

Que esta nocién es una generalizacién de las relaciones de consecuencia (vid.
apéndice), nos viene dado por el siguiente
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TEOREMA 2.2.2. Si < es una relacién de a-consecuencias, i) la relacién
exacta - C JP(E) x E, definida por

Al bsiysélosi <(A4,b) 2 a
es una relacion de consecuencias clasica, y ii) el operador C : IP(E) — IP(E):
C(A)={z € E; <(4,z) 2 a},

es un operador de consecuencias clasico.

Demostracion.

i)Sibe A, <(A,b)2>2ay AFD.

SiACBy Al a,alser <(B,a) > <(4,a) > a, se obtiene B |- a.

Por iltimo, si A F b; para todoi € I,y AU{b; }ies I b, se tiene que < (4,5;) > a
y < (A U {b.'}.'el, b) 2 a.

Por tanto, < (A,b) 2< (AU {b;}ies,b) Ainfy, < (A,0;) > ay Al b.

ii) La inclusién y la monotonia de C son directas a partir de la a-reflexividad
y de la monotonia graduada.

Por otra parte, si b € C(C(A)), tendremos

< (A,b) 2< (AUC(A),b) Ainfoec(a) < (A,z) 2< (C(A),b) A a > a. Luego,
be C(A). O

DEFINICION 2.2.3. Una relacién clasica R en E es e-reflexiva si para todo

a € Ees R(a/a) 2 e

Dada una relacién fuzzy R en E, podemos asociarle una familia de operadores
C* definidos por:

C(A) ={b€e E; R(b/a) > € para algin a € A}

En ([16]) se demuestra el siguiente:

TEOREMA 2.2.4. Dada una relacién R, los operadores asociados C¢, y una
t-norma continua T,

i) R es e-reflexiva si y solo si A C C*(A), para todo A C E.
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ii) R es T-transitiva si y sélo si C{(C%(4)) € CT(*)(A), para todo A C E'y
todo ¢,6 > 0.

iii) Si R es T-transitiva, C? es un operador de consecuencias cldsico si y sélo si
R es 1-reflexiva.

iv) Para cada € € [0,1), si R es T-transitiva y e-reflexiva, entonces C* es un
operador de consecuencias cldsico si y sélo si T(z,z) = = para todo z € [0,1].

A partir de una relacién fuzzy R en E, podemos construir la relacion
<:IP(E)x E — [0,1]
Ab) = R(b
< (4,b) = sup B(b/a)

Las propiedades de esta relacion nos vienen dadas por el

TEOREMA 2.2.5.

i) R es e-reflexiva si y s6lo si < es e-reflexiva.

ii) R es Min-transitiva si y sélo si < verifica la propiedad de CUT.

ili) R es a-reflexiva y Min-transitiva si y sélo si < es una relacién de a-
consecuencias.

Demostracion.
i) Inmediata.

ii) Si R es Min-transitiva, R(c/b) A R(b/a) < R(c/a) para todo b € B, todo
a€ Aytodoce€ E.
Tomando el supremo en A4, R(c/b)A < (4,b) << (4,c)y

R(c/b) A ;Ielg < (4,z) < R(c/b)A < (A,b) << (A,¢)
para todo b € B. Por tanto,

< (4,¢) 2> sup R(c/x) A ;xe% < (A,z)
y por otra parte,
= > i
< (4,¢) sup R(c/a) > sup R(c/a) A }:relg <(4,z)
y de las dos 1ltimas desigualdades se llega a :
< (A,c) >2<(AUB,c¢) Airelg < (A, z),
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con lo que se verifica la propiedad de CUT.

Reciprocamente, si < verifica la propiedad de CUT, entonces para todo a, b, c,
<({a},0) 2< ({a} U (B}, ) A inf < ({a},2)

por lo que < ({a},c) >=< ({b},c)A < ({a},b), llegando a R(c/a) > R(c/b) A
R(b/a).
Por tanto, R es Min-transitiva.

iii) Inmediata a partir de las dos anteriores. D

EJEMPLOS 2.2.6.

1.- Sea (E, p) un algebra de Boole probabilizada. La relacién I,(b/a) = p(a’+b)
utilizada en la Logica Probabilistica de Nilsson, es un L-preorden, pero no es un
~ Prod-preorden ni un Min-preorden ([71 ]). Por lo tanto, C* es el tinico operador
de consecuencias de la familia C¢, y < no es una relacién de a-consecuencias
para ningun a de [0, 1).

2.- En las condiciones anteriores, la probabilidad condicionada p*(b/a) = Ep%;—l;l
definida en E* = {z € E; p(z) > 0} no es T-transitiva para ninguna t-norma
continua T ([71]). Por tanto, < no es una relacién de a-consecuencias para
ningin a € [0,1]. Ademas, aunque del teorema 2.2.4. no se puede deducir
nada sobre los C*, se puede comprobar que C? es un operador de consecuencias

clasico.

3.- Si T es una t-norma continua y px: E — [0, 1], la relacién
I;(b/a) = sup{z € [0,1] ; T(u(a), 2) < u(b)}

es un T-preorden.

Por tanto, C! es un operador de consecuencias para todo T si € € [0,1), C*
es un operador de consecuencias si y solo si T = Min; y por ultimo, < es una
relacién de a-consecuencias si y solo si T = Min.

Una alternativa nocion de consecuencias fuzzy fue introducida por Pavelka
([48]); ahora no se dispone de un conjunto clasico de premisas del que se ob-
tienen consecuencias clasicas en un cierto grado, sino que se pretende obtener
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consecuencias aproximadas a partir de premisas aproximadas.

DEFINICION 2.2.7. Dado un conjunto E y la clase F(E) de subconjuntos
fuzzy de E, una operacién C: F(E) — F(FE) es un operador de consecuencias

sobre F (E) si:

CF1) Inclusién fuzzy: A C C(4) ,
CF2) Monotonia fuzzy: Si A C B, entonces C(A) C C(B),
CF3) Idempotencia fuzzy: C(C(A)) = C(A),

para todo A, B € F(E).
Ademas, se dira que es compacto si verifica la propiedad:

CF4) Compacidad fuzzy:

C(AN2)S sup  C(A|G)2)
GCE,G finito

donde
A(z), size G

AIG(’)={0, siz g G

Es facil probar el

TEOREMA 2.2.8. Si C es un operador de consecuencias fuzzy sobre E, la
restriccién C de C a IP(E):

C(A)={z € E; C(4)(z) =1}

para cualquier A C E, es un operador de consecuencias clasico.

Al igual que en el caso clasico, tenemos paralelamente las relaciones de conse-
cuencias fuzzy.

DEFINICION 2.2.9. Una relacién «: F(E) x E — [0, 1] es una relacién de
consecuencias fuzzy si para todo A € F(E),B C E, y todo = € E se verifica:
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RF1) Reflexividad fuzzy: « (4,z) > A(z),
RF2) Monotonia fuzzy: Si A’ C A, entonces «x (4’,z) <x (4, z),
RF3) CUT fuzzy: « (A,z) >2x (AU[A « B},z), donde

Si ademas,
RF4) Compacidad fuzzy:

x(42)<  sup  x((4]G)e)
GCE\G finito

se dice que es una relacién de consecuencias compacta.

El valor de « (A4, z) se puede interpretar como el grado en que z es una conse-
cuencia del conjunto fuzzy de premisas A.

" Los siguientes teoremas proporcionan la relacién existente entre los operadores
de consecuencia y las relaciones de consecuencia fuzzy.

TEOREMA 2.2.10. Si C es un operador de consecuencias fuzzy, la relacién:

x (4,z) = C(A)(z)
es una relacién de consecuencias fuzzy. Ademas, si C es compacto, también lo
es la relacion o.

TEOREMA 2.2.11. Si « es una relacién de consecuencias fuzzy, el operador

definido en F (E) por
C(A)(z) =ox (4, 2)

es un operador de consecuencias fuzzy. Si « es compacta, también lo es C.

A partir de una relacién fuzzy R sobre E, y fijando una t-norma continua T,
construyamos la relacién oc: F (E) x E — [0,1] de la forma:

o (4,b) = sup T(A(a), R(b/a))

ies ésta una relacién de consecuencias fuzzy?

TEOREMA 2.2.12. Dada una relacién R : Ex E — [0,1] y la correspondien-
te oc: F(E) x E — [0, 1] se verifica:
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i) R es l-reflexiva si y solo si o es reflexiva.
ii) R es T-transitiva si y sélo si oc verifica la propiedad de CUT.

Demostracion.
i) Si R es l-reflexiva, R(a/a) = 1 para todo a y

o (4,b) = sup T(A(a), R(5/a)) 2 T(A(b), R(b/b)) = T(A(b),1) = A()
Por otra parte, si « es reflexiva,

R(a/a) = T(1, R(a/a)) = sup T({a}(b), R(a/b)) = ({a},a) 2 {a}(a) =1

ii) Si R es T-transitiva, para todo a de E y todo b de B,

T(T(A(a), R(c/b)), R(b/a)) < T(A(a), R(c/a))

Tomando el supremo en E, T(R(c/b),x (A,b)) <x (A4,c),
y tomando el supremo en B,
x (AU [A « B)],¢) <x (4,c¢),
y o verifica la propiedad de CUT.

Reciprocamente, si o verifica dicha propiedad:

x ({a},¢) 2o< ({a} U[{a} o {b}], )

y se dan las siguientes desigualdades:

x ({a},¢) 2o ({a} U {b/ o ({a},b)},¢)

o ({a},c) 2 sup{T(1, R(c/a)), T(cx ({a},b), R(c/b))}
x ({a},¢) 2 T(oc ({a},b), R(c/b))
es decir, R(c/a) > T(R(b/a), R(c/b)). O

COROLARIO 2.2.13. En las condiciones del teorema anterior, R es un 7T-
preorden si y s6lo si ox es una relacién de consecuencias fuzzy.

Demostracion. Inmediata. O
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EJEMPLOS 2.2.14.

1.- Si (E, p) es un &lgebra de Boole probabilizada, al ser I,(b/a) = p(a’+ b) un
L-preorden, se obtiene que

o (4,b) = sup L(A(a), p(a’ + 1))
a€
es una relaciéon de consecuencias fuzzy.
2.- En las mismas condiciones del ejemplo anterior, sabemos que la relacién

p*(bfa) = M definida en E* no es un T-preorden para ninguna t-norma
continua T'; por tanto la relacion

o (4,8) = supT(A(a), ”(‘Z )"))

no es una relacién de consecuencias.

3.- ﬂ(b/a) sup{z € [0,1]; T(u(a),z) < u(b)} es un T-preorden. Por tanto,
o (4,5) = supT(A(a), I} (/)

es una relaciéon de consecuencias fuzzy.
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2.3. TRANSFORMADA LOGICA GENERALIZADA

Siendo o : E — [0,1] y T una t-norma continua, la desigualdad del
Modus Ponens T(u(a), R(b/a)) < u(b) para todo a,b en E, es equivalente a
sup,eeT(p(a), R(b/a)) < u(b) para todo b € E. Ademas,

TEOREMA 2.3.1. Si R es reflexiva, las dos ultimas desigualdades son equiva-
lentes a la igualdad sup,egT(u(a), R(b/a)) = p(b).

Demostracién.- Tomando a = b, T(u(b), R(b/b)) = T(u(b),1) = u(b) <
supeeT(p(a), R(b/a)) < u(b). D

COROLARIO 2.3.2. u € T(E, R) si y solo si sup,eeT(u(a), R*(b/a)) = u(b),
para todo b € E.

Demostracién.- Teniendo en cuenta que T(E,R) = T(E,R*), p€ T(E,R)siy
sélosi p € T(E, R"), y por ser R" reflexiva, si y s6lo si sup,egT(u(a), R*(b/a)) =
p(d). O

DEFINICION 2.3.3. Dada la estructura relacional (E, R) y una t-norma T,
la T-transformada légica sobre (E, R) es la funcién £} : [0,1)F — [0,1]5,
dada por:

LRlul(z) = sup T(u(a), R*(z/a))
para cada z € E.

Cuando no sea posible ninguna confusién, escribiremos £, en vez de L%

Algunas propiedades sencillas de la transformada 16gica, nos vienen dadas en el
siguiente Teorema, cuya demostracion es un ejercicio elemental.

TEOREMA 2.3.4.
i) p < L[], para todo u € [0,1]F.
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i) Si py < g, entonces L{u,] < L[uz), para cualesquiera y;, 4, € [0,1]5.
iii) p € T(E,R) si y sélo si L{u] = p.

TEOREMA 2.3.5. Si R es un T-preorden y T es continua, es L[C[u]] = L[u],
para todo u € [0, 1]%.

Demostracion.- Como R = R*, L[L[]l(z) = supseeT(L[u](b), R*(z/b)) =
= suppeeT(sup.eeT(p(c), R*(b/c)), R*(z/b)) =

= supycesT(T(p(c), R*(b/c)), R*(z/b)) =

= supyceeT(u(c), T(R*(b/c), R*(z/b))) < supcesT(u(c), R*(z/c)) = L]p)(2)-

Finalmente, por i) en el Teorema anterior, L{u] < L[L[y]), y asi, L2=L. D

Por tanto, cuando T es una t-norma continua y R es un T-preorden, la T-
Transformada Légica es un operador de consecuencias fuzzy; es decir, dado una
conjunto fuzzy de premisas u, podemos considerar £{u] como un conjunto fuzzy
de consecuencias. Ademas, si y es un T- estado logico puede ser considerado
como una "teoria”, en el sentido de que al ser L]u] = u, todo lo que se puede
deducir de las premisas y, es el mismo conjunto .

Hasta aqui hemos trabajado con un dnico universo E; pero, si por ejemplo te-
nemos la regla ”Si z es P entonces y es Q”, donde P y Q son predicados vagos
sobre los universos E, y E, respectivamente, el Teorema 2.3.1. no puede ser
aplicado. L. A. Zadeh ([91]) intenta resolver este problema por medio de la
"extensién cilindrica”, pero esta solucién no es totalmente satisfactoria si se
quieren obtener ”consecuencias”.

Ahora tenemos la relacién R : E, x E, — [0, 1] y para definir las propiedades
reflexiva y transitiva , es necesario que E, y E; tengan el mismo cardinal

((74]).

DEFINICION 2.3.6. Dados E,, E;, con #E, = #E,, ¢ : E; — E, funcién
biyectiva, u; € [0,1)5% ,i=1,2, R: E; x E; — [0,1], y T una t-norma
continua, se dice que:

i) R es p-reflexiva si R(y¢(a)/a) = 1, para todo a € E;.

il) R es yp-transitiva si T(R(¢(b)/a), R(¢(c)/b)) < R(y(c)/a), para cua-
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lesquiera a, b, ¢ de E;.

En el caso finito, si By = {ai,...,a,}, E2 = {b,..bs}, ¥y ¥(ai;) = b;, R sera
p-reflexiva, o simplemente reflexiva si R(b;/a;) = 1 para todo i € {1,...,n}, y
sera (p-transitiva o transitiva, si para cualesquiera i, j, k de {1,...,n} se verifica

T(R(b;/a:), R(bx/a;)) < R(bx/a;).

Escribiendo R(b;/a;) = a;j, la dltima desigualdad serd T(a;;, ;i) < ai.

DEFINICION 2.3.7. El par (y;, #;) es un T-estado Légico para (E; x E,, R)

si se verifica:

T(p:(a), R(b/a)) < pa(b),
para cada par (a,b) € Ey x E,. También se dice que R es un (py,pus)-T-
condicional para E; x E,.

EJEMPLOS 2.3.8.

1.- La relacién de Kleen-Dienes

RiD (b/a) = Maz(1 — py(a), (b))

K142

tiene al par (u;, p;) como L-estado légico:

5((!;)1)(0% Maz(1—p1(a), p2(b))) = Maz(0, pr(a)+pa(b)—1) = L(p(a), ua(b)) <
M2\ ).

2.- La relaciéon de Reichenbach
R}, ,a(b/a) = 1 - p(a) + pa(a) - pa(d)
y la relacion de Willmot
Ry . (b/a) = Maz(1 — m(a), Min(p(a), pa(b)))

también tienen al par (y,,s2) como L-estado légico.

3.- La relacién

RI ,(b/a) = sup {z € [0,1]; T(m(a),z) < ua(b)}
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4.- La relacion de Mamdani
R}, ,..(b/a) = Min(pi(a), pa(b))

tiene a (g, #2) como T-estado, para cualquier t-norma T.

Como anteriormente, la desigualdad T(u1(a), R(b/a)) < p2(b) para cada
(a,b) € Ey x E; es equivalente a

sup T(sa(a), R(b/a)) < it
a€El,
para cada b en E,.
Ahora, si R es p-reflexiva, no se sigue la igualdad, sino solamente, si b = ¢(c):
T(p(c), R(b/c)) = m(c) < sup T(p1(a), R(b/a)) < pa(b) = pa(e(c))
es decir, se obtiene una cota inferior de yu,, pero no su valor exacto.
Sin embargo, exigiendo que sea u;(a) = pa(p(a)) para todo a de E,, es decir,
que p; = pg 0 @, si que se llega a :
sup T'(p1(a), R(b/a)) = pa(b),
a€lby
para cada b en E,, siempre que R sea p-reflexiva.
En cualquier caso, podriamos redefinir el concepto de T-estado légico de la

forma: El par (p;,p;) € [0,1)5" x [0,1]F2 es un T-estado* para (E; x E,,R)
siempre que para todo b € E,

sup T(u1(a), R(b/a)) = pz(b).

Esté claro que todo T-estado® es también un T-estado en el sentido primitivo.
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EJEMPLOS 2.3.9.

1.- Si R = RKD el par (u;, pu2) es un L-estado® si y sélo si supseg, p1(a) = 1.

B1,42"

En efecto, supeeg, L(p1(a), Maz(1 — pi(a), pa(b))) = supaer, L(1(a), #2(d)) =
L(supeer, p1(a), p2(b)) = p2(d),

si y solo si

Maz(0, supack, p1(a) + p2(b) — 1) = py(b) para cada b € Ez, 0 supaes,; (a) = 1,
siempre que y; sea no nulo .

En particular, si {y;] = {a € E, ; w(a) = 1} # 0, entonces (u;,p2) €s un
L-estado™ 16gico.

2.-SiR=Rj ,,elpar (u,u2) es un L-estado” si y s6lo si sup,eg, pi(a) = 1.

supaer; L(p1(a),1 = pr(a) + p1(a) - pa(b)) = supaer, (11(a) - pa(b)) =
(3upa€Ell‘l(a)) ' F'Z(b) = I‘Z(b)a

si y solo si

sup,ek, p1(a) = 1, siempre que 3 sea un conjunto fuzzy no nulo.

Por tanto, si [u,] # 0, entonces (u,, p2) es un L-estado®.

3-SiR=RY .,y supswk m(a) =1, el par (uy, u3) es un L-estado®.

1

En efecto, sup,eE,L:(pl(a),Rr;m(b/a)) = Sup,eg, Maz(0, py(a) + Maz(l —
m(a), Min(pi(a), p2(b))) — 1) = supaer, L(p(a), Min(pi(a), pa(b))) =
L(1, Min(1, pu3(b))) = p2(b).

De nuevo, este resultado se da si [u;] # 0.

4.-SiR=R] .. Vv supaeck,th(a) = 1, entonces (u,, yu3) es un T-estado®, para
cualquier t-norma T. :

SUPaeE, T(#](G), Min(ﬂ'l(a)’ F’2(b))) = T(la Min(la l‘?(b))) = #2(5)
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Cuando [y,] # 0, se sigue el mismo resultado.

5.-Si R=1II , v supsk,pi(a) =1, es también facil comprobar que (u1, p2)

es un T-estado®.

Consideremos ahora en el caso de dos universos la Transformada Logica
L% : [0,1]B: — [0, 1]2, definida por:
LRlm)(z) = sup T(p(a), B(z/a)),

para cada z de E;. Obviamente, el par (i, LE[4;]) es un T-estado® 16gico para
(E, x E;, R).

TEOREMA 2.3.10.
i) Para todo p,p] € EPY 4 < p1 implica L] < Llu3].

i1) Si R es p-reflexiva, con ¢ : E; — E, biyectiva, para todo u, € [0,1]F* ,
es u < Lw)oe.

Demostracién.- i) Trivial.
i) Para todo a € Ey, py(a) = T(ui1(a),1) = T(u1(a), R(p(a)/a)) <

sup,eg, T'(11(z), R(¢(a)/z)) = L{)(¢(a)).
Asi, iy < Llm]oyp. O

Sea R la relacién dual de R: R%(b/a) = R(a/b).

DEFINICION 2.3.11. R es p-simétrica si R(p(b)/a) = R(yp(a)/b), para
cualesquiera a, b de E;.

TEOREMA 2.3.12. Si R es p-simétrica y p-transitiva, con ¢ : E; — E,
biyectiva, y T es continua, entonces L£3[u;] = L[] o ¢, siendo L2 = LT, 0 L.

Demostracion.- £2[u1}(a) = Lh(L{p1)(a)) = supses, T(Llm)(5), R¥(a/b)) =
= supyes, T(supoer, T(pa(c), R(b/c)), R(b/a)) =
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= SUDPpeE, SUP.eE, T(T(ﬂl(c)v R(b/C)), R(b/a)) =
= SUPyeE, SUPcE, T(u1(c), T(R(b/c), R(b/a)))

y por la p-simetria y la p-transitividad,

= SUDpeE, b=¢(z) SUPceE,; T(p(c), T(R(p(2)/c), R(¥(a)/2))
= supeer, T(p1(¢), supzer T(R(p(2)/c), R(p(a)/2))
= supeer; T(p1(c), R(p(a)/¢)) = Llm)(p(a)) = (L[] 0 ¢)(a). O

Resumiento todos estos resultados, tenemos que, dados:

L El 3 E27 con #El = #EZ,

¢ una t-norma continua 7T,

o R: El XEQ——’[O,I],Y

e ¢ : E; — E, biyectiva,
verificando

¢ R es p-reflexiva,
o R es p-simétrica, y
e R es p-transitiva,

se obtiene que para todo pi, pj € [0,1)%

o Si p; < u?, entonces Ly, < Lu3],

o p1 < L] o,
o L2[p] = LRaLlm]] = L] 0 .

En estos casos, por la similitud con las propiedades mencionadas en la seccién
2.2., L[u] podria ser considerado como un conjunto fuzzy de consecuencias de

.

Observemos que en el caso de que R no sea @-simétrica, la demostracién del
Teorema 2.3.12. se interrumpe en el paso:

L2[p1)(a) = sups,cee, T(p1(c), T(R(p(2)/c), R(p(2)/a))

Al tomar z = a, es T(R(yp(a)/c), R(¢(a)/a)) = T(R(yp(a)/c),1) = R(p(a)/c) ,
y:

78



R(p(a)/e) < sup T(R(p(2)/c), R(¢(2)/a)),
Por tanto,
sup T'(m(c), R(w(a)/e)) < sup T(u(c), sup T(R(p(2)/e), R(p(2)/a)),
llegando sélo a la desigualdad

Llm] o < L¥u],

para cualquier u; € [0,1]%!. Por ello, en este caso no podemos considerar a
L[g,] como un conjunto de consecuencias légicas de y;.

- Supongamos ahora que, dada una regla ” Si x es P, entonces y es @ ”, es posible
modelizarla mediante una relacion inexacta

R(b/a) = F(”P(a)a ﬂQ(b))’ (a, b) € El X E2a
verificando las condiciones de los teoremas 2.3.10. i) y 2.3.12.

Si (up, pg) es un T-estado para (E, x E,, R) entonces, es claro que para todo
bec E,
CElup)(5) = sup T(p(a), Flup(a), pa(b)) < sa(b),

En el caso de que ademas (up, pq) sea un T-estado® para (E; x E3, R), (lo que
ocurre por ejemplo si gy = uz 0 ), entonces

Lh(pp)(b) = sup T(up(a), F(up(a), pe(b)) = #a(®),

para todo b € E,, y podemos decir que ug es el conjunto de consecuencias de
Kp.

Sin embargo, la informacién que se posee cominmente en légica borrosa, no es
el hecho "x es P 7, sino una modificacién de la forma "x es P* ”. En el caso
particular en que

IIP‘(I) < I-‘P(m)a

para todo z € E;, se obtiene

Llup-1(8) < L{ppl(d) < no(b), b€ E,.
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Es decir, el conjunto fuzzy L{up+] € [0,1]%2 es una cota inferior de las conse-
cuencias fuzzy de pp., dada la regla R. En esta situacion, si es posible identificar
un predicado vago @* sobre E; tal que

Llpp)(b) < pg+(b) < po(b), be Ey,

entonces es posible concluir la regla composicional de inferencia de Zadeh:
Si ”x es P” entonces "y es Q"
”x es Pt”

”y es Q*”

Se observa que esta regla es aproximada, y que cuanto mds cercano sea fip+ a
pp, y un pg. identificado a L[pp.], mejor sera la conclusién.

Sin embargo, como no siempre es pup« < pp, en cada caso habra que analizar
cuando realmente la regla es modelizada.

EJEMPLOS 2.3.13.

1.- En el caso de la regla de Mamdani, se obtiene:

LY(b) = supsee, Min(up-(a), Min(up(a), po(b))) =
supeeg, Min(pps(a), up(a), (b)) = supseg, Min(pp-np(a), uo(b)) =
Min(supacg, [Lp+np(a)], (b)) < po(b).

Entonces, si sup,eg, pp-np(a) = 1 (para lo que es suficiente que [P* N P] # @),
se obtiene g como conclusion. De otra forma, siendo a = sup,¢g, ppenp(a) €
[0,1], la conclusidén a la que se llega es Min(a, ug(d)) = pngs(b).

2.- En el caso de Klenne-Dienes:

Lfxp(b) = sup L(pp+(a), Maz(1 - pp(a), po(b))) =

sup Maz(0, Maz(pp(a) — pp(a), pp+(a) + pq(b) — 1)) =
Maz(0, Maz(sup [pp:(a) — pp(a)], pe(d) — 1 + sup pp+(a))) =
Maz(B, pqa(b)) < pq(b),

si B = sup [up-(a) — pp(a)] y sup pp+(a) = 1. Luego siempre se llegard a la
conclusion g si sup pp-(a) =1y B < ug(b) para cualquier b € E,.
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Debe notarse que en los ejemplos anteriores, la conclusién pg+ depende del
q ) s B P
grando de "conexién” entre up y ups, expresado por los numeros a =

SUPqcE, .U'PnP‘(a)v ﬂ = SUPqyeE, [ﬂp‘(a) - /‘P(a)]'

5.- Uno de los mayores éxitos de la légica borrosa ha consistido en la mo-
delizacién y control de sistemas fisicos descritos lingliisticamente. Es el caso,
por ejemplo, de un sistema mecanico accionado por un cierto gas, sometido a
una presién que debemos mantener constante regulando la temperatura. La
presién, en atmosferas, varia entre 0 y 100 (E; = [0,100)), y la temperatura
entre 0 y 1000 grados centigrados (E; = [0, 1000]). Se proporciona la regla: ”si
la presion es Alta, la temperatura ha de ser Baja”.

- Tomamos como respectivas funciones de pertenencia de los predicados borrosos
Alto y Bajo, las siguientes:

Ha: [Oa 100] — [Oa 1]7 ﬂA(x) = i%ﬁ

HB : [07 1000] - [0» lla #B(y) =1- 17‘%6

y como biyeccién: ¢ : Ey — E,, con ¢(z) = 1000 — 10z, para todo = € E;.

Eligiendo la implicacién de Mamdani

R(y/z) = RaB(y/z) = Min(pa(z), uB(y)), es facil comprobar que:
- R es p-simétrica,

- R es p-transitiva,

y, aunque no es p-reflexiva, se puede redefinir como

R*(o(b)/a) ={ ﬁ(%(b)/a), :Z Z i:

que cumplird las tres propiedades.

Si nos dan la informacién "la presion es Muy Alta” (predicado vago MA, con
pma(z) = (pa(z))?), aplicando la transformada generalizada,

L™ umal(y) =
suszEle:n(/‘MA(z)aR(y/x)) = supz€E1Min( (%.T)vain(i(z);o’l - T@&)) =
suszElen((i'gB)zv 1- 1_6%6) =1- I'oy-oﬁ = /"B(y)a si SUPycE, /"'MA(z) = 1.
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Es decir, en este caso se concluira que la temperatura ha de ser, al menos, Baja.

Conviene subrayar que para poder obtener realmente ”consecuencias”, es nece-
sario, como se hace en el ejemplo, buscar para cada relacién, una biyeccion ¢
respecto a la cual dicha relacién verifique las propiedades de simetria y transi-

tividad.
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2.4. EL CONDICIONAL MATERIAL

Entre las relaciones cldsicas V-condicionales, la mas empleada es el Condicional
Material; su expresién

—bv=VXVU(E—V)XE

es equivalente a

v _ [0, si(ab)eVx(E-V)
P (bfa) = { 1, en otro caso
o también

‘P-'V(b/a) = Maz(l - ‘PV(G)9 ‘PV(b))’ V(aa b) €EExE.

Es claro que para cada V C E; —y es un Preorden (verifica las propiedades
reflexiva y transitiva) en E.

En esta seccidn, nuestro estudio se dirige a buscar una generalizacién para el
caso Fuzzy del Condicional Material. Ya vimos que el Condicional Material
—vy el es mayor V-condicional; este hecho sugiere la idea de buscar , para cada
subconjunto fuzzy u y para cada t-norma T, el mayor 4 — T-condicional, que
sera el Preorden

I (b/a) = Sup{z € [0,1] ; T(u(a),2) < u(b)}

Como es bien conocido, en el caso de que T sea la t-norma continua de
Lukasiewicz, Producto o Minimo, se obtendran los residuos

IZ(b/a) = Min(1,1 — p(a) + p(b))

1, sip(a)=0
I‘r‘l(b/a) = { Min(1, 48 s y(a) >0

? u(a)

Min(proy = 4 b si u(a) < pu(b)
LT/ )“{ u(®), si w(a) > u(b)
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llamadas, respectivamente, la Implicacién de Lukasiewicz, de Menger-Goguen
y de Godel-Brouwer.

El siguiente Teorema nos asegura la bondad de la generalizacion, comprobando
que al sustituir g por la funcién caracteristica de un subconjunto V en los
predrdenes obtenidos, se obtiene la funcién caracteristica del Material Condi-
cional —v.

TEOREMA 2.4.1. Para cualquier V C E, y cualquier t-norma continua T,
T = Py .
wv -V

Demostracién.- Como Igv(b/a) = Sup{z € [0,1] ; T(pv(a),z) < pv(b)},

i) IT (b/a) = 1si y sélo si py(a) < pv(b), si y sélo si, o bien a € V o bien
acVybeV
ii) IT (b/a) = 0 si y sdlo si py(a) > py(b),siysélosiae VybgV.

Por tanto, I7, (b/a) = Maz(1 - ¢v(a), pv(5)) = ¢, (b/a). D.

Hemos visto que si u es la funcién caracteristica de un subconjunto clésico V,
entonces IT = ¢_,; ;Es cierto el reciproco?

TEOREMA 2.4.2. Si T es una t-norma continua, y I7 = ¢_,,,, entonces

_}Jo, sizgV
“(m)—{a>0, sizeV

Demostraciéon. Tenemos que
I7 (b/a) = Sup{z € [0,1] ; T(z,4(a)) < p(b)} = Maz(1 - pv(a),pv(})). Por
tanto,

i)SiaeV,beV,serd IT(b/a) = 1y T(1, u(a)) = u(a) < u(b). De la misma
forma, IT(a/b) =1y T(1,1(b)) = p(b) < p(a). En consecuencia, u(a) = p(b),
y u(z) = a para todoz € V.

ii)SiagVybgV,Il(b/a) =1y IT(a/b) = 1, con lo que u(a) = u(b) y
u(z) = para todoz g V. :



iii)Siag V,be V,IT(b/a) =1y p(a) < p(b), conlo que B < a; si fuese B = a,
#(z) = a para todo z € E, y seria IT(b/a) = Sup{z € [0,1] ; T(2,a) L a} =1
para todo a,b,c en E, llegando a una contradiccién con el casoen quea € V' y
b¢ V enel que p_.,(b/a) = Maz(0,0) = 0.

Por tanto, 0 < f < a.

iv) Como T < Min, {z € [0,1] ; Min(z,u(a)) < u®)} € {z €
[0,1) ; T(2,p(a)) < p(b)}, ¥y Sup{z € [0,1] ; Min(z,p(a)) < p(b)} < Sup{z €
[0,1) ; T(2, u(a)) < u(b)} para todo a,b en E.

SiaeV,bgV, Sup{z € [0,1] ; Min(z,a) < 8} < Sup{z € [0,1] ; T(2,a) £
B}. Por tanto, 8 < Sup{z € [0,1]; T(z,a) < B} = IT(b/a) = ¢, (b/a) =0, y
g =0. '

En consecuencia, todas las soluciones de la ecuacién I7 = ¢_,, son de la forma

0, sizgV
a>0, sizreV

p(z) = {

0

Sin embargo, no todas las funciones u de esta forma son siempre solucién para
cualquier t-norma T. Es un ejercicio sencillo comprobar que para cualquier
valor positivo que demos a @, sia,b € V, a,b gV, o a gV y beV, se
verifica I7(b/a) = ¢_.,(b/a), pero no ocurre lo mismosia € V y b ¢ V, por
lo tanto, éste serd el unico caso que tendremos que examinar en el siguiente
corolario.

COROLARIO 2.4.3.
1) Si T es una t-norma continua positiva, la funcién

0, sizgV
a, siz€eV

p(z) = {

es una solucién de la ecuacién I7 = ¢_,, para cualquier a € (0,1], y por tanto,
dicha ecuacién tiene soluciones distintas de ¢y .

2) Si T es una t-norma continua con generador ¢ tal que ¢(0) < oo, la tinica
solucion de I:f = (P, €5 P = Qy.
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Demostracion.-

1) Como a >0, T(z,a) =0siysélosi z=0. Por tanto,sia€ V,b¢g V, sera
I7(b/a) = Sup{z € [0,1]; T(z,a) < 0} = Sup{z € [0,1] ; T(z,2) =0} =0 =
¢—(b/a) para cualquier a > 0.

2)SiaeVy bgV,serd IT(b/a) = sup{z € [0,1] ; T(z,0) <0} =0,y
T(0,a) = 0. De T(0,a) = -D(#(0) + #(a)) = 0, se obtiene #(0) + t(a) = #(0),
y t(a) =0. Entonces a =1. 0.

EJEMPLOS 2.4.4.

1.- Si T = II es la t-norma Producto, que es positiva y

(z) = 0<ax<l, sizeV
M2I=1 o, sizgV

paraa € Vyb¢g V, I(b/a) = Min(1, & a)) = Min(1,0) = 0 = ¢, (b/a), y I
coincide totalmente con Y-y lo que esta de acuerdo con el Corolario a.ntenor

2.- Si T = Min, que es una t-norma positiva y

u(z) = 0<a<1, sizeV
- sizrgV

paraa € VybgV, IM"(b/a) = ,u(b) =0, y por tanto I"‘”‘"‘ = Py

3.- Si T es la t-norma de Lukasiewicz, cuyo generador est =1—j, y

0<ax<l, sizeV

"(’)={o, sizgV

paracadaa € Vy b gV, serd IZ(b/a) = Min(1,1 — p(a) + p(b)) = Min(1,1~
a) = 1— a > 0, que no coincide con ¢, (b/a) = Maz(1 — pv(a), pv(d)) = 0.
Asi, de acuerdo con el Corolario anterior, g no es solucién de IE = Py

Dado un subconjunto V' C E, donde se han definido los conectivos légicos
-(conjuncién), + (disjuncion), y ’ (negacién), tales que

l)a-bsiysflosiae VybeV

2)deVsiyslosiae E-V

3)a+beVsiysolosiaeV o beV
entonces se demuestra facilmente que
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a—yb siysdlosi a—beV,

dondea—-b=a b+ a-V+a-b.

Cuando en (E,-,+,') se da la Ley Distributiva r-y+z-2=2z-(y+2),y la
Ley del Tercero Excluido z - (y + y') = z, para cualesquiera z,y, z de E, sera

a—b=d - (b+¥V)+a-b=d +a-b
Si ademas se verifica la Ley Distributiva z -y + z = (2 + z) - (y + 2), se obtendra
a—b=(d+a) (d+b)=d"+b

Por tanto, en Algebras de Boole a —y bsiysélosia’ +b €V, y en reticulos
mas débiles podria ser a =y bsi y sélosi a’+ a-b € V, como es el caso de los
reticulos de la Mecanica Cuéntica.

A la hora de buscar una generalizacién del Condicional Material, esto nos sugiere

definir, dada una t-norma T ,una t-conorma S y u € [0, 1)® fijos, las siguientes
relaciones borrosas:

Rj(b/a) = S(S(T(1-p(a), p(b)), T(1 —p(a), 1 - (b)), T(p(a), u(b)) = S(T(1-
p(a), u(5)), T(1 — u(a), 1 — u(b)), T(p(a), u(b)))

R}(b/a) = S(1 — p(a), T(u(a), u(b)))
R[P(b/a) = S(1 - p(a), u(}))

Se observa que RS < R} < RKD,

EJEMPLOS 2.4.5.
1.-Si T = Min, S = Min* = Maz:

«R¥(b/a) = Maz(1 — p(a), Min(u(a), u(b)),
llamada implicacién de Willmot.

oRP(b/a) = Maz(1 — p(a), u(b)),
implicacion de Kleen-Dienes.
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2-SiT=1I, §=1I"=Sum — Prod:

oRY(b/a) = S(1 — p(a), p(a) - (b)) = 1 - u(a) + p(a) - u(d) - (1 -
u(a)) - u(a) - p(b) = 1 - p(a) + (u(a))? - u(b),

oR[P(b/a) = S(1 - p(a), u(b)) = 1— p(a) + p(b) ~ (1 - u(a)) - u(b) =
1~ p(a) + p(a) - u(b),
implicaciéon de Reichenbach.
3-SiT=LS=L"=Min(l,Sum):

eRY(b/a) = Maz(1 - u(a), u(b)),

implicacién de Kleene-Dienes.

eRXD(b/a) = Min(1,1 - u(a) + (b)),
implicacién de Lukasiewicz.

4-~SiT=Min, S =1I" = Sum — Prod:

oR}Y (b/a) = 1~p(a)+Min(u(a), pu(b))—(1~p(a))-Min(u(a), (b)) =
Min(1,1 - p(a) + p(d)) — (1 — p(a))Min(u(a),u(d)) = 1 — p(a) +
u(a)Min(p(a), u(b)).

oRfD sera igual que en el caso 2, ya que es independiente de la t-
norma elegida.

5.-Si T = Min, S =L* = Min(1,Sum):
oRY(b/a) = Min(1,1-p(a)+ Min(u(a), p(b)) = Min(1, Min(1,1-
() + 4(8))) = Min(1,1 — p(a) + (b)),
implicacion de Lukasiewicz de nuevo.
o RED serd igual que en el caso 3.
6.-SiT=1IIS=Min" = Maxz:
eRY(b/a) = Mas(1 - u(a), i(a) - u(3)

eR¥D(b/a) igual que en el caso 1.
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7-SiT=1I,8S =L*= Min(1,Sum):

oRi(b/a) = L((1 - p(a)) - p(b), (1 = p(a)) - (1 = u(b)), u(a) - u(b)) =
L*(Min(1,1 - p(a)), p(a) - p(b)) = Min(1,1 — pu(a) + p(a) - p(b)) = 1 — p(a) +
p(a) - p(d).
que es otra vez la implicacion de Reichenbach.

Por la misma definicién, es facil ver que para cualquier t-norma T' y cualquier
p: E — [0,1], la relacién IT es un p-T-condicional. ;Qué ocurre en el caso
de R?, RYY y RKD ?. En general, estas relaciones no son u-T-condicionales
cuando S = T™.

Por ejemplo, si E = [0,1], u =j y T = Min, con a=0.5, b=0.3, tenemos:

o Min(a,Maz(Min(1l - a,b), Min(1 — a,1 — b), Min(a,bd))) =
Min(0.5, Maz(Min(0.5,0.3), Min(0.5,0.7), Min(0.5,0.3))) = 0.5 > b.

¢ Min(a, Maz(1 — a, Min(a,b))) = Min(0.5, Maz(0.5, Min(0.5,0.3))) =
0.5>b.

e Min(a, Maz(1 — a,b)) = Min(0.5, Maz(0.5,0.3)) = 0.5 > b.

TEOREMA 2.4.6. SiT =L y S = L* = Min(1,Sum), tanto RLV como
R,{"D son u -L-condicionales.

Demostracién.-En este caso, L(u(a),R¥(b/a)) < L(u(a),RKP(b/a))
Maz(0, u(a) + Min(1,1 ~ p(a) + pu(b)) — 1) = Maz(0, Min(p(a), u(b)))
Min(p(a), (b)) < pu(b).

Por tanto, RY (b/a) = Maz(1-u(a), u(b)) y RXP(b/a) = Min(1,1—p(a)+p(b))
son u-L-condicionales. D

La falta de condicionalidad general para las relaciones RS, RY y RXD motiva
el estudio de su posible caracter de predrdenes fuzzy. Esto es debido a que si R
es T-transitiva basta tomar, para cada a en E, u, = R(z/a) y obtenemos:

T(pa(b), R(c/b)) = T(R(b/a), R(c/b)) < R(c/a) = pa(c)

para cualquier b,c en E; por tanto, R es un y,-T-condicional para cada a en
E, y p, es un T-estado logico para (E, R).
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LEMA 2.4.7. Si T es una t-norma tal que, para cada z,y, z en [0, 1] se verifica
T(z,1 - 2) < T(z,1 -y)+ T(y,1 - z), entonces L < T.

Demostracién.- Con z = 0 obtenemos ¢ < T(z,1-y)+y ,0 z—y < T(z,1-y).
Entonces,

Maz(0,z — y) = Maz(0,z+1 -y~ 1) = L(z,1 —y) L T(z,1 - y),

para todo z,y en [0,1). Luego L<T. D

LEMA 2.4.8. Si T es una t-norma y una c6pula (vid. apéndice), entonces
T(z,1 - 2) < T(z,1-y)+ T(y,1 — 2), para cualesquiera z,y, z en [0,1).

Demostracién.- Siy < z,como 1 -~z <1 -y, serd T(z,1 - 2) < T(z,1 —y) <
T(z,1-y)+ T(y,1 — z), para todo z en [0,1).

Sea z <y, tomandot=1-zyr=1-—y,serar <ty ([58]) T(z,t)—T(z,r) <
t—r. Como £ < T, obtendremos t —r = Maz(0,t—r) = Maz(0,1-r+t-1) =
L(1-rt) ST —r,t).

Asi llegamos a T(z,t) — T(z,r) < t—-r < TQ1-nt) y T(z,1 -—2) <
T(z,1-y)+T(y,1-2). O

TEOREMA 2.4.9. Si T es una t-norma y una cépula, R¥2(b/a) = T*(1 -
p(a), u(b)) es L-transitiva.

Demostracién.- L(REDP(b/a), RKP(c/b)) = Maz(0,T*(1 — p(a), u(b)) + T*(1 -
5(8), () — 1) = Maz(0,1 — T(u(a),1 — (b)) - T(u(8),1 - p(c))) < (por el
lema anterior ) Maz(0,1 — T(u(a),1 — pu(c))) = Maz(0,T*(1 — u(a), p(c))) =
T*(1 - u(a), i(c)) = RKP(c/a). D

En consecuencia, la relacion

1 sia=b

rpKD —_ )
E,7(b/a) = { RED(b/a), en otro caso
es un L-Preorden, y para cualquier a

1, siz=a

pa(z) =" R‘{"D(m/a) = { T*(1 - p(a),u(z)), en otro caso
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es un p,-L-Condicional, siempre que T sea una t-norma y una cépula.
Si existe a en E tal que p(a) =1, p,(z) = p(z) y "R{‘"D es un pu-L-Condicional.

;En qué grado las relaciones RY , RYY , RXD son realmente una generalizacién
del Condicional Material?

TEOREMA 2.4.10. Para cualquier t-norma T, cualquier t-conorma S, g no
nulay V # 0, RS = p—v si y sblo si yp = py.

Demostracién.- Si g = py:

1)Siae V,beV, Ri(b/a)=S(T(0,1),T(0,0),T(1,1)) = §(0,0,1) = 1.
2)SiagV,b¢gV, Ri(b/a) = S(T(1,0),T(1,1),T(0,0)) = $(0,1,0) = 1.
3)Siag V,beV, Ryb/a) =5(T(1,1),T(1,0),T(0,1)) = §(1,0,0) = 1.
4)Siae V,b¢V, Ri(b/a) = S(T(0,0),T(0,1),T(1,0)) = §(0,0,0) = 0.

Por tanto Rf = ..
Reciprocamente, si R = ¢_.,, sera:
S(T(1—pu(a), u(b)), T(1-p(a), 1-p(b)), T(u(a), u(b))) = Maz(1-pv(a),pv(d))

SiaeVybdgV,
Ri(b/a) = S(T(1 — p(a), u(5)), T(1 - p(a),1 — p(b)), T(p(a), u(}))) =0
y seré T(1 — p(a), u(b)) = T(1 - p(a), 1 — u(8)) = T(u(a), u(b) = 0.

Por otra parte,

Ri(a/b) = S(T(1 — u(b), p(a)), T(1 = u(b),1 - p(a)), T(p(d), u(a))) = Maz(1 -
ov(B), pv(a)) = 1.

S(T(1 = p(b), u()),0,0) = 1, con lo que T(1 ~ p(b), u(a)) = 1.

Y asi, 1— p(b) = p(a) = 1, siendo por tanto u(b) =0 y wu(a) = 1. Esto es,

B =pv.

Por 1ltimo, si fuese V = E, entonces Ri(b/a) = p_,,(b/a) = 1 para todo a,bd
de E. Como p es no nula, existira al menos un b de E con u(b) > 0.

Sea ahora un a cualquiera de E.
R{(a/b) = S(T(1 - pu(b), u(a)), T(1 ~ pu(b), 1 - p(a)), T(p(d), #(a))) = 1. Por ser
1 - u(b) < 1, no puede ser T(1 — u(d), u(a)) = 1, ni T(1—pu(b),1-p(a)) =1,y
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por tanto necesariamente T(u(b), u(a)) =1,y u(b) = u(a) = 1. Asi pues, para
todo a de E, u(a) = 1, y también en este caso, u = py. O

TEOREMA 2.4.11. Para cualquier t-norma T, cualquier t-conorma S, u no
nulay V#0,RY =¢_., siysdlosiu=¢py

Demostracién.- Si u = ¢y es facil ver, como en el Teorema anterior, que
RXV = Py

Si RY = ¢, serd S(1 — p(a), T(p(a), u(b)) = Maz(1 — pv(a), pv(b)), para
todo a,ben E.

Tomando a € V,b ¢ V, serda S(1 — p(a),T(u(a),p(b)) = 0, y 1 — p(a) =
T(u(a), u(b)) = 0; es decir, u(a) =1 y u(d) =0.

Al igual que el anterior Teorema, si V = E, también se da la igualdad. O

TEOREMA 2.4.12. Para cualquier t-norma T, cualquier t-conorma S, 4 no
nulay V#80, REP =, siysélosiu=gpv.

Demostracion.- Es similar a la de los Teoremas anteriores. O

En conclusién, tanto en los predrdenes IT, como en las relaciones RY, RYY, RXP,
sustituyendo p por yyv para algin subconjunto clsico V, se obtiene ¢_,,,.

Sin embargo, mientras que las ecuaciones R = ¢_,, RY =¢_,, RED =
Py ¥ IZ = @, con T t-norma arquimediana no estricta, admiten como
unica solucién u = ¢v, es decir, generalizan perfectamente el Material Condi-
cional Clasico, la ecuacion IZ' = (p.,, siendo T una t-norma continua positiva,
admite como solucidon cualquier subconjunto fuzzy de la forma

_Jo sizgV
F(z)—{ a€(0,1), sizeV

Obsérvese que en este caso, no solamente podemos obtener la funcién carac-
teristica del Material Condicional —y con funciones de pertenencia u distintas
de la funcién caracteristica de V, sino que ademds px puede tomar en V' valores
tan pequefios como deseemos.
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CAPITULO 3

MONOTONIA

1. MONOTONIA DEBIL.
2. MONOTONIA RESTRINGIDA.
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Pocas de las generalizaciones que empleamos para plantear y resolver los proble-
mas de cada dia, son sin excepciones. Si fuesen expresables como condicionales
del tipo Vz (Pz — Qz), serian casi siempre falsas. Como ya sefialé Hans Re-
ichenbach hay dos tipos de relaciones de implicacién, las "a = b siempre”,
como las de la logica formal, y las "a = b con cierta frecuencia”; es decir,
hay reglas universales y reglas con excepciones, llamadas también reglas por
defecto. Estas tltimas dan lugar a la pérdida de una propiedad tan natural de
la légica clsica que, hasta hace poco, casi no se hablaba de ella en los textos:
la monotonia.

En cualquier légica monétona, el aumento de premisas no provoca en ningun
caso la invalidez de las conclusiones. Sin embargo, éste no es el caso del razona-
miento comtn, en el que en pocas ocasiones se poseen todos los elementos de
juicio necesarios para obtener conclusiones totalmente vélidas; normalmente, se
hacen inferencias con la informacién disponible, obteniendo resultados admisi-
bles, hasta la obtencién de nuevos datos, que pueden obligar a una anulacién
de los mismos. Asi, mientras que en la inferencia clasica el concepto basico es
el de verdad, en la inferencia de sentido comin es el de "admisibilidad hasta

nueva orden”.

El abandono de la monotonia obliga a la consideracién de propiedades mads
débiles que la generalizan, con la consiguiente aparicién de diversos tipos de
légicas no-monétonas en funcién de las propiedades deseables en las diversas
situaciones.

El presente capitulo es un estudio de la monotonia, obteniendo caracterizaciones
que permitan, por un lado, acotarla, y por otro el estudio matematico de la No-
monotonia, con la posibilidad de construir ejemplos de relaciones, y por tanto
de logicas, no-mondtonas.

En el capitulo anterior se estudian los condicionales, y como consecuencia, los
estados logicos de una relacion, funciones de pertenencia respecto a las cuales
la relacién es un condicional. Este estudio previo nos lleva a buscar una carac-
terizacién de monotonia basada en los estados logicos.

Ya en ([75]) se da una caracterizacion de este tipo para aquellas relaciones que
son T-preérdenes. Para el resto de las relaciones reflexivas se conseguia una
condicién necesaria pero no suficiente. En este capitulo se llega a la misma
caracterizaciéon siguiendo un camino distinto.

El primer paso es definir la Monotonia Débil y la n-Monotonia Débil , que
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alcanzan todo su significado en las relaciones no T-transitivas, ya que en los
T-predrdenes son conceptos equivalentes al de Monotonia. Esto nos permitira
aplicar los Teoremas que se obtienen, a los casos en que se verifique la transi-

tividad.

La propiedad (Hr) proporciona una cota superior del valor de pertenencia de la
conjuncioén de dos elementos, para los estados logicos. Se obtienen teoremas que
relacionan las monotonias mencionadas con esta propiedad. Los ejemplos que
se ofrecen, tanto cldsicos como difusos, ilustran los resultados de los mismos.

Es conocido el concepto de monotonia restringida, frecuentemente utilizado en
Inteligencia Artificial. Se puede plantear si estd de algin modo ligado con
los conceptos y propiedades estudiados; en la segunda seccién del capitulo, los
ejemplos que se presentan parecen apoyar la tesis de su independencia.
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3.1. MONOTONIA DEBIL

Como es bien conocido, una relacién cldsica = en un conjunto E, es decir,
un subconjunto => del producto cartesiano E x E, se dice que es --monétona
cuando para cualesquiera a,b,c en E

St a=b, entonces a-c=b,

siendo ”-” una operacién conmutativa en F representando una conjuncion entre
los elementos de E.

Asi por ejemplo, ya vimos en el capitulo 1, que dada la estructura relacional
(10,1], <), < es Min-monétono, y en general, para toda operacién -, con
- < Min, también < es --monétono.

Sin embargo, dada la operacion a * b = va-b que es mayor que el Min, se
obtiene que < no es *-mondtona.

Si = C E x E es representado por su funcién caracteristica ¢ : EXE — [0,1],
definida por:

l, sita=b
0, en otro caso

vatt/a) = {
entonces = es mondtona si y solo si

P=(b/a) < pu(bla-c),
para cualesquiera a,b,c en E.
Cuando R : E x E — [0,1] es un Relacién Inexacta o Fuzzy sobre E, es decir,

cuando R(b/a) € [0, 1] indica el grado de la relacién entre a y b, parece adecuado
dar la siguiente

DEFINICION 3.1.1. R se dice que es - -mondnota si y sélo si

R(b/a) < R(b/a-c),
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para cualesquiera a,b,c en E.

DEFINICION 3.1.2. R es débilmente --monétona respecto a una t-norma
continua T si para todo a,b,c de E, o bien se verifica R(b/a) < R(b/a - c), o
bien
R(b/a) < supeE T(R(b/an)’ T(R(an/an—l)a ooy T(R(a’2/a’1)a R(al/a ' C))))
1...8n

a

LEMA 3.1.3. Si T y T' son t-normas continuas tales que ' < T, y R es
débilmente --mondtona respecto a T, entonces también lo es respecto a T".

Demostracion.- Inmediata. O

Si denotamos por Dr el conjunto de todas las relaciones que son débilmente
--monotonas respecto a T', el resultado obtenido dice que si T < T”, entonces
D7 C Dy

DEFINICION 3.1.4. R es n---mondtona respecto a una t-norma continua T
si para todo c en E, o bien R(b/a) < R(b/a - c), o bien

R(b/a)<  sup  T(R(b/ar), T(R(ar/ass), ., T(R(az/ar), R(ar/a - c))...))

a1...a,€Ek<n

Observemos que en el caso en que R sea reflexiva, la iltima desigualdad es
equivalente a:

R(bfa) < sup T(R(b/an), T(R(an/an-1), . T(R(ar/ar), R(ar/a - ))...))

LEMA 3.1.5. Si T y T’ son t-normas continuas tales que T < T', y R es
n---monotona respecto a T, también lo es respecto a T".

Demostraciéon.- Inmediata. O

Si denotamos por nr el conjunto de las relaciones que son n---mondtonas res-
pecto a T, tenemos que si T < T', para todon € IN es nt C ny.
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En adelante, por ser T asociativa, para simplificar escribiremos
T(R(a,/a;), R(az/a3),...R(an-2/an-1), R(@n-1/a,)), en vez de
T(R(G1 /(12), T(R(ag/a;,), esey T(R(a,._g/a,._l), R(a,,-,/a,,))...))

Ademads, observemos que siempre
T(R(a1/ay), ..., R(a;/b), R(b/a;), ..., R(ax/b), R(b/am),...) <
S T(R(al/az), sevy R(ai/b)v R(b/am)9 )

por lo tanto, al tomar sup,, .. ..eeT(R(b/ay), ..., R(a:/a - ¢)), podemos suponer
siempre que a; # a; para todo i # j; es decir, en la cadena {ay,...,a.} no hay
ningun elemento repetido.

LEMA 3.1.6. Si R es --monoétona, entonces para todo n € IN, R es n---
mondtona respecto a cualquier t-norma T continua, y por tanto, R es débilmente
--monétona respecto a T'.

Demostracion.- Trivial. O
El siguiente Lema pone de manifiesto la equivalencia de los conceptos definidos,

en el caso de las relaciones T-transitivas, y por lo tanto, en el de los T-
predrdenes.

LEMA 3.1.7. Si R es T-transitiva, R es --monétona si y sélo si es débilmente
--monétona respecto a T.

Demostracién.- La condicion necesaria viene dada por el lema anterior.

Si R es débilmente --monétona respecto a T, para todo a,b,c de E , o bien
R(b/a) < R(b/a - c), o bien

R(5/a) < sup,, ..cz T(R(6/an), R(Gn/an_1), ., R(az]ar), R(ar/a - ) <
SUPa,,.ancET(R(b/ar), ..., R(as/az), R(az/a-c)) < ...

< sup, g T(R(b/an), R(an/a-c)) < R(d/a-c). O

A partir de ahora, llamaremos (Hr) a la propiedad: para todo u siendo un
T-estado ldgico para (E, R) , se verifica u(a-b) < Min(u(a), u(b)).

LEMA 3.1.8. Si T y T’ son t-normas continuas tales que ' < T”, y R verifica
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la propiedad (H7), entonces también verifica (Hrv).

Demostracién.- Sea p un T’-estado légico para (E,R). Para todo a,b de E,
sera T(u(a), R(b/a)) < T'(u(a), R(b/a)) < pu(b), y por tanto, p es también un
T-estado 16gico que verificard p(a - b) < Min(u(a), u(b)) para cualesquiera a,b
perteneciendo a E. O

Si Hr es el conjunto de las relaciones que verifican la propiedad (Hr),y T < T,
sera Hy C Hp..

Como entre las t-normas mas utilizadas figuran las que a la vez son cépulas
(vid. apéndice), trabajaremos con estas ultimas.

TEOREMA 3.1.9. Sea R una relacién reflexiva. Si R es n---monétona res-
" pecto a la t-norma T, entonces se verifica la propiedad (Hr).

Demostracion. Sea p un T-estado ldgico. Por ser R n---monétona, para a y ¢
cualesquiera,

1= R(a/a) < sup T(R(a/a,.),R(an/an_l),...,R(al/a -¢))

ay

1= sup_ T(R(a/an) R(an/an-1),...,R(a;1/a - c))

Q1. an

Por tanto, para cada € > 0 , existiran ay,...a, € E tales que

T(R(a/an), R(an/an-1),--R(arf/a-c)) >1- =5 ¥
R(a/a.),R(a,/an-1), ..., R(a1/a-¢c) > 1 — =

Por ser R < IT, tendremos IZ(a/ay), ..., I (a1/a-¢) > 1 — el

La dltima desxgua.ldad lleva a sup {z € [0,1] ; T(p(a-c),z) S p(a1)} > 1- %5
y T(u(e-c),1—-757) < plar)

Teniendo en cuenta que la t-norma de Lukasiewicz es la menor t-norma que es
cépula,

L(p(a-c),1~57) = Maz(0, pla-¢) - o37) < p(ay); luego p(a-c) — 55 < p(ar)

De forma similar, obtendriamos:
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p(ar) — o S #(az)

--------------------------

m(as) — 755 < u(a)

y sumando, u(a-c)+p(a1) +...+ p(as) — € < p(ar) + p(az) + ... + p(a), que una
vez simplificado da u(a - ¢) — € < p(a). Como esta desigualdad es cierta para
cualquier € > 0 , serda u(a-c) < u(a).

De la misma forma, se obtiene que u(a - ¢) < pu(c) , y consiguientemente,
p(a - ¢) £ Min(u(a), p(c)) para cualesquiera a,c de E. O

NOTA .- La necesidad de que la relacién sea reflexiva se comprueba con el si-
guiente ejemplo.

Sea la relacién R%(b/a) = Min(u(a), u(b)) en un reticulo E, con p : E — [0, 1]
no creciente; esta relacion es --monétona, donde - es la operacién infimo del
reticulo. En efecto, como a ¢ < a serd u(a) < p(a-c) y Min(p(a), u(d)) <

Min(p(a - c), u(b)).

Tomando en particular £ = [0,1], p(z) =1—z y - = A la operacién minimo,
se obtiene Rk (b/a) = Min(1-a,1-b) =1- Maz(a,b), que serd A-mondétono.

Para cualquier T, p es un T-estado l6gico para (E,R%) :

T(p(a), RE(b/a)) =T(1 ~ a,1 — Maz(a,b)) <1— Maz(a,b) <1—b= pu(b).
Sin embargo, dados a, b de [0,1] tales que a < b, serd p(aAb)=1—-a>1-b=
u(b), y no se verifica la propiedad (Hr).

Es decir, no podemos aplicar el Teorema anterior, y la razén es que la relacién
dada, claramente no es reflexiva.

NOTA. .- Si R no es reflexiva pero si --monétona, no podemos concluir que la

relacion
sia=>b

"R(b/a) = { R(b/a), si a# b

es --monoétona.

En efecto, tomando la relacion del ejemplo anterior,
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"RA(3/303) =" R“(%/%) = Ri(3/3) = Min(1-3,1-3)=1 y "Rh(3/}) =1.
Por tanto, "R%(3/1A L) <" R4(3/3) ¥y "R4 no es --monétona.

TEOREMA 3.1.10 Sea R una relacién reflexiva. Si R verifica la propiedad
(Hr), entonces R es débilmente --monédtona respecto a T'.

Demostracion.- Para cada a € E, definimos p,:

Ha(b) = 5P T(R(b/flu),R(au/an-x), oy R(ay/a))

Comprobemos que es un T-estado légico para (E, R).

T(R(c/b), sup  T(R(b/an),.... R(az/a1), R(ar/a))) <

a1

< sup T(R(c/b),R(b/ay)...R(a;/a))

N TR FY

luego T(R(c/b), pa(b)) = T(pa(b), R(c/b)) < pa(c).
Por ser p,.. un T-estado logico, pg.c(a - ¢) £ Min(pa.c(a), pa.c(c)) £ pa-c(a)

1= L SUP T(R(a-c/ay),...,R(az/a,),R(ar/a-¢)) = pac(a-c) < poc(a) =
=, sup_ T(R(a/au), .R(a1/a-c))

81,...,8n €

Asi,
R(b/a) = T(R(b/a), sup T(R(a/a,.), .R(az/a;),R(a;/a-c)) <

G1,,,0n€

S sup T(R(b/a)’ R(al /an)v R(al /a C)) =

,81,.-.6n €

COROLARIO 3.1.11. Si R es un T-preorden, entonces R es --monétona si
y solo si R verifica la propiedad (Hr).

Demostracién.- Si R es --mondtona, verifica (Hr) para todo T. Reciprocamente,
si verifica (H7), es débilmente --monétona respecto a T, y por el lema 3.1.7., es

--monétona. O

Nos quedaran los esquemas:
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T fija. R reflexiva

Fig. 3.1.

T fija. R es T-preorden

. — monétonas

Fig. 3.2.
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EJEMPLOS 3.1.12.

1.- Sea (E,p) un Algebra de Boole probabilizada, donde se da la relacion
R(b/a) = 1 — p(a) + p(abd).

¢ R es --mondtona. Veamos que en efecto, para todo a,b,c de E, se verifica
R(b/a) £ R(b/a - c), lo que es equivalente a las siguientes desigualdades:

1 — p(a) + p(ab) < 1 — p(ac) + p(abc)

p(ad) + p(ac) < p(a) + p(abc)

p(abe) + p(abe’) + p(ac) < plac) + p(ac’) + p(abe)

p(abc’) < p(ac’), y ésta dltima siempre es cierta.

2.- Sea (E,p) un Algebra de Boole probabilizada, tal que para todo a € [0,1]
existe a € E con p(a) = a, y sea la relacion R:

1, si pla) =
R(b/a):{ 2}(0—)1 si p(a)>0

e Rnoes --monétona. En efecto, tomando a,b,c con p(a-b) >0, p(a-¢c) >0
y pla-c-b) = 0, obtenemos que R(b/a) = 3’%";1 > 0, y sin embargo,
R(b/a-c) = "-%%’l 0.

¢ R es 1---monétona, para cualquier t-norma T que sea cépula. En efecto, para
todo a,b,c:

-Sipla-¢c)=0, R(b/a) < R(bla-c)=1

-Sipla-c)#0, p(a)#0
R(b/a)_lp%ﬂ=ﬂ-°—bl+ﬂ(ﬂf—ﬂ-1_Max(0 + He2d _ 1) =
L(R(b/a), R(a/a ¢)) < T(R(b}a),R(a/a ¢)), por ser L la menor t-norma
copula.

Luego el a; elegido es a.

Ademas, por ser R 1--monotona,

e R verifica la propiedad (Hr) para cualquier t-norma T que sea cépula. Com-
probémoslo directamente.

Sea p un T-estado légico para (E, R). Para cualesquiera a,b de E,
T(u(a-b), R(a/a-b)) < p(a); luego, T((a-b),1) = u(a-b) < u(a), y del mismo
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modo, p(a - b) < p(b), llegando a u(a - b) < Min(p(a), u(b)).

3.- Sea (E, p) un Algebra de Boole probabilizada, tal que para todo a € [0, 1],
existe a € F con p(a) = a.
Se considera la relacion R(b/a) = Min(1,1 + p(a) — p(b)), que es reflexiva.

¢ R verifica la propiedad (Haix); es decir, para todo Min-estado légico u de
(E, R), es cierta la desigualdad: u(a-d) < Min(u(a),p(b)) para todo a,b de E.

Veamos primeramente c6mo son los Min-estados légicos. Sea g uno de ellos.
Debe verificarse:

Min(u(a), Min(1,1 + p(a) — p(b)) < u(b), para todo a,b; es decir
Min(p(a), 1+ p(a) — p(b)) < p(b)

a) Si p(a) = p(b), ha de ser :

Min(u(a),1 + p(a) — p(b)) < u(b) ; luego p(a) < p(b)
Min(u(b),1 + p(b) ~ p(a)) < (a); luego u(b) < p(a)
y por consiguiente, u(a) = p(b)

b) Si p(a) < p(b), entonces u(b) < u(a).
Si fuese u(d) > u(a), Min(u(b),1+ p(b)—p(a)) = u(b) £ u(a). Contradiccién.

Por tanto, serd u(1) < u(a) < u( 0), para todo a € E, donde 1 es el elemento
maximo, y 0 es el minimo del Algebra.

c) Si u(0) = (1), entonces para todo a € E, es u(a) = a € [0, 1].

Si 4(0) > p(1) ( y por tanto, u(1) < 1), se obtiene que para todo a con

pla) > p(1), p(a) = p(1).
En efecto, como ha de ser Min(u(a),1+p(a)—p(1)) < u(1), Min(u(a), p(a)) <

p(1) 5 p(a) < pu(1) ; u(a) = p(1).

Sea c tal que p(c) = inf {p(a) ; a € E, u(a) = u(1)} < 1 ; por b), si
p(d) > p(c), serd p(d) = p(1).

Por una parte, si u(c) > p(1), para todo € tal que 0 < € < 1 — p(c), existe un d

verificando p(d) = p(c) + ¢, con lo que u(d) = u(1).
Por ser Min(u(c),1 + p(c) — p(d)) < p(d), y u(c) > u(d), debe de cumplirse
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14+ p(c) = p(d) < p(d) ; 1+p(d)—e—p(d) < p(d); 1 - € < u(d), y por ser esta
desigualdad cierta para todo ¢ < 1 — p(c), llegamos a u(d) = 1 = u(1), que es
una contradiccion.

En otro caso, si u(c) = u(1), ha de ser p(c) > 0, ya que de otra forma, se
obtendria p(c) = 0 = p(0), y p#(0) = p(c) = (1), que no puede ser.

Tomemos para cada ¢ con 0 < € < p(c) un d € E tal que p(d) = p(c) ~ €. Asi,
p(d) > p(1) = p(c).

Por ser Min(u(d),1+ p(d) — p(c)) < p(c), y por tanto 1 + p(d) — p(c) < p(c)
y 1—¢€ < u(c) para cualquier € < p(c), se llega a 1 = p(c) = p(1); de nuevo
contradiccién. .

Por tanto, al no poder ser u(0) > u(1), ha de ser y(a) = a € [0,1], para todo
a de E.

d) Por otra parte, pu(a) = a para todo a, es claramente un T-estado légico para
cualquier t-norma T, y en particular para T = Min.

e) En conclusidn, los Min-estados 16gicos para (E,R) sonlos u: p(a) =a €
[0, 1], que claramente verifican la propiedad u(a - b) < Min(u(a), u(d)).

Por verificar la propiedad (Hasn),
o R es débilmente --mondtona respecto a T = Min.
¢ R no es n---monédtona respecto a la t-norma Min, para ningin n € INV.

Sea n € IN fijo. Tomemos a, b, c de E, tales que 0 < p(b) < p(a) y p(a:c) =0.
Min(1,1 + p(a) —~ p(d)) =1 £ Min(1,1+ p(a-c) — p(b)) = 1 — p(b), es decir,
R(b/a) £ R(b/a- c). Veamos que tampoco

R(b/a) < . s‘igeE T(R(b/an), R(an/an-1), ..., R(az/a,), R(a;/a - c))

T(R(az/a,),R(a1/a-c)) = Min(Min(1,1+ p(a,) — p(az)), Min(1,1+ p(a-c) —
p(al))) = Mzn(la 1 + p(al) - p(“?)a 1 +p((1 * C) - p(al)) =1 + Min(oap(al) -
p(az),p(a - ¢) - p(a1))

T(R(a3/a;), R(a;/a;),R(ai/a - ¢)) = Min(Min(1,1 + p(a;) — p(asz)),1 +
Min(0,p(a;,) — p(az),p(a - ¢) — p(a1))) = 1+ Min(0,p(a;) — p(as),p(a1) -
p(az),p(a - c) - p(ar))
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Si se verificase la desigualdad,

Min(1,1+p(a) —p(b)) < sup_ S 1+ Min(0, p(an) —p(b) , p(an-1) = p(an), ..
..yp(a-¢c)—p(a;))] y simplificando,

0< sup Min(0, p(an) = P(b); P(an-1) = P(Gn), -, Pa€) = P(a1))

ay,-..8n

Si fuese p(an)_p(b) > - n+1 3 p(aﬂ"l) p(an) > 5(.;} e ,p(a C) p(a‘l) > - ﬁ(.;%’
obtendriamos

p(b) < P(an) + 22 < plan_y) + 2 < .. < plar) + 2 < pla-c) +p(3) = p(b),
llegado a una contradiccién.

Por tanto, para cualesquiera a,,...a, € E,
_ Min(ovp(an) - p(b)7p(an—l) - p(an), ,P(a C) p(al)) <- 5(:} Y

,,5up_ Min(0,p(an) = p(8), P(an-1) = P(an)s-r,Pla - €) = plar) S 2777 < 0.

Contradiccion. Por tanto, R no es n—--monétona, y claro estd, tampoco es
--monotona.

Observemos que, como es de esperar por el Corolario 3.1.11.,
e R no es Min-preorden. En efecto, tomando a, b, ¢ tales que p(a) = 0, p(b) =

0.5 y p(c) = 1, se obtiene Min(R(b/a), R(c/b)) = Min(0.5,0.5) = 0.5 £ 0 =
R(c/a).

4.- Sea (E,p) como en el ejemplo anterior, y la misma relacién R(b/a) =
Min(1,1+ p(a) — p(b)).

e R no es débilmente --monétona respecto a la t-norma de Lukasiewicz.

Tomamos a, b, ¢ tales que 0 < p(b) < p(a) y pla-c)=
R(bﬁ;(ll)))= Min(1,1+p(a)—p(b)) =1 £ R(b/a-c) = Min(1,1+p(a-c)~p(b)) =
1-— .

Si fuese

R(b/a’) -<_ a ,?.‘:E)GE L(R(b/an)’ R(an/an—l)a eeey R(aQ/al)a R(al/a ' C))
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a

1= sup__ L(R(b/a,),R(an/ay_y), ..., R(az/a;), R(a1/a - c))
1y0-:8n
Tomando € < p(b), € # 0, deberan existir ay,...a,, € E tales que
L(R(b/a,),R(a,/an-1),...,R(az/a1), R(a1/a-¢c)) > 1—¢

Por tanto, Maz(0,1 + Min(0,p(an) — p(b)) + L(R(@rn/an-1), ...
..R(az2/a1),R(a1/a-¢c))—1)>1—¢

Como 0 < 1—¢, Min(0,p(a,)—p(d))+L(R(an/an-1),..., R(az/a1), R(a;/a-c)) >
1-e¢ s ¥

p(a,) — p(b) + L(R(an/an-1), .-, R(az/a1), R(a1/a-¢c)) > 1 —¢

p(az) ~p(b) + Maz(0,1+ Min(0,p(a,-1) — p(as)) + L(R(an-1/n-2),...) — 1) >

1—e

Si fuese p(a,) —p(b) +0 > 1—€, p(a,)—1 > p(b) — e > 0. Contradiccion.
- Luego ha de ser

p(an) — p(b) + Min(0, p(an-1) — p(an)) + L(R(an-1/Gn-2),...) > 1 —€

y por tanto, p(as) — p(b) + p(an-1) — p(as) + L(R(an-1/@n-2), ..., R(a1/a - c)) >

1-€¢ y —p(b)+ plan-1)+ L(R(@p-1/Cn-2), ..., R(a;1/a-¢c)) >1—¢

Procediendo de la misma forma en pasos sucesivos, llegamos a:

—p(b) + p(az) + L(R(az/a;),R(a;/a-c)) > 1 —¢

—p(b)+p(az)+Maz(0, 14+ Min(0, p(ay)—p(az))+1+Min(0, p(a-c)—p(a))~1) >
1—e¢

Si fuese —p(b) + plaz) +0 > 1—¢ , plaz) =1 > p(b) — € > 0, llegando a
contradiccién, por lo que ha de ser

—p(b) + p(az) + Min(0,p(a1) — p(az)) + 1+ Min(0,p(a - c) — p(a1)) > 1 —¢
—p(b) + p(az) + p(ar) — plaz) + 1+ pla-c) —p(a1) >1-€ y —p(b)+p(a-c) >
—e; —p(b) > —e; p(b) < ¢, también obtenemos una contradiccién. Por

tanto, no puede ser
R(b/a) < sup L(R(b/an), R(an/an-1), -, R(@/ar), Rlar/a- <))

y R no es débilmente --monétona respecto a L.

NOTA. .- Observemos de los dos iltimos ejemplos, que la relacién R(b/a) =
Min(1,1 + p(a) — p(b)) es débilmente --monétona respecto a Min, pero no res-
pecto a £, lo que muestra que el contenido Dz C Dyyin , €s estricto.
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TEOREMA 3.1.13. Dada R relacion reflexiva en un conjunto finito E, si R
es débilmente --monétona respecto a la t-norma T, entonces existe un n € IV,
tal que R es n---monétona.

Demostracién. Sea #E = k.

R(b/a) < supa,,.aneeT(R(a/an), ..., R(ar/a - c)),

y al poder tomar sélo elementos distintos,

SUpa, we0n€E ai#a; Tj(R(a/a")’ vooy R(al /a . C)),

donde, por ser #E =k, n < k- 2.
Por tanto, R es (k — 2)---monétona. O

COROLARIO 3.1.14. Dada R relacién reflexiva en un conjunto finito E,
si R es débilmente --monétona respecto a la t-norma T, entonces R verifica la
propiedad (Hr).

El siguiente grifico muestra la situacién obtenida para el caso T fija, E conjunto
con #E =k, y R relacién reflexiva.

nr

HTEDTE(k—z)T

Fig. 3.3.
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EJEMPLOS 3.1.15. |
1.- Sea el conjunto E = {a, b, c}, donde se ha definido la operacién conmu-
tativa e idempotente: a-b=a-¢c = b-c = ¢; y consideremos la relacion R con

”» '77

R(a/a) = R(b/b) = R(c/c) = R(a/c) = R(b/c) =1,

y los demds valores, arbitrarios. R es reflexiva, y ademas,
e R es --mondtona. En efecto, es

_ R(a,-/aj), sij=k
R(aifa; - ai) = { R(a;/c)=1, si j #k

y en cualquier caso, R(a;/a;) < R(a;/a; - ax).

”

2.- Sean E y la operacién ” - ” como en el ejemplo anterior.

- Definimos R:
R(a/a) = R(b/b) = R(c/c) = R(a/b) = R(b/a) = R(b/c) = R(c/b) =1,

y R(a/c) = R(c/a) = a €(0,1)
Por una parte, 1 = R(a/a) £ R(a/a - c) = R(a/c), luego
e R no es --mondtona.
Pero siempre, si a; # aix, R(aifa;) < T(R(ai/d),R(bfa; - ar)) =
T(R(a:/b),R(b/c)) = T(1,1) = 1; y si a; = ax, R(ai/aj) = R(ai/a; - ar).

Por tanto,

¢ R es 1---mondtona.

3.- Ey”-” como en los anteriores ejemplos. Sea R tal que
R(a/a) = R(b/b) = R(c/c) =1, R(a/c) = R(b/c) =a € (0,1),
y el resto arbitrario.

e R no es débilmente --monodtona, respecto a ninguna t-norma 7. En efecto,

1=R(a/a) £ R(afa-c)=a,y
1 = R(a/a) £ sup,,..,eeT(R(a/ay),...,R(an/a-c)) < T(R(a/b),R(b/a-c)) =
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T(R(a/b),a) <a< 1.

Particularizando la definiciéon de monotonia débil al caso clasico, es decir,
cuando la relacién sélo toma los valores 0 y 1, podriamos decir que la relacion
= es débilmente --monétona, si para cualesquiera a, b, c de E, o bien p=(b/a) <
¢=(b/a-c), o bien

cp:(b/a) <

sup _ Min(p=(b/an), Min(¢=(an/an-1), ..., Min(p=(az/a1), = (ar/a-c))...).

a1,...60n€

Teniendo en cuenta qﬁe Min(p=(b/an), Min(p=(as/an-1),...)) sblo puede
tomar los valores 0 y 1, llegamos a la

DEFINICION 3.1.16. La relacién = es débilmente --mondtona si a = b
implica que para todo ¢ de E, o bien a - ¢ = b, o bien, existen a,, az,...a, de E,
talesquea-c=a;, a1 = az,...,ap—1 > an, a, = b .

De forma similar, podemos dar la

DEFINICION 3.1.17. = es n---monétona, con n € IN, si a = b implica que
para todo ¢ de E, o bien a - ¢ = b, o bien existen a;,a3,...axr en E, con k < n,
talesquea-c=>a,, a; = az ,...,a; = b.

Si = es reflexiva, la 1ltima condicién equivale a la existencia de a,, ay, ...,a, en
E, tales quea-c= a;, a1 = ay,...a, = b.

LEMA 3.1.18. Si = es --monétona, entonces = es débilmente --monétona.

Demostraciéon.- Trivial. O

LEMA 3.1.19. Sea = transitiva. = es --monétona si y sélo si = es débilmente
--mondétona.
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Demostracién.- Inmediata. D
iComo se traduce la propiedad (Hr) al caso clasico?.

Si V es un estado légico para (E,=), tomando la funcién caracteristica gy,
podriamos escribir ¢v(a - b) < Min(pv(a),pv(d)), es decir, sia-b € V, en-
toncesa € V y be V. A esta propiedad la denotaremos por (H ).

Ahora tenemos el

TEOREMA 3.1.20. Sea = una relacién reflexiva. => es débilmente
--monotona si y sélo si = verifica la propiedad (H).

Demostracion.- Sea = débilmente :-monétona, V' un estado légico para la es-
tructura relacional (E,=)ya-b€V. Comoa=a,obiena-b=>a y a€V,
o bien existen a,,a,,...a, en E , verificandoa-b=>a,, a; = az,..., an = a,y
por ser V un estado 16gico, a, €V ,a, €V ,...,a, €V ,a€V.

De la misma forma, be V.

Por otra parte, si para todo V estado légicoa-b€ V implicaaeV y beV,
sea a = b.
Para todo h € E

Vi ={m; h = m, o existen a,...,a, con h = aj,a; = ay,...a, = m}

es un estado logico para (E,=>).

En particular, para todo ¢ € E V,.. es un estado légico, y por la propiedad
reflexiva, a-c € V.., porloquea € V,.. y a-c = a, o existen a,,...a, € E con
a-c=a;, a = az,...,a, = a. En cualquier caso, siempre existen a,, as, ...a;
talesque a-c = ay,a; = az,...,ax 2> a,a=>b. D

COROLARIO 3.1.21. Si = es una relacion en E reflexiva y transitiva, esto
es, si es un preorden , entonces = es --mondtona si y sdlo si = verifica la

propiedad (H).

Demostracién.- Directa a partir del Lema y del Teorema.
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EJEMPLOS 3.1.22.

1.- Sea (E, p) un élgebra de Boole probabilizada, y - la operacién infimo de la
misma. Definimos la relacion:
a=b si pla)=0 o p(b)>0

e => es un preorden. La reflexiva es trivial. Por otra parte,seaa=>b y b= c.
Sip(a)=0, a=c¢;sipla) >0, porser a=b, p(b) >0,y dela misma
forma, por ser b= ¢, p(c) >0, conlo que a=>c.

e = verifica la propiedad (H). Para todo a,ben E, es facil verque a-b=>a y
a-b=>b Sea V un estado logico para (E,=) y a-b € V; necesariamente ha
deseracV y beV.

De esta ultima propiedad junto con el Corolario, obtenemos que

® => es --monétona. Comprobémoslo directamente.
Si a = b para cualquier ¢ de E, si p(a:c) = 0, por definicion a-c = b; Si
pla-c) >0 sera p(a) >0 y p(b) > 0. Por tanto, a-c=>b.

2.- Sea (E, p) un élgebra probabilizada. Consideremos la relacién
a=>bsi pla)=0 o p(a-b) >0

® R no es un preorden. Tomando a, b, c de E, de forma que
pla-5)>0,pb-c)>0y pla-c)=0,estdclaroquea=b, b= c,y sin
embargo, a # c; es decir, R no es transitiva.

e R no es --monétona. Tomando a,b,c de E, tales que p(a - b) > 0,
pla-¢)>0, pla-c-b)=0,sevequea=-b,pero a-c7 b.

e R es 1---monétona. Sea a = b, y ¢ cualquiera.

Si pla-¢)=0, a-c=>b

Si pla-c-b)>0,a-c=b.

Por dltimo, si p(a-¢) >0 y pla-b-c)=0,serd a-c# b ,pero a-c=>a y
a = b, luego es 1---monétona.

3.- Sea (E,p) un dlgebra probabilizada , tal que para todo a € [0, 1]; existe al
menos un a € E, con p(a) = a. Definimos la relacién
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a=b si p(a)=0 o p(a) < p(b) < 2p(a).

e R no es un preorden. En efecto, sean a,b,c de E tales que p(a) > 0,
p(b) = 2p(a) y p(c) = 2p(d) , obtenemos que a = b, b = c, pero a # ¢,
luego no es transitiva.

e R no es n---monétona para ningin n € IN. Fijemos un n cualquiera, y sea
a = b, con p(a) > 0. Sea c verificando 0 < p(a-c) < -.},.(5‘,-} Si existiesen a;, ...ay,
talesque a-c=a,, a; = az,...,a, = b, seria

p(b) < 2p(a,) € 2%p(an-1) € ... £ 2"p(ay) < 2™1p(a-¢) < 2"“;’3,(5‘,-} = 2(521 <

p(a), llegando a una contradiccion.

® R es débilmente --mondtona. Sea a = by c cualquiera; si p(a-c) =0, a-c = b.
Si p(a-c) > 0, entonces p(a) > 0y p(a) < p(d) < 2p(a). Sea n tal que
2n < Blak < ontl,

pla-c)
Elegimos:
a, tal que p(a;) =2p(a-c),yasi a-c=>aq
ay tal que p(a;) =2p(a;),y a = a;.

a, tal que p(a,) =2p(@n-1),y an-1 = a,.

Veamos que a, = a.

p(a,) = 2p(a,-1) = 2*p(ap-2) = ... = 2*"p(a;) = 2"p(a - ¢)

genl — gn < 2l y por tanto, p(as) < p(a).

pla) < 2**!p(a-c) = 2"p(a1) = 2"~ 'p(a;) = ... = 2p(a,); asi ,

p(a,) £ pla) < 2p(a,), an=>a, y a-c=>a,,a,=>a3,..,a,>a,a=b
Por otra parte, por ser débilmente --monétona,

e R verifica la propiedad (H).

4.- Sea E con una conjuncion -, tal que al menos existan dos elementos a,b de
E verificando a-b# a . Consideremos la relacién en E: == {(¢,c); c € E}.
e = no es --mondétona. En efecto, a = a, pero a- b # a.

Por tanto, como = es un preorden,

e = no verifica la propiedad (H) y = no es débilmente --monétona.
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3.2. MONOTONIA RESTRINGIDA

Dentro del marco de la Inteligencia Artificial, es frecuentemente utilizado otro
tipo de monotonia, conocido con el nombre de Monotonia Restringida. Nuestra
pregunta es si podriamos caracterizar esta Monotonia con ayuda de la propiedad
(H7) definida anteriormente, o qué relacién existe entre esta Monotonia y la
Débil. En este apartado, con ayuda de algunos ejemplos, se pondréa de mani-
fiesto la ausencia de la caracterizacion buscada.

Es conocida la siguiente

DEFINICION 3.2.1. La relacidn clasica =C E x F se dice que es --monétona
restringida si para cualesquiera a,b,c de E,

St a=>by a=c, entonces a-c=>b

Es trivial el siguiente

LEMA 3.2.2. Si = es --monétona , entonces también es --mondtona res-
tringida.

Utilizando la funcién caracteristica de la relacién =, la monotonia restringida
viene dada por:

Si pa(a,b) =1 y pa(a,c) =1, entonces pu(a-c,b) =1
o lo que es lo mismo,
Min(‘pﬁ(a’ b)’ (Pé(aa C)) _<_ (p»(a *C, b)

De aqui, parece légico dar la siguiente

DEFINICION 3.2.3. La relacion R : E x E — [0,1] es --monétona res-
tringida respecto a la t-norma T, si para cualesquiera a, b, c de E se verifica la

condicion:

T(R(b/a), R(c/a)) < R(b/a-c)
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LEMA 3.2.4. Si la relacion R es --monétona, también es --mondtona res-
tringida respecto a cualquier t-norma T

Demostracién.-

T(R(b/a),R(c/a)) < Min(R(b/a),R(c/a)) < R(b/a) < R(b/a-c). O

LEMA 3.2.5. Si T y T’ son t-normas tales que T < T', y R es --monétona
restringida respecto a T”, entonces también lo es respecto a T'.

Demostracion.- Inmediata. O

Denotando por Rr al conjunto de las relaciones que son -monotonas restringi-
das respecto a T, hemos obtenido que si T < T es Ry» C Ry.

EJEMPLOS 3.2.6.

1.- En un Algebra probabilizada ( E, p), consideremos la relacién ya conocida

1, 81 pla)=0
R(b/a):{ 2}%1 si z((a§>0

Ya sabemos que esta relacion es reflexiva, no es --monétona, y es 1---mondtona
respecto a cualquier t-norma T que sea c6pula; por tanto

¢ R verifica la propiedad (Hr) para cualquier T t-norma y cSpula.
Sin embargo,

¢ R no es --monoétona restringida respecto a ninguna t-norma T positiva.
Tomando a,b,c de E, tales que p(a-b) >0, pla-c) >0 y pla-b-c) =0,
obtenemos

0 < T(Ble) plagy ¢ o = 2leeh) con Jo que

p(a) ’ p(a) ~ plac)?

T(R(b/a), R(c/a)) £ R(b/a - c)

2.- En la misma Algebra probabilizada (E, p), definimos la relacién

R(b/a)=1+p(a-b) - B9 ;p(b)
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Primero comprobemos que esta bien definida.

Teniendo en cuenta que ﬂ-‘ﬂ'—;ﬂﬂ <1, sera
1+ pla-b)— Balte® > 1 4 p(a-b)—1=p(a-b) > 0.

Por otra parte, 2p(a - b) < p(a) + p(b); p(a-b) — 212)%'2-@ < 0; y por tanto,
1+ p(a-b) — 2lete® <1

Luego, en efecto, para todo a,b de E, R(b/a) € [0,1], y la relacién estd bien
definida.

Ademas, es claramente reflexiva.

¢ R no es --monétona. Elijamos a, b, c tales que a = b, p(a) >0, p(a-¢c) =0
R(b/a) =1+ p(a) — p(a) = 1.
R(b/a-c)=1+p(a'c-b)—d“—'9)2-"-'ﬂﬂ=l—2(2ﬂ< 1.

Luego R(b/a) £ R(b/a - c).

¢ R es L-transitiva. Veamos que para todo a, b, c de E, se verifica

L(R(b/a), R(c/b)) < R(c/a), es decir, Maz(0, R(b/a) + R(c/b) — 1) < R(c/a).
Como siempre 0 < R(c/a), esta desigualdad es equivalente a

1+ p(a-b) — Bel2l 4 p(p. c) — BMEE < 1 4 pa ¢) - Elelale)

que, simplificando, sera equivalente a las siguientes:

pla-b)+p(b-¢) — p(b) < pla- ).

pla-b) +p(b- ) < pla-c) + p(b).
pla-b) < p(a-c) +p(b- ).
pla-b-c)+pla-b-)<pla-b-c)+pla-b-c)+p(b-).
pla-b-Y<pla-b-c)+pb-c-a)+p(b-c-d).
0<p(a-b-c)+p(b-c-a'), lo que es siempre cierto.

Por tanto R es un L-preorden, y por la caracterizacién dada en anteriores teo-
remas, por no ser --monotona,

e R no es débilmente --mondtona respecto a L.

¢ R no verifica la propiedad (H).
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Sin embargo,

e R es --monétona restringida respecto a £. Veamos que para todo a,b,c se
cumple

L(R(b/a), R(c/a)) < R(b/a-c)
Esta desigualdad es equivalente a las siguientes:

Maz(0,1+p(a-b)— 2eH20 + 1 4 pla-c)— Hebbled _1) < 14 p(a-c-b) — Hechizll,
Maz(0,1+ p(a-b)+ p(a-c)~ pla) ~ 2(2);;_2(2).) <l+pla-c-b)— Ega.c);g(b)_

Al ser siempre 0 < R(b/a - c),
p(a~b)+p(a'¢:)—p(a)'-—2-(2915p(a-c»b)—2(-';—'¢El

2p(a - b) + 2p(a - ¢) — 2p(a) — p(c) < 2p(a-c-b) — p(a-c)

2p(a-b)+ 3p(a-c) < 2p(a-c-b)+2p(a)+ plc)

2p(a-b-c')+3p(a-c) <2p(a-c)+2p(a-c)+pla-c)+pla’'-¢c)

2p(a-b-c’) < 2p(a-c’)+p(a’-c), lo que es cierto siempre, por ser p(a-b-¢’) < p(a-¢).

NOTA. .- Estos dos ejemplos muestran que no es cierto que para cualquier T'
(t-norma cépula) , es Hr C Rr, ni tampoco que para cualquier T es Rr C Hr.

En el caso clasico nos encontramos en la misma situacion; la propiedad (H) no
va a caracterizar de ninguna forma la Monotonia restringida.

EJEMPLOS 3.2.7.
1.- (E,p) Algebra probabilizada, en la que se considera la relacién ya estudiada
anteriormente:

a=>b si pla)=0o0 pla-5)>0

Ya sabemos que esta relacion no es --monétona, es reflexiva, no es transitiva, y
verifica la propiedad (H).

Sin embargo,

¢ R no es --mondtona restringida. Si a, b, ¢ son tales que p(a-b) > 0, p(a-c) >0
y p(a-c-b) =0, tendremos que a => b, a = ¢, y sin embargo, a-c# b.
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2.- Sea E = {a,b, c}, con la operacién conmutativa - dada por: a -a = a,
b-b=b, c-c=c,a-b=a,a-c=c, b-c="b. Sea la relaciéon en E:

=>= {(aa a)’ (b, b)a (ca c)’ (a’ b)’ (b’ C)}

e = no es --monédtona. a = a , y sin embargo, a-c=c# a.
Estudiando los casos posibles, es facil comprobar que

e = es --mondtona restringida.

Por dltimo,

e = no verifica la propiedad (H). El subconjunto V = {b, c} es un estado légico
para (E,R),a-c=c€V,y a¢V.
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CAPITULO 4

RELACIONES RACIONALES
EN ALGEBRAS PROBABILIZADAS

1. ALGUNAS LOGICAS PROBABILISTICAS TIPO "NILSSON”.

2. ALGUNAS LOGICAS PROBABILISTICAS TIPO "LUKASIEWICZ”.
3. ALGUNAS LOGICAS PROBABILISTICAS TIPO "POLYA”.

4. OTRAS LOGICAS PROBABILISTICAS.
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Dada un dlgebra de Boole probabilizada (E,p), existen muchas formas de
definir una relacién inexacta. Asi, tenemos por ejemplo I,(b/a) = p(a' + b) =
1 - p(a) + p(ab), bésica en la légica probabilistica de Nilsson([44]); sabemos que
esta relacion es un L-preorden y que no es ni II-preorden ni Min-preorden.

En Razonamiento plausible, tanto G. Pélya ([52]), como J. Pearl ([49]), tra-
bajan con la relacién p*(b/a) = E;((%l, probabilidad condicionada, que no es un
T-preorden para ninguna t-norma continua T'.

Otras relaciones utilizadas en Logica Multivaluada y en Razonamiento Aproxi-
mado, son los T-predrdenes Iz , con los que ya hemos trabajado anteriormente:

Ig'(b/a)"= sup{z € [0,1] ; T(z,p(a)) < p(d)},

donde T es una t-norma continua.

Estas relaciones se pueden utilizar en diversas situaciones, segun las condi-
ciones en las que debamos trabajar (condiciones de monotonia o no monotcenia,
propiedad del "Modus Ponens”, etc). Pero json éstas las Ginicas relaciones que
verifican dichas condiciones? Por ejemplo, dada I,(b/a) = 1 — p(a) + p(ad), que
es un L-preorden monétono que verifica el "Modus Ponens”, ;no podriamos
encontrar otra relacién cumpliendo las mismas propiedades?

Este capitulo, en parte inspirado en el trabajo de M.S. Tomas ([60]), pretende
hacer un estudio de las propiedades de algunas relaciones inexactas definidas en
un Algebra de Boole probabilizada. Nos limitaremos al caso en que el Algebra
probabilizada (E, p) es tal que para todo a € [0, 1], existen algiun a € E verifi-
cando p(a) = a, y en que R(b/a) = ¢(p(a),p(b), p(abd)), donde ¢ es racional,
con numerador y denominador lineales y con coeficientes reales. Es decir,

ao + a1p(a) + azp(b) + azp(ab)

R(b/a) = by + bip(a) + bap(b) + bap(ab)
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4.1. ALGUNAS LOGICAS PROBABILISTICAS TIPO ”NILSSON”

La primera propiedad que parece 16gico exigir a una relacién es que el grado
con que "a implique a” sea 1; es decir, la propiedad reflexiva.

TEOREMA 4.1.1 Dada el Algebra (E, p), la relacion

ag + a,p(a) + azp(b) + azp(abd)
bo + byp(a) + bap(b) + bap(ab)

es reflexiva si y sélosiag = by y a; +a; +as = by + by + bs

R(b/a) =

agtaipl{a)tazp(a)tazp(a) __

]?emo'stra?ién.- R es reflexiva si §¢ T oG =1 para todo a,
si y sdlo si ag + (a1 + a2 + a3)p(a) = by + (b + by + b3)p(a) para todo a,
loqueocurresdlosi ag=by vy a1 +a;+as=b;+b,+b3.0

A partir de ahora, consideraremos solamente relaciones reflexivas.

NOTA.- Siempre podemos considerar ap =1 o0 ap = 0, dividiendo ade-
cuadamente.

Nos limitaremos en esta seccion, al casoenqueag=dg=1,yby = b = b3 =0 ;
y por ser reflexiva, a; + az + a3 = 0 ; es decir,

R(b/a) =1 + ayp(a) + azp(b) + azp(ab)

TEOREMA 4.1.2. R(b/a) <1 siysélosi a;,a, <0

Demostracién.- Si R(b/a) <1, 1+ ayp(a) + ap(b) + asp(ab) < 1 para todo
a,b, y

ayp(a) + a;p(b) + azp(ab) < 0.

Si tomamos a tal que p(a) =0, a,p(d) <0 para todo b; luego a; <0
Si tomamos b tal que p(d)=0, a;p(a) <0 para todo a; asi, a; <0

121



Por otra parte, si a;,a; < 0, tenemos que, por ser a3 = —a; — az ,
a,p(a) + azp(b) + asp(ab) = ai(p(a) — p(ad)) + aa(p(b) — p(ab)) <0
y por tanto, R(b/a) = 1 + a1p(a) + a2p(b) + asp(ad) < 1. O

TEOREMA 4.1.3. R(b/a) 20 siysdlosi a;,a; > -1

Demostracién.- Si R(b/a) > 0 , 1+ a;p(a) + a;p(b) + asp(ab) > 0, para todo
a,be E.

Si tomamos a,b talesque p(a)=0y p(b)=1, 14+a220; a; > -1

Si tomamos a,b con p(b)=0y pla)=1, 14+a,20 ; a3 > -1

Por otra parte, si a;,a; > -1,

a1(p(a) — P(ab)) + aa(p(8) — p(ab)) > —(p(a) — p(ab)) — (p(t) — p(ab)) = p(ab) —
p(a) + p(ab) — p(b) = p(ab) — p(a+ b) > 1 siempre,

luego 1 + a;(p(a) — p(ad)) + ax(p(b) — p(ad)) = R(b/a) > 0.

Por tanto, a partir de ahora, para trabajar con relaciones R bien definidas, im-
pondremos que -1 < a,,a; <0.

TEOREMA 4.1.4. Si R(b/a) = 1+ a,p(a)+azp(b)+a3p(ab) es un II-preorden,

entonces R(b/a) =1 (es decir, a; = a; = a3 =0).

Demostracién.- Para todo a,b,¢ II(R(b/a), R(c/b)) < R(c/a).
(1 + a1p(a) + a2p(b) + azp(ab))(1 + a;p(b) + azp(c) + asp(bc)) < 1 + a1p(a) +
azp(c) + aap(ac)

En particular, elegimos a,b y ¢ de forma que p(a) =0, b < ¢, 0 < p(b) < p(c) .
En este caso, (1 + a2p(5))(1 + a1p(b) + azp(c) + azp(h)) < 1 + axp(c).

Asi, 1+ a;p(b) + az2p(c) + aap(b) + a2p(b) + a1azp(b)? + a3p(b)p(c) + azasp(b)® <
1 + agp(c).

Teniendo en cuenta que a3 = —a, — a; , y simplificando, obtenemos

a3p(b)(p(c) - p(b)) < 0.
Como p(b) >0 y p(c) —p(b) >0, a3 <0 con lo que a; = 0.

Elegimos ahora a,b y c, tales que p(c) =0, b<a y 0 < p(b) < p(a).

(14 a1p(a) + azp(b) + asp(b))(1 + a1p(b)) < 1+ a1p(a).
Alser a; =0, a3 = —a1, (1+ a1p(a) — a1p(b))(1 + a,p(b)) < 1 + a1p(a).
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Simplificando, a?p(b)(p(a) — p(b)) < 0.
Como p(b) >0, p(a)—p(b) >0, hadesera? <0,conloquea; =0 y a3 =0.
]}

COROLARIO 4.1.5. Si R(b/a) =1+ ayp(a) + a2p(d) + asp(ad) es un Min-
preorden, ha de ser R(b/a) =1.

Demostracién.- Si R es un Min-preorden, ha de ser un Il-preorden, y por el
Teorema anterior, R(b/a)=1. O

COROLARIO 4.1.8. I,(b/a) = 1 - p(a) + p(ab) no es un II-preorden ni Min-

preorden.

TEOREMA 4.1.7. Si R(b/a) = 1 + a,p(a) + a;p(b) + asp(ab), R es un L-
preorden.

Demostracion.-

Veamos que para todo a, b y ¢, L(R(b/a), R(c/b)) < R(c/a)

Maz(0,1 + aip(a) + azp(b) + asp(ad) + 1 + a1p(d) + azp(c) + asp(bc) — 1) <
1+ a1p(a) + az2p(c) + azp(ac).

Como el segundo miembro , R(c/a), siempre es mayor o igual que cero, bastara

ver que
ani((a) )+ a;p(b) + asp(ab) + 1 + a1p(b) + azp(c) + asp(bc) < 1+ arp(a) + azp(c) +
aszpl{ac

Teniendo en cuenta que as = —a, — a3, y ordenando, (a1 + a2)(p(b) — p(ad) —
p(be) + p(ac)) < 0.

Peroa; +a2 <0 y p(b) — p(ab) — p(bc) + p(ac) = p(b) — p(abc) — p(abc’) —
p(bc) + plac) > 0, (por ser p(abc’) + p(be) < p(b) y p(abe) < p(ac)).

Por tanto, obtenemos que, en efecto, (a; + a2)(p(b) — p(ab) — p(bc) + p(ac)) <0

COROLARIO 4.1.8. I,(b/a) =1 — p(a) + p(adb) es un L-preorden.
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TEOREMA 4.1.9. Dada una relacién inexacta reflexiva R(b/a) = 1+a,p(a)+
a;p(b) + asp(ab), es mondtona si y sélo si a; = 0.

Demostracién.- Supongamos primeramente que R es monétona; es decir, para
todo a,b y ¢ se verificard R(b/a) < R(b/ac) ; tenemos:

1+ aip(a) + azp(b) + asp(abd) < 1+ a1p(ac) + a,p(b) + aap(abe)

ap(a) — a,p(ad) — a;p(ab) < ayp(ac) — a;p(abe) — azp(abe)

a1(p(a) ~ p(ab) ~ p(ac) + plabc)) + ax(p(ach) — p(ab)) < 0

Si tomamos a, b y ¢ tales que a="b, p(a) #0 y p(c) =0, obtendremos:
a (p(a)—p(a))+az(0—p(a)) <0, con lo que —azp(a) < 0,y por tanto,az; >0,
llegando a a; =0

Por otra parte, si a; =0, tendremos que comprobar que:
1+ a;p(a) + azp(b) + asp(abd) < 1 + ayp(ac) + a;p(b) + asp(ach);
o, lo que es lo mismo, a,(p(a) — p(abd) — p(ac) + p(ach)) < 0.

Pero p(a) — p(ab) — p(ac) + p(abc) = p(a) — p(abc) ~ p(abc’) — p(ac) + p(abe) =
p(a) — p(abe’) — p(ac) > 0.
Como a, <0, siempre a,(p(a) — p(ab) — p(ac) + p(abe)) < 0. O

Es decir, en cualquier relacién inexacta R(b/a) = 1+ aip(a) + a;p(b) + asp(abd) ,
con a; # 0 se rompe la monotonia.

COROLARIO 4.1.10. [,(b/a) =1 — p(a) + p(ab) es monébtona.

NOTA.- Las relaciones inexactas reflexivas de la forma R(b/a) = 1+ a;p(a) +
azp(b)+ asp(adb) monoétonas, son exactamente las que tienen la forma: R(b/a) =
1 — mp(a) + mp(ad) ,donde 0 <m <1.

Si R(b/a) = 1+a1p(a)+a2p(b)+asp(ab) = 1+a,(p(a)— p(ab))+aa(p(b) — p(ab)),
bien definida y reflexiva, es monétona, entonces es monétona restringida. En el
caso de que no lo sea, jcuando es mondtona restringida?

TEOREMA 4.1.11. Sea R(b/a) = 1+a,(p(a) - p(ab)) + az(p(b) — p(ab)), con

-1<a;,a; <0,y a; #0. R es L-mondtona restringida, si y sdlo si a; < a,.
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Demostracién.- R seréd de la forma R(b/a) =1 + a;p(ab’) + azp(ba’).

Si R es L-monétona restringida, para cualesquiera a,b,c de FE
L(R(b/a), R(c/a)) < R(b/ac).

Si a, b, c son tales que p(c) =0, a = b, p(a) = 1, obtenemos:

Maz(0,R(b/a) + R(c/a) — 1) = Maz(0,1 + a;p(ab’) + az:p(ba’) + 1 + aip(ac’) +
azp(ca’) — 1) = Maz(0,1 + a;p(a)) =1 + a;.
R(b/ac) =1+ a,p(ach’) + ax(p(b) — p(acd)) =1 + a,.

Asi,14+a;<1+4a; y a <a,.

Sea ahora a; < a,.
Veamos que para todo a,b,c de E se verifica L(R(b/a),R(c/a)) < R(b/ac), lo
que es equivalente a las siguientes desigualdades.

Maz(0,1 + a;p(ab’) + azp(ba’) + 1 + ayp(ac’) + azp(ca’) — 1) < 1+ ayp(ach’) +
azp(b) — azp(ach);

a1p(ab') + agp(ba’) + mp(ac’) + azp(ca’) < arp(ack) + azp(8) — azp(ach);
ap(ab’) + ayp(ac) + azp(ca’) < a;p(ach’) + azp(ba) — azp(acd);

a1p(ac't’) + ayp(ac’) + azp(ca’) + azp(ach) < azp(ba);

Ahora bien, por ser a; < ay:
ax(p(ac®) + p(ac’)) + ax(p(ca’) + plach)) < az(p(ac’¥) +plac’) +p(ca’) + plach)),

y bastara ver que
ax(p(ac't’) + p(ac’) + p(ca’) + p(ach)) < ax(p(bac) + p(bac’)).
ax(p(ac’¥') + p(ac’) + p(ca')) < azp(bac’).

Por ser p(bac’) < p(ac’) < p(acd’) + plac’) + p(ca’) , y a; < 0, la dltima des-
igualdad, y por lo tanto todas las anteriores, se verificara siempre.O

TEOREMA 4.1.12. En las condiciones del Teorema anterior, R no es Min-
monétona restringida.

Demostraciéon.- Si fuese Min-monétona restringida, para todo a,b,c de E, se

verificaria Min(R(b/a), R(c/a)) < R(b/ac).
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Tomando a, b, ¢ tales que p(a) =04, p(b) =p(c) =05, p(dc) =0, p(l.lb) =
plac) = 0.2:

Min(R(b/a), R(c/a)) = Min(1 + a1p(at') + azp(ba’), 1 + ayp(ac’) + azp(ca’)) =
Min(1 + a,0.2 4 a;0.3, 1 + ;0.2 + a;0.3) = 1 + a,0.2 + a,0.3.

R(b/ac) = 1+ a;p(ach’) + a2(p(d) — p(abc)) = 1 + a;0.2 + a2(0.5 — 0) =
14 ;0.2 4 a,0.5.

Al ser a; < 0, a;0.3 > a0.5, Min(R(b/a),R(c/a)) > R(b/ac), y no es
Min-monoétona restringida. O

TEOREMA 4.1.13. R(b/a) = 1+ aip(a) + asp(b) + a3p(ab) es un p-L-
condicional si y sélo si @, = -1

Demostracién.- Supongamos primeramente que R es un p-L-condicional; es de-
cir, para todo a y b £(p(a), R(b/a)) < p(b) , con lo que:

Maz(0,p(a) + 1+ a1p(a) + a;p(b) + asp(ab) — 1) < p(b), y

p(a) + a1p(a) + a2p(b) + azp(ad) < p(b) , para todo a y b.

Si tomamos a y b tales que p(a)=1 y p(b)<1

1+ a; + azp(b) + aap(b) < p(b).

Operando: a,(1 - p(8)) < p(b)-1; a1(1 —p(b)) £ -1 —p(d)); a < -1,
llegando a que @, = -1.

Por otra parte, si a; = —1 tendremos que comprobar que:
p(a) + a1p(a) + a2p(d) + asp(abd) < p(b); y sustituyendo a; por su valor:

a;p(b)+ p(ab)—azp(ad) < p(b) ; (a2—1)(p(b)—p(ad)) <0 . Como a;—-1<0
y p(b) — p(adb) = 0 , se verifica la desigualdad siempre.O

COROLARIO 4.1.14. I(b/a) =1 — p(a) + p(ab) es un p-L-condicional.

NOTA.- La tnica relacion reflexiva de la forma R(b/a) = 1+a,p(a)+a2p(b)+
azp(ab) , monétona y que es p-L-condicional es I, (b/a) =1 — p(a) + p(abd).

TEOREMA 4.1.15. Si R(b/a) = 1+a,p(a) +a;p(b) +asp(ab) es una relacién
reflexiva, entonces no es un p-II-condicional.
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Demostracién.- Si lo fuese, para todo a y b, II(p(a), R(b/a)) < p(b)

Tomando a y b tales que p(a) # 1,0 y p(b)=0:

p(a)(1 + a;p(a) + axp(b) — ayp(ab) — a;p(abd)) < p(b)
p(a)(1+aip(a)) <0 ,conloque 1+a1p(a) <0 y o < 35 < -1
Por tanto, a; < —1 , lo que es imposible por ser —1<a; <0. O

COROLARIO 4.1.16. Si R(b/a) = 1 + a;p(a) + a,p(b) + asp(adb) es una
relacién inexacta reflexiva, no es un p-Min-condicional.

NOTA.- Ya sabemos que si R(b/a) = 1+ ayp(a) + a2p(b) + asp(abd) , con
ayt+a;+a3=0 y —-1<a;,a; <0, entonces R es un L-preorden.

Vamos a obtener, segin el Teorema de Representacién ([84]), los generadores
de dicho preorden.

R(b/a) = inf L(h.(d) | h.(a))
donde h,(z) = R(z/z) y L(z|y)=sup{a€[0,1] ; L(a,z) <y}
Comprobemos que, en efecto, R(b/a) = inf, L(h,(}) | h.(a)).

inf,L(h,(b) | h.(a)) = inf, L(R(z/b) | R(z/a)) =

= inf, £(1 + a1p(d) + a2p(z) + a3p(b2) | 1 + a1p(a) + azp(z) + asp(az)) =

= inf,(sup{a € [0,1] ; Maz(0,a + 1 + a;p(d) + azp(z) + asp(bz) — 1) <
<1+ ayp(a) + azp(z) + asp(az)}) =

= inf,(Min(1,1 + a1p(a) + a2p(2) + asp(az) — a1p(b) — az2p(z) — aap(bz)) =
= inf,(Min(1,1 + a1p(a) + asp(az) — a;p(d) — aap(dz))

Comprobemos primeramente que R(b/a) < Min(1,1 + a,p(a) + asp(az) —
a;1p(b) — azp(bz)), para todo z.

Para ello, basta ver que

1+ ayp(a) + aap(b) + asp(ab) < 1+ ayp(a) + asp(az) — ayp(b) — asp(b2);

azp(b) + asp(ab) < asp(az) — a1p(b) — asp(bz);

az2p(b) — azp(ab) — a,p(ab) + a;p(az) + a;p(az) + a1p(b) — a;p(bz) — axp(bz) < 05
ai(p(az) + p(b) — p(bz) — p(ab)) + a,(p(b) — p(abd) + p(az) — p(bz)) < 0.
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Al ser p(az) + p(b) — p(bz) — p(ad) = p(azd) + p(azd’) + p(bz) + p(bz') — p(bz) ~
p(abz) — p(abz’) = p(azb') + p(b2’) — p(abz’) > 0,

la Wltima desigualdad es siempre cierta.

Por otra parte, L(hy(d) | ho(a)) = L(R(b/b) | R(b/a)) = L(1 | R(b/a)) =
sup{a € [0,1] ; L(a,1) < R(b/a)} = sup{a € [0,1] ; Maz(0,0+1-1)<
R(b/a)} = R(b/a)

Por tanto, hemos obtenido que:
- R(b/a) < L(h,(b) | h.(a)), Vz
- R(b/a) = L(ks(D) | he(a)),

llegando a R(b/a) = inf, L(h.(b) | h.(a)). D
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4.2. ALGUNAS LOGICAS PROBABILISTICAS TIPO
"LUKASIEWICZ”

Sea una relacién R(b/a) = 1 + a,p(a) + a2p(b) + asp(ab) , donde

- a; +a; + a3z =0, y por tanto es reflexiva,

-a5,a22 -1,conloque R>0

pero no imponemos que sea a;,a; < 0 , luego no tiene que estar acotada por
1.

Para que realmente sea una relacién fnexacta, podemos acotarla de la forma:
R(b/a) Min(1,1 + ayp(a) + a;p(b) + asp(ad))
Vamos a estudiar las relaciones de este tipo.

Observemos primeramente, que si @, y a; son simultaneamente mayores o
iguales que 0 ,

1+ ayp(a) + aspb) + asp(ab) = 1 + ax(p(a) - p(ab) + ax(p(B) ~ p(at)) 2 1, Io
que nos lleva a R(b/a) = 1.

Por tanto, prescindimos de este caso.

También prescindimos del caso en que aj;,a; < 0, y R(b/a) = Min(1,1 +
ay(p(a) — p(abd)) + a2(p(b) — p(ab)) = 1 + ayp(a) + a;p(b) + asp(ab) , estudiado
anteriormente.

TEOREMA 4.2.1. Si R(b/a) = Min(1,1 + a;p(a) + a,p(b) + azp(abd)), en-

tonces

R es monotona & a; <0ya; >0

Demostracién.- Supongamos que R es mondtona y que a; > 0 (por tanto,
az < 0)

Por ser monétona, para todo a, b y ¢ R(b/a) < R(b/ac).

Min(1,1+ a;p(a) + azp(b) + asp(ab)) < Min(1,1+ a;p(ac)+ a2p(b) + asp(abc)).

Tomemos a, b y c, tales que p(a), p(b) # 0, p(ad) = 0,p(c) =
Ha de verificarse: Min(1,1 + a1p(a) + azp(b)) < Min(1,1 + agp(b))
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Como a; <0 y p(b) >0, Min(1,1+ a;p(a) + azp(d)) <1+ azp(d) < 1.
Debera ser 1+ a;p(a) + a;p(b) < 1+ ayp(b) y por tanto, a;p(a) < 0.

Pero como a; >0 y p(a) > 0, llegamos a contradiccién. Por tanto, ha de ser
a2>0y a;<0.

Supongamos ahora que a; >0 y a; < 0. Veamos que
Min(1,1+a;p(a)+ azp(b) +asp(ab)) < Min(1,1+ayp(ac)+ azp(b) + asp(abc)) ,
para todo a, b y c.

Si el segundo miembro es igual a 1, ya esta demostrado.

Supongamos que el segundo miembro es 1+ a;p(ac) + a,p() + azp(abe) < 1,
tendremos que comprobar que:

1+ ayp(a) + a2p(b) + asp(ad) < 1 + ayp(ac) + azp(b) + asp(abc);

es decir, a;p(ac)+ arp(ac’) + asp(abe) + asp(abc’) < a;p(ac) + asp(abe);
a1(p(ac’) — p(abc’)) — azp(adc’) < 0.

Pero esto siempre es cierto, por ser p(ac’) — p(abc’) > 0.0

Por tanto, en toda relacién R(b/a) = Min(1,1+ ayp(a) + azp(b) + azp(abd)) con
a; >0 y a2 <0, se rompe la monotonia.

TEOREMA 4.2.2. Sea R(b/a) = Min(1,1+ a;p(a)+ a;p(b) + azp(ab)) en las
mismas condiciones que el Teorema anterior. Si R no es monétona, es decir, si
a; >0 y a2 <0, entonces tampoco es L-monétona restringida.

Demostracion.- Si fuese L-monétona restringida, obtendriamos para todo a, b, ¢
de E, L(R(b/a), R(c/a)) < R(b/ac).

Sean a, b, c tales que p(a) =p(d) =1 y p(c) =0. En este caso:
L(R(b/a),R(c/a)) = Maz(0,Min(1,1 + a;p(ad’) + azp(ba’)) + Min(1,1 +
ap(ac’)+azp(ca’))~1) = Maz(0, Min(1,1)+Min(1,14a;)—1) = Maz(0,1) =
1.

R(b/ac) = Min(1,1+a,p(ach’)+az(p(b)~p(abc)) = Min(1,14a;) = 14a; < 1.
Por tanto, £(R(b/a), R(c/a)) > R(b/ac), rompiendo la monotonia restringida.
u

COROLARIO 4.2.3. La relaciéon R con las condiciones de los Teqremas an-
teriores, no es II-monodtona restringida, ni Min-mondtona restringida.
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TEOREMA 4.2.4. Sea R(b/a) = Min(1,1 + a;p(a) + azp(b) + azp(ad)) ,
con -1<a; <0 y a;>0.
R es un p-L-condicional & a;=-1y 0<a;<1

Demostracién.- Si R es un p-L-condicional, L(p(a), R(b/a)) < p(b) , para todo
ayb.
Maz(0,p(a) + Min(1,1 + a1p(a) + azp(b) + asp(ab)) — 1) < p(b).

Tomamos a y b tales que p(a) = 1, p(b) = 0;
Maz(0,1+ Min(1,14+a,)—~1)<p(b)=0,conloque 14+a; <0,a; <1y
por tanto, a; = —1.

Si fuese a; > 1, podriamos tomar a y b tales que p(ab) # p(b) , p(b) < p(a) y
a2 > ﬂﬂl:ﬂa_bl.

p(b)—p(ad)
En este caso:

ay(p(b) — p(ab)) > p(a) — p(ad) y p(ab) — p(a) + az(p(b) — p(ab)) > 0.

Asi, L(p(a), Min(1,1+ a;p(a) + a;p(b) + asp(ad)) =

= Maz(0,p(a) + Min(1,1 — p(a) + az2p(b) + p(ab) — azp(ad)) — 1) =

= Maz(0, p(a) + Min(0, p(ab) — p(a) + a2(p(d) — p(abd)))) = Maz(0,p(a) +0) =
p(a) > p(b).

Por tanto, L(p(a), Min(1,1 + a;p(a) + a;p(b) + asp(ad))) > p(b), que es una
contradiccion.
Luego, a; <1.

Por otra parte, supongamos que a; =~1 y 0<a; <1.

Veamos que L(p(a), R(b/a)) < p(b) para todo a y b.

Es decir, Maz(0,p(a) + Min(1,1 — p(a) + a2:p(b) + p(ab) — a;p(ad)) — 1) < p(b).
Basta comprobar que p(a) + Min(0, —p(a) + a,p(b) + p(ab) — a2p(ab)) < p(b).

a) Si p(a) < p(b), p(a)+Min(0, —p(a)+azp(b)+p(ad)—azp(ab)) < p(a)+0 <
p(b).

b) Si p(a) > p(b) , al ser —p(a) + azp(b) + p(ad) — azp(ab) < —p(a) + a;p(a) +
p(abd) — azp(ab) = (a; — 1)(p(a) — p(ab)) < 0 necesitamos que p(a) — p(a) +

azp(b) + p(ab) — azp(abd) < p(d)
es decir, ay(p(b) — p(ab)) < p(b) — p(ad) , lo que es cierto, por ser a; < 1. O

TEOREMA 4.2.5. Toda relacion inexacta de la forma: R(b/a) = Min(1,1 —
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p(a) + mp(b) + (1 — m)p(ab)) ,con 0 < m <1, es un L-preorden.

Demostracién.- Tendremos que ver que para todo a, by ¢ L(R(b/a), R(¢/b)) <
R(c/a). Es decir,

Maz(0, Min(1,1 — p(a) + mp(d) + (1 —~ m)p(ab)) + Min(1,1 — p(b) + mp(c) +
(1 = m)p(be)) — 1) £ Min(1,1 - p(a) + mp(c) + (1 — m)p(ac)).

Como el segundo miembro siempre es positivo, serd equivalente a:
Min(1,1 — p(a) + mp(b) + (1 — m)p(ad)) + Min(1,1 — p(b) + mp(c) + (1 -
m)p(bc)) — 1 < Min(1,1 — p(a) + mp(c) + (1 — m)p(ac)),

y restando 1 a los dos miembros y simplificando,
Min(0, —p(a)+mp(b)+ (1 —m)p(abd)) + Min(0, —p(b) + mp(c)+ (1 —m)p(bc)) <
Min(0, ~p(a) + mp(c) + (1 — m)p(ac)),

que también podemos escribir como:

Min(0, mp(a'b) — p(ab’)) + Min(0,mp(b'c) — p(bc')) < Min(0, mp(a'c) — p(ac’))
Si el segundo miembro es 0, estd demostrado; por ello, nos limitaremos al caso
en que mp(a’c) - p(ac’) < 0.

Dentro de esta posibilidad, tenemos otras cuatro que iremos examinando.

Caso 1.

mp(a'b) — p(ab’) > 0
mp(¥'c) — p(bc’) 2 0
mp(a'c) — p(ac’) < 0

Desarrollando estas tres desigualdades, obtenemos:
i) mp(a'bc) + mp(a'bc’) > p(ab'c) + p(ab/c)

ii) mp(¥'ca) + mp(¥ca’) 2 p(bc'a) + p(bc'a’)

iii) mp(a'eb) + mp(a'ch’) < plac'd) + p(ac't’)

Asi, tenemos:
p(bc'a) + p(bca’) <iiy mp(b'ca) + mp(V'ca’) <iiy mp(V'ca) + p(ac'd) + p(ac'd’) —
mp(a’ch) <;y mp(d'ca) + p(ac’d) — p(ab’c) + mp(a’dc) + mp(a'dc’) — mp(a’ch)

Comparando el primer y el dltimo término, y simplificando:

p(bc'd’) + p(ab'c) < m[p(a’bc’) + p(¥'ca)] , con lo que 1 < m . Contradiccién.
Luego, este primer caso, nunca puede darse.

Caso 2.
mp(a'b) — p(ab’) < 0
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mp(b'c) — p(bc’) < 0
mp(a'c) — p(ac’) < 0

Tenemos que comprobar:
mp(a’b) — p(ad’) + mp(¥'c) — p(bc’) < mp(a'c) — p(ac’).

Comom <1
mp(a'bc)+mp(a’bc’)—p(ab'c)—p(ab'c)+mp(b'ca)+mp(b'ca’)—p(bc'a)~p(bc'a’) <
< mp(a'bc) +p(a'be’)—p(ab'c) — p(ab’c’) +p(b'ca)+mp(b'ca’) ~ p(bc'a) — p(bc'a’) =
= mp(a'bc) — p(ab'c’) + mp(b'ca’) — p(bc’a) = mp(a’c) — p(ac’) , como queriamos
demostrar.

Caso 3.

mp(a’d) — p(ad’) > 0
mp(b'c) — p(dbd) < 0
mp(a’c) — p(ac’) < 0

Tenemos que comprobar que mp(b'c) — p(bc’) < mp(a’c) — p(ac’) , o lo que es
lo mismo,

mp(bca)+mp(Vca')—p(bc'a)—p(bc’a’) < mp(a’ch)+mp(d’ch)—p(ac'd)—p(ac't');
mp(b'ca) + p(ac't') < mp(a’ch) + p(bc'a’)

Por la primera desigualdad sabemos que mp(a'bc) + mp(a'bc’) > p(ab'c) +
p(ab’c’).

Entonces, mp(b'ca) + p(ac't’) < mp(¥'ca) + mp(a'bc) + mp(a'bc’) — p(ab'c) <
p(b'ca) + mp(a'de) + p(a’be’) — p(ab'c) = mp(a'bec) + p(a'bc’), obteniendo el resul-
tado deseado.

Caso 4.

mp(a'b) — p(ab’) < 0
mp(b'c) — p(bc’) > 0
mp(a'c) — p(ac’) < 0

Tenemos que demostrar que : mp(a'd) — p(ab') < mp(d'c) — p(ac’) ; es decir,
mp(a’bc)+mp(a’be’)—p(ab'c)—p(ab'c’) < mp(a'ch)+mp(a'ch’)—p(ac'b)—p(ac't’)
mp(a'dc’) + p(ac’h) < mp(a'cl’) + p(ab'c)

Por la segunda desigualdad, sabemos que mp(b'ca) + mp(¥'ea’) > p(bc'a) +
p(bc'a’)
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Entonces, mp(a'bc’) + p(ac’d) < mp(a’dc’) + mp(b'ca) + mp(¥'ca’) ~ p(bc'a’) <
pla'bc’) + p(b'ca) + mp(b'ea’) — p(bc'a’) = mp(¥ea') + p(¥ca) O

COROLARIO 4.2.6. La implicacién de Lukasiewicz
£ .
Ip = Min(lv 1- p(a) + p(b))’
es mondtona, es un L-preorden y un p-L-condicional.

Demostracion.- Se trata de una relacién de la forma
R(b/a) = Min(1,1 + a;p(a) + a;p(b) + asp(ab)),

conag;=-1,a;=1y a3=0. O
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4.3. ALGUNAS LOGICAS PROBABILISTICAS TIPO "POLYA”

En esta seccién, vamos a trabajar con relaciones en las que ag = bp = b, = bz =
0, by # 0 ; es decir,

ayp(a) + azp(b) + asp(ab)
p(a)

ya que, dividiendo adecuadamente, siempre se puede conseguir que b = 1.

R(b/a) =

Como el valor de R no esta definido cuando p(a) = 0, esta relacion sélo tendra
sentido en el conjunto E* = {a € E ; p(a) > 0}, en el que trabajaremos .

Al ser b + by + b3 = 1, sabemos por el Teorema 4.1.1. de este capitulo, que R
es reflexiva si y sélo si a; + a; + a3 = 1, y en este caso, la relacién queda de la
forma:

R(b/a) = 22(P(@) — P(ab)) + «;z((ax;(b) — p(ab)) + p(ab)

TEOREMA 4.3.1. Si R es reflexiva, R(b/a) >0 siysdlosi a;,a; >0

Demostracion.- Supongamos primeramente que R(b/a) > 0 para todo a,b.

R(b/a) a1 (pla)~p{ab))+a g([g)]b[—g]abntg]ab) > 0
Si tomamos a y b tales que p(b) =0, p(a)# 0, obtenemos a, > 0.

Si elegimos a y b tales que p(ab) =0, R(b/a) = g.z_(_)ﬁ.;z&l > 0, obteniendo
a;p(a)+azp(d) >0, az 2 —9;%,{)21 para todoay b, luego a; 2> 0.

Por otra parte, si a;,a; > 0, como a;(p(a)~p(abd)) >0 , ay(p(b)—p(abd)) >0,

obtenemos que para todoay b, R(b/a)= ﬂMﬂmﬁﬁ%’f-):ﬂ“—"l&ﬂ“—“l >00

TEOREMA 4.3.2. Si R es reflexiva y > 0, se verifica que:
R<1 & a;=0y ¢ <1

Demostracién.- Si R <1 , para todo a, b
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a1(p(a) — p(ab)) + az(p(b) — p(ab)) + p(ad) < p(a)
Para p(b) =0, a1p(a) < p(a) , con lo que a; <1
Para p(b) #0 y plab) =0 , aip(a) +ap(b) < pla) , ap < L para

todo a. Tomando valores de p(a) tendiendo a 0, llegamos a a; =0

Por otra parte, si tenemos a; =0 y a; <1,

R(b/a) = slpla)=plabllisteh) < plel-ploblipat) _ sla) — 1. O

A partir de ahora, sélo trabajaremos con relaciones R que estén bien definidas
y que sean reflexivas. Es decir, 0<a; <1, a;=0, a3 =1-a, y, por tanto,

R(b/a) = a(p(a) “zzg’)) ) on0<a <1

TEOREMA 4.3.3. Sea R(b/a) = ﬂﬂmf(—%&—“ﬂlﬂ ; R es monétona, si y
solo si R(b/a) = 1.

Demostracion.- Si R es monétona, para todo a,b y ¢ R(b/a) < R(b/ac)

a}~p(ad ab a1 (p(ac)~p(abe abe
(a) s plac
Tomamos a, by c, tales que p(a) =1, p(ad) = 0.5, p(ac) = 0.5, p(abc) =

En este caso,
a;05ﬂ < 61105—01[:(;0

05a1+05 < —li-'- =0.8a;+0.2 . Asi, 03<03a; , a; 21,y como
a; <1, obtenemos a; = 1. Por tanto,

Rl = KL o) _

Por otra parte, es claro que la relacién R(a/b) =1 es monénota. O

Por tanto, en cualquier relacién R(b/a) = wlplal=p(abllplsh) con 0 < g, < 1, se

> »(a)
rompe la monotonia.

TEOREMA 4.3.4. Sea R(b/a) = ‘-‘1-‘2(9):-5(‘:—;’1&2‘391, con 0<a <1 En-
tonces, R es L-monétona restringida.
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Demostracion.- Comprobemos que para cualesquiera a,b,c se verifica
L(R(b/a),R(c/a)) < R(b/ac) , lo que es equivalente a las siguientes desigual-
dades.

Maa:(O, g c:'a) ab + 8 a:’a ac) _ 1) < a;ﬂac:’a)cjig]acb[;
[a1p(ab’) + p(ab) + a1p(ac’) + p(ac) — pla)]p(ac) < p(a)[arp(ach’) + p(ach)];

[a1p(ab’) + p(ab) + a1p(ac’) — p(ac’)p(ach) + [arp(al) + p(ad) + arp(ac’) —
p(ac)]p(ach’) < p(ab)[aip(ach’) + p(ach)] + p(ab)[arp(act) + p(ach)];

layp(ad’) + ayp(ad’) — p(ac’))p(ach) + [p(ab) + a;p(ac’) — p(ad)p(ach’) <

p(ab)ayp(acd’) + p(ad’)p(ach);

[a1p(ab’c) + a1p(ab'd’) + arp(ac’) — p(ac’)}p(ach) + [p(abe) + p(abc’) + arp(ac’) —

g((ac;))]p((a;l:’, )) < ayp(act’)p(ach) + a,p{ach’)p(abc’) + p(acb)p(ab'c) +
acb)p(ab'd);

[a1p(at/c’) + a1p(ac’) ~ p(ac’)]p(ach) + [p(abc’) + arp(ac’) — p(ac)lp(act’) <
a,p(ach’)p(adc’) + p(ach)p(ab'c);

placb)a; [p(ab'c’) + p(ac’)] + p(ach')[p(abc’) + aip(ac)] < plach)p(ad) +
plact)p(ac’) + ayp(ach’)p(abe’) + p(ach)p(ab'c);

placb)a, [p(ab’d’) + p(ac’)] + p(act)[p(abc’) + ayp(ac’d) + ayp(ac’t')] <
placb)p(ac’) + p(ach’)p(ac’) + aip(ach’)p(abe’) + p(ach)p(ab/'c);

placb)a,[p(ab'c’) + plac’)] + plact)[p(abd’) + a;p(act)] <  placd)p(ac’) +
p(acb)p(ac’) + p(acb)p(ab’c’);

a,[p(acd)p(ab'd’) + p(acb)p(ac’) + p(ach')p(ac’’)] + p(ach’)p(abd’) <
[p(acb)p(ac’) + p(acdh’)p(ac'd’) + p(acb)p(ab'd)] + p(ach)p(ac'd);

y esta desigualdad es siempre cierta, por ser a; < 1. O

TEOREMA 4.3.5. En las condiciones del Teorema anterior, si a, # 1, en-
tonces R no es Min-mondtona restringida.

Demostracién.- Si lo fuese, para todo a, b, ¢, deberia de verificarse:
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Min(R(b/a), R(c/a)) < R(b/ac), o equivalentemente,
Min( 1p(ab)+p(ab) a;p(ac’ );tg(ac)) < lgjacb');tggacb).

p(a) ’ p(ac)

Tomemos a, b, c tales que p(a) = p(b) = p(c) = 0.3, p(ab) = p(ac) = p(bc) =
p(abc) = 0; en este caso,

a1 p{ad’ ab) _ 2;0.240.1

r(a) 0.3
a3 plac’ ac) ._ @10.240.1
p{e) - 03
s1p{acd)4plach) _ ¢,01 _
p{ac) 01 — &

Pero por ser a; <1, 0.la; <0.1, 0.3a; < 0.2a¢; + 0.1 y a; < 292401, Por
tanto, en este caso
R(b/ac) < Min(R(b/a), R(c/a)), y se rompe la monotonia restringida. O

TEOREMA 4.3.6. Sea R(b/a) = Mﬁ:&&l{l&dﬁl ; R es un L-preorden si
ysblosi R(bja)=1

Demostracién.- Si R es un L-preorden, para todo a, by ¢ L(R(b/a), R(c/b)) <

R(c/a), y
Maz(0, _1.(2(9):.2&5".).)12(221+.J.(Z(ﬂ.:2(__l):|:21_1_1)< su(plel-p(ac)}sfoc)

Tomando a, b y c tales que: p(a) p(c)=0.5, p(ac)= 0 p(b)=1:

610-]-05 + a2;0.540.5 1< 6105
1 0.5

1+05al+05—1<al ; 0.6<0.5a; ; 1<a; y,por lo tanto, a; =1

Por otra parte, es claro que si R(b/a) =1, R es un L -preorden. O

COROLARIO 4.3.7. Sea R(b/a) = _1.(2(.9):2121:).)12(_1 Si R es un II-preorden
o un Min-preorden, entonces R(b/a) = 1.

TEOREMA 4.3.8. Sea R(b/a) = 2z ‘p(:;’ ab
R es un p-L-condicional si y sdlo si a; = 0; es decir, si R(b/a) = %%b)l

. Demostracién.- Si R es un p-L-condicional, para todo a y b, £(p(a), R(b/a)) <
p(d), y por tanto,

Maz(0,p(a) + 2uiple)=plabhip(eh) _ 1y < p(p)

pla)
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Tomando a,b de forma que p(a) =1, p(b)=0:

p(a)+94’;f;sﬂ—-1 <0; 14a-1<0 ;conloque a; <0 ypor tanto, a; = 0.
Por otra parte, si R(b/a) = %‘(9;")1, R es p-II-condicional:

T(p(a), B2) = p(a)Blet) = p(ab) < p(b) , para todo a, b, con p(a) # 0.

»(a) 7 pla) L
Y, por tanto, también es p-L-condicional. O

NOTA.- La Probabilidad condicionada ~ P(b/a) = P,-,((“Tb)l no es p-M:n-
condicional:

Si a y b son tales que p(ab) = p(b) =0.5 y p(a)=0.9 , obtenemos:
Min(p(a), 28) = Min(0.9, 33) > 0.5 = p(b)

Adema4s, no es monédtona ni es un L-preorden (y, por tanto, tampoco es un
II-preorden ni un Min-preorden), y es la tinica, entre las que estudiamos en esta
seccion, que es p-L-condicional.
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4.4. OTRAS LOGICAS PROBABILISTICAS

Sea la relaciéon R(b/a) = Qmﬁﬁ%m‘ﬂﬂ , definida en E*, y donde im-
ponemos unicamente las condiciones: a;+a;+a3 =1, a,, az > 0. Por tanto,
la relacion sera reflexiva y mayor o igual que 0, pero no tiene por qué ser menor

o igual que 1. Para que realmente esté bien definida, podemos acotarla de la

forma:
alp(a) + agp(b) + a3p(ab))
p(a)

R(b/a) = Min(1,

TEOREMA 4.4.1. Sea R(b/a) = Min(1, ﬂﬂgﬂﬁ%’-ﬂm) ycon a;+az+
asz = 1 y @1, G2 2 0.
R es un p-ll-condicional si y sélosi a;y =0y a; <1

Demostracion.-
—_ : a a)—pa a. ~pfa a — . ay p(ad’}+a a’
R(b/a) = Min(1, At (elh-plobiplell ) = Min(1, 2i2letitesplte 1zleb))

Recordemos que si R es un II- condicional para p, entonces R < I,’,] =
Min(1, p(a))
Por tanto, si R es un p-Il-condicional, ha de verificarse para todo a y b
R(b/a) < I(b/a);

. . L a .
es decir, Min(1, Jﬂ—u‘-——&ﬂ—lﬂ )"“ D) < Mm(l,z%)

Tomando b tal que p(b) = 0: Min(1, 22l 123) < Min(1,0) = 0; luego a; =0

Eligiendo ahora a y b de forma que 0 < p(b) < p(a):
Min(1, _zzﬂ’e_();tz(g_bl) < Mm(l,p(a)) = p(a)

luego, _22(2%(.)52(_21 < ff-:))- ;i azp(ba’) < p(ba') y por tanto, a; < 1.

Reciprocamente, si a; =0 y a; <1, comprobemos que para todo a y b se
verifica II(p(a), R(b/a)) < p(b) , es decir,
pla)Min(1, u2leltelell) < p(b) ;  Min(p(a),azp(ba’) + p(ab)) < p(b).

Pero Min(p(a), azp(ba’) + p(ab)) < azp(ba’) + p(ab) < p(ba') + p(ab) = p(b) O
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Resumiendo los resultados obtenidos en este capitulo:

e R(b/a) = 1+ a;p(a) + azp(b) + azp(ab) es una relacién inexacta reflexiva si y
sflosia; +a;+a3=0y -1<a;,a,<0

- es un Min-preorden ssi R = 1.

- es un Il-preorden ssi R = 1.

- es un L-preorden siempre.

- es monotona ssi a; = 0.

- es Min-mondétona restringida ssi a; = 0.

- es L-monétona restringida ssia; =0 o @, < ay.
- no es p-Min-condicional.

- no es p-Il-condicional.

- es p-L-condicional ssi a; = —-1.

I, ES LA UNICA RELACION DE ESTE TIPO QUE ES L-PREORDEN,
MONOTONA Y p-£-CONDICIONAL

e R(b/a) = Min(1,1 + a;p(a) + azp(b) + azp(ab)) es relacién inexacta reflexiva
siysdlosia; +a;+a3=0,y a;,a; > —1.
Tomando a;,a2 # 0y sig a; # sig a:

- es mondtona ssi a; <0y a; > 0.

- si no es monoétona, no es T-mondétona restringida para T = Min, T =1II,
T=L.

- es monoétona y p-L-condicional ssia; = -1y 0<a; < 1.

- es mondtona, p-L-condicional y L-preorden ssia; = -1y 0<ay <1.

LA IMPLICACION DE LUKASIEWICZ If = Min(1,1 — p(a) + p(b)) ES
MONOTONA, ES UN £-PREORDEN Y UN p-£-CONDICIONAL.

e R(b/a) = Mﬂﬁ%}ﬁﬁm definida en (E*,p) es una relacién inexacta re-
flexivasiysblosia; =0, 0<a; <1y a;+a3=1.

- es monodtona ssi B = 1.

- es Min-monédtona restringida ssi R = 1.
- es L-monoétona restringida siempre.

141



-es T-preorden para T = Min, T =Il,0 T=Lssi R=1.
- es un p-L-condicional ssi R(b/a) = %((13-

LA PROBABILIDAD CONDICIONADA p*(b/a) = %%"31 NO ES MONO-
TONA, NO ES Min-MONOTONA RESTRINGIDA, ES £- MONOTONA
RESTRINGIDA, Y NO ES UN T-PREORDEN PARA T = Min, 1I, L.
ADEMAS, ES LA UNICA RELACION DE ESTE TIPO QUE ES UN p-£-

CONDICIONAL.
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CONCLUSIONES Y
PROBLEMAS ABIERTOS
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CAPITULO 1

e Se parte de una nueva definiciéon de conjuncién y de conjuncién logica en
una estructura relacional cualquiera. Si en una estructura relacional existe una
T-conjuncién 1égica, la relacion verificara el Modus Ponens.

e Se propone una definicién de conjuncidén estricta para el intervalo ordenado
([0,1}, <), y se da una caracterizacién de la misma mediante la imagen de su
seccién vertical. Dicha caracterizacién nos permite encontrar condiciones nece-
sarias y condiciones suficientes para que una operacién sea una conjuncion es-
tricta.

e Las t-normas continuas son conjunciones estrictas, y no lo son ni las t-
conormas, ni la media geométrica, ni las medias ponderadas.

e Se da una caracterizacién por medio de los residuos.

e Se extiende el concepto dado al de conjuncién en ([0, 1], <). Se obtienen dos
caracterizaciones; la primera nos permitira comprobar que esta definicién coin-
cide con la dada para estructuras relacionales, en el caso particular de ([0, 1], <);
la segunda, sera de nuevo mediante la imagen de la seccién vertical.

e Toda conjuncion estricta es conjuncién, por lo que toda t-norma continua
también lo sera. La media geométrica es conjuncién; se determinan algunas
clases de medias cuasilineales que entran dentro de este tipo de operadores.

e Se presenta una caracterizacion de conjuncién mediante residuos.

e Se define conjuncién en un punto de [0,1]2. Se determina la zona en que
algunas medias cuasilineales son conjunciones.

e De forma simétrica, se presentan las disjunciones estrictas, disjunciones, y
disjunciones locales, obteniendo resultados paralelos a los obtenidos en las con-
junciones.

e Las negaciones fuertes, nos permiten obtener por dualidad, a partir de con-

junciones estrictas y conjunciones, disjunciones estrictas y disjunciones, respec-
tivamente. .
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Problemas abiertos.

e Obtener las propiedades que debe tener una operacién ¢ : [0, 1] — [0, 1], para
obtener disjunciones a partir de conjunciones.

¢ Estudio de algunas propiedades, como la asociativa, asociativa aproximada,
distributiva, distributiva aproximada,...,de las conjunciones.

'CAPITULO 2

o Se estudia la estructura de la familia de T-estados logicos respecto a una es-
tructura relacional (E, R).

¢ El estudio de los operadores de consecuencias y de las relaciones de consecuen-
cias en el caso fuzzy, permitird reconocer la llamada Transformada de Zadeh
como un operador de consecuencias fuzzy . Para el caso en que se trabaje con
predicados vagos sobre dos universos distintos, se propone una definicién de
Transformada generalizada, obteniendo sus propiedades, similares, aunque no
idénticas, a las de inclusién, monotonia e idempotencia.

o Se generaliza el condicional material cldsico al caso fuzzy, por una parte me-
diante los predrdenes I f s Y por otra, mediante las relaciones I, I “‘” , I f D. todas
ellas, al particularizar al caso clésico, en efecto, coinciden con el material condi-
cional, sin embargo se demuestra que mientras que en las tres ltimas y las
relaciones IE con T t-norma arquimediana no estricta, se verifica el reciproco,
no ocurre lo mismo en los restantes casos.

o Se demuestra que tanto R} como RXD tomando la t-norma £ y su dual £,
son u-L-condicionales.

e Con T t-norma y cépula, la relacién R¥P es L-transitiva.
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Problemas abiertos.

e Estudiar en qué condiciones RY es un p-T-condicional, o es un T-preorden.

CAPITULO 3

e Dada una operacién conmutativa ” - ” y una relacion R en un conjunto E, se
define cuando:

- R es --monétona.
- R es débilmente --monédtona respecto a una t-norma continua T'.
- R es n---monoétona respecto a una t-norma continua T, siendo n € IN.

e Se obtiene que toda relacién --mondétona es n---mondtona, para todo n € IV,
y toda relacién n---mondtona para algin n € IV, es débilmente --monétona. Se
comprueba la equivalencia de estos tres conceptos en el caso de las relaciones
T-transitivas.

o Se define la propiedad (Hr) mediante estados 16gicos y se demuestran los
siguientes resultados:

- Si R es reflexiva, y n---mondétona respecto a la t-norma T, entonces R
verifica la propiedad (Hr).

- Si R es reflexiva y verifica la propiedad (Hr), entonces R es débilmente
--monétona respecto a T'.

- Existen relaciones que para alguna t-norma T verifican la propiedad (Hr)
y no son n---mondtonas para ningun n € IV.

- Existen relaciones que para alguna t-norma T no son débilmente
--monotonas .
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e Ademas, cuando E es finito se tiene:

- Si una relacién R reflexiva es débilmente --monétona respecto a la t-
norma T, entonces verifica (Hr)

e Se particularizan todas estas definiciones y situaciones para el caso clasico.

¢ Se comprueba la independencia de la propiedad (Hr) anteriormente estable-
cida, con la nocién de monotonia restringida, mediante algunos ejemplos.

Problemas abiertos.
¢ Queda abierto el problema de si existen relaciones en conjuntos infinitos tales
que para alguna t-norma 7' son débilmente --monétonas, pero no verifican la

propiedad (Hr).

e Encontrar una caracterizacién mediante estados 16gicos de la monotonia res-
tringida.

CAPITULO 4

e Dada un Algebra de Boole probabilizada (E, p), se estudian las propiedades
de las relaciones:

1) R(b/a) = 1 + a;p(a) + azp(b) + azp(ab), con a; + a; + a3 = 0, obteniendo:

e0<R<1siysodlosi -1<a;,a; <O0.
Por tanto, sdlo sera realmente una relacién fuzzy en este caso.

I, es la tnica relacion de este tipo que es L-preorden, monétona y p-L-
condicional.
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2) R(b/a) = Min(1,1 + a1p(a) + a2p(b) + asp(ab)), con a; + a; + a3 = 0,
a1, a; 2 —1, llegando a:

® R es monédtona siy sélosia; <0y a; >0.

e Se obtienen condiciones para que R sea T-mondtona restringida, para
que sea p-L-condicional, y para L-preorden.

e La Implicacién de Lukasiewicz IPL es monétona, es L-preorden y p-L-
condicional.

3) R(b/a) = sm&)igﬁ%&gm&ﬂ’ con a; + a; + a3 = 1, obteniendo:
e 0<R<1siysdlosia,=0y 0<q; <1
En estas condiciones,

o Se estudia la monotonia y monotonia restringida respecto a Min y a L.

¢ Se obtienen condiciones para que sea un T-preorden, y para que sea un
p-L-condicional.

e La probabilidad condicionada p* no es monétona, no es Min-mondtona
restringida, es L-monoétona restringida, y no es un T-preorden para T =

Min, T = II,T = L. Ademas, es la inica relacién de este tipo que es un
p-L-condicional.

4) R(b/a) = Min(1, s1pleltazpbliasp(abl) definida en E*t,y con a; +a; + a3 =1
pla

y a,a2 2 0.

e R es un p-Il-condicional si y sélosia; =0 ya; <1.
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Problemas abiertos.
¢ En las relaciones de tipo 1), queda estudiar si R es II-monétona restringida.
¢ En las de tipo 2), falta el resto de propiedades cuando R no es monétona.

e En 3), obtener condiciones para que R sea II-monétona restringida, y para
que sea p-T-condicional, con T'= Min y T =1I.

o E] estudio de las relaciones de tipo 4) queda totalmente abierto.
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1. NORMAS Y CONORMAS TRIANGULARES

Aungque en el primer capitulo se propone una generalizacion del concepto de con-
juncién fuzzy, no deja de ser una realidad que las funciones que generalmente
se han utilizado a lo largo de toda la literatura para formalizar la sintetizacién
de informacién son normas triangulares o, para abreviar, t-normas; cuando se
habla de T-preérdenes, T-condicionales, etc., generalmente se estd exigiendo
que T sea una t-norma.

Por ello, creemos es necesario hacer una exposicién de la definicién y propiedades
de estas operaciones.

DEFINICION. Una norma triangular T es una operacién T : [0,1)? — [0, 1],
que verifica:

- es asociativa,

- es conmutativa,

- no decreciente en cada variable,

-T(a,1)=a y T(a,0) =0, para todo a € {0, 1].

DEFINICION. Una t-norma T se dice que es arquimediana si para todo
a € (0,1), se verifica que T(a,a) < a.

TEOREMA. Una t-norma T es continua y arquimediana si y sélo si admite
una representacion de la forma:

T(a,b) = fV(f(a) + £(b)),

donde
- £:[0,1) = R*, es continua, estrictamente decreciente y tal que f(1) = 0.
- f-1: R* — [0, 1] es la pseudoinversa de f, dada por:

iy | O, si z 2> f(0)
o (z) { f~Y=z) si z €0, £(0)]
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DEFINICION. Una t-norma T es estricta si es continua en [0, 1] y estricta-
mente creciente en cada variable sobre (0,1]%.

TEOREMA. Una t-norma T es estricta si y sélo si admite una representacién
de la forma

T(a,b) = £*(f(a) + (b)),
donde f : [0,1] — IR* es continua y estrictamente decreciente, con f(0) = oo

y f(l) = 0.

Tanto en este 1ltimo caso, como en el del Teorema anterior, se dice que f es
una generador aditivo de la t-norma.

TEOREMA. Una t-norma T es continua y arquimediana si y solo si admite
una representacion de la forma
T(a,b) = k=V(k(a) - k(b)),

donde

-k :[0,1] — [0,1] es una funcién continua y estrictamente creciente, tal que
k(1)=1.

- k=Y :[0,1] — [0, 1], es la pseudoinversa de k.

TEOREMA. Una t-norma T es estricta si y sdlo si admite una representacién
de la forma
T(a,b) = k™ (k(a) - k(b)),

siendo k : [0,1] — [0,1] continua y estrictamente creciente, verificando k(0) =
0y k(1)=1.

En estos dos ultimos casos la funcién k se dice que es un generador multiplica-
tivo de la t-norma.
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DEFINICION. Una t-norma T es positiva si T(a,b) > 0 para todo
a,b e (0,1].

PROPOSICION.- Las tnicas t-normas positivas son el Minimo y las estric-
tas.

Las t-normas més importantes son la Z, el Minimo (Min), el Producto (II), y
la de Lukasiewicz (£).

LA T-NORMA 2Z. Viene definida por

a, sib=1
Z(a,b)=¢ b, sia=1
0, sia#1,b#1

Es la t-norma mas pequefia y no es continua, por lo que es la menos utilizada
de las cuatro. No es positiva.

LA T-NORMA MINIMO. Es continua y positiva, pero no es arquimediana,
por lo que no admite ninguna representacién por medio de generadores aditivos
ni multiplicativos.

LA T-NORMA PRODUCTO. Viene dada por Il(a,b) = a-b. Es continua
y arquimediana; estd generada aditivamente por la funcién f(z) = —Inz, y
multiplicativamente por k(z) = z. Es estricta, y por lo tanto positiva.

LA T-NORMA DE LUKASIEWICZ. Es [(a,b) = Maz(0,a+b—-1),y
es continua y arquimediana; su generador aditivo es f(z) =1—z, y el multi-
plicativo k(z) = e*~!. No es positiva ni estricta.
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LEMA.- Para todo a,b € [0, 1], se verifica:

Z{(a,b) < L(a,b) < l(a,b) < Min(a,b)

R.Yager en [86] proporciona una familia uniparamétrica de t-normas, definida
por:

T(a,b) = 1 — Min[1,[(1 — a)? 4 (1 — b)*]'/7},

para p > 1.

DEFINICION. Una t-conorma o conorma triangular 7" es una operacién
T*:[0,1]* — [0, 1], verificando:

- es conmutativa,

- es asociativa,

- es no decreciente en cada variable,

-T*(a,1)=1 y T*(a,0) = a, para cada a € [0,1].

TEOREMA.
i) T es una t-norma si y sélo si T, definida por

T*(a,b)=1~T(1 - a,1 - b)

es una t-conorma.
ii) T* es una t-conorma si y sélo si T definida por

T(a,b)=1-T*(1—a,1~b)

es una t-norma.

Por tanto, para cada t-norma T tenemos una t-conorma asociada T™(a,b) =
1-T(1—a,1-b).

Las respectivas t-conormas asociadas a las cuatro t-normas mencionadas ante-
riormente son: '
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z, siy=0
Z*(a,b)=q vy, st z=0
1, s z,y €(0,1]

L*(a,b) = Min(a+b,1)
I*(a,b)=a+b—-ab
Min*(a,b) = Maz(a,b)

Ahora tenemos el siguiente orden:

ZLLENEMin<Min"<I"<L'L2

DEFINICION. Una t-conorma T* es arquimediana, si su t-norma asociada lo
es.
Una t-conorma T™ se dice que es estricta, si su t-norma asociada lo es.

TEOREMA. Una t-conorma T* continua es arquimediana si y s6lo si admite
una representacion de la forma

T*(a,b) = g"Y(g(a) + g(b)),

donde
- g :[0,1] = IR* es un funcién continua, estrictamente creciente, con g(0) = 0.
- gtY es la pseudoinversa de g.

TEOREMA. Una t-conorma T* es estricta si y sélo si admite una repre-
sentacion de la forma

T*(a,b) = g7'(g9(a) + 9(b)),
siendo ¢ : [0,1] = R' una funcién continua, estrictamente creciente, con
9(0)=0 y g(1) = oco.

En los dos casos, se dice que g es un generador aditivo de la t-conorma T™.

LEMA .- Si f es el generador aditivo de una t-norma T, y g el de su t-conorma
asociada T, entonces

9(z) = f(1-z),
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para todo z € [0,1].

DEFINICION. Una operacién C : [0,1]2 — [0,1] es una cdpula si para todo
a,b,c,d € [0,1] verifica:

i) C(a,0) = C(0,a) = 0.

ii) C(a,1) =C(1,a) = a.

iii) C(a, b) + C(c,d) > C(a,d) + C(c,b) siempreque a<c y b<d.

TEOREMA. Si C es una cépula, entonces, para cualesquiera a, b, c,d € [0, 1],
talesque 0<a<c<1ly 0<b<d<1,severifica:

0 < C(e,d) — C(a,b) < (c - a) + (d — b)

TEOREMA. Una cépula es una t-norma si y sélo si es asociativa.

TEOREMA. Una t-norma T es una cépula si y sélo si para cualesquiera
a,b,c € [0,1], tales que ¢ < a, se verifica la desigualdad:

T(a,b) = T(c,b) < a—-c.

TEOREMA. Si T es una t-norma y una cépula, entonces £L < T < Min.
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2. FUNCIONES DE AGREGACION

En el afio 1984 ([41]), Gaspar Mayor introdujo las funciones de agregacion, en un
intento de agrupar bajo una misma definicién, tanto las t-normas y t-conormas,
como otros tipos de conectivos ampliamente utilizados en algunas aplicaciones
de la teoria de conjuntos borrosos, como por ejemplo las combinaciones lineales
convexas de una t-norma y una t-conorma.

Posteriormente, Joan Torrens ([61]) propone una nueva definicién de funcién de
agregacion; afiadiendo a la misma, por una parte, la asociatividad, obtiene los
que denomina T-operadores; por otra, imponiendo algunas condiciones de con-
torno, llega a las funciones de agregacién lineales, que coinciden con el concepto
inicial de funcién de agregacién de G. Mayor. Las t-normas y las t-conormas
estdan dentro, tanto de estas ltimas, como de los T-operadores.

Daremos la definicién y propiedades esenciales de las funciones de agregacion,
tal y como fueron propuestas inicialmente por G. Mayor.

DEFINICION. Una funcién F : [0,1}> — [0,1] es una funcién de agregacién
si para todo z,y,z',y’' € [0,1] se verifica:

1) F(z,0) = F(1,0) - z
F(z,1)=(1~F(1,0))-z + F(1,0)

2)Siz <2',y LY, entonces F(z,y) < F(z',y")

3) F(x,y)=F(y,x)

LEMA.

- Toda t-norma T es una funcién de agregacion.

- Toda t-conorma S es una funcién de agregacion.

- Si T es una t-norma y S es una t-conorma, entonces la combinacién lineal
convexa F' = oT + (1 — a)S, con a € [0,1], es una funcién de agregacién.
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PROPOSICION. Las tnicas funciones de agregacién asociativas son las t-
normas y las t-conormas.

PROPOSICION. La tnica funcién de agregacién que verifica F(1,0) =0 y
F(z,z) = x para todo z € [0,1] es F = Min.

La tnica funcién de agregacion que verifica F(1,0) = 1 y F(z,z) = z para todo
z €[0,1] es F = Maz.

PROPOSICION. Si F es una funcién de agregacién, entonces F(z,r) = ¢
para todo z de [0,1] si y sdlo si Min < F < Maz.

Las tres proposiciones siguientes, nos proporcionan nuevas funciones de agre-
gacion.

PROPOSICION. Si F es una funcién de agregacién, también lo es la funcién
F* definida por F*(z,y) =1~ F(1 —z,1—y).

PROPOSICION. Sean T una t-norma, S una t-conorma, y f : [0,1]? — [0,1]
verificando:

- f es creciente,

- F(0,5) = k-2, y

-f(z,1)=(1-k)-z+k
para todo z € [0,1].
Entonces, la funcién F definida por F(z,y) = f(T(z,y), S(z,y)), para todo z,y
de [0, 1] es una funcidn de agregacién.

PROPOSICION. Si F y G son funciones de agregacién, también lo es la
funcién H definida por H(z,y) = aF(z,y) + (1 — a)G(z,y), con a € [0,1].

PROPOSICION. La t-norma Z definida por
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z, siy=1
Z(z,y)=Q y, siz=1
0, siz#1,y#1

es la minima funcién de agregacion.

De la misma forma, la t-conorma Z*, dual de Z, es la maxima funcion de agre-
gacion.
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3. OPERADORES DE CONSECUENCIA

DEFINICION. Dado un conjunto clasico E, un operador de consecuencias en
el sentido de Tarski, es una operacién C : IP(E) — IP(E), verificando:

C1) Inclusién: A C C(A),
C2) Monotonia: Si A C B, entonces C(4) C C(B),
C3) Idempotencia: C(C(A)) = C(4),

para todo A, B € IP(E).

Si ademas tenemos que
C4) Compacidad: Si b € C(A), entonces b € C(A’) para algin subcon-

junto finito A’ C A,

entonces C es un operador de consecuencias compacto.

DEFINICION. Una relacién FC IP(E) x E se dice que es una relacién de
consecuencias si se verifican las propiedades:

R1) Reflexiva: Si b € A, entonces A I b,

R2) Monétona: Si A F b, entonces AU Bt b,

R3) CUT (Cumulative Unit Transitivity): Si A I b; para todo: € Iy
AU {b;}ier F b, entonces A I b,
para todo A, B de IP(E) y todo b,b; en E.

Ademas, si se tiene:
R4) Compacidad: Si A I b, entonces existe una subconjunto finito A’ C A
con A’ + b,

tenemos una relacién de consecuencias compacta.

La conexi6n existente entre las nociones introducidas en estas dos definiciones,
nos viene dada por los siguientes teoremas.

TEOREMA. Si C es un operador de consecuencias en E, la relacién FC
IP(E) x E, dada por:

Al bsiysolosi be C(A)
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es una relacion de consecuencias.

Si ademas, el operador C es compacto, la relacion también lo es.

TEOREMA. Si FC IP(E) x E es una relacién de consecuencias, el operador
C : IP(E) — IP(E) dado por

C(A)={b; A+ b}
es un operador de consecuencias.

De nuevo, si ademas F verifica la propiedad de compacidad, también la verifica
el operador de consecuencias obtenido.

A veces, se trabaja sélo con condiciones de tipo finito, es decir, en el caso de los
operadores de consecuencias:

C?’) Inclusién: A C C(A),
C2’) Monotonia: C(A) C C(AU {b}),
C3’) Idempotencia: Si b € C(A), entonces C(A) = C(A U {b}).

Y en el de relaciones:
R1’) Reflexiva: Si b € A, entonces A | b,
R2’) Monétona: Si AF b, AU {c} F b,
R3) CUT:SiAkcy AU{c}t b, entonces A} b.

Si un operador C verifica las condiciones C1, C2 y C3, verificard C1’, C2’y C3’,
pero para que sea cierto el reciproco, es necesario que C sea compacto.

De forma similar, si una relacion I verifica R1, R2 y R3, cumplira también R1’,
R2’ y R3’, y para el reciproco necesita ser compacta.
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