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Capitulo 1

Introduccién

1.1 Sumario

En esta tesis doctoral se desarrollan dos aspectos relacionados con la deteccion de raices
unitarias en series temporales univariantes. En primer lugar se analizan las consecuencias
en prediccién de considerar que existe raiz unitaria cuando el proceso es estacionario. En
segundo lugar se proponen nuevos contrastes de raices unitarias basados en errores de

prediccion multihorizonte.

Estas dos lineas de investigacién se fundamentan en la extrecha relacién existente entre
las raices unitarias y la evolucién de una serie en el largo plazo. Es en el largo plazo
donde mas diferencias existen entre una serie estacionaria y otra con raiz unitaria. Por
tanto, una deteccién incorrecta de una raiz unitaria tendrd consecuencias mas graves a
largo plazo que a corto plazo. Asimismo, el largo plazo de una serie contiene informacién

relevante que permita detectar la presencia de raices unitarias.

Las raices unitarias han captado una gran atencién de los investigadores. La mayor parte

de la voluminosa literatura existente se ha centrado en el problema de su deteccién. En
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1.1. Sumario

toda esta literatura se remarca la dificultad de realizar una deteccién correcta cuando el
proceso es estacionario pero tiene una rafz préxima al circulo unidad. A pesar de esta
dificultad, son escasas las referencias donde se investigue sobre las consecuencias de una
deteccién incorrecta. Asimismo, a pesar de ser en el largo plazo donde més se advierten
las consecuencias de una raiz unitaria no existe ningtin procedimiento de deteccién que

esté basado en las predicciones a largo plazo.

El capitulo 2 se dedica a estudiar las consecuencias de una deteccién errénea de una raiz

unitaria. Se demuestra en este capitulo que:

e Siun proceso autorregresivo estacionario tiene una raiz préxima al circulo
unidad el modelo sobrediferenciado genera predicciones con menor error
cuadratico medio de prediccién que el modelo estacionario correctamente

especificado.

La justificacion de este resultado se encuentra en la mayor parsimonia del modelo sobre-
diferenciado. La proximidad de la raiz al circulo unidad ha de considerarse en funcién del
tamano muestral. Cuanto menor sea el tamafo muestral mayor es la vecindad del circulo
unitario en la que un predictor sobrediferenciado proporciona menor error cuadratico
medio. Este resultado se complementa con el ya conocido de que tomar una diferencia
en un predictor con raiz unitaria conduce también a un menor error cuadratico medio de
prediccién. Se obtienen entonces las dos siguientes conclusiones

e Para predecir es mejor sobrediferenciar que infradiferenciar.

e La baja potencia de los contrastes de raices unitarias en la préximidad al

circulo unidad no constituye un problema si el objetivo es la prediccidn.

Estas dos conclusiones han sido sugeridas por numerosos analistas e investigadores basdndose

en su experiencia empirica. Sin embargo no habian sido demostradas.



1. Introduccién

Otro resultado que se obtiene en este segundo capitulo es:
e La superioridad del predictor sobrediferenciado puede ser pequeiia en el
corto plazo, pero se incrementa con el horizonte de prediccién.

Este resultado advierte que procedimientos de diagnosis basados en errores de prediccién a
horizonte uno, o en la varianza residual, pueden conducir a suboptimalidad en horizontes

mayores.

Si el objetivo de la modelizacién no es la prediccién sino que existe interés en averiguar
cual es el modelo que generd las observaciones la conclusién que se obtiene es la siguiente:
e Seleccionar modelos por su comportamiento predictivo puede llevar a
elegir un proceso no estacionario en lugar del proceso estacionario real si
existe una raiz proxima a la unidad.
Esta conclusion es especialmente aplicable si el tamafo muestral no es elevado y la com-
paracion de los modelos alternativos se realiza reservando parte de la muestra para evaluar

las predicciones.

Los capitulos 3 y 4 se dedican al tema de deteccién de raices unitarias. En el capitulo
3 se realiza una revision de los contrastes existentes en la literatura. En el capitulo 4 se

desarrollan nuevos contrastes basados en errores de prediccién.

El nimero de contrastes que existen en la literatura es muy extenso, aunque estos con-
trastes admiten una clasificacién en un nimero reducido de grupos. El grupo de contrastes
mas popular es el basado en las propiedades del estimador de la raiz unitaria. A este grupo
pertenecen los contrastes de Dickey & Fuller (1979), que son los primeros que aparecen
en la literatura y los mas utilizados. También en este grupo se encuentran los contrastes

de Elliot, Rothenberg & Stock (1992), que son los més potentes en el caso AR(1).
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La construccién de un contraste de raices unitarias requiere la solucién de tres problemas

1. Encontrar un estadistico que mida el alejamiento al circulo unitario.
2. Eliminar la influencia del componente determinista.

3. Eliminar la influencia del resto de las raices.

La mayoria del esfuerzo investigador se ha concentrado en la solucién del primer punto,
subestimando la importancia de los otros dos. Respecto a la influencia del componente
determinista basta mencionar que los contrastes de Elliot, Rothenberg & Stock (1992)
utilizan los mismos estadisticos de contraste que Dickey & Fuller (1979), pero modifican
la forma de eliminar el componente determinista. Esta modificacion propuesta permite
duplicar la potencia de los contrastes originales de Dickey & Fuller. La solucién que se
adopte para eliminar la influencia de las otras raices también tiene un efecto considerable
en las propiedades finales del contraste. Sin embargo los dos procedimientos mas emplea-
dos han demostrado ser inadecuados en la practica. Estos procedimientos son el método de
Dickey-Fuller aumentado (Said & Dickey (1984)) y el método de Philli.ps—Perron (Phillips
(1987a), Phillips & Perron (1988)). Estos procedimientos son inapropiados cuando existe
un componente de media mévil con raices positivas. Este tipo de componentes son, sin
embargo, los mas frecuentes en las series reales. El resultado es que, si la serie presenta
componente de media movil de raiz positiva, el nivel de significaciéon del contraste puede

incrementarse excesivamente e invalidar el resultado del contraste.

En el capitulo 4 se proponen tres tipos de contrastes basados en errores de prediccion. El
predictor empleado se obtiene de la modelizacién de la serie suponiendo que existe raiz
unitaria. Una vez estimado el predictor se evaliian los errores cuadraticos de prediccion

multihorizonte dentro de la muestra. El estadistico de contraste se construye dividiendo
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la suma de los errores cuadraticos obtenidos por su valor tedrico esperado.

Los tres tipos de contrastes considerados se diferencian en el numero de errores cuadraticos

empleado. Brevemente estas diferencias se pueden describir de la siguiente forma:

1. En el primer tipo se consideran los errores cuadraticos de prededir desde la primera

observacién disponible el resto de la muestra.

2. En el segundo tipo se afiaden, ademads, los errores cuadraticos de predecir la dltima

observacién desde cada elemento de la muestra.

3. En el tercer tipo se utilizan todos los errores cuadraticos que puedan obtenerse,

promedidndose los correspondientes a un mismo horizonte de prediccién.

El primero de los contrastes mencionado es el méas potente, si bien el segundo presenta
resultados similares. Para cada tipo de estadistico se construyen versiones tanto para
contrastes cuya alternativa sea estacionaria de media no nula como para alternativa con
pendiente lineal determinista. Se obtiene, ademas, la distribucién asintética de cada es-
tadistico. Los valores criticos para diversos tamafios muestrales se obtienen mediante

simulacién por Monte Carlo.

Para el caso sencillo de un AR(1) se obtienen resultados de potencia similares a los con-
trastes de Elliot, Rothenberg & Stock (1992) salvo en zonas alejadas del circulo unitario.
En el caso de un proceso més general se consiguen resultados mejores a Elliot, Rothenberg
& Stock (1992). Esta ventaja es especialmente importante en procesos con componente
de media movil que tengan raiz positiva. En estas circunstancias los contrastes propuestos
en esta tesis son estables en su nivel de significacién mientras que los contrastes de Elliot,

Rothenberg & Stock (1992) presentan distorsiones demasiado elevadas.
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1.2 Raices unitarias y el largo plazo en series temporales

En esta seccidon se introduce la importancia de las raices unitarias y la relaciéon que exis-
te entre la presencia de una raiz unitaria y el comportamiento de una serie en el largo
plazo. En primer lugar se presenta la definicién de raiz unitaria y su correspondiente no-
tacién. Posteriormente se relacionara la presencia de una raiz unitaria con tres aspectos
fundamentales de las series temporales: las relaciones de cointegracion, la prediccién y la

modelizacidn.

1.2.1 Conceptos bésicos

Sea y, una serie temporal que sigue un modelo ARMA(p, q),

@(B)(y: — p) = 0(B)a, (1.2.1)

donde x es la media del proceso, B es el operador de retardo tal que By = y:—1, ¢(B) y

6(B) son los polinomios
¢(B)=1—¢1B—pyB* - — ¢, B”

9(B)=1—-0,B—6,B> — ... —,B°

y a, es una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas

(iid) que verifican E(a;) =0y E(a?) = o2

La ecuacién caracteristica del polinomio autorregresivo es
1 =B~ pyB*— .-« —@,B? = 0. (1.2.2)

r~1. Si estas raices estan fuera del circulo

y a sus rafces las denotara por ri', r7',..., "

unidad, || > 1¢=1,2,...,p, el proceso es estacionario (en sentido débil), mientras que
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si una o mas raices estan en el circulo unidad, |rj'1| = 1 el proceso es no estacionario.
Estas raices unitarias pueden ser +1, —1 o complejas con mddulo unidad. El interés en
series reales reside fundamentalmente en la presencia de raices +1. Tipicamente se dice
que una serie tiene una raiz unitaria, o que es I(1), cuando su polinomio autorregresivo

tiene una raiz de valor rj‘l = +1 y el resto estan fuera del circulo unidad.

En general, dadas las rafces r;t, r3%,..., r>1, el polinomio autorregresivo puede factori-

zZarse como

p(B) =1I(1 —r:B),

entonces si dicho proceso tiene d raices de valor +1 puede escribirse como
¢(B)(1 = B)!(ys — u) = 6(B)as
y se dice que y; sigue un modelo ARIMA(p — d,d, q). El proceso

z = (1~ B)d(yt — )

sera, entonces, estacionario (en sentido débil). Se denomina I(d) a un proceso no esta-

cionario que se convierte en estacionario, o I(0), al aplicarle d veces el operador diferencia

(1- B).

La importancia de las raices unitarias en series temporales proviene de sus implicaciones
en los tres aspectos siguientes

1. Relaciones de cointegracion

2. Prediccion

3. Modelizacion

A continuacién se comentara brevemente estos aspectos.
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1.2.2 Raices unitarias y cointegracién

Un vector de series Y; de dimensién (k x 1), donde cada serie es I(1), se dice que estd
cointegrado si existe alguna combinacion lineal a'Y; que es estacionaria (I(0)). La com-
binacién a'Y; recibe el nombre de relaciéon de cointegracién y su existencia implica que

entre dichas series existe una relacion de equilibrio en el largo plazo.

El concepto de cointegracién aparece por primera vez en Box & Tiao (1977) y fue desa-
rrollado posteriormente por Granger (1981,1986) y Engle & Granger (1987). Estimar una
relacién de cointegracion entre variables econdémicas permite contrastar empiricamente la
teoria econémica sobre su equilibrio a largo plazo. Se ha de resaltar que este equilibrio

entre variables econémicas es compatible con discrepancias en su evolucién a corto plazo.

La figura 1.1 muestra un ejemplo de dos series cointegradas obtenidas mediante simula-

cién. Estas series tienen la siguiente relacién

Ty = Tyoy+ a1 — 0.5a14-1

ye = 0.7z, 4 azs — 0.8ag4-1.

Puede apreciarse que individualmente no son estacionarias pero siguen sendas paralelas.
Entre ambas series pueden existir diferencias puntuales, pero en el largo plazo existe un

equilibrio entre las mismas.

Detectar relaciones de cointegracion es, por tanto, de indudable interés y es un problema
intimamente ligado al de deteccidén de raices unitarias. Siguiendo la definicién expresada
anteriormente, la hipdtesis de que no existe una relacién de cointegraciéon es equivalente

a la hipdtesis de que la combinacién lineal a'Y; si contiene una raiz unitaria.
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Figura 1.1: Dos series cointegradas

1.2.3 Raices unitarias y prediccién

La existencia de una raiz unitaria tiene importantes implicaciones sobre las predicciones
en el largo plazo. Sea y; la serie temporal observada que sigue el modelo ARMA(p,q)
(1.2.1). La prediccién que minimiza el error cuadrético medio de prediccién (ECMP)
es su esperanza condicionada a la informacién hasta ¢ = T. Si se denomina fr4; =

E(yr+ilyr, yr-1,-..) ¥ @14i = E(ar4ilyr, yr-1,...) la prediccién jrip serd
Iren = p+ 10T 4h-1 + * + CpliTrh—p + r4h — O1G74n-1 — -+ — OgdTyhy

Como é74h—; = 0 para ¢ > h es bien conocido que las predicciones, después de ¢ periodos,

s6lo dependen de la parte autorregresiva y por tanto satisfacen la ecuacién en diferencias

@(B)(r4; — 1) =0 j > ¢
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donde B actia sobre j. La solucién de esta ecuacion, si el origen es t = T' y las raices de

la ecuacién caracteristica v, i = 1,2,..., p son distintas es
i7h = p+ Airl + Agrh 4+ Aprt 1.2.3)
yT+h""ﬂ+ 1T1+ 27'2+‘+ pTps ()
donde los parametros A; son constantes que se determinan con las condiciones inicia les

La expresion (1.2.3) revela que, si todas las raices estan fuera del circulo unidad (|r;| < 1),

la prediccién tiende al valor medio
lim grip = p
h—o0
mientras que si una raiz i-ésima es unitaria
Ca (T)
Jim gy = p+ A
e ]

Como A; depende de las condiciones iniciales yr, yr_y,... dicha prediccion cambia con
el origen de prediccién. De esta forma un proceso estacionario presenta una inercia a
retornar a la media mientras que en presencia de una raiz unitaria la predicciéon depende

del origen seleccionado.

Una forma equivalente de observar esta diferencia en el comportamiento del largo plazo es
a través de la persistencia de las innovaciones a;. Si reescribimos el proceso ARMA(p, q)

en forma de polinomio de medias méviles

(Yr+n — 1) = Y(B)arin = arsn + Yr074n-1 + P2074n-2 + -+ (1.2.4)

puede observarse cémo la observacién yr.p, es el resultado de la accién de las innovaciones

pasadas, ponderadas por los pesos ;. La influencia de la innovaciéon ar en yry, viene
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determinada por el coeficiente ;. Los pesos t; pueden relacionarse con los pardmetros

del modelo mediante la igualacién de términos de igual potencia en
11— B—--—,BY1+¢B+--)=(1-6B—----0,B7). |

Se observa que, para j > max(p, q), los pesos t; cumplen también la ecuacion en diferen- |

cias i

cuya solucién es

¥ = Curd + Car + -+ + Gy, (1.2) 1

La expresién (1.2.5) revela que si el proceso es estacionario los pesos t; decaen exponen-

cialmente y por tanto
lim ’l,[)h = 0.
h—o00
Por tanto la innovacién ag tiene un efecto cada vez menor en las observaciones futuras

hasta que éste acaba siendo nulo. El efecto de las innovaciones es pues transitorio. Sin

embargo si existe una raiz unitaria
lim 4, = Cy #0,
h—o0

y cada innovacién produce una modificacién permanente en la trayectoria de la serie.

La figura 1.2 ilustra esta idea mostrando los pesos %, del proceso con raiz unitaria
(1-04B)(1 = B)y: = (1+0.4B)a;

\
|
y los del proceso estacionario |

(1 - 0.4B)(1 — 0.6B)y, = (1 + 0.4B)a;.
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COEFICIENTES PSI_- RAIZ UNITARIA
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Figura 1.2: Coeficientes ¢ de un proceso con raiz unitaria y estacionario

Comparando ambas figuras se aprecia que en el proceso con raiz unitaria las innovaciones
tienen una influencia permanente en cualquier observacién futura mientras que en un pro-

ceso estacionario esta influencia decae exponencialmente.

La influencia de las raices unitarias en el largo plazo puede también observarse en la
incertidumbre de las predicciones. En los procesos estacionarios el ECMP crece con el
horizonte de prediccién hasta que se alcanza una cota, a partir de dicha cota el ECMP
permanece constante. En los procesos con una raiz unitaria el ECMP crece siempre de

manera mondtona y tiende a infinito con el horizonte de prediccién.
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Es bien conocido que el ECMP de un proceso ARMA puede escribirse en funcién de los

pesos ; de la siguiente forma
h=1
ECMP (§¢4n) = o Z %2,
j=0

donde, como se mostré en (1.2.5), los coeficientes 1); siguen, después de ciertos valores
iniciales, la misma ecuacién en diferencias que las raices del polinomio caracteristico auto-
rregresivo. Por tanto, si el proceso es estacionario estos pesos tienden a cero, de manera
que el ECMPtendré4 un crecimiento acotado. Si el proceso es un MA(q) puro dicha cota
serad alcanzada después de ¢, periodos mientras que si tiene parte autorregresiva dicho

limite superior se alcanzard gradualmente. Ademds puede comprobarse que

,}Lfglo ECMP(§e41r) = VAR(yy).

Sin embargo, si el proceso contiene una raiz unitaria los coeficientes 3; tienden a una
constante no nula, que dependerd de los parametros del modelo. Por tanto, a partir de
cierto horizonte

ECMP(QH_h) = ECMP(gt_*.(h_l)) + 0'2012

y el ECMPtendré un crecimiento lineal. La figura 1.3 muestra distintas curvas del ECMP
tedrico de un AR(1) para distintos valores de su raiz. La diagonal representa el caso de
raiz unitaria, donde se verifica que ECMP(§;45) = oh. Las restantes curvas son, de

arriba a abajo los casos de ¢ = 0.9 y 0.7 respectivamente.

1.2.4 Raices unitarias y modelizacién

La modelizacién de una serie temporal con raiz unitaria se realiza habitualmente diferen-

ciando la serie. Diferenciar consiste en aplicar el operador diferencia (1 — B) a una serie
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ECMP teoricos de varios procesos
10 T T T T T T T T

ECMP

Horizonte

Figura 1.3: Curvas tedricas de ECMP. De abajo a arriba: ¢ = 1, 0o =09y ¢ =0.7.

temporal. Si dicha serie temporal es no estacionaria homogénea la serie resultante sera
estacionaria. Conseguir esta representacion estacionaria ofrece ventajas en los tres puntos
siguientes:

1. Identificacién

2. Estimacion

3. Eficiencia en prediccion
Es muy frecuente la utilizacién de los correlogramas muestrales para identificar el modelo
ARMA que sigue la serie. Sin embargo, cuando la serie contiene una raiz unitaria ésta
domina la informacién que puede obtenerse de dichos correlogramas, siendo de escasa
informacién sobre el resto de las raices. Por tanto, en presencia de una raiz unitaria,

un correlograma de la serie diferenciada proporciona una indicacién mas clara sobre la
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estructura del proceso.

| En la estimacién, la incorporacién de la informacion de la raiz unitaria mediante la di-
ferenciacién tiene dos ventajas. En primer lugar permite utilizar métodos de estimacién
que sblo son aplicables a series estacionarias. En segundo lugar se consigue una mayor
eficiencia en la estimacién del resto de los parametros, debido a que diferenciar equivale

a imponer una restriccion cierta.

Esta misma idea de buscar eficiencia mediante el uso 6ptimo de la informacién puede
extenderse al caso de prediccién. Por tanto, si existen raices unitarias, es mas eficiente
construir un predictor que incorpore ésta informacion que otro predictor que estime todos

sus parametros.




Capitulo 2

Sobrediferenciacion de procesos autorregresivos casi

no estacionarios

2.1 Introduccién

En este capitulo se investigan las consecuencias en la estimacion y en la prediccion de
sobrediferenciar un proceso AR(p + 1) estacionario que tiene una raiz préxima al circulo

unitario.

La diferenciacién, como ya se menciond en el anterior capitulo, se utiliza normalmente para
transformar una serie temporal no estacionaria homogénea en un proceso estacionario.
Dicho proceso estacionario puede ser modelizado como un modelo ARMA(p, ¢). Se con-
sidera, entonces, que la serie original sigue un proceso ARIMA(p,d,q). El valor d es el
numero de veces que ha sido necesario diferenciar para hacer la serie estacionaria y es
igual al nimero de raices unitarias de la ecuacién caracteristica. Cuando la ecuacién
caracteristica de un proceso autorregresivo estacionario tiene una raiz muy préxima a la
unidad se dice que dicho proceso es casi no estacionario (near nonstationary) o casi inte-
grado (near integrated). Dada una muestra moderada de este proceso sera muy probable

concluir, dada la baja potencia de los contrastes de raices unitarias en estos casos, que el

21
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proceso es no estacionario. Por tanto, se aplicara el operador diferencia cuando realmente

la serie es estacionara. A la serie asi diferenciada se le denominara sobrediferenciada.

Desde los trabajos de Fuller (1976) y Dickey & Fuller (1979) ha habido una extensa
literatura sobre deteccién de raices unitarias en polinomios autorregresivos. Asimismo,
recientemente se ha prestado mucha atencion a los contrastes de ral'.ces unitarias en el
polinomio de medias méviles (Tanaka 1990, Saikkonen & Luukkonen 1993, Tsay 1993).

Sin embargo se ha escrito muy poco sobre las consecuencias de una deteccién incorrecta.

Las curvas de potencia de los contrastes de raices unitarias indican que un proceso casi no
estacionario serd considerado no estacionario, y por tanto sera sobrediferenciado, en un
porcentaje muy alto de ocasiones. El contraste mas popular y mas utilizado en la practica
es debido a Dickey & Fuller (1979) y estd basado en el estadistico pivote de regresién.

Dicho contraste tiene una potencia de 0.10 para una alternativa de p = 0.95 y un tamafo

muestral de 7' = 100 e la misma potencia con p = 0.90 y T' = 50. Por tanto, si en dichas
situaciones se sobrediferencia en el 90% de las ocasiones, resulta de interés conocer las
| consecuencias de dicha decision incorrecta. Trabajos previos sobre las consecuencias de
la sobrediferenciacién se encuentran en Plosser & Schwert (1977, 1978'), Harvey (1981) y
Campbell & Perron (1991). Plosser & Schwert (1977) examinan, mediante simulacién por
Monte Carlo, el efecto de la sobrediferenciacion en dos situaciones: procesos con tendencia
lineal determinista y modelos de regresion estocasticos. Estos autores concluyen que, en
estas situaciones, la pérdida de eficiencia tanto en la estimacién de los parametros como en
la prediccién no es importante si se incluye un término MA(1) en el modelo. Harvey (1981)
propone un predictor para muestras finitas, basado en el filtro de Kalman, que es util para
la obtencién de predicciones 6ptimas en procesos sobrediferenciados. Este autor concluye

igualmente que la sobrediferenciacién no afecta gravemente a las predicciones si se incluye

-
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un parametro MA y se usa el predictor propuesto. Campbell & Perron (1991) realizan un
ejercicio de simulacién en el que comparan el ECMP de un predictor estimado en niveles
con el de un predictor estimado en diferencias en un proceso ARMA(1,1) estacionario.
Ambos predictores se construyen mediante el ajuste de un modelo autorregresivo. El
orden del polinomio autorregresivo se selecciona de manera que todos los retardos sean
significativos (usando la teoria asintética normal estandar). Estos autores encuentran que
el predictor sobrediferenciado obtiene menor ECMP si el proceso se encuentra préximo
a la no estacionariedad. El resultado de Campbell & Perron (199.1) puede considerarse

como un antecedente empirico del resultado que se demuestra en este capitulo.

Las consecuencias de los errores de especificacién en el ECMP ha recibido mucho in-
terés en la literatura (Berk 1974, Bhansali 1978, 1981, Davies & Newbold 1980, Tanaka
& Maekawa 1984, Kunitomo & Yamamoto 1985 entre otros). Kunitomo & Yamamoto
(1985) investigan las consecuencias en el ECMP de estimar un modelo autorregresivo de
orden p a un proceso autorregresivo de orden m (m puede ser infinito). A diferencia del
enfoque que se aplica en este capitulo, los trabajos de los autores arriba mencionados
suponen que tanto el modelo correcto como el modelo mal especificado tienen el mismo

orden de integracion.

En este capitulo se asume que una raiz del polinomio autorregresivo esta cercana a la
unidad y que, por tanto, el modelo sobrediferenciado es ARIMA(p,1,0), sin compo-
nente de medias méviles. Se analizara las propiedades de los estimadores de este modelo
ARIMA(p, 1,0) y se comparara su ECMP respecto al modelo correctamente especificado
AR(p + 1). Se demuestra que el ECMP del modelo sobrediferenciado ARIMA(p, 1,0) es
menor que el ECMP del modelo correcto AR(p + 1) si la rafz més préxima a la unidad

verifica p = exp(—c/T*?); B > 1. La causa de esta ventaja se encuentra en la mayor
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parsimonia de la representaciéon ARIMA(p,1,0).

Por otra parte, es conocido que cuando el proceso tiene una raiz unitaria se consiguen
predicciones mds eficientes si se aplica el operador diferencia. Por tanto el resultado que
se demuestra en este capitulo se complementa con este resultado clasico. De esta forma
tanto si se tiene raiz unitaria como si se estd proximo a ella diferenciar lleva a mejorar las

predicciones.

Algunas consecuencias que se extraen de los resultados de este capitulo son:

1. A efectos de prediccién es mejor sobrediferenciar que infradiferenciar.

2. La baja potencia de los contrastes de raices unitarias no es tan importante en

prediccién como lo es en la identificacién del modelo correcto.

3. La superioridad del predictor sobrediferenciado puede ser pequeiia en el corto plazo,

pero se incrementa con el horizonte de prediccion.

4. Seleccionar modelos por su comportamiento predictivo puede llevar a elegir un mo-

delo estacionario en lugar del modelo no estacionario real.

La estructura de este capitulo es la siguiente. La seccién 2.2 introduce el modelo y la
notacién . Las consecuencias de la sobrediferenciacion en la estimacion se analizan en
la seccién 2.3 y las consecuencias en el ECMP en la seccién 2.4. La secciéon 2.5 com-
para el ECMP del predictor correctamente especificado y el predictor sobrediferenciado
y demuestra la ventaja del predictor sobrediferenciado. La seccién 2.6 estudia el caso
en que los datos se generan con un AR(1) y se utiliza el paseo aleatorio como predictor
alternativo. En la seccién 2.7 se realiza un ejercicio de simulacién que apoya e ilustra los

resultados tedricos.




2.2. Modelo y notacién 25

2.2 Modelo y notacion

Sea {y:} una serie temporal discreta que sigue el siguiente modelo estacionario AR(p+1)
@(B)y: = a + ay, (2.2.1)

donde B es el operador de retardo; o(B) = (1—- Y24 »;B') es un polinomio en el operador

de retardo tal que ¢(B) = 0 con todas sus raices fuera del circulo unidad. Esta condicién

es equivalente a decir que las raices del polinomio

1
P P = = =0

estan dentro del circulo unidad. El término a; es una secuencia de variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas (iid) de media cero y varianza o2. Sobre los

momentos de orden superior de a; se realiza la siguiente hipdtesis

Al. Para algin so > 2, F{|a;|*} < oo.

Se denota por p~! a la raiz de ¢p(B) = 0 mas préxima al circulo unidad. El polinomio
autorregresivo puede factorizarse como ¢(B) = ¢(B)(1—pB), donde ¢(B) = 1-35_, ¢; B’

Yy @i = ¢i — pdi—1, con ¢g = —1 y ¢p41 = 0. Por conveniencia se expresara este modelo

en forma de un vector autorregresivo de primer orden de la siguiente manera
Yt = Aaift_l + Ut,p+2a (222)

con Yy = (Yty ooy Yt—ps 1)y Usps2 = (a4,0,...,0), donde el subindice (p + 2) indica la di-
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mension del vector y

Y1 P2 Pp Ppy1 &

1 0 .-« 0 0 0

o 1 --- 0 0 0
A, =

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

Entonces y; = e} ,,Y; con epp9 = (1,0,...,0)". Se denota por I'y = E(VY)) y v, =
E(Y:y:41). Este proceso admite una representacién en desviaciones respecto a la media

de la siguiente forma

Y; =AYt + Ui, (2.2.3)

donde Vi = (§it, Jemt, oo Bitp)> §t = ye — 13 = E(ye) = p(1)ey y

Y1 Y2 o Pp Ppl

1 0 --- 0 0
A, = o 1 --- 0 0

0 0 1 0

Se denota igualmente I'; = E(Y/}f/t' ). Si se aplica el operador diferencia a la serie Y; se

obtiene w; = (1 — B)y;, que seguira el modelo
#(B)(1 — pB)w; = (1 — B)ay, (2.2.4)

que es no invertible. Este proceso w; admite también una representaciéon en forma de

proceso vectorial autorregresivo de primer orden (Litkepohl 1991, p. 223)

Zt = A1Zt_1 + Ut*:p+1? (225)
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con Z; = (Wt,v at) W, = (wta awt—p),’ U;:p-{—-l = (a'ta 0,...,0, at),, y

Y1 P2 o Pp Ppr1 —1

1 0 --- 0 0 0

0 1 -~ 0 0 0
Al =

0 O 1 0 0

0 0 0 0 0 |

con w; = e;,HZt. Sea I'y, = E(W,W)) y' 7w = E(Wiwi41). En la presente exposicién se
emplears el simbolo 6 para hacer referencia a estimaciones procedentes de una muestra
del proceso sobrediferenciado {w;} y el simbolo 6 para estimaciones en una muestra del
proceso original {y;}. Las estimaciones del presente capitulo se realizan por el método
de minimos cuadrados. El estimador de los pardmetros del modelo AR(p + 1), ¢ =

(15 s Ppa1, @)’ utilizando una muestra de tamafio T del proceso original (2.2.1) es

p =174, (2.2.6)

donde I’y = (T—p-1)t YL YY), %, = (T —p—1)"' £541 Yiyi+1- Andlogamente el
estimador de los pardmetros ¢ = (¢, ..., qﬁ,,)’ del modelo incorrecto AR(p) en una muestra

de tamafio T — 1 (t = 2,3, ..., T) del proceso sobrediferenciado (2.2.4) es

A

¢ =121, (2.2.7)

donde [, = (T—p-1)71 e p_HWW’ Ao = (T—p—1)""1 i p+1WU)J+1 Se anadiran,

ademas, las siguientes hipétesis:

A2. E{||IT; 1%} (k= 1,2, ..., ko) estd acotada para T' > Tp y algin ko.
A3. E{|ITZ|%*} (k= 1,2, ..., ko) estd ecotada para T' > Ty y algin ko.
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Estas hipotesis A2 y A3 son similares a la hipétesis A3 de Kunitomo & Yamamoto (1985)

y ambas se cumplen si a; es normal.

2.3 Sobrediferenciacién de procesos autorregresivos casi no

estacionarios

2.3.1 Consideraciones generales

En esta seccién se analizan las propiedades del estimador (}5 = f;“yw del modelo mal
especificado ARIMA(p,1,0) cuando el proceso es casi no estacionario. En general, una
serie temporal se dice que que es casi no estacionaria si, siendo estacionaria, tiene una raiz
muy préxima a la unidad, de forma que puede confundirse con un proceso no estacionario.
Esta confusién entre ambas modelizaciones alternativas tiene una clara vinculacién con
el tamano de la muestra que se posee. A mayor tamafo muestral mas préxima debe
estar dicha raiz de la unidad para que dicha confusién se produzca. Anéalogamente, con
menores tamafos muestrales serda mas facil confundir un proceso estacionario con otro
que no lo sea. Esta idea de proximidad a la unidad dependiente del tamafio muestral ha

sido formalizada en la literatura mediante la reparametrizacién de dicha raiz p~' como

(Phillips 1987)

p = exp (———Ic:) =1- % +o(T71), (2.3.1)

donde ¢ es una constante fija y T es el tamafio muestral. La limitacién de (2.3.1) para
la presente exposicién es que el ratio de convergencia a la unidad se fija en O(T1).
La razén de esta definicién es que dicho ratio es el orden de consistencia del estimador
minimo cuadréatico. Sin embargo en este capitulo serd necesario emplear una definicién

mds general para p mediante

p = exp <—TC—5> , (2.3.2)
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con ¢, B constantes fijas. Se limitard el estudio al caso ¢ > 0, por lo que se supone que
la raiz mas préxima a la unidad se encuentra fuera del circulo unidad y se aproxima a él

con el ratio de convergencia O(T%).

Sea m(B)w; = a; la representacién autorregresiva del proceso sobrediferenciado (2.2.4).
Los coeficientes de 7(B) seguirian la siguiente expresién

po— ) BH DO -Tigg) i j<p 233)

(-DA-Stad)  ii>p

Si p verifica (2.3.2) con S suficientemente grande, el término (p—1) serd pequetio (O(T7))
comparado con la variabilidad muestral de los correlogramas estimados (el error estandar
de los coeficientes de autocorrelacién estimados es O(T~%)). Por tanto, aunque el proceso
sobrediferenciado w; sea no invertible, un correlograma medio de w; sugerira la estimacién
de un AR(p). La figura 2.1 muestra el resultado de un ejercicio de simulacién que ilustra
este punto. En cada replicacion de la simulacion se han estimado la funcién de autoco-
rrelacién simple (fas) y parcial (fap) tanto de la serie original como de la diferencia para
un tamano muestral 7' = 100. El modelo simulado es (1 — 0.5B)(1 — 0.95B)y; = 10 + a;
donde a; es un proceso iid que sigue a; ~ N(0,1). El grafico es el resultado de promediar

los correlogramas de 5000 replicaciones. Esta figura muestra que las modelizaciones mas

plausibles son un AR(2) o un ARIMA(1,1,0).

El ajuste de un AR(p) en lugar de un ARMA(p + 1,1) es equivalente a realizar un trun-
camiento de un autorregresivo de orden infinito con coeficientes (2.3.3). Berk (1974) y
Banshali (1978) analizaron las consecuencias de truncar un polinomio autorregresivo de
orden no necesariamente finito cuando el proceso es tanto invertible como estacionario.

Estos autores encuentran el orden del truncamiento que permite ignorar el sesgo de dicha
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Figura 2.1: Correlogramas estimados del modelo (1 — 0.5B)(1 — 0.95B)y; = 10 + a;, a; iid con

distribucién N (0, 1), tamafio muestral 7' = 100. Promedio de 5000 replicaciones

simplificacion. En la presente situacion el proceso es no invertible y el truncamiento se

realiza en una posicién fija (p).

Se estudia entonces qué propiedades debe cumplir el

proceso para que el modelo propuesto sea estimado consistentemente y las predicciones

realizadas con el mismo sean eficientes.

La expresién (2.3.3) muestra también la influencia de las restantes raices. Si se denota

por ri*, i = 1,...,p a las raices del polinomio caracteristico ¢(B) = 0 entonces, ¢(B)
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IT5-1(1 = r;B). Para B =1 se puede escribir
p p
(1= ) =TI —r). | (2.3.4)
k=1 =1
Por tanto, aunque la diferencia entre 7; y ¢; depende principalmente de (1 — p) existe
también una influencia de las restantes raices. Valores negativos de r; aumentaran el valor

de 7;, j > p e incrementara el sesgo del truncamiento propuesto en j = p en muestras

pequenas.

2.3.2 Consistencia de los estimadores

Sea {wy,} el proceso limite de {w;} cuando T' — oo y por tanto p — 1. Este proceso

limite sigue un AR(p) puro cuya representaciéon markoviana es

Wip = ApWie1jp + Usp, (2.3.5)

1 b2 Pp1 P

1 0 0 0
Ap = 0 1 0 0 9

0 0 1 0

donde Wy, = (Wyjp, -.., We—pt1)p)’- Se tiene entonces, de (2.2.4)
w, = ¢7H(B)(1~-pB)7'(1 - B)as
= ¢ B) L= (L= p)(B+pB +)] a

= w2 i1~ s | (2.3.6)
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donde t; ; j = 0,1,... son los coeficientes de ¢~'(B), y (1 — pB)z = a;. Se deno-
tard I'y)p = E(mtpwtllp) Yolp = E(Wypwit1)p). Se definen también las autocovarianzas

muestrales como

Lyp=(T—p—1)" Z WipWi,

J=p+1

Huwlp = (T-p-1)" Z Wipwj+1)p-

J=p+1
Se necesita también la siguiente hipétesis:

A3 E{|TZLI1%*} (k = 1,2, ..., ko) estd acotada para T > T y algin ko.

wlp

Como los elementos de I, v 4, son autocovarianzas muestrales se obtiene que

[, = Tup+0u(rs),

A

Fo = Aulp + Op(r)-

donde r; = 3°32, ¥;(1 —p)zi-1—;. La magnitud del término de error r; queda determinada

en el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea {w;} una serie temporal generada por (2.2.4) y sea wi,...,wr una

muestra de este proceso. Sea p~! la mayor raiz de su polinomio caracteristico que verifica

p = exp (—%) ; B> 1. (2.3.7)
Entonces,
we = Wypp + 0p(T77) (2.3.8)
y
P = Dup+o0,(T77), (2.3.9)
B = Aup+0p(T7H). (2.3.10)

Ademds, si 8 =1, el orden de probabilidad en (2.3.8), (2.8.9) y (2.3.10) es 0,(T~%).
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Demostracion: Al verificarse

E(22) = ;=0(1-pH7), (2.3.11)

L—p

entonces, por la desigualdad de Chebyshev, z, = O, ((1 - p"’)"%‘). Por tanto, como w; es

estacionario,

0,(r) = 0, (Hiﬂ ) . (2.3.12)

Aplicando que p = exp(—c/T?) =1 — ¢/T? + O(T~%9), se obtiene

1—p

— =0(T™"). 2.3.13

2= o) (2313)
Puesto que 8 > 1 se cumple el teorema. O

Aunque se ha impuesto la definicién de p de la expresidn (2.3.2) se verifica facilmente que
esta forma de p aparece de forma natural en el presente contexto. Sea T=* = (1—p)/(1+p).

Entonces,

Como T~# < 1
2 | & /-1y - _3g
P T E,(ﬁ) = el

El término O ((1 — p)(1 + p)~') en (2.3.12) no se ve afectado por el término constante de

la exponencial y por esta razon el numero 2 se reemplaza por c¢ en la definicién de p.

Corolario 2.1 Sean las condiciones del teorema 2.1, con 8 > 1. Entonces,

'AYw = 7w[p+0p(T_%)a
Iy = FW|p+Op(T_%)-
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Demostracion: Puesto que wy), es un proceso estacionario se verifica que 4|, = Yulp +

O,(T~%) . Si se aplica este resultado en el teorema 2.1 se cumple el resultado. ]

Puede probarse entonces la v/T-consistencia de ¢.

Teorema 2.2 Sean las condiciones del teorema 2.1 con 3 > 1. Entonces,

(2) = ‘;b + OP(T_%)'

Ver demostracion en apéndice A.2.

2.3.3 Sesgo y error cuadratico medio

Sea <§5|p el estimador minimo cuadréatico de ¢ obtenido en una muestra de un proceso
ARIMA(p, 1,0) que ha sido correctamente especificado. El sesgo y error cuadratico medio
(ECM) de este estimador han sido estudiados extensamente en la literatura y pueden ser
encontrados en los trabajos de Marriot & Pope (1954), Kendall (1954), Whitte (1961),
Shenton & Johnson (1965), Bhansali (1981), Hosoya & Taniguchi (1982), Tjgsteim &
Paulsen (1983), Tanaka (1984), Yamamoto & Kunitomo (1984), Kunitomo & Yamamoto
(1985) y Shaman & Stine (1988) entre otros. Puesto que las posibles diferencias entre los
estimadores (35 y éﬁlp dependen de la condicién de casi no estacionariedad se expresaran
sus diferencias en términos de p. Los siguientes teoremas formulan los momentos de
primer y segundo orden del estimador qi’), de un proceso AR(p + 1) casi no estacionario
sobrediferenciado, alrededor de los verdaderos pardmetros ¢ como los momentos de <}5|p

alrededor de ¢ mas un término de error que depende de p.

Teorema 2.3 Sean las hipdtesis A1, A2 (con s, =16), A3y A3’. Entonces,

E(—¢) = E(d, - $)+0 ([E—Z] ) . (2.3.14)
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La demostracién se encuentra en el apéndice A.2.

Como ((1 — p)(1 4 p)~1) = O(T~P) y puesto que E((fblp — @) = O(T™!) (ver, por ejemplo,
Bhansali 1981) se necesita de un valor de § > 2 para que ambos sesgos sean iguales hasta

términos de orden O(T~!), mientras que para tener v/T-consistencia sélo se necesitaba

B =1

Teorema 2.4 Sean las hipdtesis Al (con s, =16), A2, A3y A3’. Entonces,

E[($~ $)( - 8)] = El(&), ~ #)(d, — )] + 0 (m{ (%) Y, %;—Z})

Ver demostracion en apéndice A.2.

Se comprueba con este teorema que el ECM de ambos estimadores estdn més préximos
que los sesgos. Si p es tal que § > 1 ambas expresiones de ECM seran iguales hasta

términos de orden O(T1).

2.4 ECMP a horizonte H

En esta seccién se obtienen las expresiones del ECMP de predecir yrypy desde t = T.
Para poder comparar el ECMP del modelo AR(p+1) con el ECMP del modelo sobredife-
renciado AR(p, 1,0) es necesario expresar las predicciones del horizonte H (7.5 ¥ §745)
en términos de los incrementos estimados (w; y w; respectivamente). Para el modelo

AR(p + 1) los incrementos estimados son w; = §; — ;—,. Entonces,

H

Jr+H = YT + Y Wrth. (2.4.1)
h=1




2. Sobrediferenciacion de procesos autorregresivos casi no estacionarios 36

Por tanto,

PMSE(§rin) = EYrsnm — jr+m)°
| H H H
= Y PMSE(wrsn)+2) > El(wren — rgn)(wrpr — brys)] -

h=1 h=1 k=h+1
(2.4.2)

De la misma forma, para el modelo sobrediferenciado, el ECMP(g§r4x) puede ser expre-

sado como
H H H
ECMP(§rim) = Y ECMP(drys)+2> > E[(wren — @ren)(wrps — dris)]-
h=1 h=1 k=h+1

(2.4.3)

2.4.1 ECMP del predictor correcto AR(p+1)

Sea A, la estimacién minimo cuadratica de A, en la muestra y;, ya,..., ¥y, utilizando el

modelo correcto (2.2.2). El valor previsto 74y utilizando esta informacién es
iTirr = €,,,ATY; 2.4.4
YT+H = Cppo1y IT- ( e )

De acuerdo con los resultados de Kunitomo & Yamamoto (1985), el ECMP de predecir

yr+n desde T, utilizando este predictor estimado insesgado, es

H-1 N 0.2 H-1H-1 N :
ECMP(Jrom) = 0" ) (hsadatpia)’ + 77 Y Y (ehraAlepta)(€pyaAaepta)
h=0 h=0 k=0
xtraza (AH-17h, ALH-1ZRDOY) 4 O(T-%2), (2.4.5)

Sin embargo, para poder comparar el comportamiento predictivo de esta modelizacién
respecto a la del modelo sobrediferenciado ARIMA(p, 1,0) se necesita expresar el ECMP
en términos de la serie sobrediferenciada w; como se muestra en (2.4.2). Los incrementos

estimados wr,, como funcién de los coeficientes estimados A, son

Wrth = JT+h — UT+h-1 = €ppoAn " (Aa = Ipya) YT (2.4.6)
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donde I, es la matriz identidad de dimensién (p+2) x (p+2). El valor observado wyyp

es
/ h-1
Wr+h = 6p+2Aa (Aa - Ip+2)YT + Ly — Lo,
donde
h—1
— ! k
L, = Z ep+2AaUt+h—k1p+27
k=0
h—2 i h—1
/ ! k—1
Ly = Y epAUnn-1-kptz = ) piaAs Usthkpia-
k=0 k=1

El error de prediccién es, por tanto,

~

Wrh — WTeh = €hyo( AR — ARYr — €l (AR — ALTNYr — Ly + Ly (2.4.7)

El ECMP (wr4s) ¥ E[(Wrs+n — wrn)(Wr4k — wr4k)] se obtienen en el siguiente teorema

(ver demostracién en apéndice A.3).

Teorema 2.5 Sea w, el proceso (2.2.4) con pardmetro p = exp(—c/T?), y B > 1. Sean
las hipdtesis A2, A3, A3’y Al con sy = 32 cuando b = 1,2 y so = 16h cuando h > 3.
Entonces, el ECMP h periodos por delante usando el predictor estimado (2.4.6) es

h—1 2 h—1 h-1

’ ] g j
ECMP(bryn) = E(dbrin — wrsn)’ = o z;)(ep+2A{cp+2)2 tT 2% ]g(e;Aéez})(‘f;Aﬁ%)
J= 7=0 k=
X traza (Ah 1-ip, AR kI‘; ) +o(T™), (2.4.8)
y, para k > h,
= : +(k—h)
E[(r4n — wran)(rek — wrar)] = 07 ) (eppaAico2)(€ppa A Cpt2)
1=0
o2 k=1h-1 .
+— T DY) (ehAvey)(e, 1 Ale,) X traza (Ag“l"FyAZ'l_"I‘gl) +o(T™), (2.4.9)
n=0 =0

donde c,+1 = (1,0,...,0,1)".
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Los términos a la derecha de (2.4.8) y (2.4.9) tienen dos compone;ntés. La primera
parte es la varianza de los errores de predicciéon del proceso y la covarianza entre errores
de prediccién de diferentes horizontes, respectivamente, del proceso ARIMA(p + 1,1,1)
verdadero. La segunda parte es el error muestral debido a la estimacién de los p + 2
pardmetros . Los términos (e, Aye,); v = j,k,n,7, son aproximaciones a los términos
(€)42AV€ps2); v = J,k,n,i. Esta sustituciéon de términos, bajo las condiciones del teo-
rema 2.5, provoca un error de orden de magnitud reducido, o(7!), y permite la com-

paracién con las expresiones del ECMP del modelo sobrediferenciado.

2.4.2 ECMP del predictor sobrediferenciado ARIMA (p,1,0)

El predictor de wryp si se considera, errdneamente, que el proceso contiene una raiz

unitaria sera el que se deriva del modelo estimado ARIMA(p, 1,0), es ‘decir,
Wrin = e, AWy (2.4.10)

donde A, es el estimador minimo cuadratico de A,.

Se puede reescribir (2.4.10) como

Wryn = e, AMWr + el (Al — AWy
= B(wrnp|T) + €,(Ay — Ap)Wr

El verdadero valor wry, es, utilizando (2.2.5),

Wrph = €ppy At Z7 + Ly = E(wrgn|T) + Ly,

donde Ly = _0 €12 AU, _;. Por (2.3.6)
E(wrh|T) = BE(wrinp|T) = D i(l — p)er—1—j — Z% L= p)p" iz (2.4.11)
1=h—-1
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Por tanto, el error de prediccién h periodos por delante del predictor (2.4.12) es

(wT+h — 12}T+h) = Lh — 6;(121; — AZ)WT
00 h—2
— > (1= p)eraasj— 3 (1 —p)p" Uz (24.12)
J=h-1 Jj=0

El siguiente teorema prdporciona una aproximacién hasta orden o(T~!) del ECMP de este

predictor (ver demostracién en el apéndice A.3).

Teorema 2.6 Sea w; el proceso (2.2.4) con pardmetro p = exp(—c/T?), y B > 1. Sean
las hipdtesis A2, A3, A3’y Al con so = 32 cuando h = 1,2 y sg = 16h cuando h > 3.
Entonces, el ECMP de predecir h peric;dos utilizando el predictor (2.4.10) es

o2 h=1h=1
ECMP(’lfJT+h) E(wT+h — wT+h = 2 Z p+2AkCP+2 4+ — Z;) kZ:O € AJ 6 A];GP)
iz
X traza (Ah 1- JFu,pA'h - kaIp) + o(T™1), (2.4.13)
y, para k > h,
h-1 . )
E[(@r4h — wr+n)(drk — wrr)] = o Z(CL+2A11079+2)( p+2A Cp+2)
=0
o2 k=1h-1 '
+ Z > (e Ave) (e, r A vep) X traza (Ah 1= 2I‘w|pAk YT pp” > +o(T7), (2.4.14)
n=0 =0

donde cpy2 = (1,0,...,0,1)".

Como se menciond en la anterior subseccidn, los términos a la derecha de (2.4.13) y (2.4.14)
tienen dos componentes. El primero de ellos, la varianza de los errores de prediccién y
sus covarianzas entre distintos horizontes del proceso verdadero ARIMA(p + 1,1,1), es
el mismo que en el teorema 2.5. El segundo componente es el error muestral debido a
la estimacién de los p parametros q?>, en contraste con los p + 2 pardmetros del modelo
ARIMA(p+1,1,1). Nétese que estos segundos componentes, en ambos predictores alter-

nativos, difieren sélo en los elementos contenidos en el operador traza.
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2.5 Comparacion de la capacidad predictiva

En esta seccion se comparan los ECMP de ambos predictores, calculados en la seccion
anterior. Esta comparacién permite demostrar que, bajo la hipétesis de casi no esta-
cionariedad formulada en (2.3.7), sobrediferenciar produce menor ECMP. Al comparar
las expresiones que proporcionan los teoremas 2.5 y 2.6 puede observarse que la unica
diferencia entre el ECMP(y74x) v €l ECMP(§741) se encuentra en los elementos con-
tenidos en las respectivas trazas. Estas trazas pueden compararse aplicéndo los resultados
de dos lemas. El lema 2.1 compara las trazas de procesos con y sin término constante. El
lema 2.2 compara las trazas de un préceso casi no estacionario sin término constante y
la de un proceso sobrediferenciado. Las demostraciones de estos lemas puede encontrarse

en el apéndice A.4.
Lema 2.1 Sea y; el proceso (2.2.1) con o # 0. Entonces,

traza (AiFyA’ajI‘gl) =1+ traza (AZI‘@A?F;) . (2.5.1)
Lema 2.2 Sea y; el proceso (2.2.1) con pardmetro p = exp(—c/T?); B > 1. Entonces,

traza(AiFgA;ngl) = p'* 4+ traza (A;FMPA;;F—I) +o(T™). (2.5.2)

wlp

Puede ahora demostrarse la ventaja de sobrediferenciar cuando el proceso es casi no

estacionario.

Teorema 2.7 Sea y; el proceso (2.2.1) y sean las condiciones de los teoremas 2.5 y 2.6.
Entonces, para H > 1,
ECMP(jr+n) < ECMP(yr+n)- (2.5.3)

Demostracion: Mediante la aplicacién directa de los lemas 2.1 y 2.2 a las diferencias entre

(2.4.8) y (2.4.13) y entre (2.4.14) y (2.4.9) se obtiene (véase (2.4.2) y (2.4.3))
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2

a
ECMP(@T.{_H) ECMP(yT+H T (
h= h=1 j=0

-

.
I
(=]

H h-1 \? 2 (H h-1 2
> %) (ZZW’L 1‘]) >0, (2.5.4)

donde o; = (e, Ale,), j = 1,..., H . 0

La expresién (2.5.4) muestra que la ventaja del modelo sobrediferenciado puede descom-
ponerse en dos partes. La primera parte, el primer término a la derecha de (2.5.4) es el
resultado de aplicar el lema 2.1 y por tanto es la diferencia procedente de la estimacién
del término constante « en el modelo AR(p + 1). La segunda parte es el resultado de
aplicar el lema 2.2 y por tanto procede de la estimacién de un parametro adicional, en
el polinomio autorregresivo, en el modelo AR(p 4 1) respecto al modelo ARIMA(p, 1,0).
Por tanto, el superior comportamiento predictivo del modelo ARIMA(p, 1,0) es debido a

su mayor parsimonia.

La diferencia (2.5.4) aumenta mondtonamente con el horizonte de prediccion. Para H =1
la diferencia es 202/T si el modelo contiene el término o # 0, y 0/T si @ = 0 y no se
estima término constante. Este resultado es similar al obtenido por Ledolter & Abra-
ham (1981) al analizar la pérdida de eficiencia en prediccién por utilizar mas pardametros
de los necesarios. Estos autores demuestran que cada parametro innecesario incrementa
el ECMP a un periodo en ¢2/T. En el presente contexto esto es equivalente a decir
que tanto a como p son innecesarios y por tanto existe una pérdida de eficiencia (que
tiende a cero asintéticamente) si se utiliza el modelo con todos los pardmetros AR(p+1).

Para H > 1 la pérdida de eficiencia aumenta en una cantidad que depende de los pesos ;.

Anslogamente, si 8 < 1 el modelo sobrediferenciado tiene peor comportamiento predictivo

que el verdadero modelo, como se demuestra en el siguiente teorema.
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Teorema 2.8 Sea y; el proceso definido en (2.2.1). Sean las condiciones del teorema 2.1

con B < 1. Entonces, para h > 0,
ECMP(§T+H) > ECMP(:()T+H). (255)

Ver demostracién en el apéndice A.4.

2.6 Sobrediferenciacién de procesos AR(1)

Aunque los resultados de la anterior seccién son aplicables para un proceso autoregresivo
de orden p + 1 genérico resulta de interés analizar el caso AR(1). Una razén es que la
formulaciéon del ECMP es mas simple y muchas de las aproximaciones asintéticas que
se hicieron en la seccién anterior no seran necesarias. Esto permitird encontrar nuevos
resultados. Una segunda razén es que no existen mas raices que puedan influir en el
resultado. La seccién anterior mostraba que raices negativas aumentaban la distancia
entre el modelo propuesto y el correcto mientras que las raices positivas disminufan dicha
distancia. En el caso de un AR(1) no existen dichas raices y los resultados obtenidos

pueden considerarse como una referencia neutra. En esta seccidén se analizaran los casos

AR(1) de media nula (AR(1)) y media no nula (AR(1,x)).

2.6.1 El caso AR(1)
Sea y;, t = 1,2,...,T, una muestra del proceso estacionario
Yyt = ¢y-1ta; ,4 <1, (2.6.1)

y sea ¢ el estimador minimo cuadratico de ¢. La esperanza condicionada de yryp, uti-

lizando informacién hasta T es §r4m = ¢7yr, y el ECMP es (véase (2.4.4))
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_ 2H 2 (2H-2 ,
ECMP(yT+H|AR(1)) = o? [11 _¢¢2 + H ¢T ] + O(T_7). (2.6.2)

El predictor sobrediferenciado en este caso es el paseo aleatorio (PA). Entonces, la prediccién

de yryp desde T es §yrig = yr y por tanto

_ oH _HY\2
ECMP@ﬂﬂﬂm):a2Ci_22+(ﬂ_zg). (2.6.3)

Comparando (2.6.2) con (2.6.3) se verifica que, si se cumple la desigualdad
H2¢2(H_l) (1 _ ¢H)2
7 T g .> 0, (2.6.4)
entonces, ECMP(yr,.g|AR(1)) > ECMP (yr+u|PA). La tabla 2.1 muestra la relacién en-

tre ¢, T y H que hacen que se cumpla la desigualdad (2.6.4). Esta tabla muestra que al
aumentar el horizonte de prediccién resulta cada vez mas dificil superar al modelo AR(1)
correcto, es decir, es necesario que ¢ esté mas cerca de uno para que sobrediferenciar pro-
porcione menor ECMP. Sin embargo, esta variacién con el horizonte H es muy pequeiia.

Para analizar mejor este efecto puede observarse que, para H = 1, aplicando (2.6.4)

1

1-¢

y por tanto

2 2
¢>1— Tl =P (_T) +O(T7%). (2.6.6)

Este resultado muestra que la convergencia a la unidad con el tamafio muestral ha de ser

O(T™1). Aplicando este resultado en la expansién de Taylor de ¢ alrededor de la unidad

se obtiene

¢ =1-H(1—¢)+0(T™). (2.6.7)
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Tabla 2.1: Minimos valores de ¢ para obtener ECMP(yr+m|AR(1)) >

ECMP(yr1+u|PA)

Horizonte H
T 1 2 3 4‘ 5 10 15 20
25| 0.923 0.929 0.933 0.937 0.940 0.951 0.958 0.963
50 | 0.961 0.962 0.964 0.965 0.966 0.970 0.973 0.976
751 0.974 0974 0.975 0976 0.976 0.978 0.980 0.982
100 | 0.980 0.981 0.981, 0.981 0.982 0.983 0.984 0.985
150 | 0.987 0.987 0.987 0.987 0.987 0.988 0.989 0.989
200 | 0.990 0.990 0.990 0.990 0.990 0.991 0.991 0.992.
300 | 0.993 0.993 0.993 0.994 0994 0.994 0.994 0.994
500 | 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996 0.996

Si se denomina ¢(H) al minimo valor de ¢ necesario para que se verifique la desigualdad

(2.6.4) en el horizonte H se obtiene

2 2
T+1+4(H-1) T+ 4(H-1)

Por ejemplo, si ¢ = 0.97 y T = 50 el paseo aleatorio tendrd menos ECMP que el AR(1)

¢(H)=1- +O(T™?) = exp ( ) +0(T™%). (2.6.8)

hasta H = 10. Desde este horizonte en adelante el PA tiene ligeramente mayor ECMP que
el modelo correcto. Se verifica facilmente que ¢(H)—¢(1) = O(HT?)y ¢(H+1)—¢(H) =
O(T~?). Por tanto, la dependencia de ¢(H) con el horizonte de prediccién es de magnitud

O(T~?) y sélamente es apreciable en muestras pequefias y horizontes muy alejados.

2.6.2 El caso AR(1,u)

Sea y;, t = 1,2,...,T, una muestra del proceso estacionario
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Yy =« + ¢yt—1 + ay a¢ < 1’ (269)

y sean & y ¢ los estimador minimo cuadraticos de o y ¢ respectivamente. Siguiendo los
mismos argumentos que en la subseccién precedente se tiene, utilizando informacién hasta

el periodo T,

IH

¢
4

+ ¢"yr, (2.6.10)

E(yr4u|T) = 74 = &

1—
y utilizando que el ECMP de este predictor, por (2.4.4), es

1 — 2H 0.2
2—¢_|__

ECMP(yr+n|AR(1|p)) = o 1—¢2 ' T

H2¢2H_2 4 (1 - ¢H)2

= {FO(T—%). (2.6.11)

Por el contrario, si el predictor empleado es el PA el ECMP serd

1= 91— gH)

ECMP(yr4nlPA) = o' 3=+ o7 +(1-¢")YE(y7)
I HY2
—Q%E(w). (2.6.12)

2
Puesto que E(yr) = 1—%{—5, y E(y3) = 7 f2¢2 + (1 - é) , se obtiene

_ oH _H\2
ECMP (y7,|PA) = o? (11 _¢¢2 + L _¢¢2) )

que coincide con (2.6.3). La comparacién de (2.6.11) con (2.6.13) proporciona que, si se

(2.6.13)

verifica la desigualdad

H2$H-1) (1—¢H)2  (1— g¢H)?
T + T(1 — ¢)? 1= ¢2 >0, (2.6.14)




2. Sobrediferenciacién de procesos autorregresivos casi no estacionarios 46

Tabla 2.2: Minimos valores de ¢ para obtener ECMP(yr4+m|AR(1 | w)) >

ECMP(yr+u|PA)

Horizonte H
T 1 2 3 4 5 10 15 20
251 0.852 0.862 0.869 0.876 0.881 0.898 0.907 0.913
50 | 0.923 0.926 0.928 0.931 0932 0.940 0.945 0.948
751 0.948 0.949 0.951 0.952 0.953 0.957 0.960 0.962
100 | 0.961 0.962 0.962 0.963 0.964 0.966 0.968 0.970
150 | 0.974 0974 0.974 0975 0.975 0976 0.977 0.978
200 | 0.980 0.980 0.981 0.981 0.981 0.982 0.982 0.983
300 | 0.987 0.987 0.987 0.987 0.987 0.988 0.988 0.988
500 | 0.992 0.992 0.992 0.992 0992 0.992 0.992 0.992

entonces, ECMP(yr+#|AR(1 | 1)) > ECMP(yr4+#|RW). La tabla 2.2 muestra los valores
minimos de ¢ necesarios para que se verifique dicha desigualdad. Utilizando (2.6.7) se

obtiene, para H > 1

4
T TH244(H 1)

¢(H) =1

_o\ 4
+O(T™") = exp (‘"m

) +O(T™%). (2.6.15)
Se observa en la tabla 2.2, asi como en la expresién (2.6.15), que la necesidad de estimar
una constante hace més facil para un PA superar al autorregresivo. Al igual que se des-
cribia en la subseccién anterior, tanto la tabla 2.2 como la expresién (2.6.15) muestran
que, al aumentar el horizonte de prediccién, es necesario estar cada vez mas cerca de la

no estacionariedad para que (2.6.14) se cumpla, aunque esta variacién es pequefia.
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Figura 2.2: (V,(H)—V,(H))/V,(H) del modelo M1 para horizontes H = 1,..,30 y tamafio muestral

T. Los valores de p son (de abajo a arriba): 0.90, 0.92, 0.94, 0.96, 0.98 ,0.99.

2.7 Estudio de simulacién

Esta seccion presenta un ejercicio de simulacién que ilustra los anteriores resultados y los
valida en muestras finitas. Se analizan tres modelos AR(2) diferentes,

M1: (1 = 0.5B)(1 — pB)y: = 10 + a;

M2: (1 -0.5B)(1 — pB)y: = a;

M3: (14 0.8B)(1 — pB)y; = 10 + a;.
con p = 0.9, 0.92, 0.94, 0.96, 0.98, 0.99, y cuatro tamanos muestrales 7' = 50, 100, 150,

200. Las series reales usualmente tienen media no nula por lo que los modelos M1 y M3
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Figura 2.3: (V,(H)-V,,(H))/V,(H) del modelo M2 para horizontes H = 1, ..,30 y tamafio muestral

T. Los valores de p son (de abajo a arriba): 0.90, 0.92, 0.94, 0.96, 0.98 ,0.99.

ilustran las consecuencias de sobrediferenciar en estas series. La diferencia entre estos dos
modelos es en el valor de la segunda raiz. Es de esperar que la sobrediferenciacién de M3
produzca peores resultados que en M2 al poseer una raiz negativa. También la mayoria
de las series reales tienen su primera diferencia con media nula. Por tanto, si la decisién
a tomar es sobre si se necesita una segunda diferencia pueden esperarse situaciones sin

término constante como la del modelo M2.

En cada replicacién se ha generado una muestra del modelo considerado de tamarfio
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500 + T + 30 con perturbaciones a; ~ N(0,1). Las primeras 500 observaciones fueron eli-
minadas para evitar la influencia de los valores iniciales. Las ultimas 30 fueron reservadas
para evaluar las predicciones. En las T' observaciones centrales se estimaron, por minimos
cuadrados, el predictor correcto y el sobrediferenciado. Se han realizado un total de 5000
replicaciones de cada modelo. Se ha denominado V,(H) al ECMP muestral resultante de
promediar, en cada horizonte H = 1,2,...30, los 5000 errores cuadraticos de predecir con
el modelo AR(2) bien especificado. Asimismo se ha denominado V,,(H) al ECMP mues-
tral cuando las predicciones de yr, gz han sido generadas por el modelo sobrediferenciado
ARIMA(1,1,0). Las figuras 2.2 a 2.4 muestran el ratio (V,(H) — V,,(H))/V,(H) para M1
a M3 y diferentes valores de T' y p. Este ratio representa la ganancia esperada (o pérdida

si es negativo) de sobrediferenciar a cada horizonte.

Estas figuras revelan que, como se esperaba de los resultados tedricos, existen situaciones
donde la sobrediferenciacién supera al modelo correcto. La ganancia esperada se incre-
menta con la proximidad de p a la unidad y disminuye al aumentar I'. También se observa
que, congruente con la expresién (2.3.4), la ganancia es mayor en el modelo con segunda
raiz positiva (M1) que en el modelo con segunda raiz negativa (M3). La ganancia se

reduce sustancialmente si no es necesario estimar constante (M2).

La principal caracteristica de estas curvas es su divergencia al aumentar el horizonte de
prediccién. Para H = 1 la diferencia entre ambos predictores es pequenia. Las ganancias
(o pérdidas) son casi nulas. Sin embargo, en el largo plazo las ganacias o pérdidas son

bastante importantes en la mayoria de los casos.

Una segunda caracteristica es la asimetria de las consecuencias de sobrediferenciar. En

muestras grandes la pérdidad de eficiencia de la sobrediferenciacién pueden ser muy
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Figura 2.4: (V,(H) — V,(H))/V,(H) del modelo M3 para horizontes H = 1,..,30 y tamafios mues-

trales T'. Los valores de p son (de abajo a arriba): 0.90, 0.92, 0.94, 0.96, 0.98 ,0.99.

grandes si no se encuentra p muy préoximo a la unidad, mientras que las ventajas de
sobrediferenciar son modestas (son de orden O(T'!)). Este resultado no debe, sin em-
bargo, producir especial preocupacion pues los contrastes de raices unitarias existentes
tienen una potencia alta en tamafios muestrales elevados. Sin embargo, en el caso de
muestras reducidas, la ganancia de sobrediferenciar es elevada, mientras que la pérdida
en el caso en que p no se encuentre cerca de la unidad es pequeia. Este resultado coin-
cide con las conclusiones de los teoremas 2.7 a 2.8. Si p estd suficientemente cerca de
la unidad (8 > 1) el ECMP del modelo sobrediferenciado es menor que el del modelo

correcto, siendo dicha ventaja de magnitud O(T~!), mientras que si § < 1 el predictor
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sobrediferenciado es mayor que el del modelo correcto en un factor de magnitud mayor

que O(T71).

Puede asimismo observarse que existen casos en los que cambia el signo de la ganancia
esperada. Por ejemplo, en la figura 2.2, si T = 100 y p = 0.96 hay una ganancia es-
perada positiva si se sobrediferencia en horizontes bajos, pero para horizontes altos se
produce una pérdida. El modelo éptimo para predecir varia, por tanto, con el horizonte
de prediccién. Este efecto se detecté previamente en la seccién 2.6, donde se vié que, a
medida que aumentaba el horizonte de prediccidn, era necesario un valor de p méas préximo
a la unidad para que la sobrediferenciacién fuese ventajosa. En T' = 50 se observa que el
signo puede cambiar incluso dos veces, pero este segundo cambio se produce a horizontes

muy alejados comparado con el tamanio muestral.

Puesto que los resultados dependen principalmente del tamatio de las restantes raices mas
que de su numero es razonable preveer conclusiones similares en autorregresivos de orden

mayor al empleado en este ejercicio de simulacién.

2.8 Conclusiones finales

Se demuestra en este capitulo que si un proceso AR(p + 1) estacionario tiene una raiz de
valor p = exp(—c/T?), ¢ > 0, B > 1, las estimacién de un modelo sobrediferenciado
ARIMA(p, 1,0) es v/T-consistente y su ECMP es menor que el del predictor correcto de-
bido a su parsimonia. Para un AR(1) de media nula se obtiene que el valor de p a partir
del cudl se obtiene este resultado tiene los valores ¢ = 2 y # = 1, mientras que si es de
media no nula es necesario ¢ = 4 y f = 1. En autorregresivos de 6rdenes superiores las

restantes raices tienen influencia en muestras pequenas. Raices negativas disminuyen la
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ventaja del predictor sobrediferenciado y serdn necesarios valores de ¢ < 2 (o ¢ < 4 si la
media es no nula) para que sobrediferenciar sea eficiente. Raices positivas aumentaran el
efecto de la sobrediferenciacién y por tanto se tendrd ¢ > 2 (¢ > 4). A estos procesos en

los que p = exp(—c/T*), , B > 1 se les denomina casi no estacionarios.

La superioridad del predictor sobrediferenciado en los procesos casi no estacionarios es
pequena en el corto plazo pero aumenta, en general, con el horizonte de prediccién. Sin
embargo, si p no estd suficientemente cerca de la unidad, el predictor sobrediferenciado
puede aun tener similar comportamiento en el corto plazo que el predictor correcto, pero

las predicciones a largo plazo se veran seriamente afectadas.

Este resultado disminuye la importancia de la baja potencia de los contrastes de raices
unitarias en la region cercana a la no estacionariedad. Aunque en estos casos el con-
traste detecte erréneamente, con muy alta probabilidad, una raiz unitaria el modelo

ARIMA(p,1,0) resultante tendra mejor comportamiento predictivo que el modelo co-

rrectamente especificado.

Se ha observado que existen situaciones en las que el predictor ptimo a horizonte uno no
| es necesariamente el 6ptimo a mayores horizontes. En otras situaciones la optimalidad en
horizonte uno es dificil de determinar, al ser los predictores alternativos muy similares.
Sin embargo, en horizontes mayores la optimalidad de uno de ellos es clara. Este diferente
comportamiento de la capacidad predictiva relativa en el corto y largo plazo revela que
la diagnosis basada en los errores de predicciéon a horizonte uno es una herramienta poco
eficaz en las proximidades de la no estacionariedad. Por tanto, si un predictor va a ser
utilizado para predecir H periodos por delante es aconsejable analizar las propiedades de

los diferentes predictores disponibles en dicho horizonte.

|
|
|
|



2.8. Conclusiones finales 53

Ha de tenerse, no obstante, especial precaucién con el procedimiento empleado para eva-
luar el comportamiento predictivo de un modelo. Es préactica frecuente en la modelizacién
de series temporales el utilizar una parte de la muestra para la estimacién y reservar asi
algunas observaciones para evaluar el error de prediccion. Si la serie es casi no estacionaria
esta practica es bastante arriesgada, pues aumentara la probabilidad de detectar una raiz
unitaria. La region de casi no estacionariedad aumenta exponencialmente al reducirse el
tamafio muestral. Posteriormente, al validar dicho resultado en la parte de la muestra
reservada para prediccidn, se volvera de nuevo a favorecer la eleccién del modelo no esta-

cionario por tener menor ECMP.

La idea de utilizar diferentes predictores para cada horizonte de prediccion, independiente-
mente de cual sea el modelo correcto, ha sido ampliamente explorada en la literatura (Cox
1961, Gersh & Kitagawa 1983, Findley 1984, Weiss 1991, Tsay 1993, Tiao & Xu 1993,
Tiao & Tsay 1994 entre otros). Estos autores justifican esta practica, principalmente, bajo
la hipdtesis de que el modelo correcto no se conoce y por tanto los predictores disponibles
son todos erréneos. En el presente caso la recomendacion de buscar el predictor adecuado
en cada horizonte sigue siendo valida aunque se conozca el modelo, pero no el valor de
sus parametros. La variabilidad muestral debida a la estimacion de los parametros hace
que el modelo correcto pueda ser superado en algunas situaciones limite, como cast no
estactonariedad. Se pueden obtener mejores predictores, especialmente en el largo plazo,
usando un modelo mas parsimonioso que el modelo correcto. Este resultado refuerza la
importancia de la parsimonia en la prediccién y extiende los resultados de Ledolter &
Abraham (1981) sefialando las ventajas, en algunas situaciones, de utilizar modelos con

menos parametros de los que posee el proceso generador de datos.
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Apéndice

A.1 Algunos lemas previos

En esta seccién se demuestran algunos lemas que seran necesarios para la posteriores
demostraciones. Para un vector z arbitrario r X 1 y una matriz M r X r, se define la

norma euclidea de z como ||z|| = (2'z)"/?, y para M, |M|| = sup“x”g.(x'M’M:c)l/Q.

Lema A.1.1 Sean las hipdtesis Al y A2, con s, =2k y k > 1. Entonces si T — oo

. Lk
A A l*p 2
E(|ITe = Tunll®) =0 |—=| |, All
(17 = Pup ) (_1+p_ ) (AL1)
y k
SHERE
A A k P
o — Y — -7 . A.1.2
E(||3w = Auwlpll®) 0(_1+p_ ) ( )
Demostracion:

La norma de una matriz es de la misma magnitud que la norma de su mayor elemento. Por
tanto E(||Ty — Tupll®) = O (E{[(wtwt_s - wt|pwt_s|p)2]§}), y el mismo resultado puede

aplicarse a (A.1.2). Utilizando la descomposicién (2.3.6) se tiene que

WiWi—s — WepWt—slp = — Z 1/%(1 - P)Zt—s—l—iwt|p - Z 2/’j(l - P)Zt—l—jwt—s|p
+ZZ'¢)J 1'—P Zte1—jRt—s—1—1
7=0 ¢=0
= —a-—-b+eg
donde
[ee]
a = Z¢i(1 — P)Zt—5—1-iWi|p,
1=0

b = D (1 = p)ze1-jWisp,

3=0
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¢ = f:f:¢j¢i(1_p)zzt—l—jzt-—s—l—i-

7=0 =0
Haciendo uso de la desigualdad de Minkowski
1 1 1y k
E|l—a—b+d < {(Elal’“)" + (Bl + (Elc}’“)"} .

Se resuelve primeramente el término E|al|*:

o k
Elalk = FE Z?/)z(l - P)Zt—-s—l—iwtlp ]
1=0
< 3 3 [t (1= ) (A-13)
11=0  4p=0
XE[|2i—gm1—iy * * * Zt—s—1-is wflp”, - (A.1.4)

donde

[e.0] (o] [e o] o0
El|ziscciy - Zmamtimi Wil S D D D P p e ]
r1:==0 ri=0m1=0 mp=0 .
X E(|at=(r1+it541) * ** Gt (rptinbot 1) Gtomy ** Gtomy|). (A.LD)
Utilizando la hipétesis Al se verifica que E(|a;]|*) < oo. Por tanto el término en la ltima

linea de (A.1.5) es O(1) si las innovaciones a,’s coinciden por pares y es nulo si no lo hacen.

Para simplificar la exposicidn se considera el caso k = 2, entonces

E“Zt—s—l—ilZt—s——l—izwt2|p” S Z Z Z Z Prlprzl¢m1¢m2|

r1=07r2=0m1=0m2=0
X E (1@ (ry i3+ 541) Gt (ra-bip +o+1) Gt mmy Gt | )- (A.1.6)
Se denota por S; a las situaciones en que las cuatro innovaciones a;’s de (A.1.6) sean
iguales. Entonces {(r1 + 41 + s+ 1) = (rz +i2 + s+ 2) = my = my}; y por tanto,

suponiendo sin pérdida de generalidad el caso 27 > 15,

o0
El|zt-sm1-ir 2tmsm1—iywip] | S1] = 37 pmtpn IR L e O(1)

r1=0

< Y9200 = o).

r1=0
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Una segunda posibilidad es que las innovaciones a;’s de (A.1.6) coincidan por pares, pero
que cada par contenga el producto cruzado de z’s y w’s simultaneamente, como en el caso
{ri+41+s+1=mq)# (rg+72+3+2=my)}. Se denota por S, a estas situaciones,
entonces

E[|2—sm1-is Zt—s—1-i, Wi | | S2] = (Z P”|T/)n+z'1+s+1|0(1)> (Z pr2l¢72+i2+5+1!0(1))

r1=0 ro=0
2
o0
< (Z [¢r, I) = O(1).

r1=0
La tercera posibilidad es que las innovaciones a,’s de (A.1.6) coincidan por pares pero un
par contenga el producto de dos términos z’s y el otro de w’s, entonces {(r; +i; +s+1=
ro 4+ 13 + s+ 2) # (my = my)}. Si se supone, sin pérdida de generalidad, el caso ¢y > iy y
se denota por S3 a estas situaciones

E[zt—s—l—ilzt—s—l—izwt2|p l 83] = (Z prlpr1+i1+2s+2—i20(1)) (Z 1/)727110(1))

r1=0 my=0

(i‘op%) (miow"l) om=0 (1 j/ﬂ) '

Por tanto este tercer caso proporciona los términos de mayor orden de magnitud. De

IA

esta forma, en el caso de k general, sera de interés sélo aquellas situaciones en las que
las innovaciones a;’s procedentes de las z’s coincidan por pares pero no lo hagan con las

procedentes de los w’s. Si se supone primeramente que k es par y se utiliza que

1 1 S PR
1—pF " \1=pF2) \1-p? (1—p?)z’

se puede verificar que los casos que proporcionan mayor orden de magnitud son aquellos

en los que las innovaciones a;’s prodecentes z’s coinciden por pares pero que no existen

coincidencias entre pares. Entonces

N .
1 2
E[|Zt—s-—1-—i1 v zt—-s—l—ikwflpu = O ([1 — p2] ) :
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Anéslogamente, si k es impar, el término mayor se producira si existen coincidencias en

las innovaciones por pares, pero en este caso sélo se tienen k£ — 1 pares. Por tanto

k—1
1 z
E[lzt—s—l-—h "'Zt—s—l“"kwflpl] =0 ([1 - Pz} ) )

Aplicando este resultado a (A.1.3) se obtiene

E|a|k§ ZZ

ST _ LA o (i)
i1=0 ik=o¢Zl all ‘O([l—/’z})_o([l*‘ﬁ])‘

Se verifica facilmente, siguiento los anteriores argumentos, que

Elbff = O(Efal) = O ([—E—ﬁ] ) .

Se resuelve a continuacién el término E|c|*.

k
[ ol ]
Elclk = ZZ‘/’;‘/& Zt—-l—jzt—s—l—i
7=01:=0
o0 o0 o0 (o0} B
< > Z Z Z W5, - bihiy -~ Pi (1 — p)*]
j1=0 j k=0 ] 1=0 =0
(|Zt—1—j1 2y Bemsm iy Bmsm1—i | ) (A.L.7)
donde
oQ [ee] o0 o0
E(|zim1-j, *** Zt—1~j Zt—s—1~i1 " Zt—s—l—ikl) < Z Z Z Z : s pTE
r1=0 rr=0m1=0 mp
X E(|@t—(ri4141) " * Ot (rpebin 1) Gtm(matisbs+1) " * Gtm(mpip+s4+1) 1) (A.1.8)

De manera andloga a como se expuso en el analisis deE(|al¥), la magnitud de (A.1.8) viene
determinada por los términos donde las innovaciones a;’s coinciden por pares, pero los
diferentes pares difieren entre si. Si k es par la magnitud de estos términos es O((1—p?)~*),
mientras que si es impar dicha magnitud es O((1—p?)~%=1). Puesto que existe un mimero

finito de tales términos se obtiene, utilizando (A.1.7),

wun-o{{=2) -0 ((]).




|
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Como el orden de magnitud cuando k£ es impar es menor que en el caso en que es par
pueden expresarse todas las situaciones con el orden de magnitud del caso par, para evitar

una mayor complejidad en la notacion. Por tanto se concluye que

-~k
E|—a—b+c|k“0([112] ),

y el lema queda demostrado. a

Lema A.1.2 Sean las hipdtesis Al, A2, A3 and A8’, con 3o = 2k. Entonces cuando

B(IF7 - LM = 0 ([—}—i—ﬂ) .

T — oo

Demostracion:

Puede verificarse que
I3 = Pobllf = 021 (P — Tup) PopIF < IEZHIMITS — Dup FITSL I

Utilizando la desigualdad de Holder y los resultados del lema A.1.1,

B(IES — 5L 1M < (BOEZ BTN (B(IEy - Dupl®)?

1 3
= ol =L},
1+p
y el lema queda asi demostrado. a

Lema A.1.3 Sean las hipdtesis A1, A2, A3 y A3’, con so = 2k. Entonces, st T —, 00

E(l¢ - ,l*) =0 ([%ﬂ ) , (A.1.9)

E(H(}S_d,nk) =0 (max{[%—;—i]E,T_g}) . (A.1.10)

y st 5o = 4k
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Demostracion:

El estimador ¢ puede expresarse como

¢ = T =00 =I5+ 5N (3w — % + )

= (T7' =T G — Aul) + 5" = Top ) Auls + Top, (o — Yulp) + s

donde (,Ai)lp = f‘;]lpﬁ/wlp. Utilizando la desigualdad ¢, se obtiene

B(lb = duplt) < 27 BT — T3 (G — Fui)l]
F24 {2 B (5 — ) Al + 257 BN (G — Jutn) 1}

Mediante la desigualdad de Holder y aplicando el lema A.1.2 se tiene que

B (I3 = T5,)Go = dup)l] < {BAEST = L5, 1) (II%—M!P’°>}%=0([1;£] )

y también

BN = Do) Al < {BADS = DL 1) B} = o([l—_ﬂ”

—5l™) =0 ([ﬁ—ﬁ]) ,

y por tanto se cumple la expresion (A.1.9). Para demostrar (A.1.10) se utilizara la de-

Aplicando la hipétesis A3 se tiene que

E[E5h (o = Ju)IF] < {EATZL I B4

scomposicion
qﬁ — (;3 = F;l’?w — F;‘lp'yw|p = F;Ilp('?w - 7w|p) + &w(r FW|1P)

Entonces, mediante las desigualdades de ¢, y Holder

Sul (IS - T}

Elll¢-al*) < 25 {E[ITLL 1% B[l — wmll”“]} +2k1
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donde, utilizando el lema A.1.1 y el lema 3.3 of Bhansali (1981) (con s, = 4k),

B[4 — 7w|p“k] < - ’AYWIp” - ’Vw[ka]

Yo )
= O(mam{l1+pl , T }),
I < 2E(TS - Agnlf + 2 BT

- o] )

A.2 Demostraciones de la seccion 2.3

y, mediante el lema A.1.2,

E[|;r -T2t

wip w]p wlp” ]

Demostracién del teorema 2.2:

Utilizando (2.2.7)

<?> —¢= F;_;lﬁ’w - F;|1p7wlp = lep(7 7w|7’) + 7“’(F I‘"L_vllzo)'

Por la estacionariedad de {wy,} se tiene que F = O(1). Del corolario 2.1 se despren-

de que (Fuw — Yulp) = Op(T~Y?). Ademés, si Fw existe, se tiene que (I'7! — I'7L)

wlp

f‘;l(I‘ww ~ oy wlp = 0,(T~%/?), donde se ha aplicado el corolario 2.1. Por tanto

wlp

¢ — = 0,(T™/?).
Demostracién del teorema 2.3:

El estimador ¢ se puede expresar como

A

d) = ;1,')‘,1” - (F_ I'_‘w|1p + Fw|p)(7w ’?‘w‘p + &‘wlp) .
= (1‘\;1 - F;}ilp)(}yw - 7W|P) + (F— - lep)7w|73 + Fw|p( '?w|p) + ¢|pa

O
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donde (?)h, = f‘;llp’ywlp. Por tanto E(¢) = E((Aﬁh,) + O(R). Mediante la desigualdad de
Holder y aplicando los lemas A.1.2 y A.1.3

OIRl) = 0 (H;—Z] ) ,

B($— )= B, -8)+0 ([} = ) . (A2.)

En el caso del predictor correcto se tiene que (Bhansali (1981)), E(<2>|p ~ @) =0(T"1) (si
Sp = 16) ) O

Demostracién del teorema 2.4:

Se realizaré la siguiente descomposicién
(@—d)D—0) = ($—,)d— ) +2 - &)y, — ¢)]
+(dy, — D) (P, — 9)-
Por tanto E[(¢ — ¢)(¢ — ¢)] = El(d}, — #)(¢}, — ¢)]+ O(R), donde
R=E[(¢ - ¢,)(¢ — )] +2E[(& — )(d), — ).

Utilizando que la norma-2 de una matriz M es el mayor valor singular de M’'M entonces

[|M]| < y/traza(M'M). Por tanto

A

Ell(b - 3@ - b)) < B [traza (& - d)(@ — &) (& - b
= ElI$ - bl

©-
|
-
=
A
<
SN—
o
—

Anélogamente, y utilizando la desigualdad de Holder

Ell(d - o), — Dl < {ElI(¢ - S)IIEI(S, — ) ]}
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Como E(||(2>|p — @l|?) = O(T™') (véase, por ejemplo, Bhansali 1981) y aplicando el

lema A.1.3 se obtiene
_ 1—0p : 1—p
o<||Ru>-0(max{[1+p] ,Hp}),

O
A.3 Demostraciones de la seccion 2.4
Demostraciéon del teorema 2.5:
La expansién de Taylor de Al y AP-1 alrededor de A" y A1, respectivamente, es
v k—l . v .
AF = AF ¢ S AL(AL - ANART= L O (T™Y), k=h,h—1.
Jj=0
Entonces, utilizando que Y523 Al(Ay — Ag) AL 21 = 7] AITY (A, — Ay) AR
Wrih — Wrth = —Li+ Ly + e;+2A2(Aa - Aa)AZ—lyT
h—1
+e;+2 Z Ai_l(Aa - Ip+2)(Aa - Aa)Ag_l_jYT + OP(T_I)‘ (A'3-1)
J=1
Como se verifica que (Aq — Ay) = €p42(@ — )’ se puede reescribir (A.3.1) como
Wrph — wren = (Chy + Cho)¥r = Li+ Lo+ 0p(T77),
donde
Chy = e;+2Agep+2(§o - SO)IAg—l (A.3.2)
h—1 .
Cha = Z e;+2AJa_1(Aa — Ipyo)epsa(P — p) AL (A.3.3)

i=1
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Tomando esperanzas al cuadrado de (A.3.1) se obtiene que

E(Wrsn —wrsn) = E(Li = La)* + E(Cy,,Yr¥7Chy)
E(CyoYrYrCh) 4 2E(C),  YrY7Ch2) + o(T7).  (A.3.4)

El primer término a la derecha de (A.3.4) verifica que

h—1 h—1
1 k ! k
Ll - L2 = § : ep+2AaUt+h—k,p+2 - § :ep+2AozUt+h—k,P+2
k=1

k=0
h—-1
k-1
= argn+ Y epr2 AN (A — Ipy2) €ppaaryns.
k=1

Si se denota como tuar(p+1)] al coeficiente h-ésimo de ¢(B)~! y como VHARIMA (p+1,1,1)] al

coeficiente h-ésimo de ¢(B)~*(1 — B), se obtiene

epi2 Al (Ao — Dpya) €prz = Priar(p+1)] — Phot[aR(p41)]

_ ! k
= ¢h[ARIMA(p+1,1,1)] = 6p+2A1Cp+2>

y por tanto
h—1

Lh = L] — L2 = Z e;+2A’fcp+2aT+h_k. (A35)
k=0

Se tiene entonces
h—1

E(Ly)* = 0 ) (epr2Aicpsa)”.

k=0

Puede tambien verificarse que
(ehadlicpsa) = (cyAle,) + O(1 = p) = (ehbe,) + oT).  (A3.6)
Aplicando este resultado a E(Cj, ,YrY7Ch ) se obtiene

h—2 h—
E(ChoYrY{Chs) = Y, Z e, Ale,)(e,Ale,)
7=0 k=0

x traza {E ( (@ — @) AL 1YL Y] AL MR (p — go))} .
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3
2

Ademds, puesto que la dependencia entre Yr y ¢ es de orden O(T~2) (Kunitomo &
Yamamoto 1985) y aplicando que

MSE(p) =
se obtiene
E(ChaYrYiChz) = 7= 3. 3 (ehAle,) e, Ake,)

(A.3.7)

De manera analoga se puede demostrar que

il
T
Xtraza (Ag"leAZ_lI‘y_l) +o(T™),

E(Ch YrY[Ch1) = —(ehAde,)(e,Avey)

(A.3.8)

donde se han conservado los términos A% para facilitar la comparacién con (A.3.7). Se

obtiene también que

o.2h

E(CiaYr¥iCha) = 7= Y (pA7e,)(cpA0e,)
j=1

xtraza (AZ‘I‘jI‘yAZ_lF;) +o(T™).

|
-

(A.3.9)

Sumando (A.3.8), (A.3.7) y dos veces (A.3.9) se obtiene el segundo término que se en-

cuentra en la parte derecha de (2.4.8).

Se demuestra a continuacién la ecuacién (2.4.9). Esta covarianza se puede desarrollar

como:

E[(br4n — wren)(@rex — wrr)] = E(LpLi) + E(Ch YrY7Cra) + E(Chy Y1 Y7Ch 2)

+E(C} o Y1YiCr1) + E(Ch oY1 Y7Ch2) + o(T ™),
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donde Ch 1, Ch2, Ck1 y Ckz2 son como en (A.3.2) y (A.3.3) y los términos Ly, L son

como el término Lj en (A.3.5). Por tanto

h=1 , k=1 .
E(LpLy) = E [(Z 6;+2Aicp+2aT+h—j) (E e;+2Allcp+2aT+k—i>j!

Jj=0 1=0
h—1 (h=h)
_ 2 ’ J ’ it
= 0 Z(ep+2Alc'P+2)( p+2A CP+2)'
i=0
Los restantes términos se resuelven como en la demostraciéon anterior para (2.4.8). Los
valores de sg necesarios para la demostracion de este teorema son mas restrictivos que

en teoremas previos para garantizar la aplicabilidad de los resultados de Yamamoto &

Kunitomo (1985) sobre la dependencia entre Yr y ¢. O
Demostracién del teorema 2.6:

La esperanza del cuadrado de (2.4.12) es

El(wrin — oren)?] = B(L})+ E [ej(Al — ALYWrWi(AL — ALY'e,)

4 p

i 2 h~2 2

+2E 8;(1‘12’ - AZ)WT Z 7,[)](1 - p)zT—l—j

j=h-1 ]

h—2
+2E | e (Ay — Ap)Wr Z(:) Yi(1=p)p" " ey
L J=

+2E ( i i (1 = p)zr— 1_3) (Z bi(l—p —sz)] .

j=h—1

El término L, es igual que en (A.3.5), por tanto

Z epraAicys)’
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Aplicando (A.1.7) con k=1

S (1 — o) .2: L=p) _ o
E_(g_l%“ pn_l-J) 0 (152) = otr,

Anaélogamente

E (g (1 — p)p""l'jo) 2 =0 (ﬂ) =o(T7"),

y utilizando la desigualdad de Hoélder,

(o) o) i) o

Se utilizara a continuacién una expansién de Taylor de Ap alrededor de A,. La magnitud

del resto viene determinada por la v/T-consistencia de Ap

A~

h—1
At = AR 4 Y AN(A, - A, AR

p

§=0
h=1 [j—
+3 (Z Ap(4, A»A{;‘l_k) X (Ap = Ap) A} 4+ 0,(T7%).
]:1 k=0
Por tanto,
el (Ah — AWy = (B}, + By ,)Wr, (A.3.10)
donde
h_l . A h .
;h,p = e; Z A;(Ap - AP)Ap_l_]
7=0

h=1 [j-1 A ' A B
B = 45 (5 At - a0 - g
J=1 \k=0
Tomando esperanzas en el cuadrado de (A.3.10)

Bley(Ah — ANWWh(AL — Abe)] = B(By,WeWyBus)+ E(Bf,WeW;Byz)
+2E(B;l,1WTW1/~Bh,2).
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Aplicando el lema A.1.3 se obtiene

Wl

E(”Ap - Ap”k) < E(”Ap - Ap”)2) =0 (H:__—Z’] 2) = O(T_g)- (A.3.11)

De esta forma, aplicando al desigualdad de Holder se obtiene
E(B), ;WgWiBy2) = o(T7?),

E(B; \WrW}Bhy) = o(T~%).

Analogamente se verifica que

J=h-1
h—2
Elel (Al — AYWr Y~ hi(1— p)p" ' 2r] = o(T7)
j=0
Ademas
h—1h—1 .
E(B; ,WrW;By,) = (ehAde,)(epAbey)
7=0 k=0

Xtraza {E (((2) —¢)(¢— ¢)’AZ_1_jWTW7’~A;h_1_k)} :

Aplicando el teorema 2.4 y la desigualdad de Holder

A

E ((‘35 - ¢)(<§5 - d))lAz_l_jWTWé‘A;h—l—k) _
E (((}Ip - ¢)(€2’|p - (b)'AZ“l“J' WTWJCA;h—l—k)
+o(T7H).

Puede ahora aplicarse que la dependencia entre ‘}Slp y Wr es de magnitud O(T~2) (Ku-
nitomo & Yamamoto (1985)) y que

0.2
1‘\—1 + O(T_3/2),
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Se obtiene entonces,

N o

E (¢~ 9)(¢ — @) A7 T WrWpAS ) = o (AT T L, AR 4 o1,

Se concluye la demostracién aplicando que ¢?/(T' — 1) = 0?/T + O(T~?). 0

La demostracién de (2.4.14) es una aplicacién directa de esta demostracién y la de-
mostracién de (2.4.9). Los valores de so necesarios en este teorema son, de nuevo, més
restrictivos que en anteriores teoremas para preservar la aplicabilidad de los resultados de

Yamamoto & Kunitomo (1985). ' O

A.4 Demostraciones de la seccidén 2.5

Demostracién del lema 2.1:

El vector Y; admite la descomposicién Y; = (Y/, 0)'+ p, donde po = (fy fty orny 1, 1)". Como
a=pu— Zf:ll @ip se verifica que A puA'J = ju, donde pp = pp'. Entonces AL, A7 =
A"OZF;-A;J' + ft, donde T} es una matriz (p +2) X (p + 2) con I'; en la primera submatriz
(p+1) % (p+1) y ceros en el resto. Ademas, la matriz de covarianzas I'y tiene la siguiente
estructura por bloques

Lo n,

r, = o,

B, 1

donde T, = E(Y,.Y]), with Yo; = (¢, Yt-1,--s¥t—p) ¥ o = E(Y,). Utilizando las

propiedades de las inversas de matrices en bloques se puede particionar I‘;l como

Bll Bl2
B21 B22

ot =

Y
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donde By; = [T, — ppl] ™" = I';'. Puede entonces verificarse facilmente que
i A1) — i -
traza( A3 AT, ') = traza(AT; AT ')

y entonces

traza(AitI‘yA'jI’;l) = traza(A'l; Aﬁf’l‘gl) + traza(pl';!).

Como se verifica que traza(pl';') = p'T; ' p y aplicando Searle (1984, pag 258) puede

verse que
pwIyip=1-|Ty—pp'| /Ty =1,

donde se ha aplicado que la tdltima columna y fila de I'y — pp’ son ceros y la matriz I'y

es invertible. a
Demostracién del lema 2.2:

En esta demostracién se utilizan argumentos similares a los empleados en Box & Tiao
(1977), donde los autores descomponen un proceso vectorial casi no estacionario en dos
partes, la primera de ellas sigue un proceso estacionario y la segunda esta cerca de la no

estacionariedad.

Sea C la siguiente matriz no singular

1 —p 0 0 0
0 1 —p 0 0
o_ .
0 0 0 1 —p
I =gy =+ —dp1 —¢p
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Entonces
A, 0
CAC'=| " =D.
0 »p
La no singlaridad de C puede verse, por ejemplo, en Pearl (1973, p. 156). Puede entonces

verificarse que

Al 0

(CALCY =CAIC™ = .
0 p

= D' (A.4.1)

Sea Ar un valor propio de la matriz Q = I} 'AT;A'7. Entonces )\ es una raiz del

polinomio del determinante
Q = M| = | AiT; 47 — ATy| = 0,
Utilizando (A.4.1) esta expresién es equivalente a
|DT¢ D" — ATg| =0, (A.4.2)

donde I'c = CT;C’. Esta matriz I'c puede ser considerada como la matriz de covarianzas

de la transformacién Z; = CY;, donde Z; = (214, 21,0-1, -+s Z1,t—p415 22,¢) ¥
Zt = DZt_l + AtCpy1, (A43)
con cpp1 = (1,0,...,0,1). Por tanto, la primera submatriz p X p de I'c es la matriz

de covarianzas de un proceso que sigue la matriz de coeficientes A, y ruido a;, y que
se denotard como I'y|,. Si se denomina Vi3, Va1 y Vo a las otras submatrices de esta

particién se puede reescribir (A.4.2) como

(AL Al = NTujp) (AViap! = AVia)

. =0,
(PszlA;J - /\V21) (Pzﬂvzz - )\%2)
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que puede tambien expresarse como

(A;;lepA;j - /\lep) (A;Vle - )‘V12)(V2;§)

. . _1 o = 0.
(P Var Ay — AVa1)(Va,?) VAEEEPY)

Siguiendo (A.4.3) el término V2, es la varianza de un proceso AR(1) con coeficiente p y por
tanto Vy;' = O(1 — p). Por consiguiente, siguiendo las propiedades de los determinantes

de matrices particionadas (véase, por ejemplo, Searle 1984)
|Q = M| = AT, A — ATy (o7 +0(1 = p) = A) =0.

Como la traza de una matriz es igual a la suma de sus valores propios se cumple el resul-

tado. O
Demostracién del teorema 2.8:

Si B =1—wv,conwv >0, no se puede realizar la sustitucién de los términos (e, ,A}ep42)
por (e, Ave,), como se hizo en (A.3.6). Esto hace que ambos ECMP incrementen el orden
de magnitud de la diferencia que existe entre ellos. Ademas, la mayoria de los argumentos
empleados en la demostracién del teorema 2.6 se basa en la hipotesis de que el término
(1—p)(1+p)~t es o(T™1), lo cual es ciertosi § > 1. Esto introduce un término de error en
las expresiones (2.4.13) y (2.4.14) de magnitud O(T~**"). El lema 2.2 precisa igualmente
de 8 < 1 para poder ser aplicado, en caso contrario el término de error- es de mayor orden

de magnitud. a




Capitulo 3

Contrastes de raices unitarias en series temporales.

Una revisién comparada

3.1 Introduccion

En este capitulo se introduce el problema de contrastar la existencia de una raiz unitaria
en el polinomio autorregresivo de una serie temporal. En el capitulo 1 se enumeraron
tres aspectos en los que es importante saber si existen raices unitarias: las relaciones de
cointegracién, la prediccién y la modelizacién. También se mencioné la-dificultad de dicha
deteccién en zonas préximas al circulo unidad. En el capitulo 2 se demostré que existe una
regién préxima al circulo unidad (dependiente del tamaflo muestral) en la cuél suponer
que el proceso es I(1) cuando el proceso verdadero es I(0) no tiene repercusiones negativas
en las predicciones. Este resultado disminuye la importancia de realizar un contraste si el
objetivo es la prediccién. No obstante, se puede desear contrastar la estacionariedad como
contraste de una hipétesis de teoria econémica. El resultado del contraste sera si existe
o no evidencia suficiente para considerar que cierta variable evoluciona, en el largo plazo,
alrededor de un valor medio. Dicha variable puede ser una serie observada, su d-ésima

diferencia o el término de error de una relacién de cointegracion.

72
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Existen numerosas propuestas para realizar contrastes de raices unitarias. El motivo de
dicha proliferacién esta en que, de acuerdo con el lema de Neyman-Pearson, no existe un
contraste que sea uniformemente mas potente (UMP). Otra razén que ha contribuido a
la existencia de abundantes referencias sobre raices unitarias es que, en la construccién
de dichos contrastes, hay que tomar una serie de decisiones que influyen en el resultado
final. Por ejemplo, la decisién del método de estimacién, o del modelo que se empleara
para aproximar la estructura dindmica de la serie, influyen enormemente en la potencia

de un mismo contraste.

La principal dificultad en la deteccién de una raiz unitaria reside en la continuidad de las
propiedades de los procesos en p = 1. Esta continuidad se hace ain més evidente en las
propiedades muestrales de una realizacién finita, de manera que existe una equivalencia
observacional entre ciertos procesos estacionarios y no estacionarios (véase, entre otros,
Campbell & Perron (1991, p. 157), Blough (1992) y Hamilton (1994, p. 515)) . Por

ejemplo, dada una muestra del proceso con raiz unitaria

Yt = pYi—1 + as, p =1,

puede encontrarse un proceso estacionario y; con parametro p = 1 — ¢, con € positivo

suficientemente pequefio, cuyos momentos muestrales sean indistinguibles de los de y;.

Anélogamente, puede encontrase un proceso no estacionario que sea indistinguible en la
2

practica de uno estacionario. Por ejemplo sea una muestra finita del proceso
(1-B)y; = (1 —60B)a,

con |#] < 1. Este proceso es no estacionario. Sin embargo, si 8 esta suficientemente cerca
de la unidad y; seré indistinguible de un ruido blanco. Esta dificultad de deteccién de una
raiz unitaria puede extenderse también para el contraste de cualquier valor estacionario.

Gonzalo & Lee (1994) muestran que los contrastes basados en el estadistico ¢ para raices
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fuera del circulo unidad, en procesos autorregresivos, tienen una potencia tan baja, e

incluso menor, que para raices unitarias.

En este capitulo se revisan los contrastes existentes en la literatura. La estructura del
capitulo es la siguiente. La seccién 3.2 introduce el modelo empleado y describe los tipos
de no estacionariedad que se van a analizar. La seccién 3.3 introduce los conceptos de
inferencia que se utilizan en los contrastes de raices unitarias. La seccién 3.4 hace una
revision de los contrastes que se encuentran en la literatura. En esta seccion se describe
con mas detalle sélo los tres contrastes que, a juicio del autor, son mads relevantes, con
el fin de tener un marco adecuado donde comparar los contrastes que se proponen en el

capitulo 4.

3.2 Series temporales no estacionarias

Sea y; una serie temporal de la que se observa una realizacién yi, ya2, ... , yr. Se
considerara que esta serie, en su expresion mas general, puede tener parte estocastica z,

asi como parte determinista v,

Yt = V¢ + Ty

Como componente determinista se admitira media no nula y y tendencia lineal. En general
resulta dificil explicar la presencia de una tendencia lineal en una serie econémica real.
No obstante, la mayoria de los contrastes que se encuentran en la literatura contemplan
la posibilidad de su deteccién. Por esta razon se estudiara este tipo de componente. El
componente determinista podria extenderse al caso de un polinomio de cualquier orden,

pero su utilidad practica seria muy limitada. Por tanto, se considerara

vy = + 6t.
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La componente estocastica puede, a su vez, descomponerse en la parte asociada a la raiz

més préxima al circulo unitario p~! y un término estacionario e invertible u; que sigue un

proceso ARMA(p, ¢),

Ty = pri-1+ Ut

#(B)uy = 0(B)a,

donde a; es una secuencia de variables aleatorias iid que verifica E(a;) =0y E(a}) = o2

El proceso generador de datos (PGD) es, por tanto,
ys =+ 6t + x4, T4 = pryq +ur, up = P(B)ay, (3.2.1)

donde (B) = ¢(B)~16(B). Una representacién alternativa de (3.2.1) es

ye = (1 = p) +6p+6(1 — p)t + pys—1 + ¥(B)ay (3.2.2)

En el modelo (3.2.2) la no estacionariedad puede ser debida a tres causas:
1. presencia de tendencia lineal determinista,
2. raiz unitaria
3. ambas simultaneamente.
Encontrar métodos que permitan distinguir entre una serie temporal estacionaria y estos

tres tipos de no estacionariedad es lo que se conoce como el problema de deteccién de

raices unitarias.

El primer tipo de no estacionariedad considerado es el caso de parte estocastica esta-
cionaria (p < 1) y parte determinista con tendencia lineal (6 # 0). La representacién de

este proceso es

Yy = p + 6t +p*(B)ay, . (3.2.3)
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donde ¢*(B) = (1—pB)~'4¢(B). La media de este proceso es una tendencia lineal de pen-
diente 6. Alrededor de esta tendencia el proceso evoluciona de forma estacionaria segin
la forma de ¥*(B). Por esta razon se le denomina frecuentemente tendencia—estacionario

(en inglés trend-stationary) pues se convierte en estacionario al sustraerle la tendencia.

El segundo tipo de no estacionariedad se obtiene en procesos sin tendencia determinista

pero con raiz unitaria. Haciendo p =1y § =0 en (3.2.2) resulta
(1 - B)y: = ¥(B)as, (3.2.4)

que incrementos estacionarios de media nula. En el caso particular de ¢(B) igual a 1 se

tiene un paseo aleatorio sin deriva.

El tercer tipo considerado de no estacionariedad corresponde a la unién de una raiz
unitaria y una tendencia determinista, que equivale a tener los valores p =1y § # 0 en

(3.2.2). El modelo que resulta es

(1 = B)(y: — p = 6t) = 9(B)as,

o también,

(1 = B)y: =6 + ¢(B)a, (3.2.5)

que en el caso particular en que ¥ (B) es igual a 1 es un paseo aleatorio con deriva.

Cualquiera de estos tres tipos de procesos no estacionarios puede reducirse a estacionario
aplicando una diferencia a y;. El problema surge si la no estacionariedad es debida
sélamente a una tendencia determinista. Si se toma una diferencia en (3.2.3) se obtiene

el proceso no invertible

(1-B)y; =6+ (1 — B)yp*(B)a.
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Por tanto, si se desea hacer estacionario e invertible al proceso (3.2.3) habrd que sustraer
la tendencia en lugar de tomar una diferencia. Esta es una de las razones por la que no es
suficiente con saber que un proceso es no estacionario, sino que es importante distinguir en-

tre no estacionariedad debida a tendencia determinista o a presencia de una raiz unitaria .

Otra razén que aconseja la distincién entre los dos tipos de no estacionariedad: tendencia
determinista o raiz unitaria , es por las distintas implicaciones de sus predicciones a largo

plazo. La prediccién del proceso con tendencia determinista (3.2.3) es

Jerh = E(Wernlys) = p 4+ 6(t + h) + has + Yp a1 + o (3.2.6)

Para h suficientemente grande esta prediccién es una linea recta independientemente del

origen de la prediccién. Esta caracteristica hace que sean poco factibles en series reales.

Para el segundo caso, proceso con raiz unitaria, la prediccién es

Goon =Y+ (01 +ha+ -+ s)ar+ (Y +ha+ -+ + o) + - (3.2.7)

En este caso la prediccién a largo plazo cambia con cada origen considerado.

Otro aspecto que diferencia a los procesos con tendencia determinista y los procesos
q
con raiz unitaria es la varianza de sus errores de predicciéon. La varianza de los erro-
res de prediccién de un proceso con tendencia determinista, suponiendo conocidos los
parametros, puede obtenerse a partir de (3.2.6), resultando
h—1
A 2 .2 *2
E(Yieh — Je4n) =0 Z (2 (3.2.8)
=0
que, con p < 1, corresponde con la varianza de los errores de prediccién de un proceso esta-

cionario y esté, por tanto, acotada. Sin embargo la varianza de los errores de prediccion
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en presencia de raiz unitaria (con o sin tendencia determinista) es

h—1
E(yspn — ?91t+h)2 =o? Z
N im0

(i %) (3.2.9)

1=0

que aumenta en cada horizonte de prediccion sin alcanzar ninguna cota.

3.3 Introducciéon a la inferencia en presencia de raiz unitaria

En esta seccion se introducen los elementos de inferencia que se presentan en el problema
de deteccién de raices unitarias y que difieren de la inferencia en procesos estacionarios.
Se considerara inicialmente el caso sencillo de y = § = 0 y ¥(B) = 1 con innovaciones

normales, .
Yy = pYi-1 + ay, (3.3.1)

con yo = 0 y por tanto y; ~ N(0,0?). Dadas T observaciones y1, ¥z, ..., YT, €l estimador

de minimos cuadrados (MCO) de p es

ZtT=1 YtYi—1
Zthl y?—l

Rubin (1950) demostré que p es un estimador consistente para todo valor de p. En el caso

p= (3.3.2)

|p] < 1 Mann & Wald (1943) demostraron que este estimador es, ademds, asintéticamente

normal (en condiciones algo mds generales que las aqui expuestas) y por tanto
A d
VI (p—p) == N(0,0°(1 - %)),

donde el simbolo % significa convergencia en distribucién. La dificultad del caso |p| = 1
estriba en que \/T(ﬁ— 1) converge a cero en probabilidad y, por tanto, no es un estadistico
util para la realizacién de contrastes asintdticos. Sin embargo, T'(p — 1) si converge a

una variable aleatoria, aunque de distribucién no estandar. Por tener p, en este caso,
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un orden de convergencia O(T~!) en lugar de O(T~'/?), se dice que el estimador es
superconsistente. White (1958) demostré que esta distribucién limite puede expresarse
como un funcional de movimientos Brownianos aplicando el teorema de Donsker (Donsker,
1951) a la sumas parciales de las innovaciones a;. Donsker (1951) demuestra que la
distribucién limite de cualquier funcién de sumas de variables aleatorias iid con varianzas
finitas es la distribucién del correspondiente funcional del proceso de Wiener. Para aplicar

este resultado se define el proceso de sumas parciales S; como

i
St = Z a;.
t=1

El interés de estas sumas parciales se encuentra en que, haciendo p =1 en (3.3.1), y; = 5.

Para estudiar la distribucién asintética de estas sumas parciales se define el proceso X7 (r),

con r € [0,1] de la siguiente manera
Xr(r) = (1/T) S, (3.3.3)

donde [T'r] es el mayor entero que es menor o igual a T'r. La variable aleatoria Xr(r) es

una funcién en escalones de r

0 0<r<1/T
a1/T 1T <r<2/T
XT(T): (a1+a2)/T 2/TST‘<3/T

{ (Z?:l at) /T r=1

La estandarizacién /T Xr(r)/o, para un r fijo, es un elemento aleatorio en el espacio de
funciones D, el espacio de las funciones reales en [0,1] que son continuas por la derecha
en cada punto de [0,1] y tienen limites finitos por la izquierda. Por tanto, en el espacio

D pueden existir escalones o discontinuidades de primer orden (para una discusién mas
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profunda véase Billingsley (1968, seccién 14)). Bajo ciertas condiciones, que cumplen las

innovaciones a;, se demuestra que
VT X(r))o -2 W(r), (3.3.4)

donde W (r) es un movimiento Browniano estandar o proceso de Wiener. Ademads, para
un r fijo, W(r) ~ N(0,r). Este resultado se conoce como el teorema central del limite
de funcionales (TCLF) y se verifica en condiciones mas generales de las aqui expuestas

Por ejemplo, a; podria presentar heterocedasticidad condicionada y cierto grado de
dependencia temporal, pudiendo seguir un proceso ARMA (véase Herrndorf (1984) y
Phillips (1987a, p. 280)). Aplicando este resultado para r = 1 se obtiene el clasico

resultado
T
= Et:l ay _i) W(l)
oT

Otro resultado importante que, junto con el TCLF, es necesario aplicar en la inferencia de

VT Xr(1)/o

procesos con raiz unitaria es el llamado teorema de la aplicacién continua (TAC) (véase,
por ejemplo, Billingsley (1968, teorema 5.1)) segin el cudl si VT X7(r)/o 2, Wi(r),y

g(+) es un funcional continuo en el espacio D, entonces
g (VTXz(r)) Jo - (W (r)). (3.3.5)

Ejemplos de funciones g(-) son [y Xz(r)dr, fy X2(r)dr o multiplicacién por una cons-
tante. La aplicacién del TCLF y del TAC permite encontrar las distribuciones asintoticas
de los diferentes momentos muestrales que intervienen en los contrastes. En la siguiente
proposicién se recopilan los resultados basicos que son de frecuente aplicacion tanto en
este capitulo como en el capitulo 4. La demostracién puede encontrase en los trabajos de

Phillips (1987a), Phillips & Perron (1988) y Chan & Wei (1988) entre otros.
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Proposicién 3.1 Sea y; el siguiente proceso

Yt = Yg1 + a4

donde yo = 0, a; es una secuencia iid con media cero y varianza o?. Entonces

T-1257T o0 4 oW(1) ~ N(0,0?)
TPy = o [ W(r)dr ~ N(0,30%)
zt = o fWRA(r)dr
T Lk, 5 '“fo W (r)dr
T e 5 ( (H-1) ~ (xi-1)
T3 5T ta, -5 oW(1)—o fy W(r)dr ~ N(0,10%)
75125ty 4, afol rW(r)dr ~ N(0, %02)
T35T ty? | BLIP Jo rW2(r)dr

Aplicando estos resultados al estimador p definido en (3.3.2) se obtiene, si p =1,

T S, Y10y 4, s IW(1) —1]
T2 Zthl Y7 fol W?2(r)dr

Se denotara por 7 al estadistico pivote ¢ de regresién. Su distribucién limite, si p =1, es
o — w2(1) -1
P _ 1 —_a;’_) 2[ ( ) 1/2 .
% {fgW(r)dr}
donde & es el estimador MCO del error estandar de los coeficientes estimados, es decir
1
& = {Et 1 (Yt — PYe- 1)2}2
a (T'-1) Et =1 Yi-1

El modelo (3.3.1) supone que, bajo la hipétesis nula Hy : p =1, el proceso es una paseo

T(h—1) = (3.3.6)

# =

(3.3.7)

aleatorio mientras que bajo la alternativa Hy : p < 1 es un proceso estacionario de media
nula. Si se desea contemplar la situacién mas general de que bajo la alternativa el proceso
pueda tener media no nula se tendrd el modelo, particularizando (3.2.2) al caso ¢(B) = 1,
=0,

= (1 =p) + pyi1 + av. (3.3.8)




3. Contrastes de raices unitarias en series temporales. Una revisién comparada 82

En este modelo, se sigue obteniendo un paseo aleatorio bajo la hipétesis nula de raiz

unitaria. El estimador por MCO de p en este modelo, p*, tiene la expresién,

= Ty~ 50)vcs = 7o)
S (Y-t — J(-1))*

donde g = (T — 1)1 0, ysti- La distribucién del estadistico T'(p* — 1) es, si p =1,

(3.3.9)

W) — 1] = W(1) fy W(r)dr

T(* —1) - (3.3.10)
o w(r)dr = [J3 W(r)dr|
y para el estadistico pivote ¢, que se denotara por 7#,
o — Hw2(1) = 1] - W(1) Jy W(r)d
,?_#, — p 1 i) 2[ ( ) ] ( )fO (r) r (3.3.11)

. 20
7 {fol W2(r)dr — [fol W'(r)drr}
que difieren de (3.3.6) y (3.3.7). Nétese que estas distribuciones asintéticas no dependen
de pu.

Anélogamente, un modelo que bajo la alternativa pueda tener pendiente lineal determi-

nista serd, particularizando (3.2.2) para (B) = 1,

Yt = Bo + Bt + pyi—1 + ay, (3.3.12)

donde
Po=(1—plu+ép, Br=61-p)
Si se considera que bajo la hipdtesis nula el proceso es paseo aleatorio, Ho: p =1, 6 =0,

el estimador MCO de p, 5™ del modelo (3.3.12) tiene la distribucién limite (Phillips &

Perron, 1988
) 3 W2(1) — W2(0)]
T WEr)dr

(3.3.13)

donde
W(s)ds — (12r — 6) /1 sW(s)ds,

0
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y para el estadistico ¢, que se denotard por 77,
=1 32 - W20)
= T /2
o {Rwar}”

(3.3.14)

Finalmente se considera el caso en que el término de error en (3.3.1) sea u; en lugar de

a;, donde, de acuerdo al modelo definido en (3.2.2), tiene que
Uy = L[)(B)at

Para el estudio de este caso es de gran utilidad la aplicacién de la descomposicién de
Beveridge & Nelson (1981). Estos autores encuentran una descomposicién de z; = o +

Uy + ug -+ -+ - + uy en parte no estacionaria mas parte estacionaria. Para ello reescriben

Y(B) = (1) + 4¥*(B)(1 — B), donde ¢*(B) = — 2., ¥i. Entonces
1) Zat + ¥*(B)a; + %o, (3.3.15)

donde %o = zo — 9*(B)ag representa las condiciones iniciales y el término ¥*(B)a; es
estacionario. La aplicacién de esta descomposicién junto con el TCLF al proceso de

sumas parciales
Xr(r) = (1/T)Sirn, Si= Zut, . (3.3.16)
lleva a

VT Xr(r) =% op(1)W(r), (3.3.17)

que es (1) veces el resultado (3.3.4). Este resultado permite generalizar facilmente los

resultados obtenidos para el caso (B) = 1.

3.4 Contrastes de raices unitarias

En esta seccién se describen los contrastes de raices unitarias mds importantes que se

encuentran en la literatura. El apartado 3.4.1 introduce el problema de la construccién
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de estos contrastes. Los apartados 3.4.2 a 3.4.4 estan dedicados a los tres contrastes mas

significativos que se encuentran publicados. Estos contrastes son:

1. contrastes de Dickey-Fuller (Dickey & Fuller, 1979),
2. contrastes de Sargan-Bhargava (Sargan & Bhargava (1983), Bhargava (1986)),
3. contrastes de Elliot-Rothenberg-Stock (Elliot, Rothenberg & Stock 1992).

En el apartado 3.4.5 se comparan sus potencias en un ejercicio de simulacién. Finalmente

en el apartado 3.4.6 se describen otros contrastes que se encuentran en la literatura.

El modelo sobre el que se realizan los contrastes es el modelo general (3.2.2) y la exposicién
se centra en las siguientes hipétesis a contrastar

e Contraste 1: Bajo la hipdtesis nula el proceso tiene una raiz unitaria, bajo la alter-
nativa el proceso es estacionario de medianula: Hy: p=1,H;: p<1, p=6=0.

e Contraste 2: Bajo la hipdtesis nula el proceso tiene raiz unitaria y bajo la alternativa
es estacionario con media no necesariamente nula: Ho: p=1, Hy, :p<1, § =0.

e Contraste 3: Bajo la hipétesis nula el proceso tiene una raiz unitaria y bajo la

alternativa no tiene raiz unitaria pero presenta pendiente lineal determinista: Hy :

p=1H,: p<1l,§#0.

3.4.1 Consideraciones generales

La aplicacién del lema de Neyman-Pearson al problema de contrastes de raices unitarias
lleva a la conclusion de que, como sucede en otras situaciones, no existe un contraste que
sea uniformemente mds potente para Ho: p =1, Hy : p < 1. Si se considera el caso mas

sencillo de un proceso AR(1) con errores normales

Yt = PYi—1 + Qgy Ay lld N(O, 0'2)

2

con yo = 0 y se supone, para facilitar la exposicién, que o0 = 1 conocido, se puede

utilizar el lema de Neyman-Pearson para contrastar la hipétesis nula Hy : p = 1 frente
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a la alternativa simple H; : p = p,. La funcién de verosimilitud, dada una muestra de

L(po) = (#)T exp {—% é(yt - Poyt—l)z} -

El contraste de la razén de verosimilitudes de Hy : p =1 frente a Hy : p = p, propociona

tamano T', es

el contraste 6ptimo en el sentido de ser uniformemente mas potente (UMP). Este contraste
rechaza la hipétesis nula si L(p,)/L(1) es suficientemente grande. En la presente situacién
la construccién de este contraste lleva a la siguiente regién critica
T
(PZ —-1) Z yt2—1 —2(p, — 1) Z YY1 < €
t=1 t=1
donde c es una constante. Esta region critica es una combinacion lineal de dos estadisticos
con ponderaciones que dependen de la alternativa p,, por lo que ¢ - ¢(p,). Por tanto,
en el caso de alternativa compuesta Hy : p < 1 no existird un contraste que sea UMP.
Esta ausencia de un contraste 6ptimo ha llevado a una gran proliferacion de contrastes

de raices unitarias.

La construccién del contraste en el caso I(1) general ha de evitar la distorsién que intro-
duce la estructura dinamica de u; y el componente determinista (y, §). De esta forma, la
construccién de un contraste de raices unitarias presenta tres grandes lineas de investi-
gacion:

1. Encontrar formas mejores de estimar el valor verdadero p.

2. Encontrar procedimientos que disminuyan la distorsién que introduce u;.

3. Encontrar procedimientos para eliminar la componente determinista.
Los resultados de estas tres grandes lineas de investigacién pueden considerarse intercam-
biables en el sentido de que, en general, a un mismo procedimiento que mida la proximi-
dad de p a la unidad se le pueden aplicar distintas correcciones para disminuir (eliminar

asintéticamente) la influencia de u; y también distintas formas de extraer el componente
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determinista. Tradicionalmente el esfuerzo se ha concentrado en las dos primeras lineas
expuestas. Sin embargo, las investigaciones de Elliot, Rothenberg & Stock (1992) mues-
tran un procedimiento de eliminacién del componente determinista que, aplicado sobre
los contrastes originales de Dickey & Fuller (1979), duplican su potencia y los sitia a la

cabeza de los contrastes de raices unitarias.

3.4.2 Contrastes de Dickey—Fuller

El problema general de detectar autocorrelacién es muy antiguo y una primera referencia
podria encontrarse en Yule (1921), siendo muy importantes las posteriores contribuciones
de von Neumann et al. (1941) y Anderson (1948). No obstante, y segiin conocimientos del
autor, es en la tesis doctoral de Dickey (1976) donde se encuentra la primera tabulacién
de la distribucién de un estadistico que contraste la presencia de una raiz unitaria. Esta
tabulacién se encuentra publicada en Fuller (1976, p. 371-373). Han surgido desde en-
tonces muchas propuestas que intentan, y consiguen, mejorar el comportamiento de estos
contrastes. A pesar de dicho esfuerzo investigador, los contrastes de Dickey—Fuller siguen

siendo los mas utilizados.

Dickey (1976), Fuller (1976) y Dickey & Fuller (1979) construyen contrastes basados en los
estadisticos de MCO T'(p—1) y el estadistico pivote ¢ de regresién expuestos en la seccién
anterior. Estos autores fueron los primeros en tabular las distribuciones asintdticas de
estos estadisticos cuando p = 1. Para ello utilizaron argumentos distintos a los empleados
en la seccion 3.3, basados en funcionales de movimientos brownianos. Dickey & Fuller
calculan las distribuciones asintéticas basandose en la distribucién de ratios de formas

cuadraticas. Por ejemplo, en el caso més sencillo en que bajo la alternativa el proceso
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tiene media nula obtuvieron

1

T(p-1) -5 T7HE-D),
A (h— 1) d 1 -1/2(¢2
T = 5.3 2F (& - l)a

donde .
&= ﬁiW-Z- I'= iv?Z? Yi = 2(-1)*
1=0 o =1 e (ZZ - 1)71"

y Z; son 1td N(0,1). En el caso sencillo en que u; = a; los contrastes utilizan la estimacién

por MCO de p, p* y p” en las regresiones

Yo = pYi-1+ ay, (3.4.1)
Yo = ao+ pYi1 +ay, (3.4.2)
Yye = aotoant+p Y +as (3.4.3)

Asimismo, los estadisticos 7 son los respectivos estadisticos t.

Dado un tamaifio muestral, cuanto menor sea el valor del pardmetro p mas desplazada ha-
cia la izquierda estard la distribucién de los estadisticos. Por tanto se rechaza la hipdtesis

nula de raiz unitaria para valores inferiores a cierto valor critico.

La tabla 3.1 muestra los valores criticos al 5% para distintos tamafios muestrales. Estos
valores se encuentran en Fuller (1976) y han sido calculados con yo = 0 y ¥(B) = 1 con

ap ~ N(O, 1)

Eliminacién de la influencia de u;

Los trabajos de Dickey & Fuller (1979) se basan en el caso sencillo AR(1) pudiéndose

extender a un autorregresivo de cualquier orden aplicando los resultados de Fuller (1976
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Tabla 3.1: Valores criticos al 5% para diferentes contrastes de Dickey-Fuller (Fuller,

1976)
T

Contraste 25 50 100 250
T(p—1) -7.3 -7.7 -7.9 -8.0
T(p*—1) -12.5 -13.3 -13.7 -14.0
T(p™—-1) -17.9 -19.8 -20.7 , -21.3
7 -1.95 -1.95 -1.95 -1.95
TH -3.00 -2.93 -2.89 -2.88
77 -3.60 -3.50 -3.45 -3.43

p. 373). Esta extensién se basa en la estimacién de un modelo en la forma denominada
de correcion de error. Sea el caso en que y; sigue un proceso autorregresivo AR(p + 1),

donde se quiere contrastar si existe una raiz unitaria. Este modelo puede escribirse como
p+1

(=S )= = ) = (1= S 6B = pB) == ) = (k)

i=1
La forma de correcién de error se basa en que cualquier polinomio 7(B) puede descom-
ponerse como:
n(B) =7(1)B + 7n*(B)(1 — B), (3.4.5)
donde si m(B) es de orden infinito 7*(B) también lo es, y si 7(B) es de orden (p+1)

7*(B) es de orden p. Es inmediato comprobar, igualando potencias, que

p+1

N .
T = Z T, 7 =1,..,p.
1=5+1

Aplicando la descomposicién (3.4.5) a (3.4.4) se obtiene el modelo de correccién de error

$(B)(1 - pB) = $(1)(1 - p)B + ¢*(B)(1 - B). (3.4.6)
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Dado que 7(B)(y; — g — 6t) = a4, (1 — B)(y; — pp — 6t) = Ay, — § y llamando ¢ = ¢(1) se

obtiene

ar = (1 =p)yse1 —c(1 —p)(p+8) —c(1l — p)ét (3.4.7)
Ayt ﬁlmm_j -0+ 48 (3.4.8)
j= j=
Reagrupando términos se obtiene
Ay = k(1 = p) + ka6 + (1 — p)bt + c(p — Dye—1 + Zp; b3 AY:-j, (3.4.9)
i=

donde ky = (u+6) y ko = (1 4+ X5, ¢%).

Los contrastes se realizan estimando por MCO las siguientes regresiones

Contraste 1: Ho: p=1,Hy:p<1, pu=6=0.

P
Ayy = ays_1 + Z 5;Ayt—j + ay.
J=1
Contraste 2: Hy: p=1,Hy,:p<1, 6=0.
P
Ay; = ap + o,y + Z ¢;Ayt—j + a;.

i=1
Contraste 3: Hy: p=1, Hi,:p<1, §#0.
P
Ay = ap + Bt + oy + Z ¢ Ayi—j + ar
J=1
Donde a = ¢(p — 1), a, = ¢(p* ~ 1) y o, = ¢(p” — 1). Dickey y Fuller demuestran que
¢ Té&, é71Ta, y ¢ *Té,, donde ¢ es un estimador consistente de ¢, tienen las mismas
distribuciones asintéticas que en el caso p = 0. Igualmente demuestran que los estadisticos
pivote de regresién 7, 7# y 77 mantienen las mismas propiedades asintéticas que en el caso

p = 0 sin necesidad de correcciones adicionales. Como estimador de ¢ pueden emplearse

las estimaciones de los parametros de los modelos estimados:

p Y
e=1-34;
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Este resultado puede obtenerse igualmente aplicando el TCLF. Ndétese que ¢ = (1)~
y por tanto puede aplicarse el resultado (3.3.17) por el que la convergencia de sumas

parciales del proceso u; = ¥(B)a; es equivalente a la del proceso a; si se corrige por el

término (1).

Said & Dickey (1984) (Said-Dickey) extienden estos resultados a procesos ARMA(p, 1, q)
de cualquier orden, pudiendo ser p y ¢ desconocidos. Para ello Said-Dickey utilizan los
resultados de Berck (1974). Berck (1974) demuestra que cualquier autorregresivo de or-
den desconocido puede aproximarse por un autorregresivo de orden finito si el numero de
retardos aumenta con el tamafio muestral T' a una velocidad menor que T%/3. Utilizando
MCO para estimar los coeficientes degeste modelo autorregresivo se obtienen los mismos
resultados asintdticos que los tabulados por Dickey. A los contrastes de Dickey-Fuller

basados en esta aproximaciéon mediante una regresién en forma de correccién de error se

les denomina contrastes de Dickey-Fuller aumentado.

Phillips (1987a) y Phillips & Perron (1988) (Phillips-Perron) proponen un procedimiento
alternativo para recoger la estructura dindmica de (B). El método es no paramétrico
con respecto a los pardmetros que no son de interés (62 y ¢;), por lo que puede adaptarse a
una amplia clase de modelos. Los estadisticos construidos tienen la misma representacion

asintética que los contrastes de Dickey-Fuller para el caso AR(1).

Tanto el procedimiento de Said-Dickey como el de Phillips-Perron son correcciones a-
sintéticas del efecto de parametros perturbadores. En muestras moderadas o pequefas
puede, sin embargo, existir influencia de estos pardmetros. Esta influencia afectard al
nivel de significacién del contraste, y a su potencia. Estudios empiricos han mostrado que

tal distorsién es elevada cuando el proceso tiene componente MA, especialmente si dicho
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componente tiene raices cercanas al circulo unidad que enmascaren la raiz unitaria au-
torregresiva (excelentes trabajos dedicados a estudiar este problema son Schwert (1987)
y Agiakloglou & Newbold (1992)). De las dos propuestas anteriores, el estimador no
paramétrico de Phillips-Perron es el que presenta mayores distorsiones haciendolo poco
recomendable en el caso en que exista componente MA con raices positivas. No obstante,
las distorsiones del enfoque de Said-Dickey no son despreciables. Trabajos interesantes

sobre modificaciones de estas dos propuestas se encuentran en Perron & Ng (1994), Hall

(1994) y Ng & Perron (1995).

Existe en la literatura una tercera alternativa para extender los contrastes de Dickey-
Fuller a procesos con componente MA(q) y que presenta menos distorsiones en el nivel y
la potencia que las propuestas anteriores. Este enfoque ha sido denominado de variables
instrumentales y es debido a Hall (1989). Hall (1989) considera el modelo ARIMA(0,1,9)
y propone un estimador basado en variables instrumentales usando y;_j, con k > ¢, como
instrumento de y;—;. Se demuestra que el estadistico del sesgo asintotico y el estadistico ¢,
convenientemente modificado, convergen a las distribuciones de los estadisticos de Dickey-
Fuller. Hall (1989) encuentra, mediante un ejercicio de simulacién, que para el contraste
basado en el sesgo asintético las distorsiones en el nivel son menores que las del procedi-
miento de Phillips-Perron. No se ofrecen simulaciones sobre el estadistico ¢. Pantula &
Hall (1991) extienden dicho enfoque al caso ARIMA(p,1,¢) y encuentran, para el sesgo
asintético, que el contraste presenta mejor comportamiento que Phillips-Perron pero simi-
lar a Said-Dickey. Li (1995) sefiala que la estimacién del error estandar de los pardmetros
utilizada en el estadistico ¢ del contraste de variables instrumentales puede ser negativo.
Este autor propone una modificacién de este contraste que evita tal problema. Ademas
muestra un ejercicio de simulacién tanto para el nivel como la potencia de los contrastes

de variables instrumentales. En dichas simulaciones encuentra que las curvas de potencia
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no son mondtonas crecientes al alejarse de la unidad el verdadero valor de la raiz autorre-
gresiva, presentandose minimos locales cuando una raiz de polinomio AR es similar a la

del polinomio MA.

3.4.3 Contrastes de Sargan—Bhargava

Sargan & Bargava (1983) y Bhargava (1986) extienden los fundamentos de los contrastes
de correlacién serial (Anderson (1948), Durbin & Watson (1950, 1951, 1971)) al caso de

raices unitarias.

Estos autores utilizan la aproximacién propuesta por Anderson (1948), y utilizada también
por Durbin & Watson (1950,1971), para la inversa de la matriz de covarianzas normalizada
de y;. Dicha aproximacién permite construir contrastes que son, aproximadamente, in-
variantes uniformemente mas potentes (UMPI) frente a la alternativa estacionaria p < 1.
Los estadisticos que resultan son ratios del tipo Von Neumann. Originalmente han sido
construidos para el caso ¥(B) = 1 y sus distribuciones exactas pueden obtenerse apli-
cando el método de Imhof (1961). Stock (1994) propone un método para extenderlos al
caso general )(B) # 1 y obtiene las expresiones asintéticas en funcionales de movimientos
Brownianos. Por conveniencia, y siguiendo la formulacién de Stock (1994), se escribiran
las inversas de los estadisticos originales. Los estadisticos que se obtienen para contrastes
con hipétesis alternativa de media nula, media no nula y tendencia determinista respec-

tivamente son,

T2 ZT— yg 4 1
SBT = =L — S k7P [ W), 3.4.10
(. ZtT=2(?/t — Yg-1)? /0 (r) ( )

T ZT— (ye = ?j)z d 1 1 2
SB* = t=1\Y¢ k2 | Wir)dr — { W (r dr} , (3.4.11
T-1 5o (ye — yi-1)? /o (r) /0 (r) ( )
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- T T T
SB™ = T 2Zt=1(yt_ﬁ0 —ﬂlt)2 _il_) K—2 /OI(WB)Z(T')dT, (3.4.12)

T-1 Zg;z(Ayt - M)z

donde
T
g = Tﬂlzyta
t=1
T
Ay = T (ye—ye-1) =T N yr — 1),
t=2
T+1
Po = ?“(yT—yOZ(Tt—B,
r YT — U
ﬂ] - T"‘]. 9
WB(r) = W(r)—(r—O5)W(1)——/01W(r)dr
K = %‘f) w = ap(1). (3.4.13)

En el caso (B) = 1 se tiene que E(u?) = o% y por tanto x? = 1. En el caso més
general las distribuciones asintéticas dependen, a través de x2?, de pardmetros pertur-
badores. Se necesita, pues, un estimador consistente #2. Un estimador consistente de
E(u?) es, en cada caso, el denominador de (3.4.10), (3.4.11) y (3.4.12) respectivamente.
Un estimador consistente de w puede obtenerse utilizando el procedimiento propuesto por
Phillips (1987a) y utilizado también en Phillips y Perron (1988) consistente en la cons-
truccién de un estimador no paramétrico. Un segundo procedimiento consiste en aplicar
los resultados de Said & Dickey (1984) para la estimacién de (1) mediante la estimacién
de un autorregresivo de orden adecuado. En este segundo caso el estimador &%y es

A2
2 4

- (1_ 5’:1&?)2’

donde ¢’;, J = 1,...,p son los estimadores MCO del modelo autorregresivo al que se

(3.4.14)

ha ajustado la muestra. Al multiplicar por #% a los estadisticos SB se obtienen unos
estadisticos modificados cuyas distribuciones asintéticas no dependen de pardametros per-

turbadores. Estos estadisticos modificados son:
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T

SB® = R’SB° =& T2y, (3.4.15)
t=1

- T

SB* = &%SB* =& T72Y (y, — §)?, (3.4.16)
t=1

—_—T T

SB" = &’SB" =07 TS (y, — B85 — Brt). - (3.4.17)

t=1
En la tabla 3.2 se muestran los valores criticos al 5% para distintos tamafios muestrales.
Estos valores se han obtenido por el método de Monte Carlo (20.000 replicaciones) y han
sido calculados con yo = 0y 4(B) =1 con a; ~ N(0,1). Para un nivel de significacién del
5% el contraste rechaza la hipdtesis nula de rafz unitaria para valores inferiores a estos

valores criticos.

Tabla 3.2: Valores criticos al 5% para diferentes contrastes de Sargan-Bhargava

| T

| Contraste 25 50 100 250
SB° 0.068 0.061 0.059 . 0.057
SB* 0.043 0.040 0.038 0.037
SB” 0.033 0.030 0.029 0.028

3.4.4 Contrastes de Elliot, Rothenberg y Stock

Elliot, Rothenberg & Stock (1992) construyen un contraste, que denominan 7415, basado
en el estadistico pivote 7 del contraste de Dickey-Fuller. La diferencia respecto del con-

traste de Dickey-Fuller es en la forma en que se elimina el componente determinista. En la
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realizacién del contraste de Dickey-Fuller esta componente es eliminada estimando los re-
spectivos parametros en la regresion en la forma de correccién de error. Este procedimiento
es equivalente a eliminar este componente bajo la alternativa estimada. El procedimiento
propuesto por Elliot, Rothenberg & Stock (1992) consiste en eliminar dicha componente
determinista bajo una alternativa local concreta

(&

pe=14 7, (3.4.18)

donde c¢ es un valor fijo. La nueva serie y; procede del filtro

THIERT -z

donde z; = 1 0 z; = (1,t) dependiendo de cémo sea dicha componente determinista. El
coeficiente 3 procede de la estimacién por minimos cuadrados generalizados suponiendo
que y; sigue un modelo AR(1) de parametro la alternativa local (3.4.18). Este estimador

i puede obtenerse, de forma equivalente, estimando por MCO la regresion entre g; y Z,

donde
gt = (yl’ (1 - pCB)y27 cey (1 - pCB)yT)/7
% = (21,(1 — peB)z2, .oy (1 = pcB)zr).

Una vez conseguida la serie y] se obtiene el estadistico pivote 7 usual de la regresién, por

MCO,

P
Ay = aoy;_q + Z a;Ay;_; + a (3.4.19)

j=1
Elliot, Rothenber & Stock recomiendan en el caso de z; = 1 utilizar €] valor ¢ = —7 y en
el caso de z = (1,t) utilizar el valor ¢ = —13.5. Estos valores proceden de un estudio

numérico realizado por los autores.

Se denotard con 75, 5 al estadistico para el caso en que se corrija sélo por la media local

(2t = 1) y 1&g para el caso z; = (1,¢). La tabla 3.3 muestra los valores criticos para
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Tabla 3.3: Valores criticos al 5% para diferentes contrastes 7grs y 7

T
Contraste 25 50 100 250
TErs -2.56 -2.30 -2.14 -2.03
T&LS -3.57 -3.17 -3.03 -2.93
T -1.95 -1.95 -1.95 -1.95

un nivel de significacién del 5% obtenidos mediante simulacién por Monte Carlo. Las
simulaciones se han realizado con a; ~ N(0,1), y; = a; y 20.000 replicaciones. Para el
estadistico 75 ¢ los valores para T = 50 y 100 coinciden con los pubblicados por los au-
tores. Los valores para 7' = 25 y 250 no estaban tabulados anteriormente. Los contrastes

rechazan la hipdtesis nula de raiz unitaria para valores inferiores a los criticos.

Al ser la distribucién asintdtica de 75 ¢ la misma que la del estaditico 7 de la tabla 3.1
los autores no obtienen ninguna tabulacién de sus valores criticos en muestras finitas. No
obstante la tabla 3.3 muestra que, en los tamafios muestrales indicados, existen diferencias
entre los valores criticos de 7# y los obtenidos en la simulacién para 75 5. Estos valores
criticos simulados coinciden, ademads, con los tabulados por Pantula et al. (1994) para
este mismo contraste. En la comparacion de los contrastes que se realiza en la préoxima
seccion se utilizardn estos valores criticos simulados en lugar de los asintéticos para ase-
gurar un nivel de significacién nominal del 5%. No obstante, se incluird una comparacién

de las potencias obtenidas utilizando ambos grupos de valores criticos.
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3.4.5 Comparacién en muestras finitas

En esta seccién se comparan las potencias empiricas de los tres tipos de contrastes des-
critos en los anteriores apartados. Las potencias empiricas se han obtenido mediante

simulacién por Monte Carlo. En cada experimento se ha simulado el proceso

Yt = pYs—1 + a4

con at, ttd ~ N(0,1), yo = 0. En la elaboracién de los contrastes se ha supuesto que
el modelo sigue un AR(1). Se han realizado simulaciones para los valores de p = 0.99,
0.97, 0.95, 0.90, 0.85, 0.80 y 0.70. Los tamanos muestrales analizados son T = 25, 50,
100 y 250. En cada experimento se han obtenido 10.000 replicaciones del modelo y se ha
contabilizado el porcentaje de veces que, para cada contraste, se rechaza la hipétesis nula,
es decir, que el valor del estadistico sea inferior al valor critico. Para el estadistico 75; ¢
se han utilizado los valores criticos obtenidos por simulacién de la tabla 3.3. Al final de
esta seccion se incluye una comparacion del nivel y potencia de este contraste utilizando

los valores criticos del contraste 7

La tabla 3.4 y la figura 3.1 muestran las potencias de los contrastes que consideran bajo
la alternativa que el proceso es estocastico puro. Puede observarse que los contrastes son

practicamente iguales.

Las tablas 3.5 a 3.12 y las figuras 4.2 a 4.9 muestran las potencias de los contrastes que
permite media no nula. La comparacién de estos contrastes es sencilla al no cortarse
ninguna de las curvas de potencia. Los contrastes Tgrs superan en potencia de forma
uniforme en todas las situaciones. Esta ventaja es ligeramente superior en los contrastes
sin tendencia lineal. Los contrastes de Sargan-Bhargava son inferiores a 7grs pero su-

peran a los contrastes de Dickey-Fuller. El contraste de menor potencia es el basado en
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el estadistico ¢ de regresién.

En tamafios pequefios como T' = 25 todos los contrastes son altamente conservadores, en
el sentido de no rechazo de la hipétesis nula. Por el contrario la potencia es muy elevada
en T' = 250, donde es facil conseguir una potencia cercana al 100% para alternativas no

muy alejadas de uno.

Los resultados de este ejercicio de simulacién serdn completados en el préximo capitulo,
donde se permitird que el proceso generador de datos tenga componente MA. Ya se men-
cioné anteriormente que la presencia de dicha componente afecta negativamente al com-
portamiento de un contraste. Valores positivos del coeficiente § aumentan el nivel de
significacién por encima del nivel nominal. Este efecto es especialmente importante en
los contrastes basados en el sesgo asintético T'(p — 1), T'(p* —1) y T(p™ — 1). Por contra
los contrastes 7, 7# y 77 basados en el estadistico ¢ presentan menores distorsiones en el
nivel y mantienen buenos valores de potencia. Este resultado ha hecho que el contraste

basado en el estadistico ¢ sea el més recomendable de los dos.
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Tabla 3.4: Potencia empirica para el nivel 5%. Sin componentes deterministas
bajo la alternativa. 10.000 replicaciones por Monte Carlo. Proceso simulado: y; =

PYt—1 + ag; ag ~ N(O,UQ)Q Yo = 0.

p

Contraste ~ 0.99  0.97 095 090 085 080  0.70
T =25

T(5—1) 006 007 009 015 023 033  0.58

# 0.06 007 009 015 023 034  0.58

SB® 0.05 007 009 015 023 033  0.57
T = 50

T(5—1) 006 009 014 032 056 078  0.97

# 0.06 010 014 032 056 078  0.97

SB° 0.06 009 013 031 054 076 097
T = 100

T(p—1) 0.08 0.138 0.32 0.76 0.98 1.00 1.00

0.08 0.18 0.32 0.76 0.97 1.00 1.00

SB° 0.07 0.16 0.31 0.74 0.97 1.00 1.00
T =250

T(p—1) 0.15 0.55 0.91 1.00 1.00 1.00 1.00

0.15 0.55 0.90 1.00 1.00 1.00 1.00

SB° 0.14 0.52 0.89 1.00 1.00 1.00 1.00

b B3

<>
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Figura 3.1: Potencia empirica de los contrastes de raiz unitaria. Alternativa sin componentes

deterministas. (10.000 replicaciones, yo = 0). —-— #, — T(p—1),--- SB? .
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p
Contraste 0.99 0.97 0.95 0.90 0.85 0.80 0.70

T(p*—1) 0.05 0.06 0.07 0.10 0.14 0.18 0.31

T 0.05 0.05 0.06 0.06 0.09 0.11 0.18
SB# 0.05 0.07 0.08 0.11 0.16 0.21 0.35
TéLs 0.06 0.07 0.09 0.12 0.17 0.22 0.39

Tabla 3.5: Potencia empirica para el nivel 5%. T' = 25, 10.000 replicaciones

T=25

09t

08

0.7f

0.6

05}

Potencia

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Figura 3.2: Potencia empirica de los contrastes de raiz unitaria. Alternativa con media no nula.

(10.000 replicaciones, yo =0). T'=25. — - — ##,- - T(p* — 1), --- SB¥, — 7£, ¢ .
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p
Contraste ~ 0.99 097 095 090 085 080 0.70
T(p*—-1) 006 008 011 018 031 047  0.79
o 0.05 006 007 011 020 032  0.64
SB* 0.06 010 012 022 037 055 0.86
s 0.06 009 013 026 044 062  0.89

Tabla 3.6: Potencia empirica para el nivel 5%. T = 50, 10.000 replicaciones

T=50

Potencia

0.7 0.75 0.8 0.85 09 0.95 1

tho

Figura 3.3: Potencia empirica de los contrastes de raiz unitaria. Alternativa con media no nula.

(10.000 replicaciones, yo = 0). T =50. — - — ##,- - T(p* — 1), --- SB¥, — 75, ¢ .
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p
Contraste 0.99 0.97 0.95 0.90 0.85 0.80 0.70

T(p*—1) 0.07 0.12 0.19 0.47 0.79 0.95 1.00

o 0.06 008 011 029 061 086  1.00
SB* 007 013 022 052 083 097  1.00
T 008 017 028 066 091 098  1.00

Tabla 3.7: Potencia empirica para el nivel 5%. T' = 100, 10.000 replicaciones

T=100

09+
0.8}
0.7r
0.6

05

Potencia

04F

0.3F

0.2+

0.1r

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

rho

Figura 3.4: Potencia empirica de los contrastes de raiz unitaria. Alternativa con media no nula.

(10.000 replicaciones, yo = 0). T = 100. — - — ##, - - T(p# — 1), --- SB¥, — 7&, o .
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p
Contraste 0.99 0.97 0.95 0.90 0.85  0.80 0.70

T(p*~1) 0.11 0.32 0.64 0.99 1.00 1.00 1.00

o 007 019 046 097 1.00 1.00  1.00
SB* 0.12 036 069 1.00 100 1.00  1.00
i 0.14 052 086 1.00 1.00 1.00  1.00

Tabla 3.8: Potencia empirica para el nivel 5%. T = 250, 10.000 replicaciones

09+

0.8

0.7+

05

Potencia

04}

0.3

0.2

0.1F

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

rho

Figura 3.5: Potencia empirica de los contrastes de raiz unitaria. Alternativa con media no nula.

(10.000 replicaciones, yo = 0). T'=250. — - — ##, - - T(p¥ - 1), .- SB¥, — 75, 5 .
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p
Contraste 0.99 0.97 0.95 0.90 0.85 0.80 0.70

T(p™—1) 0.05 0.05 0.06 0.06 0.08 0.10 0.16

# 0.05 005 005 005 007 008 0.12
SB” 0.05 005 005 006 008 010 0.16
Tis 005 006 006 006 008 010 0.6

Tabla 3.9: Potencia empirica para el nivel 5%. T = 25, 10.000 replicaciones

T=25
1 T
0.9}
0.8}
0.7}
0.6+
-]
o
g os}
o
-
04}
0.3}
0

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

tho

Figura 3.6: Potencia empirica de los contrastes de raiz unitaria. Alternativa con pendiente deter-

minista. (10.000 replicaciones, yo =0). T=25. —-— #7,--T(p" = 1), -+ SB", — 1%
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p
Contraste 0.99 0.97 0.95 0.90 0.85 0.80 0.70

T(p™—1) 0.05 0.06 0.07 0.09 0.15 0.24 0.49

3 0.05 006 006 008 012 019 040
SB” 0.05 006 007 010 017 027  0.53
oo 0.05 006 007 011 018 029  0.58

Tabla 3.10: Potencia empirica para el nivel 5%. T = 50, 10.000 replicaciones

T=50

09t

0.8

07}

Potencia

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Figura 3.7: Potencia empirica de los contrastes de raiz unitaria. Alternativa con pendiente deter-

minista. (10.000 replicaciones, yo = 0). T =50. — - — #7,- - T(p" = 1), --- SB”, — &




3.4. Contrastes de raices unitarias

p .
Contraste  0.99 097 095 090 085 080  0.70 |

T(p™ —1) 0.05 0.07 0.10 0.24 0.48 0.74 0.99

# 0.05 007 008 019 040 0.64  0.96
SB” 006 007 011 027 053 077 097
IS 0.06 007 011 030 058 0.83  0.99

Tabla 3.11: Potencia empirica para el nivel 5%. . T' = 100, 10.000 replicaciones

Potencia

0.7 0.75 08 0.85 09 0.95 1

Figura 3.8: Potencia empirica de los contrastes de raiz unitaria. Alternativa con pendiente de-

terminista. (10.000 replicaciones, yo = 0). T = 100. —-— 77, - -T(p" = 1), --- SB", — 7% ¢
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p
Contraste 0.99 0.97 0.95 0.90 0.85 0.80 0.70

T(p™ —1) 0.06 0.16 0.34 0.90 1.00 1.00 1.00

3 0.06 0.3 027 08 1.00 1.00  1.00
SB” 0.07 018  0.39 092 1.00 1.00  1.00
Tirs 0.07 019 045 096  1.00 1.00  1.00

Tabla 3.12: Potencia empirica para el nivel 5§%. T = 250, 10.000 replicaciones

0.9

0.8

0.6

05+

Potencia

0.4}

03

0.2

0.1F

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

rho

Figura 3.9: Potencia empirica de los contrastes de raiz unitaria. Alternativa con pendiente de-

terminista. (10.000 replicaciones, yo = 0). T = 250. — - — 77, - - T(p" — 1), --- SB”, — 7%, ¢




3.4. Contrastes de raices unitarias 109

Nivel y potencia de 75,5 con diferentes valores criticos

Elliot, Rothenberg & Stock (1992) demuestran que el estadistico del contrastes 75 ¢ tiene
la misma distribucién asintética que el estadistico 7 de Dickey-Fuller para el caso no de-
terminista. Basandose en este resultado los autores proponen la utilizacién de las tablas
tabuladas por Dickey (publicadas en Fuller (1976, p. 373)) para el estadistico 7. La ins-
peccién de dichas tablas permite comprobar que dicho estadistico 7 converge muy rapido
a su distribucién asintética, siendo el valor critico para un nivel de significacién del 5%
igual a —1.95 para todos los tamanos muestrales desde T' = 25. No obstante la tabla 3.3
muestra que, en los tamanos analizados, existen diferencias entre los valores criticos co-
rrespondientes al nivel 5% de 7 y 75, ¢. Esta discrepancia indica que la convergencia de
la distribucién de 74, ¢ a su distribucién asintética no es tan rdpida como la de 7. Por
consiguiente, la utilizacién de los valores criticos de 7 para 75 g no proporcionara un con-
traste con el nivel de significacién nominal en muestras moderadas. Existiran, asimismo,

diferencias en los valores de potencia.

En el apartado anterior se realizé la comparacion entre los diferentes contrastes utilizando
los valores criticos obtenidos por simulacién de manera que el nivel de significacién del 5%
estaba asegurado por construccién. En este apartado se comparan los resultados de nivel
y de potencia para el contraste 75, ¢ con ambos valores criticos. Para ello se ha realizado
un ejercicio de simulacién similar al anterior pero utilizando el valor ‘critico —1.95. Los
resultados obtenidos se encuentran en la tabla 3.13. Se denomina 75; g ——MF al contraste
que utiliza los valores criticos simulados para muestras finitas y 75,5 — AS al contraste
que utiliza los valores asintéticos (-1.95) de las tablas de Fuller (1976, p. 373). Puede
comprobarse que sélo en el tamafio muestral T' = 250 los valores obtenidos son similares.
En el resto de los tamafios muestrales las diferencias entre ambos valores criticos son

importantes. El contraste con valores criticos asintéticos tiene un nivel de significacién
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Tabla 3.13: Nivel y Potencia empiricos para el nivel nominal 5% del contraste 75, ¢ con diferentes
valores criticos: 75, — AS: valores criticos asintéticos; 75, ¢ — MF valores criticos para muestras
finitas. 10.000 replicaciones por Monte Carlo. Proceso simulado: y: = pyi—1 + as; az ~ N(0,02);

yo =0.

Contraste ~ 1.00 099 097 095 090 085 080  0.70
T =25

térs—MF 005 006 007 009 012 017 022  0.39

ths—AS 016 018 021 023 031 041 050  0.70
T = 50 _

the~MF 005 006 009 013 026 044 062  0.89

s —AS 010 012 018 025 045 065 081 097
T =100

ths—MF 005 008 017 028 066 091 098  1.00

s —AS 008 011 023 040 077 095 099  1.00
T =250

s —MF 005 014 052 08 100 1.00 100  1.00

thrs—AS 006 017 057 08 100 1.00 100  1.00

mayor que el nominal lo que a su vez proporciona mayores valores de potencia.
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3.4.6 Otros enfoques para contrastar raices unitarias
Extensiones de los contrastes de Dickey-Fuller

Los contrastes de Dickey-Fuller se basan en las propiedades del estimador de MCO. Sobre
la aplicacion de estos contrastes con diferentes métodos de estimacién son interesantes los
trabajos de Pantula, Gonzalez—Farias & Fuller (1994) (asi como las referencias que con-
tiene) y Park & Fuller (1994). En estos trabajos se encuentra que, en general, métodos
de estimacién como maxima verosimilitud o minimos cuadrados simétricos ponderados

proporcionan mayores potencias que MCO.

Leybourne (1995) construye una variacién de los contrastes de Dickey-Fuller basado en la
aplicacion de los estadisticos tanto a la serie observada (yi, y2,..., y7) como a su secuencia
inversa (yr, Yr-1,-.., ¥y1)- El contraste se basa en la distribucién del méximo de los dos
valores obtenidos (uno por cada ordenacién de los datos). De esta forma se consiguen
valores de potencia superiores a los de Dickey-Fuller, si bien no supera-a los contrastes de

Sargan-Bhargava ni Elliot-Rothenberg-Stock.

Se mencioné anteriormente que las distribuciones asintéticas de los contrastes de Dickey-
Fuller no dependen del valor de la pendiente deterministas. No obstante Evans & Savin
(1984) demuestran que, en muestras finitas dicha influencia existe y proponen contrastes
que dependen de dicho valor, si bien las mejoras obtenidas son muy pequenas (véase
también Nankervis & Savin (1985)). Guilkey & Schmidt (1991) realizan un estudio de
simulacién donde encuentran que la utilizacién de valores criticos que dependan del valor
de la constante que se incluya en la regresién (estandarizada por o) mejora sustancial-
mente las propiedades de los contrastes de Dickey-Fuller. Dichos valores criticos pueden

encontrase en Schmidt (1989).
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Ferreti & Romo (1995) proponen contrastes andlogos a los contrastes de Dickey-Fuller
cuyas distribuciones asintéticas son obtenidas mediante bootstrap. Ferreti & Romo (1995)
demuestran un teorema central del limite funcional para un proceso estocéstico construido
a partir de la sucesién de sumas parciales correspondientes a las remuestras boostrap. La
técnica propuesta permite la extensién del contraste al caso I(1) general sin necesidad de
introducir modificaciones tipo Phillips-Perron. Las potencias consegﬁidas mediante este
procedimiento son mejores que la de los contrastes de Dickey-Fuller en muestras pequerias

y similares en muestras grandes.

Ratio de verosimilitudes

Contrastes basados en el ratio de verosimilitudes pueden encontrase en Dickey & Fﬁller
(1981) para procesos autorregresivos y estimadores MCO, en Yap & Reinsel (1993) para
procesos ARMA mediante méaxima verosimilitud condicionada (método de Gauss-Newton)
y en Perron (1990) para MCO y procesos generales utilizando el enfoque de Phillips-

Perron.

Dickey & Fuller (1981) encuentran que los contrastes desarrollados presentan peores
propiedades que sus anteriores contrastes basados en el sesgo asintdtico y el estadistico
t. En este trabajo, ademas, Dickey & Fuller estudian el comportamiento del ratio von
Neumann para la deteccidén de raices unitarias y encuentran que su potencia supera a
cualquiera de sus anteriores contrastes (para el caso de autorregresivos de primer orden
correctamente especificado e yo = 0). Este ratio von Neumann serd la base de los con-
trastes de Sargan-Bhargava. En adelante se sopondra, cuando se haga referencia a los

contrastes de Dickey & Fuller, que se hace referencia a los publicados en Dickey & Fuller
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(1979) (sesgo asintético y estadistico ¢ de regresion).

Yap & Reinsel (1993) encuentran que, estimando por méxima verosimilitud condicionada,
el ratio de verosimilitudes presenta mejores propiedades de potencia y nivel empiricos que
el contraste basado en el estadistico ¢ de regresién. Estos resultados proceden de un ejer-
cicio de simulacién donde el proceso simulado es ARMA(1,1) con diferentes valores de ¢

y 8. Los resultados son pdco ilustrativos al estar basados en un tamano muestral muy

elevado (T" = 200).

Multiplicadores de Lagrange

Los contrastes de multiplicadores de Lagrange para procesos ARIMA han sido desarrolla-
dos por Solo (1984), si bien estos contrastes han captado muy limitado interés. Saikkonen

(1993) demuestra que este contraste es inconsistente si el modelo estimado es no invertible.

Said & Dickey (1985) construyen contrastes para procesos ARIMA(p,l,q) muy similares
al de los multiplicadores de Lagrange, estimando los pardmetros mediante una iteracién
del método de Gauss-Newton. Los valores iniciales son p = 1 y un estimador consistente
de 0. Al estimar los parametros bajo la alternativa se obtienen estimaciones consistentes
tanto bajo la nula como bajo la alternativa, no produciéndose el problema de inconsisten-
cia sefialado por Saikkonen (1993). El inconveniente de este contraste es que, al basarse

en una sola iteracién, es muy sensible a la estimacién inicial de 6.

Utilizando también el enfoque de multiplicadores de Lagrange, Schmidt & Phillips (1992)
desarrollan contrastes de raices unitarias para un AR(1) cuando la alternativa es tendencia

lineal determinista. Estos autores encuentran que el estadistico del contraste planteado
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es proporcional al del contraste de Sargan-Bhargava (Bhargava (1986) para dicha alter-
nativa. La potencia del contraste (7' = 100, 200 y 500) es superior a la de Dickey-Fuller si
Yo = 0. Si se considera que yo procede de su distribucién incondicional la potencia de este
contraste es ligeramente superior a la de los contrastes de Dickey & Fuller (1976) para
alternativas préximas a la unidad y ligeramente inferior en alternativas mas alejadas de
circulo unidad. Si se considera que las alternativas de mayor interés son las mas préximas
a la unidad puede decirse que este nuevo contraste mejora a Dickey-Fuller aunque de forma
modesta. Un aspecto importante de este contraste es que la 1nica diferencia respecto de
los contrastes de Dickey-Fuller es en cémo se elimina la tendencia de los datos. Mientras
que en Dickey-Fuller se elimina mediante una regresién en niveles Schmidt & Phillips
(1992) la eliminan en una regresién en diferencias. Por tanto, un diferente tratamiento de
la componente determinista puede producir una mejora de la potencia. Esta puntualiza-
cién es relevante pues los contrastes de Elliot, Rothenberg & Stock (1992) se diferencian
de los de Dickey-Fuller sélo en la forma en que se elimina el componente determinista
y sin embargo sus valores de potencia aumentan sustancialmente. Schmidt & Phillips
(1992) amplian la aplicabilidad de sus contrastes a procesos mds generales utilizando el

enfoque de Phillips-Perron.

Durbin—Hausman

Choi (1992) desarrolla contrastes de Durbin—-Hausman para contrastar raices unitarias. El
principio de los contrastes de Durbin-Hausman (Durbin (1954), Hausman (1978)) consiste
en considerar la diferencia de dos estimadores, ambos consistentes bajo la hipétesis nula
y uno de ellos inconsistente bajo la alternativa. La diferencia de ambos estimadores,
convenientemente estandarizada, debe tener una distribucién limite bajo la nula y diverger

bajo la alternativa. Choi (1992) utiliza la parametrizacién empleada por Dickey-Fuller y

-
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los estimadores que emplea son MCO y variables instrumentales, donde los instrumentos
son ¥y, (1,y:) o (1,t,y;) dependiendo de la hipdtesis alternativa (estrictamente son pseudo
variables instrumentales al no utilizar variables retardadas). Las potencias obtenidas en un
ejercicio de simulacion, para el caso u; iid, son superiores a los contrastes de Dickey-Fuller
y similares a los de Sargan-Bhargava. Son, por tanto, inferiores a Elliot-Rothenberg-Stock.

La extensién al caso mas general en que u; no sea iid se desarrolla en Choi (1990).

Contrastes sobre la funcién de autocorrelacién

La inspeccion visual de los correlogramas muestrales puede considerarse el método de
deteccion de raices unitarias mas empleado, lo que sugiere que puedan aprovecharse sus
propiedades para la realizacién de un contraste de raices unitarias. Hassler (1994) cons-
truye un contraste basado en el coeficiente de autocorrelacién simple muestral de retardo
k, 7r, cuyos valores criticos son los del contraste de Dickey-Fuller del sesgo asintético.
El contraste propuesto disminuye su potencia con el retardo k. Por tanto el contraste
tiene menos potencia que el contraste del sesgo asintético de Dickey-Fuller, que puede

considerarse como €l caso k = 1.

Bierens (1993) construye contrastes basados en funciones de los coeficientes de autoco-
rrelacion muestrales. En dichas funciones interviene la diferencia entre dos coeficientes
de autocorrelacion muestral consecutivos y el retardo seleccionado se hace funcién del
tamafio muestral. Los resultados de potencia, obtenidos en un ejercicio de simulacién,
son superiores a los del contraste de Phillips & Perron (1988). El disefio empleado en
la simulacién no permite compararlo ficilmente con resultados publicados sobre los con-

trastes de Dickey-Fuller aumentado.



3. Contrastes de raices unitarias en series temporales. Una revisién comparada 116

Contrastes con hipétesis nula estacionaria

La especificacién habitual de los contrastes de raices unitarias es que bajo la hipétesis
nula existe raiz unitaria. Esta formulacién es légica pues permite al analista disminuir la
posibilidad de incurrir en infradiferen ciacién. Como se demostré en el capitulo 2, con-
siderar que existe raiz unitaria cuando el proceso es estacionario, puede llevar a mejorar
las predicciones. Por el contrario, considerar que el proceso es estacionario cuando tiene
una raiz unitaria produce predicciones ineficientes. No aparece, por tanto, justificada, la
realizacion de contrastes en los que la hipdtesis nula sea la estacionariedad. La aplicacién
de estos contrastes conduciran, con alta probabilidad, a ineficiencias en la prediccién.
Existen, sin embargo, varios contrates en la literatura con hipétesis nula estacionaria. El
fundamento de estos contrastes es el siguiente. Se plantea un modelo que bajo la hipé6tesis
nula es estacionario (alrededor de una media o una tendencia) y de coeficientes constantes,
mientras que bajo la alternativa dichos coeficentes varian segin un paseo aleatorio que lo
hacen no estacionario. Los contrastes se pueden, ast, basar en la varianza de dicho paseo

aleatorio que, bajo la hipdtesis nula de estacionariedad sera cero.

Nyblom & Maikelainen (1983) y LaMotte & McWhorter (1978) desarrollan contrastes so-
bre presencia de paseo aleatorio en los coeficientes de un modelo lineal. Estos contrastes
pueden aplicarse a un IMA(1,1) donde la hipétesis nula sea que § = 1, y por tanto se tenga
una secuencia iid, frente a la alternativa |#| < 1 y se tenga un proceso no estacionario con
componente MA. Kwiatkowski et al. (1992) aplican estos resultados para la construccién
de contrastes de estacionariedad alrededor de una tendencia lineal donde el término de
error se modeliza segin el enfoque de Phillips-Perron. Leybourne & McCabe (1994) uti-
lizan argumentos similares a Kwiatkowski et al (1992) para desarrollar un contraste donde

la hipétesis nula es AR(p) y la alternativa ARIMA(p, 1,1).
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Contraste del ratio de varianzas

Este contraste ha sido desarrollado por Lo & MacKinlay (1988), aunque la idea ha sido
utilizada por otros autores como Cochrane (1988) y Fama & French (1988).

El contraste se basa en la idea de que, en un paseo aleatorio, la varianza de la diferencia
de dos observaciones separadas k periodos (E(yi4x — y1)?) es k veces la varianza de la
diferencia de dos observaciones consecutivas 0? (E(ys4x — y:)? = ko?). Por el contrario,
si el proceso es estacionario alrededor de una tendencia esta varianza tenderd a una
constante. Esta idea ha sido utilizada por algunos autores como Cochrane (1988) y Fama
& French (1988) para estudiar si ciertas variables econémicas tienen un componente que
sea paseo aleatorio. Para ello analizan el comportamiento del ratio de varianzas

Var(yt+k — yt)
ko?

como funcién de k. Si el proceso es paseo aleatorio puro dicho ratio debe ser constante.
Si el proceso es estacionario debe decaer hasta cero al aumentar k. Si el proceso tiene un
comonente estacionario y otro que sea paseo aleatorio decho ratio debe decaer hasta una
constante no nula. El valor de dicha constante puede servir de indicacion para conocer el

tamafio del componente no estacionario.

Esta idea ha sido formalizada en un contraste por Lo & MacKinlay (1988, 1989). Estos
autores encuentran que si se elige k adecuadamente el ratio de varianzas puede llegar a
ser tan potente como el contraste de Dickey-Fuller. No existe una regla para la elecciéon

éptima de k, aunque los autores sugieren k < T'/2.

Aunque este contraste ha sido tipicamente interpretado como un ratio de varianzas puede

interpretarse como un ratio de errores cuadraticos medios de prediccién pues, en un paseo
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aleatorio, la prediccion de y;y; desde y; es precisamente y;. El contraste puede asi inter-
pretarse como un contraste donde se evalua la capacidad predictiva de un paseo aleatorio
para predecir a horizonte k. Los contrastes que se proponen en el capitulo siguiente se
basan explicitamente en errores de prediccion, diferenciandose del presente contraste del
ratio de varianzas en que la capacidad predictiva se evalua en todos los horizontes que

permite la longitud de la muestra en lugar de en un horizonte k.



Capitulo 4

Deteccion de raices unitarias mediante los errores

de prediccion

4.1 Introduccion

En este capitulo se construyen contrastes de raices unitarias basados en errores de prediccion
multihorizonte. En el capitulo 1 se mencioné la relacion existente entre la presencia de
una raiz unitaria y el largo plazo de la variable considerada. Es en el largo plazo donde
mas diferencias existen al comparar un proceso estacionario y otro con una raiz unitaria.
Los contrastes propuestos se basan en las diferencias en el ECMP. El ECMP de un pro-
ceso con raiz unitaria presenta la caracteristica de no estar acotado con el horizonte de
prediccion. Esta particularidad los distingue tanto de los procesos estacionarios como de

los procesos con tendencia lineal determinista.

Los resultados obtenidos en este capitulo confirman que el largo plazo contiene infor-
macién para detectar una raiz unitaria. En el caso mas sencillo de un AR(1) los con-
trastes propuestos tienen potencias similares a los contrastes de Elliot-Rothenberg-Stock
en zonas préximas al circulo unidad. Para estructuras dinamicas mas generales los con-

trastes propuestos aventajan a sus competidores si se emplea un predictor eficiente asi

120
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como un estimador eficiente de w?.

La razén fundamental de la ventaja de los contrastes propuestos en el caso I(1) general
reside en su casi nula distorsién del nivel de significacién y potencia frente a componentes
de medias méviles. Por el contrario, los contrastes de Elliot-Rothenberg-Stock, as{ como
los de Dickey-Fuller, pueden experimentar, en presencia de medias méviles, un aumento

excesivo del nivel de significacion.

Si se adopta la hipdtesis nula de raifz unitaria sera importante asegurar que el nivel de
significacion seleccionado se cumple. Aumentos en el nivel de significacién de un con-
traste respecto al nivel nominal elegido por el analista hacen que el resultado éea poco
fiable. Por otra parte, cuando un contraste presenta mayores niveles de significacién
que el nominal presentard también mayores potencias. Por tanto, es arriesgado valorar

positivamente potencias elevadas si éstas van acomparniadas de niveles mayores al nominal.

Las distorsiones que los componentes de medias méviles introducen en el nivel de sig-
nificacién de los contrastes de Dickey-Fuller y los de Elliot-Rothenberg-Stock pueden
disminuirse si se modeliza un autorregresivo de orden elevado. Este procedimiento tiene
el inconveniente de proporcionar menores valores de potencia. Por el contrario, los con-
trastes que se proponen en este capitulo mantienen las propiedades de potencia que se

obtuvieron para el caso AR(1).

La organizacién del capitulo es la siguiente. La seccién 4.2 introduce los fundamentos en
que se basan los contrastes propuestos. La seccién 4.3 presenta los contrastes, sus dis-
tribuciones asintdticas y un ejercicio de simulacién para el caso AR(1). En la seccién 4.4

se extienden los resultados al caso mas general mediante la estimacién de un término
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corrector que elimine asintéticamente la influencia de parametros perturbadores. En la
seccion 4.6 se presenta un segundo enfoque a esta extension donde, ademas de dicho
término corrector, se utilizan predictores mas eficientes. En la seccion 4.7 se resumen los

resultados obtenidos.

4.2 Errores de predicciéon y raices unitarias

Sea {y;} un proceso estocéastico puro AR(1). El valor de yr1) puede escribirse como

h—1
yren = pyr + Z plaryn_;.
i=0
Se considera el siguiente predictor
YT+h = YT- (4.2.1)

Este predictor no serd centrado ya que

E(yrnlyr) = p"yr

y tendrd un sesgo de prediccién de (1 — p™)yr. Su ECMP es

) ) h~1 0 (1 _ph)2
E(yrn—yr)* = o' [} o+ 7 e (4.2.2)
—
1 — h
= 20°? P ,
1 — p?

donde se ha aplicado que E(y%) = 0?/(1 — p?). El primer sumando a la derecha de (4.2.2)
es el ECMP si se hubiese utilizado un predictor centrado, por lo que el segundo sumando

es el error cometido por utilizar el predictor (4.2.1).

En el caso en que p = 1 el predictor (4.2.1) serd centrado y su ECMP es

E(yr+n —yrlp =1)* = o?h.
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Para permitir la comparacién del ECMP del predictor (4.2.1) cuando p = 1 y cuando
p < 1 se obtiene, operando en (4.2.2),

E(yT+h - yT)2 = 0.2(h + d(ha P)),

donde
A

l—0p

— h. (4.2.3)
Esta representacion permite analizar las diferencias entre el ECMP tedrico si existiese
raiz unitaria respecto al que realmente se obtiene si el proceso es estacionario. Para el
horizonte de prediccién A = 1 se obtiene que d(1,p) = (1 —p)/(1 + p) > 0. Es decir, si se
utiliza el predictor de un paseo aleatorio el ECMP a un periodo, cuando el proceso es un
AR(1) estacionario, es mayor que cuando el proceso es un paseo aleatorio correctamente
especificado. Para horizonte de prediccion b = 2 se obtiene que d(2, p) = 0 y ambos ECMP
coinciden para cualquier valor de p. Para h > 2 se obtiene d(h, p) < 0, disminuyendo de
forma exponencial con el horizonte al ser la curva de ECMP de crecimiento amortiguado.

Por tanto, el ECMP del predictor (4.2.1) es menor cuando el proceso es estacionario que

cuando tiene una raiz unitaria. Ademas se tiene que

2

E(yrsn—yr | p=0)? =20

por lo que para p = 0 el ECMP es una horizontal de altura 2c2.

La figura 4.1 ilustra estos resultados. En esta figura estan representadas varias curvas de
ECMP obtenidas a partir de la expresién (4.2.2), con ¢? = 1, para distintos valores de p.
También esta representada la linea o2h, que es el ECMP tedrico de un paseo aleatorio. En
este grafico d(h, p) es la distancia vertical, para un horizonte h, entre la linea de puntos

y la curva de ECMP de cada valor de p. Se comprueba que el comportamiento de esta
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ECMP con predictor Paseo Aleatorio
1 O T i T T T T L T

ECMP

|

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p—
-

Horizonte

Figura 4.1: ECMP del modelo y; = py;~1 + a; utilizando como predictor paseo aleatorio.

Los valores de p son, de abajo a arriba en A > 2, 0.50, 0.70, 0.85 y 0.95.

distancia corresponde con lo antes mencionado. En la seccién siguiente se construyen

estadisticos basados en las propiedades de esta distancia.

4.3 Contrastes basados en errores de prediccion

4.3.1 Construccién de los estadisticos

Sea el proceso generador de datos (PGD) un paseo aleatorio. Se define e;); como el error

de prediccién empirico al predecir la observacién y; desde t = j (: > j) con el predictor
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(4.2.1), es decir,

ei,j =Y; — yj. (431)
En esta seccidn se construyen contrastes, para la hipotesis nula de raiz unitaria, basa-
dos en la comparacidn entre estos errores de prediccion empiricos y los tedricos bajo la
hipdtesis de raiz unitaria. Para ello se evalia la suma acumulada de errores cuadraticos
de prediccién tedricos y empiricos desde A = 1 hasta h = T — 1. Esto es equivalente, en
una aproximacion grafica, a comparar el area bajo la diagonal de la figura 4.1 y el area
bajo las lineas continuas. Debido a que este error de prediccidn es la diferencia entre dos
observaciones el resultado obtenido es independiente de la media del proceso cuando éste
es estacionario. Por tanto es aplicable a procesos, que bajo la alternativa estacionaria,

tengan media no nula.

Los errores de predicciéon empiricos desde y; son:

€21 = Y2 — Y = a2

e = Ys— Y1 =0az+as

T
erp = Yr — N = Zaj-
J=2

La suma acumulada de los cuadrados de éstos errores es
T

tZ_; efn = 2 (v — )’ (4.3.2)

t=2

que tendrd un valor esperado de

T(T -1
o*(1+2+---+(T-1)) =02—(T2—~)~. (4.3.3)
Como o? es desconocido se estimara consistentemente con
T _ 2
52 = Zumayt = Vi) (4.3.4)

T-1
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El ratio entre la suma acumulada (4.3.2) y su esperanza, bajo la hipdtesis nula, (4.3.3)

con la estimacién (4.3.4) es

2?:2(% - y1)2

T(T-1) Z;‘rﬂ(yt—ymﬁ
2 T-1

Para hacer esta expresiéon comparable con los otros contrastes se utilizara T-1 en lugar de

T y se omitird el factor 2. Al estadistico que se obtiene se le denominara CSY,

ogr = L=V Sl —n)
(T = 1) oy — yecr)?

donde CS denota Cumulated Sum, pues éste estadistico es una suma acumulada, es-

(4.3.5)

tandarizada, de los errores cuadraticos de prediccion a cada horizonte. Como el origen de
rediccién es la primera observacidn se le denota por CS;. El superindice i representa la
p 1

situacién de media no necesariamente nula bajo la alternativa estacionaria.

Bajo la hipdtesis nula de raiz unitaria este ratio es una variable aleatoria cuya distribucién

2 es un esti-

limite se derivara en la proxima seccion. No obstante puede observarse que &
mador consistente de o2 y por tanto es O,(1). Asimismo se verifica (ver proposicién 3.1)

que
iy =) Temyl _yl _, Tiab
T-12  ~ @-1pT-1) Ty
= 0,(1) + O,(T™") + 0,(T7%) = 0,(1),

siendo (T — 1)? L, 42 el término dominante de esta suma. Por tanto CS{ = O,(1).

Si el proceso es un AR(1) de parametro p < 1 el denominador sigue siendo O,(1) al

verificarse que

T 2 T 2 T 2 T
=2 (?/t — Yi_1) 22 t=2 Yi-1 1=2 &4 Dty QY1
= (p— 2p —1)&t=2 oL
T-1 (== +F 1 +A-D=7

= 0,(1) + 0y(1) + 0,(T75),
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cumpliéndose en este caso que
2
2 p 20
o

—) .
L+p

Sin embargo, en esta situacién estacionaria el numerador es de menor orden de magnitud

que en el caso de paseo aleatorio, comprobandose que

i —w)® _ Tiavi _wl ., Tiaw
T-12 =~ @T-12" T-1) Ty

= OP(T_I) + OP(T_I) + OP(T—I)

y se obtiene entonces que, en el caso estacionario,

cst -2, 0,
debido, bésicamente, a que ha disminuido el orden de magnitud del término YL, y2.
Asimismo, dado un tamafio muestral T, se observa que, de acuerdo a las propiedades
de la distancia d(h,p) en (4.2.3), el numerador del estadistico CS{ tendra, por término
medio, valores menores cuanto menor sea el valor de p, mientras que el denominador

aumentard. Por tanto un contraste para la deteccién de una raiz unitaria frente a la

alternativa estacionaria tendra la region de rechazo
w n
CSY < df,

donde el valor cf se elige en funcién del nivel de significacién deseado.

En el caso en que el proceso sea un paseo aleatorio con deriva y; = § 4+ y;_1 + a; los errores

de prediccién e;; son

€ = Y2—y1— 6 =ay

esp = Ys—Yy1—26=az+as
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e = y—p—(E-1)§=a+a+ - +a (4.3.6)
T

ern = yr—n—(T—-1§6=)a; (4.3.7)
i=2

Un estimador eficiente de § puede obtenerse de la regresion Ay; = § + a4, que lleva a

5 _ Z?:z(?/t - yt—l) _ Yyr — i

. 4.3.8
T-1 T-1 (438)
Igualmente un estimador consistente de o? seré
T )2
22 i=2(Yt — y1-1 — 6)
= 4.3.9
lo que conduce al estadistico CS7,
T 12T (y,—yr — 8(t — 1))2
CSI — ( ) Zt_l(yt Y1 ( )) : (4310)

(7= 2)7 (g = yemr — 8)?
donde el superindice 7 hace referencia a que, tanto bajo la hipdtesis nula como bajo la
alternativa, el proceso tiene tendencia lineal determinista. Al igual que en el caso de
paseo aleatorio sin deriva, este estadistico tiene, bajo la hipotesis nula, cierta distribucion
limite. En el caso en que el proceso sea estacionario, con o sin tendencia determinista,
este estadistico converge a cero. Un contraste para detectar raiz unitaria rechazara dicha
hipdtesis para valores
CST < ¢f.

Los dos estadisticos CS} y CS] presentan el inconveniente de que los dos primeros suman-
dos del denominador presentan, por término medio, comportamientos distintos al resto
de los sumandos. Este resultado procede de los distintos valores que la distancia d(h, p)

en (4.2.3) presentaba con h. Como se vi6 en la seccién 4.2

d(1,p) < 0,
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d(2,p) = 0,
d(h,p) > 0, h>2.

Por tanto, por término medio y a medida que p se aleje de la unidad, el primer sumando
del numerador en CS{ y CS] tender4 a aumentar, el segundo sumando permanecers cons-
tante y el resto tendera a disminuir. Una alternativa que evita este problema es considerar
sélamente los errores de prediccion a partir de cierto horizonte h, A > 1. Sin embargo, los
ejercicios de simulacién realizados con estos estadisticos no llevaron a ninguna mejora de

la potencia del contraste respecto a CS§ y CS].

Una segunda caracteristica de los estadisticos propuestos es su dependencia de la primera
observacion, al evaluarse todos los errores de prediccion desde y;. Se proponen a continua-
cién dos soluciones para disminuir dicha dependencia. En primer lugar puede observarse
que los estadisticos CS{ y CS] sélamente utilizan un error de prediccién para cada ho-
rizonte. Sin embargo es inmediato comprobar que existen 7' — 1 errores de prediccién a
horizonte h = 1 que son (y2 — y1), (Y3 — Y2), -, (yr — y7-1). Asimismo existen T' — 2
para horizonte A = 2 y, en general, T' — k para horizonte A = k. Si se desea utilizar toda
la informacion contenida en la muestra puede construirse un estadistico donde, para cada
horizonte de prediccidn, se promedien todos los errores cuadraticos que puedan calcularse

en la muestra. Este método conduce a los siguientes estadisticos

T— 1) 2 i (T = (s = 1))y, — ye)?
o3y - oY TR Bl (om0 Wi
g _ (T=DPSIR ST (T~ (5= ) (g —ye = b(s — 1)
4 (T —2)-1 Ef;z(yt — Y41 — 6)?

donde el subindice A denota Average. Una segunda solucion para disminuir la dependencia

. (4.3.12)

de la primera observacién consiste en considerar también los errores de prediccion desde

cada observacion hasta la observacién yr. Un estadistico basado tnicamente en estos



4. Deteccion de raices unitarias mediante los errores de prediccién 130

errores de prediccién seria

N v v S AT

(T = 1) o (ye — 9e-1)?

(T = 1) TSIy — yr — (1 = 7))
(T = 1) S (ye — Yooy — 6)2

Se comprueba que CST = CS]. Esta igualdad se verifica al cumplirse que

(4.3.13)

Css

(4.3.14)

yr — % yr—4%

yr+ TR -T) = yr+ T2 (-1 - (T -1)
=y T =T - 1),

Si el proceso es estacionario los estadisticos CS% y CS{ proporcionaran resultados si-
milares. Este resultado se justifica por la propiedad de reversibilidad de los procesos
débilmente estacionarios (Box & Jenkins, 1976, p. 197). Segin esta propiedad los proce-
sos ¢(B)w; = 0(B)a; y ¢(F)w; = 0(F)es, donde Fwy = weyy y e es tid de media cero y
varianza o2, tienen la misma estructura de covarianzas. Sin embargo, si el proceso tiene
raiz unitaria ambos estadisticos tendran distintas distribuciones asinté;uicas. No obstante,
los valores criicos al 5% obtenidos para CS} y CS% en muestras finitas son muy similares
(ver tabla 4.1, la desviacién tipica de estos valores es, aproximadamente, 0.0007). Es de
esperar, por tanto, que ambos contrastes, CS} y CS%, tengan idéntico comportamiento.
Este resultado ha sido confirmado mediante un ejercicio de simulacién. Un aspecto a
destacar de esta simulacion es la importancia de que no exista influencia de los valores
iniciales con que se generan las muestras. Para evitar esta influencia se generaron 100
observaciones adicionales al comienzo de cada serie. Una posible influencia de los valores
iniciales haria que las series generadas no fuesen estacionarias. Esta no estacionariedad

provocaria la falsa impresién de que CS} y CS/ fuesen distintos.

Al ser CSf y CS% claramente dependientes resulta de interés construir un estadistico que

promedie CS{ y CS%. Este estadistico utilizara, en cada observacidn, el error de predicién
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desde ambos extremos de la muestra. A este estadistico se le denotard por CS{; y tiene

la expresion ,
(T = 1) ST, ~ 1) + S5 (we — yr)*}
2(T - 1) 23;2(% ~ Y-1)? .

La propiedad de reversibilidad de los procesos estacionarios ha sido utilizada por varios

0S4, = (4.3.15)

autores para modificar los contrastes de Dickey-Fuller y conseguir mayores potencias (Pan-
tula et al. (1994), Leybourne (1995) entre otros). Es interesante analizar si un contraste

basado en CS{; proporciona mejores resultados que CSy.

La construccién del estadistico andlogo para el caso de tendencia determinista, es decir

CS1r, no tiene especial interés al verificarse CS] = CS7, y por tanto CS]; = CS7.

4.3.2 Comparacién con otros estadisticos de contraste

Para facilitar la comparacion de los estadisticos propuestos con otros enfoques presenta-
dos en la literatura se centrara la atencion en los estadisticos CS¥, siendo las conclusiones

extensibles a CS”.

Si bien no existe en la literatura, segin conocimientos del autor, ningin enfoque para
detectar raices unitarias que se base explicitamente en errores de predicciéon pueden en-
contrase similitudes con el contraste del ratio de varianzas (Lo & MacKinlay, 1988).
El contraste del ratio de varianzas compara la varianza de la diferencia de orden k,
VAR(y: — yi—k), con k veces la diferencia de orden 1, kVAR(y: — y:~1). Si el proceso
es paseo aleatorio ambas varianzas seran iguales. El estadistico de dicho contraste puede

escribirse como
(T — k) S5 gy — yi — kb)?
k(T —1)=t S (41 — ye — 6)2

M(k) =
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Este estadistico puede interpretarse como el ratio entre el ECMP a horizonte k, estimado
en la muestra, de un paseo aleatorio con deriva (o sin ella si se omite el término é) y la
estimacién del valor tedrico que se espera si la especificacién es correcta. La diferencia
entre este contraste y los contrastes que se proponen en este capitulo reside, basicamente,
en el horizonte de prediccién empleado. Mientras en el ratio de varianzas se utiliza un
horizonte k seleccionado segun el tamafio muestral, en los estadisticos CS se emplean
todos los horizontes que permite la longitud de la muestra. Como ya se mencioné en la
seccién 3.4.6 este contraste puede tener la misma potencia que los contrastes de Dickey-
Fuller si se elige k£ de manera adecuada. No existe un criterio éptimo para esta eleccion,

aunque sus autores recomiendan elegir k < T'/2.

Un segundo estadistico que se asemeja a CSY es el estadistico utilizado en el contraste de

Sargan & Bhargava (1983). Este estadistico es un ratio tipo von Neumann,

SB* = T Zf:l (yt - ?j)2 .
T-! Z;‘Lz(yt — yt—1)2

Ambos estadisticos, CSy y SB* comparten la propiedad asintética de converger a cero si

p < 1. Esta caracteristica procede del término ¥°2_, y? del numerador (que en CSf es

Z{:Z yt2)‘

Existe, no obstante, una diferencia bdsica entre CS{ y SB* que consiste en que en el
numerador de SB* se toman diferencias respecto a la media incondicional, mientras que
en CSY se toman diferencias respecto a la media condicionada a la primera observacion.
Esta caracteristica tiene dos implicaciones. En primer lugar CS{ tiene una interpretacién
en términos de predicciéon que SB¥ no posee. En segundo lugar, y mds importante, en
CSY se da méas importancia a la primera observacién. Un razonamiento andlogo puede

hacerse con CS% en (4.3.13), donde el mayor peso recae en la ultima observacion.
T I y p
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No existe en la literatura una justificacién tedrica a favor de dar mayor importancia a la
primera observacién para detectar raices unitarias. Sin embargo, implicitamente ha sido

aplicado, con éxito, por varios autores, como se comenta a continuacién.

El estimador por MCO de p utilizado, entre otros, en los contrastes de Dickey & Fuller
(1979) pondera igualmente a todas las observaciones. Sin embargo la estimacién por

maxima verosimilitud exacta, bajo normalidad, proporciona los siguientes estimadores de

vy p,

N it (1- Prer) Zf=2(yt - ﬁMLyt—1)2

far = T+ (T = D)(L = o )?

23;2(% = farr)(Yeo1 — fiarr)
Zthz(yt—l - ﬂML)Z ’

donde la primera observacién tiene un peso mayor. Las simulaciones realizadas por Pan-

= y1 + 0,(T77) (4.3.16)

(4.3.17)

PmL

tula et al (1994) muestran que un contraste basado en fj,, tiene mayor potencia que los

contrastes de Dickey-Fuller.

La correccién que Elliot & Rothenberg & Stock (1992) realizan al contraste de Dickey-
Fuller, y que se expuso en el capitulo 3, supone igualmente un mayor peso de la primera
observacién. Si se denota p. =1+ ¢/T se tiene que la media local con que se corrigen las

observaciones tiene la misma expresién que (4.3.16) pero sustituyendo el valor de p..

Puede observarse que estas dos modificaciones de los contrastes de Dickey-Fuller (maxima
verosimilitud exacta en Pantula et al (1994) y minimos cuadrados generalizados en Elliot,
Rothenberg & Stock (1992)) son semejantes a la modificacién que CS} supone respecto
a SB”. En SB* se resta la media realizada con todas las observaciones y en CS* se resta

sélo la primera observacién.
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4.3.3 Distribuciones asintéticas

En esta seccién se calculan las distribuciones asintéticas de los estadisticos CSy, CS%,

CSir y CS*% cuando el proceso es

Yo = p(1 = p) + pys—1 + ue, us = P(B)ay

y se verifica la hipétesis nula H, : p = 1. También se obtendran las distribuciones

asintoticas de los estadisticos CS] y CS’; cuando el proceso es

ye=pn(l—p)+p+6(1—p)t+ pyi-1 +ue, ue=1p(B)a

y se verifica la hipotesis nula H,

distribucién de las medidas de probabilidad asociadas.

Teorema 4.1 Sea y; el proceso (3.2.2) con p =1. Entonces

csy
CS1
CSt
CSir
CSi

G5y

donde

2, g2 A W2(r)dr,

LI {/1 W2(r)dr + éW2(1) - 2W(1)/01 rWz(r)dr} ,
LI { r)dr + W2(1) - 2W(1)/01 W(r)dr}
LI { e+ sWH1) ~w(1) [ W(r)dr}

d, // —A)TW2(r — \)dAdr
: {// L= (r = )W~ A + SW()

—2W(1)/0 ]0 (1= (r=N)"(r = NW(r — )\)d/\dr} ,

2
_Yu
K ==,

= ¢
s

: p = 1. El simbolo 4 significa convergencia débil en

(4.3.18)
(4.3.19)
(4.3.20)
(4.3.21)
(4.3.22)
(4.3.23)

(4.3.24)
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Demostracidén:

La distribucién de CSY es una aplicacién directa del TCLF al proceso de sumas parciales
Sy = Y%y uj. El estadistico puede reescribirse como

CS? = (T — 1)—/-\22231:2 Stz,

Ty

puede aplicarse, entonces, que (Phillips, 1987a)
T g 1
(T —1)"23 82 -4, o2p%(1) / W2 (r)dr. (4.3.25)
0

t=2

Dado que 62 -5 62 y que asintéticamente puede despreciarse la diferencia entre el factor

T — 1y T se obtiene (4.3.18).

Para el calculo de la distribucién asintética de CS] se puede escribir

Lo —p =8¢ =17 _ Sl -y -8t-1) - (- 8)(t-1)’
(T —1)? B (T —1)?
ACT (~Ty1——1;(t —1))? (4.3.26)
L= 5)(; f=12)(f mk (4.3.27)
-9 th:z(yt( - 311;26@ “DE=D (508

El numerador del término (4.3.26) son sumas parciales de los términos u; (véase (4.3.6)).

Por tanto, aplicando (4.3.25) se obtiene,

T _ _ _ 2 1
=2y (Tyl_ 1)i(t 1)) -i»azw?(l)/o W2(r)dr. (4.3.29)

Para resolver (4.3.27) se ha de aplicar que, por (4.3.7),

T
yT“?/l:(s_*_ t=2uj

6 T-1 T-1
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y por tanto
(6—6) L ) (4.3.30)

Ademas, aplicando que, cuando T' — oo,

Z:trzl tk 1

se obtiene

¢ 2T _1)2
(6 6)(Tz_t=12)(2t 1) —d>é02¢(1)2w2(1)' (4.3.32)

El término (4.3.28) puede reescribirse como

C=OYiam—p =8t -Vt —1) _ Tl X, S(t—1)

—2

(T —1)? - VT—1 (T-1)2
_Q(yT —y1) Zthz(yt —y)(t—1)
(T - 1)z (T -1)3 '

Aplicando (4.3.30) y que (Phillips & Perron 1988)
23;2 St(t "‘ 1) d 2 72 1
== s et rW(r)dr
2D £ g [

se obtiene

(5"5)2?:2(%“3/1 “5(t_1)(t_ 1) d 2,72
_9 C— 4~ yw() [

1 rW(r)dr. (4.3.33)

Por (4.3.29), (4.3.32) y (4.3.33) y dado que 62 -2 o2 se obtiene (4.3.19).

Para la obtencién de la distribucién asintética de CS% se descompondra el estadistico de

la siguiente forma

OSE — (T — 1)~ 2575 (v — y1) — (yr — 1))

T T (v = yi1)?
T-1

= 6.%(T—1)"? {Z(yt —y)? (T =Dyr —v1)* —2(yr —y1) D (3 — yl)}

t=1 t=2
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La distribucion del primer sumando se obtiene aplicando (4.3.25). Del segundo sumando

resulta

La distribucién del tercer sumando se obtiene al verificarse

2(?;3“ — 1) Tiea(ye — w1
(T—1): (T-1)3

) 4, _202¢2(1)W(1) /01 W(T)dr, (4.3.34)

obteniéndose la distribucién (4.3.20). La distribucién (4.3.21) se obtiene de forma inme-

diata de (4.3.18) y (4.3.20).

Para obtener la distribucién asintética de CSY; se define el proceso Z(r,A), A < r, como

1 Zg;]] Ut

Z(r,)\)zT_l Y

(4.3.35)

donde [-] representa la parte entera del argumento. La suma parcial ng\]] uy es el error de
prediccién de la observacion yir,) desde yr,) si se toma como predictor un paseo aleatorio.
El término 7'— (r — X) es el numero de sumas parciales con el mismo nimero de sumandos
que pueden encontrarse en la muestra. Por ejemplo, existen T'— 1 sumas parciales con un
solo término, T'— 2 sumas parciales con dos términos, etc. Aplicando el TCLF se obtiene
L pr T1T (T (5 — 1))y, — y,)?
/0 L Z2(r, \)dAdr = == Lozt (T_( T ) (ys — ye)
<oty [ 1 [0= =)W = Ndrdr. (43.36)

Para el estadistico CS; se realizard una descomposicién similar a la realizada para CS]

3:11 §=t+l (T — (5 — t))ul(ys — Yt — 8(3 — t))2
(T —1)?

g:ll sT=t+1 (T —(s=1))" ys —y: — (s — 1))?
(T -1y

(4.3.37)
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G, &_5‘”1(5—’5) (4.3.38)
PR =l SR I L CEU R
El termino (4.3.37) es, aplicando (4.3.36),
TS (T = = 0) =y = 5= a
(T —1)
// 1 — (r = \))"TW2(r — A)dAdr. (4.3.40)

En el término (4.3.38) hay que observar que la expresién (I' — (s — ¢)) es el numero de
veces que aparece repetido el factor (s — t), por lo que resulta
_ t T-1
b Z e Y Y -n-y
Deaem I —(s—1t) 5 .55 t=1
y, por tanto, aplicando (4.3.31) y (4.3.30), se obtiene

(=8P I ST (s =0 4 (1)
(T—1)2 3

W2(1). (4.3.41)

Finalmente, utilizando los mismos argumentos que para CS7, se obtiene

L= S T (T = (s =)y —ye = 65 = 1)) (s =) 4

—1)? -

T
— 2022 (1YW (1) /01 /OT(1 —(r= M) = W (r = NdMdr. (4.3.42)

Agregando (4.3.40), (4.3.41 y (4.3.42) se deriva (4.3.24). ]

Puede observarse que las distribuciones asintéticas obtenidas para CS] y CS son inde-

pendientes del valor de § y del valor de yo.

Cuando la componente estacionaria u; es independiente e idénticamente distribuida se

tiene que 02 = 0?2 y por tanto ¥(1) = 1 y x> = 1. En este caso las distribuciones
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asintéticas no dependen de parametros perturbadores. En el caso I(1) general, en que
u; = (B)ay, las distribuciones asintdticas dependen de los pardmetros ¢;, 02 y o2, En
las secciones 4.4 y 4.6 se proponen modificaciones en los contrastes CS para que, en el caso
I(1), sus distribuciones asintéticas no dependan de pardmetros perturbadores y puedan

emplearse los mismos valores criticos que para el caso AR(1).

El que u; sea independiente e idénticamente distribuido es condicién suficiente pero no

necesaria para que se verifique que o

2 = o?. Esta igualdad se cumple atin en el caso en que

u; sea una diferencia de martingalas con ciertas restricciones en sus momentos (Phillips

& Perron 1988).

4.3.4 Valores criticos

Para la obtencién de los valores criticos se ha realizado una simulacién por Monte Carlo.
Al no depender las distribuciones asintéticas del valor de § se han realizado las simula-

ciones considerando que § = 0, por lo que el proceso simulado es, para todos los contrastes,

Yt = pYi—1 + ay,

con p =1, ag ~ N(0,1) y yy = a;. Los tamafios muestrales empleados han sido
T = 25, 50, 100, 250. Se han realizado 20.000 replicaciones de cada experimento y
se ha obtenido el percentil 0.05 de la distribucién empirica. Estos valores criticos se reco-

gen en la tabla 4.1.

Las distribuciones asintdticas de los estadisticos para los contrastes de Dickey—Fuller no
dependen tampoco de 6. No obstante Evans & Savin (1984) demuestran que si existe una

influencia de dicho parametro en muestras finitas. Estos autores proponen un contraste
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Tabla 4.1: Valores criticos al 5% para los contrastes CS* y CS”

T
Contraste 25 50 100 250
CSy 0.0657 0.0624 0.0578 0.0583
CS%h 0.0661 0.0614 0.0589 0.0572
CSYr 0.0799 0.0745 0.0743 0.0702
CS% 0.0930 0.0873 0.0826 - 0.0801
CST 0.0414 0.0394 0.0376 0.0374
CS% 0.0616 0.0573 0.0561 0.0549

exacto que incorpora la informacion de dicho pardmetro. Las mejoras que se producen son
modestas. Es razonable suponer que en el presente contraste puedan esperarse similares

conclusiones.

4.3.5 Potencia en muestras finitas. Caso AR(1)

En esta seccién se muestra un ejercicio de simulacién para comparar la potencia de los
contrastes CS;. CSir y CS4 con los existentes en la literatura. El proceso simulado es
Y+ = pYi—1 + a; con a; ~ N(0,1) y y1 = a;. Los valores criticos empleados en el con-
traste son los de la tabla 4.1. La potencia se ha evaluado para las alternativas p = 0.99,
0.97, 0.95, 0.90, 0.85, 0.80, 0.70 mediante 10.000 replicaciones. Los tamafos muestrales
considerados son T' = 25, 50, 100, 250. Las tablas 4.2 a 4.9 contienen las potencias
observadas. Estas tablas contienen ademads los valores de las potencias empiricas para

los contrastes de Dickey-Fuller, Sargan-Bhargava y Elliot-Rothenberg-Stock expuestos en
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el anterior capitulo. Para facilitar la comparacién entre los diferentes contrastes se han
construido los graficos 4.2 a 4.9. Ha de decirse que el contraste de Elliot Rothenberg &

Stock es el mdas potente que puede encontrarse en la literatura.

Una primera conclusion que se extrae de la comparacion de los diferentes contrastes es que
la potencia para una alternativa estacionaria ha de interpretarse en relacién al tamafio
muestral. Por ejemplo, se obtienen potencias similares para las siguientes combinaciones
de py T: p = 0.7 y tamafio muestral de T = 25 , p = 0.85 con T = 50, p entre 0.95
y 090 con T =100y p = 0.97 en T = 250. De esta forma a medida que aumenta el
tamafio muestral pierde interés la zona mas alejada a la unidad. Por esta razon en la
literatura se utiliza el término localidad para describir a las alternativas que, en funcién
del tamano muestral, estén préoximas a la unidad. Lejos de la localidad la potencia de

todos los contrastes es muy alta.

La comparacién de las curvas de potencia muestra que la potencia de CS4 tiene un perfil
semejante a los contrastes de los otros autores. Estos perfiles son, a su vez, diferentes a

los que presentan CS; y CS;7, que son muy similares.

Los valores de potencia del contraste CS! se sitian entre los contrastes de Sargan-
Bhargava (SB*) y el contraste de Elliot-Rothenberg-Stock (74.,5) v siempre se posiciona
por encima de los contrastes de Dickey-Fuller. En el caso de tendencia determinista, el
estadistico CS; tiene un comportamiento similar al contraste de Sargan-Bhargava (SB”)
salvo en zonas alejadas de la localidad. En estas zonas el comportamiento relativo del

contraste empeora al aumentar el tamano muestral.

Los contrastes CS} y CSj7 tienen mejor comportamiento que CS*. En general también




4. Deteccién de raices unitarias mediante los errores de prediccién

puede decirse que CS} tiene mejor comportamiento que CSf7.
muy similares pero en muestras grandes presentan diferencias. CS{ tiene mejor compor-
tamiento que los contrastes de los otros autores en T' = 25, salvo en p = 0.7. A medida
que aumenta el tamano muestral va empeorando su comportamiento relativo en zonas
alejadas de la localidad, mientras que en la localidad se situa en valores semejantes al

contraste de Elliot-Rothenberg-Stock.

La conclusién mas importante que se extrae del presente ejercicio de simulacién es que los

contrastes CS{ y CS] tienen, en la localidad, comportamientos muy similares, e incluso

superiores, al contraste de Elliot-Rothenberg-Stock.

Ambos contrastes son

Tabla 4.2: Potencia empirica para el nivel 5%. T = 25, 10.000 replicaciones

p
Contraste ~ 0.99 097 095 090 085 080  0.70
Cs# 0.06 007 009 013 018 024  0.37
CS¥y 0.06 007 009 013 018 024  0.38
CsH 0.06 007 008 012 017 022 0.8
T(p*—1) 005 006 007 010 014 0.8 031
o 005 005 006 006 009 011 0.8
SB* 005 007 008 011 016 021  0.35
e 006 007 009 012 017 022  0.39
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Figura 4.2: Potencia empirica: — — CS{, — CS/. Las lineas de puntos son,

de abajo a arriba, T(p* ~ 1), SB*, 7§, .
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Tabla 4.3: Potencia empirica para el nivel 5%. T' = 50, 10.000 replicaciones

p
Contraste 0.99 0.97 0.95 0.90 0.85 0.80 0.70
CSY 0.07 0.10 0.14 0.27 0.45 0.59 0.77
CSir 0.06 0.10 0.14 0.27 0.43 0.56 0.77
Csy 0.06 0.08 0.12 0.23 0.38 0.56 0.84
T(p*—1) 0.06 0.08 0.11 0.18 0.31 0.47 0.79
T 0.05 0.06 0.07 0.11 0.20 0.32 0.64
SB* 0.06 0.10 0.12 0.22 0.37 0.55 0.86
TELS 0.06 0.09 0.13 0.26 0.44 0.62 0.89

T=50
0.9 ;

Potencia

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

Figura 4.3: Potencia empirica: — — CS}, — CS/. Las lineas de puntos son,

de abajo a arriba, T'(p* — 1), SB*, 74, 5.
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Tabla 4.4: Potencia empirica para el nivel 5%. T' = 100, 10.000 replicaciones

p

Contraste ~ 0.99  0.97 095 090  0.85 080  0.70
oS 008 015 028 063 084 092 097
CS¥y 008 016 028 062 083 092  0.98
Cs* 008 015 024 058 085 097  1.00
T(#—1) 007 012 019 047 079 095  1.00
o 0.06 008 011 029 061 086  1.00
SB* 007 013 022 052 083 097  1.00
Tl 0.08 017 028 066 091 098  1.00

Potencia

rho

Figura 4.4: Potencia empirica: — — CS}, — CS4. Las lineas de puntos son,

de abajo a arriba, T(p* — 1), SB¥, 74, 5.
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Tabla 4.5: Potencia empirica para el nivel 5%. T' = 250, 10.000 replicaciones

p

Contraste ~ 0.99 097 095 090 085 080  0.70
Cs# 0.14 051 083 099 1.00 1.00  1.00
CSky 0.14 047 077 097 1.00 1.00  1.00
CS* 0.12 039 072 100 1.00 1.00  1.00
T(*—1) 011 032 064 099 1.00 1.00  1.00
o 007 019 046 097 100 1.00  1.00
SB* 012 036 069 1.00 1.00 1.00  1.00
hog 0.14 052 086 100 1.00 1.00  1.00

T=250

09}

08}

0.7

0.6

05F

Potencia

04

0.3

0.2+

0.1r

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1

rtho

Figura 4.5: Potencia empirica: — — CS¥, — CS#. Las lineas de puntos son,

de abajo a arriba, T(p* — 1), SB¥, 74 .
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Tabla 4.6: Potencia empirica para el nivel 5%. T = 25, 10.000 replicaciones

p
Contraste 0.99 0.97 0.95 0.90 0.85 0.80 0.70
CST 0.05 0.06 0.06 0.07 0.09 0.12 0.18
CS% 0.05 0.05 0.06 0.07 0.08 0.10 0.17
T(p™—1) 0.05 0.05 0.06 0.06 0.08 0.10 0.16
77 0.05 0.05 0.05 0.05 0.07 0.08 0.12
SB” 0.05 0.05 0.05 0.06 0.08 0.10 0.16
TGLS 0.05 0.06 0.06 0.06 0.08 0.10 0.16
T=25
0.25 , —
02}
07 075 08 085 09 095 1
rho
Figura 4.6: Potencia empirica: — — CS], — CS. Las lineas de puntos son,

de abajo a arriba, T'(p" ~ 1), SB”, &, -
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Tabla 4.7: Potencia empirica para el nivel 5%. T = 50, 10.000 replicaciones

p

Contraste 0.99 0.97 0.95 0.90 0.85 0.80 0.70
CS] 0.05 0.05 0.07 0.11 0.19 0.28 0.51
CSY 0.05 0.05 0.07 0.10 0.17 0.26 0.51
T(p™—1) 0.05 0.06 0.07 0.09 0.15 0.24 0.49
77 0.05 0.06 0.06 0.08 0.12 0.19 0.40
SB” 0.05 0.06 0.07 0.10 0.17 0.27 0.53
TELS 0.05 0.06 0.07 0.11 0.18 0.29 0.58

T=50

0.6
07 075 08 085 09 095 1
rho
Figura 4.7: Potencia empirica: — — CS], — CS. Las lineas de pu‘ntos son,

de abajo a arriba, T(p" — 1), SB”, 7%, 5.
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Tabla 4.8: Potencia empirica para el nivel 5%. . T = 100, 10.000 replicaciones

p
Contraste ~ 0.99 097 095 090 085 080  0.70
CS] 0.06 007 012 030 053 072 091
CS% 0.06 008 011 027 052 073  0.93
T(p"—1) 005 007 010 024 048  0.74  0.99
7 0.05 007 008 019 040 064  0.96
SBE 0.06 007 011 027 053 077 097
ThLs 0.06 007 011 030 058 083  0.99

T=100

Potencia

rho

Figura 4.8: Potencia empirica: — — CS], — CS’. Las lineas de puntos son,

de abajo a arriba, T(p" — 1), SB”, 7%, .
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Tabla 4.9: Potencia empirica para el nivel 5%. T' = 250, 10.000 replicaciones

P
Contraste 0.99 0.97 0.95 0.90 0.85 0.80 0.70
CS] 0.07 0.19 0.43 0.87 0.97 0.99 1.00
CS% 0.06 0.17 0.38 0.87 0.98 1.00 1.00
T(p™—1) 0.06 0.16 0.34 0.90 1.00 1.00 1.00
77 0.06 0.13 0.27 0.83 1.00 1.00 1.00
SB” 0.07 0.18 0.39 0.92 1.00 1.00 1.00
TGLS 0.07 0.19 0.45 0.96 1.00 1.00 1.00
1
09}
0.8}
0.7}
0.6}
2 os
T ot
03}
02f
0.1f
o .
0.7 075
rho
Figura 4.9: Potencia empirica: — — CS], — CS7,. Las lineas de puntos son,

de abajo a arriba, T(p" — 1), SB”, 7% 5.
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4.4 Extension al caso y(B) general

En esta seccion se presentan los dos procedimientos que se emplearan para extender los
contrastes propuestos al caso I(1) general. En ambos procedimientos se proponen modi-
ficaciones de los contrastes CS que incorporen la informacién de la estructura dindmica
de u;. Los nuevos estadisticos que resultan tienen las mismas distribuciones asintdticas
que en el caso AR(1). El primer procedimiento se basa en la utilizacién de un estimador
consistente de % con el que se multiplicaré a cada estadistico, resultando los estadisticos
CS. El comportamiento de estos contrastes se analiza en la seccién 4.5. En el segundo
procedimiento, ademds de un estimador consistente de k2, se modeliza el componente u;.
La modelizacién de u; proporciona predicciones mas eficientes que las generadas por el
predictor paseo aleatorio empleado en CS. A los estadisticos de contraste que incorporan
dichas predicciones se les denomina ECS, donde E denota Efficient. Su comportamiento

se analiza en 4.6.

Los dos procedimientos que se proponen para el caso I(1) general tienen diferente justifi-
cacién. Los contrastes CS son la extension directa de los estadisticos CS al caso general
y no incorporan mas informacién adicional que la necesaria y suficiente para poder uti-
lizar sus mismas distribuciones asintéticas. Puesto que la evolucién de la serie temporal
aparece dominada, en el largo plazo, por la raiz unitaria, es deseable que un contraste
de raices unitarias no necesite de la informacién referente al corto plazo. Por tanto bas-
tarfa con utilizar un estimador consistente de x%, aunque no sea necesariamente eficiente.
Ademas la modelizacién de u; no estara exenta de incertidumbre y puede suceder que no

se consiga un modelo satisfactorio.

La justificacion para emplear los contrastes ECS es clara. Si u; tiene dependencia temporal

el predictor paseo aleatorio no serd 6ptimo. Es de esperar, entonces, que la modelizacion
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de u; proporcione predicciones que mejoren el comportamiento del contraste en muestras
finitas. Esta mejora sera tanto mayor cuanto mas alejada esté la raiz de interés del circulo

unitario, al dejar de dominar sobre la estructura de w;.

4.4.1 Estimadores consistentes de w?

La extension de los contrastes CS al caso I(1) general precisa de la estimacién consistente

2 = o%)(1). Para la estimacién de w? existen dos alternativas en la litera-

del término w
tura. La primera de ellas, propuesta por Phillips (1987a), consiste en una estimacién no

paramétrica de la covarianza mediante la expresion

&F = i\i‘ k<g> 4a(m), . (4.4.1)

m=—lT
donde . ’
'AYr(m) = (T - m)_l Z (xt - j)(xt—m - j)a
t=|m|+1

k(-) es una funcién kernel y G, son los residuos de una regresién de y; sobre (1,y;_1) 0
(1,%,y:-1). La eleccién apropiada de la funcién kernel (Newey & West , 1987) junto a la

adecuada eleccién de 7 en funcion del tamafio muestral aseguran que

~2 P
W 5 w2

Un segundo procedimiento consiste en el estimador autorregresivo de la densidad espectral

(Fuller 1976, Dickey & Savin 1984)

~2
g = z (4.4.2)

(1-3x2,82)

donde ¢; son los coeficientes estimados por MCO de la regresién en forma de correccién

de error

p A
Ay, =6+ (p— D)y + Z ¢? + ay (4.4.3)

i=1
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con &g = fy 0 by = Py + P1t segln sea el componente determinista y 62 la varianza residual
de esta regresién. Si la eleccion de p en funcién del tamaiio muestral es tal que p — oo

cuando T' — oo pero p?/T — 0 (Berck ,1984) este estimador es consistente,

War 2 wh

La eleccién del estimador de w tiene una gran influencia en la distorsién que la estruc-
tura dindmica de u; introduce en la distribucién de los estadisticos de los contrastes.
Resultados empiricos (Schwert 1989, Elliot el al. 1992,) muestran que, en presencia de
componente de medias méviles, el estimador &% ; proporciona mejores resultados que &2,

en el sentido de que la distribucién de los estadisticos de contraste se aleja menos de la

que se tiene en el caso u; = a;.

El origen de estas dos propuestas es la extensién de los contrastes originales de Dickey-
Fuller a procesos I(1). En particular &% se obtiene en la misma regresién de MCO que los
estadisticos de Dickey-Fuller. Como los contrastes CS no estan basados en las propiedades
de los estimadores de MCO puede utilizarse un estimador de w? que se aproxime maés a

la estructura de u;. Puede asi utilizarse un tercer estimador, &2 resultante de la

arma?’

estimacion del modelo
$(B)(1 — pB)z; = 0(B)a,, (4.4.4)

2
arma

2 (1 o g:l éi)2

(1 - Z?:l $J)2 ‘

Este estimador sera consistente si lo son los estimadores de los coeficientes y la varianza

donde z; = y; — p — ét. El estimador @ vendra dado por la expresién

~2
arma

=0

(4.4.5)

residual.

2
arma

2

Este estimador @ 2

no es mas complejo de obtener que &? o &%,. Aunque aparente-

mente en &2 o &%k no sea necesario especificar el modelo, su optimalidad depende de una,
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adecuada seleccién del nimero de retardos empleados en cada uno. Las propiedades de

2

2 0 %R son, ademés, muy sensibles a esta eleccién. Asimismo,

los contrastes basados en @
no se ha encontrado ain una solucién satisfactoria para decidir éste nimero de retardos

(Perron & Ng, 1995).

4.5 Contrastes modificados CS

4.5.1 Estadisticos de contraste

En esta seccion se proponen modificaciones de los contrastes CS mediante la aplicacion

de un estimador consistente dg—y’ﬁc?.

Un estimador de x? puede obtenerse de

52
i = % (4.5.1)
donde &2
T ( 2
A S —yi-1)t o
62 = =t 2T — — o2,

y en el caso con tendencia lineal determinista, utilizando el estimador § mostrado en

(4.3.8)
52 = th=2(yt — Yt-1 — 6)2 P

———)0'2

U T—2 u*

Nétese que este estimador de o2 corresponde al denominador de los contrastes CS pro-

puestos. Si se denota CS a los contrastes modificados tal que CS = #2CS, se obtiene

o8 - (T -1) th;l(yt yl)’ (4.5.2)
J— -2 T -_ '—'A - 2
o - (T =17 B —n =8 = 1))* (4.5.3)

w2
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. (T = 1) {=L, (v — 11)? + T05H (0 — yr)*}
CS]T = N ) (4-5-4)
202
Ugj; = (T — 1)_2 th—ll ZthA(Z - (3 - t))—l(?/s - yt)z, (4‘5.5)
w
_1\=2~T-1<T (e — +))-1 Ao 1))2
'(TS‘; — (T 1) t=1 s=t+1 T L:E"; t)) (ys Yt 5(3 t)) ) (456)

[ . . . , o == , .
2 L5 k2 las distribuciones de los estadisticos CS serdn las mismas

Al verificarse que £
que se obtuvieron en el teorema (4.1) pero sin el término =2 y por tanto los contrastes
basados en estos estadisticos modificados son similares. Este resultado se muestra en el

siguiente corolario.

Corolario 4.1 Sea CS el conjunto de estadisticos CS;, CSir, CS4, CS], CS}. Se denota
por 7 2dCS a las distribucidnes asintdticas de los mismos obtenidas en el teorema 4.1 .
Sea CS el conjunto de los estadisticos CS = £?CS y k% un estimador consistente de 2.

Entonces

S -4 dos

4.5.2 Potencia en muestras finitas de CS

Para la evaluacién de la potencia en muestras finitas se ha realizado un experimento por

Monte Carlo en el que el proceso generador de datos sigue el modelo
Yi = pYi—1 + as — bas_q, (4.5.7)

con a; ~ N(0,1) y y1 = ay. Este disefio es habitual para el estudio del comportamiento
de un contraste en muestras finitas, pues permite observar, con un modelo sencillo, cémo
varia el nivel de significacién y la potencia segin el valor de ¢(1). En este caso 1(1) = 1—6.
Valores altos, en valor absoluto, de § proporcionan valores de (1) alejados de la unidad

y por tanto cambiara sustancialmente la distribucién asintética de los estadisticos CS. La
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modificacion introducida en los estadisticos CS elimina esta influencia asintéticamente,
pero en muestras moderadas o pequefias puede atin existir dicho efecto y afectar negati-

vamente al contraste.

Se han planteado dos ejercicios de simulacién. Para el primer ejercicio de simulacién se
supone que existe una identificacién correcta del modelo ARMA(1,1) y se ha utilizado

el estimador &? Las estimaciones se han realizado utilizando maxima verosimilitud

arma”
condicionada (minimos cuadrados no lineales). La minimizacién de las respectivas fun-
ciones objetivo se ha realizado utilizando las funciones FMIN y FMINS de MATLAB.
El punto dptimo se ha buscado alrededor de unos valores iniciales. Se ha utilizado la
media muestral como valor inicial de la media. Asimismo se ha utilizado el estimador
(4.3.8) como valor inicial de la pendiente. Para la obtencién de valores iniciales del
pardmetro autorregresivo p y de media mévil @ se ha utilizado la relacion que existe entre
estos pardmetros y los pesos 7; de su representacién autorregresiva. Esta representacion

cumple que

m(B)z; = a;, ©(B)=(1~pB)(1-60B)™"

y por tanto

m o= p—20,

Se verifica entonces que

Para la aplicacién de este resultado se ha estimado un AR(6), por MCO, a la serie corre-

gida de componentes deterministas.
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En el segundo ejercicio de simulacién se utiliza el estimador @%p. Este estimador se
obtendra seleccionando el valor de p en (4.4.3) mediante el criterio BIC (Bayesian infor-

mation criteria) mediante el cudl p es el valor que minimiza
BIC(p) = log 62 + plog T'/T, (4.5.8)
siendo &Z la varianza residual de la regresién estimada por MCO,

T 2
_ Ljmkn 4G
T

=t (4.5.9)

donde @; son los residuos de la regresion y k es el numero de parametros de la regresion

(k = p+ 2 si el modelo tiene constante y £ = p + 3 si contiene ademas tendencia lineal).

El criterio BIC fue introducido independientemente por Schwartz (1978), Akaike (1977) y
Rissanen (1978). Con la estimacién de o> mencionada en (4.5.9) Hannan & Quinn (1979)
demostraron que el criterio BIC es fuertemente consistente en la modelizacién de proce-
sos autorregresivos estacionarios. Tsay (1984) demostré que este criterio, con (4.5.9), es
débilmente consistente en la modelizacién de procesos autorregresivos no estacionarios.
Para la presente simulacion se ha utilizado el criterio BIC utilizando dos restricciones dis-
tintas sobre la eleccion de p. En un primer caso se ha utilizado el criterio con 0 < p < 8
para evitar valores exesivamente elevados de p. Algunos autores han comprobado que,
cuando el valor de 6 es elevado y positivo el criterio BIC (y también el 'AIC -Akaike infor-
mation criteria-) proporciona valores de p mas bajos de los necesarios para una correcta
modelizacién. Por esta razén se ha incluido un segundo caso donde la seleccién de p

cumple 3 < p < 8. Este segundo criterio de seleccién ha sido utilizado previamente en

Elliot, Rothenberg & Stock (1992).
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Resultados de la simulacién 1: estimador &2,

Este ejercicio de simulacién ha sido realizado, por su coste computacional, sélo para el
contraste CS; y CS,. El tamafio muestral es T' = 100 y se han utilizado los valores p=1,
0.95, 0.90, 0.80, y 8 = —0.8, -0.5, 0, 0.5, 0.8. Para cada combinacién de pardmetros se re-
alizan 5000 replicaciones en CS; y 1000 replicaciones en CS; y se contabiliza el porcentaje
de veces que se rechaza la hipétesis nula de raiz unitaria. Los valores criticos utilizados

son los de la tabla 4.1. El resultado se muestra en las tablas 4.10 y 4.11.

En estas tablas se ha incluido los resultados del contraste 7sp de Said & Dickey (1985),
basado en el estadistico t de regresion. Este contraste se construye a partir de la estimacion
de un modelo ARMA(1,1) mediante una iteracion del método Gauss- Newton. Los datos
que aparecen en las tablas corresponden a potencias empiricas publicadas por diversos
autores. Los resultados de 7§, corresponden al trabajo original de Said & Dickey (1985),
donde los valores iniciales (a partir de los cuales se realiza una iteracién por Gauss-
Newton) son p, = 1 y la estimacién por el método de Durbin (1959) para 6,. Los
resultados de 75p_g v 7&p_g son los publicados en Schwert (1989) donde, en lugar de
una sola iteracion del método Gauss-Newton, se itera hasta conseguir convergencia en las
estimaciones. Otro aspecto en el que los resultados de 7gp_g y 74p_g difieren respecto al
contraste de Said & Dickey (1985) es en el valor de la primera observacién. Mientras en
Said & Dickey (1985) se considera yo = 0 en Schwert (1989) se generan series de tamafio
20 + T' y se eliminan las primeras 20 observaciones.

Los valores de 7§p_ 4 son los resultados del trabajo de Agiakloglou & Newbold (1991),
donde emplean una iteraciéon del método Gauss-Newton con valores iniciales p, = 1 y el
resultado del método de méxima verosimilitud exacta en el modelo ARIMA(0,1,1) como

estimacion inicial de 6.
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Tabla 4.10: Potencia empirica para el nivel 5% del contraste CSj, con @2pmas ¥ OtTOS

contrastes. T' = 100.
0 3
Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8
CSy 1.00 0.06 0.04 0.05 0.05 0.11
0.95 0.31 0.31 0.27 0.17 0.31
0.90 0.71 0.70 0.63 0.31 0.54
0.80 0.99 0.97 0.90 0.48 0.67
o 1.00 nd 0.05 nd 0.05 0.11
0.95 nd 0.11 nd 0.12 0.27
0.90 nd 0.30 nd 0.28 0.46
0.80 nd 0.83 nd 0.63 0.71
s 1.00 0.06 0.04 0.04 0.02 0.05
AN 1.00 nd nd nd 0.05 0.09
0.95 nd nd nd nd nd
0.90 nd nd 0.29 nd nd
0.80 nd nd 0.74 nd nd
TGLS 1.00 0.07 0.05 0.05 0.08 0.38
3<p<8) 0.95 0.33 0.30 0.26 0.31 0.71
0.90 0.63 0.60 0.52 0.55 0.79
0.80 0.86 0.89 0.84 0.79 0.83
Thog 1.00 0.07 0.08 0.06 0.19 0.63
(0<p<8) 0.95 0.32 0.35 0.27 0.61 0.93
0.90 0.57 0.66 0.66 0.84 0.98
0.80 0.83 0.90 0.98 0.96 1.00
Nota: El nimero de replicaciones es CS; (5000 rep.), #4p (2000 rep.), #5,_g (10000 rep.)
y #5_4n (1000). Condiciones inciales: yo = 0 excepto en #4, ¢ (ver texto).El tamaiio

muestral en 75, es T'= 99. nd: no disponible.
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Tabla 4.11: Potencia empirica para el nivel 5% del contraste CS;, con &2, ,, y otros

contrastes. 7" = 100.

9
Contraste P -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8
CS; 1.00 0.06 0.05 0.05 0.05 0.10
0.95 0.13 0.13 0.13 0.10 0.20
0.90 0.30 0.31 0.30 0.18 0.34
0.80 0.78 0.74 0.67 0.33 0.35
Fip_s 1.00 0.05 0.03 0.02 0.01 0.05
TELs 1.00 0.09 0.06 0.05 0.08 0.51
(3<p<8) 0.95 0.17 0.12 0.10 0.15 0.69
0.90 0.32 0.25 0.22 0.33 0.82
0.80 0.60 0.57 0.54 0.68 0.91
TELs 1.00 0.09 0.09 0.06 0.27 0.84
(0<p<8) 0.95 0.16 0.17 0.11 0.47 0.94
0.90 0.31 0.37 0.29 0.72 0.98
0.80 0.57 0.71 0.81 0.95 1.00

Nota: El niimero de replicaciones es CS; (1000 rep.), #5p_s (10000 rep.) y #%;5 (5000).

Condiciones inciales: yo = 0 excepto en 75p,_g.
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Se ha incluido también en la tablas 4.10 y 4.11 los resultados del contraste 7z, donde

se ha utilizado el estimador wag con (3 <p<8)y (0 <p<8).

Las conclusiones que se obtienen de las tablas 4.10 y 4.11 son:

e Con caracter general se observa que los contrastes que no permiten la modelizacién
del componente de medias méviles tienen distorsiones en su nivel de significacién |

muy altas. Para § = 0.8 la distorsién es excesiva. Sin embargo, los contrastes que

permiten la modelizaciéon de dicho componente tienen una distorsién muy baja, por

lo que son mas fiables.

o El contraste CS; es superior al contraste 74, salvo para p = 0.8 y 6 = 0.5, 0.8.
En el caso p = 8 = 0.8 el proceso simulado es ruido blanco, por lo que la varianza
de las estimaciones del modelo ARMA(1,1) serd muy elevada. Por esta razén las

estimaciones de @2 serdn, en este caso, poco eficientes. No obstante, en una

a
situacién real, seran muy escasas las situaciones en las que un analista decida ajus-
tar un modelo ARMA(1,1) a un ruido blanco. Puede considerarse, por tanto, que

Parld , A
el contraste CS; es mds recomendable que 7§p.

e La comparacion de los dos criterios de seleccién de p para el contraste 7grs muestran
que el criterio (3 < p < 8) proprociona menos distorsiones del nivel de significacion.
No obstante, las distorsiones en este caso son también muy elevadas. Esta menor

distorsion en valores de 6 > 0 produce, sin embargo, una menor potencia.

e La comparacién de 7grs, (3 < p < 8), con CS; lleva a la conclusién de que, CS,
supera en potencia a 7grs salvo en las situaciones en que 7grs presenta distorsiones

en su nivel de significacién.
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o El caso § = 0.5 presenta un aspecto que merece destacarse. En este caso TGLs pre-
senta un pequeno aumento en su nivel de significacidn, lo que provoca un aumento
de su potencia. Por el contrario, en esta situacién, CS; disminuye ligeramente su
nivel de significacién (también lo hace #sp_s), disminuyendo también su potencia
respecto a § = 0. Serfa dificil, por tanto, saber cuél de los dos contrastes es preferible
en esta situacién (esta disminucién de la potencia en 8 = 0.5 respecto a § = 0 puede
también apreciarse en 7§, ¢ con p = 0.80 aunque de forma menos acusada). Puesto
que para valores inferiores de 8 7515 tiene menos potencia y para valores superiores
tiene una distorsién de su nivel de significacién muy elevada puede aconsejarse el

uso del contraste CS; con independencia de 6.

De este ejercicio de simulacién puede concluirse que el contraste CS;, utilizando el esti-

mador &?

e rmas €8 €l mas recomendable por su combinacién de potencia'y escasa distorsién

del nivel de significaciéon. Con los contrastes que se han comparado, sélamente puede
superarse en potencia a CS; si se estad dispuesto a asumir aumentos del nivel de signifi-
cacién muy por encima del nominal. Estas distorsiones son especialmente importantes

para valores de § > 0, que es una situaciéon muy frecuente en series reales.

Resultados de la simulacién 2: estimador &%y

En este ejercicio de simulacién se compara el comportamiento de los contrastes propuestos
(CS1, CSir, CS4) y los contrastes de Elliot-Rothenberg-Stock (7grs) y Dickey- Fuller (7).
Los contrastes se realizan mediante la modelizacién de un autorregresivo de orden p. Para
evaluar la influencia de sobreparametrizar el polinomio autorregresivo se han analizado

dos casos. En el primero, el orden de p se selecciona con el criterio BIC con 0 < p < 8.
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En el segundo caso, el rango sobre el que se aplica el criterio BIC es 3 < p < 8. Puesto
que este ejercicio de simulacion tiene un menor coste computacional se ha realizado para
los tamanos muestrales T' = 25, 50, 100. Los valores de p han sido 1.00, 0.97, 0.95, 0.90,
0.80, 0.70. Para el componente de medias méviles se ha empleado § = —0.8, -0.5, 0, 0.5,
0.8.

Los contrastes CS utilizan el estimador &%y, Los contrastes 7grs y 7 se basan en es-
tadisticos pivote por lo que no necesitan de ninguna correccién adicional (si el orden p
seleccionado es adecuado). Los valores criticos empleados para el contraste 7grs son los

obtenidos mediante simulacién en la tabla 3.3.

Las tablas 2.15 a 2.20 muestran los resultados del ejercicio de simulaciéon donde el criterio
de seleccidn del orden autorregresivo es BIC(p), con 0 < p < 8. Las tablas 2.21 a 2.26

muestran los resultados para 3 < p < 8.

El principal resultado de este segundo ejercicio de simulacion es que todos los contrastes
presentan distorsiones muy elevadas en su nivel de significacién para . > 0. Se obtiene,
entonces, que si el proceso tiene componente de medias méviles y el modelo empleado no
admite dicho componente el nivel de significaciéon del contraste puede ser muy superior
al nominal. Sin embargo, las tablas 4.10 y 4.11 mostraban que si el proceso no tiene
componente de medias méviles (columna 6 = 0) y el modelo estima dicho componente,
no se producen efectos negativos ni en el nivel de significacion ni en la potencia. La com-
paracién de las tablas 4.10 y 4.11 con las que se obtuvieron para el caso AR(1) muestran
que solo se produce pérdida de potencia en p = 0.8. Puede, por tanto, concluirse que la
realizacién de contrastes de raices unitarias mediante la aproximacién de un autorregre-

sivo debe evitarse en la practica.
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Otras conclusiones que se obtienen de este ejercicio de simulacién son:

o Para T' = 25 todos los contrastes tienen una escasa capacidad de deteccién.

¢ Aligual que en el caso AR(1), los contrastes CS; y CS)z son similares. En general,
CSj tiene menos distorsiones en el nivel que @fT- Estos dos contrastes son supe-

riores a CS'y salvo en alternativas muy alejadas del circulo unidad.

® De la comparacién de los diversos contrastes se obtiene que el contraste 7grg so-

breparametrizado (3 < p < 8) es el que proporciona mejores resultados.

. .« s . ~ et
e Esta sobreparametrizacion también mejora los resultados de 7. Para CS; la so-

breparametrizacion disminuye la distorsién en el nivel para > 0 pero la aumenta

en 8 =0.

. . Tl . .
e 5i no se sobreparametriza, el contraste CS; es el que presenta menos distorsiones
en el nivel para § > 0. Para § < 0 presentan, en general, mas distorsién en el nivel

que sus competidores ¥ y 7grs, salvo en T = 25.

4.6 Contrastes con predicciones eficientes. Contrastes ECS

En esta seccién se proponen alternativas a los contrastes CS mediante el uso de predictores
eficientes. Para no introducir complejidad en la notacién se plantea primeramente, sin
pérdida de generalidad, el caso estocéstico puro. Posteriormente se amplia la discusién al

caso de tendencia lineal determinista.
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El procedimiento consiste en la incorporacién de la estructura dinamica de u; en los con-

trastes. Se supondra que wu; tiene una representacion ARMA(p, ¢) estacionaria e invertible,

donde ¢(B) = ¢(B)~0(B). Se denotard por ¢ = ($1,...,6,)' vy 8 = (f1,...,0,)" a los
estimadores de ¢ = (¢1,...,8,) v 8 = (01,:,0,), obtenidos en la muestra.

Al igual que en el caso AR(1) se construird un predictor bajo la hipdtesis de raiz unitaria.
Esto implica la modelizacién de la serie en diferencias. A partir de este modelo se generan
las predicciones mediante la suma de las predicciones de los incrementos de la serie. El

valor y; puede escribirse como

t
ye = y1 + Y Ayj,

=2
con Ayjy1 = Yj+1 — Y; = uj41. El valor previsto desde y; es, suponiendo conocidos los

parametros,

t
Yip = Y1+ ZA?:/J'II

=2

con Agjiipn = E(u¢lug). Al ser los parametros ¢ y 8 desconocidos habra que emplear
sus estimaciones. Esto provoca que la primera observacién disponible sobre la que rea-
lizar predicciones sea y,41, al necesitarse las p primeras observaciones para generar la

prediciones. La previsiéon de y; sera,

1
epr1 = Yp+r + D Afjipt1,
Jj=p+2

donde Agjjpr1 = Ujlpr1 = E(Uj|Ypt1, o, 0) El error cuadratico de prediccién acumulado,

empirico, sera
T T

Z eflp+1 = Z (ye — ?:/tlp+1)2 (4.6.2)

t=p-+2 t=p+2
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Para la obtencion del ECMP tedrico bajo la hipdtesis nula de raiz unitaria se utilizard

que, al ser el proceso u; estacionario,

Ujpr = Gigrpptr = AYjpr — Afjap = ey + ra0 + - + Pjaa.

Operando recursivamente se obtiene que

t

Yt — Yip1 = Z (ijlpﬂ - Agdlp“)

J=p+2

= a;+1+Y)ar+ -+ L+ 4+ Yi2)as.

Por lo tanto, el error cuadratico medio de prediccién es, bajo la hipétesis de raiz unitaria,

t—p=2 j :
E(y: = Gijpsr)’ =0 Y (z ?/h) . (4.6.3)
j=0 1=0

Al ser u; estacionario los coeficientes 1; decaeran exponencialmente al aumentar 5. Segun
esto, a medida que aumente el valor de ¢ en (4.6.3) el término Y'-5"2 1; se va aproximando
a un valor constante y el ECMP se aproximara a la recta w?(t—p—2), donde w? = o%p?(1).

Por tanto los ECMP acumulados en el caso u; = ¥(B)a; y p = 1 son, aproximadamente,

> By — Gip1)’ mw2(1+2+-~+(T—p—1))=w2(T_p)(€_p_l). (4.6.4)
=p+2

El parametro w? es desconocido por lo que se necesitard un estimador consistente del

2

mismo, w*. El ratio entre los errores cuadrdticos acumulados empiricos (4.6.2) y los

esperados (4.6.4) sugieren el estadistico ECSY,

Z)T:p-l—?(yt — gtlp+l)2

O =T -1y

(4.6.5)

que es semejante al estadistico CSy, salvo que se reemplaza y; por la prediccién fjp1-
Asimismo, se divide por (T —p—1)? en lugar de (T'—1)? al tener el numerador (T'—p—1)

términos.
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En el caso en que se quiera contrastar la existencia de tendencia determinista se tiene
que Ay; = 6 + u;. El parametro 6 es desconocido pero su estimador 6 puede obtenerse
conjuntamente con é& y 6 (o bien utilizar el estimador (4.3.8), que es asintéticamente
equivalente). Si se denomina Jilp+1 @ las predicciones realizadas utilizando incrementos
estimados de esta forma se obtiene el estadistico ECST,

E{=p+2(yt - g;ip-}-l)2
W (T —p—1)2

ECST = (4.6.6)

Analogamente se puede construir el estadistico que promedie los errores de predecir cada
observacidén desde la primera disponible y los errores de predecir la observacién mas alejada

desde cada uno de los datos.

_ ZtT=p+2(yt - gt|p+1)2 + Zf:;){l-l(yT - :’)Tit)2
ECSty = " . (4.6.7)

Igualmente, si se promedian los errores cuadraticos que, para cada horizonte, puedan

extraerse de la muestra obtendremos los estadisticos ECS4, que seran los analogos de

CS.4,

T-1 T _ 1 TRAL
ECSY = Ztmrtl s tiz((T (;—— i)))2 e = 4w (4.6.8)
_ AT )2
by _ Tt zs_“:?((T _(; - 3) "(ys — 931 (4.6.9)

De esta forma cada contraste CS tiene su analogo ECS sustituyendo y; por la prediccién
que se obtiene del modelo considerado y dividiendo por el cuadrado del nimero de hori-

zontes de prediccién considerados.

Como estimador de w? puede utilizarse cualquiera de los comentados anteriormente. No

obstante, debido al ejercicio de modelizacién realizado, la decisién mas natural sera elegir

2

w? . De esta forma, el procedimiento para calcular los estadisticos de los contrastes sera

el siguiente. Se estima el mejor modelo que explique la serie diferenciada y se evalian
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con él las predicciones. Posteriormente se reestima dicho modelo sin imponer la noesta-

2

cionariedad y se calcula @3, ,-

Esta forma de construir el contraste, utilizando el mejor predictor que el analista considere,
permite interpretar los resultados en términos de prediccion. En el caso en que no se
rechaze la hipétesis de raiz unitaria puede intrepretarse que, sea o no cierta esta hipdtesis,
la incertidumbre que se posee del futuro, con el predictor empleado, es la misma que si
hubiese realmente tal raiz. En el caso en que se rechaze la hipdtesis de raiz unitaria puede
interpretarse que, aunque exista realmente, sus efectos aun no son perceptibles. Se ha de
recordar que los efectos de una raiz unitaria estdn relaccionados con las predicciones de

la serie y ésta es precisamente la informacion empleada en el contraste.

4.6.1 Distribuciones asintéticas de los estadisticos ECS

Para los estadisticos ECS el siguiente teorema demuestra que las distribuciones asintoticas

de los estadisticos CS siguen siendo vélidas.

Teorema 4.2 Sea y; el proceso (3.2.2) con p = 1. Sea u; un proceso estacionario e inver-
tible con representacién ARMA (p,q) (4.6.1). Sean ¢ = (¢1,...,,) v 8 = (by,...,6,)
estimadores de ¢ = (¢1,...,¢,) y 0 = (01,...,0;), respectivamente, tales que

b —¢=0,(T7?
6 —0 =0,(T?

entonces

ECS % dCS (4.6.10)

Demostracion:
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Estadistico ECS/:
Como 8 — 0 = 0,(T~?) y ¢ — ¢ = O,(T~1/2) se tiene que
Jep+1 — Geppar = Op(T717?) (4.6.11)
(véase, por ejemplo, Fuller 1976, p. 384) y por tanto
S tepr2 (Ut = Depps1)? S tepya (Yt — Gtppt1)?
(T—-p—1) (T—-p-1)?
T - A 2
+Zt=p+(z;{yilp;1_ 1 ;/;Iw) (4.6.12)
E;T=p+2(?/t - ?jtlp+l)(gt|p+l - ?:/tlp+1)
T (4.6.13)

Si en el término (4.6.12) se aplica la propiedad (4.6.11) se obtiene

ZZ=p+2(3thp+1 - ?Jtlp+1)2 2,0
(T —p—1) '

Para ver que el término (4.6.13) también converge en probabilidad a cero se plantea

por simplicidad, y sin pérdida de generalidad, el caso en que u; siga un AR(1), es decir

u; = ¢us_1 + a;. Entonces

i=3 i=

1 i t
T 2%t e
==

t t 7 o
Ye— g2 = uj— Uz = ) (Z ¢H“i)
1=3

donde o = £2, ¢/t y ademés 32, || < 0o. Por otra parte

t

Utz — U3 = Z (¢j—2 — qgj—2) Uy,

=3
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donde tanto Z;=3 ¢’~2% como Z§-=3 #'~? estan acotadas por una funcién de decrecimiento
exponencial con ¢ y por tanto, si se denomina %, a la diferencia entre ambos términos,
t
— i-2 __ Ji-2\ _ -1/2
Yo=Y (¢772 = §72) = 0,(T'12).
i=3

De esta forma (4.6.13) es el promedio de sumandos que verifican

-1 (1 — Za]ul + v Za]at_]ul) 250

y por consiguiente ’
Zt=p+2(yi — o1 Gelp+1 — Jtlpr1)  »
— 0.
(T —p—-1)

Se verifica entonces que

TizpraWe = Jups1)’ _ Licpraye = Jupr) 5 0 (4.6.14)
(T—p-1) (T—p—17 | -

Se puede, pues, estudiar la distribucion asintética del estadistico considerando que los

parametros ¢ y € son conocidos.

Los términos del numerador de este estadistico admiten la siguiente representacion:

t
Yt = Ytlpt1 = Yt~ Ypt1 — Z AYjip+1 (4.6.15)
J=p+2
t t J
= Z Uj — Uj|pt1 = Z Z p-ia; ).
J=p+2 J=p+2 \i=p+2

Si se analiza cada sumando se observa que

Yt — Ytlp+1 = Gp2 +
(apt3 + Prap42) +
(apta + P10p4s + P2apy2) + - +
(a; + Prai—1 + Yot + - + Yr_p_2ap42) (4.6.16)
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= apt29(1) — apt2 Z¢t —p-14; T (4.6.17)
i=1
ap43P(1) — apya Z Prop-ayj + o0+
j=1
ap(1) — a Zsz (4.6.18)

= (1) (aps2 + apya + -0+ ar) + vy

donde
t—p—2 fore)
ve= D, Qaj, o =) Py
j=0 =1
cumpliéndose que Z;;’(’,—Q |a;| < co. Se puede escribir, entonces,

p+1

capin = $(1) Y a5 = $(1) Y05 + e

Se define el proceso de sumas parciales Xr(r), con r € [0, 1]

(T7]
€[Tr]lp+1 Z =19 Z] 145 V[Ty}
X — =)= — .
r(r) = AL - ) L )2l
Si se multiplica V/T se obtiene, aplicando el TCLF,
[Tr]
BOZELE L oy
Ademads, por ser p fijo respecto a T se obtiene que
Zp—l a; p
— 0.
B
Como v; es estacionario con varianza finita se tiene que
i e, (4.6.19)

VT

(véase, por ejemplo, Hamilton 1994, p. 482). Por tanto, aplicando el teorema de la

aplicacién continua se obtiene

T
Zt=P4;2€?lp+1 LN 021/1(1)2 /1 Wz(r)dr
0
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como el denominador del estadistico ECS es un estimador consistente de o%3(1)? se con-

cluye el resultado.

Estadistico ECST:

Si se denomina é al estimador de &

3__: Z?:Q(yt - yt—l) _ Yyr —
T-1 T—-1

~

y 6* al que se obtiene de estimar el modelo
¢(B)(Ay: — 6) = 0(B)as,

y si se utiliza §y,41 para denotar la previsién de y; desde y,.; cuando los pardmetros ¢ y
0 son conocidos y se utiliza el estimador é se obtiene, como se demostré anteriormente,

que

Zthp-}-Z(yt - ?)Zip+1)2 Z?=p+2(yt - gtTlp+1)2 P 0 4.6.20
T—p-1p @1 " :6:20

Se puede, asi, estudiar la distribucién asintética suponiendo que los pardmetros que de-

finen la estructura dindmica de u; son conocidos y que el estimador de § es el utilizado
en los estadisticos CS;. Por tanto

t

Yyt — ?}tTlp+1 = Yt — Yp+1 — Z (6 + ﬂj|p+1)~ (4.6.21)
i=p+2
. t
= Yt~ Yp+1 — 5(t 2 1) Z ’ljlp+1
' J=p+2

t

= > u—bt-p-1)

J=p+2

P(1)(aps2 + apps + -+ ar) + v — S(t -p-1).

Se verifica, entonces, que

p+1

erp+1 = (1) Z: a; —p(1)Y a;+ v —é(t —p—1)

-1
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Siguiendo los mismos argumentos que en el caso anterior puede demostrarse que la in-
fluencia de v; y Z;’:} a; no influye en la distribucién asintética del estadistico, siendo los
restantes términos iguales al caso del estadistico CS]. Puesto que €l denominador del

estadistico es un estimador consistente de o23)2(1) se cumple el resultado.

Estadistico ECS{:

En este caso es suficiente con demostrar que

(T —p— 1) TS (yr — 9)?
(T —p— 1)—1 Zf=p+2(yt - gﬁt—l)z

. . . . ., e sy L . .
tiene la misma distribucién asintética que CSy. Al igual que en los anteriores contrastes

puede suponerse que los pardmetros ¢ y 6 son conocidos al ser sus estimadores VT-

consistentes. Se tiene entonces

T
yr =Gy = yr—ye— >, A

j=t+1
T T J
= Z uj — Uj|p = Z Z Yi_ia;
7=t+1 7=t+1 \i=t+1

= ap1¥(l) = a1 (Y-t + Yrogpr + ) +

a2 (1) = @ppa(tbr—go1 + Y7t +--1) -
T

= ¥(1) Z a; +n
j=t+1
donde 7y = Z};‘f Biatrj, con B = Y2 Yr_sq1-;5 Y Zf;f\ﬁjl < oo. Los errores de

prediccién son entonces
T

etlp+1 = P(1) Z a; + N

j=t+1

Usando los mismos argumentos que anteriormente se demuestra que 7; no tiene influencia

en la distribucién asintética del estadistico, siendo los restantes términos analogos al caso
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del estadistico CS%. De nuevo, al ser el denominado un estimador consistente de o21%(1)

se verifica el resultado.

Estadisticos ECS’ y ECST:

La demostracién para estos dos estadisticos es inmediata con los resultados obtenidos de
los anteriores estadisticos. El término (y, — §,:) puede descomponerse de manera analoga
a (4.6.15) con t en lugar de p+ 1 y por tanto demostrar que el incorporar la informacién
sobre las predicciones de u; no afecta a su distribucién asintética. De forma similar el

término (ys — §j),) se resuelve utilizando los mismos argumentos que en (4.6.21). O

4.6.2 Potencia en muestras finitas de ECS

En este apartado se realiza un estudio de la potencia de los contrastes ECS mediante un
ejercicio de simulacion por Monte Carlo. El proceso que se ha empleado en las simula-
ciones es de nuevo un ARMA(1,1), con innovaciones normales, en el que se contrasta si

el pardmetro autorregresivo es uno.

La simulacion de este tipo de contrastes requeriria de un analista que modelizase cada
serie simulada con el fin de encontrar el predictor que sea mas adecuado. Este procedi-
miento no es factible si se desea un elevado nimero de replicaciones. Como alternativa
se han planteado dos experimentos. En el primero de ellos se analiza el comportamiento
del contraste en una situacién en la que el modelo se especifica correctamente. En el
segundo experimento se sitia al contraste en una situacion desfavorable, construyéndose

el predictor mediante una aproximacion autorregresiva.
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Para el primer ejercicio de simulacién se supone que existe una identificacién correcta
del modelo ARMA(L,1). Para el contraste ECS* se ha estimado un modelo IMA(1,1)
para generar las predicciones y se ha obtenido &?,,,, estimando un ARMA(1,1) de me-
dia no nula. Para el contraste ECS™ se ha estimado un IMA(1,1) con constante para
generar las predicciones y un ARMA(1,1) con media no nula y tendencia lineal para
estimar w?. Estas estimaciones se han realizado utilizando maxima verosimilitud condi-
cionada (minimos cuadrados no lineales) salvo en los modelos IMA(1,1) sin constante,
donde se ha empleado méaxima verosimilitud exacta. Para la estimacién del pardmetro 6
en IMA(1,1) por méxima verosimilitud se ha utilizado la restriccién de que la bisqueda
del valor estimado se realize entre —1 < 6 < 1. Para el resto de los casos los valores

iniciales se han obtenido de manera similar a la seccién 4.5.2.

En el segundo ejercicio de simulacién se han realizado las predicciones mediante la aproxi-
macién a un autorregresivo, tal y como se hizo en la seccién 4.5.2. El criterio para seleccio-
nar el orden ha sido de nuevo BIC, restringiendo los valores en 0 < p < 8. Asfmismo el
estimador de w? ha sido &% 5. De esta forma la regresién en forma de correccién del error
proporciona un estimador consistente de w y esa misma regresién, pero estimada sin el
regresor y;_1, genera las predicciones. La diferencia respecto a las simulaciones realizadas
para los contrastes CS es en la utilizacién de estas predicciones. Mediante este ejercicio
se pretende estudiar el comportamiento del contraste en una situacién muy desfavorable.
La construccién de un predictor mediante una aproximacién autorregresiva produce, en

general, predictores poco eficientes si el verdadero proceso tiene componente de medias

moéviles (Ledolter & Abraham 1981).
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Resultados de la simulacién 1: predictor ARMA(1,1)

Este ejercicio de simulaciéon ha sido realizado, debido a su elevado coste computacional,
para T' = 100 y contraste ECSY. Los resultados de nivel y potencia empiricos se encuen-
tran en las tablas 4.12 y 4.13. En estas tablas se ha incluido, para facilitar la comparacidn,

vl ., w” . .
los resultados de CS;. También se ha afiadido una columna correspondiente a los resul-

tados del caso AR(1) (tablas 4.8 y 4.4).

Tabla 4.12: Potencia empirica para el nivel 5% del contraste ECSY y @lf con @2

arma-

T = 100.

0
Contraste p AR(1) 08 05 00 05 0.8
ECS! 1.00 0.05 0.06 005 005 004  0.10

0.95 0.28 029 029 028 020  0.32
0.90 0.63 065 063 061 040  0.55

0.80 0.92 094 093 092 064  0.74

CS} 1.00 0.05 0.06 004 005 005  0.11
0.95 0.28 031 031 027 017  0.31

0.90 0.63 071 070 063 031  0.54

0.80 0.92 099 097 090 048  0.67

Nota: Los contrastes se basan en 5000 replicaciones por Monte Carlo. Condiciones inciales

Yo = 0.

= . . . . - .,
Los contrastes ECS} y CS; son muy similares en niveles de significacién. También son

similares en potencia para § = 0. Existen diferencias en valores alejados del circulo
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unidad. El contraste ECS{ presenta, en estos casos, valores de potencia mas parecidos a
los obtenidos en el caso AR(1), por lo que es més robusto a la presencia de componentes

de medias méviles.

Los contrastes ECST y CS; son bastante similares. Sus principales diferencias estdn en
p = 0.8. En esta zona las potencias de ECS] son mas cercanas a las obtenidas para el caso
AR(1). Es de destacar, sin embargo, la baja potencia, comparativamente al caso AR(1),

de ambos contrastes en los casos p = 0.8 con § = 0.5 y 0.8.

Puede concluirse, por tanto, que tanto ECS; como CS” presentan excelentes propiedades
tanto de potencia como en su nivel de significacién. La principal diferencia entre ambos
es que la incorporacién de un predictor eficiente en ECSY{ aumenta la robustez frente a

componentes de medias méviles, por lo que los hace mas recomendables.

Resultados de la simulacién 2: aproximacién AR(p)

Las tablas 2.27 a 2.32 contienen los resultados de las simulaciones realizadas mediante

el ajuste de un AR(p), donde p se selecciona con el criterio BIC sujeto a la restriccién

0<p<s.

., EM ~
De la comparacién de los contrastes ECS* con CS™ se observa que, para tamanos mues-
trales pequenos, los nuevos contrastes ECS* disminuyen ligeramente la distorsion del nivel
de significacién pero son menos potentes. Sin embargo estas diferencias disminuyen a me-

dida que aumenta el tamafio muestral, siendo para T = 100 casi idénticos.

En el caso de tendencia determinista se observa que en los contrastes ECS™ hay situaciones
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Tabla 4.13: Potencia empirica para el nivel 5% de los contrastes ECS] y TS; con &2,,,,.

T:lOO.

i ;
Contraste ~ p  AR(l) -08 05 00 05 08
ECS] 1.00 005 004 005 005 006 0.2

0.95 0.12 0.10 013 013 012 025
0.90 0.30 023 029 029 022  0.34
0.80 0.72 069 068 069 034 040
Cs; 1.00 0.05 0.06  0.05 005 005 0.10
0.95 0.12 0.13 013 013 010  0.20
0.90 0.30 030 031 030 018  0.34
0.80 0.72 0.78  0.74 067 033  0.35

Nota: Los contrastes se basan en 1000 replicaciones por Monte Carlo. Condiciones inciales

yo = 0.
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en las que el contraste disminuye su potencia al disminuir p. Para ECS] este efecto sdlo
ocurre en T' = 25 y § > 0 pero en ECS); esta situacién se repite en mas ocasiones. Este
efecto se detecté previamente en la tabla 2.18 en algunas zonas de los contrastes CS y
TcLs aunque de forma muy moderada. El contraste ECST sélo supera, ligeramente, a @I

en los casos 8 < 0.

Por tanto la incorporacion de las predicciones en el contraste no mejora su comportamiento
si el predictor empleado no es eficiente. En estas circunstancias un predictor mas parsi-

monioso puede ofrecer mejores resultados.

Este ejercicio de simulacién confirma el resultado obtenido anteriormente sobre la poca

conveniencia de contrastar raices unitarias mediante aproximaciones autorregresivas.

Robustez a las condiciones iniciales

Las distribuciones asintéticas de los contrastes propuestos no dependen del valor de yo. Sin
embargo, los estudios de Evans & Savin (1984) y Schmidt & Phillips (1992), entre otros,
sefialan que la potencia en muestras finitas de los contrastes de raices unitarias dependen

de dicha condicién inicial. Para investigar esta dependencia se ha realizado un ejercicio

2

de simulacién para los contrastes CS; y ECS{ utilizando &2,,,,

en ambos y predicciones
eficientes en ECSY. En este ejercicio se generan, para p < 1, series de tamano 200 donde
se suprimen las primeras 100 observaciones para eliminar el efecto de las observaciones
iniciales y permitir que la primera observacién proceda de su distribucién incondicional.
De esta forma la serie es estacionaria. El nmiimero de replicaciones es 1000. Los resultados

de esta simulacién se muestran en la tabla 4.14. En esta tabla se ha incluido el resultado

de realizar el mismo ejercicio con el contraste 75g. La fila correspondiente a p = 1
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procede de las tablas 4.10 y 4.12.

Tabla 4.14: Potencia empirica para el nivel 5% de los contrastes ECS¥ y CS; con &2, ..

T = 100.
0
Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8
ECS¥ 1.00 0.06 0.05 0.05 0.04 0.10
0.95 0.12 0.13 0.21 0.20 0.34
0.90 030 ~ 0.32 0.42 0.40 0.56
0.80 0.53 0.61 0.77 0.65 0.74
CSy 1.00 0.06 0.04 0.05 0.05 0.11
0.95 0.19 0.21 0.19 0.17 0.28
0.90 0.44 0.45 0.41 0.25 0.51
0.80 0.78 0.77 0.70 0.48 0.69
ThL g 1.00 0.07 0.05 0.05 0.08 0.38
(3<p<8) 0.95 0.23 0.19 0.18 0.26 0.67
0.90 0.41 0.39 0.38 0.48 0.78
0.80 0.65 0.69 0.69 0.75 0.84
ThL s 1.00 0.07 0.08 0.06 0.19 0.63
(0<p<8) 0.95 0.21 0.24 0.20 0.50 0.91
0.90 0.39 0.47 0.48 0.78 0.98
0.80 0.62 0.78 0.87 0.96 1.00

Nota: Los contrastes se basan en 1000 replicaciones por Monte Carlo. y; procede de su

distribucién incondicional.

Los resultados obtenidos en la tabla 4.14 muestran una disminucién de la potencia, en los
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cuatro contrastes considerados, respecto al caso yo = 0. Esta disminucién de la pontencia
cuando y; procede de su distribucién incondicional ha sido previamente detectada por
otros autores (Elliot, Rothenberg & Stock (1992), Pantula et al (1994)). Los cambios més
destacables se encuentran, para los cuatro contrastes, en la zona donde p estd alejado del

la unidad y @ toma valores negativos.

El andlisis de esta tabla no cambia, sin embargo, las principales conclusiones obtenidas
anteriormente. Para § = 0 el contraste que proporciona mayores valores de potencia es
76rs con 0 < p < 8. Este contraste, sin embargo, tiene aumentos excesivos de su nivel de
significacién. El contraste 74, con 3 < p < 8 es superado por CS} salvo en 6 > 0, donde
T&1s aumenta su nivel de significacién considerablemente. Por tanto, para obtener may-
ores potencias que los contrastes propuestos ha de ser a cambio de importantes aumentos
en el nivel de significacién en § > 0. La comparacién entre ECS{ y CS; es similar a la
realizada para el caso yo = 0. ECSY supera a CS; en la zona p ~ 0, mientras que CS,

aventaja a ECSY en la zona p =~ —0.

4.7 Resumen y conclusiones

En este capitulo se proponen contrastes de raices unitarias basados en errores de prediccién
a varios horizontes. Entre ellos, los basados en los errores de prediccion desde la primera
observacién disponible (CS;) son los que ofrecen mejor comportamiento global. En el
caso AR(1) estos contrastes tienen una potencia similar, en la localidad, a los de Elliot-
Rothenberg-Stock, que pueden considerarse los més potentes que existen en la literatura.
En el caso mds general en que el proceso siga un modelo ARIMA el comportamiento del
contraste mejora con la utilizacién de un estimador eficiente de w? y con la utilizacién de

un predictor eficiente.
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Los ejercicios de simulacién realizados en tamafios muestrales T' = 100 y procesos ARMA(1,1)
muestran que los contrastes CS superan a las alternativas existentes si el modelo se especi-
fica correctamente. Los niveles de significacién obtenidos son, en todos los casos, iguales
o muy préximos a los nominales. Los demas contrastes con los que se ha comparado a los
contrastes CS sdlo los superan en potencia en las situaciones en que presentan aumentos

considerables en su nivel de significacién ante presencia de medias méviles.

Las razones fundamentales por las que los contrastes CS muestran mejores resultados que
los demas contrastes analizados son dos.

1. Estan construidos utilizando errores de prediccién a varios horizontes. Es en estos
errores de prediccién donde se encuentra la informacién sobre el largo plazo de la
serie, siendo el largo plazo donde las raices unitarias tienen mayor efecto. Este
aspecto le confiere buenas propiedades de potencia.

2. Permiten la modelizacién del modelo més apropiado que el analista considere, sin
necesidad de utilizar MCO ni aproximaciones autorregresivas. Esto aumenta la
eficiencia de las predicciones y de la estimacién de w?. Esta caracteristica le pro-

porciona robustez frente a la estructura dinamica de u;.
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Tabla 2.15: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pys—1 + az — fa;—1 con y; = ay. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T=25 9
Contraste P -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8
CS; 1.00 0.14 0.13 0.07 0.18 0.35
0.97 0.18 0.16 0.09 0.22 0.37
0.95 0.20 0.18 0.11 0.24 0.39
0.90 0.24 0.23 0.13 0.28 0.40
0.80 0.30 0.29 0.20 0.33 0.42
0.70 0.35 0.33 0.26 0.39 0.42
CSir 1.00 0.14 0.13 0.07 0.17 0.36
0.97 0.18 0.16 0.10 0.22 0.39
0.95 0.21 0.18 0.11 0.24 0.40
0.90 0.24 0.23 0.13 0.29 0.42
0.80 0.30 0.30 0.20 0.35 0.45
0.70 0.35 0.34 0.26 0.41 0.45
CS% 1.00 0.16 0.14 0.07 0.20 0.45
0.97 0.20 0.19 0.09 0.24 0.49
0.95 0.23 0.21 0.10 0.26 0.51
0.90 0.26 0.25 0.12 0.32 0.55
0.80 0.31 0.30 0.17 0.41 0.58
0.70 0.34 0.33 0.22 0.50 0.58
T, 1.00 0.32 0.29 0.24 0.41 0.72
0.97 0.34 0.31 0.26 0.45 0.75
0.95 0.34 0.32 0.26 0.47 0.77
0.90 0.36 0.34 0.27 0.55 0.80
0.80 0.42 0.36 0.31 0.65 0.84
0.70 0.43 0.40 0.37 0.75 0.86
TEL s 1.00 0.19 0.17 0.13 0.35 0.65
0.97 0.22 0.20 0.16 0.41 0.68
0.95 0.23 0.22 0.18 0.44 0.71
0.90 0.28 0.25 0.22 0.52 0.74
0.80 0.35 0.32 0.29 0.64 0.77

0.70 0.39 0.37 0.37 0.72 0.77
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Tabla 2.16: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = py;—1 + a; — fla;_1 con y; = ay. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T =50 0
Contraste P -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8
CSy 1.00 0.18 0.12 0.06 0.24 0.60
0.97 0.27 0.21 0.11 0.38 0.71
0.95 0.34 0.27 0.15 0.44 0.73
0.90 0.50 0.46 0.27 0.58 0.79
0.80 0.67 0.65 0.53 0.74 0.81
0.70 0.72 0.75 0.69 0.79 0.83
CSir 1.00 0.17 0.12 0.06 0.24 0.65
0.97 0.27 0.20 0.11 0.38 0.77
0.95 0.34 0.27 0.14 0.45 0.81
0.90 0.48 0.43 0.26 0.60 0.86
0.80 0.65 0.63 0.51 0.79 0.90
0.70 0.71 0.74 0.68 0.86 0.91
CS% 1.00 0.20 0.15 0.06 0.29 0.73
0.97 0.30 0.24 0.11 0.45 0.85
0.95 0.37 0.30 0.14 0.53 0.89
0.90 0.49 0.44 0.24 0.67 0.94
0.80 0.62 0.63 0.51 0.87 0.97
0.70 0.69 0.73 0.77 0.94 0.98
T, 1.00 0.20 0.11 0.07 0.32 0.78
0.97 0.28 0.13 0.09 0.45 0.87
0.95 0.32 0.15 0.10 0.51 0.90
0.90 0.43 0.21 0.15 0.66 0.95
0.80 0.58 0.38 0.34 0.87 0.99
0.70 0.67 0.55 0.64 0.91 1.00
ThLs 1.00 0.10 0.08 0.06 0.32 0.77
0.97 0.16 0.15 0.11 0.49 0.89
0.95 0.21 0.21 0.15 0.57 0.91
0.90 0.35 0.35 0.27 0.73 0.95
0.80 0.53 0.59 0.59 0.90 0.98

0.70 0.65 0.73 0.83 0.96 0.98




Tabla 2.17: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y: = pys~1 + a; — 0a;—y con y; = ay. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T =100 6
Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8
CS? 1.00 0.11 0.09 0.05 0.15 0.54
0.97 0.28 0.24 0.15 0.40 0.79
0.95 0.41 0.38 0.26 0.52 0.87
0.90 0.66 0.69 0.60 0.76 0.94
0.80 0.87 0.91 0.89 0.90 0.96
0.70 0.93 0.96 0.94 0.95 0.97
CS%, 1.00 0.11 0.09 0.05 0.17 0.59
0.97 0.30 0.26 0.16 0.43 0.85
0.95 0.43 0.39 0.28 0.57 0.91
0.90 0.64 0.67 0.60 0.79 0.97
0.80 0.84 0.88 0.90 0.95 1.00
0.70 0.91 0.95 0.96 0.99 1.00
CSi 1.00 0.13 0.11 0.05 0.19 0.60
0.97 0.29 0.26 0.14 0.44 0.86
0.95 0.40 0.37 0.23 0.56 0.92
0.90 0.60 0.63 0.54 0.82 0.98
0.80 0.81 0.87 0.96 0.97 1.00
0.70 0.90 0.96 1.00 1.00 1.00
Ty 1.00 0.08 0.08 0.06 0.19 0.65
0.97 0.12 0.13 0.09 0.36 0.87
0.95 0.17 0.18 0.13 0.48 0.94
0.90 0.30 0.37 0.32 0.75 0.99
0.80 0.58 0.72 0.88 0.97 1.00
0.70 0.75 0.88 0.99 1.00 1.00
L 1.00 0.07 0.08 0.06 0.19 0.63
0.97 0.20 0.22 0.16 0.46 0.88
0.95 0.32 0.35 0.27 0.61 0.93
0.90 0.57 0.66 0.66 0.84 0.98
0.80 0.83 0.90 0.98 0.96 1.00
0.70 0.92 0.97 0.99 0.99 1.00




Tabla 2.18: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = py:—1 + a; — fa,—y con y; = ay. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T =25 0

Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8

CS; 1.00 0.12 0.12 0.10 0.11 - 0.18
0.97 0.12 0.13 0.10 0.12 0.18
0.95 0.12 0.13 0.09 0.12 0.18
0.90 0.14 0.13 0.09 0.12 0.17
0.80 0.16 0.16 0.11 0.15 0.18
0.70 0.18 0.19 0.13 0.16 0.17

CS, 1.00 0.13 0.14 0.10 0.11 0.16
0.97 0.13 0.14 0.10 0.11 0.15
0.95 0.13 0.14 0.10 0.11 0.15
0.90 0.15 0.15 0.10 0.11 0.13
0.80 0.16 0.18 0.11 0.12 0.14
0.70 0.19 0.20 0.13 0.13 0.13

Tr 1.00 0.45 0.41 0.38 0.44 0.64
0.95 0.45 0.42 0.38 0.45 0.65
0.97 0.46 0.41 0.39 0.45 0.66
0.90 0.45 0.44 0.40 0.48 0.68
0.80 0.47 0.44 0.40 0.55 0.72
0.70 0.49 0.46 0.43 0.62 0.76

Tirs 1.00 0.13 0.12 0.11 0.17 0.38
0.97 0.13 0.13 0.11 0.20 0.41
0.95 0.12 0.12 0.11 0.20 0.41
0.90 0.14 0.13 0.11 0.23 0.44
0.80 0.15 0.14 0.12 0.29 0.49
0.70 0.17 0.16 0.15 0.37 0.53
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Tabla 2.19: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pys—1 + a¢ — fa;—1 con y = a;. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T =50 0

Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8

CS; 1.00 0.30 0.20 0.11 0.23 0.63
0.97 0.32 0.22 0.11 0.28 0.63
0.95 0.35 0.25 0.12 0.31 0.65
0.90 0.42 0.32 0.16 0.40 0.70
0.80 0.57 0.49 0.26 0.58 0.74
0.70 0.63 0.61 0.42 0.68 0.77

CSy 1.00 0.33 0.23 0.11 0.24 0.64
0.97 0.35 0.23 0.11 0.29 0.66
0.95 0.37 0.26 0.12 0.32 0.68
0.90 0.45 0.34 0.15 0.42 0.72
0.80 0.58 0.50 0.24 0.61 0.77
0.70 0.63 0.62 0.38 0.70 0.78

Tr 1.00 0.18 0.15 0.10 0.33 0.85
0.97 0.19 0.15 0.11 0.40 0.87
0.95 0.21 0.17 0.11 0.43 0.89
0.90 0.24 0.20 0.14 0.56 0.93
0.80 0.32 0.32 0.24 0.80 0.98
0.70 0.43 0.46 0.44 0.91 0.99

T&LS 1.00 0.13 0.12 0.07 0.31 0.84
0.97 0.15 0.12 0.08 0.39 0.85
0.95 0.16 0.15 0.09 0.43 0.88
0.90 0.22 0.20 0.14 0.56 0.92
0.80 0.35 0.37 0.28 0.79 0.96
0.70 0.46 0.53 0.52 0.90 0.97




Tabla 2.20: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pyi—1 + a; — 8a;—1 con y; = ay. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T =100 6

Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8

CSi 1.00 0.20 0.12 0.06 0.20 0.70
0.97 0.25 0.16 0.07 0.27 0.80
0.95 0.33 0.22 0.11 0.37 0.85
0.90 0.50 0.44 0.27 0.59 0.93
0.80 0.70 0.73 0.66 0.85 0.97
0.70 0.80 0.86 0.85 0.93 0.97

CS, 1.00 0.22 0.14 0.07 0.22 0.76
0.97 0.27 0.18 0.08 0.30 0.82
0.95 0.35 0.25 0.12 0.38 0.87
0.90 0.50 0.44 0.25 0.61 0.95
0.80 0.69 0.73 0.66 0.88 0.98
0.70 0.79 0.86 0.88 0.95 0.98

Tr 1.00 0.10 0.11 0.07 0.28 0.86
0.97 0.12 0.13 0.08 0.35 0.91
0.95 0.15 0.16 0.10 0.44 0.95
0.90 0.25 0.29 0.21 0.68 0.99
0.80 0.46 0.61 0.65 0.94 1.00
0.70 0.63 0.80 0.95 0.99 1.00

TELS 1.00 0.09 0.09 0.06 0.27 0.84
0.97 0.12 0.12 0.08 0.37 0.90
0.95 0.16 0.17 0.11 0.47 0.94
0.90 0.31 0.37 0.29 0.72 0.98
0.80 0.57 0.71 0.81 0.95 1.00
0.70 0.73 0.87 0.98 0.99 1.00
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Tabla 2.21: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pyi—1 + a; — fa;—1 con y; = ay. Criterio BIC(p) con 3 < p < 8

T =25 0
Contraste P -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8
CSY 1.00 0.17 0.18 0.19 0.20 0.34
0.97 0.22 0.22 0.24 0.24 0.40
0.95 0.25 0.26 0.26 0.28 0.41
0.90 0.31 0.31 0.32 0.32 0.43
0.80 0.37 0.39 0.39 0.38 0.48
0.70 0.43 0.43 0.44 0.42 0.49
CSir 1.00 0.19 0.19 0.19 0.22 0.36
0.97 0.23 0.23 0.25 0.27 0.42
0.95 0.26 0.27 0.27 0.30 0.43
0.90 0.31 0.31 0.33 0.34 0.45
0.80 0.37 0.38 0.41 0.40 0.50
0.70 0.42 0.43 0.45 0.45 0.52
CS% 1.00 0.20 0.21 0.22 0.23 0.37
0.97 0.24 0.25 0.27 0.27 0.43
0.95 0.27 0.29 0.29 0.30 0.44
0.90 0.32 0.33 0.35 0.35 0.46
0.80 0.37 0.39 0.41 0.41 0.51
0.70 0.42 0.43 0.45 0.46 0.53
Ty 1.00 0.31 0.25 0.22 0.20 0.27
0.97 0.31 0.27 0.22 0.22 0.28
0.95 0.32 0.28 0.22 0.22 0.29
0.90 0.33 0.30 0.24 0.24 0.34
0.80 0.34 0.30 0.27 0.26 0.37
0.70 0.35 0.30 0.27 0.29 0.38
TGLS 1.00 0.17 0.13 0.12 0.11 0.19
0.97 0.19 0.16 0.13 0.13 0.20
0.95 0.21 0.17 0.14 0.14 0.21
0.90 0.25 0.20 0.17 0.17 0.24
0.80 0.28 0.25 0.21 0.20 0.27

0.70 0.30 0.26 0.23 0.22 0.32
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Tabla 2.22: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pyi—1 + a; — fa;_1 con y; = ay. Criterio BIC(p) con 3 < p < 8

T =50 ~ 9
Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8
CSY} 1.00 0.20 0.16 0.13 0.13 0.36
0.97 0.32 0.26 0.23 0.21 0.47
0.95 0.41 0.32 0.28 0.25 0.52
0.90 0.55 0.49 0.42 0.36 0.63
0.80 0.74 0.68 0.61 0.54 0.79
0.70 0.80 0.76 0.70 0.66 0.87
CSit 1.00 0.22 0.17 0.14 0.15 0.40
0.97 0.34 0.27 0.24 0.23 0.51
0.95 0.43 0.34 0.30 0.28 0.58
0.90 0.55 0.50 0.45 0.40 0.69
0.80 0.73 0.68 0.64 0.60 0.84
0.70 0.80 0.77 0.74 0.72 0.91
CS% 1.00 0.25 0.19 0.15 0.14 0.39
0.97 0.35 0.29 0.26 0.23 0.51
0.95 0.44 0.34 0.30 0.27 0.57
0.90 0.54 0.48 0.43 0.38 0.71
0.80 0.69 0.65 0.61 0.60 0.86
0.70 0.78 0.75 0.73 0.73 0.92
T 1.00 0.12 0.09 0.06 0.08 0.32
0.97 0.13 0.09 0.08 0.10 0.40
0.95 0.15 0.11 0.08 0.12 0.46
0.90 0.18 0.13 0.12 0.17 0.60
0.80 0.30 0.23 0.22 0.34 0.83
0.70 0.41 0.35 0.34 0.56 0.94
T8 s 1.00 0.09 0.06 0.05 0.07 0.32
0.97 0.14 0.11 0.09 0.20 0.40
0.95 0.20 0.15 0.12 0.31 0.45
0.90 0.31 0.25 0.21 0.58 0.54
0.80 0.50 0.43 0.38 0.79 0.65

- 0.70 0.62 0.56 0.51 0.83 0.71
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Tabla 2.23: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal §%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pys—1 + a; — fa;—y con y; = ay. Criterio BIC(p) con 3 < p < 8

T = 100 - Z
Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8
CSt 1.00 0.12 0.10 0.08 0.09 0.35
0.97 0.32 0.28 0.23 0.22 0.59
0.95 0.46 0.43 0.38 0.33 0.69
0.90 0.75 0.73 0.64 0.58 0.83
0.80 0.91 0.93 0.88 0.79 0.94
0.70 0.96 0.97 0.92 0.87 0.98
CSit 1.00 0.12 0.09 0.08 0.10 0.38
0.97 0.33 0.28 0.23 0.25 0.64
0.95 0.45 0.41 0.38 0.35 0.74
0.90 0.72 0.69 0.63 0.61 0.89
0.80 0.88 0.90 0.88 0.85 0.97
0.70 0.94 0.96 0.94 0.93 0.99
CS% 1.00 0.15 0.12 0.09 0.09 0.40
0.97 0.34 0.29 0.23 0.23 0.68
0.95 0.44 0.39 0.35 0.33 0.80
0.90 0.69 0.65 0.60 0.62 0.95
0.80 0.87 0.90 0.89 0.91 1.00
0.70 0.94 0.98 0.97 0.98 1.00
T, 1.00 0.09 0.06 0.05 0.08 0.45
0.97 0.13 0.09 0.08 0.13 0.69
0.95 0.17 0.13 0.11 0.18 0.82
0.90 0.33 0.28 0.25 0.41 0.97
0.80 0.63 0.62 0.63 0.85 1.00
0.70 0.80 0.84 0.85 0.98 1.00
Thrs 1.00 0.07 0.05 0.05 0.08 0.38
0.97 0.22 0.17 0.15 0.20 0.63
0.95 0.33 0.30 0.26 0.31 0.71
0.90 0.63 0.60 0.52 0.55 0.79
0.80 0.86 0.89 0.84 0.79 0.83

0.70 0.94 0.96 0.90 0.83 0.85
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Tabla 2.24: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pys—1 + az — fa;—q con y; = ay. Criterio BIC(p) con 3 < p <8

T=25

Contraste p

Cs, 1.00
0.97
0.95
0.90
0.80
0.70

CSh 1.00
0.97
0.95
0.90
0.80
0.70

Tr 1.00
0.97
0.95
0.90
0.80
0.70

ThLs 1.00
0.97
0.95
0.90
0.80
0.70
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Tabla 2.25: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pys—1 + az — fa;—1 con y; = ay. Criterio BIC(p) con 3 < p< 8

T =50 0

Contraste P -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8

CS; 1.00 0.38 0.31 0.27 0.26 0.54
0.97 0.39 0.34 0.30 0.27 0.54
0.95 0.45 0.37 0.31 0.30 0.58
0.90 0.51 0.45 0.40 0.38 0.65
0.80 0.66 0.59 0.56 0.52 0.77
0.70 0.74 0.69 0.65 0.65 0.84

CS, 1.00 0.42 0.33 0.29 0.27 0.53
0.97 0.44 0.37 0.33 0.28 0.54
0.95 0.48 0.40 0.34 0.30 0.58
0.90 0.55 0.48 0.41 0.38 0.64
0.80 0.68 0.61 0.57 0.51 0.77
0.70 0.74 0.70 0.65 0.65 0.84

Tr 1.00 0.15 0.10 0.08 0.11 0.35
0.97 0.15 0.10 0.09 0.11 0.35
0.95 0.17 0.11 0.09 0.12 0.38
0.90 0.19 0.13 0.11 0.14 0.46
0.80 0.30 0.18 0.15 0.23 0.64
0.70 0.41 0.24 0.23 0.38 0.79

T&Ls 1.00 0.11 0.07 0.06 0.07 0.30
0.97 0.11 0.07 0.07 0.08 0.30
0.95 0.13 0.09 0.07 0.09 0.31
0.90 0.16 0.11 0.09 0.12 0.40
0.80 0.26 0.19 0.16 0.23 0.54

0.70 0.36 0.27 0.25 0.35 0.65
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Tabla 2.26: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = py;—1 + a; — fa;—1 con y; = a;. Criterio BIC(p) con 3 < p < 8

T =100 0
Contraste P -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8
CS{ 1.00 0.22 0.15 0.13 0.13 0.48
0.97 0.30 0.21 0.18 0.17 0.57
0.95 0.37 0.30 0.25 0.23 0.65
0.90 0.58 0.50 0.43 0.43 0.80
0.80 0.79 0.77 0.73 0.70 0.94
0.70 0.88 0.89 0.85 0.84 0.98
CSA 1.00 0.26 0.18 0.15 0.12 0.48
0.97 0.33 0.23 0.20 0.17 0.56
0.95 0.39 0.32 0.26 0.22 0.64
0.90 0.59 0.51 0.43 041 0.79
0.80 0.79 0.77 0.73 0.69 0.94
0.70 0.88 0.90 0.86 0.84 0.98
Tr 1.00 0.09 0.07 0.06 0.08 0.58
' 0.97 0.12 0.08 0.07 0.11 0.66
0.95 0.15 0.10 0.09 0.14 0.74
0.90 0.25 0.18 0.16 0.27 0.91
0.80 0.47 0.42 0.41 0.65 1.00
0.70 0.66 0.65 0.65 0.90 1.00
TELS 1.00 0.09 0.06 0.05 0.08 0.51
0.97 0.13 0.08 0.07 0.11 0.60
0.95 0.17 0.12 0.10 0.15 0.69
0.90 0.32 0.25 0.22 0.33 0.82
0.80 0.60 0.57 0.54 0.68 0.91

0.70 0.77 0.79 0.76 0.84 0.93
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Tabla 2.27: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pyi—1 + a; — faz~1 con y; = aj. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T =25 0

Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8

ECSY 1.00 0.11 0.10 0.06 0.11 0.24
0.97 0.14 0.12 0.07 0.14 0.25
0.95 0.16 0.14 0.09 0.16 0.26
0.90 0.18 0.16 0.09 0.19 0.26
0.80 0.21 0.19 0.12 0.22 0.28
0.70 0.24 0.21 0.16 0.24 0.31

ECS{ 1.00 0.11 0.09 0.06 0.12 0.26
0.97 0.12 0.11 0.08 0.14 0.27
0.95 0.16 0.13 0.08 0.16 0.27
0.90 0.18 0.15 0.08 0.20 0.29
0.80 0.21 0.19 0.13 0.23 0.32
0.70 0.24 0.22 0.18 0.27 0.34

ECSH 1.00 0.16 0.14 0.08 0.19 0.46
0.97 0.19 0.16 0.09 0.24 0.52
0.95 0.20 0.19 0.10 0.27 0.54
0.90 0.25 0.22 0.13 0.33 0.56
0.80 0.28 0.27 0.17 0.44 0.60
0.70 0.32 0.30 0.22 0.52 0.60
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Tabla 2.28: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pyi—1 + a; — Ba;—1 con y; = ay. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T =50 0

Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8

ECSY 1.00 0.18 0.13 0.06 0.21 0.53
0.97 0.25 0.21 0.11 0.33 0.66
0.95 0.30 0.26 0.14 0.39 0.68
0.90 0.40 0.39 0.25 0.52 0.74
0.80 0.53 0.52 0.49 0.68 0.77
0.70 0.59 0.62 0.65 0.73 0.80

ECS{y 1.00 0.16 0.11 0.05 0.22 0.61
0.97 0.24 0.18 0.10 0.35 0.73
0.95 0.30 0.24 0.12 0.42 0.76
0.90 0.40 0.37 0.24 0.56 0.83
0.80 0.56 0.54 0.47 0.75 0.87
0.70 0.64 0.65 0.67 0.81 0.88

ECS% 1.00 0.19 0.13 0.06 0.31 0.77
0.97 0.28 0.22 0.10 0.46 - 0.88
0.95 0.34 0.27 0.13 0.54 0.91
0.90 0.43 0.39 0.24 0.71 0.96
0.80 0.59 0.60 0.51 0.88 0.98
0.70 0.68 0.71 0.80 0.96 0.98
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Tabla 2.29: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pys—1 + a¢ — f0a;—1 con y; = ay. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T =100

Contraste p -0.8

ECSF 1.00 0.11
0.97 0.26
0.95 0.35
0.90 0.53
0.80 0.69
0.70 0.78

ECS{y 1.00 0.11
0.97 0.27
0.95 0.37
0.90 0.57
0.80 0.76
0.70 0.85

ECS, 1.00 0.13
0.97 0.27
0.95 0.36
0.90 0.56
0.80 0.81

0.70 0.92
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Tabla 2.30: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = pys~1 + a; — fa,—1 con y; = ay. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T =25 6

Contraste P -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8

ECST 1.00 0.12 0.12 0.09 0.13 0.20
0.97 012 ~  0.13 0.09 0.12 0.19
0.95 0.12 0.13 0.10 0.12 0.19
0.90 0.13 0.13 0.10 0.13 0.18
0.80 0.16 0.15 0.11 0.15 0.19
0.70 0.17 0.17 0.12 0.16 0.20

ECSY 1.00 0.13 0.13 0.11 0.14 0.19
0.97 0.12 0.12 0.10 0.14 0.18
0.95 0.13 0.13 0.11 0.13 0.18
0.90 0.14 0.14 0.12 0.13 0.17
0.80 0.16 0.16 0.12 0.14 0.16

0.70 0.18 0.19 0.14 0.15 0.17
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Tabla 2.31: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y: = pyi—1 + a¢ — faz_1 con y; = a;. Criterio BIC(p) con 0 < p< 8

T =50 ' 0

Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8

ECST 1.00 0.28 0.18 0.09 0.24 0.64
0.97 0.30 0.20 0.11 0.27 0.65
0.95 0.32 0.21 0.12 0.30 0.66
0.90 0.37 0.29 0.14 0.40 0.73
0.80 0.48 0.41 0.26 0.59 0.77
0.70 0.57 0.51 0.41 0.68 0.79

ECS% 1.00 0.28 0.17 0.10 0.20 0.46
0.97 0.30 0.19 0.09 0.18 0.38
0.95 0.32 0.21 0.10 0.18 0.34
0.90 0.38 0.27 0.12 0.20 0:29
0.80 0.50 0.42 0.17 0.22 0.24

0.70 0.58 0.53 0.20 0.23 0.27
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Tabla 2.32: Nivel y potencia empiricos para el nivel nominal 5%. Basado en 5000 repli-
caciones del proceso y; = py;—1 + az — fa;—1 con Y = ay. Criterio BIC(p) con 0 < p < 8

T =100 0

Contraste p -0.8 -0.5 0.0 0.5 0.8

ECS] 1.00 0.19 0.10 0.06 0.20 0.75
0.97 0.24 0.16 0.08 0.29 0.81
0.95 0.28 0.20 0.11 0.38 0.88
0.90 0.43 0.38 0.25 0.61 0.95
0.80 0.63 0.65 0.64 0.87 0.97
0.70 0.75 0.79 0.83 0.95 0.98

ECS} 1.00 0.19 0.12 0.05 0.24 0.67
0.97 0.24 0.15 0.06 0.28 0.58
0.95 0.30 0.19 0.06 0.33 0.50
0.90 0.45 0.37 0.11 0.45 0.32
0.80 0.69 0.67 0.16 0.43 0.18

0.70 0.81 0.83 0.17 0.29 0.20




Capitulo 5

Conclusiones finales y extensiones

En esta tesis doctoral se desarrollan dos lineas de investigacion relaccionadas con la iden-

tificacion de raices unitarias y sus implicaciones en el largo plazo de las series temporales.

La primera linea de investigacion analiza las propiedades de los predictores sobrediferenci-
ados. En el capitulo 2 de esta tesis doctoral se demuestra que, si un proceso autorregresivo
tiene una raiz préxima al circulo unidad, sobrediferenciar produce menor error cuadratico
medio de prediccion. Esta ventaja del modelo sobrediferenciado aumenta, ademas, con el
horizonte de prediccion. Este resultado procede de la mayor parsimonia del modelo sobre-
diferenciado. Muchos analistas han sugerido que, cuando existen dudas sobre la presencia
de una raiz unitaria, sobrediferenciar puede mejorar las predicciones. Este resultado, sin

embargo, no habia sido demostrado formalmente.

Esta linea de investigacion tiene interesantes extensiones en las siguientes direcciones:

e Puesto que el resultado anterior se ha demostrado para un proceso autorregresivo,
serfa de interés la extensién al caso ARMA(p + 1,¢), donde una de las raices del

polinomio AR esté préxima al circulo unidad.
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e Asimismo seria de interés la extension al caso de raices préximas al circulo unidad
en el polinomio de medias méviles de procesos no estacionarios. La pregunta a re-
solver seria ;Como se ve afectado el ECMP si se considera estacionario a un proceso
no estacionario con una raiz en el polinomio de medias méviles préxima al circulo
unidad? La respuesta de esta cuestion es relevante pues, en dicha situacién, los con-
trastes de raices unitarias presentan aumentos de su nivel de significacién respecto

al nominal.

e Otra extension de los resultados del capitulo 2 es en la seleccion de los 6rdenes p y ¢
de un modelo ARMA. Kunitomo & Yamamoto (1985) demostraron que un modelo
AR(p) ajustado a un proceso AR(p+1) puede proporcionar menor ECMP que el
modelo correcto. La metodologia empleada en el capitulo 2 puede emplearse para
delimitar las situaciones en que dicho resultado es cierto. Podria responderse asi a

las siguientes cuestiones:

— Dado un tamaiio muestral ;qué valor debe tener una raiz para poder prescindir

de ella en la modelizacién?

— Si se concluye que no se puede prescindir de una raiz para elaborar predicciones
eficientes a horizonte h = 1 jpuede existir un horizonte para el que dicha raiz
sea prescindible? Una respuesta afirmativa llevaria a recomendar la técnica de

prediccién adaptativa incluso si el modelo es conocido.

En la segunda linea de investigacién se proponen nuevos contrastes de raices unitarias.

Los contrastes propuestos estdn basados en los errores de prediccién que se cometen bajo
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la hipétesis nula de raiz unitaria. Los estadisticos de los contrastes son ratios entre los
errores cuadraticos multihorizonte de un predictor que supone que existe raiz unitaria y el
ECMP tedrico si dicha hipotesis fuese cierta. Las simulaciones realizadas muestran que, si
se emplean estimaciones eficientes, los estadisticos propuestos tienen una elevada potencia
en las zonas proximas al circulo unidad y casi nula distorsién del nivel de significacién
en presencia de componentes de medias moéviles. Estas dos caracteristicas hacen que los
contrastes que se proponen en esta tesis doctoral sean alternativas interesantes a los ya ex-
istentes. Los contrastes basados en aproximaciones autorregresivas pueden proporcionar
mejores potencias que los contrates propuestos en el caso AR(1), sin embargo presentan
aumentos considerables de su nivel de significacién ante componentes de medias méviles

lo que los hace poco recomendables.

Los resultados obtenidos sugieren las siguientes investigaciones futuras:

e Extensién de los contrastes propuestos al caso de raices unitarias estacionales.

Asimismo, se podria extender al caso de varias raices unitarias.

e Estimacién por méaxima verosimilitud exacta. Al no depender los contrastes prop-
uestos del método de estimacién debe ser posible beneficiarse de métodos de esti-

macion mas eficientes.

e Investigar si existe alguna justificacion tedrica que demuestre que un mayor peso de
las observaciones de los extremos de la serie proporciona mayores potencias.

o Investigar la influencia de las condiciones iniciales en la potencia de los conrastes en

muestras finitas

Las dos lineas de investigacién de esta tesis doctoral pueden tambien tener extensiones al

caso multivariante.
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