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Capitulo 1

Introduccion

En esta memoria se describen y analizan, desde la perspectiva de la Teorfa de

Juegos, dos situaciones relacionadas con los campos de la produccién y la logistica.

La Teoria de Juegos es la disciplina que estudia la modelizacién y andlisis de
situaciones de conflicto y cooperacién entre varios decisores, que se denominan ju-
gadores y se suponen racionales. Los trabajos de Zermelo [79], sobre algunas clases
de juegos bipersonales de suma nula con informacién perfecta, y la demostracion del
teorema del minimax bajo condiciones generales por von Neumann [75] son algunos

de los trabajos pioneros en Teorfa de Juegos.

John von Neumann y el economista Oskar Morgenstern publicaron en 1944 el
libro “Theory of Games and Economic Behaviour” [76], que significé el punto de

partida de la Teorfa de Juegos como disciplina cientifica independiente.

Se suele diferenciar entre dos enfoques de la Teorfa de Juegos: el cooperativo y el
no cooperativo, dependiendo de si los jugadores disponen o no de mecanismos que les
permitan alcanzar acuerdos vinculantes. La Teorfa de Juegos cooperativos aborda

problemas tales como el reparto de los beneficios derivados de la cooperacién. En
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los juegos no cooperativos los agentes toman sus decisiones de forma independiente,

sin tener ninglin compromiso con los otros jugadores.

Los juegos cooperativos se clasifican en Juegos con Utilidad Transferible (juegos
TU) y Juegos con Utilidad No Transferible (juegos NTU). En los primeros, se
asume la existencia de algiin objeto de cambio que puede representar la utilidad que
se puede transferir linealmente de un jugador a otro; mientras que en los 1ltimos
esto no es posible. En los Juegos con Utilidad Transferible se distingue entre juegos
en forma de funcién caracteristica y juegos con estructuras de particiones, Thrall y

Lucas [69], también conocidos como juegos con externalidades.

Las aplicaciones de la Teorfa de Juegos dentro del dambito econémico se han
extendido a otras dreas como las Ingenierias, la Medicina, las Ciencias Sociales y del
Comportamiento, las Ciencias Politicas o la Biologia Evolutiva. Una consecuencia
de los grandes avances en las iltimas décadas es, por ejemplo, la concesiéon en 1994
del Premio Nobel de Economia a los teéricos de juegos John Nash, John Harsanyi
y Reinhard Selten. Al que le han seguido los otorgados a Aumann y Schelling en
2005, a Hurwicz, Maskin y Myerson en 2007, a Roth y Shapley en 2012, y a Jean
Tirole en 2014.

En la primera parte de la presente memoria, Capitulos 2 a 5, se aborda el andli-
sis de los juegos de produccién lineal (Owen [53]) con un recurso comun. En la
segunda parte, Capitulo 6, se estudia el problema de transporte en el contexto de
los juegos de elecciéon muiltiple. Al final de cada capitulo, hemos incorporado un
epigrafe de comentarios en el que se resumen los resultados més interesantes del
mismo y las cuestiones que han quedado abiertas. La primera parte que ha sido
desarrollada en colaboracién con los profesores Sanchez Soriano, Llorca y Mosquera,
y aparece recogida en los trabajos “On the effects of a common-pool resource on

cooperation among firms with linear technologies” [25], “Equilibria in a competitive



model arising from linear production situations with a common-pool resource” [28]
y “Sustainable allocation of greenhouse gas emission permits for firms with Leontief
technologies” [26], el segundo aceptado para su publicacién en TOP y el tltimo en
proceso de revisién; estd compuesta por cuatro capitulos en los que se aborda el
estudio de situaciones de produccién lineal (LP) en las que se emplea un recurso
comtn, gestionado por un agente externo a los productores, del que se dispone de

una cantidad limitada, por lo que puede llegar a ser escaso.

L Por qué estudiar este tipo de problemas? En la literatura podemos encontrar
muchas situaciones relacionadas con la gestién de recursos naturales que son necesa-
rios para las empresas para poder producir. En estas situaciones, si estos recursos no
se gestionan adecuadamente, se puede llegar a producir la conocida como Tragedia
de los Comunes (Hardin [29]), es decir, su sobrexplotacién. No es dificil encontrar
ejemplos de este tipo de situaciones en la realidad. Ademds, la aplicacién de la Teorfa
de Juegos a la gestién de recursos naturales es también un tema recurrente en la
literatura (véase, por ejemplo, Dinar et al. [14] entre otros). Un problema de actuali-
dad desde hace mas de 20 anos, que puede enmarcarse dentro del tipo de problemas

de produccién con un recurso comin externo, es el de las emisiones de C'Os.

En el Capitulo 2 de esta memoria presentamos una breve introduccién a la Teorfa
de Juegos cooperativos, haciendo hincapié en algunos conceptos de solucién, asi como
en los juegos en forma de funcién caracteristica con estructuras de particiones que
se utilizardn a lo largo de la misma. Asimismo, se incluye una seccién dedicada a
describir algunos resultados bédsicos de Programacion Lineal. Se incluye también una
seccion correspondiente a los juegos de produccion lineal y una tltima seccion en la
que se introduce la existencia de un recurso comin gestionado por un agente externo
a los productores y que se encuentra en una cantidad limitada, dando lugar a los

juegos de produccién lineal con un recurso comin externo, en adelante juegos LPP.
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En el Capitulo 3 se abordan los nuevos juegos L PP introducidos en el capitulo
anterior. Se analizan dichas situaciones en funcién de la informacién de que disponen
los jugadores con respecto a cémo se va a distribuir el recurso comiin externo. El
caso en que los jugadores carecen de la mencionada informacion se estudia bajo dos
enfoques: el pesimista y el optimista. En ambos casos nos centramos en el niicleo de

los correspondientes juegos.

En el Capitulo 4 se estudian los juegos LPP desde un enfoque no cooperativo.
Se define un juego no cooperativo asociado al problema que sirva para la obtencion
de una asignacién del recurso externo entre los productores. Se analizan los equi-
librios de Nash en estrategias puras que existen en dichos juegos, obteniéndose un
conjunto muy grande, por lo que parece razonable utilizar algiin tipo de mecanismo
para distribuir el recurso, cuando es escaso, que nos conduzca a la selecciéon de un
equilibrio de Nash que pueda tener buenas propiedades. Un método para ello se vera

en el capitulo siguiente.

En el Capitulo 5 se utilizan técnicas de bancarrota, habituales en la distribucién
de recursos escasos, para obtener distribuciones en el nicleo del juego asociado. Dada
una situacién L PP asumimos que el gestor del recurso comiin anuncia qué regla de
bancarrota se utilizard para repartir. Por lo tanto, se complementa tanto el Capitulo
3 como el Capitulo 4, el primero por la informacién disponible y el segundo por la
forma de elegir un equilibrio. En funcién de la regla de bancarrota seleccionada
(proporcional (PROP), constrained equal awards (CEA), constrained equal losses
(CEL), Talmud (T'AL), etc.) se definen diferentes juegos con externalidades. Se
utilizardn reglas como la proporcional o la C'E A para evitar la posibilidad de que
una empresa no reciba nada, por lo que quedaria excluida del sistema. Se estudia el
nmicleo de estos juegos porque se pretende comprobar si los beneficios generados por
la asignacién del recurso comin son coalicionalmente estables. Asfmismo, se estudia

si las reglas son compatibles con incentivos.



Los tres capitulos anteriores se pueden aplicar, por ejemplo, a la gestién de los
permisos de emisién de diéxido de carbono. El enfoque serfa diferente a los dos
planteamientos mas comunes en este ambito, donde se pretende controlar las emi-
siones contaminantes, que son la implantacién de impuestos (tasas) o la implantacién
de sistemas en los que existe un limite maximo de permisos de emisiones, y donde se

permite a las empresas comprar y vender dichos permisos en un mercado para ello.

Por un lado, en los sistemas en los que existe una tasa sobre las emisiones, se
fija el precio por unidad de éstas, pero se deja sin definir la cantidad méxima de
emision. Por otro lado, en un sistema con un limite méximo de emisiones y la posi-
bilidad de comerciar con los permisos, se establece la cantidad de emisiones maximas
permitidas, pero se deja sin definir el precio de mercado (“cap and trade”). Cada
modelo tiene su propio efecto en el comportamiento de las empresas con respecto
a sus decisiones operativas (véase, por ejemplo, Bai y Chen [5], Hong et al. [31] y

Yenipazarli [78].

Los intentos de abordar las emisiones contaminantes a través de los precios fi-
jando tasas en lugar de limites a las cantidades emitidas se han analizado en Cooper
[12] y Nordhaus [49], entre otros. Nordhaus [49] compara los mecanismos orientados
a la cantidad de emisiones permitidas con los mecanismos de control del precio y
sugiere que estos ultimos son més eficientes que los primeros. Por otro lado, Keo-
hane [39], por ejemplo, dice que los sistemas orientados a la cantidad de emisiones
tienen interesantes ventajas en comparacién con la aplicacién de tasas. El sistema
de comercio de emisiones de la Unién Europea aplica la tipologia cap and trade y
es probablemente el sistema de comercio mds conocido. He et al. [30] compara la
eficacia y eficiencia de los sistemas orientados a la cantidad de emisiones permitidas
y los sistemas orientados a la aplicacién de tasas en el contexto de la generacién
de energia. Ambos sistemas son ampliamente utilizados en la practica, (véase el es-

tudio realizado por Carl y Fedor [30] sobre las tasas aplicadas en el carbén y los
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sistemas de control de las emisiones permitidas) y han atraido considerable atencién
durante las tltimas decadas donde existe mucha literatura al respecto. Existen di-
versos articulos a favor del sistema de gestién orientado a la cantidad de emisiones
permitidas, como el mencionado de Keohane [39], y muchos otros a favor del sistema
que emplea la aplicacién de tasas, véase por ejemplo Avi-Yonah y Uhlmann [4], y
también otras opciones como la denominada “valvula de seguridad”, Jacoby et al.

[37], que plantea una combinacién de ambos métodos.

El enfoque que se plantea en los capitulos 3 a 5 puede considerarse un método
hibrido para el control de las emisiones de gas, teniendo en cuenta que determina
tanto las cantidades como los precios y permite una especie de mercado de permisos.
Hasta donde sabemos no existen otros modelos que planteen un enfoque como el que
proponemos. Nuestro enfoque permitiria mitigar algunas de las deficiencias poten-
ciales de ambos sistemas. En particular, la sobreestimacién del limite de emisiones
en el sistema orientado a limitar la cantidad permitida, el no control de la reduccién
de emisiones, si es que existe, en el sistema de aplicacién de tasas, y las dificul-
tades de medir cudntas companias contaminan realmente en ambos sistemas. Los
dos primeros inconvenientes estdn relacionados con la posibilidad de no tener éxito
en la reduccion de emisiones y el tltimo estd asociado al conocimiento de las au-
toridades sobre las emisiones reales. Asi mismo nuestra propuesta se ajustaria a las
condiciones establecidas por el Acuerdo de Paris (CMNUCC, 2015) [74], donde, a
través de un acuerdo vinculante, 188 pafses se han comprometido a controlar sus
emisiones de gases de efecto invernadero, contrariamente a lo sucedido con el Pro-
tocolo de Kyoto en el que sélo algunos paises se comprometieron, y se han fijado las
contribuciones nacionales que se revisardn a la baja cada cinco anos. Un resumen
interesante sobre el tema se puede encontrar en Carraro [11] . Por lo tanto, cada
pafs tiene un limite para cada perfodo que debe ser distribuido entre los sectores

involucrados. Al mismo tiempo, con nuestro modelo nos asegurarfamos que cada



tonelada de C'O, emitida tenga un precio. Mediante la introduccién de esta tasa
(precio por unidad emitida) se pueden alcanzar dos objetivos: recaudar fondos para
todos los paifses -porque tienen que invertir en investigacién, desarrollo y transfe-
rencia de nuevas tecnologias- y apoyo financiero para los paises en desarrollo, que
necesitan dicho apoyo para el cumplimiento de los compromisos que se establecen

en el acuerdo.

En la segunda parte de esta memoria, se estudian los problemas de transporte. Un
problema de transporte finito describe una situacion en la que las demandas de cierto
bien de un conjunto de minoristas deben ser cubiertas por las ofertas realizadas por
un conjunto de productores de dicho bien. El transporte de una unidad de mercancia
desde un productor hasta un minorista genera un beneficio. El objetivo de los agentes
implicados es maximizar el beneficio total derivado del transporte. Esta parte ha sido
desarrollada en colaboracion con los profesores Sanchez Soriano, Llorca y Branzei y
aparece recogida en el trabajo “On new solution concepts for multi-choice two-sided

market games” [27].

En el Capitulo 6, después de analizar los juegos asociados a problemas de trans-
porte finitos siguiendo el modelo descrito en Sanchez Soriano et al. [60], se aborda el
estudio de las situaciones de transporte de eleccién multiple. Se estudian el niicleo
y el prenicleo de los juegos de transporte de eleccién miiltiple y se introduce un
concepto de solucién tipo nicleo, que denominamos nicleo de Owen. Por 1ltimo,
introducimos un nuevo concepto de solucién, que llamaremos conjunto de contribu-

ciones igualitarias por pares, del que estudiamos las propiedades que satisface.

En conclusion, a lo largo de esta memoria, se estudian, desde la perspectiva
de la Teorfa de Juegos, dos problemas habituales en el d&mbito de la organizacion
industrial, la gestién de la produccién y el transporte, lo que da pie al titulo de esta

tesis doctoral.
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Capitulo 2

Algunos juegos de produccién

En este capitulo abordamos el estudio de las situaciones en las que un cierto
nimero de empresas desean coordinarse a la hora de planificar su produccién uti-
lizando para ello los recursos y técnicas de produccién que poseen en conjunto. La
Teorfa de Juegos cooperativos resulta una herramienta muy eficaz en el andlisis de
este tipo de situaciones. Por ello, comenzamos el capitulo proporcionando una serie
de conceptos bdsicos sobre estos juegos, asi como con una seccién de preliminares
sobre Programacién Lineal. A continuacién, describimos los juegos de produccién
lineal introducidos por Owen e introducimos los juegos de produccién lineal en los
que existe un recurso externo, que es necesario comprar para producir y del que sélo

se dispone de una cantidad limitada.

2.1. Juegos cooperativos

En los juegos cooperativos se parte de que es posible que algunos jugadores
puedan alcanzar acuerdos vinculantes (a los que quedarian obligados de manera

ineludible), por lo que se trata de estudiar los resultados que puede obtener cada

9
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uno de los subconjuntos de jugadores (coaliciones) que se puedan formar.

Los juegos cooperativos se clasifican en juegos con utilidad transferible (juegos
TU) y juegos con utilidad no transferible (juegos NT'U). En los primeros, se asume
la existencia de algiin objeto de cambio que puede representar la utilidad y, ademas,
ésta se puede transferir linealmente de un jugador a otro, lo cual quiere decir que
las ganancias o pérdidas que se obtienen al actuar como coalicién pueden repartirse
libremente entre los jugadores que la componen, mientras que en los segundos esto

no es posible. Este capitulo se centra en juegos con utilidad transferible.

2.1.1. Conceptos basicos sobre juegos T'U en forma de fun-

ciéon caracteristica

En esta seccién se recogen todos aquellos conceptos basicos de los juegos T'U
en forma de funcién caracteristica que son utilizados en esta memoria, junto con
otros que sirven para dar completitud al contenido presentado. La determinacién de
los elementos que componen un juego cooperativo T'U en forma de funcién carac-
teristica incluye la especificacién de los decisores que intervienen en el mismo, que
denominaremos jugadores, y la funcién caracteristica, que define la ganancia que

puede obtener cada coalicién de jugadores.

Definicién 2.1 Un juego cooperativo con utilidad transferible (TU) es un par (N, v),
donde N es cualquier conjunto finito de nimeros naturales que identifican a los ju-
gadores, y v es la funcion caracteristica definida sobre 2 = {S | S C N} con valores

reales, que verifica v(2) = 0.

Los diferentes elementos que aparecen en esta definicién se pueden interpretar co-

mo sigue. Los subconjuntos de N, que denotaremos por S, representan a las posibles
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coaliciones de jugadores que se pueden formar. El valor de la coalicién S, v(S), re-
presenta la utilidad que los miembros de S pueden garantizarse si deciden cooperar,
independientemente de lo que haga el resto de jugadores (es decir, los miembros de
N\ S). El término transferible supone la existencia de un bien, totalmente divisible,

cuya utilidad para los jugadores es directamente proporcional a su cantidad.

Denotaremos por GV al conjunto de todos los juegos cooperativos TU con con-

junto de jugadores NN, y por G al conjunto de todos los juegos T'U.

Dados dos juegos (N, v), (N,w) € GY y un escalar A € R, se pueden definir los

siguientes juegos:

e El juego producto por un escalar, (N, \v) € GV, cuya funcién caracteristica

se define como

(Av)(S) = Av(S), para toda coalicién S C N.

e El juego suma, (N, v +w) € GV, cuya funcién caracteristica se define como

(v+w)(S) = v(S) + w(S), para toda coalicién S C N.

El conjunto de todos los juegos T'U en forma de funcién caracteristica y conjunto
de jugadores N, G, con la operacién interna suma y la externa producto por un
escalar asi definidas, es un espacio vectorial real. En 1953, Shapley [64] prob6 que
dicho espacio tiene dimensién 2" — 1, donde n =| N |, y que los llamados juegos de

unanimidad constituyen una base del mismo.

Se dice que un juego (IV,v) es de unanimidad si existe una coalicién 7' C N, tal

que su funcién caracteristica se puede expresar, para toda coalicién S C N, de la

u(S)—{l’ siTcCS

0, en caso contrario.

siguiente manera,
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Asi pues, cualquier juego TU se puede expresar de manera tnica como una combi-

nacién lineal de dichos juegos. Es decir, si (N,v) € GV

v = Z )\TUT;

Te2N\{0}
donde ur denota el juego de unanimidad correspondiente a la coalicién 1"y el escalar

Ar es el nimero real dado por

A=Y (=) I8ly(s).

ScT

Dado un juego (N, v) € GV se pueden distinguir los siguientes tipos de jugadores:

e Un jugador i se dice que es un titere, si para toda S C N\{:}

v(SU{i}) = v(S) +ov({i}).

e Un jugador ¢ se dice que es nulo, si para toda S C N

v(SU{i}) = v(S).

e Dos jugadores i, j se dice que son simétricos, si para toda S C N\{4,j}

v(SU{i}) =v(SU{j}).

Ademss de éstos, podemos considerar otros dos tipos de jugadores, derivados de las
propiedades de complementariedad y de sustitubilidad estudiadas por Shapley [65]

en las soluciones 6ptimas del problema de asignacion:

e Dos jugadores i, j se dice que son complementarios, si para toda S C N\{i,j}

v(SU{i,j}) —o(SU{j}) = wu(SU{i})—w(S),
v(SU{i,j}) —o(SUfi}) = w(SU{j}) —w(S).
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e Dos jugadores 7, j se dice que son sustitutos, si para toda S C N\{i,j}

v(SU{i,j}) —v(SU{j}) < w(SU{i}) —(S),
v(SU{ig}) —e(SU}) < v(SU{G}) — ().

Normalmente, las propiedades que posee la funcién caracteristica del juego son
las que se utilizan para distinguir distintos tipos de juegos. Asf, un juego (N,v) € GV

se dice:

0-normalizado: Si v({i}) = 0, para todo i € N.

mondtono: Si v(S) < wv(T), ¥S,T C N tales que S C T C N.

aditivo: Si v(S) = > v({i}), para toda S C N.
i€s

superaditivo: Si v(SUT) > v(S) +v(T), VS, T C N tales que SNT = {).

convezo: Siv(S) +v(T) <v(SUT)+v(SNT), VS, T C N.

Los juegos convexos fueron introducidos por Shapley [67]. Se puede probar que

la condicién dada anteriormente es equivalente a la siguiente:

v(SU{i}) —o(S) < u(TU{i}) —o(T),

para todo i € N y cualesquiera S, T'C N, tales que S C T C N\{i}.

Intuitivamente podemos observar que, si una coalicién S estd contenida en otra
coalicion 7', el juego es convexo si la contribucién de un jugador ¢ a T" es mayor que
a S. Es decir, un juego es convexo si la aportacién de un jugador a una coalicién no
decrece al incorporar mds jugadores a esa coalicién. Si un juego es convexo entonces

también es superaditivo.
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Ademis, las nociones de subaditividad y concavidad son las mismas cambiando

el sentido de la desigualdad.

2.1.2. Conceptos de solucién

Al analizar un juego cooperativo con utilidad transferible, uno de los princi-
pales problemas que se plantean es cémo repartir la utilidad disponible, derivada de
la cooperacién, entre los jugadores. Dado el juego (N,v) € GV, un reparto o pago
de beneficios (o costes) entre todos los jugadores es un elemento de RY, donde cada

una de las coordenadas indica lo que le corresponde a cada uno de los jugadores.

A la hora de buscar repartos razonables, la primera condicién que surge de forma
natural es imponer la distribucién de los beneficios totales v(N) entre los diferen-
tes jugadores. Los vectores # € RY que satisfacen dicha condicién, conocida como

eficiencia,
>z =w(N) (2.1)
i=1

se denominan pagos eficientes o preimputaciones del juego (N, v).

Otra de las condiciones que deberiamos exigir a los repartos es que el pago
al jugador i, a través del vector x, sea al menos la cantidad que el jugador puede
obtener por si mismo en el juego, es decir, que satisfagan la propiedad de racionalidad
individual:

x; > v({i}), para todo i € N. (2.2)

Las preimputaciones que cumplen este principio se llaman imputaciones del juego
(N,v). El conjunto de todas ellas se denota por I(v). Denotaremos por IGY al
conjunto de todos los juegos cooperativos T'U en forma de funcién caracteristica con

conjunto de jugadores NV, tales que su conjunto de imputaciones es no vacio, y por
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IG al conjunto de todos los juegos TU con I(v) # @.

Definicién 2.2 Un concepto de solucion para la clase de juegos Gy C G, es una
aplicacion punto a conjunto, ¥, definida sobre Gy C G, que a cada juego (N,v) € Gy
le asocia un subconjunto de vectores de pago, ¥(v) C RN. Un concepto de solucion

que asigna un tinico elemento de RN a cualquier juego de Gy, se denomina valor.

Uno de los conceptos de solucién més utilizados es el nicleo de un juego. Un an-
tecedente del concepto de nicleo, en un contexto econémico, se puede encontrar en
el trabajo de Edgeworth [16]. La formalizacién de la definicién del niicleo fue intro-
ducida por Gillies [23]. Es un concepto de solucién conjuntista, es decir, proporciona
un conjunto de repartos que son propuestas de pago dificilmente rechazables por las
diferentes coaliciones que se pueden formar. Una propuesta de reparto que conceda
a una coalicion menos de lo que sus miembros se pueden garantizar sin contar con
apoyos, puede ser cuestionada por dicha coalicién que, en tal caso, podria optar por
abandonar la coalicién total, N. El concepto de solucién denominado ntcleo estd
basado en exigir que sus elementos verifiquen la racionalidad para todas las coali-
ciones; es decir, que los miembros de cada coalicién reciban un pago que sea mayor

o igual que el valor de dicha coalicién:

in > v(S), paratoda S C N. (2.3)

i€S
Definicién 2.3 Dado un juego (N,v) € GV, su niicleo se define como el conjunto

C(v) = {x cRY

Zwi:v(]\f) Y sz >wv(S), para todaSCN}.

1EN €S

Cuando un elemento = del nmicleo se propone como una distribucién del beneficio

total, v(NN), cada coalicién S obtendra al menos tanto como puede conseguir por
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sf misma, puesto que ) ..o x; > v(S). Obsérvese que los elementos del niicleo son
imputaciones, ya que ademds de (2.3) también cumplen las condiciones (2.1) y (2.2).

Por lo que, el niicleo es un subconjunto del conjunto de las imputaciones.

Uno de los principales problemas que plantea este concepto de solucién es que, en
general, no se puede garantizar que sea distinto del vacio. Bondareva [7] y Shapley
[66], independientemente, caracterizaron la clase de juegos con niicleo no vacio. Para

ello, Shapley introdujo el concepto de coaliciones equilibradas.

Definicién 2.4 Dado un juego (N,v) € GV, una coleccion {Si,Ss, ..., Sm} de sub-
conjuntos no vacios de N se dice que es equilibrada st existen escalares positivos
A, ooy A, denominados pesos, tales que para todo i € N

doA=1

j:’iESj

Definicién 2.5 Si, para cualquier coalicion equilibrada, se verifica que

m

D Ao(8)) < v(N),

=1

entonces se dice que el juego (N,v) es equilibrado.

El teorema siguiente (Bondareva-Shapley) se da sin demostracién, ésta puede

consultarse en [7] y [66].

Teorema 2.6 Dado un juego (N,v) € GV, su nicleo es no vacio si y sélo si (N,v)

es un juego equilibrado.

Definicién 2.7 Un juego (N,v) € G se dice que es totalmente equilibrado si cualquier

subjuego (S, vg) es equilibrado, para toda coalicion S C N, S # &.
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Otra propuesta de reparto es el valor de Shapley [64], que propone como pago a
cada jugador un promedio ponderado de sus contribuciones marginales a todas las

coaliciones de las que forma parte.

Definicién 2.8 Dado un juego (N,v) € GV y una permutacion 0 se define el vector

de pago marginal asociado a 6, %, como

ol = v (PPU{i}) — v (PY) coni=1,.,n, donde P! = {j € N|0(j) <0(i)}.

(2

Definicién 2.9 Dado un juego (N,v) € GV se define el valor de Shapley del mismo
como

d(v) = % er,

0ceN

donde OV es el conjunto de todas las permutaciones de .

En 1981 Tijs [72] introduce otro concepto de reparto, el 7 valor, que estd basado
en la bisqueda de un compromiso entre dos puntos que representan las méximas y
las minimas expectativas de los jugadores. El pago utépico (maxima expectativa)
de un jugador, representa la contribucién marginal del jugador a la coalicién total,
es decir, es lo maximo que el jugador podria pedir. El derecho minimo (minima
expectativa) de un jugador es el méximo, entre las coaliciones a las que pertenece,
de las cantidades que resultan de calcular para cada jugador lo que le queda en cada

coaliciéon después de que el resto de jugadores se lleven su pago utépico.

Definicién 2.10 Dado un juego (N,v) € G y un jugador i € N se define el pago
utopico del jugador i como el valor M;(N,v) =v(N)—v (N \ {i}).
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Definicién 2.11 Dado un juego (N,v) € GV y un jugadori € N se define el dere-

cho minimo del jugador i como el valor m;(N,v) = quné)ég v(S)— > M;(N, v)}
HE jes\{i}

Definicién 2.12 Un juego (N, v) se dice que es de compromiso admisible si verifica

que
1. m(N,v) < M(N,v)

Y
2. imi(N,v) <wv(N) <

MZ‘(N,U).

=1

En particular, los juegos equilibrados son de compromiso admisible.

Definicién 2.13 Sean (N,v) € GV un juego TU de compromiso admisible, m(N,v)
el vector de derechos minimos y M(N,v) el vector de los pagos utdpicos de los

jugadores. Se define el T valor como el reparto que satisface
T(N,U) :m(N,v) +OZ(M(N,U) —m(N,v)),

con a € R tal que > 1;(N,v) = v(N).
iEN
Con el 7 valor cada jugador recibe su minimo derecho més una cantidad anadida
que depende de su pago utépico. Es conocido que, el 7 valor no tiene por qué ser un

elemento del nicleo.

Fig. 2.1: Representacion gréfica de la determinacion del 7 valor. (Fuente: [44])
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2.1.3. Juegos con estructuras de particiones

En los juegos cooperativos con utilidad transferible y en forma de funcién
caracterfstica, dicha funcién asigna un nimero real a cada coalicién, llamado valor
de la coalicién. Sin embargo, una funcién caracteristica como la definida en la Seccién
2.1.1 no puede modelar situaciones en las que el beneficio de una coalicién cualquiera
depende de otras coaliciones que se pueden formar entre los jugadores no participes
en la primera, es decir, cuando existen externalidades. De hecho, las externalidades
a la coalicién son una caracteristica importante de muchas situaciones que se pueden
modelizar como un juego cooperativo. Por ejemplo, en el Protocolo de Kyoto, los
pagos de los firmantes no sélo dependian de las acciones tomadas por ellos, sino
también de las medidas adoptadas por los paises no signatarios. Los juegos con
utilidad transferible en forma de funcién caracteristica con estructuras de particiones
introducidos por Thrall y Lucas [69] son una forma de presentar la informacién
sobre estas externalidades. Una funcién caracteristica en forma de estructuras de
particiones, si la utilidad es transferible, asigna un nimero real a cada coalicién,
pero teniendo en cuenta, ademds, cada particién que se pueda formar, llamado el

valor de la coalicién en la particion.

Estos juegos se han estudiado de forma tedrica, si bien en el presente trabajo
se utilizan en el contexto de los juegos de produccién lineal con un recurso comin
externo. Como se ha mencionado previamente, en estos juegos los pagos a una coali-
cién S dependen no sélo de los recursos de los miembros de .S, sino también de cémo

los que no estdn en S formen coaliciones.

Representaremos por P(N) el conjunto de todas las particiones de N y por
P = {51,...,5;} a una de esas particiones o estructuras de coalicién, donde las
coaliciones S4,. . .,S; son disjuntas y su unién es N. El par (S| P) tal que S € P se

denomina usualmente una coalicién embebida.
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Definicién 2.14 Un juego cooperativo en forma de funcion caracteristica con es-
tructuras de particiones viene definido por (N,P(N),{V(e|P)}pecpy), donde N
representa el conjunto de jugadores, P(N) el conjunto de todas las particiones de
N y V(S|P) con S € P es un nmimero real que representa el beneficio que una

coalicion S C N puede obtener cuando se forma la particion P.

Obsérvese que el beneficio que una coalicién puede obtener depende de las coa-

liciones formadas por los otros jugadores en P € P(N).

Dada una particién P € P(N), un vector = € R" se dice que es factible en P si

satisface que Y x; < V (S| P),VS € P. Denotamos por FF el conjunto de todos los
ies

vectores factibles en Py F = Upepv)F denota el conjunto de todos los vectores

factibles.

Dados dos vectores x, 2’ en R", decimos que 2 domina 2’ mediante S y lo deno-
tamos por x domg x' si se satisfacen las siguientes condiciones:
1. ;< V(S|P),VP € P(N) tal que S € P,
i€s
2.x; >, VieS.
Decimos que x domina 2’ si exite S C N tal que  domg ', y lo denotamos

x dom x'.

El ntcleo de un juego cooperativo en forma de funcién caracteristica con estruc-

turas de particiones se define como

C(V)={x € F|Pr' € F tal que 2’ dom z} .

Sin embargo, si consideramos otra definicién de dominancia, entonces obten-

dremos un micleo diferente. Por lo tanto, si cambiamos la condicién 1 por

1.3 2; <V (S| P), para alguna P € P(N) con S € P,

€S
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obtenemos un concepto mads restrictivo de dominancia que denotamos por domg y

dom, respectivamente. El micleo correspondiente se define ahora como

C(V)={zeF|#' e F tal que 2’ dom =} .

Asociados a cada juego en forma de funcién caracteristica con estructuras de
particiones se pueden introducir dos juegos cooperativos (N,v~) € GY y (N,v") €
G, donde sus funciones caracteristicas vienen dadas por:

v™ (S) =min{V (S| P)|P € P(N) tal que S € P},
v (S) =méx{V (S| P)|P € P(N) tal que S € P}.

(N, v™) representa un punto de vista pesimista sobre la ganancia que la coalicién
S puede obtener, mientras que (NN, v") representa un punto de vista optimista sobre

la ganancia que dicha coalicién puede obtener. Funaki y Yamato [20] probaron que

siV({N}N)> > V(S|P)YP e P(N), entonces
Sep

Dadas P, P’ € P(N), P’ es un refinamiento de P si para toda S’ € P’ existe
S € P tal que S’ C S y se denota mediante P’ C P. Utilizando el concepto de
refinamiento surge de forma natural una ordenacién en el conjunto de las particiones,

y con dicha ordenacién (P(N), C) es un reticulo’.

2.2. Programacion Lineal

Un modelo matemsético se dice que pertenece a la Programacién Lineal (PL)

si la funcién objetivo y las restricciones que definen el problema son funciones lineales

1'Un reticulo es un conjunto parcialmente ordenado en el cual existen el supremo y el fnfimo.
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de las variables de decisién que implican lo siguiente:

1. Existe proporcionalidad en la funcién objetivo y las restricciones. Esto significa
que si producir una unidad de un producto necesita 3 horas de un determinado

recurso, producir 10 unidades requerird 30 horas.

2. Aditividad. Por ejemplo, si el objetivo es maximizar el beneficio y se fabrican
dos productos con beneficios de 8 y 3 unidades monetarias respectivamente,

se obtiene un beneficio de 11 unidades monetarias.

En general, un problema lineal se puede formular de la siguiente manera:

max clx
P: sa: Az <)
a3 7P+

donde ¢ denota el vector transpuesto del ¢ € R*, A € R™" y b € R™. Nos
referiremos a este problema como programa o problema primal. Un vector 2’ es una
solucién (factible) de este problema si verfica que Az’ < by 2’ > 0. Tal solucién

primal es éptima si ¢’2’ > ¢’x, para cualquier solucién x de P.

El problema dual del programa P es el siguiente problema de minimizacién

min by
D: sa: ATy>c
y > 0.

Un vector ' es una solucién (factible) del dual si satisface ATy’ > ce y' > 0.

Dicha solucién dual es éptima si by’ < b'y, para cualquier solucién y de D.

La siguiente relacién entre las soluciones de ambos problemas se conoce como

dualidad débil.
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Teorema 2.15 (Dualidad Débil) Sean x una solucién de P e y una solucion de

D. Entonces, cfx < bTy.

La demostracion de éste y la de los dos resultados siguientes se pueden consultar
en cualquier texto de PL, véanse por ejemplo los de Winston [77] o Murty [47]. Esta
relaciéon es mds fuerte si existe solucién éptima en alguno de los problemas del par

primal-dual, como muestra el teorema siguiente.

Teorema 2.16 (Dualidad Fuerte) Si P o D tienen solucion dptima, entonces el

otro problema también tiene y los valores de ambas funciones objetivo son iguales.

Otro resultado importante que nos proporciona informacién acerca de las solu-

ciones primales y duales es el siguiente.

Teorema 2.17 (Holguras Complementarias) Sean x una solucion de P ey una

solucion de D. Entonces, x es una solucion dptima de P e y una solucion optima

de D si, y sélo si, v7(ATy —c) =0 ey (b— Ax) = 0.

Para una interpretacién en términos econémicos del ultimo resultado véase el
texto clédsico de Gale (Teorema 1.2 en [21]), donde se analizan como casos particulares

los problemas de produccién lineal y de transporte.

2.3. Juegos de produccién lineal

En esta seccién describimos los juegos de produccién lineal introducidos por

Owen en 1975 [53], cuyas funciones de produccién son tales que los inputs deben
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combinarse en proporciones fijas, la denominada funcién de produccion de Leontief,

que es una de las mas utilizadas en la literatura de produccion.

En una situacién LP, los conjuntos N, Q y G? representardn, respectivamente, a
los productores, recursos y productos. La matriz de produccién A € R%{G describe
las técnicas de produccién lineal de la siguiente manera. Cada técnica de produccién
sirve para fabricar un producto j € G, por lo que se puede asociar con la columna j
de la matriz de produccién. Asimismo, se necesitan Ay; = ax; unidades del recurso
k € @ para producir una unidad del producto j € GG. Los recursos de que disponen
los productores se encuentran resumidos en la matriz de recursos B € RgXN, donde
el productor i € N posee By; = bi unidades del recurso k € Q. Los precios vienen

dados por el vector p € RY\{0}.

Se supone que existe una cantidad positiva de cada recurso, es decir, que para
todos los recursos k € @ existe un productor i tal que b% > 0 . Ademds, si hay un
producto j con un precio de mercado positivo, no se permite “output sin input” vy,
por lo tanto, existe al menos un recurso k£ € () con a; > 0. Por iltimo, se asume

también que todo lo que se produce se puede vender en el mercado.

Para maximizar su beneficio, el productor ¢ € N necesita un plan éptimo de
produccién x € Rf, que le indicard cudnto debe producir de cada mercancia. No
todos los planes de produccién son factibles, puesto que cada productor sélo puede
hacer uso de sus recursos. La cantidad de recursos que se necesita en un plan de
produccién z, Az, no debe exceder la cantidad de recursos de que dispone el pro-
ductor i € N, Be' = b, donde ¢’ denota el i-ésimo vector canénico en RY. Ademas,
los planes de produccién deben ser no negativos, ya que sélo estamos interesados

en producir cantidades no negativas de productos, y su beneficio es igual a p’z.

2Utilizaremos esta denominacién siempre que no exista confusién con el conjunto G de todos

los juegos cooperativos con utilidad transferible introducidos en la seccién 2.1.2.
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El siguiente programa lineal de maximizacién de beneficios es el correspondiente al
productor i € N

max {pT:r|A:E <b x> O} .

Si la coalicién S de productores coopera, todos sus recursos se unen. En conjunto
dicha coalicién dispone de una cantidad Be® = b(S) de recursos, donde e € RV,
conef =1,site Sye’ =0,5sit¢S. Con estos recursos, la coalicién desea

maximizar su beneficio:
Pg : max {pT:c|Aa: <bv, x> 0} ,

donde Ps denota el programa lineal primal para la coalicién S. El problema dual,

Dg, correspondiente a la coalicién S es el siguiente:
Ds : min {y"6°|A"y > p,y > 0} .

El vector y se puede entender como un vector de precios sombra para los recursos,
ya que la condicién ATy > p se podria interpretar de la siguiente manera. Si una
compaiifa desea comprar los recursos b° de la coalicién S y estd pensando pagar vy
por cada unidad de recurso k € (), entonces para cualquier producto j € G el valor
de los recursos necesarios para fabricar una unidad de dicho producto, de acuerdo
con los precios en y, deberfa ser al menos tan grande como los precios de mercado

p;. En otro caso, la coalicién S no estarfa de acuerdo con su venta.

En el problema de produccién lineal, la teorfa de la dualidad constituye una
herramienta para obtener repartos justos. La idea es remunerar las aportaciones
de recursos que realiza cada agente al proceso productivo segin los precios sombra

correspondientes.

Sean F, (S) y Fy (S) los conjuntos de soluciones factibles de los problemas primal

y dual, respectivamente, para la coalicién S.

F,(S)={z€ RY Az < b5, x> 0}
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Fy(8)={yeRCATy > p, y >0}

Obsérvese que Fy (S) no depende de S. En este problema la regién factible no
depende de la coalicién que se forme; sin embargo, la solucién del problema, y el

valor de la funcién caracteristica (v) si que dependen de cada coalicién.

Se denota por v, (S) y vs (S) los valores éptimos de los programas:
v, (9) = max {p x|z € F, (5)}

va (S) = min {y"b°|y € Fy (5)}

y O, (5) y O4(S) son conjuntos de soluciones éptimas:
0y (8) = {z € F,(S) Ip"z = v, (5)}

Oy, (S) = {y e Iy (S) ]yTbS = Uq (S)} .

Por las hip6tesis impuestas se puede asegurar que los conjuntos F), (S), Fy (S), O, (S)
y Oq4(S) son no vacios, y los valores 6ptimos de ambos problemas son finitos. Asi

pues, empleando dualidad se tiene que v, (S) = vq (S) para todas las coaliciones S.

Una situaciéon LP puede describirse mediante una 4-tupla (N, A, B, p). Asociado
a dicha situacién se puede definir el juego (N, v), que es el juego LP de maximizacién
de beneficios, donde la funcién caracteristica v asigna a cualquier coalicién no vacia

de jugadores S el valor del problema Pg, siendo v (@) = 0,

v (S) = v, (S) = max {p"x|Az < b°, 2 > 0}.

Si dos productores cooperan, podran producir al menos lo que obtendrian si
trabajaran de forma independiente. Asi pues, su beneficio conjunto serd al menos

la suma de sus beneficios individuales. Un razonamiento andlogo se podria aplicar



2.3. JUEGOS DE PRODUCCION LINEAL 27

al beneficio maximo que pueden obtener todos los productores si deciden cooperar
y trabajar juntos. En estos problemas de varios decisores con distintos intereses, es
dificil que todos estén de acuerdo con un determinado reparto de los beneficios/costes
que resulten del proceso de produccién, incluso en el caso en que dicho proceso
optimice la utilizacién de sus recursos. La Teorfa de Juegos cooperativos se utiliza
para analizar y resolver estos problemas de reparto del beneficio/coste total entre
los agentes. Se propone repartir este beneficio conjunto entre todos los agentes,
utilizando una de las formas de reparto mds conocidas: el niicleo. Se define el niicleo

de una situacién LP como el nicleo del juego LP correspondiente, C'(v).

El siguiente ejemplo (Molina [45]) ilustra los conceptos anteriormente introduci-

dos.

Ejemplo 2.18 Consideremos la siguiente situacion: la produccion de PTA (Acido
Tereftalico puro) y de EtG (Etilen-Glicol) en la cuenca Mediterranea estd controlada
por tres petroquimicas Med1, Med?2 y Med3. La capacidad de produccion disponible,

expresada en toneladas, de cada una de ellas viene recogida en la siguiente tabla:

PTA EtG
Med 1 150000
Med 2 90000
Med 3 110000 60000

A partir de estos productos quimicos se puede producir fibra textil sintética (PET-
fibra) y plastico para botellas (PET-botella). La siguiente tabla recoge las cantidades
(en toneladas) de cada producto necesarias para producir una tonelada de cada uno

de estos derivados.
PET-botella PET-fibra

PTA 0.966 0.912
EtG  0.565 0.344

La venta en el mercado de fibra textil da un beneficio de 5 unidades monetarias por
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tonelada, mientras que la venta de pldstico da un beneficio de 6 unidades monetarias

por tonelada.

Por lo tanto, existen tres productores (empresas Med 1, Med 2 y Med 3),
N ={1,2,3}, dos recursos (PTA y EtG), dos productos (PET-botella y PET-fibra)

, matriz de produccion

| 0966 0.912
1 0365 0.344

150000 0 110000
. [

, matriz de recursos
0 90000 60000

6
p= ! . ] , bene ficios unitarios.

El productor 1 no posee cantidad alguna del sequndo recurso (véase la primera colum-
na de la matriz de recursos B), mientras que el productor 2 no dispone del primer
recurso. Como ambos productos requieren de cierta cantidad positiva de input de cada
uno de los dos recursos, un solo productor no puede producir nada. Consecuente-
mente, v, ({1}) = v, ({2}) = 0. Haciendo uso de sus recursos, el tercer productor
obtendria v, ({3}) = 683230. Si los tres cooperan, dispondrian de una cantidad po-

sitiva de cada recurso y podrian usar varios planes de produccion

F,(N)=<qzeR2
0.36571 + 0.344x5 < 150000

0.96621 + 0.91225 < 260000 }
El beneficio de un plan de produccion x es: p’x = 6x1 + 5o y, por lo tanto, el
problema de maximizacion de beneficios Py para la coalicion total es

max {6x1 + bxalx € F, (N)}.

El beneficio mdzimo v (N) = 1614907 se obtiene con el plan T = (269151.15 , 0)".

Ademdas,

v(1,2) = 931677, v (1,3) = 986301, v (2, 3) = 683230,
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por lo que O, (N) = {(269151.15 ) O)T}. Mientras que las condiciones:

r;>0,1=1,2,3
T + x9 > 931677
1+ 23 > 986301
To + w3 > 683230
T1 + r9 + x3 = 1614907

determinan el nicleo.

El juego de produccion lineal es superaditivo (Owen [53]). Como ya se ha men-
cionado, Owen probé que estos juegos L P eran totalmente equilibrados, ya que cada
subjuego es un juego equilibrado. Para obtener elementos del nicleo utilizando el
método propuesto por Owen se procede de la siguiente manera. En lugar de resolver
los programas Ps para cualquier coalicién S C N y calcular v (S) y el ntcleo, se
puede resolver uinicamente el problema dual para la coalicién total Dy. Sea y una
solucién 6ptima de dicho problema. Si cada productor ¢ obtiene el valor de sus re-
cursos de acuerdo con los precios sombra y, este reparto, y b, es una imputacién

del nucleo.

El conjunto de imputaciones del niicleo que se pueden obtener de esta forma, se
denomina conjunto de Owen [22] correspondiente a la situacién de produccion lineal

(N, A, B,p) y se representa por

Owen (N, A, B,p) = {(yTbi)ieN ly € Oy (N)} )

El conjunto de Owen (N, A, B, p) es no vacio, puesto que el conjunto de 6ptimos

duales O4 (N) es no vacio. Ademds, cada vector de este conjunto es un elemento de

C (v).
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Teorema 2.19 Sean la situacion LP (N, A, B,p) y el juego asociado (N,v), en-
tonces Owen (N, A, B,p) C C (v).

Ejemplo 2.20 Consideremos la situacion LP y su juego correspondiente introduci-
dos en el ejemplo de las empresas productoras de PET. El conjunto de precios sombra
factibles para la coalicion total viene dado por:

0.966y, + 0.365y, > 6 }

Fy(N)={zecR?
0.912y; + 0.344y, > 5

El valor v (N) = 1614907 = min {260000y; + 150000y2|y € F; (N)} se alcanza para
y = (6.211 , O)T, luego Ogq (N) = {(6.211 , O)T}. El conjunto Owen (N, A, B,p) =
{(931677, 0, 68323O)T} consiste en un inico punto y se tiene que Owen (N, A, B, p)
C (v), siendo Owen (N, A, B,p) # C (v).

La solucién que proporciona el conjunto de Owen no tiene por qué ser tnica. Si
Dy tiene solucion miiltiple, todos los precios duales que dichas soluciones representan
son vélidos para obtener elementos del conjunto de Owen. Atn en el caso en que Dy
tenga solucién tnica, si hay holgura positiva en alguno de los recursos, eliminando el
recurso sobrante se obtiene una solucién miltiple dual y algunas de las valoraciones
duales que dichas soluciones representan permiten obtener elementos en el conjunto

de Owen del juego original.

2.4. Juegos de produccion lineal con un recurso

comun

En esta seccién se introduce un modelo nuevo que servira para analizar situa-
ciones de produccién lineal donde varias empresas deben cooperar para adquirir un

recurso comun externo limitado (LPP).
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Este tipo de situacién se presenta con frecuencia en situaciones de la vida re-
al relacionadas con la gestion de recursos naturales, como cuando los productores
necesitan comprar cuotas de diéxido de carbono, agua, gestionar zonas de pesca

comunitaria o incluso obtener capital piblico para invertir en sus empresas.

El recurso comin estd gestionado por un agente externo y es absolutamente
necesario para producir cualquier producto. Aunque intuitivamente pueda parecer
que al introducir un pequeno cambio en el modelo LP todo funcionard de manera
similar, en este caso, no es cierto, porque, por ejemplo, los juegos que surgen al
analizar estas situaciones son juegos con estructuras de particiones y la existencia

de distribuciones estables no siempre estd garantizada.

Los modelos con un recurso comin externo limitado, generalmente, se han abor-
dado en la literatura desde la perspectiva no cooperativa. En ellos, como Hardin
[29] senala, puede ocurrir lo que se conoce como tragedia de los comunes, donde el
recurso de uso comun es sobreexplotado. Esta es la razén principal por la que se
ha considerado una perspectiva cooperativa. Driessen y Meinhardt [15] utilizan un
juego cooperativo, definido a partir de uno no cooperativo, en el que se obtiene el
valor de una coalicién (grupo de productores) a partir de un juego bipersonal, donde
los miembros de la coalicién tratan de maximizar sus beneficios en el peor de los ca-
sos. Funaki y Yamato [20] proporcionan un enfoque cooperativo para un modelo de
una economia con un recurso de propiedad comin donde la demanda es aditiva. En
nuestro caso, estamos interesados en estudiar situaciones LP con un recurso comun
externo limitado desde el punto de vista cooperativo, donde el valor de una coalicién
se determina teniendo en cuenta no sélo lo que los miembros de la coalicién pueden
hacer, sino también lo que el resto de jugadores no pertenecientes a la coalicién
pueden hacer. Por lo tanto, este modelo implica el uso de juegos en forma de fun-
cién caracteristica con estructuras de particiones como en Funaki y Yamato [20]. En

su modelo la distribucién de las cuotas de pesca (recurso de propiedad comin) entre
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los pescadores se lleva a cabo en proporcién a la cantidad de trabajo desarrollado

por cada uno de ellos.

En el caso de la empresas productoras de PET, dichas empresas productoras
emiten gases de efecto invernadero en su proceso de produccién, 142.4 Kg de gases
de efecto invernadero (GEI) por cada 1000 toneladas de PET. Considerando que en
el plan 6ptimo de produccién se fabrican 269151.15 toneladas de PET, se estarian

emitiendo 38327.1 Kg de GEL

Las emisiones de gases de efecto invernadero (GEI) tienen un tope fijado para
los diferentes pafses. A su vez cada pafs o gobierno firmante del Acuerdo de Parfs
debe realizar la distribucién interna de los niveles de emisién entre las empresas

contaminantes, a través de permisos o cuotas que no pueden ser sobrepasados.

Se supone que dichas empresas van a tener que adquirir las cuotas de COq
necesarias para su produccion. El gestor del recurso dispone de una cantidad limitada
de cuota de carbono para vender, r, y a su vez impone un precio por tonelada emitida,

C.

A continuacién se introduce formalmente la notacién y el modelo mateméatico

que describe la situacién anterior.

Sea N = {1,...,n} un conjunto de empresas que se enfrenta a un problema de
produccién lineal LP para producir un conjunto G = {1, ..., g} de bienes a partir
de un conjunto de recursos @) = {1, ...,q}. Existe un agente externo que tiene una
cantidad r de un recurso que los agentes necesitan comprar para producir los bienes.

Los pardametros del modelo son:

» b C R; son los recursos disponibles para cada empresa i € N, b° = Y ics bt

B € My, es la matriz de recursos. Se supone que existe una cantidad positiva
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de cada recurso, es decir, que para todos los recursos t € () existe un productor

i tal que b > 0.

= El recurso comin externo limitado, R, no es titularidad de las empresas pro-
ductoras sino de un agente externo. Su coste por unidad es ¢ y el total de

recurso disponible se denota por r.

» A € M441)xg €s la matriz de produccién, a,; representa la cantidad de recurso
t que se necesita para producir el producto j, donde la iltima fila estd rela-
cionada con el recurso comiin externo y a(g41); > 0,Vj € G. Por otra parte, no
se permite produccién sin consumo de recursos y, por lo tanto, existe al menos

unt € @ conay >0,Vjed.

» p e RY, esel vector de precios. Por otra parte, con el fin de considerar sélo
procesos rentables asumimos que p; > a(1);¢, Vj € G. Lo que significa que
siempre tenemos un margen de beneficio no nulo, ya que sélo se producen

bienes si son rentables.

Por lo tanto, una situacién de produccion lineal con un recurso comin externo

(LPP) puede ser representada por la 6-tupla (N, A, B, p,,c).

Para maximizar su beneficio, el productor ¢ € N necesita un plan 6ptimo de
produccién (z;z) € RS, que le indica cudnto debe producir de cada bien, z, y sus
necesidades del recurso comiin, z. No todos los planes de produccién son factibles
ya que el productor tiene que tener en cuenta su cantidad limitada de recursos. Por
lo tanto, la cantidad de recursos que se necesitan en un plan de produccién factible
no debe exceder la cantidad de recursos disponibles para el productor 7. Ademas, un
plan de produccién factible tiene que ser no negativo ya que sélo estamos interesados

en la produccion de cantidades no negativas de los productos. El siguiente programa
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lineal maximiza el beneficio del productor : € N

méax Y9, pjx; — cz

bi
sa: Az < (2.4)
z
x> 04,2 > 0.

Por lo tanto, un plan de produccién 6ptimo para el productor ¢ es una solu-
cién 6ptima de este programa lineal. Si una coalicién S de productores coopera,
entonces ponen todos sus recursos en comtin. Como la coalicién pretende maximizar

su beneficio debe utilizar el siguiente problema lineal para ello:

mix Y0, pe; — e

bS
sa: Az < (2.5)
z
x> 04,2 > 0.

Denotamos mediante valor (S; z) el valor de este programa lineal, para cada z.

La demanda 6ptima del recurso comin externo para cada coalicién S,
ds = min{z € R, |valor (S;z) es maximo},

se obtiene resolviendo el programa lineal (2.5). Cabe destacar que estas demandas
6ptimas son la cantidad deseada del recurso comiin para cada coalicién Sy se pueden
ver como sus aspiraciones utépicas a priori, es decir, antes de que se le asigne su

parte correspondiente del recurso comuin.

Aunque podria parecer que estas demandas son superaditivas, es decir

ds > Y .cq gy, esto no es cierto como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.21 Sea (N, A,B,r,p,c) una situacion LPP, con dos productores,

N ={1,2}, que producen tres productos con dos recursos y un recurso comin exter-
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no, donde

10
A=10 1
2 2

—_ = =

4
4 1
, B= ,p=1| 4 |,c=1,r=5.

En este caso, dgiy = dggy = 7 mientras dg 2y = 5.

A continuacién se presenta un resultado técnico que garantiza que una vez que
sabemos que se logra un beneficio positivo empleando una determinada cantidad
de recurso comin externo, cantidades inferiores del recurso comin externo limitado

también proporcionan beneficios positivos.

Proposicién 2.22 Dado S C N, si existe z* tal que valor (S;z*) > 0, entonces

valor (S;z) > 0, para todo z con 0 < z < z*.

Demostraciéon. Sea z tal que 0 < z < z* y x* la solucién 6ptima correspondiente
para valor (S; z*). Definimos 2 = Z2*. El punto (27; z) es factible para el problema

de produccion lineal LP correspondiente a S. Ademds, se cumple que:
djapiry— > 0= % < S DT — cz*) > (0=

PRy (Z27) —c(£27) > 0= > 91 pjri —cz > 0.
[ |

A partir de ahora supondremos que para toda S existe un plan de produccién
factible (x;z) tal que walor (S;z) > 0. Esta suposicién implica que dg > 0 para
toda S. Estamos asumiendo que todas las empresas en la industria con tecnologfa
lineal compartida tienen capacidad para generar beneficios estrictamente positivos.
En realidad, sélo es necesario suponer que cada empresa, por s{ misma, es capaz de
generar beneficios positivos, y a partir de ahf es sencillo demostrar que cada coalicién

también es capaz de generar beneficios positivos.
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Supongamos que se forma la particién P y, ya sea a través de un procedimiento
cooperativo o a través de un mecanismo competitivo?®, la cantidad de recurso comiin
externo limitado asignado finalmente a la coalicién S € P por el agente gestor es

2g(P). El beneficio que una coalicién S C N puede obtener viene dado por:
max >, pjz; — czs(P)

A b?
s.a: r < .
=\ L ) (2.6)

x > 04.

Debemos senalar que zg(P) estd acotado superiormente por r, porque el agente
gestor del recurso comin no puede asignar mas de la cantidad de recurso disponible;

mientras que dg, para toda S C N, no tiene esa limitacion.

Dependiendo del procedimiento empleado para obtener zg(P), que serd menor o
igual que su demanda 6ptima dg, se pueden definir diferentes juegos. Estos juegos
no son juegos T'U clésicos, pues no tienen una funcién caracteristica al uso, sino
que son juegos en forma de funcién caracteristica con estructuras de particiones y
la cantidad disponible de recurso comiin desempena un papel crucial a la hora de

analizarlos.

Definicién 2.23 Sea (N, A, B,p,r,c) una situacion LPP. El juego en forma de
funcion caracteristica con estructuras de particiones asociado a esta situacion viene

dado por

(N PO)AV (o P} pepny ) -
donde N es el conjunto de jugadores, P(N) denota el conjunto de todas las parti-
ciones de N y V (S| P), con S € P, se obtiene resolviendo el programa lineal (2.6),

para toda S C N, siendo zg(P) la cantidad de recurso comin disponible para la

coalicion S cuando se forma la particion P.

3En este momento no se especifica ningtin procedimiento concreto.
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Proposicién 2.24 Sea (N, A, B, p,r, ¢) una situacion LPP y (N,P(N), {V (| P)}PGP(N)>
su correspondiente juego en forma de funcion caracteristica con estructuras de par-

ticiones. Entonces,

VH{N}HN)> > V(S|P),VP € P(N).
SeP

Demostracién. Dada P € P(N), V (S| P) = wvalor (S;zs(P)),¥S € P tal que

> zs(P) < r. Sea (2% z5(P)) un plan 6ptimo para cada coalicién S € P. Por lo
Sep

bS
tanto, Az¥ < y
Zs(P)

> b N
A(S%;st) : fejs(P) 3 <b7~ )

SeP

Entonces, (Z 0 Y, zg(P)> es un plan de produccién factible para N y
SeP  Sep

S V(S| P) = X valor (S; 25(P)) < valor (N; i zS<P>) < v ({N}| N).

SepP SepP SepP

El corolario siguiente se da sin demostracién porque ésta se puede obtener de

forma similar a la empleada por Funaki y Yamato [20].

Corolario 2.25 Sea (N, A, B, p,r, c) una situacion LPP, <N,73(N), {V (o] P)}PeP(N)>
el correspondiente juego en forma de funcion caracteristica con estructuras de par-

ticiones y (N,v™), (N,v") los juegos cooperativos asociados definidos en la Seccion

2.1.8. Entonces, C (V) =C (v") y C (V) =C (v*).

Si (N,P(N),{V(o]P)}Pep(N)> es tal que, ¥S C N,YP € P(N) con S € P,

V(S| P) = v(S), entonces las dos definiciones de dominancia son equivalentes,
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(N,v) es un juego en forma de funcién caracteristica convencional y el nicleo se
reduce a la definicién bien conocida para los juegos cooperativos clasicos. A conti-

nuaciéon mostramos dos situaciones L PP en las que se cumple la condicién anterior.

Dada una particién P, su demanda total es d(P) = > ¢ pds. Un conjunto
relevante asociado con el recurso comiin y el conjunto de todas las particiones, es el

siguiente:
M™® ={P € P(N)|d(P) >r y P es minimal para el operador C},

donde “P es minimal para el operador C” significa que no hay un refinamiento P’

de P con d(P') > r.

El conjunto anterior se compone de todas aquellas particiones cuyas demandas
agregadas sean superiores a la cantidad de recurso comiin externo disponible. Es
relevante porque, como veremos a continuacion, los siguientes resultados muestran
que si el recurso comtin externo no es una restriccion para el proceso de produccion,
M™™ = & 0 es s6lo una restriccién para la gran coalicion, M™" = { N}, estos juegos
son juegos cooperativos T'U sin externalidades, es decir, el valor de una coalicién no

depende de lo que hagan los jugadores que estan fuera de esa coalicion.

Proposicién 2.26 Sea (N, A, B, p,r, c) una situacién LPP. Si M™" = &, entonces
el juego correspondiente (N,P(N), {V (o] P)}PGP(N)> es un juego cooperativo sin

externalidades.

Demostracién. Si M™" = & entonces tenemos dy < r. Asi, 25(P) = dg para
toda S C N, debido a que d (P) < r para toda P. Por lo tanto, para cada S C N,
V(S| P) =V (S|P') para toda P,P' € P(N) tal que S € P, es decir, para cada

coalicion el valor no depende de las coaliciones formadas por los otros jugadores. B
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Proposicién 2.27 Sea (N, A, B,p,r,c) una situacion LPP. Si {N} € M™"  en-
tonces M™™ = { N} y el juego asociado a esta situacion (N, P(N),{V (o] P)}Pep(]\,)>

es un juego cooperativo sin externalidades.

Demostracién. Si {N} € M™" | entonces { N} es minimal para el operador C,
dy >ryd(P)<rparatoda P € P(N), P+# {N}. Al igual que en la Proposicién
2.26, para cada S C N, V (S| P) = V (S| P') para toda P, P’ € P(N), es decir, el
valor de la coalicién S no depende de las coaliciones formadas por los jugadores que

no estan en S. Por otra parte, el valor de la gran coalicién, IV,

max Y7, p;r; —cr

sa: Ax < ( b ) (2.7)

ol 0,
sé6lo depende de sf mismo, ya que no existe ninguna particién que incluya a N como
subconjunto propio. Por lo tanto, el juego asociado a esta situacién es un juego

cooperativo T'U sin externalidades. [ |

2.5. Comentarios

En este capitulo se han descrito los juegos de produccion lineal, tratando
de modelizar situaciones que surgen en problemas reales. En particular, se han con-
siderando situaciones en las que los productores necesitan comprar un recurso comin
a todos ellos para producir los bienes, pero la gestién de éste estd en manos de un

gestor externo pudiendo ser dicho recurso escaso.

El anélisis de este modelo nos conduce a un juego en forma de funcién caracte-
ristica con estructuras de particiones, es decir, surge de forma natural un juego con

externalidades. Por lo tanto, los pagos a una coalicién S dependen no sélo de los
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recursos de los miembros de S, sino también de cémo los que no estdn en S formen

coaliciones.

Adicionalmente, se obtiene como resultado que si el recurso comin externo no es
una restriccién para el proceso de produccién, o es s6lo una restriccién para la gran

coalicion, los juegos que se obtienen son juegos cooperativos T'U sin externalidades.

Como posibles lineas de investigaciéon en el futuro, se debe profundizar en las
dos restricciones del modelo de produccién lineal. La primera de ellas hace referen-
cia a que cada técnica de produccién sélo puede tener como resultado la fabricacién
de un tdnico bien; mientras que en la préactica muchas técnicas de producciéon ob-
tienen varios productos. La segunda estd relacionada con el hecho de que todos los
productores puedan usar las mismas técnicas de produccion, este supuesto puede
no ajustarse a la realidad, ya que algunos productores pueden disponer de ciertas
técnicas que no estén al alcance de los demds. Por ejemplo Timmer et al. [73] intro-
ducen las situaciones que implican la transformacién lineal de productos (situaciones
LTP). En ellas, de cada técnica de transformacién lineal se obtiene al menos una
mercancia manufacturada y diferentes productores pueden tener técnicas de produc-
cién distintas, por lo que serfa interesante analizar este tipo de problemas cuando

existe al menos un recurso comun externo.

Por otra parte, se ha considerado que el precio del recurso comin externo es fijo,
en futuras investigaciones deberiamos explorar el caso en el que el precio depende

de la demanda.

Otra posible linea de investigacion es la introduccién de aspectos fuzzy en los
juegos de produccién lineal con un recurso comin externo, tal y como se hace para

los juegos de produccién lineal en Molina y Tejada [46].



Capitulo 3

Estabilidad en los LPP

Una vez introducido el modelo matematico correspondiente a las situaciones
de produccién lineal con un recurso comin externo (LPP) debemos plantearnos cé-
mo se va a realizar la distribucién de dicho recurso, que gestiona un gestor externo
a los productores. Se considera que dicho gestor toma un papel pasivo, siendo los
productores los que manifiestan sus demandas. Dichas demandas podran o no satis-

facerse totalmente en funcién de la cantidad de recurso comin externo disponible.

Los productores conocen la tecnologia que se aplica, el precio de venta, que se
ha supuesto fijo, y la cantidad de recurso, ya que se ha asumido que todo el mundo
conoce los recursos de los que disponen el resto de jugadores. Por lo tanto, lo tinico
desconocido para los productores es cémo repartir el recurso comin externo, es decir,
c6mo lo va a repartir el gestor. En funcién de la informacién de la que disponen
los productores con respecto a la forma de repartir dicho recurso comtin aparecen
diferentes enfoques. En este capitulo, veremos que si los productores no disponen de
informacion, entonces se puede utilizar un enfoque optimista o uno pesimista para
aproximarnos al problema del reparto del recurso comun. Por lo tanto, en funcién del

enfoque se define un juego optimista o un juego pesimista, para los que analizamos a

41
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continuacion la existencia de repartos estables en dichos juegos, es decir, estudiamos

sus nucleos.

3.1. Primeros resultados

Una vez planteada una situaciéon de produccion lineal con un recurso comin
externo, el problema se centra en como repartir el recurso comiin externo entre los

diferentes productores.

El siguiente resultado muestra que el juego T'U obtenido en las condiciones de
la Proposicién 2.26, cuando el recurso comtin externo limitado no es una restricciéon

para el proceso de produccién, tiene niicleo no vacio.

Teorema 3.1 Sea (N, A, B,p,r,c) una situacion LPP con M™" = &, entonces el
jJuego cooperativo (N,v) € GV asociado a esta situacion, tal que v (S) = V (S| P)

VS C N,YP € P(N), tal que S € P, tiene nicleo no vacio.

Demostracién. El problema dual del problema (2.5)! para la gran coalicién, N, es

min 57, 0V ye + 0y

ar Aly >
sai AY2p (3.1)
Yg+1 <c

Y 2 0g41.
Una solucién éptima de (2.5) para la gran coalicién N viene dada por (xN ;d N), con
dy < r,y la solucién éptima dual correspondiente es (yév ; yé\ﬁrl), donde abusando

de la notacién de ahora en adelante, representaremos por y™ el vector (y1',...,y)).

1Se utiliza este problema ya que se establece por hipétesis que el recurso comin externo no es

escaso para ninguna particién que se pueda formar.
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Por dualidad, sabemos que

q

pjxj'V_CdN:Zbivyiv"i_oyé\;—l =v(N).

j=1 t=1
Por lo tanto, el coste del recurso comin externo se carga al valor de los recursos,
es decir, es descontado del beneficio que pueden obtener por sus recursos. Es facil
comprobar que (yév ; yé\frl) es factible en el problema dual del (2.5) para cada coalicién
S C N, puesto que el conjunto de restricciones es independiente de las cantidades de
recursos disponibles. Ademds, tenemos que para una solucién dual 6ptima (y;q ; y(f +1)
asociada con la solucién éptima (xs ; dS), se cumple que

q q
D biyY 0y =D byl +0ys, = (S).
t=1

t=1

Por lo tanto,

ies \ 15

q
> (Zbiy,f“r@yﬁl) >v(S),VS C N,

y esto implica que (bin)ieN eC(v) [ |

Corolario 3.2 Sea (N, A, B, p,r,c) una situacion LPP con M™" = &. Considere-
mos el correspondiente juego con estructuras de particiones <N, P(N),{V (e P>}PEP(N)> ,

y el juego asociado (N,v) € GN. Entonces, C (V) =C (V) = C (v).

Siguiendo la misma idea de Owen ([53]) y Gellekom et al. ([22]), se introduce
el conjunto de Owen de una situacién LPP (N, A, B,p,r,c), Owen (N, A, B,p,r,¢),
como el conjunto cuyos elementos se pueden obtener a través de una solucién éptima
del problema (3.1) asociada a la solucién éptima de (2.5) (z™;dy) tal que dy <

r. Luego, cuando M™" = & una manera de obtener una distribucién estable del

2 Aparentemente, este resultado es igual al obtenido para los juegos LP, pero la diferencia esté,
en que la existencia del recurso externo con un coste condiciona la solucién éptima del problema

primal.
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beneficio total es utilizar el conjunto de Owen de la situacion LPP (N, A, B,p,r,c).
Debemos mencionar que esto es similar a los resultados clésicos en las situaciones
LP. Sin embargo, los juegos en las condiciones de la Proposicién 2.27 pueden tener

el nicleo vacio, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3 Sea (N, A, B,r,p,c) una situacion LPP, con tres productores, N =

{1,2,3}, que producen tres productos con tres recursos y un recurso comin externo,

donde

3 6
) ) 15 6 9 10
A= ,B=|4 18 9|.,p=| 9 |.,c=2r=10.
5 10 6
16 19 2
2 4 4

Las demandas de recurso de cada coalicion son:

dpy = 5,dpy = 4,dgy = ¢,

d{1’2} a 2_32’d{1’3} = 1?7761{2,3} = %,d]v = 3?1,

y min {3—31, 10} = 10. El juego (N,v) € GV correspondiente, asociado con esta
situacion, viene dado por

v({1h) =4,0({2h) = 12,0 ({3}) = ¥,

v({1,2}) = 22,0 ({1,3}) =13,v({2,3}) = 28, v (N) = 30,
y C (v) = @, puesto que x1 < 4.8 yxos < 17 y, por tanto, x1+x2 < 21.8. Obviamente,
cC(V)=C((V)=a.

3.2. Un nuevo concepto de estabilidad

En el ejemplo anterior se puede observar que las particiones de la forma
{N\{i},{i}},cn son las tnicas particiones estables, es decir, los juegos asociados

a la coaliciéon formada por todos los jugadores excepto el jugador i y la coaliciéon
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formada tnicamente por el jugador ¢ tienen nicleo no vacio; mientras que el juego
asociado a la gran coalicion N es el que tiene su nicleo vacio. Utilizando esta idea,

proponemos el siguiente concepto de estabilidad:

Definicién 3.4 Una particion P € P(N) se dice que es particionalmente estable si

se cumplen las siguientes condiciones, V.S € P,

(1) C () #o;

SU
(2) P{Tx}._, € P de tal manera que C | v {'“‘1 } £,

donde (S, vS) es el juego reducido a la coalicion S.

Esta definicién de estabilidad es vilida tanto para juegos con externalidades (con
el concepto de dominancia que corresponda), como para juegos sin externalidades.
Ademss, permite, en cierto sentido, ampliar el concepto de nicleo y estudiar la
formacion de coaliciones. Obsérvese que cuando el nicleo de un juego es no vacio,

entonces la gran coalicién es la tinica configuracién que es particionalmente estable.

Proposicién 3.5 Sea (N, A, B,p,r,c) una situacién LPP con {N} € M™". En-
tonces, o bien las particiones {N\ {i},{i}},cy son las unicas configuraciones parti-
cionalmente estables, o bien la gran coalicion es la unica configuracion particional-

mente estable si el nicleo del juego es no vacio.

Demostracion. Si el nicleo del juego es no vacio, por definicién, la gran coalicién
es la unica configuracién particionalmente estable. Si el micleo es vacio, se tiene que

dn\giy + dgy < rdy > 1. Los juegos asociados con {N\ {i}},.y e {{i}};,cy tienen
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nicleo no vacio por la Proposicién 3.1 y cualquier otra particién no satisface la

condicién (2) de la definicién anterior. [

Cuando el recurso comiin externo puede ser una restriccién para el proceso de

produccién de alguna particion, es decir, existe una particién P tal que > dg >,
SeP

cada coalicién de productores S € P obtendrd una cantidad de recurso comin
externo a través de un proceso cooperativo o de un mecanismo competitivo. En este
capitulo nos centraremos en el caso cooperativo. El caso no cooperativo se estudiard
en el capitulo siguiente. Con respecto a la informacién que tienen los jugadores sobre
el proceso, se consideran dos posibilidades: que los jugadores no conocen la forma
en la que r serd distribuido o que los jugadores conocen la forma que se utilizard

para repartir la cantidad total de recurso. En la siguiente seccién consideramos el

caso en el que los jugadores no conocen cémo se repartird el recurso comun.

3.3. El juego de recurso comin externo limitado

En esta seccién abordamos la situacién descrita en el epigrafe anterior suponien-
do que los productores no conocen cémo serd asignado el recurso comin externo.
Por lo tanto, no conocen exactamente el juego en forma de funcién caracteristica con
estructuras de particiones V', por lo que se enfrentan al problema bajo condiciones
de incertidumbre. Asi pues, pueden examinar el problema del reparto de la cantidad
de recurso comtn externo limitado desde diferentes puntos de vista. Lo que una
coalicién de productores S espera recibir del recurso comiin externo limitado puede
describirse a través de un juego de recursos que se describird a continuacién. Estos
serdn juegos cooperativos T'U en forma de funcién caracteristica y pueden definirse
a partir de diferentes enfoques. Se considerardn dos casos extremos, dependiendo del
punto de vista que se utiliza para abordar la situacion: el optimista y el pesimista.

El valor de una coalicién representard la cantidad de recurso comin externo que la



3.3. EL JUEGO DE RECURSO COMUN EXTERNO LIMITADO 47

coalicién espera garantizarse trabajando por sf sola, independientemente de lo que
hagan las otras. Que podra ser cualquier valor entre los obtenidos a partir de los
puntos de vista optimista y pesimista. De este modo, el juego de recursos reflejard

las expectativas de cada coalicion.

Un juego de recurso comin asociado a una situaciéon LPP, (N, A, B,r,p,c), es
un juego cooperativo (N, R) € GV donde N es el conjunto de productores y R es la
funcién caracteristica que, para cada coalicién S, representa la cantidad de recurso
que piensan los jugadores en S que pueden obtener independientemente de lo que

hagan los jugadores en N\S.

Una coalicién de productores S asume asi que su parte de recurso comin externo
serd R (5). Utilizando esta cantidad como zg(P) en (2.6), para toda S C N, se
obtiene el juego (N,v") € GV, donde v (S) = valor (S; R (S)). De esta manera, el
juego en forma de funcién caracteristica con estructuras de particiones asociado a la
situacion LPP (N, A, B, r, p, ¢) obtenido a partir del juego de recurso comiin externo
(N, R) se reduce al juego (N Y UR), ya que el valor de una coalicién no depende de lo

que los demds puedan hacer.

El siguiente teorema establece una condicién suficiente para que el juego LPP
(N , UR) tenga niicleo no vacio cuando dy > r, sin importar desde qué punto de vista

se defina el juego de recuso comun (N, R).

Teorema 3.6 Sea (N, A, B,p,r,¢) una situacion LPP con dy > r, sean (N, R) €
GN un juego de recurso comiin externo limitado asociado a dicha situacion y (N , UR) €

GN el juego correspondiente. Si C (R) # @, entonces C (UR) + .

Demostracién. Como C (R) # @, existe u € RY tal que u(S) = >, qu; > R(S),

para toda S, y u(N) = r. Sea y* una solucién 6ptima del dual del problema (2.7),
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que viene dado por

min >0 0Ny, + 1y, — cr
sa: Aly>p (3.2)
Y 2 O0gy1.

Por dualidad sabemos que Y_f  bNy; + ryi,, — cr = v®(N). Por otro lado,
VSCN

q

q
SOy u(S) yp — cu(S) > S5+ R(S) (ylhy — ¢) > 0(S),
t=1

t=1
donde la tltima desigualdad se cumple porque y* es factible en el problema dual de

la coalicién S e y;,; > ¢ con dy > r. Efectivamente:

Supongamos que y,,; < c. Consideramos una variacién Ar tal que la solucién

bésica factible no cambie y, ademds, r + Ar < dy.
Entonces

valor (N;r + Ar) = valor (N;7) + (yiyq — ) Ar.

Distinguimos dos casos:

1. Si Ar > 0.

valor (N;r + Ar) < walor (N;r)
r<r+Ar<dy=3Jac(0,1) tal quer + Ar =ar+ (1 —a)dy

Ahora desde que ax” + (1 — a) 2% es una solucién factible para el problema con

r+ Ar, (3:’“, N ) es solucién éptima para r y dy, se tiene que

valor (N;r + Ar) > avalor (N;r) 4+ (1 — a) valor (N; dy)
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Pero wvalor (N;dy) > valor (N;r + Ar) por definicién de dy y valor (N;r) >

valor (N;r + Ar). Por lo tanto, tenemos una contradiccion.

2. S1 Ar < 0.

valor (N;r + Ar) = valor (N;7) + (i, — ¢) Ar =
= valor (N;r + Ar) > valor (N;r) .
r+Ar<r<dy=3Jdac(0,1) talque a(r+Ar)+ (1 —a)dy =r

Ahora desde que az"™ 2" 4 (1 — a) 29V es una solucién factible para el problema

con r, (x”*m, N ) es solucién 6ptima para r + Ar y dy, respectivamente. Se tiene

que,

valor (N;r) > avalor (N;r 4+ Ar) + (1 — a) valor (N; dy)
Pero valor (N;dy) > wvalor (N;r) por definicién de dy y valor (N;r + Ar) >
valor (N;r). Por lo tanto, tenemos una contradiccién.

’, 2 *
Asf que la conclusién es que y;,; > c.

Por lo tanto, (biy* + u; (yj;Jrl — c))ieN eC (UR) #* . [ |

Sin embargo, el reciproco no es cierto en general, como muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.7 Sea (N, A, B,r,p,c) una situacion LPP, con dos productores, N =

{1,2}, que producen tres productos a partir de dos recursos y un recurso comin

externo, donde

s
I
N O =
N = O
— =
I
1
—
N
_ 1
i

Il
)

I
—_
=

I
IS
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Consideremos el juego de recurso comin externo, (N, R), tal que R ({1}) = R ({2}) =
R({1,2}) = 4. Entonces C (R) = @, dy =5 y vt ({1}) = v ({2}) = 10, v/ (N) =
28, por lo que C (vf) # @.

El juego del recurso comtin externo descrito en el Ejemplo 3.7 puede ser obtenido

basdndonos en el enfoque que se presenta a continuacion.

3.3.1. Punto de vista optimista

Desde un punto de vista optimista, una coalicién de productores S obtendra
siempre su demanda o, si ésta es mayor que r, la cantidad de recurso disponible. El
juego de recurso comiin externo asociado, (N, R"), es tal que R (S) = min {dg, r}.
Utilizando la cantidad R (S) en (2.6), para toda S C N, se obtiene el juego LPP

optimista, (N, v°P").

El nicleo C (v°P') de esta clase de juegos puede ser no vacio como ilustra el

Ejemplo 3.7, pero en muchas ocasiones es vacio, como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.8 Sea (N, A, B,r,p,c) una situacion LPP, con tres productores, N =
{1,2,3}, que producen dos productos a partir de dos recursos y un recurso comun

externo, donde
A=

40 60 80 50
, B = ,p= ,c=14,r =50
60 40 50 60

y (N,v°P") es el juego LPP optimista asociado. En este caso, el nicleo optimista

— W N
— N W

estard formado por todos los puntos de R? tales que

x1 > 720,29 > 920,23 > 1150,
T1 + xo > 1650, 21 + x5 > 1936, x5 + x5 > 2070, 21 + 29 + 3 = 2300,
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pero puede verse que no existe un punto que satisfaga todas las desigualdades ante-
riores, entonces C (v') = &. Teniendo en cuenta que

d{l} - 20, d{g} == 20, d{3} == 25,
d{12} = 40, d{lg} = 46, d{gg} = 45, dN = 66 Yy min {66, 50} = 50,

es facil comprobar que C (R?') = &.

Estudiaremos una situacién en la que C' (v") es siempre no vacfo. Con el fin de
analizar dicha situacién, cuando dy < r, necesitamos algunos resultados previos. El
siguiente lema nos dice que cuando el recurso comin externo es suficiente para la
gran coalicién, entonces el valor de la gran coalicién es una cota superior para la

suma de los valores optimistas en cada particion.

Lema 3.9 Sea (N, A, B,p,r,c) una situacion LPP y (N,v") el juego optimista

asociado a dicha situacion. St dy < r, entonces

S~ walor (S, ds) < wvalor (N,dy) = v (N),VP € P(N).
Sep

Demostracién. Consideremos el programa lineal (2.5) para la gran coalicién N:

mix Y0, pya; — ez

sa: Ar < ( v ) (3.3)

x> 04, 22>0.

Dado P € P(N), para cada S € P existe una solucién 6ptima (xs ; dg) del programa

g
lineal (2.5). Asi, (( S oad > ; > dg | es una solucién factible del programa lineal

J
SepP j=1 SeP

(3.3), por lo que tenemos por la definicién de dy que

ipj (Z xf) —c ( > ds) < ipjxjv — cdy, (3.4)

j=1 SeP Sep
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donde (xN ;dN) es una solucién 6ptima de (3.3) tal que dy < r. Si reescribimos

(3.4), y tenemos en cuenta que dy < r, obtenemos que

g g
) (Zpﬁf - Cds) <Y pia) —cdy = v (N).
j=1

sep \j=1
Por lo tanto, Y wvalor (S, ds) < vP' (N). [ ]
Sep

El siguiente lema, que se da sin demostracién, nos muestra dos programas lineales
que, aunque tienen diferentes conjuntos de soluciones 6ptimas, tienen los mismos
valores éptimos, es decir, son equivalentes de manera 6ptima. Las soluciones 6ptimas
del primer problema estdn contenidas en las del segundo por la definicién de dg. En
el segundo, al menos una de las soluciones 6éptimas se alcanza en z* = dg, siendo dg
la demanda éptima del recurso comin para cada coalicién S. Por lo tanto, ambos
problemas tienen el mismo valor éptimo. Hay que destacar que sélo difieren en una
restriccion redundante, z < dg, sin embargo, ésta es la clave para demostrar el
siguiente teorema. Anadir una condicién, z < dg, aparentemente inocua, da lugar a
un problema muy rico que permite diversos enfoques. Dicha condicién redundante
resulta necesaria para la resolucién del problema aunque no cambia el valor éptimo

del mismo.

Lema 3.10 Sea (N, A, B,p,r,c) una situacion LPP. Los siguientes programas li-
neales son dptimamente equivalentes, para toda S,

4 9 .
max Gm1 Py — 2

bS
s.a: Az < ( . ) (3.5)

ngs
x> 04,2 2>0.

4 9 . —
max ) S P;T; — CZ

s.a: Ax < ( v > (3.6)

x> 04,2 2>0.
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Este resultado previo nos proporciona dos maneras diferentes, pero equivalentes,
para abordar los programas lineales. En la demostracion del siguiente teorema uti-
lizamos uno u otro en funcién de cual resulte de mayor utilidad. Este resultado
nos dice que la cooperacién elimina el conflicto, porque todos podrian ir juntos a
comprar la cantidad del recurso comin que necesitan sin importar qué mecanismo
utiliza el administrador para distribuirlo, independientemente de lo que ocurra con

el resto de particiones.

Teorema 3.11 Sea (N, A, B,p,r,¢) una situacion LPP y (N,v°?") el juego LPP

optimista asociado a dicha situacion. Si dy < r, entonces C (v°P') # .

Demostracién. Consideremos el programa lineal (3.5) para la gran coalicion,

méx Y0, py; - cz

s.a; (Azx'< ( 24 )
z (3.7)

z S dN
Bmzzmlgrrimeznly
que es equivalente al programa lineal (3.6) para la gran coalicién, puesto que dy < r
su dual viene dado por
min Y7 0y + 0ygi1 + dnYgro
sa: Ay >p

yq+1 - yq+2 S (&
Yy Z Oq+2-

(3.8)

Sean (xN d N) la solucién 6ptima primal y (y{v , yé\il, O) la solucién 6ptima dual de
(3.7) y (3.8), respectivamente, con dy < 7 ey, = 0. Siy},, > 0, entonces tenemos

dos casos:

1) yé\frl = 0, entonces tomando yﬂz = 0 mejoramos la funcién objetivo, lo que

es una contradiccién con el hecho de que (yN , 0, yé\fw) sea solucién éptima del dual.
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2) yé\il > 0, entonces si hacemos y(’fj’rl = yé\il — yé\jd e y&% = 0 mejoramos la
funcién objetivo, por lo que obtenemos de nuevo una contradiccién. Por lo tanto,

yé\ﬁa =0.

Es facil comprobar que (yév ,yé\frl, O) es una solucién factible para el problema
dual de (3.5) para cada coalicién S. Si (yf , y;f 1 qu +2) es una soluciéon 6ptima dual
asociada a (xs ; ds), se cumple que

q

q
Z by, + Oyé\jﬂ + dsyé\j—Q > Z by, + Oyi,—l + dsy§+2 = valor(S,ds) = v (S).
t=1 t=1

Por lo tanto, Y- (3°7_; bjyl¥) > v (5), VS C N, y esto implica que (b'y™),_, €
ics

C (o). n

Los dos resultados siguientes se dan sin demostracién por ser ésta trivial, ya que

,Uopt Z U+ 2 v,

Corolario 3.12 Sea (N, A, B, p,r,c) una situacion LPP, (N, P(N),{V (o P)}Pep(N)>
el juego correspondiente en forma de funcidn caracteristica con estructuras de par-
ticiones y (N,v") el juego optimista asociado. Si dy < r, entonces C (v') # @ y

C (V) +#@.

Corolario 3.13 Sea (N, A, B, p,r,c) una situacion LPP, <N, P(N),{V (o P)}PeP(N)>
el juego correspondiente en forma de funcidn caracteristica con estructuras de par-
ticiones y (N,v™) el juego pesimista asociado. Si dy < r, entonces C (v™) # & y

C(V)#w.

Obsérvese que este teorema se cumple para todos los juegos (N , UR), obtenidos a
partir de cualquier juego de recurso comun externo limitado (N, R) asociado a una

situacién LP P, porque v’ (S) > v (S) para cualquier coalicién S.
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Este resultado es importante por varias razones. En primer lugar, hemos encon-
trado un caso en el que el niicleo del juego optimista es no vacio. En segundo lugar,
el conjunto de Owen es muy facil de obtener porque se obtiene directamente a partir
de las soluciones del problema dual. En tercer lugar, se demuestra que la cooperacién
entre todos los agentes es importante cuando consigue que el recurso comin externo
no sea escaso; ya que se debe alcanzar una explotacién sostenible del recurso comiin
externo para no caer en una situacion de sobreexplotacion, tal y como se pone de
manifiesto en la conocida como Tragedia de los Comunes, Hardin [29]. Finalmente,
en este caso no importa cémo son (N, R) o zg (P), ya que si todos cooperan no se
produce sobreexplotacién y el recurso es suficiente. Ademas, el niicleo es no vacio
por lo que se puede obtener un reparto estable del recurso sin necesidad de conocer
los juegos intermedios, pues dicho reparto se obtiene a partir del problema dual para

la gran coalicién.

A primera vista, parece que una condicién fdcil para asegurar que el nicleo es
vacio, cuando dy > r, podria ser que 3P € P(N) tal que >  dg > r, sin embargo,

SeP
esto no es cierto como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.14 Sea (N, A, B,r,p,c) la situacion LPP descrita en el Ejemplo 3.7.
En este caso, dyy = dpoy = dy = 4, v (1) = v (2) = 10 y v (N) = 28. Euiste
una particion, P = {{1} ,{2}} donde dg1y + dgay > 4 y el niicleo es no vacio. Por lo

tanto, la condicion mencionada no garantiza que el nicleo sea vacio.

Cuando dy > ry, VP € P(N), > dg < r el nicleo del juego optimista puede
SepP
ser vacio como se muestra en el Ejemplo 3.3, pero, en general, esto no se cumple

como ilustra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.15 Sea (N, A, B,r,p,c) una situacion LPP, con tres productores, N =

{1,2,3}, que producen tres productos con tres recursos y un recurso comin externo,
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donde
10 8 7
T 10 5 9 6 8 8
A= ,B=|5 18 6 |,p=| 9 |,c=1,r=5.
3 6 7
17 13 3 5
5 2 4

El juego optimista correspondiente es

Pt (1) = 1.5, vP(2) =525, v (3) = 3.5,
0Pt (1,2) = 13.125, vt (1,3) = 7.7, v (2,3) = 12.25,

y vP' (N) = 17.5. Las demandas son

d{l} = ]_7 d{Q} = 157 d{3} = 1’
d{172} S 375, d{173} = 22’ d{2’3} = 35,

con dy > 5.

Teniendo en cuenta las condiciones que determinan el nicleo

e O ==t~ ¢ §
1> 1.5

To > 5.25

T3 > 3.5

r1+ 19 > 13.125
r1+ax3 > 7.7

To + x3 > 12.25

T, + 29+ 23 =17.5

puede observarse que éste es no vacio.

Por lo tanto, cuando dy > r del Teorema 3.6 podemos extraer una condicién
suficiente para la no vacuidad del niicleo, pero, en general, no estd claro cuando el

niicleo del juego optimista es vacio o no.
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3.3.2. Punto de vista pesimista

Desde un punto de vista pesimista, una coalicién de productores S recibird
lo que los agentes externos a S dejen de utilizar en la particién que minimiza lo que

quede para S. Esta situacién se puede describir como un juego de recurso comin

pes pes — i 3 ‘ o
externo (N, RP**), donde RP** (S) = min {PI:%IEHP {max {0,7“ Z%i@ dT}} ,ds}.

Utilizando esta cantidad RP** (S) como zg(P) en (2.6), para toda S C N, se

obtiene el juego LPP pesimista (N, vP).

Cuando dy < 7 el niicleo de este juego es no vacio puesto que evidentemente
Cwh) Cc Cw)yv? >vt >0 > 0P y el micleo del juego optimista es no
vacio. Sin embargo, cuando dy > r puede ser vacio como se muestra en el Ejemplo
3.3y, por consiguiente, C' (vt) = C (V) = C (v™) = C (V) = @. Cabe destacar que

en el Ejemplo 3.3 los juegos optimista y pesimista coinciden. El siguiente resultado

establece una condicién para garantizar la no vacuidad del niicleo del juego pesimista.

Teorema 3.16 Sea (N, A, B,p,r,c) una situacion LPP y (N,vP**) el juego LPP
pesimista asociado a dicha situacion. Si dy > r y > d; > r, entonces C (vP**) # &.

iEN
Demostracién. Sean {d;},_, las demandas individuales de los agentes de V. Con-
sideramos el juego de recurso connin externo (N, w), donde w (S) = max {0,r — > igs d;}

y w (N) = r. Distinguiremos dos casos:

a) Si > d;>r, (N,w) esun juego de bancarrota esténdar y, por lo tanto, tiene
€N
niicleo no vacio, entonces existe un v € RY tal que u (N) =7y

u(S) > méx {0, — > igs d;} > Pr:%ienp {méx {0,7’ — D _Teps dT}} >

T£S

min{ min {méx {0,7“ — > Tepy dT}} ,ds} = RP* (S).

P:SeP T#S
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Asi pues, C (RP®) # @ y por el Teorema 3.6, se obtiene el resultado.

: o _ g N Vs i . _ >
b) SiY di=rd(S)=> d; =mix{0,r Zzgsdz}_Prglenp{max{O,r Z%i@dT}}—

iEN €S

’ , , i — Ppes
mln{PI:r}qlerlp {max{o,r Z%ing}}’dS} RPes (S).
Por lo tanto, C' (RP**) # & y, entonces, por el Teorema 3.6 C' (vP**) # @. [ |

Cuando dy > 7y Y. d; < r, el micleo del juego pesimista puede ser vacio como
iEN
en el Ejemplo 3.3 o ser no vacio como ilustra el Ejemplo 3.15, ya que si el niicleo del

juego optimista es no vacio el niicleo del juego pesimista también es no vacio.

3.4. Comentarios

En este capitulo se ha analizado la distribucién del recurso comiin externo
limitado empleando como concepto de solucién el niicleo. En él se ha asumido que
los productores no disponen de informacién sobre cémo realizard el gestor el reparto
del recurso comrtin, por ello se han analizado los dos puntos de vista mas extremos: el
pesimista y el optimista. Dichos enfoques nos permiten definir los correspondientes
juegos de recurso comtn, que a su vez determinan los juegos de beneficios pesimista

y optimista.

Se ha demostrado que, si cuando todos los jugadores cooperan el recurso es
suficiente, entonces tanto el nicleo del juego optimista como el nicleo del juego
pesimista son no vacios. Ademads, en este caso, hemos encontrado un procedimiento
a la Owen para obtener un reparto del recurso sin necesidad de conocer lo que
sucede con las coaliciones intermedias. Asi mismo, en el caso de que el recurso no
sea suficiente cuando todos los jugadores cooperan, resulta necesaria una condicién

adicional para que el niicleo del juego pesimista sea no vacio. En el caso del niicleo
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del juego optimista no se han encontrado condiciones que permitan garantizar su no

vacuidad, més alld de la derivada del Teorema 3.6.

Como posibles lineas de investigacién futuras debemos mencionar que las condi-
ciones encontradas para garantizar la no vacuidad del niicleo son suficientes pero no
son necesarias en general, por lo que serfa interesante la bisqueda de condiciones
necesarias y suficientes que garantizaran que los niicleos C' (v*) y/o C (vP**) fueran
no vacios. No obstante, las condiciones utilizadas en este capitulo son sencillas, por
lo que podemos suponer que las condiciones que se puedan encontrar sean mucho

mads exigentes que las aqui presentadas.
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Capitulo 4

Un enfoque no cooperativo

En este capitulo consideraremos un proceso competitivo como mecanismo
con el que los productores, o grupos de productores, pueden obtener una parte del
recurso comtin externo. Esto puede ser modelado como un juego no cooperativo entre
coaliciones en el que estudiaremos la existencia de equilibrios de Nash y algunos de
sus refinamientos. En particular, sus equilibrios de Nash (estrictos), (Nash [48]), en
estrategias puras. Por otra parte, todos los equilibrios de Nash estrictos resultaran

ser equilibrios fuertes de Nash (Aumann [2]).

4.1. Juegos no cooperativos

Los juegos no cooperativos son los modelos que analizan qué decisiones tomaria
cada jugador cuando no existe la posibilidad de acuerdos vinculantes. Basicamente,
tenemos un conjunto de jugadores, cada uno con un conjunto de estrategias a su
disposicion y unas asignaciones de pagos que reciben por cada una de las posibles
combinaciones de estrategias. Los juegos no cooperativos se caracterizan por la ma-

nera en que elige un jugador y en lo que sabe de los otros jugadores. En general, se

61
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supone que los individuos toman sus decisiones independientemente unos de otros,
aunque conociendo quiénes son sus oponentes y las posibles estrategias que estos
tienen a su disposicion. Es decir, son individuos egoistas que tratan de predecir lo

que los otros agentes hardn para obrar entonces en conveniencia propia.

4.1.1. Conceptos basicos

Existen dos formas de representar un juego no cooperativo: en forma extensiva

(en drbol) o en forma normal (estratégica o matricial).

La representacion de juegos en forma extensiva presenta los juegos como drboles.
Cada vértice o nodo representa un punto donde un jugador toma decisiones. Las
lineas que parten de los vértices representan acciones posibles para el jugador que
debe tomar la decisién en dicho punto. Cada nodo terminal (hoja) del arbol del
juego tiene asociada una n-tupla de pagos, es decir, el pago para cada jugador si el

juego acaba en dicho nodo.

La representacion de juegos en forma normal (estratégica o matricial) representa
una matriz de pagos que muestra los jugadores, las estrategias y las recompensas.
Cuando un juego se presenta en forma normal se supone que todos los jugadores
actian simultdneamente sin saber la eleccién o decisién de los demds. Si los jugadores
tienen alguna informacién acerca de las elecciones de otros jugadores el juego se

presenta habitualmente en la forma extensiva.

En el presente capitulo se emplea la forma normal para representar los juegos no

cooperativos, empleando para ello la siguiente notacién G = (N, S, ).

Los elementos béasicos para describir un juego no cooperativo en forma normal

son:
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1- Un conjunto de jugadores N = {1,2,...,n}, en este capitulo se considerara

siempre que el conjunto de jugadores es finito.
2- Para cada jugador ¢ € N un conjunto de estrategias S;.
3- Para cada jugador i € N una funcién de pagos 7; : S = [[ S; — R.
ieN
A cada n—tupla s = (s, S2, ..., sp), donde cada s; pertenece a S;, i € N, se le
llama combinacién o perfil de estrategias. Es un vector n-dimensional cuyas compo-

nentes son estrategias, una por cada jugador, y el conjunto de todos los perfiles s

€s

S=5 x S x... x 5,

Al vector (n — 1)—dimensional obtenido a partir de s = (s1, S, ..., S,) al suprimir s;
se le denota por s_;. El vector s_; = (81,82, ..., Si—1, Sit1, ---, Sn) €8, por lo tanto, la
combinacién de estrategias elegidas por todos los jugadores menos el 7. El conjunto

de todas las combinaciones s_; se representa por

S ;=81 x8 xX.. x Si1 X Sy1X..x8,.

La funcién de pagos o ganancias 7;, para cada ¢ de IV, le asigna a cada combinacién
de estrategias s = (s1, Sa, ..., $,) un nimero, m; (s), que es la utilidad que al jugador 7
le reporta el resultado del juego cuando se realiza s. La funcién de pagos para todos

los jugadores la denotaremos por

m(s) = (m1(8), .y T (8)).

Los juegos se pueden representar mediante su matriz de pagos, para ello se con-
sidera el conjunto de jugadores, el conjunto de estrategias para cada jugador y los

pagos (o utilidades) que reciben los jugadores para cada combinacién de estrategias.
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Representaremos por N = {1,2,...,n} el conjunto de jugadores y por
Sy = {sl,s2,...,s7"} el conjunto de estrategias del jugador 1,

Sy = {s3,3,...,55*} el conjunto de estrategias del jugador 2,

S, = {s}, s? s} el conjunto de estrategias del jugador n.

nyon o On

En el caso de un juego no cooperativo con dos jugadores toda la informacién del

mismo puede representarse en una tabla de doble entrada como la siguiente:

Jugador 2
s Sy
Jugador 1 | s | m(s1,83),m2(s1,83) | ... | m1(s],s),ma(s1,55)
st | (7', 83)  ma (87, 85) | o | ma(sT', 83), w2 (5T, s5)

donde uno de los jugadores es el jugador fila y el otro el jugador columna. Cada una
de las filas representa las estrategias del jugador fila y cada una de las columnas
las del jugador columna. En cada celda aparecen detallados los pagos que obtendria

cada jugador en funcién de cada perfil de estrategias.

En juegos con tres jugadores, en los que cada uno de ellos tiene un nimero
finito de estrategias, es posible recoger toda la informaciéon de la representacién
estratégica del juego utilizando varias tablas parecidas a las utilizadas para juegos

con dos jugadores, procediendo tal como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1 FEn un departamento de salud de la Comunidad Valenciana existe in-
terés en adquirir un fdrmaco para tratar una enfermedad. Ezisten en el mercado
tres marcas comerciales de diferentes laboratorios que generan productos de simi-
lares caracteristicas técnicas, por lo que se debe decidir cudl de los tres productos
farmacéuticos adquiere el drea de logistica. Para ello votan las tres dreas asisten-

ciales involucradas en la decision de la adquisicion: Farmacia, Atencion Primaria y
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Hospital de Dia Quirtirgico (HDQ). La utilidad que obtiene cada una de estas dreas

aparece en la siguiente tabla:

Farmacia | A. Primaria | HDQ
Farmaco 1 2 3
Farmaco 2 1 2
Farmaco 3 3 1

Cada una de las dreas vota de forma estratégica por uno de los tres farmacos, lo
que quiere decir que cada servicio no vota directamente por el farmaco que mds
le interesa, sino por aquél que teniendo en cuenta los votos de los otros servicios
mayor utilidad le reportaria, y deciden adquirir todos el farmaco que tenga mds

votos, decidiendo el voto de Farmacia en caso de empate.

Sean Farmacia el jugador 1, Atencion Primaria el jugador 2 y Hospital de Dia

Quirdrgico el jugador 3.
Para cada uno de los jugadores, sus estrategias son:
F1: votar por adquirir el farmaco 1.
F2: votar por adquirir el farmaco 2 .
F3: votar por adquirir el farmaco 3.

Por tanto, S; = Sy = S5 = {F1, F2, F3}.
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A. Primaria A. Primaria
Farmacia | F1 F2 F3 Farmacia | F'1 2 F3
F1 2,3,212,3,2|2,3,2 F1 2,3,211,2,3]3,1,1
F2 2,3,211,2,3]3,1,1 F2 1,2,311,2,311,2,3
F3 2,3,211,2,3]3,1,1 3 2,3,211,2,3]3,1,1
Si F'1 es la estrategia de HD(Q) Si F'2 es la estrategia de HD(Q)
A. Primaria
Farmacia | F1 2 F3
F1 2,3,211,2,3]3,1,1
F2 2,3,211,2,3]3,1,1
F3 3,1,1]3,1,1]3,1,1

St F'3 es la estrategia de HD(Q)
En este caso, cada combinacion de estrategias lleva asociada un vector de pagos
de dimension tres, cuya primera componente representa el pago que recibe Farma-
cia, la sequnda componente es el pago que recibe APrimaria, recogiendo la tercera

componente el pago que recibe HDQ).

Obsérvese que para cada estrategia de HDQ) se construye una tabla en la que
se van combinando pares de estrategias de Farmacia y APrimaria con la estrategia

fijada de HDQ), que aparece al pie de la tabla correspondiente.

4.1.2. Conceptos de equilibrio

En un juego no cooperativo, previamente a la aparicién del concepto de equi-
librio de Nash, se empleaban andlisis relativos a la dominacién. Lo que significa
que se intenta eliminar del andlisis aquellas estrategias que produzcan ganancias
inferiores a otras, independientemente de la creencia que se pueda tener sobre el
comportamiento de los otros jugadores. Bajo esta premisa es razonable suponer que

un jugador racional nunca utilizara ese tipo de estrategias. A este tipo de estrategias
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se les denomina estrictamente dominadas. Ademés, un jugador racional no deberia
esperar que los otros jugadores jueguen estrategias estrictamente dominadas, ni de-

berfa pensar que los otros jugadores esperen que él juegue estrategias dominadas.

Este tipo de andlisis no permite alcanzar un resultado concluyente en la mayoria
de las situaciones, permitiendo en todo caso simplificar en alguna medida los analisis.
Por lo tanto, resulta necesario emplear un concepto diferente al de la dominacién de
estrategias que pueda incluir las propiedades de éste y anada otras propiedades que
sean interesantes para poder considerar un perfil de estrategias como solucién de un
juego. La primera propiedad intuitiva que podemos exigirle a un perfil de estrate-
gias es que las desviaciones unilaterales de los individuos no les produzcan ninguna
mejora. En este sentido, esta propiedad parece que es una condicién necesaria de
estabilidad para un perfil de estrategias y una predicciéon véalida sobre el compor-
tamiento de jugadores racionales. El concepto de solucién que posee esta propiedad

es el de equilibrio de Nash [48] cuya definicién formal es como sigue:

Definicién 4.2 En el juego G = (N, S, m), decimos que el perfil de estrategias s* =

(s1,85,...,5%) es un equilibrio de Nash (EN ) si para cada jugador i € N,

0y Op

* * * * * * * * *
e (51, ey Si15 875 Sia1s ...,sn) > T (sl, ey Si 15 S0y Siaqs e sn)

para toda s; de S;.

Es decir, para cada jugador ¢ € N, s} es una solucién del problema

z * * * *
Max m; (517---73%175%5#1;- 5 ),

cey Op

donde s; es la variable de decisién y pertenece a .S;. O dicho de otro modo, para cada

*
_i7

jugador 7 € N, s! es una respuesta 6ptima a s*,, lo que implica que las desviaciones

unilaterales no producen ninguna mejora.
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La idea esencial de Nash [48] al definir el concepto de equilibrio es que un equi-
librio de un juego es un acuerdo que ninguna de las partes puede romper unilateral-

mente a discrecién para mejorar.

De esta definiciéon se deduce que un equilibrio de Nash es un perfil de estrate-
gias del que ningin jugador desearfa desviarse unilateralmente, es decir, ninguno se
arrepiente de la decisiéon tomada, dadas las estrategias decididas por el resto de los
jugadores. Un equilibrio de Nash estd formado por estrategias que son éptimas para
cada jugador dadas las estrategias del resto de jugadores. Esto no significa que en
un equilibrio de Nash cada jugador esté alcanzando el mejor resultado posible, sino
el mejor resultado condicionado por el hecho de que los demds jugadores jueguen

las estrategias indicadas para ellos en dicho perfil.

Asi mismo, el concepto de equilibrio de Nash puede refinarse si en vez de con-
templar la condiciéon de que las desviaciones unilaterales no producen mejora, uti-
lizdsemos la condicién de que dichas desviaciones unilaterales lo que producen es
una pérdida. Esta es la idea subyacente del concepto de equilibrio estricto de Nash

que se define a continuacion:

Definicién 4.3 En el juego G = (N, S, m), decimos que el perfil de estrategias s* =
(8,85, ..., 8%) es un equilibrio estricto de Nash (EEN ) si para cada jugador i € N,

cey Op

* * *

* * * * * *
ﬂ-Z (81, ceey 81717 817S’L+17 ceey Sﬂ,) > 7T1 (517 ...75171782751+1, ceey Sﬂ,)

para toda s; de S;.

Con objeto de ilustrar el concepto de equilibrio de Nash se emplea el conocido
ejemplo del dilema del prisionero, (vedse para detalle sobre el mismo Poundstone
[55]). Se trata de un problema fundamental de la Teoria de Juegos y muestra que

dos personas pueden no cooperar incluso si ello va en contra del interés de ambas,
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por lo que el equilibrio de Nash en ocasiones da resultados complejos de entender,

esto ha dado pie a muchos andlisis adicionales.

Ejemplo 4.4 Dos individuos son detenidos debido a que cometieron cierto delito.
Ambos son separados en celdas diferentes y son interrogados individualmente. Ambos
tienen dos alternativas: cooperar (no confesar) o no cooperar (confesar el delito).
Ellos saben que si ninguno confiesa cada uno ird a prision por dos anos. Pero si uno
de los dos confiesa y el otro no, entonces al que confiesa lo dejardn libre y al que no
confiesa lo condenardn a 10 anos. Si ambos confiesan, los dos irdn a prision por 6

anos. La situacion se resume en la siguiente matriz:

Prisionero 1

C' = cooperar (no confesar) | NC = no cooperar (confesar)

Prisionero 2| C (—2,-2) (—10,-0)

NC (0, —10) (—6,—6)

Cabe preguntarse, squé hardn los detenidos? ;Cooperaran entre si (no confe-
sardn) o se traicionardn el uno al otro (confesardn)? Alguien que esté observando
este juego podria pensar que los dos jugadores cooperaran (no confesardn), puesto
que en ese caso ambos obtendrian un castigo leve. Sin embargo, la estructura no
cooperativa del problema hace que este resultado no sea creible. Si se pactara la no
confesion por parte de los dos, ambos tendrian incentivos para romper el pacto, pues
dejando al otro cumpliéndolo (no confesar) y él mismo confesando, el que rompe el
pacto obtiene la libertad mientras que al otro lo condenardn a 10 anos. De la misma
manera, estudiando las otras tres posibilidades del juego observamos que el unico
resultado creible es (NC, NC). Luego, la prediccion de lo que ocurrird en el juego es

que ambos confesardn y permaneceran en la cdrcel 6 anos.

El dilema del prisionero tiene un inico equilibrio de Nash que se produce cuando

ambos jugadores confiesan. A pesar de ello, “ambos confiesan” es peor que “am-
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bos cooperan”, en el sentido de que el tiempo total de cdrcel que deben cumplir es
mayor. Sin embargo, la estrategia “ambos cooperan” es inestable, ya que un jugador
puede mejorar su resultado desvidndose si su oponente mantiene la estrategia de

COOpETACLON.

La conclusién en situaciones similares a ésta es que la competencia egoista puede
conducir a estados con recompensas inferiores (en términos de beneficio personal y
social) a los estados cooperativos, pero que estos iltimos no podran implementarse
a menos que existan refuerzos externos (contratos firmados por ley, con verificacién,

etc.) que obliguen a las partes a cumplir con el acuerdo de cooperacion.

En el ejemplo anterior el juego tiene sélo un equilibrio de Nash. Existen juegos
con mds de un equilibrio de Nash como muestra el siguiente ejemplo conocido como

la batalla de los sexos.

Ejemplo 4.5 Dos enamorados se citan para salir, no han decidido entre ir al cine
o al futbol que empiezan a la misma hora. Llegada la hora no pueden comunicarse,
cada uno se ve obligado a ir directamente a un lugar y a esperar que la decision del
otro sea la misma. Ambos prefieren ir juntos mas que solos a cada sitio, aunque ella

(jugador fila) prefiere que sea el cine y €l (jugador columna) el futbol.

El
Cine | Futbol
Ella | Cine | (3,2) | (1,1)
Futbol | (0,0) | (2,3)

Los equilibrios de Nash son (C, C) y (F, F). Esta multiplicidad de equilibrios hace

dificil predecir el resultado final.

Existen juegos en los cuales no existe ningin equilibrio de Nash. A continuacion

se muestra como ejemplo el juego de piedra, papel o tijera.
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Ejemplo 4.6 Consideremos el juego en el que cada jugador elige entre piedra, papel

o tijera cuya matriz de pagos viene dada por:

Jugador 2

Piedra | Papel | Tiyera
Piedra | (0,0) | (=1,1) | (1,-1)
Jugador 1| Papel | (1,—1) | (0,0) | (=1,1)
Tiera | (—=1,1) | (1,-1) | (0,0)

Supongamos que el jugador 1 juega siempre por ejemplo, piedra. Entonces el ju-
gador 2 podria sacar ventaja de ello jugando siempre papel. Este juego no presenta
ningun equilibrio de Nash. La existencia de equilibrios de Nash no estd garantiza-
da ni siquiera en jueqgos finitos. Por este motivo, aparece el concepto de estrategias

mixtas.

Una estrategia mixta es aquella que permite a los jugadores no sélo poder elegir
entre acciones concretas, sino que también puedan seleccionar acciones aleatorias, es

decir, acciones que asignan distintas probabilidades a las distintas acciones concretas.

Definicién 4.7 Sea S; = {s},s2,...,s"

3994 9%

} el conjunto de estrategias del jugador i €

1

N. Una estrategia mizta del jugadori € N, o; = {o},02,...,0"™}, es tal que: o} > 0

y>ol=1
j=1

Una estrategia pura para cualquier jugador ¢ € N es una estrategia mixta que

asigna una probabilidad de 1 a una accién concreta y 0 al resto: sf =(0,...., 1 ,...,0)

v’
J
{1,...,m;}.

Intuitivamente, un perfil de estrategias mixtas es un equilibrio de Nash si, en
promedio, ningtin jugador puede mejorar su pago cambiando sus estrategias mixtas

cuando el resto de los jugadores se mantenga con su estrategia actual.

, J €
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Al conjunto de estrategias mixtas del jugador i € N lo denotaremos por A (S;),
indicando con ello que el conjunto de estrategias mixtas de un jugador estd formado

por todas las probabilidades asignadas sobre S;,

A(S;) = {ai = (o}, 07,...,00™) ‘af >0,paraj=1,2...m;y Zoz = 1} :
j=1

Definicién 4.8 Dado un juego G = (N, S, ) decimos que el perfil de estrategias

*

. * * %
miztas o* = (0,05, ...,0%

i€ N,

) es un equilibrio de Nash (EN) si, para cada jugador

* * * * * * * * *
s (01, s 03 1,04,0:41, ...,an) > T (01, s 031,04, 05,1, ...,an)

para toda o; € A(S;). Es decir, para cada jugador i, of es una respuesta dptima a

*
—7°

g

Ejemplo 4.9 Consideremos de nuevo la situacion del Fjemplo 4.6 en la que una
mejor respuesta del jugador 1 seria jugar con estrategias miztas, es decir, asignarle
cierta probabilidad a cada estrategia y en cada jugada elegir aleatoriamente de acuer-
do a la distribucion elegida. Puede demostrarse que, en este caso, siempre que haya
sesgo en estas probabilidades (es decir, cuando se le asigne mas probabilidad a una
estrategia que a otra), el otro jugador puede sacar ventaja de ello y mejorar su pago
esperado. De éste modo, el juego sdlo tiene un equilibrio de Nash y es (1/3,1/3,1/3),

es decir, jugar con igual probabilidad cada estrategia.

Por lo tanto, el juego piedra, papel o tijera, no tiene equilibrios de Nash en

estrategias puras y si tiene uno en estrategias mixtas.

John Nash [48] introdujo los equilibrios que hoy llevan su nombre en su tesis
doctoral, donde se demuestra que cualquier juego finito con un nidmero finito de

estrategias tiene al menos un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.
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Teorema 4.10 (Nash [48]). En todo juego finito G = (N, S, ) existe al menos un

equilibrio de Nash en estrategias miztas.

Cuando los jugadores pueden comunicarse entre si, el hecho de que un perfil de
estrategias no sea vulnerable a desviaciones individuales no garantiza que un perfil
de estrategias sea de equilibrio, puesto que un grupo de individuos podria organizar
una desviacién conjunta si con ello puede beneficiarse. Aumann [2] introdujo la
nocién de equilibrio fuerte de Nash (EFFN). Un perfil de estrategias es un EF'N si
ninguna coalicién puede desviarse no empeorando a ninguno de sus miembros y al
menos uno de ellos mejore estrictamente. A continuacién se da la definicién formal

de EFN.

Definicién 4.11 Dado un juego G = (N, S, ), decimos que el perfil de estrategias
puras (s%, 85, ..., 5%) es un equilibrio fuerte de Nash (EFN ) si fT C N, tal que existe

cy Op

una estrategia sy € St de forma que
e (ST, s’iT) > (S*T, s’iT) ,VieT,

y 3 €T tal que

e (sT, S*_T) > T, (si}, s*_T) .

Andlogamente se define el equilibrio fuerte de Nash en estrategias mixtas, susti-

tuyendo en la definicién anterior s por o.

Como se dijo anteriormente, antes del equilibrio de Nash se utilizaba el concep-
to de estrategias dominantes y estrategias dominadas. Obviamente ningin jugador
racional hard uso de estrategias dominadas ni esperard que otros jugadores lo ha-
gan. Resulta obvio que todo equilibrio en estrategias dominantes es un equilibrio de

Nash.
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A continuacion se da la definicién formal de equilibrio en estrategias dominantes,

y el resultado que establece que estos equilibrios son también equilibrios de Nash.

Definicién 4.12 Dado un juego G = (N, S,7), el perfil de estrategias s* es un
equilibrio en estrategias dominantes (EED) simw; (sf,s_;) > m; (s;,$_;),Vi € N,Vs; €
Si,Vs_i € S_i.

Teorema 4.13 Dado un juego G = (N, S, ), si el perfil de estrategias s* = (87,85, ..., s%)

cy O

estd constituido por estrategias dominantes, entonces s* es un equilibrio de Nash.

Desafortunadamente, este concepto de solucién no siempre es aplicable. Los jue-
gos en los que cada jugador tiene alguna estrategia dominante son més bien la
excepcion que la regla. En el dilema del prisionero este concepto si es aplicable,
pues en este caso cada jugador tiene una estrategia estrictamente dominante, que es

confesar. La solucién es el perfil (confesar, confesar).

No obstante, un equilibrio de Nash no tiene por qué ser un equilibrio en estrate-

gias dominantes como sucede en el Ejemplo 4.5.

4.2. Equilibrios en los LPP no cooperativos

En esta seccién se estudia un modelo de procedimiento competitivo en el
que las empresas productoras participan con el fin de obtener una parte del recurso
comun externo. Se analizara si dicho modelo tiene o no algin equilibrio de Nash que
permita predecir el comportamiento de las empresas, obteniendo asf una solucién al
problema planteado del reparto del recurso comiin externo. Aunque por coherencia

con esta memoria el problema se plantea en términos de coaliciones (grupos de
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productores), los resultados obtenidos son igualmente vélidos cuando tomamos en

consideracion a los productores individualmente.

Sea P = {51, ..., Sg} una particién de N y d; > 0 la demanda de recurso comin
para cada coalicién S; € P!, tal como fue definida en la Seccién 2.4 del Capitulo 2. La
condicién sobre la demanda de recurso comtn d; > 0 indica que las empresas pueden
tener beneficios, ya que si su demanda es nula entonces el proceso no es rentable
y las empresas no estdn interesadas en producir. Las coaliciones en P proceden
a solicitar simultdneamente el recurso comiin que necesitan. Como se definié en
el Capitulo 2, dada una particion P = {5, ..., Sk}, su demanda total es d(P) =
Zle d;. Cuando el recurso es escaso aparece un problema. Suponemos que en tales
situaciones las coaliciones en P actian competitivamente y tratan de conseguir la
maxima cantidad de recurso comiin externo posible. Esto puede ser modelado como

un juego no cooperativo entre coaliciones.

Para ello, disenaremos un mecanismo que toma la forma de un juego no coopera-
tivo donde los jugadores pueden estar solos o en grupos (coaliciones). Si los jugadores
en total piden més de la cantidad disponible del recurso comiin, entonces el gestor
del recurso no les da nada. Se trata de una penalizacién que el gestor del recurso
comun externo (cuotas de diéxido de carbono, agua...) impone a los productores, con
el fin de que lleguen a un acuerdo sobre una explotacién sostenible del recurso. De
este modo, obliga a la autorregulacién de los productores. Este problema también
se puede abordar a través de otras técnicas, como, por ejemplo, las de bancarrota.

Este enfoque lo desarrollaremos en el Capitulo 5.

Este juego obliga a las empresas a actuar de forma conservadora puesto que

penaliza el abuso; ya que si todas las empresas productoras requieren demasiado

LA lo largo de este capitulo denotaremos dg, por d; por una cuestiéon de economfa de notacién

y siempre que no haya confusién entre la demanda del jugador i y la demanda de la coalicién S;.
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recurso comin, entonces no se produce el reparto de dicho recurso por parte de la

entidad gestora del mismo.

Supongamos que cada coaliciéon S; € P elige una cantidad z; del recurso comiin
externo para comprar que no superard a d;, es decir, su conjunto de estrategias es
X; =1[0,d;] y su beneficio viene dado por

0 si S >
7Zk)_{ ) 21—1 ?

T (Zl, = .
valor (Sy; 2;) en cualquier otro caso.

Denotamos por (P, X, 7) al juego no cooperativo que juegan las coaliciones de P

cuando tratan de obtener la mayor cantidad de recurso comuin.

Distinguiremos dos casos en nuestro andlisis, cuando el recurso comuin externo
es suficiente y cuando no lo es, es decir, es escaso. Estudiaremos en primer lugar el
caso menos complejo, cuando el recurso comiin externo es suficiente para satisfacer

la demanda de todos los productores.

El siguiente teorema muestra que si la demanda total de recurso comun exter-
no de la particiéon P es menor o igual que la cantidad de recurso comiin externo

disponible existe un tnico equilibrio de Nash.

Teorema 4.14 Sea P = {5, ..., S} una particion de N, (dy,...,dy) es el unico

equilibrio de Nash del juego no cooperativo (P, X, ) si, y sdlo si, d(P) < r.

Demostracién. Primero probaremos que se trata de una condicién suficiente. Sea
P = {5, ..., S;} una particién de N tal que d(P) < r. Entonces, dada la definicién

de d; se cumple que
5 (dl, ceey dk) = walor (SZ, dz) 2 valor (SZ, ZZ) = T, (dl, ceey difl, Ziy di+1, ceey dk) s

para todo z; < d; y, por lo tanto, (dy, ..., dy) es un equilibrio de Nash.
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Supongamos que existe otro equilibrio de Nash (zq, ..., 2;). Entonces, existe al

menos un 7 tal que z; < d;, pero por la definicién sabemos que
d; = min{z € R, |valor (S;; z;) es méximo} .

Asi pues, tenemos que valor (S;; z;) < wvalor (S;;d;), lo que contradice el hecho de

que (21, ..., 2x) sea un equilibrio de Nash.

A continuacién debemos probar que se trata de una condicién necesaria. Sea
(dy, ..., dy) el inico equilibrio de Nash. Supongamos que d(P) > r. Esto implica que

7 (dy, ..., d) = 0,Vi € {1, .., k}. Distinguimos tres situaciones posibles:

LY di >nVje{l, .k}

Sea € > 0 tal que
0<(k—1)e< { d; — ,
b=V min, {Z }
i#]
entonces, (d; — ¢, ..., dp — €) es un equilibrio de Nash. Efectivamente, en primer lu-

gar, se tiene que

T (d1 — &, ,dk — 8) = O,V’L S {1, ..,k},

puesto que

 (di—e)=> di—(k—1)e>rVje{l, . k}.
i#j i#j
Por otro lado, haciendo uso de las desigualdades anteriores se tiene que para todo

ie{l,. k}
0= i (dl — &, ...,dj — &, ,dk — 8) 2 5 (dl — &,y By, ,dk — 6) = 0,

Vz; € [0,d;], por lo que (d; — &, ...,dy — €) es otro equilibrio de Nash, que contradice
la hipétesis de unicidad del equilibrio de Nash.

2.3j €{1,..k} talque >, d; <r.
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Elegimos z; < T—Z#j d; tal que valor (Sj; z;) > 0, ya que sabemos por hipdtesis

que hay beneficios positivos. Ahora, para (di, ..., 2;, ..., di) tenemos que
valor (Sj, Zj) =T; (dl, ey By eeny dk> > T (dl, e dj, e dk) = 0,
que es una contradiccién porque (dy, ..., dy) es un equilibrio de Nash por hipétesis.

3. #j € {1,...k} tal que . d; <7

Todo lo anterior implica que ), oy d; >r Vj€{l,.,k} con al menos una igual-
dad en dichas expresiones, porque en cualquier otro caso estarfamos en la situacion

1 y esto es imposible.

Supongamos que para el jugador j se tiene que > _, £ d; = r. Entonces, [ dy,..., 0

, .

J
es un equilibrio de Nash, puesto que

0:7'(']' dy, . L 0 W [ > 7 (dl,...,Zj,...,dk) :O,VZ]‘ S [O,dj],
dado que >, £ d; +z; > r,Vz; > 0. Recuérdese que d; > 0 por hipétesis.
Asimismo, para todo i # j sabemos que Vz; € [0, d;],

m | diy ey L0 o di | =wvalor (Si;d;) > valor (Si;2;) =7 | dy,y .oy Ziy oony
J

0 . ....d
J
por definicién de d; y »_,,;d; = r. Pero, esto de nuevo es una contradiccién con

respecto a la unicidad de (dy, ..., d;) como equilibrio de Nash. [ |

En segundo lugar, analizamos el problema, en términos de equilibrios de Nash,
cuando la cantidad de recurso comuin externo no es suficiente para satisfacer las
expectativas de demanda de los jugadores, que se pueden agrupar en diferentes
coaliciones formando una particién de todo el conjunto. Con esta segunda parte se

cubren todos los casos que pueden aparecer en este tipo de situaciones.
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El siguiente teorema nos muestra que si la cantidad de recurso comin externo
no es suficiente para satisfacer las demandas, entonces existe todo un conjunto de

equilibrios de Nash.

Teorema 4.15 Sea P = {Sy, ..., Si} una particion de N. Si d(P) > r, entonces el

conjunto de todos los equilibrios Nash del juego (P, X, ) viene dado por

k
Yzi=r, o
i=1

EN(P,X,m) =S ze[[l0.di]| >z >rVjefl, ..k}, o

) i#]j

i=1

Yri=r,2 = ,2 <dj,Vje{l, ..., k}

\ i#] J

Demostracion. Es facil comprobar que todos los puntos del conjunto son equilibrios
de Nash. En el primer caso, debemos tener en cuenta que para z € Hle [0, d;] con
Zle z; =1, si 25, 25 € [0,d;] tal que 2} < z;, entonces valor(Sj; 2%) < valor(Sj; z;).
Este resultado se cumple porque valor (Sj; zg) < walor (S;;d;), debido a la unicidad

de dj, zj < d;j y zj = az; + (1 — a)d; con a > 0. Por lo tanto,
valor (Sj; z;) > avalor (S;; 25) + (1 — a)valor (Sj; d;) > valor (S;; 2}) .

Los casos restantes son obvios porque desviaciones unilaterales no producen ningin
beneficio. Veamos que componen un listado exhaustivo de todos los equilibrios de

Nash. Para ello, distinguiremos dos casos.

1. Supongamos que existe un equilibrio de Nash z € Hle 0,d;], tal que izz <.
Entonces, existe un j € {1,...,k} tal que z; < d;, en caso contrario z; l::ldi,Vi €
{1,..,k},y Zle 2z = Zle d; = d(P) > r. Por lo tanto, el jugador j tiene incen-
tivos para desviarse y elegir z; > z; con y z + z} <ry z; < dj, por lo que no serfa
un equilibrio de Nash por argumentos arzlgjlogos a los utilizados con anterioridad.

2. Supongamos que existe un equilibrio de Nash z € Hle 0,d;], tal que Zk:zl > r.

=1
En este caso, se debe tener en cuenta que 7;(z) = 0, para todo i € {1,...,k}.
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2.1 Si existe un j € {1,...,k} tal que > z; < r, sijsedesviade z; a7 — ) 2
] i#]
obtendra una cantidad 7;(zq,...,r — > 2, ..., 2;) = valor (Sj; r— Zzz) > 0. Por
i#j i#]
lo tanto, z no serfa un equilibrio de Nash.

2.2 81> 2z =nrVj e {l,.. k}, entonces ningin j tiene incentivos para desviarse.
i
k
Sin embargo, para todo j € {1,...,k}, >z = > 2z + z; = r + z;. Si sumamos

i=1 i#]
en j

k k k k k
kY zi=kr+ Y 2= > % :TJF%Z%‘ =Y zi=r+z
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
k
J:%Z =KVje{l,..k} yKeER=

—Ya=(k—1)K= K=
i£j

€ [0,d;].

X}

2.2.2  Si para todo i tenemos que ;5 < d;, entonces z es un equilibrio de Nash.l

El resultado siguiente ilustra cuédl es el conjunto de los equilibrios de Nash es-
trictos, cuando la cantidad de recurso comtin externo no es suficiente para satisfacer

las demandas de los jugadores.

Teorema 4.16 Sea P = {Sy, ..., Sk} una particion de N. Si d(P) > r, entonces el

conjunto de todos los equilibrios estrictos de Nash viene dado por

EEN (P, X, ) = {zEHOd

221—7“ yvie{l, .k}, zi>0}. (4.1)

Demostracion.

1. Cada vector de FEN (P, X, ) es, obviamente, un equilibrio de Nash por el

Teorema 4.15, ya que

EEN (P, X,7) C EN (P, X, 7). (4.2)



4.2. EQUILIBRIOS EN LOS LPP NO COOPERATIVOS 81

2. Cada vector de EEN (P, X, ) es un equilibrio estricto de Nash. Distinguimos

dos casos:

2.1z < z; tenemos que valor (S;; 2;) < valor (S;; z;). Se verifica el resultado
porque valor (S;; z)) < wvalor (S;;d;) debido a la unicidad de d;, 2z} < d; y z; =

azi + (1 — a)d; con a > 0. Luego,
valor (S;; zi) > avalor (S;; z1) + (1 — a)valor (S;; d;) > valor (S;; 2L).

2.2 Yz > z; sabemos que ) z; + 2/ > r, lo que implica que 7; () = 0 por
J#i
definicién y valor (S;; z;) > 0.

3. Supongamos que existe al menos un equilibrio estricto de Nash no incluido en

EEN (P, X, ). Consideramos dos casos:

k
3.1 Si Yz > r, por el Teorema 4.15 sabemos que si z es un equilibrio de
i=1
Nash, obviamente, no es estricto, porque 7; (z) = 0 por la definicién del pago.

k
3.2 Si )z = r y existe al menos una coalicién S; tal que z; = 0, sabe-

i=1
mos por el Teorema 4.15 que es un equilibrio de Nash. Por otro lado, tenemos que
mi(zj,2-;) =0y m; (z;, z_j) = 0, V2 > 2;. Por lo tanto, éste es un equilibrio de

Nash, que no es estricto.
|

Ademds, todos los equilibrios estrictos de Nash descritos en (4.1) son equilibrios
fuertes de Nash, porque usando un razonamiento similar al utilizado en el resul-
tado previo, no es posible que varias coaliciones se desvien juntas de tal manera

que ninguna de ellas empeore su resultado y al menos una mejore estrictamente.
k k

Es facil comprobar que z € [][0,d;] tal que Y 2 = r con algin z; = 0, es un
i=1 i=1

equilibrio fuerte de Nash que no es estricto. Por lo tanto, los equilibrios estrictos de
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Nash forman un subconjunto propio de los equilibrios fuertes de Nash, que a su vez
forman un subconjunto de los equilibrios de Nash. El siguiente teorema caracteriza
los equilibrios fuertes de Nash, lo incluimos sin demostracién porque ésta utiliza

argumentos andlogos a los empleados en los teoremas anteriores.

Teorema 4.17 Sea P = {Sy, ..., Sk} una particion de N. Si d(P) > r, entonces el

conjunto de todos los equilibrios fuertes de Nash del juego (P, X, ) viene dado por

k k
EFN (P, X, ) = {z e [[0.d] tal que > 2 = 7“} . (4.3)

=1 =1
4.3. Comentarios

A la vista de estos resultados cabe concluir que el conjunto de posibles equili-
brios es muy grande, por lo que decidir si nos encontraremos con uno u otro es dificil.
Lo que parece claro es que los equilibrios de Nash mas justos y ventajosos para el
mercado, desde el punto de vista de los beneficios, son aquellos que distribuyen todo

el recurso, cuando éste es escaso, entre todos los participantes.

Cabe destacar que la coordinacién entre las coaliciones es importante a fin de no
recibir una cantidad nula del recurso comiin externo, ya que como se demostré en
el Capitulo 3 la cooperacién entre todos los agentes es importante cuando consigue
que el recurso comiin externo no sea escaso. Por lo tanto, estamos interesados en
alcanzar una explotacién sostenible del recurso comiin externo, para no caer en una

situacién de sobreexplotacién.

Se ha asumido que cada productor conoce los recursos de los demas, se deja para
una futura investigacion el estudio, en términos de los equilibrios Bayesianos, cuando

no se disponga de dicha informacién. Otra linea de investigacién futura es el estudio
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del problema desde la perspectiva de las subastas. Este problema se presenta cuando
la cantidad total de recurso comiin externo se subasta entre las coaliciones de una
particién, donde cada coalicién pide la cantidad a comprar y ofrece un precio por
unidad de recurso comun, como ocurre en el modelo del mercado eléctrico descrito

en Sancho et al. [62].

Por todo ello, parece razonable utilizar algin tipo de mecanismo para distribuir
el recurso, cuando es escaso, que nos conduzca a un equilibrio de Nash que pueda
tener buenas propiedades en el sentido de equidad o justicia. En este sentido, toda
esta reflexién nos invita a explorar la posibilidad de utilizar técnicas de bancarrota,
que son habituales en la distribucion de recursos escasos y que abordamos en el

capitulo siguiente.
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Capitulo 5

Los LPP como problemas de

bancarrota

En este capitulo supondremos que existe un gestor del recurso comin, una
autoridad gubernamental, que es el encargado de repartir dicho recurso entre los
distintos grupos de agentes que estdn interesados en su compra. Como suponemos
que la demanda total del sector es superior a la disponibilidad méxima, el gestor
debe establecer un método de reparto con objeto de asignar el recurso comin. Una
posibilidad es recurrir a los esquemas de arbitraje. Un problema tipico donde se

suelen aplicar este tipo de soluciones son los problemas de bancarrota.

Los modelos de reparto estandar de bancarrota son problemas en los cuales
existe una cantidad de un bien perfectamente divisible que debe ser distribuido
entre los agentes involucrados. La demanda de cada agente sobre esta cantidad puede
ser representada por un nimero real positivo. La cantidad total reclamada por los
agentes excede la cantidad total disponible, por lo que no todas las reivindicaciones
de los agentes pueden ser completamente satisfechas. El estudio de este tipo de

problemas ha sido analizado, desde un punto de vista de la Teorfa de Juegos, en

85
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O’Neill [52], Aumann y Maschler [3] y Curiel et al. [13] entre otros. Las técnicas de
bancarrota han sido ampliamente utilizadas para hacer frente a la escasez de recursos
en una enorme variedad de problemas, tales como: la asignacion de recursos en redes
de telefonia mévil (Lucas-Estan et al. [43]), el reparto de costes en problemas de
conexién a un servicio (Bergantifios et al. [6]) y la gestién de proyectos (Estévez-
Ferndndez [17]). Ademds, la Teoria de Juegos se ha aplicado en una amplia gama
de problemas de gestiéon de recursos naturales tales como la asignacion de recursos

pesqueros o de agua (Dinar et al. [14]).

En el presente capitulo, se explora la posibilidad de utilizar técnicas de banca-
rrota en situaciones de produccién lineal con un recurso comin externo limitado,
para distribuir la cantidad de recurso disponible. Debemos senalar que, hasta donde
sabemos, el uso de técnicas de bancarrota en este tipo de problemas es nuevo. La
idea subyacente es la siguiente: cuando la cantidad disponible no es suficiente para
satisfacer las demandas de las empresas, el gestor del recurso comin puede emplear
una regla de bancarrota, f, para obtener una distribucién razonable entre los dife-
rentes grupos de empresas, que utilizardn su parte para producir y optimizar sus
beneficios. Asi pues, dada una situacién LPP, asumimos que el gestor del recurso
comtin externo, por ejemplo derechos de emisién de diéxido de carbono, anuncia qué
regla de bancarrota f se utilizard para repartirlo. A este tipo de situaciones las de-
nominaremos situaciones f —LPP. En funcién de la regla de bancarrota seleccionada
(proporcional (PROP), constrained equal awards (CEA), constrained equal losses
(CEL), Talmud (T AL), etc.) se definirdn diferentes juegos con externalidades. En
el presente capitulo se utilizardn reglas como la proporcional o la C'EA para evitar
la posibilidad de que una empresa no reciba nada, por lo que quedaria excluida
del sistema. Se estudia el nicleo de estos juegos porque se pretende comprobar si
los beneficios generados por la asignacién del recurso comtin son coalicionalmente

estables.
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5.1. Problemas de bancarrota: conceptos basicos

Supongamos que se dispone de una cantidad limitada de un bien perfecta-
mente divisible (dinero, permisos de emisiones, etc.) que hay que distribuir entre
varios agentes, cada uno de los cuales realiza una demanda sobre ese bien que puede
ser inferior, igual o superior a la cantidad disponible. Una vez que se han planteado
todas las peticiones resulta que la suma de las demandas individuales de cada agente
supera la cantidad del bien a repartir. Surge por tanto, lo que se denomina un pro-
blema de bancarrota, es decir, como repartir la cantidad disponible entre todos los

agentes.

Formalmente, un problema de bancarrota es un problema de distribucién en el
que se reparte una cantidad E (perfectamente divisible), denominada estado, de
un bien entre un grupo de agentes, siendo esta cantidad insuficiente para satisfacer
todas las demandas que los agentes tienen sobre ella. Una solucién a un problema de

bancarrota es una distribucién del estado en funcién de las demandas de los agentes.

Consideramos situaciones donde el estado, F, va a ser dividido entre n deman-
dantes o acreedores. El conjunto de demandantes se denotara por N = {1,2,...,n}
vy F < Z d;. El acreedor i € N demanda una cantidad d; de E. Asi pues, un pro-
blema (Ziferancarrota se puede representar por la tripleta (N, £, d). El problema de

reparto surge porque la cantidad que se va a dividir es insuficiente para satisfacer

las demandas de todos los acreedores, puesto que:

d;>0Vie Ny» di>E.

iEN

Asociado a este problema se puede definir un juego cooperativo como sigue.
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Definicién 5.1 Dado un problema de bancarrota (N, E,d), el juego de bancarrota

asociado se define, VS C N, como

y representa lo que queda para los jugadores en S después de que las demandas de

los jugadores en N \ S se han satisfecho.

Puede observarse que este juego tiene un enfoque pesimista, puesto que cada
coalicién valora que su coalicién complementaria obtendra todo lo que pide y que

para ellos sélo quedara el resto.
Algunas propiedades de los juegos de bancarrota son las siguientes:
1. Son convexos.
2. Tienen nicleo no vacio.
3. El valor de Shapley [64] est4 en el nticleo.

Como se ha dicho anteriormente, el objetivo es repartir el estado entre los agentes
teniendo en cuenta sus demandas. Para ello, utilizarfamos algin tipo de regla. A

continuacién se da la definicién formal de regla de bancarrota.

Definiciéon 5.2 Una regla de bancarrota es una funcion f que asigna a cada pro-

blema de bancarrota (N, E,d) un vector de pagos f(N, E,d) que verifica:
1.0 < fi(N,E,d) < d;,Vi € N,
2. Y fi(N,E ,d)=FE.

1EN

La primera condicién nos dice que cada agente debe obtener un pago no negativo
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y dicha cantidad no puede ser superior a su demanda. La segunda condicién nos

indica que el estado debe ser completamente repartido entre todos los agentes.

Obviamente, hay muchas formas de definir una regla de bancarrota. A continua-

cion se presentan algunas de las méds conocidas.

La regla proporcional (PROP) divide el estado proporcionalmente a la cantidad

que demandan los agentes

PN, E,d) = di, Vi € N.

E
Z JEN dj
Esta regla ya era conocida en la antigua Grecia y se basa en la idea aristotélica de:
“tratar igual a los iguales y desigual a los desiguales, en proporcién a sus similitudes y
diferencias”, contenida en el libro quinto, capitulo III de la obra “Etica a Nicémaco”

(Aristoteles [1]).

En la regla de reparto recursivo (RC') (O’Neill [52]) se supone que los agentes son
ordenados y segiin ese orden van descontando del estado la cantidad demandada. Asf,
el primero obtiene el méximo entre la cantidad demandada y el estado, el segundo
el méximo entre su demanda y el estado remanente, y asi sucesivamente. El vector
de pagos depende del orden y como todas las ordenaciones deberfan ser igualmente
posibles, para ser justos el orden de los agentes deberfa ser aleatorio. Esta regla

coincide con el valor de Shapley, ®(v), del juego de bancarrota (N, v).

RC(N, B, d) = ®(v)

La regla proporcional ajustada (AP) (Curiel et al. [13]) comienza asignando a

cada agente su derecho minimo,

m; = max 0, E— Z dj 5
jeN—{i}
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que es la cantidad de estado no reclamada por los demés agentes. El estado rema-
nente, £ —m(N), se divide proporcionalmente entre todos los individuos utilizando

para ello las demandas actualizadas

d; = min{di—mi,E—ij}.

JEN
La regla AP coincide con el 7 valor (Tijs [72]) del juego de bancarrota (N, v),

AP(N,E,d) = 7(v).

La regla constrained equal awards (CEA) era utilizada como método de reparto
por los rabinos en la tradicion judia. Esta regla divide el estado de modo que todos
los agentes obtienen el mismo pago, bajo la condicién de que ninguno recibe una
cantidad superior a su demanda. Por lo que, existe un tnico nimero real « tal que

cada uno recibe
min{d;,a} y E = Zmin {d;,a}.
ieN
La regla constrained equal losses (CEL) divide el estado entre los agentes de
modo que todos pierden la misma cantidad, pero sin tener que aportar cantidades
de su propio patrimonio, es decir, existe un unico € R tal que cada individuo

recibe

méx {0,d; — B} y E =) méx{0,d; — 5}

ieN
La regla Talmud (T'AL) (Aumann y Maschler, [3]), se define como una combi-
nacién de las reglas CEA y CEL del siguiente modo:

CEA(N,E, %), siE<X%

TAL(N, E,d) = ,
( ) {g+OEL(N,E,g), si B> &4

donde d es el vector de demandas.
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Resulta interesante la utilizacién de graficos hidratlicos para ilustrar las reglas

de bancarrota, Kaminski [38].

) .
9

— Iy
——| — ey
__ = |

Fig 5.2 Representacion de la regla CE'L

En el siguiente ejemplo, descrito por el rabino Abraham Ibn Ezra, se calculan

las reglas de bancarrota més habituales.
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Ejemplo 5.3 Jacob muere y su hijo Rubén da a conocer, debidamente atestiguado,
que su padre le dejoé en herencia todo su patrimonio. Su hijo Simeon también aporta
documentacion en la que se prueba que su padre le dejo en herencia la mitad de
su patrimonio. Levi da a conocer que le dejo un tercio y Judd aporta la cuarta
peticion en la que su padre le otorgaba un cuarto (Rabinovitch [56]). Supongamos
que el patrimonio total es de 120 unidades. Asi pues, se trata del reparto de una

herencia de 120 unidades monetarias entre los cuatro hijos, cuyas demandas son

(120, 60, 40, 30).

La regla PROP divide el estado proporcionalmente a la cantidad total que de-
mandan los agentes y se obtiene asi el reparto proporcional PROP(N,E d) =

(57.6,28.8,19.2,14.4)

Para calcular la regla RC' debemos tener en cuenta todos los ordenes posibles.

Para ello denotamos por A a Reuben, B a Simeon, C a Levi y D a Judah.

=]
=]
=]
w
=]
w
=]

50 o

=
=]
w
=]

Orden de reparto Re parto

A B C D 120 o o o
A B D C 120 o o o
A c B D 120 o o o
A Cc D B 120 o o o
A D B C 120 o o o
A D C B 120 o o o
B A C D 60 60 o o
B A D C 60 60 o o
B C A D 20 60 40 o
B C D A o 60 40 20
B D A C 30 60 o 30
B D C A o 60 30 30
C A B ] 80 o 40 o
C A D B 80 o 40 o
C B A D 20 60 40 o
C B D A o 60 40 20
C D A B 50 o 40 30
C D B A o 50 40 30
D A C B 50 o o 30
D A B C S0 o o 30
D B A C 30 &0 o 30
D B [ A

D C A B

D C B A

=]
w
=]
=
=]
w
=]

57,5|29,2 |19,2 | 14,2

Calculando el promedio de las cantidades anteriores se obtiene el reparto RC(N, E,d) =

(57.5,29.2,19.2,14.2).
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En la regla AP se calculan primero los derechos minimos de cada uno, pero dadas

las reclamaciones de los hijos estos derechos minimos se reducen al vector nulo.

A | 120 | B+C+D | 130
60 | A+C+D | 190
40 | A+B+D | 210
30 | A+B+C | 220

O QW

Dado que se estd demandando mdas de lo que hay disponible, entonces m; =0 y df =

d;. Por lo tanto, la regla coincide con la regla proporcional calculada previamente,

AP (N, E,d) = (57.6,28.8,19.2,14.4).

La regla CEA divide el estado de modo que todos obtienen el mismo pago, bajo la

condicion de que ninguno recibe una cantidad superior a su demanda, obteniéndose

en este caso CEA (N, E,d) = (30,30, 30, 30).

Como la regla CEL divide el estado entre los agentes de modo que todos pierden
la misma cantidad, truncada por la demanda, en este caso obtenemos CEL(N, E,d) =

(86.67,26.67,6.67,0).

La regla Talmud (T'AL) en este caso es CEA (N, E, %l), ya que E < %porgue

FE =120 < szi = 120400440430 — 195 La division en este caso sigue el siguiente

proceso. La cantidad %4 es la primera que se proporciona a todos los acreedores. La
cuota del acreedor con menor demanda se fija en %. La cantidad restante de E se
divide entre todos los acreedores, excluyendo el de menor demanda, hasta que todos
obtengan %3. La cuota del siguiente acreedor se fija en d2—3 y de nuevo el remanente
de E se divide entre los acreedores, excluyendo los dos de menor demanda que ya
han obtenido las cuotas fijadas, y hasta que todos obtengan d—;, y ast se continia el

proceso. Por lo tanto, TAL = (55,30, 20, 15).

En el estudio de los juegos de produccién lineal con un recurso comiin externo,

nos centraremos en la utilizacién de la regla C E A, puesto que dicha regla nos permite
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obtener equilibrios estrictos de Nash, ya que siempre asigna cantidades estrictamente
positivas a todos los agentes. Aunque existen otras reglas como, por ejemplo, la TAL
que también cumplen esta condicion, hemos elegido ésta por motivos relacionados

con la no manipulacién por uniones como se verd posteriormente.

5.2. Reglas de bancarrota y situaciones LPP

Dada una particiéon P = {51,..., Sk} de N, si los elementos en esta particién
reclaman mas cantidad de recurso comuin externo de la disponible, d (P) > r, el
problema al que se enfrenta la particién P puede ser modelado como un problema
de bancarrota. Debemos mencionar que dicho problema no es un problema estdndar
de bancarrota, puesto que la demanda de la coalicién puede diferir de la suma de

las demandas de todos sus miembros, ds # > .._od;. En él, el conjunto de coali-

ics
ciones debe repartirse la cantidad r de recurso comiin segiin el vector de demandas,
(dsy, ..., ds, ), asociadas a la particién. Asi pues, podemos representar el problema
de bancarrota mediante (P, r, (dg,, ..., ds,)). Obsérvese que cuando consideramos la
particiéon P = {{z} e N}, aunque el problema de bancarrota no es estandar podria ser
tratado como un problema de bancarrota cldsico, si se considera que las demandas
d;.

son aditivas dg = Zies

En estas condiciones, cuando d (P) > r, el gestor del recurso comin externo
puede emplear técnicas de bancarrota para obtener una distribucién razonable de r
entre las diferentes coaliciones. Sea (N, A, B, p,r, ¢) una situacién LP P, suponemos
que el gestor del recurso comiin externo, anuncia qué regla de bancarrota f se uti-
lizard para repartir y denominamos (N, A, B,p,r, ¢, f) una situacién f — LPP.
En funcién de la regla de bancarrota seleccionada (proporcional (PROP), con-
strained equal awards (CEA), constrained equal losses (CEL), Talmud (T'AL), etc.)

se pueden definir diferentes juegos con externalidades.
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Definicién 5.4 Sea (N, A, B,p,7,¢, f) una situacion f — LPP. El juego f — LPP
en forma de funcidon caracteristica con estructuras de particiones asociado a esta
situacion viene dado por <N,73(N), {V7 (o] P)}PGP(N)) , donde N es el conjunto
de jugadores, P(N) denota el conjunto de todas las particiones de N y V/ (S| P) se

obtiene como
méx > 9 pjz; —cf (S| P)

s.a: Ax < ( b° ) (5.1)
f(S|P)

x > 04
para toda S C N, utilizando como mdximo la cantidad de recurso comin externo

que S ha obtenido aplicando la regla de bancarrota f al problema de bancarrota

(P,r,(ds,,...,ds,)) tal que P € P(N), con S € P, es decir, f (S|P).

Obsérvese que V/ (S|P) = valor (S;f (S|P)). Cuando no haya posibilidad de
confusién, denotaremos este juego f — LPP por (N, P(N), Vf).

De forma similar al trabajo de Funaki y Yamato [20] necesitamos probar, en
nuestro contexto, el resultado siguiente con el objetivo de simplificar el estudio del

nicleo para conseguir asignaciones coalicionalmente estables.

Proposicién 5.5 Sea (N, A, B,p,r,c, f) una situacion f — LPP y (N,P(N), Vf)
el correspondiente juego en forma de funcion caracteristica con estructuras de par-

ticiones. Entonces,

VI({NYN)> S VI (S|P), VP c P(N).
SepP

Demostracién. Dada P € P(N), VI (S| P) = valor (S; f (S|P)), VS € P. Sea

(xs; f(s |P)) un plan éptimo para cada coalicién S € P. Por lo tanto,

s > b7 N
s b 5 SeP _ b
A S(f(S\P)> yA(%a )S pES ( r )
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Distinguimos dos casos:

1. Sidy > r, f(N|{N}) = r, entonces (Z % > f(S\P)) es un plan de
SeP  SeP
produccién factible para N y, por consiguiente, se tiene que

2me&ﬂmpnsz(NQ:NMP0svHMﬂw»

SepP SeP

2.Sidy <r, f(N|{N}) = dy. Ahora (Z % N f(S|P)) es una solucién
SeP  SeP
factible del problema (3.6) para N

méx Y, pye; — ez

bS
sa: Ax < ( )
z

x> 04,2z 2> 0.

Por definicion de dy, tenemos que

valor (N;dy) > ij (Z xs) —c Y, f(S|P)= > valor (S;f(S|P)).

= SepP Sep Sep

De la misma manera que en el Capitulo 3, aqui pueden definirse los juegos op-
timista y pesimista asociados al juego f — LPP en forma de funcién caracteristica
con estructuras de particiones, (N ,P(N), V! ),

+ — mé f - — mi !
vr (S) = Fr%aé};‘/ (S[P) y vy (S) = PI:%IEDPV (S|P). (5.2)

Teorema 5.6 Sea (N, A, B,p,r,c, f) una situacion f — LPP y (N,P(N),Vf) el
correspondiente juego en forma de funcion caracteristica con estructuras de parti-

ciones. Entonces se tiene que C(V?) = C(vy) y C (VI) = C(v]).
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Demostraciéon. No se incluye explicitamente la demostracion, ya que teniendo en
cuenta la Proposicién 5.5 la demostracién sigue el mismo esquema de razonamiento

que el desarrollado en Funaki y Yamato [20].H

Con el fin de ilustrar cémo obtener el juego (N ,P(N),V/ ) se proporciona el si-
guiente ejemplo, donde se utiliza la regla C'E'A para el reparto del recurso. Aunque es
posible utilizar cualquier regla de bancarrota, la elecciéon dependera de las caracterfs-
ticas del problema y de las propiedades que se consideren interesantes o relevantes

para la regla que se utilice.

Ejemplo 5.7 Sea (N, A, B,r,p,c) una situacion LPP con tres empresas, N =
{1,2,3}, que producen dos productos empleando dos recursos y necesitan un recurso

comin externo, donde

3

40 60 80 50
P = iif) = , c=14, r =50.
’ 60 40 50 60

Las posibles particiones en N y sus demandas asociadas son

2
A= |3
1

Pl={{1},{2},{3)},d" = (20,20,25), P?={{1,2},{3)},d® = (40,25),
P3 = {{1,3},{2}},d® = (46,20) P ={{2,3},{1}},d* = (45,20),
P5 = {{1,2,3}},d° = 66.

Si aplicamos la regla CEA a todos los problemas de bancarrota asociados a las

particiones antes descritas, se obtiene

CEA(P',50,d") = (16.67,16.67,16.67), CEA (P2 50,d?) = (25,25),
CEA(P3,50,d%) = (30,20), CEA (P*,50,d*) = (30,20),
CEA(P5,50,d%) = 50.

Empleando estas cantidades en sus propios procesos de produccion, cada coalicion
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alcanzard un valor dentro de cada particion

VOEA ({1} PY) = 666.67,  VCEFA({2}| P') = 766.67, VCFA({3}| P') = 766.67,
VOEA({1,2}| P?) = 1150,  VCEPA({3}| P?) = 1150,

VOEA({1,3} P%) = 1380,  VOFA({2}] P%) = 920,

VOEA (12,3} P*) = 1380, VOEA (11} P*) = 720,

VOEA(11,2,3}] P) = 2300.

Es facil observar que éste es un juego con externalidades, ya que, por ejemplo, lo que
el agente 1 recibe en la particion P, VEFA ({1}| PY), es diferente de lo que obtiene
en la particion P*, VCEA({1}| P*). Esto se debe a que lo que una empresa obtiene
depende no sdlo de su propia coalicion, {1}, sino también de cdmo se organizan los

otros jugadores, actuando separados, {{2},{3}}, o juntos, {2,3}.

Empleando los juegos optimista y pesimista asociados a un juego f — LPP con
estructuras de particiones, se definen los nicleos optimista y pesimista de un juego

f— LPP.

Definicién 5.8 Sea (N,P(N), Vf) un juego f — LPP en forma de funcién carac-

teristica con estructuras de particiones. Fl nicleo optimista se define mediante
C(vf) ={z eR" z(S)=vf(S) VS yz(N)=VI(N)} =C (V7).
El nicleo pesimista viene dado por

C(v;) ={z eR"| z(9) > v (S) VS yx(N) = VIN)}=c (V7).

El niicleo optimista estd incluido en el pesimista, por lo tanto, si el nicleo opti-
mista es no vacio el pesimista también lo es. Sin embargo, en muchas ocasiones, el
micleo optimista es vacio como ilustra el ejemplo siguiente. Esto significa que el nti-
cleo optimista representa un mayor nivel de exigencia de los jugadores con respecto

a lo que piensan que deben obtener.



5.2. REGLAS DE BANCARROTA Y SITUACIONES LPP 99

Ejemplo 5.9 Sea (N, A, B,r,p,c, CEA) la situacion CEA — LPP descrita en el
Ejemplo 5.7y (N, P(N), VCEA) su juego asociado. En este caso, el nicleo optimista
serd el conjunto de x € R3 tales que
x ({1}) > 720,z ({2}) > 920, = ({3}) > 1150,
x ({1,2}) > 1150, x ({1,3}) > 1380,z ({2,3}) > 1380,z ({1,2,3}) = 2300.
Pero este conjunto es vacio, ya que 720 + 920 + 1150 > 2300, en consecuencia,
E(VCEA) = . Sin embargo, es facil comprobar que (700,800,800) pertenece al
nicleo pesimista
z ({1}) > 666.67, z ({2}) > 766.67, 2 ({3}) > 766.67,

C(VOPY) =S z e R? x({1,2}) > 1150, 2 ({1,3}) > 1380,z ({2, 3}) > 1380,
z({1,2,3}) = 2300

Sea (N ' v;[) el juego optimista f — LPP para toda regla de bancarrota f. Si
dy < r se tiene que C (Vf ) # @, empleando argumentos similares a los utilizados
en el Capitulo 3 y teniendo en cuenta que V/ (S| P) se obtiene de (5.1). Si dy > r
el nicleo optimista puede ser vacio como ilustra el ejemplo anterior. Con objeto
de asegurar que el nicleo pesimista es no vacio, es necesario considerar algunas

condiciones adicionales.

Los juegos optimista y pesimista inducen dos juegos de recurso comin externo
(N , R}r) y (N , R;) de la siguiente manera. Para el caso del juego optimista ten-

drfamos el siguiente conjunto de particiones para cada coalicién S C N:

p f _ +
arg mdx V' (S|P) = Mg,

donde M7 es un conjunto de particiones. Entonces, para cada particién Q € MY,
se obtiene una cantidad de recurso f (S|Q). Elegimos ) de manera que f (5|Q) sea
minima y definimos el juego de recursos optimista como R}L () = f(5Q). Entre
todas las particiones que proporcionan el maximo valor éptimo elegimos la maés

eficiente, es decir, la que necesita una menor cantidad de recurso comin externo.



100 CAPITULO 5. LOS LPP COMO PROBLEMAS DE BANCARROTA

Para el caso del juego pesimista tendriamos el siguiente conjunto de particiones

para cada coaliciéon S C N:
Il/ f prm— .
arg P:SlenPV (S|P) = Mg,

donde My es un conjunto de particiones. Luego, para cada () € Mg, puede obte-
nerse f(S]Q). Consideraremos @ tal que f (S |Q) es minimo y definimos el juego
de recursos pesimista como R} (S) = f (S]Q).

Hay que destacar el papel fundamental que estos juegos de recursos desem-
penardn en el Teorema 5.11, porque cuando los niticleos de los juegos de recurso
comin son no vacios, entonces los niicleos de (N , Ujf) y (N , v;) son no vacios tam-
bién si dy > r. Estos juegos estdn basados en lo que los agentes (empresas) de-
mandan al gestor del recurso limitado y en lo que esperan conseguir de acuerdo
con la regla de bancarrota utilizada. Por lo tanto, tienen un gran impacto en los
beneficios. Claramente, (N : R]T) y (N | R;) dependen de la regla de bancarrota f,
de las particiones y de la situacién de produccién lineal con un recurso comin limi-
tado. Asimismo, R}“ () > R; (S), VS C N. Esto implica que C (Rj[) cC (RJT) y
C (R]f) es mds exigente que C (R]?) El siguiente ejemplo ilustra este hecho, donde
C(R;)#2yC(R})=w2.

Ejemplo 5.10 Sea (N, A, B,r,p,c, CEA) la situacion CEA — LPP descrita en el
Ejemplo 5.7. El correspondiente (N, RgEA) viene dado por

Ripa ({1}) = 20, Rip, (12)) =20, Rbg, ({3)) = 25

Répa({1,2}) = 25, Ripy ({1,3}) =30, Ripa ({2,3}) =30, Ripy (N) =50
Y (N, RE*EA) €s

Rapa (1)) = 16.67, Rag, (12}) = 16.67, Rog, (13)) = 16.67

Ropa({1,2}) =25, Rogy ({1,3}) = 30, Ropa ({2,3}) = 30, Ropa (N) = 50.
Es facil comprobar que el nicleo de (N ,Rip A) es vacio, mientras que el nicleo de

(N, R&EA) es no vacio ya que (16.67,16.67,16.67) € C (RaEA).
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El siguiente resultado es relevante porque establece que si el gestor del recurso
comtn externo realiza una asignacion estable de recurso entre las empresas, entonces
se puede obtener una distribucién estable de los beneficios, y asi ningtin agente puede
quejarse de las asignaciones de recurso comun externo o de los beneficios obtenidos.
En el teorema siguiente se requiere que » d; > r con objeto de asegurar que los

iEN
nicleos pesimista y optimista sean no vacios.

Teorema 5.11 Sea (N, A, B,r,p,c, f) una situacion f — LPP y (N,P(N), Vf) su
correspondiente juego en forma de funcion caracteristica con estructuras de parti-
ciones tal que dy > r. Entonces C (R;) #+ & (resp. C(RJT) # @) implica que
C(VI)# @ (resp. C (V) # 2).

Demostracién. El problema dual del problema de produccion lineal para la gran

coalicion viene dado por

max Y7, p;r; —cr

sa: Az < ( Fi ) (5.3)

x > 0.
Sea y* una solucién de su problema dual
min 3 Yy + Y1 —cr
sa: Aly>p (5.4)
Yy 2 Oq+1-

Igual que se demostré en el Teorema 3.6, si dy > r, entonces y,, ; > c.

Sea h € C (Rf) entonces Y/, b y; +ryi, — cr = vy (N). Ademds, VS C N

by + (Zz’ES hi) Ygr1 — C (ZZES ) > o by y; + (Vg1 =€) Djes hi =
bt Yy + (y:;+1 - C)R; (S) > U;(S)a
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donde la iltima desigualdad se cumple porque y* es factible para el problema dual
de la coalicién S, e y;,; > c. Por lo tanto,
9. .
(z by + b (5 — c)) cc(vh).
t=1 iEN

El mismo esquema puede utilizarse para deducir la no vacuidad de C (Vf ) : |

En el siguiente corolario requerimos de la condicién ) d; > r para tener un
problema de bancarrota (N o7y (dy) e N), con el objetivo déez]xvsegurar la no vacuidad
del nicleo. Esta condicién juega un papel clave y, permite al gestor del recurso fijar
una cantidad de recurso lo suficientemente pequena para que la condicién se satisfaga

y asf garantizar la existencia de asignaciones de recursos estables y consecuentemente

la existencia de distribucion de beneficios estables.

Corolario 5.12 Sea (N, A, B,p,r,c, f) una situacién f — LPP y (N,P(N), Vf) el
correspondiente juego en forma de funcion caracteristica con estructuras de parti-

ciones, tal quedy >1ry Yy, di>1r. Sif (N, i (di)ieN) eC (RJI) (resp. f (N, r, (di)z’eN) €
iEN

C (R}“)), entonces C (V') # @ (resp. C (V') # @).

Demostracién. La demostracion sigue el mismo razonamiento que la demostracion

del Teorema 5.11 si se emplea f (N, T, (di>i€N) eC (R;) en lugar de h € C' (RJ?) y |

Debemos destacar la importancia de este resultado, ya que nos permite resolver
un problema dificil obteniendo una asignacion estable de una manera sencilla. Porque
cuando el gestor del recurso limitado establece el méximo de recurso disponible,
puede disminuir esta cantidad hasta que la suma de las demandas individuales de las
empresas sea mayor que dicha cantidad. Entonces, todas las empresas cooperardn y,
si el gestor del recurso utiliza una asignacién en el niicleo del juego de recurso comiin,

entonces somos capaces de encontrar un elemento del micleo a la Owen utilizando
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dualidad y una regla de bancarrota. Esto garantiza al menos una distribucién estable

de los ingresos pero, en general, puede existir mas de una.

La condicién f (N 7y (ds) e N) eC (RJ?) no puede ser eliminada como muestra el

ejemplo siguiente, donde, en particular, se usa la regla proporcional.

Ejemplo 5.13 Sea (N, A, B,r,p,c) la situacion LPP descrita en el Ejemplo 5.7.
Cuando aplicamos la regla proporcional a los problemas de bancarrota asociados a

cada particion, obtenemos

PROP (P',50,d") = (15.38,15.38,19.23) , PROP (P?,50,d*) = (30.77,19.23),
PROP (P3,50,d%) = (34.85,15.15) , PROP (P*,50,d*) = (34.62,15.38) ,
PROP (P5,50,d°) = 50.

Utilizando estas cantidades en sus propios procesos de produccion, el valor de cada

coalicion viene dado por

VFPROP (11| P1) = 646.08, VEPROP (91| PY) = 707.48, VPEOP (13} P!) = 884.58,
VEROP ({1,2}| P?) = 1415.42, VPHROP ({3} P?) = 884.58,

VPROP (f1 31| P?) =1603.1, VFEOP(12}]| P3) = 696.9,

VPROP ({2’ 3}| P4) — 1592527 VPROP ({1}| P4) = 64608,

VPROP (11 2 3}| P?) = 2300.
En este caso, dy > 50 y > d; > 50. Sin embargo,
iEN
Rprop ({1}) = 15.38, Rppop ({2}) = 15.15, Rppop ({3}) = 19.23
Rpprop ({1,2}) = 30.77, Rppop ({1,3}) = 34.85, Rppop ({2,3}) = 34.62, Rppop (N) = 50.

y (15.38,15.38,19.23) no pertenece a C (R;Rop) porque éste es vacio ya que, St

escribimos las restricciones que definen el nicleo, se tiene que:

z({1}) > 15.38
z ({2}) > 15.15
r ({3}) >19.23
r({1,2}) > 30.77
x({1,3}) > 34.85
z ({2,3}) > 34.62
r ({1,2,3}) = 50.
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Como se puede observar la suma de los pagos de los jugadores seria a lo sumo 49.76

que claramente no coincide con 50, por lo que no se cumple la eficiencia.

El juego pesimista con la regla proporcional, en este caso vendria dado por:

Uprop ({1}) = 646.08, vprop ({2}) = 696.9, Uprop ({3}) = 884.58,
Vprop ({1,2}) = 1415.42, vipop ({1,3}) = 1603.10, vppop ({2,3}) = 1592.52,
vprop ({1,2,3}) = 2300

y haciendo un razonamiento similar al anterior veriamos que C (Vppop) = .

Las implicaciones de la inestabilidad en la asignacién del recurso comin exter-
no pueden conducir a la inestabilidad en la distribucién de los beneficios, como
muestra el ejemplo anterior. Asi, el sistema producird quejas de los agentes respec-
to a la asignacién de recurso comin. Como resultado, surgird insatisfaccién con la
asignacion del recurso comiin. Esto nos invita a buscar reglas en las que la asignacién
de recurso comiin sea estable, es decir, que esté en el niicleo del juego de recursos,

y, por lo tanto, proporcione una distribucién estable de los beneficios.

5.3. Uso de la regla CEA

Nos centraremos en el uso de la regla C' EA por varias razones. Ante todo,
porque beneficia a las empresas con menores demandas sobre el recurso comiin;
mientras que, por ejemplo, la regla C'E'L beneficia aquellas empresas con mayores
demandas. En segundo lugar, porque como se demostrard, el reparto obtenido con la
aplicacién de la regla C'E'A se encuentra en el nicleo del juego de recursos pesimista
bajo ciertas condiciones, lo que asegura una distribucién estable de los beneficios. En
tercer lugar, hay que destacar que tiene la propiedad de ser inmune a las fusiones,

es decir si k, j € N se unen, entonces

CEAg; (N*,r,(d});cn+) < CEA, (N7, (di);en) + CEA; (N, 7, (di)sen) »
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donde N* = N\ {k,j} U{kj}.

Esto significa que cuando dos empresas se unen no mejora la cantidad de recurso
comtn que consiguen, lo que implica que no es manipulable por las uniones, es decir,
la regla es inmune a manipulaciones estratégicas cuando un grupo de empresas se
fusiona con el objetivo de presentarse como una sola, para mas detalles se puede

consultar el trabajo de Thomson [71].

Como se ha dicho anteriormente, cuando se considera la regla CEA, el nicleo
pesimista es no vacio bajo ciertas condiciones, como se establece en el Corolario

5.17. Antes de llegar a esta conclusién necesitamos algunos resultados previos.

Lema 5.14 Sea (N, A, B,r,p,c, ) una situacion f — LPP condy >1y >, d; > 1.
iEN
Dada S C N, si R} (S) = ds entonces argpr%inp VI(S|P)={PeP(N)|SeP}.
oIS

* » . 3 f f 3 f
Demostracién. Si () ¢ arg PI%IQIIPV (S|P), entonces V' (S1]Q) > P%lélpV (S|P).

Partiendo de R} (S) = ds = min {z € Ry [valor (S;2) es maximo },

: ! — mi f f 4 f
nin VI(S[P) = mix VI (S|P) y VI(S|Q)> mix VI (S|P),

lo cual es una contradiccion. [ |

Este resultado garantiza que si una coalicién en el caso pesimista obtiene todas
sus necesidades, entonces en todas las particiones obtiene los mismos beneficios. El
siguiente teorema nos dice que si no hay posibilidad de manipulacién por fusién, el

nicleo del juego de asignacién pesimista es no vacio.

Teorema 5.15 Sea (N, A, B,r,p,c, f) una situacion f — LPP tal que dy > r y
S d > 1. Si WS C N,

1EN

S i (N @e) = fs (S Uibiens s (dss (di)iems) ) = £ (8] Uditiems )

€S
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entonces C' (RJT) #* .

Demostracién. En primer lugar, demostraremos que f (N o7y (ds)e N) eC (RJT)

Dado S C N. Distinguimos dos casos:

a) {S U {i}ieN\S} € arg P%ienp VI (S|P). Esto implica que f (S ‘S U {i}ieN\S) >
R (S), por la definicién de R, (5). Ademds, por hipétesis ) f; (N, T, (di)ieN) >

€S

fs (S ULitems 7 (s, (@iewns) ) = £ (S]S U ikiems ) = By (9).
b) {S U{itien S} ¢ arg PI%fgnP V/(S|P). Consideramos dos situaciones:

b.1) Sids + } ;cn\sdi <7, entonces tenemos que

> fi (N, T, (di>z’€N) > fs (5 U {i}ieN\S 7 (dsa (di>i€N\S>> =ds > R} (9),

€S

donde la primera desigualdad se obtiene por hipétesis y la tltima se cumple siempre.

b.2) Sids+) ,cnsdi > T, yaque {S U {i}ieN\S} ¢ arg Pr%ienp VI (S|P), tenemos
que V7 (S ‘S U {i}ieN\s> > PI:rqul'€nPVf (S|P).

Asumimos que f (S ’S U {i}ieN\S> < R} (S) < ds, donde la tltima desigualdad

se cumple por el Lema 5.14. Esto implica que Ja € (0, 1) tal que

R; (S)=af (S ‘S U {i}ieN\S> 4 (1—a)ds.

Considerando las soluciones (z'; z') y (2?; 2?) del problema (5.1) con f (S ’S U {i}ieN\S>
y dg, respectivamente. Entonces, o (z';2') 4+ (1 — ) (2% 2?) es una solucién factible

del problema (5.1) con R (). Por lo tanto, tenemos que

min V/ (S|P) >
P:SepP

aV/ (S ‘S U {i}ieN\S> + (1 — a)valor (S;dg) >
min VI (S|P),

P:SeP
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donde la primera desigualdad se debe a la linealidad del problema (5.1) y la dltima

se cumple ya que {S U {i}iGN\S} ¢ arg Pr%inp VI (S|P) y la definicién de dg. Por lo
oIS

tanto, obtenemos una contradiccién y

i (N (@)ew) = £ (S|S U idiems ) = By (9).

i€s
Consecuentemente, f (N, 7, (d;);cy) € Ry (5). |

El siguiente resultado establece una clase de propiedad de inmunidad a las fu-

siones para la regla C EA en nuestro marco de trabajo’.

Proposicién 5.16 Sea (N, A, B, r,p,c, CEA) una situacion CEA—LPP condy >
ryd;+d;j > %, para todo i, j € N. Entonces VS C N,

CEA(S) = ¥ CEA; (N,7,(d);ey) >

€S

CEAs (SU{ihiems 7 (Sies & (d)iews) ) = CEA(S (s U{itiems ) -

Demostracién. Es facil comprobar que d; 4+ d; > %, para todo i, j € N, implica

>~ d; > r. Pueden surgir dos casos:
iEN
1) ds > > d;. En este caso, por la propiedad de inmunidad a las fusiones se tiene
i€S
que

CEA(S) = Y. CEA; (N,r,(d),.y) > CEAg (5 U{i}iens o7 (Zies d;, (di)iEN\S» .

€S

Mediante la definicién de la regla CEA, CEA(S) < ), ¢ d;. Por lo tanto,

CEAs (S U{ikiews s (Lies s (di)iems) ) < Sies di

! Aunque la regla proporcional es la tinica regla de bancarrota no manipulable en problemas de
bancarrota estdndar, en este contexto puede ser manipulable. En el Ejemplo 5.13 Rppop ({1}) +
Rprop ({3}) = 15.38419.23 = 34.71 < 34.85 = Rppnp ({1,3}).
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y por la definicién de la regla CEA y la hipétesis planteada, tenemos que

CEAs (S U {i}z‘eN\S ' 7 <Zi65 d;, (di)z‘eN\s>> = CEAg <S U {i}ieN\S T (dSa (di)iEN\S)> :

2) ds < Z dl
€S

Podemos distinguir dos subcasos:
2.1) Si CEA(S) > dg, entonces el resultado se cumple directamente.

2.2) CEA(S) < dg, entonces tenemos que ZieN\S di+ds >ryaque)  \d >

r. Por lo tanto, por la propiedad de inmunidad a las fusiones

CEA(S) > CEA;g <S U{itiens 7 <Zi€$’ di, (di)ieN\S>>
=CFAg (S U {i}ieN\S , 7T, (ds, (di)iEN\S)> )

donde la dltima igualdad se cumple por la definicién de la regla CEA y CEA(S) <

ds < > d;. Asi, el resultado siempre se cumple. |
i€s

Corolario 5.17 Sea (N, A, B,r,p,c, CEA) una situacion CEA— LPP condy >r

ydi +d; > %’", para todo i, j € N. Entonces C (Vf) #+ .

Demostracién. Para probar este corolario sélo tenemos que emplear el Teorema
5.15 y la Proposicién 5.16 junto con el Corolario 5.12, y asi podemos construir un

elemento del nicleo pesimista. |

Si el gestor del recurso comiin fija la cantidad r de tal manera que se cumplen las
condiciones en los resultados anteriores, entonces podemos obtener una asignacién
estable del recurso de forma sencilla, empleando dualidad (véase el Corolario 5.12
y el Corolario 5.17). Aunque esto puede dar lugar a una asignacién extrema tal y

como puede verse en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.18 Sea (N, A, B,r,p,c, CEA) la situacion CEA — LPP descrita en el
Ejemplo 5.7 y (N,P(N),VCEA) su correspondiente juego asociado a la situacion
CEA — LPP. Vimos que (16.67,16.67,16.67) € C (REEA). Una solucion doptima
para el programa dual del problema lineal de la gran coalicion es y; = y5; =0 e y3 =
60. Ast, la asignacion (766.67,766.67,766.67) € C (vip4), pero esta distribucion de
los beneficios es extrema, porque todos los beneficios extra derivados de la cooperacion
son asignados al jugador 1.

Sin embargo, el nicleo es mucho mayor, por ejemplo, (700,800,800) € C (ngA).
Asumiendo que los beneficios son en euros, este resultado puede obtenerse a partir de
la distribucion inicial del recurso (16.67,16.67,16.67) lo que significa la compraventa
del recurso comin entre las empresas de la siguiente manera:

El jugador 1 vende 3% unidades a los jugadores 2 y 8 a 50 euros por unidad. Asi,
el jugador 1 obtendrd 600 euros a partir de su propia produccion empleando 10
unidades. Esa empresa ha pagado 16% X 14 por comprar recurso comin externo y
recibe 6% x b0 por vender parte del recurso comin. Ast, obtendrd un beneficio de 700
euros.

El jugador 2 (y respectivamente el jugador 3) obtendrdan 1200 euros a partir de su
produccion empleando 20 unidades de recurso comin externo. Este jugador paga
16% X 14 al gestor para comprar recurso comun y 3% x 50 por comprar recurso al
jugador 1. Esto le generard un beneficio neto de 800 euros.

Este ejemplo describe como a partir de una asignacion estable del recurso comin
podemos alcanzar, a través de un mercado con pagos multilaterales, una distribucion
estable de los beneficios. Esto ha generado 700 euros para el gestor, via tasas y
controlando una cantidad de recurso comin externo de 50 unidades, es decir, ha
aplicado un control cuantitativo sobre el recurso y no ha tenido ninguna influencia en
el mercado. Sin embargo, el gestor ha establecido las bases para obtener un resultado

estable, como se indica en los Corolarios 5.12 y 5.17.
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5.4. Introduccion al diseno de mecanismos

Leonid Hurwicz? en su articulo “Optimality and informational efficiency in
resource allocation processes” del ano 1960 [34] define un mecanismo como un juego
en el que los participantes envian mensajes a un centro mediador que recomienda a
cada uno de ellos una determinada accién que dé el resultado deseado al juego. La
mayor parte de la teorfa econémica pretende entender cémo son los mecanismos que
funcionan en la actualidad, asi como explicar y predecir los resultados que generan.
Sin embargo, la teorfa del diseno de mecanismos va en sentido contrario, primero
identifica los resultados deseados o, lo que es lo mismo, el objetivo u objetivos que se
quieren alcanzar, para posteriormente ver si se pueden o no disenar mecanismos que
permitan alcanzar esos objetivos. Sin embargo, la idea de Hurwicz no fue realmente
aplicable a gran variedad de situaciones hasta la publicacién de su trabajo de 1972
[35]. En dicho trabajo se introdujo la compatibilidad de incentivos, que permite que
se pueda incorporar al analisis la existencia de informacién privada de los individuos
que ellos usan estratégicamente. Por lo tanto, si se acepta que los individuos pueden
comportarse de forma deshonesta, o no hacer caso de la recomendacién del centro
mediador, el mecanismo les da incentivos suficientes para que compartan esa infor-
macién privada y actien de acuerdo con lo que el mecanismo establece. Si al final
se logra un equilibrio racional en el que todo el mundo sea honesto con el centro

mediador, se dice que el mecanismo es compatible con incentivos.

En nuestro caso buscamos disenar un mecanismo que en cualquier situacién a
cualquier jugador le convenga decir la verdad, es decir, revelar lo que realmente
necesita cada empresa de recurso comin. Asi es como el gestor con este tipo de

mecanismo conoceria las verdaderas demandas del recurso comin externo de las

2El Nobel de Economia de 2007 se concedié a Leonid Hurwicz, Eric Maskin y Roger Myerson

por haber establecido las bases de la teorfa de disefio de mecanismos.
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empresas.

Formalmente, sea © el conjunto de todas las posibles necesidades de recurso
comin. Sea N = {1,...,n} el conjunto de todas las empresas que solicitan dicho

recurso. Sea [' el conjunto de todas las asignaciones factibles de recurso comun.

Definicién 5.19 Una regla de asignacion (mecanismo directo) es una funcion F :

eN - T.

Dada una regla de asignacién F'y un vector de necesidades 6 = (64, ...,6,,), el

pago de la empresa i viene dado por

7 (F(0)) = valor (i; F; (0)) .

En nuestro caso el pago de la empresa coincide con el valor 6ptimo del problema
lineal definido en (5.1) para el productor i € N que ha obtenido una cantidad F; ()
del recurso cuando los jugadores han declarado como vector de necesidades 6. Si
declararan otro vector de necesidades, obtendrian una cantidad de recurso comin

posiblemente diferente.

Por lo tanto, las empresas que pertenecen a N se enfrentan a un juego no coo-
perativo en el que todas tienen el mismo conjunto de alternativas, ©. Cada empresa
sabe su necesidad real de recurso comiin externo, pero no conoce las necesidades de
las otras empresas, en otras palabras, la informacién es privada. Una estrategia para
la empresa i es una funciéon de © en sf misma, o; : © — . El conjunto de todas sus

estrategias viene dado por X y es el mismo para todos los jugadores.

Definicién 5.20 Un perfil o* es un equilibrio si

T (F (0% (0))10;) > m; (F (07 (6;);0%,(0-:))|0;) , Vi € N yVo; €%,

—1
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donde o* (0) = (05 (01) ,...,07_1 (0i=1) , 07 (0) 07,1 (Bir) -0 (00)) y or, (0-) =
(03 (601) - 0iy (Bim1) 0ty (i) ey 07, (0))-

Por lo tanto un perfil de equilibrio es tal que dados los pagos que recibe, 7;, en
funcion de sus necesidades, 6;, y de lo declarado en funcién de ellas, o; (6;), pudiendo

ser estas veraces o no, no tiene incentivos a desviarse pues se verian reducidos dichos

pagos.

Definicién 5.21 Un perfil c* es un equilibrio en estrategias dominantes si se cumple

que

T (F (O':< (01) ;04 (9—z>) |6,) 2 T (F (Ui (91) O (‘9—1)) |91) ,VZ S N,VO'_Z' c Z_i Yy Vai € 2.

Definicién 5.22 Una regla de asignacion (mecanismo directo), F', es compatible
con incentivos (decir la verdad o strategy-proofness) si el perfil de estrategias o* (0) =
(01 (01),....0% (0,)) = (01, ...,01) = 6 es un equilibrio en estrategias dominantes del

juego.

5.5. La regla CEA como mecanismo directo de

asignacion.

A priori el gestor del recurso comiin externo podria no conocer las necesidades
reales de las empresas, por esta razon en este apartado nos centraremos en el diseno
de un mecanismo que sea justo para las empresas y que, al mismo tiempo, les haga
decir la verdad respecto a las cantidades que demandan. Por lo tanto, al trasladar
el diseno de mecanismos al caso concreto de la compra de permisos de emisién,

el gestor del recurso podria obtener informacién relevante que le permitiria saber
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cuanto y cémo reducir la cantidad méxima de emisiones. Ademés, podria ser més
justo porque su asignacién estarfa basada en datos reales no manipulados por las
empresas. En ese contexto, podrfamos utilizar como regla de asignaciéon F' la regla
CE Ay 0 representa todos los posibles permisos de emisién, por lo que es un intervalo
cuyos valores pueden variar de cero a infinito. El teorema siguiente demuestra que

la regla C' A como mecanismo de asignacién es compatible con incentivos.

Teorema 5.23 Sea (N, A, B,r,p,c, CEA) una situacion CEA — LPP. La regla

CEA como mecanismo (directo) de asignacion es compatible con incentivos.

Demostracién. Sea {51, ..., S} una particién de las empresas que solicitan recurso
comun externo y sea d = (dj, ...,dy) el vector de sus necesidades reales. Sea © =
0, +00).

Consideremos el siguiente perfil de estrategias (o1 (dy), ..., d;, ..., 0% (di)) y dis-

tingamos dos situaciones:

k
1. Si CEA; (01 (dh),....d;, ..., 0% (dg)) < d;, entonces tenemos que Y o (d;) > .
j=1

Ahora, debemos considerar tres subcasos:
1.1. Si 0, (d;) > d;, por definicién de la regla CEA obtenemos
CEAZ (0'1 (dl) g veny dz‘, -y Ok (dk)> = CEAz (0'1 (dl) yeeey 04 (dl) y ooy OF (dk)) y
Por lo tanto,

1.2. Si consideramos o; (d;) tal que

CEAl (0'1 (dl) y ...7d7;7 ey Ok (dk)) S o; (dz) S di7
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entonces por la definicién de la regla C EA nos encontramos en la misma situacién

que en (1.1).

1.3. Si 0;(d;) < CEA; (01 (dy),...,d;, ..., 0 (d)), entonces, independientemente
k

de la relacién entre ) o (d;) y 7, tenemos que
j=1

CEA; (01 (dy),..0i (d) yoooyor (di)) < CEA; (01 (dv) ...y diy ooy 0k (di)) < d;.
Supongamos que
T (CEA; (di;o_; (d=y)) |d;) < mi (CEA; (05 (d;);0-; (d-;))|d;) -
Tomamos 0 < o < 1, tal que
adi+(1 — ) CEA; (01 (dy) , ..., 0i (dy) , ... o (di)) = CEA; (01 (dy) , ... ds, ..., o (di)) -

Considerando las soluciones 6ptimas x' y z* del problema (5.1) cuando usamos
como cantidad de recurso comun d; y CEA; (01 (dy),...,0;(d;) , ..., 0% (dy)) respec-
tivamente, entonces, ax! + (1 — «) 2% es una solucién factible del problema (5.1)
cuando usamos como cantidad de recurso comun CEA; (o1 (dy),...,d;, ..., 0% (d)).

Por lo tanto, tenemos que

pero, por definicién, valor (S;; d;) debe ser mayor que m; (CEA; (di;0_; (d—;)) |d;) lo

que es una contradiccién.

2.1.1. Si 0y (d;) > d;, por la definicién de la regla C EA tenemos que

CEA; (01(dy),...,diy...;or (dg)) < CEA; (01 (dy) ..., 0 (d;) ..., 08 (dg)) -
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Aunque por definicién de d;, sabemos que

iy (C’E‘AZ (dl, o_; (d_l)) |dl) = valor (Sz, dz) 2 Uy (C’E"AZ (0’Z (dl) o] (d_z>) |d,) .

2.1.2. Si 0y (d;) < d;, por la definicién de la regla C EA tenemos que
CEAZ (0'1 (dl) g rery di; .y Ok (dk)) > CEAl (0'1 (dl) yeees 04 (dz) y ooy Ok (dk)) y
y empleando la definicién de d;, obtenemos

k
2.2. > 0;(d;) > r. Distinguimos dos subcasos:
j=1
2.2.1. Si 0;(d;) > d;, empleando la definicién de la regla CEA podemos
obtener
CEA (01 (1) oy doy ooy 04 (44)) < CEA (01 (d) oy 05 () s o 3 ()
Teniendo en cuenta la definicién de d;, sabemos que

2.2.2. Si consideramos o; (d;) < d;, por la definicién de la regla C' E'A sabemos

que
CEA; (01 (d1),....dis ..., 00 (di)) > CEA; (01 (dv) , .., 0 (di) , ooy 0 (di))
y teniendo en cuenta la definicién de d;, obtenemos

Por lo tanto, o; (d;) = d; es una estrategia dominante para i € N. Asi, 0, (d;) =
d;, para todo 7, es un equilibrio en estrategias dominantes y la regla C E A es com-

patible con incentivos. [ |
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De esta manera, aplicando este mecanismo las empresas tienen que decir la ver-
dad sobre sus necesidades reales de recurso comin. Es facil encontrar ejemplos donde
la regla proporcional, como mecanismo directo no cumple la compatibilidad de incen-
tivos, porque si un agente incrementa artificialmente su demanda, entonces recibira
una mayor cantidad de recurso comtin. Por lo tanto, tiene incentivos para no declarar

sus necesidades reales tal como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.24 Sea (N, A, B,r,p,c) la situacion LPP descrita en el Ejemplo 5.183.
Sea (N, A, B,r,p,c) una situacion LPP con tres empresas, N = {1,2,3}, que pro-
ducen dos productos empleando dos recursos y necesitan permisos de emision de

diézido de carbono, donde

203

40 60 80 50

A= |1312 | BB i = ¥ 3= = 5(),
i 60 40 50 60

Consideremos la particion P' = {{1},{2},{3}} cuya demanda asociada es d* =
(20,20,25). Cuando aplicamos la regla proporcional al problema de bancarrota aso-

ctado a dicha particion obtenemos
PROP (P',50,d") = (15.38,15.38,19.23)

Por ejemplo, es facil comprobar que la empresa 1 tiene incentivos para ser deshonesta
y mentir, con objeto de obtener una mayor cantidad de permisos de emision, ya
que si solicita una cantidad supertor a 20 obtendria una cantidad superior a 15.38

aumentando ast su produccion y, por tanto, sus beneficios.

5.6. Comentarios

Se ha demostrado que si la aplicacién de una regla de bancarrota f a situa-

ciones LPP obtiene un reparto que pertenece al nicleo del juego de recursos pe-
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simista asociado a dicha regla, entonces, a partir de esa asignacién y por dualidad
podemos obtener elementos del niicleo del juego pesimista por lo que éste serd no

vacio.

El modelo presentado en este capitulo es un sistema de arbitraje, que dota al
gestor del recurso comun externo de dos instrumentos de gestién: una tasa (precio
fijo por unidad) y un limite (o tope) del recurso comuin, permitiéndose la transferen-
cia de utilidad entre las empresas. Por un lado, la introduccién del limite méximo
permite reducir progresivamente las tecnologias que abusan de los recursos natu-
rales. Esto se puede conseguir si el gestor del recurso actia de tal manera que
las condiciones del Corolario 5.12 se cumplan. En el caso de las emisiones de C'Os,
segtin el Acuerdo de Paris, su reduccién debe hacerse de forma progresiva cada cinco
anos, por lo que éstas reducciones podrian realizarse de tal modo que se alcanzaran
las condiciones del Corolario 5.12. Por otro lado, imponer una tasa garantiza dos
cosas. En primer lugar, aquellas tecnologias que requieran de una mayor cantidad
de recurso comuin externo se verdn sustituidas por tecnologias mads eficientes que
consuman una menor cantidad de dicho recurso, en el caso del ejemplo de las emi-
siones contaminantes, las tecnologias més contaminantes irdn dejando paso a nuevas
tecnologfas menos contaminantes que las sustituyan, debido al incremento del coste
de produccion por la necesidad de comprar mayor cantidad de permisos de emision.
En segundo lugar, proporciona ingresos para poder destinar fondos a dos tipos de
proyectos fundamentales: financiar proyectos I+D-+i para mejorar las tecnologias
productivas, que pueden incluir la sustitucién de las tecnologfas mas contaminantes
o menos eficientes por otras menos contaminantes, o méds eficientes tal y como se ha

mencionado previamente.

Las transferencias de utilidad entre las empresas se modelan por medio de juegos
TU con externalidades. Nuestro modelo ofrece ideas y herramientas para obtener

una asignacién sostenible del recurso comin externo permitiendo a su vez una dis-
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tribucion justa del mismo.

Con nuestro enfoque hemos sido capaces de encontrar un elemento del niticleo a
la Owen en el que la regla de bancarrota, una vez que se fija en el Corolario 5.12, o
con el uso de la regla C'E'A en el Corolario 5.17, forma parte de la construccién de la
imputacién. Ademds, la regla C'EA como mecanismo cumple con la compatibilidad
de incentivos y, por lo tanto, las empresas tienen un incentivo para declarar sus

necesidades reales de recurso comun externo.

El uso de la regla CEA en este contexto estd motivado por el hecho de que
asigna siempre una cantidad positiva para cada demandante y, de este modo no
se excluye a ninguna empresa del sistema. Ademads, se ha demostrado que la regla
CFEA, como mecanismo directo de asignacién, es compatible con incentivos y, por
lo tanto, declarar las verdaderas necesidades de recurso comiin es un equilibrio en
estrategias dominantes. Se pueden utilizar otras reglas de bancarrota como la pro-
porcional o la Talmud, que tampoco excluyen del sistema a ninguna empresa, pero
la regla proporcional puede dar lugar a insatisfaccién en la asignacion del recurso
comun (como se ha visto) y ambas, la regla proporcional y la Talmud, no son com-
patibles con incentivos, por lo que no declarar las verdaderas necesidades de recurso
comun podria ser una estrategia adecuada para las empresas y, consecuentemente,
la asignacion de recursos se realizararfa sobre una base no real de necesidades, lo

que podria conducir a una asignacién no estable.

Ademads del enfoque empleado en este capitulo mediante el uso de técnicas de
bancarrota, estas situaciones podrian abordarse mediante el diseno de otros modelos
diferentes, por ejemplo, mediante el empleo de subastas, que serdan objeto de estudio

en futuras investigaciones.



Capitulo 6

Algunos juegos de logistica

En el presente capitulo se aborda el estudio de situaciones de transporte de

eleccién muiltiple y se plantea un nuevo concepto de solucién para estas situaciones.

Una situacion de transporte describe una situacion en la que hay dos grupos de
agentes, proveedores y minoristas'. Cada proveedor posee un niimero fijo de unidades
de un bien y cada minorista quiere comprar un determinado nimero de unidades. El
transporte de una unidad de la mercancia entre un proveedor y un minorista genera
un cierto beneficio. El objetivo de los agentes cooperantes es maximizar el beneficio
total de la negociacién. Desde Shapley y Shubik [68], donde se introdujeron los juegos
de asignacién asociados a problemas de asignacién, se han desarrollado diferentes
generalizaciones relacionadas con los modelos de mercado bilateral y situaciones de
transporte. Los juegos de mercado bilateral y los juegos de transporte se estudian
desde la perspectiva de la Teorfa de Juegos en Thompson [70], Samet et al. [57],
Sénchez-Soriano [58], Sanchez-Soriano et al. [59] [60], entre otros. Se demostré que

estos juegos tienen un nticleo no vacio mediante la construccién de un elemento del

1Un problema de transporte puede verse también como una situacién de mercado bilateral.

119
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nucleo a través del programa dual. Al conjunto de todos los elementos obtenidos
de esta manera se denomina conjunto de Owen. Llorca et al. [42] caracterizan el
conjunto de Owen de los juegos de transporte. Un enfoque diferente, cooperativo-

competitivo, se da en Fragnelli y Sanchez-Soriano [19].

Los juegos cooperativos de eleccién miiltiple introducidos por Hsiao y Raghavan
[32] y [33] y van den Nouweland et al. [51] son extensiones naturales de los juegos
cooperativos tradicionales. En un juego cooperativo clésico cada jugador puede tener
s6lo dos opciones relacionadas con la cooperacién, participar o no, mientras que en
un marco de elecciéon miiltiple cada jugador puede tener varias oportunidades de

participacién dentro de un conjunto finito de niveles de actividad.

En la clase de juegos de eleccién muiltiple, se han definido varios conceptos de
solucién inspirados en el nicleo (Gillies [23]). Una extension del nicleo de los juegos
de eleccién multiple con utilidad transferible fue propuesta por van den Nouweland
et al. [51]. Grabisch y Xie [24] estudiaron el prenticleo de un juego de eleccién multi-
ple que contiene al nicleo. Un estudio del niicleo en el contexto de los juegos de clan
de eleccién multiple se presenta en Branzei et al. [8]. En este capitulo se considera
también una extensién diferente del nicleo en juegos T'U de eleccién muiltiple de-
nominada el nicleo de Owen. Este concepto de solucién se inspira en el niicleo por

unidad de nivel introducido por Hwang y Liao [36].

6.1. Juegos cooperativos de eleccion miiltiple

En un juego cooperativo de eleccién miiltiple cada jugador tiene un mimero
finito de niveles de actividad con los que puede cooperar con los otros jugadores.
En términos generales, los juegos cooperativos T'U cldsicos pueden ser vistos como

juegos cooperativos de eleccion miiltiple donde cada jugador tiene sélo dos niveles
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de actividad: participar plenamente y no participar en absoluto.

Los juegos cooperativos de elecciéon miiltiple fueron introducidos por Hsiao y
Raghavan [32] y [33], y extensamente estudiados también en Calvo y Santos [9],

Calvo et al. [10], van den Nouweland [50] y van den Nouweland et al. [51].

A continuacién se introducen los conceptos bésicos en juegos cooperativos de

eleccion miiltiple.

Sea N un conjunto de jugadores finito no vacio, de la forma {1,...,n}. En un
juego de eleccién multiple cada jugador ¢ € N tiene un nimero finito de niveles
de participacién con los que puede elegir jugar. En general, el niimero de niveles
de actividad de dos jugadores puede ser diferente. La recompensa que un grupo de
jugadores puede obtener depende del esfuerzo de los jugadores que cooperan. Esto
se formaliza suponiendo que cada jugador i € N tiene m;+ 1 niveles de participacién
con los que jugar, incluyendo la no participacién. Denotamos por M; = {0, ..., m;}
al conjunto de niveles del jugador ¢, donde el nivel 0 significa no participar. En el
contexto de eleccién muiltiple los elementos de MY = H M; se denominan coaliciones
y la coalicién m = (my, ..., m,,) juega el papel de la gfiavn coalicion en los juegos T'U
clésicos. La coalicién vacia (0, ...,0) también se denota por 0. Para su uso posterior
se introduce la notacién M;" = M; \ {0}. La funcién caracteristica v : MY —
R con v (0,...,0) = 0 proporciona, para cada coalicion s = (si,...,s,) € MY, el
beneficio que los jugadores pueden obtener cuando cada jugador ¢ juega con su nivel

de actividad s; € M;.

Para representar de forma sencilla ciertos aspectos de los juegos de eleccién

multiple necesitamos introducir la siguiente notacién.

Definicién 6.1 Una matriz incompleta, [a;;] coni € N yj € {1,...,mdx{mq,...,m,}},

es una matriz tal que a;; € R, sii € N yj < m;, ya;; se representa por (x), si
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1€ N yj>m,;.

Para operar con estas matrices se adopta el convenio siguiente

x X k=0,% X% =%, %x+k =k yx 4% =x, tal que k € R.

Definicién 6.2 Dados N = {1,...,n} y el vector m = (my,...,m,), el conjunto de
todas las matrices incompletas con n filas, max {m;} columnas y m; valores reales

en la fila i-ésima se representa por MY

Definicién 6.3 Un juego cooperativo de eleccion mailtiple es una tripleta (N, m,v),
donde N es el conjunto de jugadores, m € (NU{0})" es el vector que describe el
nimero de niveles de actividad para todos los jugadores yv : MY — R es la funcion

caracteristica.

Cuando no hay posibilidad de confusién se denotara el juego (N, m,7) por U y
el conjunto de todos los juegos de eleccién miiltiple con un conjunto de jugadores N

por MOV,

Definicién 6.4 Una matriz de pagos para el juego v es una matriz incompleta x €

MY donde cada una de las filas representa los pagos por nivel de un jugador.

Definicién 6.5 Se define el vector de pagos agregados X como la cantidad que

percibe cada jugador por todos sus niveles de actividad.

Cabe preguntarse cémo se relacionan ambos conceptos, es decir, qué relacién
existe entre el vector de pagos por nivel de un jugador y el vector de pagos agregados
de dicho jugador. A continuacién se establece dicha relacién utilizando los operadores

pago agregado y distribuciéon de pagos por nivel.
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Definicién 6.6 El operador pago agregado es una funcion I1 : MY — RY tal que,
Vo € M%, I(x) = - Liaxgm;}, donde lyaxim,y €s el vector columna con todos sus

elementos iguales a 1.

Definicién 6.7 FEl operador distribucion de pagos por nivel es una aplicacion 1171 :

RY — MY en la que, VX € RN, II" (X)) = {z € M]] !m + Lingfmsy = X }

El operador pago agregado le asigna a cada agente la suma de lo que obtiene con
todos y cada uno de sus niveles de participacién. El operador distribucién de pagos
por nivel divide el pago agregado que obtiene un agente entre todos sus niveles de

participacion.

Ejemplo 6.8 Considérese una situacion en la que hay dos jugadores N = {1,2}.
El primer jugador tiene dos niveles de participacion, mientras que el sequndo sdlo

tiene uno. Supongamos que la matriz de pagos viene dada por
2 3
1 x|
Mediante los operadores I1 y II=1 se obtendrian las siguientes asignaciones.
23|  [23][1] [>»
Los| |1 ]| 1] |1]
5 | b |
=Y " a+b =5Y.
1 1

Definicion 6.9 Un juego © € MCYN es 0-normalizado si ningiin jugador puede

IT

Hfl

ganar algo trabajando por si solo, es decir, v(je') = 0, para todo i € N y j € M,,

dondee! = [0,0,...,.1 ,0,...,0
N

i
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Definicion 6.10 Un juego v € MCN es aditivo si el valor de cada coalicion s es
tqual a la suma de los valores de los jugadores cuando estos trabajan solos con el
nivel que trabajaban en s, es decir, v(s) = Y. v(s;e’), para todo s € M™.
iEN

Sean x e y dos matrices de pago para el juego U, decimos que x es débilmente

menor que ¥y si, para cada s € M%),
X(s) =2 > mw< DD yin=Y(s):
iEN k=1 iEN k=1

Obsérvese que esto no implica que x;; < y;; para todo i € N y j € M;". El ejemplo

siguiente ilustra este punto.

Ejemplo 6.11 Sea (N, m,v) un juego de eleccion mailtiple con N = {1,2}, m =
(2,1) y 9((1,0)) = v((0,1)) = 1, 9((2,0)) = 2, v((1,1)) = 3 yv((2,1)) = 5.

Consideramos las matrices de pago x y z definidas por

[l

La matriz de pago, x es débilmente menor que z, ya que X ((1,0)) < Z((1,0)),
X ((1,1)) < Z((1,1)) y X (s) < Z(s), para cualquier s. Esto es debido a que el
jugador 1 obtiene 3 por jugar con su sequndo nivel en ambas matrices de pago,
aunque segin la matriz de pagos z, el jugador 1 consigue 2 por jugar con su primer
niwel y, de acuerdo con la matriz de pagos x, el jugador 1 consigue sélo 1 con su

primer nivel.

Dado v € MC¥V, una matriz de pagos z € MY se dice que es eficiente si X (m) =
m;
> > x;; = U(m) y se denomina racional por incremento de nivel si, para todo
iENj=1
i € Nyj € M, z; es al menos el incremento del valor que el jugador i puede

obtener cuando trabaja sélo y cambia su actividad del nivel 7 —1 al nivel j, es decir,

i 20 (je") = v ((j —1)¢€").
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Definicién 6.12 Dadov € MCY, una matriz de pagos x € MY es una imputacion

de U si es eficiente y racional por incremento de nivel.

Denotamos el conjunto de imputaciones de un juego v € MC™ por I(v). Puede

observarse que

I(0) # @< Y v(mie’) <B(m).

Definicién 6.13 (Nouweland et al., [51]) El nicleo de un juego de eleccion multiple
v € MCY se compone de todos los © € 1(v) que satisfacen X (s) > v (s), para todo
se MV,

C(0) ={x € 1) ]| X(s) >v(s), para todo s € M™}.

Definicién 6.14 (Grabisch and Xie [2/]) El preniicleo de v € MC" wviene dado por
PC(0) = {x € MY | X(m) =0(m) y X(s) >0(s), para todo s € M™}.

Ndotese que el prenticleo es una generalizacion directa del nicleo de los juegos coope-

rativos con utilidad transferible en forma de funcion caracteristica.

6.2. Juegos de transporte

Un problema de transporte describe una situaciéon en la que las demandas
de cierta mercancia por los minoristas deben ser cubiertas por las ofertas de los
proveedores de dicha mercancia. El transporte de una unidad del bien desde un
proveedor hasta un minorista genera un cierto beneficio. El objetivo de proveedores

y minoristas es maximizar el beneficio total derivado del transporte.

Formalmente, sean P el conjunto de los proveedores y () el conjunto de minoris-

tas. El proveedor ¢ € P tiene p; articulos del bien y el minorista j € () necesita
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g; unidades. Por lo tanto, la oferta del bien del proveedor i € P es de p; unidades
y la demanda del minorista j € @ es de ¢; unidades. Supondremos que tanto las
ofertas, p;, como las demandas, ¢;,son nimeros enteros positivos para todo i € Py
J € @, suponemos ademads que se trata de bienes indivisibles. El hecho de no tener
en cuenta ofertas y demandas iguales a cero es porque en ese caso los proveedores o
minoristas implicados serfan irrelevantes, ya que no tendrfan nada que suministrar
o que demandar. El beneficio de la venta de una unidad del bien entre el provee-
dor 7 y el minorista j es b;;, un nimero real no negativo. Todos estos beneficios se
encuentran recogidos en una matriz B = [b;j];cpjeq- Por lo que, un problema de
transporte 7 se puede describir por la 5-tupla (P, Q, B,p,q), donde p = (p;)icp v
q = (gj)jeq son los vectores que contienen, respectivamente, las ofertas y demandas

de la mercancia.

El problema cldsico de transporte se puede modelar de varias maneras. En el
modelo clésico el objetivo es determinar el nimero de unidades a transportar desde
cada proveedor i para satisfacer la demanda de cada minorista j, de manera que
se consiga el méximo (minimo) beneficio (coste). Por lo tanto, el problema puede

escribirse como

> ti; < pi, para todoi € P

JeQ
max Z bijtij Z t;j > q;, para todo j € Q) )
(i,§)EPXQ E€P

tij € Z4, paratodoi € Py j € Q

donde t;; representa la cantidad de bien transportada desde i a j.

Una condicién necesaria para que dicho problema sea factible es que la suma
de las ofertas sea mayor o igual que el total de las demandas, es decir, >, pp; >
> jeq 4j- St esta condicién se cumple con igualdad, el problema se denomina equili-
brado y, en este caso, las desigualdades de las restricciones se pueden sustituir por

igualdades.
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Nuestro interés se centra en asociar un juego cooperativo con utilidad transferi-
ble a cada problema de transporte. Asi pues, para cada subconjunto de jugadores,
nos gustaria poder relacionar el valor de la funcién caracteristica con el valor del
subproblema de transporte correspondiente. Sin embargo, s6lo podrfamos considerar
aquellos programas en que se cumpliese la condicién adicional ), ., p; > > e U-
Para evitar situaciones en las que dicha condicién no se verifica, usaremos un proble-
ma de transporte que se puede describir de la siguiente manera: “cémo alcanzar el
méximo beneficio transportando desde los proveedores a los minoristas tanto como
sea posible”. Ademds, se exige que cada minorista reciba a lo sumo una cantidad
igual a su demanda. En estas condiciones, el programa correspondiente puede ser

formulado como

> tiy < pi, para todoi € P

JEQ
max Z bijtij | > ti; < ¢, para todo j € Q
(1.5)€PXQ |

tij € Z4, paratodoi € Py j €@

Como la matriz del sistema de restricciones es totalmente unimodular (véase
Murty [47]) y los vectores de ofertas y demandas son enteros, todos los puntos
extremos del poliedro factible tienen coordenadas enteras (la demostracién se puede

consultar en Schrijver [63]).

El problema dual del problema anterior relajado vendrda dado por el siguiente

programa lineal

min {szul + Z q;V;

iEP JjEQ

Ui+Uijij,Vi€P,VjEQ
ui,v; >0, Vi€ PYjeQ. '

Un plan de transporte 7' = [t;;]icpjeq €5 una matriz de nimeros enteros no
negativos, donde t;; es el nimero de unidades del bien que se han de transportar
desde el proveedor 7 al minorista j. Cada proveedor i € P no puede suministrar

més de p; unidades del bien, ) jeqliy < b Anélogamente, cada minorista j € @)
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necesita recibir a lo sumo ¢; unidades, > .., t;; < ¢;. El maximo beneficio que los

proveedores y minoristas pueden alcanzar es

v,(7) = max Z bi;ti; | T es un plan de transporte
(1,3)EPXQ

Un plan de transporte 7' se denomina también una solucién factible para el

problema de transporte 7. Un plan de transporte es 6ptimosi > b;;ti; = v,(7).
(1,J)ePxQ

Para el problema dual del problema de transporte relajado denotamos su valor

6ptimo por:

va(T) = min {szuz U Z 4595

i€P JjEQ

ui+vj2bij,ViEP,Vj€Q
u,v; >0, Vi€ PVYjeEQ. '

Ademsés, es conocido que v,(7) = vg(7T).

Dado un problema de transporte 7', se construye el juego cooperativo de utilidad
transferible (V, v) correspondiente, teniendo en cuenta que el conjunto de jugadores,
N = P U Q, estd formado por dos conjuntos disjuntos de agentes, proveedores y
minoristas. Sea S C N, S # & una coalicién de jugadores, denotaremos por Pg =
PNSy Qs = QNS asus respectivos proveedores y minoristas. Si S = Pg, entonces no
hay minoristas presentes en S y, por lo tanto, los proveedores de S no pueden enviar
sus mercancias. En este caso, el valor v(.S) de la coalicién S es cero. Anédlogamente,
si S = Qg entonces los minoristas en S no pueden recibir ninguna unidad del bien y
v(S) = 0. En cualquier otro caso, el valor v(S) depende de todos los posibles planes
de transporte para dicha coalicién. Un plan de transporte, 7'(S), para la coalicién

S es un plan de transporte para el problema de transporte correspondiente a la
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coalicién, es decir, para Tg := (Ps, Qsg, [bijlicps.jcQq, (Pi)ieps, (4j)je0s)- En este caso,

v(S) = v(Ts)= max > byl

(1,5)EPsxQs

sa: » t;; <p;, paratodoi € Pg
JEQs
> tij < g, para todo j € Qg
i€Ps

tij € Z4, paratodoi € Psy j € Qs

es el valor para la coalicién S.
Denotaremos por T'G el conjunto de todos los juegos de transporte.

Cuando todas las ofertas, p;, y las demandas, g;, son iguales a 1, obtenemos
problemas de asignacién, denominados asi porque se pueden interpretar como el
problema de asignar los proveedores a los minoristas. En los juegos de asignacion
finitos (Shapley y Shubik, [68]) el niicleo coincide con el conjunto de soluciones duales
Optimas para el problema correspondiente a la coalicién total. En Sénchez-Soriano
et al. [60] se muestra que en los juegos de transporte finitos el conjunto de soluciones
duales 6ptimas permite obtener elementos que estédn en el nicleo, pero no genera

todo el nicleo.

Dado un problema de transporte (P, Q, B, p, q), el conjunto de Owen asociado a

dicha situacién se define como,

OwenSet(P,Q, B, p,q) = {:1: e RN

A(e; B) € O4(N) tal que x; = pjoy; sii € P
y zj =q;P;sij€Q ’
donde Oy4(N) denota el conjunto de las soluciones duales para la gran coalicién, es

decir,
O4(N) = arg min {Zpiozi + quﬁj i + B, > tij, 04,8, > 0,Vi € PYj € Q} .
(@) | icp j€Q
Cualquier elemento del conjunto de Owen proporciona un elemento del micleo del

juego correspondiente.
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Cada elemento ay,i € P, f;, j € Q, de un vector (a; ) € Oq(N) representa el
beneficio que un proveedor o un minorista obtendra por unidad de sus bienes. En
Sénchez-Soriano et al. [60] se presenta un andlisis detallado de la relacién entre el

nicleo y el conjunto de Owen de una situacién de transporte.

Ejemplo 6.15 Consideremos el problema de transporte T =(P,Q, B,p,q), con P =

(1,2}, Q= {12}, p={3.2}, g = {11} y B = 1 110].

El problema de transporte correspondiente a la gran coalicion seria,

max ty; + tig + to; + 10ta
sa it +t12<3
fo1 + lgg < 2
tin+t21 <1
t1g + 122 <1
ti; >0, paratodot€ Py j€Q.

Su dual tiene la siguiente expresion:

min 3o + 200 + 31 + 5,

sa: ap+f; > 1, para todo j € Q
az+f; >1
as + B4 > 10
@;,3; > 0, para todoi € P, j € Q.

En este caso, el conjunto de dptimos duales estd formado por un tnico punto,
04(7T) ={(0,0;1,10)}, que a su vez es también el unico elemento del nicleo que se
puede obtener usando los precios dados por el problema dual para la gran coalicion.
Sin embargo, el punto (0,1;1,9) es un elemento del nicleo del correspondiente juego
de transporte que no se puede obtener a través del dual. Por lo tanto, el conjunto de

Owen estd estrictamente contenido en el nicleo.
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Dados dos juegos (N, v) y (N, w) de transporte finitos y un escalar (positivo) A,
el juego producto por un escalar (N, \v) es un juego de transporte, sin embargo,
el juego suma (N, v + w) no es en general un juego de transporte. Por otra parte,
los juegos de transporte son O—normalizados y superaditivos. Ademds, como su
funcién caracteristica es no negativa también son monétonos. Respecto a los tipos
de jugadores debemos senalar que cada jugador de P es complementario con cada

uno de @, pero los jugadores de P y () son sustitutos entre si.

6.3. Juegos de transporte de elecciéon miiltiple

En los apartados anteriores se han introducido los juegos de eleccién miltiple,
asi como los juegos de transporte clasicos. Nos planteamos ahora analizar los juegos
de transporte en un contexto de eleccién miltiple. Para ello, las ofertas y las deman-
das se considerardn como los diferentes niveles de participacion de los jugadores en

el juego. En el siguiente ejemplo se ilustra esta situacion.

Ejemplo 6.16 Considérese la siguiente situacion en la que hay un proveedor P =
{S1} que tiene tres lotes de fdarmacos en venta y dos minoristas Q = {B, Bs}
que cada uno quiere comprar dos lotes de dicho farmaco. El proveedor debe decidir
a quien vende los lotes, obteniendo como beneficio por la venta de cada uno de
ellos 1 euro. Supongamos que el proveedor ha decidido vender dos lotes del farmaco
al minorista 1 y un lote al minorista 2, obteniendo un beneficio total de 3 euros.

Asociado a esta situacion podemos definir el siguiente juego cooperativo (N, v):
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pero, ademds, podriamos definir el siguiente juego cooperativo de eleccion mailtiple

(N,m,v):

( )=0
( ) =1, Vby,by tal que by + by > 1
U (2;b1,b2) = 1, Yby,by tal que by + by = 1
U (2;01,b2) = 2, Vby,be tal que by + by > 2
( ) =1, Vby,by tal que by + by =1
( ) = 2, Vby,by tal que by + by = 2
( ) =3, Vby,by tal que by + by > 3.

Sabemos que en las situaciones de eleccién miltiple debemos indicar con qué
grado de participacién se involucra en la coalicion cada uno de los jugadores. En
nuestro caso denotaremos por r el vector que representa el nivel de participacién de
cada uno de los proveedores, es decir, el nimero de unidades que cada uno de ellos
oferta y por s el vector de los niveles de participacién de los minoristas, es decir, el

nimero de unidades que cada uno de ellos quiere comprar. Se define

car(r)={i € P| r;> 0} ycar(s)= {j € Q| s;;> 0}.

Definicién 6.17 Sea 7 =(P,Q, B,p,q) un problema de transporte, un juego de
transporte de eleccion mailtiple es una tripleta (N, m,v), donde N = PUQ, m =
(p;q) es el perfil de participacién mdxima de los jugadores y v : MY — R es la
funcion caracteristica, con v(0;0) = 0, que especifica el valor para cada coalicion
(r;s) € MY,

v(r;s) =

Z(i,j)GC:&ur(r)><calr(s) bijtij |
max { T (car(r)Ucar(s)) es un plan de transporte factible para

(car (r), car(s), [bij]i@ar(r)decar(s) T, 3)

Se denotard por T'GM el conjunto de todos los juegos de transporte de eleccién

miiltiple.
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Ejemplo 6.18 Sea (P,Q, B,p,q) una situacion de transporte, con un proveedor,
P = {1}, el cual posee tres lotes de farmacos, p = (3), y dos minoristas, Q) = {2, 3},
que demandan dos lotes cada uno, ¢ = (2,2) y B = (1,1). La funcidn caracteristica,
para las coaliciones con valor no nulo, del correspondiente juego de transporte de

eleccion maltiple viene dada por

7(1;1,0)=1, v(12,0)=1, v(1,0,1)=1, v(1,0,2) =1,

7(2:1,0) =1, (2:2,0)=2, 5(20,1)=1, 7(2:0,2) =2,

7(3:;1,00=1, 9(3:2,0)=2, 9(3,0,1)=1, 7(3.0,2) =2,
y

T(1A,1) =1, 7(121) =1, 5(1;1,2)=1, v(12,2) =1,

1
7(2;1,1) =2, v(22,1)=2, (212)=2, 7(22,2) =2,
(3:1,1) =2, 1(3:2,1)=3, 1(3:1,2) =3, 7(3:2,2) =3.

<

6.4. Conceptos de solucién tipo niticleo

Al igual que se estudian los conceptos de solucién tipo nicleo en los juegos
de transporte cldsicos, estos conceptos de solucién pueden analizarse en el contexto
de los juegos de transporte de eleccién multiple. En esta seccion, se estudiard como
son el nticleo y el preniicleo de los juegos de transporte de eleccién multiple. Y Se
introducird otro concepto de solucién para los juegos-T'U de eleccién miiltiple tipo
niicleo llamado nicleo de Owen. En el siguiente ejemplo se ilustra como queda el

nicleo y el prenticleo de un juego de transporte de eleccién multiple.

Ejemplo 6.19 Retomando la situacion de transporte descrita en el FEjemplo 6.18,
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el niicleo del juego de transporte de eleccion mailtiple quedaria como:

C (N, (p;q),v) =
Ty > v(1 0,0) — (o 0,0) )
T13 > 6(3 0 O) 6(2 0,0) , .
_ B ractonalidad por
yu 2 v(0:1,0) = 9(0,0,0) incremento de mivel
i Tz s Y12 > 7(0;2,0) — 7 (0;1,0)
b e x Y1 > T(0;0,1) —7(0,0,0)
Y21 Y22 0k Yoo > E(O'O 2) (O 0 1) )
bl b2
X (r1;81,82) = Z%k + >y + D Yok > U (11:51,52)
k 1 k:l k:l
X (3,’2,2) = lek + Zylk + Zygk = 5(3;2,2)
L =1 k= k=1 J

Dado que
11 > v(1;0,0) —v(0,0,0)=0—-0=0,
x12 > 0(2;0,0) —7v(1,0,0) =0—-0=0,
x13 > 7(3;0,0) —7(2;,0,0) =0—-0=0,
y11 > 0(0;1,0) —7(0;0,00 =0—0=0,
Y12 20 (0;270) (071}0) =0-0= 07
Y21 > 0(0,0,1) — 5 (00,00 =0—0=0,
Y20 > 0(0,0,2) —7(0;0,1) =0—0=0,
entonces
C (N, (p;q),0) =
b1 ba
T Tiz 13 X (r1;51,82) = Zﬁlk + >y + D Yok > U (1r1:51,52)
k=1 k=1 k:l

Y Yz X 2

3
Yar Y2 ¥ X (3:2,2) = Ywu+ Yy + Zygk =7(3:2,2)
k=1 k=1 k=1
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Y el preniicleo queda descrito por

(
11 T12 T13

PC(Na(PK])aE) = Y11 Y2 ¥

(L Y21 Y22 X

X (11;81,82) > 0 (71;51,52)
X (32,2) =7(3,2.2)

Yo1 = Y22 =0
0<yn <1

0<ya <1

T+ x> 1

T +yn =1

T+ Y > 1

11+ T2 + Y11 = 2
11+ T12 + Yo1 = 2
0<z13<1

PE (BrDad) - (8288

11 T12 T13
= Y11 Y2 X

Yo1 Y22 ok

V

Por lo tanto,

C (N, (p;q),v) = PC (N, (p;q),0).

Lo visto en el anterior ejemplo no se trata de una situacién particular sino que, en
general, el nicleo y el prentcleo coinciden tal y como muestra la siguiente proposi-

cion.

Proposicién 6.20 Dado un problema de transporte (P,Q, B,p,q). Sea (N, (p;q),7)

el juego cooperativo de eleccion maltiple asociado, entonces se tiene que

C (N, (p;q),v) = PC (N, (p; q), D) .

Demostracién. Basta con observar que las restricciones correspondientes a la
racionalidad por incremento de nivel se reducen a que los pagos por nivel sean

mayores o iguales a 0, lo que implica que el niicleo y el prenticleo coinciden. [ |
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A continuacion estudiaremos la relacién entre el micleo del juego de transporte
clésico y el nticleo del juego de transporte de eleccion multiple. Para ello haremos uso
de los operadores pago agregado y distribucién de pagos por nivel (véase la Seccién

6.1). En la siguiente proposicién se establece dicha relacién.

Proposicién 6.21 Dado un problema de transporte (P,Q, B,p,q). Sean (N,v) y
(N, (p;q),0) el juego cooperativo y el juego cooperativo de eleccion multiple asociado,

respectivamente, entonces se tiene que,

L II(C (N, (p;9), 7)) C C(N,v).
2.VX € C(N,v), T"H(X)NC(N,(p;q),v) # 2.

Por lo tanto, I1 (C (N, (p;q),v)) = C (N, v).

Demostracion.

Sea x € C' (N, (p;q), ), entonces X (r,s) > v (r,s),V (r,s) € M". En particular,
VS C N, X (ps,qs) = U (ps,qs) = v (S). Ademds, se tiene que

Di qi
X (ps,qs) = ZiePﬂS lew + ZieQﬁS lezy =
Jj= J=

. e T
> ierns € T Lmax{pig} + ZjeQﬂS " T Lax{pig} = Dies€ (7)),
por lo tanto,

> eI (z) > v (S) VS CN.
€S
Lo que implica que II (z) € C' (N, v).

Sea X € C'(N,v), entonces

Y Xizv(S)VSCN,y > Xi=v(N).

€S 1EN

Tomamos xj, = X;, Vi € N,y j; =0,Vj > 1 Vi€ N. Sea (r;s) € MV,
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X' (r;s) = sziﬂ + ZZSC;J = Z X + Z X; > v (car (r)Ucar(s)) .

ieP j=1 ke@ j=1 i€ car(r) i€ car(s)

Sea T = car (r) U car (s), entonces
X' (ris) 2 0(T) =0 (pr,gr) 20 (r3s),

ya que cualquier solucién factible del problema (car (r), car (s), By, r, s) es factible
en (car (r), car (s), Br, pr, qr). Porlo tanto, 2/ € II"* (X) pertenece a C (N, (p; q),v).
[ |

El operador de pago transforma C (N, (p;q),7) en C (N, v) de forma univoca.
Sin embargo, el operador distribucién de pagos por nivel sobre C' (IV,v) s6lo nos

garantiza que alguno de sus elementos pertenezca a C' (N, (p;q), 7).

Al igual que en los problemas de transporte clédsicos estudiamos el conjunto de
Owen, en los juegos de transporte de eleccién miiltiple analizaremos un concepto de

solucién andlogo que denominamos ntcleo de Owen.

Un vector de pagos por unidad es una funcién y : N — R, donde y;, = y(h)
representa el pago por unidad que el jugador h recibe, para todo h € N. Por lo
tanto, my -y es el pago total que recibe el jugador h, es decir, cada jugador recibe

el mismo pago por cada una de las unidades que tiene.

A partir de un vector de pagos por unidad se puede obtener una matriz incom-
pleta de pagos, = € Mé\;;q), considerando xp;, = Y, para todo h € N y k € M,;

donde cada agente recibe la misma cantidad por cada uno de sus niveles.

Definicién 6.22 Dado el problema de transporte (P, Q, B, p,q), sea (N, (p;q),v) el

juego de eleccion miltiple asociado. El micleo de Owen para el juego de transporte
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de eleccion maltiple (N, (p;q),v) se define como

Thi = Yn, para todo h € N y k € M},
OwenCore (N, (p;q),0) = | € My | X(p;q) = 0(p;q),
X(r;s) > v(r;s) para todo (1;s) € MCNm

Resulta sencillo comprobar que el nicleo de Owen estd incluido en el nicleo
y cada uno de sus elementos representa una distribucién estable en la que a los

jugadores se les paga por igual en todos sus niveles.

Proposicién 6.23 Sea (P,Q, B, p,q) un problema de transporte y (N, (p;q),v) el

juego de transporte de eleccion mailtiple asociado con él. Entonces,

OwenCore (N, (p;q),v) C C (N, (p;q),7).

Demostracion. La demostracion se sigue de la propia definiciéon del OwenCore.

Ejemplo 6.24 Continuando con el Ejemplo 6.19 se ilustra cdmo quedaria el nicleo

de Owen:

( T11 = T12 = T13 )

[ T11 Ti2 T13 Y11 = Y12
OwenCore (N, (p;q),v) = Y11 Y12 * Yo1 = Y22

| Y21 Y22k X (r1351,82) > U (r1;51,52)

\ X (3:2,2) =7(3:2,2) )

([1 11

= 00 x| pCC(N,(p;q),0).
(L0 0 =«
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La inclusién del niicleo de Owen en el niicleo del juego puede ser estricta como

ilustra el ejemplo anterior.

A continuacién se establece la relacién entre el conjunto de Owen y el nicleo de

Owen.

Proposicién 6.25 Sea (P,Q, B,p,q) un problema de transporte y sea (N, (p;q),v)
el juego de transporte de eleccion mailtiple asociado con él. Entonces, existe una
biyeccion entre el conjunto de Owen, OwenSet(P,Q, B,p,q), y el nicleo de Owen,

OwenCore (N, (p;q),v). Por lo tanto, el nicleo de Owen es no vacio .

Demostracién. Sea X = (71, ,Yn) un elemento del OwenSet(P,Q, B,p,q) # &
tal que X; = pjay, sii € P,y T; = q;B;, si j € Q, donde (a; B) € Og(N). Entonces

la matriz incompleta de pagos

X1 Xy R g

P1 p1  dh
R - eIl (X)

X, X, i}

dn dn

En primer lugar, sabemos que I1 (Z) = 9(p; ¢) = v(N) porque el vector («; () es

solucién 6ptima del problema dual asociado a N.

Sea (r;s) € MY, entonces, se tiene que el problema dual asociado al problema
de transporte 7 (r,s) = (car(r), car(s), Bar(r)icar(s)), 5 ) viene dado por:
min E'iEcar(r) piui + Zjecar(s) qjV;
s.a: w+v; > b, Vié€car(r),V j € car(s)
ui,v; >0, Viecar(r),V j e car(s).

Ahora es sencillo comprobar que el vector («; 3) es una solucién factible para ese

problema. Por lo tanto, se tiene que
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Z ri0 + Z Sjﬂj > vg (T (r,s)) =0(r;s).
i€car(r) j€car(s)
Por lo tanto, T € OwenCore (N, (p; q),v) y, en consecuencia, al micleo C (N, (p; q),v).
Ademds, es inmediato comprobar que T es el tinico elemento de IT™! (Z) que pertenece

al OwenCore (N, (p;q),7).

A la inversa, sea
11 ... Tipy * ... X

Tyl oo Tpg, ¥ o X

un elemento del nicleo de Owen, es decir, z, = Y, para todo h € N y k € M,",

entonces 11 (x) = (p1y1, ey Qnyn)~

Por otra parte, el problema dual asociado a /N es el siguiente:

min ZiePpiui + ZjeQ qjV;
S.a . Ui+Uijij,Vi€P,VJ€Q
Ui,UjZO, V’LEP,V]GQ

Entonces, como x estd en el OwenCore (N, (p;q),T) se tiene que

Yi + Y; >v (627 ej) = bzg

Por lo tanto, el vector (yi, ..., ¥,) es una solucién factible del problema dual. Pero,
como sabemos que Y ;. p Yi+) o ¥i = V(p; q) = v(NN) porque x € OwenCore (N, (p; q), ),
(Y1, .-, Yn) €s una solucién 6ptima del problema dual. Por lo tanto, I (z) pertenece

al conjunto de Owen.

La biyeccion existente, a través del operador de pagos agregados, entre el con-

junto de Owen y el niicleo de Owen en los juegos de transporte de eleccién multiple
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permite que, desde el punto de vista de los beneficios agregados, ambos modelos
(clasicos y de eleccién multiple) puedan ser considerados como equivalentes. Mien-
tras que desde un punto de vista desagregado no lo son, porque en el modelo de
eleccion muiltiple obtenemos informacion sobre cémo cada agente consigue una de-

terminada cantidad por cada unidad de cada uno de sus recursos.

6.5. Un nuevo concepto de solucién

En esta seccién introducimos un nuevo concepto de solucién para la clase de
los juegos T'U de eleccién muiltiple. La motivacién para considerar un nuevo conjunto
de soluciones se basa en que el niicleo, aunque es no vacio, puede tener puntos muy

extremos.

La nueva solucién que se propone se basa en la simetria existente entre los ju-
gadores de P y de ) a la hora de generar beneficio, es decir, para generar beneficio
siempre es necesaria la participacién de un jugador de P y un jugador de (). Por
esta razon, parece razonable pensar en la distribucién igualitaria del beneficio entre
pares. Esta idea da lugar a la nueva solucién, que estard muy relacionada con la
propiedad estandar para 2 jugadores que podemos encontrar en la caracterizacién

de numerosas soluciones en teoria de juegos (Sanchez-Soriano [61]).

Por ello, llamaremos a la nueva solucién conjunto de contribuciones igualitarias

por pares (EC).

Ejemplo 6.26 Consideremos de nuevo la situacion del Ejemplo 6.18 en la que hay
un proveedor, que tiene tres lotes en venta, y dos minoristas, que demandan dos lotes

cada uno. En el juego de transporte de eleccion maltiple correspondiente podemos
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considerar el siguiente conjunto de

(

re MV

\

<
N
=

=S
. ®
w

A\VARAYS |\/ I\/ |\/ I\/ I\/

1;2,2) —
2:2,2) —
(3;2,2) —
(3;1,2) —
(3 2,2) —
1)
,2)

<

(1;
(

S{EEESTEERST IS (A S S|

[\]
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matrices incompletas:

J

que representan el conjunto de contribuciones marginales por nivel de los agentes.

Sin embargo, dada la estructura de los problemas de transporte, parece mdas ra-

zonable considerar una contribucion igualitaria, puesto que su contribucion depende

de forma simétrica de otro agente:

Ty 2
T12
T13
Y11
Y12

IV IV IV IV IV IV IV

@ (1;2,2) —7(0;2,2
(©(2;2,2) —v(1;2,2
(0(3;2,2) —7(2;2,2
(¥(3;1,2) =5 (3;0,2
@(3;2,2) —v(3;1,2
((3;2,1) —7v(3;2
(0 (3;2,2) —7(3;2
12) =7(3;2,2)

=N O M= o= M= D=
< .

-

NS

- ~

-

Este conjunto de restricciones nos define el siguiente conjunto de matrices incom-

pletas que llamaremos de contribuciones igualitarias por pares:

EC (N, (p;q), )

¢

T11

Y11
Y21

T12 T13
Y2 *
Yoo ¥

T
T12
T13
Y11
Y12
Y21
Y22

>
w

(A\VARAVARLY]

O v O NI ol Nl o=

(AVAR AVAR\VARLV]

2,2) =7(3,2,2)
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St consideramos el operador de pago agregado 11 obtenemos:

1
I+y+z:—}.

II(EC (N, (p;q),v)) = {(g+9§,%+yé+z) .

También podemos considerar el mismo enfoque para el juego de transporte cldsico,

obteniendo el siguiente conjunto de distribuciones:

EC (N,v) =
I Z % (U (RlSlSz) — v (5’15’2)) — %
(1) RS | ! > L (0 (R15152) — v (R15s)) = 3
Y2 > 3 (v (R15152) — v (R1S1)) = 5
T+ Yy +y2 =3

(@ tdta) oy ez},
A la vista de estos dos conjuntos se observa que EC (N, (p; q),v) determina de forma

univoca EC (N,v) a través del operador de pago agregado.

M(Core(N, (p; 9), 7))

[

N(EC(N, (p; q), 7))

2 3

Fig. 6.1: Representacion grdfica de los pagos agregados del Ejemplo 6.26

Asi mismo, en la Figura 6.1 se aprecia que I1(EC (N, (p;q),7)) estd contenido
enI1(C (N, (p;q),v)) y estd formado por distribuciones mds o menos “equilibradas”

entre los agentes.

Definicién 6.27 Sea (P,Q, B,p,q) una situacion de transporte y (N, (p;q),v) el

juego cooperativo de transporte de eleccion maltiple asociado con ella. El conjunto
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de contribuciones igualitarias por pares, EC (N, (p;q),v), es el conjunto de matrices
incompletas de pagos que satisfacen eficiencia y, para todo h € N y k € M,

o > v (k,m_p) — 12} (k — 1,m,h)}

donde m = (P§ Q) ym_p = (m1;m27'";mh—17mh+17"';mn—17mn)'

Las desigualdades que definen EC (N, (p;q),v) expresan que cuando un agente
pone una unidad de esfuerzo, si el resto de agentes estdn en su nivel méximo,
tiene que conseguir al menos la mitad del aumento del beneficio generado por dicha
unidad. Consideramos la mitad porque el agente estard emparejado con otro agente
y, por ello, parece razonable que el beneficio generado se divida a partes iguales entre

ambos.

De igual modo que se introduce la definicién del conjunto de contribuciones
igualitarias por pares para el juego de transporte de eleccién muiltiple, podemos

definir el concepto de solucién andlogo para los juegos de transporte convencionales.

Definicién 6.28 Sea (P, Q, B, p,q) una situacion de transporte y (N, v) el juego de
transporte asociado con ella. El conjunto de contribuciones igualitarias por pares,
EC (N,v), es el conjunto de distribuciones de pago que satisfacen eficiencia y, para
todoi € N,

v(N) —v(N\{i})

En el resultado siguiente se establece la relacién que existe entre EC (N, (p; q),7)
y EC (N,v), a través de los operadores de pago agregado, I1, y distribucién de pagos

por nivel I171.

Proposicién 6.29 Dado un problema de transporte (P,Q, B,p,q). Sean (N,v) y

(N, (p;q),0) el juego cooperativo asociado y el juego cooperativo de eleccion mailtiple
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asociado a dicho problema, respectivamente. Entonces, se tiene que

1. II(EC (N, (p;q),v)) C EC(N,v).
2.VX € EC (N,v), "' (EC (N,v)) N EC (N, (p;q),7) # @.

Por lo tanto, I1 (EC (N, (p;q),v)) = EC (N,v)

Demostracion.

Sea x € EC (N, (p;q),7), para cada h € N, tenemos que

ﬂ(k,m,]» — @(k’ — 1,m,h)

Thr = 5 , Vk € M.
Sumando en k, obtenemos que
S > v (1,m_p) QU(Oam—h)_i_U(Zam—h) ;Wlam—h) ._.+@<m> — Egmham—h)

Como se trata de una suma telescépica tenemos que

S > v (m) —Z(O»m—h) _v(N) - UQ(N \ {h})

+
keM,

Por la definicién de II y la definicién del conjunto de contribuciones igualitarias
por pares para el juego de transporte, tenemos que II(z) € EC (N,v) y, conse-

cuentemente, IT (EC (N, (p;q),v)) C EC (N,v).

Sea ahora X € EC (N,v), para cada i € N, tenemos que

PRILIETIUANG))




146 CAPITULO 6. ALGUNOS JUEGOS DE LOGISTICA

El lado derecho de la desigualdad se puede escribir de la siguiente forma:

v(N)—v(N\{i}) ©(mym—;) —70(mi_1,m_;) - v(lym_;)—7v (O,m_,-).

5 5 5

Sea

ai= X, — (U(N)_E(N\{i})) >0, Vie N.

Entonces, construimos la siguiente matriz incompleta

kEm_;) —v(k—1m_; i
2y = L) ;’( M) L e
m;

Es sencillo comprobar que = € EC (N, (p;q),v).
|

Asi pues, EC' (N, v) determina al menos un elemento de EC (N, (p; q),v) a través
del operador distribucién de pagos por nivel. Mientras que EC (N, (p;q),v) deter-
mina de forma univoca EC (N,v) a través del operador de pago agregado. Esto
significa que desde el punto de vista agregado los pagos en ambos modelos (cldsico
y de eleccién muiltiple) son equivalentes en términos de la contribucién igualitaria
(EC); pero no desde un punto de vista desagregado porque en el modelo de eleccién
muiltiple obtenemos informacién sobre lo que consigue cada agente por cada una
de las unidades del bien. La razén de por qué sucede esto reside en la estructura

especial de los problemas de transporte.

A la vista del resultado obtenido en el Ejemplo 6.26 podriamos preguntarnos si
el pago agregado del conjunto de contribuciones igualitarias por pares estd siempre
contenido en el conjunto de pagos agregados que ofrece el ntcleo. Sin embargo, la

respuesta es negativa como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 6.30 Consideremos la siguiente situacion en la que hay un proveedor que

tiene tres lotes de fdarmacos, no divisibles, para vender y dos minoristas, que cada
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uno quiere comprar tres lotes de farmacos, donde la matriz de beneficios por unidad

viene dada por el vector (1,1). En este caso,

X (7“1;81782) > (T17-81782)

v
C(N,(p;q),v) =
(N, (p;q),7) vz s v (3:3,3) = 7(3:3.3)

T11 Ti2 T13 ‘
Y21 Y22 Y23
Si aplicamos el operador de pago agregado I1(C (N, (p; q),v)) = {(3;0,0)}. Mientras

que si aplicamos el operador de pago agregado a EC (N, (p;q),7), obtenemos

(ee (V. e o) = { (540 2)

bytz=s
T Z = = .
y 2

Luego, en este caso

II(Core (N, (p;q),v)) C IL(EC (N, (p; q), 7)) -

M(Core(N, (p; q),7))

2 3

Fig. 6.2: Representacion gréafica de los pagos agregados del Ejemplo 6.30

El siguiente ejemplo muestra que EC (N, (p;q),v) puede reducirse a un inico

punto.

Ejemplo 6.31 Consideremos una situacion en la que hay dos proveedores, el primero
tiene tres lotes de farmacos en venta y el sequndo tiene dos lotes en venta. Hay tam-

bién dos minoristas, el primero quiere comprar dos lotes de farmacos y el sequndo
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quiere comprar tres lotes. La matriz de beneficios por unidad es la siquiente

i)

Cada proveedor debe decidir a quien vende los lotes, intentando obtener el mdzi-
mo beneficio por la venta. En el caso de que el primer proveedor venda sus lotes al
primer comprador obtendria 2 euros por unidad, en cambio si se los vende al sequn-
do obtendria 4 euros por unidad a su vez. El sequndo proveedor puede vender sus
lotes al primer comprador obteniendo 4 euros por unidad, o vendérselos al sequndo

comprador por 3 euros cada uno. Asi obtendriamos que:

EC (N, (p;q),v) ={(2,2,2,2,2,2,222,2)} y EC(N,v) = {(6,4;4,6)}.

La siguiente proposicién muestra algunos resultados sobre la estructura de EC' (N, (p; q), v)

en los problemas de transporte de elecciéon multiple.

Proposicién 6.32 Dada una situacion de transporte (P, Q, B,p,q). Sea (N, (p; q),7)

el juego cooperativo de eleccion mailtiple asociado, entonces se cumple que

1.EC (N, (p;q),v) es siempre no vacto.

2.EC (N, (p;q),7) es o un punto unico o la envolvente convezra de

Y iepPi+ Zje@ q; puntos.

Demostracion.

1. Por la Proposicién 6.29 es suficiente probar que EC' (N, v) # @&. Consideremos
k € P (andlogamente h € Q) y sea O,(P,Q, B, p,q) el conjunto de todos los planes

6ptimos de transporte. Entonces,

v(N)—v (N —{k}) < min Tt o .
(N) (N —{ }>_T€OP(RQ,BM){],€ZQW }
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En efecto, VT € O,(P,Q, B,p,q), [tijlicr sy s un plan de transporte factible para
JEQ
(P\{k},Q, [bz‘jhep\{k} ,D—k, q), por lo tanto,

v(N—{k}) = Z pr ij:

1€P\{k} jeQ

En particular,

v (N —{k}) > TeopH;%XB ) { Z szj %J}

icP\{k} j€EQ

Asf pues, tenemos que V1" € O,(P,Q, B, p, q),

v(N)—v(N—{k}) < Zpkjtkj,Vk‘EP,

JjeqQ
v(N)—v(N—={h}) < metih, Vh € Q.
Esto implica que
Y @) =v(N\{i})) + ) (0(N) =o(N\{j}) < 20(N).

icP JEQ

Por lo tanto, tenemos que
%(Z@(N)—v (NA{D) + 3 (V) o N\{m)) v(V),
i€eP JeQ

lo que implica que EC (N,v) # .

2. Por la Definicién de EC (N, (p; q),v) tenemos que EC (N, (p;q),7) =

X (m) =1 (m)
re My | iy =5 @0mo) =0 — 1Lmy) + aijn > 0¥i € N y Vj <m;
ZL‘Z]:*,VZENYVJ>mZ

donde m = (p; q). Por lo tanto,

Z aij:@(m)—F,aijZO},

1EN , j<m;

EC (N, (p;q),7) = {7} @{aeMN
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donde v € M% tal que v,;; = %(@ (Jym—i) =0 (j —Lm_y)), si j<my Yij = *, sl

jg>my, T= > v, M=) m;y ® se define como sigue:
teN,j<m; ieN

A@B={a+blac A ,be B}, A, BCR".

Como consecuencia de esto:

1.Si w(m) =T, entonces EC (N, (p;q),v) consiste en un sélo punto,

2.Si v (m) > TI', entonces EC (N, (p;q),v) es la envolvente convexa de

> iepPit ZjeQ q; puntos.

6.6. Propiedades

A continuacién se definen una serie de propiedades que estudiaremos si son

satisfechas por el nuevo concepto de solucién introducido en la seccién anterior.

Dado un juego (N, (p;q),7) € TGM, sea SOL una solucién para esta clase de

juegos de transporte de elecciéon muiltiple.

» Eficiencia (EFF): Se dice que SOL satisface eficiencia, si para todo juego
(N, (p;q),v) € TGM se tiene quez ((p; q)) = v ((p; q)), VX € SOL (N, (p; ), ).

» No vacuidad (N E): Se dice que SOL satisface no vacuidad, si para todo juego
(N (p9),7) € TGM se verifica que SOL (N, (p; q),7) # 2.

» Esténdar para dos jugadores. (S2): Se dice que SOL satisface esténdar para
dos jugadores si para todo juego (N, (p;q),7) € TGM tal que |[N| = 2 se tiene
que, para todo x € SOL (N, (p;q),7v), se cumple que x1; = x; , para todo

J < min{my,ms}.
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La propiedades de eficiencia, no vacuidad y estdndar para dos jugadores son
propiedades habituales en la literatura de Teoria de Juegos cuando se aborda la
caracterizacion de soluciones. Las siguientes propiedades que introducimos estan
relacionadas con la simetria de los jugadores y han sido adaptadas a la situacién

concreta que se estudia.

» Simetria de nivel cruzada (C'L—SY M): Se dice que SO L satisface la propiedad
de simetria de nivel cruzada, si para todo juego (N, (p;q),7) € TGM se tiene
que para los jugadores 7 y k, sus niveles j; v ji cumplen las condiciones
1. ji = jx (el mismo nivel de actividad)
2.0 (S_gin}s Jir k)= (S—ginys Ji — 1, sk) =0 (S_(iys Sis Ju) =0 (S_{ikys Si> Jo — 1),
para todo s_g k¥ Si = si < Ji = ji (las mismas contribuciones marginales),
entonces, para todo x € SOL (N, (p;q),v) tal que x;;, # wy;,, existe 2’ €
SOL (Nv (p; q),@) tal que :L“; = LThkj, ¥ x;gjk = Lij;-

ji
» Simetria de nivel (L — SY M): Se dice que SOL satisface la propiedad de
simetria de nivel, si para todo juego (N, (p;q),v) € TGM se tiene que si j y h
son dos niveles de actividad para el jugador ¢ tales que
[} (s_{i}, j) - (s_{i}, J— 1) =7 (s_{z-}, h) - (s_{i}, h — 1), para todo s_g;,
entonces, para todo z € SOL (N, (p;q),v) tal que z;; # x;, existe 2/ €

SOL (N, (p;q),v) tal que xj; =z , ¥ Tjj, = T4

» Simetria de esfuerzo extra (EE—SY M): Se dice que SOL satisface la propiedad
de simetria de esfuerzo extra, si para todo juego (N, (p;q),v) € TGM se tiene

que para los jugadores 7 y k sus niveles j; y jr cumplen la condicién:
T ((30) iy J3) =0 (D3 0) —iys Gi = 1) =T (5 @) sy J) =0 (93 @)1y Gk — 1),

entonces, parax € SOL (N, (p; q), ) tal que x;j, # x;, , existe 2’ € SOL (N, (p; q),0)

/ f— . ! — ..
tal que z}; = xkj, ¥ Ty, = Tiji-
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Las propiedades de simetria de nivel cruzada y simetria de esfuerzo extra hacen
referencia a la simetria de niveles entre jugadores; pero mientras que la de esfuerzo
extra sélo hace referencia a las contribuciones a la gran coalicién, la simetria de nivel
cruzada hace referencia a todas las coaliciones. Por tltimo, la propiedad de simetria

de nivel hace referencia a la simetria existente entre niveles para un mismo jugador.

A continuacién, se introducirdn propiedades relacionadas con la monotonia en

los pagos que recibe cada jugador por nivel de actividad.

» Recompensas decrecientes (DR): Se dice que SOL satisface la propiedad de
recompensas decrecientes, si para todo juego (N, (p; q),v) € TGM se tiene que

existe v € SOL (N, (p; q),7) tal que x;; < z;;_1 , para todo i € Ny j < m,.

» Recompensas crecientes (I R): Se dice que SOL satisface la propiedad de re-
compensas crecientes, si para todo juego (N, (p;q),v) € TGM se tiene que

existe z € SOL (N, (p; q),?) tal que z;; > x;;_; , para todoi € N y j < m,.

» Recompensas constantes (C'R): Se dice que SOL satisface la propiedad de
recompensas constantes, si para todo juego (N, (p;q),v) € TGM se tiene que

existe v € SOL (N, (p; q),7) tal que z;; = ;1 , paratodoi € N y j < m,.

Proposicién 6.33 EC (N, m,v) satisface las siguientes propiedades definidas an-

teriormente EFF, NE, S2, DR, L— SYM y EE — SY M.

Demostracion.
(EFF) EC satisface eficiencia por la propia definicién del concepto de solucién.

(NE) EC es siempre no vacio por la Proposicién 6.32.
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(52) Sea el juego (N, (p;q),v) € TGM asociado al problema (P, Q, B, p,q), tal
que |N| = 2, entonces si N = P o N = @ es evidente que se cumple la propiedad
S2, porque todos los niveles recibirdn 0 como pago. En otro caso, sea P = {1} y
Q =12}, yp1 =p < ¢ = qylamatriz B = (b), el otro caso se demuestra de forma

analoga. Entonces, Vo € EC (N, (p;q),v) se tiene que

Ty 2 5 =§,j§p;
v > @)D= ] ogsiis<p,
T 2 0,sij>p

Ademés, 7 (N) = pb. Tomando los pagos en z para cada jugador se tiene que:
p q
b b
qu > P§ ythj > p§a
j=1 J=1

por lo tanto, por la condicién de eficiencia obtenemos

4 b b,
Z$1j:P§ i$1j=§v‘7 <p,

=1

q

b b .
Zm2j:p§ :>x2j:§\V/j Spy$2j=07V3>p~
j=1

En consecuencia, EC' satisface S2.

(L — SY M)?. Por la Proposicién 6.32 sabemos que

EC (N, (p;q),v) = {x e MJ

iEN j<m;
Si para un jugador ¢ sus niveles de actividad j y h satisfacen la condicién dada en la

propiedad (L—SY M), entonces se tiene que 7,; = 7,;,. Ahora, siz € EC (N, (p; q),7)

2En realidad, EC satisface una propiedad mucho mas débil, porque sélo necesita que se cumpla

la condicién en (L — SY M) para s_g;3 = m_g;.
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es tal que wy; # y,, entonces, existen ay 8 > 0, a # 8 tal que zy; = v;,; + @'y
T3, = v;, + 3. Construimos la siguiente matriz incompleta ' € MY:
xly = Tap, Va € N\ {i} Vb <m,,
! Ti; =i + B,
Lab ’
Tip = Yin T &,

xh = xik, Yk # j,h.
Es evidente que 2’ € EC (N, (p; q),0) y Zi; = Tin Y T, = T4

(EE — SYM). Sean dos jugadores i y k en las condiciones de la propiedad
(FE — SYM). Por la Proposicién 6.32 sabemos que 7;; = 7;;,. Sea ahora z €
EC (N, (p;q),v) tal que x;;, # xyj,. Definimos 2/ € MY de la siguiente forma
(2!, = 24 Ya € N\ {i,k} Vb < m,,

Lap = %jk = Tij;,
x;j = 1,Y] # Ji
( Thj = Thjs VI # Jr-

(DR). Es suficiente demostrar que v;; < v;;_1),Vi € N Vj < my, por la estruc-
tura de EC.

Sean i € N y j < m,;. Tenemos que demostrar que
v(jym-i) =0 —1m) <V(G —1,m_) =0 (j—2,m).

Pero esto es cierto, puesto que los jugadores del mismo tipo son sustitutos en los
problemas de transporte, por lo tanto, si consideramos cada uno de los niveles de
actividad como un jugador, se tiene que su contribucién disminuird cuantos més

jugadores (niveles de actividad) iguales a él haya previamente. |

Proposicién 6.34 EC (N, (p;q),v) no satisface, en general, las siguientes propiedades

CL—SYM, IR y CR.
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Demostracion.

(CL—SY M) EC no satisface, en general, CL — SY M porque las contribuciones
que figuran en la propiedad no hacen referencia a situaciones en las que todos con-
tribuyen lo maximo excepto uno. Por lo tanto, podria darse el caso que los jugadores
fuesen simétricos hasta un cierto nivel, pero no para el 1iltimo nivel de actividad, lo

que harfa que no fuesen simétricos desde la perspectiva de EC.

(IR + CR) Consideremos la siguiente situacién

(P = {1}7 Q= {2’3}7 B = (271)7 (p;Q) = (3;171))

(N, (p;q),v) vendrd dado por: v (k;0,0) =0, Vk = 1,2,3,
7(05i,5) = 0, Vi = 0,1 ¥j = 0,1,

Entonces, por la Proposicién 6.32 tenemos que

1
rn=14+an rza=1+an x5 =35+as doaij =0
1
Ti2 = 5 T Q2

T3 = O+Oél3

1 40
EC = 1 * x
1
) ko ok
y es evidente que no se cumplen las propiedades IR y CR. [

Finalmente, no se tiene una caracterizaciéon completa de la solucién EC' puesto
que faltarfa, al menos, una definicién de juego reducido y una propiedad de consis-

tencia adecuadas que permitieran dicha caracterizacion.
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6.7. Comentarios

En este capitulo hemos estudiado los juegos de transporte de eleccién multi-
ple. Se ha utilizado un concepto de solucién para los juegos cooperativos de elecciéon

multiple basado en el conjunto de Owen.

Se ha demostrado que, desde el punto de vista de los beneficios agregados, ambos
modelos (cldsico y de eleccién muiltiple) son “equivalentes”, pero no desde un punto
de vista desagregado de los beneficios; debido a que en el modelo de eleccién multiple
obtenemos informacién sobre la cantidad que cada agente obtiene para cada uno de

sus niveles de participacion.

Hemos introducido un nuevo concepto de solucién para los juegos de trans-
porte basado en las contribuciones igualitarias, del que se han establecido ciertas

propiedades razonables.

La forma de demostrar la no vacuidad del niicleo de Owen y, por lo tanto, del ni-
cleo también es vilida para los juegos de eleccién multiple en mercados unilaterales,
por ejemplo, en los denominados juegos de pooling. Una situacién de pooling, Potters
y Tijs [54], aparece cuando un conjunto de agentes que son duenos de los derechos de
propiedad de varios productos bésicos intercambiables deciden cooperar, poniendo
en comun sus derechos de propiedad con el fin de lograr el mayor beneficio posible.
Las situaciones de pooling pueden verse como tipos especiales de los modelos de
mercado unilateral que estdn relacionados con los modelos de transporte, como se

plantea en Kosheroy et al. [40] y Fragnelli et al. [18].
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