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Capítulo 1

Introducción

En esta memoria se describen y analizan, desde la perspectiva de la Teoría de

Juegos, dos situaciones relacionadas con los campos de la producción y la logística.

La Teoría de Juegos es la disciplina que estudia la modelización y análisis de

situaciones de con�icto y cooperación entre varios decisores, que se denominan ju-

gadores y se suponen racionales. Los trabajos de Zermelo [79], sobre algunas clases

de juegos bipersonales de suma nula con información perfecta, y la demostración del

teorema del minimax bajo condiciones generales por von Neumann [75] son algunos

de los trabajos pioneros en Teoría de Juegos.

John von Neumann y el economista Oskar Morgenstern publicaron en 1944 el

libro �Theory of Games and Economic Behaviour� [76], que signi�có el punto de

partida de la Teoría de Juegos como disciplina cientí�ca independiente.

Se suele diferenciar entre dos enfoques de la Teoría de Juegos: el cooperativo y el

no cooperativo, dependiendo de si los jugadores disponen o no de mecanismos que les

permitan alcanzar acuerdos vinculantes. La Teoría de Juegos cooperativos aborda

problemas tales como el reparto de los bene�cios derivados de la cooperación. En

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

los juegos no cooperativos los agentes toman sus decisiones de forma independiente,

sin tener ningún compromiso con los otros jugadores.

Los juegos cooperativos se clasi�can en Juegos con Utilidad Transferible (juegos

TU) y Juegos con Utilidad No Transferible (juegos NTU). En los primeros, se

asume la existencia de algún objeto de cambio que puede representar la utilidad que

se puede transferir linealmente de un jugador a otro; mientras que en los últimos

esto no es posible. En los Juegos con Utilidad Transferible se distingue entre juegos

en forma de función característica y juegos con estructuras de particiones, Thrall y

Lucas [69], también conocidos como juegos con externalidades.

Las aplicaciones de la Teoría de Juegos dentro del ámbito económico se han

extendido a otras áreas como las Ingenierías, la Medicina, las Ciencias Sociales y del

Comportamiento, las Ciencias Políticas o la Biología Evolutiva. Una consecuencia

de los grandes avances en las últimas décadas es, por ejemplo, la concesión en 1994

del Premio Nobel de Economía a los teóricos de juegos John Nash, John Harsanyi

y Reinhard Selten. Al que le han seguido los otorgados a Aumann y Schelling en

2005, a Hurwicz, Maskin y Myerson en 2007, a Roth y Shapley en 2012, y a Jean

Tirole en 2014.

En la primera parte de la presente memoria, Capítulos 2 a 5, se aborda el análi-

sis de los juegos de producción lineal (Owen [53]) con un recurso común. En la

segunda parte, Capítulo 6, se estudia el problema de transporte en el contexto de

los juegos de elección múltiple. Al �nal de cada capítulo, hemos incorporado un

epígrafe de comentarios en el que se resumen los resultados más interesantes del

mismo y las cuestiones que han quedado abiertas. La primera parte que ha sido

desarrollada en colaboración con los profesores Sánchez Soriano, Llorca y Mosquera,

y aparece recogida en los trabajos �On the e¤ects of a common-pool resource on

cooperation among �rms with linear technologies�[25], �Equilibria in a competitive
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model arising from linear production situations with a common-pool resource�[28]

y �Sustainable allocation of greenhouse gas emission permits for �rms with Leontief

technologies�[26], el segundo aceptado para su publicación en TOP y el último en

proceso de revisión; está compuesta por cuatro capítulos en los que se aborda el

estudio de situaciones de producción lineal (LP ) en las que se emplea un recurso

común, gestionado por un agente externo a los productores, del que se dispone de

una cantidad limitada, por lo que puede llegar a ser escaso.

¿Por qué estudiar este tipo de problemas? En la literatura podemos encontrar

muchas situaciones relacionadas con la gestión de recursos naturales que son necesa-

rios para las empresas para poder producir. En estas situaciones, si estos recursos no

se gestionan adecuadamente, se puede llegar a producir la conocida como Tragedia

de los Comunes (Hardin [29]), es decir, su sobrexplotación. No es difícil encontrar

ejemplos de este tipo de situaciones en la realidad. Además, la aplicación de la Teoría

de Juegos a la gestión de recursos naturales es también un tema recurrente en la

literatura (véase, por ejemplo, Dinar et al. [14] entre otros). Un problema de actuali-

dad desde hace más de 20 años, que puede enmarcarse dentro del tipo de problemas

de producción con un recurso común externo, es el de las emisiones de CO2.

En el Capítulo 2 de esta memoria presentamos una breve introducción a la Teoría

de Juegos cooperativos, haciendo hincapié en algunos conceptos de solución, así como

en los juegos en forma de función característica con estructuras de particiones que

se utilizarán a lo largo de la misma. Asimismo, se incluye una sección dedicada a

describir algunos resultados básicos de Programación Lineal. Se incluye también una

sección correspondiente a los juegos de producción lineal y una última sección en la

que se introduce la existencia de un recurso común gestionado por un agente externo

a los productores y que se encuentra en una cantidad limitada, dando lugar a los

juegos de producción lineal con un recurso común externo, en adelante juegos LPP .
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En el Capítulo 3 se abordan los nuevos juegos LPP introducidos en el capítulo

anterior. Se analizan dichas situaciones en función de la información de que disponen

los jugadores con respecto a cómo se va a distribuir el recurso común externo. El

caso en que los jugadores carecen de la mencionada información se estudia bajo dos

enfoques: el pesimista y el optimista. En ambos casos nos centramos en el núcleo de

los correspondientes juegos.

En el Capítulo 4 se estudian los juegos LPP desde un enfoque no cooperativo.

Se de�ne un juego no cooperativo asociado al problema que sirva para la obtención

de una asignación del recurso externo entre los productores. Se analizan los equi-

librios de Nash en estrategias puras que existen en dichos juegos, obteniéndose un

conjunto muy grande, por lo que parece razonable utilizar algún tipo de mecanismo

para distribuir el recurso, cuando es escaso, que nos conduzca a la selección de un

equilibrio de Nash que pueda tener buenas propiedades. Un método para ello se verá

en el capítulo siguiente.

En el Capítulo 5 se utilizan técnicas de bancarrota, habituales en la distribución

de recursos escasos, para obtener distribuciones en el núcleo del juego asociado. Dada

una situación LPP asumimos que el gestor del recurso común anuncia qué regla de

bancarrota se utilizará para repartir. Por lo tanto, se complementa tanto el Capítulo

3 como el Capítulo 4, el primero por la información disponible y el segundo por la

forma de elegir un equilibrio. En función de la regla de bancarrota seleccionada

(proporcional (PROP ), constrained equal awards (CEA), constrained equal losses

(CEL), Talmud (TAL), etc.) se de�nen diferentes juegos con externalidades. Se

utilizarán reglas como la proporcional o la CEA para evitar la posibilidad de que

una empresa no reciba nada, por lo que quedaría excluida del sistema. Se estudia el

núcleo de estos juegos porque se pretende comprobar si los bene�cios generados por

la asignación del recurso común son coalicionalmente estables. Asímismo, se estudia

si las reglas son compatibles con incentivos.
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Los tres capítulos anteriores se pueden aplicar, por ejemplo, a la gestión de los

permisos de emisión de dióxido de carbono. El enfoque sería diferente a los dos

planteamientos más comunes en este ámbito, donde se pretende controlar las emi-

siones contaminantes, que son la implantación de impuestos (tasas) o la implantación

de sistemas en los que existe un límite máximo de permisos de emisiones, y donde se

permite a las empresas comprar y vender dichos permisos en un mercado para ello.

Por un lado, en los sistemas en los que existe una tasa sobre las emisiones, se

�ja el precio por unidad de éstas, pero se deja sin de�nir la cantidad máxima de

emisión. Por otro lado, en un sistema con un límite máximo de emisiones y la posi-

bilidad de comerciar con los permisos, se establece la cantidad de emisiones máximas

permitidas, pero se deja sin de�nir el precio de mercado (�cap and trade�). Cada

modelo tiene su propio efecto en el comportamiento de las empresas con respecto

a sus decisiones operativas (véase, por ejemplo, Bai y Chen [5], Hong et al. [31] y

Yenipazarli [78].

Los intentos de abordar las emisiones contaminantes a través de los precios �-

jando tasas en lugar de límites a las cantidades emitidas se han analizado en Cooper

[12] y Nordhaus [49], entre otros. Nordhaus [49] compara los mecanismos orientados

a la cantidad de emisiones permitidas con los mecanismos de control del precio y

sugiere que estos últimos son más e�cientes que los primeros. Por otro lado, Keo-

hane [39], por ejemplo, dice que los sistemas orientados a la cantidad de emisiones

tienen interesantes ventajas en comparación con la aplicación de tasas. El sistema

de comercio de emisiones de la Unión Europea aplica la tipología cap and trade y

es probablemente el sistema de comercio más conocido. He et al. [30] compara la

e�cacia y e�ciencia de los sistemas orientados a la cantidad de emisiones permitidas

y los sistemas orientados a la aplicación de tasas en el contexto de la generación

de energía. Ambos sistemas son ampliamente utilizados en la práctica, (véase el es-

tudio realizado por Carl y Fedor [30] sobre las tasas aplicadas en el carbón y los
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sistemas de control de las emisiones permitidas) y han atraído considerable atención

durante las últimas decadas donde existe mucha literatura al respecto. Existen di-

versos artículos a favor del sistema de gestión orientado a la cantidad de emisiones

permitidas, como el mencionado de Keohane [39], y muchos otros a favor del sistema

que emplea la aplicación de tasas, véase por ejemplo Avi-Yonah y Uhlmann [4], y

también otras opciones como la denominada �válvula de seguridad�, Jacoby et al.

[37], que plantea una combinación de ambos métodos.

El enfoque que se plantea en los capítulos 3 a 5 puede considerarse un método

híbrido para el control de las emisiones de gas, teniendo en cuenta que determina

tanto las cantidades como los precios y permite una especie de mercado de permisos.

Hasta donde sabemos no existen otros modelos que planteen un enfoque como el que

proponemos. Nuestro enfoque permitiría mitigar algunas de las de�ciencias poten-

ciales de ambos sistemas. En particular, la sobreestimación del límite de emisiones

en el sistema orientado a limitar la cantidad permitida, el no control de la reducción

de emisiones, si es que existe, en el sistema de aplicación de tasas, y las di�cul-

tades de medir cuántas compañías contaminan realmente en ambos sistemas. Los

dos primeros inconvenientes están relacionados con la posibilidad de no tener éxito

en la reducción de emisiones y el último está asociado al conocimiento de las au-

toridades sobre las emisiones reales. Así mismo nuestra propuesta se ajustaría a las

condiciones establecidas por el Acuerdo de París (CMNUCC, 2015) [74], donde, a

través de un acuerdo vinculante, 188 países se han comprometido a controlar sus

emisiones de gases de efecto invernadero, contrariamente a lo sucedido con el Pro-

tocolo de Kyoto en el que sólo algunos países se comprometieron, y se han �jado las

contribuciones nacionales que se revisarán a la baja cada cinco años. Un resumen

interesante sobre el tema se puede encontrar en Carraro [11] . Por lo tanto, cada

país tiene un límite para cada período que debe ser distribuido entre los sectores

involucrados. Al mismo tiempo, con nuestro modelo nos aseguraríamos que cada
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tonelada de CO2 emitida tenga un precio. Mediante la introducción de esta tasa

(precio por unidad emitida) se pueden alcanzar dos objetivos: recaudar fondos para

todos los países -porque tienen que invertir en investigación, desarrollo y transfe-

rencia de nuevas tecnologías- y apoyo �nanciero para los países en desarrollo, que

necesitan dicho apoyo para el cumplimiento de los compromisos que se establecen

en el acuerdo.

En la segunda parte de esta memoria, se estudian los problemas de transporte. Un

problema de transporte �nito describe una situación en la que las demandas de cierto

bien de un conjunto de minoristas deben ser cubiertas por las ofertas realizadas por

un conjunto de productores de dicho bien. El transporte de una unidad de mercancía

desde un productor hasta un minorista genera un bene�cio. El objetivo de los agentes

implicados es maximizar el bene�cio total derivado del transporte. Esta parte ha sido

desarrollada en colaboración con los profesores Sánchez Soriano, Llorca y Branzei y

aparece recogida en el trabajo �On new solution concepts for multi-choice two-sided

market games�[27].

En el Capítulo 6, después de analizar los juegos asociados a problemas de trans-

porte �nitos siguiendo el modelo descrito en Sánchez Soriano et al. [60], se aborda el

estudio de las situaciones de transporte de elección múltiple. Se estudian el núcleo

y el prenúcleo de los juegos de transporte de elección múltiple y se introduce un

concepto de solución tipo núcleo, que denominamos núcleo de Owen. Por último,

introducimos un nuevo concepto de solución, que llamaremos conjunto de contribu-

ciones igualitarias por pares, del que estudiamos las propiedades que satisface.

En conclusión, a lo largo de esta memoria, se estudian, desde la perspectiva

de la Teoría de Juegos, dos problemas habituales en el ámbito de la organización

industrial, la gestión de la producción y el transporte, lo que da pie al título de esta

tesis doctoral.
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Capítulo 2

Algunos juegos de producción

En este capítulo abordamos el estudio de las situaciones en las que un cierto

número de empresas desean coordinarse a la hora de plani�car su producción uti-

lizando para ello los recursos y técnicas de producción que poseen en conjunto. La

Teoría de Juegos cooperativos resulta una herramienta muy e�caz en el análisis de

este tipo de situaciones. Por ello, comenzamos el capítulo proporcionando una serie

de conceptos básicos sobre estos juegos, así como con una sección de preliminares

sobre Programación Lineal. A continuación, describimos los juegos de producción

lineal introducidos por Owen e introducimos los juegos de producción lineal en los

que existe un recurso externo, que es necesario comprar para producir y del que sólo

se dispone de una cantidad limitada.

2.1. Juegos cooperativos

En los juegos cooperativos se parte de que es posible que algunos jugadores

puedan alcanzar acuerdos vinculantes (a los que quedarían obligados de manera

ineludible), por lo que se trata de estudiar los resultados que puede obtener cada

9
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uno de los subconjuntos de jugadores (coaliciones) que se puedan formar.

Los juegos cooperativos se clasi�can en juegos con utilidad transferible (juegos

TU) y juegos con utilidad no transferible (juegos NTU). En los primeros, se asume

la existencia de algún objeto de cambio que puede representar la utilidad y, además,

ésta se puede transferir linealmente de un jugador a otro, lo cual quiere decir que

las ganancias o pérdidas que se obtienen al actuar como coalición pueden repartirse

libremente entre los jugadores que la componen, mientras que en los segundos esto

no es posible. Este capítulo se centra en juegos con utilidad transferible.

2.1.1. Conceptos básicos sobre juegos TU en forma de fun-

ción característica

En esta sección se recogen todos aquellos conceptos básicos de los juegos TU

en forma de función característica que son utilizados en esta memoria, junto con

otros que sirven para dar completitud al contenido presentado. La determinación de

los elementos que componen un juego cooperativo TU en forma de función carac-

terística incluye la especi�cación de los decisores que intervienen en el mismo, que

denominaremos jugadores, y la función característica, que de�ne la ganancia que

puede obtener cada coalición de jugadores.

De�nición 2.1 Un juego cooperativo con utilidad transferible (TU) es un par (N; v),

donde N es cualquier conjunto �nito de números naturales que identi�can a los ju-

gadores, y v es la función característica de�nida sobre 2N = fS jS � N g con valores

reales, que veri�ca v(?) = 0:

Los diferentes elementos que aparecen en esta de�nición se pueden interpretar co-

mo sigue. Los subconjuntos de N , que denotaremos por S, representan a las posibles
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coaliciones de jugadores que se pueden formar. El valor de la coalición S, v(S), re-

presenta la utilidad que los miembros de S pueden garantizarse si deciden cooperar,

independientemente de lo que haga el resto de jugadores (es decir, los miembros de

N nS). El término transferible supone la existencia de un bien, totalmente divisible,

cuya utilidad para los jugadores es directamente proporcional a su cantidad.

Denotaremos por GN al conjunto de todos los juegos cooperativos TU con con-

junto de jugadores N; y por G al conjunto de todos los juegos TU .

Dados dos juegos (N; v), (N;w) 2 GN y un escalar � 2 R; se pueden de�nir los

siguientes juegos:

� El juego producto por un escalar, (N; �v) 2 GN ; cuya función característica

se de�ne como

(�v)(S) = �v(S), para toda coalición S � N .

� El juego suma, (N; v + w) 2 GN , cuya función característica se de�ne como

(v + w)(S) = v(S) + w(S), para toda coalición S � N .

El conjunto de todos los juegos TU en forma de función característica y conjunto

de jugadores N; GN , con la operación interna suma y la externa producto por un

escalar así de�nidas, es un espacio vectorial real. En 1953, Shapley [64] probó que

dicho espacio tiene dimensión 2n � 1, donde n =j N j, y que los llamados juegos de

unanimidad constituyen una base del mismo.

Se dice que un juego (N; v) es de unanimidad si existe una coalición T � N , tal

que su función característica se puede expresar, para toda coalición S � N , de la

siguiente manera,

u(S) =

(
1, si T � S
0, en caso contrario.
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Así pues, cualquier juego TU se puede expresar de manera única como una combi-

nación lineal de dichos juegos. Es decir, si (N; v) 2 GN

v =
X

T22Nnf;g

�TuT ,

donde uT denota el juego de unanimidad correspondiente a la coalición T y el escalar

�T es el número real dado por

�T =
X
S�T

(�1)jT j�jSjv(S).

Dado un juego (N; v) 2 GN se pueden distinguir los siguientes tipos de jugadores:

� Un jugador i se dice que es un títere, si para toda S � Nnfig

v(S [ fig) = v(S) + v(fig).

� Un jugador i se dice que es nulo, si para toda S � N

v(S [ fig) = v(S).

� Dos jugadores i, j se dice que son simétricos, si para toda S � Nnfi; jg

v(S [ fig) = v(S [ fjg).

Además de éstos, podemos considerar otros dos tipos de jugadores, derivados de las

propiedades de complementariedad y de sustitubilidad estudiadas por Shapley [65]

en las soluciones óptimas del problema de asignación:

� Dos jugadores i; j se dice que son complementarios, si para toda S � Nnfi; jg

v(S [ fi; jg)� v(S [ fjg) � v(S [ fig)� v(S),

v(S [ fi; jg)� v(S [ fig) � v(S [ fjg)� v(S).
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� Dos jugadores i; j se dice que son sustitutos, si para toda S � Nnfi; jg

v(S [ fi; jg)� v(S [ fjg) � v(S [ fig)� v(S),

v(S [ fi; jg)� v(S [ fig) � v(S [ fjg)� v(S).

Normalmente, las propiedades que posee la función característica del juego son

las que se utilizan para distinguir distintos tipos de juegos. Así, un juego (N; v) 2 GN

se dice:

� 0-normalizado: Si v(fig) = 0; para todo i 2 N .

� monótono: Si v(S) � v(T ); 8S; T � N tales que S � T � N .

� aditivo: Si v(S) =
P
i2S
v(fig); para toda S � N .

� superaditivo: Si v(S [ T ) � v(S) + v(T ); 8S; T � N tales que S \ T = ;.

� convexo: Si v(S) + v(T ) � v(S [ T ) + v(S \ T ); 8S; T � N .

Los juegos convexos fueron introducidos por Shapley [67]. Se puede probar que

la condición dada anteriormente es equivalente a la siguiente:

v(S [ fig)� v(S) � v(T [ fig)� v(T ),

para todo i 2 N y cualesquiera S, T � N , tales que S � T � Nnfig.

Intuitivamente podemos observar que, si una coalición S está contenida en otra

coalición T , el juego es convexo si la contribución de un jugador i a T es mayor que

a S. Es decir, un juego es convexo si la aportación de un jugador a una coalición no

decrece al incorporar más jugadores a esa coalición. Si un juego es convexo entonces

también es superaditivo.
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Además, las nociones de subaditividad y concavidad son las mismas cambiando

el sentido de la desigualdad.

2.1.2. Conceptos de solución

Al analizar un juego cooperativo con utilidad transferible, uno de los princi-

pales problemas que se plantean es cómo repartir la utilidad disponible, derivada de

la cooperación, entre los jugadores. Dado el juego (N; v) 2 GN , un reparto o pago

de bene�cios (o costes) entre todos los jugadores es un elemento de RN , donde cada

una de las coordenadas indica lo que le corresponde a cada uno de los jugadores.

A la hora de buscar repartos razonables, la primera condición que surge de forma

natural es imponer la distribución de los bene�cios totales v(N) entre los diferen-

tes jugadores. Los vectores x 2 RN que satisfacen dicha condición, conocida como

e�ciencia,
nX
i=1

xi = v(N) (2.1)

se denominan pagos e�cientes o preimputaciones del juego (N; v).

Otra de las condiciones que deberíamos exigir a los repartos es que el pago

al jugador i, a través del vector x, sea al menos la cantidad que el jugador puede

obtener por sí mismo en el juego, es decir, que satisfagan la propiedad de racionalidad

individual:

xi � v(fig), para todo i 2 N . (2.2)

Las preimputaciones que cumplen este principio se llaman imputaciones del juego

(N; v). El conjunto de todas ellas se denota por I(v). Denotaremos por IGN al

conjunto de todos los juegos cooperativos TU en forma de función característica con

conjunto de jugadores N , tales que su conjunto de imputaciones es no vacío, y por
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IG al conjunto de todos los juegos TU con I(v) 6= ?.

De�nición 2.2 Un concepto de solución para la clase de juegos G0 � G, es una

aplicación punto a conjunto, 	, de�nida sobre G0 � G, que a cada juego (N; v) 2 G0
le asocia un subconjunto de vectores de pago, 	(v) � RN . Un concepto de solución

que asigna un único elemento de RNa cualquier juego de G0, se denomina valor.

Uno de los conceptos de solución más utilizados es el núcleo de un juego. Un an-

tecedente del concepto de núcleo, en un contexto económico, se puede encontrar en

el trabajo de Edgeworth [16]. La formalización de la de�nición del núcleo fue intro-

ducida por Gillies [23]. Es un concepto de solución conjuntista, es decir, proporciona

un conjunto de repartos que son propuestas de pago difícilmente rechazables por las

diferentes coaliciones que se pueden formar. Una propuesta de reparto que conceda

a una coalición menos de lo que sus miembros se pueden garantizar sin contar con

apoyos, puede ser cuestionada por dicha coalición que, en tal caso, podría optar por

abandonar la coalición total, N . El concepto de solución denominado núcleo está

basado en exigir que sus elementos veri�quen la racionalidad para todas las coali-

ciones; es decir, que los miembros de cada coalición reciban un pago que sea mayor

o igual que el valor de dicha coalición:X
i2S
xi � v(S), para toda S � N . (2.3)

De�nición 2.3 Dado un juego (N; v) 2 GN ; su núcleo se de�ne como el conjunto

C(v) =

(
x 2 RN

�����X
i2N

xi = v(N) y
X
i2S
xi � v(S); para toda S � N

)
.

Cuando un elemento x del núcleo se propone como una distribución del bene�cio

total, v(N), cada coalición S obtendrá al menos tanto como puede conseguir por
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sí misma, puesto que
P

i2S xi � v(S). Obsérvese que los elementos del núcleo son

imputaciones, ya que además de (2.3) también cumplen las condiciones (2.1) y (2.2).

Por lo que, el núcleo es un subconjunto del conjunto de las imputaciones.

Uno de los principales problemas que plantea este concepto de solución es que, en

general, no se puede garantizar que sea distinto del vacío. Bondareva [7] y Shapley

[66], independientemente, caracterizaron la clase de juegos con núcleo no vacío. Para

ello, Shapley introdujo el concepto de coaliciones equilibradas.

De�nición 2.4 Dado un juego (N; v) 2 GN , una colección fS1; S2; :::; Smg de sub-

conjuntos no vacíos de N se dice que es equilibrada si existen escalares positivos

�1; :::; �m, denominados pesos, tales que para todo i 2 NX
j:i2Sj

�j = 1.

De�nición 2.5 Si, para cualquier coalición equilibrada, se veri�ca que

mX
j=1

�jv(Sj) � v(N),

entonces se dice que el juego (N; v) es equilibrado.

El teorema siguiente (Bondareva-Shapley) se da sin demostración, ésta puede

consultarse en [7] y [66].

Teorema 2.6 Dado un juego (N; v) 2 GN , su núcleo es no vacío si y sólo si (N; v)

es un juego equilibrado.

De�nición 2.7 Un juego (N; v) 2 G se dice que es totalmente equilibrado si cualquier

subjuego (S; vS) es equilibrado, para toda coalición S � N; S 6= ?.
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Otra propuesta de reparto es el valor de Shapley [64], que propone como pago a

cada jugador un promedio ponderado de sus contribuciones marginales a todas las

coaliciones de las que forma parte.

De�nición 2.8 Dado un juego (N; v) 2 GN y una permutación � se de�ne el vector

de pago marginal asociado a �, x�, como

x�i = v
�
P �i [ fig

�
� v

�
P �i
�
con i = 1,:::,n, donde P �i = fj 2 N j� (j) < � (i)g.

De�nición 2.9 Dado un juego (N; v) 2 GN se de�ne el valor de Shapley del mismo

como

�(v) =
1

n!

X
x�

�2�N

,

donde �N es el conjunto de todas las permutaciones de N .

En 1981 Tijs [72] introduce otro concepto de reparto, el � valor, que está basado

en la búsqueda de un compromiso entre dos puntos que representan las máximas y

las mínimas expectativas de los jugadores. El pago utópico (máxima expectativa)

de un jugador, representa la contribución marginal del jugador a la coalición total,

es decir, es lo máximo que el jugador podría pedir. El derecho mínimo (mínima

expectativa) de un jugador es el máximo, entre las coaliciones a las que pertenece,

de las cantidades que resultan de calcular para cada jugador lo que le queda en cada

coalición después de que el resto de jugadores se lleven su pago utópico.

De�nición 2.10 Dado un juego (N; v) 2 GN y un jugador i 2 N se de�ne el pago

utópico del jugador i como el valor Mi(N; v) = v (N)� v (N n fig).
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De�nición 2.11 Dado un juego (N; v) 2 GN y un jugador i 2 N se de�ne el dere-

cho mínimo del jugador i como el valor mi(N; v) = m�ax
S:i2S

(
v (S)�

P
j2Snfig

Mj(N; v)

)
.

De�nición 2.12 Un juego (N; v) se dice que es de compromiso admisible si veri�ca

que
1. m(N; v) �M(N; v) y

2.
nP
i=1

mi(N; v) � v (N) �
nP
i=1

Mi(N; v).

En particular, los juegos equilibrados son de compromiso admisible.

De�nición 2.13 Sean (N; v) 2 GN un juego TU de compromiso admisible, m(N; v)

el vector de derechos mínimos y M(N; v) el vector de los pagos utópicos de los

jugadores. Se de�ne el � valor como el reparto que satisface

�(N; v) = m(N; v) + � (M(N; v)�m(N; v)) ,

con � 2 R tal que
P
i2N
� i(N; v) = v(N).

Con el � valor cada jugador recibe su mínimo derecho más una cantidad añadida

que depende de su pago utópico. Es conocido que, el � valor no tiene por qué ser un

elemento del núcleo.

Fig. 2.1: Representación grá�ca de la determinación del � valor. (Fuente: [44])
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2.1.3. Juegos con estructuras de particiones

En los juegos cooperativos con utilidad transferible y en forma de función

característica, dicha función asigna un número real a cada coalición, llamado valor

de la coalición. Sin embargo, una función característica como la de�nida en la Sección

2.1.1 no puede modelar situaciones en las que el bene�cio de una coalición cualquiera

depende de otras coaliciones que se pueden formar entre los jugadores no partícipes

en la primera, es decir, cuando existen externalidades. De hecho, las externalidades

a la coalición son una característica importante de muchas situaciones que se pueden

modelizar como un juego cooperativo. Por ejemplo, en el Protocolo de Kyoto, los

pagos de los �rmantes no sólo dependían de las acciones tomadas por ellos, sino

también de las medidas adoptadas por los países no signatarios. Los juegos con

utilidad transferible en forma de función característica con estructuras de particiones

introducidos por Thrall y Lucas [69] son una forma de presentar la información

sobre estas externalidades. Una función característica en forma de estructuras de

particiones, si la utilidad es transferible, asigna un número real a cada coalición,

pero teniendo en cuenta, además, cada partición que se pueda formar, llamado el

valor de la coalición en la partición.

Estos juegos se han estudiado de forma teórica, si bien en el presente trabajo

se utilizan en el contexto de los juegos de producción lineal con un recurso común

externo. Como se ha mencionado previamente, en estos juegos los pagos a una coali-

ción S dependen no sólo de los recursos de los miembros de S, sino también de cómo

los que no están en S formen coaliciones.

Representaremos por P(N) el conjunto de todas las particiones de N y por

P = fS1,:::,Skg a una de esas particiones o estructuras de coalición, donde las

coaliciones S1,: : :,Sk son disjuntas y su unión es N . El par (SjP ) tal que S 2 P se

denomina usualmente una coalición embebida.
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De�nición 2.14 Un juego cooperativo en forma de función característica con es-

tructuras de particiones viene de�nido por (N;P(N),fV (�jP )gP2P(N)), donde N

representa el conjunto de jugadores, P(N) el conjunto de todas las particiones de

N y V (SjP ) con S 2 P es un número real que representa el bene�cio que una

coalición S � N puede obtener cuando se forma la partición P .

Obsérvese que el bene�cio que una coalición puede obtener depende de las coa-

liciones formadas por los otros jugadores en P 2 P(N).

Dada una partición P 2 P(N), un vector x 2 Rn se dice que es factible en P si

satisface que
P
i2S
xi � V (SjP ),8S 2 P: Denotamos por FP el conjunto de todos los

vectores factibles en P y F = [P2P(N)FP denota el conjunto de todos los vectores

factibles.

Dados dos vectores x; x0 en Rn, decimos que x domina x0 mediante S y lo deno-

tamos por x domS x
0 si se satisfacen las siguientes condiciones:

1.
P
i2S
xi � V (SjP ) , 8P 2 P(N) tal que S 2 P ,

2. xi > x0i, 8i 2 S.

Decimos que x domina x0 si exite S � N tal que x domS x
0, y lo denotamos

x dom x0.

El núcleo de un juego cooperativo en forma de función característica con estruc-

turas de particiones se de�ne como

C (V ) = fx 2 F j@x0 2 F tal que x0 dom xg .

Sin embargo, si consideramos otra de�nición de dominancia, entonces obten-

dremos un núcleo diferente. Por lo tanto, si cambiamos la condición 1 por

1:
P
i2S
xi � V (SjP ) ; para alguna P 2 P(N) con S 2 P ,
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obtenemos un concepto más restrictivo de dominancia que denotamos por doms y

dom, respectivamente. El núcleo correspondiente se de�ne ahora como

C (V ) =
�
x 2 F

��@x0 2 F tal que x0 dom x
	
.

Asociados a cada juego en forma de función característica con estructuras de

particiones se pueden introducir dos juegos cooperativos (N; v�) 2 GN y (N; v+) 2

GN , donde sus funciones características vienen dadas por:

v� (S) = m��n fV (SjP ) jP 2 P(N) tal que S 2 P g ,
v+ (S) = m�ax fV (SjP ) jP 2 P(N) tal que S 2 P g .

(N; v�) representa un punto de vista pesimista sobre la ganancia que la coalición

S puede obtener, mientras que (N; v+) representa un punto de vista optimista sobre

la ganancia que dicha coalición puede obtener. Funaki y Yamato [20] probaron que

si V (fNgjN) >
P
S2P

V (SjP ),8P 2 P(N), entonces

a) C(V ) = C(v�) y

b) C (V ) = C(v+).

Dadas P; P 0 2 P(N), P 0 es un re�namiento de P si para toda S 0 2 P 0 existe

S 2 P tal que S 0 � S y se denota mediante P 0 � P . Utilizando el concepto de

re�namiento surge de forma natural una ordenación en el conjunto de las particiones,

y con dicha ordenación (P(N);�) es un retículo1.

2.2. Programación Lineal

Un modelo matemático se dice que pertenece a la Programación Lineal (PL)

si la función objetivo y las restricciones que de�nen el problema son funciones lineales

1Un retículo es un conjunto parcialmente ordenado en el cual existen el supremo y el ín�mo.
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de las variables de decisión que implican lo siguiente:

1. Existe proporcionalidad en la función objetivo y las restricciones. Esto signi�ca

que si producir una unidad de un producto necesita 3 horas de un determinado

recurso, producir 10 unidades requerirá 30 horas.

2. Aditividad. Por ejemplo, si el objetivo es maximizar el bene�cio y se fabrican

dos productos con bene�cios de 8 y 3 unidades monetarias respectivamente,

se obtiene un bene�cio de 11 unidades monetarias.

En general, un problema lineal se puede formular de la siguiente manera:

P :

m�ax cTx

s:a : Ax � b
x � 0,

donde cT denota el vector transpuesto del c 2 Rn; A 2 Rm�n y b 2 Rm. Nos

referiremos a este problema como programa o problema primal. Un vector x0 es una

solución (factible) de este problema si ver�ca que Ax0 � b y x0 � 0. Tal solución

primal es óptima si cTx0 � cTx; para cualquier solución x de P .

El problema dual del programa P es el siguiente problema de minimización

D :

m��n bTy

s:a : ATy � c
y � 0.

Un vector y0 es una solución (factible) del dual si satisface ATy0 � c e y0 � 0:

Dicha solución dual es óptima si bTy0 � bTy; para cualquier solución y de D.

La siguiente relación entre las soluciones de ambos problemas se conoce como

dualidad débil.
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Teorema 2.15 (Dualidad Débil) Sean x una solución de P e y una solución de

D: Entonces, cTx � bTy.

La demostración de éste y la de los dos resultados siguientes se pueden consultar

en cualquier texto de PL, véanse por ejemplo los de Winston [77] o Murty [47]. Esta

relación es más fuerte si existe solución óptima en alguno de los problemas del par

primal-dual, como muestra el teorema siguiente.

Teorema 2.16 (Dualidad Fuerte) Si P o D tienen solución óptima, entonces el

otro problema también tiene y los valores de ambas funciones objetivo son iguales.

Otro resultado importante que nos proporciona información acerca de las solu-

ciones primales y duales es el siguiente.

Teorema 2.17 (Holguras Complementarias) Sean x una solución de P e y una

solución de D. Entonces, x es una solución óptima de P e y una solución óptima

de D si, y sólo si, xT (ATy � c) = 0 e yT (b� Ax) = 0.

Para una interpretación en términos económicos del último resultado véase el

texto clásico de Gale (Teorema 1.2 en [21]), donde se analizan como casos particulares

los problemas de producción lineal y de transporte.

2.3. Juegos de producción lineal

En esta sección describimos los juegos de producción lineal introducidos por

Owen en 1975 [53], cuyas funciones de producción son tales que los inputs deben
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combinarse en proporciones �jas, la denominada función de producción de Leontief,

que es una de las más utilizadas en la literatura de producción.

En una situación LP , los conjuntos N;Q y G2 representarán, respectivamente, a

los productores, recursos y productos. La matriz de producción A 2 RQxG+ describe

las técnicas de producción lineal de la siguiente manera. Cada técnica de producción

sirve para fabricar un producto j 2 G, por lo que se puede asociar con la columna j

de la matriz de producción. Asimismo, se necesitan Akj = akj unidades del recurso

k 2 Q para producir una unidad del producto j 2 G. Los recursos de que disponen

los productores se encuentran resumidos en la matriz de recursos B 2 RQxN+ , donde

el productor i 2 N posee Bki = bik unidades del recurso k 2 Q. Los precios vienen

dados por el vector p 2 RG+nf0g.

Se supone que existe una cantidad positiva de cada recurso, es decir, que para

todos los recursos k 2 Q existe un productor i tal que bik > 0 . Además, si hay un

producto j con un precio de mercado positivo, no se permite �output sin input�y,

por lo tanto, existe al menos un recurso k 2 Q con akj > 0. Por último, se asume

también que todo lo que se produce se puede vender en el mercado.

Para maximizar su bene�cio, el productor i 2 N necesita un plan óptimo de

producción x 2 RG+, que le indicará cuánto debe producir de cada mercancía. No

todos los planes de producción son factibles, puesto que cada productor sólo puede

hacer uso de sus recursos. La cantidad de recursos que se necesita en un plan de

producción x, Ax, no debe exceder la cantidad de recursos de que dispone el pro-

ductor i 2 N , Bei = bi, donde ei denota el i-ésimo vector canónico en RN . Además,

los planes de producción deben ser no negativos, ya que sólo estamos interesados

en producir cantidades no negativas de productos, y su bene�cio es igual a pTx.

2Utilizaremos esta denominación siempre que no exista confusión con el conjunto G de todos

los juegos cooperativos con utilidad transferible introducidos en la sección 2.1.2.
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El siguiente programa lineal de maximización de bene�cios es el correspondiente al

productor i 2 N

m�ax
�
pTxjAx � bi; x � 0

	
.

Si la coalición S de productores coopera, todos sus recursos se unen. En conjunto

dicha coalición dispone de una cantidad BeS = b (S) de recursos, donde eS 2 RN ,

con eSt = 1, si t 2 S y eSt = 0, si t =2 S. Con estos recursos, la coalición desea

maximizar su bene�cio:

PS : m�ax
�
pTxjAx � bS; x � 0

	
,

donde PS denota el programa lineal primal para la coalición S. El problema dual,

DS, correspondiente a la coalición S es el siguiente:

DS : m��n
�
yT bSjATy � p; y � 0

	
.

El vector y se puede entender como un vector de precios sombra para los recursos,

ya que la condición ATy � p se podría interpretar de la siguiente manera. Si una

compañía desea comprar los recursos bS de la coalición S y está pensando pagar yk

por cada unidad de recurso k 2 Q, entonces para cualquier producto j 2 G el valor

de los recursos necesarios para fabricar una unidad de dicho producto, de acuerdo

con los precios en y, debería ser al menos tan grande como los precios de mercado

pj. En otro caso, la coalición S no estaría de acuerdo con su venta.

En el problema de producción lineal, la teoría de la dualidad constituye una

herramienta para obtener repartos justos. La idea es remunerar las aportaciones

de recursos que realiza cada agente al proceso productivo según los precios sombra

correspondientes.

Sean Fp (S) y Fd (S) los conjuntos de soluciones factibles de los problemas primal

y dual, respectivamente, para la coalición S.

Fp (S) =
�
x 2 RGjAx � bS, x � 0
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Fd (S) =
�
y 2 RQjATy � p, y � 0

	
Obsérvese que Fd (S) no depende de S. En este problema la región factible no

depende de la coalición que se forme; sin embargo, la solución del problema, y el

valor de la función característica (v) sí que dependen de cada coalición.

Se denota por vp (S) y vd (S) los valores óptimos de los programas:

vp (S) = m�ax
�
pTxjx 2 Fp (S)

	
vd (S) = m��n

�
yT bSjy 2 Fd (S)

	
y Op (S) y Od (S) son conjuntos de soluciones óptimas:

Op (S) =
�
x 2 Fp (S) jpTx = vp (S)

	
Od (S) =

�
y 2 Fd (S) jyT bS = vd (S)

	
.

Por las hipótesis impuestas se puede asegurar que los conjuntos Fp (S), Fd (S),Op (S)

y Od (S) son no vacíos, y los valores óptimos de ambos problemas son �nitos. Así

pues, empleando dualidad se tiene que vp (S) = vd (S) para todas las coaliciones S.

Una situación LP puede describirse mediante una 4-tupla (N;A;B; p). Asociado

a dicha situación se puede de�nir el juego (N; v), que es el juego LP de maximización

de bene�cios, donde la función característica v asigna a cualquier coalición no vacía

de jugadores S el valor del problema PS, siendo v (�) = 0,

v (S) = vp (S) = m�ax
�
pTxjAx � bS, x � 0

	
.

Si dos productores cooperan, podrán producir al menos lo que obtendrían si

trabajaran de forma independiente. Así pues, su bene�cio conjunto será al menos

la suma de sus bene�cios individuales. Un razonamiento análogo se podría aplicar
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al bene�cio máximo que pueden obtener todos los productores si deciden cooperar

y trabajar juntos. En estos problemas de varios decisores con distintos intereses, es

difícil que todos estén de acuerdo con un determinado reparto de los bene�cios/costes

que resulten del proceso de producción, incluso en el caso en que dicho proceso

optimice la utilización de sus recursos. La Teoría de Juegos cooperativos se utiliza

para analizar y resolver estos problemas de reparto del bene�cio/coste total entre

los agentes. Se propone repartir este bene�cio conjunto entre todos los agentes,

utilizando una de las formas de reparto más conocidas: el núcleo. Se de�ne el núcleo

de una situación LP como el núcleo del juego LP correspondiente, C(v).

El siguiente ejemplo (Molina [45]) ilustra los conceptos anteriormente introduci-

dos.

Ejemplo 2.18 Consideremos la siguiente situación: la producción de PTA (Ácido

Tereftálico puro) y de EtG (Etilen-Glicol) en la cuenca Mediterránea está controlada

por tres petroquímicas Med1, Med2 y Med3. La capacidad de producción disponible,

expresada en toneladas, de cada una de ellas viene recogida en la siguiente tabla:

PTA EtG

Med 1 150000

Med 2 90000

Med 3 110000 60000

A partir de estos productos químicos se puede producir �bra textil sintética (PET-

�bra) y plástico para botellas (PET-botella). La siguiente tabla recoge las cantidades

(en toneladas) de cada producto necesarias para producir una tonelada de cada uno

de estos derivados.
PET-botella PET-�bra

PTA 0.966 0.912

EtG 0.365 0.344

La venta en el mercado de �bra textil da un bene�cio de 5 unidades monetarias por
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tonelada, mientras que la venta de plástico da un bene�cio de 6 unidades monetarias

por tonelada.

Por lo tanto, existen tres productores (empresas Med 1, Med 2 y Med 3),

N = f1; 2; 3g, dos recursos (PTA y EtG), dos productos (PET-botella y PET-�bra)

y

A =

"
0.966 0.912

0.365 0.344

#
, matriz de producci�on

B =

"
150000 0 110000

0 90000 60000

#
, matriz de recursos

p =

"
6

5

#
, beneficios unitarios.

El productor 1 no posee cantidad alguna del segundo recurso (véase la primera colum-

na de la matriz de recursos B), mientras que el productor 2 no dispone del primer

recurso. Como ambos productos requieren de cierta cantidad positiva de input de cada

uno de los dos recursos, un solo productor no puede producir nada. Consecuente-

mente, vp (f1g) = vp (f2g) = 0. Haciendo uso de sus recursos, el tercer productor

obtendría vp (f3g) = 683230. Si los tres cooperan, dispondrían de una cantidad po-

sitiva de cada recurso y podrían usar varios planes de producción

Fp (N) =

(
x 2 R2+

����� 0.966x1 + 0.912x2 � 2600000.365x1 + 0.344x2 � 150000

)
.

El bene�cio de un plan de producción x es: pTx = 6x1 + 5x2 y, por lo tanto, el

problema de maximización de bene�cios PN para la coalición total es

m�ax f6x1 + 5x2jx 2 Fp (N)g .

El bene�cio máximo v (N) = 1614907 se obtiene con el plan bx = (269151.15 ; 0)T .

Además,

v (1; 2) = 931677, v (1; 3) = 986301, v (2; 3) = 683230,
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por lo que Op (N) =
n
(269151.15 ; 0)T

o
. Mientras que las condiciones:

xi � 0, i = 1; 2; 3
x1 + x2 � 931677
x1 + x3 � 986301
x2 + x3 � 683230
x1 + x2 + x3 = 1614907

determinan el núcleo.

El juego de producción lineal es superaditivo (Owen [53]). Como ya se ha men-

cionado, Owen probó que estos juegos LP eran totalmente equilibrados, ya que cada

subjuego es un juego equilibrado. Para obtener elementos del núcleo utilizando el

método propuesto por Owen se procede de la siguiente manera. En lugar de resolver

los programas PS para cualquier coalición S � N y calcular v (S) y el núcleo, se

puede resolver únicamente el problema dual para la coalición total DN . Sea y una

solución óptima de dicho problema. Si cada productor i obtiene el valor de sus re-

cursos de acuerdo con los precios sombra y, este reparto, yT bi, es una imputación

del núcleo.

El conjunto de imputaciones del núcleo que se pueden obtener de esta forma, se

denomina conjunto de Owen [22] correspondiente a la situación de producción lineal

(N;A;B; p) y se representa por

Owen (N;A;B; p) =
n�
yT bi

�
i2N jy 2 Od (N)

o
.

El conjunto de Owen (N;A;B; p) es no vacío, puesto que el conjunto de óptimos

duales Od (N) es no vacío. Además, cada vector de este conjunto es un elemento de

C (v).
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Teorema 2.19 Sean la situación LP (N;A;B; p) y el juego asociado (N; v), en-

tonces Owen (N;A;B; p) � C (v).

Ejemplo 2.20 Consideremos la situación LP y su juego correspondiente introduci-

dos en el ejemplo de las empresas productoras de PET. El conjunto de precios sombra

factibles para la coalición total viene dado por:

Fd (N) =

(
x 2 R2+

����� 0.966y1 + 0.365y2 � 60.912y1 + 0.344y2 � 5

)
.

El valor v (N) = 1614907 = m��n f260000y1 + 150000y2jy 2 Fd (N)g se alcanza paraby = (6.211 ; 0)T , luego Od (N) = n(6.211 ; 0)To. El conjunto Owen (N;A;B; p) =n
(931677; 0; 683230)T

o
consiste en un único punto y se tiene que Owen (N;A;B; p) �

C (v), siendo Owen (N;A;B; p) 6= C (v).

La solución que proporciona el conjunto de Owen no tiene por qué ser única. Si

DN tiene solución múltiple, todos los precios duales que dichas soluciones representan

son válidos para obtener elementos del conjunto de Owen. Aún en el caso en que DN

tenga solución única, si hay holgura positiva en alguno de los recursos, eliminando el

recurso sobrante se obtiene una solución múltiple dual y algunas de las valoraciones

duales que dichas soluciones representan permiten obtener elementos en el conjunto

de Owen del juego original.

2.4. Juegos de producción lineal con un recurso

común

En esta sección se introduce un modelo nuevo que servirá para analizar situa-

ciones de producción lineal donde varias empresas deben cooperar para adquirir un

recurso común externo limitado (LPP ).
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Este tipo de situación se presenta con frecuencia en situaciones de la vida re-

al relacionadas con la gestión de recursos naturales, como cuando los productores

necesitan comprar cuotas de dióxido de carbono, agua, gestionar zonas de pesca

comunitaria o incluso obtener capital público para invertir en sus empresas.

El recurso común está gestionado por un agente externo y es absolutamente

necesario para producir cualquier producto. Aunque intuitivamente pueda parecer

que al introducir un pequeño cambio en el modelo LP todo funcionará de manera

similar, en este caso, no es cierto, porque, por ejemplo, los juegos que surgen al

analizar estas situaciones son juegos con estructuras de particiones y la existencia

de distribuciones estables no siempre está garantizada.

Los modelos con un recurso común externo limitado, generalmente, se han abor-

dado en la literatura desde la perspectiva no cooperativa. En ellos, como Hardin

[29] señala, puede ocurrir lo que se conoce como tragedia de los comunes, donde el

recurso de uso común es sobreexplotado. Esta es la razón principal por la que se

ha considerado una perspectiva cooperativa. Driessen y Meinhardt [15] utilizan un

juego cooperativo, de�nido a partir de uno no cooperativo, en el que se obtiene el

valor de una coalición (grupo de productores) a partir de un juego bipersonal, donde

los miembros de la coalición tratan de maximizar sus bene�cios en el peor de los ca-

sos. Funaki y Yamato [20] proporcionan un enfoque cooperativo para un modelo de

una economía con un recurso de propiedad común donde la demanda es aditiva. En

nuestro caso, estamos interesados en estudiar situaciones LP con un recurso común

externo limitado desde el punto de vista cooperativo, donde el valor de una coalición

se determina teniendo en cuenta no sólo lo que los miembros de la coalición pueden

hacer, sino también lo que el resto de jugadores no pertenecientes a la coalición

pueden hacer. Por lo tanto, este modelo implica el uso de juegos en forma de fun-

ción característica con estructuras de particiones como en Funaki y Yamato [20]. En

su modelo la distribución de las cuotas de pesca (recurso de propiedad común) entre
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los pescadores se lleva a cabo en proporción a la cantidad de trabajo desarrollado

por cada uno de ellos.

En el caso de la empresas productoras de PET, dichas empresas productoras

emiten gases de efecto invernadero en su proceso de producción, 142.4 Kg de gases

de efecto invernadero (GEI) por cada 1000 toneladas de PET. Considerando que en

el plan óptimo de producción se fabrican 269151.15 toneladas de PET, se estarían

emitiendo 38327.1 Kg de GEI.

Las emisiones de gases de efecto invernadero (GEI) tienen un tope �jado para

los diferentes países. A su vez cada país o gobierno �rmante del Acuerdo de París

debe realizar la distribución interna de los niveles de emisión entre las empresas

contaminantes, a través de permisos o cuotas que no pueden ser sobrepasados.

Se supone que dichas empresas van a tener que adquirir las cuotas de CO2

necesarias para su producción. El gestor del recurso dispone de una cantidad limitada

de cuota de carbono para vender, r, y a su vez impone un precio por tonelada emitida,

c.

A continuación se introduce formalmente la notación y el modelo matemático

que describe la situación anterior.

Sea N = f1; :::; ng un conjunto de empresas que se enfrenta a un problema de

producción lineal LP para producir un conjunto G = f1; :::; gg de bienes a partir

de un conjunto de recursos Q = f1; :::; qg. Existe un agente externo que tiene una

cantidad r de un recurso que los agentes necesitan comprar para producir los bienes.

Los parámetros del modelo son:

bi 2 R+q son los recursos disponibles para cada empresa i 2 N , bS =
P

i2S b
i.

B 2Mq�n es la matriz de recursos. Se supone que existe una cantidad positiva
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de cada recurso, es decir, que para todos los recursos t 2 Q existe un productor

i tal que bit > 0.

El recurso común externo limitado, R, no es titularidad de las empresas pro-

ductoras sino de un agente externo. Su coste por unidad es c y el total de

recurso disponible se denota por r.

A 2M(q+1)�g es la matriz de producción, atj representa la cantidad de recurso

t que se necesita para producir el producto j, donde la última �la está rela-

cionada con el recurso común externo y a(q+1)j > 0;8j 2 G. Por otra parte, no

se permite producción sin consumo de recursos y, por lo tanto, existe al menos

un t 2 Q con atj > 0;8 j 2 G.

p 2 Rg++ es el vector de precios. Por otra parte, con el �n de considerar sólo

procesos rentables asumimos que pj > a(q+1)jc, 8 j 2 G. Lo que signi�ca que

siempre tenemos un margen de bene�cio no nulo, ya que sólo se producen

bienes si son rentables.

Por lo tanto, una situación de producción lineal con un recurso común externo

(LPP ) puede ser representada por la 6-tupla (N;A;B; p; r; c).

Para maximizar su bene�cio, el productor i 2 N necesita un plan óptimo de

producción (x; z) 2 RG+1+ , que le indica cuánto debe producir de cada bien, x; y sus

necesidades del recurso común, z. No todos los planes de producción son factibles

ya que el productor tiene que tener en cuenta su cantidad limitada de recursos. Por

lo tanto, la cantidad de recursos que se necesitan en un plan de producción factible

no debe exceder la cantidad de recursos disponibles para el productor i. Además, un

plan de producción factible tiene que ser no negativo ya que sólo estamos interesados

en la producción de cantidades no negativas de los productos. El siguiente programa
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lineal maximiza el bene�cio del productor i 2 N

m�ax
Pg

j=1 pjxj � cz

s.a: Ax �
 
bi

z

!
x � 0g; z � 0:

(2.4)

Por lo tanto, un plan de producción óptimo para el productor i es una solu-

ción óptima de este programa lineal. Si una coalición S de productores coopera,

entonces ponen todos sus recursos en común. Como la coalición pretende maximizar

su bene�cio debe utilizar el siguiente problema lineal para ello:

m�ax
Pg

j=1 pjxj � cz

s.a: Ax �
 
bS

z

!
x � 0g; z � 0.

(2.5)

Denotamos mediante valor (S; z) el valor de este programa lineal, para cada z.

La demanda óptima del recurso común externo para cada coalición S,

dS = m��n fz 2 R+ jvalor (S; z) es máximog ,

se obtiene resolviendo el programa lineal (2.5). Cabe destacar que estas demandas

óptimas son la cantidad deseada del recurso común para cada coalición S y se pueden

ver como sus aspiraciones utópicas a priori, es decir, antes de que se le asigne su

parte correspondiente del recurso común.

Aunque podría parecer que estas demandas son superaditivas, es decir

dS �
P

i2S dfig, esto no es cierto como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.21 Sea (N;A;B; r; p; c) una situación LPP , con dos productores,

N = f1; 2g, que producen tres productos con dos recursos y un recurso común exter-
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no, donde

A =

264 1 0 1

0 1 1

2 2 1

375 , B = " 4 1

1 4

#
, p =

0B@ 4

4

8

1CA , c = 1, r = 5.
En este caso, df1g = df2g = 7 mientras df1;2g = 5.

A continuación se presenta un resultado técnico que garantiza que una vez que

sabemos que se logra un bene�cio positivo empleando una determinada cantidad

de recurso común externo, cantidades inferiores del recurso común externo limitado

también proporcionan bene�cios positivos.

Proposición 2.22 Dado S � N , si existe z� tal que valor (S; z�) > 0, entonces

valor (S; z) > 0, para todo z con 0 < z < z�.

Demostración. Sea z tal que 0 < z < z� y x� la solución óptima correspondiente

para valor (S; z�). De�nimos xz = z
z�x

�. El punto (xz; z) es factible para el problema

de producción lineal LP correspondiente a S. Además, se cumple que:Pg
j=1 pjx

�
j � cz� > 0 =) z

z�

�Pg
j=1 pjx

�
j � cz�

�
> 0 =)Pg

j=1 pj
�
z
z�x

�
j

�
� c

�
z
z� z

�� > 0 =)Pg
j=1 pjx

z
j � cz > 0.

�

A partir de ahora supondremos que para toda S existe un plan de producción

factible (x; z) tal que valor (S; z) > 0. Esta suposición implica que dS > 0 para

toda S. Estamos asumiendo que todas las empresas en la industria con tecnología

lineal compartida tienen capacidad para generar bene�cios estrictamente positivos.

En realidad, sólo es necesario suponer que cada empresa, por sí misma, es capaz de

generar bene�cios positivos, y a partir de ahí es sencillo demostrar que cada coalición

también es capaz de generar bene�cios positivos.
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Supongamos que se forma la partición P y, ya sea a través de un procedimiento

cooperativo o a través de un mecanismo competitivo3; la cantidad de recurso común

externo limitado asignado �nalmente a la coalición S 2 P por el agente gestor es

zS(P ): El bene�cio que una coalición S � N puede obtener viene dado por:

m�ax
Pg

j=1 pjxj � czS(P )

s.a: Ax �
 

bS

zS(P )

!
x � 0g.

(2.6)

Debemos señalar que zS(P ) está acotado superiormente por r, porque el agente

gestor del recurso común no puede asignar más de la cantidad de recurso disponible;

mientras que dS, para toda S � N , no tiene esa limitación.

Dependiendo del procedimiento empleado para obtener zS(P ); que será menor o

igual que su demanda óptima dS, se pueden de�nir diferentes juegos. Estos juegos

no son juegos TU clásicos, pues no tienen una función característica al uso, sino

que son juegos en forma de función característica con estructuras de particiones y

la cantidad disponible de recurso común desempeña un papel crucial a la hora de

analizarlos.

De�nición 2.23 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP . El juego en forma de

función característica con estructuras de particiones asociado a esta situación viene

dado por �
N;P(N); fV (�jP )gP2P(N)

�
,

donde N es el conjunto de jugadores, P(N) denota el conjunto de todas las parti-

ciones de N y V (SjP ), con S 2 P , se obtiene resolviendo el programa lineal (2.6),

para toda S � N; siendo zS(P ) la cantidad de recurso común disponible para la

coalición S cuando se forma la partición P .

3En este momento no se especi�ca ningún procedimiento concreto.
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Proposición 2.24 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP y
�
N;P(N); fV (�jP )gP2P(N)

�
su correspondiente juego en forma de función característica con estructuras de par-

ticiones. Entonces,

V (fNgjN) �
P
S2P

V (SjP ) ;8P 2 P(N).

Demostración. Dada P 2 P(N), V (SjP ) = valor (S; zS(P )),8S 2 P tal queP
S2P

zS(P ) � r. Sea
�
xS; zS(P )

�
un plan óptimo para cada coalición S 2 P . Por lo

tanto, AxS �
 

bS

zS(P )

!
y

A

�P
S2P

xS
�
�

0B@
P
S2P

bSP
S2P

zS(P )

1CA �
 
bN

r

!
.

Entonces,
�P
S2P

xS;
P
S2P

zS(P )

�
es un plan de producción factible para N y

P
S2P

V (SjP ) =
P
S2P

valor (S; zS(P )) � valor
�
N ;
P
S2P

zS(P )

�
� v (fNgjN) .

�

El corolario siguiente se da sin demostración porque ésta se puede obtener de

forma similar a la empleada por Funaki y Yamato [20].

Corolario 2.25 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP ,
�
N;P(N); fV (�jP )gP2P(N)

�
el correspondiente juego en forma de función característica con estructuras de par-

ticiones y (N; v�), (N; v+) los juegos cooperativos asociados de�nidos en la Sección

2.1.3. Entonces, C (V ) = C (v�) y C (V ) = C (v+).

Si
�
N;P(N); fV (�jP )gP2P(N)

�
es tal que, 8S � N;8P 2 P(N) con S 2 P ,

V (SjP ) = v (S), entonces las dos de�niciones de dominancia son equivalentes,
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(N; v) es un juego en forma de función característica convencional y el núcleo se

reduce a la de�nición bien conocida para los juegos cooperativos clásicos. A conti-

nuación mostramos dos situaciones LPP en las que se cumple la condición anterior.

Dada una partición P , su demanda total es d(P ) =
P

S2P dS. Un conjunto

relevante asociado con el recurso común y el conjunto de todas las particiones, es el

siguiente:

Mmin = fP 2 P(N) jd(P ) > r y P es minimal para el operador �g,

donde �P es minimal para el operador ��signi�ca que no hay un re�namiento P 0

de P con d(P 0) > r.

El conjunto anterior se compone de todas aquellas particiones cuyas demandas

agregadas sean superiores a la cantidad de recurso común externo disponible. Es

relevante porque, como veremos a continuación, los siguientes resultados muestran

que si el recurso común externo no es una restricción para el proceso de producción,

Mmin = ?, o es sólo una restricción para la gran coalición,Mmin = fNg, estos juegos

son juegos cooperativos TU sin externalidades, es decir, el valor de una coalición no

depende de lo que hagan los jugadores que están fuera de esa coalición.

Proposición 2.26 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP . SiMmin = ?, entonces

el juego correspondiente
�
N;P(N); fV (�jP )gP2P(N)

�
es un juego cooperativo sin

externalidades.

Demostración. Si Mmin = ?; entonces tenemos dN � r: Así, zS(P ) = dS para

toda S � N; debido a que d (P ) � r para toda P . Por lo tanto, para cada S � N;

V (SjP ) = V (SjP 0) para toda P; P 0 2 P(N) tal que S 2 P , es decir, para cada

coalición el valor no depende de las coaliciones formadas por los otros jugadores. �
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Proposición 2.27 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP . Si fNg 2 Mmin, en-

toncesMmin = fNg y el juego asociado a esta situación
�
N;P(N); fV (�jP )gP2P(N)

�
es un juego cooperativo sin externalidades.

Demostración. Si fNg 2 Mmin , entonces fNg es minimal para el operador �,

dN > r y d (P ) � r para toda P 2 P(N), P 6= fNg. Al igual que en la Proposición

2.26, para cada S � N , V (SjP ) = V (SjP 0) para toda P , P 0 2 P(N); es decir, el

valor de la coalición S no depende de las coaliciones formadas por los jugadores que

no están en S. Por otra parte, el valor de la gran coalición, N ,

m�ax
Pg

j=1 pjxj � cr

s.a: Ax �
 
bN

r

!
x � 0g.

(2.7)

sólo depende de sí mismo, ya que no existe ninguna partición que incluya a N como

subconjunto propio. Por lo tanto, el juego asociado a esta situación es un juego

cooperativo TU sin externalidades. �

2.5. Comentarios

En este capítulo se han descrito los juegos de producción lineal, tratando

de modelizar situaciones que surgen en problemas reales. En particular, se han con-

siderando situaciones en las que los productores necesitan comprar un recurso común

a todos ellos para producir los bienes, pero la gestión de éste está en manos de un

gestor externo pudiendo ser dicho recurso escaso.

El análisis de este modelo nos conduce a un juego en forma de función caracte-

rística con estructuras de particiones, es decir, surge de forma natural un juego con

externalidades. Por lo tanto, los pagos a una coalición S dependen no sólo de los
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recursos de los miembros de S, sino también de cómo los que no están en S formen

coaliciones.

Adicionalmente, se obtiene como resultado que si el recurso común externo no es

una restricción para el proceso de producción, o es sólo una restricción para la gran

coalición, los juegos que se obtienen son juegos cooperativos TU sin externalidades.

Como posibles líneas de investigación en el futuro, se debe profundizar en las

dos restricciones del modelo de producción lineal. La primera de ellas hace referen-

cia a que cada técnica de producción sólo puede tener como resultado la fabricación

de un único bien; mientras que en la práctica muchas técnicas de producción ob-

tienen varios productos. La segunda está relacionada con el hecho de que todos los

productores puedan usar las mismas técnicas de producción, este supuesto puede

no ajustarse a la realidad, ya que algunos productores pueden disponer de ciertas

técnicas que no están al alcance de los demás. Por ejemplo Timmer et al. [73] intro-

ducen las situaciones que implican la transformación lineal de productos (situaciones

LTP ). En ellas, de cada técnica de transformación lineal se obtiene al menos una

mercancía manufacturada y diferentes productores pueden tener técnicas de produc-

ción distintas, por lo que sería interesante analizar este tipo de problemas cuando

existe al menos un recurso común externo.

Por otra parte, se ha considerado que el precio del recurso común externo es �jo,

en futuras investigaciones deberíamos explorar el caso en el que el precio depende

de la demanda.

Otra posible línea de investigación es la introducción de aspectos fuzzy en los

juegos de producción lineal con un recurso común externo, tal y como se hace para

los juegos de producción lineal en Molina y Tejada [46].



Capítulo 3

Estabilidad en los LPP

Una vez introducido el modelo matemático correspondiente a las situaciones

de producción lineal con un recurso común externo (LPP ) debemos plantearnos có-

mo se va a realizar la distribución de dicho recurso, que gestiona un gestor externo

a los productores. Se considera que dicho gestor toma un papel pasivo, siendo los

productores los que mani�estan sus demandas. Dichas demandas podrán o no satis-

facerse totalmente en función de la cantidad de recurso común externo disponible.

Los productores conocen la tecnología que se aplica, el precio de venta, que se

ha supuesto �jo, y la cantidad de recurso, ya que se ha asumido que todo el mundo

conoce los recursos de los que disponen el resto de jugadores. Por lo tanto, lo único

desconocido para los productores es cómo repartir el recurso común externo, es decir,

cómo lo va a repartir el gestor. En función de la información de la que disponen

los productores con respecto a la forma de repartir dicho recurso común aparecen

diferentes enfoques. En este capítulo, veremos que si los productores no disponen de

información, entonces se puede utilizar un enfoque optimista o uno pesimista para

aproximarnos al problema del reparto del recurso común. Por lo tanto, en función del

enfoque se de�ne un juego optimista o un juego pesimista, para los que analizamos a

41
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continuación la existencia de repartos estables en dichos juegos, es decir, estudiamos

sus núcleos.

3.1. Primeros resultados

Una vez planteada una situación de producción lineal con un recurso común

externo, el problema se centra en cómo repartir el recurso común externo entre los

diferentes productores.

El siguiente resultado muestra que el juego TU obtenido en las condiciones de

la Proposición 2.26, cuando el recurso común externo limitado no es una restricción

para el proceso de producción, tiene núcleo no vacío.

Teorema 3.1 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP con Mmin = ?, entonces el

juego cooperativo (N; v) 2 GN asociado a esta situación, tal que v (S) = V (SjP )

8S � N ,8P 2 P(N), tal que S 2 P , tiene núcleo no vacío.

Demostración. El problema dual del problema (2.5)1 para la gran coalición, N , es

m��n
Pq

t=1 b
N
t yt + 0yq+1

s.a: Aty � p
yq+1 � c
y � 0q+1.

(3.1)

Una solución óptima de (2.5) para la gran coalición N viene dada por
�
xN ; dN

�
, con

dN � r, y la solución óptima dual correspondiente es
�
yNq ; y

N
q+1

�
, donde abusando

de la notación de ahora en adelante, representaremos por yN el vector
�
yN1 ; :::; y

N
q

�
.

1Se utiliza este problema ya que se establece por hipótesis que el recurso común externo no es

escaso para ninguna partición que se pueda formar.
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Por dualidad, sabemos que

gX
j=1

pjx
N
j � cdN =

qX
t=1

bNt y
N
t + 0y

N
q+1 = v (N) .

Por lo tanto, el coste del recurso común externo se carga al valor de los recursos,

es decir, es descontado del bene�cio que pueden obtener por sus recursos. Es fácil

comprobar que
�
yNq ; y

N
q+1

�
es factible en el problema dual del (2.5) para cada coalición

S � N , puesto que el conjunto de restricciones es independiente de las cantidades de

recursos disponibles. Además, tenemos que para una solución dual óptima
�
ySq ; y

S
q+1

�
asociada con la solución óptima

�
xS; dS

�
, se cumple que

qX
t=1

bSt y
N
t + 0y

N
q+1 �

qX
t=1

bSt y
S
t + 0y

S
q+1 = v (S) .

Por lo tanto, P
i2S

 
qX
t=1

bity
N
t + 0y

N
q+1

!
� v (S) ;8S � N ,

y esto implica que
�
biyN

�
i2N 2 C (v)

2. �

Corolario 3.2 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP con Mmin = ?. Considere-

mos el correspondiente juego con estructuras de particiones
�
N;P(N); fV (�jP )gP2P(N)

�
,

y el juego asociado (N; v) 2 GN . Entonces, C (V ) = C (V ) = C (v).

Siguiendo la misma idea de Owen ([53]) y Gellekom et al. ([22]), se introduce

el conjunto de Owen de una situación LPP (N;A;B; p; r; c), Owen (N;A;B; p; r; c),

como el conjunto cuyos elementos se pueden obtener a través de una solución óptima

del problema (3.1) asociada a la solución óptima de (2.5)
�
xN ; dN

�
tal que dN �

r. Luego, cuando Mmin = ? una manera de obtener una distribución estable del

2Aparentemente, este resultado es igual al obtenido para los juegos LP, pero la diferencia está

en que la existencia del recurso externo con un coste condiciona la solución óptima del problema

primal.
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bene�cio total es utilizar el conjunto de Owen de la situación LPP (N;A;B; p; r; c).

Debemos mencionar que esto es similar a los resultados clásicos en las situaciones

LP . Sin embargo, los juegos en las condiciones de la Proposición 2.27 pueden tener

el núcleo vacío, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.3 Sea (N;A;B; r; p; c) una situación LPP , con tres productores, N =

f1; 2; 3g, que producen tres productos con tres recursos y un recurso común externo,

donde

A =

266664
3 6 6

6 6 6

5 10 6

2 4 4

377775 , B =
264 15 6 9

4 18 9

16 19 2

375 , p =
0B@ 10

9

9

1CA , c = 2, r = 10.
Las demandas de recurso de cada coalición son:

df1g =
4
3
; df2g = 4; df3g =

4
5
;

df1;2g =
22
3
; df1;3g =

17
3
; df2;3g =

42
5
; dN =

31
3
;

y m��n
�
31
3
; 10
	
= 10. El juego (N; v) 2 GN correspondiente, asociado con esta

situación, viene dado por

v (f1g) = 4; v (f2g) = 12; v (f3g) = 12
5
;

v (f1; 2g) = 22; v (f1; 3g) = 13; v (f2; 3g) = 126
5
; v (N) = 30;

y C (v) = ?, puesto que x1 � 4.8 y x2 � 17 y, por tanto, x1+x2 � 21.8. Obviamente,

C (V ) = C (V ) = ?.

3.2. Un nuevo concepto de estabilidad

En el ejemplo anterior se puede observar que las particiones de la forma

fNn fig ; figgi2N son las únicas particiones estables, es decir, los juegos asociados

a la coalición formada por todos los jugadores excepto el jugador i y la coalición
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formada únicamente por el jugador i tienen núcleo no vacío; mientras que el juego

asociado a la gran coalición N es el que tiene su núcleo vacío. Utilizando esta idea,

proponemos el siguiente concepto de estabilidad:

De�nición 3.4 Una partición P 2 P(N) se dice que es particionalmente estable si

se cumplen las siguientes condiciones, 8S 2 P ,

(1) C
�
vS
�
6= ?;

(2) @ fTkglk=1 2 P de tal manera que C

0B@vS[
8<:

lS
k=1

Tk

9=;
1CA 6= ?,

donde
�
S; vS

�
es el juego reducido a la coalición S.

Esta de�nición de estabilidad es válida tanto para juegos con externalidades (con

el concepto de dominancia que corresponda), como para juegos sin externalidades.

Además, permite, en cierto sentido, ampliar el concepto de núcleo y estudiar la

formación de coaliciones. Obsérvese que cuando el núcleo de un juego es no vacío,

entonces la gran coalición es la única con�guración que es particionalmente estable.

Proposición 3.5 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP con fNg 2 Mmin. En-

tonces, o bien las particiones fNn fig ; figgi2N son las únicas con�guraciones parti-

cionalmente estables, o bien la gran coalición es la única con�guración particional-

mente estable si el núcleo del juego es no vacío.

Demostración. Si el núcleo del juego es no vacío, por de�nición, la gran coalición

es la única con�guración particionalmente estable. Si el núcleo es vacío, se tiene que

dNnfig + dfig � r; dN > r. Los juegos asociados con fNn figgi2N e ffiggi2N tienen
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núcleo no vacío por la Proposición 3.1 y cualquier otra partición no satisface la

condición (2) de la de�nición anterior. �

Cuando el recurso común externo puede ser una restricción para el proceso de

producción de alguna partición, es decir, existe una partición P tal que
P
S2P

dS > r,

cada coalición de productores S 2 P obtendrá una cantidad de recurso común

externo a través de un proceso cooperativo o de un mecanismo competitivo. En este

capítulo nos centraremos en el caso cooperativo. El caso no cooperativo se estudiará

en el capítulo siguiente. Con respecto a la información que tienen los jugadores sobre

el proceso, se consideran dos posibilidades: que los jugadores no conocen la forma

en la que r será distribuido o que los jugadores conocen la forma que se utilizará

para repartir la cantidad total de recurso. En la siguiente sección consideramos el

caso en el que los jugadores no conocen cómo se repartirá el recurso común.

3.3. El juego de recurso común externo limitado

En esta sección abordamos la situación descrita en el epígrafe anterior suponien-

do que los productores no conocen cómo será asignado el recurso común externo.

Por lo tanto, no conocen exactamente el juego en forma de función característica con

estructuras de particiones V , por lo que se enfrentan al problema bajo condiciones

de incertidumbre. Así pues, pueden examinar el problema del reparto de la cantidad

de recurso común externo limitado desde diferentes puntos de vista. Lo que una

coalición de productores S espera recibir del recurso común externo limitado puede

describirse a través de un juego de recursos que se describirá a continuación. Estos

serán juegos cooperativos TU en forma de función característica y pueden de�nirse

a partir de diferentes enfoques. Se considerarán dos casos extremos, dependiendo del

punto de vista que se utiliza para abordar la situación: el optimista y el pesimista.

El valor de una coalición representará la cantidad de recurso común externo que la
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coalición espera garantizarse trabajando por sí sola, independientemente de lo que

hagan las otras. Que podrá ser cualquier valor entre los obtenidos a partir de los

puntos de vista optimista y pesimista. De este modo, el juego de recursos re�ejará

las expectativas de cada coalición.

Un juego de recurso común asociado a una situación LPP , (N;A;B; r; p; c), es

un juego cooperativo (N;R) 2 GN , donde N es el conjunto de productores y R es la

función característica que, para cada coalición S, representa la cantidad de recurso

que piensan los jugadores en S que pueden obtener independientemente de lo que

hagan los jugadores en NnS.

Una coalición de productores S asume así que su parte de recurso común externo

será R (S). Utilizando esta cantidad como zS(P ) en (2.6), para toda S � N , se

obtiene el juego
�
N; vR

�
2 GN , donde vR (S) = valor (S;R (S)). De esta manera, el

juego en forma de función característica con estructuras de particiones asociado a la

situación LPP (N;A;B; r; p; c) obtenido a partir del juego de recurso común externo

(N;R) se reduce al juego
�
N; vR

�
, ya que el valor de una coalición no depende de lo

que los demás puedan hacer.

El siguiente teorema establece una condición su�ciente para que el juego LPP�
N; vR

�
tenga núcleo no vacío cuando dN > r, sin importar desde qué punto de vista

se de�na el juego de recuso común (N;R).

Teorema 3.6 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP con dN > r, sean (N;R) 2

GN un juego de recurso común externo limitado asociado a dicha situación y
�
N; vR

�
2

GN el juego correspondiente. Si C (R) 6= ?, entonces C
�
vR
�
6= ?.

Demostración. Como C (R) 6= ?, existe u 2 RN tal que u(S) =
P

i2S ui � R (S),

para toda S, y u(N) = r: Sea y� una solución óptima del dual del problema (2.7),
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que viene dado por

m��n
Pq

t=1 b
N
t yt + ryq+1 � cr

s.a: Aty � p
y � 0q+1.

(3.2)

Por dualidad sabemos que
Pq

t=1 b
N
t y

�
t + ry

�
q+1 � cr = vR(N). Por otro lado,

8S � N
qX
t=1

bSt y
�
t + u (S) y

�
q+1 � cu (S) �

qX
t=1

bSt y
�
t +R (S) (y

�
q+1 � c) � vR(S),

donde la última desigualdad se cumple porque y� es factible en el problema dual de

la coalición S e y�q+1 > c con dN > r. Efectivamente:

Supongamos que y�q+1 � c. Consideramos una variación �r tal que la solución

básica factible no cambie y, además, r +�r < dN .

Entonces

valor (N ; r +�r) = valor (N ; r) +
�
y�q+1 � c

�
�r.

Distinguimos dos casos:

1. Si �r > 0.

valor (N ; r +�r) � valor (N ; r)
r < r +�r < dN ) 9� 2 (0; 1) tal que r +�r = �r + (1� �) dN

Ahora desde que �xr+(1� �)xdN es una solución factible para el problema con

r +�r,
�
xr; xdN

�
es solución óptima para r y dN , se tiene que

valor (N ; r +�r) � �valor (N ; r) + (1� �) valor (N ; dN)
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Pero valor (N ; dN) > valor (N ; r +�r) por de�nición de dN y valor (N ; r) �

valor (N ; r +�r). Por lo tanto, tenemos una contradicción.

2. Si �r < 0.

valor (N ; r +�r) = valor (N ; r) +
�
y�q+1 � c

�
�r )

) valor (N ; r +�r) � valor (N ; r) .
r +�r < r < dN ) 9� 2 (0; 1) tal que � (r +�r) + (1� �) dN = r

Ahora desde que �xr+�r + (1� �)xdN es una solución factible para el problema

con r,
�
xr+�r; xdN

�
es solución óptima para r +�r y dN , respectivamente. Se tiene

que,

valor (N ; r) � �valor (N ; r +�r) + (1� �) valor (N ; dN)

Pero valor (N ; dN) > valor (N ; r) por de�nición de dN y valor (N ; r +�r) �

valor (N ; r). Por lo tanto, tenemos una contradicción.

Así que la conclusión es que y�q+1 > c.

Por lo tanto,
�
biy� + ui

�
y�q+1 � c

��
i2N 2 C

�
vR
�
6= ?. �

Sin embargo, el recíproco no es cierto en general, como muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 3.7 Sea (N;A;B; r; p; c) una situación LPP , con dos productores, N =

f1; 2g ; que producen tres productos a partir de dos recursos y un recurso común

externo, donde

A =

264 1 0 1

0 1 1

2 2 1

375 , B = " 4 1

1 4

#
, p =

0B@ 4

4

8

1CA , c = 1, r = 4.
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Consideremos el juego de recurso común externo, (N;R), tal que R (f1g) = R (f2g) =

R (f1; 2g) = 4. Entonces C (R) = ?, dN = 5 y vR (f1g) = vR (f2g) = 10, vR (N) =

28, por lo que C
�
vR
�
6= ?.

El juego del recurso común externo descrito en el Ejemplo 3.7 puede ser obtenido

basándonos en el enfoque que se presenta a continuación.

3.3.1. Punto de vista optimista

Desde un punto de vista optimista, una coalición de productores S obtendrá

siempre su demanda o, si ésta es mayor que r, la cantidad de recurso disponible. El

juego de recurso común externo asociado, (N;Ropt), es tal queRopt (S) = m��n fdS; rg.

Utilizando la cantidad Ropt (S) en (2.6), para toda S � N , se obtiene el juego LPP

optimista, (N; vopt).

El núcleo C (vopt) de esta clase de juegos puede ser no vacío como ilustra el

Ejemplo 3.7, pero en muchas ocasiones es vacío, como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.8 Sea (N;A;B; r; p; c) una situación LPP , con tres productores, N =

f1; 2; 3g, que producen dos productos a partir de dos recursos y un recurso común

externo, donde

A =

264 2 3

3 2

1 1

375 , B = " 40 60 80

60 40 50

#
, p =

 
50

60

!
, c = 14, r = 50

y (N; vopt) es el juego LPP optimista asociado. En este caso, el núcleo optimista

estará formado por todos los puntos de R3 tales que

x1 � 720; x2 � 920; x3 � 1150;
x1 + x2 � 1650; x1 + x3 � 1936; x2 + x3 � 2070; x1 + x2 + x3 = 2300;
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pero puede verse que no existe un punto que satisfaga todas las desigualdades ante-

riores, entonces C (vopt) = ?. Teniendo en cuenta que

df1g = 20; df2g = 20; df3g = 25;

df12g = 40; df13g = 46; df23g = 45; dN = 66 y m��n f66; 50g = 50;

es fácil comprobar que C (Ropt) = ?.

Estudiaremos una situación en la que C (vopt) es siempre no vacío. Con el �n de

analizar dicha situación, cuando dN � r, necesitamos algunos resultados previos. El

siguiente lema nos dice que cuando el recurso común externo es su�ciente para la

gran coalición, entonces el valor de la gran coalición es una cota superior para la

suma de los valores optimistas en cada partición.

Lema 3.9 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP y (N; vopt) el juego optimista

asociado a dicha situación. Si dN � r, entonces

P
S2P

valor (S; dS) � valor (N; dN) = vopt (N) ;8P 2 P(N).

Demostración. Consideremos el programa lineal (2.5) para la gran coalición N :

m�ax
Pg

j=1 pjxj � cz

s.a: Ax �
 
bN

z

!
x � 0g, z � 0.

(3.3)

Dado P 2 P(N), para cada S 2 P existe una solución óptima
�
xS; dS

�
del programa

lineal (2.5). Así,

 �P
S2P

xSj

�g
j=1

;
P
S2P

dS

!
es una solución factible del programa lineal

(3.3), por lo que tenemos por la de�nición de dN que

gX
j=1

pj

 X
S2P

xSj

!
� c

�P
S2P

dS

�
�

gX
j=1

pjx
N
j � cdN , (3.4)
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donde
�
xN ; dN

�
es una solución óptima de (3.3) tal que dN � r. Si reescribimos

(3.4), y tenemos en cuenta que dN � r, obtenemos queX
S2P

 
gX
j=1

pjx
S
j � cdS

!
�

gX
j=1

pjx
N
j � cdN = vopt (N) .

Por lo tanto,
P
S2P

valor (S; dS) � vopt (N). �

El siguiente lema, que se da sin demostración, nos muestra dos programas lineales

que, aunque tienen diferentes conjuntos de soluciones óptimas, tienen los mismos

valores óptimos, es decir, son equivalentes de manera óptima. Las soluciones óptimas

del primer problema están contenidas en las del segundo por la de�nición de dS. En

el segundo, al menos una de las soluciones óptimas se alcanza en z� = dS, siendo dS

la demanda óptima del recurso común para cada coalición S. Por lo tanto, ambos

problemas tienen el mismo valor óptimo. Hay que destacar que sólo di�eren en una

restricción redundante, z � dS, sin embargo, ésta es la clave para demostrar el

siguiente teorema. Añadir una condición, z � dS, aparentemente inocua, da lugar a

un problema muy rico que permite diversos enfoques. Dicha condición redundante

resulta necesaria para la resolución del problema aunque no cambia el valor óptimo

del mismo.

Lema 3.10 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP . Los siguientes programas li-

neales son óptimamente equivalentes, para toda S,

m�ax
Pg

j=1 pjxj � cz

s.a: Ax �
 
bS

z

!
z � dS
x � 0g; z � 0.

(3.5)

m�ax
Pg

j=1 pjxj � cz

s.a: Ax �
 
bS

z

!
x � 0g; z � 0.

(3.6)
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Este resultado previo nos proporciona dos maneras diferentes, pero equivalentes,

para abordar los programas lineales. En la demostración del siguiente teorema uti-

lizamos uno u otro en función de cual resulte de mayor utilidad. Este resultado

nos dice que la cooperación elimina el con�icto, porque todos podrían ir juntos a

comprar la cantidad del recurso común que necesitan sin importar qué mecanismo

utiliza el administrador para distribuirlo, independientemente de lo que ocurra con

el resto de particiones.

Teorema 3.11 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP y (N; vopt) el juego LPP

optimista asociado a dicha situación. Si dN � r, entonces C (vopt) 6= ?.

Demostración. Consideremos el programa lineal (3.5) para la gran coalición,

m�ax
Pg

j=1 pjxj � cz

s.a: Ax �
 
bN

z

!
z � dN
x � 0g; z � 0,

(3.7)

que es equivalente al programa lineal (3.6) para la gran coalición, puesto que dN � r

su dual viene dado por

m��n
Pq

t=1 b
N
t yt + 0yq+1 + dNyq+2

s.a: Aty � p
yq+1 � yq+2 � c
y � 0q+2:

(3.8)

Sean
�
xN ; dN

�
la solución óptima primal y

�
yN1 ; y

N
q+1; 0

�
la solución óptima dual de

(3.7) y (3.8), respectivamente, con dN � r e yNq+2 = 0. Si yNq+2 > 0, entonces tenemos

dos casos:

1) yNq+1 = 0, entonces tomando y
0N
q+2 = 0 mejoramos la función objetivo, lo que

es una contradicción con el hecho de que
�
yN ; 0; yNq+2

�
sea solución óptima del dual.
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2) yNq+1 > 0, entonces si hacemos y0Nq+1 = yNq+1 � yNq+2 e y0Nq+2 = 0 mejoramos la

función objetivo, por lo que obtenemos de nuevo una contradicción. Por lo tanto,

yNq+2 = 0.

Es fácil comprobar que
�
yNq ; y

N
q+1; 0

�
es una solución factible para el problema

dual de (3.5) para cada coalición S. Si
�
yS1 ; y

S
q+1; y

S
q+2

�
es una solución óptima dual

asociada a
�
xS; dS

�
, se cumple que

qX
t=1

bSt y
N
t + 0y

N
q+1 + dSy

N
q+2 �

qX
t=1

bSt y
S
t + 0y

S
q+1 + dSy

S
q+2 = valor(S; dS) = v

opt (S) .

Por lo tanto,
P
i2S

�Pq
t=1 b

i
ty
N
t

�
� vopt (S), 8S � N , y esto implica que

�
biyN

�
i2N 2

C (vopt). �

Los dos resultados siguientes se dan sin demostración por ser ésta trivial, ya que

vopt � v+ � v�.

Corolario 3.12 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP ,
�
N;P(N); fV (�jP )gP2P(N)

�
el juego correspondiente en forma de función característica con estructuras de par-

ticiones y (N; v+) el juego optimista asociado. Si dN � r; entonces C (v+) 6= ? y

C (V ) 6= ?.

Corolario 3.13 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP ,
�
N;P(N); fV (�jP )gP2P(N)

�
el juego correspondiente en forma de función característica con estructuras de par-

ticiones y (N; v�) el juego pesimista asociado. Si dN � r; entonces C (v�) 6= ? y

C (V ) 6= ?.

Obsérvese que este teorema se cumple para todos los juegos
�
N; vR

�
, obtenidos a

partir de cualquier juego de recurso común externo limitado (N;R) asociado a una

situación LPP , porque vopt (S) � vR (S) para cualquier coalición S.
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Este resultado es importante por varias razones. En primer lugar, hemos encon-

trado un caso en el que el núcleo del juego optimista es no vacío. En segundo lugar,

el conjunto de Owen es muy fácil de obtener porque se obtiene directamente a partir

de las soluciones del problema dual. En tercer lugar, se demuestra que la cooperación

entre todos los agentes es importante cuando consigue que el recurso común externo

no sea escaso; ya que se debe alcanzar una explotación sostenible del recurso común

externo para no caer en una situación de sobreexplotación, tal y como se pone de

mani�esto en la conocida como Tragedia de los Comunes, Hardin [29]. Finalmente,

en este caso no importa cómo son (N;R) o zS (P ), ya que si todos cooperan no se

produce sobreexplotación y el recurso es su�ciente. Además, el núcleo es no vacío

por lo que se puede obtener un reparto estable del recurso sin necesidad de conocer

los juegos intermedios, pues dicho reparto se obtiene a partir del problema dual para

la gran coalición.

A primera vista, parece que una condición fácil para asegurar que el núcleo es

vacío, cuando dN > r, podría ser que 9P 2 P(N) tal que
P
S2P

dS > r, sin embargo,

esto no es cierto como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.14 Sea (N;A;B; r; p; c) la situación LPP descrita en el Ejemplo 3.7.

En este caso, df1g = df2g = dN = 4; vopt (1) = vopt (2) = 10 y vopt (N) = 28. Existe

una partición, P = ff1g ; f2gg donde df1g+ df2g > 4 y el núcleo es no vacío. Por lo

tanto, la condición mencionada no garantiza que el núcleo sea vacío.

Cuando dN > r y, 8P 2 P(N),
P
S2P

dS < r el núcleo del juego optimista puede

ser vacío como se muestra en el Ejemplo 3.3, pero, en general, esto no se cumple

como ilustra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 3.15 Sea (N;A;B; r; p; c) una situación LPP , con tres productores, N =

f1; 2; 3g, que producen tres productos con tres recursos y un recurso común externo,
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donde

A =

266664
10 8 7

7 10 5

3 6 7

5 2 4

377775 , B =
264 9 6 8

5 18 6

17 13 3

375 , p =
0B@ 8

9

5

1CA , c = 1, r = 5.

El juego optimista correspondiente es

vopt (1) = 1.5; vopt (2) = 5.25; vopt (3) = 3.5;

vopt (1; 2) = 13.125; vopt (1; 3) = 7.7; vopt (2; 3) = 12.25;

y vopt (N) = 17.5: Las demandas son

df1g = 1; df2g = 1.5; df3g = 1;

df1;2g = 3.75; df1;3g = 2.2; df2;3g = 3.5;

con dN > 5.

Teniendo en cuenta las condiciones que determinan el núcleo

xi � 0, i = 1; 2; 3
x1 � 1.5
x2 � 5.25
x3 � 3.5
x1 + x2 � 13.125
x1 + x3 � 7.7
x2 + x3 � 12.25
x1 + x2 + x3 = 17.5

puede observarse que éste es no vacío.

Por lo tanto, cuando dN > r del Teorema 3.6 podemos extraer una condición

su�ciente para la no vacuidad del núcleo, pero, en general, no está claro cuando el

núcleo del juego optimista es vacío o no.
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3.3.2. Punto de vista pesimista

Desde un punto de vista pesimista, una coalición de productores S recibirá

lo que los agentes externos a S dejen de utilizar en la partición que minimiza lo que

quede para S. Esta situación se puede describir como un juego de recurso común

externo (N;Rpes), donde Rpes (S) = m��n
�
m��n
P :S2P

�
m�ax

�
0; r �

P
T2P
T 6=S

dT

��
; dS

�
.

Utilizando esta cantidad Rpes (S) como zS(P ) en (2.6), para toda S � N; se

obtiene el juego LPP pesimista (N; vpes).

Cuando dN � r el núcleo de este juego es no vacío puesto que evidentemente

C (v+) � C (v�) y vopt � v+ � v� � vpes, y el núcleo del juego optimista es no

vacío. Sin embargo, cuando dN > r puede ser vacío como se muestra en el Ejemplo

3.3 y, por consiguiente, C (v+) = C (V ) = C (v�) = C (V ) = ?. Cabe destacar que

en el Ejemplo 3.3 los juegos optimista y pesimista coinciden. El siguiente resultado

establece una condición para garantizar la no vacuidad del núcleo del juego pesimista.

Teorema 3.16 Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP y (N; vpes) el juego LPP

pesimista asociado a dicha situación. Si dN > r y
P
i2N

di � r, entonces C (vpes) 6= ?.

Demostración. Sean fdigi2N las demandas individuales de los agentes de N . Con-

sideramos el juego de recurso común externo (N;w), dondew (S) = m�ax
�
0; r �

P
i=2S di

	
y w (N) = r. Distinguiremos dos casos:

a) Si
P
i2N

di > r, (N;w) es un juego de bancarrota estándar y, por lo tanto, tiene

núcleo no vacío, entonces existe un u 2 RN tal que u (N) = r y

u (S) � m�ax
�
0; r �

P
i=2S di

	
� m��n

P :S2P

�
m�ax

�
0; r �

P
T2PS
T 6=S

dT

��
�

m��n

�
m��n
P :S2P

�
m�ax

�
0; r �

P
T2PS
T 6=S

dT

��
; dS

�
= Rpes (S) .
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Así pues, C (Rpes) 6= ? y por el Teorema 3.6, se obtiene el resultado.

b) Si
P
i2N

di = r, d (S) =
P
i2S
di = m�ax

�
0; r �

P
i=2S di

	
� m��n

P :S2P

�
m�ax

�
0; r �

P
T2P
T 6=S

dT

��
�

m��n

�
m��n
P :S2P

�
m�ax

�
0; r �

P
T2P
T 6=S

dT

��
; dS

�
= Rpes (S).

Por lo tanto, C (Rpes) 6= ? y, entonces, por el Teorema 3.6 C (vpes) 6= ?. �

Cuando dN > r y
P
i2N

di < r, el núcleo del juego pesimista puede ser vacío como

en el Ejemplo 3.3 o ser no vacío como ilustra el Ejemplo 3.15, ya que si el núcleo del

juego optimista es no vacío el núcleo del juego pesimista también es no vacío.

3.4. Comentarios

En este capítulo se ha analizado la distribución del recurso común externo

limitado empleando como concepto de solución el núcleo. En él se ha asumido que

los productores no disponen de información sobre cómo realizará el gestor el reparto

del recurso común, por ello se han analizado los dos puntos de vista más extremos: el

pesimista y el optimista. Dichos enfoques nos permiten de�nir los correspondientes

juegos de recurso común, que a su vez determinan los juegos de bene�cios pesimista

y optimista.

Se ha demostrado que, si cuando todos los jugadores cooperan el recurso es

su�ciente, entonces tanto el núcleo del juego optimista como el núcleo del juego

pesimista son no vacíos. Además, en este caso, hemos encontrado un procedimiento

à la Owen para obtener un reparto del recurso sin necesidad de conocer lo que

sucede con las coaliciones intermedias. Así mismo, en el caso de que el recurso no

sea su�ciente cuando todos los jugadores cooperan, resulta necesaria una condición

adicional para que el núcleo del juego pesimista sea no vacío. En el caso del núcleo



3.4. COMENTARIOS 59

del juego optimista no se han encontrado condiciones que permitan garantizar su no

vacuidad, más allá de la derivada del Teorema 3.6.

Como posibles líneas de investigación futuras debemos mencionar que las condi-

ciones encontradas para garantizar la no vacuidad del núcleo son su�cientes pero no

son necesarias en general, por lo que sería interesante la búsqueda de condiciones

necesarias y su�cientes que garantizaran que los núcleos C (vopt) y/o C (vpes) fueran

no vacíos. No obstante, las condiciones utilizadas en este capítulo son sencillas, por

lo que podemos suponer que las condiciones que se puedan encontrar sean mucho

más exigentes que las aquí presentadas.



60 CAPÍTULO 3. ESTABILIDAD EN LOS LPP



Capítulo 4

Un enfoque no cooperativo

En este capítulo consideraremos un proceso competitivo como mecanismo

con el que los productores, o grupos de productores, pueden obtener una parte del

recurso común externo. Esto puede ser modelado como un juego no cooperativo entre

coaliciones en el que estudiaremos la existencia de equilibrios de Nash y algunos de

sus re�namientos. En particular, sus equilibrios de Nash (estrictos), (Nash [48]), en

estrategias puras. Por otra parte, todos los equilibrios de Nash estrictos resultarán

ser equilibrios fuertes de Nash (Aumann [2]).

4.1. Juegos no cooperativos

Los juegos no cooperativos son los modelos que analizan qué decisiones tomaría

cada jugador cuando no existe la posibilidad de acuerdos vinculantes. Básicamente,

tenemos un conjunto de jugadores, cada uno con un conjunto de estrategias a su

disposición y unas asignaciones de pagos que reciben por cada una de las posibles

combinaciones de estrategias. Los juegos no cooperativos se caracterizan por la ma-

nera en que elige un jugador y en lo que sabe de los otros jugadores. En general, se

61
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supone que los individuos toman sus decisiones independientemente unos de otros,

aunque conociendo quiénes son sus oponentes y las posibles estrategias que estos

tienen a su disposición. Es decir, son individuos egoístas que tratan de predecir lo

que los otros agentes harán para obrar entonces en conveniencia propia.

4.1.1. Conceptos básicos

Existen dos formas de representar un juego no cooperativo: en forma extensiva

(en árbol) o en forma normal (estratégica o matricial).

La representación de juegos en forma extensiva presenta los juegos como árboles.

Cada vértice o nodo representa un punto donde un jugador toma decisiones. Las

líneas que parten de los vértices representan acciones posibles para el jugador que

debe tomar la decisión en dicho punto. Cada nodo terminal (hoja) del árbol del

juego tiene asociada una n-tupla de pagos, es decir, el pago para cada jugador si el

juego acaba en dicho nodo.

La representación de juegos en forma normal (estratégica o matricial) representa

una matriz de pagos que muestra los jugadores, las estrategias y las recompensas.

Cuando un juego se presenta en forma normal se supone que todos los jugadores

actúan simultáneamente sin saber la elección o decisión de los demás. Si los jugadores

tienen alguna información acerca de las elecciones de otros jugadores el juego se

presenta habitualmente en la forma extensiva.

En el presente capítulo se emplea la forma normal para representar los juegos no

cooperativos, empleando para ello la siguiente notación G = (N;S; �).

Los elementos básicos para describir un juego no cooperativo en forma normal

son:
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1- Un conjunto de jugadores N = f1; 2; : : : ; ng, en este capítulo se considerará

siempre que el conjunto de jugadores es �nito.

2- Para cada jugador i 2 N un conjunto de estrategias Si.

3- Para cada jugador i 2 N una función de pagos �i : S =
Q
i2N
Si ! R.

A cada n�tupla s = (s1; s2; :::; sn), donde cada si pertenece a Si, i 2 N; se le

llama combinación o per�l de estrategias. Es un vector n-dimensional cuyas compo-

nentes son estrategias, una por cada jugador, y el conjunto de todos los per�les s

es

S = S1 � S2 � : : : � Sn.

Al vector (n� 1)�dimensional obtenido a partir de s = (s1; s2; :::; sn) al suprimir si
se le denota por s�i. El vector s�i = (s1; s2; :::; si�1; si+1; :::; sn) es, por lo tanto, la

combinación de estrategias elegidas por todos los jugadores menos el i. El conjunto

de todas las combinaciones s�i se representa por

S�i = S1 � S2 � ::: � Si�1 � Si+1 � :::� Sn.

La función de pagos o ganancias �i, para cada i de N , le asigna a cada combinación

de estrategias s = (s1; s2; :::; sn) un número, �i (s), que es la utilidad que al jugador i

le reporta el resultado del juego cuando se realiza s. La función de pagos para todos

los jugadores la denotaremos por

� (s) = (�1 (s) ; :::; �n (s)) .

Los juegos se pueden representar mediante su matriz de pagos, para ello se con-

sidera el conjunto de jugadores, el conjunto de estrategias para cada jugador y los

pagos (o utilidades) que reciben los jugadores para cada combinación de estrategias.
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Representaremos por N = f1; 2; : : : ; ng el conjunto de jugadores y por

S1 = fs11; s21; :::; sm1
1 g el conjunto de estrategias del jugador 1,

S2 = fs12; s22; :::; sm2
2 g el conjunto de estrategias del jugador 2,

...

Sn = fs1n; s2n; :::; smn
n g el conjunto de estrategias del jugador n.

En el caso de un juego no cooperativo con dos jugadores toda la información del

mismo puede representarse en una tabla de doble entrada como la siguiente:

Jugador 2

s12 ::: sn2

Jugador 1 s11 �1 (s
1
1; s

1
2) ; �2 (s

1
1; s

1
2) ::: �1 (s

1
1; s

n
2 ) ; �2 (s

1
1; s

n
2 )

::: ::: ::: :::

sm1 �1 (s
m
1 ; s

1
2) ; �2 (s

m
1 ; s

1
2) ::: �1 (s

m
1 ; s

n
2 ) ; �2 (s

m
1 ; s

n
2 )

donde uno de los jugadores es el jugador �la y el otro el jugador columna. Cada una

de las �las representa las estrategias del jugador �la y cada una de las columnas

las del jugador columna. En cada celda aparecen detallados los pagos que obtendría

cada jugador en función de cada per�l de estrategias.

En juegos con tres jugadores, en los que cada uno de ellos tiene un número

�nito de estrategias, es posible recoger toda la información de la representación

estratégica del juego utilizando varias tablas parecidas a las utilizadas para juegos

con dos jugadores, procediendo tal como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1 En un departamento de salud de la Comunidad Valenciana existe in-

terés en adquirir un fármaco para tratar una enfermedad. Existen en el mercado

tres marcas comerciales de diferentes laboratorios que generan productos de simi-

lares características técnicas, por lo que se debe decidir cuál de los tres productos

farmacéuticos adquiere el área de logística. Para ello votan las tres áreas asisten-

ciales involucradas en la decisión de la adquisición: Farmacia, Atención Primaria y
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Hospital de Día Quirúrgico (HDQ). La utilidad que obtiene cada una de estas áreas

aparece en la siguiente tabla:

Farmacia A. Primaria HDQ

Fármaco 1 2 3 2

Fármaco 2 1 2 3

Fármaco 3 3 1 1

Cada una de las áreas vota de forma estratégica por uno de los tres fármacos, lo

que quiere decir que cada servicio no vota directamente por el fármaco que más

le interesa, sino por aquél que teniendo en cuenta los votos de los otros servicios

mayor utilidad le reportaría, y deciden adquirir todos el fármaco que tenga más

votos, decidiendo el voto de Farmacia en caso de empate.

Sean Farmacia el jugador 1, Atención Primaria el jugador 2 y Hospital de Día

Quirúrgico el jugador 3.

Para cada uno de los jugadores, sus estrategias son:

F1: votar por adquirir el fármaco 1.

F2: votar por adquirir el fármaco 2 .

F3: votar por adquirir el fármaco 3.

Por tanto, S1 = S2 = S3 = fF1; F2; F3g.
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La representación del juego en forma estratégica es:

A. Primaria

Farmacia F1 F2 F3

F1 2; 3; 2 2; 3; 2 2; 3; 2

F2 2; 3; 2 1; 2; 3 3; 1; 1

F3 2; 3; 2 1; 2; 3 3; 1; 1

A. Primaria

Farmacia F1 F2 F3

F1 2; 3; 2 1; 2; 3 3; 1; 1

F2 1; 2; 3 1; 2; 3 1; 2; 3

F3 2; 3; 2 1; 2; 3 3; 1; 1

Si F1 es la estrategia de HDQ Si F2 es la estrategia de HDQ

A. Primaria

Farmacia F1 F2 F3

F1 2; 3; 2 1; 2; 3 3; 1; 1

F2 2; 3; 2 1; 2; 3 3; 1; 1

F3 3; 1; 1 3; 1; 1 3; 1; 1

Si F3 es la estrategia de HDQ

En este caso, cada combinación de estrategias lleva asociada un vector de pagos

de dimensión tres, cuya primera componente representa el pago que recibe Farma-

cia, la segunda componente es el pago que recibe APrimaria, recogiendo la tercera

componente el pago que recibe HDQ.

Obsérvese que para cada estrategia de HDQ se construye una tabla en la que

se van combinando pares de estrategias de Farmacia y APrimaria con la estrategia

�jada de HDQ, que aparece al pie de la tabla correspondiente.

4.1.2. Conceptos de equilibrio

En un juego no cooperativo, previamente a la aparición del concepto de equi-

librio de Nash, se empleaban análisis relativos a la dominación. Lo que signi�ca

que se intenta eliminar del análisis aquellas estrategias que produzcan ganancias

inferiores a otras, independientemente de la creencia que se pueda tener sobre el

comportamiento de los otros jugadores. Bajo esta premisa es razonable suponer que

un jugador racional nunca utilizará ese tipo de estrategias. A este tipo de estrategias
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se les denomina estrictamente dominadas. Además, un jugador racional no debería

esperar que los otros jugadores jueguen estrategias estrictamente dominadas, ni de-

bería pensar que los otros jugadores esperen que él juegue estrategias dominadas.

Este tipo de análisis no permite alcanzar un resultado concluyente en la mayoría

de las situaciones, permitiendo en todo caso simpli�car en alguna medida los análisis.

Por lo tanto, resulta necesario emplear un concepto diferente al de la dominación de

estrategias que pueda incluir las propiedades de éste y añada otras propiedades que

sean interesantes para poder considerar un per�l de estrategias como solución de un

juego. La primera propiedad intuitiva que podemos exigirle a un per�l de estrate-

gias es que las desviaciones unilaterales de los individuos no les produzcan ninguna

mejora. En este sentido, esta propiedad parece que es una condición necesaria de

estabilidad para un per�l de estrategias y una predicción válida sobre el compor-

tamiento de jugadores racionales. El concepto de solución que posee esta propiedad

es el de equilibrio de Nash [48] cuya de�nición formal es como sigue:

De�nición 4.2 En el juego G = (N;S; �), decimos que el per�l de estrategias s� =

(s�1; s
�
2; :::; s

�
n) es un equilibrio de Nash (EN) si para cada jugador i 2 N ,

�i
�
s�1; :::; s

�
i�1; s

�
i ; s

�
i+1; :::; s

�
n

�
� �i

�
s�1; :::; s

�
i�1; si; s

�
i+1; :::; s

�
n

�
para toda si de Si.

Es decir, para cada jugador i 2 N , s�i es una solución del problema

m�ax�i
�
s�1; :::; s

�
i�1; si; s

�
i+1; :::; s

�
n

�
,

donde si es la variable de decisión y pertenece a Si. O dicho de otro modo, para cada

jugador i 2 N , s�i es una respuesta óptima a s��i, lo que implica que las desviaciones

unilaterales no producen ninguna mejora.
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La idea esencial de Nash [48] al de�nir el concepto de equilibrio es que un equi-

librio de un juego es un acuerdo que ninguna de las partes puede romper unilateral-

mente a discreción para mejorar.

De esta de�nición se deduce que un equilibrio de Nash es un per�l de estrate-

gias del que ningún jugador desearía desviarse unilateralmente, es decir, ninguno se

arrepiente de la decisión tomada, dadas las estrategias decididas por el resto de los

jugadores. Un equilibrio de Nash está formado por estrategias que son óptimas para

cada jugador dadas las estrategias del resto de jugadores. Esto no signi�ca que en

un equilibrio de Nash cada jugador esté alcanzando el mejor resultado posible, sino

el mejor resultado condicionado por el hecho de que los demás jugadores jueguen

las estrategias indicadas para ellos en dicho per�l.

Así mismo, el concepto de equilibrio de Nash puede re�narse si en vez de con-

templar la condición de que las desviaciones unilaterales no producen mejora, uti-

lizásemos la condición de que dichas desviaciones unilaterales lo que producen es

una pérdida. Ésta es la idea subyacente del concepto de equilibrio estricto de Nash

que se de�ne a continuación:

De�nición 4.3 En el juego G = (N;S; �), decimos que el per�l de estrategias s� =

(s�1; s
�
2; :::; s

�
n) es un equilibrio estricto de Nash (EEN) si para cada jugador i 2 N ,

�i
�
s�1; :::; s

�
i�1; s

�
i ; s

�
i+1; :::; s

�
n

�
> �i

�
s�1; :::; s

�
i�1; si; s

�
i+1; :::; s

�
n

�
para toda si de Si.

Con objeto de ilustrar el concepto de equilibrio de Nash se emplea el conocido

ejemplo del dilema del prisionero, (veáse para detalle sobre el mismo Poundstone

[55]). Se trata de un problema fundamental de la Teoría de Juegos y muestra que

dos personas pueden no cooperar incluso si ello va en contra del interés de ambas,
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por lo que el equilibrio de Nash en ocasiones da resultados complejos de entender,

esto ha dado pie a muchos análisis adicionales.

Ejemplo 4.4 Dos individuos son detenidos debido a que cometieron cierto delito.

Ambos son separados en celdas diferentes y son interrogados individualmente. Ambos

tienen dos alternativas: cooperar (no confesar) o no cooperar (confesar el delito).

Ellos saben que si ninguno con�esa cada uno irá a prisión por dos años. Pero si uno

de los dos con�esa y el otro no, entonces al que con�esa lo dejarán libre y al que no

con�esa lo condenarán a 10 años. Si ambos con�esan, los dos irán a prisión por 6

años. La situación se resume en la siguiente matriz:

Prisionero 1

C = cooperar (no confesar) NC = no cooperar (confesar)

Prisionero 2 C (�2;�2) (�10;�0)
NC (0;�10) (�6;�6)

Cabe preguntarse, ¿qué harán los detenidos? ¿Cooperarán entre sí (no confe-

sarán) o se traicionarán el uno al otro (confesarán)? Alguien que esté observando

este juego podría pensar que los dos jugadores cooperarán (no confesarán), puesto

que en ese caso ambos obtendrían un castigo leve. Sin embargo, la estructura no

cooperativa del problema hace que este resultado no sea creíble. Si se pactara la no

confesión por parte de los dos, ambos tendrían incentivos para romper el pacto, pues

dejando al otro cumpliéndolo (no confesar) y él mismo confesando, el que rompe el

pacto obtiene la libertad mientras que al otro lo condenarán a 10 años. De la misma

manera, estudiando las otras tres posibilidades del juego observamos que el único

resultado creíble es (NC, NC). Luego, la predicción de lo que ocurrirá en el juego es

que ambos confesarán y permanecerán en la cárcel 6 años.

El dilema del prisionero tiene un único equilibrio de Nash que se produce cuando

ambos jugadores con�esan. A pesar de ello, �ambos con�esan� es peor que �am-



70 CAPÍTULO 4. UN ENFOQUE NO COOPERATIVO

bos cooperan�, en el sentido de que el tiempo total de cárcel que deben cumplir es

mayor. Sin embargo, la estrategia �ambos cooperan�es inestable, ya que un jugador

puede mejorar su resultado desviándose si su oponente mantiene la estrategia de

cooperación.

La conclusión en situaciones similares a ésta es que la competencia egoísta puede

conducir a estados con recompensas inferiores (en términos de bene�cio personal y

social) a los estados cooperativos, pero que estos últimos no podrán implementarse

a menos que existan refuerzos externos (contratos �rmados por ley, con veri�cación,

etc.) que obliguen a las partes a cumplir con el acuerdo de cooperación.

En el ejemplo anterior el juego tiene sólo un equilibrio de Nash. Existen juegos

con más de un equilibrio de Nash como muestra el siguiente ejemplo conocido como

la batalla de los sexos.

Ejemplo 4.5 Dos enamorados se citan para salir, no han decidido entre ir al cine

o al fútbol que empiezan a la misma hora. Llegada la hora no pueden comunicarse,

cada uno se ve obligado a ir directamente a un lugar y a esperar que la decisión del

otro sea la misma. Ambos pre�eren ir juntos mas que solos a cada sitio, aunque ella

(jugador �la) pre�ere que sea el cine y él (jugador columna) el fútbol.

Él

Cine Futbol

Ella Cine (3; 2) (1; 1)

Futbol (0; 0) (2; 3)

Los equilibrios de Nash son (C, C) y (F, F). Esta multiplicidad de equilibrios hace

difícil predecir el resultado �nal.

Existen juegos en los cuales no existe ningún equilibrio de Nash. A continuación

se muestra como ejemplo el juego de piedra, papel o tijera.
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Ejemplo 4.6 Consideremos el juego en el que cada jugador elige entre piedra, papel

o tijera cuya matriz de pagos viene dada por:

Jugador 2

Piedra Papel Tijera

Piedra (0; 0) (�1; 1) (1;�1)
Jugador 1 Papel (1;�1) (0; 0) (�1; 1)

Tijera (�1; 1) (1;�1) (0; 0)

Supongamos que el jugador 1 juega siempre por ejemplo, piedra. Entonces el ju-

gador 2 podría sacar ventaja de ello jugando siempre papel. Este juego no presenta

ningún equilibrio de Nash. La existencia de equilibrios de Nash no está garantiza-

da ni siquiera en juegos �nitos. Por este motivo, aparece el concepto de estrategias

mixtas.

Una estrategia mixta es aquella que permite a los jugadores no sólo poder elegir

entre acciones concretas, sino que también puedan seleccionar acciones aleatorias, es

decir, acciones que asignan distintas probabilidades a las distintas acciones concretas.

De�nición 4.7 Sea Si = fs1i ; s2i ; :::; smi
i g el conjunto de estrategias del jugador i 2

N . Una estrategia mixta del jugador i 2 N , �i = f�1i ; �2i ; :::; �mi
i g, es tal que: �

j
i � 0

y
miP
j=1

�ji = 1.

Una estrategia pura para cualquier jugador i 2 N es una estrategia mixta que

asigna una probabilidad de 1 a una acción concreta y 0 al resto: sji = (0; :::; 1|{z}
j

; :::; 0) ; j 2

f1; :::;mig.

Intuitivamente, un per�l de estrategias mixtas es un equilibrio de Nash si, en

promedio, ningún jugador puede mejorar su pago cambiando sus estrategias mixtas

cuando el resto de los jugadores se mantenga con su estrategia actual.
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Al conjunto de estrategias mixtas del jugador i 2 N lo denotaremos por �(Si),

indicando con ello que el conjunto de estrategias mixtas de un jugador está formado

por todas las probabilidades asignadas sobre Si,

�(Si) =

(
�i =

�
�1i ; �

2
i ; :::; �

mi
i

� ���ji � 0 , para j = 1; 2; :::;mi y
miX
j=1

�ji = 1

)
.

De�nición 4.8 Dado un juego G = (N;S; �) decimos que el per�l de estrategias

mixtas �� = (��1; �
�
2; :::; �

�
n) es un equilibrio de Nash (EN) si, para cada jugador

i 2 N ,

�i
�
��1; :::; �

�
i�1; �

�
i ; �

�
i+1; :::; �

�
n

�
� �i

�
��1; :::; �

�
i�1; �i; �

�
i+1; :::; �

�
n

�
para toda �i 2 �(Si). Es decir, para cada jugador i, ��i es una respuesta óptima a

���i.

Ejemplo 4.9 Consideremos de nuevo la situación del Ejemplo 4.6 en la que una

mejor respuesta del jugador 1 sería jugar con estrategias mixtas, es decir, asignarle

cierta probabilidad a cada estrategia y en cada jugada elegir aleatoriamente de acuer-

do a la distribución elegida. Puede demostrarse que, en este caso, siempre que haya

sesgo en estas probabilidades (es decir, cuando se le asigne más probabilidad a una

estrategia que a otra), el otro jugador puede sacar ventaja de ello y mejorar su pago

esperado. De éste modo, el juego sólo tiene un equilibrio de Nash y es (1=3; 1=3; 1=3),

es decir, jugar con igual probabilidad cada estrategia.

Por lo tanto, el juego piedra, papel o tijera, no tiene equilibrios de Nash en

estrategias puras y sí tiene uno en estrategias mixtas.

John Nash [48] introdujo los equilibrios que hoy llevan su nombre en su tesis

doctoral, donde se demuestra que cualquier juego �nito con un número �nito de

estrategias tiene al menos un equilibrio de Nash en estrategias mixtas.
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Teorema 4.10 (Nash [48]). En todo juego �nito G = (N;S; �) existe al menos un

equilibrio de Nash en estrategias mixtas.

Cuando los jugadores pueden comunicarse entre sí, el hecho de que un per�l de

estrategias no sea vulnerable a desviaciones individuales no garantiza que un per�l

de estrategias sea de equilibrio, puesto que un grupo de individuos podría organizar

una desviación conjunta si con ello puede bene�ciarse. Aumann [2] introdujo la

noción de equilibrio fuerte de Nash (EFN). Un per�l de estrategias es un EFN si

ninguna coalición puede desviarse no empeorando a ninguno de sus miembros y al

menos uno de ellos mejore estrictamente. A continuación se da la de�nición formal

de EFN .

De�nición 4.11 Dado un juego G = (N;S; �), decimos que el per�l de estrategias

puras (s�1; s
�
2; :::; s

�
n) es un equilibrio fuerte de Nash (EFN) si @T � N , tal que existe

una estrategia sT 2 ST de forma que

�i
�
sT ; s

�
�T
�
� �i

�
s�T ; s

�
�T
�
, 8i 2 T ,

y 9i 2 T tal que

�i
�
sT ; s

�
�T
�
> �i

�
s�T ; s

�
�T
�
.

Análogamente se de�ne el equilibrio fuerte de Nash en estrategias mixtas, susti-

tuyendo en la de�nición anterior s por �.

Como se dijo anteriormente, antes del equilibrio de Nash se utilizaba el concep-

to de estrategias dominantes y estrategias dominadas. Obviamente ningún jugador

racional hará uso de estrategias dominadas ni esperará que otros jugadores lo ha-

gan. Resulta obvio que todo equilibrio en estrategias dominantes es un equilibrio de

Nash.
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A continuación se da la de�nición formal de equilibrio en estrategias dominantes,

y el resultado que establece que estos equilibrios son también equilibrios de Nash.

De�nición 4.12 Dado un juego G = (N;S; �), el per�l de estrategias s� es un

equilibrio en estrategias dominantes (EED) si �i (s�i ; s�i) � �i (si; s�i),8i 2 N ,8si 2

Si,8s�i 2 S�i.

Teorema 4.13 Dado un juego G = (N;S; �), si el per�l de estrategias s� = (s�1; s
�
2; :::; s

�
n)

está constituido por estrategias dominantes, entonces s� es un equilibrio de Nash.

Desafortunadamente, este concepto de solución no siempre es aplicable. Los jue-

gos en los que cada jugador tiene alguna estrategia dominante son más bien la

excepción que la regla. En el dilema del prisionero este concepto sí es aplicable,

pues en este caso cada jugador tiene una estrategia estrictamente dominante, que es

confesar. La solución es el per�l (confesar, confesar).

No obstante, un equilibrio de Nash no tiene por qué ser un equilibrio en estrate-

gias dominantes como sucede en el Ejemplo 4.5.

4.2. Equilibrios en los LPP no cooperativos

En esta sección se estudia un modelo de procedimiento competitivo en el

que las empresas productoras participan con el �n de obtener una parte del recurso

común externo. Se analizará si dicho modelo tiene o no algún equilibrio de Nash que

permita predecir el comportamiento de las empresas, obteniendo así una solución al

problema planteado del reparto del recurso común externo. Aunque por coherencia

con esta memoria el problema se plantea en términos de coaliciones (grupos de
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productores), los resultados obtenidos son igualmente válidos cuando tomamos en

consideración a los productores individualmente.

Sea P = fS1; :::; Skg una partición de N y di > 0 la demanda de recurso común

para cada coalición Si 2 P 1, tal como fue de�nida en la Sección 2.4 del Capítulo 2. La

condición sobre la demanda de recurso común di > 0 indica que las empresas pueden

tener bene�cios, ya que si su demanda es nula entonces el proceso no es rentable

y las empresas no están interesadas en producir. Las coaliciones en P proceden

a solicitar simultáneamente el recurso común que necesitan. Como se de�nió en

el Capítulo 2, dada una partición P = fS1; :::; Skg, su demanda total es d(P ) =Pk
i=1 di. Cuando el recurso es escaso aparece un problema. Suponemos que en tales

situaciones las coaliciones en P actúan competitivamente y tratan de conseguir la

maxima cantidad de recurso común externo posible. Esto puede ser modelado como

un juego no cooperativo entre coaliciones.

Para ello, diseñaremos un mecanismo que toma la forma de un juego no coopera-

tivo donde los jugadores pueden estar solos o en grupos (coaliciones). Si los jugadores

en total piden más de la cantidad disponible del recurso común, entonces el gestor

del recurso no les da nada. Se trata de una penalización que el gestor del recurso

común externo (cuotas de dióxido de carbono, agua...) impone a los productores, con

el �n de que lleguen a un acuerdo sobre una explotación sostenible del recurso. De

este modo, obliga a la autorregulación de los productores. Este problema también

se puede abordar a través de otras técnicas, como, por ejemplo, las de bancarrota.

Este enfoque lo desarrollaremos en el Capítulo 5.

Este juego obliga a las empresas a actuar de forma conservadora puesto que

penaliza el abuso; ya que si todas las empresas productoras requieren demasiado

1A lo largo de este capítulo denotaremos dSi por di por una cuestión de economía de notación

y siempre que no haya confusión entre la demanda del jugador i y la demanda de la coalición Si.
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recurso común, entonces no se produce el reparto de dicho recurso por parte de la

entidad gestora del mismo.

Supongamos que cada coalición Si 2 P elige una cantidad zi del recurso común

externo para comprar que no superará a di, es decir, su conjunto de estrategias es

Xi = [0; di] y su bene�cio viene dado por

�i (z1; :::; zk) =

(
0; si

Pk
i=1 zi > r

valor (Si; zi) ; en cualquier otro caso.

Denotamos por (P;X; �) al juego no cooperativo que juegan las coaliciones de P

cuando tratan de obtener la mayor cantidad de recurso común.

Distinguiremos dos casos en nuestro análisis, cuando el recurso común externo

es su�ciente y cuando no lo es, es decir, es escaso. Estudiaremos en primer lugar el

caso menos complejo, cuando el recurso común externo es su�ciente para satisfacer

la demanda de todos los productores.

El siguiente teorema muestra que si la demanda total de recurso común exter-

no de la partición P es menor o igual que la cantidad de recurso común externo

disponible existe un único equilibrio de Nash.

Teorema 4.14 Sea P = fS1; :::; Skg una partición de N , (d1; :::; dk) es el único

equilibrio de Nash del juego no cooperativo (P;X; �) si, y sólo si, d(P ) � r.

Demostración. Primero probaremos que se trata de una condición su�ciente. Sea

P = fS1; :::; Skg una partición de N tal que d(P ) � r: Entonces, dada la de�nición

de di se cumple que

�i (d1; :::; dk) = valor (Si; di) � valor (Si; zi) = �i (d1; :::; di�1; zi; di+1; :::; dk) ,

para todo zi � di y, por lo tanto, (d1; :::; dk) es un equilibrio de Nash.
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Supongamos que existe otro equilibrio de Nash (z1; :::; zk). Entonces, existe al

menos un i tal que zi < di, pero por la de�nición sabemos que

di = m��n fzi 2 R+ jvalor (Si; zi) es máximog .

Así pues, tenemos que valor (Si; zi) < valor (Si; di), lo que contradice el hecho de

que (z1; :::; zk) sea un equilibrio de Nash.

A continuación debemos probar que se trata de una condición necesaria. Sea

(d1; :::; dk) el único equilibrio de Nash. Supongamos que d(P ) > r. Esto implica que

�i (d1; :::; dk) = 0;8i 2 f1; ::; kg. Distinguimos tres situaciones posibles:

1.
P

i6=j di > r; 8j 2 f1; ::; kg.

Sea " > 0 tal que

0 < (k � 1) " < m��n
j2f1;::;kg

(X
i6=j

di � r
)
,

entonces, (d1 � "; :::; dk � ") es un equilibrio de Nash. Efectivamente, en primer lu-

gar, se tiene que

�i (d1 � "; :::; dk � ") = 0;8i 2 f1; ::; kg ,

puesto que X
i6=j

(di � ") =
X
i6=j

di � (k � 1) " > r; 8j 2 f1; ::; kg .

Por otro lado, haciendo uso de las desigualdades anteriores se tiene que para todo

i 2 f1; ::; kg

0 = �i (d1 � "; :::; dj � "; :::; dk � ") � �i (d1 � "; :::; zi; :::; dk � ") = 0,

8zi 2 [0; di], por lo que (d1 � "; :::; dk � ") es otro equilibrio de Nash, que contradice

la hipótesis de unicidad del equilibrio de Nash.

2. 9j 2 f1; ::; kg tal que
P

i6=j di < r.
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Elegimos zj � r�
P

i6=j di tal que valor (Sj; zj) > 0, ya que sabemos por hipótesis

que hay bene�cios positivos. Ahora, para (d1; :::; zj; :::; dk) tenemos que

valor (Sj; zj) = �j (d1; :::; zj; :::; dk) > �j (d1; :::; dj; :::; dk) = 0,

que es una contradicción porque (d1; :::; dk) es un equilibrio de Nash por hipótesis.

3. @j 2 f1; ::; kg tal que
P

i6=j di < r.

Todo lo anterior implica que
P

i6=j di � r ,8j 2 f1; ::; kg con al menos una igual-

dad en dichas expresiones, porque en cualquier otro caso estaríamos en la situación

1 y esto es imposible.

Supongamos que para el jugador j se tiene que
P

i6=j di = r. Entonces,

0@d1; :::; 0|{z}
j

; :::; dk

1A
es un equilibrio de Nash, puesto que

0 = �j

0@d1; :::; 0|{z}
j

; :::; dk

1A � �j (d1; :::; zj; :::; dk) = 0;8zj 2 [0; dj] ,

dado que
P

i6=j di + zj > r; 8zj > 0. Recuérdese que di > 0 por hipótesis.

Asimismo, para todo i 6= j sabemos que 8zi 2 [0; di],

�i

0@d1; :::; 0|{z}
j

; :::; dk

1A = valor (Si; di) � valor (Si; zi) = �i

0@d1; :::; zi; :::; 0|{z}
j

; :::; dk

1A ,
por de�nición de di y

P
i6=j di = r. Pero, esto de nuevo es una contradicción con

respecto a la unicidad de (d1; :::; dk) como equilibrio de Nash. �

En segundo lugar, analizamos el problema, en términos de equilibrios de Nash,

cuando la cantidad de recurso común externo no es su�ciente para satisfacer las

expectativas de demanda de los jugadores, que se pueden agrupar en diferentes

coaliciones formando una partición de todo el conjunto. Con esta segunda parte se

cubren todos los casos que pueden aparecer en este tipo de situaciones.
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El siguiente teorema nos muestra que si la cantidad de recurso común externo

no es su�ciente para satisfacer las demandas, entonces existe todo un conjunto de

equilibrios de Nash.

Teorema 4.15 Sea P = fS1; :::; Skg una partición de N . Si d(P ) > r, entonces el

conjunto de todos los equilibrios Nash del juego (P;X; �) viene dado por

EN (P;X; �) =

8>>>>><>>>>>:
z 2

kY
i=1

[0; di]

�����������

kP
i=1

zi = r; oP
i6=j
zi > r; 8j 2 f1; :::; kg ; oP

i6=j
zi = r; zj =

r
k�1 ; zj � dj;8j 2 f1; :::; kg

9>>>>>=>>>>>;
.

Demostración. Es fácil comprobar que todos los puntos del conjunto son equilibrios

de Nash. En el primer caso, debemos tener en cuenta que para z 2
Qk
i=1 [0; di] conPk

i=1 zi = r, si zj, z
0
j 2 [0; dj] tal que z0j < zj, entonces valor(Sj; z0j) � valor(Sj; zj).

Este resultado se cumple porque valor
�
Sj; z

0
j

�
< valor (Sj; dj) ; debido a la unicidad

de dj; z0j < dj y zj = �z
0
j + (1� �)dj con � > 0. Por lo tanto,

valor (Sj; zj) � �valor
�
Sj; z

0
j

�
+ (1� �)valor (Sj; dj) > valor

�
Sj; z

0
j

�
.

Los casos restantes son obvios porque desviaciones unilaterales no producen ningún

bene�cio. Veamos que componen un listado exhaustivo de todos los equilibrios de

Nash. Para ello, distinguiremos dos casos.

1. Supongamos que existe un equilibrio de Nash z 2
Qk
i=1 [0; di], tal que

kP
i=1

zi < r.

Entonces, existe un j 2 f1; : : : ; kg tal que zj < dj, en caso contrario zi = di,8i 2

f1; :::; kg ; y
Pk

i=1 zi =
Pk

i=1 di = d (P ) > r. Por lo tanto, el jugador j tiene incen-

tivos para desviarse y elegir z0j > zj con
P
i6=j
zi + z

0
j � r y z0j � dj, por lo que no sería

un equilibrio de Nash por argumentos análogos a los utilizados con anterioridad.

2. Supongamos que existe un equilibrio de Nash z 2
Qk
i=1 [0; di], tal que

kP
i=1

zi > r.

En este caso, se debe tener en cuenta que �i(z) = 0, para todo i 2 f1; : : : ; kg.
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2.1 Si existe un j 2 f1; : : : ; kg tal que
P
i6=j
zi < r, si j se desvía de zj a r �

P
i6=j
zi

obtendrá una cantidad �j(z1; : : : ; r �
P
i6=j
zi; : : : ; zk) = valor

 
Sj; r �

P
i6=j
zi

!
> 0: Por

lo tanto, z no sería un equilibrio de Nash.

2.2 Si
P
i6=j
zi = r;8j 2 f1; :::; kg, entonces ningún j tiene incentivos para desviarse.

Sin embargo, para todo j 2 f1; :::; kg,
kP
i=1

zi =
P
i6=j
zi + zj = r + zj. Si sumamos

en j

k
kP
i=1

zi = kr +
kP
i=1

zi )
kP
i=1

zi = r +
1
k

kP
i=1

zi )
kP
i=1

zi = r + zj

zj =
1
k

kP
i=1

zi = K; 8j 2 f1; :::; kg y K 2 R)

r =
P
i6=j
zi = (k � 1)K ) K = r

k�1 :

2.2.1 Si existe i tal que r
k�1 > di, tenemos una contradicción con zi 2 [0; di].

2.2.2 Si para todo i tenemos que r
k�1 � di, entonces z es un equilibrio de Nash.�

El resultado siguiente ilustra cuál es el conjunto de los equilibrios de Nash es-

trictos, cuando la cantidad de recurso común externo no es su�ciente para satisfacer

las demandas de los jugadores.

Teorema 4.16 Sea P = fS1; :::; Skg una partición de N . Si d(P ) > r, entonces el

conjunto de todos los equilibrios estrictos de Nash viene dado por

EEN (P;X; �) =

(
z 2

kY
i=1

[0; di]

�����
kX
i=1

zi = r y 8i 2 f1; :::; kg ; zi > 0
)
. (4.1)

Demostración.

1. Cada vector de EEN (P;X; �) es, obviamente, un equilibrio de Nash por el

Teorema 4.15, ya que

EEN (P;X; �) � EN (P;X; �) . (4.2)
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2. Cada vector de EEN (P;X; �) es un equilibrio estricto de Nash. Distinguimos

dos casos:

2.1 8z0i < zi tenemos que valor (Si; z0i) < valor (Si; zi). Se veri�ca el resultado

porque valor (Si; z0i) < valor (Si; di) debido a la unicidad de di; z0i < di y zi =

�z0i + (1� �)di con � > 0. Luego,

valor (Si; zi) � �valor (Si; z0i) + (1� �)valor (Si; di) > valor (Si; z0i).

2.2 8z0i > zi sabemos que
P
j 6=i
zj + z

0
i > r, lo que implica que �i (z) = 0 por

de�nición y valor (Si; zi) > 0.

3. Supongamos que existe al menos un equilibrio estricto de Nash no incluido en

EEN (P;X; �). Consideramos dos casos:

3.1 Si
kP
i=1

zi > r, por el Teorema 4.15 sabemos que si z es un equilibrio de

Nash, obviamente, no es estricto, porque �i (z) = 0 por la de�nición del pago.

3.2 Si
kP
i=1

zi = r y existe al menos una coalición Sj tal que zj = 0, sabe-

mos por el Teorema 4.15 que es un equilibrio de Nash. Por otro lado, tenemos que

�j (zj; z�j) = 0 y �j
�
z0j; z�j

�
= 0; 8z0j > zj. Por lo tanto, éste es un equilibrio de

Nash, que no es estricto.

�

Además, todos los equilibrios estrictos de Nash descritos en (4.1) son equilibrios

fuertes de Nash, porque usando un razonamiento similar al utilizado en el resul-

tado previo, no es posible que varias coaliciones se desvíen juntas de tal manera

que ninguna de ellas empeore su resultado y al menos una mejore estrictamente.

Es fácil comprobar que z 2
kQ
i=1

[0; di] tal que
kP
i=1

zi = r con algún zj = 0, es un

equilibrio fuerte de Nash que no es estricto. Por lo tanto, los equilibrios estrictos de
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Nash forman un subconjunto propio de los equilibrios fuertes de Nash, que a su vez

forman un subconjunto de los equilibrios de Nash. El siguiente teorema caracteriza

los equilibrios fuertes de Nash, lo incluimos sin demostración porque ésta utiliza

argumentos análogos a los empleados en los teoremas anteriores.

Teorema 4.17 Sea P = fS1; :::; Skg una partición de N . Si d(P ) > r, entonces el

conjunto de todos los equilibrios fuertes de Nash del juego (P;X; �) viene dado por

EFN (P;X; �) =

(
z 2

kY
i=1

[0; di] tal que
kX
i=1

zi = r

)
. (4.3)

4.3. Comentarios

A la vista de estos resultados cabe concluir que el conjunto de posibles equili-

brios es muy grande, por lo que decidir si nos encontraremos con uno u otro es difícil.

Lo que parece claro es que los equilibrios de Nash más justos y ventajosos para el

mercado, desde el punto de vista de los bene�cios, son aquellos que distribuyen todo

el recurso, cuando éste es escaso, entre todos los participantes.

Cabe destacar que la coordinación entre las coaliciones es importante a �n de no

recibir una cantidad nula del recurso común externo, ya que como se demostró en

el Capítulo 3 la cooperación entre todos los agentes es importante cuando consigue

que el recurso común externo no sea escaso. Por lo tanto, estamos interesados en

alcanzar una explotación sostenible del recurso común externo, para no caer en una

situación de sobreexplotación.

Se ha asumido que cada productor conoce los recursos de los demás, se deja para

una futura investigación el estudio, en términos de los equilibrios Bayesianos, cuando

no se disponga de dicha información. Otra línea de investigación futura es el estudio
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del problema desde la perspectiva de las subastas. Este problema se presenta cuando

la cantidad total de recurso común externo se subasta entre las coaliciones de una

partición, donde cada coalición pide la cantidad a comprar y ofrece un precio por

unidad de recurso común, como ocurre en el modelo del mercado eléctrico descrito

en Sancho et al. [62].

Por todo ello, parece razonable utilizar algún tipo de mecanismo para distribuir

el recurso, cuando es escaso, que nos conduzca a un equilibrio de Nash que pueda

tener buenas propiedades en el sentido de equidad o justicia. En este sentido, toda

esta re�exión nos invita a explorar la posibilidad de utilizar técnicas de bancarrota,

que son habituales en la distribución de recursos escasos y que abordamos en el

capítulo siguiente.
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Capítulo 5

Los LPP como problemas de
bancarrota

En este capítulo supondremos que existe un gestor del recurso común, una

autoridad gubernamental, que es el encargado de repartir dicho recurso entre los

distintos grupos de agentes que están interesados en su compra. Como suponemos

que la demanda total del sector es superior a la disponibilidad máxima, el gestor

debe establecer un método de reparto con objeto de asignar el recurso común. Una

posibilidad es recurrir a los esquemas de arbitraje. Un problema típico donde se

suelen aplicar este tipo de soluciones son los problemas de bancarrota.

Los modelos de reparto estándar de bancarrota son problemas en los cuales

existe una cantidad de un bien perfectamente divisible que debe ser distribuido

entre los agentes involucrados. La demanda de cada agente sobre esta cantidad puede

ser representada por un número real positivo. La cantidad total reclamada por los

agentes excede la cantidad total disponible, por lo que no todas las reivindicaciones

de los agentes pueden ser completamente satisfechas. El estudio de este tipo de

problemas ha sido analizado, desde un punto de vista de la Teoría de Juegos, en

85
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O�Neill [52], Aumann y Maschler [3] y Curiel et al. [13] entre otros. Las técnicas de

bancarrota han sido ampliamente utilizadas para hacer frente a la escasez de recursos

en una enorme variedad de problemas, tales como: la asignación de recursos en redes

de telefonía móvil (Lucas-Estañ et al. [43]), el reparto de costes en problemas de

conexión a un servicio (Bergantiños et al. [6]) y la gestión de proyectos (Estévez-

Fernández [17]). Además, la Teoría de Juegos se ha aplicado en una amplia gama

de problemas de gestión de recursos naturales tales como la asignación de recursos

pesqueros o de agua (Dinar et al. [14]).

En el presente capítulo, se explora la posibilidad de utilizar técnicas de banca-

rrota en situaciones de producción lineal con un recurso común externo limitado,

para distribuir la cantidad de recurso disponible. Debemos señalar que, hasta donde

sabemos, el uso de técnicas de bancarrota en este tipo de problemas es nuevo. La

idea subyacente es la siguiente: cuando la cantidad disponible no es su�ciente para

satisfacer las demandas de las empresas, el gestor del recurso común puede emplear

una regla de bancarrota, f , para obtener una distribución razonable entre los dife-

rentes grupos de empresas, que utilizarán su parte para producir y optimizar sus

bene�cios. Así pues, dada una situación LPP , asumimos que el gestor del recurso

común externo, por ejemplo derechos de emisión de dióxido de carbono, anuncia qué

regla de bancarrota f se utilizará para repartirlo. A este tipo de situaciones las de-

nominaremos situaciones f�LPP . En función de la regla de bancarrota seleccionada

(proporcional (PROP ), constrained equal awards (CEA), constrained equal losses

(CEL), Talmud (TAL), etc.) se de�nirán diferentes juegos con externalidades. En

el presente capítulo se utilizarán reglas como la proporcional o la CEA para evitar

la posibilidad de que una empresa no reciba nada, por lo que quedaría excluida

del sistema. Se estudia el núcleo de estos juegos porque se pretende comprobar si

los bene�cios generados por la asignación del recurso común son coalicionalmente

estables.
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5.1. Problemas de bancarrota: conceptos básicos

Supongamos que se dispone de una cantidad limitada de un bien perfecta-

mente divisible (dinero, permisos de emisiones, etc.) que hay que distribuir entre

varios agentes, cada uno de los cuales realiza una demanda sobre ese bien que puede

ser inferior, igual o superior a la cantidad disponible. Una vez que se han planteado

todas las peticiones resulta que la suma de las demandas individuales de cada agente

supera la cantidad del bien a repartir. Surge por tanto, lo que se denomina un pro-

blema de bancarrota, es decir, cómo repartir la cantidad disponible entre todos los

agentes.

Formalmente, un problema de bancarrota es un problema de distribución en el

que se reparte una cantidad E (perfectamente divisible), denominada estado, de

un bien entre un grupo de agentes, siendo esta cantidad insu�ciente para satisfacer

todas las demandas que los agentes tienen sobre ella. Una solución a un problema de

bancarrota es una distribución del estado en función de las demandas de los agentes.

Consideramos situaciones donde el estado, E, va a ser dividido entre n deman-

dantes o acreedores. El conjunto de demandantes se denotará por N = f1; 2; :::; ng

y E <
P
i2N

di. El acreedor i 2 N demanda una cantidad di de E. Así pues, un pro-

blema de bancarrota se puede representar por la tripleta (N;E; d). El problema de

reparto surge porque la cantidad que se va a dividir es insu�ciente para satisfacer

las demandas de todos los acreedores, puesto que:

di � 0;8i 2 N y
X
i2N

di > E.

Asociado a este problema se puede de�nir un juego cooperativo como sigue.
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De�nición 5.1 Dado un problema de bancarrota (N;E; d), el juego de bancarrota

asociado se de�ne, 8S � N , como

v(S) = m�ax

8<:0; E � X
j2NnS

dj

9=; ;
y representa lo que queda para los jugadores en S después de que las demandas de

los jugadores en N n S se han satisfecho.

Puede observarse que este juego tiene un enfoque pesimista, puesto que cada

coalición valora que su coalición complementaria obtendrá todo lo que pide y que

para ellos sólo quedará el resto.

Algunas propiedades de los juegos de bancarrota son las siguientes:

1. Son convexos.

2. Tienen núcleo no vacío.

3. El valor de Shapley [64] está en el núcleo.

Como se ha dicho anteriormente, el objetivo es repartir el estado entre los agentes

teniendo en cuenta sus demandas. Para ello, utilizaríamos algún tipo de regla. A

continuación se da la de�nición formal de regla de bancarrota.

De�nición 5.2 Una regla de bancarrota es una función f que asigna a cada pro-

blema de bancarrota (N;E; d) un vector de pagos f(N;E; d) que veri�ca:

1. 0 � fi(N;E; d) � di;8i 2 N;
2.
P
i2N

fi(N;E; d) = E.

La primera condición nos dice que cada agente debe obtener un pago no negativo
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y dicha cantidad no puede ser superior a su demanda. La segunda condición nos

indica que el estado debe ser completamente repartido entre todos los agentes.

Obviamente, hay muchas formas de de�nir una regla de bancarrota. A continua-

ción se presentan algunas de las más conocidas.

La regla proporcional (PROP ) divide el estado proporcionalmente a la cantidad

que demandan los agentes

Pi(N;E; d) =
EP
j2N dj

di;8i 2 N .

Esta regla ya era conocida en la antigua Grecia y se basa en la idea aristotélica de:

�tratar igual a los iguales y desigual a los desiguales, en proporción a sus similitudes y

diferencias�, contenida en el libro quinto, capítulo III de la obra �Ética a Nicómaco�

(Aristóteles [1]).

En la regla de reparto recursivo (RC) (O�Neill [52]) se supone que los agentes son

ordenados y según ese orden van descontando del estado la cantidad demandada. Así,

el primero obtiene el máximo entre la cantidad demandada y el estado, el segundo

el máximo entre su demanda y el estado remanente, y así sucesivamente. El vector

de pagos depende del orden y como todas las ordenaciones deberían ser igualmente

posibles, para ser justos el orden de los agentes debería ser aleatorio. Esta regla

coincide con el valor de Shapley, �(v), del juego de bancarrota (N; v).

RC(N;E; d) = �(v)

La regla proporcional ajustada (AP ) (Curiel et al. [13]) comienza asignando a

cada agente su derecho mínimo,

mi = m�ax

8<:0; E � X
j2N�fig

dj

9=; ,
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que es la cantidad de estado no reclamada por los demás agentes. El estado rema-

nente, E�m(N), se divide proporcionalmente entre todos los individuos utilizando

para ello las demandas actualizadas

d�i = m��n

(
di �mi; E �

X
j2N

mj

)
.

La regla AP coincide con el � valor (Tijs [72]) del juego de bancarrota (N; v),

AP (N;E; d) = �(v).

La regla constrained equal awards (CEA) era utilizada como método de reparto

por los rabinos en la tradición judía. Esta regla divide el estado de modo que todos

los agentes obtienen el mismo pago, bajo la condición de que ninguno recibe una

cantidad superior a su demanda. Por lo que, existe un único número real � tal que

cada uno recibe

m��n fdi; �g y E =
X
i2N

m��n fdi; �g .

La regla constrained equal losses (CEL) divide el estado entre los agentes de

modo que todos pierden la misma cantidad, pero sin tener que aportar cantidades

de su propio patrimonio, es decir, existe un único � 2 R tal que cada individuo

recibe

m�ax f0; di � �g y E =
X
i2N

m�ax f0; di � �g .

La regla Talmud (TAL) (Aumann y Maschler, [3]), se de�ne como una combi-

nación de las reglas CEA y CEL del siguiente modo:

TAL(N;E; d) =

(
CEA (N;E; d

2
); si E �

P
di
2

d
2
+ CEL(N;E; d

2
); si E >

P
di
2

,

donde d es el vector de demandas.
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Resulta interesante la utilización de grá�cos hidraúlicos para ilustrar las reglas

de bancarrota, Kaminski [38].

Fig 5.1 Representación de la regla CEA

Fig 5.2 Representación de la regla CEL

En el siguiente ejemplo, descrito por el rabino Abraham Ibn Ezra, se calculan

las reglas de bancarrota más habituales.



92 CAPÍTULO 5. LOS LPP COMO PROBLEMAS DE BANCARROTA

Ejemplo 5.3 Jacob muere y su hijo Rubén da a conocer, debidamente atestiguado,

que su padre le dejó en herencia todo su patrimonio. Su hijo Simeón también aporta

documentación en la que se prueba que su padre le dejó en herencia la mitad de

su patrimonio. Leví da a conocer que le dejó un tercio y Judá aporta la cuarta

petición en la que su padre le otorgaba un cuarto (Rabinovitch [56]). Supongamos

que el patrimonio total es de 120 unidades. Así pues, se trata del reparto de una

herencia de 120 unidades monetarias entre los cuatro hijos, cuyas demandas son

(120; 60; 40; 30).

La regla PROP divide el estado proporcionalmente a la cantidad total que de-

mandan los agentes y se obtiene así el reparto proporcional PROP (N;E; d) =

(57.6; 28.8; 19.2; 14.4)

Para calcular la regla RC debemos tener en cuenta todos los órdenes posibles.

Para ello denotamos por A a Reuben, B a Simeón, C a Leví y D a Judah.

Calculando el promedio de las cantidades anteriores se obtiene el reparto RC(N;E; d) =

(57.5; 29.2; 19.2; 14.2).
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En la regla AP se calculan primero los derechos mínimos de cada uno, pero dadas

las reclamaciones de los hijos estos derechos mínimos se reducen al vector nulo.

A 120 B+C+D 130

B 60 A+C+D 190

C 40 A+B+D 210

D 30 A+B+C 220

Dado que se está demandando más de lo que hay disponible, entonces mi = 0 y d�i =

di. Por lo tanto, la regla coincide con la regla proporcional calculada previamente,

AP (N;E; d) = (57.6; 28.8; 19.2; 14.4).

La regla CEA divide el estado de modo que todos obtienen el mismo pago, bajo la

condición de que ninguno recibe una cantidad superior a su demanda, obteniéndose

en este caso CEA (N;E; d) = (30; 30; 30; 30).

Como la regla CEL divide el estado entre los agentes de modo que todos pierden

la misma cantidad, truncada por la demanda, en este caso obtenemos CEL(N;E; d) =

(86.67; 26.67; 6.67; 0).

La regla Talmud (TAL) en este caso es CEA (N;E; d
2
), ya que E �

P
di
2
porque

E = 120 �
P
di
2
= 120+60+40+30

2
= 125. La división en este caso sigue el siguiente

proceso. La cantidad d4
2
es la primera que se proporciona a todos los acreedores. La

cuota del acreedor con menor demanda se �ja en d4
2
. La cantidad restante de E se

divide entre todos los acreedores, excluyendo el de menor demanda, hasta que todos

obtengan d3
2
. La cuota del siguiente acreedor se �ja en d3

2
y de nuevo el remanente

de E se divide entre los acreedores, excluyendo los dos de menor demanda que ya

han obtenido las cuotas �jadas, y hasta que todos obtengan d2
2
, y así se continúa el

proceso. Por lo tanto, TAL = (55; 30; 20; 15).

En el estudio de los juegos de producción lineal con un recurso común externo,

nos centraremos en la utilización de la regla CEA, puesto que dicha regla nos permite
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obtener equilibrios estrictos de Nash, ya que siempre asigna cantidades estrictamente

positivas a todos los agentes. Aunque existen otras reglas como, por ejemplo, la TAL

que también cumplen esta condición, hemos elegido ésta por motivos relacionados

con la no manipulación por uniones como se verá posteriormente.

5.2. Reglas de bancarrota y situaciones LPP

Dada una partición P = fS1; : : : ; Skg de N , si los elementos en esta partición

reclaman más cantidad de recurso común externo de la disponible, d (P ) > r, el

problema al que se enfrenta la partición P puede ser modelado como un problema

de bancarrota. Debemos mencionar que dicho problema no es un problema estándar

de bancarrota, puesto que la demanda de la coalición puede diferir de la suma de

las demandas de todos sus miembros, dS 6=
P

i2S di. En él, el conjunto de coali-

ciones debe repartirse la cantidad r de recurso común según el vector de demandas,

(dS1 ; :::; dSk), asociadas a la partición. Así pues, podemos representar el problema

de bancarrota mediante (P; r; (dS1 ; :::; dSk)). Obsérvese que cuando consideramos la

partición P =
�
figi2N

	
, aunque el problema de bancarrota no es estándar podría ser

tratado como un problema de bancarrota clásico, si se considera que las demandas

son aditivas dS =
P

i2S di.

En estas condiciones, cuando d (P ) > r, el gestor del recurso común externo

puede emplear técnicas de bancarrota para obtener una distribución razonable de r

entre las diferentes coaliciones. Sea (N;A;B; p; r; c) una situación LPP , suponemos

que el gestor del recurso común externo, anuncia qué regla de bancarrota f se uti-

lizará para repartir y denominamos (N;A;B; p; r; c; f) una situación f � LPP .

En función de la regla de bancarrota seleccionada (proporcional (PROP ), con-

strained equal awards (CEA), constrained equal losses (CEL), Talmud (TAL), etc.)

se pueden de�nir diferentes juegos con externalidades.
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De�nición 5.4 Sea (N;A;B; p; r; c; f) una situación f � LPP . El juego f � LPP

en forma de función característica con estructuras de particiones asociado a esta

situación viene dado por
�
N;P(N);

�
V f (�jP )

	
P2P(N)

�
; donde N es el conjunto

de jugadores, P(N) denota el conjunto de todas las particiones de N y V f (SjP ) se

obtiene como
m�ax

Pg
j=1 pjxj � cf (SjP )

s.a: Ax �
 

bS

f (SjP )

!
x � 0g

(5.1)

para toda S � N; utilizando como máximo la cantidad de recurso común externo

que S ha obtenido aplicando la regla de bancarrota f al problema de bancarrota

(P; r; (dS1 ; :::; dSk)) tal que P 2 P(N), con S 2 P; es decir, f (S jP ).

Obsérvese que V f (S jP ) = valor (S;f (S jP )). Cuando no haya posibilidad de

confusión, denotaremos este juego f � LPP por
�
N;P(N); V f

�
.

De forma similar al trabajo de Funaki y Yamato [20] necesitamos probar, en

nuestro contexto, el resultado siguiente con el objetivo de simpli�car el estudio del

núcleo para conseguir asignaciones coalicionalmente estables.

Proposición 5.5 Sea (N;A;B; p; r; c; f) una situación f � LPP y
�
N;P(N); V f

�
el correspondiente juego en forma de función característica con estructuras de par-

ticiones. Entonces,

V f (fNgjN) �
P
S2P

V f (SjP ) , 8P 2 P(N).

Demostración. Dada P 2 P(N), V f (SjP ) = valor (S; f (S jP )), 8S 2 P . Sea�
xS; f (S jP )

�
un plan óptimo para cada coalición S 2 P . Por lo tanto,

AxS �
 

bS

f (S jP )

!
y A

�P
S2P

xS
�
�

0B@
P
S2P

bSP
S2P

f (S jP )

1CA =

 
bN

r

!
.
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Distinguimos dos casos:

1. Si dN � r, f (N j fNg) = r, entonces
�P
S2P

xS;
P
S2P

f (S jP )
�
es un plan de

producción factible para N y, por consiguiente, se tiene que

P
S2P

valor (S;f (S jP )) � valor
�
N ;
P
S2P

f (S jP )
�
� V f (N j fNg) .

2: Si dN < r, f (N j fNg) = dN . Ahora
�P
S2P

xS;
P
S2P

f (S jP )
�
es una solución

factible del problema (3.6) para N

m�ax
Pg

j=1 pjxj � cz

s.a: Ax �
 
bS

z

!
x � 0g; z � 0.

Por de�nición de dN , tenemos que

valor (N ;dN) �
gX
j=1

pj

�P
S2P

xS
�
� c

P
S2P

f (S jP ) =
P
S2P

valor (S;f (S jP )) .

�

De la misma manera que en el Capítulo 3, aquí pueden de�nirse los juegos op-

timista y pesimista asociados al juego f � LPP en forma de función característica

con estructuras de particiones,
�
N;P(N); V f

�
,

v+f (S) = m�ax
P :S2P

V f (SjP ) y v�f (S) = m��n
P :S2P

V f (SjP ) . (5.2)

Teorema 5.6 Sea (N;A;B; p; r; c; f) una situación f � LPP y
�
N;P(N); V f

�
el

correspondiente juego en forma de función característica con estructuras de parti-

ciones. Entonces se tiene que C(V f ) = C(v�f ) y C
�
V f
�
= C(v+f ).
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Demostración. No se incluye explícitamente la demostración, ya que teniendo en

cuenta la Proposición 5.5 la demostración sigue el mismo esquema de razonamiento

que el desarrollado en Funaki y Yamato [20].�

Con el �n de ilustrar cómo obtener el juego
�
N;P(N); V f

�
se proporciona el si-

guiente ejemplo, donde se utiliza la regla CEA para el reparto del recurso. Aunque es

posible utilizar cualquier regla de bancarrota, la elección dependerá de las caracterís-

ticas del problema y de las propiedades que se consideren interesantes o relevantes

para la regla que se utilice.

Ejemplo 5.7 Sea (N;A;B; r; p; c) una situación LPP con tres empresas, N =

f1; 2; 3g, que producen dos productos empleando dos recursos y necesitan un recurso

común externo, donde

A =

264 2 3

3 2

1 1

375 , B = " 40 60 80

60 40 50

#
, p =

 
50

60

!
, c = 14, r = 50.

Las posibles particiones en N y sus demandas asociadas son

P 1 = ff1g ; f2g ; f3gg ; d1 = (20; 20; 25) ; P 2 = ff1; 2g ; f3gg ; d2 = (40; 25) ;
P 3 = ff1; 3g ; f2gg ; d3 = (46; 20) ; P 4 = ff2; 3g ; f1gg ; d4 = (45; 20) ;
P 5 = ff1; 2; 3gg ; d5 = 66:

Si aplicamos la regla CEA a todos los problemas de bancarrota asociados a las

particiones antes descritas, se obtiene

CEA (P 1; 50; d1) = (16.67; 16.67; 16.67) ; CEA (P 2; 50; d2) = (25; 25) ;

CEA (P 3; 50; d3) = (30; 20) ; CEA (P 4; 50; d4) = (30; 20) ;

CEA (P 5; 50; d5) = 50.

Empleando estas cantidades en sus propios procesos de producción, cada coalición
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alcanzará un valor dentro de cada partición

V CEA (f1gjP 1) = 666.67; V CEA (f2gjP 1) = 766.67; V CEA (f3gjP 1) = 766.67;
V CEA (f1; 2gjP 2) = 1150; V CEA (f3gjP 2) = 1150;
V CEA (f1; 3gjP 3) = 1380; V CEA (f2gjP 3) = 920;
V CEA (f2; 3gjP 4) = 1380; V CEA (f1gjP 4) = 720;
V CEA (f1; 2; 3gjP 5) = 2300.

Es fácil observar que éste es un juego con externalidades, ya que, por ejemplo, lo que

el agente 1 recibe en la partición P 1, V CEA (f1gjP 1), es diferente de lo que obtiene

en la partición P 4, V CEA (f1gjP 4). Esto se debe a que lo que una empresa obtiene

depende no sólo de su propia coalición, f1g, sino también de cómo se organizan los

otros jugadores, actuando separados, ff2g ; f3gg, o juntos, f2; 3g.

Empleando los juegos optimista y pesimista asociados a un juego f � LPP con

estructuras de particiones, se de�nen los núcleos optimista y pesimista de un juego

f � LPP .

De�nición 5.8 Sea
�
N;P(N); V f

�
un juego f � LPP en forma de función carac-

terística con estructuras de particiones. El núcleo optimista se de�ne mediante

C
�
v+f
�
=
�
x 2 Rnj x(S) � v+f (S) 8S y x(N) = V f (N)

	
= C

�
V f
�
.

El núcleo pesimista viene dado por

C
�
v�f
�
=
�
x 2 Rnj x(S) � v�f (S) 8S y x(N) = V f (N)

	
= C

�
V f
�
.

El núcleo optimista está incluido en el pesimista, por lo tanto, si el núcleo opti-

mista es no vacío el pesimista también lo es. Sin embargo, en muchas ocasiones, el

núcleo optimista es vacío como ilustra el ejemplo siguiente. Esto signi�ca que el nú-

cleo optimista representa un mayor nivel de exigencia de los jugadores con respecto

a lo que piensan que deben obtener.
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Ejemplo 5.9 Sea (N;A;B; r; p; c; CEA) la situación CEA � LPP descrita en el

Ejemplo 5.7 y
�
N;P(N); V CEA

�
su juego asociado. En este caso, el núcleo optimista

será el conjunto de x 2 R3 tales que

x (f1g) � 720; x (f2g) � 920; x (f3g) � 1150;
x (f1; 2g) � 1150; x (f1; 3g) � 1380; x (f2; 3g) � 1380; x (f1; 2; 3g) = 2300.

Pero este conjunto es vacío, ya que 720 + 920 + 1150 > 2300, en consecuencia,

C
�
V CEA

�
= ?. Sin embargo, es fácil comprobar que (700; 800; 800) pertenece al

núcleo pesimista

C
�
V CEA

�
=

8><>:x 2 R3��
x (f1g) � 666.67; x (f2g) � 766.67; x (f3g) � 766.67;
x (f1; 2g) � 1150; x (f1; 3g) � 1380; x (f2; 3g) � 1380;
x (f1; 2; 3g) = 2300

9>=>; .

Sea
�
N; v+f

�
el juego optimista f � LPP para toda regla de bancarrota f . Si

dN � r se tiene que C
�
V f
�
6= ?, empleando argumentos similares a los utilizados

en el Capítulo 3 y teniendo en cuenta que V f (SjP ) se obtiene de (5.1). Si dN > r

el núcleo optimista puede ser vacío como ilustra el ejemplo anterior. Con objeto

de asegurar que el núcleo pesimista es no vacío, es necesario considerar algunas

condiciones adicionales.

Los juegos optimista y pesimista inducen dos juegos de recurso común externo�
N;R+f

�
y
�
N;R�f

�
de la siguiente manera. Para el caso del juego optimista ten-

dríamos el siguiente conjunto de particiones para cada coalición S � N :

arg m�ax
P :S2P

V f (S jP ) =M+
S ,

dondeM+
S es un conjunto de particiones. Entonces, para cada partición Q 2 M+

S ,

se obtiene una cantidad de recurso f (S jQ). Elegimos Q de manera que f (S jQ) sea

mínima y de�nimos el juego de recursos optimista como R+f (S) = f (S jQ). Entre

todas las particiones que proporcionan el máximo valor óptimo elegimos la más

e�ciente, es decir, la que necesita una menor cantidad de recurso común externo.
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Para el caso del juego pesimista tendríamos el siguiente conjunto de particiones

para cada coalición S � N :

arg m��n
P :S2P

V f (S jP ) =M�
S ;

dondeM�
S es un conjunto de particiones. Luego, para cada Q 2 M�

S ; puede obte-

nerse f (S jQ). Consideraremos Q tal que f (S jQ) es mínimo y de�nimos el juego

de recursos pesimista como R�f (S) = f (S jQ).

Hay que destacar el papel fundamental que estos juegos de recursos desem-

peñarán en el Teorema 5.11, porque cuando los núcleos de los juegos de recurso

común son no vacíos, entonces los núcleos de
�
N; v+f

�
y
�
N; v�f

�
son no vacíos tam-

bién si dN > r. Estos juegos están basados en lo que los agentes (empresas) de-

mandan al gestor del recurso limitado y en lo que esperan conseguir de acuerdo

con la regla de bancarrota utilizada. Por lo tanto, tienen un gran impacto en los

bene�cios. Claramente,
�
N;R+f

�
y
�
N;R�f

�
dependen de la regla de bancarrota f ,

de las particiones y de la situación de producción lineal con un recurso común limi-

tado. Asimismo, R+f (S) � R�f (S), 8S � N . Esto implica que C
�
R+f
�
� C

�
R�f
�
y

C
�
R+f
�
es más exigente que C

�
R�f
�
. El siguiente ejemplo ilustra este hecho, donde

C
�
R�f
�
6= ? y C

�
R+f
�
= ?.

Ejemplo 5.10 Sea (N;A;B; r; p; c; CEA) la situación CEA� LPP descrita en el

Ejemplo 5.7. El correspondiente
�
N;R+CEA

�
viene dado por

R+CEA (f1g) = 20; R+CEA (f2g) = 20; R+CEA (f3g) = 25
R+CEA (f1; 2g) = 25; R+CEA (f1; 3g) = 30; R+CEA (f2; 3g) = 30; R+CEA (N) = 50

y
�
N;R�CEA

�
es

R�CEA (f1g) = 16.67; R�CEA (f2g) = 16.67; R�CEA (f3g) = 16.67
R�CEA (f1; 2g) = 25; R�CEA (f1; 3g) = 30; R�CEA (f2; 3g) = 30; R�CEA (N) = 50.

Es fácil comprobar que el núcleo de
�
N;R+CEA

�
es vacío, mientras que el núcleo de�

N;R�CEA
�
es no vacío ya que (16.67; 16.67; 16.67) 2 C

�
R�CEA

�
.
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El siguiente resultado es relevante porque establece que si el gestor del recurso

común externo realiza una asignación estable de recurso entre las empresas, entonces

se puede obtener una distribución estable de los bene�cios, y así ningún agente puede

quejarse de las asignaciones de recurso común externo o de los bene�cios obtenidos.

En el teorema siguiente se requiere que
P
i2N

di > r con objeto de asegurar que los

núcleos pesimista y optimista sean no vacíos.

Teorema 5.11 Sea (N;A;B; r; p; c; f) una situación f �LPP y
�
N;P(N); V f

�
su

correspondiente juego en forma de función característica con estructuras de parti-

ciones tal que dN > r. Entonces C
�
R�f
�
6= ? (resp. C

�
R+f
�
6= ?) implica que

C(V f ) 6= ? (resp. C
�
V f
�
6= ?).

Demostración. El problema dual del problema de producción lineal para la gran

coalición viene dado por
m�ax

Pg
j=1 pjxj � cr

s.a: Ax �
 
bN

r

!
x � 0g.

(5.3)

Sea y� una solución de su problema dual

m��n
Pq

t=1 b
N
t yt + ryq+1 � cr

s.a: Aty � p
y � 0q+1.

(5.4)

Igual que se demostró en el Teorema 3.6, si dN > r, entonces y�q+1 > c.

Sea h 2 C
�
R�f
�
, entonces

Pq
t=1 b

N
t y

�
t + ry

�
q+1 � cr = v�f (N). Además, 8S � NPq

t=1 b
S
t y

�
t +

�P
i2S hi

�
y�q+1 � c

�P
i2S hi

�
=
Pq

t=1 b
S
t y

�
t + (y

�
q+1 � c)

P
i2S hi �Pq

t=1 b
S
t y

�
t + (y

�
q+1 � c)R�f (S) � v�f (S),
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donde la última desigualdad se cumple porque y� es factible para el problema dual

de la coalición S; e y�q+1 > c. Por lo tanto,�
qP
t=1

bity
�
t + hi

�
y�q+1 � c

��
i2N

2 C
�
V f
�
:

El mismo esquema puede utilizarse para deducir la no vacuidad de C
�
V f
�
: �

En el siguiente corolario requerimos de la condición
P
i2N

di > r para tener un

problema de bancarrota
�
N; r; (di)i2N

�
, con el objetivo de asegurar la no vacuidad

del núcleo. Esta condición juega un papel clave y, permite al gestor del recurso �jar

una cantidad de recurso lo su�cientemente pequeña para que la condición se satisfaga

y así garantizar la existencia de asignaciones de recursos estables y consecuentemente

la existencia de distribución de bene�cios estables.

Corolario 5.12 Sea (N;A;B; p; r; c; f) una situación f �LPP y
�
N;P(N); V f

�
el

correspondiente juego en forma de función característica con estructuras de parti-

ciones, tal que dN > r y
P
i2N

di > r. Si f
�
N; r; (di)i2N

�
2 C

�
R�f
�
(resp. f

�
N; r; (di)i2N

�
2

C
�
R+f
�
), entonces C

�
V f
�
6= ? (resp. C

�
V f
�
6= ?).

Demostración. La demostración sigue el mismo razonamiento que la demostración

del Teorema 5.11 si se emplea f
�
N; r; (di)i2N

�
2 C

�
R�f
�
en lugar de h 2 C

�
R�f
�
:�

Debemos destacar la importancia de este resultado, ya que nos permite resolver

un problema difícil obteniendo una asignación estable de una manera sencilla. Porque

cuando el gestor del recurso limitado establece el máximo de recurso disponible,

puede disminuir esta cantidad hasta que la suma de las demandas individuales de las

empresas sea mayor que dicha cantidad. Entonces, todas las empresas cooperarán y,

si el gestor del recurso utiliza una asignación en el núcleo del juego de recurso común,

entonces somos capaces de encontrar un elemento del núcleo à la Owen utilizando
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dualidad y una regla de bancarrota. Esto garantiza al menos una distribución estable

de los ingresos pero, en general, puede existir más de una.

La condición f
�
N; r; (di)i2N

�
2 C

�
R�f
�
no puede ser eliminada como muestra el

ejemplo siguiente, donde, en particular, se usa la regla proporcional.

Ejemplo 5.13 Sea (N;A;B; r; p; c) la situación LPP descrita en el Ejemplo 5.7.

Cuando aplicamos la regla proporcional a los problemas de bancarrota asociados a

cada partición, obtenemos

PROP (P 1; 50; d1) = (15.38; 15.38; 19.23) ; PROP (P 2; 50; d2) = (30.77; 19.23) ;

PROP (P 3; 50; d3) = (34.85; 15.15) ; PROP (P 4; 50; d4) = (34.62; 15.38) ;

PROP (P 5; 50; d5) = 50.

Utilizando estas cantidades en sus propios procesos de producción, el valor de cada

coalición viene dado por

V PROP (f1gjP 1) = 646.08; V PROP (f2gjP 1) = 707.48; V PROP (f3gjP 1) = 884.58;
V PROP (f1; 2gjP 2) = 1415.42; V PROP (f3gjP 2) = 884.58;
V PROP (f1; 3gjP 3) = 1603.1; V PROP (f2gjP 3) = 696.9;
V PROP (f2; 3gjP 4) = 1592.52; V PROP (f1gjP 4) = 646.08;
V PROP (f1; 2; 3gjP 5) = 2300.
En este caso, dN > 50 y

P
i2N

di > 50. Sin embargo,

R�PROP (f1g) = 15.38; R�PROP (f2g) = 15.15; R�PROP (f3g) = 19.23
R�PROP (f1; 2g) = 30.77; R�PROP (f1; 3g) = 34.85; R�PROP (f2; 3g) = 34.62; R�PROP (N) = 50.

y (15.38; 15.38; 19.23) no pertenece a C
�
R�PROP

�
porque éste es vacío ya que, si

escribimos las restricciones que de�nen el núcleo, se tiene que:

x (f1g) � 15.38
x (f2g) � 15.15
x (f3g) � 19.23
x (f1; 2g) � 30.77
x (f1; 3g) � 34.85
x (f2; 3g) � 34.62
x (f1; 2; 3g) = 50.
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Como se puede observar la suma de los pagos de los jugadores sería a lo sumo 49.76

que claramente no coincide con 50, por lo que no se cumple la e�ciencia.

El juego pesimista con la regla proporcional, en este caso vendría dado por:

v�PROP (f1g) = 646.08; v�PROP (f2g) = 696.9; v�PROP (f3g) = 884.58;
v�PROP (f1; 2g) = 1415.42; v�PROP (f1; 3g) = 1603.10; v�PROP (f2; 3g) = 1592.52;
v�PROP (f1; 2; 3g) = 2300

y haciendo un razonamiento similar al anterior veríamos que C
�
v�PROP

�
= ?.

Las implicaciones de la inestabilidad en la asignación del recurso común exter-

no pueden conducir a la inestabilidad en la distribución de los bene�cios, como

muestra el ejemplo anterior. Así, el sistema producirá quejas de los agentes respec-

to a la asignación de recurso común. Como resultado, surgirá insatisfacción con la

asignación del recurso común. Esto nos invita a buscar reglas en las que la asignación

de recurso común sea estable, es decir, que esté en el núcleo del juego de recursos,

y, por lo tanto, proporcione una distribución estable de los bene�cios.

5.3. Uso de la regla CEA

Nos centraremos en el uso de la regla CEA por varias razones. Ante todo,

porque bene�cia a las empresas con menores demandas sobre el recurso común;

mientras que, por ejemplo, la regla CEL bene�cia aquellas empresas con mayores

demandas. En segundo lugar, porque como se demostrará, el reparto obtenido con la

aplicación de la regla CEA se encuentra en el núcleo del juego de recursos pesimista

bajo ciertas condiciones, lo que asegura una distribución estable de los bene�cios. En

tercer lugar, hay que destacar que tiene la propiedad de ser inmune a las fusiones,

es decir si k, j 2 N se unen, entonces

CEAkj
�
N�; r; (d�i )i2N�

�
� CEAk

�
N; r; (di)i2N

�
+ CEAj

�
N; r; (di)i2N

�
,
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donde N� = Nn fk; jg [ fkjg.

Esto signi�ca que cuando dos empresas se unen no mejora la cantidad de recurso

común que consiguen, lo que implica que no es manipulable por las uniones, es decir,

la regla es inmune a manipulaciones estratégicas cuando un grupo de empresas se

fusiona con el objetivo de presentarse como una sola, para más detalles se puede

consultar el trabajo de Thomson [71].

Como se ha dicho anteriormente, cuando se considera la regla CEA, el núcleo

pesimista es no vacío bajo ciertas condiciones, como se establece en el Corolario

5.17. Antes de llegar a esta conclusión necesitamos algunos resultados previos.

Lema 5.14 Sea (N;A;B; r; p; c; f) una situación f �LPP con dN > r y
P
i2N

di > r:

Dada S � N , si R�f (S) = dS entonces arg m��n
P :S2P

V f (S jP ) = fP 2 P(N) jS 2 P g.

Demostración. Si Q =2 arg m��n
P :S2P

V f (S jP ), entonces V f (S jQ) > m��n
P :S2P

V f (S jP ).

Partiendo de R�f (S) = dS = m��n fz 2 R+ jvalor (S; z) es máximog,

m��n
P :S2P

V f (S jP ) = m�ax
P :S2P

V f (S jP ) y V f (S jQ) > m�ax
P :S2P

V f (S jP ) ,

lo cual es una contradicción. �

Este resultado garantiza que si una coalición en el caso pesimista obtiene todas

sus necesidades, entonces en todas las particiones obtiene los mismos bene�cios. El

siguiente teorema nos dice que si no hay posibilidad de manipulación por fusión, el

núcleo del juego de asignación pesimista es no vacío.

Teorema 5.15 Sea (N;A;B; r; p; c; f) una situación f � LPP tal que dN > r yP
i2N

di � r. Si ,8S � N ,

P
i2S
fi
�
N; r; (di)i2N

�
� fS

�
S [ figi2NnS ; r;

�
dS; (di)i2NnS

��
= f

�
S
���S [ figi2NnS � ,
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entonces C
�
R�f
�
6= ?.

Demostración. En primer lugar, demostraremos que f
�
N; r; (di)i2N

�
2 C

�
R�f
�
.

Dado S � N . Distinguimos dos casos:

a)
n
S [ figi2NnS

o
2 arg m��n

P :S2P
V f (S jP ). Esto implica que f

�
S
���S [ figi2NnS � �

R�f (S), por la de�nición de R
�
f (S). Además, por hipótesis

P
i2S
fi
�
N; r; (di)i2N

�
�

fS

�
S [ figi2NnS ; r;

�
dS; (di)i2NnS

��
= f

�
S
���S [ figi2NnS � � R�f (S).

b)
n
S [ figi2NnS

o
=2 arg m��n

P :S2P
V f (S jP ). Consideramos dos situaciones:

b.1) Si dS +
P

i2NnS di � r, entonces tenemos queP
i2S
fi
�
N; r; (di)i2N

�
� fS

�
S [ figi2NnS ; r;

�
dS; (di)i2NnS

��
= dS � R�f (S) ,

donde la primera desigualdad se obtiene por hipótesis y la última se cumple siempre.

b.2) Si dS+
P

i2NnS di > r, ya que
n
S [ figi2NnS

o
=2 arg m��n

P :S2P
V f (S jP ), tenemos

que V f
�
S
���S [ figi2NnS � > m��n

P :S2P
V f (S jP ).

Asumimos que f
�
S
���S [ figi2NnS � < R�f (S) < dS, donde la última desigualdad

se cumple por el Lema 5.14. Esto implica que 9� 2 (0; 1) tal que

R�f (S) = �f
�
S
���S [ figi2NnS �+ (1� �) dS.

Considerando las soluciones (x1; z1) y (x2; z2) del problema (5.1) con f
�
S
���S [ figi2NnS �

y dS, respectivamente. Entonces, � (x1; z1)+ (1� �) (x2; z2) es una solución factible

del problema (5.1) con R�f (S). Por lo tanto, tenemos que

m��n
P :S2P

V f (S jP ) �

�V f
�
S
���S [ figi2NnS �+ (1� �) valor (S; dS) >

m��n
P :S2P

V f (S jP ) ,
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donde la primera desigualdad se debe a la linealidad del problema (5.1) y la última

se cumple ya que
n
S [ figi2NnS

o
=2 arg m��n

P :S2P
V f (S jP ) y la de�nición de dS. Por lo

tanto, obtenemos una contradicción y

P
i2S
fi
�
N; r; (di)i2N

�
� f

�
S
���S [ figi2NnS � � R�f (S) .

Consecuentemente, f
�
N; r; (di)i2N

�
2 R�f (S). �

El siguiente resultado establece una clase de propiedad de inmunidad a las fu-

siones para la regla CEA en nuestro marco de trabajo1.

Proposición 5.16 Sea (N;A;B; r; p; c; CEA) una situación CEA�LPP con dN >

r y di + dj � 2r
n
, para todo i, j 2 N: Entonces 8S � N ,

CEA (S) =
P
i2S
CEAi

�
N; r; (di)i2N

�
�

CEAS

�
S [ figi2NnS ; r;

�P
i2S di; (di)i2NnS

��
= CEA

�
S
���S [ figi2NnS � .

Demostración. Es fácil comprobar que di + dj � 2r
n
, para todo i, j 2 N; implicaP

i2N
di � r. Pueden surgir dos casos:

1) dS �
P
i2S
di: En este caso, por la propiedad de inmunidad a las fusiones se tiene

que

CEA (S) =
P
i2S
CEAi

�
N; r; (di)i2N

�
� CEAS

�
S [ figi2NnS ; r;

�P
i2S di; (di)i2NnS

��
.

Mediante la de�nición de la regla CEA, CEA (S) �
P

i2S di: Por lo tanto,

CEAS

�
S [ figi2NnS ; r;

�P
i2S di; (di)i2NnS

��
�
P

i2S di

1Aunque la regla proporcional es la única regla de bancarrota no manipulable en problemas de

bancarrota estándar, en este contexto puede ser manipulable. En el Ejemplo 5.13 R�PROP (f1g) +
R�PROP (f3g) = 15.38 + 19.23 = 34.71 < 34.85 = R

�
PROP (f1; 3g).
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y por la de�nición de la regla CEA y la hipótesis planteada, tenemos que

CEAS

�
S [ figi2NnS ; r;

�P
i2S di; (di)i2NnS

��
= CEAS

�
S [ figi2NnS ; r;

�
dS; (di)i2NnS

��
.

2) dS <
P
i2S
di.

Podemos distinguir dos subcasos:

2.1) Si CEA (S) � dS, entonces el resultado se cumple directamente.

2.2) CEA (S) < dS, entonces tenemos que
P

i2NnS di+ dS > r ya que
P

i2N di >

r. Por lo tanto, por la propiedad de inmunidad a las fusiones

CEA (S) � CEAS
�
S [ figi2NnS ; r;

�P
i2S di; (di)i2NnS

��
= CEAS

�
S [ figi2NnS ; r;

�
dS; (di)i2NnS

��
;

donde la última igualdad se cumple por la de�nición de la regla CEA y CEA (S) <

dS <
P
i2S
di. Así, el resultado siempre se cumple. �

Corolario 5.17 Sea (N;A;B; r; p; c; CEA) una situación CEA�LPP con dN > r

y di + dj � 2r
n
; para todo i, j 2 N . Entonces C

�
V f
�
6= ?.

Demostración. Para probar este corolario sólo tenemos que emplear el Teorema

5.15 y la Proposición 5.16 junto con el Corolario 5.12, y así podemos construir un

elemento del núcleo pesimista. �

Si el gestor del recurso común �ja la cantidad r de tal manera que se cumplen las

condiciones en los resultados anteriores, entonces podemos obtener una asignación

estable del recurso de forma sencilla, empleando dualidad (véase el Corolario 5.12

y el Corolario 5.17). Aunque esto puede dar lugar a una asignación extrema tal y

como puede verse en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 5.18 Sea (N;A;B; r; p; c; CEA) la situación CEA� LPP descrita en el

Ejemplo 5.7 y
�
N;P(N); V CEA

�
su correspondiente juego asociado a la situación

CEA � LPP . Vimos que (16.67; 16.67; 16.67) 2 C
�
R�CEA

�
. Una solución óptima

para el programa dual del problema lineal de la gran coalición es y�1 = y
�
2 = 0 e y

�
3 =

60. Así, la asignación (766.67; 766.67; 766.67) 2 C
�
v�CEA

�
, pero esta distribución de

los bene�cios es extrema, porque todos los bene�cios extra derivados de la cooperación

son asignados al jugador 1.

Sin embargo, el núcleo es mucho mayor, por ejemplo, (700; 800; 800) 2 C
�
v�CEA

�
.

Asumiendo que los bene�cios son en euros, este resultado puede obtenerse a partir de

la distribución inicial del recurso (16.67; 16.67; 16.67) lo que signi�ca la compraventa

del recurso común entre las empresas de la siguiente manera:

El jugador 1 vende 31
3
unidades a los jugadores 2 y 3 a 50 euros por unidad. Así,

el jugador 1 obtendrá 600 euros a partir de su propia producción empleando 10

unidades. Esa empresa ha pagado 162
3
� 14 por comprar recurso común externo y

recibe 62
3
�50 por vender parte del recurso común. Así, obtendrá un bene�cio de 700

euros.

El jugador 2 (y respectivamente el jugador 3) obtendrán 1200 euros a partir de su

producción empleando 20 unidades de recurso común externo. Este jugador paga

162
3
� 14 al gestor para comprar recurso común y 31

3
� 50 por comprar recurso al

jugador 1. Esto le generará un bene�cio neto de 800 euros.

Este ejemplo describe cómo a partir de una asignación estable del recurso común

podemos alcanzar, a través de un mercado con pagos multilaterales, una distribución

estable de los bene�cios. Esto ha generado 700 euros para el gestor, vía tasas y

controlando una cantidad de recurso común externo de 50 unidades, es decir, ha

aplicado un control cuantitativo sobre el recurso y no ha tenido ninguna in�uencia en

el mercado. Sin embargo, el gestor ha establecido las bases para obtener un resultado

estable, como se indica en los Corolarios 5.12 y 5.17.
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5.4. Introducción al diseño de mecanismos

Leonid Hurwicz2 en su artículo �Optimality and informational e¢ ciency in

resource allocation processes� del año 1960 [34] de�ne un mecanismo como un juego

en el que los participantes envían mensajes a un centro mediador que recomienda a

cada uno de ellos una determinada acción que dé el resultado deseado al juego. La

mayor parte de la teoría económica pretende entender cómo son los mecanismos que

funcionan en la actualidad, así como explicar y predecir los resultados que generan.

Sin embargo, la teoría del diseño de mecanismos va en sentido contrario, primero

identi�ca los resultados deseados o, lo que es lo mismo, el objetivo u objetivos que se

quieren alcanzar, para posteriormente ver si se pueden o no diseñar mecanismos que

permitan alcanzar esos objetivos. Sin embargo, la idea de Hurwicz no fue realmente

aplicable a gran variedad de situaciones hasta la publicación de su trabajo de 1972

[35]. En dicho trabajo se introdujo la compatibilidad de incentivos, que permite que

se pueda incorporar al análisis la existencia de información privada de los individuos

que ellos usan estratégicamente. Por lo tanto, si se acepta que los individuos pueden

comportarse de forma deshonesta, o no hacer caso de la recomendación del centro

mediador, el mecanismo les da incentivos su�cientes para que compartan esa infor-

mación privada y actúen de acuerdo con lo que el mecanismo establece. Si al �nal

se logra un equilibrio racional en el que todo el mundo sea honesto con el centro

mediador, se dice que el mecanismo es compatible con incentivos.

En nuestro caso buscamos diseñar un mecanismo que en cualquier situación a

cualquier jugador le convenga decir la verdad, es decir, revelar lo que realmente

necesita cada empresa de recurso común. Así es como el gestor con este tipo de

mecanismo conocería las verdaderas demandas del recurso común externo de las

2El Nobel de Economía de 2007 se concedió a Leonid Hurwicz, Eric Maskin y Roger Myerson

por haber establecido las bases de la teoría de diseño de mecanismos.
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empresas.

Formalmente, sea � el conjunto de todas las posibles necesidades de recurso

común. Sea N = f1; :::; ng el conjunto de todas las empresas que solicitan dicho

recurso. Sea � el conjunto de todas las asignaciones factibles de recurso común.

De�nición 5.19 Una regla de asignación (mecanismo directo) es una función F :

�N ! �.

Dada una regla de asignación F y un vector de necesidades � = (�1; :::; �n), el

pago de la empresa i viene dado por

�i (F (�)) = valor (i;Fi (�)) .

En nuestro caso el pago de la empresa coincide con el valor óptimo del problema

lineal de�nido en (5.1) para el productor i 2 N que ha obtenido una cantidad Fi (�)

del recurso cuando los jugadores han declarado como vector de necesidades �. Si

declararan otro vector de necesidades, obtendrían una cantidad de recurso común

posiblemente diferente.

Por lo tanto, las empresas que pertenecen a N se enfrentan a un juego no coo-

perativo en el que todas tienen el mismo conjunto de alternativas, �. Cada empresa

sabe su necesidad real de recurso común externo, pero no conoce las necesidades de

las otras empresas, en otras palabras, la información es privada. Una estrategia para

la empresa i es una función de � en sí misma, �i : �! �. El conjunto de todas sus

estrategias viene dado por � y es el mismo para todos los jugadores.

De�nición 5.20 Un per�l �� es un equilibrio si

�i (F (�
� (�)) j�i ) � �i

�
F
�
�i (�i) ; �

�
�i (��i)

�
j�i
�
, 8i 2 N y 8�i 2 �,
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donde �� (�) =
�
��1 (�1) ; :::; �

�
i�1 (�i�1) ; �

�
i (�i) ; �

�
i+1 (�i+1) ; :::; �

�
n (�n)

�
y ���i (��i) =�

��1 (�1) ; :::; �
�
i�1 (�i�1) ; �

�
i+1 (�i+1) ; :::; �

�
n (�n)

�
.

Por lo tanto un per�l de equilibrio es tal que dados los pagos que recibe, �i, en

función de sus necesidades, �i, y de lo declarado en función de ellas, �i (�i), pudiendo

ser estas veraces o no, no tiene incentivos a desviarse pues se verían reducidos dichos

pagos.

De�nición 5.21 Un per�l �� es un equilibrio en estrategias dominantes si se cumple

que

�i (F (�
�
i (�i) ; ��i (��i)) j�i ) � �i (F (�i (�i) ; ��i (��i)) j�i ) ;8i 2 N;8��i 2 ��i y 8�i 2 �.

De�nición 5.22 Una regla de asignación (mecanismo directo), F , es compatible

con incentivos (decir la verdad o strategy-proofness) si el per�l de estrategias �� (�) =

(��1 (�1) ; :::; �
�
n (�n)) = (�1; :::; �1) = � es un equilibrio en estrategias dominantes del

juego.

5.5. La regla CEA como mecanismo directo de

asignación.

A priori el gestor del recurso común externo podría no conocer las necesidades

reales de las empresas, por esta razón en este apartado nos centraremos en el diseño

de un mecanismo que sea justo para las empresas y que, al mismo tiempo, les haga

decir la verdad respecto a las cantidades que demandan. Por lo tanto, al trasladar

el diseño de mecanismos al caso concreto de la compra de permisos de emisión,

el gestor del recurso podría obtener información relevante que le permitiría saber
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cuánto y cómo reducir la cantidad máxima de emisiones. Además, podría ser más

justo porque su asignación estaría basada en datos reales no manipulados por las

empresas. En ese contexto, podríamos utilizar como regla de asignación F la regla

CEA y � representa todos los posibles permisos de emisión, por lo que es un intervalo

cuyos valores pueden variar de cero a in�nito. El teorema siguiente demuestra que

la regla CEA como mecanismo de asignación es compatible con incentivos.

Teorema 5.23 Sea (N;A;B; r; p; c; CEA) una situación CEA � LPP . La regla

CEA como mecanismo (directo) de asignación es compatible con incentivos.

Demostración. Sea fS1; : : : ; Skg una partición de las empresas que solicitan recurso

común externo y sea d = (d1; : : : ; dk) el vector de sus necesidades reales. Sea � =

[0;+1).

Consideremos el siguiente per�l de estrategias (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) y dis-

tingamos dos situaciones:

1. Si CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) < di, entonces tenemos que
kP
j=1

�j (dj) > r.

Ahora, debemos considerar tres subcasos:

1.1. Si �i (di) > di, por de�nición de la regla CEA obtenemos

CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) = CEAi (�1 (d1) ; :::; �i (di) ; :::; �k (dk)) ,

Por lo tanto,

�i (CEAi (di;��i (d�i)) jdi ) = �i (CEAi (�i (di) ; ��i (d�i)) jdi ) .

1.2. Si consideramos �i (di) tal que

CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) � �i (di) � di,
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entonces por la de�nición de la regla CEA nos encontramos en la misma situación

que en (1.1).

1.3. Si �i (di) < CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)), entonces, independientemente

de la relación entre
kP
j=1

�j (dj) y r, tenemos que

CEAi (�1 (d1) ; :::; �i (di) ; :::; �k (dk)) < CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) < di.

Supongamos que

�i (CEAi (di;��i (d�i)) jdi ) < �i (CEAi (�i (di) ; ��i (d�i)) jdi ) .

Tomamos 0 < � < 1, tal que

�di+(1� �)CEAi (�1 (d1) ; :::; �i (di) ; :::; �k (dk)) = CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) .

Considerando las soluciones óptimas x1 y x2 del problema (5.1) cuando usamos

como cantidad de recurso común di y CEAi (�1 (d1) ; :::; �i (di) ; :::; �k (dk)) respec-

tivamente, entonces, �x1 + (1� �)x2 es una solución factible del problema (5.1)

cuando usamos como cantidad de recurso común CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)).

Por lo tanto, tenemos que

�valor (Si; di)+(1� �)�i (CEAi (�i (di) ; ��i (d�i)) jdi ) � �i (CEAi (di;��i (d�i)) jdi ) ,

pero, por de�nición, valor (Si; di) debe ser mayor que �i (CEAi (di;��i (d�i)) jdi ) lo

que es una contradicción.

2. Si CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) = di, entonces pueden surgir dos casos:

2.1.
kP
j=1

�j (dj) � r. En esta situación, distinguimos dos subcasos:

2.1.1. Si �i (di) > di, por la de�nición de la regla CEA tenemos que

CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) < CEAi (�1 (d1) ; :::; �i (di) ; :::; �k (dk)) .
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Aunque por de�nición de di, sabemos que

�i (CEAi (di;��i (d�i)) jdi ) = valor (Si; di) � �i (CEAi (�i (di) ; ��i (d�i)) jdi ) .

2.1.2. Si �i (di) < di, por la de�nición de la regla CEA tenemos que

CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) > CEAi (�1 (d1) ; :::; �i (di) ; :::; �k (dk)) ,

y empleando la de�nición de di, obtenemos

�i (CEAi (di;��i (d�i)) jdi ) = valor (Si; di) � �i (CEAi (�i (di) ; ��i (d�i)) jdi ) .

2.2.
kP
j=1

�j (dj) > r. Distinguimos dos subcasos:

2.2.1. Si �i (di) > di, empleando la de�nición de la regla CEA podemos

obtener

CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) � CEAi (�1 (d1) ; :::; �i (di) ; :::; �k (dk)) .

Teniendo en cuenta la de�nición de di, sabemos que

�i (CEAi (di;��i (d�i)) jdi ) = valor (Si; di) � �i (CEAi (�i (di) ; ��i (d�i)) jdi ) .

2.2.2. Si consideramos �i (di) < di, por la de�nición de la regla CEA sabemos

que

CEAi (�1 (d1) ; :::; di; :::; �k (dk)) > CEAi (�1 (d1) ; :::; �i (di) ; :::; �k (dk)) ,

y teniendo en cuenta la de�nición de di, obtenemos

�i (CEAi (di;��i (d�i)) jdi ) = valor (Si; di) � �i (CEAi (�i (di) ; ��i (d�i)) jdi ) .

Por lo tanto, �i (di) = di es una estrategia dominante para i 2 N . Así, �i (di) =

di, para todo i, es un equilibrio en estrategias dominantes y la regla CEA es com-

patible con incentivos. �
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De esta manera, aplicando este mecanismo las empresas tienen que decir la ver-

dad sobre sus necesidades reales de recurso común. Es fácil encontrar ejemplos donde

la regla proporcional, como mecanismo directo no cumple la compatibilidad de incen-

tivos, porque si un agente incrementa arti�cialmente su demanda, entonces recibirá

una mayor cantidad de recurso común. Por lo tanto, tiene incentivos para no declarar

sus necesidades reales tal como ilustra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.24 Sea (N;A;B; r; p; c) la situación LPP descrita en el Ejemplo 5.13.

Sea (N;A;B; r; p; c) una situación LPP con tres empresas, N = f1; 2; 3g, que pro-

ducen dos productos empleando dos recursos y necesitan permisos de emisión de

dióxido de carbono, donde

A =

264 2 3

3 2

1 1

375 , B = " 40 60 80

60 40 50

#
, p =

 
50

60

!
, c = 14, r = 50.

Consideremos la partición P 1 = ff1g ; f2g ; f3gg cuya demanda asociada es d1 =

(20; 20; 25). Cuando aplicamos la regla proporcional al problema de bancarrota aso-

ciado a dicha partición obtenemos

PROP
�
P 1; 50; d1

�
= (15.38; 15.38; 19.23)

Por ejemplo, es fácil comprobar que la empresa 1 tiene incentivos para ser deshonesta

y mentir, con objeto de obtener una mayor cantidad de permisos de emisión, ya

que si solicita una cantidad superior a 20 obtendría una cantidad superior a 15.38

aumentando así su producción y, por tanto, sus bene�cios.

5.6. Comentarios

Se ha demostrado que si la aplicación de una regla de bancarrota f a situa-

ciones LPP obtiene un reparto que pertenece al núcleo del juego de recursos pe-
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simista asociado a dicha regla, entonces, a partir de esa asignación y por dualidad

podemos obtener elementos del núcleo del juego pesimista por lo que éste será no

vacío.

El modelo presentado en este capítulo es un sistema de arbitraje, que dota al

gestor del recurso común externo de dos instrumentos de gestión: una tasa (precio

�jo por unidad) y un límite (o tope) del recurso común, permitiéndose la transferen-

cia de utilidad entre las empresas. Por un lado, la introducción del límite máximo

permite reducir progresivamente las tecnologías que abusan de los recursos natu-

rales. Esto se puede conseguir si el gestor del recurso actúa de tal manera que

las condiciones del Corolario 5.12 se cumplan. En el caso de las emisiones de CO2,

según el Acuerdo de París, su reducción debe hacerse de forma progresiva cada cinco

años, por lo que éstas reducciones podrían realizarse de tal modo que se alcanzaran

las condiciones del Corolario 5.12. Por otro lado, imponer una tasa garantiza dos

cosas. En primer lugar, aquellas tecnologías que requieran de una mayor cantidad

de recurso común externo se verán sustituidas por tecnologías más e�cientes que

consuman una menor cantidad de dicho recurso, en el caso del ejemplo de las emi-

siones contaminantes, las tecnologías más contaminantes irán dejando paso a nuevas

tecnologías menos contaminantes que las sustituyan, debido al incremento del coste

de producción por la necesidad de comprar mayor cantidad de permisos de emisión.

En segundo lugar, proporciona ingresos para poder destinar fondos a dos tipos de

proyectos fundamentales: �nanciar proyectos I+D+i para mejorar las tecnologías

productivas, que pueden incluir la sustitución de las tecnologías más contaminantes

o menos e�cientes por otras menos contaminantes, o más e�cientes tal y como se ha

mencionado previamente.

Las transferencias de utilidad entre las empresas se modelan por medio de juegos

TU con externalidades. Nuestro modelo ofrece ideas y herramientas para obtener

una asignación sostenible del recurso común externo permitiendo a su vez una dis-
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tribución justa del mismo.

Con nuestro enfoque hemos sido capaces de encontrar un elemento del núcleo à

la Owen en el que la regla de bancarrota, una vez que se �ja en el Corolario 5.12, o

con el uso de la regla CEA en el Corolario 5.17, forma parte de la construcción de la

imputación. Además, la regla CEA como mecanismo cumple con la compatibilidad

de incentivos y, por lo tanto, las empresas tienen un incentivo para declarar sus

necesidades reales de recurso común externo.

El uso de la regla CEA en este contexto está motivado por el hecho de que

asigna siempre una cantidad positiva para cada demandante y, de este modo no

se excluye a ninguna empresa del sistema. Además, se ha demostrado que la regla

CEA, como mecanismo directo de asignación, es compatible con incentivos y, por

lo tanto, declarar las verdaderas necesidades de recurso común es un equilibrio en

estrategias dominantes. Se pueden utilizar otras reglas de bancarrota como la pro-

porcional o la Talmud, que tampoco excluyen del sistema a ninguna empresa, pero

la regla proporcional puede dar lugar a insatisfacción en la asignación del recurso

común (como se ha visto) y ambas, la regla proporcional y la Talmud, no son com-

patibles con incentivos, por lo que no declarar las verdaderas necesidades de recurso

común podría ser una estrategia adecuada para las empresas y, consecuentemente,

la asignación de recursos se realizararía sobre una base no real de necesidades, lo

que podría conducir a una asignación no estable.

Además del enfoque empleado en este capítulo mediante el uso de técnicas de

bancarrota, estas situaciones podrían abordarse mediante el diseño de otros modelos

diferentes, por ejemplo, mediante el empleo de subastas, que serán objeto de estudio

en futuras investigaciones.



Capítulo 6

Algunos juegos de logística

En el presente capítulo se aborda el estudio de situaciones de transporte de

elección múltiple y se plantea un nuevo concepto de solución para estas situaciones.

Una situación de transporte describe una situación en la que hay dos grupos de

agentes, proveedores y minoristas1. Cada proveedor posee un número �jo de unidades

de un bien y cada minorista quiere comprar un determinado número de unidades. El

transporte de una unidad de la mercancía entre un proveedor y un minorista genera

un cierto bene�cio. El objetivo de los agentes cooperantes es maximizar el bene�cio

total de la negociación. Desde Shapley y Shubik [68], donde se introdujeron los juegos

de asignación asociados a problemas de asignación, se han desarrollado diferentes

generalizaciones relacionadas con los modelos de mercado bilateral y situaciones de

transporte. Los juegos de mercado bilateral y los juegos de transporte se estudian

desde la perspectiva de la Teoría de Juegos en Thompson [70], Samet et al. [57],

Sánchez-Soriano [58], Sánchez-Soriano et al. [59] [60], entre otros. Se demostró que

estos juegos tienen un núcleo no vacío mediante la construcción de un elemento del

1Un problema de transporte puede verse también como una situación de mercado bilateral.

119
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núcleo a través del programa dual. Al conjunto de todos los elementos obtenidos

de esta manera se denomina conjunto de Owen. Llorca et al. [42] caracterizan el

conjunto de Owen de los juegos de transporte. Un enfoque diferente, cooperativo-

competitivo, se da en Fragnelli y Sánchez-Soriano [19].

Los juegos cooperativos de elección múltiple introducidos por Hsiao y Raghavan

[32] y [33] y van den Nouweland et al. [51] son extensiones naturales de los juegos

cooperativos tradicionales. En un juego cooperativo clásico cada jugador puede tener

sólo dos opciones relacionadas con la cooperación, participar o no, mientras que en

un marco de elección múltiple cada jugador puede tener varias oportunidades de

participación dentro de un conjunto �nito de niveles de actividad.

En la clase de juegos de elección múltiple, se han de�nido varios conceptos de

solución inspirados en el núcleo (Gillies [23]). Una extensión del núcleo de los juegos

de elección múltiple con utilidad transferible fue propuesta por van den Nouweland

et al. [51]. Grabisch y Xie [24] estudiaron el prenúcleo de un juego de elección múlti-

ple que contiene al núcleo. Un estudio del núcleo en el contexto de los juegos de clan

de elección múltiple se presenta en Branzei et al. [8]. En este capítulo se considera

también una extensión diferente del núcleo en juegos TU de elección múltiple de-

nominada el núcleo de Owen. Este concepto de solución se inspira en el núcleo por

unidad de nivel introducido por Hwang y Liao [36].

6.1. Juegos cooperativos de elección múltiple

En un juego cooperativo de elección múltiple cada jugador tiene un número

�nito de niveles de actividad con los que puede cooperar con los otros jugadores.

En términos generales, los juegos cooperativos TU clásicos pueden ser vistos como

juegos cooperativos de elección múltiple donde cada jugador tiene sólo dos niveles



6.1. JUEGOS COOPERATIVOS DE ELECCIÓN MÚLTIPLE 121

de actividad: participar plenamente y no participar en absoluto.

Los juegos cooperativos de elección múltiple fueron introducidos por Hsiao y

Raghavan [32] y [33], y extensamente estudiados también en Calvo y Santos [9],

Calvo et al. [10], van den Nouweland [50] y van den Nouweland et al. [51].

A continuación se introducen los conceptos básicos en juegos cooperativos de

elección múltiple.

Sea N un conjunto de jugadores �nito no vacío, de la forma f1; :::; ng. En un

juego de elección múltiple cada jugador i 2 N tiene un número �nito de niveles

de participación con los que puede elegir jugar. En general, el número de niveles

de actividad de dos jugadores puede ser diferente. La recompensa que un grupo de

jugadores puede obtener depende del esfuerzo de los jugadores que cooperan. Esto

se formaliza suponiendo que cada jugador i 2 N tienemi+1 niveles de participación

con los que jugar, incluyendo la no participación. Denotamos por Mi = f0; :::;mig

al conjunto de niveles del jugador i, donde el nivel 0 signi�ca no participar. En el

contexto de elección múltiple los elementos deMN =
Q
i2N
Mi se denominan coaliciones

y la coalición m = (m1; :::;mn) juega el papel de la gran coalición en los juegos TU

clásicos. La coalición vacía (0; :::; 0) también se denota por 0. Para su uso posterior

se introduce la notación M+
i = Mi n f0g. La función característica v : MN !

R con v (0; :::; 0) = 0 proporciona, para cada coalición s = (s1; :::; sn) 2 MN , el

bene�cio que los jugadores pueden obtener cuando cada jugador i juega con su nivel

de actividad si 2Mi.

Para representar de forma sencilla ciertos aspectos de los juegos de elección

múltiple necesitamos introducir la siguiente notación.

De�nición 6.1 Una matriz incompleta, [aij] con i 2 N y j 2 f1; :::;m�ax fm1; :::;mngg,

es una matriz tal que aij 2 R, si i 2 N y j � mi, y aij se representa por (�), si
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i 2 N y j > mi.

Para operar con estas matrices se adopta el convenio siguiente

� � k = 0, � �� = �, �+k = k y �+� = �, tal que k 2 R.

De�nición 6.2 Dados N = f1; :::; ng y el vector m = (m1; :::;mn), el conjunto de

todas las matrices incompletas con n �las, m�ax fmig columnas y mi valores reales

en la �la i-ésima se representa porMN
m.

De�nición 6.3 Un juego cooperativo de elección múltiple es una tripleta (N;m; v),

donde N es el conjunto de jugadores, m 2 (N [ f0g)N es el vector que describe el

número de niveles de actividad para todos los jugadores y v :MN ! R es la función

característica.

Cuando no hay posibilidad de confusión se denotará el juego (N;m; v) por v y

el conjunto de todos los juegos de elección múltiple con un conjunto de jugadores N

por MCN .

De�nición 6.4 Una matriz de pagos para el juego v es una matriz incompleta x 2

MN
m, donde cada una de las �las representa los pagos por nivel de un jugador.

De�nición 6.5 Se de�ne el vector de pagos agregados X como la cantidad que

percibe cada jugador por todos sus niveles de actividad.

Cabe preguntarse cómo se relacionan ambos conceptos, es decir, qué relación

existe entre el vector de pagos por nivel de un jugador y el vector de pagos agregados

de dicho jugador. A continuación se establece dicha relación utilizando los operadores

pago agregado y distribución de pagos por nivel.
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De�nición 6.6 El operador pago agregado es una función � :MN
m ! RN tal que,

8x 2 MN
m; �(x) = x � 1m�axfmig, donde 1m�axfmig es el vector columna con todos sus

elementos iguales a 1.

De�nición 6.7 El operador distribución de pagos por nivel es una aplicación ��1 :

RN !MN
m en la que, 8X 2 RN , ��1 (X) =

�
x 2MN

m

��x � 1m�axfmig = X
	
.

El operador pago agregado le asigna a cada agente la suma de lo que obtiene con

todos y cada uno de sus niveles de participación. El operador distribución de pagos

por nivel divide el pago agregado que obtiene un agente entre todos sus niveles de

participación.

Ejemplo 6.8 Considérese una situación en la que hay dos jugadores N = f1,2g.

El primer jugador tiene dos niveles de participación, mientras que el segundo sólo

tiene uno. Supongamos que la matriz de pagos viene dada por"
2 3

1 �

#
.

Mediante los operadores � y ��1 se obtendrían las siguientes asignaciones.

�

"
2 3

1 �

#
=

"
2 3

1 �

#"
1

1

#
=

"
5

1

#
,

��1

"
5

1

#
=

("
a b

1 �

#
ja+ b = 5

)
.

De�nición 6.9 Un juego v 2 MCN es 0-normalizado si ningún jugador puede

ganar algo trabajando por sí solo, es decir, v(jei) = 0, para todo i 2 N y j 2 Mi,

donde ei =

 
0; 0; :::; 1|{z}

i

; 0; :::; 0

!
.
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De�nición 6.10 Un juego v 2 MCN es aditivo si el valor de cada coalición s es

igual a la suma de los valores de los jugadores cuando estos trabajan solos con el

nivel que trabajaban en s, es decir, v(s) =
P
i2N
v(sie

i), para todo s 2MN .

Sean x e y dos matrices de pago para el juego v, decimos que x es débilmente

menor que y si, para cada s 2MN ,

X(s) =
X
i2N

siX
k=1

xik �
X
i2N

siX
k=1

yik = Y (s).

Obsérvese que esto no implica que xij � yij para todo i 2 N y j 2M+
i . El ejemplo

siguiente ilustra este punto.

Ejemplo 6.11 Sea (N;m; v) un juego de elección múltiple con N = f1; 2g, m =

(2; 1) y v ((1; 0)) = v ((0; 1)) = 1, v ((2; 0)) = 2, v ((1; 1)) = 3 y v ((2; 1)) = 5.

Consideramos las matrices de pago x y z de�nidas por

x =

"
1 2

2 �

#
; z =

"
2 1

2 �

#
.

La matriz de pago, x es débilmente menor que z, ya que X ((1; 0)) � Z ((1; 0)),

X ((1; 1)) � Z ((1; 1)) y X (s) � Z (s), para cualquier s. Esto es debido a que el

jugador 1 obtiene 3 por jugar con su segundo nivel en ambas matrices de pago,

aunque según la matriz de pagos z, el jugador 1 consigue 2 por jugar con su primer

nivel y, de acuerdo con la matriz de pagos x, el jugador 1 consigue sólo 1 con su

primer nivel.

Dado v 2MCN , una matriz de pagos x 2MN
m se dice que es e�ciente si X(m) =P

i2N

miP
j=1

xij = v(m) y se denomina racional por incremento de nivel si, para todo

i 2 N y j 2 M+
i , xij es al menos el incremento del valor que el jugador i puede

obtener cuando trabaja sólo y cambia su actividad del nivel j�1 al nivel j, es decir,

xij � v (jei)� v ((j � 1) ei).
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De�nición 6.12 Dado v 2MCN , una matriz de pagos x 2 MN
m es una imputación

de v si es e�ciente y racional por incremento de nivel.

Denotamos el conjunto de imputaciones de un juego v 2 MCN por I(v). Puede

observarse que

I(v) 6= ?,
X
i2N

v(mie
i) � v(m).

De�nición 6.13 (Nouweland et al., [51]) El núcleo de un juego de elección múltiple

v 2 MCN se compone de todos los x 2 I(v) que satisfacen X (s) � v (s), para todo

s 2MN ,

C(v) = fx 2 I(v) j X(s) � v(s), para todo s 2MNg.

De�nición 6.14 (Grabisch and Xie [24]) El prenúcleo de v 2MCN viene dado por

PC(v) = fx 2MN
m j X(m) = v(m) y X(s) � v(s), para todo s 2MNg.

Nótese que el prenúcleo es una generalización directa del núcleo de los juegos coope-

rativos con utilidad transferible en forma de función característica.

6.2. Juegos de transporte

Un problema de transporte describe una situación en la que las demandas

de cierta mercancía por los minoristas deben ser cubiertas por las ofertas de los

proveedores de dicha mercancía. El transporte de una unidad del bien desde un

proveedor hasta un minorista genera un cierto bene�cio. El objetivo de proveedores

y minoristas es maximizar el bene�cio total derivado del transporte.

Formalmente, sean P el conjunto de los proveedores y Q el conjunto de minoris-

tas. El proveedor i 2 P tiene pi artículos del bien y el minorista j 2 Q necesita
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qj unidades. Por lo tanto, la oferta del bien del proveedor i 2 P es de pi unidades

y la demanda del minorista j 2 Q es de qj unidades. Supondremos que tanto las

ofertas, pi; como las demandas, qj; son números enteros positivos para todo i 2 P y

j 2 Q, suponemos además que se trata de bienes indivisibles. El hecho de no tener

en cuenta ofertas y demandas iguales a cero es porque en ese caso los proveedores o

minoristas implicados serían irrelevantes, ya que no tendrían nada que suministrar

o que demandar. El bene�cio de la venta de una unidad del bien entre el provee-

dor i y el minorista j es bij; un número real no negativo. Todos estos bene�cios se

encuentran recogidos en una matriz B = [bij]i2P;j2Q. Por lo que, un problema de

transporte T se puede describir por la 5-tupla (P;Q;B; p; q); donde p = (pi)i2P y

q = (qj)j2Q son los vectores que contienen, respectivamente, las ofertas y demandas

de la mercancía.

El problema clásico de transporte se puede modelar de varias maneras. En el

modelo clásico el objetivo es determinar el número de unidades a transportar desde

cada proveedor i para satisfacer la demanda de cada minorista j, de manera que

se consiga el máximo (mínimo) bene�cio (coste). Por lo tanto, el problema puede

escribirse como

m�ax

8>>><>>>:
X

(i;j)2P�Q

bijtij

���������

P
j2Q

tij � pi; para todo i 2 PP
i2P
tij � qj; para todo j 2 Q

tij 2 Z+; para todo i 2 P y j 2 Q

9>>>=>>>; ,

donde tij representa la cantidad de bien transportada desde i a j.

Una condición necesaria para que dicho problema sea factible es que la suma

de las ofertas sea mayor o igual que el total de las demandas, es decir,
P

i2P pi �P
j2Q qj. Si esta condición se cumple con igualdad, el problema se denomina equili-

brado y, en este caso, las desigualdades de las restricciones se pueden sustituir por

igualdades.
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Nuestro interés se centra en asociar un juego cooperativo con utilidad transferi-

ble a cada problema de transporte. Así pues, para cada subconjunto de jugadores,

nos gustaría poder relacionar el valor de la función característica con el valor del

subproblema de transporte correspondiente. Sin embargo, sólo podríamos considerar

aquellos programas en que se cumpliese la condición adicional
P

i2P pi �
P

j2Q qj.

Para evitar situaciones en las que dicha condición no se veri�ca, usaremos un proble-

ma de transporte que se puede describir de la siguiente manera: �cómo alcanzar el

máximo bene�cio transportando desde los proveedores a los minoristas tanto como

sea posible�. Además, se exige que cada minorista reciba a lo sumo una cantidad

igual a su demanda. En estas condiciones, el programa correspondiente puede ser

formulado como

m�ax

8>>><>>>:
X

(i;j)2P�Q

bijtij

���������

P
j2Q

tij � pi; para todo i 2 PP
i2P
tij � qj; para todo j 2 Q

tij 2 Z+; para todo i 2 P y j 2 Q

9>>>=>>>; .

Como la matriz del sistema de restricciones es totalmente unimodular (véase

Murty [47]) y los vectores de ofertas y demandas son enteros, todos los puntos

extremos del poliedro factible tienen coordenadas enteras (la demostración se puede

consultar en Schrijver [63]).

El problema dual del problema anterior relajado vendrá dado por el siguiente

programa lineal

m��n

(X
i2P

piui +
X
j2Q

qjvj

����� ui + vj � bij; 8 i 2 P; 8 j 2 Qui; vj � 0; 8 i 2 P; 8 j 2 Q.

)
.

Un plan de transporte T = [tij]i2P;j2Q es una matriz de números enteros no

negativos, donde tij es el número de unidades del bien que se han de transportar

desde el proveedor i al minorista j. Cada proveedor i 2 P no puede suministrar

más de pi unidades del bien,
P

j2Q tij � pi. Análogamente, cada minorista j 2 Q
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necesita recibir a lo sumo qj unidades,
P

i2P tij � qj. El máximo bene�cio que los

proveedores y minoristas pueden alcanzar es

vp(T ) = m�ax

8<: X
(i;j)2P�Q

bijtij j T es un plan de transporte

9=; .

Un plan de transporte T se denomina también una solución factible para el

problema de transporte T . Un plan de transporte es óptimo si
P

(i;j)2P�Q
bijtij = vp(T ).

Para el problema dual del problema de transporte relajado denotamos su valor

óptimo por:

vd(T ) = m��n
(X
i2P

piui +
X
j2Q

qjvj

����� ui + vj � bij; 8 i 2 P; 8 j 2 Qui; vj � 0; 8 i 2 P; 8 j 2 Q.

)
.

Además, es conocido que vp(T ) = vd(T ).

Dado un problema de transporte T , se construye el juego cooperativo de utilidad

transferible (N; v) correspondiente; teniendo en cuenta que el conjunto de jugadores,

N = P [ Q, está formado por dos conjuntos disjuntos de agentes, proveedores y

minoristas. Sea S � N , S 6= ? una coalición de jugadores, denotaremos por PS =

P\S yQS = Q\S a sus respectivos proveedores y minoristas. Si S = PS; entonces no

hay minoristas presentes en S y, por lo tanto, los proveedores de S no pueden envíar

sus mercancias. En este caso, el valor v(S) de la coalición S es cero. Análogamente,

si S = QS entonces los minoristas en S no pueden recibir ninguna unidad del bien y

v(S) = 0. En cualquier otro caso, el valor v(S) depende de todos los posibles planes

de transporte para dicha coalición. Un plan de transporte, T (S); para la coalición

S es un plan de transporte para el problema de transporte correspondiente a la
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coalición, es decir, para TS := (PS; QS; [bij]i2PS ;j2QS ; (pi)i2PS ; (qj)j2QS). En este caso,

v(S) = vp(TS) = m�ax
P

(i;j)2PS�QS
bijtij

s:a :
P
j2QS

tij � pi; para todo i 2 PSP
i2PS

tij � qj; para todo j 2 QS

tij 2 Z+; para todo i 2 PS y j 2 QS

es el valor para la coalición S.

Denotaremos por TG el conjunto de todos los juegos de transporte.

Cuando todas las ofertas, pi, y las demandas, qj, son iguales a 1, obtenemos

problemas de asignación, denominados así porque se pueden interpretar como el

problema de asignar los proveedores a los minoristas. En los juegos de asignación

�nitos (Shapley y Shubik, [68]) el núcleo coincide con el conjunto de soluciones duales

óptimas para el problema correspondiente a la coalición total. En Sánchez-Soriano

et al. [60] se muestra que en los juegos de transporte �nitos el conjunto de soluciones

duales óptimas permite obtener elementos que están en el núcleo, pero no genera

todo el núcleo.

Dado un problema de transporte (P;Q;B; p; q), el conjunto de Owen asociado a

dicha situación se de�ne como,

OwenSet(P;Q;B; p; q) =

(
x 2 RN

����� 9(�; �) 2 Od(N) tal que xi = pi�i si i 2 Py xj = qj�j si j 2 Q

)
,

donde Od(N) denota el conjunto de las soluciones duales para la gran coalición, es

decir,

Od(N) = argm��n
(�;�)

(X
i2P

pi�i +
X
j2Q

qj�j
���i + �j � tij; �i; �j � 0;8i 2 P; 8j 2 Q

)
:

Cualquier elemento del conjunto de Owen proporciona un elemento del núcleo del

juego correspondiente.
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Cada elemento �i; i 2 P , �j; j 2 Q, de un vector (�; �) 2 Od(N) representa el

bene�cio que un proveedor o un minorista obtendrá por unidad de sus bienes. En

Sánchez-Soriano et al. [60] se presenta un análisis detallado de la relación entre el

núcleo y el conjunto de Owen de una situación de transporte.

Ejemplo 6.15 Consideremos el problema de transporte T =(P;Q;B; p; q), con P =

f1; 2g, Q = f1; 2g, p = f3; 2g, q = f1; 1g y B =
"
1 1

1 10

#
.

El problema de transporte correspondiente a la gran coalición sería,

m�ax t11 + t12 + t21 + 10t22

s:a t11 + t12 � 3
t21 + t22 � 2
t11 + t21 � 1
t12 + t22 � 1
tij � 0; para todo i 2 P y j 2 Q:

Su dual tiene la siguiente expresión:

m��n 3�1 + 2�2 + �1 + �2

s:a : �1 + �j � 1; para todo j 2 Q
�2 + �1 � 1
�2 + �2 � 10
�i; �j � 0; para todo i 2 P; j 2 Q:

En este caso, el conjunto de óptimos duales está formado por un único punto,

Od(T ) = f(0; 0; 1; 10)g; que a su vez es también el único elemento del núcleo que se

puede obtener usando los precios dados por el problema dual para la gran coalición.

Sin embargo, el punto (0; 1; 1; 9) es un elemento del núcleo del correspondiente juego

de transporte que no se puede obtener a través del dual. Por lo tanto, el conjunto de

Owen está estrictamente contenido en el núcleo.
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Dados dos juegos (N; v) y (N;w) de transporte �nitos y un escalar (positivo) �;

el juego producto por un escalar (N; �v) es un juego de transporte, sin embargo,

el juego suma (N; v + w) no es en general un juego de transporte. Por otra parte,

los juegos de transporte son 0�normalizados y superaditivos. Además, como su

función característica es no negativa también son monótonos. Respecto a los tipos

de jugadores debemos señalar que cada jugador de P es complementario con cada

uno de Q, pero los jugadores de P y Q son sustitutos entre sí.

6.3. Juegos de transporte de elección múltiple

En los apartados anteriores se han introducido los juegos de elección múltiple,

así como los juegos de transporte clásicos. Nos planteamos ahora analizar los juegos

de transporte en un contexto de elección múltiple. Para ello, las ofertas y las deman-

das se considerarán como los diferentes niveles de participación de los jugadores en

el juego. En el siguiente ejemplo se ilustra esta situación.

Ejemplo 6.16 Considérese la siguiente situación en la que hay un proveedor P =

fS1g que tiene tres lotes de fármacos en venta y dos minoristas Q = fB1; B2g

que cada uno quiere comprar dos lotes de dicho fármaco. El proveedor debe decidir

a quien vende los lotes, obteniendo como bene�cio por la venta de cada uno de

ellos 1 euro. Supongamos que el proveedor ha decidido vender dos lotes del fármaco

al minorista 1 y un lote al minorista 2, obteniendo un bene�cio total de 3 euros.

Asociado a esta situación podemos de�nir el siguiente juego cooperativo (N; v):

v (�) = 0,
v (S1) = 0,v (B1) = 0,v (B2) = 0,

v (S1B1) = 2,v (S1B2) = 2,v (B1B2) = 0,

v (S1B1B2) = 3,
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pero, además, podríamos de�nir el siguiente juego cooperativo de elección múltiple

(N;m; v):
v (0;b1,b2) = 0, 8b1 = 0,1,2 y b2 = 0,1,2
v (1;b1,b2) = 1, 8b1,b2 tal que b1 + b2 � 1
v (2;b1,b2) = 1, 8b1,b2 tal que b1 + b2 = 1
v (2;b1,b2) = 2, 8b1,b2 tal que b1 + b2 � 2
v (3;b1,b2) = 1, 8b1,b2 tal que b1 + b2 = 1
v (3;b1,b2) = 2, 8b1,b2 tal que b1 + b2 = 2
v (3;b1,b2) = 3, 8b1,b2 tal que b1 + b2 � 3.

Sabemos que en las situaciones de elección múltiple debemos indicar con qué

grado de participación se involucra en la coalición cada uno de los jugadores. En

nuestro caso denotaremos por r el vector que representa el nivel de participación de

cada uno de los proveedores, es decir, el número de unidades que cada uno de ellos

oferta y por s el vector de los niveles de participación de los minoristas, es decir, el

número de unidades que cada uno de ellos quiere comprar. Se de�ne

car (r) = fi 2 P j ri > 0g y car (s) = fj 2 Q j sj > 0g .

De�nición 6.17 Sea T =(P;Q;B; p; q) un problema de transporte, un juego de

transporte de elección múltiple es una tripleta (N;m; v), donde N = P [ Q; m =

(p; q) es el per�l de participación máxima de los jugadores y v : MN ! R es la

función característica, con v(0; 0) = 0, que especi�ca el valor para cada coalición

(r; s) 2MN ,

v(r; s) =

m�ax

8>><>>:
P

(i;j)2car(r)�car(s) bijtij j
T (car (r) [ car (s)) es un plan de transporte factible para�
car (r) , car (s) , [bij]i2car(r),j2car(s) , r, s

�
9>>=>>;

Se denotará por TGM el conjunto de todos los juegos de transporte de elección

múltiple.
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Ejemplo 6.18 Sea (P;Q;B; p; q) una situación de transporte, con un proveedor,

P = f1g ; el cual posee tres lotes de fármacos, p = (3), y dos minoristas, Q = f2; 3g,

que demandan dos lotes cada uno, q = (2; 2) y B = (1; 1). La función característica,

para las coaliciones con valor no nulo, del correspondiente juego de transporte de

elección múltiple viene dada por

v (1;1,0) = 1, v (1;2,0) = 1, v (1;0,1) = 1, v (1;0,2) = 1,

v (2;1,0) = 1, v (2;2,0) = 2, v (2;0,1) = 1, v (2;0,2) = 2,

v (3;1,0) = 1, v (3;2,0) = 2, v (3;0,1) = 1, v (3;0,2) = 2,

y

v (1;1,1) = 1, v (1;2,1) = 1, v (1;1,2) = 1, v (1;2,2) = 1,

v (2;1,1) = 2, v (2;2,1) = 2, v (2;1,2) = 2, v (2;2,2) = 2,

v (3;1,1) = 2, v (3;2,1) = 3, v (3;1,2) = 3, v (3;2,2) = 3.

6.4. Conceptos de solución tipo núcleo

Al igual que se estudian los conceptos de solución tipo núcleo en los juegos

de transporte clásicos, estos conceptos de solución pueden analizarse en el contexto

de los juegos de transporte de elección múltiple. En esta sección, se estudiará cómo

son el núcleo y el prenúcleo de los juegos de transporte de elección múltiple. Y Se

introducirá otro concepto de solución para los juegos-TU de elección múltiple tipo

núcleo llamado núcleo de Owen. En el siguiente ejemplo se ilustra cómo queda el

núcleo y el prenúcleo de un juego de transporte de elección múltiple.

Ejemplo 6.19 Retomando la situación de transporte descrita en el Ejemplo 6.18,
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el núcleo del juego de transporte de elección múltiple quedaría como:

C (N; (p; q); v) =8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

264 x11 x12 x13

y11 y12 �
y21 y22 �

375

��������������������������

x11 � v (1;0,0)� v (0;0,0)
x12 � v (2;0,0)� v (1;0,0)
x13 � v (3;0,0)� v (2;0,0)
y11 � v (0;1,0)� v (0;0,0)
y12 � v (0;2,0)� v (0;1,0)
y21 � v (0;0,1)� v (0;0,0)
y22 � v (0;0,2)� v (0;0,1)

9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>;
racionalidad por

incremento de nivel

X (r1;s1,s2) =
s1P
k=1

x1k +
b1P
k=1

y1k +
b2P
k=1

y2k � v (r1;s1,s2)

X (3;2,2) =
3P
k=1

x1k +
2P
k=1

y1k +
2P
k=1

y2k = v (3;2,2)

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

.

Dado que

x11 � v (1;0,0)� v (0;0,0) = 0� 0 = 0,
x12 � v (2;0,0)� v (1;0,0) = 0� 0 = 0,
x13 � v (3;0,0)� v (2;0,0) = 0� 0 = 0,
y11 � v (0;1,0)� v (0;0,0) = 0� 0 = 0,
y12 � v (0;2,0)� v (0;1,0) = 0� 0 = 0,
y21 � v (0;0,1)� v (0;0,0) = 0� 0 = 0,
y22 � v (0;0,2)� v (0;0,1) = 0� 0 = 0,

entonces

C (N; (p; q); v) =8>><>>:
264 x11 x12 x13

y11 y12 �
y21 y22 �

375
��������
X (r1;s1,s2) =

s1P
k=1

x1k +
b1P
k=1

y1k +
b2P
k=1

y2k � v (r1;s1,s2)

X (3;2,2) =
3P
k=1

x1k +
2P
k=1

y1k +
2P
k=1

y2k = v (3;2,2)

9>>=>>; .
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Y el prenúcleo queda descrito por

PC (N; (p; q); v) =

8><>:
264 x11 x12 x13

y11 y12 �
y21 y22 �

375 ����� X (r1;s1,s2) � v (r1;s1,s2)X (3;2,2) = v (3,2,2)

9>=>; =

=

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

264 x11 x12 x13

y11 y12 �
y21 y22 �

375

�������������������������

y21 = y22 = 0

0 � y11 � 1
0 � y21 � 1
x11 + x12 � 1
x11 + y11 � 1
x11 + y21 � 1
x11 + x12 + y11 � 2
x11 + x12 + y21 � 2
0 � x13 � 1
X (3;2,2) = v (3;2,2)

9>>>>>>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>>>>>>;

.

Por lo tanto,

C (N; (p; q); v) = PC (N; (p; q); v) .

Lo visto en el anterior ejemplo no se trata de una situación particular sino que, en

general, el núcleo y el prenúcleo coinciden tal y como muestra la siguiente proposi-

ción.

Proposición 6.20 Dado un problema de transporte (P;Q;B; p; q). Sea (N; (p; q); v)

el juego cooperativo de elección múltiple asociado, entonces se tiene que

C (N; (p; q); v) = PC (N; (p; q); v) .

Demostración. Basta con observar que las restricciones correspondientes a la

racionalidad por incremento de nivel se reducen a que los pagos por nivel sean

mayores o iguales a 0, lo que implica que el núcleo y el prenúcleo coinciden. �
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A continuación estudiaremos la relación entre el núcleo del juego de transporte

clásico y el núcleo del juego de transporte de elección múltiple. Para ello haremos uso

de los operadores pago agregado y distribución de pagos por nivel (véase la Sección

6.1). En la siguiente proposición se establece dicha relación.

Proposición 6.21 Dado un problema de transporte (P;Q;B; p; q). Sean (N; v) y

(N; (p; q); v) el juego cooperativo y el juego cooperativo de elección múltiple asociado,

respectivamente, entonces se tiene que,

1. �(C (N; (p; q); v)) � C (N; v) .
2. 8X 2 C (N; v) , ��1 (X) \ C (N; (p; q); v) 6= ?.

Por lo tanto, �(C (N; (p; q); v)) = C (N; v).

Demostración.

Sea x 2 C (N; (p; q); v), entonces X (r,s) � v (r,s),8 (r,s) 2 MN . En particular,

8S � N , X (pS,qS) � v (pS,qS) = v (S). Además, se tiene que

X (pS,qS) =
P

i2P\S

piP
j=1

xij +
P

i2Q\S

qiP
j=1

xij =P
i2P\S e

iT x 1m�axfpi;qjg +
P

j2Q\S e
iT x 1m�axfpi;qjg =

P
i2S e

iT�(x) ,

por lo tanto, X
i2S
ei
T

�(x) � v (S) ,8S � N .

Lo que implica que �(x) 2 C (N; v).

Sea X 2 C (N; v), entoncesX
i2S
Xi � v (S) ,8S � N , y

X
i2N

Xi = v (N) .

Tomamos x0i1 = Xi, 8i 2 N , y x0ij = 0, 8j > 1 8i 2 N . Sea (r;s) 2MN ,
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X 0 (r;s) =
X
i2P

riX
j=1

x0ij +
X
k2Q

siX
j=1

x0ij =
X

i2 car(r)

Xi +
X

i2 car(s)

Xi � v (car (r) [ car (s)) .

Sea T = car (r) [ car (s), entonces

X 0 (r;s) � v (T ) = v (pT ,qT ) � v (r;s) ,

ya que cualquier solución factible del problema (car (r) , car (s) , BT , r, s) es factible

en (car (r) , car (s) , BT , pT , qT ). Por lo tanto, x0 2��1 (X) pertenece aC (N; (p; q); v).

�

El operador de pago transforma C (N; (p; q); v) en C (N; v) de forma unívoca.

Sin embargo, el operador distribución de pagos por nivel sobre C (N; v) sólo nos

garantiza que alguno de sus elementos pertenezca a C (N; (p; q); v).

Al igual que en los problemas de transporte clásicos estudiamos el conjunto de

Owen, en los juegos de transporte de elección múltiple analizaremos un concepto de

solución análogo que denominamos núcleo de Owen.

Un vector de pagos por unidad es una función y : N ! R; donde yh = y(h)

representa el pago por unidad que el jugador h recibe, para todo h 2 N . Por lo

tanto, mh�yh es el pago total que recibe el jugador h, es decir, cada jugador recibe

el mismo pago por cada una de las unidades que tiene.

A partir de un vector de pagos por unidad se puede obtener una matriz incom-

pleta de pagos, x 2 MN
(p;q), considerando xhk = yh, para todo h 2 N y k 2 M+

h ;

donde cada agente recibe la misma cantidad por cada uno de sus niveles.

De�nición 6.22 Dado el problema de transporte (P;Q;B; p; q), sea (N; (p; q); v) el

juego de elección múltiple asociado. El núcleo de Owen para el juego de transporte
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de elección múltiple (N; (p; q); v) se de�ne como

OwenCore (N; (p; q); v) =

8><>:x 2MN
(p;q)

�������
xhk = yh; para todo h 2 N y k 2M+

h ;

X(p; q) = v(p; q);

X(r; s) � v(r; s) para todo (r; s) 2MCN;m

9>=>; .

Resulta sencillo comprobar que el núcleo de Owen está incluido en el núcleo

y cada uno de sus elementos representa una distribución estable en la que a los

jugadores se les paga por igual en todos sus niveles.

Proposición 6.23 Sea (P;Q;B; p; q) un problema de transporte y (N; (p; q); v) el

juego de transporte de elección múltiple asociado con él. Entonces,

OwenCore (N; (p; q); v) � C (N; (p; q); v) .

Demostración. La demostración se sigue de la propia de�nición del OwenCore.

�

Ejemplo 6.24 Continuando con el Ejemplo 6.19 se ilustra cómo quedaría el núcleo

de Owen:

OwenCore (N; (p; q); v) =

8>>>>>><>>>>>>:

264 x11 x12 x13

y11 y12 �
y21 y22 �

375
������������

x11 = x12 = x13

y11 = y12

y21 = y22

X (r1;s1,s2) � v (r1;s1,s2)
X (3;2,2) = v (3;2,2)

9>>>>>>=>>>>>>;
=

8><>:
264 1 1 1

0 0 �
0 0 �

375
9>=>; � C (N; (p; q); v) .
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La inclusión del núcleo de Owen en el núcleo del juego puede ser estricta como

ilustra el ejemplo anterior.

A continuación se establece la relación entre el conjunto de Owen y el núcleo de

Owen.

Proposición 6.25 Sea (P;Q;B; p; q) un problema de transporte y sea (N; (p; q); v)

el juego de transporte de elección múltiple asociado con él. Entonces, existe una

biyección entre el conjunto de Owen, OwenSet(P;Q;B; p; q), y el núcleo de Owen,

OwenCore (N; (p; q); v). Por lo tanto, el núcleo de Owen es no vacío .

Demostración. Sea X =
�
X1; :::; Xn

�
un elemento del OwenSet(P;Q;B; p; q) 6= ?

tal que X i = pi�i, si i 2 P , y xj = qj�j, si j 2 Q; donde (�; �) 2 Od(N): Entonces

la matriz incompleta de pagos

x =

264
X1

p1
::: X1

p1
� ::: �

::: ::: ::: ::: ::: :::
Xn

qn
::: Xn

qn
� ::: �

375 2 ��1 �X�

En primer lugar, sabemos que �(x) = v(p; q) = v(N) porque el vector (�; �) es

solución óptima del problema dual asociado a N .

Sea (r; s) 2 MN , entonces, se tiene que el problema dual asociado al problema

de transporte T (r; s) = (car(r), car(s), B(car(r);car(s)), r, s) viene dado por:

m��n
P

i2car(r) piui +
P

j2car(s) qjvj

s:a : ui + vj � bij; 8 i 2 car(r);8 j 2 car(s)
ui; vj � 0; 8 i 2 car(r);8 j 2 car(s).

Ahora es sencillo comprobar que el vector (�; �) es una solución factible para ese

problema. Por lo tanto, se tiene que



140 CAPÍTULO 6. ALGUNOS JUEGOS DE LOGÍSTICA

X
i2car(r)

ri�i +
X

j2car(s)

sj�j � vd (T (r; s)) = v(r; s).

Por lo tanto, x 2 OwenCore (N; (p; q); v) y, en consecuencia, al núcleoC (N; (p; q); v).

Además, es inmediato comprobar que x es el único elemento de��1 (x) que pertenece

al OwenCore (N; (p; q); v).

A la inversa, sea

x =

264 x11 ::: x1p1 � ::: �
::: ::: ::: ::: ::: :::

xn1 ::: xnqn � ::: �

375
un elemento del núcleo de Owen, es decir, xhk = yh, para todo h 2 N y k 2 M+

h ,

entonces �(x) = (p1y1; :::; qnyn).

Por otra parte, el problema dual asociado a N es el siguiente:

m��n
P

i2P piui +
P

j2Q qjvj

s:a : ui + vj � bij; 8 i 2 P; 8 j 2 Q
ui; vj � 0; 8 i 2 P; 8 j 2 Q.

Entonces, como x está en el OwenCore (N; (p; q); v) se tiene que

yi + yj � v
�
ei; ej

�
= bij.

Por lo tanto, el vector (y1; :::; yn) es una solución factible del problema dual. Pero,

como sabemos que
P

i2P yi+
P

j2Q yj = v(p; q) = v(N) porque x 2 OwenCore (N; (p; q); v),

(y1; :::; yn) es una solución óptima del problema dual. Por lo tanto, �(x) pertenece

al conjunto de Owen.

�

La biyección existente, a través del operador de pagos agregados, entre el con-

junto de Owen y el núcleo de Owen en los juegos de transporte de elección múltiple
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permite que, desde el punto de vista de los bene�cios agregados, ambos modelos

(clásicos y de elección múltiple) puedan ser considerados como equivalentes. Mien-

tras que desde un punto de vista desagregado no lo son, porque en el modelo de

elección múltiple obtenemos información sobre cómo cada agente consigue una de-

terminada cantidad por cada unidad de cada uno de sus recursos.

6.5. Un nuevo concepto de solución

En esta sección introducimos un nuevo concepto de solución para la clase de

los juegos TU de elección múltiple. La motivación para considerar un nuevo conjunto

de soluciones se basa en que el núcleo, aunque es no vacío, puede tener puntos muy

extremos.

La nueva solución que se propone se basa en la simetría existente entre los ju-

gadores de P y de Q a la hora de generar bene�cio, es decir, para generar bene�cio

siempre es necesaria la participación de un jugador de P y un jugador de Q. Por

esta razón, parece razonable pensar en la distribución igualitaria del bene�cio entre

pares. Esta idea da lugar a la nueva solución, que estará muy relacionada con la

propiedad estandar para 2 jugadores que podemos encontrar en la caracterización

de numerosas soluciones en teoría de juegos (Sánchez-Soriano [61]).

Por ello, llamaremos a la nueva solución conjunto de contribuciones igualitarias

por pares (EC).

Ejemplo 6.26 Consideremos de nuevo la situación del Ejemplo 6.18 en la que hay

un proveedor, que tiene tres lotes en venta, y dos minoristas, que demandan dos lotes

cada uno. En el juego de transporte de elección múltiple correspondiente podemos
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considerar el siguiente conjunto de matrices incompletas:8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

x 2MN

��������������������

x11 � v (1; 2; 2)� v (0; 2; 2) = 1,
x12 � v (2; 2; 2)� v (1; 2; 2) = 1,
x13 � v (3; 2; 2)� v (2; 2; 2) = 1,
y11 � v (3; 1; 2)� v (3; 0; 2) = 1,
y12 � v (3; 2; 2)� v (3; 1; 2) = 0,
y21 � v (3; 2; 1)� v (3; 2; 0) = 1,
y22 � v (3; 2; 2)� v (3; 2; 1) = 0,
X (3; 2; 2) = v (3; 2; 2) ,

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;

,

que representan el conjunto de contribuciones marginales por nivel de los agentes.

Sin embargo, dada la estructura de los problemas de transporte, parece más ra-

zonable considerar una contribución igualitaria, puesto que su contribución depende

de forma simétrica de otro agente:

x11 � 1
2
(v (1; 2; 2)� v (0; 2; 2)) = 1

2
,

x12 � 1
2
(v (2; 2; 2)� v (1; 2; 2)) = 1

2
,

x13 � 1
2
(v (3; 2; 2)� v (2; 2; 2)) = 1

2
,

y11 � 1
2
(v (3; 1; 2)� v (3; 0; 2)) = 1

2
,

y12 � 1
2
(v (3; 2; 2)� v (3; 1; 2)) = 0,

y21 � 1
2
(v (3; 2; 1)� v (3; 2; 0)) = 1

2
,

y22 � 1
2
(v (3; 2; 2)� v (3; 2; 1)) = 0,

X (3; 2; 2) = v (3; 2; 2) .

Este conjunto de restricciones nos de�ne el siguiente conjunto de matrices incom-

pletas que llamaremos de contribuciones igualitarias por pares:

EC (N; (p; q); v) =

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

264 x11 x12 x13

y11 y12 �
y21 y22 �

375

��������������������

x11 � 1
2

x12 � 1
2

x13 � 1
2

y11 � 1
2

y12 � 0
y21 � 1

2

y22 � 0
X (3,2,2) = v (3,2,2)

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;

.
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Si consideramos el operador de pago agregado � obtenemos:

�(EC (N; (p; q); v)) =

��
3

2
+ x,

1

2
+ y,

1

2
+ z

� ����x+ y + z = 1

2

�
.

También podemos considerar el mismo enfoque para el juego de transporte clásico,

obteniendo el siguiente conjunto de distribuciones:

EC (N; v) =8>>>><>>>>: (x1;y1,y2) 2 R3

����������
x1 � 1

2
(v (R1S1S2)� v (S1S2)) = 3

2

y1 � 1
2
(v (R1S1S2)� v (R1S2)) = 1

2

y2 � 1
2
(v (R1S1S2)� v (R1S1)) = 1

2

x1 + y1 + y2 = 3

9>>>>=>>>>;
=
��

3
2
+ x,1

2
+ y,1

2
+ z
� ��x+ y + z = 1

2

	
.

A la vista de estos dos conjuntos se observa que EC (N; (p; q); v) determina de forma

unívoca EC (N; v) a través del operador de pago agregado.

Fig. 6.1: Representación grá�ca de los pagos agregados del Ejemplo 6.26

Así mismo, en la Figura 6.1 se aprecia que �(EC (N; (p; q); v)) está contenido

en �(C (N; (p; q); v)) y está formado por distribuciones más o menos �equilibradas�

entre los agentes.

De�nición 6.27 Sea (P;Q;B; p; q) una situación de transporte y (N; (p; q); v) el

juego cooperativo de transporte de elección múltiple asociado con ella. El conjunto
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de contribuciones igualitarias por pares, EC (N; (p; q); v), es el conjunto de matrices

incompletas de pagos que satisfacen e�ciencia y, para todo h 2 N y k 2M+
h ;

xhk �
v (k;m�h)� v (k � 1;m�h)

2
,

donde m = (p; q) y m�h = (m1,m2,...,mh�1,mh+1,...,mn�1,mn).

Las desigualdades que de�nen EC (N; (p; q); v) expresan que cuando un agente

pone una unidad de esfuerzo, si el resto de agentes están en su nivel máximo,

tiene que conseguir al menos la mitad del aumento del bene�cio generado por dicha

unidad. Consideramos la mitad porque el agente estará emparejado con otro agente

y, por ello, parece razonable que el bene�cio generado se divida a partes iguales entre

ambos.

De igual modo que se introduce la de�nición del conjunto de contribuciones

igualitarias por pares para el juego de transporte de elección múltiple, podemos

de�nir el concepto de solución análogo para los juegos de transporte convencionales.

De�nición 6.28 Sea (P;Q;B; p; q) una situación de transporte y (N; v) el juego de

transporte asociado con ella. El conjunto de contribuciones igualitarias por pares,

EC (N; v), es el conjunto de distribuciones de pago que satisfacen e�ciencia y, para

todo i 2 N ,

xi �
v (N)� v (N n fig)

2
.

En el resultado siguiente se establece la relación que existe entre EC (N; (p; q); v)

y EC (N; v), a través de los operadores de pago agregado, �, y distribución de pagos

por nivel ��1.

Proposición 6.29 Dado un problema de transporte (P;Q;B; p; q). Sean (N; v) y

(N; (p; q); v) el juego cooperativo asociado y el juego cooperativo de elección múltiple
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asociado a dicho problema, respectivamente. Entonces, se tiene que

1: �(EC (N; (p; q); v)) � EC (N; v) .
2: 8X 2 EC (N; v) , ��1 (EC (N; v)) \ EC (N; (p; q); v) 6= ?.

Por lo tanto, �(EC (N; (p; q); v)) = EC (N; v)

Demostración.

Sea x 2 EC (N; (p; q); v), para cada h 2 N , tenemos que

xhk �
v (k,m�h)� v (k � 1,m�h)

2
, 8k 2M+

h .

Sumando en k, obtenemos que

X
k2M+

h

xhk �
v (1,m�h)� v (0,m�h)

2
+
v (2,m�h)� v (1,m�h)

2
+:::+

v (m)� v (mh,m�h)

2
.

Como se trata de una suma telescópica tenemos que

X
k2M+

h

xhk �
v (m)� v (0,m�h)

2
=
v (N)� v (N n fhg)

2
.

Por la de�nición de � y la de�nición del conjunto de contribuciones igualitarias

por pares para el juego de transporte, tenemos que �(x) 2 EC (N; v) y, conse-

cuentemente, �(EC (N; (p; q); v)) � EC (N; v).

Sea ahora X 2 EC (N; v), para cada i 2 N , tenemos que

Xi �
v (N)� v (N n fig)

2
.
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El lado derecho de la desigualdad se puede escribir de la siguiente forma:

v (N)� v (N n fig)
2

=
v (mi,m�i)� v (mi�1,m�i)

2
+ ...+

v (1,m�i)� v (0,m�i)

2
.

Sea

�i = Xi �
�
v (N)� v (N n fig)

2

�
� 0, 8i 2 N .

Entonces, construimos la siguiente matriz incompleta

xik =
v (k,m�i)� v (k � 1,m�i)

2
+
�i
mi

, 8k 2M+
h .

Es sencillo comprobar que x 2 EC (N; (p; q); v).

�

Así pues, EC (N; v) determina al menos un elemento de EC (N; (p; q); v) a través

del operador distribución de pagos por nivel. Mientras que EC (N; (p; q); v) deter-

mina de forma unívoca EC (N; v) a través del operador de pago agregado. Esto

signi�ca que desde el punto de vista agregado los pagos en ambos modelos (clásico

y de elección múltiple) son equivalentes en términos de la contribución igualitaria

(EC); pero no desde un punto de vista desagregado porque en el modelo de elección

múltiple obtenemos información sobre lo que consigue cada agente por cada una

de las unidades del bien. La razón de por qué sucede esto reside en la estructura

especial de los problemas de transporte.

A la vista del resultado obtenido en el Ejemplo 6.26 podríamos preguntarnos si

el pago agregado del conjunto de contribuciones igualitarias por pares está siempre

contenido en el conjunto de pagos agregados que ofrece el núcleo. Sin embargo, la

respuesta es negativa como muestra el ejemplo siguiente.

Ejemplo 6.30 Consideremos la siguiente situación en la que hay un proveedor que

tiene tres lotes de fármacos, no divisibles, para vender y dos minoristas, que cada
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uno quiere comprar tres lotes de fármacos, donde la matriz de bene�cios por unidad

viene dada por el vector (1,1). En este caso,

C (N; (p; q); v) =

8><>:
264 x11 x12 x13

y11 y12 y13

y21 y22 y23

375 ����� X (r1;s1,s2) � v (r1;s1,s2)X (3;3,3) = v (3;3,3)

9>=>; .
Si aplicamos el operador de pago agregado �(C (N; (p; q); v)) = f(3;0,0)g. Mientras

que si aplicamos el operador de pago agregado a EC (N; (p; q); v), obtenemos

�(EC (N; (p; q); v)) =

��
3

2
+ x, y, z

� ����x+ y + z = 3

2

�
.

Luego, en este caso

�(Core (N; (p; q); v)) � �(EC (N; (p; q); v)) .

Fig. 6.2: Representación grá�ca de los pagos agregados del Ejemplo 6.30

El siguiente ejemplo muestra que EC (N; (p; q); v) puede reducirse a un único

punto.

Ejemplo 6.31 Consideremos una situación en la que hay dos proveedores, el primero

tiene tres lotes de fármacos en venta y el segundo tiene dos lotes en venta. Hay tam-

bién dos minoristas, el primero quiere comprar dos lotes de fármacos y el segundo
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quiere comprar tres lotes. La matriz de bene�cios por unidad es la siguiente"
2 4

4 3

#
.

Cada proveedor debe decidir a quien vende los lotes, intentando obtener el máxi-

mo bene�cio por la venta. En el caso de que el primer proveedor venda sus lotes al

primer comprador obtendría 2 euros por unidad, en cambio si se los vende al segun-

do obtendría 4 euros por unidad a su vez. El segundo proveedor puede vender sus

lotes al primer comprador obteniendo 4 euros por unidad, o vendérselos al segundo

comprador por 3 euros cada uno. Así obtendríamos que:

EC (N; (p; q); v) = f(2,2,2,2,2;2,2,2,2,2)g y EC(N; v) = f(6,4;4,6)g.

La siguiente proposición muestra algunos resultados sobre la estructura deEC (N; (p; q); v)

en los problemas de transporte de elección múltiple.

Proposición 6.32 Dada una situación de transporte (P;Q;B; p; q). Sea (N; (p; q); v)

el juego cooperativo de elección múltiple asociado, entonces se cumple que

1:EC (N; (p; q); v) es siempre no vacío.

2:EC (N; (p; q); v) es o un punto único o la envolvente convexa deP
i2P pi +

P
j2Q qj puntos.

Demostración.

1. Por la Proposición 6.29 es su�ciente probar que EC (N; v) 6= ?. Consideremos

k 2 P (análogamente h 2 Q) y sea Op(P;Q;B; p; q) el conjunto de todos los planes

óptimos de transporte. Entonces,

v (N)� v (N � fkg) � m��n
T2Op(P;Q;B;p;q)

(X
j2Q

pkjtkj

)
.
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En efecto, 8T 2 Op(P;Q;B; p; q), [tij]i2Pnfkg
j2Q

es un plan de transporte factible para

(P n fkg ; Q; [bij]i2Pnfkg ; p�k; q), por lo tanto,

v (N � fkg) �
X

i2Pnfkg

X
j2Q

pijtij.

En particular,

v (N � fkg) � m�ax
T2Op(P;Q;B;p;q)

8<: X
i2Pnfkg

X
j2Q

pijtij

9=; .
Así pues, tenemos que 8T 2 Op(P;Q;B; p; q),

v (N)� v (N � fkg) �
X
j2Q

pkjtkj, 8k 2 P ,

v (N)� v (N � fhg) �
X
i2P

pihtih, 8h 2 Q.

Esto implica queX
i2P

(v (N)� v (N n fig)) +
X
j2Q

(v (N)� v (N n fjg)) � 2v (N) .

Por lo tanto, tenemos que

1

2

 X
i2P

(v (N)� v (N n fig)) +
X
j2Q

(v (N)� v (N n fjg))
!
� v (N) ,

lo que implica que EC (N; v) 6= ?.

2. Por la De�nición de EC (N; (p; q); v) tenemos que EC (N; (p; q); v) =

8><>:x 2MN
m

�������
X (m) = v (m)

xij =
1
2
(v (j,m�i)� v (j � 1,m�i)) + �ij,�ij � 0,8i 2 N y 8j � mi

xij = �, 8i 2 N y 8j > mi

9>=>;
donde m = (p; q). Por lo tanto,

EC (N; (p; q); v) = f
g �
(
� 2MN

m

����� X
i2N , j�mi

�ij = v (m)� �, �ij � 0
)
,
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donde 
 2 MN
m tal que 
ij =

1
2
(v (j,m�i)� v (j � 1,m�i)), si j � mi, y 
ij = �, si

j > mi, � =
P

i2N ,j�mi


ij , M =
P
i2N
mi y � se de�ne como sigue:

A�B = fa+ b ja 2 A , b 2 Bg , A, B � RN .

Como consecuencia de esto:

1: Si v (m) = �, entonces EC (N; (p; q); v) consiste en un sólo punto,

2: Si v (m) > �, entonces EC (N; (p; q); v) es la envolvente convexa deP
i2P pi +

P
j2Q qj puntos.

�

6.6. Propiedades

A continuación se de�nen una serie de propiedades que estudiaremos si son

satisfechas por el nuevo concepto de solución introducido en la sección anterior.

Dado un juego (N; (p; q); v) 2 TGM , sea SOL una solución para esta clase de

juegos de transporte de elección múltiple.

E�ciencia (EFF ): Se dice que SOL satisface e�ciencia, si para todo juego

(N; (p; q); v) 2 TGM se tiene que x ((p; q)) = v ((p; q)), 8X 2 SOL (N; (p; q); v).

No vacuidad (NE): Se dice que SOL satisface no vacuidad, si para todo juego

(N; (p; q); v) 2 TGM se veri�ca que SOL (N; (p; q); v) 6= ?.

Estándar para dos jugadores. (S2): Se dice que SOL satisface estándar para

dos jugadores si para todo juego (N; (p; q); v) 2 TGM tal que jN j = 2 se tiene

que, para todo x 2 SOL (N; (p; q); v), se cumple que x1j = x2j , para todo

j � m��n fm1,m2g.
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La propiedades de e�ciencia, no vacuidad y estándar para dos jugadores son

propiedades habituales en la literatura de Teoría de Juegos cuando se aborda la

caracterización de soluciones. Las siguientes propiedades que introducimos están

relacionadas con la simetría de los jugadores y han sido adaptadas a la situación

concreta que se estudia.

Simetría de nivel cruzada (CL�SYM): Se dice que SOL satisface la propiedad

de simetría de nivel cruzada, si para todo juego (N; (p; q); v) 2 TGM se tiene

que para los jugadores i y k, sus niveles ji y jk cumplen las condiciones

1. ji = jk (el mismo nivel de actividad)

2. v
�
s�fi;kg, ji, sk

�
�v
�
s�fi;kg, ji � 1, sk

�
= v

�
s�fi;kg, si, jk

�
�v
�
s�fi;kg, si, jk � 1

�
,

para todo s�fi;kg y si = sk � ji = jk (las mismas contribuciones marginales),

entonces, para todo x 2 SOL (N; (p; q); v) tal que xiji 6= xkjk , existe x
0 2

SOL (N; (p; q); v) tal que x0iji = xkjk y x
0
kjk
= xiji.

Simetría de nivel (L � SYM): Se dice que SOL satisface la propiedad de

simetría de nivel, si para todo juego (N; (p; q); v) 2 TGM se tiene que si j y h

son dos niveles de actividad para el jugador i tales que

v
�
s�fig, j

�
� v

�
s�fig, j � 1

�
= v

�
s�fig, h

�
� v

�
s�fig, h� 1

�
, para todo s�fig,

entonces, para todo x 2 SOL (N; (p; q); v) tal que xij 6= xih, existe x0 2

SOL (N; (p; q); v) tal que x0ij = xih , y x
0
ih = xij.

Simetría de esfuerzo extra (EE�SYM): Se dice que SOL satisface la propiedad

de simetría de esfuerzo extra, si para todo juego (N; (p; q); v) 2 TGM se tiene

que para los jugadores i y k sus niveles ji y jk cumplen la condición:

v
�
(p; q)�fig, ji

�
�v
�
(p; q)�fig, ji � 1

�
= v

�
(p; q)�fkg, jk

�
�v
�
(p; q)�fkg, jk � 1

�
,

entonces, para x 2 SOL (N; (p; q); v) tal que xiji 6= xkjk , existe x0 2 SOL (N; (p; q); v)

tal que x0iji = xkjk y x
0
kjk
= xiji.
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Las propiedades de simetría de nivel cruzada y simetría de esfuerzo extra hacen

referencia a la simetría de niveles entre jugadores; pero mientras que la de esfuerzo

extra sólo hace referencia a las contribuciones a la gran coalición, la simetría de nivel

cruzada hace referencia a todas las coaliciones. Por último, la propiedad de simetría

de nivel hace referencia a la simetría existente entre niveles para un mismo jugador.

A continuación, se introducirán propiedades relacionadas con la monotonía en

los pagos que recibe cada jugador por nivel de actividad.

Recompensas decrecientes (DR): Se dice que SOL satisface la propiedad de

recompensas decrecientes, si para todo juego (N; (p; q); v) 2 TGM se tiene que

existe x 2 SOL (N; (p; q); v) tal que xij � xij�1 , para todo i 2 N y j � mi.

Recompensas crecientes (IR): Se dice que SOL satisface la propiedad de re-

compensas crecientes, si para todo juego (N; (p; q); v) 2 TGM se tiene que

existe x 2 SOL (N; (p; q); v) tal que xij � xij�1 , para todo i 2 N y j � mi.

Recompensas constantes (CR): Se dice que SOL satisface la propiedad de

recompensas constantes, si para todo juego (N; (p; q); v) 2 TGM se tiene que

existe x 2 SOL (N; (p; q); v) tal que xij = xij�1 , para todo i 2 N y j � mi.

Proposición 6.33 EC (N;m; v) satisface las siguientes propiedades de�nidas an-

teriormente EFF , NE, S2, DR, L� SYM y EE � SYM .

Demostración.

(EFF ) EC satisface e�ciencia por la propia de�nición del concepto de solución.

(NE) EC es siempre no vacío por la Proposición 6.32.
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(S2) Sea el juego (N; (p; q); v) 2 TGM asociado al problema (P;Q;B; p; q), tal

que jN j = 2, entonces si N = P o N = Q es evidente que se cumple la propiedad

S2, porque todos los niveles recibirán 0 como pago. En otro caso, sea P = f1g y

Q = f2g, y p1 = p � q2 = q y la matriz B = (b), el otro caso se demuestra de forma

análoga. Entonces, 8x 2 EC (N; (p; q); v) se tiene que

x1j � v (j;q)� v (j � 1, q)
2

=
b

2
, j � p,

x2j � v (p;j)� v (p, j � 1)
2

=

(
b
2
, si j � p,
0, si j > p.

Además, v (N) = pb. Tomando los pagos en x para cada jugador se tiene que:

pX
j=1

x1j � p
b

2
y

qX
j=1

x2j � p
b

2
,

por lo tanto, por la condición de e�ciencia obtenemos
pX
j=1

x1j = p
b

2
=) x1j =

b

2
8j � p,

y
qX
j=1

x2j = p
b

2
=) x2j =

b

2
8j � p y x2j = 0, 8j > p.

En consecuencia, EC satisface S2.

(L� SYM)2. Por la Proposición 6.32 sabemos que

EC (N; (p; q); v) =

(
x 2MN

m

�����xij = 
ij + �ij conX
i2N

X
j�mi

�ij = v (m)� �, �ij � 0
)
.

Si para un jugador i sus niveles de actividad j y h satisfacen la condición dada en la

propiedad (L�SYM), entonces se tiene que 
ij = 
ih. Ahora, si x 2 EC (N; (p; q); v)

2En realidad, EC satisface una propiedad mucho más débil, porque sólo necesita que se cumpla

la condición en (L� SYM) para s�fig = m�fig.
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es tal que xij 6= xih, entonces, existen � y � � 0, � 6= � tal que xij = 
ij + � y

xih = 
ih + �. Construimos la siguiente matriz incompleta x
0 2MN

m:

x
0

ab =

8>>>><>>>>:
x0ab = xab, 8a 2 N n fig 8b � ma,

x0ij = 
ij + �,

x0ih = 
ih + �,

x0ik = xik, 8k 6= j,h.

Es evidente que x0 2 EC (N; (p; q); v) y x0ij = xih y x0ih = xij.

(EE � SYM). Sean dos jugadores i y k en las condiciones de la propiedad

(EE � SYM). Por la Proposición 6.32 sabemos que 
iji = 
kjk . Sea ahora x 2

EC (N; (p; q); v) tal que xiji 6= xkjk . De�nimos x0 2MN
m de la siguiente forma

x0ab =

8>>>>>><>>>>>>:

x0ab = xab 8a 2 N n fi,kg 8b � ma,

x0iji = xkjk ,

x0kjk = xiji,

x0ij = xij,8j 6= ji
x0kj = xkj, 8j 6= jk.

(DR). Es su�ciente demostrar que 
ij � 
i(j�1),8i 2 N 8j � mi, por la estruc-

tura de EC.

Sean i 2 N y j � mi. Tenemos que demostrar que

v (j;m�i)� v (j � 1;m�i) � v (j � 1;m�i)� v (j � 2;m�i) .

Pero esto es cierto, puesto que los jugadores del mismo tipo son sustitutos en los

problemas de transporte, por lo tanto, si consideramos cada uno de los niveles de

actividad como un jugador, se tiene que su contribución disminuirá cuantos más

jugadores (niveles de actividad) iguales a él haya previamente. �

Proposición 6.34 EC (N; (p; q); v) no satisface, en general, las siguientes propiedades

CL� SYM , IR y CR.
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Demostración.

(CL�SYM) EC no satisface, en general, CL�SYM porque las contribuciones

que �guran en la propiedad no hacen referencia a situaciones en las que todos con-

tribuyen lo máximo excepto uno. Por lo tanto, podría darse el caso que los jugadores

fuesen simétricos hasta un cierto nivel, pero no para el último nivel de actividad, lo

que haría que no fuesen simétricos desde la perspectiva de EC.

(IR + CR) Consideremos la siguiente situación

(P = f1g , Q = f2,3g , B = (2,1) , (p;q) = (3;1,1))

(N; (p; q); v) vendrá dado por: v (k;0,0) = 0, 8k = 1; 2; 3,
v (0;i,j) = 0, 8i = 0,1 8j = 0; 1,

v (1;1,0) = 2, v (1;0,1) = 1, v (1;1,1) = 2, v (2;1,0) = 2, v (2;0,1) = 1,

v (2;1,1) = 3, v (3;1,0) = 2, v (3;0,1) = 1, v (3;1,1) = 3,

Entonces, por la Proposición 6.32 tenemos que

x11 = 1 + �11 x21 = 1 + �21 x31 =
1
2
+ �31

P
�ij = 0

x12 =
1
2
+ �12

x13 = 0 + �13

EC =

8><>:
0B@ 1 1

2
0

1 � �
1
2
� �

1CA
9>=>;

y es evidente que no se cumplen las propiedades IR y CR. �

Finalmente, no se tiene una caracterización completa de la solución EC puesto

que faltaría, al menos, una de�nición de juego reducido y una propiedad de consis-

tencia adecuadas que permitieran dicha caracterización.
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6.7. Comentarios

En este capítulo hemos estudiado los juegos de transporte de elección múlti-

ple. Se ha utilizado un concepto de solución para los juegos cooperativos de elección

múltiple basado en el conjunto de Owen.

Se ha demostrado que, desde el punto de vista de los bene�cios agregados, ambos

modelos (clásico y de elección múltiple) son �equivalentes�, pero no desde un punto

de vista desagregado de los bene�cios; debido a que en el modelo de elección múltiple

obtenemos información sobre la cantidad que cada agente obtiene para cada uno de

sus niveles de participación.

Hemos introducido un nuevo concepto de solución para los juegos de trans-

porte basado en las contribuciones igualitarias, del que se han establecido ciertas

propiedades razonables.

La forma de demostrar la no vacuidad del núcleo de Owen y, por lo tanto, del nú-

cleo también es válida para los juegos de elección múltiple en mercados unilaterales,

por ejemplo, en los denominados juegos de pooling. Una situación de pooling, Potters

y Tijs [54], aparece cuando un conjunto de agentes que son dueños de los derechos de

propiedad de varios productos básicos intercambiables deciden cooperar, poniendo

en común sus derechos de propiedad con el �n de lograr el mayor bene�cio posible.

Las situaciones de pooling pueden verse como tipos especiales de los modelos de

mercado unilateral que están relacionados con los modelos de transporte, como se

plantea en Kosheroy et al. [40] y Fragnelli et al. [18].
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