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Introducción

0.1. El proceso de rectificado

El proceso de rectificado industrial es un tipo de mecanizado de piezas que
consiste en la eliminación del material superficial de la misma por un método
abrasivo. Esta abrasión se produce por medio de una muela, a la que se ad-
hiere en su superficie una arenilla abrasiva, que gira a gran velocidad sobre la
superficie de la pieza. Los granos abrasivos actúan como elementos de corte in-
dividuales, quitando pequeñas limaduras de la pieza. Estos elementos abrasivos
suelen consistir en granos de diamante, óxido de aluminio o carburo de silicio,
que permanecen sujetos a la muela con algún aglutinante resinoso o vítreo [1].
Los procesos de rectificado se usan fundamentalmente cuando se precisan

tolerancias muy pequeñas en el acabado de las piezas y/o un buen pulido super-
ficial de las mismas. Estos procesos de rectificado están ampliamente extendidos
en la industria, como por ejemplo la del automóvil o la aviación, y cualquier
pequeña mejora en los mismos puede contribuir a un ahorro económico bastante
significativo.
Durante el proceso de rectificado, la mayor parte de la energía se convierte

en calor, el cual se acumula en la zona de contacto entre la pieza y la muela.
Las altas temperaturas alcanzadas pueden aumentar la tolerancia del acabado
y reducir la calidad de la pieza, esto último debido a las tensiones residuales
generadas en la misma. El dañado térmico de la pieza ocurre cuando las tem-
peraturas generadas en el rectificado superan la tempertatura de cambio de
fase en la estructura metálica de la pieza [2], [3], [4]. Para reducir estos efec-
tos adversos, se suele inyectar un líquido refrigerante sobre la zona de contacto
entre la pieza y la muela. De este modo, se disminuye la generación de energía
por fricción y al mismo tiempo se refrigera la zona por convección. Además, el
líquido refrigerante ayuda a quitar de la zona de contacto el material extraído
de la pieza. La gran desventaja de estos líquidos refrigerantes es que son alta-
mente contaminantes, por lo que la optimización en su uso tiene un gran valor
medioambiental. En la figura 1 se pueden observar los diferentes componentes
de un dispositivo real de rectificado plano.
Aunque se han llevado a cabo estudios del campo de temperaturas por méto-

dos computacionales directos [5], [6], es de un gran interés abordar el problema
del dañado térmico con métodos analíticos [7] por dos motivos. En primer lu-

xi
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Figura 1: Dispositivo de rectificado plano.

gar, se pueden obtener expresiones explícitas de la dependencia de la solución
con respecto a los parámetros del rectificado; y en segundo lugar, la rapidez de
la presentación de resultados permite monitorizar de una manera práctica el
proceso de fabricación industrial.
Resumiendo, podemos afirmar que tiene un gran interés industrial y medioam-

biental la elaboración y resolución de modelos matemáticos analíticos de gen-
eración y conducción del calor en el proceso de rectificado, tanto en el caso en
que apliquemos refrigerante como en el seco. De este modo se podrán minimizar,
por un lado, los efectos térmicos adversos sobre la pieza y el consumo de refrig-
erante; y por otro lado, se podrán implementar estos modelos para monitorizar
en tiempo real la calidad de las piezas fabricadas.

0.2. Estructura y contenido

La presente memoria para optar al grado de doctor se encuadra en la línea de
investigación de modelos matemáticos térmicos del grupo de modelización inter-
disciplinar InterTech [8], [9] (www.intertech.upv.es). En concreto, este trabajo
presenta un modelo matemático para la transmisión de calor en el rectificado in-
dustrial plano [10], [11], haciendo un extenso uso de ciertas funciones especiales
de la Física-Matemática [12].
Se comenzará con un capítulo dedicado a deducir desde primeros principios

la ecuación del calor con convección y su equivalencia con la ecuación del calor
clásica bajo una traslación de coordenadas [13]. Se verá también cómo se aplica
esta ecuación del calor con convección a la modelización de la transmisión de
calor en el rectificado plano. En el segundo capítulo se presentará el modelo SV
(Samara-Valencia) [18], que aborda el problema de la transmisión de calor en
el rectificado industrial de piezas metálicas. Este modelo ha sido obtenido en el
grupo de investigación InterTech, en colaboración con la Universidad Aeroespa-
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cial de Samara (Rusia). El modelo SV es bidimensional y consiste en la resolu-
ción de la ecuación del calor con convección con unas condiciones de contorno
variables en el tiempo y en el espacio. Esta flexibilidad en las condiciones de
contorno hará que el modelo SV sea más general que el modelo clásico de Jaeger
[14], [15] y que se pueda modelizar el rectificado con aplicación de fluido refrig-
erante y muelas que produzcan en la pieza una fricción intermitente. Además,
permite obtener el campo de temperaturas no sólo en el estado estacionario,
sino también en el transitorio. En el capítulo siguiente se resolverá la ecuación
integral que plantea el modelo SV para el caso de rectificado seco; resultado que
hemos denominado teorema T (0). De este modo, se ofrecerá una solución analíti-
ca explícita del campo de temperaturas en la pieza rectificada para cualquier
perfil de fricción entre la pieza y la muela. Como consecuencia del teorema T (0)

se obtienen una serie de nuevas relaciones matemáticas que resuelven integrales
de funciones especiales [29], [30]. En el útimo capítulo, se aplicará el teorema
T (0) a un caso de interés industrial: el rectificado seco intermitente [31]. Para
la visualización de los resultados que ilustran la tesis se utilizarán unos pro-
gramas elaborados en MATHEMATICA que se detallarán al final a modo de
apéndice, junto a otro apéndice dedicado al cálculo de algunas integrales útiles
en el modelado del proceso de transferencia de calor en el rectificado de piezas.
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Capítulo 1

La ecuación del calor

En este capítulo vamos a deducir la ecuación del calor con convección, a par-
tir del principio de conservación de la energía, y su equivalencia con la ecuación
del calor clásica para una fuente móvil [13]. Por un lado, comprobaremos que
la ecuación del calor con convección es lineal. Por otro, deduciremos las condi-
ciones de frontera que tenemos para el caso del rectificado plano. La ecuación del
calor convectiva y las condiciones de contorno del rectificado plano constituirán
el punto de partida del modelo SV, el cual veremos en el capítulo 2.

1.1. La energía calorífica
La energía calorífica de un cuerpo extenso en una región del espacio R viene

dada por la expresión,

E =

ZZZ
R

cρT dV, (1.1)

donde c representa el calor específico del cuerpo, (es decir, la energía térmica
necesaria para elevar un grado de temperatura la unidad de masa), siendo sus
unidades en el SI, [c] = J/kgK. La densidad del cuerpo viene dada por ρ y
sus unidades en el SI son [ρ] = kg/m3. La variación de la energía calorífica será
entonces,

d

dt

ZZZ
R

cρT dV

Variación energía

= −
ZZ
∂R

φ · ds

Flujo saliente

+

ZZZ
R

Q dV,

Calor generado en R

(1.2)

donde
−→
φ es el vector flujo de energía calorífica por unidad de área y de tiempo,

cuyas unidades en el SI son, [φ] = J/m2s. La energía calorífica generada dentro
de la región R por unidad de tiempo es Q, y sus unidades en el SI son, [Q] =
J/m3s. Por el teorema de Gauss de la divergencia sabemos que,ZZ

∂R

φ · ds =
ZZZ
R

−→∇ · φ dV. (1.3)

1



2 CAPÍTULO 1. LA ECUACIÓN DEL CALOR

Sustituyendo esta expresión en (1.2) y suponiendo que c y ρ no varían en el
tiempo, llegamos a, ZZZ

R

µ
cρ
∂T

∂t
+
−→∇ · φ−Q

¶
dV = 0.

Como esta expresión se ha de cumplir para toda región R, el integrando deberá
ser nulo,

cρ
∂T

∂t
+
−→∇ ·−→φ −Q = 0. (1.4)

1.2. El flujo
Un cuerpo puede emitir calor por radiación, convección y difusión. Si la en-

ergía calorífica radiada es despreciable frente a la energía transmitida por con-
vección y difusión, tendremos dos términos en el flujo. Según la ley de Fourier
[15], el término difusivo es proporcional al gradiente de la temperatura, donde
la constante de proporcionalidad debe ser negativa, pues el calor tiende a di-
fundirse hacia donde la temperatura es mínima. El término convectivo es debido
al transporte de materia con energía calorífica, moviéndose a una velocidad vd.
Como cρT es la energía calorífica por unidad de volumen, cρT vd tendrá di-
mensiones de flujo, por tanto el flujo es,

φ = −k0
−−→∇T + cρT vd, (1.5)

donde k0 es la conductividad térmica y sus unidadesen el SI son, [k0] = J/mKs.
Sustituyendo la expresión para el flujo dada en (1.5) en la expresión (1.4), obten-
emos,

cρ
∂T

∂t
+
−→∇ ·

³
−k0
−−→∇T + cρT vd

´
= Q.

Suponiendo que k0 es constante,

cρ

µ
∂T

∂t
+ vd ·

−−→∇T + T
−→∇ · vd

¶
− k0∇2T = Q.

Normalmente, el campo de velocidades es un campo vectorial sin fuentes, por
lo que su divergencia es nula,

∇ · vd = 0. (1.6)

Definiendo la difusividad térmica como,

k :=
k0
cρ
, (1.7)

tenemos la siguiente expresión para la ecuación del calor,

∂T

∂t
− k ∇2T + vd ·

−−→∇T = Q

cρ
.
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Considerando que no se genera calor dentro del cuerpo, Q = 0, tenemos final-
mente la expresión de la ecuación del calor con convección,

∂T

∂t
= k ∇2T − vd ·

−−→∇T . (1.8)

Cuando no hay transporte de materia, vd = 0, el término convectivo desaparece,
obteniéndose la expresión clásica de la ecuación del calor,

∂T

∂t
= k ∇2T. (1.9)

Cuando la solución buscada T no depende del tiempo,

∂T

∂t
= 0, (1.10)

estamos en el estado estacionario, y la ecuación que se ha de satisfacer es la
ecuación de Laplace,

∇2T = 0. (1.11)

1.3. Ecuación del calor con fuente móvil

En esta sección vamos a estudiar la equivalencia de la ecuación del calor
convectiva (1.8) con la ecuación del calor clásica (1.9) para una fuente móvil.
Según la figura 1.1 tenemos dos sistemas de referencia: uno fijo (x, y, z) y uno
móvil (x0, y0, z0) que se desplaza paralelamente al fijo a una velocidad vf =
vf (cosα, cosβ, cos γ). La relación entre ambos sistemas de coordenadas es,

x 

x’

y 

y’

z 
z’ 

fv

 α
 β

 γ 

Figura 1.1: Sistemas de referencia fijo y móvil.
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x0 = x− vf t cosα (1.12)

y0 = y − vf t cosβ

z0 = z − vf t cos γ

t0 = t.

Supongamos que tenemos una solución T (x, y, z, t) de la ecuación del calor
(1.9) en el sistema fijo para una fuente que se está moviendo solidariamente
con el sistema móvil. Podemos saber cuál será la ecuación diferencial que debe
satisfacer la solución en el sistema móvil, aplicando la regla de la cadena al
cambio de coordenadas dado en (1.12),

∂T

∂t
= −
−−→
∇0T · vf +

∂T

∂t0
. (1.13)

Es fácil ver que en ambos sistemas de coordenadas el laplaciano es el mismo,

∇2T = ∇02T. (1.14)

Por tanto, sustituyendo (1.13) y (1.14) en (1.9), comprobamos que en el nuevo
sistema de coordenadas (x0, y0, z0), se satisface la ecuación del calor convectiva
(1.8),

∂T

∂t0
= k ∇02T + vf ·

−−→
∇0T ,

donde,
vd = −vf . (1.15)

Este resultado es lógico, pues considerar que la fuente se mueve en una de-
terminada dirección y sentido (sistema de referencia (x, y, z)) es equivalente a
considerar que la fuente está parada y existe un transporte de materia en sentido
contrario al movimiento de la fuente (sistema de referencia (x0, y0, z0)).

1.4. Condiciones de contorno

1.4.1. Condición inicial

La temperatura inicial vendrá dada por una función escalar,

T (r, 0) = f (r) .

En muchas ocasiones, inicialmente la temperatura es la temperatura ambiente
T0,

T (r, 0) = T0.

1.4.2. Condiciones en la frontera

Para imponer las condiciones de frontera podemos utilizar la ley de enfri-
amiento de Newton, validada experimentalmente para una gran variedad de
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casos [21]. Según esta ley, la energía calorífica que fluye hacia el exterior del
cuerpo considerado, por unidad de tiempo y de superficie, es proporcional a la
diferencia de temperatura entre la superficie y la temperatura ambiente exterior
T0.

φout · n = h [T (t, rs)− T0] , (1.16)

donde n es un vector unitario normal sobre la superficie S = ∂R hacia el exterior
del cuerpo (véase figura 1.2), rs es el vector de posición de un punto de la
superficie S y h es el coeficiente de transmisión de calor, que tiene como unidades
en el SI, [h] = J/m2sK. Si en la frontera también se genera calor, tenemos un
flujo debido al calentamiento,

φin · n = Q (t, rs) . (1.17)

El flujo total será la suma de (1.17) y (1.16),

φ · n =
³
φin + φout

´
· n = h [T (t, rs)− T0] +Q (t, rs) . (1.18)

Sustituyendo en (1.18) la expresión que teníamos para el flujo (1.5), tenemos
finalmente,h
−k0
−−→∇T (t, rs) + cρT (t, rs)

−→v d

i
· n = h [T (t, rs)− T0] +Q (t, rs) . (1.19)

1.5. Aplicación al rectificado plano

1.5.1. Ecuación del calor

En la figura 1.2 podemos observar el sistema de rectificado plano en el que
tenemos una muela giratoria que va puliendo la superficie S de una pieza R.
Dentro de la pieza no hay ninguna fuente de calor, por lo que Q = 0. La ve-
locidad a la que se mueve la pieza con respecto a la muela es vd = vd i, con vd
constante, por tanto se cumple la condición dada en (1.6), ∇ ·vd = 0. Suponien-
do que la conductividad térmica k0, el calor específico c, y la densidad ρ de la
pieza son constantes, podemos aplicar la ecuación del calor deducida anterior-
mente en (1.8). Pongamos el operador laplaciano en coordenadas cartesianas
bidimensionales,

∇2T = ∂xxT (t, x, y) + ∂yyT (t, x, y) , (1.20)

y evaluemos el término convectivo vd ·
−−→∇T ,

vd ·
−−→∇T = vd i

h
∂xT (t, x, y) i+ ∂yT (t, x, y) j

i
= vd ∂xT (t, x, y) . (1.21)

Sustituyamos ahora (1.20) y (1.21) en (1.8) para obtener la ecuación del
calor para el rectificado,

∂tT (t, x, y) = k [∂xxT (t, x, y) + ∂yyT (t, x, y)]− vd ∂xT (t, x, y) . (1.22)
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Figura 1.2: Sistema de rectificado plano.

1.5.2. Condiciones iniciales y de contorno

Inicialmente, todo el sistema está a la temperatura ambiente, por lo que
podemos imponer la siguiente condición incial,

T (0, x, y) = T0. (1.23)

Según el sistema de referencia que hemos escogido (véase figura 1.2), el vector
de posición de la superficie S viene dado por rs = (x, 0). Por tanto, la condición
sobre la frontera, expresada en (1.19), queda de la siguiente manera,h

−k0
−−→∇T (t, x, 0) + cρT (t, x, 0)−→v d

i
· n = h [T (t, x, 0)− T0] (1.24)

+Q (t, x, 0) .

Según la figura 1.2, vd = vd i y n = −j, por tanto, vd · n = 0. De este modo, la
condición de contorno (1.24) se convierte en,

k0∂yT (t, x, 0) = h [T (t, x, 0)− T0] +Q (t, x, 0) . (1.25)

En nuestro caso, vamos a considerar que el coeficiente de transmisión de calor
h depende del espacio y del tiempo,

h = b (t, x) . (1.26)

Al calor generado por fricción sobre la superficie lo llamaremos,

d (t, x) = Q (t, x, 0) . (1.27)
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Por tanto, según (1.26) y (1.27), (1.25) nos queda,

k0∂yT (t, x, 0) = b (t, x) [T (t, x, 0)− T0] + d (t, x) . (1.28)

En la modelización del rectificado plano, b (t, x) y d (t, x) van a representar
respectivamente la actuación del refrigerante y la fricción de la muela sobre la
superficie de la pieza.
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Capítulo 2

El modelo SV

En este capítulo vamos a describir un modelo de rectificado plano que admite
fricción intermitente y aplicación de fluido refrigerante [18]. Partiremos de la
ecuación del calor bidimensional con convección con las condiciones de contorno
deducidas en la sección 1.5. Utilizaremos ampliamente las propiedades de la
transformada de Laplace y Fourier, para llegar a una ecuación integral para
la evolución del campo de temperaturas en la pieza. El modelo SV, por tanto,
conlleva una notable mejora del modelo clásico de Jaeger [14], pues en este
último sólo se obtiene el campo de temperaturas en el estado estacionario para
el rectificado seco con fricción continua.

2.1. Planteamiento
En la figura 1.2 podemos observar cuál es el sistema de rectificado que adopta

este modelo. Según la ecuación del calor que dedujimos para el rectificado (1.22),
la ecuación que hemos de resolver es,

∂tT̃ (t, x, y) = k
h
∂xxT̃ (t, x, y) + ∂yyT̃ (t, x, y)

i
− vd∂xT̃ (t, x, y) , (2.1)

con la condición inicial (1.23),

T̃ (0, x, y) = T0, (2.2)

y la condición de contorno (1.28),

k0∂yT̃ (t, x, 0) = b (t, x)
h
T̃ (t, x, 0)− T0

i
+ d (t, x) . (2.3)

Haciendo el cambio,
T = T̃ − T0, (2.4)

el problema (2.1)-(2.3) se convierte en,

∂tT (t, x, y) = k [∂xxT (t, x, y) + ∂yyT (t, x, y)]− vd∂xT (t, x, y) , (2.5)

9
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con la condición inicial,
T (0, x, y) = 0, (2.6)

y la condición de contorno,

k0∂yT (t, x, 0) = b (t, x)T (t, x, 0) + d (t, x) , (2.7)

donde, −∞ < x <∞ y t, y ≥ 0.

2.2. Ecuación integral
Para obtener la solución de (2.5)-(2.7), en forma de ecuación integral, el pro-

cedimiento que vamos a seguir va a consistir en realizar una serie de trasforma-
ciones integrales sobre las variables y, t y x para convertir la ecuación diferencial
en derivadas parciales dada en (2.5) en una ecuación algebraica. Despejaremos
la solución de esta ecuación algebraica y procederemos a realizar las antitrans-
formadas correspondientes para obtener la solución buscada. Como t, y ≥ 0,
la transformación natural para estas variables será la transformada de Laplace,
mientras que utilizaremos la transformada de Fourier para la variable x, pues
−∞ < x <∞.

2.2.1. Transformación de la variable y

Sea Tμ(t, x) la transformada de Laplace de T (t, x, y) con respecto a la vari-
able y,

Tμ(t, x) := L [T (t, x, y)] (μ) :=
Z ∞
0

T (t, x, y)e−μydy. (2.8)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (2.5), teniendo en cuenta
la condición inicial (2.6) y la propiedad de la transformada de Laplace de la
derivada de una función, se obtiene el siguiente problema,

∂tTμ (t, x) + vd∂xTμ(t, x) = k
£
∂xxTμ(t, x) + μ2Tμ (t, x) (2.9)

− μT (t, x, 0) − ∂yT (t, x, 0)] ,

y
Tμ(0, x) = 0. (2.10)

La ecuación (2.9) se puede reescribir de la siguiente forma,

∂tTμ (t, x)− k
£
∂xxTμ(t, x) + μ2Tμ(t, x)

¤
+ vd ∂xTμ(t, x)

= −k [μT (t, x, 0) + ∂yT (t, x, 0)]

=

Z +∞

−∞
δ(x− x0)Fμ(t, x0)dx0,

(2.11)

donde,
Fμ(t, x) := −k [μT (t, x, 0) + ∂yT (t, x, 0)] . (2.12)
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Sustituyendo en (2.12) la condición de contorno (2.7), llegamos a,

Fμ(t, x) = −k
½∙

μ+
b (t, x)

k0

¸
T (t, x, 0) +

d (t, x)

k0

¾
. (2.13)

2.2.2. Transformación de la variable t

Sea Tμ,τ (x) la transformada de Laplace de la función Tμ(t, x) con respecto
a la variable t,

Tμ,τ (x) := L [Tμ(t, x)] (τ) :=
Z ∞
0

Tμ(t, x)e
−τtdt. (2.14)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación (2.11) y teniendo en cuenta
la condición inicial (2.10), se llega a la siguiente ecuación diferencial ordinaria,

τTμ,τ (x)− k
£
∂xxTμ,τ (x) + μ2Tμ,τ (x)

¤
+ vd ∂xTμ,τ (x)

=

Z +∞

−∞
δ(x− x0)Fμ,τ (x0) dx0,

(2.15)

donde,

Fμ,τ (x) = L [Fμ(t, x)] (τ) (2.16)

=

Z ∞
0

Fμ(t, x)e
−τtdt.

Para resolver (2.15), podemos plantear la siguiente ecuación diferencial ordinar-
ia,

τGμ,τ (x, x
0)− k

£
∂xxGμ,τ (x, x

0) + μ2Gμ,τ (x, x
0)
¤
+ vd∂xGμ,τ (x, x

0)

= δ(x− x0),
(2.17)

donde Gμ,τ (x, x
0) es la llamada solución fundamental de la ecuación (2.15). Si

conocemos la solución de (2.17), también conocemos la solución de (2.15), de
tal modo que,

Tμ,τ (x) =

Z +∞

−∞
Gμ,τ (x, x

0)Fμ,τ (x0)dx0. (2.18)

2.2.3. Transformación de la variable x

Para hallar Gμ,τ (x, x
0), hemos de aplicar la transformada de Fourier a la

ecuación diferencial ordinaria dada en (2.17), y así obtener una ecuación alge-
braica. Sea Gμ,τ,χ (x

0) la transformada de Fourier de la función Gμ,τ (x, x
0) con

respecto a la variable x,

Gμ,τ,χ (x
0) := F [Gν,τ (x, x

0)] (χ) :=
1

2π

Z +∞

−∞
Gμ,τ (x, x

0) eiχxdx.
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Aplicando la transformada de Fourier a la ecuación (2.17), y teniendo en cuenta
las propiedades de la transformada de Fourier de la derivada de una función,
tenemos que,

τGμ,τ,χ(x
0) + k

£
χ2Gμ,τ,χ(x

0)− μ2Gμ,τ,χ(x
0)
¤
− iχvdGμ,τ,χ(x

0)

=
1

2π
eiχx

0
,

(2.19)

Resolviendo la ecuación (2.19) se llega a,

Gμ,τ,χ(x
0) =

eiχx
0

2π (τ + k (χ2 − μ2)− iχvd)
. (2.20)

2.2.4. Antitransformación a la variable x

Aplicando el teorema de inversión de la transformada de Fourier a (2.20) se
obtiene la solución de la ecuación (2.17),

Gμ,τ (x, x
0) = F−1 [Gμ,τ,χ(x

0)] (x) (2.21)

=
1

2π

Z +∞

−∞

eiχ(x
0−x)

τ + k (χ2 − μ2)− iχvd
dχ.

Sustituyendo (2.21) en (2.18), tenemos que la solución de la ecuación (2.15) es,

Tμ,τ (x) =
1

2π

Z +∞

−∞
Fμ,τ (x

0) dx0 (2.22)

×
Z +∞

−∞

eiχ(x
0−x)

τ + k (χ2 − μ2)− iχvd
dχ.

2.2.5. Antitransformación a la variable t

Aplicando ahora el teorema de inversión de la transformada de Laplace a
(2.22), la solución de la ecuación (2.11) resulta ser,

Tμ(t, x) =
1

2πi

Z σ+i∞

σ−i∞
Tμ,τ (x)e

τtdτ (2.23)

=
1

2πi

Z σ+i∞

σ−i∞
eτtdτ

×
Z +∞

−∞
Fμ,τ (x

0) dx0

×
Z +∞

−∞

eiχ(x
0−x)dχ

τ + k (χ2 − μ2)− iχvd
.
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El teorema de Fubini permite reescribir (2.23) de la siguiente manera,

Tμ(t, x) =
1

2π

Z +∞

−∞
e−iχxdχ (2.24)

×
Z +∞

−∞
eiχx

0
dx0

× 1

2πi

Z σ+i∞

σ−i∞

Fμ,τ (x
0)eτtdτ

τ + k (χ2 − μ2)− iχvd
.

Definamos la función auxiliar Ω(t) de la siguiente manera,

Ω(t) :=
1

2πi

Z σ+i∞

σ−i∞

Fμ,τ (x
0)eτtdτ

τ + k (χ2 − μ2)− iχvd
. (2.25)

Teniendo de nuevo en cuenta el teorema de inversión de la transformada de
Laplace, podemos reescribir (2.25) de la siguiente forma,

Ω(t) = L−1
µ

Fμ,τ (x
0)

τ + k (χ2 − μ2)− iχvd

¶
. (2.26)

Recordando la definición de Fμ,τ dada en (2.16) y la propiedad de la transfor-
mada de Laplace de una exponencial, podemos expresar (2.26) en los siguientes
términos,

Ω(t) = L−1
n
L [Fμ(t, x0)]L

h
e−(k(χ

2−μ2)−iχvd)s
io

. (2.27)

Aplicando ahora el teorema de convolución de la transformada de Laplace a la
ecuación (2.27), llegamos a,

Ω(t) =

Z t

0

Fμ(t− s, x0)e−(k(χ
2−μ2)−iχvd)sds. (2.28)

Por tanto, (2.24) se transforma en,

Tμ(t, x) =
1

2π

Z +∞

−∞
e−iχxdχ (2.29)

×
Z +∞

−∞
eiχx

0
dx0

×
Z t

0

Fμ(t− s, x0)e−{k(χ
2−μ2)−iχvd}sds.

2.2.6. Antitransformación a la variable y

Teniendo en cuenta (2.8) y aplicando el teorema de inversión de la transfor-
mada de Laplace, tenemos que,

T (t, x, y) = L−1[Tμ(t, x)](y) (2.30)

=
1

2πi

Z c+i∞

c−i∞
Tμ(t, x)e

μydμ.
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Sustituyendo (2.29) en (2.30) y aplicando el teorema de Fubini,

T (t, x, y) =
1

2π

Z t

0

ds

Z +∞

−∞
dx0 (2.31)

×
Z +∞

−∞
e(x

0−x−vds)iχ−kχ2sdχ

× 1

2πi

Z c+i∞

c−i∞
Fμ(t− s, x0)ekμ

2seμydμ

Para simplificar el resultado dado en (2.31), en primer lugar calcularemos,

I1 :=

Z +∞

−∞
e(x

0−x−vds)iχ−kχ2sdχ, (2.32)

y a continuación,

I2 :=
1

2πi

Z c+i∞

c−i∞
Fμ (t− s, x0) ekμ

2seμydμ. (2.33)

Cálculo de I1

Para calcular I1, podemos observar que según la definición de transformada
de Fourier tenemos que,

F [e−ksχ2 ] (ω) = 1

2π

Z +∞

−∞
eiωχ−kχ

2sdχ, (2.34)

pero al mismo tiempo, la transformada de una gaussiana es [20, § 17.23.13],

F
h
e−ksχ

2
i
(ω) =

1

2
√
πks

e−ω
2/4ks. (2.35)

Tomando ω = x0 − x − vds en (2.34) y (2.35), e igualando ambos resultados,
llegamos a,

I1 =

Z +∞

−∞
e(x

0−x−vds)iχ−kχ2sdχ (2.36)

=

r
π

ks
exp

"
−(x

0 − x− vds)
2

4ks

#
.

Cálculo de I2

Para calcular I2, observemos que según (2.13),

Fμ(t− s, x0) = −k
½∙

μ+
b (t− s, x0)

k0

¸
T (t− s, x0, 0) (2.37)

+
d (t− s, x0)

k0

¾
.
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Sustituyendo (2.37) en (2.33), obtenemos,

I2 =
−k
2πi

Z c+i∞

c−i∞
dμ eksμ

2

eμy (2.38)

×
½
μT (t− s, x0, 0) +

b(t− s, x0)T (t− s, x0, 0) + d(t− s, x0)
k0

¾
.

Podemos descomponer la integral I2 en dos sumandos,

I2 = −k
©
T (t− s, x0, 0) I2A (y) (2.39)

+

∙
b(t− s, x0)T (t− s, x0, 0) + d(t− s, x0)

k0

¸
I2B (y)

¾
,

donde,

I2A (y) :=
1

2πi

Z c+i∞

c−i∞
μeksμ

2

eμydμ (2.40)

=
1

2πi

Z c+i∞

c−i∞
eksμ

2

(∂ye
μy) dμ,

e

I2B (y) :=
1

2πi

Z c+i∞

c−i∞
eksμ

2

eμydμ. (2.41)

Claramente, la ecuación (2.40), se puede expresar como,

I2A (y) = ∂y

µ
1

2πi

Z c+i∞

c−i∞
eksμ

2

eμydμ

¶
(2.42)

= ∂yI2B (y) ,

mientras que el cambio μ = iξ en (2.42) y la definición de la transformada de
Fourier, da como resultado,

I2B (y) =
1

2π

Z +∞

−∞
e−ksξ

2

eiξydξ (2.43)

= F
h
e−ksξ

2
i
(y) .

Recordando la transformada de Fourier de una gaussiana (2.35), llegamos a que
(2.43) se puede expresar como,

I2B (y) =
1

2
√
πks

e−y
2/4ks, (2.44)

de tal modo que (2.42) es,

I2A(y) = ∂yI2B (y) (2.45)

= − y

2ks

Ã
e−y

2/4ks

2
√
πks

!
.
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Sustituyendo ahora los resultados obtenidos en (2.44) y (2.45) en (2.39), tenemos
que,

I2 = k
e−y

2/4ks

2
√
πks

½µ
y

2ks
− b(t− s, x0)

k0

¶
T (t− s, x0, 0) (2.46)

−d(t− s, x0)
k0

¾
.

2.2.7. Resolución final

Sustituyendo finalmente los resultados obtenidos en (2.36) y (2.46) en (2.31),
llegamos a la siguiente ecuación integral para T (t, x, y) ,

T (t, x, y) =
1

4π

Z t

0

ds

s
exp

µ
− y2

4ks

¶
(2.47)

×
Z +∞

−∞
dx0 exp

Ã
−(x

0 − x− vds)
2

4ks

!

×
∙µ

y

2ks
− b(t− s, x0)

k0

¶
T (t− s, x0, 0)− d(t− s, x0)

k0

¸
.

Recordando el cambio inicial (2.4), el campo de temperaturas es,

T̃ (t, x, y) = T0 + T (t, x, y) , (2.48)

donde T0 es la temperatura inicial de la pieza antes de que empiece el proceso de
rectificado, la cual se corresponde de modo natural con la temperatura ambiente.



Capítulo 3

Solución exacta del
rectificado seco

3.1. Introducción
La ecuación integral que plantea el modelo SV (2.47) se puede abordar

numéricamente para un rectificado intermitente con aplicación de líquido re-
frigerante [19]. Sin embargo, cuando estamos en el caso del rectificado seco, la
ecuación integral (2.47) se puede resolver analíticamente para cualquier perfil de
fricción d (t, x). Para verlo, comencemos desglosando el campo de temperaturas
en dos componentes,

T (t, x, y) := T (0) (t, x, y) + T (1) (t, x, y) , (3.1)

donde,

T (0) (t, x, y) := − 1

4πk0

Z t

0

ds

s
exp

µ
−y2
4ks

¶
(3.2)

×
Z ∞
−∞

dx0 d (t− s, x0) exp

Ã
−(x

0 − x− vds)
2

4ks

!
,

y

T (1) (t, x, y) :=
1

4π

Z t

0

ds

s
exp

µ
−y2
4ks

¶Z ∞
−∞

dx0
µ

y

2ks
− b(t− s, x0)

k0

¶
×T (t− s, x0, 0) exp

Ã
−(x

0 − x− vds)
2

4ks

!
. (3.3)

Nótese que T (0) contiene la parte correspondiente a la fricción en la condición
de contorno (2.7), y T (1) la parte correspondiente a la aplicación de refrigerante
en la superficie de la pieza de la condición de contorno.

17
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3.2. Teorema T (0) para el rectificado seco

3.2.1. Rectificado seco

Cuando no tenemos refrigerante actuando sobre la pieza al ir rectificándose,
podemos considerar que la pieza está aislada del medio ambiente. Esto quiere
decir que el flujo de calor de la pieza al medio es nulo porque el coeficiente de
transmisión de calor h vale cero,

h = b (t, x) = 0. (3.4)

En este caso de rectificado seco, la expresión para T (1) dada en (3.3) se convierte
en,

T (1) (t, x, y) =
y

8πk

Z t

0

exp

µ
−y2
4ks

¶
ds

s2
(3.5)

×
Z ∞
−∞

dx0 T (t− s, x0, 0) exp

Ã
−(x

0 − x− vds)
2

4ks

!
.

Por conveniencia en las expresiones que siguen, vamos a definir los siguientes
operadores integrales,

T (1) (t, x, y) = iy [T (t, x, 0)] . (3.6)

donde,

iy [T (t, x, 0)] :=
y

8πk

Z t

0

ds

s2
exp

µ
−y2
4ks

¶
ℵs [T (t, x, 0)] , (3.7)

y

ℵs [T (t, x, 0)] :=
Z ∞
−∞

dx0T (t− s, x0, 0) exp

"
−(x

0 − x− vds)
2

4ks

#
. (3.8)

Observemos que teniendo en cuenta (3.6) podemos rescribir (3.1) como,

T (t, x, y) = T (0) (t, x, y) + iy [T (t, x, 0)] . (3.9)

3.2.2. Operador ℵs
Vamos a evaluar el operador ℵs sobre la componente del campo de temper-

aturas debida a la fricción en la superficie de la pieza T (0), que de acuerdo con
(3.2), se puede expresar como,

T (0) (t− s, x0, 0) =
−1
4πk0

Z t−s

0

dσ

σ

Z ∞
−∞

dξ (3.10)

× d (t− s− σ, ξ) exp

Ã
−(ξ − x0 − vdσ)

2

4kσ

!
.
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Por tanto, introduciendo (3.10) en (3.8), y reordenando las integrales,

ℵs
h
T (0) (t, x, 0)

i
=
−1
4πk0

Z ∞
−∞

dξ

Z t−s

0

dσ

σ
d (t− s− σ, ξ) (3.11)

×
Z ∞
−∞

dx0 exp

Ã
−(x

0 − x− vds)
2

4ks
− (ξ − x0 − vdσ)

2

4kσ

!
.

Desarrollando el exponente del integrando dado en (3.11), llegamos a,

ℵs
h
T (0) (t, x, 0)

i
=
−1
4πk0

exp

Ã
−(x+ vds)

2

4ks

!
(3.12)

×
Z ∞
−∞

dξ exp

µ
vdξ

2k

¶
×
Z t−s

0

dσ

σ
d (t− s− σ, ξ) exp

µ
− ξ2

4kσ
− v2dσ

4k

¶
×
Z ∞
−∞

dx0 exp
∙
−x

02

4k

µ
s+ σ

sσ

¶
+

x0

2k

µ
xσ + ξs

sσ

¶¸
.

La última integral dada en (3.12) se puede resolver aplicando [16, § 7.4.2], de
tal forma que (3.12) se convierte en,

ℵs
h
T (0) (t, x, 0)

i
=
−
√
ks

2
√
πk0

exp

Ã
−(x+ vds)

2

4ks

!
(3.13)

×
Z ∞
−∞

dξ exp

µ
vdξ

2k

¶
×
Z t−s

0

dσ
d (t− s− σ, ξ)√

σ
√
s+ σ

exp

Ã
(xσ + ξs)2

4ksσ (s+ σ)
− ξ2

4kσ
− v2dσ

4k

!
.

Desarrollando de nuevo el exponente dado en el integrando sobre la variable σ
en (3.13) y simplificando, llegamos a,

ℵs
h
T (0) (t, x, 0)

i
=
−
√
ks

2
√
πk0

exp
³
−xvd
2k

´Z ∞
−∞

dξ exp

µ
vdξ

2k

¶
(3.14)

×
Z t−s

0

dσ
d (t− s− σ, ξ)√

σ
√
s+ σ

exp

Ã
− (x− ξ)2

4k (s+ σ)
− v2d
4k
(σ + s)

!
.

Definiendo ahora,

Iσ :=

Z t−s

0

dσ
d (t− s− σ, ξ)√

σ
√
s+ σ

exp

Ã
− (x− ξ)2

4k (s+ σ)
− v2d
4k
(σ + s)

!
, (3.15)
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podemos realizar en (3.15) el cambio μ = σ + s, e introducir la función de
Heaviside, llegando a,

Iσ =

Z t

s

dμ
d (t− μ, ξ)√
μ− s

√
μ
exp

Ã
−(x− ξ)

2

4kμ
− v2d
4k

μ

!

=

Z t

0

dμ
d (t− μ, ξ)√
μ− s

√
μ
exp

Ã
−(x− ξ)2

4kμ
− v2d
4k

μ

!
H (μ− s) . (3.16)

Introduciendo (3.16) en (3.14), tenemos que,

ℵs
h
T (0) (t, x, 0)

i
=
−
√
ks

2
√
πk0

exp
³
−xvd
2k

´Z ∞
−∞

dξ exp

µ
vdξ

2k

¶
×
Z t

0

dμ
d (t− μ, ξ)√
μ− s

√
μ
exp

Ã
−(x− ξ)

2

4kμ
− v2d
4k

μ

!
H (μ− s)

o más simplificadamente,

ℵs
h
T (0) (t, x, 0)

i
=

−
√
ks

2
√
πk0

Z ∞
−∞

dξ

Z t

0

dμ
d (t− μ, ξ)√
μ− s

√
μ

(3.17)

× exp
Ã
−(ξ − x− vdμ)

2

4kμ

!
H (μ− s) .

3.2.3. Operador iy
Sustituyendo la expresión obtenida en (3.17) en la definición dada para iy

(3.7) resulta,

iy
h
T (0) (t, x, 0)

i
=

−y
16π3/2k0

√
k

Z t

0

ds

s3/2
exp

µ
−y2
4ks

¶Z ∞
−∞

dξ ×Z t

0

dμ
d (t− μ, ξ)√
μ− s

√
μ
exp

Ã
−(ξ − x− vdμ)

2

4kμ

!
H (μ− s) .

Cambiando el orden de integración obtenemos,

iy
h
T (0) (t, x, 0)

i
=

−y
16π3/2k0

√
k

Z ∞
−∞

dξ (3.18)

×
Z t

0

dμ
d (t− μ, ξ)
√
μ

exp

Ã
−(ξ − x− vdμ)

2

4kμ

!

×
Z t

0

ds
H (μ− s)

s3/2
√
μ− s

exp

µ
−y2
4ks

¶
.

Llamemos a la integral sobre la variable s en (3.18) como,

Is :=

Z t

0

ds
H (μ− s)

s3/2
√
μ− s

exp

µ
−y2
4ks

¶
. (3.19)
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Observemos que, dado que μ ∈ [0, t] , (3.19) se puede expresar de la siguiente
manera,

Is =

Z μ

0

ds

s3/2
√
μ− s

exp

µ
−y2
4ks

¶
. (3.20)

Para resolver (3.20), podemos hacer las siguientes transformaciones: s = μ/t,
v = t− 1, w2 = v y r = yw/2

√
kμ, obteniendo,

Is =
2
√
πk

y
√
μ
exp

µ
− y2

4kμ

¶
. (3.21)

Por tanto, sustituyendo (3.21), en la expresión dada en (3.18) para el funcional
iy, resulta,

iy
h
T (0) (t, x, 0)

i
=
−1
8πk0

Z ∞
−∞

dξ

Z t

0

dμ

μ
exp

µ
− y2

4kμ

¶
(3.22)

× exp
Ã
−(ξ − x− vdμ)

2

4kμ

!
d (t− μ, ξ)

Cambiando el orden de integración en (3.22),

iy
h
T (0) (t, x, 0)

i
=
−1
8πk0

Z t

0

dμ

μ
exp

µ
− y2

4kμ

¶
×
Z ∞
−∞

dξ d (t− μ, ξ) exp

Ã
−(x− ξ − vdμ)

2

4kμ

!
.

Recordando la expresión para T (0) dada en (3.2), concluimos que,

iy
h
T (0) (t, x, 0)

i
=
1

2
T (0) (t, x, y) . (3.23)

3.2.4. Resolución por aproximaciones sucesivas

Según (3.5), para hallar T (1) debemos conocer el campo de temperaturas en
la superficie, T (t, x, 0). A orden cero de aproximación, T0, podemos considerar
que el campo de temperaturas vendrá dado sólo por el término que conlleva la
fricción, es decir, según (3.2), T (0). Denotemos este orden cero de aproximación
como,

T0 (t, x, y) = T (0) (t, x, y) . (3.24)

Para obtener el primer orden de aproximación, basta sustituir el orden cero de
aproximación (3.24), en la expresión dada en (3.6) para T (1),

T
(1)
1 (t, x, y) = iy [T0 (t, x, 0)] (3.25)

= iy
h
T (0) (t, x, 0)

i
.
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Por tanto, el campo de temperaturas a primer orden será,

T1 (t, x, y) = T (0) (t, x, y) + T
(1)
1 (t, x, y) .

Es decir, según (3.25),

T1 (t, x, y) = T (0) (t, x, y) + iy [T0 (t, x, 0)] .

En general, la aproximación de orden n ∈ N será,

Tn (t, x, y) := T (0) (t, x, y) + iy [Tn−1 (t, x, 0)] , (3.26)

donde la iteración inicial viene dada por (3.24). Aplicando (3.23), podemos
expresar el primer orden de aproximación del campo de temperaturas como,

T1 (t, x, y) =
3

2
T (0) (t, x, y) . (3.27)

Para calcular el segundo orden, podemos introducir (3.27) en la ecuación it-
erativa (3.26) para n = 2. Teniendo en cuenta que el funcional iy es lineal,
obtenemos,

T2 (t, x, y) = T (0) (t, x, y) + iy [T1 (t, x, 0)]

= T (0) (t, x, y) +
3

2
iy
h
T (0) (t, x, 0)

i
=
7

4
T (0) (t, x, y) , (3.28)

donde hemos vuelto a aplicar (3.23). Repitiendo los mismos pasos a tercer orden,
llegamos a,

T3 (t, x, y) =
15

8
T (0) (t, x, y) . (3.29)

Observemos que los coeficientes que aparecen en cada orden de aproximación
(3.27), (3.28) y (3.29), coinciden con los términos de la sucesión,

2n+1 − 1
2n

= 1,
3

2
,
7

4
,
15

8
, . . . n = 0, 1, 2, . . . .

Por tanto, podemos conjeturar que el orden enésimo será,

Tn (t, x, y) =
2n+1 − 1
2n

T (0) (t, x, y) . (3.30)

Podemos demostrar (3.30) por inducción. Efectivamente, según la ecuación re-
currente (3.26), sustituyendo la conjetura dada en (3.30), obtenemos el siguiente
resultado,

Tn+1 (t, x, y) = T (0) (t, x, y) + iy [Tn (t, x, 0)]

= T (0) (t, x, y) +
2n+1 − 1
2n

iy
h
T (0) (t, x, 0)

i
=
2n+2 − 1
2n+1

T (0) (t, x, y) ,
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como queríamos demostrar. El campo de temperaturas se podrá encontrar toman-
do el orden de aproximación infinito en (3.30), resultando,

T (t, x, y) = ĺım
n→∞Tn (t, x, y) = 2T

(0) (t, x, y) . (3.31)

Podemos comprobar que (3.31) es efectivamente la solución de la ecuación inte-
gral (2.47) para el rectificado seco, pues según (3.1) y (3.6) y teniendo en cuenta
(3.23), llegamos a,

T (t, x, y) = T (0) (t, x, y) + iy [T (t, x, 0)]

= T (0) (t, x, y) + 2iy
h
T (0) (t, x, 0)

i
= 2T (0) (t, x, y) .

Es decir, el campo de temperaturas total es el doble de la componente del
campo debido sólo a la fricción, T (0). Por esta razón se ha denominado a este
resultado teorema T (0). Finalmente, teniendo en cuenta (3.2), llegamos a la
siguiente expresión para el campo de temperaturas,

T (t, x, y) = − 1

2πk0

Z t

0

ds

s
exp

µ
−y2
4ks

¶
(3.32)

×
Z ∞
−∞

dx0 d (t− s, x0) exp

Ã
−(x

0 − x− vds)
2

4ks

!
.

Por tanto, (3.32) resuelve la ecuación integral planteada en (2.47) para b (t, x) =
0.

3.2.5. Unicidad de la solución

Acotación del operador iy

Para demostrar la unicidad de la solución de la ecuación integral (3.9), vamos
a calcular en primer lugar el valor del operador iy sobre una constante. De
acuerdo con (3.8), tenemos que,

ℵs [1] =
Z ∞
−∞

exp

"
− (x

0 − x− vds)
2

4ks

#
dx0.

Haciendo el cambio de variable, u = x0−x−vds
2
√
ks

, resulta que,

ℵs [1] = 2
√
ks

Z ∞
−∞

e−u
2

du = 2
√
πks. (3.33)

Aplicando (3.33) a (3.7), tenemos que,

iy [1] =
y

8πk

Z t

0

ds

s2
exp

µ
−y2
4ks

¶
ℵs [1]

=
y

4
√
πk

Z t

0

ds

s3/2
exp

µ
−y2
4ks

¶
.
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Realizando el cambio, u = y

2
√
ks
, resulta que,

iy [1] =
1√
π

Z ∞
y/2
√
kt

e−u
2

du =
1

2
erfc

µ
y

2
√
kt

¶
. (3.34)

Por tanto,

i0 [1] =
1

2
. (3.35)

Consideremos ahora una función f (t, x, y) cuyo valor máximo en y = 0 es
fmax. De este modo,

f (t, x, 0) ≤ fmax. (3.36)

Aplicando i0 a ambos miembros de (3.36) y teniendo en cuenta la linealidad
del operador i0,

i0 [f (t, x, 0)] ≤ i0 [fmax] = fmaxi0 [1] ,

por tanto, según (3.35),

i0 [f (t, x, 0)] ≤
fmax
2

. (3.37)

Obsérvese que si aplicamos el operador i0 en (3.37) y tenemos en cuenta de
nuevo (3.35), tenemos que,

i(2)0 [f (t, x, 0)] ≤ i0
∙
fmax
2

¸
=

fmax
22

.

Por tanto, ∀n ∈ N,
i(n)0 [f (t, x, 0)] ≤ fmax

2n
. (3.38)

Resolución de la unicidad

Si TA (t, x, y) y TB (t, x, y) son soluciones de la ecuación integral (3.9), ten-
emos que,

TA (t, x, y) = T (0) (t, x, y) + iy [TA (t, x, 0)] , (3.39)

TB (t, x, y) = T (0) (t, x, y) + iy [TB (t, x, 0)] . (3.40)

Restando (3.40) de (3.39) y teniendo en cuenta la linealidad del operador iy,

TA (t, x, y)− TB (t, x, y) = iy [TA (t, x, 0)− TB (t, x, 0)] . (3.41)

Tomando y = 0 en (3.41),

TA (t, x, 0)− TB (t, x, 0) = i0 [TA (t, x, 0)− TB (t, x, 0)] . (3.42)

Por sustitución recursiva, podemos expresar (3.42) como,

TA (t, x, 0)− TB (t, x, 0) = i(n)0 [TA (t, x, 0)− TB (t, x, 0)] . (3.43)
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Si tomamos en (3.38) como función f,

f1 (t, x, 0) = TA (t, x, 0)− TB (t, x, 0) ,

según (3.43), tenemos que, ∀n ∈ N,

TA (t, x, 0)− TB (t, x, 0) ≤
f1,max
2n

, (3.44)

donde f1,max es el valor máximo de la función f1 (t, x, 0) . Tomando límites en
(3.44),

TA (t, x, 0)− TB (t, x, 0) ≤ ĺım
n→∞

f1,max
2n

= 0,

es decir,
TA (t, x, 0) ≤ TB (t, x, 0) . (3.45)

Obsérvese ahora que en (3.43) se pueden intercambiar las etiquetas A y B,

TB (t, x, 0)− TA (t, x, 0) = i(n)0 [TB (t, x, 0)− TA (t, x, 0)] .

por tanto, tomando ahora la función,

f2 (t, x, 0) = TB (t, x, 0)− TA (t, x, 0) ,

podemos concluir que,

TB (t, x, 0)− TA (t, x, 0) ≤ ĺım
n→∞

f2,max
2n

= 0,

es decir,
TB (t, x, 0) ≤ TA (t, x, 0) . (3.46)

A partir de (3.45) y (3.46), se concluye que ambas soluciones son iguales en la
superficie,

TA (t, x, 0) = TB (t, x, 0) . (3.47)

Aplicando iy en (3.47),

iy [TA (t, x, 0)] = iy [TB (t, x, 0)] . (3.48)

y sustituyendo (3.48) en (3.39), tenemos que

TA (t, x, y) = T (0) (t, x, y) + iy [TB (t, x, 0)] . (3.49)

Comparando (3.40) con (3.49), obtenemos finalmente,

TA (t, x, y) = TB (t, x, y) ,

es decir, la única solución de (3.9) es (3.32).
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3.3. Integrales del teorema T (0)

A partir del teorema T (0) se pueden calcular algunas nuevas integrales im-
propias que contienen funciones de Bessel. Para verlo, observemos en primer
lugar que de acuerdo con (3.1) y (3.31) se cumple que,

T (0) (t, x, y) = T (1) (t, x, y) . (3.50)

Definiendo la función,

m(t, x, y) :=
1

t
exp

µ
−(x+ vdt)

2 + y2

4kt

¶
, (3.51)

según las expersiones dadas en (3.2) y (3.5) para T (0) y T (1), podemos reescribir
(3.50) de la siguiente manera,

T (0) (t, x, y) = − 1

4πk0

Z t

0

ds (3.52)

×
Z ∞
−∞

dx0 d (t− s, x0) m (s, x− x0, y)

= − 1

4π

Z t

0

ds

×
Z ∞
−∞

dx0 T (t− s, x0, 0)
∂

∂y
m (s, x− x0, y) .

Teniendo en cuenta (3.31) e intercambiando el orden de integración,

T (0) (t, x, y) = − 1

4πk0

Z ∞
−∞

dx0 (3.53)

×
Z t

0

ds d (t− s, x0) m(s, x− x0, y)

= − 1

4π

Z ∞
−∞

dx0

×
Z t

0

dsT (0) (t− s, x0, 0)
∂

∂y
m(s, x− x0, y).

Aplicando la transformada de Laplace en (3.53),

f̃(τ) := L [f(t)] (τ) :=
Z ∞
0

e−τtf(t)dt

y teniendo en cuenta las propiedades del producto de convolución de esta trans-
formada integral,

L [f(t)] (τ)L [g(t)] (τ) = L
∙Z t

0

f(t− s)g(s)ds

¸
,
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tenemos que (3.53) se convierte en,

T̃ (0) (τ , x, y) =
−1
4πk0

Z ∞
−∞

dx0 d̃ (τ , x0) m̃ (τ , x− x0, y) (3.54)

=
−1
2π

Z ∞
−∞

dx0 T̃ (0) (τ , x0, 0)
∂

∂y
m̃ (τ , x− x0, y)

Realizando la transformada de Fourier en (3.54),

f̂ (w) := F [f(x)] (w) := 1

2π

Z ∞
−∞

eiwxf(x)dx

y teniendo en cuenta las propiedades del producto de convolución de esta trans-
formada integral,

F [f(x)] (w)F [g(x)] (w) = F
∙
1

2π

Z ∞
−∞

f(x0)g(x− x0)dx0
¸
,

tenemos que (3.54) se convierte en,

b̃T (0)(τ , w, y) =
−1
2k0

b̃
d(τ , w) b̃m(τ ,w, y) (3.55)

= −b̃T (0)(τ , w, 0) ∂
∂y
b̃m(τ , w, y). (3.56)

Particularizando (3.55) en y = 0 y sustituyendo el resultado en (3.56), llegamos
a, b̃m(τ , w, y) = − b̃m(τ , w, 0) ∂

∂y
b̃m(τ , w, y). (3.57)

Podemos despejar en (3.57), obteniendo,

b̃m(τ , w, y) = b̃m(τ , w, 0) exp"− yb̃m(τ , w, 0)
#
. (3.58)

3.3.1. Primera integral

Efectuemos en primer lugar la transformada de Laplace de la funciónm (t, x, y)
en la variable t a partir de (3.51),

m̃(τ , x, y) =

Z ∞
0

e−τtm (t, x, y) dt

=

Z ∞
0

e−τt

t
exp

Ã
−(x+ vdt)

2 + y2

4kt

!
ds. (3.59)

Desarrollando el exponente en (3.59) tenemos que,

m̃(τ , x, y) = exp
³
−xvd
2k

´
(3.60)

×
Z ∞
0

dt

t
exp

"
−
¡
x2 + y2

¢
4kt

−
µ
v2d
4t
+ τ

¶
t

#
.
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Efectuando el cambio 4ks =
¡
v2d + 4kτ

¢
t, resulta,

m̃(τ , x, y) = exp
³
−xvd
2k

´
(3.61)

×
Z ∞
0

ds

s
exp

"
−
¡
x2 + y2

¢ ¡
v2d + 4kτ

¢
16k2s

− s

#
.

Sabiendo que la representación integral de la función de Macdonald de orden
cero es [12, § 5.10.25],

K0(z) =
1

2

Z ∞
0

exp

∙
− z2

4σ
− σ

¸
dσ

σ
,

podemos expresar (3.61) como,

m̃ (τ , x, y) = 2 exp
³
−xvd
2k

´
K0

Ãp
(x2 + y2) (v2d + 4kτ)

2k

!
. (3.62)

Particularizando (3.62) en y = 0, tenemos,

m̃(τ , x, 0) = 2 exp
³
−xvd
2k

´
K0

Ã
|x|
p
v2d + 4kτ

2k

!
. (3.63)

Aplicando la transformada de Fourier en (3.63), tenemos que,

b̃m(τ , w, 0) =
1

2π

Z ∞
−∞

m̃(τ , x, 0)eiwxdx

=
1

π

Z ∞
−∞

exp [−αx]K0 (β |x|) dx, (3.64)

donde hemos definido,

α :=
vd
2k
− iw,

β :=

p
v2d + 4kτ

2k
. (3.65)

Podemos desglosar (3.64) en dos sumandos,

b̃m(τ ,w, y) =
1

π

Z 0

−∞
exp [−αx]K0 (−βx) dx (3.66)

+
1

π

Z ∞
0

exp [−αx]K0 (βx) dx.

Haciendo el cambio x por −x en la primera integral de (3.66), podemos expresar
(3.64) de la siguiente manera,

b̃m(τ , w, 0) =
2

π

Z ∞
0

cosh (αx)K0 (βx) dx

=
1p

β2 − α2
β > |α| ,
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donde hemos aplicado el resultado obtenido en el Apéndice B (B.10). Por otro
lado, si aplicamos la transformada de Fourier en (3.62), tenemos que,

b̃m(τ , w, y) =
1

2π

Z ∞
−∞

m(τ , x, y)eiwxdx

=
1

π

Z ∞
−∞

exp (−αx)K0

³
β
p
x2 + y2

´
dx

=
2

π

Z ∞
0

cosh (αx)K0

³
β
p
x2 + y2

´
dx. (3.67)

Ahora bien, según (3.58) y teniendo en cuenta (3.67), llegamos a la resolución
de la siguiente integral no tabulada,

Z ∞
0

cosh (αx)K0

³
β
p
x2 + y2

´
dx =

π exp
h
−y
p
β2 − α2

i
2
p
β2 − α2

(3.68)

β > |α| , y ∈ R.

Se puede considerar que (3.68) extiende la integral dada en [20, § 6.677.5] para
valores de α imaginarios puros,

Z ∞
0

cos (αx)K0

³
β
p
x2 + y2

´
dx =

π exp
h
−y
p
β2 + α2

i
2
p
β2 + α2

Reβ > 0, Re y > 0, α > 0.

Observemos que tomando α = 0 y β = 1 en (3.68), tenemos,Z ∞
0

K0

³p
x2 + y2

´
dx =

π

2
e−y. (3.69)

3.3.2. Segunda integral

Realizando la antitransformada de Fourier a ambos lados de (3.57) y teniendo
en cuenta de nuevo el producto de convolución de esta transformada integral,
obtenemos,

m̃(τ , x, y) = − 1

2π

Z ∞
−∞

m̃(τ , x0, 0)
∂

∂y
m̃(τ , x− x0, y)dx0. (3.70)

En (3.62) habíamos calculado m̃ (τ , x, y), que según (3.65), se puede expresar
como,

m̃(τ , x, y) = 2 exp
³
−xvd
2k

´
K0

³
β
p
x2 + y2

´
. (3.71)

Por tanto,

m̃(τ , x, 0) = 2 exp
³
−xvd
2k

´
K0 (β |x|) (3.72)
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y

∂

∂y
m̃(τ , x, y) = −2yβ exp

³
−xvd
2k

´ K1

³
β
p
x2 + y2

´
p
x2 + y2

. (3.73)

Teniendo en cuenta (3.71)-(3.73), podemos expresar (3.70) del siguiente modo,

K0

³
β
p
x2 + y2

´
=

yβ

π

Z ∞
−∞

K0 (β |x0|)
K1

µ
β
q
(x− x0)2 + y2

¶
q
(x− x0)2 + y2

dx0.

Tomando X = βx e Y = βy, y haciendo el cambio de variable X 0 = βx0,
llegamos a la integral ,

K0

³p
X2 + Y 2

´
=

Y

π

Z ∞
−∞

K0 (|X 0|) (3.74)

×
K1

µq
(X −X 0)2 + Y 2

¶
q
(X −X 0)2 + Y 2

dX 0.

En el Apéndice A se ofrece un método alternativo para calcular (3.74) usan-
do técnicas habituales de cálculo integral y variable compleja. Integrando con
respecto a y entre 0 e ∞, teniendo en cuenta (3.69), resulta,

π

2
e−X =

1

π

Z ∞
−∞

K0 (|X 0|)
∙
K0

µq
(X −X 0)2 + Y 2

¶¸∞
0

dX 0.

Es decir, obtenemos la siguiente integral no tabulada [16] y [20],Z ∞
−∞

K0 (|u|)K0 (|x− u|) du = π2

2
e−x. (3.75)

Obsérvese que si x = 0, se recupera el resultado dado en [20, § 6.511.13],Z ∞
0

K2
0 (u) du =

π2

4
.



Capítulo 4

Rectificado seco
intermitente

4.1. Introducción

Dado que con el teorema T (0) podemos determinar la evolución del campo de
temperaturas en el interior de la pieza rectificada en el caso seco para cualquier
perfil de fricción d (t, x) entre la pieza y la muela, vamos a aplicar este resultado
a muelas que tienen un perfil dentado (figura 4.1), por lo que producen una
fricción intermitente sobre la muela.

4.2. Función de intermitencia

Vamos a modelizar la fricción de una muela dentada que puede tener contacto
con la pieza en x ∈ (0, δ) . A esta zona la llamaremos, por tanto, zona de
contacto. En las figuras 4.2 y 4.3 se representa la zona de fricción señalada en
rojo entre los límites a y b para dos instantes de tiempo diferentes t1 y t2 > t1.
La muela tiene un periodo espacial χ = χ0 + χ1, siendo χ0 la zona que no
produce fricción y χ1 la que la produce. Los dientes de la muela se desplazan a
una velocidad vm = ωR siendo ω la velocidad angular de giro y R el radio de la
muela. Cuando varios dientes de la muela entran en la zona de contacto [0, δ] la
zona de fricción queda fraccionada, veáse figura 4.4. El flujo de calor entrante
en la pieza d (t, x) se da, en un determinando instante t, en la zona de fricción
entre la pieza y un diente j de la muela, x ∈ (aj , bj) , j = 0, . . . , n + 1, donde
puede haber hasta n+ 2 dientes en la zona de contacto, siendo,

n :=

¹
δ

χ

º
. (4.1)

Obsérvese que los límites de la zona de fricción son variables en el tiempo:
aj = aj (t) y bj = bj (t) . Si el flujo de calor q (unidades en el SI

£
J/m2s

¤
) es

31
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Figura 4.1: Perfil de una muela dentada.

Figura 4.2: Función fricción d (t, x) para un determinado instante t1 señalada
en rojo.
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Figura 4.3: Función fricción d (t, x) para un instante t2 > t1 señalada en rojo.

constante para todos los puntos donde hay fricción, podemos expresar la función
fricción como,

d (t, x) = −q
n+1X
j=0

H (x− aj (t)) H (bj (t)− x) , (4.2)

donde H (x) es la función escalón o de Heaviside. Para ver cuáles son los límites
de cada uno de los dientes (j = 0, . . . , n+ 1) que entran en la zona de contacto,
aj y bj , vamos a definir el periodo espacial,

χ̄ := (n+ 2)χ. (4.3)

Según la figura 4.4, los puntos gj (t), j = 0, . . . , n+ 1, están inicialmente sobre
el periodo χ̄,

gj (t) := (−1)φ vmt+ χ̄− jχ. (4.4)

donde hemos definido la siguiente variable booleana φ, para definir el sentido
del movimiento de los puntos, (φ = 1, rectificado en fase; φ = 0, rectificado en
contraposición), véase figura 4.5.Si queremos que estos puntos, al moverse con
t, se repitan sobre el periodo χ̄, podemos definir la función,

fj (t) = gj (t)−
¹
gj (t)

χ̄

º
χ̄ (4.5)

Como queremos que bj ∈ [0, δ], entonces,

bj (t) = mı́n [máx (fj (t) , 0) , δ] =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
bj (t) 0 < bj (t) < δ

0 bj (t) ≤ 0

δ bj (t) ≥ δ

. (4.6)
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Figura 4.4: Localización de los puntos gj (t) en t = 0, para el caso de n = 2,
dentro de la función fricción d (t, x) .

Figura 4.5: Sentidos de giro de la muela en fase y en contraposición.
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Análogamente, como la anchura de un diente es χ1

aj (t) = mı́n [máx (fj (t)− χ1, 0) , δ] (4.7)

Las funciones mı́n y máx vienen dadas por las siguientes expresiones,

mı́n (a, b) =
a+ b− |a− b|

2
,

máx (a, b) =
a+ b+ |a− b|

2
.

4.2.1. Campo de temperaturas

Sustituyendo (4.2) en (3.32), tenemos que,

T (t, x, y) =
q

2πk0

Z t

0

ds

s
exp

µ
−y2
4ks

¶
(4.8)

×
nX
j=0

Z bj(t−s)

aj(t−s)
dx0 exp

Ã
−(x

0 − x− vds)
2

4ks

!
.

Evaluemos la integral sobre la variable x0 en (3.2),

Ix0 :=
nX
j=0

Z bj(t−s)

aj(t−s)
exp

Ã
−(x

0 − x− vds)
2

4ks

!
dx0, (4.9)

realizando el cambio,

u =
x0 − x− vds

2
√
ks

(4.10)

y teniendo en cuenta las propiedades de la función error, resulta que,

Ix0 =
√
πksERF (t, x, s) . (4.11)

donde hemos definido la función,

ERF (t, x, s) :=
n+1X
j=0

erf

µ
x+ vds− aj (t− s)

2
√
ks

¶
(4.12)

− erf
µ
vds+ x− bj (t− s)

2
√
ks

¶
.

Sustituyendo (4.11) en (4.8), obtenemos la siguiente expresión para T (0),

T (t, x, y) =
q
√
k

2
√
πk0

Z t

0

ds√
s
exp

µ
−y2
4ks

¶
ERF (t, x, s) . (4.13)
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4.3. Régimen transitorio en el rectificado con-
tinuo

4.3.1. El estado cuasi-estacionario

Obsérvese que el rectificado intermitente nunca puede alcanzar un estado
estacionario, pues la fuente de calor producida por la fricción es pulsada. Este
no es el caso de la fricción continua, en el que se alcanza asintóticamente el
estado estacionario para t→∞. En el caso continuo, podemos entonces definir
un tiempo de relajación t∗ que dé cuenta de lo rápido que en la práctica se
alcanza el estado estacionario. Este tiempo de relajación, definido para el recti-
ficado continuo, también lo podemos utilizar como referencia para representar
gráficamente el campo de temperaturas en el caso intermitente. De todas man-
eras, a pesar de que el rectificado intermitente no alcanza un estado estacionario,
podemos definir un estado cuasi-estacionario en el que el campo de temperaturas
se estabilice periódicamente. Efectivamente, obsérvese que, como las funciones
aj (t) y bj (t) son periódicas (4.6)-(4.7), según (4.13) el estado cuasi-estacionario
vendría dado por,

T∞ (t, x, y) :=
q
√
k

2
√
πk0

Z ∞
0

ds√
s
exp

µ
−y2
4ks

¶
ERF (t, x, s) . (4.14)

Obsérvese que el periodo temporal de la función fricción d (t, x0) en un punto
concreto x = x0 es, véase figura 4.4,

τ :=
χ

vm
. (4.15)

Sin embargo, considerando globalmente la gráfica de d (t, x) , el periodo temporal
que hay que considerar es,

τ̄ :=
χ̄

vm
. (4.16)

A la vista de (3.32), podemos concluir que T∞ (t, x, y) posee los mismos periodos
puntual τ y global τ̄ que la función fricción d (t, x) .

4.3.2. Estado estacionario en el rectificado continuo

Para hallar el campo de temperaturas en el caso de fricción continua, basta
tomar en (4.7)-(4.6),

aj (t) = 0,

bj (t) = δ,

de tal modo que podemos redefinir (4.12) para el caso de fricción continua como,

ERFcont (x, s) := erf

µ
x+ vds

2
√
ks

¶
− erf

µ
vds+ x− δ

2
√
ks

¶
,
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obteniéndose, según (4.13), el siguiente campo de temperaturas,

Tcont (t, x, y) =
q
√
k

2
√
πk0

Z t

0

ds√
s
exp

µ
−y2
4ks

¶
ERFcont (x, s) . (4.17)

El estado estacionario se alcanza cuando el campo de temperaturas no varía con
el tiempo, es decir,

∂T

∂t
= 0. (4.18)

En el caso de la fricción continua, derivando con respecto al tiempo en (4.17),
llegamos a,

∂Tcont (t, x, y)

∂t
=

q
√
k

2k0

ERFcont (x, t)√
πt

exp

µ
−y2
4kt

¶
. (4.19)

Podemos comprobar que el estado estacionario se alcanza cuando t→∞. Efec-
tivamente, teniendo en cuenta que erf (±∞) = ±1,

ĺım
t→∞ERFcont (x, t) = ĺım

t→∞ erf
µ
x+ vdt

2
√
kt

¶
− erf

µ
vdt+ x− δ

2
√
kt

¶
= 0, (4.20)

por tanto,

ĺım
t→∞

∂Tcont (t, x, y)

∂t
= 0. (4.21)

4.3.3. Temperatura máxima

Debido a que la función error erf (z) es una función creciente ∀z, tenemos
que,

ERFcont (x, t) > 0 t > 0, x ∈ R. (4.22)

Por consiguiente, la temperatura en un determinado punto (x, y) de la pieza es
una función monótona creciente,

∂Tcont (t, x, y)

∂t
> 0 y, t > 0, x ∈ R. (4.23)

La ecuación (4.23) significa que la temperatura máxima se debe alcanzar en el
estado estacionario, t→∞. Es más, de la misma manera que en (4.22), tenemos
que,

ERFcont (x, s) > 0 s ∈ (0, t) , x ∈ R,
por tanto, para y > 0,

∂Tcont (t, x, y)

∂y
= − qy

4
√
πkk0

Z t

0

ds

s3/2
exp

µ
−y2
4ks

¶
ERFcont (x, s) < 0. (4.24)

La ecuación (4.24) indica que la temperatura máxima debe localizarse en la
superficie, y = 0. De (4.23) y (4.24), concluimos que el máximo de la temperatura
se debe alcanzar en la superficie en el estado estacionario,

Tmáx = ĺım
t→∞Tcont (t, xmáx, 0) . (4.25)

Este resultado está de acuerdo con [10].
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Localización de la temperatura máxima

Denominando al estado estacionario con fricción continua de la siguiente
manera,

Tcont (x, y) := ĺım
t→∞ Tcont (t, x, y) ,

según [14], resulta que,

Tcont (X,Y ) = T
Z ∆−X
−X

eu K0

³p
u2 + Y 2

´
du, (4.26)

donde K0 es la función modificada de Bessel de orden cero [16, Sect. 9.6.] y X
e Y son coordenadas espaciales adimensionales,

ζ :=
vd
2k

, (4.27)

T := q

2πk0ζ
, (4.28)

Y := ζy, (4.29)

X := ζx, (4.30)

∆ := ζδ. (4.31)

Según hemos visto en (4.25), la temperatura máxima se alcanza en la superficie
en el estado estacionario, por tanto, hemos de analizar el máximo de la función
(4.26) tomando Y = 0, es decir,

Tcont (X, 0) = T
Z ∆−X
−X

euK0 (|u|) du, (4.32)

Para determinar la ubicación dentro de la superficie donde se alcanza la tem-
peratura máxima, hallemos los puntos Xm en donde la función Tcont (X, 0) tiene
derivada nula (puntos extremos),

dTcont (X, 0)

dX

¯̄̄̄
X=Xm

= T
£
e−XmK0 (|Xm|)− e∆−XmK0 (|∆−Xm|)

¤
= 0.

Por tanto, Xm satisface la ecuación,

g (Xm) = e∆, (4.33)

donde,

g (X) :=
K0 (|X|)

K0 (|∆−X|) . (4.34)

El sentido de alimentación de la pieza cuando vd > 0 es el que indica la figura
1.2, por tanto, en todo lo que sigue consideraremos ∆ > 0. Además, como el
flujo entrante en la pieza es una magnitud positiva, q > 0, resulta que, T > 0;
y como la función K0 es positiva para argumentos positivos [16, Sect. 9.6.], el
integrando de (4.32) es siempre positivo, de tal modo que,

Tcont (X, 0) > 0. (4.35)
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Localización de los extremos Supongamos en primer lugar que Xm > ∆ >
0, por tanto la ecuación (4.33) resulta,

K0 (Xm)

K0 (Xm −∆)
= e∆. (4.36)

Podemos expresar (4.36) de la siguiente manera, h1 (∆) = h1 (0) , donde, h1 (∆) :=
e∆ K0 (Xm −∆) . Como la función K0 es positiva para argumentos positivos
[16, Sect. 9.6.], resulta que ∀Xm > ∆ > 0,

h01 (∆) = e∆ [K1 (Xm −∆) +K0 (Xm −∆)] > 0,

es decir, h1 (∆) > h1 (0) , para Xm > ∆ > 0.Por tanto, concluimos que,

Xm /∈ (∆,∞) . (4.37)

Supongamos ahora que Xm < 0, de este modo la ecuación (4.33) se convierte
en,

K0 (−Xm)

K0 (∆−Xm)
= e∆. (4.38)

Haciendo el cambio Z = −Xm > 0, la ecuación (4.38) es equivalente a, h2 (∆) =
h2 (0) , donde, h2 (∆) := e∆ K0 (∆+ Z) . Debido la la representación integral
[16, Eq. 9.6.24.],

Kν (z) =

Z ∞
0

exp [−z coshα] cosh να dα,

y a que ∀α > 0, coshα > 1, resulta que ∀Z,∆ > 0,

h02 (∆) = e∆ [K0 (∆+ Z)−K1 (∆+ Z)] < 0.

por tanto, h2 (∆) < h2 (0) , para Z,∆ > 0. Es decir, la ecuación (4.38) no se
cumple para Xm < 0,

Xm /∈ (−∞, 0) . (4.39)

Supongamos por último que X ∈ (0,∆), entonces |X| = X y |∆−X| =
∆−X, y por tanto, de acuerdo a (4.34),

g (X) =
K0 (X)

K0 (∆−X)
, X ∈ (0,∆) . (4.40)

Como g (X) es una función continua en X ∈ (0,∆) y,

ĺım
X→0

g (X) = +∞,

ĺım
X→∆

g (X) = 0,

según el teorema de Bolzano,

∃Xm ∈ (0,∆) tal que g (Xm) = e∆. (4.41)
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Unicidad del extremo e identificación como máximo Observemos que
como K0 (x) > 0 es una función positiva y decreciente K0

0 (x) < 0 en x > 0, [16,
Sect. 9.6.] resulta que la función g (X) es monótona decreciente en X ∈ (0,∆) ,

g0 (X) =
K0
0 (X)K0 (∆−X) +K0 (X)K

0
0 (∆−X)

K2
0 (∆−X)

< 0.

por tanto, según (4.41),

∃!Xm ∈ (0,∆) tal que g (Xm) = e∆. (4.42)

Resumiendo, según (4.37, (4.39) y (4.42), la función Tcont (X, 0) presenta un
único extremo en Xm y éste siempre ocurre en el intervalo Xm ∈ (0,∆) . Por
otro lado, a partir de (4.32) podemos observar que,

ĺım
X→±∞

Tcont (X, 0) = ĺım
X→±∞

T
Z ∆−X
−X

euK0 (|u|) du = 0. (4.43)

Como Tcont (X, 0) es una función continua, derivable y positiva (4.35), que satis-
face (4.43), la única posibilidad es que el extremoXm corresponda a un máximo,
no sólo local, sino también global. Por tanto, basta computar una raíz Xm de
la ecuación (4.33) en X ∈ (0,∆) , es decir tomando (4.40), para obtener,

xmáx =
Xm

ζ
.

Una demostración equivalente a la presentada aquí, pero más elaborada, se
puede encontrar en [28].

4.3.4. Tiempo de relajación

Para dar cuenta de lo rápido que se alcanza el estado estacionario, de acuerdo
con (4.18), se estará cerca del mismo, cuando para un cierto tiempo t̄ se cumpla
que,

∂Tcont (t̄, x, y)

∂t
= ≈ 0. (4.44)

Obsérvese que la ecuación (4.44) depende del punto (x, y) de la pieza elegido
para evaluar t̄. Podemos definir entonces el tiempo de relajación t∗, como el
tiempo que satisface la ecuación (4.44) sobre el punto de máxima temperatura.
Este punto estará precisamente en la zona de contacto entre pieza y muela en
la superficie de la pieza, (x, y) = (xmáx, 0) . Por tanto, la ecuación que ha de
satisfacer t∗ es, según (4.19),

∂Tcont (t
∗, xmáx, 0)
∂t

=
q
√
k

2k0

ERF (xmáx, t
∗)√

πt∗
= . (4.45)

Para resolver de manera aproximada la ecuación dada en (4.45), podemos hacer
un desarrollo de Taylor a primer orden de la siguiente función,

g (t, χ) := erf

µ
vd

2
√
k

√
t+

χ

2
√
kt

¶
∼

t→∞ erf
µ

vd

2
√
k

√
t

¶
+

χ√
πkt

exp

µ
−v

2
d t

4k

¶
.
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Por consiguiente,

ERF (x, t) = g (t, x)− g (t, x− δ) ∼
t→∞

δ√
πkt

exp

µ
−v

2
d t

4k

¶
. (4.46)

Sustituyendo (4.46) en (4.45), tenemos la siguiente ecuación aproximada,

qδ

2πk0t∗
exp

µ
−v

2
d t∗

4k

¶
≈ . (4.47)

Para despejar (4.47), planteemos la siguiente ecuación,

β
e−λt

t
= 1.

Operando,
λβ = λt eλt. (4.48)

La función W de Lambert [27] se define como la función inversa de la función
f (w) = wew. Por tanto, podemos despejar de (4.48), obteniendo,

t =
W (λβ)

λ
. (4.49)

Tomando en (4.47),

β =
qδ

2πk0
, λ =

v2d
4k

,

podemos despejar el tiempo de relajación, aplicando (4.49),

t∗ ≈ 4k
v2d

W

µ
qδv2d
8πkk0

¶
. (4.50)

Podemos darnos cuenta que la aproximación obtenida en (4.50) es mucho más
rápida de computar que (4.45), pues es una fórmula directa que no precisa
calcular el punto de máxima temperatura xmáx. En el Apéndice C se detalla
el código en MATHEMATICA para determinar el tiempo de relajación según
(4.45).

4.4. Resultados numéricos
Se han tomado como parámetros de rectificado δ = 2, 663 10−3 m, vd = 0, 53

m/s y q = 5, 89 107W/m2, siendo las propiedades térmicas de la pieza las de
una aleación de titanio VT20 [24]-[25]: k0 = 13W/(mK) y k = 4, 23 10−6 m2/s.
Tomando un parámetro = 10−6 K/s, obtenemos, tanto para la ecuación exacta
(4.45), como para la aproximación obtenida (4.50), los siguientes resultados para
el tiempo de relajación,

t∗ = 8, 3013 10−3 s, t∗ ≈ 1, 6727 10−3 s.
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Nótese que la aproximación obtenida para el tiempo de relajación coincide con
la solución exacta en el orden de magnitud. La temperatura máxima alcanzada
en el rectificado continuo y su localización sobre la superficie de la pieza son,

Tmáx = 742, 23 K, xmáx = 7, 1568 10
−3 δ.

Para la fricción intermitente se han tomado en la funciones dadas en (4.1), (4.3),
(4.4) y (4.7), los siguientes parámetros de entrada en el perfil de la muela den-
tada: χ = 0, 7 δ y χ1 = 0, 5 δ, y una velocidad de la muela sobre la superficie de
la pieza vm = δ/t∗. Según estos datos, el periodo puntual del cuasi-estacionario
es τ = 0, 7 t∗; y el periodo global, τ̄ = 2, 1 t∗.
En la figuras 4.6, 4.7 y 4.8 se muestra la evolución temporal de la temperatura

en la superficie de la pieza para t ∈ (0, t∗), en los casos continuo, intermitente en
fase e intermitente en contraposición, respectivamente. Como se puede apreciar,
la evolución temporal del rectificado en fase y contraposición es muy diferentre
la una de la otra, pero en ambos casos, el perfil del continuo supone una frontera
límite.

Figura 4.6: Evolución temporal de Tcont (t, x, 0) para x ∈ (−δ, δ) y t = t∗m/5,
con m = 1, 2, 3, 4, 5 (rojo, naranja, verde, azul y violeta respectivamente).

En la figura 4.9 se compara la evolución de la temperatura en xmáx tan-
to para el rectificado intermitente (en fase y en contraposición) como para el
continuo. En primer lugar, destaquemos que el tiempo de relajación obtenido
para el continuo es una buena medida del tiempo del transitorio en el rectifi-
cado intermitente. También se puede observar cómo en el rectificado en fase la
temperatura casi se satura con respecto al continuo, lo cual no ocurre en el rec-
tificado en contraposición. La temperatura máxima alcanzada en el rectificado
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Figura 4.7: Evolución temporal de T (t, x, 0) para x ∈ (−δ, δ) y t = t∗m/5, con
m = 1, 2, 3, 4, 5, (rojo, naranja, verde, azul y violeta, respectivamente) en el caso
del rectificado en fase.

Figura 4.8: Evolución temporal de T (t, x, 0) para x ∈ (−δ, δ) y t = t∗m/5, con
m = 1, 2, 3, 4, 5, (rojo, naranja, verde, azul y violeta, respectivamente) en el caso
del rectificado en contraposición.
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Figura 4.9: Evolución temporal de Tcont (t, xmáx, 0) y T (t, xmáx, 0) , para t ∈
(0, 2t∗) .

en fase y contraposición se puede evaluar numéricamente, obteniéndose,

T fasemáx = 741, 41 K T contramáx = 591, 29 K.

En la figura 4.10 se presenta la evolución temporal del estado cuasi-estacionario
en superficie para un periodo de fricción τ̄ . Obsérvese cómo para x < 0, la
temperatura oscila de forma ondulatoria. Esto es debido a que la los pulsos de
flujo de calor que se producen en la zona de fricción se propagan por la superficie
de la pieza a medida que ésta se va rectificado. En la figura 4.11 se presenta la
evolución temporal de la temperatura en xmáx para t ∈ (0, 2τ) . En primer lugar,
se puede comprobar que el estado cuasiestacionario tiene periodo τ tal y como
se comentó en (4.15). Por otro lado, se puede apreciar cómo se alcanza el estado
cuasi-estacionario cuando la temperatura en el continuo se ha saturado. Por
tanto, una buena medida de cuándo se alcanza el cuasi-estacionario es el tiempo
de relajación t∗. En las figuras 4.13 y 4.14 se han representado los campos de
temperaturas en el instante t = t∗, cuando tenemos un rectificado intermitente
en fase y en contraposición respectivamente. Se puede observar que el campo
de temperaturas en fase y contraposición difieren entre sí bastante. A su vez, si
comparamos el caso intermitente con el continuo, figura 4.12, podemos observar
que la intermitencia en la fricción distorsiona el campo de temperaturas de tal
modo que se producen ondas térmicas en el interior de la pieza rectificada. En
el Apéndice C se detallan los códigos en MATHEMATICA de todas las gráficas
que aparecen en esta sección.
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Figura 4.10: Evolución temporal de T∞ (t, x, y) para x ∈ (−δ, δ) y t = mτ̄/5,
con m = 1, 2, 3, 4, 5, (rojo, naranja, verde, azul y violeta, respectivamente).

Figura 4.11: Comparación de la evolución temporal de la temperatura en xmáx
para t ∈ (0, 2τ).
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Figura 4.12: Campo de temperaturas Tcont (t
∗, x, y) para (x, y) ∈ (−δ, δ) ×

(0, δ/10) . Las curvas de nivel ofrecen la temperatura en grados K.
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Figura 4.13: Campo de temperaturas T (t∗, x, y) para (x, y) ∈ (−δ, δ)×(0, δ/10) ,
en el caso de rectificado en fase. Las curvas de nivel ofrecen la temperatura en
grados K.
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Figura 4.14: Campo de temperaturas T (t∗, x, y) para (x, y) ∈ (−δ, δ)×(0, δ/10)
en el caso de rectificado en contraposición. Las curvas de nivel ofrecen la tem-
peratura en grados K.



Capítulo 5

Conclusiones

En la presente memoria tratamos el modelo matemático de transmisión de
calor en el rectificado plano industrial con el modelo SV (Samara-Valencia). Este
modelo ofrece la evolución del campo de temperaturas en la pieza rectificada
para cualquier perfil de fricción y de aplicación de fluido refrigerante, pudiendo
ser ambos perfiles dependientes del tiempo.
Este modelo desarrolla un enfoque del problema fundamentalmente analíti-

co, de tal manera que una razonable simplificación de las hipótesis en las que
se basa este modelo permite reducir notablemente la complejidad de las ecua-
ciones diferenciales que rigen el proceso real. Esta simplificación hace posible
abordar la ecuación diferencial que modeliza el proceso de transmisión de calor
con técnicas matemáticas avanzadas. De este modo, el modelo SV obtiene una
solución al problema en forma de ecuación integral. Dicha ecuación integral se
puede abordar numéricamente de una manera mucho más sencilla que la resolu-
ción numérica directa de la ecuación diferencial. Es más, se ha computado con
éxito para ciertos casos realistas de rectificado con fricción y aplicación de re-
frigerante intermitente [19]. La principal ventaja del modelo SV consiste en que
otorga una solución analítica mucho más general que la ofrecida por el modelo
clásico de Jaeger, pues este último sólo obtiene la solución para el rectificado
seco y fricción continua en el estado estacionario. De hecho, se ha podido com-
probar la compatibilidad entre ambos modelos particularizando el modelo SV
al modelo clásico de Jaeger [10].
A continuación se presentan las principales conclusiones originales de este

trabajo:

1. Se ha resuelto la ecuación integral que plantea el modelo SV para el caso
de rectificado seco. Este resultado se ha denominado teorema T (0). De
este modo, se ha obtenido una solución analítica explícita de la evolución
del campo de temperaturas en la pieza rectificada para cualquier perfil de
fricción entre la pieza y la muela.

2. Se ha demostrado que la solución que ofrece el teorema T (0) es única.
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3. A partir del teorema T (0), se han encontrado dos nuevas relaciones inte-
grales que involucran funciones especiales.

4. Se ha resuelto analíticamente un caso de interés tecnológico: el rectificado
seco intermitente, tanto en fase como en contraposición, ofreciéndose una
expresión del tiempo de relajación del estado cuasi-estacionario.

5. Se ha comprobado numéricamente que la evolución del campo de temper-
aturas para el rectificado intermitente en fase y en contraposición son muy
diferentes.

6. Se ha comprobado numéricamente que el perfil de la temperatura sobre
la superficie en el rectificado continuo es una frontera límite para el rec-
tificado intermitente. También se ha comprobado numéricamente que el
tiempo de relajación para el rectificado continuo es una también una buena
medida para el rectificado intermitente.

7. Para la visualización de los resultados que ilustran la tesis se presentan una
serie de códigos elaborados en MATHEMATICA que permiten evaluar el
campo térmico en distintos casos.

8. Todas estas conclusiones han sido presentadas en los siguientes artículos
de investigación:

P. Castañeda, J. L. G. Santander, “Cálculo de algunas integrales en el
proceso de transferencia de calor en el rectificado de piezas”. Boletín
de la Sociedad Cubana de Matemática y Computación 7 (2009) 51.

J. L. G. Santander, P. Castañeda, Yu. L. Ratis, J.M. Isidro, P. Fer-
nández de Córdoba, “Calculation of some integrals arising in heat
transfer in grinding”, Mathematical Problems in Engineering, doi:
10.1155/2010/535801.

J. L. G. Santander, P. Castañeda Porras, J. M. Isidro, and P. Fer-
nádez de Córdoba, “Calculation of some integrals arising in heat
transfer in geothermics”,Mathematical Problems in Engineering, doi:
10.1155/2010/784794.



Apéndice A

Integrales del rectificado
seco

En este Apéndice se recogen los resultados aparecidos en [29].

A.1. Introducción

En la resolución de la ecuación que modela la transferencia de calor durante
el proceso de rectificado [18], aparecen integrales [28] de la siguiente forma:

I1 (a, b, c) :=

Z ∞
0

∙
erf
³a
σ
+ bσ

´
− erf

µ
a− c

σ
+ bσ

¶¸
dσ, (A.1)

e

I2 (x, y) :=
|y|
π

Z ∞
−∞

K0 (|x− ξ|)
K1

³p
y2 + ξ2

´
p
y2 + ξ2

dξ, (A.2)

las cuales no han sido recogidas en la bibliografía [20]. Las integrales (A.1)
y (A.2) se utilizan para la evaluación de la temperatura en la superficie y el
interior de la pieza respectivamente. Aunque (A.1) y (A.2) pueden ser calculadas
usando la unicidad de la solución de la ecuación de Laplace, como en [28], este
método precisa de un enfoque del problema más amplio y complejo, por lo
que su derivación resulta muy laboriosa. Por el contrario, el presente trabajo
ofrece una forma directa de resolución basado en métodos elementales de cálculo
integral y el uso de la variable compleja. Por otro lado, el cálculo de estas
integrales impropias, las cuales muestran una depedencia de los parámetros
a, b, y c para I1 y en x e y para I2 es costoso desde el punto de vista de
su evaluación numérica, con el objetivo de obtener el campo de temperaturas,
tanto en superficie como en profundidad. Por tanto, el propósito principal de
este trabajo es la resolución analítica de (A.1) y (A.2), de tal modo que la
evaluación del campo de temperaturas pueden hacerse más rapidamente.

51



52 APÉNDICE A. INTEGRALES DEL RECTIFICADO SECO

A.2. Primera integral

Para calcular la integral (A.1) partiremos de la integral doble dada en (A.3) y
procederemos a resolverla de dos maneras diferentes. Comparando los resultados
obtenidos, obtendremos la resolución de (A.1). Definamos,

I :=

Z ∞
0

(Z c

0

exp

Ã
−(x− a− 4bs)2

4s

!
dx

)
ds

s
, (A.3)

donde a, b y c son parámetros de la integral.

A.2.1. Primer cálculo

Aplicando el teorema de Fubini a (A.3), podemos cambiar el orden de la
integral, obteniendo,

I =

Z c

0

(Z ∞
0

exp

Ã
−(x− a− 4bs)2

4s

!
ds

s

)
dx. (A.4)

Definiendo la integral interna de (A.4) como Î

Î :=

Z ∞
0

exp

Ã
−(x− a− 4bs)2

4s

!
ds

s
(A.5)

y desarrollando el exponente de la función exponencial dentro de (A.4) como,

−(x− a− 4bs)2

4s
= −(x− a)2

4s
− 4b2s+ 2b (x− a) . (A.6)

resulta que,

Î = e2b(x−a)
Z ∞
0

exp

Ã
−(x− a)

2

4s
− 4b2s

!
ds

s
. (A.7)

Realicemos ahora el cambio de variable σ = 4b2s en (A.7) y definamos la variable
z como,

z := |2b (x− a)| , (A.8)

de tal manera que (A.7) se convierte en,

Î = e2b(x−a)
Z ∞
0

exp

µ
− z2

4σ
− σ

¶
dσ

σ
. (A.9)

Conociendo la representación integral de la función de Bessel modificada de
orden cero [12, § 5.10.25],

K0 (z) =
1

2

Z ∞
0

exp

µ
−σ − z2

4σ

¶
σ−1dσ. (A.10)
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y sustituyendo (A.10) en (A.9), obtenemos,

Î = 2e2b(x−a)K0 (z) . (A.11)

Recordando la definición de z dada en (A.8) y sustituyendo (A.11) en (A.4),
encontramos la siguiente expresión para I,

I = 2

Z c

0

e2b(x−a)K0 (|2b (x− a)|) dx. (A.12)

Ahora, llevando a cabo en (A.12) el cambio de variable u = 2b (x− a) , se
obtiene,

I =
1

b

Z 2b(c−a)

−2ba
eu K0 (|u|) du. (A.13)

En la sección A.4 se muestra que la función definida como,

Jg (x) :=

Z x

0

eu K0 (|u|) du (A.14)

da como resultado,

Jg (x) =

½
xex [K0 (|x|) + sign (x)K1 (|x|)]− 1 ∀x 6= 0.

0 ∀x = 0. (A.15)

Por tanto, según (A.15), la ecuación (A.13) puede escribirse como,

I =
1

b
{Jg (2b (c− a))− Jg (−2ba)} . (A.16)

A.2.2. Segundo cálculo

Consideremos ahora la integral interna en (A.3),

Ī :=

Z c

0

exp

Ã
−(x− a− 4bs)2

4s

!
dx. (A.17)

Realizando el siguiente cambio de variable en (A.17) u = x−a−4bs
2
√
s

, se obtiene,

Ī = 2
√
s

Z c−a−4bs
2
√
s

− a+4bs
2
√
s

e−u
2

du. (A.18)

Es posible reescribir (A.18) en términos de la función error como sigue,

Ī =
√
πs

∙
erf

µ
c− a− 4bs
2
√
s

¶
+ erf

µ
a+ 4bs

2
√
s

¶¸
. (A.19)

De este modo, sustituyendo (A.19) in (A.3), se obtiene,

I =
√
π

Z ∞
0

1√
s

∙
erf

µ
a

2
√
s
+ 2b
√
s

¶
− erf

µ
a− c

2
√
s
+ 2b
√
s

¶¸
ds. (A.20)
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Si ahora realizamos el cambio de variable σ = 2
√
s en (A.20), entonces la

ecuación (A.20) se convierte en,

I =
√
π

Z ∞
0

∙
erf
³a
σ
+ bσ

´
− erf

µ
a− c

σ
+ bσ

¶¸
dσ. (A.21)

A.2.3. Comparación

Comparando las ecuaciones (A.16) y (A.21) y recordando la definición dada
en (A.1), finalmente se obtiene,

I1 (a, b, c) =
1

b
√
π
{Jg (2b (c− a))− Jg (−2ba)} , (A.22)

donde la función de Jg (x) viene dada por (A.15).

A.3. Segunda Integral
Para calcular la segunda integral definida en (A.2), hagamos la traslación de

coordenadas, ξ0 = x− ξ, de tal manera que,

I2 (x, y) =
|y|
π

Z ∞
−∞

K0

¡¯̄
ξ0
¯̄¢ K1

µq
y2 +

¡
ξ0 + x

¢2¶
q
y2 +

¡
ξ0 + x

¢2 dξ0. (A.23)

Definamos la integral compleja C, como se presenta en la figura A.1.

IC (x, y) :=
|y|
π

Z
C

K0

¡¯̄
ξ0
¯̄¢ K1

µq
y2 +

¡
ξ0 + x

¢2¶
q
y2 +

¡
ξ0 + x

¢2 dξ0. (A.24)

Obsérvese que la integral compleja dada en (A.24) se puede desglosar de la
siguiente manera,

IC (x, y) = I−R (x, y) + I+R (x, y) + ICR (x, y) + IC (x, y) , (A.25)

donde hemos definido,

I±R (x, y) := ∓
|y|
π

Z ±

±R
K0

¡¯̄
ξ0
¯̄¢ K1

µq
y2 +

¡
ξ0 + x

¢2¶
q
y2 +

¡
ξ0 + x

¢2 dξ0, (A.26)

y

ICR, (x, y) :=
|y|
π

Z
CR,

K0

¡¯̄
ξ0
¯̄¢ K1

µq
y2 +

¡
ξ0 + x

¢2¶
q
y2 +

¡
ξ0 + x

¢2 dξ0, (A.27)
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Figura A.1: Caminos de integración.

siendo CR y C las semi-circunferencias que aparecen en la figura A.1. Tomando
valores absolutos en (A.27) y realizando los cambios de variable ξ0 = Reiθ y
ξ0 = eiθ a lo largo de ICR y IC respectivamente, se obtiene,

|ICR (x, y)| =

¯̄̄̄
¯̄̄̄y R
π

K0 (R)

Z π

0

K1

µq
y2 + (Reiθ + x)

2

¶
q
y2 + (Reiθ + x)

2
dθ

¯̄̄̄
¯̄̄̄ , (A.28)

y

|IC (x, y)| =

¯̄̄̄
¯̄̄̄y
π
K0 ( )

Z π

0

K1

µq
y2 + ( eiθ + x)

2
¶

q
y2 + ( eiθ + x)

2
dθ

¯̄̄̄
¯̄̄̄ . (A.29)

Efectuando el siguiente limite en (A.28),

ĺım
R→∞

|ICR (x, y)| = ĺım
R→∞

¯̄̄̄
yR

π
K0 (R)

Z π

0

K1 (R)

R
dθ

¯̄̄̄
= ĺım

R→∞
|yK0 (R)K1 (R)| = 0. (A.30)

Tomando en cuenta la fórmula asintótica [12, § 5.7.12],

K0 (z) ∼
z→0+

log

µ
2

z

¶
,
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se pueden calcular los siguientes limites en (A.29),

ĺım
→0+

|IC (x, y)| = ĺım
→0+

¯̄̄̄
¯̄yπ K0 ( )

Z π

0

K1

³p
y2 + x2

´
p
y2 + x2

dθ

¯̄̄̄
¯̄ (A.31)

=

¯̄̄̄
¯̄y K1

³p
y2 + x2

´
p
y2 + x2

¯̄̄̄
¯̄ ¯̄̄̄ ĺım→0+ log

µ
2
¶¯̄̄̄
= 0.

Obsérvese que según (A.26) y (A.31), el siguiente límite se satisface,

ĺım
R→∞, →0+

I−R (x, y) + I+R (x, y) = I2 (x, y) . (A.32)

Entonces tomando los limites en (A.25) y aplicando los resultados (A.32) y
(A.30), se concluye que,

ĺım
R→∞, →0+

IC (x, y) = I2 (x, y) . (A.33)

Debido a que el integrando en (A.24) contiene una única singularidad dentro
del contorno C en el punto,

ξ0 = −x+ i |y| , (A.34)

podemos aplicar el teorema de los residuos [23], de tal modo que podemos reducir
el contorno de C a un contorno C0 alrededor de la vecindad del punto ξ0, como
se muestra en la figura A.1. Entonces, según (A.33),

IC0 (x, y) = ĺım
R→∞, →0+

IC (x, y) = I2 (x, y) , (A.35)

donde,

IC0 (x, y) :=
|y|
π

Z
C0

K0

¡¯̄
ξ0
¯̄¢ K1

µq
y2 +

¡
ξ0 + x

¢2¶
q
y2 +

¡
ξ0 + x

¢2 dξ0. (A.36)

Tomando el contorno circular C0 alrededor ξ0, se puede realizar en (A.36) el
cambio de variable ξ0 = ξ0 + η eiθ,

IC0 (x, y) = iη
|y|
π

Z 2π

0

K0

¡¯̄
ξ0 + η eiθ

¯̄¢
(A.37)

×
K1

µq
y2 + (ξ0 + η eiθ + x)

2
¶

q
y2 + (ξ0 + η eiθ + x)

2
eiθdθ.

Tomando ahora en cuenta la fórmula aintótica [12, § 5.7.12],

K1 (z) ∼
z→0+

1

z
, (A.38)
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se puede calcular el siguiente limite en (A.37),

IC0 (x, y) = ĺım
η→0+

IC0 (x, y) (A.39)

= i
|y|
π
K0 (|ξ0|) ĺım

η→0+
η

Z 2π

0

eiθdθ

y2 + (ξ0 + η eiθ + x)
2 .

Sustituyendo el valor de ξ0 (A.34) en (A.39) y simplificando,

IC0 (x, y) = i
|y|
π
K0 (|ξ0|) ĺım

η→0+

Z 2π

0

dθ

η eiθ + 2i |y| (A.40)

= K0 (|ξ0|) = K0

³p
x2 + y2

´
.

Finalmente, de (A.35) y (A.40), se concluye que,

I2 (x, y) = K0

³p
x2 + y2

´
.

A.4. La función de Jg (x)
Para resolver la integral (A.13), nos podemos basar en el siguiente resultado,

conocido como la integral de King [17],Z x

0

e±u K0 (u) du = xe±x [K0 (x)±K1 (x)]∓ 1. (A.41)

Definamos la función Jg (x) como,

Jg (x) :=

Z x

0

eu K0 (|u|) du. (A.42)

Para resolver (A.42), podemos distinguir tres casos diferentes, x > 0, x < 0 y
x = 0.

A.4.1. Jg (x) para x > 0.

Haciendo uso de la integral de King (A.41) se obtiene,

Jg (x) =

Z x

0

eu K0 (u) du (A.43)

= xex [K0 (x) +K1 (x)]− 1.

A.4.2. Jg (x) para x < 0

Si se realiza en (A.42) el cambio de variable u = −u0, se obtiene,

Jg (x) =

Z x

0

eu K0 (−u) du (A.44)

= −
Z −x
0

e−u
0
K0 (u

0) du0.
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Aplicando ahora en (A.44) el resultado dado por la integral de King (A.41),

Jg (x) = xex [K0 (−x)−K1 (−x)]− 1. (A.45)

A.4.3. Jg (x) para x = 0

Se puede reescribir (A.43) y (A.45) como una expresión única para x 6= 0

Jg (x) = xex [K0 (|x|) + sign (x)K1 (|x|)]− 1, (A.46)

donde,

sign (x) =
|x|
x
, x 6= 0. (A.47)

Para evaluar Jg (x) en x = 0, podemos resolver el siguiente límite,

Jg (0) = ĺım
x→0

xex [K0 (|x|) + sign (x)K1 (|x|)]− 1. (A.48)

Aplicando ahora la representación asintótica de K0 y K1, [12, § 5.7.12],

K0 (z) ∼
z→0+

log

µ
2

z

¶
, K1 (z) ∼

z→0+
1

z
, (A.49)

y tomando en cuenta (A.47), podemos evaluar (A.48),

Jg (0) = ĺım
x→0

xex
∙
log

µ
2

|x|

¶
+
|x|
x

1

|x|

¸
− 1 (A.50)

= − ĺım
x→0

x log

µ
|x|
2

¶
= 0.

Finalmente, según (A.46) y (A.50), se puede expresar Jg (x) de la siguiente
manera,

Jg (x) =

½
xex [K0 (|x|) + sign (x)K1 (|x|)]− 1 ∀x 6= 0.

0 ∀x = 0. (A.51)
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Integral Auxiliar

Queremos calcular,

I =

Z ∞
0

cosh (αx)K0 (βx) dx. (B.1)

Para ello, desglosemos la integral (B.1) en dos partes,

I =
1

2

Z ∞
0

eαxK0 (βx) dx+
1

2

Z ∞
0

e−αxK0 (βx) dx. (B.2)

Evaluemos, por tanto,

I±α :=
Z ∞
0

e±αxK0 (βx) dx. (B.3)

Introduciendo la representación integral de la función de Macdonald de orden
cero [12, § 5.10.23],

K0 (x) =

Z ∞
0

exp (−x cosh t) dt (B.4)

en (B.4), e intercambiando el orden de integración resulta,

I±α :=
Z ∞
0

dt

Z ∞
0

dx exp [− (∓α+ β cosh t)]x

= −
Z ∞
0

dt

∙
exp [− (∓α+ β cosh t)]x

∓α+ β cosh t

¸∞
0

.

Observemos que si β > |α| tenemos que,

I±α :=
Z ∞
0

dt

∓α+ β cosh t
. (B.5)
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Para llevar a cabo (B.5), hagamos el cambio, z = tanh t/2, de tal manera que,Z
dt

α+ β cosh t
=

2

α+ β

Z
dz

1 + β−α
β+αz

2

=
2p

β2 − α2
tan−1

Ãs
β − α

β + α
z

!

=
2p

β2 − α2
tan−1

Ãs
β − α

β + α
tanh

t

2

!
. (B.6)

Aplicando (B.6) a (B.5 ), tenemos que,

I±α =
2p

β2 − α2
tan−1

Ãs
β ± α

β ∓ α

!

=
2p

β2 − α2
cos−1

µ
∓α
β

¶
, (B.7)

debido a que se cumple la identidad, 2 tan−1 x = cos−1
³
1−x2
1+x2

´
. Como también

se cumple que sin−1(−x) = π− cos−1 x, podemos expresar (B.7) de la siguiente
manera,

Iα =
π − cos−1

³
α
β

´
p
β2 − α2

(B.8)

I−α =
cos−1

³
α
β

´
p
β2 − α2

. (B.9)

Sustituyendo (B.8) y (B.9) en (B.2), resulta finalmente,Z ∞
0

cosh (αx)K0 (βx) dx =
π

2
p
β2 − α2

β > |α| . (B.10)
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C.1. Funciones a representar

C.1.1. Parámetros
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C.1.2. Funciones auxiliares
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C.1.3. Funciones de la temperatura
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C.1.4. Temperatura máxima y tiempo de relajación
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C.2. Representaciones gráficas

C.2.1. Evolución de la temperatura en superficie del rec-
tificado continuo
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C.2.2. Evolución de la temperatura en superficie del rec-
tificado intermitente



C.2. REPRESENTACIONES GRÁFICAS 67

C.2.3. Evolución de la temperatura en superficie de estado
cuasi-estacionario
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C.2.4. Campo de temperaturas en el rectificado continuo
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C.2.5. Campo de temperaturas en el rectificado intermi-
tente
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