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Prefacio

Esta tesis doctoral constituye el primer trabajo de investigacién desarrollado
por un profesor de la Universidad de Pinar del Rio (Cuba) en la Universidad
Catoélica de Valencia, dentro del marco de colaboraciéon que el Grupo de Mod-
elizacién Interdisciplinar, InterTech (www.intertech.upv.es) mantiene desde hace
mds de quince anos con la institucién cubana.

Este trabajo constituye una continuacién de la tesis doctoral Modelizacion
Matemdatica de la Trasmision de Calor en el Proceso de Rectificado Industri-
al Plano defendida por el Dr. Juan Luis Gonzélez-Santander Martinez en la
Universidad Politécnica de Valencia en mayo de 2009.

Las contribuciones originales del presente trabajo de investigacién se recogen
en los siguientes trabajos:

s P. Castaneda, J.L.G. Santander, “Célculo de algunas integrales en el pro-
ceso de transferencia de calor en el rectificado de piezas”. Boletin de la
Sociedad Cubana de Matemdtica y Computacion 7 (2009) 51.

s J. L. G. Santander, P. Castaneda, Yu. L. Ratis, J.M. Isidro, P. Ferndndez
de Cérdoba, “Calculation of some integrals arising in heat transfer in
grinding”, Math. Problems in Engineering, doi: 10.1155/2010/535801.

= J. L. G. Santander, P. Castaneda Porras, J. M. Isidro, and P. Fernddez
de Cordoba, “Calculation of some integrals arising in heat transfer in
geothermics”, Math. Problems in Engineering, doi: 10.1155/2010,/784794.
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Introduccion

0.1. El proceso de rectificado

El proceso de rectificado industrial es un tipo de mecanizado de piezas que
consiste en la eliminacién del material superficial de la misma por un método
abrasivo. Esta abrasién se produce por medio de una muela, a la que se ad-
hiere en su superficie una arenilla abrasiva, que gira a gran velocidad sobre la
superficie de la pieza. Los granos abrasivos actian como elementos de corte in-
dividuales, quitando pequenas limaduras de la pieza. Estos elementos abrasivos
suelen consistir en granos de diamante, 6xido de aluminio o carburo de silicio,
que permanecen sujetos a la muela con algun aglutinante resinoso o vitreo [1].

Los procesos de rectificado se usan fundamentalmente cuando se precisan
tolerancias muy pequeiias en el acabado de las piezas y/o un buen pulido super-
ficial de las mismas. Estos procesos de rectificado estdn ampliamente extendidos
en la industria, como por ejemplo la del automovil o la aviacién, y cualquier
pequena mejora en los mismos puede contribuir a un ahorro econémico bastante
significativo.

Durante el proceso de rectificado, la mayor parte de la energia se convierte
en calor, el cual se acumula en la zona de contacto entre la pieza y la muela.
Las altas temperaturas alcanzadas pueden aumentar la tolerancia del acabado
y reducir la calidad de la pieza, esto tltimo debido a las tensiones residuales
generadas en la misma. El danado térmico de la pieza ocurre cuando las tem-
peraturas generadas en el rectificado superan la tempertatura de cambio de
fase en la estructura metélica de la pieza [2], [3], [4]. Para reducir estos efec-
tos adversos, se suele inyectar un liquido refrigerante sobre la zona de contacto
entre la pieza y la muela. De este modo, se disminuye la generacién de energia
por friccién y al mismo tiempo se refrigera la zona por conveccién. Ademas, el
liquido refrigerante ayuda a quitar de la zona de contacto el material extraido
de la pieza. La gran desventaja de estos liquidos refrigerantes es que son alta-
mente contaminantes, por lo que la optimizacién en su uso tiene un gran valor
medioambiental. En la figura 1 se pueden observar los diferentes componentes
de un dispositivo real de rectificado plano.

Aunque se han llevado a cabo estudios del campo de temperaturas por méto-
dos computacionales directos [5], [6], es de un gran interés abordar el problema
del danado térmico con métodos analiticos [7] por dos motivos. En primer lu-
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Figura 1: Dispositivo de rectificado plano.

gar, se pueden obtener expresiones explicitas de la dependencia de la solucién
con respecto a los pardmetros del rectificado; y en segundo lugar, la rapidez de
la presentacién de resultados permite monitorizar de una manera préctica el
proceso de fabricacién industrial.

Resumiendo, podemos afirmar que tiene un gran interés industrial y medioam-
biental la elaboracién y resolucién de modelos matematicos analiticos de gen-
eracién y conduccién del calor en el proceso de rectificado, tanto en el caso en
que apliquemos refrigerante como en el seco. De este modo se podrén minimizar,
por un lado, los efectos térmicos adversos sobre la pieza y el consumo de refrig-
erante; y por otro lado, se podrdn implementar estos modelos para monitorizar
en tiempo real la calidad de las piezas fabricadas.

0.2. Estructura y contenido

La presente memoria para optar al grado de doctor se encuadra en la linea de
investigacién de modelos matematicos térmicos del grupo de modelizacién inter-
disciplinar InterTech [8], [9] (www.intertech.upv.es). En concreto, este trabajo
presenta un modelo matemaético para la transmision de calor en el rectificado in-
dustrial plano [10], [11], haciendo un extenso uso de ciertas funciones especiales
de la Fisica-Matemadtica [12].

Se comenzard con un capitulo dedicado a deducir desde primeros principios
la ecuacién del calor con conveccién y su equivalencia con la ecuacién del calor
cldsica bajo una traslacién de coordenadas [13]. Se verd también cémo se aplica
esta ecuacion del calor con conveccién a la modelizacién de la transmisién de
calor en el rectificado plano. En el segundo capitulo se presentard el modelo SV
(Samara-Valencia) [18], que aborda el problema de la transmisiéon de calor en
el rectificado industrial de piezas metdlicas. Este modelo ha sido obtenido en el
grupo de investigacién InterTech, en colaboracién con la Universidad Aeroespa-
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cial de Samara (Rusia). El modelo SV es bidimensional y consiste en la resolu-
cién de la ecuacién del calor con conveccién con unas condiciones de contorno
variables en el tiempo y en el espacio. Esta flexibilidad en las condiciones de
contorno hard que el modelo SV sea més general que el modelo cldsico de Jaeger
[14], [15] v que se pueda modelizar el rectificado con aplicacién de fluido refrig-
erante y muelas que produzcan en la pieza una friccién intermitente. Ademds,
permite obtener el campo de temperaturas no sélo en el estado estacionario,
sino también en el transitorio. En el capitulo siguiente se resolverd la ecuacién
integral que plantea el modelo SV para el caso de rectificado seco; resultado que
hemos denominado teorema T(?). De este modo, se ofrecers una solucién analiti-
ca explicita del campo de temperaturas en la pieza rectificada para cualquier
perfil de friccién entre la pieza y la muela. Como consecuencia del teorema T(°)
se obtienen una serie de nuevas relaciones matemaéticas que resuelven integrales
de funciones especiales [29], [30]. En el ttimo capitulo, se aplicard el teorema
T©) a un caso de interés industrial: el rectificado seco intermitente [31]. Para
la visualizaciéon de los resultados que ilustran la tesis se utilizardn unos pro-
gramas elaborados en MATHEMATICA que se detallarén al final a modo de
apéndice, junto a otro apéndice dedicado al cdlculo de algunas integrales ttiles
en el modelado del proceso de transferencia de calor en el rectificado de piezas.
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Capitulo 1

La ecuacion del calor

En este capitulo vamos a deducir la ecuacién del calor con conveccién, a par-
tir del principio de conservacién de la energia, y su equivalencia con la ecuacién
del calor cldsica para una fuente mévil [13]. Por un lado, comprobaremos que
la ecuacién del calor con conveccién es lineal. Por otro, deduciremos las condi-
ciones de frontera que tenemos para el caso del rectificado plano. La ecuacion del
calor convectiva y las condiciones de contorno del rectificado plano constituirdn
el punto de partida del modelo SV, el cual veremos en el capitulo 2.

1.1. La energia calorifica

La energia calorifica de un cuerpo extenso en una regién del espacio R viene

dada por la expresion,
E = /// epT dV, (1.1)
R

donde ¢ representa el calor especifico del cuerpo, (es decir, la energia térmica
necesaria para elevar un grado de temperatura la unidad de masa), siendo sus
unidades en el SI, [¢] = J/kg K. La densidad del cuerpo viene dada por p y
sus unidades en el SI son [p] = kg/m?>. La variacién de la energfa calorffica serd

entonces,
%/R//cpTdV:—a/R/gz-dé’—i— /R/ Qdv, (1.2)

Variacién energfa Flujo saliente Calor generado en R

donde E) es el vector flujo de energia calorifica por unidad de drea y de tiempo,
cuyas unidades en el SI son, [¢] = J/m?s. La energfa calorifica generada dentro
de la regién R por unidad de tiempo es @, y sus unidades en el SI son, [Q] =
J/m3s. Por el teorema de Gauss de la divergencia sabemos que,

//adg:///?-a;dv. (1.3)
OR R

1



2 CAPITULO 1. LA ECUACION DEL CALOR

Sustituyendo esta expresién en (1.2) y suponiendo que ¢ y p no varfan en el

tiempo, llegamos a,
T -
/// <cpa—+?-¢Q)dV_o.
ot
R

Como esta expresion se ha de cumplir para toda regién R, el integrando deberd

ser nulo,
T =
cp%—t+v$f@:0. (1.4)

1.2. El flujo

Un cuerpo puede emitir calor por radiacién, conveccién y difusion. Si la en-
ergia calorifica radiada es despreciable frente a la energia transmitida por con-
veccién y difusion, tendremos dos términos en el flujo. Segin la ley de Fourier
[15], el término difusivo es proporcional al gradiente de la temperatura, donde
la constante de proporcionalidad debe ser negativa, pues el calor tiende a di-
fundirse hacia donde la temperatura es minima. El término convectivo es debido
al transporte de materia con energia calorifica, moviéndose a una velocidad vy.
Como cpT es la energia calorifica por unidad de volumen, cpT ¥, tendrd di-
mensiones de flujo, por tanto el flujo es,

é= —koVT + cpT Vg, (1.5)

donde kjq es la conductividad térmica y sus unidadesen el SI son, [kg] = J/m K.
Sustituyendo la expresién para el flujo dada en (1.5) en la expresion (1.4), obten-
emos,

oT
cpg + ? . (—koﬁ)’ ~+ cpT ﬁd) = Q.

Suponiendo que kg es constante,
oT — = 9
cp E—l—vd-VT—l—Tde — koVT = Q.

Normalmente, el campo de velocidades es un campo vectorial sin fuentes, por
lo que su divergencia es nula,
V -9y =0. (1.6)

Definiendo la difusividad térmica como,

=

k: (1.7)

tenemos la siguiente expresién para la ecuacién del calor,

T —
a——kVQT—HTd-VT:Q.
ot cp
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Considerando que no se genera calor dentro del cuerpo, Q = 0, tenemos final-
mente la expresion de la ecuacién del calor con conveccion,

T
aa_t =k V2T — 4, - VT. (1.8)

Cuando no hay transporte de materia, ¥ = 0, el término convectivo desaparece,
obteniéndose la expresion cldsica de la ecuacién del calor,

T
%—t =k V°T. (1.9)

Cuando la solucién buscada T' no depende del tiempo,

oT
- =0 (1.10)

estamos en el estado estacionario, y la ecuacién que se ha de satisfacer es la
ecuacion de Laplace,

VT = 0. (1.11)

1.3. Ecuacion del calor con fuente mévil

En esta seccién vamos a estudiar la equivalencia de la ecuacién del calor
convectiva (1.8) con la ecuacién del calor cldsica (1.9) para una fuente mévil.
Segtin la figura 1.1 tenemos dos sistemas de referencia: uno fijo (x,y,2) y uno
moévil (2/,y',2") que se desplaza paralelamente al fijo a una velocidad ¥y =
vy (cosa, cos 3, cosy). La relacién entre ambos sistemas de coordenadas es,

Figura 1.1: Sistemas de referencia fijo y mévil.
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¥ = x—vstcosa (1.12)
Y = y—wvystcosf

2 = z—wvstcosy

t/ t.

Supongamos que tenemos una solucién T (z,y,z,t) de la ecuacién del calor
(1.9) en el sistema fijo para una fuente que se estd moviendo solidariamente
con el sistema movil. Podemos saber cudl serd la ecuacién diferencial que debe
satisfacer la solucién en el sistema movil, aplicando la regla de la cadena al
cambio de coordenadas dado en (1.12),

oT == oT
- _V'T. - 1.1
o Vv vf + o ( 3)

Es facil ver que en ambos sistemas de coordenadas el laplaciano es el mismo,
V2T = V™T. (1.14)

Por tanto, sustituyendo (1.13) y (1.14) en (1.9), comprobamos que en el nuevo
sistema de coordenadas (z’,y’, z’), se satisface la ecuacién del calor convectiva

(1.8),
oT 2 . 4
o =k VT 49 -V'T,
donde,
Ug = —Uf. (1.15)

Este resultado es légico, pues considerar que la fuente se mueve en una de-
terminada direccién y sentido (sistema de referencia (x,y, 2)) es equivalente a
considerar que la fuente estd parada y existe un transporte de materia en sentido
contrario al movimiento de la fuente (sistema de referencia (z/,y’, z’)).

1.4. Condiciones de contorno

1.4.1. Condicién inicial

La temperatura inicial vendra dada por una funcién escalar,

T (7,0) = (7).

En muchas ocasiones, inicialmente la temperatura es la temperatura ambiente
T07

1.4.2. Condiciones en la frontera

Para imponer las condiciones de frontera podemos utilizar la ley de enfri-
amiento de Newton, validada experimentalmente para una gran variedad de
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casos [21]. Segun esta ley, la energia calorifica que fluye hacia el exterior del
cuerpo considerado, por unidad de tiempo y de superficie, es proporcional a la
diferencia de temperatura entre la superficie y la temperatura ambiente exterior
To. .

¢out M= h[T (ta 7_"3) _TO} ) (116)

donde 77 es un vector unitario normal sobre la superficie S = R hacia el exterior
del cuerpo (véase figura 1.2), 75 es el vector de posicién de un punto de la
superficie S y h es el coeficiente de transmisién de calor, que tiene como unidades
en el SI, [h] = J/m?s K. Si en la frontera también se genera calor, tenemos un
flujo debido al calentamiento,

-

Din 70 = Q (L, 75). (1.17)

El flujo total serd la suma de (1.17) y (1.16),
Q_g = (¢zn + ¢out> n=h [T (ta FS) - TO] + Q (tv FS) : (118)

Sustituyendo en (1.18) la expresién que teniamos para el flujo (1.5), tenemos
finalmente,

1.5. Aplicacion al rectificado plano

1.5.1. Ecuacioén del calor

En la figura 1.2 podemos observar el sistema de rectificado plano en el que
tenemos una muela giratoria que va puliendo la superficie S de una pieza R.
Dentro de la pieza no hay ninguna fuente de calor, por lo que @ = 0. La ve-
locidad a la que se mueve la pieza con respecto a la muela es Uy = vy ;, con vy
constante, por tanto se cumple la condicién dada en (1.6), V- @, = 0. Suponien-
do que la conductividad térmica kg, el calor especifico ¢, y la densidad p de la
pieza son constantes, podemos aplicar la ecuacién del calor deducida anterior-
mente en (1.8). Pongamos el operador laplaciano en coordenadas cartesianas
bidimensionales,

V2T: a:rxT (t,x,y) +8ny (t,z,y) ’ (120)
y evaluemos el término convectivo ¥y - ﬁ)’,
L o - - -
Uq - VT = Vg [a:FT (tv xz, y) 1+ ayT (t7 €T, y) .]:I = Ud a:rT (tv x, y) . (121)

Sustituyamos ahora (1.20) y (1.21) en (1.8) para obtener la ecuacién del
calor para el rectificado,

0T (t,x,y) =k [02.T (t,,y) + Oy T (t,z,y)] —vg 0T (t,2,y) . (1.22)
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mela

pieza

Figura 1.2: Sistema de rectificado plano.

1.5.2. Condiciones iniciales y de contorno

Inicialmente, todo el sistema estd a la temperatura ambiente, por lo que
podemos imponer la siguiente condicién incial,

T(0,z,y) = Tp. (1.23)

Segun el sistema de referencia que hemos escogido (véase figura 1.2), el vector
de posicién de la superficie S viene dado por 75 = (z,0). Por tanto, la condicién
sobre la frontera, expresada en (1.19), queda de la siguiente manera,

[—koﬁ(t7x, 0) + cpT (t,z,0) ?d} i = h[T(tz,0)—Ty (1.24)
+Q (t,z,0).
Segun la figura 1.2, 75 = va i y = —f, por tanto, ¥y - 7 = 0. De este modo, la

condicién de contorno (1.24) se convierte en,
ko0yT (t,z,0) = h[T (t,2,0) — Ty] + Q (t,z,0). (1.25)

En nuestro caso, vamos a considerar que el coeficiente de transmisién de calor
h depende del espacio y del tiempo,

h=b(tz). (1.26)
Al calor generado por friccién sobre la superficie lo llamaremos,

d(t,z) =Q(t,z,0). (1.27)
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Por tanto, segin (1.26) y (1.27), (1.25) nos queda,
ko0, T (t,x,0) =b(t,x) [T (¢t,z,0) — To] +d (¢, ). (1.28)

En la modelizacién del rectificado plano, b(t,z) y d(t,z) van a representar
respectivamente la actuacion del refrigerante y la friccién de la muela sobre la
superficie de la pieza.



CAPITULO 1. LA ECUACION DEL CALOR



Capitulo 2

El modelo SV

En este capitulo vamos a describir un modelo de rectificado plano que admite
friccién intermitente y aplicacion de fluido refrigerante [18]. Partiremos de la
ecuacién del calor bidimensional con conveccién con las condiciones de contorno
deducidas en la seccién 1.5. Utilizaremos ampliamente las propiedades de la
transformada de Laplace y Fourier, para llegar a una ecuacién integral para
la evolucién del campo de temperaturas en la pieza. El modelo SV, por tanto,
conlleva una notable mejora del modelo cldsico de Jaeger [14], pues en este
iltimo sélo se obtiene el campo de temperaturas en el estado estacionario para
el rectificado seco con friccién continua.

2.1. Planteamiento

Enlafigura 1.2 podemos observar cudl es el sistema de rectificado que adopta
este modelo. Segun la ecuacién del calor que dedujimos para el rectificado (1.22),
la ecuacién que hemos de resolver es,

OT (tw,y) =k [00aT (L) + 0y T (12, 9)| =0T (t2,y),  (21)
con la condicién inicial (1.23),
T(0,z,y) = To, (2.2)
y la condicién de contorno (1.28),
ko0, T (t,,0) = b (t,2) [T (t,2,0) — To| +d (t.2). (2.3)

Haciendo el cambio, B
T=T-"1T, (2.4)

el problema (2.1)-(2.3) se convierte en,

T (8,2, y) = k (02T (t,2,y) + Oyy T (,2,9)] — va0:T (G, 2,y),  (2.5)

9
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con la condicién inicial,
T(0,2,y) =0, (2.6)

y la condicién de contorno,
kodyT (t,2,0) =b(t,z)T (t,2,0) + d(t z), (2.7)

donde, —co < x < o0 yt,y>0.

2.2. Ecuacién integral

Para obtener la solucién de (2.5)-(2.7), en forma de ecuacién integral, el pro-
cedimiento que vamos a seguir va a consistir en realizar una serie de trasforma-
ciones integrales sobre las variables y, t y x para convertir la ecuacién diferencial
en derivadas parciales dada en (2.5) en una ecuacién algebraica. Despejaremos
la solucién de esta ecuacién algebraica y procederemos a realizar las antitrans-
formadas correspondientes para obtener la solucién buscada. Como ¢, y > 0,
la transformacién natural para estas variables sera la transformada de Laplace,
mientras que utilizaremos la transformada de Fourier para la variable x, pues
—o0 < x < 0Q.

2.2.1. Transformacién de la variable y

Sea T),(t,x) la transformada de Laplace de T (¢, z,y) con respecto a la vari-
able vy,

T,(t,z) = L[T(t zy) (k) = /000 T(t,x,y)e Hdy. (2.8)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (2.5), teniendo en cuenta
la condicién inicial (2.6) y la propiedad de la transformada de Laplace de la
derivada de una funcién, se obtiene el siguiente problema,

0T, (t, ) +va0,Ty(t,x) = k [&MTH(t, x) + MQTM (t,x) (2.9)
— pT(t,z,0) — 0,T(t,z,0)],
y
T,(0,2) = 0. (2.10)

La ecuacién (2.9) se puede reescribir de la siguiente forma,

0T, (t,x) — k [ OpaTy(t, ) + uQTM(t, a:)} +vq 0, T,,(t, x)

= —k[uT(t,x,0) + 8,T(t,,0)] (2.11)

+oo
= / §(x —a')F,(t,2")d,
donde,

Fu(t,z) := =k [pT (t,2,0) +0,T(t,x,0)]. (2.12)
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Sustituyendo en (2.12) la condicién de contorno (2.7), llegamos a,

Fl(t,z) = —k{[;ﬁ- b(]i;‘"”)] T(t,x,O)—F%;x)}. (2.13)

2.2.2. Transformacién de la variable ¢

Sea T}, -(z) la transformada de Laplace de la funcién T),(¢, z) con respecto
a la variable ¢,

T,-(z) = L[T,(tx)] (1) = /000 T,(t,z)e”""dt. (2.14)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién (2.11) y teniendo en cuenta
la condicién inicial (2.10), se llega a la siguiente ecuacién diferencial ordinaria,

T, () —k [ OpaTy - (x) + 2T, T(x)] +vq 0T, - ()
oo (2.15)

donde,
F.-(z) = LI[F.(tx)](7) (2.16)

= / F,(t,z)e”"'dt.
0

Para resolver (2.15), podemos plantear la siguiente ecuacién diferencial ordinar-
ia,

TG, (x,2") — k [BMGMT(x,x’) + ,uQG,M(aU,ar’)] + v40,G - (x, ")
(2.17)
=d(z —a'),

donde G, (z,2') es la llamada solucién fundamental de la ecuacién (2.15). Si
conocemos la solucién de (2.17), también conocemos la solucién de (2.15), de

tal modo que,
“+o00

T, -(z) = Guqr(z,2')F, - (2)dz. (2.18)

—00

2.2.3. Transformacién de la variable z

Para hallar G, - (x,2’), hemos de aplicar la transformada de Fourier a la
ecuacién diferencial ordinaria dada en (2.17), y asi obtener una ecuacién alge-
braica. Sea G, - («’) la transformada de Fourier de la funcién G, - (z,z’) con
respecto a la variable x,

1 [re :
Gury (@) =F[Gy (x,2)] (x) == — Gur (z,2") eX¥d.

— 00
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Aplicando la transformada de Fourier a la ecuacién (2.17), y teniendo en cuenta
las propiedades de la transformada de Fourier de la derivada de una funcién,
tenemos que,

TGH,T,X(SC/) + k [XQGM,T,X(SC/) - :UQGM,T,X(:E/)] - Z.X'Ud G%T,X(‘T/)

o (2.19)
— — ix=
2 ’
Resolviendo la ecuacién (2.19) se llega a,
eixz’
Gprx(a') = (2.20)

2m (1 4+ k (X2 — p?) —ixva)

2.2.4. Antitransformacion a la variable z

Aplicando el teorema de inversién de la transformada de Fourier a (2.20) se
obtiene la solucién de la ecuacién (2.17),

Gur(@,2) = FHGurn()] (@) (2:21)

1 +o0 eix(mlfm’) p
T ) RO ) —ixva ¥

Sustituyendo (2.21) en (2.18), tenemos que la solucién de la ecuacién (2.15) es,

1 [t
T, ()

s

F, (') da' (2.22)

2 o
/+oo e'x(w'fw) p
X .

o THEOE =) —ixua

2.2.5. Antitransformacioén a la variable ¢

Aplicando ahora el teorema de inversién de la transformada de Laplace a
(2.22), la solucién de la ecuacién (2.11) resulta ser,

1 o+i00
T.(t,z) = 5 , T, (x)e™ dr (2.23)
T —100
1 o+ioco .
= o Td
omi ©ar

oo
X / F, . (2")dx’

+oo ix(zlfa:)
o / e dx

oo THEMX?—p2) —ixvg
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El teorema de Fubini permite reescribir (2.23) de la siguiente manera,
L[t
T,(t,x) = e~ X*dx (2.24)

2 J o

+oo ,
X / eXT dy!
— 00

y 1 /”“‘X’ F,-(z")e™dr
2mi o—ico T + k (X2 - M2) - /L-de '

Definamos la funcién auxiliar Q(t) de la siguiente manera,

() = - / T Fur@)etdr
o 2mi oc—ico T + k (X2 - M2) - ’L'X’Ud '

(2.25)

Teniendo de nuevo en cuenta el teorema de inversiéon de la transformada de
Laplace, podemos reescribir (2.25) de la siguiente forma,

1 Fy (2!
Q) =L~ <T T —(u?; — iXW) . (2.26)

Recordando la definicién de F), » dada en (2.16) y la propiedad de la transfor-
mada de Laplace de una exponencial, podemos expresar (2.26) en los siguientes
términos,

Q(t) = £7{ L [Fu(t, )] £ [ e (O mixma)s ] L (2.27)

Aplicando ahora el teorema de convolucién de la transformada de Laplace a la
ecuacion (2.27), llegamos a,

t
() = / Fu(t — 5,2 )e (KO8 —02) mixva)s g (2.28)
0
Por tanto, (2.24) se transforma en,
L[t
T,(t,z) = ol e~ "*dx (2.29)

+oo ,
X / exX« dy!
— 00

t
></ F(t— s,x’)e*{k(xzwg)fixvd}sds.
0

2.2.6. Antitransformacién a la variable y

Teniendo en cuenta (2.8) y aplicando el teorema de inversién de la transfor-
mada de Laplace, tenemos que,

T(t,y) = L7 [Tu(t2)l(y) (2.30)
c+ioco
= QLTFZ T, (t, x)e"dp.

c—100
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Sustituyendo (2.29) en (2.30) y aplicando el teorema de Fubini,

1 t +OO ,
T(t,xz,y) = /. ds dx (2.31)
—0o0
+oo

% / e(wlfwfvds)ixkazsdx
—00

1 c+1i00 2
X — F,(t—s,a")e™ set¥d
27TZ e ioo H( ) H

Para simplificar el resultado dado en (2.31), en primer lugar calcularemos,

+oo ’ . 2
5L ::/ el@' ——vas)ix—hx *dx, (2.32)
—0o0
y a continuacion,
1 c+i00 ko
I = oyl F, (t—s,a") e *et¥dyp. (2.33)

Caélculo de I

Para calcular I, podemos observar que segun la definicién de transformada
de Fourier tenemos que,

2 1 free 2
f[e_ksx | (w) = / X=X gy (2.34)

=5 N

pero al mismo tiempo, la transformada de una gaussiana es [20, § 17.23.13],

2 1 2
F e Fsx — oW /4ks, 2.35
e (@) S (2.35)

Tomando w = o’ — x — vgs en (2.34) y (2.35), e igualando ambos resultados,
llegamos a,

+oo / . 2
Il _ / e(w 7w7vds)lekx st (236)

— 00

I . (@ =z —vas)?
T Vs TP s '

Para calcular I, observemos que segin (2.13),

Fu(t—sa) = —k{[mw;—j’”/)} T(t—s,a',0) (2.37)

d(t ;03793') } |

Calculo de I,

+
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Sustituyendo (2.37) en (2.33), obtenemos,

—k c+ioo R
L = o— [ dp ks eny (2.38)
C—100

X {uT(t—s,x’,O) +

b(t —s,z")T(t —s,2',0) + d(t — s, ) }
ko '

Podemos descomponer la integral Is en dos sumandos,

I, = —k{T(t—s,4,0) Ia(y) (2.39)
b(t —s,2)T(t—s,2',0)+d(t — s,z
+[< )T B )+l )] IQB(ZU)},
0
donde,
Ioa(y) == L pebs e dy (2.40)
2 . 2mi c—100 '
1 c+i00 fo?
= 5= e (9ye) dp,
21 c—100 Y
e .
L) o= = [ ey (2.41)
2 . 27.”’ i . .

Claramente, la ecuacién (2.40), se puede expresar como,

1 c+ioco fon?
La(y) = 9, 2—7”/ € HelVdy (2.42)
= ayIQB (y) )

mientras que el cambio p = i€ en (2.42) y la definicién de la transformada de
Fourier, da como resultado,
1ot —ksg? i€
Ls(y) = ek i e (2.43)

27 J
= F [e*ksgg] (y) .

Recordando la transformada de Fourier de una gaussiana (2.35), llegamos a que
(2.43) se puede expresar como,

1
Lp(y) = m 671’2/4’68, (2.44)

de tal modo que (2.42) es,

La(y) Oylap (y) (2.45)

Y efy2/4ks
T 2%s ks |
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Sustituyendo ahora los resultados obtenidos en (2.44) y (2.45) en (2.39), tenemos
que,

ey/4ks t—sx)
I T T(t— ! 2.4
9 e {<2ks o ) (t—s,2',0) (2.46)
Cd(t—s,2)
ko

2.2.7. Resolucién final

Sustituyendo finalmente los resultados obtenidos en (2.36) y (2.46) en (2.31),
llegamos a la siguiente ecuacién integral para T (¢, z,y),

" ds 2
T (t,z,y) = 477 ~ €XP (%) (2.47)

Feo (2 — & — vgs)?
dx’ A S
x/_ ' exp ( e

Yy b(t—s,a) oy At —s.a)
XK%S e Tt—s,2',0) - ————

Recordando el cambio inicial (2.4), el campo de temperaturas es,
T (t,x,y) =To+T (t,2,y), (2.48)

donde T} es la temperatura inicial de la pieza antes de que empiece el proceso de
rectificado, la cual se corresponde de modo natural con la temperatura ambiente.



Capitulo 3

Solucion exacta del
rectificado seco

3.1. Introduccién

La ecuacién integral que plantea el modelo SV (2.47) se puede abordar
numéricamente para un rectificado intermitente con aplicacién de liquido re-
frigerante [19]. Sin embargo, cuando estamos en el caso del rectificado seco, la
ecuacion integral (2.47) se puede resolver analiticamente para cualquier perfil de
friccion d (¢, x). Para verlo, comencemos desglosando el campo de temperaturas
en dos componentes,

T (t,z,y) =T (t,2,9) + TV (t,2,y), (3.1)
donde,
1 tds —y?
(0) = — = 2
T (t,2,y) : Tk S exp (4ks> (3.2)
o (z/ — 2 — vgs)®
X [mdx’ d(t—s,x’)exp |
y
1 [tds —y? ° y  b(t—s,2)
T S A / (Y _W—s )
(tz,9) ir fy s 0P <4ks) I T ko
2
o (@ =2 —vas)
xT(t—s,2',0)exp ( ST > . (3.3)

Nétese que T© contiene la parte correspondiente a la friccién en la condicién
de contorno (2.7), y T la parte correspondiente a la aplicacién de refrigerante
en la superficie de la pieza de la condicién de contorno.

17
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3.2. Teorema T para el rectificado seco

3.2.1. Rectificado seco

Cuando no tenemos refrigerante actuando sobre la pieza al ir rectificindose,
podemos considerar que la pieza estd aislada del medio ambiente. Esto quiere
decir que el flujo de calor de la pieza al medio es nulo porque el coeficiente de
transmisién de calor h vale cero,

h=b(t,z)=0. (34)

En este caso de rectificado seco, la expresién para T™) dada en (3.3) se convierte
en,

t 2
Y —y“\ ds
TW (t,2,y) = 8k exp (@) =) (3.5)
X /OO dr' T(t —s,2',0)e (¢! ~ @~ vas)’
— xp [ ———F———|.
o e P 4ks

Por conveniencia en las expresiones que siguen, vamos a definir los siguientes
operadores integrales,

T (t,z,y) = 3, [T (t,2,0)]. (3.6)
donde,
3, [T (t,2,0)] == =L fds /AT [T (t,,0)] (3.7)
e AR A T R '
y
<, , (2 —x — vds)2
R, [T (¢, 2,0)) ::/ dx'T (t — s,2",0) exp e | (3.8)

Observemos que teniendo en cuenta (3.6) podemos rescribir (3.1) como,

T (t,z,y) =T (t,z,y) + 3y [T (t,2,0)]. (3.9)

3.2.2. Operador N,

Vamos a evaluar el operador N sobre la componente del campo de temper-
aturas debida a la friccién en la superficie de la pieza T(©), que de acuerdo con
(3.2), se puede expresar como,

-1 [ fdo [

) (+ _ / — =

7O (1 - 5.4.0) 47%/0 U/_Oodg (3.10)
xd(tw,@exp(%)



3.2. TEOREMA T(© PARA EL RECTIFICADO SECO 19

Por tanto, introduciendo (3.10) en (3.8), y reordenando las integrales,

NS[T()(txO 47Tk0/ /tsd—"dt—s—a,g) (3.11)

(2 — 2z —vgs)® (€ —a' —vgo)’
dx’ - .
x /,OO v exp ( 4ks ko

Desarrollando el exponente del integrando dado en (3.11), llegamos a,

8 [T(O) (t,x O)} ! exp <—M> (3.12)

Amho 1ks
X/C:dgeXp<2lf>
x/ot Sd?d(t—s—af)exp<_%_qf_g)
[ () 5 (55

La ultima integral dada en (3.12) se puede resolver aplicando [16, § 7.4.2], de
tal forma que (3.12) se convierte en,

— S X VdaS 2
N, [T(O) (t,x,O)} - T\ﬁo exp (—%) (3.13)

x/_o;dfexp<2]§>

s d(t—s—0,§) (zo + €s)° & vl
X/O do Vo/s+o eXp<4ksa(s+U)ME ’

Desarrollando de nuevo el exponente dado en el integrando sobre la variable o
en (3.13) y simplificando, llegamos a,

N, [T<0> (t,x,())} = Q_Tﬁex ( zll;d) / dgexp( zdif) (3.14)

e d{t-s-0,¢) (x—8)° v
A e R L)
Definiendo ahora,

(T dt—s—0,8) (z —¢)? v3
Ia = /0 dO’W exp <m — ﬁ (CT + S)) 5 (315)
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podemos realizar en (3.15) el cambio y = o + s, e introducir la funcién de
Heaviside, llegando a,

_ [t (@-¢°
o= ) = ¢ p( I 42“)

At p8) (- ]
— d,u\/lu__—s\/ﬁexp <— Tt 4zu>H(,u—s). (3.16)

Introduciendo (3.16) en (3.14), tenemos que,
—Vks TVq df
N, | 7O (¢ — / d
[ t ’0)} SN ( ok ) Soxp {5

X d H\/E_) Xp (— (334;'5) - Z—Zu) H(p—s)

o mds simplificadamente,

M—ko 5/¢Tf)

e <_M>H<M_s)_

R, [T(O) (t, z, 0)} - (3.17)

4kp

3.2.3. Operador 3,

Sustituyendo la expresién obtenida en (3.17) en la definicién dada para 3,
(3.7) resulta,

t 2 o0
(0) _ =y [ ds -y
3y [TO (t,x,())} = kR Jo exp<4ks>/_ood§><
t _ _ 2
gl p(_%y(u_@.

Cambiando el orden de integracién obtenemos,

(0) v [T
:y |:T (t,{L‘70)1| - 16773/2]60\/E /_OO 5

L =8 (€~ — vap)”
XA d‘UJTeXP (T)

AL —

Llamemos a la integral sobre la variable s en (3.18) como,

f o H(p—s) —?
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Observemos que, dado que p € [0,%], (3.19) se puede expresar de la siguiente

manera,
“ ds —1?
I, = —_— — ). 3.20
/0 83/2,/u—sexp<4ks) ( )

Para resolver (3.20), podemos hacer las siguientes transformaciones: s = u/t,
v=t—1, w?=vyr=yw/2y/kp, obteniendo,

7 - 2vrk exp (_y_2>
T UE i)

Por tanto, sustituyendo (3.21), en la expresién dada en (3.18) para el funcional
3y, resulta,

-1 00 td 2
(0) — ar v
3, [T (t,m,())] = S /mdg/o ’ eXp( 4@) (3.22)

o 2
X exp (_(5 Zkuvdm ) d(t—p)

(3.21)

Cambiando el orden de integracion en (3.22),

-1 t du y2
3, |70 (t,2,0)| = - -
y[ ¢, )} 8nko Jo 1 P 4kp

X /OO dé d(t—p, &) exp <M>

o dkp
Recordando la expresién para T(9) dada en (3.2), concluimos que,

3, [1© (t.2,0)] = %T(O) (t,2,). (3.23)

3.2.4. Resolucién por aproximaciones sucesivas

Segtin (3.5), para hallar T debemos conocer el campo de temperaturas en
la superficie, T'(t,x,0). A orden cero de aproximacién, Ty, podemos considerar
que el campo de temperaturas vendrd dado sélo por el término que conlleva la
friccién, es decir, segin (3.2), T . Denotemos este orden cero de aproximacién
como,

Ty (t,z,y) = T (t,,y). (3.24)

Para obtener el primer orden de aproximacién, basta sustituir el orden cero de
aproximacién (3.24), en la expresién dada en (3.6) para T,

M (t,2,y) 3, [Ty (t,2,0)] (3.25)

= 3, [T<°> (t, z, 0)} .
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Por tanto, el campo de temperaturas a primer orden ser4,
Ty (t,z,y) = TO (¢, 2,9) + Tl(l) (t,z,y).
Es decir, segin (3.25),
Ty (t,z,y) = TO (t,x,y) + 3, [To (t,z,0)].

En general, la aproximacién de orden n € N ser4,

T (t,x,y) = TO (t,2,y) + 3y [Tno1 (t,7,0)], (3.26)
donde la iteracién inicial viene dada por (3.24). Aplicando (3.23), podemos
expresar el primer orden de aproximacién del campo de temperaturas como,

3
T (t,z,y) = §T(O) (t,z,y). (3.27)

Para calcular el segundo orden, podemos introducir (3.27) en la ecuacién it-
erativa (3.26) para n = 2. Teniendo en cuenta que el funcional 3, es lineal,
obtenemos,

Ty (tw,y) =T (t,2,9) + 3, [T1 (8,2, 0)]
=7 (t,2,9) + 53, [T (t,,0)]
= 270 (0,), (3.28)

donde hemos vuelto a aplicar (3.23). Repitiendo los mismos pasos a tercer orden,
llegamos a,

15
T3 (t7 Z, y) = gT(O) (t7 T, y) . (329)

Observemos que los coeficientes que aparecen en cada orden de aproximacion
(3.27), (3.28) ¥ (3.29), coinciden con los términos de la sucesion,

ontl 1 3715

2n 274787

Por tanto, podemos conjeturar que el orden enésimo ser4,

n=0,1,2....

ntl 1

2—nT<0> (t,z,y). (3.30)
Podemos demostrar (3.30) por induccién. Efectivamente, segiin la ecuacién re-
currente (3.26), sustituyendo la conjetura dada en (3.30), obtenemos el siguiente
resultado,

T, (t,x,y) =

Tn+1 (tv z, y) = T(O) (t7 z, y) + :y [Tn (t7 xz, 0)]

(0) 2" — 10 T
2n+2 -1
= T(O) (t’ x? y) b

T 9n+l
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como querfamos demostrar. El campo de temperaturas se podra encontrar toman-
do el orden de aproximacién infinito en (3.30), resultando,

T (t,z,y) = lm T, (t,z,y) = 2T (t,2,y). (3.31)
n—oo
Podemos comprobar que (3.31) es efectivamente la solucién de la ecuacién inte-

gral (2.47) para el rectificado seco, pues segtin (3.1) y (3.6) y teniendo en cuenta
(3.23), llegamos a,

T(ta,y) = TO(tz,y)+3,[T(t=,0)]
7O (t,2,y) + 23, [T@) (t, z, 0)}
= 270 (t,2,y).

Es decir, el campo de temperaturas total es el doble de la componente del
campo debido sélo a la friccién, T(©). Por esta razén se ha denominado a este
resultado teorema T®). Finalmente, teniendo en cuenta (3.2), llegamos a la
siguiente expresién para el campo de temperaturas,

1 tds —y?
T (t,z,y) = ko s ~ &XP (m) (3.32)

x/“’ dr' i — 5,2 exp &2 E = vas)”
o ’ 4ks '

Por tanto, (3.32) resuelve la ecuacién integral planteada en (2.47) para b (t,z) =
0.

3.2.5. Unicidad de la solucién

Acotacién del operador 3,

Para demostrar la unicidad de la solucién de la ecuacién integral (3.9), vamos
a calcular en primer lugar el valor del operador 3, sobre una constante. De
acuerdo con (3.8), tenemos que,

e (2’ fzfvds)2 ,
N, [1] = OXp |~ dz’.

7 l_/ —
Haciendo el cambio de variable, u = %\/ﬁds, resulta que,

R, [1] = 2vks / e du = 2Vrks. (3.33)
Aplicando (3.33) a (3.7), tenemos que,

t 2
_ Yy [ds -y
=0 = 8k Jo s2 P (4ks) N [1]

y_[tds (v
4Tk Sy 32 P dks |-
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. . oy
Realizando el cambio, u BN/ resulta que,

1 > 2 1 Y
3,1 = — e " du = =erfc (—) . 3.34
W= Ly 2 v &30
Por tanto,
1
Jo[1] = 7 (3.35)

Consideremos ahora una funcién f (¢,z,y) cuyo valor méximo en y = 0 es
fmax- De este modo,
[ (t,2,0) < fmax. (3.36)

Aplicando 3y a ambos miembros de (3.36) y teniendo en cuenta la linealidad
del operador 3y,

:0 [f (tv z, O)] S :0 [fmax] = fmaxjo [1} )

por tanto, segin (3.35),
2o [f (12, 0)) < Lo (3.37)

Obsérvese que si aplicamos el operador Jy en (3.37) y tenemos en cuenta de
nuevo (3.35), tenemos que,

2V (o0 < 3o | L] - Lo

Por tanto, Vn € N,
fmax

251 (t.2,0)] < T (3.38)

Resolucién de la unicidad

Si Ta (t,z,y) v Tp (t,x,y) son soluciones de la ecuacién integral (3.9), ten-
emos que,

Ta(t,z,y) = TO(t,z,y)+3,[Ta(t,z,0)], (3.39)
Tp (t,z,y) = 7 (t,z,y)+3y T (t,z,0)]. (3.40)

Restando (3.40) de (3.39) y teniendo en cuenta la linealidad del operador 3,,
Ta(t,z,y)—Tp (t,x,y) =3y [Ta (t,2,0) —Tp (t,z,0)]. (3.41)
Tomando y = 0 en (3.41),
Ty (t,z,0) —Tp (t,2,0) =3y [Ta (t,2,0) — Tp (¢, z,0)]. (3.42)
Por sustitucién recursiva, podemos expresar (3.42) como,

Ty (t,2,0) — Tp (t,2,0) = 3" [Ta (,2,0) — T (t,2,0)] . (3.43)
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Si tomamos en (3.38) como funcién f,
f1(t,2,0) =Ty (t,2,0) — Tp (t,2,0),

segun (3.43), tenemos que, Vn € N,

Ta (t,2,0) — Tg (t,x,0) < / 1’;‘“, (3.44)

donde f1 max s el valor maximo de la funcién fi (¢,2,0). Tomando limites en
(3.44),

Ta (t,.T,O) —Tp (t,fI),O) < lim % = Oa

n—oo

es decir,
Ty (t,2,0) < Tg(t,z,0). (3.45)

Obsérvese ahora que en (3.43) se pueden intercambiar las etiquetas A y B,
Tg (t,2,0) — Ta (t,2,0) = 20 [T (t,2,0) — Ta (¢, 2,0)].
por tanto, tomando ahora la funcién,
f2(t,2,0) =Tgp (t,2,0) — Ta (t,2,0),

podemos concluir que,

T (1,2,0) — Ta (t.2,0) < lim 220 —
es decir,
Tp(t,2,0) < Tx(tx,0). (3.46)

A partir de (3.45) y (3.46), se concluye que ambas soluciones son iguales en la
superficie,
Ty (t,2,0) =Tg (t,z,0). (3.47)

Aplicando 3, en (3.47),
3y [Ta(t,z,0)] =3, [Tp (t,2,0)]. (3.48)
y sustituyendo (3.48) en (3.39), tenemos que
Ta(t,z,y) =T (t,z,y) + 3, [T (t,x,0)]. (3.49)
Comparando (3.40) con (3.49), obtenemos finalmente,
Ta(t,w,y) =Tp (t2,y),

es decir, la unica solucién de (3.9) es (3.32).



26 CAPITULO 3. SOLUCION EXACTA DEL RECTIFICADO SECO

3.3. Integrales del teorema 7

A partir del teorema T(©) se pueden calcular algunas nuevas integrales im-
propias que contienen funciones de Bessel. Para verlo, observemos en primer
lugar que de acuerdo con (3.1) y (3.31) se cumple que,

TO (t,2,y) =T (t,2,y). (3.50)
Definiendo la funcién,

(z +vat)? + y2>

51
Akt (3:51)

1
m(t,z,y) = 7 exp <—

segtin las expersiones dadas en (3.2) y (3.5) para T(©) y T(1) | podemos reescribir
(3.50) de la siguiente manera,

1

t
TO (t,2,y) = — yr— /0 ds (3.52)

x/ dr' d(t —s,2") m(s,x —2',y)
1 t

—— [ ds
47 0

x/ dr' T (t —s,2',0) %m(s,x—m’,y).

— 00

Teniendo en cuenta (3.31) e intercambiando el orden de integracion,

1 o0
7O (t,2,y) e / dz’ (3.53)

—00

¢
x/ dsd(t —s,z') m(s,z — 2',y)
0
1 o0
= dx’

/.
t 0

x/ dsTO (t — s,2',0) =—m(s,z —z',y).
0 dy

Aplicando la transformada de Laplace en (3.53),

fo) = i) ()= [ T e (b)e

0

y teniendo en cuenta las propiedades del producto de convolucién de esta trans-
formada integral,

LIFONLgM](r) = L [/O ft - S)Q(S)dS} 7
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tenemos que (3.53) se convierte en,

- -1 e H
T © (7-7 T, y) = Irkg / dx' d (7’, 33/) m (T, x — , y) (3'54)

= ;_71- - dz' TO (7,2',0) a%m (r,2 — 2, y)
Realizando la transformada de Fourier en (3.54),

. 1 [~

Flw) = Fla) )= [ e f(o)is

:% .

y teniendo en cuenta las propiedades del producto de convolucién de esta trans-
formada integral,

FU@) @) F @] w) = | 3= [ felate - as].

tenemos que (3.54) se convierte en,

~(0) —1= ~
P rwy) = gdirw)irw (3.55)
7 (r 0,0 LA, w, ) (3.56)
= - 7w, 0)=—m(T,w,y). .
dy Y

Particularizando (3.55) en y = 0 y sustituyendo el resultado en (3.56), llegamos
a’

o~ ~ ~

m(T,w,y) = 7m(7_aw50)a_ym(7_aw7y)' (357)
Podemos despejar en (3.57), obteniendo,
ﬁz(ﬂmy) = T%(T,w, 0) exp N S (3.58)
m(r,w,0)

3.3.1. Primera integral

Efectuemos en primer lugar la transformada de Laplace de la funciéon m (¢, z, y)
en la variable ¢ a partir de (3.51),

wray) = [ Tmtag)d
0
o0 Tl (z+ vdt)2 + 92
= - | ds. 3.59
/O r P ( Akt 8 (3:59)
Desarrollando el exponente en (3.59) tenemos que,
- Vg
_ _2d 3.60
m(ray) = exp () (3.60)

> dt (2% +9?) v2
Sexp |- L (2 )y
></0 t eXp[ Akt <4t+T>
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Efectuando el cambio 4ks = (vfl + 4k7) t, resulta,

m(r,z,y) = exp (—2—21) (3.61)
> ds (2% + y?) (v3 + 4kT)
x/o 5 P [_ 16k2s B

Sabiendo que la representacion integral de la funcién de Macdonald de orden
cero es [12, § 5.10.25],

podemos expresar (3.61) como,

V(@2 +y?) (vi+ 4k7)> . (3.62)

- v
m(7,z,y) = 2exp (72—kd> K ( 5%

Particularizando (3.62) en y = 0, tenemos,

m(7,x,0) = 2exp (7361),1) Ko <|SC M) - (3.63)

2k 2k

Aplicando la transformada de Fourier en (3.63), tenemos que,

~ 1 o0 .
m(r,w,0) = ) m(r,z,0)e"" dx
1 oo
= = / exp [—azx] Ko (8 |z]) dz, (3.64)
donde hemos definido,
— ba _ .
= T
VU2 + 4k
B = M_ (3.65)
2k
Podemos desglosar (3.64) en dos sumandos,
~ 1 /0
m(r,w,y) = ;/ exp [—ax] Kg (—fz) dx (3.66)

+ % /0 exp [—azx] Ky (Bz) dx.

Haciendo el cambio x por —z en la primera integral de (3.66), podemos expresar
(3.64) de la siguiente manera,

m(r,w,0) = %/000 cosh (ax) Ky (Bz) dz

1
= W B> lal,
-«
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donde hemos aplicado el resultado obtenido en el Apéndice B (B.10). Por otro
lado, si aplicamos la transformada de Fourier en (3.62), tenemos que,
~ 1 o0

m(r,w,y) = py m(T,x,y)eiwxd:B
— 00

= %/OO exp (—az) Ko (ﬁ\/mQ + y2) dx

—0o0

2 /00 cosh (azx) Ky (ﬁ\/xz + y2) dx. (3.67)

™ Jo

Ahora bien, segin (3.58) y teniendo en cuenta (3.67), llegamos a la resolucién
de la siguiente integral no tabulada,

oo — 2 —
/0 cosh (o) Ko (5\/@) gy 7reXp2{ 3;2 /30(2 QZ}

B>lal, yeR

(3.68)

Se puede considerar que (3.68) extiende la integral dada en [20, § 6.677.5] para
valores de o imaginarios puros,

T exp [fy B+ a2]

2/3% + a2

/ cos (ax) Ko (ﬁ\/:ﬁ + y2> dx =
0
Ref >0, Rey >0, a>0.

Observemos que tomando « =0y 8 =1 en (3.68), tenemos,
o T
/ Ko (\/xZ + y2) dz = Ze7. (3.69)
0

3.3.2. Segunda integral

Realizando la antitransformada de Fourier a ambos lados de (3.57) y teniendo
en cuenta de nuevo el producto de convolucién de esta transformada integral,
obtenemos,

1 (o9}

m(r,z,y) = m(r,z, 0)(%771(7‘, x—a', y)dr'. (3.70)

5 N

En (3.62) habfamos calculado m (7, z,y), que segin (3.65), se puede expresar

como,
m(T,z,y) = 2exp (7%> Ky (6\/362 + y2> . (3.71)
2k
Por tanto,
. v
(72,0 = 2exp (= 52) Ko (82]) (3.72)
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Teniendo en cuenta (3.71)-(3.73), podemos expresar (3.70) del siguiente modo,

(3.73)

K, (5 (x — ') + y2)
dx’.

Ko (v 1) = &2 / Z Ko (8 l2'])

(2 — /) + 42

Tomando X = Bz e Y = By, y haciendo el cambio de variable X ' = S/,
llegamos a la integral ,

Ko (VX2 YE) = %/_O;KOUX’D (3.74)
K <\/(X X1y +Y2>

\/(X—X’)2+Y2

X ax .

En el Apéndice A se ofrece un método alternativo para calcular (3.74) usan-
do técnicas habituales de cdlculo integral y variable compleja. Integrando con
respecto a y entre 0 e 0o, teniendo en cuenta (3.69), resulta,

oo

ge*X _%/ZKOQX ) {KO <\/(XX ’)2+Y2>] dx .

0

Es decir, obtenemos la siguiente integral no tabulada [16] y [20],
e} 71'2
/ Ko (Ju]) Ko (| — uf) du = e (3.75)
- 2
Obsérvese que si & = 0, se recupera el resultado dado en [20, § 6.511.13],

o) 2
/ Kg(u)du:l.
0 4



Capitulo 4

Rectificado seco
intermitente

4.1. Introduccién

Dado que con el teorema T(®) podemos determinar la evolucién del campo de
temperaturas en el interior de la pieza rectificada en el caso seco para cualquier
perfil de friccién d (¢, z) entre la pieza y la muela, vamos a aplicar este resultado
a muelas que tienen un perfil dentado (figura 4.1), por lo que producen una
friccién intermitente sobre la muela.

4.2. Funcion de intermitencia

Vamos a modelizar la friccién de una muela dentada que puede tener contacto
con la pieza en x € (0,d). A esta zona la llamaremos, por tanto, zona de
contacto. En las figuras 4.2 y 4.3 se representa la zona de friccion senalada en
rojo entre los limites a y b para dos instantes de tiempo diferentes t1 y to > t;.
La muela tiene un periodo espacial x = x, + X;, siendo X, la zona que no
produce friccién y x; la que la produce. Los dientes de la muela se desplazan a
una velocidad v,,, = wR siendo w la velocidad angular de giro y R el radio de la
muela. Cuando varios dientes de la muela entran en la zona de contacto [0, §] la
zona de friccién queda fraccionada, vedse figura 4.4. El flujo de calor entrante
en la pieza d(t,x) se da, en un determinando instante ¢, en la zona de friccién
entre la pieza y un diente j de la muela, z € (a;j,b;), j =0,...,n + 1, donde
puede haber hasta n + 2 dientes en la zona de contacto, siendo,

wi= |2 (4.1

Obsérvese que los limites de la zona de friccién son variables en el tiempo:
a; = a; (t) y bj = b; (t). Si el flujo de calor ¢ (unidades en el SI [J/m?s]) es

31
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Figura 4.1: Perfil de una muela dentada.

d(f1,x)

J

A1

Figura 4.2: Funcién friccién d (¢, x) para un determinado instante t; sefialada
en rojo.
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a(r,x)

I ]
L

I ]
L

Xl

=

L I [N -

Figura 4.3: Funcién friccién d (¢, z) para un instante t5 > ¢; senialada en rojo.

constante para todos los puntos donde hay friccién, podemos expresar la funcién
friccién como,

n+1

d(t,x)=—q ) H(z—a; (1) Hb; (1) —2), (4.2)

J=0

donde H (z) es la funcién escalén o de Heaviside. Para ver cudles son los limites
de cada uno de los dientes (j = 0,...,n + 1) que entran en la zona de contacto,
a; y bj, vamos a definir el periodo espacial,

X =Mn+2)x. (4.3)

Segun la figura 4.4, los puntos g; (t), j =0,...,n+ 1, estdn inicialmente sobre
el periodo ¥,

9; (1) = (=1 vt + X — jx- (4.4)
donde hemos definido la siguiente variable booleana ¢, para definir el sentido
del movimiento de los puntos, (¢ = 1, rectificado en fase; ¢ = 0, rectificado en
contraposicién), véase figura 4.5.5i queremos que estos puntos, al moverse con
t, se repitan sobre el periodo X, podemos definir la funcién,

g; ()

50 =50~ 28] 5 (45)

Como queremos que b; € [0,0], entonces,

b; (t) = min [méx (f; (¢),0),0] = 0 b (t) <0 . (4.6)
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d(n,x)4 Vi

.

Y

0 t t 0 ¢ t
g(0) @0 20 2(0)

Figura 4.4: Localizacién de los puntos g; (t) en t = 0, para el caso de n = 2,
dentro de la funcién friccién d (¢, z) .

Contraposic f-:i}/ \ Fase

muela

pieza

Figura 4.5: Sentidos de giro de la muela en fase y en contraposicion.
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Andlogamente, como la anchura de un diente es x;

a; (t) = min [max (f; (£) = x1,0) , 9]

Las funciones min y max vienen dadas por las siguientes expresiones,

b—la—b
ml’n(a7b):—a+ 2|a |7
b —-b
méx(a,b):%w.

4.2.1. Campo de temperaturas

Sustituyendo (4.2) en (3.32), tenemos que,

t 2
q ds —y

T(t = - -

(t2,y) 21ko Jo s P (4ks )
n bj(t—s) I 2
S [ e <_w> |
=07 (t—s) 4ks
Evaluemos la integral sobre la variable z’ en (3.2),

1 pbite) @ —x —vgs)®
Iy = Z/a.(ts) exp (% da’,

=0

realizando el cambio,
' —x —wvgs

2Vks

y teniendo en cuenta las propiedades de la funcién error, resulta que,

u =

I, = VnksERF (t,z,s).

donde hemos definido la funcién,

- x+vgs—aj(t—s)
ERF (t,z,s) := erf J )
( ) jgo < 2V ks

vas +x —b; (t—s))
—erf .
( 2V ks

Sustituyendo (4.11) en (4.8), obtenemos la siguiente expresién para T(?),

T(t =

t 2
vk [Tds (4—&) ERF (t,2, ).

35
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(4.12)

(4.13)
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4.3. Reégimen transitorio en el rectificado con-
tinuo

4.3.1. El estado cuasi-estacionario

Obsérvese que el rectificado intermitente nunca puede alcanzar un estado
estacionario, pues la fuente de calor producida por la friccién es pulsada. Este
no es el caso de la friccién continua, en el que se alcanza asintéticamente el
estado estacionario para t — oo. En el caso continuo, podemos entonces definir
un tiempo de relajacién t* que dé cuenta de lo rdpido que en la préctica se
alcanza el estado estacionario. Este tiempo de relajacion, definido para el recti-
ficado continuo, también lo podemos utilizar como referencia para representar
graficamente el campo de temperaturas en el caso intermitente. De todas man-
eras, a pesar de que el rectificado intermitente no alcanza un estado estacionario,
podemos definir un estado cuasi-estacionario en el que el campo de temperaturas
se estabilice periédicamente. Efectivamente, obsérvese que, como las funciones
a; (t) y b; (t) son periédicas (4.6)-(4.7), segtin (4.13) el estado cuasi-estacionario
vendria dado por,

k[ ds —y°
T. = = exp (=L ) ERF . 4.14

Obsérvese que el periodo temporal de la funcién friccién d (¢, z¢) en un punto
concreto © = xq es, véase figura 4.4,

7= (4.15)

Sin embargo, considerando globalmente la gréfica de d (¢, z) , el periodo temporal
que hay que considerar es,

7= X (4.16)

Um
A la vista de (3.32), podemos concluir que Tt (¢, z,y) posee los mismos periodos
puntual 7 y global 7 que la funcién friccién d (¢, x) .

4.3.2. Estado estacionario en el rectificado continuo

Para hallar el campo de temperaturas en el caso de friccién continua, basta
tomar en (4.7)-(4.6),

aj (t) = 0,
by (t) = 9,

de tal modo que podemos redefinir (4.12) para el caso de friccién continua como,

T+ Vg8 vgS+x — 9
ERF.ont (2, s) := erf —erf | —— ],
+(7,9) ( 2Vks ) ( 2Vks )
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obteniéndose, segun (4.13), el siguiente campo de temperaturas,

Wk [Tds —y?
Teont (t7x,y)—2\/7_rk0 ; \/Eexp s ERFeont (2, ) . (4.17)

El estado estacionario se alcanza cuando el campo de temperaturas no varfa con

el tiempo, es decir,
oT
— =0. 4.18
ey (4.18)
En el caso de la friccién continua, derivando con respecto al tiempo en (4.17),

llegamos a,

8Tcont (ﬁ, x, y) o Q\/E ERFcont (.’E; t) ex (_yQ) (4 19)

ot T 2k /it Akt

Podemos comprobar que el estado estacionario se alcanza cuando ¢ — co. Efec-
tivamente, teniendo en cuenta que erf (+oo0) = %1,

x—l—vdt) erf (Udt+x—6
2kt 2V kt

, aTcon‘r (t,may)
m —<ont \» " JJ

1
tim)o ot

th’m ERF ot (z,t) = th’m erf ( ) =0, (4.20)

por tanto,

=0. (4.21)

4.3.3. Temperatura maxima

Debido a que la funcién error erf (z) es una funcién creciente Vz, tenemos
que,
ERFcont (z,t) >0 t>0, zeR. (4.22)
Por consiguiente, la temperatura en un determinado punto (z,y) de la pieza es
una funcién mondétona creciente,

aT‘cont (ta €, y)
ot
La ecuacién (4.23) significa que la temperatura maxima se debe alcanzar en el

estado estacionario, t — co. Es mds, de la misma manera que en (4.22), tenemos
que,

>0 y,t >0, v €R. (4.23)

ERFcont (37, 8) >0 S € (07t), z € R,
por tanto, para y > 0,

aTcon i, ' ds —y’
ta(y y) = 74 i—ykk ) S?’W exp <4—138) ERFcon‘r (SC, S) <0. (424)
\% 0

La ecuacién (4.24) indica que la temperatura maxima debe localizarse en la
superficie, y = 0. De (4.23) y (4.24), concluimos que el maximo de la temperatura
se debe alcanzar en la superficie en el estado estacionario,

Tméx = lim Tcont (t7 Tmax, O) . (425)
t—oo

Este resultado estd de acuerdo con [10].
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Localizacién de la temperatura maxima

Denominando al estado estacionario con friccién continua de la siguiente
manera,
Tcont ($7y) = lim Tcont (tvl”,y) ’
t—o0

segun [14], resulta que,

A—-X
Toont (X,Y) =T / e Ko (\/u2 +Y2) du, (4.26)
-X

donde K es la funcién modificada de Bessel de orden cero [16, Sect. 9.6.] y X
e Y son coordenadas espaciales adimensionales,

= Yd
¢= 52, (4.27)
_ 49
= ST (4.28)
Y =y, (4.29)
X = (x, (4.30)
A = ¢o. (4.31)

Segtin hemos visto en (4.25), la temperatura méxima se alcanza en la superficie
en el estado estacionario, por tanto, hemos de analizar el méximo de la funcién
(4.26) tomando Y = 0, es decir,

A—X
Toon (X,0) = T / e Ko (|u]) du, (4.32)
X

Para determinar la ubicacién dentro de la superficie donde se alcanza la tem-
peratura méxima, hallemos los puntos X,,, en donde la funcién ;o (X, 0) tiene
derivada nula (puntos extremos),

chont (X, O)

—Xm A— m _
— = T [ Ko (1Xm]) — 2757 Ko (1A = Xou])] = 0.

X=Xm
Por tanto, X, satisface la ecuacion,
9 (X)) =€, (4.33)
donde,
Ko (IX])
X)i=—r—— 4.34

El sentido de alimentacién de la pieza cuando vg > 0 es el que indica la figura
1.2, por tanto, en todo lo que sigue consideraremos A > 0. Ademds, como el
flujo entrante en la pieza es una magnitud positiva, ¢ > 0, resulta que, 7 > 0;
y como la funcién Ky es positiva para argumentos positivos [16, Sect. 9.6.], el
integrando de (4.32) es siempre positivo, de tal modo que,

Teont (X, 0) > 0. (4.35)
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Localizacién de los extremos Supongamos en primer lugar que X,,, > A >
0, por tanto la ecuacién (4.33) resulta,

Ko (Xm) _
Ry o

Podemos expresar (4.36) de la siguiente manera, hy (A) = hy (0), donde, hy (A) :=
e® Ko (X, —A). Como la funcién K es positiva para argumentos positivos
[16, Sect. 9.6.], resulta que VX,,, > A > 0,

Ry (A) = e® [Ky (X — A) + Ko (X, — A)] >0,
es decir, hy (A) > hy (0), para X,,, > A > 0.Por tanto, concluimos que,
X ¢ (A, 00). (4.37)

Supongamos ahora que X,,, < 0, de este modo la ecuacién (4.33) se convierte
en,

Rty = (28

Haciendo el cambio Z = —X,,, > 0, la ecuacion (4.38) es equivalente a, ha (A) =
hy (0), donde, hy (A) := e® Ko (A + Z). Debido la la representacién integral
[16, Eq. 9.6.24.],

K, (2) :/ exp [—zcosha] coshva da,
0

y a que Yo > 0, cosha > 1, resulta que VZ, A > 0,

Wy (A) = e® [Ko (A+Z) — K1 (A+ Z)] < 0.

por tanto, he (A) < hs(0), para Z,A > 0. Es decir, la ecuacién (4.38) no se
cumple para X,, <0,
Xm ¢ (—00,0). (4.39)
Supongamos por tltimo que X € (0,A), entonces | X| =X y [A—-X]| =
A — X, y por tanto, de acuerdo a (4.34),

9(%) = o)

RSl X €(0,A). (4.40)

Como g (X) es una funcién continua en X € (0,A) y,

limg(X) = oo,
Jim g (X) =0,

segtin el teorema de Bolzano,

X, € (0,A) tal que g (X,,) = e, (4.41)
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Unicidad del extremo e identificacién como méaximo Observemos que
como Ko (z) > 0 es una funcién positiva y decreciente K| () < 0 en z > 0, [16,
Sect. 9.6.] resulta que la funcién g (X) es monétona decreciente en X € (0,A),

Ko (X) Ko (A = X) + Ko (X) K5 (A = X)

K2(A - X) < 0.

g9 (X)=

por tanto, segin (4.41),
31X, € (0,A) tal que g(X,,)=e". (4.42)

Resumiendo, segin (4.37, (4.39) y (4.42), la funcién Teont (X,0) presenta un
Unico extremo en X, y éste siempre ocurre en el intervalo X,, € (0,A). Por
otro lado, a partir de (4.32) podemos observar que,
A-X
lim Teont (X,0) = lim T “K du = 0. 4.4

m Teone (X,0) = lim - I (lu[)du=0 (4.43)
Como Teont (X, 0) es una funcién continua, derivable y positiva (4.35), que satis-
face (4.43), la unica posibilidad es que el extremo X, corresponda a un maximo,
no sélo local, sino también global. Por tanto, basta computar una raiz X,, de
la ecuacién (4.33) en X € (0,A), es decir tomando (4.40), para obtener,

Xm

Tmax = T
Una demostracién equivalente a la presentada aqui, pero mas elaborada, se
puede encontrar en [28].

4.3.4. Tiempo de relajacién

Para dar cuenta de lo rdpido que se alcanza el estado estacionario, de acuerdo
con (4.18), se estard cerca del mismo, cuando para un cierto tiempo ¢ se cumpla
que, ~

aT‘cont (tv z, y)

ot
Obsérvese que la ecuacién (4.44) depende del punto (z,y) de la pieza elegido
para evaluar ¢. Podemos definir entonces el tiempo de relajacién t*, como el
tiempo que satisface la ecuacién (4.44) sobre el punto de méxima temperatura.
Este punto estard precisamente en la zona de contacto entre pieza y muela en
la superficie de la pieza, (z,y) = (Zmax,0). Por tanto, la ecuacién que ha de
satisfacer t* es, segin (4.19),
0T ont (t*, Tmiax; 0) _ Q\/E ERF (xméxa t*>

ot T 2k Tt - (4.45)

= e~ 0. (4.44)

Para resolver de manera aproximada la ecuacién dada en (4.45), podemos hacer
un desarrollo de Taylor a primer orden de la siguiente funcién,

2
Vd X Vd X v5t

t,y) = erf _ﬁ+—) ~ f(—ﬁ)+ (_d_).
g(tx) =er (m 2kt ) 10 \2vk ki P\ 4k
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Por consiguiente,
V2t

ERF (z,t) =g (t,x) — g (t,z — ) o \/%kt exp (Z_k:> . (4.46)

Sustituyendo (4.46) en (4.45), tenemos la siguiente ecuacién aproximada,

qé _vﬁ N
kol exp ( ) T (4.47)

Para despejar (4.47), planteemos la siguiente ecuacion,

Operando,
A3 = At eM. (4.48)

La funcién W de Lambert [27] se define como la funcién inversa de la funcién
f (w) = we®. Por tanto, podemos despejar de (4.48), obteniendo,

W (A
= W) (4.49)
A
Tomando en (4.47),
= ?® _vi
2rkoe 4k’
podemos despejar el tiempo de relajacién, aplicando (4.49),
4k qév>
e — W —=-2). 4.50
113 (87rkkoe) ( )

Podemos darnos cuenta que la aproximaciéon obtenida en (4.50) es mucho mds
répida de computar que (4.45), pues es una férmula directa que no precisa
calcular el punto de méxima temperatura T,sc. En el Apéndice C se detalla
el codigo en MATHEMATICA para determinar el tiempo de relajacién segun
(4.45).

4.4. Resultados numéricos

Se han tomado como pardmetros de rectificado § = 2,663 1073 m, vy = 0, 53
m/sy q = 5,89 10"W/m?2, siendo las propiedades térmicas de la pieza las de
una aleacién de titanio VT20 [24]-[25]: ko = 13 W/(mK) y k = 4,23 1076 m?/s.
Tomando un pardmetro e = 10~¢ K /s, obtenemos, tanto para la ecuacién exacta
(4.45), como para la aproximacién obtenida (4.50), los siguientes resultados para
el tiempo de relajacion,

t* =8,3013 1073 s, t* ~1,6727 1073 s.
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Noétese que la aproximacién obtenida para el tiempo de relajacién coincide con
la solucién exacta en el orden de magnitud. La temperatura méaxima alcanzada
en el rectificado continuo y su localizacién sobre la superficie de la pieza son,

Tax = 742,23 K, Tmax = 7,1568 1073 4.

Para la friccién intermitente se han tomado en la funciones dadas en (4.1), (4.3),
(4.4) y (4.7), los siguientes pardametros de entrada en el perfil de la muela den-
tada: x =0,75 y x; = 0,5 4, y una velocidad de la muela sobre la superficie de
la pieza v, = §/t*. Segiin estos datos, el periodo puntual del cuasi-estacionario
es7=0,7t*; y el periodo global, 7 = 2,1 t*.

En la figuras 4.6, 4.7 y 4.8 se muestra la evolucién temporal de la temperatura
en la superficie de la pieza para t € (0,¢*), en los casos continuo, intermitente en
fase e intermitente en contraposicion, respectivamente. Como se puede apreciar,
la evolucién temporal del rectificado en fase y contraposicion es muy diferentre
la una de la otra, pero en ambos casos, el perfil del continuo supone una frontera
limite.

0.001

0.002

—0.002 —0.001

Figura 4.6: Evolucién temporal de T.ont (£, x,0) para z € (—=6,d) y t = t*m/5,
con m =1,2,3,4,5 (rojo, naranja, verde, azul y violeta respectivamente).

En la figura 4.9 se compara la evolucién de la temperatura en xpy,s, tan-
to para el rectificado intermitente (en fase y en contraposicién) como para el
continuo. En primer lugar, destaquemos que el tiempo de relajacién obtenido
para el continuo es una buena medida del tiempo del transitorio en el rectifi-
cado intermitente. También se puede observar cémo en el rectificado en fase la
temperatura casi se satura con respecto al continuo, lo cual no ocurre en el rec-
tificado en contraposicién. La temperatura méxima alcanzada en el rectificado
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Figura 4.7: Evolucién temporal de T (¢, x,0) para = € (—6,§) y t = t*m/5, con
m =1,2,3,4,5, (rojo, naranja, verde, azul y violeta, respectivamente) en el caso
del rectificado en fase.

Figura 4.8: Evolucién temporal de T (¢, x,0) para x € (—6,§) y t = t*m/5, con
m=1,2,3,4,5, (rojo, naranja, verde, azul y violeta, respectivamente) en el caso
del rectificado en contraposicién.
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Evolucion temperatirs en Xogy

T[E]
- -~ | " T,
" / N f AN
\.
| -
/ )\ = Jﬂ /JI/\
400 Jf..f| / Eectificado intermitente
I' / en contraposicion
\ ,-
v _ Rectificado intermitente
en fase

—— Rectificado continmuo

1 L L N L L L L N L L L t-::l:

0.005 0.010 0.015

Figura 4.9: Evolucién temporal de Tiont (¢, Tmax,0) v T (¢, Zmax,0), para t €
(0,2t*).

en fase y contraposicion se puede evaluar numeéricamente, obteniéndose,

Thse — 741,41 K TSV = 591,29 K.

max max

En la figura 4.10 se presenta la evolucién temporal del estado cuasi-estacionario
en superficie para un periodo de friccion 7. Obsérvese cémo para = < 0, la
temperatura oscila de forma ondulatoria. Esto es debido a que la los pulsos de
flujo de calor que se producen en la zona de friccién se propagan por la superficie
de la pieza a medida que ésta se va rectificado. En la figura 4.11 se presenta la
evolucién temporal de la temperatura en z,4x parat € (0,27). En primer lugar,
se puede comprobar que el estado cuasiestacionario tiene periodo 7 tal y como
se coment6 en (4.15). Por otro lado, se puede apreciar cémo se alcanza el estado
cuasi-estacionario cuando la temperatura en el continuo se ha saturado. Por
tanto, una buena medida de cudndo se alcanza el cuasi-estacionario es el tiempo
de relajacién t*. En las figuras 4.13 y 4.14 se han representado los campos de
temperaturas en el instante ¢t = t*, cuando tenemos un rectificado intermitente
en fase y en contraposicién respectivamente. Se puede observar que el campo
de temperaturas en fase y contraposicién difieren entre si bastante. A su vez, si
comparamos el caso intermitente con el continuo, figura 4.12, podemos observar
que la intermitencia en la friccién distorsiona el campo de temperaturas de tal
modo que se producen ondas térmicas en el interior de la pieza rectificada. En
el Apéndice C se detallan los cédigos en MATHEMATICA de todas las gréaficas
que aparecen en esta seccién.
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0.00

Figura 4.10: Evolucién temporal de T, (¢, 2,y) para x € (=4§,9) y t = m7/5,
con m =1,2,3,4,5, (rojo, naranja, verde, azul y violeta, respectivamente).

Evolucion temperatura en Xogy
T[K]
i N \ A Fectificado
500 continuo
Fectificado
s / intermitente
_.*'Iu Estado cuasi-
A estacionano

|
)
0.008 0.010

.-":I.l...l...l.
0.002 0.004 0.006

Figura 4.11: Comparacién de la evolucién temporal de la temperatura en

para t € (0,27).
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Campo de temperaturas con friccion continua constante
T T T T T T T T T | T T T T [ T T T T [ T 1T

0.00025

0.00020

000015

y [m]

0.00010

000005 |-

. NN [ A |
—0.002 —0.001 0. 00D 0.001

00002

x[m]

Figura 4.12: Campo de temperaturas Teont (t*,x,y) para (z,y) € (=§,0) x
(0,9/10) . Las curvas de nivel ofrecen la temperatura en grados K.
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Campo de temperaturas con friccion intermitente constante
S S A A A A A N B

00025 -
000020 -

0.00015 -

v [m]

0.00010 -

0.00005 -

ooz -0001 0000 0001 0002
=[m]
Figura 4.13: Campo de temperaturas T (t*, z, y) para (x,y) € (—6,9)x(0,6/10),

en el caso de rectificado en fase. Las curvas de nivel ofrecen la temperatura en
grados K.
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Campo de temperaturas con friccion intermitente constante
Fr 4+ 1 1" 1 "1 1 T T T

0.00023

000020

0.00015

W [m)

0.00010

000005 |-

—-0.002 -0.001 0000 0.001 0.002

x[m]
Figura 4.14: Campo de temperaturas T (t*, z,y) para (z,y) € (—4§,0) x (0,6/10)

en el caso de rectificado en contraposiciéon. Las curvas de nivel ofrecen la tem-
peratura en grados K.
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Conclusiones

En la presente memoria tratamos el modelo matemético de transmisién de
calor en el rectificado plano industrial con el modelo SV (Samara-Valencia). Este
modelo ofrece la evolucién del campo de temperaturas en la pieza rectificada
para cualquier perfil de friccién y de aplicacién de fluido refrigerante, pudiendo
ser ambos perfiles dependientes del tiempo.

Este modelo desarrolla un enfoque del problema fundamentalmente analiti-
co, de tal manera que una razonable simplificacién de las hipdtesis en las que
se basa este modelo permite reducir notablemente la complejidad de las ecua-
ciones diferenciales que rigen el proceso real. Esta simplificacién hace posible
abordar la ecuacién diferencial que modeliza el proceso de transmisién de calor
con técnicas matematicas avanzadas. De este modo, el modelo SV obtiene una
solucién al problema en forma de ecuacién integral. Dicha ecuacién integral se
puede abordar numéricamente de una manera mucho més sencilla que la resolu-
cién numeérica directa de la ecuacion diferencial. Es més, se ha computado con
éxito para ciertos casos realistas de rectificado con friccién y aplicacién de re-
frigerante intermitente [19]. La principal ventaja del modelo SV consiste en que
otorga una solucién analitica mucho més general que la ofrecida por el modelo
clasico de Jaeger, pues este iltimo sélo obtiene la solucién para el rectificado
seco y friccién continua en el estado estacionario. De hecho, se ha podido com-
probar la compatibilidad entre ambos modelos particularizando el modelo SV
al modelo cldsico de Jaeger [10].

A continuaciéon se presentan las principales conclusiones originales de este
trabajo:

1. Se ha resuelto la ecuacién integral que plantea el modelo SV para el caso
de rectificado seco. Este resultado se ha denominado teorema T°). De
este modo, se ha obtenido una solucién analitica explicita de la evolucién
del campo de temperaturas en la pieza rectificada para cualquier perfil de
friccién entre la pieza y la muela.

2. Se ha demostrado que la solucién que ofrece el teorema T es unica.

49
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A partir del teorema T©), se han encontrado dos nuevas relaciones inte-
grales que involucran funciones especiales.

Se ha resuelto analiticamente un caso de interés tecnoldgico: el rectificado
seco intermitente, tanto en fase como en contraposicion, ofreciéndose una
expresién del tiempo de relajacién del estado cuasi-estacionario.

Se ha comprobado numéricamente que la evolucién del campo de temper-
aturas para el rectificado intermitente en fase y en contraposicién son muy
diferentes.

Se ha comprobado numéricamente que el perfil de la temperatura sobre
la superficie en el rectificado continuo es una frontera limite para el rec-
tificado intermitente. También se ha comprobado numéricamente que el
tiempo de relajacién para el rectificado continuo es una también una buena
medida para el rectificado intermitente.

Para la visualizacién de los resultados que ilustran la tesis se presentan una
serie de codigos elaborados en MATHEMATICA que permiten evaluar el
campo térmico en distintos casos.

Todas estas conclusiones han sido presentadas en los siguientes articulos
de investigacién:

= P. Castaneda, J. L. G. Santander, “Célculo de algunas integrales en el
proceso de transferencia de calor en el rectificado de piezas”. Boletin
de la Sociedad Cubana de Matemdatica y Computacion 7 (2009) 51.

= J. L. G. Santander, P. Castaneda, Yu. L. Ratis, J.M. Isidro, P. Fer-
nindez de Cérdoba, “Calculation of some integrals arising in heat

transfer in grinding”, Mathematical Problems in Engineering, doi:
10.1155/2010/535801.

= J. L. G. Santander, P. Castafieda Porras, J. M. Isidro, and P. Fer-
nddez de Cérdoba, “Calculation of some integrals arising in heat
transfer in geothermics”, Mathematical Problems in Engineering, doi:
10.1155/2010/784794.



Apéndice A

Integrales del rectificado
seco

En este Apéndice se recogen los resultados aparecidos en [29].

A.1. Introduccién

En la resolucién de la ecuacién que modela la transferencia de calor durante
el proceso de rectificado [18], aparecen integrales [28] de la siguiente forma:

I (a,b, ¢) == /Ooo [erf (% + ba) —erf (% + ba>] do, (A1)

K (ViETE)
y? + ¢

las cuales no han sido recogidas en la bibliograffa [20]. Las integrales (A.1)
y (A.2) se utilizan para la evaluaciéon de la temperatura en la superficie y el
interior de la pieza respectivamente. Aunque (A.1) y (A.2) pueden ser calculadas
usando la unicidad de la solucién de la ecuacién de Laplace, como en [28], este
método precisa de un enfoque del problema mds amplio y complejo, por lo
que su derivacién resulta muy laboriosa. Por el contrario, el presente trabajo
ofrece una forma directa de resolucién basado en métodos elementales de cdlculo
integral y el uso de la variable compleja. Por otro lado, el cédlculo de estas
integrales impropias, las cuales muestran una depedencia de los pardmetros
a, b, y c para I; y en x e y para I, es costoso desde el punto de vista de
su evaluacién numérica, con el objetivo de obtener el campo de temperaturas,
tanto en superficie como en profundidad. Por tanto, el propésito principal de
este trabajo es la resolucién analitica de (A.1) y (A.2), de tal modo que la
evaluacién del campo de temperaturas pueden hacerse més rapidamente.

B =2 [~ Kolla—e) € (A2
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A.2. Primera integral
Para calcular la integral (A.1) partiremos de la integral doble dada en (A.3) y

procederemos a resolverla de dos maneras diferentes. Comparando los resultados
obtenidos, obtendremos la resolucién de (A.1). Definamos,

R R G L S

donde a, b y ¢ son pardmetros de la integral.

A.2.1. Primer cdlculo

Aplicando el teorema de Fubini a (A.3), podemos cambiar el orden de la
integral, obteniendo,

[ () e

Definiendo la integral interna de (A.4) como I

. (z —a—4bs)>\ ds

y desarrollando el exponente de la funcién exponencial dentro de (A.4) como,

2 2
(= a4s abs)” (= 48(1) 454 2b(z—a). (A.6)
resulta que,
oo RS
j — e2b(:cfa)/ exp (u _ 4b28> @ (A?)
o 4s S

Realicemos ahora el cambio de variable o = 4b%s en (A.7) y definamos la variable
z como,

z:=12b(z —a)l, (A.8)

de tal manera que (A.7) se convierte en,

- e 2 do
I = 2b(z_a) / _Z_ — — A.g
e ; exp | — == ) — (A.9)

Conociendo la representacién integral de la funcién de Bessel modificada de
orden cero [12, § 5.10.25],

Ko ( _ LT o2 —1d A.10
oz)—QOexp 0—1=) 0 do (A.10)
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y sustituyendo (A.10) en (A.9), obtenemos,

I =220 (2). (A.11)

Recordando la definicién de z dada en (A.8) y sustituyendo (A.11) en (A.4),
encontramos la siguiente expresién para I,

j 2/'6%@—@)1(0 (126 (2 — a)|) dz. (A.12)
0

Ahora, llevando a cabo en (A.12) el cambio de variable v = 2b(x —a), se
obtiene,

1 2b(c—a)
I= —/ e* Ko (Jul) du. (A.13)
b —2ba
En la seccién A.4 se muestra que la funcién definida como,
xr
Jg (x) = / e Ko (|ul) du (A.14)
0
da como resultado,
| ze®[Ko(Jz|) +sign(z) K1 (|Jz))] -1 Vz #0.
Jg (z) = { 0 Vg =0, (A.15)

Por tanto, segin (A.15), la ecuacién (A.13) puede escribirse como,

I= %{Jg (2b(c—a)) — Jg(—2ba)}. (A.16)

A.2.2. Segundo cilculo

Consideremos ahora la integral interna en (A.3),

_ c —a — 4bs)®
1 ::/ exp (—u> dzx. (A.17)
0 4s
Realizando el siguiente cambio de variable en (A.17) u = %\;ﬁbs, se obtiene,
Cf@\;ﬁlbi
— 2+/s
I= 2\/3/ e du. (A.18)
_ a+4bs
2/5

Es posible reescribir (A.18) en términos de la funcién error como sigue,

I=rs [erf (%) +erf (%ﬂ . (A.19)

De este modo, sustituyendo (A.19) in (A.3), se obtiene,

I—\/_/ —{erf( +2b\/—) erf(Q\/_—i-Qb\/_)} . (A.20)
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Si ahora realizamos el cambio de variable 0 = 2y/s en (A.20), entonces la
ecuacion (A.20) se convierte en,

I= ﬁ/ooo [erf (% + bcr) - (% + ba)] do. (A.21)

A.2.3. Comparacién

Comparando las ecuaciones (A.16) y (A.21) y recordando la definicién dada
en (A.1l), finalmente se obtiene,

I (a,b,c) = % (c —a)) — Jg (—2ba)}, (A.22)

1
m{Jg(

donde la funcién de Jg (z) viene dada por (A.15).

A.3. Segunda Integral

Para calcular la segunda integral definida en (A.2), hagamos la traslacién de
coordenadas, ¢ = x — ¢, de tal manera que,

| K, (\/y2 + (¢ +$)2)

de'. (A.23)
v+ (€ + sc)2

L(z,y) = %/700 Ky (}fI’

Definamos la integral compleja C', como se presenta en la figura A.1.
Ky ( y? + (¢ +x)2)

2+ (¢ + x)2

Ie (a.y) =4 [ 7€) @' (A.24)

Obsérvese que la integral compleja dada en (A.24) se puede desglosar de la
siguiente manera,

IC' (xvy) = I]; (SC,y) + IE (SC,y) + ICR (‘T7y) + IC’e (‘Ta y)v (A25)

donde hemos definido,

K,y

N

v+ (& + x)2)

e, (A.26)

o [
T @) =72 [ K (l¢)

2+ (¢ +2)

d¢’, (A.27)

ICR,e (xvy) = %L Ko (’g’}
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Figura A.1: Caminos de integracién.

siendo CR y C. las semi-circunferencias que aparecen en la figura A.1. Tomando
valores absolutos en (A.27) y realizando los cambios de variable ¢ = Re® y
¢ =ee' alolargo de Ic, y Ic, respectivamente, se obtiene

1 24 (Ret 4 1)’
ey (2,y)] = vl g, (R)/ (\/y . . > |, (A.28)
™ 0 \/y2+(Rei9 —1—3:)2

y
= K1 ( y2+(eei9+x)2>
e, (2.9)] = | = Ko (0 d| . (A.29)
0 [42 + (eeif _,_x)?

Efectuando el siguiente limite en (A.28),

, , Ky (R)
Jim |loy (z.y)] = ngn Ko / )
= hm |yK0( VK1 (R (A.30)

Tomando en cuenta la férmula asintética [12, § 5.7.12]

Ko() ~ log (3) |

z—0+
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se pueden calcular los siguientes limites en (A.29),

© K (\/y2 +az2>
Eli>r(1)1+ |ICE (:E7 y)| - eE»I(I)l‘*' ?KO (6) 0 W
K (\/ v + $2) 2
y———--2|| lim €elog (—)’:0.
\/W e—0t €
Obsérvese que segin (A.26) y (A.31), el siguiente limite se satisface,

lim  Ip (z,y) + Iy (v,y) = I (z,y). (A.32)

R—o00, e—01

dg|  (A.31)

Entonces tomando los limites en (A.25) y aplicando los resultados (A.32) y
(A.30), se concluye que,

lim  Io(z,y) = L(z,y). (A.33)

R—o00,e—01

Debido a que el integrando en (A.24) contiene una unica singularidad dentro
del contorno C en el punto,

§o=—z+ilyl, (A.34)

podemos aplicar el teorema de los residuos [23], de tal modo que podemos reducir
el contorno de C' a un contorno Cj alrededor de la vecindad del punto &, como
se muestra en la figura A.1. Entonces, segin (A.33),

Iy (zy) = lim Ic(z,y)=L(zy), (A.35)
donde,
| Kl( y2+(§l+x)2)
Ig, (x,y) = i/ Ko (|¢']) de’. (A.36)
s Co y2+ (£/+$)2

Tomando el contorno circular Cy alrededor &, se puede realizar en (A.36) el
cambio de variable & = &, +ne'?,

2m
.y i
Ic, (z,y) = “7|7T_| ) Ky (‘§o+7]69}) (A.37)
K, <\/y2 + (&g +ne? + x)Q)
X e'de.
Vo2 + (6 +ne? + )’
Tomando ahora en cuenta la férmula aintética [12, § 5.7.12],
1
Ki(z) ~ - (A.38)
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se puede calcular el siguiente limite en (A.37),
Ioy (wy) = lim Io, (z,9) (A.39)
e?d
v+ (o +ne? +2)”
Sustituyendo el valor de &, (A.34) en (A.39) y simplificando,

27
) , do
ZMKO(‘&)D lim —
T n—0t Jo ne + 2iy|

= Ko(l&)) = Ko (Va2 +47).

Finalmente, de (A.35) y (A.40), se concluye que,

I (z,y) = Ky (\/ZEQ +y2) )

A.4. La funcién de Jg(x)

1yl , o
= i Kollgol) Timm |

s

Ic, (w,y) = (A.40)

Para resolver la integral (A.13), nos podemos basar en el siguiente resultado,
conocido como la integral de King [17],

/Ow et Ko (u) du = ze*® Ky (z) £ Ky (z)] T 1. (A.41)

Definamos la funcién Jg () como,

Jg (x) = /0 e Ko (|u]) du. (A.42)

Para resolver (A.42), podemos distinguir tres casos diferentes, x > 0, x < 0 y
z = 0.

A.4.1. Jg(z) para z > 0.
Haciendo uso de la integral de King (A.41) se obtiene,

Je (x) /O " et Ko (u) du (A.43)

= ze” [Ko(z) + K; (x)] — 1.

A.4.2. Jg(z) parax <0

Si se realiza en (A.42) el cambio de variable u = —u/, se obtiene,
xr
Je(z) — / ¢ Ko (—u) du (A.44)
0

- —/ e Ko (u') du'.
0
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Aplicando ahora en (A.44) el resultado dado por la integral de King (A.41),

Jg (x) = ze” [Ko (—x) — K7 (—x)] — L. (A.45)

A.4.3. Jg(z) paraz =0

Se puede reescribir (A.43) y (A.45) como una expresién tnica para x # 0
Jg (z) = ze® [Ko (|z]) + sign (x) K7 (Jz|)] — 1, (A.46)
donde,
sign (z) = %, x # 0. (A.47)
Para evaluar Jg (x) en 2 = 0, podemos resolver el siguiente limite,

Jg(0) = il'irbxez [Ko (|z|) + sign (z) K (|z])] — 1. (A.48)

Aplicando ahora la representacién asintética de Koy Ky, [12, § 5.7.12],

Ko(2) ~ log (%) Ki(z) ~ ~ (A.49)

z—0+ 20+ 2’
y tomando en cuenta (A.47), podemos evaluar (A.48),

Jg(0) = ilg% xe® [log <3) + ML} -1 (A.50)

=[] @ [z
_ 2} _
= _:PE%) xlog < 5 | = 0.

Finalmente, segiin (A.46) y (A.50), se puede expresar Jg(x) de la siguiente
manera,

Jg (z) = { ze® [Ko (Jz]) +sig0n () K1 (Jz|)] — 1 :ﬁ i 8 (A51)
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Integral Auxiliar

Queremos calcular,
I:/ cosh (azx) Ky (fz) dx. (B.1)
0

Para ello, desglosemos la integral (B.1) en dos partes,

1

o0 1 oo
125/0 e* Ko (Bz) d:c+§/0 e Ko (Bz) du. (B.2)

Evaluemos, por tanto,

I, = /OO et K, (Bz) dx. (B.3)
0

Introduciendo la representacion integral de la funcién de Macdonald de orden
cero [12, § 5.10.23],

Ky (z) = /OOO exp (—x cosht) dt (B.4)

en (B.4), e intercambiando el orden de integracion resulta,

I, = / dt/ dzexp [— (Fa+ B cosht)]z
0 0

B —/oodt exp [~ (Fa + Bcosht)] 21>
N o Fa+ [Bcosht 0

Observemos que si 8 > || tenemos que,

/°° dt
Iy, = _
o Fa+ [Bcosht

59

(B.5)
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Para llevar a cabo (B.5), hagamos el cambio, z = tanh ¢/2, de tal manera que,

/ dt - 2/ dz
a+Bcosht  a+p 1+§%322

I, = 72 tan~! fra
B — a2 BFa

_ 2 (2
= N2y cos <:Fﬂ) , (B.7)

1—a?
1+x2

se cumple que sin_l(—a:) = 7 —cos~ ! &, podemos expresar (B.7) de la siguiente
manera,

debido a que se cumple la identidad, 2tan™' z = cos™! ( ) . Como también

7 —cos™ ! (%)
I = st (B.8)
“1(a

Sustituyendo (B.8) y (B.9) en (B.2), resulta finalmente,

™

2P ot

/000 cosh (az) Ko (Bz) dz = B> af. (B.10)



Apéndice C

Programas en

MATHEMATICA

C.1. Funciones a representar

C.1.1. Parametros

E=4.23%x10* (-8}

wg =0.53;
&=2,663x10* (-3);
Ep =13;
g=5.8%»1047;

Va
cC= —7

2k
T; =300;

1 =1.272x10*(-3);
T=2.022%10* (-3);
X =3 48;

n
=E,

X=Vnl;

Vo

61
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C.1.2. Funciones auxiliares

 ~
15

5 - Ade intermitenci s
LLIIC 10 (S

LILLCEIND el la

[17]

FIE ] := Vg t—Fll:--:-r[th] X

Ag[t ] s=Min[f[E], &]:
dg [t ] r=Min[Max[f[L] -x, 0], &]:
ERF[L , = , 5 ] :=

K+ Vg s-M[E-53 Va S+ -hy[E-3
Erf[ + Vg 1l ]]—Erf[ a5+ 2 ]];
2k = 24k s
M+ Vg S Vi 3+¥ -4
ERFoone[% , 5] :=Erf[ ]—Erf[—];
24k = 24k s
dgxr ] ==
If[= <0,
»r Bxp [x]

(BesselH [0, Abs[x]] +
Sign[x] Bes=zelK [1, Ab=s[x=]]) -1, 0]:
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C.1.3. Funciones de la temperatura

«FUHCIONES DE TEMPERATURA»

(«Temperatura friccion intermitentex
-7 ERF[t, =, =5
Integrando[f , = , v , 5 ] :=Exp[ j] [t, =, sl :
3

4 Nl

T[t_.r '_'lf__.- ?_] .=
avE
24w Ep

(xTemperatura pseudo-estacionario

HIntegrate[Integrando[L, =, v, 2], {3, 0, £}]:

w

Tp:-[t_.r X_.r F_] .=
ANk
24 m Ep

{2,0, m/2}, MinRecursion - 10, MaxRBecursion -+ 100];

NIntegrate[Inte-grando[t, ¥, v, Tan[=s]] Sec‘.[s]z,

(«Temperatura transitoria friccion continuaw

] BRFeere [, 81 o t}];

Igk
kq If[}rqe 0, NIntegrate[Exp[—u] Besseuc[u, A e e ],
MEpVa

{u, c (x-8), cx}], Igle (6-x)] - Ig[-cx]]:

63
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C.1.4. Temperatura maxima y tiempo de relajacién

BE[x ] :=Exp[-cx] BesselK [0, Abs[cx]]:
M[x ] :=R[x]-R[x-4]:

E=1|:|_E;

Hp=If[vg=z0,X=€, Xg=8-€]:

Hgey =X /. FindRoot [M[x], {x, xp}]:
Tasx = T [Xgay, 0]

+THiamns de ralzs=cdisn oot

qYE ERFoone[¥aea, t]

DT[E ] := :
2 ko Y rwt
1k &g’
tp = - Prl:nductLD-g[q—d];
gt Bmkkpe

t" i=t /. FindRoot[DT[t] =&, {t, tp}]:
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C.2. Representaciones graficas

C.2.1. Evolucion de la temperatura en superficie del rec-
tificado continuo

ft=15:

th = t*;

Quiet[

FPlot [Evaluate [Table [T.p.[thn/ft, x, 0], {n, Ft}1],
{x, -4, &8}, HaxBecursion- 0,
Axeslabel —+ {StandardForm[x [m]],
StandardForm [T [E]]1},

PlotLabel -

"Surface temperature for continuos grinding™]]

Surface temperature for continues grinding
TIE]

—0.002 —0.001 I 0.001 00002
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C.2.2. Evolucién de la temperatura en superficie del rec-
tificado intermitente

ft =5; (xNumero de fotogramasw
th=2t";
Quiet[
Plot [Evaluate [Table[T[tbn/ft, x, 0], {n, ££1]1],
{x, -4, &}, MaxRecursion - 0,
Axeszslabel -+ [StandardForm[x [m]],
StandardForm [T [E]]},
FlotLabel —»
"Surface temperature for intermittent

grinding"]]

Surface temperature for intermittent grinding
T[E]
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C.2.3. Evolucion de la temperatura en superficie de estado
cuasi-estacionario

ft=5; (vHumero de fotogramasw

th=r1t:

Quiet[Plot[Evaluate [Table [T .[tbn/ft, =, 0], {n, fE}]],
{x, -4, &}, MaxBecursion—+ 0,
Axezlabel » {StandardForm[x [m]], StandardForm [T [E]]},
PlotLabel -

=]

"Estado pseudo-estacionario para el rectificado

intermitente"]]

Estado pseudo—estacionario para el rectificado intermitents
TIE]
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C.2.4. Campo de temperaturas en el rectificado continuo

th = t%;

Quiet [ContourPlot [T ..[tk, =, 7], {x, -&, &},
{v,0, &/10}, MaxRecursion » 2,
ColorFunction + "Eainbow"™, PlotPoints - 20,
Framelabel -+ {StandardForm[x [m]],

StandardForm [y [m]]},
PlotLabel -
"Temperature field at relaxation time in
contimuos grinding”,
Contourlabels -+ Antomatic] ]

Temperature field at relaxation time in continuos grinding

0.00025
0.00020

000013

y [m]

0.00010

0.00003

0.00000

—0.002 -0.001 0000 0.001 0.002

=x[m]
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C.2.5. Campo de temperaturas en el rectificado intermi-
tente

th = t%;

Quiet [ContourPlot [T[tk, x, v], {x, -&, &},
{y,0, 8/10}, MaxRecursion - 2,
ColorFunction -+ "Eainbow"™, PlotPoints »+ 20,
Framelalel - {StandardForm[x [m]],

StandardForm [y [m] ]},
PlotLabel -
"Temperature field at relaxation time in
intermittent grinding",
Contourlabels -+ Antomatic]]

Temperature field at relaxation time in intermittent grinding

000025 - 1
0.00020 - B

0.00015 -

3 [m]

0.00010 -

0.00005 - E

—0.002 —0.001 0. 00D 0.001 0.002
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