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CONVERGENCIA FUERTE DE SUCESIONES DE VARIABLES ALEATORIAS M-DEPENDIENTES CON
VALORES EN UN ESPACIG DE BANACH : ’

M.T. Beitia y A. Novales

Departamento de Estadistica Matemdtica e Investigacidn Operativa. Facultad
de Ciencias. Zaragoza. Espaiia.

Strong laws of large numbers for sequences of M-dependents random variables
(Xi independt of Xj if |i—j| 2 M), largely studied in the réal case, are ob-

tained.

1. INTRODUCCION

Se trabaja a lo largo de todo el articulo con un espacio probabilis
tico (@, F, P) y se considera un espacio de Banach E, real y separable, y
el correspondiente espaciova(E) de variables aleatorias con valores en E
y de potencia p-ésima integrable (p>1).

J. Abaurrea y M. San Miguel®! han estudiado sucesiones de variables
aléatorias basicas incondicionales y condicionalmente independientes en
espacios de Banach de tipo p, 1<p<2, para las que han obtenido resultados
de convergencia. '

Parte del presente trabajo se dedica a extender algunos de estos re
sultados a sucesiones bdsZicas M-incondicionales y diferencias de M-martin-—
gala incondicional, que generalizan las sucesiones basicas incondicionales
y condicionalmente independientes, respectivamente.

A. Beck?® define sucesidén de variables aleatorias condicionalmente
independientes como una sucesidn {Xn}_para la cual E(Xn/Ln)=an (c.s.) Vn,
donde anT(X1""’Xn—1’Xn+1’
variables aleatorias salvo ella misma, y los a4, 85, dg,...,8 ,... SON ele:

...) designa la tribu generada por todas las

mentos del Banach. Cualquier subsucesidén de una sucesidn de variables alea
torias de este tipo tal que E(Xn/Ln)=0 (c.s.) Vn es también una sucesién
de diferencias de martingala, por lo que, al igual que Menard y Raoult’,

preferimos en lo sucesivo designarlas como sucesiones de diferencias de




martingala incondicional, reservando el nombre de sucesidn de variables alea
torias condicionalmente independientes y condicionalmente centradas para
aﬁuella sucesiodn {Xn} que cumple que, para cualquier m>0, existe una subtri-
bu Ch de T(X1,...,Xm) de modo que las variables (X1,...,Xm) sean condicio-
nalmente independientes con respecto a Cy en el sentido habitual y, ademis,
E(Xn/Cm) = 0 para todo n, 1<n<m.

Los conceptos de espacios de Banach de tipo p y p-uniformemente 1i-
sos, que se utilizardn en lo que sigue, pueden verse en®? y °, por ejemplo.

2. SUCESIONES BASICAS M-INCONDICIONALES.

Sea N el conjunto de niimeros naturales, Me N y designemos con Ak’
k=0,1,...,M-1, a las clases de restos médulo k, de N:
Ak = {Mr+k; re N} , 0<k<M-1.
Supuestos conocidos los conceptos ‘de sucesidn de variables aleatorias
basica incondicional y bdsica ortogonal?, cdnsideramos las siguientes gene-
ralizaciones:

Definicidén 1: Una sucesidn {Xn} de elementos de E, base del subespacio que
generan, se llama sucesidén bdsica M-incondicional, si para todo par r,se N

ytodo conjunto de escalares 05 seee,0g ’aj ,...,aj satisfaciendo:
1 T 1 5
i) i1,i2,...ir,j1,...,js€ Ay para algtn k=0,1,...,M-1

ii) {11,i2,...,irhﬂ{j1,j2,...,js} =0

existe una constante A, 1 < A<= , tal que:

|

En el caso particular en que la constante A de la desigualdad ante-

=

M-

Q. X.
1k

< < 4 \
=0y X * S ) S X (1)
P Sk k=1 Jx Jx

o
=

rior (1) sea igual a 1, la sucesidén bdsica M-incondicional se llama suce-
sién bdsica M-ortogonal.

Es evidente que las sucesiones bdsicas 1-incondicionales y 1-ortogo
nales son las sucesiones bdsicas incondicionales y ortogonales.

Proposicidn 1.- Si{xn] es una sucesidén bdsica M-incondicional de elementos
de E y E es de tipo p, 1 < p < 2, existe una constante Dy 0, tal que:

n n |
N= Nee :
l i Xk“p < 02 lloy x [P (2)
k=1 k=1
para todo n y para toda familia de escalares Oqs Opyeee, O



Demostracidn: Basta descomponer la sucesidén {xn} en M subsucesiones cuyos in
LONMOSitTd CTOI : % &
dices recorran respectivamente los conjuntos Ak » 0< k <M-1. Entonces, para

cada n, se tiene:

n
Nsi = : Nl
“ 2: ay Xy D= “ /AR e S /o i SRR o X “p <
k=1 keA, o "o  kjeA; ™1 1 Ky €Ay M-1 M-1
Ny
< M- (-1 \\ A \\p e 20N ED ST o xk1\P +
k eAg o) o k1eA1 1
ST =
oS 2(M—Z)(p-Z) “ 7 oy Xy “p + + 2P 1. “ z: O X “p <
= kZEA2 2 2 kM—1€AM—1 M-1 M-1

= é\\“k i |\P

donde la primera desigualdad se ha obtenido utilizando la desigualdad - c.

| A

(Loeve®, pag 157) y la segunda, por medio de un resultado conocido para

sucesiones bédsicas incondicionales®. 44:

Este resultado nos va a permitir obtener para sucesiones bédsicas
M-incondicionales de variables aleatorias de Lp(E), 1 <p < 2, la siguiente
desigualdad:

Proposicidn 2.- Sea p un nimero real, 1 <p < 2. Son equivalentes:
i) E es un espacio de tipo p.

ii) Existe una constante D >0, tal que, para toda sucesidén bdsica

M-incondicional {Xn) de variables aleatorias de Lp(E):

n n
=
VA P E:\k P
)\k=1 “k-xk“ < Do ek X )
P P
para todo n y para toda familia de escalares OqsQgyeee,0p

Demostracidn: Si se cumple ii), en particular cualquier sucesidn de va-
riables aleatorias independientes y centradas de L_(E) satisface (3) y,
por tanto, el espacio es de tipo p, 1:< p < 2.! El reciproco viene
dado por la proposicidén 1, pues Lp(E) es de tipo p, ya que E lo es. 4%=




Se obtiene ahora una convergencia (c.s.) del tipo Rademacher-Mensof

para sucesiones badsicas M-incondicionales en espacios de tipo p.

Proposicidn 3.- St E es un espacio de Banach de tipo p, 1< p <2, para toda
sucesién bdsica M-incondicional {Xn}de vartables aleatorias de Lp(E) que ve-
rifique:

Nz =
25k p.“ X “p.logp n< o,
n

n=1 P
se tiene:
n
Z: Xe= =50 (ciszl)
Demostracidn: Sea n, el niimero de elementos de Ay menores o igudles que n
en la sucesidn de subindices de la familia {Xn} . Para cada k, 0 < k < M-1,
la sucesién {XrM+k} es bdsica incondicional, y se tiene por consiguiente!
(y para variables aleatorias mutuamente ortogonales en espacios p-lisos®

véase también®?):

1%m n

E rM+k§pXrM+k =5 (o=

de donde:

1im (n n—1) no) ZE: X =0 c¥ss) 4)

fi Kk K MeRen K =
Y por tanto:

et

lhm TLSR fzﬁ Xj =0 (i)

sin mds que sumar las expresiones (4) para las M subsucesiones. #i

&g DIFERENCIAS DE M-MARTINGALA INCONDICIONAL.

Pasamos ahora a estudiar una familia de variables aleatorias
que generaliza a la sucesidén de diferencias de martingala incondicional:
Definicidén.- Una sucesidn {Xn} de variables aleatorias integrables,
se llama sucesidn de diferencias de M-martingala incondicional si, para
cada una de las M subsucesiones {X T

TM+k =0

E (XrM+k/GrM+k) =0 (s k=0 S sM=1



para todo r € N, donde G

Y T(XSM+k; s€ N, s#r), k=0,1,...,M-1

.

Con las siguientes proposiciones tratamos de extender a estas sucesiones de

variables aleatorias resultados ya conocidos para diferencias de martingala
incondicional.

Proposicidn 4.- Sea {Xn} una sucesidn de diferencias de M-martingala incondi
ctonal y sea

amek” E i/ Grer) (€052).
Entonces:

i) Toda subsucesidén {X .—an_} extratda de una sucesidn {XrM+k-arM+k)
k=0,1,...,M-1 es sucésiéd de diferencias de martingala

ii1) S la sucesidn {Xn} pertenece a L_(E), {XrM+k} es sucesidn bdst
. ca ortogonal de Lp(E), para k=0,1,...,M-1.

4

Y ademds:
Proposicidn 5.- Sea 1 <p < 2. Son equivalentes:
i) E es un espacto de tipo p.
ii)

Para toda sucesién de diferencias de M- martingala incondicional,
formada por variables aleatorias centradas de Lp(E),

.

tales que:

n=T

se tiene:

> P kP <o
i) :

= Xk =0 (€©s85)

Demostracidén: En efecto, a cada subsucesién { XrM+k} se le puede aplicar la
proposicién D) de !, teniéndose:

=1 N
T isaky o A X =0 (c.s.)
A" ke MK
Y por tanto: o
1im nelu il X=H0E(c s
k=1
con la misma técnica de la

proposicién 3.
El reciproca es

obvio, sin mds que utilizar el teoremal] de Hoff-
mann-Jgrgensen®, pues si ii) se cumple, en particular es satisfecha para to-

da sucesidn de variables aleatorias independientes y centradas.




Y,de modo similar, puede obtenerse el siguiente resultado:

Proposicidén 6.- Sea E espacio de Banach. Son equivalentes:

i) E es B-convexo.
ii) Para toda sucesidn {Xn] de diferencias de M-martingala incondicio

nal tales que:

2
syp E ix I|° <=,
se tiene:

n
gmenilee x = 0l (otsy)
k=1

Demostracidn: Si sup EI\an\2 <o , se tiene también sup El\Xnup< L para
todoERpiital S quesiliic SpEiic = 25
Como ademids:
v Ellx ||P SN0
L2 < spElxIP. ) P <o,
m=1  p n=1
estamos en las condiciones de la proposicién anterior-ya que E es de tipo p

para algln p € (1,2] y se obtiene la convergencia.

Reciprocamente, la hipdtesis ii) implica i), segln la técnica habi-
tual?. >

Por Gltimo, para las sucesiones de diferencias de M-martingala in-
condicional, es vdlida una desigualdad de Kolmogorof en espacios de tipo 2
similar a la que Jain da para variables independientes?®

Proposicidn 7.- E es de tipo 2 si y sélo st existe un a>0 tal que para cual
quier sucesidn de diferencias de M-martingala <incondicional se tiene para

cualquier ) > 0:

P[ max ﬂs.lan S | (5)
J =1 ]

1<j<n

Demostracidn: Si {Xn} es una sucesidn de diferenciés de martingala incondicio
nal, ijd es martingala y {HZXJN} es submartingala real positiva, por lo
que la desigualdad maximal da: ;

P [SBP\L;Xﬂ“Z 2 Cz:l = “_52!3 )



donde:
25 2L 2 v 2
“S“z -sgpnsnuz ‘SHPE“ZXg" SSHPLE“XQ“»
si’E es de tipo 2 y, por tanto, se tiene la desigualdad (5).

Reciprocamente, si es vdlida la desigualdad de Kolmogorof para suce
siones de diferencias de maftingala incondicional, en particular es cierta
para variables independiéntes y centradas y,por Jain® , el espacio es de ti-
po 2.

Este razonamiento, hecho para diferencias de martingala incondicio
nal es extensible a diferencias de M-martingala incondicional, como se podra
deducir de todo lo desarrollado anteriormente. En este caso, bastaria notar
que:

A
>

: n M-1 :
(Y%, l j}; lel>HC kL=)0 { Max n /: 5 -

: < ]
UEREn R

y ya que cada subsucesidn {XrM+k} es de diferencias de martingala, por.la

aplicacidn del razonamiento anterior se tendria:

. n i M-1 et s Lo :
P(Méx 2= X-"“J <3 o2 - L Ellx 02 o x> wlx.| ﬁ:
T jentE ;=T k=0 -\ M 3oy Ix =y

APENDICE 1.- Se pueden hacer otras generalizaciones andlogas a las anterio

res, como es el caso de la siguiente:

Definicion.- Una sucesidn {Xn} de variables aleatorias de L_(E) se llama de
diferencias de M-martingala, si cada una de las M subsucesiones {XrM+k}r=0 1

! yilss
k=0,1,...,M-1 es una sucesidén de diferencias de martingala.

Recordando que un espacio de Banach E es p-uniformemente liso,1<p<2,

si existe una constante k>0 tal que:
llx + ylIP + fx - yI? < 2. [ xIP + k. yylP ,

para cada par de vectores x,y de E, se tiene el siguiente resultado:

11




Proposicidn 8.- SZ (Xn,Bn) es una sucesidn de diferencias de M-martingala

con valores en un espacio de Banach p-uniformemente liso, con Xo=0 y:

i ElIxlP

k=1 kP

entonces:

0 (c.s.)y en Lp(E)

Demostracidn: Mediante la aplicacidn del corolario 2.4 de Wo‘yczynski9

a cada subsuce51ona{XrM+k} e e tiene:
D
TM+
TM+k<n 0 (c.s.) y en L (E)
k

por lo que, segln la técnica de la proposicidn 3, puede probarse el resul
tado.

APENDICE 2.- Para variables M-dependientes (suficientemente tratadas en el
caso real), que no son sino un caso particular de las diferencias de M-mar
tingala incondicional, es valido el siguiente teorema de las tres series en

espacios de tipo 2:

Proposicidn 9.- Sea E un espacio de Banach de tipo 2 y {Xn}una sucesidn de
variables aleatorias M-dependientes con valores en E. La convergencia de las

stiguientes series para algin c>0:

(A) f I:u x| >CJ

=
* (B) zr E ! X§M+k J para k=0,1,2,...,M-1
r=1 o

© i [l =l

implica la convergencia casi segura de la serie Z—X. en E,donde:
r=1
c =
S el ;)< e}
Demostracidn: Basta utilizar la misma técrica que en les proposiciones

anteriores, tras la aplicacidn del teorema 6.2 de Jain a cada una de las

M subsucesiones {XrM+k) r=0> K=0,1,...,M-1. H
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ALGUNAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES fJI: Y ¢;

C. Calderbn Garcia

Facultad de Ciencias. Universidad de Bilbao. Espafia.

In this paper we discuss several properties for the generalized functions U;
of Mobius and ¢; of Euler, obtaining some asymptotic formuale for the ¢; func
tion and proving that

n
n’m?

m£1 9%(m) = =3~ v, (2) O(n log n)

The note conclude with a determination of the generating functions for ¢;,

when k is even or k is odd.

1. INTRODUCCION

Se considera la funcibn aritmética u; de tipo Mobius, para todo entero

positivo k, de la siguiente forma

*
(1) 1
u;(n) =0 2 si pk+1|n para alglin primo p (1)
* = £(n) DO =
pk(n) = (-1) si n _121 pi OS] ai <k, §(n) =2 ai
La funcibén u; es multiplicativa para cada k. Esto es U;(l) =1 y
* * * .
”k(mn) = uk(m)uk(n), (m,n) =1 (2)

Si £ es una funcidn multiplicativa la suma extendida a todos los divisores
d/n del producto de las funciones U; y £ wverifica

* h 2 Bi Bi
e n(@)E(a) =SSN = (p ) FE R E (P S =t (S B e (PRl (3)
d/n k i=1 1 1 3

donde Bi = a; si n no contiene potencias k+l-€simas y Bi = k si para al-

gn i es B2 JeETS

En particular, si hacemos £f(n) = 1 en (3) vemos que se verifica
il si n=1
X i -
d;ﬂ uk(d) = 1! si Bi es par, i=1,...,h (4)
0 en los demds casos

15




donde los B; son de la forma sefialada en (3.

A partir de la funcibn generalizada de Mobius u; se da en 2 una funcién ¢;
de tipo Euler, definida por
¢’ (n) = *(a)/a (5)
iRl TG
y que para k = 1 es la funcién de Euler usual.
Aplicando (3) a la funcién £(n) = 1/n,.n > 1 se deduce
T e L i o il e e B (6)
k p/n

donde B es de la forma expresada en (3). Obsérvese que para n=1 el producto

es vacio. En este caso se asigna el valor 1.
2. OTRAS PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES ¢; Ve u;

De (2) y (5) se deduce que la funcibn ¢; es multiplicativa para cada k > 1
entero. Es decir, ¢;(1) =Ey
¢;(mn) = ¢;(m)4i(n) siempre que (myn)E =100 (7)

Si my n son enteros positivos, no primos entre si, se verifica

TEOREMA 2.1.-

Sean m,n > 1 enteros tales que (m,n) =d > 1 y
a, i n o ok [ B n! B
= st r g i o] T 3]
T Pj coc Pryrsfi v 1 BB j=}+1 qj
Entonces
* *
¢, (mn) 2 ¢k (m n) )
* * * *
¢>k (m) ¢k (n) ¢k (m1 ) ¢k (n1 )
% %- %
= = 22 =
donde m, DI LL D S i ooc pr (m/m, , n/n1) 10
DEMOSTRACION.- Teniendo en cuenta que
e  h' B.

= i i DRSS -
s B B i s e e (e, ) el

podemos aplicar (7) a m,n y m-n . Es decir

* * * h al * h' Bj *
Selmay e et e Ve 0 T 4 L)
* * o ' B * *
¢ (m) ¢ (n) * DG o j $¥(m ) ¢*(n )
k k o m)o (I .p )¢ (n) ¢k(j£1r+1qj3) leidE e

Para la suma de la funcidn ¢; extendida a los divisores d/n se verifican
ciertas propiedades, una.de ellas andloga a la conocida para la funcibén de Euler.
Deduciremos dichas propiedades a partir de una férmula que daremos en el siguien
te teorema y de la cual se obtiene como caso particular la‘primera férmula de in

versién de Mobius para 11;y para los n € Q2 (conjunto de enteros positivos n



libres de cuadrados).

Q.
1

h
Sea n = 21 p; la descomposicién en factores primos de , n, p; primos dis-—

e
tintos. Los divisores d/n serén de la forma d = ilzl1 pi\l, 0 < Bi < o

i

TEOREMA 2.2.-

Sean n,k enteros > 1, f wuna funcidn aritmética y
*
g (n) =d§n w (d) £(n/d) (9)
Entonces
d;n g(d) = £(n) +d/r§,a£n(d) (10)
Y. par
i=t,...,n
siendo Yi= o - Si cuando o - Bi IStk y Yj= k si para algGn j = 1,...5h
esio =B
J J

DEMOSTRACION.- Sustituyendo n por n/d en (9) la suma de la funcién g exten

dida a los divisores d/n es

g(@ = % I i (n/dd')£(d') = Znu]: (n/dd') £(a') =

z
d/n d/n d'/n/d k dd'/

= 3 L T '
a'oa f(d )d|n/d' Uk (n/dd )4
Aplicando (4) se deduce el teorema.

Para los n € Q2 se deduce una propiedad anfloga‘a la férmula de inversidn
de Mobius para la funcidn IJ;

COROLARIO.—

Sean n € 02 , k entero > 1, f y g funciones aritméticas. Entonces
=R
g (n) a’n (d) ; (11)
si y sblo si
S e
£ (n) a/n F‘k(d) g(n/d), (12)

Si aplicamos el teorema anterior a la funcién generalizada ¢}: vemos que pa

ra la suma extendida a los divisores d/n se verifica que

*
Xn ¢k(d) =n

A (13)

+ I 4
d/n,d<n
Y; par
i=*,...,n

En particular, si n € Q2 obtenemos una f&rmula andloga a la de Gauss p>ara la
funcibn ¢;

PR
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3. FORMULAS ASINTOTICAS PARA LA FUNCION ¢;

- - : ; : 5 et o ey
Obtendremos a continuacidn expresiones asintb6ticas para la funcidn ¢k

LEMA 1.

Sf f es una funcidn aritmética multiplicativa y £(p®) — 0 cuando
pm — > oo donde p es un nfimero primo y m un entero positivo (esto es,
f(n) — 0, cuando n recorre el conjunto de potencias de primos), entonces
f(n) — 0 cuando n — .

TEOREMA 3.1.- g

Sea k entero > 1. Entonces
—_— *
lim ¢k(n)/n =1 (14)
n -+ o

*
DEMOSTRACION.- Es evidente que ¢k(n) < n para n > 1, ya que por (5) y ser‘ﬁ

*
Yy My multiplicativas basta comprobar para n = ﬁ“ , P primo, m entero > 1 que

Io(u (@)/a)< 1
m

d/p
Pero
* 1 1 '
R M (@/a = (=) + " )/p" (1+p) < 1
donde m'=m si m<k y m'=k si m>k. Por otro lado
' 0
¢;(n) (6L = u_) > n(l-€)
8 (p+l)
para
ml 045 ~:
0 < 1 <p':(_l)m <HEZTSE):
p(p+1) p™ (p+1) :

Por lo tanto, se cumple (14).

TEOREMA 3.2.-

Para cada 6 > 0

I

* =
1/¢5m) =0(1/a'?) sf n— @ (15)
DEMOSTRACION.- SI § > 1 es trivial. Supongamos que 6 < 1, entonces la funcibén
1-6 * S 5 A S q
f(n) = n /¢k(n) verifica el lema anterior. Es, ademds, una funcibn multipli-
cativa. Por lo tanto, es suficiente probar que f(g') — 0 si p™ — .

En efecto, para cada § > 0

£(pY) = P = 1+ 1/p 203 T : 1
* m e 2 _19 md
RIS SO e Cey e
Pre 1 Pl

pero si pm — 0o, entonces f(pm) — 0 y (15) se verifica.



LEMA 2.

*
.Para la funcibn u se cumple

=) (2s) 2
donde
et s si k es par
Y, (s) = C(2(k+1?s) (17)
el i si k es impar
z((k+1)s)

* - 2 :
DEMOSTRACION.- Basta tener en cuenta que por se Uk(n)-n ® una funcién multipli

cativa se cumple

©

-
D G o s L +..+i)
x 5

n=1

de la cual se deduce el lema.

TEOREMA 3.3.-

*
Se verifica para la funcibn by

n27[2

b ¢, (m) = - v, (2) + 0(n log n) (18)

m=1

donde Yk(z) estd dado por (17) para s = 2.

DEMOSTRACION.- Aplicando (5) a ¢y (m):

n % n * S n x n/d :
ney (M) =2 man Uy (d)/Q =3k At 1 (D) =2, (d) 2 dt =

._n* n/d2+ n/d_ln * 2 n

= ¢, u(a) 5 = Sag wid) [n/d] + 0( X, [n/dl) =
no ok

= %—d§1uk(d) n2/d2 + O(n log n) =

2 3 o

O () TROl@an f /Aty o Tonh)
= W GEhR d=n+1 =g

Por el lema anterior, esto es igual a

n’ z(4) '
= = (2} He(nElog n)
=20 z(2) k
Pero 1tz (2) = n2/6 y c(é) = n2/90 por lo tanto
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22!
nmw

n *
L, 6, (m) =

1 Y (2) O(n log n)

30

El teorema queda demostrado.
4. FUNCION GENERATRIZ DE ¢;
Ficilmente se comprueba que se verifica la relacibn siguiente

© 1 2 = ol = ;
o2y 0 (n)fn” = z(s-1) I p (n)/n" , Re s > 2 (19)

Por lo tanto, aplicando el Iema 2 vemos que la funcibén generatriz de ¢; toma dis
tintos valores segfin sea k par o impar. Es decir:

E] ‘p;(n),n's = t(s=1) ¢(2s)
C(s)

n

Y (8) (20)

donde Yk(s) estd dada por (17).
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In this paper we build the supersoluble hypercentre of a Lie algebra in a way
that is similar to the building of the nilpotent hypercentre from the centre.
For it, first we consider a suitable generalization of the centre, that we call
quasi-centre which also is an abelian ideal, and then we find some properties
of the supersoluble hypercentre, which is the largest supersoluble hypercentre,
which is the largest supersolubly immersed ideal of a Lie algebra.

All the algebras considered in this paper have finite dimension.

INTRODUCCION

Un ideal de un 4lgebra de Lie se dice inmerso supersolublemente (o hiper-
central respecto de la formacion de las 4lgebras de Lie supersolubles) si los
factores principales del. &dlgebra por debajo del ideal son de dimensién uno. EI1
hipercentro supersoluble es el mayor ideal inmerso supersolublemente en el 41-
gebra. Este‘ideal tiene las propiedades deducidas de la teoria general de hi-
percentros respecto de formaciones realizada en [1] y en |4|. Ahora bién, en
el caso de la formacidén N de las &lgebras de Lie nilpotentes, el N-hipercentro
es precisamente el hipercentro esto es, el término donde se estaciona la serie
central ascendente.

Nuestro objetivo es generalizar la idea de centro de un algebra de Lie de
modo que el hipercentro correspondiente sea precisamente el hipercentro super-
soluble y obtener propiedades de éste.

En teoria de grupos finitos esto se consigué con el concepto de elemento
cuasicentral introducido por Ore. Un elemento g € G se dice cuasi-central
si <g><x>=<x><g> V x € G . Mukherjee |3| determina la estructura del
cuasi-centro de G, subgrupo de G engendrado por los elementos cuasi-centrales,
demostrando que es nilpotente e identifica el hipercentro correspondiente con
el mayor subgrupo normal de G inmerso supersolublemente en G. Todo ello se
demuestra a través de la teoria aritmética del grupo, lo que hace que en 4l1-
gebras de Lie el tratamiento necesariamente tenga que ser distinto, pero es

natural esperar que el punto de Partida sea el mismo.




1. CUASICENTRO DE UN ALGEBRA DE LIE

Sea L un dlgebra de Lie de dimensién finita sobre un cuerpo F.

1.1 DEFINICION

Llamamos cuasi-centro de L al subespacio vectorial engendrado por los ele-
mentos de L que son vectores propios de toda derivacién interna ady e Re ]
Lo denotaremos por Q(L) . Asi:

(L) =F{xe L | VyelL, [y,x] =t(y)x para algin t(y) € F} :

1.2 PRIMERAS PROPIEDADES

a) Q(L) es un ideal abeliano de L.

b) Z(L) < Q(L) , la igualdad no siempre es cierta.

c) L nilpotente => Z(L) = Q(L) , el reciproco no es cierto.
d) Puede ocurrir que 2Z(L) sea trivial sin que lo sea (L)
e) L =0Q(L) <=>L = z(L)

f) Sea a: L, —>1L

a(e(r,)) = o(L,) .

o, un isomorfismo de 4lgebras de Lie entonces,

Demostracidn:

a) Sea x € Q(L) cualquiera, x = t%y

Tenemos y € L, yx = t tix; +...+ ttlx, , t; € F , luego yx € Q(L) .

et X <x.>d G0
tr r con x4 Lo VA

Sean ahora x,y € Q(L) con <x> e <y> dideales no nulos de L, entonces
[v>x] = tx , [x,y] = t'y t,t' € F . ILuego [xli=txi="—tiyv=isi -t 0
entonces x € <y> y luego [x,y] =0 . Y asi t' = 0 contradiccién con que
x # 0 . Por tanto [x,v] = [v,x] Ofs ¥

Ahora por linealidad se obtiene que Q(L) es abeliano.

(b) y (d)

Sea L =<e,f,g> el 4dlgebra de Lie de dimensién tres con el producto da-

do por [e,f] =0 , [eseli= £ 55, [£s€] = e . L es supersoluble pero no nil-
potentes Se tiene Z(L) =0 y Q(L) = L' . //

c) Sea L un 4lgebra de Lie nilpotente y x € L con <x><4 L
y € L , entonces, [y,x] = tx para algin t & F
[¥[v>x]] = t[y,x] = t'x y en general

. Tomemos
, entonces

x(ady)® =t , e N .
Ahora bien, como L es nilpotente, ady es nilpotente (Teorema de Engel) y de
aqui t =0 . Esto es, 7] =0 s E L,
Tomemos ahora el &lgebra de Lie L = <x1,x2,x3,x4,x5> de dimensién cinco

con el producto dado por: [xl,xz] =X [xl,xz] =x3 , [xl,x4] SH=xes,

[xl,x4] = x5 . L es resoluble, Z(L) = Q(L) = <xc> y L no es nilpotente.
1.3 LEMA

a) Si N<a L, se tiene Q(L) + N/N < Q(L/N) . El contenido puede ser es-—
- tricto.




b) Sea ahora L un 4lgebra de Lie supersoluble y N un ideal no nulo de L,
entonces, N N Q(L) # 0 .

Demostracién:
a) Sea x =x +N € L/N con x € Q(L) , se tiene x = tyx, oot o
con <x,>< L ti £ PR S = e e n R Fa e S0 h = tl(x1 + N) +...+ tr(xr + N).

Ahora bien, <x; + N> = (<xi> + N)/N < L/N por ser <x;>< L , por tanto
x; +N ¢ o(L/N) .

b) Tomemos un ideal minimal K de L por debajo de N, por ser L supersoluble
dim K =1 , asi K=<x><4 L y luego 0 # x € NN Q(L) . //

Recordemos que un factor principal H/K de un 4lgebra de Lie L se dice

central si CL(H/K) =L 6 equivalentemente si H/K < Z(L/K) . Recordar tam-
bién que L es nilpotente si y sélo si todo factor principal de L es central.

1.4 DEFINICION

Diremos que un factor principal H/K de L es cuasi-central si H/K < Q(L/K).
1.5 LEMA

Sea N un ideal minimal de L. Entonces, N < Q(L) <=> dim N = 1

Demostracidn:

<=) Trivial.

=>) Desde luego si Q(L) es ideal minimal de L entonces dim Q(L) = 1

Supongamos que N # Q(L) . Consideremos {il,...,xr} una base de Q(L)
con <x;>< 1 b3) Lk 4ye 8 {nl,...,nl} una base de N. Podemos también suponer
que ninguno de los x; pertenece a N. Sea X! g {xl,...,xr} tal que

¢ {1] {nl,...,nl} es base de Q(L) .

Escribamos X' = {xl,...,xr,} 5l Sl 2 s 5y X = F(xl,...,x ) =T s

r-l
Entonces, Q(L) =N + K y 0O(L)/K = N .
Ahora bien: (K +<x ,,,>) <L, K G K +<x,,,,>< 0(L) y como Q(L)/K

es factor principal de L, resulta que Q(L)
dim N =1 . //

K + <X 14q> = K + N y de aqui

1.6 PROPOSICION

Un 4lgebra de Lie L es supersoluble si y sélo si los factorés principales
de L son cuasi-centrales.

Estudiamos ahora una subdlgebra estrechamente relacionada con el cuasi-
centro Q(L) .
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Notacidn:

Para cada x € L escribimos P(x)

el F-subespacio vectorial de L engen-—
drado por los vectores propios de ade . Naturalmente x € P(x)

Denotamos P(L) = N P(x) . Desde luego Q(L) < P(L) pero la igualdad no
3 xeL

siempre es cierta.
1.7 LEMA

a) Para cada x € L , P(x) es una subdlgebra de L. Asi tenemos que

P(L) < L
b)EP (ac) M= CL(<x>) si y sélo si "o" es el dnico valor propio de adx que
esti en F.
En, particular: P(x) = L ~ adx nilpotente <=> x ¢ Zi(ra)hes :

c)* L'nilpotente => P(L) = Q(L) = z(L)

Demostracidn:

a)*si "y,z € L son vectores propios de adx

. entonces [y,z] es 6 cero
6 es asimismo un vector propio de adx

» luego P(x) es subédlgebra de L
b) Sea L nilpotente, x € P(L) . Tomemos y € L cualquiera, por ser L
nilpotente ady es nilpotente, luego P(y) = Cpl<y>)

Ahora como x € P(L) < P(y) = CL(<y>) » tenemos que [x,y] =0 . Asi
% 2700 & 7))

1.8 PROPOSICION

P(L) = L si y sélo si L es abeliana.

Demostracién

=>) Supongamos que P(L) = L s entonces  P(x) =1, Yox c. I
Sea x € L , como P(x) =L

distingamos dos casos:

> L posee una base de vectores propios de adx,

a) "o" es el tnico valor propio de adx que est4d en F

» entonces xy = 0
Voy exkisyio x & Z(L) .
b) J yeL t.q. [v,x] = Ay con 0 ZANeF . Entonces, x(ady)2 = [i[xv]¥] =0
Por otra’parte, Py =n luego ady es diagonalizable.
i A
1. (0]
Sea 'ts | la matriz de ady correspondiente a la base
. |
0 .
: “n)
€psecesey de L, formada, por vectores propios de ady Notar que algiin ti es
no-nulo. Puesto que x(ady) # 0 . Sean tl,...,ts Z510) v
ts+1 === tie =0
2
T = + n)a— o B = = =
X =tie; +...4+ tle , x(ady) 0 luego t,(t;t]) Goc ts(tsté) 0

Pero como por otra parte x(ady) # 0 resulta titi #0 para algin
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it (2 {1,...,5} .
Asi obtenemos, ti = 0 para algin i ¢ {1,...,5} , contradiccidn.
Consecuentemente, Z(L) = L
<=) Trivial. //

1.9 PROPOSICION

a)=Paracadal i P(IL)ie Uoll o5 el Wnico valor propio de ad;x que est4
en@EEs

b) Si el cuerpo F es algebraicamente cerrado (caracteristica arbitraria)
entonces, P(L) es abeliana.

c) Sea L resoluble y F arbitrario, entonces P(L) < N(L) siendo N(L) el
nil-radical de L. En particular: P(L) es nilpotente.

Demostracién:

a) Sea x € P(L) , si suponemos que ad;x posee un valor propio A # 0
en F tenemos que J y € L tal que [vx] = Ay .

Ahora x & P(L) < P(y) 1luego podemos escribir x = Ty o tye, tolot toe

e
siendo (y,ez,...,er) una base de P(y) y e; vector propio de ady ,
A oo l5
Tenemos: Xy = yx = tZAZEZ SRS AR trkrer 5 Ai € F y de la independen-
cia lineal de (y,ez,...,er) se sigue que A = 0 , contradiccién.

b) Por ser F algebraicamente cerrado, el apartado anterior nos asegura
que ad;x es nilpotente V x € P(L) . Se sigue que P(x) = CL(<x>) :

Tomemos ahora x,y € P(L) cualesquiera, y € P(L) < P(x) = CL(<x>) luego

yx =0

c) Por ser L resoluble, CL(N(L)) < N(L) y como por el Teorema de Engel,
todo elemento de N(L) es ad-nilpotente, se sigue que CL({y e L | yes ad-
-nilpotente}) € C;(N(L)) .

Finalmente, P(L) < CL({y e L| yes ad—nilpotente}), pues P(x) = CL(<x>)
para x ad-nilpotente. //

Recordemos la siguiente
1.10 DEFINICION

Un dlgebra de Lie se dice primitiva si posee un ideal minimal A con
CL(A) = A

1.11 PROPOSICION

Sea L un 4lgebra resoluble y primitiva de ideal minimal A y de caracteris-

tica cero.

Q(L) = 0 si L no es supersoluble.

o(L)

Entonces: a) P(L)

A si L es supersoluble.

b) P(L)
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Demostracidn:

Por hipétesis A es abeliano y asi P(a) = CL(<a>) para cada a € A , luego
M ey) = CL(<a>) = CL(A) = A , se sigue que P(L) < A
acA agA .

Observemos ahora que A es L/A-médulo irreducible y que L/A es resoluble,
aplicando el Teorema (11, pdg.47 de |2]) tenemos que L/A es abeliana y que
adx|, : A —> A es semi-simple (ésto es, su polinomio minimo es irreducible).
Para cada" x & L\ Al . Sea RX(X) éste polinomio, entonces el polinomio mi-

nimo de ade es x;nx(x) :

Distingamos dos casos:

12) grado de nx(X) es uno, V¥V x € LN A . En este caso resulta que
todos los valores propios de todas las derivaciones internas de L estén en F,
y como ademds L' es nilpotente, deducimos que L es supersoluble y asi
dim A =1 y P(L) =9Q(L) = A

22) 3 x € LN A tal que nx(X) es de grado mayor que uno.

Entonces necesariamente, dim A > 1 y L no es supersoluble. Por otra
parte, P(x) es ahora igual a CL(<x>) pues "o" es el unico valor propio de
ade que estd en F. Finalmente, CL(<x>) N A=0 ya que {a e A |ax = O}
es un ideal de L contenido en A, y de la minimalidad de A y del hecho de que
x ¢ CL(A) , deducimos que CL(<x>) NA=0 y conesto P(L) =0 . //

La condicién sobre la caracteristica del cuerpo no se puede suprimir co-

mo muestra el siguiente
EJEMPLO

Sea A un espacio vectorial de dimensién tres sobre un cuerpo F algebrai-
camente cerrado de caracteristica dos. Escribamos e,f,g una base de A.
Llamemos D: A —> A 1la aplicacién lineal dada por D(e) = ae,

D(f) = bf , D(g) = cg siendo b,c € F¥ y a = b+c # 0

A es un dlgebra de Lie con la operacidn [e,f] = () [e,g] = % 5

[f;g] = e y entonces D es una derivacién de A.

Tomemos el &4lgebra de Lie L = <u,A> producto semi-directo del &4lgebra
de Lie de dimensién uno <u> y A mediante D. ([u,a] =D(a) V a € A)

Se comprueba que L es primitiva de ideal minimal (e,f) y resoluble, pe-

ro L' no es nilpotente.

Se tiene: (Q(L) = 0 y sin embargo e+f € P(L) . En efecto:
Sea z = t1e+t2f+t3g+t4u un elemento arbitrario de L, se ve que el polinomio
caracteristico de adz es O t4c)(>\Z + Xt4(a + b) + tiab + té).
1L caso. t4 # 0 . Entonces los valores propios son todos distintos, luego
adz es diagonalizable y por tanto P(z) = H
22 Caso. t4 = 0 . Entonces los valores propios son: "o" doble y t3 doble.

Asi, si t, = 0 entonces z es nilpotente y
B(z)S= CL(<z>) > (e,f) .
Y si t3'# 0 , comprobamos que [e + £, z] = t3(e + £) .

Luego en cualquier caso e + f € P(z)




1.12 COROLARIO

Sea L resoluble de caracteristica cero. Entonces, P(L) esti contenido
en el core de toda subdlgebra maximal de codimensién mayor que uno.

Demostracidn:
Sea M < L maximal, llamemos K = Core M . Entonces, L/K es primitiva.
Ahora por ser M de codimensién mayor que uno, L/K no es supersoluble. Por

tanto, 0 = P(L/K) > (P(L) + K)/K y de aqui P(L) < K . //
2. HIPERCUASICENTRO

2.1 DEFINICION

Para un 4lgebra de Lie L, sea QO(L) =0 5 Qi+1(L)/Qi(L) el cuasicen-
tro de L/Qi(L) . El hipercuasicentro Q%(L) de L es el término donde se
estaciona la cadena de ideales

0 =0(L) < 0,(L) =0(L) < ... < @ (L) = 0*(L)
2.2 PROPOSICION

Son equivalentes:
a) L es supersoluble.
b) 0*(L) = L

c) L/Q*(L) es supersoluble.
Demostracién:

(a) => (b) Supongamos L supersoluble y que Q%(L) # L. Entonces tene-
mos O #-L/Q*(L) supersoluble, luego Q(L/0*(L)) # 0 contradiccién con la
definicién de Q*(L) .

(b) => (a) Sea L contraejemplo minimal. Como dim L > 1 , se tiene que
Q(L) # 0 . Asi por la minimalidad de L , L/Q(L) es supersoluble pues
0*(L/Q(L)) = 0*(L)/Q(L) = L/Q(L) . Sea r = dim Q(L) y tomemos
Xysee.,%x  base de Q(L) con <x;>< L, i=1,...,r

. Consideremos ahora la cadena de ideales de L:

0 < <x;>< <x;>+<Xp>< ... < <x> 4 L. +<x > = (L)

los factores de ésta cadena son de dimensién uno, de aqui se deduce que L
es supersoluble. :

(b) => (c) trivial

(c) => (b) Sea L/Q*(L) supersoluble, como por un lado Q(L/Q*(L)) = 0
por definicién de Q*(L) y por otro lado el cuasicentro de un 4lgebra su-
persoluble no-trivial es no-trivial, necesariamente L = Q%(L) . //
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2.3 PROPOSICION
Para un 4lgebra de Lie L, 0¥(L) =N {N< L | o(L/N) = o} .
Demostracidn:

Consideremos la cadena:
0=10,(1) <0,(L) < ... <0 (L) =0%(L)
y escribamos T =N {(N< L | (L/N) = 0}
Entonces como Q(L/Q*¥(L)) = O tenemos que T < 0*(L)

Ahora tomemos K < L +tal que Q(L/K) = 0 y supongamos que Qi(L) < K
para algin i < m , hemos de probar que entonces Qi+1(L) < K .

Sea x € Qi+1(L) tal que <x + Qi(L)><1 L/Qi(L) , tenemos que
[%v] + @;(L) =A(y)x + 0;(L) VyeL con My) eF. De 0.(L)<K dedu-

cimos que [x,y] +K=AMy) +K, VyelL luego x + Ke 0(L/K) =0 1y asi
XEI E e

Sea ahora =z € Qi+1(L) arbitrario, podemos escribir

z + Qi(L) =Stxg+ ot x4 Qi(L) con <xg + Qi(L)>< L/Qi(L)
(Gl )i

Por lo anterior, xj € K (j=1,...,7v) . Ademis
z+K=tx +...+¢tx +K Iluego Zie K/,

2.4 COROLARIO

a) Si N < L entonces, (0*(L) + N)/N < Q*(L/N) .

b) Si N4 L y N g 0%¥(L) entonces, Q*(L/N) = Q*(L)/N .
Demostracidn:

a) Por la proposicién anterior Q%(L/N) =n {M/N < L/N | o(L/M) = o} 5

Sea M/N < L/N con Q(L/M) =0 , entonces 0Q%*(L) < M también por la
proposicién anterior. Por tanto, (Q*(L) + N)/N < M/N

b) Escribamos W,/N = Q(L/N) y (W;/N)/(W;_/N) = o((L/N)/(W,_,/N)) .

Tenemos as{ la cadena:

0 = N/N < Wi/N S e Wm/N = Q*(L/N)
Como por hipétesis N < 0%(L) , 0*(L)/N < Q*(L/N) = Wm/N por (a).
Luego Q*(L) < wm . Para probar el otro contenido probaremos primero
que W, < 0%¥(L) . Sea x + N ¢ WI/N tal que <x.+ N>< L/N , entonces

<x + 0*(L)>< L/Q*(L) y luego x € Q*(L) , ahora por linealidad deducimos
que W, < 0*(L) . ;
Supongamos ahora que W, < 0*¥(L) y probemos que Wiy < 0*¥(L) . Como

(L/N)/(Wi/N) ~ L/wi se sigue que Q*(L/wi) = wiﬂ/wi (4-2,t) y por un ra-

zonamiento andlogo al anterior deducimos que Wipg <€ o*(L) . //



2.5 PROPOSICION

Si H es una subdlgebra de L y 0%*(L) < H , entonces
0%(L) < 0*(H)
En particular: Q*(0Q*(L)) = Q%(L) .

Demostracidén:

Probemos primero que Q(L) < Q(H) . Sea x &€ L con <x>< L , entonces
x £ Q(L) <« 0*#(L) < H y luego <x>< H , esto es x € Q(H) . Por linealidad
deducimos que Q(L) < Q(H) .

Supongamos ahora que Qi(L) < Qi(H) y probemos que entonces
05 ((DE 0 G

En efecto: Sea x + Q,(L) & Q(L/Q;(L)) con <x + Q.(L)>< L/9, (L) .
X € Qi+1(L) < 0*%(L) < H , para cada y € H

[yx] + Qi(L) = tx + Qi(L) para algin t € F , luego

[yx] - tx € 0,(L) < Q;(H) , luego [y + Q;(H) , x + Q,(H)] = [y,x] + Q,(H) =
= tx + Qi(H) , Vy € H. Se sigue que <x + Qi(H)> < H/Qi(H) y entonces
x

+ 0, (H) e o(H/Q;(H)) , esto es x e Q..  (H) . /
2.6 COROLARIO

a) 0*¥(L) es supersoluble.

b) 0*(L) es el mayor ideal inmerso supersolublemente en L.
Demostracién:

a) basta aplicar 2.5 y 2.2,

b) Sea N« L inmerso supersolublemente, luego existe una cadena de
ideales de L

0=Ny<N < ...<N =N con dimN, /N =1 (Ge=10, . n 1)1

Desde luego N, < QED)E= QI(L) - Supongamos que N, < Qi(L) y probemos
que N, . < Qi+1(L) . Sea 2z €& N, , , entonces <z + N,>< L/Ni luego
VyelL, [zy] + Nig = )y + N, para algin Ne Bl Ahora,

[z + Qi(L) , v o+ Qi(L)] = zy + Qi(L) =.Xy + Qi(L) ; pues N, < Qi(L) de
aqui deducimos que <z + Q{(L)> < L/Qi(L) por tanto

z +0,(L) € o(L/Q, (L)) =9, ,,(L)/Q, (L) .

ii) Q*(L) est4 inmerso supersolublemente en L. En efecto:

Desde luego podemos suponer que Q(L) es no-nulo, pues en otro caso

0*(L) = 0 . Tomemos N < L minimal con N < Q(L) , entonces por (1.5)
dim N = 1 ¥
Procedamos ahora por induccién, como Q*(L/N) = Q*(L)/N (2.4) tenemos

que todos los factores principales de L comprendidos entre N y 0%(L) son de
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dimensidén uno.

Ahora si K es otro ideal minimal de, L por debajo de Q%(L) resulta que
(N + K)/N es un factor principal comprendido entre N y Q*(L) 1luego por lo
anterior dim K=1 y asi K< Q(L)

Finalmente si U/V es un factor principal de L por debajo de 0Q¥%(L) con
V # 0 , tomemos un ideal minimal K de L contenido en V. Resulta por induccidén
que 0*(L/K) = 0*(L)/K estd inmerso supersolublemente en L/K luego
dim U/V =1 . //

2.7 PROPOSICION

Sea S < L y S supersoluble entonces, S + Q¥(L) es supersoluble. En
particular: Q%*(L) estd contenido en toda envoltura supersoluble de L.
Demostracidn:

Por induccién sobre dim L.

1EL Caso S + Q*(L) ; L , entonces por induccién S + Q¥(S + Q¥(L)) es super-—

soluble. Pero aplicando (2.5) tenemos que Q*(L) < 0%(S + 0#(L)) ¥y
por tanto S + Q*(L) < S + 0*(S + 0%(L)) supersoluble, luego
S + 0*¥(L) es supersoluble.

22 Caso S + Q*(L) = L , entonces L/Q(L)=~ S/S N Q*(L) y de aqui se sigue
que 0%*(S/s N 0*(L)) =0 . =

Por otra parte, como S es supersoluble tambien lo es

S/s N g#(L) y por (2.2) 0*(S/S N 0*(L)) = S/s N 0*(L) . Por con-
siguiente, S < 0¥(L) y asi S + Q*(L) = 0*(L) que es supersoluble
(2.6). //

2.8 COROLARIO

0#(L) estd contenido en toda subidlgebra supersoluble maximal.
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HOMOLOGIA Y CLASES DE CHERN DE LAS HIPERSUPERFICIES LISAS EN ESPACIOS MULTIPRO-
YECTIVOS

J. Ferrer y F. Panyella

Departaménto de Matemdticas. E.T.S.I.I.B. Universidad Politécnica. Barcelona.
Espafia.

In this paper we study the homology (and cohomology) of smooth hypersurfaces
in multiple-projective spaces. The essential starting point is a generalisa-

; tion of Lefschetz's theorem, which reduces the problem to the computation of
the Euler characteristic. This characteristic is computed-by two differents
methods: the first, by means of stratifications and coverings of simple models;
the second, by computing the Chern classes. Some consequences are pointed out:
Euler charactegistic of projective manifolds whichs are not complete intersec-—

tions,...

ke INTRODUCCION Y NOTACIONES

En el apartado 2 se demuestra (teorema 1) la generalizacibén del teorema
de Lefschetz para hipersuperficies de espacios multiproyectivos P xp™. Apli-
cdndolo al caso de hipersuperficies lisas, se obtiene (proposicién 2) la expre-
sién detallada de su homologia (y cohomologia) en funcibén de su caracteristica
de Euler.

En el apartado 3 se demuestra (proposicién 4) en primer lugar que las
hipersuperficies lisas de bigrado (a,b) forman un abierto de Zariski denso en
el correspondiente espacio proyectivo de coeficientes. A continuacibn se de-

muestra (proposicibén 5) que todas ellas son difeomorfas, con lo que para su es-
ab
- nm°
Como caso particularmente sencillo, se estudian en el apartado 4 las hiper-

tudio podemos basarnos en modelos simples. Se notardn genéricamente V

superficies lisas de bigrado (a,1l), dando (proposicibén 6) una caracterizacibn
de las mismas, que permite obtener (proposicién 7) una fbrmula para el cdlculo
de su caracteristica de Euler.

En el apartado 5 se estudia el caso general de bigrado (a,b) segfin el mé-
todo senalado: obtencién de un modeio de ecuacibn simple (proposicién 8), me-
diante el cual se determina su caracteristica de Euler (teorema 11 y corolario
13). De ahi, y a través del embebimiento de Segre, obtenemos la homologfa (y
cohomologia) de variedades proyectivas lisas que no son intersecciones comple-
tas (observacién 14).

Finalmente, el apartado 6 contiene el c&lculo de las clases de Chern de
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tina hipersuperficie lisa de bigrado (a,b) (proposicién 15), de las que se dedu-
ce una nueva expresibn para su caracteristica de Euler (corolario 16). La com-
paracibn con la obtenida en el apartado anterior conduce a curiosas igualdades

numéricas (observacibén 17).

Los espacios proyectivos se considerar&n siempre complejos. Notaremos
([x],[u]) un punto de P"xP", con coordenadas bihomogé&neas ([xo,...,xn],
[uo,...,um]). Es sabido que una hipersuperficie en P xP" viene dada pPor una
ecuacibén bihomogénea, esto es, homogénea en cada sistema de variables X
(0<is<n) y uj (0<jsm) separadamente. Si el grado de homogeneidad respectivo es
a y b, diremos que la hipersuperficie es de bigrado (a,b). Por tanto, una hiper-

superficie de bigrado (a,b) viene dada por una ecuacién de la forma

I : %0 it %n i 80 " 6m =90
+ & T A“o"'ansg' 'Bm XO s e n 0 .o o
(10 .. C(n =N .
80+...+8m = b
De forma mé&s precisa, sean u=(a0,...,an), B=(BO,...,Bm) multiindices tales que

|ai=ao+---+an=a,|B|=BO+...+Bm=b. Sea v(n,m;a,b) el nfimero de monomios distin-

tos de la forma

o (v} B B8
0 n 0 m i G
Ky o eeeX u, ...u Ex u’)
n+a, ,m+b 5 q
Esto es: v (n,m;a,b)=( 5 ) ( b ). Designemos por P(n,m;a,b) el espacio proyec-

tivo de dimensién v (n,m;a,b)-1, y sus puntos por [A], con coordenadas homogé-
neas [kuB]a’g , donde |a|=a, |B|=b. A cada [A]eP(n,m;a,b) asociamos el divi-
sor de bigrado (a,b) en PHXPm, definido por la ecuacibn anterior, es decir
TR\ xO‘uB =0
a,B zf
y reciprocamente.

Si X es una variedad analitica, es decir, un espacio analitico liso, de-
notamos por T (X) el fibrado tangente de X; y si Y es una subvariedad analiti-
ca de Y, N(Y) serd ‘el fibrado normal de Y. HyrHyreo denotan las clases de
homologia fundamentales. Para las clases de Chern de fibrados utilizaremos
las notaciones de ! .

Las notaciones i( , ) y . indican el nfimero y el producto de interseccién,
respectivamente. Ver Z para definicibén y propiedades. Si o es una clase de
homologia denotamos por o* su clase de cohomologia dual, respecto de la duali-
dad de Poincaré& (cuando &sta esté& definida).

2% Para este apartado, supondremos que la homologia y cohomologia es a coe-
ficientes en Z. También supondremos nsm, lo que no es restrictivo.
Teorema 1: Si V es una hipersuperficie de PHXPm, se.verifica

H (V) = H (P"xP™) , 0sksn+m-2

Demostracién: Sea V de bigrado (a,b) definida por

e xuuB =0
aB %
a,B
Sea v, el morfismo de Veronese de P" en P(n;a) y vy el de P" en P (m;b) (nota-

ciones anflogas a las expresadas anteriormente: dim P(n;a)=v(n;a)—l;v(n;a)=(n:a)



. . . a :
nimero de monomios distintos de la forma x , con |u|=a, etc.). Consideremos

WA=y XV p"xp™ + P(n;a)xP (m;b)

ab b*
que es un embebimiento (biholomorfo). Se tiene un homgomorfismo
= n_.m '

v Vab(P xP7) NV
donde V' es la hipersuperficie de big}ado (1,1) en P(n;a)xP(m;b) asociada de
forma natural a V. De forma precisa, si tomamos coordenadas ([ta]u’[sB]B) en
P(n;a)xP(m;b), de manera que

o B

Vo (B [l = ([x7] . [0 ),

V' es la hipersuperficie definida por

a?B Aue tasB = 0.

Sea ¢ el morfismo de Segre

0:P(n;a5XP(m;b) - PN
donde N=v (nja).v(m;b)-1, que es asimismo un embebimiento (biholomorfo). Se
tiene un homeomorfismo

V' = g (P(n;a)xP(m;b))n V"

donde V" es el hiperplano de PN asociado de forma natural a V'. De forma pre-
cisa si tomamos coordenadas ([wu ]a B) en PN de manera que

o ([t ], [sglg) = ([t,s,], o)
V" es el hiperplano definido por

oXp *ap Yapg = 0

En definitiva se tiene un homeomorfismo
V= (c.v_,) (e"xe™) nv"

SLt teniendo en cuenta que

Y ahora basta aplicar el teorema de Lefschetz
(o.vab)(anPm) es de dimensibén compleja n+m, homeomorfo a PnXPm.//.

Para el caso de hipersuperficies lisas, esto nos permite determinar su
homologia (y cohomologia), si conocemos su caracteristica de Euler: .
Proposicidén 2: -Si V es una hipersuperficie lisa de p"xp™, todos sus grupos
de homologia y cohomologia son libres; sus nfimeros de Betti bq=rang Hq(v)=

=rang Hq(v) son (suponiendo nsm): -

byy4y = 0, para todo k tal que 2k+l#n+mi1
b2k = k+1, si 0Osk<n
b2k = n+l, si ng<ks<m-1 y 2k#m+n-1
b2k = m+n-k, si m-l<k<m+n-1
bZk = 0, si m+tn-1<k
b -x (V) +m(n+1) , si m+n-1 impar
dn=l { x (V)= (m-1) (n+1) , si m+n-1 par
Demostracién: Por Kunneth obtenemos f&cilmente la homologia de anpm, que re-

sulta lo siguiente (nsm):
rang Hq = 0, si q impar, o g>2(m+n)

rang H = k+1, si Osk<n

2k
rang H2k = n+l, nsks<m

rang HZk = m+n-k+1, si m<ks<m+n
Segfin el teorema anterior
Hq(p“xpm) = H (V) 0sg<n+m-1
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5
)
Hy (V) = 1l (v) 0<g<n+m-1

21 () 1libre

Por el teorema de dualidad de Lefschetz (ver 5) obtenemos

tendremos (ver

Siendo libres,

n+m—1—q(v)’ n+m-1<gg2 (n+m-1)

n+m—l(v)

(W) = i) = 8

H 1(V) =H

n+m-
con lo que quedan todos determinados, salvo este filtimo, que podemos expresar
en funcibén de x (V) como aparece en el enunciado. //.

Observacidén 3: Del homeomorfismo
V= (0.v,,) @"xe")n V"

que aparece en la-demostracién del teorema 1, resulta que si el hiperplano V"
es transverso a (o.vab)(anpm), V es lisa. Por consiguiente, "casi todas" las
hipersuperficies de p"xp™ son lisas. En el préximo apartado enunciaremos esto

de forma precisa.

3% Para facilitar el estudio de la caracteristica de Euler de las hipersu-
perficies lisas de anpm, probaremos previamente que todas las del mismo bi-
grado son difeomorfas, con lo que bastard considerar casos particulares de
ecuaciones mé&s simples. Ante todo vamos a precisar la observacién 3. Segfin
las notaciones iniciales, el conjunto de los divisores de bigrado (a,b) en
p"xp™ se identifica con P(n,m;a,b), haciendo corresponder a [A]eP(n,m;a,b) la

hipersuperficie V[k] definida por

aEB AaB x“uB =0
Se verifica:
Proposicién 4: El conjunto de puntos [A] para los que V[A] es lisa,‘forman un
abierto de Zariski denso M en P(n,m;a,b).
Demostracidn: Sea H la hipersuperficie de PnXPmXP(n,m;a,b) formada por los
([x] ,[u].,[2]) tales que ([x],[u]) EV[,]+ esto es

ags XnB xaus =0

Se comprueba sin dificultad que H es lisa (basta observar los monomios de la
forma x2 u?).
153
Sea m la restriccién a H de la proyeccibn sobre P(n,m;a,b), con lo que
=1 X 2
™ ([)\]) = VD‘]
Por tanto, si [A] es un valor regular de m, V[x] es lisa. Pero, por ser
m propia, el conjunto de valores criticos es un cerrado de Zariski; y el teo-
rema de Sard nos garantiza que no es el total. //.

Propostcién 5: Sean V, V' dos hipersuperficies lisas en p"xp" de bigrado (a,b).
Entonces V y V' son difeomorfas. 3

(Notacidn: ias hipersuperficies de este tipo las hotaremos genéricamepte V:Z).
Demostracién: Con la construccién de la proposicibén anterior, V y V' serén las

fibras de dos puntos de M (es una comprobacién directa que si V[A] es lisa, [A]

es un valor regular de n). Por el teorema de Ereshman (ver 6).

II:ﬂ-l(M) + M,




i
:

es una fibracibén C® localmente trivial. Y al ser la base arcoconexa (abierto

de Zariski), dos fibras cualesquiera son difeomorfas.

4. Estudiemos en primer lugaf el caso particularmente sencillo de bigrado

\
(a,1). Segfin la proposicién 5, bastaria considerar, por ejemplo, la hipersu-
perficie definida por: &

a

T ﬁi.xi u. =0
0sisn *J L
0sj<m
con (uij)i 2 una matriz (n+l)x(m+l) de rango m&ximo. No obstante, para este
’

caso se tiene una fitil caracterizacibén general de las hipersuperficies lisas:
Propostieidn 6: Sea V una hipersuperficie de bigrado (a,l) en anpm, definida
por la ecuacién

o .

TR E A () =" 0)

=oRiE) =
donde fo,...,ﬁm son polinomios homogéneos de grado a, en n+l variables. Se
verifica: V es lisa si y s6lo si Wc P" definida por

fj(x) =0 0<jsm
es una interseccibn completa lisa (o vacia).
Demostracidn: Si W no es una interseccién completa lisa en P", existir& un pun-
to [p]=[pgs---,p ] tal que:

fj(p) =0 0<jsm

OHEE~p o a0 piEs)
rang (s - sum e (p) <m+1
a(xo,...,xn)

Lo que implica que existe [q]=[q0,...,qm]epm tal que:

m
% ol =0
At S J(p)
m B

z =D oiEs =0 0<rs<
e SEEDT J(p) n

fj(p) =0 0<j<m

que. a su vez implica que ([p],[q]) es una singularidad de V.

El reciproco se obtiene invirtiendo las impliéaciones. S

Podemos ahora determinar f&cilmente x(V:i) en funcién de la caracterfisti-
ca de Euler de una intersecci6én completa lisa en P" (ver 7’?)
Proposicidén 7: Sea V:; una hipersuperficie lisa de bigrado (a,l1l) en PHXme Se
verifica

al
x (Voo

) = (n+l)m+x (a;n,m)
donde x(ajyn,m) es la caracteristica de Euler de una interseccién completa lisa
(o vacia) en Pn, de grados (a,...,a) y codimensifén m+l.

Nota: Segfin 8,

n-m+1 5 - )
3 Sl _qym-n-1-i n+l n{m-1-i n-1-i
x(a;n,m) = a z (-1) (7;) d (St
i=0
Demostracidn: Tomemos V:; como en la proposicibén anterior. Sea m la restric-

tibn a V:; de la proyeccién natural P"xP™»P". Y sean:
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-1 pn ; n_

L= (B"-W) LR AR
=il

v, =7 (W) T,y 3V, oW

T, Y T, son aplicaciones propias y submersivas, con lo que por el teorema de

v

Ereshman (ver 6) determinan fibraciones. Como sus fibras son, respectivamen-

ey et y P, se tiene (ver 5)
x(Vy) = (™ 1) x (B®-W) = mx (P®-W)
x(Vy) = x(B") x(W) = (m+1) x (W)

En virtud del teorema de dualidad de Lefschetz (ver 5), se tiene:

x (B%-W) = x (B") - x (W) = n+l-x (W)
X(V)) = x(V21) = x(V,)
Por tanto
(Vié) = m(n+l-x (W))+ (m+1l)x (W) = (n+l)m+x (W) . //.

Observacién 7': Si n<m, es W=@, con lo que:

X(V:i) = (n+l)m

5 Pasemos ya al caso general de bigrado (a,b). Segfin la proposicién 5 po-
demos remitirnos a modelos de ecuacibn barticularmente simple. Vamos a deter-
minar los que utilizaremos, andlogos a los del apartado anterior ;
Proposicidn 8: Consideremos en P"xP" 1la hipersuperficie V de bigrado (a,b), b>1,
definida por

m

T u? f.(x) =0
j=0 J J
donde fj son polinomios homogéneos de grado a. Una condicibén necesaria y su-
ficiente para que sea lisa, es que las variedades Vj ; de P" definidas por
Tl e e 5 = g
Jo Tk

sean intersecciones completas lisas (o vacfas) para todo Osjo,...,jksm.

Demostracién: Veamos que si ([p],[q]) es un punto critico de la hipersuperfi-

cie V, alguna Vj 2 no es una interseccién completa lisa en [p]. En efecto,
0 3k

([p],[a]) verificarad

b
TgeEi(p)ii=0
. J J
J
2.1 ¢® D £.(p) = 0, O0srsn
3 ] rond
q?_l £,(p) =0, Osjsm

En virtud de la filtima igualdad,‘para algfin indice j seri fj(p)=0. Sean
jo,...,jk tales indices.

Podemos suponer que son los k+1 primeros, es decir fo(p)=...=fk(p)=0,
fk+$(p)#0, l<s<m-k.

Por tanto qk+1=...=qm=0 con lo que habrd de ser (qo,...qk)#(o,...,o).
I'm virtud de la segunda igualdad se tendrd pues que dgr---r9;, s una solucidén



M

, mensibn m-~r. Asf pues, la familia (L'

CHC T RE =)
no trivial del sistema lineal homogéneo de matriz ———— (p).
a(xl,...,xn)
Por consiguiente el rango de la matriz de este sistema es <k+l. Es decir
el punto [p] verifica

£,(P) = ...= £,(p) = 0

BN RS o Ea)
rang e e (p) <k+1
-B(xo,...,xn)

como queriamos probar. El reciproco es totalmente andlogo. //.
Observaciones 9:

ik Si V es como en la proposicién, las secciones VI){ui =...=ug =0} son tam-

ab 1 r
bién lisas, del tipo V .
n m-r

22 Como hemos visto en la proposicibén 6, para b=1 la condicién del enunciado
es suficiente; pero no necesaria.
Ejemplo 10: Sea B el abierto de Zariski denso en el espacio de las matrices

(m+1) x (n+1) a coeficientes en €, formado por las que tienen los determinantes
de todos sus menores distintos de 0. En virtud de la proposicién 8 y de ¥ /
si (bij)05i5n eB, la hlser:uperf1c1e
OSSR nS i b =t s =0,
S ij- =i
1,3
= ; n_.m . . ab
es lisa de bigrado (a,b) en P xP , es decir, de tipo Vnm.
Teorema 11: Sea V:; una hipersuperficie lisa de bigrado (a,b) en P xp". Sse
verifica
m m-T mex .
R (-1)3 ¢
r=0 j=0

ab

m+l, mt+l-r al
x(Vnm = ) (e M (V)

g] n m—r—j)

. a . . -
Demostracidn: Tomemos Vnz como en la proposicién anterior.

Sea ¢ la aplicacibn de P"xP™ en P"xP™ definida por
o ([x], [ = ([x],[v]

con vj=u?, Osjsm. Estd claro que la restriccién de ¢ a Vi;

tando ¢, es una aplicacibn exhaustiva de Viz en la hipersuperficie lisa V:;

que seguimos deno-

definida por la ecuacibn

m

TV bl (8)==H0
I Al

=0
El método que vamos a seguir consiste en estratificar Viz y Vi; convenien-—

temente de modo que la restriccibn de ¢ a los estratos séa un recubrimiento y
que la caracteristica de Euler de Vii sea la suma de las caracteristicas de los
estratos.

Indicaremos por i(r)'un multiindice del tipo Lireeesi . Notaremos' I (r) el
conjunto de tales multiindices con Osil,...,irsm,distintos entre si; y I la reu-
nién de los I(r), con Osrsm. Entonces i(r),j indicard ir---41 3, etc.

Estratificamos P" del modo siguiente: Sea L'i(r) el subconjunto de "

formado por los puntos [u] tales que u, =...=u, =0, siendo no nulos el resto
o
de .coordenadas. L‘i es el conjunto de los [u] tal%s que ui#O para todo i,
0

Osism. Se tiene que cada L' es un abierto de un espacio proyectivo de di-

i(r)
. = . m
i(r))i(x)el(r)es una estratificaci6én de P .
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nm

La familia anterior induce de forma natural estratificaciones de anPm, v }

al EE N B _vab B! =val

Voad Li) TGy T am ATyt Si(r) " Vo MRicry:
ibi = T .

Escribiremos Lr i(r;Eé(r) Li(r)’ y andlogamente =0 Sr

La demostracifn consiste en probar las siguientes igualdades:

DR s
1) X(Vnm) = i(r%el X(Ti(r))'
200 @) S BEERG ) -
3) 5., ) =iz (-ni @ty @l )
X455 (ry! T jo 3 X¥n m-r-j

ya que entonces una simple sustitucién nos da el resultado.
Antes de iniciar la demostracibén de estas igualdades es importante obser-
var lo siguiente: La reunibn

\VJ e s £ 2 A A
Li(l?) U(jl Li(r)jl)U U(Jl.q.Jm_r Ll(r)Jl...Jm_r )

m-T

es un espacio multiproyectivo de tipo P xp Si cortamos esta reunibn con

Vig y Vi; obtenemos reunionen andlogas que son, en virtud de la proposicién 8
y las observaciones que la siguen, hipersuperficies lisas del tipo Vibm_r y
al , respectivamente.
n m-r
Asimismo, cada Ti(r) (y andlogo para si(r)) es una variedad analitica,
luego orientable (abierto de una hipersuperficie del tipo Vibm—r)'
1) Empezaremos probando que
m m
bl ) = -5 (B )
F OFNeY -tk k=0 r+k
Para ello observemos que
m m U
T =HUner =T = s
k=0 r+k £-1 r+k mr A (EYei(Go) i(x)
es una variedad analitica y que Agb Tr+k es compacto. Se tendr& entonces, por
dualidad de Lefschetz ;
m
X(L{(Trfk) & C (TR x(k\__fl T k)

Una induccibén elemental nos da la igualdad en cuestibn.
Veamos ahora que :

x(T ) = z
P i(r)el(r)

Con lo que 1) quedard probada. Pero esta filtima igualdad es consecuencia (Ma-—

x (T (r))

yer-Vietoris) de ser cada %&r)
2) Basta observar que ¢|:T. +S. es un recubrimiento con b
st(Ge)) TG )

abierto en su reunibn disjunta T -
T =X 2
hojas

(Ti(r) y Si(r) tienen nulas las coordenadas il,...,ir—ésimas y no nulas las

démés) .
3) Denotemos
9 Ebsisa & v Si(rﬁjlj U oo =v8lintv, ==, =0}
1 X
que es una hipersuperficie de tipo V:IE_I. De nuevo por dualidad de Lefschetz
se tiene

= al = Zi()iE
X(Si(r)) SogliEe ) o (Vaudd Si(r))



= Jp.f

Ahora bien

vi(®) _ g = U viin)a,
m-r i(r) . m-r

de donde teniendo en cuenta que
Vi(r)jl N Vi(r)jz £ Vi(r)jljz
mn- .
resulta, aplicarndo el lema que enunciamos a contlnua016n que la 1gualdad 3) es
cierta y con ella la proposicibn.
(Obsérvese que X(Si
s6lo depende de r). //.

(r)) es independiente de la permutacidn (il}...,ir} y

Lema 12; Sean Vl,...,V variedades analfticas compactas, tales que la inter-
seccibn de un nfimero flnlto cualquiera de ellas V ﬂ ...f\V es una variedad
analitica. Entonces Tk
XWN.MV)= z bu“lxw,n.“n%)
L 1<ksp 5 Kk
lsii<...<1k_p
(De hecho es también v&lido con hip6tesis m&s generales) .
Demostracién: Induccifn sobre p. Por dualidad de Lefschetz
xV, U ---UVP+1) - x W,V ...UVP) =
= X(Vp+1) - x(v;n vp+1)u... U(vpr\vp+1))
y ahora basta aplicar la hip6tesis de induccién. //.
Corolario 13: Sea Viz una hipersuperficie lisa de bigrado (a,b) en P xe". se
verifica:
] - .m-p+j + +
x(Vab) Z 5 (_1)J+k an q+k bm p+j (n 1)( )(m 1 ( )
nm
0s<gsn
Osksq =iy = = 2
0%oza 3 [ (n-q) (m-p) +sup{n-g,m p}]
) 0<jsp S
= 1 a%@1-a)" 9 pP(1-0)™ P (*Fh @) [gp+sup (q,p}]
q+l1 p+1
O<qs<n
O<ps<m

(En esta iltima, si a=1 6 b=1, por convenio 0°=1)

Demostracidn: Los té&rminos X(Vn = J) de la f6rmula de la proposicibén se re-
ducen por una andloga a los del tipo
x(Vl L ) = (n-s-k) (m-r-j)+sup {n-s-k,m-r-j}.

n-s-k m-r-j

Llamando p=r+j, g=s+k y operando se obtiene la primera expresién. Agrupando
los factores en j y en k, y llamando ahora p,‘q a m-p, n-q respectivamente, se
obtiene la segunda expresibn. //.

Observaciones 14:

1) Pueden obtenerse otras expresiones para x(V:z) combinando el teorema 11
con la proposicibén 7. }‘ !
2) Si o:P"xP"™ » an+n+m es el embebimiento de Segre, las expresiones del co-

rolario anterior se aplican también para la caracterfistica de Euler de
c(V:;), que es lisa, pero no interseccibén completa. Por ejemplo, Wc:P5 de-
finida por
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Woo¥11 ¥01%10 = Yoo¥127%10%02 = %o1%127%11%2 = ©

a a et
W00+W01 o w +W12

es una superficie lisa, no interseccién completa, y x (W)= x(VT;).

ab
6. Vamos a determinar las clases de Chern de una hipersuperficie lisa V

En particular ello nos permitird obtener otra expresién para la caracteris-
tica de Euler de Vab ‘' Comencemos con unas consideraciones de tipo general.
Si X es una varledad analitica (compleja) de dimensifén n y Y es una subva-
riedad de codimensién 1 se tiene la sucesibn exacta de fibrados
0 2= T (V) =i T (X =N (WE) -0
donde j es la inclusibn natural de Y en X. De aqui resulta el isomorfismo
J*T(X) = T(Y) & N(Y)

de donde
c(J*T (X)) = c(¥) c(N(Y))
y de aqui, teniendo en cuenta que cl(N(Y))=e(N(Y))=(u'|X)]Y; se tiene
c(Y) = j*c(x).(l+u‘lx)_1
(Naturalmente, el producto que se considera es el "cup").
Situémonos ahora en el caso en que X= p"xp™ y Y= Vab Si h y k son gene-

radores convenientes de H (P ) ¥ H ") respectlvamente, tales que

c(P?) = (1+h)™"L, (™) = (1+k)

se tendréa &

*c(P™xP™) = (1+8)2F (14%)™F!

m+1

donde si p es la proyeccibn de p"xp™ sobre Pn, ﬁ=j*pl*h y andlogo para e

Escribimos Wy ulp e (ver 1, §11, para notaciones y propiedades). Entonces

Wy = a (hx1)+g (1xk) =

resultando la siguiente interpretacién para o« y B. Si L' es una variedad 1li-
neal de P" de dimensién 1 .(=codimensi6n Y), es:

a(grado del polinomio en las variables de P") =

LLIAPEY,Y) = upa ooy ouy=

3 e
Gty e (pey) N I 0y
Teniendo ahora en cuenta que

j*uA = wA’\”Pnkpm ;, para cualquier subvariedad cerrada A de P xp™
(dondi wA=u|anPm ' respectq de A)
j*uL, ; generador de HZ(P ) compatible con la orientacién
y que

<hn,uPn> = <km,qu> =1

resulta que a=a. Andlogamente se ve que b=8g.
Hemos probado, por tanto, la siguiente

Proposicidén 15: Sea Vab una hipersuperficie lisa de P"xP” de bigrado (a,b).

Su clase total de Chern viene dada por

c(v3l) = (14" (148)™*! (1+aBepk) !




Cerolario 16: Sl A y B son respectivamente los coeficientes de haz . X"

v
an om-1 ab
h™ k en c(Vnm), la caracteristica de Euler de Vn viene dada por
AID i 3 2 _qy\Its aFps Yt s ten R m 1
x (Vo) = aA+bB = (n+1) (m+l) TR (1) (G )
0<r<n
0<s<m
(con el convenio'(g)=l).
Demostracidn: Para la primera igualdad es suficiente tener en cuenta (4) que

ab b . mi=: 1 Ftm : =il
X(VES) =ise o Ve pug > = AT *I(RET xkR), uy SHBg * (RE KRS )y >

Operando, se obtiene f&cilmente

+ + +1 +1
e (A5 SR T S ) S
Osr<n-1
0<sszm °*

y andlogamente para B. Llamando r a r+l en el término aA, y s a s+l en bB, se

obtiene la expresibén final. //.

Observaciones 17:

il A pesar de que la f6rmula final tiene sentido para n=0 6 m=0, estd claro
que no puede aplicarse directamente, dada la definicibén de B y A respecti-
vamente. Por ejemplo, para m=0, la caracteristica de Euler vendria dada

simplemente por aA, obteniéndose la caracteristica de Euler de una hiper-
FIBEDIge q n . : 8
superficie lisa de grado a en P (ver, por ejemplo, ).

2 Es interesante comparar las dos f6rmulas, aparentemente tan dispares ob-
tenidas para x(V;;): corolario 13 y corolario 15. Pueden deducirse igual-
dades curiosas; asi, haciendo a=b=1 se obtiene:

sup ((n,m} = n#m+l = ¢ (=1F EPE AL
T 1 sl
0<r<n
0<ssm
3%

La proposicibén anterior puede extenderse de forma natural a interseccio-
nes completas de hipersuperficies lisas en posicién general.

Nuestro agradecimiento a Lé D.T., V.Navarro y F.Puerta por diversas con-

versaciones mantenidas sobre el tema. Algunas de ellas supusieron aportacio-

nes esenciales.
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SOLUCIONES PARTICULARES EN EL MOVIMIENTO ROTO—TRASLATO‘.RIO DE UN SATELITE ARTI-
FICIAL EN EL CAMPO GRAVITATORIO TERRESTRE

M..Calvo

Departamento de Fisica de la Tierra y del Cosmos. Universidad de Zaragoza.
Espafia.

The motion of an axially symmetric artificial satellite in the gravitatory
field of the Earth is considered. Taking into account only the main term
of the gravitational torque, the existence of two family of particular so-

lutions is established.

°~ 1. INTRODUCCION

Cuando un satélite artificial estd situado en el campo gravitatorio te-
rrestre, sus movimientos de rotacidn y traslacibén no son estrictamente inde-
pendientes ya que existen perturbaciones en el movimiento rotatorio debido a
la traslacibn y reciprocamente. Sin embargo en la mayor parte de los casos pa-
ra simplificar el problema, se analizan independientemente las ecuaciones que
determinan la traslacidn y rotacidn.

Por lo que respecta al problema roto-traslatorio (Beletskii, Duboshin,
Kondurar' V.T.) son conocidas algunas soluciones particulares, entre las cuales
las mas importantes son:

1) El centro de masa del satélite describe una orbita circular fija y los
ejes principales de inercia estin orientados segfin el radio vector, la tangen-
te y la binormal a esta orbita circular.- Esta solucién tiene interés por corres

ponder aproximadamente al movimiento de la Luna respecto a la Tierra.
¥

2) Existen también otras soluciones en las que el centro de masa describe
una orbita contenida en un plano fijo y el saté&lite gira alrededor de un eje
principal de inercia que se mantiene en todo instante perpendicular al plano
orbital.

En el presente trabajo se considera el movimiento de un satélite artifi-
cial en el campo terrestre suponiendo que el satélite tiene simetrfa de revolu-
cibén y que las finicas fuerzas actuantes son las debidas al término principal

del potencial gravitatorio terrestre. En estas condiciones se prueba la exis-
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tencia de dos familias de soluciones particulares en las que el c.d.m. del sa-
télite describe una orbita circular contenida en un plano fijo, girando asimis-
mo el satélite con velocidad angular constante alrededor de su eje de simetria

situado no perpendicularmente al plano orbital.

2. ECUACIONES DIFERENCIALES

Con objeto de especificar el movimiento definamos los siguientes sistemas
cartesianos orientados positivamente con‘origen en el centro de masa del saté-
lite:

Sistema fijo x: El1 plano lex3 coincide con el plano orbital y Sx, con la di-

3
reccidn de la Tierra en el instante inicial t=0.
Sistema rotante y: Obtenido del anterior por un giro alrededor de sz de tal

manera que Syl coincide con la direccidn de la Tierra en todo instante.

Sistema de satélite z: Formado por los ejes principales de inercia con 822 el
eje de simetria del mismo. Si denotamos por Ii el momento de inercia respecto

a Szi se tiene Il=I375I2

Si llamamos R al vector de posicién del c.d.m. del satélite respecto a

la Tierra y W a su velocidad angular, las ecuaciones del movimiento son:

d°R _ a3u

m— = (1)
ae2 E):d
aw — - =

I It +wWAIWw=N (2)

donde
m es la masa del satélite
I la matriz de inercia cuyas componentes respecto a los ejes principales de

inercia son

I1 0 0
I = 0 12 v
0 0 Il

U la funcibén de fuerzas



N el par gravitatorio que actua sobre el sat&lite.

(1)
o

La funcibén de fuerzas y el par gravitatori pueden escribirse en la forma

_um . u 3 2 2 2
O= = (T,#15%13) = (T,v; + Iy; + I5¥3)

2R3

N, =3 - (T-T) v.v

1 382 NoYs

(3)
Sl E
iy =Sy G N
R

N, =3 %X (1-1.)y.vy

3 SELL e L)

donde la constante u es el producto de la constante gravitacidn por la masa de
la Tierra y (yl, Yor y3) son las componentes del vector unitario G3 en la direc-
cién de R respecto a los ejes principales de inercia.

Sean VY, ¢, 0 los &ngulos de
tema de los vectores unitarios Ei

satélite pueden ponerse

u; = (c6 cp cdp - sy s
u,= (cd s , c6 , s s

uy= (-cd cb sy - s c

donde c¢ y s$ son las funciones

3. SOLUCIONES PARTICULARES

Sean R‘y 0 las coordenadas

cemos probando la existencia de

Euler que determinan la orientacidn del sis-

en las direcciones Yi respecto al sistema del

, -s8 c¥ , sb cB cy + cé sv)
8 )
Y , s6 sy , -s cb sy + cd cy )

coseno y seno de ¢ respectivamente.

polares de la Tierra en el plano Sx

(4)

lx3. Comen-—

una familia de soluciones en las que T describe

una circunferencia respecto a S con velocidad constante, o sea
Xq =- RSO !
Xy = 0 (5)
x3 =R cO
R constante y o = do/dt = constante. Y los angulos de Euler y, 6,¢ dados por
v =0
6 = constante (6)
¢ = funcidén lineal de t

lo que significa una rotacién uniforme alrededor del eje .de simetria. En este
caso las componentes (yl, Yor y3) del vector unitario u, respecto a los ejes
principales de inercia son

(yyr Ypr ¥3) = (=S¢, 0, c9) (7)

Por consiguiente la funcién de fuerzas (3) cuando Il = I3 queda

U=U_m+£U__(I

-I.) ! (8)
REEoR=DE w20

Al sustituir (5) en (1), donde U estd dada por (8) se obtiene la siguiente
condicibn necesaria y suficiente para que (5) sea solucibn

3 -
520 = =L U - ol [1 + _ifz_;il ] (9)
mR 9R R3 2 m R
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Por tanto para cada valor constante de R, existe una solucién (5) cuya veloci-

dad angular estd dada por (9). Observese que esta difiere de la correspondiente
al movimiento kepleriano puro en el segundo término de (9).
Por otro lado la velocidad angular correspondiente a la solucidn (5) (6)

Y
en vista de (4) es

w, = gsé coé :
Wy = _%ce + 6
Wy = os$ sb

y asimismo las componentes del par gravitatorio en virtud de (7) son idéntica-
mente nulas, luego las ecuaciones (2) se reducen a

4 (5s8ch) +n w.0 sb s8 = 0

dt 2

Gch +6 = w, = k (constante)
(10)
d J g =
I (o0 s s6 ) nw20 cp s6 = 0
n = (11—12)/11
este sistema es equivalente a
ach +$ =k

¢ = nk
de aqui se deduce que
% = ((11-12)/12)0 c 6
es condicién necesaria y suficiente para que se verifiquen las ecuaciones (10)

con G y 6 constantes. Asi pues, para cada par'de valores constantes R y 6 tene-
mos la solucidn

R=(Rso , 0, RcO)

v =0 (11) ;

¢ = ((I,-1,)/I,)G cb : : i
donde

.2 3 2

6% = /R [1 + 3(I,-1;)/2mR ] (12) 3

Pasemos finalmente a comprobar la existencia de otra familia de soluciones en
la que las coordenadas de T est&n dadas por (5) mientras que los angulos de
Euler son

=m/2
6 = constante (13) )
¢ = funcibn lineal de t : j

Ahora las componentes de U, en el sistema del sat&lite son

(Yll Y2: Y3) = (-cp cb , s6 , -s¢ cB)

luego la funcién de fuerzas (3) con I1 = I3 queda
T i5=2 a2 :
U——R+2R_3 [z, (2-3c70) + 1,(1-3s70)] . (14)

|
Procediendo de modo an&dlogo al caso anterior la condicibn necesaria y sufi-

ciente para que (5) sea solucidn de (1) es : i

5% = (-1/mr) 32 = (/R [1 + 3[1; (2-3c%) + 1,(1-35%)]/2mR?] (15)
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Por otro lado la velocidad angular correspondiente a la solucibn (5) (13) es

W Gs8 co
Wy fce + ¢
w3 = 0s¢ s 6

y las componentes del par gravitatorio

3
Nl -3(u/R )(Il-Iz)se cb so
N2 =0 (16)

3
N, 3(u/R7) (I,-1,) sb cb c¢

luego las ecuaciones (2) se reducen a

da & 5 2
= (0s bc ¢) + nw, 0sf s¢ = Nl/I1

5ch + = w, = k (constante)

a o a 5
T (osdp sB ) - nwz_ose cop = NB/Il

y este sistema es equivalente al par de ecuaciones

-G¢ + nwzé = —3(u/R3)n ch
Gcb + ¢ = w, = k
luego s
o M slolc 3
o= ——=— [6° + 3u/R7]
oI,

que es condicidn necesaria y suficiente para que se satisfaga el sistema (17).

'Finalmente para cada par de valores de R y 6 tenemos la solucibn

R = (Rso , 0 , Rco)

v = 7/2

. < T2 3

o = [(Il—Iz)ce /126][0 + 3u/R°]
donde _

&% = (/R {1+3[Il(2—3c26) + 12(1—3529)]/2 m R2)}
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POLINOMIOS ORTOGONALES SOBRE LA CIRCUNFERENCIA UNIDAD, FORMULAS DUALES DE
FRECUENCIA Y SUMACION :

M.P. Alfaro Garcia

Departamento de Teorfa de Funciones. Facultad de Ciencias. Universidad de
Zaragoza. Espaiia.

We obtain in this paper families, both of recurrence and Christoffel-Darboux
formulas of orden p, from the onesalready known. The process, although sim-
ple, is completely general and it is possible to use it to obtain from any

" of. this kind of expressions a new family, we are going to call dual of the

previous one,

En [2] se obtuvieron para II(z) y H(%) férmulas de recurrencia Yy suma-
cidén que generalizaban las habitualmente designadas con esa denominacién (v.
[y [3] 6 [4]}). A partir de ellas Yy por procedimiento muy simple que se jus-
tifica posteriormente, se deducen aqui nuevas familias de relaciones de ambos
tipos; también es é&stas resultan, como caso particular, las férmulas usuales
de recurrencia Y sumacidén antes citadas.

La téchica utilizada es totalmente general y puedg aplicarse a cualquier
familia de férmulas de recurrencia O sumacidn de orden p en II(z) (H(%))
para obtener otra familia de férmulas de recurrencia o sumacidn en H(%)
(I(z)). A las relaciones que se obtienen de esta manera las llamaremos duales
de las inicialmente dadas.

Utilizaremos en lo que sigue las notaciones de [2] » trabajo del que este
articulo es continuacién natural.

1. RECURRENCIA
Se comprueba facilmente que para n e N
z-n’ﬁn(z) = ?_n(z,m) » 5
z_nﬁn(z,O) = ﬁ;n(z)

Por tanto, al dividir por 2" cada una de las férmulas de recurrencia de
orden p (p € n) obtenidas en [2] para Hn(z) Yy hacer uso de (1) se obtie-
Ne una nueva relacién de recurrencia para Hn(%) o
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Resultan de esta manera:

P ok T e s
= Rl o Tk n
K-(n-p)fz'm) ;;é - z P—(n-j-l)(z)+ o Ko i(z,=)
J n-p P
s () o\mE s (z)+\Ve. B_(O)R ©
@ islies B B Ve, L)
5 (2-1)
h-1
A ~ -1
P et jg Tn_an_h(O)z e
+\[Snch 15 (z) + 3 0OE &
A 25 Py () e B RO (202
n=h=1
(h=0,1, .,p-1)
A
T 2
1A S Bhen o 3 R 3
z P—(n-i—l)(z) ——;——— K_(n_p)(z, )+ 5;:;:1 P_(n_l)(z)+
V n-p
p_l —— ~ ”~
+ P (0P, 5
(i=0,1,...,p-2) RZar)
2718 (z) = zB:Eii ® (z,») + n-p+1 B (z)
- (n-p) 5 B (n=p) B e - (n-pt1)
n-p
“n-p
e P=1
n s ~ S
K (zr o) K o) (2 )it Vﬁén > P_5(OF_ (g (2)
n-p - j=o
/
Las (1) permiten igualmente obtener una f6rmula de recurrencia de orden

P en Hn(z) , al multiplicar por z® cada una de las deducidas en [2]

elementos de Hn(%) Por consiguiente, son vélidas en Hn(z)
D1 T = 51
K _ (2,00 =¥ —L 25 . (z)+|—"% (z,0)
P j=o = N=a)i=A" e Z
n-p n-=p
$ (z) = |[-n K
@) i z P _,(2)+ qé; B (0)K (z,0)
I h=1
P ~ P (3.1)
n-h(2) ;Zé Tn—jﬁnfhgo)z Ppogop (24
e
n-h e a A
+ \/—en_h_l z P 4 ,(2) +\f6 P _ (0)K (z,0)
(h=0,1,...,p-1)

para

las relaciones:
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[y e n-i 2 n-i N
an_i_l(z) = — Kn_p(z,o) + = P ()
n-p M=l
p-1 —
it T 0 P 5
T=0S15 =S =) (3.1I1)
T e
_(z) = _n-p+l 2 (z,0) +\[R=p*l 3 (z)
P = n-p = n-p+l
= P
n-p
~ e :
K (z,0) = en-p p(2:0) + VF:] 5: p (0)p _i(z)

En el caso particular p = 1 , resultan las 4 f6rmulas ordinarias de re-

currencia en Hn(%)_ y Hn(z) respectivamente.

Esta situacién admite una interpretacién sencilla. Se comprueba f&cilmen-

‘te que, en el primer caso, el hecho de dividir por z" supone pasar de las

descomposiciones de Hn(z)

(050

P IR
z Hn_p(z) @ L[{z-K

I (z) = <:;

Hn_l(z) 8 L[ﬁn(zﬂ

punto de partida en [2] para la obtencibén de las férmulas de recurrencia de or-—

den p , a las descomposiciones de Hn(%)

1 z) e L[{P_

i
e (z)}j=oj

(n-3)

al
Lid o iR, o)

Yy en definitiva, trabajar en este espacio con la base
, (n) | =n=p=jj)> ) 117P 2 p-1
Bitae ({z K_j(z, )}j=o ; {P_(n_j)(z)}j=o

como se hacia en [2] con la allf utilizada Bfg).
Anélogamente, en el segundo caso, al multiplicar por 2" , de las descom-

posiciones de ( =)

(z,%) B71]

al,
=0 — (n-3) =5

vEE e

n_(=)
1 ~
e n,_, ) e L[E_(2)]

o P(z) o L[{z7J

n-z

se pasa a las de Hn(z)

p=1
T-p(2) @ L[{ﬁh_j(z)}j= ]

I (2) - X : (5)
1(2) @ L[K (z,0)]
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y las relaciones obtenidas son el resultado de trabajar en [2] con la base
5 e n-p-j n-p . 3 p-1
B i ({iz Kj(z,O)}j=o ; {Pn_j(z)}j=o)

P
en el lugar de la Bén)

A

y (n)

Siipe="u]= _Bin) y Bl son bases ortonormales distintas de I (

z) ,
~ 1
pero ambas dan lugar al mismo par de bases en el subespacio Lan_l(z)] (v.

[2]); ello justifica que también de estas f6érmulas duales aparezcan las férmulas

de recurrencia ordinarias, al hacer p = 1 . La situacidn es la misma por lo que
se refiere a BE?) y Bl{n)

NOTA. Las nuevas bases citadas B'(n) y Blén? resultan ser respectivamente
BRSO )
2. SUMACION
En [2] se obtenia la expresién
n — )
= S J
K (z,9)= > ¥ jKn_j (v,0) 27k _.(z,0)

j=o
que puede también escribirse en la forma:
K (z,y)

ni=n
z Yy

o) e
Py o~
= Z; P_h(y) P_h(z) = K_n(z,y) (6)
h=o
Esta relacidn permite obtener de cada férmula de sumacibén de Hn(z) una
férmula de sumacibén en Hn(%) y reciprocamente, con interpretacidn andloga a
la antes dada. Resultan asi las férmulas de sumacidn duales de las obtenidas en

(2].

Para Hn(z)

n p-1
-h-n-ha =
-3 Y TR GEOR 0+ § T @

=n- = J
K___(z,9)= h=n-p+1 j=o
n-p Zp§p—l
henehse — pulz—*————ﬁ
- zhiy hKh(y,O)fh(z,OHzpypZPn_j B _(2)
K (z,y)= d=nat . =
zpyp—l
n-p = T p-1
. ci P) 0P K (2,0)+ 50 D; p)ﬁn_j(z)
Kn-p(z'y) = yn i=n-2p+1 j=o
l--zp?p
S SEEIgn-p-i; = el
’ c; % K'i(y,0)+ZD.. P _(y)
K. (2.y) =igh d=n=2pil s j=o J n=d
n-p 'Y 1 P-P ¥
-zPg

D =T




donde
c{™P) - TPz Pk (zy) e 2 PR ()
“i=n-2p+l, n-2p+2,...,n.
D;-p) = (§_pz—p—l)K_(n_p)(z,y)o z_jﬁ;(n_j)(z,m)
S DT o i
y con la notacién b Rl Dg_p) se indica sustitucién de y por z y conju-

gacibén de coeficientes.

Para I (l)

n'z
2 _(n-h)--(n-h)%
et 3 Ey R o (n=3) VB (ny) (2)
i _ h=n-p =0 e
i K (n_P)(z,y) e J
5% PPy
n TR Rm—
- (n=h)—--(n-h 2 o P P PN
_Y_ (n )y (n-h)K_, (y,®)K_ (z,2)+z jX_P_(n ) (y)Pn_j(z)
K n(z'y)z 1=n-p+1
y Pz P-1
n-p
2 c B uheala i) w)+ZD3(p) - (n-5) ®
-n i=n-2p+1 j=o
K—(n—p)(z Y)= Y
_z_py_p
P9 o el
o= Cipy L Y°°)+>—- (n—')(Y)
(3.y)= z=0 i=n=2p+l j=o J
1- P P
donde
cip) s (?pzp_l)Kn—p(z’y)c zpﬁi(z)
i=n-2p+1,n-2p+2, =D,
(P) _ (gP,P_ 323
Dj (¥ z l)Kn_p(z,y) ez Kn_j(Z,O)
J=05 15 G, Pl
4 y se emplea la notacidén Cip) ' Dgp) en el sentido que se ha precisado anteriormente.
| Para p = 1 se tienen también ahora, las f6rmulas de sumacibén ordinarias en
i 1
? Hn(z) y Hn(z)
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CONSERVACION DE CONVERGENCIAS POR PROYECCION SOBRE EL ESPACIO LIMITE -

M2 Carmen de las Obras-L. y Nasarre

Departamento de Matemdticas. Facultad de Ciencias. Universidad de
Oviedo. Espaifia.

Leti{ be a real separable Hilbert space. The convergences defined for
éequences of closed linear subspaces, are preserved by proyection on
the limit space.

The same result is obtained by the action of a bounded operator with

bounded inverse.

Se considera el espacio de Hilbert separable real, H. Designemos con
G(H) la geometria de los subespacios lineales de H, con S = {E(n)InEN}

una sucesién en G(H) y con [ ] la envoltura lineal cerrada.

Demostraremos que dada una sucesibén S convergente - a un subespacio E, la
sucesién de las proyecciones de S sobre E converge del mismo modo a E. Para
ello empezaremos por recordar las distintas definiciones de convergencias (1)
y (3) en G(H).

)

Definici6n. Dada una sucesi6n S = {E® |n € N} ‘se dice que:

i) si Xh, € E( n)A Xhnai® X = X EE

EM_5 5 e
ii) ¥ x € E, existe X € g™ a1 que x --> x
T)EISTEXpERE E(hn) S S sra s (53
(n) n hn
E --> R <
ii) ¥ x € E, existe x_ € g (™ tal que x_--> x
(n) _a, (h.) L n
E()-};E * 1gEm =E % (h) C (n)
n h
meEst e ] S E )

Teorema. Si la sucesibn {E(n)| n € N} tiene por limite E para cualquiera de las con

vergencias anteriores, la 'sucesién {PEE(n)| n € N} converge de igual modo a E.
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Demostracidn
(n) (n)

1.- Sea E --> E y veamos que PEE --> E, y para esto que se verifica:
39)SES L Xhp EP E(h ) tal que xhn——> X, como E es cerrado (2), x pertenece a E.

ii) Partimos de un vector x de E, sabemos que existe una sucesién{x } con Xo

perteneciente a E(n) tal que {x } converge debllmente a x. Descomponemos esta

sucesién segfin E y EPF XA =oye + 2 Sy € E, zn = E y al ser las sucesiones
{yn} v {zn} doblemente acotadas y E, ET cerradis, existen sucesiones parcia-
les {yhn} ,{zhn} convergentes a y € E, y z € E respectivamente. Por otra par-
te x = y + z luego necesariamente z = 0 y la sucesibn {yn} proyeccibn de {xn}
sobre E converge débilmente a x.

2.- Sea E(n)——> E probaremos que P E(n)

E =% Joig

at)) - (St Xhn € PEE(h n) Y Xh, converge fuertemente a x razonando como en 1, x € E.
ii) Sea x € E. Existe una suce516n {x } con x perteneciente a E(n),que converge
fuertemente a x. Proyectando la suce516n {E }sobre E y ET , obtenemos
X, =y, +2z cony, E oy z € ET , las sucesiones {yn} ,{zn} d.ai y existen por
tanto subsucesiones {yhn} {zhm} convergentes a y € E y a z € E respectivamente.
Como X converge fuertemente a x, en particular converge débilmente luego x = y+z
Y z es el vector nulo. Por tanto {yn} converge fuertemente a x.

3.- Consideremos E(n)_§> E, entonces se verificard P E( ) 2y E

Tendremos que demostrar que 1s PEE(h U E X‘(h n) C (n). Sea un vector x del

limite superior débil de la suceslén {P E( n } ,exlstlré una subsucesién {xx_}
de [xhn} tal que xkn——> XE CONSXEESE; luego lsP E(h ) C E. Reciprocamente si x es

un vector de E, existe una sucesién {xh I xh G E(h ) tal que Xp ——> X. Procedien-

do como en el caso 1, existe una sucesibn {yk }: con Ykn € P E(k junto con
Yk,~—> ¥, por consiguiente x € Ei PEE(hﬂ) y-E = lsP g(h n) V‘(h G (m)iE

4.- Finalmente sea E(n)~9¥ E, igualmente se tendra P E(n)—p> E.

En efecto, tenemos que ver que [_f P E(h )] =E ¥ (h,) C (n) . Evidentemente se ve-
(h,

rifica el contenldo lsPEE C E, por ser E subespacio lineal cerrado. Sea x € E

Y a su vez perpendicular al £§PEE(hn) y r el rayo w(x) siendo wla aplicaci6én candni
- =

ca de H-0 sobre P(H). Sabemos por (1) que E(n) -—> EL y como r C E, existe un cono

de eje r y amplitud 6,0<8<m/2, que corta a casi todo E(n). Sea Th, (S (el{Gg, ) 1) E(hn)
por la compacidad débil del cono , existe una subsucesidén {rk } € {rp_} tal que
rkn——> Sy s € C(r,6). Entonces el &ngulo o(r, s)5 6 Jjunto con s€ 1gE )C E.

Tomando representantes Yhi € rh y € s se tiene Yh,~~™ ¥, Y proyectando sobre E

Xhp = Pp¥n,~——> Ppy =y luego y € lsP E(h ) y de aqui que a(r,s) = w/2, absurdo.

Conolario. Si {E<n)} converge fuerte y débilmente a E sus proyecciohes sobre-E .con-

vergen fuerte y débilmente a E y las proyecciones de sus ortogonales sobre E" lo ha
S
cen a E

B

eyl e e

I S e MRS R A

ank

i NIRRT A

bt e



Si consideramos proyecciones sobre otro espacio, ya no se puede asegurar

la conservacidn de las convergencias.debido a que en la condicidén i) de la con._
vergencia débil, si Xhp = PFE(hn) y la sucesibn {xhn}converge débilmente a x,
(h )

n

la sucesibn {yﬁn} tal que Yhp € E % PFyhn = Xy puede no ser acotada y

-dicha sucesibn no convergente. Analogamente para la convergencia fuerte y las

otras -2~ JiEbe . Ahora bien si se define la sucesidn {M(n)[ n € N}jtal que
M(n) = e (= E(n)

L)
entonces PFM

tales que m(xn) tiene un Gnico rayo de acumulacidén débil}

——SEpaE lo mismo con las otras convergencias.
F

Dando un paso mas, si A es un operador acotado con inverso tambien acota
do, las convergencias anteriores se conservan mediante el operador A.

n n o =
ikss E( Vs E < A(E ) —-> A(E). Probaremos que se verifican las condiciones

1)y 13 Sea Yhp < A(E(h“) convergente a y. Por ser A_l acotado es continuo

respecto a la convergencia débil de rayos, luego A_l(yhn)__; A'l

(y) , pero
A_l(yhn) pertenece a g(Bn) B

entonces A"~ (y) € E y por consiguiente y € A(E).
Para la otra copdicién, si y € A(E), existe un vector x de E tal que y = A(Xx)
y una sucesién {xn}, X, E E(n) débilmente convergente a x. Aplicando el opera
dor A, A(xn)——* A(x) = y, siendo A(xn) = A(E(n)
(nH

) . Por consiguiente podemos
afirmar que A(E --> A(E). Para el reciproco, basta aplicar el resultado

obtenido a la convergencia A(E(n)) =3 A(E) ...
2.- De modo andlogo se prueba la equivalencia anterior para la convergencia
fuerte y la =& convergencia. Pari la —EA convergencia basta tener en cuenta

(n) (n)

. . 4
la equivalencia E =T == 00T o

Quiero expresar mi agradecimiento al Prof. A. Plans, por su orientacibn

y continuo apoyo.
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AJUSTE DE UNA CURVA EXPERIMENTAL DE RELAJACION A UNA SUMA DE FUNCIONES EXPONEN-
CIALES

E. Bernabeu y J. Pelayo

Fisica Fundamental, Citedra de Optica. Universidad de Zaragoza. Espafia.

A method is presented to analyse experimental decay curves which are superpo
sitions of a given number of exponencial functions. The estimation of the
different time constants is the result of a two-step calculation: a) obten-
tion of the eigenvectbr with the lowest eigenvalue corresponding to a matrix
formed with experimental data, b) resolution of an algebraic equation with
coefficients given by the eigenvector components. Advantages and limitations
of the method are discussed in comparison with other methods previously repor

ted.

INTRODUCCION

Una combinacién lineal de funciones exponenciales expresa la evolucidén tem
poral de procesos de relajacién de naturaleza muy diversa: procesos de desinte-
gracién radiactiva, desexcitacibén de sistemas atémicos, fluorescenqia de mues-
tras cristalinas, cinética de reacciones auimicas, etc., La medida en funcidn
del tiempo de una magnitud representativa de la experiencia proporciona una cur
va experimental constituida por la sefal propiamente dicha més el ruido aleato-
rio asociado al proceso de medida. El ajuste de esta curva experimenal "ruido-
sa" a una curva tedrica, suma de funciones exponénciales, constituye pues una
etapa necesaria en el anflisis de numerosos experimentos, del tipo de los cita-
do s, 21}

La complejidad de la técnica de ajuste requerida es consecuencia de la pro
) pia naturaleza de la curva tebrica, que impide reducir el problema, mediante

una transformacién matem&tica sencilla, a una simple regresién lineal.

En este trabajo presentamos un método ageneral de ajuste de una curva expe-
rimental, dada por los valores de la ordenada éo;respondientes a valores preci-
? sos equidistantes de la abscisa, a una combinacibéh lineal de un nGmero preesta-
i blecido de funciones exponenciales. Se asume aue el ruido aleatorio éue se su-
; perpone a la sefial presenta una distribucién normal de media nula y desviacién
tipica idéntica en cada uno de los puntos de la curva experimental.
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Los valores estimados de las constantes de tiempo de las distintas exponen
ciales se obtienen mediante la resolucién de una ecuacibén algebrdica estableci-
daen base a un resultado preliminar tomado en esencia de la referencia (3).

La estimacién de las amplitudes se efectfia posteriormente mediante una técnica

convencional de minimos cuadrados (4).

El problema concreto que ha suscitado el presente trabajo es el anflisis
de los transitorios de relajacidén de una muestra de vapor de cesio, después de
su orientacién mediante bombeo 6ptico. El transitorio corresponde concretamen
te a la evolucién temporal de la intensidad absorbida por la muestra de un haz
de luz con un estado de polarizacién .adecuado. En este caso concreto, el co-
ciente senal-ruido (ruido originado fundamentalmente en el deteéctor de luz), co
rrespondiente a una finica medida del transitorio de relajacibén, es del orden de
la unidad. Promediando un nfimero suficientemente elevado de medidas se obtiene
finalmente una curva experimental con un cociente sefal-ruido del orden de cien,
a la que se aplica la técnica de ajuste objeto de este trabajo.

En la exposicién gue sigue del método de ajuste, planteado de un modo agene
ral, utilizaremos no obstante la terminoloaia adecuada al caso préctico habitual,
en el que la variable independiente es el tiempo.

DEMOSTRACION DE UN RESULTADO PRELIMINAR

Consideremos la funcién f (x) combinacién lineal de N funciones exponencia-
les

N
£(x) = ] a. exp(y.x). 1]
L 3

Entre los valores que toma esta funcién para n valores equidistantes de la
abscisa

b ISyt X Lo Sk atleh e Sk et

Sy aen; [2]
tomemos,- a partir de uno dado f(xg), los N+1 correspondientes a valores de la abs

cisa también equidistantes pero con mayor espaciamiento entre si. Los denotare-
mos por

= f(x

oo

o Khl) EKE=H0, 800, N 3]

con

h' = mh, m entero. 4]

Si introducimos también las notaciones




v
Il

5 aj exp(*(j xﬁ), [5]

eXp(Yj hif)EE S =i iE R T ON, [e]

b=
Il

podemos escribir las N primeras igualdades dadas por [3] en la siguiente forma
matricial

2 2

fO 1 ik a8 L aj

) g

= Uy 9 Uy a
= : : (7]

g el N-1 N-1 )

il (Uy) (Uy) (Uy) ay

Nuestro prdpésito es eliminar entre las N+l iqualdades dadas por [3] las N
magnitudes a% dependientes de las amplitudes a. %e las exponenciales, a fin de
obtener una ecuacién que relacione los valores fK de la funcién f(x) con las mag-
nitudes Uj que dependen unicamente de las constantes de tiempo de las distintas
exponenciales. Para ello, despejemos del sistema de ecuaciones definido por [7]
los respectivos valores de a“

a¥ = at/a, 8
5 S Ce]
con 2
i o, £ 1 e
o
U U £l U U
B o ONALD] SHEL S0 N
e ; : :
] - . -
N-1 N—diiy N-1 N-1
(Uy) .(Uj 1) o1 (Uj+l) & AR
%
1 iR L e
Uy 0y e e
a-= . : :
N=li = e N-1
;) GEEE

Finalmente, si sustituimos los valores de a?, dados por [8], en la Gltima de las
igualdades dadas por [3] obtenemos la ecuacién

N
[dfé = a%(u.)NJ /da=o0,
Laahe
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que, a su vez, se puede escribir en la forma

pL peT it pRy
o
1
i e
; LT =
2 N SN
fN (Ul) i v (UN)

como se puede comprobar sin mds que desarrollar el determinante por los elemen
tos de la filtima fila. Si, por el contrario, desarrollamos el determinante por
los elementos de la primera columna, obtenemos una ecuacién equivalente que de-

notaremos por
N g
NG B S 9]

en la que los coeficientes sj (n6tese que SN = 1) dependén unicamente, a través
de las magnitudes Uj’ de las constantes de tiempo Yj de las exponenciales que
componen f (x).

‘Pues bien, el resultado que busc&bamos se puede enunciar del modo siguien-
te:

"La ecuacibén algebrdica de grado N, en la incéanita U,

N i

Y s (@) 2 =H0, [10]
j=o0 ]

con coeficientes Sj que verifican, para cualaguier valor de £, la ecuacién [9],

tiene por soluciones las magnitudes Uj = exp p(yj i) S s =S ot NS

La comprobacién de este resultado es inmediata teniendo en cuenta que, por
la definicién de los coeficientes Sj’ la ecuacién [10] se puede escribir en la
forma

1 L 56 g Ak
U Ul heo UN I
. d =0
N N N
(0) (Ul) o O .(UN)

ESTIMACION DE LAS CONSTANTES DE TIEMPO

A partir del resultado anterior, podemos abordar el problema de la estimacibn
de las constantes de tiempo de una curva experimental y(x) que suponemos se ajusta

a una combinacién lineal de funciones exponenciales como la expresada por la ecua-

cién [1].

[t bl




La curva y(x) vendrd dada por el valor de la ordenada y(xi) correspondien-
te a cada uno de los n valores equidistantes de ‘la abscisa x;, dados por [2].
Supondremos que los diferentes valores y(xi) forman un conjunto de gariables
aleatorias independientes con medias -respectivas f(xi) y varianza ¢ , indepen
diente de 1i.

Segfin el resultado mostrado en el apartado anterior, la estimacién de las
constantes de tiempo Yj se reduce a la de los coeficientes S., caracterizados
por la ecuacién [9]. Con los valores estimados para estos coeficientes, pode-
mos construir la ecuacién [10] cuyas soluciones se relacionan inmediatamente
con los valores buscados Yj'

La estimacibn de los coeficientes S. se puede llevar a cabo aplicando el
método de minimos cuadrados (4) a las variables

N n Y

N
9
Zy(Sgr +er Sy) = jzo S5 V5 C11]

con (véase [3], [4])
yi = yix, + 3 h').

Cada una de las variables Z, presentard valores aleatorios, con una distri-
% N
bucién normal de varianza 02 %(Sj)2 en torno a un valor medio cue, de acuerdo
N
con [9], serd nulo cuando Sj = Sj, 9 =0 ooy N
Por tanto, los valores estimados para los coeficientes Sj, cue denotaremos

= ALt by Lt £
por Sj, coincidir&n con adquellos de Sj tales que minimicen la expresidén

- y 1 zp? ;
E(So, ceey SN) = —2—-,‘\‘—2 r Elzj
; o Z(Sj)

J

en la cue el sumatorio en % se. extiende a todos los valores de dicho indice que
conduzcan a una Z9 independiente. En particular, puede tomarse m, en la expre-
sién [4], tal que

n n
— =1 <m < .

N+1 T ON+1

con lo que el ntimero de sumandos en el numerador de [12] serfa justamente iqual

a m, asegurando la independencia de las variables 2 asi como el uso del méxi-

)i
mo nfimero de datos.

Teniendo en cuenta la definicién [11] de las variables Z,, la expresi6n [12]
puede escribirse en la forma

E o n
F (8 §) = b Sj H.jl Sj’ ’
@ e B = Bl
© o2 L (S-)2
J J




con
Q=20
Him s = Sl . 13
3jaf! ;yj i E
" v s Qv
Por el teorema de Ritz (5), E(So, relely SN) es minimo para valores de Sj ta-

les que sean proporcionales a las componentes del vector propio correspondiente

al menor Qalor propio de la matriz definida por los elementos H..,. La diagona-
lizacién de esta matriz constituye, pues, un método apropiado para la estimacién
de los coeficientes Sj; el menor valor propio representa ademids una medida de la
calidad de estimacién.

Asi pues, el procedimiento a seguir en la prictica para la estimacién de las
constantes de. tiempo Yj puede resumirse del sicuiente modo: a) construccién, a par
tir de los puntos de:la curva experimental, deé los elementos de matriz (obviamente
sfmétricosl Hjj" de acuerdo con la expresién [13]; b) obtencién del vector propio
(So, S oop SN) correspondiente al menor valor propio dﬁ la mat;iz de elementos H..,;
c) resolucién de la ecuacibn alaebraica de grado N, jEO §j(U)j = 0, en la incéanita
U. Las soluciones U. de esta ecuacién se relacionan con las constantes de tiempo
estimadas ?j por medio de Gj = exp(§jh'), (véase [6]).

ESTIMACION DE LAS AMPLITUDES

A partir de los valores estimados de las constantes de tiempo Qi, obtenidos
segin el método que se acaba de exponer (o bien, a partir de valores de las cons-
tantes de tiempo preestablecidos de cualquier otro modo) podemos proceder a la es
timacién independiente de las amplitudes aj. Para ello, aplicaremos el método de
minimos cuadrados al conjunto de variables

") n
v(al, Sialely aN)

| 2
=

" =

arsiex St = .

| P [Yj( S )] Vi o

que supondremos se pueden considerar variables aleatorias independientes con va-
; - 2 : : v v 5

rianza ¢, independiente de i, y media nula para a. = a_, = RN EN S C O =

secuencia, los valores estimados de las amplitudes Ej serdn acuellos que minimicen
la expresién

N
. 2 n n n N 2
0 E(dy, ooy ay) = ‘Z [Vi(al’ S aN)] 5
i=1
Las condiciones de minimizacién 3E/33j =0, j=1, ..., N conducen al sistema
de ecuaciones
YodlchEsan s =2 j =1, N [14]
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n
C..v = Y. + Y.,)(x_ + ih ]
35 izl exp [(Y] Yy0) (xg )
n T 5
c5 = izl y; exp [Yj(xo + 1h)] .

La resolucién del sistema de ecuaciones [14] conduce a los valores estimados
Ej para las amplitudes. La desviacién cuadrdtica total entre curva experimental
y ajuste resulta finalmente 5

DISCUSION

Las caracterisficas del método de ajuste que se expone en este trabajo permiten
superar las limitaciones inherentes a otro método utilizado anteriormente por noso-
tros (6), consistente en lo siguiente: estimacién asintética de la constante de tiem
po y amplitud de la exponencial de evolucién mds lenta, a partir de una zona de la
curva suficientemente alejada del origen; sustraccién de dicha exponencial a la cur-
va experimental; reiteracibén del proceso sobre la diferencia asi obtenida hasta ago-
tar el nimero preestablecido de exponenciales que conforman la sefial. La estimacién
asintética y sucesiva de las distintas constantes de tiempo y amplitudes requiere te-
ner datos experimentales correspondientes a la zona final de la curxva, en la que la
contribucién de la exponencial mfs laraa sea predominante sobre la de las demis; pa
ra que la contribucibén de una cierta exponencial sea efectivamente predominante so-
bre la de las m4s cortas en una determinada zona de la curva se requiere, ademds,
que los valores de las distintas constantes de tiempo se diferencien suficientemente
entre si; nétese, finalmente, gue la estimacién de cada una de las constantes de tiem
PO se obtiene necesariamente a partir de la zona de la curva correspondiente con un
cociente sefial-ruido mds desfayorable,

Todas las limitaciones anteriores se superan, como aueda dicho, mediante el mé-
todo de ajuste propuesto en este trabajo: la estimacién de las constantes de tiempo
se obtiene simult&neamente a partir de la totalidad de los datos disponibles; la pro
ximidad de los valores de las constantes de tiempo queda limitada unicamente por la

discriminacién cque permita el cociente sefial-ruido de la curva experimental.

Como seaunda alternativa al método propuesto, podemos considerar la aplicacibn
de un método standard de ajuste por minimos cuadrados, variando iterativamente los
pardmetros del ajuste (constantes de tiempo y ampiitudes de las distintas exponen-
ciales, en el caso gue nos ocupa) en busca de un minimo absoluto de la desviacifn
cuadritica entre la curva experimental y la curva ajustada (7). La viabilidad de
tal método standard depende de la posibilidad de establecer unos valores iniciales
de los parimetros, como punto de partida del proceso iterativo, que sean suficien-—
temente préximos a los que efectivamente se buscan (2). De lo contrario, el proce-
So iterativo no converge en absoluto, en el peor de los casos, o se estanca en un

minimo local correspondiente a unos valores de los par&metros sensiblemente incorrec
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tos, o bien, en el mejor de los casos, el tiempo de cdlculo reguerido resulta
excesivo. Las ventajas del método propuesto frente a los métodos de ajuste por
minimos cuadrados, se cifran, pues, en que aquel hace innecesario el conocimien
to a priori de valores aproximados de los pardmetros del ajuste y en el ahorro
de tiempo de cdlculo. En cualquier caso, los valores de los pardametros estima-
dos segin el método propuesto, pueden servir justamente de punto de partida para

un ajuste mds fino por un método de minimos cuadrados.

Finalmente, en comparacién con otros métodos de ajuste descritos en la lite
ratura (2) (8), basados en la determinacidén de un "espectro" de funciones exponen
ciales contenidas en la curva experimental, el método propuesto por nosotros su-
pone una notable simplificacién de las técnicas de cdlculo necesarias, con la con
siguiente facilidad para la puesta a punto de los proaramas de ordenador y ahorro

de tiempo de cdlculo.

Las limitaciones aue se establecen a priori para la aplicucién del método de
ajuste expuesto en este trabajo pueden concretarse en: a) ecuidistancia entre los
valores de la abscisa de los distintos puntos de la curva experimental; b) ntmero
préestablecido de exponenciales gue componen la seral; y c) idéntica desviacidn
tipica del ruido aleatorio gue se superpone a la senal en cada punto experimental.
La primera de estas limitaciones puede obviarse f&cilmente por un proceso de inter
polacién. En cuanto al nfimero de expohenciales cue componen la senal, es posible,
en cualcuier caso, efectuar el ajuste para distintos valores de esta variable y
decidir a posteriori sobre la calidad de los distintos ajustes obtenidos mediante
un criterio establecido al efecto.. Sin embarco, este método no permite tomar en
consideracidén una contribucién no uniforme del ruido aleatorio, en los diferentes

puntos de la curva experimental.
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NUMERICAL SIMULATION OF THE EVOLUTION OF SPIN ORIENTATION IN-AN OPTICALLY PUM-
PED ALKALI-GAS SYSTEM '

J.C. Amaré and E. Bernabeu

Departamento de Fisica Fundamental, Ciatedra de Optica. Universidad de Za-
ragoza. Zaragoza. Espafa.

We present a numerical method for studying the evolution of the orientation
of an alkali vapor subject to longitudinal optical pumping, to collisional
relaxation mechanisms against buffer gases and to the effect of container
walls. The usual approximations in analytical calculations are discussed
from the results. An original approach to the problem of diffusion towards
the walls is made in order to carry out the numerical calculation. The me-
thod is applied to the Cs-A system; computed and experimental results are

compared for this case.

The evolution of alkali-noble gas systems under longitudinal optical pumping,
and the phenomena of collisional disorientation have received considerable theore-

ticall’2'3) <52

and experimental attention in recent years. The information avai-
lable from these experiments enables the derivation of quantitative results for

the cross-sections of disorientating interactions. .However, it may be interesting
to know the evolution of the magnetic sublevels population distribution and other

related which would allow a further knowledge of the processes taking place.

The similation method which we present here aims at the numerical achievement
of an optical pumping experiment, and it is based on the theoretical models of the

acting interactions.

In the experiment, a circularly polarized light beam (Dl line) impinges on
2 2 v {

Sl/Z(F’M) > P1/2(F M'). The resulting
orientation of the excited state is partially lost because the collisions with

the sample and excites the transition

the gas. The orientation of the ground state, induced by selective population and
depopulation of different sublevels is destroyed by collisions with the perturbing
gas and the container walls. The contribution of other effects (molecule forma-
tion, spin exchange) can be neglected for suitable expérimental conditions, and
will not be considered in our calculations. 3

In the numerical simulation the mechanisms of radiative excitation-decay and
of collisional disorientation against the gas may be characterized by the corres-
ponding transition probability matrices, which may be obtained from the associated
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interaction operators6). The evolution of the population P of the ground state

sublevel i is then ruled by the equation

pi SRiea= j;l {bjl ek wji} Pi it j;l {blj o le}PJ r (1)
where B(bi') accounts for the phenomena involved in the pumping process and
w(wi.) for those related with relaxation. The matrix B is given in our previous

work3) and W is thé matrix associated to the collisional interaction.

The numerical method requires that the calculation of the evolution take place
step by step in time intervals Tt negligibe against the characteristic time cons-

tants of the macroscopic evolution: one must then write (1) in the form

Y] WY N N
Ap. = Yo =i lbh i o Y S b e B M e (2)
Sk Sk Jjat Jjat o ij ij 9
The fact that an atom may undergo N = 0, 1, ... events (optical pumping or

disorientation) in a time T, imposes the substitution of B and W by B and W respec-—

tively. Matrix Q is related with matrix Q by means of the expresion
= N
8 = ) — Q (3)

which represents the summation of the effects of N processes described by Q with a
welotagiven by the probability of each to act on the same atom in the time t.

TQ is the average time between two consecutive actions of the mechanism on

the same atom.

Since the atoms are in the excited state during a mean time equal to the 1li-

fetime of this state, B may be calculated from the above arguments by the expre-

i=e3))
ssion
b=y e (4)
where U<_l), M, D are the matrices associated to radiative excitation, collisio-
nal disorientation in the 2P1/2 state and radiative decay respectively.

The diffusion process of uniformly distributed magnitudes in spherical uncoa-
ted cells is a problem mathematically solved7). However the given solutions are
unapplicable to this numerical process. The following approach is more suitable
for our numerical calculations and the results are in good agreement with that

of the referred analytical solution.

In the random mean-path model, the probability that an atom in a point of
the sphere at distance p from the center reaches the spherical surface of radius

R is -




P = w2 D/(R% - p?), ; (5)
where D is the diffusion coefficient of the mixture.

Accepting the independent shell relaxation hipothesis, assuming an inicia-
1ly uniform spatial distribution and supposing uniform relaxation at the walls,

the evolution of total orientation is described by

_ 2 exp{-mn? DT/R2} °Z° 2%(+2 pr/R%}

/T k=0 (2k+1)

k+1/2
Q(t) = @° i4 4

§

It is clear that an initial constraint of uniform distribution correspond
to an ideally intense excitation. Usually, the diffusion phenomenon is as im-
portant as the excitation one, and the radial distribution after excitation is

far from being uniform (Fig. 1l(a)).

such distribution can be obtained starting from a unifrom distribution
and allowing it to relax by diffusion during a time rpi This temporal delay
is equivalent to the time running between two consecutive absorptions of a pho
ton by an atom. Thus, for a pumping rate characterized by Tp the relaxation by

diffusion may be described by Q(t + T).
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Fig. 1(a).- Radial distribution of the Fig. 1(b).- Normalized relaxation transients cal-
orientation attained for di culated for wall collisions associated
fferent excitation rates: I to the distributions shown in fig. 1(a).

strong pumping, II interme-
diate pumping, III weak pum
ping.

The populations in a time t will then be giveﬂ by

(7..)
= 5 5 =ebipa
pi(t + 1) pi(t) + % { bji p; + by pj} S +

X = Q(t) - A(t+T) (7)
+ [pi(t) + § { Wji p; + Qiij Py} .0625 i
5 =D
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Studying the diffusion separately and with the restrictions.above mentio-
ned about the mechanism involved, the matrix W describes only the effects of co

llisional desorientation against the gas.

We have performed the computer calculation in the following way: the para
meters and the constraints of the svstem are introduced, and the time constants
associated with each mechanism are calculated; introducing these values and the
interaction matrices into formulas (3), (4) we calculate B and W. Finally, with
the help of (7) we calculate the evolution of the population (and the observa-
bles of interest) in one pumping-relaxation cicle, obtaining the result numeri-

cally and grafically (Fig. 2).

orientation(au)

O 1 il 1 1
time (au)

Fig. 2.- Normalized relaxation transients.
I) For weak optical pumping and weak orientation
IT) For strong optical pumping and strong orientation.

The simulation method above explained haSAbeen trested for the Cs-A mixtu-
re, a system also studied by us experimentallys), under conditions of weak pum-—
ping and weak orientation. We show in Fig. 3 the fitting between simultated
and measured transients. The good coincidence enables us to accept the validi-'
ty of the method and the models assumed to calculate matrices B and W3). The
meaning of the weak orientation aproximation becomes evident from the popula-
tion distribution obtained in the steady state by pumping at different excita-
tion rates (Fig. 4). The spatial distribution of Fig. 1 illustrate also the
meaning of weak pumpinq.’ Both situations are usually realized in the case of

uncoated cells iluminated by standard spectral lamps.
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\ Fig. 3.- Computed (solid lines) and expeérimental signals
(points).

An interesting feature of this numerical simulation lies on the possibili
ty of investigating the behaviour of alkali-gas systems under strong orienta-
tion and pumping conditions: from Table I, so as from Fig. 4(a), we can deduce

that for very high excitation rates hyperfine pumping (<S - I> # 0) is induced

Fig. 4.- Normalized
relaxation transients
a) population distri-
butions, for diffe
rent excitation le
vels: I strong orien-
tation, II interme-
diate orientation,
II1 weak orienta- 3
tion.

It A i

0625 125 1875 .25 3125 375,
population
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Fig. 4 (b).- Relaxation curves for
gas-kinetic collisions associated
to the distributions shown. The
initial quick fall in I is due to
the high value of <Sz> and to the
presence <S-I>.

orientation (au)

O 1 ‘l 1 1
time (au)

even with broad line optical pumping. However population difference between level
|4,0> and level [3,0> is not generated under the action of the mechanisms conside-
red. Non vanishing expected values of the quadrupolar observables) are also gene-
rated for high pumping rates.

TABLE I
Observable
> >

< Sz> <S:I> Quadr.
Excitation
limit ) Bi85! .53
strong 31 15539 AL/
intermediate .052 SO07I0E .0077
weak .0022 .0003 -

The application of this method to other expgrimental conditions (D2 line,
excitation, different alkali-gas systems, etc.) is straightforward: it requi-
res only the introduction of the appropiate parameters and matrices into the cal
culation of % and W with help of formula (3).

The authors are indebted to Professor J. Casas for his continuous interest,
to Dr. J. Pelayo for his helpful discussions, and to M.U.I., the I.E.N. and
‘C.S.I.C. for their finantial support.
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THERMODYNAMIC STUDY OF SOME BINARY MIXTURES AND ENERGY PARAMETERS OF THE VA-
RIOUS TYPES OF CONTACTS INVOLVED, I

F.M. Royo, M. Gracia and C. Gutierrez-Losa

Departamento de Quimica-Fisica. Facultad de Ciencias. Universidad de
Zaragoza. Espafia.

. Excess enthalpies and excess volumes, at 303.15 K, for ‘the following binary
mixtures: n-heltane, 1,3-dichloropropane, and 1,4-dichlorobutane + n-hexane,
+ benzéne, and + tetrachloromethane, have been measured. Experimental re-
sults for excess enthalpies were examined in terms of Barker's treatment in
order to determine the interaction energy for the various contacts involved

in every mixture.

INTRODUCTION

This paper is the first of a series whose purpose is to characterize the
inter-or intramolecular interactions between certain groups (Cl, O, double
bond) and the eventual existence of a proximity effect. We have used Barker's
method(l) in order to treat excess enthalpy. data for evaluating the interac-
tion energy brought into play in the corresponding contacts. Mixtures were so
chosen that we have only used our own experimental data, aiming so at the
best self-consistency in the estimated energy parameters. Although a strict
application of the method requires values at constant volume, we are interest
ed in a comparative study which will retain its significance even when data
at constant pressure are used instead.

Excess enthalpy, HE, and excess volumes, VE, have been measured, at
303.15 K, for the following mixtures: ﬁ—heptane (C7H16), 1,3-dichloropropane
(C3H6C12), 1,4-dichlorobutane (C4H8C12), + n-hexane (C6
(C6H6), and + tetrachloromethane (CCl

HlG)’ + benzene

4)'

EXPERIMENTAL

The liquids used were n-hexane, benzene, and tetrachloromethane (Merck:
»99.5 per cent purity); 1,3-dichloropropane, 1,4-dichlorobutane, and n-hep-
tane (Fluka: > 99 per cent). In every case, purity was checked by gas-liquid
-chromatography. All th®t liquids were kept on molecular sieve (4 i), pre-

viously activated by heating under vacuum.
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rimeter

EXPERIMENTAL RESULTS
The values of HE and VE (tables 1 and 2) were fitted by least squares to
the equation

In tables 1 and 2,

viations G are given. Solid lines (fig. 1-3 for HE

Grolier and Inglese(4) have measured HE ForiCoH
298.15 K (the former at 323.15 K, too)

and the dilatometer described elsewere

933 J mol_l, respectively, at x =

have measured HE

Finally,
found 0.579 cm

TABLA 1: Molar excess enthalpies HE, smoothing equations, and standard desviation GTHE),

HFHCEH CT

356

(x =

fibs et 298C 150K,

thermal calorimeter operates in the absence of a vapour phase.

ture of the bath was held constant within * 0.002 K.

x (x-13_a (2x -1t
z

experimental results, parameters Ai
and fig. 4-6 for VE) are
the curves obtained from the fitted equations.

7716
and their values are higher
than ours at 303.15.
andFEECHHEC!

45 B2

lues are 1254 and 1245 J mol ~, respectively, at x =
and C4H8Cl2
lier and Kehiaian

= 0.48)

the only previous reference found in literature
also at 298.15 K;
and -138 J mol~
measured VE Eor&CoH
0255

respectively. Bisell

Palmer and Smith(g) have measured VE for C,H
= 0.5.

they have found for

obtaining 0.2127

Excess enthalpies and excess volumes were determined using both the calo
(2’3). The isobaric and iso-

The tempera-

and standard de-

and CCl4
(348 ‘and
Polo et ‘al.
at 298.15 K and their va-
For C_H
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(7)

cm® mol~

at 298.15 K and

x x HE/J mol=r HE/J mol
X Gy = (1= x) CeHyy

0.0946 0.4228 3.6 0.7170 2%
0.1704 0.4573 3.9 0.7871 15
0.2364 070 5L 4.2 0.8817
0.2915 0.5573 4.0
0.3412 0.6022 3116

. 3840 0.6540 3.0

ue= (2x-1) - 13.13 (2x-1) %3 mo1™}; §(u™)= 0.2 3 mo1”

X C7H16 5 (1 =) CC14

0.0158 0.1619 19752 %0.3147 306.4
0.0436 0.1953 229.3 0.3471 318.8
0.0690 0.2259 253.9 0.3758 327.7
0.0930 0.2406 264.0 0.4033 332.1
0. 0.2784 287.6 0.4289

qe- (e
was that of Gro-
-73 J mol~
et al.




TABLA 1: Continued

X HE/J mol~1 X HE/J mol-1 X HE/J mol~1
0.4621 337.1 0.5983 298.5 0.8557 1372
0.5009 330.8 0.6921 258.9 0.8983 97.6
0.5474 318.2 0.7442 225.2 0.9518 46.9

0.8006 179.8
B® = x (1-%) { 1333.2 + 249.4 (2x-1) - 105.2 (2x-1) 3famo1™ ;6% =3.2 3 mo1 ™
X C7H16 (G =) C6H6

0.0135 Gl s 0.2276 692.6 0.4791 877.3
0.0257 115.6 0.2499 730.2 0.5011 868.4
0.0408 174.8 0.2715 764.0 0.5270 854.3
0.0570 - 239.4 0.2885 787.0 - 0.5540 " 834.0
0.0754 305.4 0.3090 811.8 0.5858 806.5
0.0934 366.5 0.3236 827.4 0.6167 773.6
0.1131 426.9 0.3411 842.9 0.6419 741.5
0.1318 480.5 0.3545 854.1 0.6693 705.1
0.1486 525.3 0.3803 868.8 0.6957 665.0
0.1648 565.3 0.4050 880.5 0.7252 614.9
0.1848 | 612.6 0.4241 886.5 0.7603 554.3
0.2061 653.5 0.4521 884.5 0.8018 478.1

3 ; HE/J mol~1
0.8408 398.5
0.8814 1 305.8
0.9229 204.0
0.9603 104.2

HE=x(l—x){3448.8 + 890.0 (2x=1) + 2336 (2x—1)2} g mol L: B (B)=4.9 omo1 L
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TABLE 1:

Continued

E

0.0624
0.1019
0.1419
0.2603
0.2996

HE=x(l—x){

H'= x (1-x){ 897.9 + 587.2 (2x-1) + 165.7 (2x-1) 2 } 3 mo17*;6 (8®)=3.3 gmo1”

x ut/g mol "+ x HE /3 mol”t x \HE/J mols
X C4H8Cl2 (e }) C6H14

0.0204 86.9 0.3708 989.3 0.7226 792.3
0.0445 199.9 0.4003 1009.6 0.7647 663.8
0.0658 293.4 0.4269 1026.0 0.7965 615.0
0.0921 39524 0.4509 1033.1 0.8168 - 559:..7
0.1172 483.7 0.4761 1033.8 0.8403 491.0
0.1419 566.1 0.5616 1,03'5/219! -0.8660 - 413.9
0.1673 642.0 0.5776 1016.9 0.8901 334.7
0.1906 706.5 0.5950 997 .4 0.9170 244 .4
0.2172 769.6 0.6130 974.2 0.9478 137.1
0.2472 ekt 57/ 0.6321 947.3 0.9789 43.3
0.2765 880.9 0.6532 913.8
0.3034 920.2 0.6741 878.5
0.3354 958.4 0.6982 832.5
HE=X (l—x){ 4101.6 + 221.9 (2x-1) + 1074.1 (2x—l)2 e Abkgfel L 7] (2x—1)3 -
- 2162.2 2x-1)*§ T mo17Y; & ®E) = 12.4 3 mo1-1

x Y /g mol L x HZ/g mol = x "E/g mol T

X C4H8C12 £ (G = 579) CC14

0.0188 30.4 05 37L5 247 .4 0.6283 iS7:5%55
0.0916 122.4 0.4293 248.6 0.6925 146.8
0.1662 187.5 0.4583 241.0 0R=7724" 107.5
0.2277 220.6 0.4919 230.1 0.8719 59591
0.2810 238.0 0.5299 215.9 0.9479 26.2
0.3296 245.8 0557577, 197.8

1 ak

S H AR L (Bl =) 58 G H

A8 66

-40.8 0.3347 -156.8 0.7107 -106.2
-63.0 0.4479 -160.0 0.7331 -96.2
-90.0 0.5045 -161.1 © 0.8206 -67.2
-127.6 0.5498 -155.0 0.8453 -63.2
-143.8 0.5926 -141.2 0.9221 -27.6

—631.9-182-1 (2x%=1) + 125.0 (2x-1)2} J mol L; @ (aE)= 3.6 J mol-1




TABLE 1: Continued

X uE /g O LE: x HE/J mol x HE/J mol-1

XNCH C12 (=) CZH

376 6 14

0.0611 Sili5a 0.4418 1182.2 0.7304 895.0
0.0827 409.8 0.4592 1188.8 0.7446 861.9
0.1123 525.3 0.4766 1193.0 0.7583 827.8
0.1379 ; 619.4 0.4904 1195.1 0.7737 790.3
0.1627 698.8 0.5049 5110 5582 0.7898 747.7
0.1843 764.5 0.5237 1°149:2/5:2 0.8055 704.6
0.2040 819.7 0.5442 11:855'3 0.8181 665.7
0.2260 875.8 0.5667 1134.7 0.8325 623.3
0.2486 929.1 0.5796 1127.6 0.8504 566.9
0.2698 974.4 -0.5945 1075 0.8632 522.1
0.2939 1019415 0.6093 1090.5 0.8800 460.9
0/-3159 15056113 0.6246 1072.7 0.8956 406.3
0.3358 1086.7 0.6413 1053.6 0.9138 335.8
0.3588 ILIEILE) HE] 0.6586 1029.6 0219293 27519
0.3820 i3 B2, 0.6768 998.7 0.9488 199.9
0.4049 1158.5 0.6961 965.4

0.4242 1172.4 0.7140 930.3

 EPx(1-20{4722.8 + 331.4(2x-1) + 114.1(2x-1)% + 482.8(2x-1)° § 3 mo1™; €)= 8.0 I mol "L

x HE /g moi ™t x HE/J mol - x HE /g molit
x C4HCL, + (1 - %) cCl,
0.0268 45.3 0.4267 280.4 0.6403 213.0
0.0650 100.1 0.4655 276.5 0.6924 1875
0.1224 163.7 0.4893 2720 0.7554 157.0
0.1662 202.6 0.4886 2D 0.8311 114.9
0.2034 227.1 0.5202 266.1 0.9027 Dl
0.2749 259.2 0.5549 248.9 0.9274 54.9
0.3339 274.9 0.6007 235.5 0.9659 55
0.3851 279.8
H=x (1—x){1060.6 + 486.2 (2x-1) +.204.5 (2x-1)° }J molTL; &(HE) =304 T mol -
X C3H6C12 + (G r=x) 06H6
0.1002 -39.5 0.2948 -78.5 0.7184 -39.0
0.1427 -45.0 0.3584 ) 0.7740 20656
0.1671 =561 0.4771 —75.5 0.8476 519,
0.1730 -59.6 0.5373 =7055 0.9283 =65
0.2875 i 0.6447 -49.2

HE= x (l—x){-284.9—204.1 (2x-1) + 42.2 (2x-1)2 }J mo1™L; € (xF) = 3.05m1 7t
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TABLE 2: Molar excess volumes V , smothing equations, and standard desviation G(V yat

303.15 K.

VE/cm3 Ol VE/cm3 O

= C7H16 +(1=xx) T C6H14

0.0770 -0.093 .5022 .0274
0.1837 -0.0198 .5426 .0271
0.2744 -0.0241 .6020 .0273
0.2986 -0.0248 02712 2 -01:97
0.3865 -0.0277 .8943 .0086
0.4491 =0.0293

vB= x (1-x){-0.1139-0.0207 (2x-1) - 0.0008 (2x-1)2}, §(vE)= 0.0010 cm® mo1™?

i 1k

VE/cm3 mol~ VE/cm3 mol

XENE=—S CEH

7H16 S (ESx)ECE!

4

0 1At .1194
0.1789 .1421
0.2485 .1715
0
0
0

<3213 .1940
.3286 .1941
.4287 .2078

VP= x (1-%){ 0.8115 + 0.1717 (2x-1) + 0.0793 (2x-1)2},6 (v%)=0.0021 cm® mo1 7%

VE/cm3 ol VE/cm3 ol

X n - CH + (1-x) C

7°16 66

1176 0.2953 .4538 0.5654
.1405 0.3365 .5210 0.5657
.2738 0.5036 .6442 0.5032
.3901 0.5654 .7869 0.3672
.3948 0.5685 .8297 0.3081

= x (1-x) ] 2.6267 + 0.4053 (2x-1) + 0.4447 (2x-152),G(vE)= 0.0030 cm’® mol™!




TABLE 2: Continued

s 1

VE/cm3 mol ™

VE/crn3 mol

xECAH (G

3HgCL, (M=) SN S =N G H

6 14

.1288 .0872 0.5109 -0.0341
225113 .0789 0.6027 -0.0655
.3409 .0428 0.6620 -0.0826
.3709 .0280 0.7149 -0.0909
.4137 .0087 0.8979 =0/-:0512

vE= x (1-x{-0.1280 + 0.8877 (2x-1) + 0.4353 (2x-1)°}, G (vF)= 0.0030 cm’ mo1™"

VE/cm3 ol

XECHZCI

3HgCL, S (=) HECT

4
.1451 -0.0386
.2544 : -0.0819
.3692 -0.1210
.4275 -0.1368
.4956 -0.1504

<) 1

= x (1-x){-0.5988 + 0.2227 (2x-1) + 0.2541 (2x—1)2},G(vE)= 0.0010 cm” mol

VE/cm3 mol"l

Cl2 (st EECRUH!

Xt CH! 626

3j6

.1227 -0270 0.5875 .0485
.2322 ' .0419 0.6352 .0461
-3363 .0490 0.6795 .0448
.4413 .0503 0.7560 .0398
.5196 .0497 0.8241 .0327

vE= x (l—x){0.2016 + 0.0144 (2x-1) + 0.0754 (2x—1)2}, § (vE)= 0.0007 cm® mo1l™t




TABLE 2: Continued

X : VE/cm3 mOLES y X vE/ cne molis
5 C4H8Cl2 * (1-x) n - C6H14
0.1101 -0.0558 0.4752 -0.3320
0.1490 -0.0826 0.4764 -0.3282
0.1857 -0.1064 0.5848 -0.3645
0.2516 o678 0.6514 -0.3586
0.2558 -0.1758 ° 0.7324 -0.3344
0.3549 -0.2569 0.7922 -0.2857
0.4164 -0.2910 0.8505 -0.2315
vE= x (1-x){-1.3642 + 0.8249 (2x-1) + 0.2670 (2x-1)°}, €(v®)= 0.0032 cm® mo1™*
x VE/cm3 ol x vE/ cmtmol =
b'd C4H8Cl2 + (1-x) CCl4
0.1005 -0.0803 0.4948 Loroa72
0.1492 -0.1140 0.5510 -0.2806
0.2359 -0.1740 0.6804 -0.2554
0.3822 -0.2500 0.7709 -0.2105
0.4596 -0.2707 0.8484 -0.1577
vP= x (1-x){-1.1062 + 0.2192 (2x-1) + 0.0827 (2x-1)°}, G (v¥)= 0.0015 cm® mol™* I
x VE/cm3 ol X VE/ et il
X C4H8Cl2 + (1-x) C6H6
0.1682 -0.0206 0.6522 -0.0409 L
0.2898 -0.0315 0.6871 -0.0379
0.3380 -0.0362 0.7904 -0.0290
0.4375 -0.0416 0.8109° -0.0270
0.5370 -0.0420 0.8799 -0.0185
0.5756 -0.0420
vB= x (1-x){-o.1706 + 0.0232 (2x-1) + 0.0222 (2x—1)2}|G(VE)= 0.006 cm® mol™t
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Fig. 1: Excess enthalpies HE at 303.15 K Fig. 2: Excess enthalpies HE at 303.15 K
sy e (0) 2573 C7H16+ (1-x) C6H14,- o,+ (1-x) for: 0, x C3H6Cl2 + (1-x) C6H14; ®, + (1-x)
CC14; o, + (1-x) C6H6. CCl4; o, + (1-x) C6H6.
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Fig. 3: Excess enthalpies HE at 303.15 X ° Fig. 4: Excess volumes VE at 303.15 K
for: 0, x C4HBC12 + (1-x) C6H14; e, + foxr: 0, X C7H16 + (1-x) CGHM; o, +
(1-x) CCl4,' o, + (1-x) C6H6. (1-x) CCl4; e, + (1-x) C6H6.
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2 :
-0'1 |
Fig. 5: Excess volumes VE at 303.15 K Fig. 6: Excess volumes VE at 303.15 K
for: 0, x C3H6C12 + (1-%) C6H14: o, + for: 0, x C4H8C12 + (1-x) C6H14; o, +
(1-x) CCl4; e, + (1-x) C6H6. (1=x) CC14; e, + (1-x) C6H6.
DISCUSSION
The results were examined on the basis of Barker's treatment(l) in which
the molecules are suposed to be divided into segments which just occupy one
lattice site on a z-coordinated lattice. The total number of surface contact

points in molecule A is rA(z—Z) + 2, where r, is the number of segments in A.

A
According to Barker's method, excess energy UE for a mixture A + B at

constant volume, is given by:

oE- ZISA:;_L;_@X? e T V;A};’Uﬂ ()

Sigjaty) A#B %

The values of X? and X? are obtained by solving the equations:
A 15 AB B
55 e 2 K0T EEs

e e =)
1

. A

where y?ij = exp (-Aij/RT); Aij'and Uij are, respectivFly, the exchange Helm-

holtz free energy and the energy for the quasi-chemical process: 1/2 (i-i) +
1/2 (3=3)= (i-=3). Q? is the number of contacts on A of type i. <
Some plausible approximations have to be done. Thus, we asume that: i)

=R

Vi==pL

ii) interactions between contact of the same type in different binary




mixtures have the same energy; and iii) z=4. The number and type of contact

points assigned to each compound were:

n-C6Hl4, Ti47(5E) 53 n—C7H16,

6(CL); C Clz, Si(Em) S 61((C18) %

1'6/(8)E- 8 C J2((S)EsECCl 12(7) ; C3H6C12, 6(I) +

F15 4’

4Hg

Since only one energy parameter can be obtained from the analysis of a
mixture, it is necessary to considereeach time the adequate one in order to

have information on the interaction energy Ui for the greatest possible num-

j
ber of contacts. Mixtures in which only one energy parameter (precisely ‘the
unknown one) is involved, are following: n—C7H16 + C6H6; n—C7H16 + CC14;

n—C6H14 + n-C_H With the information thus obtained, other mixtures can be

successively Soizidered to evaluate the exchange energy in new contacts. The
results of these rather lengthly calculations are shown in table 3. Symbol I
refers to a contact point on a saturated hydrocarbon; S, an aromatic hydrocar
bon; and T, to a contact point on chlorine in tetrachloromethane.

In general, agreement between the curves of HE vs. composition obtained
from Barker's equation using the calculated parameters and the experimental
ones is satisfactory, particularly in those cases in which only one adjustable

parameter was used to make the fit.

TABLE 3: Exchange energies for the contacts operating in the binary mixtures.

Compound Interaction I S ap

=
C7H16 iT: ; 0 265 100 J mol
C3H6Cl2 G 1780 280 710

C4H8C12 Cl : 1850 230 750

Although the curve of VE against composition for 1,3-dichloropropane or

1,4-dichlorobutane + n-hexane is characteristic for systems in which there*

exists a specific interaction, this does not seem to be the case here, as the
interaction energies of S ther il aliphatic contacts involved are highly posi-
tive (1780 and 1850 J mol_l, fespectively). So, it is reasonable to think in

this case of purely geometric effects.
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HIDROGENACION CATALITICA POR COMPLEJOS DEL TIPO

[M(diolefina) {P(g_—MeOCGH4)3}z]ClO4 (M = rh e Ir)

R. Us6n, L.A. Oro, M.J. Fernandez y R. Sariego

Departamento de Quimica Inorgdnica. Facultad de Ciencias. Universidad de
Zaragoza. Espafia.

The dependence upon the solvent used of the hydrogenation rate of 1-hexene

by cationic complexes of the type
[M(diolefina){P(ngeOC6H4)3}2] Clo, (M = rH or Ir) has been studied.

The use of non-coordinating solvents causes a significant increase in the
catalytic activity of the systems.
The studied complexes show high selectivities in the hydrogenation of

3-hexyne and several diolefins towards monoolefins.

INTRODUCCION

1-4

han demostrado que algunos complejos catibnicos de
]+

Schrock y Osborn
formulacién general [Rh(diolefinaHPR:;)2 , reacciohan en disolventes oxige-
no dadores con hidr6geno molecular con eliminacién de la diolefina’ coordina-
da y formacibn-de especies .[RhHZ(PR3)252]+ que son capaces de hidrogenar
diversos tipos de substratos insaturados. Recientemente, Crabtree5 ha pues-
to de manifiesto la excepcional actividad catalitica que presentan algunos
]+

complejos de iridio del tipo [Ir(coD) (PR , cuando se utiliza diclorome-

3)2
tano como disolvente.

Dentro de esta linea, hemos descrito que en complejos de. formulacién
[M(diolefina){P(ETYC6H4)3}2]Clo4 (M= 1r® o Rh7), el metoxiderivado (Y= MeO)
presenta  una mayor actividad y estabilidad. :

En este articulo, describimos una comparacibén de la actividad cataliti-
gHy) 3t 5lcl0, (M= Ir o.Rh) en diversos
disolventes, asi como su capacidad para efectuar hidrogenacidones selectivas

ca de complejos [M(diolefina){P (p-MeOC
sobre diolefinas y 3-hexino.
RESULTADOS Y DISCUSION

1. Influencia del disolvente.

Se estudié la hidrogenacién catalitica de l-hexeno por los complejos




[Ir(COD){P(E—MeOCS 4l 3 2]c1o g [Rh(NBD)(P(_p_—MeOCsH4)3} ,]clo, en los disol-
ventes clorados, diclorometano y cloroformo, disolventes oxigeno dadores,
etanol, 2-metoxietanol y acetona, asi como en benceno. La Tabla 1 recoge las

velocidades de formacidén de hexano, junto con la composicibén observada cuando

se ha producido la formacién de un 20% de dicha parafina.

TABLA 1. Hidrogenacién de 1-hexeno por [M(dloleflna){P(p~MeOC6H4)3}2]ClO (M= "Ir o Rh)

Velocidad de Composicién cuando la concentracién de hexano es 20%
formacidn de

1-hexeno trans-2-hexeno . cis-2-hexeno trans-3-hexeno
hexano g

Diclorometano
Cloroformo
Etanol
Metoxietanol

Acetona

Diclorometano
Cloroformo
Etanol
Metoxietanol
Acetona

Benceno

Mol Hz(mol M)“1 (min) ~

Las velocidades de formacibn de hexano observadas, para los dos cataliza-
dores en condiciones andlogas, son mayores en disolventes no coordinantes como
diclorometano o c¢loroformo, que en disolventes oxigeno dadores. Un caso intg
resante lo constituye el disolvente benceno que parece indicar alguna interac
cibén coordinativa, a la vista de los bajos valoreé’encontrados. De acuerdo
con ello, se han descrito algunos compuestos catibnicos con enlaces benceno-
—rodiog’g.

En general, el complejo de iridio es mucho m&s activo que el complejo de
rodio en disélventes no coordinantes, mientras que en disolventes coordinan-
tes, oxigeno dadores, se presenta una situacibn inversa.

Todos estos complejos simultanean con la hidrogenacidén, la isomerizacidn
de la olefina de partida. Sin embargo, mientras que para el complejo de iri-
dio en los diversos disolventes cuando se alcanza el 20% de hexano la propor-
cidén de 1someros es muy similar (56-62% trans-2- heﬁeno y 17-19% de
trans- 3—hexeno), la isomerizacidn presente utilizando el complejo de rodlo
depende notablemente del disolvente, siendo mis acusada en disolventes no
coordinantes, de modo que cuando se ha alcanzado un 20% de hexano, solo en
diclorometano, es observable la presencia de 3-hexeno. La constancia en la




relacibén trans-2-hexend/trans-3<«hexeno, observada en el compleéjo de iridio,
es practicamente idéntica a la encontrada en experiencias de isomerizacidn
de l-hexeno en etanol, lo que parece sugeérir que en dichas disoluciones se
ha alcanzado ya el estado de equilibrio.

2. Influencia de la monoolefina

La Tabla 2 reune las velocidades de hidrogenacidén en diclorometano de
diversas monoolefinas, junto con la composicifn cuando se ha producido la

formacién de un 30% del producto saturado.

TABLA 2. Hidrogenacién de monoolefinas por [M(diolefina){P(_fMeOC6H4)3}2]ClO (M= Ir o Rh)

Velocidad de Composicidén cuando se ha formado un 30% de parafina
hidrogenacién~ 1-olefina 2-olefina Otros isdmeros

1-deceno
1-octeno
1-hepteno
1-hexeno

2,3-dimetil~-1-buteno

1-deceno
1-octeno
1-hepteno
1-hexeno”

2,3-dimetil-1-buteno

Mol Hz(mol M)"1 (min)_1. bNo estudiada

Las velocidades de hidrogenacién son superiores en el complejo de iridio

que en el de rodio. Con respecto a las olefinas lineales, dichas velocida-
des son relativamente similares para cada complejo, aunque se puede observar
un ligero aumento altcrecer la longitud de la cadena. La olefina
2,3-dimetil-1-buteno se hidrdgena‘con una velocidad inferior a las olefinas
lineales, de acuerdo con el efecto estérico introducido por el grupo metilo.
Por otra parte, un ensayo realizado en hidrogenacidn catalitica de
cis-2-hepteno por el complejo [Ir(COD){PKE—MeOC6H4)3}Z]ClQ4, muestra una
velocidad de formacibén de heptano a partir de este substrato de 49 mol
(mol Ir)—1 (min)-l, algo inferior a la observada para la olefina terminal

l-hepteno.
3. Reaceciones de hidrogenacidn selectiva

Se ha estudiado la hidrogenacién selectiva de 3-hexino y diversas diole-
finas a las correspondientes monoolefinas, utilizando diclorometano como di-
solvente. Los datos resumidos en la Tabla 3 muestran que la formacién' de
monoolefinas tiene lugar, con elevada selectividad, que es particularmente
acusada cuando se utiliza el complejo de iridio.
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TABLA 3. Hidrogenacidn de diversos substratos por [M(diolefina) {P(g—MeOC6H4)3} 2]Clo4

M Substrato Velocidad de formacién Selectividad (%)

Sama
de la monoolefina

Ir 3-hexino £ 34 95 (cis-3-hexeno)
1,4-ciclohexadieno 18 93 (ciclohexeno) 5
2-metil-1,3-butadieno 14 85(49% 2-metil-2-buteno + 36% 2—fnetil~1 -buteno)
2,3-dimetil-1,3-butadieno 7 -82 (2,3-dimetil-1-buteno)

Rh 3-hexino 33 88 (85% cis-3-hexeno + 3% cis-2-hexeno)
1,4-ciclohexadieno - 3 86 (ciclohexeno) :
2-metil-1,3-butadieno 12 71(55% 2-metil-2-buteno + 16% 1-metil-1-buteno
2,3-dimetil-1,3-butadieno 0.3 b

-1 2 - 2 5
Mol Hz(mol M) (min) 1. bse desactiva progresivamente.

Es de destacar que mientras el substrato 2,3-dimetil-1,3-butadieno expe-
rimenta una adicidén 1,2 de hidr6geno, con formacibn de una olefina terminal,
la diolefina 2-metil-1,3-butadieno favorece preferentemente la adicidn 1,4,
de modo que se produce una superior formacién de la. monoolefina interna. Con
este substrato, se observa también una fuerte isomerizacidn de monoolefina

terminal a monoolefina interna, cuando se ha consumido la diolefina (Figura 1).

100
@ 2-metil-1,3-butadieno
g 2-metil-2-buteno
o
50 -
X
2-metilbutano
- metilwl-buteno
a

20 30
tiempo (min)

Figura 1. Hidrogenacién de 2-metil-<1,3-butadieno en diclorometano por
[Ir (cOD){ P (p-MeOCH,) 5} ,]C10,.
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El resultado m&s sobresaliente de este estudio es la hldrogenacién de
3-hexino a cis-3-hexeno (Figura 2) por el complejo ks
[Ir(COD){P(E—MeOCG 4 3} 2]ClO4 con una selectividad del 95%. Este vaior es
uno de los m&s elevados descritos en la literatura y constituye el primer

ejemplo de hidrogenacién altamente selectiva de alquinos por complejos de

iridio.
100 :
1 ////ﬂ\\o
o :
() / : : X x n-hexano
o o o 3-hexino
50 i i 0 cis-3-hexeno -

' A cis-2-hexeno
O trans-3-hexeno
o

4"’——“L;——"" -

2 4 6

tiempo (min)
Figura 2. Hidrogenacibén de 3-hexino en diclorometano por

[1x (coD) {P (p-MeOCH,) 5} ,]C10

372 4°

PARTE EXPERiMENTAL
Precursores de ca talizador,-

Se han utilizado generalmente los complejos [Ir(COD){P(E-MeOC6 4)3}2] clo,
y [Rh;(NBD){P(g—MeOCGH‘l):,’}2]C104. Ambos se han descrito con anterioridad 6"10,
aunque el derivado de rodio lo hemos preparado por un método alternativo con-
sistente en la reaccién de [RhCl(NBD)]Z:Ll con perclorato de plata en acetona

y posterior adicidn de la fosfina.
Substratos y-disolventes.—

En todos los casos se comprob6 la ausencia de peréxido‘s en los substrat':os
utilizados (calidades“purum”o "puriss") por el mé&todo scN/Fe’t.  cuando se
observé su presencia,se-eliminaronhaciendo pasar el substrato a través de alu-
mina activada neutra grddo I (Merck, 90% activa).

Todos los disolventes fueron desecados antes de su utilizacién.
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Regceiones de hidrogenacidén.-—

Se realizaron a 20°C y 1 atm. de hidr6geno molecular, en un aparato con-
vencional de hidrogenacifén provisto de !septum" de silicona.

El procedimiehto sequido en cada ensayo fue el siguiente: Se introdujo
en el matraz de hidrogenacién una disolucién de 1,5 mmol de sustrato y 0.015
mmol de precursor de catalizador en 7,5 ml de disolvente . Se purgd el sis-
tema mediahte vacio y llenado de hidrégeno, y a continuacidn se puso el ma-
traz en un agitador del tipo "shaker", contabilizandosevel'tiempo de reaccidn
a partir de este momento. ‘

En las experlen01as realizadas con el complejo de iridio se Observd un
répido cambio de color de la disolucidn, de roja a amarilla, al ponerla en
contacto con hidrdgeno. En los ensayos realizados con el derivado de rodlo
se observd un debilitamiento del color amarillo inicial de la dlsoluClon,

excepto en el caso del 3-hexino, en que adquiridé un color anaranjado.
Anélisis de los productos de reaccidén.—

En las muestras recogidas a lo largo de la hidrogenacibén, se desactivé el
catalizador mediante la adicidén de un exceso de 1,2-bis(difenilfosfina)etano,
para su posterior andlisis cromatogréfico.

Para el andlisis de los productos, se utilizd un cromatégrafo de gases,
Perkin-Elmer, modelo 3920 B, con detectoride conductividad térmica. La inte-
gracidén de los picos cromatogré&ficos se realizb con un integrador-calculador
Perkin-Elmer modelo M-2.

Las columnas empleadas en las separaciones cromatogridficas fueron:

A: Columna de 4m por 1/8" al 15% de B,B-oxidipropionitrilo, sobre g
Chromosorb W, 80/100 mallas. :

B: Columna de 4m por 1/8" al 20% de ftalato de dinonilo, sobre Chromasarb
P, 80/100 mallas.

C: Columna de 2m por 1/8" al 10% de carbowax 20M, sobre Chromosorb W, 80/100
mallas.

D: Columna de 3,6m por 1/8" al 15% de FFAP sobre Chromosorb E, 80/100 mallas.

Se utilizaron las columnas A y B, conectadas en serie, para el anédlisis
de los productos de la hidrogenacién de: 3-hexino, l-hexeno, l-hepteno,
l-octeno y 2-metil-1,3-butadieno. Las columnas C y D en serie para las de
la hidrogenacién: 2,3-dimetil-1,3-butadieno y l-deceno. La columna B para
las de la hidrogenacibén de 1,4-ciclohexadieno.

92




BIBLIOGRAFIA

10.

bk

R.R. SCHROCK and J.A. OSBORN, J. Am. Chem. Soc., 2&,2134(1976).

R.R. SCHROCK and J.A. OSBORN, J. Am. Chem. Soc., 22,2143(1976).

R.R. SCHROCK and J.A. OSBORN, J. Am. Chem. Soc., 2&,4450(1976).

R.R. SCHROCK and J.A. OSBORN, Chem. Comm. 567 (1970).

R.H. CRABTREE. Accounts Chem. Res.,ag,33l(1979).

R. USON, L.A. ORO and M.J. FERNANDEZ, J. Orgariometal. Chem.,iii,127(1980).

R. USON, L.A. ORO, R. SARIEGO, M. VALDERRAMA and C. REBULLIDA, J.
Organometal. Chem., 197,87 (1980).

M. GREEN and T.A. KUC; J. Chem. Soc. Dalton, 832(1972).

R. USON, P. LAHUERTA, J. REYES, L.A. ORO, C. FOCES-FOCES, F.H. CANO.and
S. GARCIA-BLANCO, Inorg. Chim. Acta., 42,75(1980).

L.A. ORO, J.V. HERAé, K.H.A. OSTOJA-STARZEWSKI, P.S. PREGOSIN, A. MANRIQUE
and M. ROYO, Transition Met. Chem., en prensa.

E.W. ABEL, M.A. BENNET y G. WILKINSON, J. Chem. Soc., 3178(1959).

93




Rev. Acad. Ciencias Zaragoza, 35 (1980)

OPTIMIZACION DE REACCIONES QUIMIOLUMINISCENTES EN DISOLUCION ACUOSA: LUMINOL.
LUCIGENINA Y LOFINA

A. Larena y M. Valero

Departamento de Quimica. Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales.
Universidad de Zaragoza. Espafia.

We haved investigated the chemiluminescence reactions for the systems: S5-amino-2,
vdihidro—l,.4 ftalazinadiona, hydrogen peroxide and catalyst; N,N-dimetil-9,
9';biacridinio, hidrogen peroxide; and 2,4,5-trifenilimidazol, hidrogen peroxi-
de and catalyst. The reactions conditions for maximun chemiluminescence and
maximun decay constant are determined for all them. The results obtained for

the three systems are compared.

1.- INTRODUCCION

Es conocido desde hace afnos el .hecho de aue ciertas reacciones quimicas, en
determinadas condiciones, presentan emisién de luzl; sin embargo, mds reciente-
mente ha habido una intensificacién en el estudio de estas reacciones gquimiolumi
niscentes, tanto por su interés aplicativo como por el desconocimiento en gran
parte de los mecanismos de reaccién y de los procesos luminiscentes.

Concretamente, dentro del estudio de readcciones quimioluminiscentes en diso
lucidén es conocida la existencia de alqunas de ellas en cue el efecto de emisidn
parece deberse a la desexcitacién de ciertos productos de reaccién obtenidos en
el transcurso de la mismaz. De estas, la literatura refiere a diversos luminé-
foros tales como: 5-amino-2,3-dihidro-1,4-ftalazinadiona (luminol), N,N'-dimetil-
9,9' biacridinio (lucigenina) y 2,4,5-trifenilimidazol (lofina), cuya guimiolumi
niscencia parece adecuarse al esquema sefialado. La intensidad de luz emitida
por una reaccién para un luminéforo dado depende en gran medida de las condic%p—
nes de reaccién. Esto ha hecho que cada autor escoja determinadas condiciones,
principalmente en cuanto a las proporciones de los reaccionantes se refiere; si
bien estas condiciones difieren entre si en muchos casos. Concretamente, para
luminol son varios los autores que han estudiado diversas condiciones para reac-

: A S 3-5 5 L A el
ciones quimioluminiscentes , sin constituir &ésto para ellos el objeto princi-

’ 3 : : 2 (57 5
pal de su investigacién. Para las reacciones con lucigenina '’ es menor la in-

formacién aque se tiene en cudnto a las condiciones de reaccibén y finalmente, la
quimioluminiscencia de la lofina ha sido escasamente considerada hasta el presen
te4,8

El prop6sito de este trabajo ha sido realizar un estudio sistemdtico, varian




do las proporciones inciales de los diferentes componentes del sistema de reac-

cibén para cada una de las reacciones base de los luminéforos anteriormente sefia
lados, con lo gue puede fijarse las condiciones optimas en cudnto a la intensi-
dad de luz emitida y su persistencia temporal. El procedimiento seguido ha con
sistido en el estudio de la quimioluminiscencia en funcién de la variacién de

concentraciones de los diferentes reaccionantes dejando constantes los demds.

2.- PARTE EXPERIMENTAL

Las diferentes reacciones quimioluminiscentes estudiadas se han llevado a
cabo en medio acuoso bdsico y en presencia de perdxido de hidrégeno, siendo ne-
cesario en algunos casos la utilizacién de un catalizador, que ha sido el ferri-
cianuro potdsico. Las reacciones se llevaron a cabo en una célula espectrofoto
métrica de cuarzo fundido de 10 mm de camino 6ptico. Las disoluciones de los
reaccionantes, preparadas en el momento de‘la,reaccién, eran mezcladas en la cé
lula en orden y proporciones especificas a cada caso. Los reactivos empleados
eran de pureza analitica.

Como instrumentacién se ha utilizado un sistema equivalente al empleado an
teriormenté por uno de nosotros9 y estéd constituido por un fotomultiplicador
4v-v (Oriel 7060) y un registrador X-Y (Hewlett-Packard, 7004B). La célula y el
detector estaban montados en un banco 6ptico y el sistema situado en una cdmara
oscura. Los espectros de emisién han sido registrados con ayudé de un monocro-
mador de red (Jarrell Ash. 5), seguido de un fotomultiplicador (RCA PR1400) que

conecta a una cadena de deteccidén en corriente, y un registrador X-Y (Hewlett-
Packard, 70043).

3.—- RESULTADOS EXPERIMENTALES
3.1.— Luminol (5-amino-2,3-dihidro-1,4-ftalazinadiona)

La reaccidén quimioluminiscente estudiada acontece por oxidacién del luminol
en un medio acuoso bdsico y en presencia de' un catalizador ferricianuro potdsico;
y se ha llevado a cabo por adicién de una disolucién acuosa de perbxido de hidrd
geno y ferricianuro potdsico, de concentraciones conocidas, sobre una disolucién
acuosa bdsica de luminol, de concentracién y pH conocidos. La emisién de luz co
mienza a partir de este instante.

El espectro de emisién del luminol presenta ‘una sola banda cuyo m&ximo co-
rresponde a una longitud de onda de 420 mm (Fig. 1)9. La curva continua regis-
tra el espectro experimental y la curva discontinua el espectro de emisidn corre-
gido con un mdximo a 470 mm. El color observado en la quimioluminiscencia es
azul-violeta de acuerdo con su espectro de emisidn .

La cinética recogida para el proceso de emisién de luz queda reflejada en
la Fig. 2. En.ella se observa que el tiempo transcurrido hasta alcanzar el maxi
mo de emisidén es superior a.S seqg, descendiendo bruscamente hasta extingirse to-
talmente la emisién de luz al cabp de 2 minutos.

A concentraciones variables de peréxido de hidrb6geno en el medio de reaccibn
y permaneciendo constantes las demds condiciones'Qe reaccién, se observa una pe-
quefia variacién del mdximo de quimioluminiscencia para el rango de concentracio-
nes considerado, los resultados obtenidos aquedan reflejados en la Fig. 3. Mien-

tras que no se observa variacién apreciable para la constante de relajacién del
proceso de emisibn.
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Fig. 1.- Espectro de emisién Fig. 2.- Cinética de la emisién
quimioluminiscente para la de luz en la reaccién quimiolu-
reaccién del luminol en me- miniscente del luminol

dio acuoso. Experimental aminent 5.10_4M, H.O 1,25.10_1M,
(curva continua) y resulta- 2

dos corregidos (curva discon K3F‘e(CN)6 1,25.10 “M y NaOH 0,5%.
tinua).

Se observan variaciones m&s acusadas cuando se estudia el comportamiento del
pH del medio de reaccién y la influencia de la solucién amortiguadora que lo man-
tiene. Tres han sido las soluciones empleadas para mantener el medio alcalino, y
para todas ellas se ha trabajado con todos los demds pardmetros constantes. La
primera es el tampon acido bérico-hidréxido sédico (H3BO3/NaOH) para el rango de
pPH comprendido entre 9 y 11,6, mostrando una variacidén lineal respecto a la inten
sidad del m&ximo de emisidén (Fig'4,curva l). Para la solucibén fosfatomondcido de
sodio-hidréxido sédico (NaZHPO4/NaOH) se observa un incremento de la intensidad
mdxima con el aumento del pH dentro del rango comprendido entre los valores de
11 y 12,5 (Fig. 4, curva 2). El estudio para pH superiores a 12 se han realizado
utilizando diferentes concent}aciones de NaOH, la variacién observada ha sido en
decaimiento rédpido de la intensidad de luz, que muestra una dependencia lineal co
mo queda reflejado en la curva 3 de la Fig. 4.

En este caso 1la con§tante de relajacibn t1/2’ experimenta una variacién acu-
sada segfin el pH del medio: para valores de pH elevados es muy baja, del orden de
0,5 seg, mientras que a pH del orden de 10,5 se‘observan mayores constantes de re-
lajacidn. :

La influencia de la concentracién del luminol sobre la intensidad de la luz
emitida serfia de preveer muy acusada sobre la base de reaccién de primer orden pa-
ra luminol, medio b&sico vy oxiqenolo. El estudio de la concentracién del luminol
se ha realizado para valores comprendidos entre 5.10_3M y 5.10_7M, quedando limi-
tado el estudio de mayores concentraciones por la solubilidad propia del luminol.
Su influencia sobre el m&ximo de la intehsidad de luz emitida queda reflejada en
la Fig. 5, donde puede apreciarse una variacién casi lineal, de pendiente positi-
va muy acusada para concentraciones comprendidas entre lO_4 v 10_2M. Para valo-
res en la concentracibén inferiores a 1,25.10_5M apenas se detecta quimioluminis-

cencia.




=
(o]
5

Intensidad relativa

Intensidad relativa (vol)

-3 =2 -1
log. concentracién H,0,

Fig. 3. Variacién del m&ximo
de la intensidad de luz emi-
tida en funcién de la concen
tracién de agua oxigenada.
luminol 2,82.10_4M.K3Fe(CN)6
2,27.10 2M.NaOH (pH 11,4)

Intensidad relativa (vol)

150t
100
50
10 1 12 13
oH
"jig. 4. Variacién del mdximo de

la intensidad de luz emitida en
funcién del pH.
M.H,O

Luminol 2,55.10 1%
y K;Fe(CN) . 1,25.107 M.
o-solucibén amortiguadora H3BO3/NaOH

2

1,25.10 “M
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El efecto de la variacién de la concentracién de k3Fe(CN)6, utilizado como ca

talizador se pone fuertemente de manifiesto tanto sobre el m&ximo de intensidad de

luz emitida como sobre el tiempo de decaimiento de la emisidn.
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-3M, en el mediode la raccibén se observa un m&-

de ferricianuro pot&sico de 5.10
ximo para ‘la intensidad de luz emitida, mientras que a concentraciones inferio-
res a 0,5.10_5M no llega a detectarse efecto de emisién. De los resultados ob-
tenidos.y que se recogen en la Eig. 6, se infiere cue el catalizador presenta
un rango de actuacibén. El tiempo de relajacién muestra una dependencia inver-
sa: a menores concentraciones de catalizador mayor es la constante del periodo
de relajacidén, variando desde 0,5 seg en la solucién m&s concentrada de fericia

nuro potdsico hasta 150 seg en la mds diluida.
3.2.— ILucigenina. Dinitrato de(N,N'-dimetil-9,9'-biacridinio).

La reaccién quimioluminiscente de lucigenina estudiada se ha llevado a ca-
bo por la accidn de, per6xido de hidrbgeno en medio acuoso bdsico y en ausencia
de catalizadores: sobre una disolucién de lucigenina y agua oxigenada se afade
una disolucidén de. pH tamponado.

El espectro de emisién de la reaccién quimioluminiscente de la lucigenina
aparece en el rango comprendido entre 4.250 ; y 6.200 ;, Fig. 7 y presentan tres
médximos correspondientes a las longitudes de onda de 4.408 £,34.883 ; YaEbist2: ;

que indican la posible participa-

400 - cibn de tres estados de excita-
cién molecular. La luz emitida
300 tras el proceso quimioluminiscente
de lucigenina es de coloracién
azul-verdosa, modificando las con-
diciones puede obtenerse una emi-
sién de luz azul (A=4.700 Z). La
Fig. 8 presenta la cinética de emi

e, " 5i6n recogida en la que el m&ximo

400 450 500 550 600 de intensidad aparece instantanea-
longitud de onda (nm)

Fig. 7.- Espectro de emisién de la lucige mente tras la adicidn, seguido de
nina en medio acuoso. un decaimiento muy lento de la in-

Lucigenina 5.10 4M:H202r2r5-10_2M/ y me-— tensidad emitida. Sin embargo,
dio bdsico NaOH (pH=11,3) : cuando la reaccién se produce en
un medio de etanol o dimetilsufé-
xido (DMSO) (Fig. 9) para las mismas concentraciones de los reaccionantes la ci-
nética de emisién es diferente.  El efecto de la concentracién de peréxido de hi
drégeno en la emisi6én quimioluminiscente se estudia permaneciendo la concentra-
cién de lucigenina constante, 5.10_4M, y pH bédsico mantenido por una solucién

amortlguadora de NaZHPO /NaOH. El intervalo de concentraciones de HZOZ abarca

e e
En la Fig. 10, se muestran el efecto del per6xido de hidr6geno a dos pH dife

rentes. Para concentraciones inferiores a 5.10 4M en H2O2 apehas se produce qui-

.mioluminiscencia, hall&ndose las condlclones 6ptimas a la concentracién de 3,5.

10 2M, resultado andlogo tanto para la curva a pH 10,9 como para la curva a pH
T9557.5%

Para el estudio de la influencia del medio bdsico en la variacién de la luz
emitida se han tomado tres soluciones amortiguadoras diferentes: La primera forma

da por una solucién tampon H3BO3/NaOH, mostrando, a partir del pH 10, un aumento
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luz para la lucigenina en medio Fig. 9.- Cinética de emisién para
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Lucigenina 5.10 M,H202,2,5.10 M EtOH.

yisotueiCngbas teas NaoliRHEE R Ui Lucigenina 5.107*M;H,0,,1,25.10 ™ y

solucién NaOH al 0,5%.

exponencial de la intensidad mdxima de emisién con respecto al crecimiento del pH

(Fig. 11, curva 1). Con la solucidn amortiguadora NazHPO4/NaOH se ha estudiado
su influencia en el m&ximo de la intensidad emitida a dos concentraciones diferen
tes de H202. Si la concentracidén de HZOZ es 5.10_3M (Fig. 11, curva 2), la varia
cidén de la intensidad emitida es de tipo exponencial, mientras gque si la concen-
tracién de agua oxigenada es 5.10~4M (Fig. 11, curva 3) la variacién es lineal.
De las curvas 1, 2 y 3 de la Fig. 11, se dedﬁce aque: a) La intensidad de emisidn
relativa es mayor para la solucidén de H3BO3/Na0H que para la de NaZHPO4/Na0H.

b) El intervalo de pH es mayor para la solucién de NazHPO4, cuva capacidad requla
dora es mejor dentro de dicho intérvalo. c¢) Para todas soluciones amortigquadoras
se observa que por debajo del pH 10 no se produce emisién de luz. d) De acuerdo

con el estudio de la variacibén del aqua oxigenada; para una misma solucibén amorti
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Intensidad relativa

Intensidad relativa
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Fig. 10.- Variacién del m&ximo 10 13
de la intensidad de luz emiti-

da en funcién de la concentra- : | T - 1
cién de H,0 Fig. 11.- Variacién del m&ximo de la

2s22 L o] intensidad de luz emitida en funcién
Lucigenina 5.10 M. de la variacién del pH. Lucigenina
S, i 5.10-4M. H,0, 5.10-3M. x—H3B0O3/NaOH
el 0---Na,HPO, /NaOH . A—Na ,HPO,, /NaOH . H,0,

5.107%M o...kC1/NaOH.




aquadora a distintas concentraciones de peré6xido de hidrégend le corresponden, al
mismo pH, intensidades distintas y en el orden esperado.
Para la solucién amortiguadora KU/NaOH (Fig. 11, curva 4) lo més caracteris
tico es el cambio de intensidad que se ﬁroduce sobre el pﬁ 11,8-12, apareciendo
i un punto de inflexién.
La variacién de la intensidad emitida en funcién de la concentracién de lu-

cigenina se estudia en el intérvalo de 2,5.10_3M a 5.10_6M. manteniendo constan-

tes la concentracidén de H202 v el pH. A concentraciones inferiores de S.lO_GM
© de lucigenina no se observa emisién de luz, es a

partir de concentraciones de 10-5M en donde se

registra auimioluminiscencia, que va aumentando
lentamente hasta llegar a adquirir un valor ele-

vado a partir de concentraciones de 8.10_4M.

3.3.- Lofina: (2,4,5-trifenilimidazol).

T.a obtencién de la quimioluminiscencia a
partir de lofina requiere diferente tratamiento

que en los casos anteriores, debido a que la lo

Intensidad relativa (vol)

fina soluble en solucién etanélica al 0,45% oen

151 ; ST
acetona al 1%, comienza a precipitar cuando el

medio de la reaccidn posee un porcentaje de EtOH/
log. conc. lucigenina Hzo.inferior al 50%. En cualquier caso, su qui-
Fig. 12.- Variaci6én del m&xi mioluminiscencia es baja, obteniéndosen mejores

mo de intensidad-de luz emi-

3 : i 60°C. =
o e e e resultados a temperaturas elevadas, C Tan

. cidén de la concentracién de to el oxidante, H202, medio b&sico asi como el
lucigenina. 5 5 Gi ooy
H.O. 5.10-3M. Solucidn amor— catalizador k3Fe(CN)6 son indispensables para ob
,tlguadora NazHPO4/NaOH (pH= tener la quimioluminiscencia y las respectivas
ILLAENe= ;

concentraciones deben ser relativamente altas,
para poder detectar emisibén a temperatura ambiente.

La reaccién quimioluminiscente se produce por adicién de una solucién eta-
nélica-de lofina e hidréxido potdsico a una solucién de k3Fe(CN)6 v perbxido de
hidrégeno. :

La cinética de la intensidad emitida recogida presenta un mé&ximo a los 5
seg de la mezcla de los reaccionantes descendiendo la intensidad emitida a par-
tir del punto méximo de forma exponencial hasta su total extincién al cabo de
tres minutos, (Fig. 13).

‘La influencia de la variacién de la concentracién de H,0, sobre el méximo
de emisién de luz queda reflejada en la Fig. 14. Se han reproducido los mismos
valores en diferentes células de reaccibn, observédndose cualitativamente la mis-
ma variacibn en funcién de la concentracién de per6xido de hidrégeno, lo que ha-

i ce suponer que no depende de la geometrfa del sistema empleado y hace pensar en

la poca influencia de los fenémenos de difusién. En las tres curvas el méximo

a . =
n . corresponde a la misma concentraci6n de H,0,, 2.10 ZM. Las disoluciones de
: . H202—K3Fe(CN)6 fueron preparadas momentos antes de verificar la reaccibn, en ca-
5 . so contrario se han observado variaciones en la quimioluminiscente, Fig. 14 cur-
o :

2

va 3, como consecuencia de su descomposicién.

101




(vol)

Intensidad relativa

(vol)

Intensidad

0 10 20 30 40
Tiempo (seg)

Fig. 13.- Cinética de emisién de luz
para la reaccién de lofina en medio
50% etanélico. Lofina, 5.10-%M. kOH,
1,25%. H%OZ, 1;25.10-1m. k,Fe(CN)

1525108 wM.

Intensidad relativa (vol)

w

N

log. conc. H,0,

Fig. 14.- Variacién del m&ximo
de la intensidad de luz emitida
en funcién de la concentracidn
de H,0,.

252 i
Lofina, 5.10 M;solucibn b&sica
kOH/EtOH, 0,44M; kBFe(CN) 2050
10-°M. A—medidas én célula de
3 cc. o—media en frasco de 12
cc. X... medida en célula de
3 cc con k3F‘e(CN)6/H2O2 es des
composicibn.

En la Fig. 15 se representa la variacién de la intensidad de luz emitida con

respecto a la concentracién de kOH a dos concentraciones diferentes de lofina. Co

rrespondiendo la curva de menor intensidad de emisibén relativa a la que posee una

menor concentracién de lofina. El intervalo del efecto quimioluminiscente es muy

reducido, extinguiendnse muy ripidamente por debaio de concentraciones, de 10-2q/cc

de kOH en etanol.

e

-2 _"5

log. conc. kOH(g/cc)

Fig. 15.- Variacién del m&ximo
de la intensidad emitida en fun
cién de la concentracién de kOH/
EtOH. 5

H,0,, 2,27.10 M;k3Fe(CN)6,2,27.

10-2M. x...lofina, 5.10_4M; o—-—
lofina 1,25.10-4M.
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Fig. 16.- Variacién del méximo
de la intensidad de la luz emi

. tida en funcién de la concentra

{cién de lofina. =i
H,0, 0,227M; kyFe(CN)q, 2,27.10
kaﬂ, 0,44M en %tOH. :
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La variacién de intensidad de emisibén respecto a la concentracién de lofina

queda reflejada en la Fig. 16. En cuanto a su capacidad de emisién disminuye no

tablemente para concentraciones inferiores a 3.1—_5M, alcanzando el méximo a la

concentracién de 2,5.10_3M.

Los resultados obtenidos para la variacién de la

intensidad emitida en funcién del catalizador, k3F‘e(CN)6

aparecen en la Fiag. 17. Fl mdximo de emisién de luz

corresponde a una concentracién Qe k3‘-‘e(CN)6 1,5.10—2M

(vol)

a ambos lados decrece rédpidamente la intensidad, exis-
tiendo s6lo reaccién cuimioluminiscente en el interva-
lo de 5.10_SM a 2,5.10_1M. Estos resultados aplicables
a ambas concentraciones de per6xidos de hidrégeno (cur-

vas 1 v 2).

4.- DISCUSION DE LOS RESULTADOS-ANALISIS COMPARATIVO

Intensidad relativa

Auncue la reaccién quimioluminiscente no difiera sus

i tancialmente para el luminol, lucigenina, lofina, cada
-4 -3 =2 B sl 5
uno de estos luminéforos posee peculiaridades propias

Log. conc. k3Fe(CN)6

Fig. 17.- Variacién del m& con respecto a los otros, como son: el medio donde se

ximo de la intensidad emi- produce la reaccidn, la cinética aue sigue la intensi-
tida en funcidén de la con-
centracidn de k3Fe(CN)6.

Lofina, 5.10_4M; KOH/EtOH, gitud de onda de la radicacibén. Caracteristicas que

dad de luz emitida, el tiempo de decaimiento y la lon-

0,44M; o— H202,2,27.10_2M; perm%ten su compérécién v propor?i?nanvla informacidn
- .H202, 2,27.10_3M. precisa para decidir sobre la utilizacién de cada uno

; de estos sistemas cuimioluminiscentes en orden al es-
tudio de cinéticas de reaccidn, en dosimetrias, determinacién de trazas metdlicas,
indicadores &dcido-base, trazadores en fluidos, entre otros. Si bien se han obser
vado variaciones en la auimioluminiscencia cudndo se han utilizado diferentes me-
dios de reaccidn, en este trabajo nos hemos centrado en el estudio de las reaccio
nes en disolucidén acuosa como sisolvente base.

La cinética de emisién varia para cada reaccién cuimioluminiscente dependien
do en gran medida del disolvente empleado. Fn el caso del luminol y .de lofina
una vez alcanzado el maximo de emisidén se produce un decaimiento de tipo exponen-
cial en funcidn del tiempo, mientras qué para la reaccidén luminica emitida este
decae de forma lineal y lentamente, sin embarco en un medio que contiene EtOH o
DMSO en proporcidn superior al 50% la cinética de emisién es andloga a la del lu-
minol y lofina.

Hay una marcada diferencia para cada luminéforo en la longitud de onda de la
radiacidén emitida: el luminol emite luz azul-violeta (A:427nm), la lucigenina ver
de-azulada (X480 nm) y la lofina amarillo-verdosa (A:525 nm)4, para las condicio-
nes de reaccidn expuestas.

De los resultados obtenidos se infieren las condiciones 6ptimas para los sis

temas luminol, lucigenina y lofina-peréxido de hidr6geno:
Sistema luminol-perdrido de hidrégeno.

a) madxima quimioluminiscente: H202 5.10_3M; pH=12, NaOH; luminol 5.10_3M, y catali
zador, kjFe(CN), 5.107 M.
b) mdximo tiempo de rela%acién: luminol 5.10_3M; Hy0,, 5.10_3M, pH=11 (NaOH),

-4
k3Fe(CN)6 5.10 "M.




a)

Sistema lucigenina-perézido de hidrdgeno.

médximo quimioluminiscencia: H202 3,5.10—2M, pH=11,5 NaZHPO4/NaOH, lucigenina

2,5 105 M

b) m&ximo tiempo de decaimiento: H202'3,5.10_2M, pH=11,5 NazHPO4/NaOH, lucigenina
2% S0 M

Sistema lofina-perdzido de hidrdgeno.

a) mé&ximo quimioluminiscencia: H2 27 2.10-2M; pH, lofina 2,5.10_3M; k3Fe(CN)6,
1,5.10'2M.

b) m&ximo tiempo de decaimiento: H2 2 10_3; KOH/EtOH 5.10_3 grilcrciaylofina
2,5.107°M; kFé(CN) ¢, 5.107°m. :

Finalmente, en condiciones muy préximas a las O6ptimas para cada sistema el

)
valor comparativo de la intensidad md&xima de cuimioluminiscencia, referidos al

sis
el
rid

luc

tema menos intenso (lofina-peréxido de hidrégeno) dan para la lucigenina y
luminol un factor 4 y 300 respectivamente. La constante de decaimiento refe
a al del sistema de menor valor (luminol-peréxido de hidrégeno) dan para la

igenina y lofina valores superiores en un factor 50 yv. 1,2 respectivamente.
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DETERMINACION DE MICROGRAMOS DE BORO POR ESPECTROFOTOMETRIA DE ABSORCION CON CUR
CUMINA, PREVIA EXTRACCION COMO ESTER DEL ACIDO BORICO CON 2-METIL-2, 4-PENTANO-
DIOL A METIL-ISOBUTIL-CETONA

J. Aznarez Aldfian, A. Bonilla Polo y J.M. Mir Marfin

Departamento de Quimica Analitica de la Facultad de Ciencias de la Universi-
dad de Zaragoza. Espafia.

A new method for determination of boron, based on the extraction of boric acid
from 6 M.‘ HCl aqueous phase into MIBK with 2-methyl-2, 4-pentanediol, is pro-
posed. The colour for spectrophotometric determination is development in the
same phase of extraction by addition of curcumine solution and phosphoric acid
as dehidratant agent. The sensitivity obtained is 0,011 qu.crn_2 of boron in
organic phase as Sandell definition. There are not interferences by the pre-

=+ .
sence in aqueous medium of: NH4, Na, kX, Ca, Al, Mn, Mg, Cu, 2n, Ni, Ba, Fe,
2

= & = =9 5
cl , NO,, SO, , PO 3 and SiO, . The proposed method has been applied to the

3 4 4 3
determination of boron in vegetal material (12 different plants analyzed) fin-

ding variance coefficients less of 5% for 6 determinations of each sample.

INTRODUCCION

La extraccibén del &cido bérico mediante el 2-metil-2,4-pentanodiol en me-
til-isobutil-cetona (MIBC) permite la concentracibn y eliminacién de interfe-
rencias que tan frecuentemente se presentan en la determinacién de boro. Esta
separacién por extraccidn ﬁa sido utilizada en frabajos nuestros anteriores pa-

ra la determinacién de boro por Absorcibn Atémical, Fotometrfa de Llama? y por

Fluorescencia Molecular con Dibenzoilmetano3, con excelentes resultados. No
obstante, como el método m&s frecuentemente empleado para la determinacidén de
microgramos de boro es por Espectrofotometria.de Absorcién Molecular, con dife-
rentes reactivos como,curcumina4, dcido carminicos, azometina—H6, etc., donde
las interferencias que se presentan son tan importantes que exigen la separa-
cibn previa del &cido bb6rico por destilacibén como &steres metilicos o mediante
el empleo de resinas de intercambio ibnico, parece de interés estudiar la apli-
cacibén del citado método de extraccibdn a la determinacibn espectrofotomé&trica
del &cido bbrico. =

El método estudiado se basa en la extracci6n del &cido bbrico con el 2-me-
til-2,4-pentanodiol en MIBC, y posterior desarrollo de un producto coloreado en
el mismo medio de extraccibn, sin efectuar la re-extraccibén a fase acuosa, me-
diante algunos reactivos espectrofotométricos habituales del &cido bbérico. Se
han estudiado los siguientes reactivos: &cido cromotrbépico, &cido carminico,
‘quinalizarina, 1,1'-diantrimida, dibenzoilmetano y curcumina. Como consecuencia
de los resultados obtenidos se propone un nuevo método de determinacién de boro,
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mediante la extraccifén con el 2-metil-2,4-pentanodiol en MIBC y desarrollo del
color con curcumina en la fase de extraccibn, mediante la adicibén de &cido fos-
férico como agente deshidratante. El método propuesto se ha aplicado a la de-

terminacién de boro en material vegetal.
PARTE EXPERIMENTAL

Reactivos

Solucidén patrén de &cido bbérico, conteniendo l.OOQﬁg.ml_l

de boro, prepa-
rada a partir de &cido bérico (Merck) disuelto en agua redestilada. Se conserva
en un frasco de polietileno. Las soluciones dilufidas se preparan en el momento
de usarlas.

Solucibén extractante. Solucibn 20% (v/v) de 2-metil-2,4-pentanodiol
(Merck) en metil-isobutil-cetona (Doesder) .’

Acidos: clorhidrico, fosfbérico y acético, concentrados (Merck).

Sulfato sédico anhidro (Merck).

Reactivos espectrofotométricos: &cido cromotrépico, &cido carminico, qui-
nalizarina, “1-1'-diantrimida (Merck). :

Solucibén de dibenzoilmetano. Solucidén al 0,1% (p/v) de dibenzoilmetano
(Koch-Ligth) en metil-isobutil-cetona (Doesder).

Solucién de curcumina. Solucibén al 0,1% (p/v) de curcumina (Merck),en &ci-
do acético glacial (Merck). Preparada en el momento de usarla.

Los productos utilizados en el estudio de interferencias han sido de cali-
dad R.A. (Merck).

Aparatos y material

Agitador mec&nico Kotterman. Bafio termost&tico Gebriider-Haake. Espectrofo-
témetro UV-visible Pye Unicam SP 8 100.

Siempre que ha sido posible se ha empleado material de tefldén, polietile-
no, cuarzo 6 platino, para evitar la contaminacién erida al contenido de boro
en el vidrio de laboratorio, especialmente en aquellas operaciones en las que
hay un prolongado contacto en caliente con las paredes de la vasija.

Las muestras de material vegetal han sido facilitadas por el Prof. Dr.
PINTA del Comité& Inter-Institutos de Andlisis Foliar, ya preparadas de acuerdo
con las normas de dicho Comité& y cuyos contenidos en diversos elementos vienen

senalados en diversas publicaciones de PINTA6’7'8.

Estudio de diversos reactivos espectrofotométricos para la determinacién
de boro después de la extraccidn
|
De los diversos reactivos espectrofotomé&tricos ensayados se ha encontrado
que el &cido cromotrbpico, la quinalizarina y la 1,1'-diantrimida, no son con-
venientes debido a que su pequena solubilidad en MIBC proporciona una baja sen-
sibilidad en la determinacifn.

Se estudib6 también la posibilidad de utilizacién del dibenzoilmetano, que
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tan-excelentes resultados habfa dado en la determinaci6n fluorométrica de boro
en fase orgénica después de la extraccibén, como se indica en un trabajo nues-
tro anterior3. Se encontré que el compuesto boro-dibenzoilmetano absorbia a
una longitud de onda de 390 nm. en solucién de MIBC. No obstante la sensibili-
dad obtenida también era baja (2,5 ug.ml_l de boro en fase orgédnica para una
absorbancia de 0,0044) y la ley de Beer-Lambert se cumplifa para el intervalo
de 20 a 120 pg.mi~t

Experimentalmente se ha observado que los mejores resultados se han obte-

de boro en la fase orgédnica de extraccibn.

nido empleando curcumina, en.solucibén de &cido acético glacial, como reactivo
espectrofotométrico para el boro después de su extraccibn. Se ha estudiado la
estabilidad de la solucibén de curcumina en &cido acético glacial, observando
que su éspectro de absorcibn permanece constante durante 10 horas aproximada-
mente, presentando un miximo de absorbancia para una longitud de onda de 420
nm. Posteriormente la solucién de reactivo se descompone, dando lugar a la de-
saparicién del méximo de absorbancia a 420 nm. y a la aparicibén de dos m&ximos
de absorbancia a longitudes de onda de 450 y 380 nm. respectivamente. En todas
las determinaciones se ha utilizado solucibn de curcumina en &cido acético gla-
cial preparada en el momento de utilizarla. E1 espectro del compuesto &dcido b6-
rico-curcumina en MIBC, desarrollado de la forma en que se indica posteriormen-
te, presenta un m&ximo de absorbancia para una longitud de onda de 510 nm.,
frente a la solucién de referencia.

Estudio de las condiciones para la formacién del compuesto deido-bérico-

curcumina en MIBC.

Se han estudiado las diferentes variables que pueden inferir en la forma-
cibén del compuesto &cido bbrico-curcumina en MIBC, y que en consecuencia afec-
tarén a-la determinacidn espectrofotométrica.

En la tabla n°® 1, se exponen los resultados del estudio del tiempo y tem-
peratura de calentamiento para el desarrollo de la reaccibn espectrofotométri-
ca en las condiciones indicadas en el método propuesto. En consecuencia se con-

sidera conveniente un calentamiento a 70+3°C durante 60 minutos. En la tabla

TABLA N° 1 ;
Temperatura en grados Tiempo de calentamiento en minutos
centigrados 15 30 45 60 90 120 150

Absorbancia a la longitud de onda de 510 nm.

20 0,030 0,075 0,090 0,100 0,125 0,130 0,145
50 : 0,080 0,100 0,150 0,160 0,170 0,170 0,170
60 0,100 0,160 0,220 0,260 0,280 _ 0,300 0,350
70 0,110 0,180 0,275 0,370 0,370 0,370 0,365
80 0,120 0,200 0,230 0,230 0,190 0,180 0,170

n° 2, se estudia la estabilidad del compuesto &cido bérico-curcumina en funcidn
~del tiempo, después del” enfriamiento a temperatura ambiente, por medida de la

absorbancia a 510 nm. De los resultados obtenidos se deduce que la medida de la
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absorbancia debe efectuarse entre los 15 y 60 minutos después de enfriar la
solucién a temperatura ambiente. En la gréfica I, se indican los resultados del
estudio de la relacibén de volfimenes de &cido fosf6rico: &cido acético: fase
MIBC procedente de la extraccibn, para alcanzar la mejor sensibilidad de la de-
terminacién, lo que se logra con una relacién (v/v/v) de 2:2:3, calentamiento

a 70+3°C durante 60 minutos y medida de la

absorbancia a longitud de onda de 510 nm.

TABLA N° 2
Tiempo en minutos ABSarbaneTa a los 15-60 minutos después de un rdpido
5 0,310 enfriamiento a temperatura ambiente.
10 0,340
15 0,370 Método propuesto
30 0,375
45 0,375 El método propuesto consiste en la ex-
60 0,370 traccién del boro, en forma de ester del
120 0,365 p &cido bbrico, con el 2-metil-2,4-pentano-
180 0,370 diol, de su solucibn acuosa, en acidez 6M.
240 0,360 en 4cido clorhidrico, a fase orgénica de
300 0,366 MIBC. Separadas las fases, la fase orgéni-
360 0,310 ca se deseca cuidadosamente con sulfato s&-
dico anhidro. En un tubo de polietileno se
afiaden: 3 ml. de la fase orgé&nica con boro
extraido, 2 ml. de ka solucibn de curcumina
GREGI T en dcido acético glacial y 2 ml. de &cido
fosfbrico. Se calienta a 70+3°C durante 1
0,2 F hora, en un bafio termosté&tico, y se mide la
= o"'.-‘. O absorbancia de las soluciones en el espec-
- =
g 1-\\\+ 3,_—0\\\0 ® trofotbémetro a la longlt?d de onda de 510
S 0,2 F o"’o -_+__~+:::° nm., entre los 15 y 60 minutos después del
3 + rédpido enfriamiento de las soluciones a
é temperatura ambiente.
1 1 1

0,4 0,8 15512 Recta de calibrado

relacién: ml.ac.acético/

ml. totales Se ha procedido a la obtencibén de la

relacibn: ml.H3Pd4/ml. recta de calibrado segim el método propues-
0> totales to anteriormente, midiendo la absorpancia

N de la solucibn frente a una solucibén prepa-

+ 0,6 rada en las mismas condiciones pero en au-

sencia de &cido bb6rico, a una longitud de
onda de 510 nm. Se observa que la absorban-
cia es lineal para concentraciones comprendidas entre 0,5 y 5 uc_;.ml—l de boro

en fase orgénica, como se observa en la gré&fica II. La ecuacibén de la recta
: 9 = | =
ca}culada estadisticamente”, resultb ser: v = 0,181 x + 5,26.10 3
(siendo x = ug.ml_1 de boro en fase orgdnica e y = absorbancia). El error me-
dio de estimacibén fué de 1,75.10-3, el coeficiente de correlacibn de 1,0004
(determinado con un error tipico de 0,01). La sensibilidad de la determinacibn,

definida segin Sandell, resultd ser de: 0,011 ug.cm-2 de boro en fase orgdnica.
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Estudio de las interferencias

Se ha estudiado la influencia de
la presencia en solucibén acuosa de di-
versos aniones y cationes, en la deter-
minacibén de 25 pg. totales de boro pre-
sentes en fase acuosa por el mé&todo
propuesto. En la tabla n°® 3 aparecen
los iones estudiados y que no presentan
interferencia en los contenidos cita-
dos. De ellos el hierro (III) interfie-
re en la determinacién de boro, debido

a que en las condiciones de extraccidn

es extraido por formacién de pares ibnicos FeClZ: oxbénio, con disolventes pola-

res como la MIBC. El hierro extraido es enmascarado después parcialmente por la

adicién de &cido fosférico, en el desarrollo del color con la curcumina. En la

gréfica III, se observa que en la determinacibén de 25 ug. totales de boro, la

interferencia del hierro (III) se presenta para contenidos de este elemento su-

periores a 200 ug. totales. La eliminacibén de la interferencia del hierro (III)

se efectfia fadcilmente, mediante lavados en solucién 6 M. de &cido clorhidrico,

con varias proporciones de MIBC, tal como se ha estudiado en un trabajo nues-

tro anteriorz. Se ha comprobado experimentalmente que en estas condiciones no

hay pérdida apreciable de boro. De forma similar al hierro (III) otros elemen-

tos como: Au(III), Sb(III), etc. podrfian presentar interferencia en la determi-

nacibén de boro por este método ya que tambié&n son extraibles, por un mecanismo

similar al del hierro (III), a MIBC. Estas interferencias se eliminarian exac-

tamente igual que la del hierro (III) por sucesivos lavados.

Aplicacidén del método

El método propugsto se ha aplicado a la determinacidén de boro en material

vegetal (hojas de plantas). El procedimiento seguido para esta determinacién ha




TABLA N° 3

Interferencias en la determinacibén de 25 ug.totales de boro en fase acuosa

I6n Compuesto utilizado mg.totales de relacibn
idén ién/boro (m/m)

NH4C1 750
NaCl 750
KC1l 750

CacCo 750

3
Al 500

Mnso, - 125
MgO

CuSO4.5H (0]

2
ZnoO
Ni

Ba(NO3)2

Ee

sido el siguiente: una muestra de 0,5 a 3 g. de materia seca (preparada segin
normas) , dependiendo del contenido de boro de laplénta, se pesa exactamente y
se calcina a 500°C hasta pesada constante en un crisol de platino. Las cenizas
se disuelven en &cido clorhidrico (1+1) y se llevan a volumen con dicho &cido.
Se toma un volumen medido de dicha solucibn, eliminando el hierro (III) si es
necesario mediante 4 lavados con MIBC. A continuacibn se extrae con 10 ml. de
solucibn extractante con agitacibén mecédnica durante 5 minutos. La fase orgénica
se deseca cuidadosamente con sulfato s6dico anhidro. Con un volumen medido de
dicho extracto se desarrolla el color siguiendo el método anteriormente pro-
puesto. Se miden las absorbancias de las solucionés a 510 nm. frente a una so-
lucibn referencial exenta de boro. Simult&neamente se prepara la recta de cali-
brado en la que se interpolan los resultados obtenidos. Estos se expresan en la
tabla n° 4, en la que se observa que, para 6 determinaciones en cada una de las
plantas, en ningfin caso se superb el +5% de coeficiente de variacién.




TABLA N° 4

6/r1ir 8

Valores bibliografia Resultados

Planta Valor % coeficiente Valor % coeficien-
medio de variacibn medio te de varia-
cibn
HEVEA 55,86 aLil 515 60,1

PALMERA 14,51 17,2 15,6
EUCALIPTUS 34,12 111 35,5
VIfA 49,28 24,0 46,5
NARANJO 40,04 11,8 3652
OLIVO 17,91 16,3 18,8
MELOCOTONERO 57,8 13,0 371,
CODIA 25,27 13,0 370
MATZ 23,22 15,3 2142
MANZANO COX-NARANJA 32,87 13l 30,6
MANZANO GOLDEN 28,35 12,6 28,0
ALGODONERO 24,87 13,0 2317
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CONTENIDO DE PLOMO EN SUELOS Y PLANTAS DE VIZCAYA

F. Romero, C. Elejalde e I. Gracia

Cétedra de Quimica Inorgdnica y Analisis Quimico. Escuela Superior de Inge-
nieros Industriales de Bilbao. Espafia.

The lead contents of soild and some wild plants of urban, rural and industrial
zones of Biscay have been determined by atomic absorption spectroscopy, as a
function of the distance to the road. dther soil characteristics ahve been al
so investigated. The results have been studied by a multiple variable correl;
tion statistical technique. The lead content of the soil depends on i) the =
pollution intensity of the point, ii) the distance to the road, iii) the soil
deepness and iv) a retention factor of the soil enclosing both the cationic
exchange capacity and the content of carbonates. The intake of lead by plants
seems to be mainly due to their nature, to the lead content of the soil and

to the former retention factor, but in some cases there is also a direct assi
milation. This paper includes a discussion on the probable mechanisms of le;é
soil retention and plant intake, and an estimation of toxicity. The actual

lead contents may be considered dangerous only near to the road of urban areas.

24 references.

1. INTRODUCCION.

Con el uso de preparados antidetonantes conteniendo plomo en las gasoli-
nas ha surgido una gran preocupacidn sobre los posibles efectos perjudiciales
de los niveles crecientes de plomo en el medio ambiente. Se ha indicado que
el 70-80% del plomo de los productos de combustidn escépa a la atm6sfera y que
cada autom6vil libera unos 80 mg de plomo por kildmetro recorrido%

El peligro asociado con la contaminacién ambiental por plomo radica en
los efectos sobre el hombre y el reino animal .como consecuencia de la inhala-

cibn directa del aire contaminado y de la ingestién de plantas conteniendo plo

mo? El suelo y las plantas son los mayores receptores de plomo y constituyen

la base de esta cadena alimenticia que llega hasta el hombrel

Las consecuencias ambientales del plomo sobre el sistema planta-suelo no
han sido, con todo, bien establecidas. Las plantas pueden acumularlo por depo
sicibn directa sobre sus hojas o por absorcifn a través de las rafces a partir
del suelo contaminado? La relacién entre el plomo asimilado por las. plantas y
el contenido en el suelo es bastante compleja. Asi las distintas plantas to-
man el plomo disponible en cantidades diferentes, nd existiendo una relacibn
sencilla entre la asimilacién y el contenido en el suelo o la facultad de de-
terminada planta para tolerar altas concentraciones de plomo en el suelo:

Los contenidos de plomo en las plantas son pequefios en comparacifn con
los del suelo, lo que equivale a decir que las plantas lo excluyen en su proce
so de asimilacién6 o que el plomo del suelo es relativamente inerte?
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Desde un punto de vista matem&tico no se ha encontrado una correlacibn 1i
neal estrecha entre la concentracibén de metales en los vegetales y en los sue-
los donde se nutren, a pesar de haber efectuado un anéliéis estadfstico multi-
rregresional incorporando el pH y/o el contenido en arcilla del suelo. Los
coeficientes de correlacién encontrados fueron inferiores a 0,69 en el caso
del cinc, y mucho mds bajos en el caso del plomo?

Por todo lo anterior, algunos autores dudan que los niveles de plomo en-
contrados en suelos y plantas prdximas a las carreteras constituyan en el mo-
mento actual un grave problema? a pesar del incremento hasta tres veces en el

5 2 ; s o
contenido normal en suelos” y hasta diez veces en el contenido normal en las
s A

plantaslg

En el presente trabajo se pretende efectuar la medida de la contaminacién
en plomo de suelos y plantas en zonas urbanas, industriales y rurales de Vizca
ya. Al mismo tiempo se intenta profundizar en los mecanismos a través de los
cuales el plomo resulta asimilable por las plantas y estimar si los contenidos
actuales pueden constituir un peligro téxico.

2. PARTE EXPERIMENTAL.

2.1. Puntos de muestfeo.

Para la realizacibn del presente estudio la eleccién de puntos de toma de
muestras se hizo teniendo en cuenta:

a) La situacién en una zona de caracteristicas industriales, urbanas o ru
rales.

b) La existencia de una pradera a orillas de la carretera, a ser posible
poco alterada por la mano del hombre y con suficiente extensifn para poder es-
tudiar el efecto de alejamiento de la circulacién rodada.

Tras algunas visitas de inspeccifén se seleccionaron los siguientes puntos
(ver Fig. 1):

Punto 1. Autopista Bilbao-Béhobia en las proximidades de Basauri. La pradera
elegida presenta inclinacién ascendente, habiendo cierta discontinuidad en las
proximidades de la pista como consecuencia del terraplenado. EL punto puede
considerarse como fundamentalmente rural, aunque no estd muy alejado de insta-
laciones industriales.

Punto 2. Ceberio. Lugar de marcada caracteristica rural, rodeado de terrenos
dedicados a la explotacién forestal. Hubo igualmente discontinuidad en el pun
to mads cercano a la carretera.

Punto 3. Deusto. Situado en un barrio de la ciudad de Bilbao, en la margen de
recha de la rfa. La pradera encontrada, completamente rodeada de edificios,:
imposibilit6 tomar muestras md&s alld de 25 m de ‘la calzada, que es una de las
de mayor trédfico de la ciudad. Se encontraron zonas con desechos, que se evi-
taron dentro de lo posible.

Punto 4. Lamiaco. Situado en la carretera Bilbao-Las Arenas, en la margen de-
recha de la rfa. La pradera se halla en una zona de fuerte industria siderfir-
gica y qufimica. Se encontraron lugares empleados como vertedero§ de residuos,
que se evitaron igualmente en cuanto fue posible.




Punto 5. Autopista Bilbao-Vitoria en las proximidades de Llodio. El1 lugar es-

cogido correspondi6 a la ladera de un monticulo y debe clasificarse como rural

aunque no muy alejado de la zona industrial de Llodio (Alava) . La autopista

es de reciente inauguracién.

MAR CANTABRICO

LAMIACO
4

DEUSTO 7
‘BILBAO;

STO. DOMING
OLAVEAGA®T6

: EBERIO
LLODI A

Fig. 1.- Situacibn geogrdfica de los puntos de toma
de muestra.

Punto 6. Olaveaga. Situado en la ciudad de Bilbao, en la carretera a Baracal-
do, en la margen izquierda de la rfa, préximo a instalaciones industriales.

La pradera tiene una inclinacién descendente.

Punto 7. Santo Domingo. Situado en la carretera de Bilbao a Derio en zona emi
nentemente rural, aunque de elevado tr&fico. La pradera tiene cierta incljina-

cidén ascendente.

2.2. Muestras de suelos.

En cada uno de los puntos seleccionados se tomaron muestras de suelo a 0,

10, 25 y 50 metros aproximadamente de la carretera, salvo en el caso indicado.




La toma de muestras se efectud eliminando a ras de tierra las plantas existen-
tes y a dos niveles:

0 - 5 cm de profundidad, y

5 -.10 cm de profundidad.

. Las muestras tomadas se desmenuzaron y se pasaron a travé€s de tamiz de 2

mm de luz de malla. . Con posterioridad se secaron al aire a temperatura ambien
te. E1l rechazo del tamiz estuvo constituido normalmente por guijarros y res-—
tos vegetales, aunque en los casos de las muestras correspondientes a los pun-
tos 3 y 4 aparecieron algunas sustancias extranas (trozos de ladrillos, de

cristal y otros residuos) .

2.3. Muestras de plantas. .

Se eligieron las siguientes especies vegetales silvestres:

- Gramineas, Poa en deneral.

tomandose Mmuestras de las tres primerasplantaé en la totalidad de los puntos y
de las dos tGltimas en los lugares en que‘se encontraron. La toma de muestras
se efectud conjuntamente con las de suelos, al final de la primavera (1979) y
tras un periodo de una semana sin lluvia.

Se eliminaron las raices, los tallos duros (en los casos del jaramago y
del helecho. comin) y las flores (en el caso del llantén). Las muestras se ho-
mogeneizaron en cuanto fue posible y se separaron en dos grupos, lavdndose uno
de ellos abundantemente con agua potable y después con tres porciones de agua
destilada. Las plantas se diferenciaran mediante las indicaciones Bruta y La-

vada.

Con ﬁosterioridad las plantas se secaron en estufa a 110°C hasta peso
constante y se trituraron mediante un molinillo de éspas antes del andlisis

gquimico.

2.4. Métodos de anédlisis.

En las muestras de suelos tomadas se determinaron pH, carbono orgénico,
carbonatos y capacidad de cambio por procedimientos que coinciden bésicamente
con los de BLAKEMORE y coll% El plomo contenido en el suelo fue determinado

por espectrofotometrfa de absorcién atémica tras ataque de las muestras con

dcidos fluorhidrico y nftrico. El método empleado es andlogo al usado por
12, 13

otros autores
Las medidas se efeétuaron con un espectrofotémetro de absorcibn atémica
Perkin Elmer modelo 460, usando una l&ampara de descarga, a una longitud de on-
da de 283,3 nm y con llama oxidante aire-acetileno. La determinacifén de plomo
soluble en los liquidos de tratamiento usados para la determinacién de la capa
cidad de cambio (acetatp ambénico 1 N a pH 7,0) no resulté posible por quedar
‘ por debajo del }Imite de detecci6n del procedimiento.




En dichos lfquidos se determiné, no obstante, el contenido en calcio solu
ble mediarte nspectrofotometrfa de absorcidén atémica,a una longitud de onda de
© 422,7 nm y con llama oxidante aire-acetileno. 3

La determinacién de plomo 2n las plantas se verific6 por atagque hGmedo de
las muestras con &cidos fluorhidrico, nitrico y perclérico, segln método ya es
tablecidol? La medida de plomo se realiz6 mediante espeqtrofbtometria de ab-

sorci6én atbmica en las condiciones indicadas.

2.5. Estudio estadfstico de datos.

El estudio estadfstico de datos se efectu6 con una calculadora programa-
ble Hewlett-Packard, modelo HP-97, empleando el programa esté&ndar de ajuste de
15 . : .
curvas, programas desarrollados por VOLK e incluso un programa propio para
tratar de relacionar una variable dependiente con otras cuatro variables, y
que serd objeto de una publicacién independiente. Los programas fueron adecua
damente modificados para permitir incluir funciones de las variables investiga

‘das.

Al ensayar la posible relacidn de una variable con dos o mis variables in

dependientes el criterio estadfstico de aceptacién fue determinar el valor del
factor "t" de Student por comparacifén del ceoeficiente de correlacifn lineal ob
tenido con el mayor coeficiente de correlacidén de las ecuaciones, de regresién
con una -variable menos. Con el nimero de muestras estudiadas, valores de t
del orden de 2 & superiores indican que la correlacifén obtenida es significati
vamente mejor que las anteriores.

3. CONSIDERACIONES SOBRE LOS RESULTADOS.

diadas. :

En estas muestras se han determinado también el contenido de otros ele-
mentos metdlicos y numerosas caracterfsticas de los suelos, que serdn objeto ,
de publicaciones posteriores. Entre las caracterfsticas del suelo estudiadas
se incluyen en la Tabla 1 solamente el pH y los datos que se encontraron méis
significativos para la interpretacién del contenido:en plomo.

La inspecciSn de los valores contenidos en la Tabla 1 revela en lfneas ge
nerales los siguientes hechos:

a) Aparecen contenidos de plomo netamente superiores en dos de los puntos
estudiados (3 y 6), correspondientes a zonas urbanas. Esto se debe indudable-
mente al tipo de circulacién mds lenta y con mayor consumo de combustible y no
a la mayor densidad de circulacién. A este respecto se estima a través de los
nficleos de poblacibén existentes que la densidad de circulacién en el punto 4,
es al menos, el 60% de la correspondiente al punto 3, situado en la misma ca-
rretera.

b) El contenido en plomo disminuye con la distahcia a la calzada, aungque
en los puntos 4 y 6 aparecen a 50 metros contenidos superiores a los encontra-
dos a 10 y 25 m. Este hecho debe atribuirse a focos contaminantes industria-
les adicionales situados por la parte posterior de las praderas en que se toma




TABLA 1

Contenidos en plomo y algunas caracteristicas de las muestras de suelo
estudiadas. Muestras secas al aire.

Capacidad de 24
Distan Pb, ppm cambio, Ca soluble, C orgénico, C02, % PH
Punto cia, meq/100 g % %
m 0-5 5-10 cm 0-5 5-10 cm 0-5 5-10 cm 0-5 5-10 cm 0-5 5-10 cm 0-5 5-10 cm

47 23,6 16,4 1,5 2,7 4572
56 15,5 12,4
29

32

103,6 114,3
37,4 52,7
46,4

58,9




ron las muestras. La proximidad a plantas quimicas y fundiciones de metales,
respectivamente, justifican la anterior afirmacién.

c) Los contenidos en plomo del segundo nivel de profundidad son en lineas
generales inferiores al primer nivel. 1 i

d) En el primer nivel del suelo se aprecia que no basta con el alejamien-
to de la carretera para explicar el contenido en plomo. Aparecen valores con-
siderablemente elevados en suelos con altas capacidades de cambio, y altos con
tenidos en carbono orgénico y en carbonatos.

El estudio estadfstico de los datos muestra una dependencia con la distan
cia de tipo experimental. La expresibén matemdtica a que se ha llegado, tras
numerosos ensayos para incluir una correccién debida a las caracterfsticas del

suelo, ha sido en el intervalo de distancias estudiado la siguiente:

Plomo en suelo

e B \/dlstanCLa

Capacidad e Eo

de cambio

2

2+
mea Casoluble 1°T nivel

Donde el factor de correccibén es la suma de la capacidad de cambio y la rela-
cibén entre los miliequivalentes de carbonatos y los de Ca2+ soluble, y Ay B
son conétantes para cada punto estudiado. Los valores de estas constantes y
de los coeficientes de correlacibn obtenidos se relinen en la Tabla 2. Se lo-
gr6 una buena relacifén global dividiendo por la constante A de cada punto los
valores individuales y haciendo el ajuste estadfistico con la totalidad de los
datos. Los valores globales encontrados aparecen al final de la Tabla 2.

La constante A estd indudablemente relacionada con la intensidad de la
contaminacién en cada puﬁto. Los valores méds altos (puntos 3 y 6) correspon-
den a zonas urbanas y estdn de acuerdo con la interpretacién que adelant&bamos
sobre el tipo -de circulacién en ella. Los valores menores corresponden a una
zona eminentemente rural (punto 2) y a una autopista de reciente inauguracidén
al trdfico (punto 7). Loé restantes puntos presentan intensidades de contami-
nacién intermedias, aunque sensiblemente menores a las zonas urbanas a pesar
de la intensa circulacién rodada. El1 tipo de circulacién en carretera abierta,
con menor consumo de combustible, justifica plenamente estas diferencias.

La constante B presenta valores similares en todos los puntos, lo que pa-
rece indicar que la difusién del contaminante es andloga en ellos. La funcién
exponencial negativa indica que la contaminacifén es mucho mds intensa a ori-
llas de la carretera. En conjunto disminuye aproximadamente al 75% a los 10
metros y al 45% a los 50 metros.

Dos factores bdsicos parecen ser responsables de la retencién de plomo en

La capacidad de cambio (que, como se conoce, viene
determinada principalmente por el contenido en arcilla y en materia orgédnica
del suelo) y la competencia del plomo con el calcio soluble del suelo para fi-
jarse en forma insoluble como carbonato de plomo. Con s6lo estos dos factores
se ha conseguido una buena correlacifn en los suelos estudiados. No se exclu-
ye, sin embargo, la parxticipacién cpmplementaria de otros factores. Han sido

1,2,7 1,16

citadas la influencia del f6sforo , del contenido en calcio y en sulfa-




tosl7 y del pH como factores qufmicos adicionales que condicionan la retencidn

del plomo en suelos. Los suelos alcalinos17 tienen una capacidad mucho mayor

para fijar metales pesados, capacidad que en nuestro caso se ha podido relacio

nar con el contenido en carbonatos y en calcio soluble.
TABLA 2

Relaci6n del contenido en plomo del primer nivel del suelo con la dis
tancia a la carretera. Datos obtenidos en el estudio estadfstico.

Valores de las constantes Coeficiente de co
rrelacién lineal,
A B L

3,1715 0,1368 0,9888
1,9229 0,1497 0,9523
8,5729 03 1227, 0,9372
3,4745 0,2613 0,9996
3,0676 0,1234 0,9980
7,7573 0,1245 0,9092
1,9329 0,1155 0,8393
0,9847.A 0,1373 0,8850

(+) Tuvieron que excluirse los suelos correspondientes a la distancia
de 50 m por la existencia de sendos focos de contaminacién de ca-
rdcter industrial. Tales datos se incluyeron, no obstante, en la
correlacién global.

Numerosos factores fisicos, como la textura'y el drenaje del suelo, que condi-
cionan su aireacibén y sus condiciones redox han sido igualmente seﬁaladosl6’l?
Ha sido posible relacionar el contenido en plomo de los niveles 1° y 2°

del suelo a través de una expresién del tipo

Plomo en suelo Plomo en suelo

Capacidad meq CO meq CO

de cambio

2 Capacidad
2+ de cambio © - " 2+

soluble e €4 Ca551uble

1" "nivel 2°nivel

2
. meq Ca

obteniéndose para el conjunto de las muestras un valor de A = 0,57 con un coe-
ficiente de correlacién r = 0,85.

Esta expresibén indica que el movimiento a lo largo del perfil del suelo
se debe fundamentalmente a una competencia entre los distintos niveles. EL
factor de correlacibn relativamente bajo y 1la disﬁersién de los valores de A
(desde 0,34 a 0,78) en los distintos puntos es una indicacién mds de que en la
fijacién y movilidad del plomo participan algunos factores adicionales.




TABLA 3

Contenido en plomo de algunas muestras de plantas estudiadas, en ppm de Pb.
Muestras secas a 110°C. L = Muestras lavadas. B = Muestras brutas.

Punto de mues 1 2 3 4 5 6 7
treo
Distancia, m 0 50 0 50 0FE=o5 0 50 0 50 0 50 0 50
L |t g o a5 g s 17 36 310WEsTe |47 " 32 s0 28
TREBOL
Bl [ESSHSE 30| S50 14 47:0 =350 (503 37, |53l N6 = 38| F49 =T33
Le(S 32 17l TSR 2 g o' S [ 85204 o' 11 -- | 45 33 | 66  --
JARAMAGO
B | 48 20 29  -- |41 36 | 34 310 1N = | 6 i3 0 | SR g ==
- - - = - | = - |38 11 | 58 68 | 47 26
HELECHO
e I S (RS V' 18 | 65 =70 84 35
92 65 34 28 50 67 | 40 601 {| 31 a0 ll108 = =0l (13T N2
LLANTEN
B [107 66 4500 a8 | e 0l 15 53 61 | 34 94 |112 29 |176 50
32 29 13 ° 13 | 68 33 | 36 81 | 74 34 64 28 [132 20
GRAMINEAS
34 28 15 14 72 45 || Fa2aitn s el Sa 1 e s s F10 R g s Sl 159 24

los datos correspondientes a 0 y 50 metros. En el caso del punto 3, se inclu-
yen los valores a 25 m, por falta de extensidn de la pradera en que se tomaron
las muestras. Los resultados de jaramagos y helechos s6lo aparecen en los lu-
gares en que se encontraron dichas plantas.

Como primera consideracidn se advierte que el contenido de plomo en las
muestras lavadas es en general inferior al de las brutas. El ajuste estadfsti
co de los datos se hizo a una recta pasando por el origen de coordenadas, in-
cluyéndose los valores de las pendientes obtenidas en la Tabla 4. Los valores
de los coeficientes de correlacién fueron superiores a 0,94 salvo en el caso
del punto 5 en que se obtuvo un valor de r = 0,81.

Por tipos de plantas, los datos de la Tabla 4 muestran que el llantén y
el trébol presentan al cabo de una semana sin lluvia alrededor de un 25% de
plomo eliminable por lavado con agua. Las gramineas por el contrario mostra-
ron sb6lo alrededor del 3% més.

Para el estudio de los puntos de muestreo se incluyeron sélo los valores
correspondientes a las plantas tomadas en la totalidad de los puntos (llantén,
trébol y gramfneas). Los datos incluidos en la Tabla 4 sefialan que los valo-
res correspondientes a zonas urbanas (3 y 6) o con un foco de contaminacién in
dustrial adicional en plomo (puntos 4 y 6) presentaron valores mds elevados en
‘plomo eliminable por laVado (alrededor del 25%). Los puntos correspondientes

a autopistas (1 y 5) mostraron las menores cantidades de plomo lavable, lo que
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refuerza la influencia del tipo de circulacién sobre la intensidad de contami-

nacién en suelos anteriormente senalada.

Un segundo hecho a destacar sobre los valores incluidos en la Tabla 3 es

el efecto de la distancia al foco contaminante sobre el contenido en plomo de

TABLA 4

Relacibn entre los contenidos en plomo en plantas lavadas y brutas. Resulta-
dos del estudio estadistico.

Valor de la pendiente Valor de la pendiente
Tipo de planta de la recta de regre- Punto de la recta de regre-
sidn sibn
Llantén 15,°2/52i7, 1 1,0603
2 1015116197
Trébol 1,2628
3 197:23 50
Helecho 1,0689 4 1,2698
5 1,0070
Jaramago 1,0779
6 147:2:2:2:7
Gramfneas 1,0285 7 1,1584
las plantas. Se aprecian en general los mayores contenidos en las muestras a

0 metros. E1 punto 4, con un foco industrial contaminante por la parte poste-
rior, presenta normalmente valores superiores en las muestras correspondientes
a 50 m. En el punto 6, en iguales circunstancias, los valores correspondien-—
tes a 25 m fueron del mismo orden de magnitud o inferiores a los correspondien
tes a 50 m.

En tercer lugar debe destacarse que entre las plantas estudiadas el llan-
tén y las gramineas son las que presentan mayores ‘contenidos en plomo en la ma
yorfa de los puntos. Las restantes plantas muestran contenidos inferiores y

del mismo orden de magnitud entre sf.

Finalmente se aprecian altos contenidos en plomo en las plantas correspon
dientes a los puntos 6 (mucho plomo en el suelo) y 7 (poco plomo en el suelo),
asf como bajos en las plantas correspondientes ai punto 3 (el suelo mds rico
en plomo) y en la muestra de 0 m del punto 2 (suelo rico en plomo) .

Estas contradicciones aparentes han hecho necesario profundizar en la re-
lacibn_suelo-planta, que para el caso particular del plomo ha sido calificada
de extremadamente anémalas’g’la’l? Se ha verificé@o un estudio estadfstico
multirregresional de datos para tratar de encontrar alguna correlacifn entre
el plomo asimilado por cada planta y el contenido y caracteristicas del suelo.
Tras numerosos intentos, la expresifén que mds se adapta a las plantas estudia-

das es del tipo:
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Log Pb en planta =

meq CO

Capacidad + 2

= A . Log Pb en suelo - B . Log T st

=l
med Cago1uble

a cuya expresién se han tratado de incorporar otros sumandos adicionales para
mejorar los coeficientes de correlacién. Las expresiones con significado esta
dfstico encontradas aparecen en la Tabla 5. a

TABLA 5

Relacidn ‘entre los contenidos de plomo en plantas y suelos. Resultados del es
tudio estadistico.

Coeficientes de la .ecuacién de regre- Coeficiente de Factor de
Planta : sién (+) correlacién, Student,
SR B C D E X t
Trébol 0,2692 0,5040 1,7822 = 0,0204 077411912 1,98
Jaramago 0,2519 0,5709 0,4782 1,3782 = 0,8085 1,87
Helecho 0,5842 0,8534 1,7290 == == 0, 7845 27,93
Llantén 0,3553 0,4835 1,6970 == == 0,5141 1,81
Gramineas - 0,4425 1,0706 2,4918 == 0,0282 0,7520 1,84

(+) Los términos adicionales, con los que se encontrd una mejora significativa
en el ajuste fueron los siguientes:

D . Log (% Cenizas de la planta) y E . \/Distancia
cuyos coeficientes D y E aparecen incluidos para las plantas en que tuvie-
ron significacidn.

Como comentario de tipo general sobre la Tabla 5 debe indicarse que la
captacién de plomo por las plantas viene favorecida por la cantidad de plomo
en el suelo e impedida por un féctof de retencién del propio suelo, andlogo al
utilizado al correlacionar el contenido de plomo en el suelo con la distancia
al foco contaminante. Los elevados valores dé B con respecto a A demuestran
que s6lo una parte pequefia del plomo retenido en el suelo se vuelve asimilable
por las plantas. La accibén combinada de los factores de asimilacién por la
planta y retencién por el suelo puede llevar a bajos contenidos en plomo en
plantas crecidas en suelos muy contaminados y viceversa.

: Por otra parte, los valores relativamente bajos de los coeficientes de co
rrelacidn encontrados muestran que el problema de asimilacibén del plomo por
las plantas es considerablemente complejo y qﬁe deben existir factores adicio-
nales que motiven las asimilaciones.

Entre estos factores adicionales, la distancia al foco contaminante tiene
una influencia signific?tiva en dos de las plantas estudiadas (trébol y grami-

- neas), que presentan menores contenidos en plomo con la distancia. Esto hace
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pensar en un mecanismo adicional de asimilaci6n de plomo por las hojas de es-
tas plantas sin participacién del suelo.

En el caso del jaramago, el contenido en cenizas de la propia planta me-
jora la correlacibén. Este hecho hace pensar que la asimilacibén de plomo por
dicha planta estd directamente relacionada con la fijacibén de’ algunos de sus
componentes fijos mayoritarios. :

E1l llantén; donde se ha encontrado el menor coeficiente de correlacién,
tiene probéblemente una asimilacién de plomo influida por un conjunto de fac-
tores adicionales. Se han encontrado mejoras (aunque no esfadisticamente sig
nificativas) efectuando correcciones por la distancia, el porcentaje de ceni-

zas de la planta y el pH del suelo.
4. CONSIDERACIONES FINALES.

A la vista de los resultados obtenidos y de la bibliograffa consultada re
sulta posible recapitular sobre los mecanismos que conducen a la retencién de
plomo por el suelo y a su asimilacién por las plantas.

El plomo emitido en los gases de combustién de los motores se encuentra
fundamentalmente en forma de haluros, presumiblementé solubles, que en contac-—
to con el suelo se convierten en productos insolublesl? Nuestros resultados
sefnalan como factores principales del contenido de plomo en suelos la distan-
cia al foco contaminante, la capacidad de cambio del suelo, la formacidn de .
carbonato de plomo y la movilidad del ploma hacia niveles profundos del suelo,
como se ha expuesto en el apartado anterior. - Otros autores senalan efectos
complementarios, igualmente comentados.

La asimilaci6n de plomo por las plantas ocurre a travé€s de dos mecanismos:

- La asimilacidn directa.

- La asimilacién a través del suelo.

La asimilacibén directa de plomo a través de las hojas ha sido revisada en
tre otros autores por ZIMDAHL29 quien indica que entre el 40 y el 55% del plo-
mo existente en la parte visible de ciertas especies vegetales y una cantidad
minima del existente en las raices tiene esta procedencia. Este autor no des-
carta la posibilidad de que el plomo esté embebido o fijado sobre las cuticu-
las de las hojas. La asimilacién directa ha sido, con todo, sugerida como la
principal fuente de contaminacibn de las plantas crecidas en las proximidades
de las carreterasz% Nuestros datos sugieren la participacién de un mecanismo
de asimilacidén directa en el caso de dos de las plantas examinadas (trébol y
gramfneas), asi como fuertes retenciones de plomo, eliminables por lavado con
agua, en dos de las cinco plantas estudiadas (llanfén y trébol). Esta reten-
cibén fisica tiene indudablemente una gran importancia de cara a la alimentacifn
animal.

La asimilacién del plomo a través del suelo parece resultar algo superior
29 Se ha sugerido que la mayor parte del plomo queda retenido en las rafces
de la planta, de forma que a las partes visibles s6lo llegan cantidades mfni-
2? Hay
asf un conjunto de factores que determinan la asimilacién de plomo en las par-

mas o u=c las plantas excluyen al plomo en su proceso de asimilacién

tes visibles de las plantas. Nuestros resultados indican una competencia entre
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el plomo contenido en el suelo y el poder del propio suelo (que es una funcién
de la capacidad de cambio, el contenido en carbonatos y la cantidad de calcio

3 soluble fundamentalmente) para retener al plomo en forma insoluble, con efec-
tos adicionales de algunos otros factores como la distancia al foco emisor
(que senala una asimilacién directa) y el porcentaje de cenizas de las propias
plantas (que sugiere una relacidn entre el plomo y los componentes mayorita-
rios de las plantas, muy probablemente un mecanismo de defensa de la planta an
te la toxicidad del plomo) .

LINZON y col%? entre otros autores, dan cifras orientativas sobre el efec
to fitot6xico del plomo. Contenidos de 600 ppm en el primer nivel del suelo,
de 150 ppm en plantas no lavadas y de 75 ppm en plantas lavadas son considera-
dos excesivos. En lo referente al contenido en plomo de los suelos estudiados
en este trabajo s6lo los mds pr6ximos a la calzada en zonas urbanas se acercan

a valores peligrosos. De las plantas analizadas s6lo se aprecian valores peli

grosos en algunas muestras de llantén y de gramfneas.
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MINERALOGIA DE ALGUNAS COSTRAS FERRUGINOSAS DEL ALBENSE DE UTRILLAS

©q Fernéndéz—Nieto, A. Cervera v J.M. Gonzilez

Departamento de Cristalografia y Menralogia. Facultad de Ciencias. Univer-
sidad de Zaragoza. Espafa.

Have been studied some ferruginous crusts related with two thick sand layers
of middle grain that exhibit crossed stratification. These layers belong to
the bottom of the upper memeber of the Escucha Formation and to the bottom
of the Utrillas Formation, respectively.

The mineralogical study of the sand heavy fraction reveals the abundance of
turmaline related with staurolite, rutile, garnet, zircon and anatase being
quartz near of the 80% of the light minerals. In the lower 2y fraction are
present kaolinite and illite being the ratio 4:1. Goethite and lepidrocroci
te are also present. Ferroginous crusts form part of a siderolitic facies,
which was originated by removing under tropical climate the lateritic cover
head of the source area, which might be constituted by acid rocks and some

of them metamorphics.

SITUACION GEOGRAFICA Y GEOLOGICA

Las costras objeto de estudio se encuentran relacionadas con dep&sitos
arenosos de edad albense que, geogrdficamente, se ubican en el cuadrante NW
de la Hoja 518 (MONTALBAN) de; Mapa Topogrdfico Nacional a escala 1:50.000,
a unos 5,5 Km al ESE de la localidad de Utrillas, en el lugar denominado Ca-
sas del Molar.

Las costras se han estudiado en dos potentes niveles de arenas de gra-
no medio con estratificacibén cruzada, separadas unos 50-60 mts. en el perfil
(Edigas 192

Segfin G. PARDO (comunicacién personal), aunque ambos niveles son atri-
buibles a canales fluviales por su geometrfa, estructuras, posicién secuen-
cial y distribucién granulométrica, quedan emplazadas en formaciones diferen
tes: El nivel m&s bajo, en el perfil estratigrdfico (Fig. 1), corresponde ;

la base del miembro superior de la Formacién Escucha propuesto por CERVERA y

col. (1976), mientras que el nivel mds alto se sitfia en la base de la Forma-
- cibn Utrillas.
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Fig. 1.- Situacién geogrdfica y perfil esquem&tico

DESCRIPCION DE LAS COSTRAS ESTUDIADAS

Base del miembro superior de la Formacidén Escucha: Se trata de una costra con tonali
dades rojizas oscuras que jalona la base de un amplio paleocanal arenoso con
estratificacién cruzada. La costra parece un microconglomerado con fragmen-

tos de arena gruesa y cantos blandos parcialmente erosionados, lo que le con
fiere un aspecto oqueroso.

Base de la Formacidn Utrillas: Las costras ferruginosas tienen extensiones y po
tencias variables, oscilando estas filtimas entre 15 y 30 cms., y muestran
ademds texturas y tonalidades diferentes. Algunas de ellas muestran alinea-
ciones irregulares de materiales duros y blandos con tonos amarillentos en
su zona exterior, mientras que las zonas interiores presentan coloraciones

rojizas oscuras. En el centro de otras costras se observan texturas concén-

tricas milimétricas con tonos pardo-rojizos y amarillentos. También las hay
constituidas por arenas oquerosas pardo-amarillentas, con granos de cuarzo
muy rodados. Finalmente ‘existen costras constituidas por arenas de color par
do con patinas amarillentas.
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ESTUDIO MINERALOGICO: RESULTADOS

Se han separado, granulométricamente, las diferentes fracciones de las mues
tras recogidas y se ha estudiado tanto la muestra global como cada unas de sus
fracciones, utilizéndose, para la identificacién de las diversas especies minera
l6gicas, el microscopio petrogrédfico y la difraccién de rayos X. Por otra parte
se ha intentado cuantificar los resultados y se han establecido una serie de va-
lores que se reflejan a continuacién.

Para la exposicibén de los resultados vamos a considerar una serie de aparta
dos en donde se recogen los datos referentes a minerales pesados, minerales lige

ros, minerales de la arcilla y 6xidos de hierro.

Minerales pesados:— En orden de abundancia, los resultados promedio de las muestras
estudiadas han sido:

- Arenas de la base del miembro superior de la Formacién Escucha: Turmalina 91%,
estaurolita 5%, rutilo 1,5%, granate 1%, circén 1%, anatasa 0,5%.
- Arenas de la base de la Formacién Utrillas: Turmalina 76%, rutilo 8%, estauro

lita 7%, granate 6%, circén 2%, anatasa 1%.

Se observa un cortejo de minerales resistentes en ambos niveles, con aumento
de la proporcién de rutilo, granate y estaurolita, paralelo a la disminucién de
la turmalina para la Formacibén Utrillas. Estos resultados son congruentes con
las diferencias observadas entre ambas formaciones por CERVERA y col. (1976) al

estudiar diversos perfiles en el &rea tipo de Escucha-Utrillas.

Minerales ligeros.— El estudio por difraccién de rayos X ha revelado la existencia
de cuarzo y feldespato potdsico, estando ausentes las plagioclasas.
Utilizando el método de tincibén con cobaltinitrilo (CAILLEUX et TRICART,

1959) se han determinado los siguientes promedios:

- Formacién Escucha: Cuarzo 78%, feldespato potdsico 22%.
- Formacién Utrillas: Cuarzo 83%, feldespato potdsico 16,5%.

Minerales de la arcilla.— En la fraccién <2p aparecen exclusivamente caolinita e
illita. Tanto en los niveles de la Formacidén Escucha como en los de la Forma-
cién Utrillas, domina la caolinita sobre la ilita, habiéndose establecido una

proporcidn relativa aproximada de 4:1.

Oxidos de hierro.— El estudio difractométrico ha puesto de manifiesto la existen
cia de goetita y lepidocrocita en diveréas proporciones segfin las muestras es-
tudiadas. =

En las muestras de niveles de la Formacién Escucha aparece -exclusivamente
la goetita, mientras que en los niveles de la Formacibén Utrillas, coexisten
goetita y lepidocrocita en diversas proporciones, ya que en una de las muestras

estudiadas domina la lepidocrocita en una proporcién relativa aproximada de

6:4, y en el resto de las muestras las proporciones relativas aproximadas de
goetita:lepidocrocita oscilan alrededor de 7:2.




Por otra parte, en el estudio 6ptico se puede apreciar que los 6xidos de hie
rro se disponen entre los granos de cuarzo y feldespato y que, en ocasiones, con-
‘figuran alineaciones entre dichos granos, mientras que otras veces forman una es-
pecie de nédulos, conjuntamente con minerales de la arcilla, constituyendo unos

y otros el material blando, f&cilmente erosionable, de las muestras oquerosas.

DISCUSION

Las secuencias litolégicas arcillosas-arenosas en donde se encuentran los ni
veles estudiados y el hecho de que las asociaciones mineraldgicas sean las cita-
das, nos lleva a pensar que forman parte de lo que se denomina una facies sidero-
litica, definida de una manera general por MILLOT (1967), y en particular para
los sedimentos wealdenses espanoles por LOPEZ AGUAYO y col. (1973).

En. efecto, hemos podido comprobar que se cumplen las condiciones de ritmici
dad en los depbsitos a escala regional con alternancias, bastante regulares, de
niveles arenosos y tramos arcillosos con eventuales lechos de lignito por una par
te y, por otra parte, la presencia constante de caolinita.

La génesis de esta facies estd claramente aceptada por todos los autores,
quienes coinciden en suponer que se origina por la remocién de grandes coberteras
lateriticas del &rea fuente en climas tropicales.

En nuestro caso, se puede deducir quer el transporte debid ser importante y
que se alcanzd una madurez mineraldgica alta,'dada la ausencia de minerales poco
resistentes. El &rea fuente debid estar constituida por rocas &cidas y quizés,
en parte, metamérficas por la abundancia de turmalina y la presencia de estauroli
ta y de cuarzo metamdrfico.

En cuanto a los minerales de la arcilla, caolinita e ilita, son tipicos de
la facies siderolitica y constituyen una de las asociaciones mineralbgicas basi-
cas en los sedimentos wealdenses espanoles, tal como indican CABALLERO y col.
(1973). Ambos minerales pueden considerarse heredados. Asi pues, ambos se origi
naron por procesos de lateritizacidn en el &rea fuente. Este filtimo autor senala
que la ausencia de la montmorillonita en esta asociacidn se puede interpretar co-
mo evidencia de una clara influencia continental en el depbsito. Ademds el clima
no debid ser excesivamente himedo, dadas las ausencias de gibbsita y vermiculita
(BARSHAD, 1966).

Finalmente, el hierro procede también de la citada cobertera lateritica lle-
gando a la cuenca disuelto en las aguas, ya sea al estado ferroso o bien en forma
de complejos fgrro—orgénicos, para posteriormente y bajo condiciones oxidantes
precipitar en forma de hidréxidos de hierro, impregnando los niveles arenosos.
Estos fenfmenos, tal como sugiere VATAN (1967), dependen de variaciones climéti-
cas, acentuindose cuando la diferencia entre la estacibén seca y la hfimeda es muy

neta, tal y como sucede en zonas climiticas tropicales.
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INFLUENCIA DE LA NATURALEZA DEL DISOLVENTE EN EL CRECIMIENTO' EPITAXICO DE KI
SOBRE MOSCOVITA E HIDROMOSCOVITA

M.C. Garcfa-Mina, J.M. Gonz&lez, C. Fernandez-Nieto y -
F. Arrese 3

Departamento de Cristalografia y Mineralogia. Facultad de Ciencias.
Universidad de Zaragoza. Espaiia,

The influence of solvent nature on-the epitaxial growth of KI upon mus
covite and hydromuscovite has been studied. Solvents of different va-
pour pressure and dielectric constant have been employed. Generally,
the epitaxyal power increases with the vapour pressure and it decrea-
ses as the dielectric constant increases. Water and acetone are the
more significant examples in which both effects are additioned. Excep

tions to this rule are justified.

En el estudio de los distintos factores que afectan al crecimiento epitdxico de
uin cristal sobre otro, es necesario considerar las caracterfisticas del disolvente,
del soluto y del sustrato sobre el que se realiza la cristalizaéiéﬁ.

Este fenémeno de crecimiento orientado de un cristal sobre otro es conocido des
de muy antiguo, por ejemplo,.WAKERNAGEL (1) y FRANKENHEIM (2) se refirieron al creci

miento orientado de nitrato s6dico sobre calcita y de cloruro, bromuro e ioduro poté
sico sobre mica.

Los trabajos realizados sobre epitaxia se pueden dividir en tres grandes grupos:

12 Aquellos en los que se da cuenta de crecimientos orientados, entre los que se pue
den incluir los ya citados de WAKERNAGEL (1) y FRANKENHEIM (2), o bien los que se re
fieren a métodos para la obtencidén de epitaxias como el de CAPELLA (3), mediante re-
duccibén o descomposici6én térmica en fase gaseosa de sales de la sustancia que se ha
de orientar. 2

22 Este segundo grupo estd integrado por los trabajos que estudian las relaciones en-
tre la forma y dimensiones del reticulo de los cristales que constituyen el depbsito
y el sustrato. Aqui se incluyen los trabajos de ROYER (4), BARKER (5), FRIEDEL (6)

y BRUCK (7). : ;

32 En el tercer gran grupo figuran los trabajos que se dedican a estudiar la influen
cia que tienen sobre el poder epitdxico las modificaciones del sustrato. Destacan en
este:grupo las investigaciones realizadas por JULIO RODRIGUEZ y col., como la varia-
cién térmica del poder epitdxico de la moscovita (8) y de la biotita (9) frente al
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INH,; el tratamiento con &cidos de la superficie del sustrato (10); la sustitucibn

de los cationes monovalentes de la superficie de moscovita por cationes divalentes
(11) o trivalentes (12).

OBJETO DEL TRABAJO

En las investigaciones anteriormente citadas se ha concentrado la atencién en
dos de los tres factores que intervienen en el crecimiento epitéxico: sustrato, depd
sito y disolvente. En los trabajos realizados hasta ahora, fundamentalmente se estu
dian el sustrato, el depbésito y las relaciones entre ellos. Consideramos que seria
también interesante estudiar la influencia de la naturaleza del disolvente en el cre
cimiento epit&xico.. En este sentido, CONCHA :(13) ha estudiado la influencia de la
constante dieléctrica de algunos disolventes en el crecimiento orientado. Posterior
mente, y como principio de esta linea de investigacién GONZALEZ MARTINEZ, BESTEIRO y
ARRESE (14) han estudiado la influencia de algunos disolventes sobre el poder orien-
tador de moscovita e hidromoscovita frente al INH4 llegando a la conclusidén de que
no solo es la constante dieléctrica la que influye como defendfa CONCHA (13) sino
también la presién de vapor del disolvente.

Dadas las especiales caracteristicas del ién NHZ con la posibilidad de formar
puentes de tipo N-H-O con la superficie del filosilicato e incluso posibles interac
ciones con las moléculas del disolvente y teniendo en cuenta la analogia de tamaiio
del idén NHZ con el ién K+, pensamos que seria del mayor interés emplear el KI como
dep6sito, para poder asi diferenciar el efecto debido al tamafo del debido a la natu
raleza del catién.

TRABAJO EXPERIMENTAL

Los disolventes empleados fueron: agua, metanol, etanol, propanol, acetona, di-
metilsulféxido y etilenglicol. La eleccién fue determinada por sus caracteristicas
de constante dieléctrica y tensién de vapor.

La eleccibén, como puede observarse en el cuadro I se ha realizado de manera que
se pueda comprobar lo que ocurre con disolventes cuya constante dieléctrica es simi-

lar siendo muy diferente la presién de vapor y a la inyversa.

CUADRO I
Disolvente Constante dieléctrica Presién de vapor
Agua 78,54 SIS
Dimetilsulféxido 46,7 0,405
Etilenglicol 37 0,085
Metanol 32,63 87,9
Acetona 20,7 160,5
Propanol 2077 14,65

Las disoluciones se prepararon con 0,150 grs. de KI y 5 ml. de disolvente y se
utilizaron a las 24 horas de su preparacidn.

Como soporte se emplearon l&minas recién exfoliadas de moscovita e hidromoscovita.




La técnica operatoria fue colocar una gota de la disolucién sobre la ldmina re-
cién exfoliada, dejéndola evaporar a la temperatura ambiente. Se estudiaron 3 prepa
raciones diferentes de cada disolvente y soporte, contando en cdda caso, éntre 500 y
1000 cristales.

EXPOSICION E INTERPRETACION DE LOS RESULTADOS

Siguiendo la técnica descrita se obtuvieron los resultados que muestran las Figs
1 y 2 que representan la variacidén del poder epitéxiéo en funcibén de la constante die
léctrica y la presién de vapor del disolvente.

En la Fig. 1 se observa que la capacidad orientadora del soporte disminuye al au
mentar la constante dieléctrica del disolvente, con dos excepciones: acetona que se
desvia de esta norma dando un midximo en la gréfica y etilenglicol con un valor minimo.

Estas anomalias pueden explicarse teniendo en cuenta los valores de la presién de va-
por para ambos disolventes.

3 b de orientacion
; 5

95

15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85

Moscovita — ——— Hidromoscovita

Fig. 1

La explicacién de que el poder epitdxico disminuye al aumentar

la constante die
léctrica del diolvente puede ser debida al efecto de solvatacién de

los iones sumado
al efecto de blogueo parcial de la superficie activa del sustrato por los dipolos de
las moléculas del disolvente.

Atendiendo a los valores de la constante dieléctrica, a partir de soluciones en
acetona y propanol el poder epitdxico debia ser muy similar, pero no obstante, cuando
se emplea acetona como disolvente, el poder orientador del sustrato es considerable-
mente mayor en ambos filosilicatos debido sin duda a su elevada presidén de vapor
(160,5 mm. Hg) frente a la del propanol (14,65 mm. Hg).
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El etilenglicol tiene una constante dieléctrica muy parecida a la del metanol

pero ocurre lo contrario que en el caso anterior, tiene una pensién de vapor tan
baja (0,085 mm. Hg) frente al metanol (87,9 mm. Hg) que necesita muchfsimo tiempo
para su secado.

En la Fig. 2 se puede observar como entre el propanol y el agua, con una pre-
sién de vapor muy ‘similar, existe una gran diferencia en el poder epitdxico. La

mayor constante dieléctrica del agua es responsable de la disminucién del poder
epitdxico del sustrato.

c
o
S
51004
=
s
5
s
s

*fe

Presich de vapor en mm. Hg

Fig. 2

En cuanto al soporte o sustrato se puede observar que la moscovita presenta

una capacidad de orientacién ligeramente superior a la de.la hidromoscovita. La 1
mayor diferencia se presenta en el caso del dimetilsulféxido.

Podria ser explica-— '%
da como debida a

una interaccién ente las moléculas del disolvente con la superficie

del sustrato, lo que llevarfa consigo el bloqueo de los puntos activos de la misma y i

g ; : it
disminucién del poder orientador en relacidn con la moscovita.

La presién de vapor también influye en el tamafio. de los cristales formados so-

bre ambos sustratos, disminuyendo al aumentar la presién de vapor del disolvente.

< ¥ 3 : - |
En resumen, se puede concluir que la influencia del disolvente sobre el creci-

miento epitédxico, en general, y manteniendo constantes los otros factores, es tal que i

el poder epitdxico aumenta con la presién de vapor creciente y constante diel&ctrica :
decreciente.
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