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VIDA DE 1A SOGIEDAD

TERCER CONCURSO DE RESOLUCION DE PROBLEMAS PARA ALUMNOS
DE B.U.P.

Nuestra Sociedad, continuando su labor para fomentar la
afici6én por las Matem&ticas entre los alumnos de Bachillerato,ha

celebrado su III Concurso de Resolucién de Problemas.

Como anunciamos en nuestros boletines anteriores, a es-
te Concurso podfan acudir los alumnos de primero y segundo cur-
so de Bachillerato de nuestro &mbito territorial, presentados

por sus Centros, hasta un mdximo de dos por cada curso.

Las pruebas han tenido lugar en el Instituto "Beatriz
Galindo" de Madrid, a cuya direccibn debemos agradecer una vez
mis la amable cesifn de sus locales, en la mafiana del dia 22de
Junio. Consistieron en la resolucién de cuatro problemas (dis-
tintos para cada curso), cuyos enunciados publicamos en este mis

mo boletin.

El mismo dfa, por la tarde, se celebré la entrega de di
plomas y premios a los ganadores, en el salén de la Real Acade-
mia de Ciencias Exactas, Ffsicas y de la Naturaleza, gue no s6-
lo puso a nuestra disposicifn sus locales, sino que quiso real-
zar el acto con la presencia de su Secretario General, Excmo.
Sr. D. José Marfa Torroja, que presidié la sesibén. En ella pro-
nuncié unas palabras de aliento a todos los participantes el tam
bi&n acad&mico D. Miguel de Guzm&n, y se hizo entrega de los di

plomas a los ganadores, que fueron los siguientes:

PRIMER CURSO DE B.U.P.

1. D. Eusebio Fern&ndez Dominguez, del I.B. de Torrelo
dones (Madrid).

2. DRa. Carmen Casares Antén, del I.B. "Gran Capitén"
(Madrid) .



3. D. José& Luis Rivera Pardo, del I.B. "Cervantes" (Ma-
drid).

4. Dfia. Purificacibn Ortiz Benftez, del I.B. de Las Ro
zas (Madrid).

5, D. Miguel Angel Ab&nades Astudillo, del I.B. "Buero
vallejo" (Guadalajara).

SEGUNDO CURSO DE B.U.P.

1. D. Francisco Jesds Montero de la Pefia, del I.B. "Prin

. *
cipe Felipe"'(Madrid)( ).

2, D. Ignacio Casillas Gonz&lez, del I,B. "Arquitecto
Pedro Gumiel" de Alcali de Henares (Madrid).

3. D. Pedro Antonio Goz&lvez Piera, del I.B. "San Isi-
dro" (Madrid).

4., D. Pablo Ariza Molina, del I.B. "Miguel Servet" (Ma
*
aria) M),
5. D. José Ignacio Giménez Garcia, del I.B. "Arquitec-
to Pedro Gumiel" de Alcaléd de Henares (Madrid).

Los seflalados con (*) fueron premiados también en nues
tro II Concurso, como alumnos de primero.

A todos ellos, nuestra cordial enhorabuena.

Ademis de los diplomas, a los citados alumnos ganadores
les fueron entregados unos lotes de libros escogidos. Debemos
agradecer al Instituto de la Juventud del Ministerio de Cultu-
ra el haber contribuido sustancialmente a costear esos premios,
y también a nuestros socios R. Aguado-Mufioz, E. Rublales y M.
de Guzm&n por la donacién de ejemplares de los libros de que
son autores, con destino a esos lotes.

También debemos agradecer a la Inspeccién de Bachillera
to del Distrito de Madrid su colaboracifn en la difusibn de la
convocatoria, y sobre todo a los Centros que han narticipado en
viando a sus mejores alumnos y a éstos, que se han ofrecido a
competir limpiamente, sacrificando un hermoso sfbado que coinci

dié con la entrada del verano.



ENUNCIADOS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS EN NUESTRO
IITI CONCURSO

PRIMER CURSO DE B.U,P.

PROBLEMA 14

Calcular razonadamente el &ngulo a de la figura:

PROBLEMA 24

El autcbfis n® 1, en el que un estudiante puede llegar de su ca
sa al Instituto, sin transbordos, tarda 2 horas y 1 minuto; en
cualguiera de los autobuses ne 2, n2 3,,.., n? k, se pnuede lle-
gar también al Instituto; sin embargo, el estudiante s6lo puede
tomar el autoblis p transbordando a €l desde otro autobfis n2 p-1.
Las rutas de estos autobuses son tales que el estudiante inver-
tird en el recorrido un tiempo (sin contar el perdido en los trans
bordos) inversamente proporcional al nfmero de autobuses utiliza
dos, y ademis empleari 4 minutos en cada transbordo.

¢Es cierto que puede ir de su casa al Instituto en menos de 40
minutos y 6 segundos?

PROBLEMA 34

¢En cuéntos ceros termina el nmero 251!? Razonarlo,

- 1 -
PROBLEMA 44
gimplificar la expresidn
1 1

e . S
Vx + 2vx=1L Vx - 2vx-1

en la que 1 < x < 2.

SEGUNDO CURSO DE B.U.P.

PROBLEMA 18

Demostrar que si b y ¢ son las medidas de los catetos de un tridn
gulo recténgule y a la de su hipotenusa, siendo a-b # 1y a+
+ b # 1, se cumple que

1oga+b c + loga_b c = 2(loga+b c) (log,_p c)

PROBLEMA 28

Dados un &ngulo agudo de vértice A y un punto P interior a €1,
probar que dea todos los trifingulos ABC, tales que By C estén
uno sobre cada lado del &ngulo y P en el segmento BC,el de &rea
minima es aquel en el que P es el punto medio de CB. iC8mo se
trazarfa el lado CB correspondiente a ese triféngulo de drea mi
nima?

B



PROBLEMA 34

Designado con E[x] la "parte entera" de x, o sea el mayor ente-

ro menor o igual gque x, demostrar que para todo entero m > 3 se
verifica:

EEMm+H J o EFELJ
2(2m-1) 4

PROBLEMA 44
A partir de un &ngulo Ay del primer cuadrante, expresado en gra

dos, se forma la sucesibn Al, A2' A3,... poniendo:

)

Al+60, A3 180-A2, A4 A3+60,

[}
]

AS 180-1-\4, AG A5+60 ’ A7

180 —A6, etc.

A partir de esa sucesibn, se forma otra Sy S, S3ree poniendo,

para to n natural, Sn = sen An.

¢Para qué valores del &ngulo inicial A, es convergente esta Gl-
tima sucesibén? ¢Cudl es el limite,en ese caso?

NOT1CIAS.

- b e o o . o o

Olimpiada Matemitica Internacional

Los dfas 4 y 5 del pasado Julio, tal como estaba previs
to, tuvieron lugar en Joutsa, proximidades de Helsinki, las prue
bas de la 26 Olimpiada Matemdtica Internacional. Participaron
214 alumnos, pertenecientes a 38 paises. A juzgar por las cali
ficaciones, el nivel fué sensiblemente inferior al de afios an-
teriores., Los ganadores individuales fueron: Gera Kos de Hun-
grfa y bDahiel Tataru de Rumanfa, ambosg con la mfxima puntuacién
posible: 42 puntos. Por naciones, la ganadora fué& Rumania, con

201 puntos.

Superados, a @Gltima hora, los problemas econbmicos, acu
did a la O0.M.I. 85, un eguipo espafiol, compuesto por los profe
sores, Ceferino Ruiz (Granada) y Marla Gaspar (Madrid) y los
alumos:

Ricardo Pérez (Barcelona)

4

Pablo Novaes (Madrid)

Ignacio Garijo (Logréfio)

~ Juan Aguaron {Zaragoza)

Las puntuaciones obtenidas por los alumnos fueron, por
orden de citaci®n de: 13, 5, 4 y 3 puntos. Espafia se clasifi-
c8 en el puesto 33, La mayorfa de los equipos constaban de seis
alumnos.



SRS - -

- Se hs celebredo en Bsrcelons, del 25 el 28 de Septiem-
bre de 1985, el Primer Congreso Internacionsl sobre In-
vestigecidn en ls Diddctics de las Cienciss y de lss Me-

- Las pruebss de la fasse de distrito de le Olimpisda Mate- temdticas, orgenizede por le revista Ensefianza de les
Ciencias ¥ los ICE's de las Universidades de Vslencia

métices Espafiols ven a celebrsrse los préximos dias 29 y
30 de Noviembre. Los gsnedores de todos los distritos
competirén en le fese finel, que se celebraré en los pri
meros meses de 1986, sunque no has sido fijada todavis 1:
feche exscta. En el préximo nimero de este Boletin dere-
mos la crénica de lss pruebss mencionsdas.

Olimpiada Matemitica Espafiola

y Auténome de Bsrcelons.

- Ie Sociedad Censris de Profesores de Matemdticas "Isaac
Newton" ha publicedo su progreme de esctividedes pera el
curso que comienze. Ademds de diversos cursillos, anun-
Olimpiada Matem&tica Ibero-Americana cia la celebracidén de sus VII Jornsdss Regionsles, en-
tre el 1 y el 4 de Mayo del sfio prdéximo, en Lsnzarote.
Puede soliciterse informscidérn escribiendo el Apartado
de Correos 329 de La lsguna (Tenerife).

~ BEn la primers quincena de Diciembre tendré lugar, en
Bogotd, la Primers Olimpisds Mstemdtica Ibero-America~
na. Si se superan los habitusles problemes, podré par-
ticiper en ella un equipo espafiol.

- Bl Club Mstemftico "Puig Adam" de Ciuded Real fué cres-

S.E.F.I.
do en el afio 1967, por el Seminerio de Metemfticas del
! Instituto "Juen de Avile" de esa capital. En nuestro
- Se ha celebrado en Madrid del 1g i 85 ST préximo Boletin publiceremos une crénics de las acti~
de 1985 1a Conferencla L p embre vidades de ese Club, que puede conside;arse como un va-
anual del s. e I. (European lioso precursor de nuestrs Socieded.

Society for Engineering Education). Una amplia refe-
rencia de dicho congreso se publicS en el suplemento
de eduacién del diario E1 Pafs del dfa 24 de septiem
bre de 1985.
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RUEGOS A NUESTROS SOCIOS

Se ruega encarecidamente a nuestros socios que:

= Nos comuniquen cualquier cambio de domicilic o cuenta corrien
te, pues nos devuelven con frecuencia boletines o recibos,
con el consiguiente perjuicio para todos.

= Procuren que otros compafieros ingresen en la. Sociedad, para
lo cual inclufmos en cada ndmero del boletfn una hoja de ins
cripcién. El futuro de nuestra Sociedad depende de que man-
tenga un colectivo suficiente de socios.

- loshagan llegar rfpidamente cualquier noticia sobre congre-
sos, conferencias, concursos, etc., cuya difusién entre los
socios estimen interesante, para su inclusién en nuestro bo
letin, antes de que pierdan actualidad.

= Nos envfen artfculos, trabajos, experiencias didacticas,emqg

ciados de problemas o soluciones a los propuestos, para su
publicacién en nuestro boletfn.

= Nos hagan llegar iniciativas o sugerencias de cualquier tipo
sobre posibles actividades de la Sociedad o sobre el conteni
do de su publicacién.

La Junta Directiva agradece a todos su colaboracién y recuer

da que la correspondencia debe dirigirse al Aptdo. 9479 de
28080-Madrid,

¢ v b & W
* ¥ h &
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EVALUACION

Por Julio Fernéndez Biarge
Catedritico de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros Navales

Todas las actividades sociales y particularmente las do
centes-discentes, requiere ser evaluadas si se asplra a mejorar
las, extenderlas o simplemente a comprenderlas mejor. Aqui, no
obstante, nos referiremos exclusivamente a los procesos de e?a-
luacién a gue se somete a los alugnos a lo largo de sus estudios
para comprobar los resultados de su labor personal. Ciertame?te
serfa interesante tratar también de otros procesos de evaluacién
relativos a la labor de los profesores, al rendimiento del sis-
tema educativo, etc., pero ahora gueremos limitarnos a la evalua
cibn de los resultados alcanzados por los alumnos en su discen-

cla.

LA FINALIDAD DE LAS EVALUACIONES

En la sociedad actual, la Ensefianza esti Intimamente 1i
gada a la expedicién de tftulos profesionales y a la atribucibn
de puestos dentro de una sociedad competitiva; de ahi que nece-
site numerosas evaluaciones, que llegan a absorber una parte sus
tancial del trabajo de profesores y alumnos, justamente la més
penosa, a pesar de lo cual, son aceptadas por unos y otros como.
indispensables. Tan habitual se ha hecho que la evalua?ién se i?
tegre en la labor educativa, que con frecuencia se aplica ruti
nariamente, con olvido de los objetivos que debiera perseguir,
Por ello convendrfa reflexionar sobre los fines que se trata de
alcanzar con esag evaluaciones, sobre los medios que pueden em-
plearse y sobre los efectos que cabe esperar de su realizacién.



Para juzgar acerca de la calidad de un determinado sis-
tema de evaluacién hay que comenzar por tener clara la finalidad
perseguida, pero no debe detenerse allf el andlisis; afin en el
caso de que un sistema conduzca al cumplimiento de los objeti-
vos parciales que se hayan presentado como deseables, no puede
juzgarse sin m&s como conveniente; hay que examinar sus costos

-cufintos trabajos y sufrimientos exige- y los efectos de todain
dole que produce.

Las finalidades con que se somete a evaluaciones a los
alumnos son varias:

- Hay una finalidad diagnfstica; se trata de conocer si
el alumno est8 en condiciones de acometer una nueva
etapa de sus estudios o de ejercer una actividad de-
terminada.

- Puede haber una finalidad selectiva; se persigue la
eleccibn, segn criterios establecidos, de los alum-
nos més idéneos, para ocupar unos puestos cuyo nfimero
esté m&s o menos rfgidamente limitado,

- También puede haber una finalidad tutelar; se quiere
ayudar al alumno a conocer su propio nivel de prepara
cibn o la eficacia de su esfuerzo, para gque éste co-
nozca sus posibilidades y pueda mejorar sus métodos
de trabajo,

- De hecho hay una finalidad coactiva; dadas las conse
cuencias que los resultados de la evaluacifn han de
tener para el alumno, se trata de forzarlo a reali-
zar un intenso trabajo orientado hacia unos objeti-
vos prefijados.

- Relacionada con la anterior, puede haber una finali-
dad orientadora; la evaluacibn sefiala al alumno cua-
les son las materias o habilidades a las que debe orien
tar preferentemente su trabajo,.

- 15 -

- Eventualmente puede haber una finalidad 1lGdica; se in
vita al alumno a esforzarse en unas pruebas, persiguien

do simplemente la satisfaccibn de superarles.

10S OBJETOS DE LAS EVALUACIONES

Orientados a algunas de las finalidades anteriores, los
sistemas de evaluacibn pueden diferir sustancialmente en su Ob-
jeto; en un alumno puede evaluarse su nivel de conocimientos en
un Srea determinada, su habilidad en cierta actividad, su labo-

riosidad, su capacidad de razonamiento, su creatividad, etc.

La mayor parte de los fines citados antes s6lo pueden
conseqguirse con pruebas bien equilibradas en lo que se refiere
a sus objetos. La omisién de alguno de los aspectos deseables
de la educaci6bn en los objetos de la evaluacién, hace que ésta
no cumpla debidamente con alguna de las finalidades persegui-
das: el diagnéstico serd incompleto, la seleccibn equivocada,
1a informacién dada al alumno sesgada, la coaccifén mal orienta-
da, la orientacién falsa y quizds se pierdan posibilidades de

goce.

EXPRESTON DEL RESULTADO DE UNA EVALUACION

La calificacién (nfmerica o no) es el resultado de una
evaluacién. Esta calificacién decide, en muchos casos, si el
alumno puede comenzar O proseguir unos estudios o recibir un
tftulo profesional; este efecto es de tal importancia para el
alumno y para la sociedad, que parece natural exigir al siste-
ma de evaluacidn ciertas garantfas, que no se limitan a evitar

la existencia de fraude.

La obtencibn de la calificacidn a través de una evalua-

cibn presenta las caracterfsticas del acto de medir una magni=
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tud fisica (no necesariamente escalar) y debe responder a simi
lares exigencias de objetividad, sensibilidad, reoroducibili-

dad v posibilidad de calibracifn con un patrén; s8lo si un sis

tema de evaluacifn refine estas cualidades en cierto grado, pue
de decirse que evalfia realmente algo; de lo contrario ni siquie
ra merece el nombre de sistema de evaluaci®n, siendo mds bien

un juego de azar para la atribucién de calificaciones. Pero aln
en el caso de presentar en alto grado esas caracteristicas, que
garantizan que se trata de una verdadera evaluaci6n, cqueda to-
davia el problema de saber si lo que se evalfla es exactamente

lo que se deseaba valorar, o sea el problema de la interpreta-
cibén de la calificacién obtenida, fundamental vara no hacer un

uso indebido de las calificaciones que proporciona el sistema,

Para examinar hasta que punto los sistemas de evalua-
cibn satisfacen a las exigencias citadas, nos fijaremos, bpor
ejemplo, en las habituales pruebas te8rico-préicticas realizadas

por escrito; en ellas podemos distinguir tres fases:

I) Se preparan las cuestiones y (mi&s o menos explici-
tamente) las normas de calificacién; quiz&s un sor
teo decide qué temas de los preparados van a ser

propuestos.

II) E1l alumno realiza la prueba en el tiempo disovoni-
ble.

III) Los calificadores examinan su escrito y le asignan

una calificacibn de acuerdo con las normas estable
cidas.

Con técnicas adecuadas es nosible consequir cierto gra
do de objetividad, sensibilidad y reproducibilidad en la fase
ITI), de modco gue un mismo ejercicio escrito recibe la misma ca
lificacién numérica, dentro de unos mérgenes aceptables, con in

dependencia del calificador; pero estd claro que estas cualida-

h .l
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des son mucho mis diffciles de alcanzar en las fases I) v IT);
el mismo alumno, ante un mismo tema, puede tener més éxito un
dfa que otro, y la eleccibn de temas por el tribunal o el re-
sultado del sorteo puede cambiar sustancialmente la califica-
cién que recibird cada alumno; un examen de este tipo puede ore
sentar las deseables cualidades de equidad, imparcialidad y pu
blicidad (gue también tendrfa un sorteo ante notario), pero di
ffcilmente puede cumplir con las finalidades que se supone tie

ne la evaluacifn.

Los inconvenientes sefialados suelen paliarse obtenien-
do la calificacién como promedio de resultados de varias prue-
bas independientes, lo que mejora grandemente la sensibilidad y
la reproducibilidad del sistema, al compensarse estadf{sticamen-
te los efectos de los factores aleatorios gue afectan a las prue
bas individuales. En los ex&menes com@nmente llamados "tests",
con numerosas preguntas cuya puntuacién individual es prictica-
mente binaria (bien o mal) y por tanto con sensibilidad y repro
ducibilidad muy bajas, se consiguen resultados finales signifi-
cativos, precisos y reproducibles, gracias al elevado nmero de
pruebas independientes que intervienen en el cllculo de la cali-

ficacidn global.

Esta pr&ctica es correcta cuando se anlica a pruebas
con el mismo objeto de evaluacién, pero si se aplica a evaluacio
nes de distintos objetos, como es habitual, el aumento de sensi-
bilidad y reproducibilidad se obtiene a costa de vérdida del sig
nificado de la calificacién, ya que en su cdlculo aparecen adi-
ciones de medidas de magnitudes heterogéneas. Incluso el uso in-
discutido de las medias aritméticas apenas tiene fundamento te6-
rico, aparte de la facilidad de su c8lculo; acaso tendrfa justi-
ficacibn si se pudiese aceptar que los efectos del azar sobre las
calificaciones individuales de las distintas oruebas se distri-
bufan normalmente, lo que estd muy lejos de la realidad; vara ca

lificar un conjunto de n pruebas heterogéneas con ountuaciones
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a; (de 0 a 10), en lugar de la media aritmética 1/n fa,, hay ar
gumentos para oreferlr algoritmos tales como V1/n Ia? ! 8

10 - Vl/n z(lO—ai) - En realidad, si las pruebas sonlheteroqé-
neas en cuanto a sus objetos, lo mejor serfa dar la calific%cién
como un vector (a 1r Ayreeny a, ) de un espacio A si las comvo-
nentes de ese vector eran flables, la aptitud para determinada
actividad se podrfa estimar como el valor de cierta aplicacién
(lineal o no) de An en R, para ese vector; la forma lineal = Za
como medida de una aptitud "a secas" (sin especificar para gué)
utilizada con fines muy diversos, es una eleccién arbi;raria de,

esa aplicacibn, gue no tiene més fundamento que la simplificad
de su obtencibn y uso. “

En realidad, la sensibilidad Yy reproduc1b111dad de un
sistema de evaluaci6n puede obtenerse experimentalmente, some-
tiendo a exfmenes presuntamente anélogos a un grupo de alumnos,
repetidas veces, con los debidos medios para moti;arlos a que se
esfuercen en obtener los mejores resultados posibles cada Qez.
Esto permitiria averiguar los intervalos de confianza que cabe
atribuir a las calificaciones obtenidas, estudiar si es posible
expresar €stas en forma vectorial, sin que se pierda la reorodu
cibilidad, y comparar los resultados de dos sistemas difer;nte;.
Tal experiencia es fdcil de llevar a cabo con voluntarios retri
buidos y es lamentable Que no se haga sistemdticamente cada vez
que se establece una nueva prueba de revdlida, acceso o madurez,
antes de someter a ella a una gran parte de la poblacién, hacien
do depender de una décima de sus calificaciones, su acceso a una_
carrera determinada, la obtencién de una beca o el retrasoc de un
ano en los estudios. Es seguro que un tratamiento experimental se
rio proporcionaria, con un costo muy reducido, datos interesateg
para mejorar la reglamentacibn de la prueba y la utilizacién co-
correcta de sus resultados.

No obstante, el conseguir que el sistema de evaluacién
mi
ida realmente algo,no es todo; se necesita asfmismo una "cali-

i’
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pracién": ¢Qué puntuacibn es la minima que debe de exigirse pa
ra el acceso a determinados estudios o a una profesibén determi

nada? ¢Cémo puedén compararse las calificaciones obtenidas por

dos sistemas de evaluacién diferentes? ¢Qué magia posee el nfime
ro 5 para que sea el punto de separacién de afortunados y desa-
fortunados? Y resuelto este problema subsiste aln otro mds diff
cil: ¢Es seguro que nuestro sistema de evaluacién mide realmen
te lo que desedbamos medir? ¢(Todo lo que dese@bamos medir? cQue
dan objetos importantes que debieron ser evaluados y no lo han

sido? Ya hemos hablado antes de c6mo una prueba mal equilibrada
en cuanto a los objetos de sus valoraciones no puede cumplir sa
tisfactoriamente las finalidades pronuestas, a menos gue se ha-
ga un uso muy restrictivo de las calificaciones que oroduce, ade

cuado a sus limitaciones,

EFECTOS DE LAS EVALUACIONES

Al adoptar un sistema de evaluacifn con una finalidad in
mediata determinada, deberfan ser previstos los efectos globa-
les que se derivar&n de su préctica; todos ellos, ya que algu-
nos, que al principio se consideren como secundarios, opueden ser
importantisimos, a la larga, para el sistema educativo. Tratare
mos de analizar a continuacibn los distintos tinos de efectcs

gue produce la implantacién de un sistema de evaluacibn:

a) Produce una calificacibén para cada alumno. Esta suele

ser socialmente muy importante; con ella se decide si un alumno
puede pasar a otro curso, acceder a unos determinados estudios,
obtener un tftulo o disfrutar de una beca. Con frecuencia esa ca
lificacién se expresa con un solo nfimero, entre 0 y 10, cuyas dé
cimas o centésimas pueden ser decisivas en asuntos tan importan
tes como los citados. Parece imorescindible, por tanto, que el
sistema de evaluaci®n esté concebido de manera gue pueda Dropor
cionar en forma fiable las calificaciones justas, con la preci-



sién exigida, y que ello haya sido comprobado experimentalmente.
Esta exigencia es adicional, por supuesto, a la de que las cali-
ficaciones sean imparciales, verificables y exentas de fraudes.
Habria que ver si la calificaci6n numérica es adecuada o se re-
quiere una calificacién vectorial, de varias componentes, que se
combinarén de diferentes maneras segdn la finalidad con que se
vaya a utilizar. Los efectos de unas calificaciones obtenidas con
altos componentes aleatorios, o que ingoren aspectos importantes
de la formacién de los alumnos, con lo que resultan sesgadas, O
simplemente interpretadas errféneamente, como indicadores de una
aptitud distinta de la que realmente muestran, producen injusti
cias sociales y fomentan la falta de confianza en el sistema edu

cativo completo.

b) Coacciona al alumno para que se esfuerce en su prepa-

racién. Los efectos sociales de la calificacién son tan importan
tes para el alumno, que la superacién de la prueba a gue va a ser
sometido pasa a ser el objetivo principal de su trabajo; la cu-

riosidad, la satisfaccifn de conocer, el deseo de prepararse ba-
ra una actividad profesional, se ven sustituidos por la necesi-

dad de alcanzar una calificacién suficiente en la préxima evalua
cibn; esta coaccifbn consigue generalmente que el alumno se esfuer
ce en una medida diffcilmente alcanzable por otros medios, Y és

te es un aspecto positivo de las evaluaciones, que debe ser utili
zado inteligentemente, pero teniendo en cuenta otros efectos que

sefialaremos a continuacién.

c) Induce a una preparacién especifica para la superacibn

de las pruebas. El esfuerzo de esa preparacién sustituye al gue
deberfa dedicarse a la formacibn humana o profesional que consti
tuye el objetivo de la Ensefanza. No s6lo el alumno se siente for
zado a orientar su trabajo a aumentar sus posibilidades de &xi-
to en la evaluacién, sino gque los intereses de los profesores,
centros de ensefianza y vpadres de los alumnos, convergen éen elmis
mo sentido; una vez establecido un sistema de evaluacibn, las ac

tividades docente y discente no siguen las directrices marcadas

das por los que planificaron la ensefianza, ni tienden hacia los
objetivos sefialados por ellos, sino gue se acomodan a las técti
cas gue permiten alcanzar con el minimo esfuerzo el objetivo 1i
mitado de la superacibén de las pruebas. Asf, un sistema de eva-
luacifn que posea excelentes cualidades como dispositivo de me-
dida, puede tener consecuencias nefastas sobre la Ensenanza, si
induce a un tipo de actividad muy diferente del que se desea que
realicen los alumnos para conseguir el tipo de educacién que se
-persigue con ella. En cambio, un sistema de evaluacién mediocre
como instrumento de medida, puede ser beneficioso si impulsa a

los alumnos a desarrollar actividades favorables para su educa-
ciébn.

En cualquier caso, esta reaccién de profesores y alum-
nos para adaptarse a las exigencias de los sistemas de evalua-
ci6n, ponde de manifiesto el profundo error de asimilar éstos a
los instrumentos de medida de magnitudes fisicas; el agua de un
recipiente no tiene interé&s en que las medidas de su temperatu-
ra arrojen resultados altos o bajos, pero un alumno tratard de
forzar el resultado, si conoce de antemano las caracteristicas
de la evaluacifn a que va a ser sometido. Solo una evaluacibn
realizada por sorpresa, con reglas desconocidas por el alumno,
puede presentar similitudes con el proceso de medicién de la fi
sica. En una evaluacibén por sorpresa, una prueba sobre riqueza
de vocabulario puede ser un indicador fiel del provecho que el
alumno ha sacado de sus lecturas y de la cantidad de é&stas, pe-
ro una evaluacién sistem&tica de tal riqueza de vocabulario pue
de inducir al alumno no a leer mis, sino a aprender de memoria
listas de palabras; no s6lo la actividad inducida no es la de-

seada, sino que la prueba pierde su valor diagnéstico.

d) Da al alumno una perspectiva sobre la utilidad rela-
tiva de los distintos temas. El alumno tiende a aceptar que lo

mis interesante es aquello cuyo conocimiento contribuye més a
superar las pruebas. Lo malo es gque esa perspectiva es en muchas

ocasiones totalmente errdnea, ya que los temas y los problemas



se escogen atendiendo a que sean féciles de calificar y se pue-
dan responder en tiempo limitado y sin medios auxiliares. Los

ejercicios habitualmente escogidos para las evaluaciones en Ma
temiticas suelen mostrar a los alumnos perspectivas muy defor-
madas acerca del interés o utilidad de los instrumentos matemd

ticos proporcionados por las teorilas estudiadas.

e) Somete al alumno a un trabajo intenso durante la rea

lizacién de la prueba. La prueba constituye asf una actividad
que puede tener alto valor formativo si estd hibilmente disefia
da y sobre todo si hay oportunidad de comentarla y discutirla
posteriormente. Las explicaciones sobre un problema sobre el que
un alumno ha trabajado intensamente son mucho més provechosas
que las que se refieren a otro que apenas ha merecido antes su

atencién.

f) Perturba otras actividades del alumno. Las evaluacio

nes en una asignatura suelen perturbar el trabajo debido aotras
si falta una buena coordinacién; en evaluaciones importantes pue
den verse perturbadas excesivamente las pr&cticas deportivas, sO

ciales, etc.

g) Absorbe una parte importante de la capacidad de tra-

bajo del profesorado, en una tarea que resulta, en general, pe-
nosa, y va en detrimento de su dedicacién a la docencia directa,

a la tutorfa o a la investigacidn.

h) Puede crear tensiones emocionales en los alumnos, des

favorables para su formaci6n humana y para el buen rendimiento
de la Ensefianza. No deben ahorrarse esfuerzos para quitar a las

pruebas dramatismo, azar o crueldad innecesarios.

i) Puede inducir a intentar el fraude. Cuando el presti

gio de un sistema de evaluacibn es bajo, es frecuente que se in
tenten hacer valer las influencias, la copia ilfcita o la comu-
nicacibn entre compaifieros, e incluso que esas précticas lleguen
a considerarse como normales, lo que redunda en ahondar més atn

el desprestigio de estas pruebas.

j) Permite una evaluacién indirecta del sistema educa-

tivo , aungue normalmente se desaprovecha el material que permi

tirfa llevarla a cabo.

k) Provoca situaciones de descontento en los que se sien

ten defraudados por los resultados de la evaluacifn, que esti-
man injustos. Si se hace frecuente esa situacibn y no se encau-
zan debidamente sus reclamaciones, se socava gravemente el pres-

tigio de la prueba, y con &€l el de la Ensefianza.

No debe implantarse un sistema de evaluaci6n sin hacer
antes un estudio minucioso de los efectos de todo tipo gque vue-
de producir, tratando de potenciar los favorables y evitandc en
lo posible los no deseados. Si es preciso, debe hacerse una expe
riméntacién en regla. En todo caso, deben establecerse controles
para comprcbar que los efectos producides no se apartan desfavo-

rablemente de los previstos.

El andlisis precedente muestra la gran complejidad del
tema y los perniciosos efectos que cabe esperar de un sistema de
evaluacién defectuoso, Nuestras reflexiones deberian servir para
evitar improvisaciones en la reglamentacién de las evaluaciones
que sin duda se incluirdn en la planificacifn de la Enseflanza que
surja de la reforma en curso. Un sistema de pruebas mal concebi-
do puede echar por tierra todos los buenos proofsitos y cuidado-

sos trabajos de los inspiradores de la reforma.

Algunos lectores esperarfan que completésemos este ané-
lisis con la sugerencia de técnicas de evaluacibn que eviten los
indeseables efectos de cuyo peligro hemos advertido. Siento de-
fraudarles; invitamos a todos a trabajar en encontrarlas y mejo-
rarlas. Particularmente, pienso exponer en otro articulo lo gue
me ha ensefiado la experiencia de muchos afios, en el campo, mucho
mis restringido del tratado agui, de las evaluaciones en el &rea

de las Mateméticas.
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EL INFINITO: BREVE RECORRIDO HISTORICO

Por José Fco. Carballido Quesada
Escuela Universitaria de Ingenierfa Técnica Industrial de Madrid

Se da la circunstancia de que en ninguno de los progra-
mas de las asignaturas de Matemfticas gue yo conozco, aparece un
tema dedicado al infinito, pero en cambio, si manejamos habitual
mente dicho concepto con nuestros alumnos. Considero pues, con-
veniente introducir este tema slguiera someramente y para ello
un buen camino puede ser dar una breve sinopsis histfrica de la
evolucién de dicho concepto, lo cual, puede propiciar un poste-
rior diflogo con los alumnos gue resulte esclarecedor.

Como hacer un estudio pormenorizado del infinito sin du
da nos ocuparia tomos, daremos un modelo que va dirigido a mos-
trar la evolucibn desde un infinito que podriamos llamar "geomé
trico" a uno "numérico" y que cada profesor puede aumentar o dis
minuir a tenor del nivel y los conocimientos del grupo de alum-
nos a los cuales vaya dirigido.

En el Antiguo Testamento, el Universo no se concebia
infinito, asi en Job XXVI - 10, leemos: "lLa vasta LLanura de
La Tienna.... Lo mismo que el cielo que La cubre,es de forma
eineulan y estd nodeada pon el agua hasta donde alecanza el cde
Lo", Y en Isafas XL - 22, refiriéndose a Dios: "Estd sentado
en Lo alto sobre el cfaculo de fa Tienra y Los moradores son,
nespecto a 6L, como Langostas".

Juan Schiaparelli lo resume en el siguiente esquema:



Los griegos primitivos consideraban a la tierra con for
ma de plato asf: Tales de Mileto (VII-VI A, de C.) atribufa a

la Tierra la forma de un gran plato oblongo, con los bordes le

vantados. Encima de ella estaba la b6veda de los cielos yel con
junto flotaba como un vacto sobre las aguas. Asimismo se asimi-
laba lo finito con el ser, lo planc y lo perfecto, siendo lo in

finito como el no ser, lo vacio y lo imperfecto.

Solamente Pit&goras (580-500 A, de Cc.) y Platén (428-
347 A. de C.) consideraron la Tierra con forma esférica, si
bien su Gnica razén era la de considerar a la esfera como la
forma m&s perfecta. Ante esta perspectiva no puede sorprender
nos qgue Euclides (450-374) construyera su geometria sobre una
superficie plana e indefinida aventur&ndose a proponer su axio
ma de las paralelas en el que aparece el infinito (geométrico)

como punto de corte de dos lineas paralelas.

Es posteriormente Aristfteles (384-322) cuando al ob-
servar que la sombra de la Tierra en los eclipses de luna es
"redonda" proporcioné un argumento convincente sobre la esfe-

ricidad de la Tierra.
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Sin duda se puede considerar a Arist6teles como un "fi-
nitista", distingue entre el infinito potencial (estd siendo pe
ro no es) y el actual (es algo enteramente dado) y sblo conside
ra el potencial, asi por ejemplo cuando considera que dado unng
mero natural n por grande que sea, siempre se le puede agregar
una unidad, n+l, al asf formado se le puede agregar otra unidad
(n+l) +1 y asf "ad infinitum", o cuando argumenta que la colec-
cidén de puntos de una lfnea y su divisibilidad es potencialmen-
te infinita.

Esta idea de "infinito matem&tico" que se estaba forman
do motivé en seguida un estudio més profundo y asf podemos des-
tacar como el resultado mis importante el llamado "metodo exhaus
tivo", al parecer propuesto ya por Anfitén, y segfin el cual po-
driamos calcular un drea dada, la de un circulo por ejemplo, ins
cribiendo en &1 un polfgono de 4rea conocida y posteriormente
inscribiendo otros polfgonos en las zonas sobrantes. Anfitén,
consideraba que existirfa un nfimero finito de pasos hasta lle-
gar al resultado. Dicho m&todo fue generalizado por Eudoxo de
Conido (408-255), gque lo aplicé a sb6lidos y reconoci8 que habrfa
un nimero infinito de pasos para llegar al resultado.

La geometrfa euclidiana tuvo una gran influencia a lo
largo del tiempo y asi encontramos como los maestros pintores
del Renacimiento la aprovechan cuando intentan plasmar en su
lienzo bidimensional una escena tridimensional teniendo en cuen
ta por tanto la perspectiva y para ello hacen converger, en el
cuadro, las lineas paralelas a pun punto imaginario del infini
to.

Estos problemas de la visién con gue se encontraron los
pintores motivaron que los matemdticos se ocuparan de ellos, dan
do asf! origen a la Geometrfa Proyectiva, siendo uno de sus teo
remas m&s caracterfsticos el de Desargues (1593-1661): el cual
afirma que la prolongacién de los lados hom8logos de dos tridn
gulos limitados por lfneas concurrentes se cortan en una misra
recta,



La pregunta surge cuando decimos: ¢Qué ocurre en el
caso en que los lados sean paralelos? Desargues contest8 invo-
cando la convencifn matem8tica de que las lIneas paralelas de
cualquier serie tienen un punto en comfin, el cual estd en el
infinito y es por tanto distinto de los usuales que estén co-
locados de forma finita en las lineas de la geometrfa euclidea.
Ademds en geometrfia proyectiva se hace el convenio de que todos
los puntos de interseccifn de los diferentes conjuntos de rec-
tas de un plano dado, se encuentran sobre una recta denominada

la recta del infinito.

Casi simult&neamente naci6 otra forma de geometrfa mis
idealizada, en cuanto a la observacifn real, en la que si exis
tfa el paralelismo y existfan leyes numéricas y algebraicas pa
ra calcularlo; naturalmente me estoy refiriendo a la geometria
de Descartes (1596-1650) o analftica en la gue a cada punto le
corresponde un fnico par de n@meros reales (coordenadas) quedan
do asi desplazado el infinito. Sin embargo, hace amplio uso del
infinito cuando intenta probar la existencia de Dios, aunque

cuando se refiere a la extensién del mundo dice que es "indefji-
nida", si bien, queda la duda de si se refiere a que es indefj-

nida por que no sabemos asignar sus lfmites o por que es infin
ta.

i
Pascal contempor&neo de Desargues y Descartes (1623-
1662) comenz6 trabajando en la 1fnea de desarques y de la geo-
metrfa proyectiva, pero posteriormente concentr$ su atencién en
el gran "monstruo" que nacfa: El1 C§lculo Infinitesimal, y asf
comienza a abandonar la idea del infinito como un ente geométri
Co para irlo asimilando a un concepto numérico. Leemos en sus
Obras: "AsZ cuando yo consideno el didmetno de un semiclrculo
dividido en un ndmeno infinito de pantes iLguales en Los puntos
Z, porn Lo cual serdn conocidas Las ondenadas IM, no tengo nin-
guna digicultad en usar La expresidn suma de ondenadas que pa-
nece no sen geométrica a €4tos que no entienden La doctrina de
Los indivisdibles y que se {maginan que es pecar contra fLa Geo-

metria cuando se expresa un planc pon un ndmeno infinito de L
neas, ya que por elflo no se entiende otha cosa sino fa suma de
un ndmero inginito de rectdngulos hechos con cada una de Las pe
queiias porciones Lguales de didmetno, con Lo que La suma es
cientamente un plano que no difiere del espacdo del semiclrcu-
Lo més que en una cantidad menon que ninguna dada",




En Leibniz (1646-1716) la idea de infinito tiene un in-
dudable arraigo y asi afirma: "VYo no digo como se me imputa,
que Dics no pueda dan LEimites a ta extensdibn de La maternia; mds
parece que no Lo quiere y que ha considenado mejon el no ddrse-
fLcs" (Carta de Leibniz a Clarke) y en su teorfa matemdtica tam-
bién aparece por doquier dividiendo en una infinidad de partes

cosas que ya "parecen" indivisibles.

Para Gauss (1777-1858) en cambio el infinito es s6lo un

modo de hablar.

Con la geometrfa riemaniana la idea del "infinito geo-
métrico" como punto de corte de dos lineas rectas quedd en en-
tredicho ya que sobre una superficie esfArica, dos lineas (cir
cunferencias maximas) son de longitud finita (2Xr) y se cortan
en puntos finitos. Alguien que utiliz6 eficazmente este tipo de
geometria fue Einstein al elaborar su teorfa de la relatividad.
Podemos afirmar que Einstein fue un perseguidor del infinito,
asf{ en la imagen gue se tenlfa del Cosmos sobre todo en la épo-
ca renacentista se consideraba un espacio infinito y consecuen
temente un nmero infinito de estrellas, pero si existiese tal
nGmero infinito de estrellas la masa de todas seria infinita y
entonces la fuerza de atraccidn comunicarfa a cada estrella una
velocidad infinita, lo cual, obviamente no es cirto. ¢Qué puede
deducirse? Que hay un nfimero finito de estrellas en un espacio
infinito. Pero tampocc esta solucibn es satisfactoria, puesto
que segfin la teoria de la relatividad una estrella que estuvie
ra alejada infinitamente de todas las demds se encontrarfa en
la misma situacién que si estuviera sola en el Universo y care-=
cerfa por tanto de masa, lo que es contradictorio con las ecua-
ciones del campo, mediante las cuales un cuerpo, afin en el in-
finito, posee masa. La solucién la d4i6 Einstein negando la in-

finitud del Universo.

Cantor (1845-1918) abrif las puertas a la moderna teo-

rfa del infinito. Definié la cardinalidad entre dos conjuntos
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como la posibilidad de construir una aplicacifn uno-uno entre
ellos, demostrando asi gque hay tantos nmeros pares como natu-
rales y poniendo en entredicho el principio filosé6fico de que
el todo es distinto de la parte. Ademfs descubrifé que esta can
tidad era estrictamente menor que la que reflejaba los n@meros
del intervalo (0,1) con lo que se abri6 la posibilidad de con-
siderar diversos 6rdenes de infinitud.

No faltaron algunas reacciones airadas como la de Hermi
te que con una visién platonista reprochaba a Cantor que creara
los objetos en lugar de descubrirlos y consideraba una impiedad

querer penetrar llanamente en un dominio que s6lo Dios puede abar
car.

A pesar de todo esto tom8 cada vez mds fuerza la idea
del infinito numérico, lo que fué respaldado sin duda por la de
finicibn de limite y asi leemos en Bertrand Russell (1872-1970):
"La integral definddad nc es una suma de elementcs de un contd-
nue, aunque exdsten tales elementos; por ejemple, La LengdZud
de una curva tal ceme se obtiene poa L{nteghacdibn, nc es una su
ma de puntos sinc estadcta y solamente el Limite de Las Longi-
tudes de polLigenos inscnditos. EL dnicce senfdide que se puede dau
a La suma de Los puntos de £a curva es La clase Légdca a La que
todos pentenecen, es decdn, La curva misma, no su Longdtud. To
das Las Longltudes son magnitudes de divisdibifidad de trechos
Yy todos Los trechos consisten en un ndmenc ingdinitce de puntes;

y dos trechos cualesquiena £Amitados tdienen una nrazbn findta en
the 44",

Pienso que un buen final puede ser la frase gue Hilbert
pronuncib en 1921: " [EL Anfindito. Ningdn otro problema ha con-
movdido tan phofundamente al espirnitu del hombrel".
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PUNTOS RACIONALES EN CURVAS ALGEBRAICAS

Por Isabel Alvaro
(E.U.I.T.I. de la Universidad Politécnica de Madrid)

De lo gque se trata aquf es de dar una visién relajada
de esta bhella rama de las Matem&ticas, a la vez clésica y ac-
tual, que trata de las soluciones racionales de curvas algebrai
cas, es decir, de leos puntos del plano (x,y) con X,y € Q que—
verifican una ecuacién algebraica dada F(X,Y) = La,. Xin

=0’

Cuando la curva es una recta y = mx+n, m,n € 0 no exis
te problema alguno; para cada x € Q se obtiene el corresoomﬁé;
te y € Q0 para formar el punto racional (x,y). -

Para una c¢énica, dado un punto racional O de la cénica
todos los demds puntos racionales se pueden obtener a partir d;
él: B8se toma una recta fija r que no pase por O, enton;es para
cada punto racional de r,la recta que une este punto con O de-
termina un punto racional en la cénica. Por ejemplo, en x2+Y2=

= 1,85 la proyeccién estereogré&fica:

Q - 0 X @

[ (o,
' *{‘mp) .
2
() 0, ve — (2, 53
U g PRI = (X,Vy)
5+ £+l o

Queda claro que si t es racional, x,y también lo son.
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UNA VISION DE LA FOTOGRAFIA CON OPTICA MATEMATICA

Por Joaquin G6mez Rey
I.B. Mixto de Aranjuez (Madrid)

La palabra fotograffa significa escribir con luz. Una
buena instant&nea es agquella que se ha obtenido impresionando
la pelfcula con la cantidad de luz precisa.

Hoy dfa, con las modernas c8maras autométicas nos es
dado casi todo, y se obtienen buenos resultados en general; sin
embargo en condiciones particulares, que suelen ser las mis atrac

tivas, los resultados son cuestilonables.

Se hace preciso el uso del control manual de la c&ma-
ra, y para ello hay que utilizar algunos conceptos matem&ticos;
el conocimiento de las relaciones e identidades entre las varia

bles, contribuye a mejorar la técnica fotogrédfica.

Las cuatro variables bdsicas que maneja el fotbgrafo
son: diafragma del objetivo, velocidad de obturacién, sensibi-

lidad de la pelfcula y cantidad de luz.

Las tres primeras variables diafragma, velocidad y sen
cibilidad son internas, controlables por el fot8grafo. Si bien
las dos primeras son mds flexibles, mientras que la Gltima per-
maneceri constante, sl no cambiamos de pelicula.

Sus escalas de medidas son términos de una progresién
finita, y la distanciaentre dos términos se mide en puntoes
(stops) .

La variable que resta, la mé&s importante, es la canti-
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La suma ® de puntos se define como sigue: consideremos
la cdbica no singular Y2==X3 - X , y sean P y Q dos puntos de
ella. La recta que pasa por P y Q corta a la curva en R= (x,y),
entonces se define P ® Q = T donde T = (x,-y) como se indica en
la figura.

Por ejemplo, (~1,0) & (0,0) = (1,0).

Vamos a ver quién es el elemento neutro: tomemos P =
(x,y) un punto de la curva y consideremos Q= (x,-y), la rec-

ta que une estos dos puntos, que es una recta vertical, tiene

que cortar a la curva en otro punto, pero este punto no esté en
el plano; a este punto, que introducimos directamente, lo lla-
mamos del infinito y lo denotaremos por O. La definicién de su
ma muestra que O es el elemento neutro y que (X,y) y (x,-y) son
opuestos el uno del otro.

El dibujo que se presenta en la pégina siguiente puede
ayudar a intuir el comentario anterior, [4].

Se pueden conocer las coordenadas del punto suma en fun
c16n de las de los sumandos. Si,

Py o= (x9,¥1) P, = (xz,yz), Py = (x3,y3), Py = P, ® P,

entonces,
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— e e e e a
e e = = S e e e

AT S OSSS

Si x; = X, 8sto no tiene sentido. En este caso,si P =
= (x,y) se calcula 2P con la férmula
3x2 +a)2
2y

= = +
X4 2% (
Entonces e

bica co
formal del teorema de Mordell es:

Teorema de Mordell:
de una cfibica no singular esun grupo abeliano finitamente

1 conjunto de los puntos racionales de la c@

n esta operacibn & es un grupo abeliano y el enunciado

"El grupo de los puntos racionales
generado”.

| B
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EJEMPLOS

1.- Y2 = X3 - X (la curva dibujada)

Utilizando un teorema de Naguell-Lutz, los puntos
racionales de orden finito, es decir, los P tales que P& P ®...
...®P =0 en Y = X5+-aX+ b . son los (x,y), donde:

1) x,y son enteros, y

2) y=0 (puntos de orden 2) o yz/D, donde D =—4a3—

' —27b2 es el discriminante de f(X) = X3 +aX +b.

I !/// En este caso para y = 0 los x € Z tales que 0=
N = x(x-1) (x+l) son x=0, x=1, x=-1, luego tie
) \\\\ ne tres puntos racionales de orden 2: (0.0),

(1,0), (-1,0).

Por otra parte D = 4 luego si hay m&s puntos (x,y)
de orden finito debe tenerse yz/D, es decir, y = *1, =*2, *4,
tal gue existe algin x € 2 solucién de la ecuacién y2 =x3 -X.
Veamos: para y = :1, la ecuacién x3 =X =1 =0 no tiene solu-
ciones enteras. Para y = *2, la ecuacidn x3 -x-4 = 0 no tiene
soluciones enteras. Como para y = :4 pasa lo mismo, los puntos
de orden finito son: O, (0.0), (1,0), (-1,0), todos de orden
2, luego es el grupo de Klein. Puede probarse gue no hay més

(5]

2.- Cfibica de Fermat. X3 + Y3 =1

Existe una correspondencia entre los puntos racio
2 3

nales de esta curva y los de Y° = X~ - 432.
X+ ¥ -0 — 5 (¥? - %3+ 432
X 1+
(x,y) —— (12 5 36 T:¥)
e} —_s (12,36)
(0,1) —_— = 0
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i i estu-
Luego, estudiar los puntos racionales de l1la una equivale a

diar los de la otra.

, 3 : o=
Para y = 0, la ecuacibén x~ = 432 no tiene soluci

nes enteras, luego no hay puntos de orden 2.

Por otra parte, D = —273.28 luego los pgntos racio-
=233, i=0, 1,
nales de orden finito, scn los (x,y) donde y = 7 ,
2,3, 4; 3=0, 1, 2, 3, 4. Comprobaré algtn valor:
! ’ ’

para y = 2, no hay x € Z tal que x3 - 432 =4,3es de-
cir tal que x3 - 436. pPara y = 36, x = 12 verifica que 127 -432 =
= (i36)2, luego (12,36) vy (12,-36) son pgntosBde la curva. Para
los dem&s no hay soluciones enteras de y° = x~ - 432, Juego l?f
puntos racionales de orden finito son: (12,36), (12,-36) y O,
que forman el grupo con tres elementos Z/(3). De hecho é&stos son

todos, pues el teorema de Fermat es cierto para n = 3 [2].

s - y2 - x3-7x+10. (Ex. IV.4.18, pag. 340 de [3])

Utilizando el teorema de Naguell-Lutz se ve queé no
tiene puntos de orden finito. Sin embargo, los puntos con CoOOr-
denadas enteras (1,2) y (2,2) estén en la curva {(no todos lo?
puntos con coordenadas enteras son de orden finito; lo qued51
se sabe es gque hay un nGmero finito de puntos con coordenadas
enteras de acuerdo con un teorema de Siegel). A partir de es-
tos dos y usando un ordenador como se sugiere en [3] he encon-

ras:
trado los siguientes 26 puntos con coordenadas ente

(1,2), (1,-2), (2,2), (2,-2), (=3,2), (=3,-2), (3,4), (3,-4)
(13,46), (13,-46), (5,10), (5,-10), (31,172), (31,-172),
(-1,-4), (-1,4), (9,-26), (9,26), (=2,-4), (-2,4),

(41,262), (41,-262), (302,-5248), (302,5248),

(67,548), (67,-548)
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Todas las dem8s combinaciones que he intentado dan pun-

tos con cocrdenadas racionales, es decir, el ordenador da nfime-

ros decimales, por ejemplo,

(-3,2) ® (2,-2) = [4 ?;1_4_)
\25 " 125

Obsérvese que esta curva tiene infinitos puntos racio-
nales porque, por ejemplo, al no ser (1,2) de orden finito, los

puntos (1,2) ® ... ® (1,2) son siempre distintos.

En [3] se pregunta, y yo no s& la respuesta, si todos

los puntos racionales pueden obtenerse a partir de (1,2) y (2,2)

N4

\(3"") =(-3.2) @ (1.2)

Para curvas no singulares de grado mayor que 3, Fal-
tings ha demostrado recientemente, que s6lo hay un nfimero fini
to de puntos racionales, resultando conjeturado por Mordell.
En particular, las ecuaciones de Fermat X"+ ¥ = 1, s6lo tie
ne un nfimero finito de soluciones.
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TEOREMAS DE PAPPUS-GULDIN (VIA GEOMETRIA SINTETICA)

Por E. Roanes Lozano

Pappus de Alejandrfa, el iltimo gran gebmetra griego,
escribié hacia el ano 320 una obra de gran importancia titula-
da Cofeccedib6n. En el libro VII de la Coleccibé6n de Pappus apare-
cen por vez primera los dos teoremas siguientes gue, en opinién
del prestigioso historiador de la Matemitica Carl C. Boyer, pue

den ser considerados como los teoremas de c8lculo més generales
de la antigiedad:

"E? d-ca de La supenficdie generada per La nevolucdén
de una cusva, alurededen de una recta gue ne ceuta afa
cutva, e¢8 {(gual al preducte de fa fongdtud de La cun-
va pen Lla distancda recenndida por el centro de grave-
dad de fa cunva durante {a revolucLbn".

"S{ La nregdibn del planc rcdeada per una curva cetrada
gira alrededor de una necta def plano que ne athravie-
sa a La curva, el velumen del cuetpe de rnevclucdén ge
nenado es igual af producte def dnea de dicha 1egibn
porn La distancia reconnida durante La nevolucién pen
el centro de ghravedad de €a negibn".

Estos teoremas fueron redescubiertos por un francés
del siglo XVII, Paul Guldin, por lo que usualmente son conoci-
dos como teonemas de Guldin.

Su demostracién habitual se basa en técnicas de integra
cién mltiple, pero su aplicacibn es tan sencilla que permite uti
lizarlos en Geometria Elemental para obtener, mediante elegantes



ejercicios de creatividad, resultados que, probados de otro mo-

do, regueririan demostraciones mucho més laboriosas.

Ello me ha inducido a intentar obtener demostraciones
elementales de estos dos teoremas, utilizando finicamente técni-
cas de Geometrfa Sintética. Naturalmente habremos de suponer gue
la curva generatriz admite centro de simetria, para poder pres-
cindir de la integraci6én (en la determinacién del centro de gra

vedad) .

0. CONSIDERRCIONES PREVIAS

Trabajaremos en el espacio euclideo de tres dimensiones
en gue se supone Gefinida la distancia (y en consecuencia la lon

gitud de segmentos) en la forma habitual.

Designarencs por Rev (F,e) a la figura de revolucién ge
nerada por rotacisn de la figura plana F, alrededor del eje e,

que definimos del rmodo usual: ef punto V pentencce a Rev (F,el,

suss. (AL, y sILe J 7' exdiste un punto X, penteneciente a F (f4igu
na 0.11, taf que Y pexfenezca afl planc perpendicular al efje ¢
pern X y bea distiv,e = destix,el.

Expresarencs prevemente la
condicién de gue la figura genera-
triz F admita el punto O por centro

de simetrfa, diciendo gque F es 0-a4

r
métrnica. Esto es, diremos gue F es !
O-simétrica syss. se verifica: Y _
sO(F) = F, siendo sy la simetria ) __,_,-/

de centro O.

Representaremos por ar.Rel

Srea de la superficie kR ¥ DOT vol.K Figura 0.1

al volumen del cuerpc X.

---.-.......IIIlIIIIIIIIIII!
.

il
PRIMER TEOREMA DE GULDIN PARA POLIGONALES SIMPLES

C P P Da
omenzaremos robando el rimer teorema de Guldin
ra

el caso i
en que la figura generatriz sea una poligonal simple

determlnan gque una pollgonal s5eda Ssir plE s prerex ble ostra
] 1 m r

les ] i i a
caminos pollgonales slmples, como los de las fiquras 1.1
- - y

1.2, junto
. 3j a i
otros no simples (gue pasen sobre si mismo), como
14

los de las fi
iguras 1.3, 1.4 y 1.5, para que ellos elaboren lade

finicién de poligonal simple (abierta o cerrada)

A A7

EEEEEE_L;i Figura 1.2

. ~—> o
/l \' -,
Figura 1.3 Figura 1.4

Figura 1.5

a . )
la longitud de la poligonal simple P (suma de las lon

gitudes de sus lados) la designaremos: long(P)



1.

semiplano de bonde La necta e.

- 44 -

1. Teorema

nat simple 0-simétnica contendida en un

Sea P una polige
Entonces 4e vealficas

— e
tar-Rev(P,e) = long(P) -« 27 . dist(0,e)

L_______F_____________________g_____*__

ngoatnacién.—
sus lados pueden de

Por ser O-simétrica la poligonal P,
signarse en la forma Ll""’ Ln’ Li,..., Lé, donde
[—— . i =
Li = sO(Li) H i 1,.., D

irse tanto si la poligonal es cerrada

Ello puede consegu
punto inte-

como si es abierta,
pbastarfa descomponer dich

L]
como Ll Yy Ll
pertenece a la poli-
pero el tratamien

ya gue si O fuera
o lado en dos la

en la figura

(figura 1.6),
rior de un lado de P,

dos consecutivos de extremo com@n O,

1.7. (No es difficil razonar Jue el punto O

e O-simétrica P syss. P es abierta,

gonal simpl
{a del problema en estudio,

to de esta cuestibén nos separar
e se sugiere como un buen ej

por

lo gqu ercicio) .

Figura 1.7

Figura 1.6

uno de estos pares de lados simé

Consideremcs pues:
ados del par €S el segmen

Li. si uno de los dos 1

tricos, Li b4
to BB y designa
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mos s =A' -
O(A) Al y SO(B) =B', entonces A'B' seré el otro 1
par considerado, siendo obviamente ado del

long (ATB") = long (AB) (1
.1

Si, de acuerdo con la figura 1.8, .

. A
designamos: h\\\\
4 ‘

d = dist(0,e) .
dA = dist (A,e); dB = dist (B'e) ' I{:' gl b
d. ,= di . : ¢ \\\\&
A dist(A',e); dB'= dist(B',E) i ¥ A
I 3

e“to“CES, por la propledad de la
sulta:

d = -
A + dAu 2d = dB + dB' (1.2)

Y por otra par tel es claro que siempre pCdeI(lOS suponer,

d <
a 2 9% (1.3)

EIllpeCellOS pOr Calcular la suma de las éreas de las su-
perflCles de IeVOlUCIéll Rev (AB e) Y Rev(A'B e), considerando
( 2 ( 2 )
Separadamente los tres casos pOSlbles SlgUleIlteS

i) AB //e; ii) AB _L e;

iii) e #BB f e

i) Si AB es paralelo al eje (caso de

la figura 1.9) entonces ambas su-
perficies de revolucibén son cilin
dricas, luego, -

ar-Rev(AB,e) + ar-Rev(A'B',e) = '“""‘“ﬂl?
-— TR I’
= 2n-dA-long(AB) +2n-d,, long(A'B') = [ X [N Ix
= 2m.a- I:long(PTB_) +long(W)—l N

donde la Gltima igualdad sigue de Figura 1.9

(1.1) y de (1.2).



ii) Si AB es perpendicular al eje

(caso de la figura 1.10), en-

tonces ambas superficies de re

volucibén son coronas circula- - iz

- SES
res, luego iy -t
ar-Rev (AB,e) + ar-Rev(A'B',e) =
2 .2
= (v a- nad) + (- dg, - 7ég)
= “EdBJ'dA) (dgdy) * (g +dpe) (dA‘_dB')] = Figura 1.10
B anBdA) long (AB) + (dA‘+dB‘) long (A'B')]:
I i 5T
= 2 nd‘Llong(AB) + long(A'B )]

i .1 la 41-
donde la penGltima igualdad sigue de (1.3) y (1.1} y
tima de (1.2).

ii1) Si ZB no es paralelo ni perpendi

cular al eje (caso de la figura

. P M
1.11), entonces ambas superficies _{/._ e SN
de revolucién son troconcbnicas, {_/._ o \s
Juego " ¥

=it

S AR

ar-Rev(AB,e) + ar-Rev(R'B',e) = /'_'_/”-
Om B
__ dp+dg . :
= 2 7 long (AB) 5
dAl+ dBu

+ 2ﬂlong(A'B') 5

Figura 1.11

= 2nd[long (RB) +long(A'B' )]

donde la Gltima igualdad sigue de (1.2).

ues al mis
En los tres casos considerados se ha llegado p S

mo resultado:

) +1lon (L'.)]
ar-Rev(L..,e) +ar-Rev(L'i,e) = Zﬂd[long(Ll) g(L;
1
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Por tanto, puesto que Rev(P,e) puede descomponerse en
las 2n superficies de revolucién

Rev(Li,e) : Rev(L:'.L,e); i=1,...

resulta:

oo
ar-Rev(P,e) = § lar+Rev (L, ,e + ar'ReV(Li,e)] B

-

n N N
"L 2”d[l°“g‘1‘1) +1°“9‘L'i)] =274 ] long(L,) + ] lonqlLy)-
i=1 Li:l L D)

= 2nd - long(P)

2. PRIMER TEOREMA DE GULDIN PARA CURVAS SIMPLES

Se trata ahora de extender a curvas el resultado que
acaba de ser demostrado para poligonales, para lo cual espreci-
so comenzar definiendo apropiadamente los conceptos de curva y
su rectificacibn. La elaboracién de ambos concentos va a desa-
rrollarse, como se indicard a continuacién, a vartir de los con

ceptos de poligonal orientada y de aplicacién contractiva.

La orientacién de una poligonal simple, esto es, la de-
terminacién de un orden total en el conjunto de todos sus puntos,
es una cuestifn elemental que puede dejarse al cuidado de los alumos,

pero haciendo notar que, si la poligonal orientada es abierta, en

tonces posee primer y (ltimo punto (AO y Ag en la figura 2.1), y si

es cerrada, posee primer punto (A0 en la figura 2.2), pero no Gltimo.

Figura 2.1 Figura 2.2
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2.1. Definicifn

Siendo X e Y dos puntos de una poligonal simple orienta
da Q (X anterior a Y), llamaremos distancia de X a Y sobre Q, a
la longitud de la subpoligonal orientada (abierta) de Q, de pri-

mer punto X y Qltimo ¥ (figura 2.3), qgue designaremos distQ(X,Y).

Figura 2.3

2.2, Definicién

si £:Q - C es una aplicacién de una voligonal simple
orientada Q sobre una figura C, tal que para cualesguiera pun-

tos X,Y € Q (X anterior a Y) se verifique
dist (£(X), £(Y)) < distQ(x,Y)
(donde la distancia a la izquierda del signo < es la euclidea),

entonces diremos que f es Q-contractiva.

2.3. Definicibn

Si Q es una poligonal simple orientada y f:0 + C es una
aplicacibn biyectiva y Q-contractiva, entonces diremos que la fi
gura C con la orientacién inducida por f es una cuava simple. S1i
la poligonal simple Q es abierta (respectivamente cerrada), en-
tonces diremos que la curva simple C es abierta (respectivamente
cerrada), como se visualiza en la figura 2.4 (respectivamente fi

gura 2.5).
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N X oA
=5 B N S .
Wi N g AN
Figura 2.4 Figura 2.5
Conseccuencias.- Las poligonales simples orientadas, abier-

tas o cerradas, son curvas simples (basta considerar la aplicacién idén
tica, que obviamente es contractiva). Los arcos orientados de cir
cunferencia también son curvas simples (basta considerar la apli
cacién f sugerida en la figura 2,6 y tener en cuenta gque, para

arcos menores gue un cuadrante, el arco es menor que su tangente) .

(SN

/|
¢/ |
N\ . ';:Q

Figura 2.6

Nota.- Es fdcil observar que nuestra definicibn de cur
va simple es caso particular de la definicibn clésica de curva—
de Jordan, teniendo, por tanto, todas las propiedades de éstas,
pero el tratamiento de estas cuestiones no es elemental ni bre-
ve, por lo que podemos conformarnos con justificar a los alum-
nos la imposibilidad de gue una curva simple pase sobre s{ mis-
ma (figura 2.7), o acabe sobre ella misma (figura 2.8}.

(7

i
f,/.__\

!
- ¥

Figura 2.7 Figura 2.8
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2.4. Definicién
La poligonal simple orientada P se dice inscnita en la
curva simple C (figura 2.9), si se verifican: ’
a) cada vértice de P pertenece e ‘
a C. /ﬁa )
N ~ / .\ 2 :
b) Los 6rdenes inducidos sobre N/ e o
el conjunto de vértices de
P, por las orientaciones de piqura 2.9
P y C, coinciden. —————
Nota.- La condicibén b) de la definicibn anterior no es
. ' i .10,
supérflua, como se comprende con solo observar la figura 2
._/ -_H\
Figura 2,10
2.5. Definicibn
Llamaremos Longitud de fa curva simple O-Simétricadc,
itudes
y la representaremos por long(C), al supremo de las longit it h
de las poligonales simples O-simétricas orientadas inscrita
c¢. Es decir, ’

long(C) = sup {long(P): P e P(c,00} (*)

= tri
donde P(C,0) es el conjunto de las poligonales simplgs O-simétri

cas orientadas inscritas en c.

Nota.- Observemos que el conjunto P(c,0) es no vacio,

ya ue pOr e 'emplo, el segmento Orientado cu rigen hae
’
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mo son dos puntos O-simétricos de C (en el orden apropiado) per
tenece a P(C,0). Ademis, de acuerdo con la definicién 2.3, vara
cada P € P(C,0), habr8 de ser long(P) < long(0). Estas observa-
ciones permiten asegurar la existencia de supremo en el conjun-
to (*) y, en consecuencia, la consistencia de la definicién an-
terior.

2.6, Definicibn ;

Sea C una curva simple .
O-simétrica, abierta o cerrada, e _ N0
contenida en un semiplano de bor (\
de la recta e. Llamaremos dxrea
de La supenficie de nevolucibn
Rev(C,e) al supremo de las &reas
de las superficies de revolu-

cién Rev(P,e), cuando P recorre

Figura 2.11
P(C,0), es decir (figura 2.11):

ar-Rev(C,e) = sup {ar:Rev(P,e): P &€ P(C,0)}

Nota.- Si C estf contenida en el semiplano S de borde e
y BB es un lado de la poligonal P, perteneciente a P(C,0), enton
ces A,B € S, luego AB € 8, por ser S figura convexa, Reiterando
el razonamiento para cada lado de P, resultarf: P cC S.

2.7. Teorema

Sea C una curva simple O-simétnica contenida en un semi
plano de borde £a necta e. Entonces se verifdica:

ar.Rev(C,e) = long(C) * 27 «dist(0,e)




Demosthacibn.-

ar-Rev(C,e) == sup {ar.Rev(P,e): P E€P(C,0)} —
2,6 I

== sup {2 7d long(P): P € P(C,0)} =

= 2-d sup {long(P): P € P(C,0)} == 2 1d long(C)
2,5

2.8. Corolario

Si C y C' son dos curvas simples O-simétricas de longi

tudes iguales, contenidas en un semiplano de borde de la recta

e, entonces,

ar+Rev(C,e) = ar-rev(C',e)

3. SEGUNDO TEOREMA DE GULDIN PARA POLIGONOS SIMPLES

Vamos ahora a estudiar el segundo teorema de Guldin en
el caso en gque la figura generatriz sea un poligono simple (es-

to es, un poligono fuertemente conexo de orden de conexifn uno,

i 1i
o, en otras palabras, un poligono cuyo borde sea una fnica poli

gonal simple cerrada). Para abreviar a los alumnos el concepto
de poligono simple, basta indicar que se trata de voligonos co-
mo el de la figura 3.1, y no como los de las figuras 3.2, 3.3 &
3.4.

Figura 3.1 Figura 3.2 Figura 3.3 Figura 3.4

¥ camencemos calculando v. +v'

do sucesivos casos de crec1ente generalidad,
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3.1. Teorema

Sea P un poligone simple O-siméinico contendido en un se

miplanc de borde fa recta e. Entonces se verdfica:

vol-Rev(P,e) = 2 mdist(0,e) rar-p

Dem04t@ac{6n.—

Por ser P un polfgono O-simétrico, admitir& una triangu
lacién (descomposicién en tri&ngulos): T

17 Tpe Tl T2,
para la cual se verifiquen:

a) Ti = so(Ti): i=1,..., n

b) O no es un punto interior de ninguno de los tri&ngu-
los Ti; i=1l,..., n

Para tal triangulacifn, se tendri:

n
ar-p = j (ar-Ti +ar-Ti) (3.1)

Esta descomposicifn de P induce una descomposicién del

cuerpo de revolucién Rev(P,e) en los 2n cuerpos de revolucibn:

Rev(Ti,e), Rev(Ti,e): i=1,..., n
que permite escribir

n
vel'Rev(P,e) = J vol-Rev(Ti,e) +vol-Rev(Ti,e)] (3.2)
i=1

Designemos abreviadamente

v, = vol-Rev(Ti,e), vi = vol-Rev(Ti,e); i=1,..., n

» para cada i {1,.., n}, consideran-

seqn sea Ti'
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Caso 1&.- T, &b un thidngulo rectdngulo con un ca?eto
paralefo al eje e. Entonces, de acuerdo con la notacién indica-
da en la figura 3.1, el tronco de cono de altura h y radios b&-
sicos a+b y a, puede descomponerse éen el cilindro de radio a ¥

altura h y el cuerpo de revolucién Rev(Ti,e), resultando:

A b
v =ﬂl[m+m2+¥+(mm ﬂ-ﬂh¥=nhbm+§
3

1 ke a - 7\»
h T
i N\
y andlogamente, el cilindro de radio a'y e t

altura h puede descomponerse en el tronco [
de cono de altura h y radios b&sicos a' ¥y } &

a'-b, y el cuerpo de revolucién Rev(Ti,e),

b
resultando, —;?;
- ‘J“
— i
v = w ha'? - Thoja? +(a'—b)2 +a‘(a"b)J -
i 5 L
Fi -a 3.1
= hb(a‘-%) Figura
luego,
v.+v! = nhblata')
i i
pero como, Ppor simetria respecto de O, es a+a' = 24, queda,
vi+vi =27dhb = 2 ﬂd(ar-Ti-+ar-Ti) (3.3)

—_ . ] .
donde la @Gltima igualdad sigue de ser ar-Ti = bh/2 = ar Ti

caso 28.- T es un thifngulo, uno de cuyos Lados es pad
nalelo af eje e. 5i, como en la figura 3.2, la altura perpendl—
cular a dicho lado descompone a T en dos tridngulos, T, ¥ Tz(del

tipo considerado en el Caso 12), se tiene
ar-T = ar'Ty + ar-T2

y para sus respectivos simétricos
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T = T} .t '
ar-T ar T1 + ar T2 |e i

luego, haciendo uso de (3.3), resulta

vol-Rev(T,e) + vol-Rev(T',e) =

'i
= (Vl+v2) + (v:'L+vé) = (Vl*"’i) 2 (Vzwé) — ‘l

= 2ﬂd(ar-Tl+ar-Ti)-k2ﬂd(ar-T2+ar-Té) =
Fiqura 3.2

= 2nd(ar-T+ar-T')

Si, por el contrario, el pie de la altura de T, perpen
dicular al lado paralelo al eje, no pertenece a dicho lado, en-
tonces, como sugiere la figura 3.3, pueden considerarse dos trién
gulos auxiliares, Tl Yy T2 (del tipo considerado en el caso i4),

tales que Tl puede descomponerse en T y T,, luego

ar-T = ar-’I‘l - ar~T2
y para sus respectivos simétricos s _r1=’
|
|
.T' = o = LT
ar-T ar-T ar:T, l
luego, haciendo uso de (3.3), resulta f_
s .r.-l
vol:Rev(T,e) + vol-Rev(T',e) =
. = [P . 1y -~ =
(vy=vy) + (vi=vy) = (vy+v]) (vy#vy)
‘ Figura 3.3
= 2wd(ar'Tl+ar-Ti) —2vd(ar-T2+ar-Té) =
= 2rd(ar-T +ar-T"')
Caso 3%.- T es un tadidngulo atbitranio. Entonces, tra-

zando por los vértices de T rectas paralelas al eje e, se obtie-
nen tres rectas paralelas, una de las cuales, r, estari entre las

otras dos. Esta recta r descompone a T en dos triéngulos del ti-
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p considerado en el Caso 28) (figura

como en la primera parte de dicho Ca

so 2%),

3.4), pudiendo ahora razonar con ellos \
|
|

Se ha llegado pues, en los ‘

tres casos, al mismo resultado: ] \\ 3

v, +v! = 2 nd(ar-T, +ar-T})
i i i i

para cada tridngulo, T,, de la descom Fiqura 3.4
posicién de P, lo que, llevado a(3.2),
implica:
s l)_
vol-Rev(P,e) = (vi+vi) = .; 2 nd(ar~Ti+ar-Ti =
i=1 i=1

n
=2-d4 ) (ar-T; +ar-T}) =2 nd-ar.P

donde la Gltima igualdad sigue de (3.1).

4. SEGUNDO TEOREMA DE GULDIN PARA REGIONES SIMPLES

Finalmente, el resultado que se acaba de probar para DO
ligonos simples, trataremos de extenderlo a regicnes simoles, es
to es, a figuras planas acotadas cuyo borde sea una Gnica curva
simple cerrada (figura 4.1). En consecuencia, los poligonos sim-

ples y los c{rculos serén considerados como regiones simples.

—

Figura 4.1
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4.1.- Definicién

Llamaremos drea de la regién simple O-simétrica F, al
supremo de las &reas de los poligonos simples O-simétricos con-
tenidos en F, es decir,

ar*F = sup {ar'P: P& Py APC F}
donde PO es el conjunto de los poligonos simples O-simétricos.
Nota.- La demostracién de que el conjunto de poligonos
simples O-simétricos contenidcs en F es no vacio y acotado supe

riormente es sencilla y puede dejarse al cuidado de los alumnos.

Se asegura asi la consistencia de la definicién anterior.

4,2,- Definicibn

Sea F una regién simple O-simétrica, contenida en un se
miplano de borde la recta e. Llamaremos volumen del cuerpc de re
volucién Rev(F,e), al supremo de los vollmenes de los cuerpos de
revolucién Rev(P,e), cuando P recorre el conjunto de poligonos
simples O-simétricos contenidos en F, es decir (figura 4.2):

vol-Rev(F,e) = sup {vol:Rev(P,e):

: P €EPGAPC F}

]
- (r s
4.3.- Teorema Lo
Sea F una fegibn simple =
0-simétnica, contendida en un semi- Figura 4.2

plano de borde La nrecta e. Enton-
ces s¢ veadflca:

i
vol*Rev(F,e) = 2 ndist(0,e)ar F |
J




——1
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Demos thacidin. -

vol+Rev(F,e) == sup {vol‘Rev(P,e): P € Py AP CF} =
4,2

sup {2 ndist(0,e)arP: PEP, NP CFl}=

w
-
(=

== 2n-dist(0,e) sup {ar*P: PE PO/\P CF} =

—= 2n+dist(0,e) rarF

4.4. Corolario

si Fy F' son dos regiones simples O-simétricas del
mismo &rea, contenidas en un semiplano de borde la recta e, en
tonces

vol:Rev(F,e) = vol-Rev(F',e)

5. APLICACIONES

A tftulo de ejemplo, se describen algunas aplicaciones
de los teoremas anteriores.

a) Si P es la poligonal borde

—

de un poligono regular de centro O, con L é' %
tenido en un semiplano de borde la rec LN
ta e (figura 5.1), entonces ie
ar-Rev(P,e) = long(P) 2mdist(0,e) Figura 5.1

b) Si C es la figura unifn de una semicircunferencia,
uno de cuyos extremos es O, con su cim8trica respecto de O, con
su simdtrica respecto fde O, y C' una circunferencia de centro O
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y radio el de aquellas semicircunferencias (figura 5.2), entonces

las superficies de revolucién Rev(C,e) ¥y Rev(C',e) tienen &reas
iguales.

Figura 5.2

c) Si C es una circunferencia de
centro O y radio r, contenida en un semi-
plano de obrde la recta e, tal que dist(0,e)=
= d > r(figura 5.3), entonces la superficie
térica Rev(C,e) tiene por &rea 4v2dr y el
toro circular, cuyo borde es aquella suver

ficie tbrica, tendr& por volumen Z:dez.

d) Si F es la regibn simple de bor
de una elipse de centro O y semiejes a y by
contenida en un semiplano de borde la rec-
ta e, el volumen de Rev(F,e) es igual al del
toro generado al girar alrededor de e un cir
culo de centro O y radio vab, coplanario

7

con F. (De acuerdo con la figura 5.4, sesu
pone dist(0,e) > vab). Figura 5.4

Estos resultados sugieren a su vez diversos ejercicios
de aplicacién utilitaria a objetos tales como neumiticos, rosqui
llas, etc., que el profesor puede proponer.
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UN EJEMPLO DE ACTIVIDAD PARA AYUDAR A LOS ALUMNOS A HACER

BIBLIOGRAFIA MATEMATICAS
— ABELLANAS.- "Elementos de Geometria®. (No publicado). Por Luis Villacorta Mas
Instituto de Bachillerato de Parla
— DONEDDU.- "Anélisis y Geometria Diferencial”.- Ed. Aguilar,
1979. '

- PUIG ADAM.- "Cdlculo Integral.

. . - : . 6 4 : _
— RIOS.- "AnAlisis Matemdtico".- Ed. ICE, 1985. Haciendo un ejercicio de imaginacién,podriamos situar
nos en el lugar de uno de nuestros alumnos, y observar, tal vez,
" I - "Introduccién a la Geometria".- Ed. Anaya, que en nuestras clases se presentan las matemiticas como un pro
- ROANES MACIAS. P =t
1980. ducto terminado, al gue nada se puede aportar y del gque poco se

puede decir. El alumno, en muchos casos, ni siquiera siente la
necesidad de dicho producto, y observa que los pasos de su ela-
boracién se suelen andar velozmente, dando por supuestas muchas

cosas que no son evidentes para €1, para llegar répidamente a
los resultados.

Pensando en dar al alumno una oportunidad de hacer mate
mé&ticas, de disfrutar con la aventura de la bGsqueda de la ver-
dad desconocida para €1, es por lo que pienso gue deben ocupar-
se algunas horas, a lo largo del curso, en actividades ricas en
situaciones mateméticas.

Presento, a continuacién, el desarrollo de una activi-

dad rica en situaciones geométricas:

Dado un tri&ngulo cualquiera T en el plano, ele
gir un punto O de dicho plano tal que si T' es
el tridngulo simétrico de T respecto del punto

O entonces TANT' tenga la mayor &rea posible.

Seguramente, para gue nuestros alumnos duedan empezar
a manipular, tendremos que recordarles la nocibn de simetria

respecto de un punto. Hecho esto, nuestros alumnos tienen de-



lante de sf una gran actividad. A su alcance estin aproximacio-
nes a la soluci8n del enigma. Algunos pueden llegar a la solu-
cibén del problema pero sin poder justificar su resultado, vya

que la justificacibn de éste es superior a su alcance. Nuestra
aportacién serd orientar, sin robarles la inspiracién, y al fi-
nal, cuando sientan la necesidad de la justificacibn, justifi-

carles sus conjeturas.

Después del tiempc adecuado a sus maninulaciones pode-
mos recoger sus conclusiones. Se puede sugerir, para simplifi-
car las manipulaciones, recortar un trifngulo igual a T y celo
carlo en las posibles posiciones del T'. Esta manipulaciones
son ricas en observaciones: los lados del trifngulo T' son pa
ralelos a los del T; en cada posicién, el punto O es el centro
de simetrfa de TNT'.

Para orientar sus conclusiones podemos plantearles las

preguntas:

a) ¢D6nde hay que elegir el punto 0 para obtener algo

de &rea?

b) ¢Dénde hay gue elegir el punto O para obtener un pa

ralelogramo?

c) ¢Dénde hay que elegir el punto O para obtener un he

xdgono?

d) ¢D6bnde hay gue elegir el punto 0 para obtener la ma

yor &rea posible?

Las conclusiones a las gue tienen que llegar en estas

preguntas son:
a) Elegir el punto O en el interior del triéngulo T.

b) y c) Mediante manipulaciones,podemos haber encontra-
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do posiciones en que TNT' es un paralelogramo y posiciones en
que es un hex&gono. ¢CHmo delimitar las posibles posiciones de

0 que nos den parelelogramos y las que nos den hex&gonos?

Es bueno sugerir la necesidad de seguir una estrategia.
A los alumnos se les puede sugerir varios planes a seguir, uno
de ellos puede ser: variar el punto O a lo largo de un segmen-
to de extremos un vértice del trifngulo T y un punto variable X
del lado opuesto (figura 1. Siguiendo este plan, los casos 1imi
tes para obtener paralelogramo son: situar el punto O en el vér

tice A y situar el punto O en el punto medio del segmento AX.

A

A
A\ T ,/f\ .
. M_gii___ P
////" \\\\////
B X ¢ B e c
Figura 1 Figura 2

vVariando el extremo X a lo largo del lado BC se llega
a la conclusién de gque punto O debe estar situado en el tridn-
gulo T por encima del segmento MP que une los puntos medios de
los lados AB y BC. Haciendo lo mismo desde los otros vértices
del triéngulo, se llega a la conclusién de que el punto O debe
estar en el tri&ngulo T por fuera del triéngulo MNP, siendo M,
N y P los puntos medios de los lados del trifngulo (figura 2).

Para que TNAT' sea un hexdgono se tiene que elegir el
punto O dentro del tridngulo MNP.

d) La contestacién a esta pregunta, objeto de deseo de
esta actividad, es dificil a nuestros alumnos. Pueden llegar em
piricamente a la conjetura de obtener mayor &rea cuando elegi-
mos el punto O en el baricentro del triéngulo T.



Llamemos S al &rea del tridngulo ABC, ¥y Tp, Tg ¥ T las

4reas de los triéngulos que

do E nos den S (figura 3)

junto con el drea del hex&gono busca

Figura 3 Figura 4

Se verifica:

E=6S- (TA+TB+TC) = (s-TA) = (TB+TC)

Si el punto
terior al tridngulo MNP, paralelo a MP entonces Ty

servando la figura 4 se verifica,

TB = ac sen o j TC = bd sen o

luego (1) queda,

E = (S—TA) - sen alac+bd)

Adem&s en los trifngulos Tp y T, Se verifica:

c a d _ b

sen B sen y sen B sen vy

~

y de aqui,

0 varia a lo largo de un segmento cualquiera M
no varia. Ob-

(1)

'pr, iIl

(2)

—_—= —— —=——3
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c = asen g ; g = b sen B
sen 4y sen y
Llevando estos resultados a (2) queda:
E=(s-m,) - Senasenf 2, p2 (3)

sen B

Recordando que, al variar el punto O a lo largo del seg

mento M'P', el &rea TA no varfa, se verifica que
a+b =nh ; h = constante
y llamando a la constante

sen a sen 3
o - 2= Y =k

sen y

la igualdad (3) gqueda:
E= (5-T,) - k[a2+ (h—a)z:‘

El méximo de esta funcibn se obtiene cuando a==% Y, por

tanto, a =b.

El punto O tiene que estar situado en el punto medio del
segmento M'P', Siguiendo el mismo razonamiento para segmentos pa-
ralelos a los lados MN y NP del tridngule MNP, llegamos a la con
clusidn que, para obtener el mayor &4rea posible en TNT', el pun

to O tiene que estar situado en el baricentro del trif&ngulo T.

La bfisqueda de actividades ricas en situaciones matem4-
ticas es una labor pedag8gica interesante. Se pueden encontrar

algunas interesantes en:

- Engel Arthur.- "Geometrical Activities for the upper
elementary school". Educational Stu-
dies in Mathematics 3 (1971).
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- Kalomitsines, Spyros P.- "Two Methods for Solving Pro
blems". Educational Studies in Mathema
tics 14 (1983).,

- Libeskind, Shlomo.- "A Problem Solving Approach to Tea
ching Mathematics". Educ. Stud.
Math. 8 (1977).

- Polya, George.- "Como Plantear y Resolver Problemas".
Ed. Trillas, Mexico.
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Para una cflbica singular el comportamiento es parecido,
tomando como O el punto singular. Por ejemplo, en Y2 =X2 +X3 to

mamos O = (0,0) y la recta r,x = 1%

(4.8) — e — @x0

. | (1,8) 2t —5 (£2-1, t(t%-1)) = (x,y)

r

Para’ las cfibicas no singulares esto no funciona, pues
ahora no hay punto singular y cualquier recta corta a la curva
exactamente en tres puntos (Teorema de Bezout), es decir, nece-
sitamos dos puntos para determinar un tercero

Los puntos P y Q deter
minan R.

Si P = se toma la

)

tangente.
R g

Entonces el principal resultado, que se demuestra, es
que existen un ndmero finito de puntos racionales Pl""’ Pr’
tales que cualquier otro punto racional P; se obtiene a partir
de ellos en esta forma., Este resultado es conocido como Teorema
de Mordell que m&s tarde enunciaré& rigurosamente.

Lo que permite atacar,de una manera formal,este teore-
ma es la estructura de grupo que tienen los puntos racionales
de la cfibica.
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dad de luz; cuando se trabajo con luz natural es una variable
externa no controlable, y cuando se trabaja con luz artificial

(flashes, lamparas), puede ser modificada.

Nota.- Por estar al margen del artficulo, solo se consi
dera el aspecto cuantitativo y no los aspectos cualitativo (tem
peratura de color) y direccional (tipos de luz), de la luz, atin

siendo bastante importantes en el medio fotogr&fico.

1.1, DIAFRAGMAS DE UN OBJETIVO

Los diafragmas de un objetivo son aberturas de forma de
poligono regular, que se utilizan para controlar la cantidad de

luz que pasa por el objetivo hacia la pelfcula,

La escala de medidas de sus diémetros, son términos de

una progresibén geométrica de razén 1/v2.
..., 1/2/7, 1/4, 1/4VZ, 1/8, 1/8/2, 1/16, ...

Pero como escala de medidas de los diafragmas de un ob
jetivo se utilizan sus inversos, llamados nfmercs F, y son los
puntos (stops), que hay en el anillo de diafragma de las céma-

ras, a saber, una progresibn geométrica de razbn V21

El conjunto de valores que puede tomar el diafragma de
un objetivo es un segmento continuo, por ejemplo, [?.8 F, 22 F],
salvo en los objetivos catadibéptricos, en los que toma un valor

constante, por ejemplo 8 F.

Como el drea de un poligono regular de n lados en fun
cibén del radio es S(R) = N *R2 * Sen (2*yX /N) /2, tenemos dgue
S(R/¥2) = S(R)/2. Por ello la escala de diafragmas se ha esta-
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blecido de tal forma que, en cada término, el &rea de su abertu
ra es la mitad de su anterior.

Es sabido que la cantidad de 1luz que llega a una pelfi-
cula a través de un objetivo de difimetro dado, es inversamente

proporcional al cuadrado de su distancia focal.

Los diafragmas de un objetivo se construyen tomando co
mo unidad de medida de sus didmetros, la focal de dicho objeti-
vo; es decir,

Focal = N@mero F * Difmetro

Con ello, se logra que la cantidad de luz que llega a una pelicu

la a través de un objetivo de nfimero F dado, sea independiente de
su focal.

1.2. TIEMPOS DE EXPOSICION

El tiempo de exposicién (medido en segundos), esel tiem
po de apertura del diafragma.

Su escala de medidas son términos de una progresién geo
métrica de razén 1/2 (aproximadamente)

+v., /15, 1/30, 1/60, 1/125, 1/250, 1/500,

Pero como escala de medidas, se utilizan sus inversos
-1
llamadas velocidades de obturacifn (medidas en seqg 7). Estas son

los puntos (stops), que hay en el dial de disparo de las cémaras,
a saber, una progresifn geométrica de razén 2 (aproximadamente)
-+.y 15, 30, 60, 125, 250, 500,

El conjunto de valores que pueden tomar las velocidades
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de obturacién es discreto, salvo si la cdmara tiene el punto B

(tiempo de exposicién indeterminado).
Luego la escala de velocidades de obturacién se ha es-

tablecido de tal forma que, cada término abre el diafragma lami

tad de tiempo gue su anterior.

1.3, SENSIBILIDAD DE UNA PELICULA

La sensibilidad de una pelicula, depende del tamafio de
los cristalitos de plata que contiene, y es una medida de su po

der receptor de la luz.

Hay dos escalas de medidas: la americana ASA (O IsS0),

y la alemana DIN.

La escala de sensibilidades ASA de las peliculas son tér

minos de una progresidén geométrica de razbn 2

..., 50, 100, 200, 400, ...

La escala de sensibilidades DIN de las peliculas sontér

minos de una progresién aritmética de diferencia 3
., 15, 18, 21, 24, 27, 30, ...

La equivalencia entre ambas viene dada por la funcién,

S-DIN 21 + 3 * LOG,(S-ASA/100)

o0 su inversa,

(8-DIN=-21)/3

S-ASA 100 * 2

Por ejemplo, 100 ASA = 21 DIN.
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La fabricacién de peliculas se hace de tal forma que, ca
da término necesita la mitad de luz que su anterior.

En el dial de sensibilidad de una pelfcula en una céma-
ra, estfn ambas escalas ASA y DIN ampliadas con dos pasos inter

medios, ya que se comercializan pelfculas de sensibilidades in-
termedias.

Si se desean saber sus valores, basta interpolar 2 medios
proporcionales en la escala ASA, o bien 2 medios diferenciales en
la escala DIN (que es trivial). Por ejemplo,

50, 64, 80, 100 ASA

o,

18, 19, 20, 21 DIN

El conjunto de valores que puede tomar la sensibilidad
es discreto, por ejemplo,

50, 64, 80, 100, 125, 160, 200, 250, 320 y 400 ASA
La siguiente ley relaciona las cuatro variables b&sicas

citadas.

1.4. LEY DE RECIPROCIDAD

La cantidad de luz que se registra en una pelfcula, es
directamente proporcional al &rea de abertura del diafragma, al

tiempo de exposicibn, y a la sensibilidad ASA de dicha pelfcu-
la

VOBT * (NUMERO F)2 * LUZ = K * ASA

Nota.- Para tiempos largos (>0,1 seg), no es del todo exacta y

hay que hacer correcciones adicionales.
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Fijando los respectivos orfgenes de las distancias de
las 3 escalas en (8 F, 125 v, 100 ASA), veamos dos ejemplos:

1.- Con una pelicula fija, son equivalentes los siquien-
tes valores de exposicién (5.6 F, 250 V) = (B F,
125 V) = (11 F, 60 V); ya que la suma de los res-
pectivos puntos es constante: 1-1=0 +0=-1+1.

2.- Con pelfculas de distintas sensibilidades son equi
valentes los siguientes valores de explosicién (8F,
60 V, 100 ASA) = (5.6 F, 250 Vv, 200 ASA) = (11 F,
125 v, 400 ASA); ya que la suma de los respectivos
puntos es constante: 0+1+0 = 1=1+1.=-1+0+2.

La eleccibén de uno de los posibles valores de exposi-
cién la efectda el fotb6grafo en funcifn de los valores de otras
variables como profundidad de campo (que a su vez es funcibén de
la focal del objetivo y distancia c&mara-tema) , estado del tema,

(est&ticc, dinémico), grano de la pelfcula, y luz, siendo ésta

la m&s importante.

2. UNA VISION DE LA FOTOGRAFIA CON OPTICA MATEMATICA. ANEXO

2.1. FILTROS

Los filtros, se colocan delante de los objetivos y solo
permiten pasar a su través una proporcién de la cantidad de luz
disponible,absorbiendo el resto,

El inverso de dicha proporcifn se llama factor de fil-

tro; es una medida de su densidad. Por ejemplo:

Un filtro de factor 8 X, deja pasar 1/8 de la luz y se-
r§ necesario compensar la exposicién aumentando log, 8 = 3 pun-

tos.
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Si el valor de exposicibn de una pelifcula fija es, sin
filtro, (8 F, 250 V), con un filtro de factor 8 X, ser&: (2.8 F,
250 V) o (4 F, 125 V) o (5.6 F, 60 V), etc.

En general, el factor de un filtro es constante, por
ejemplo, 4 X. En particular, el factor de un filtro polariza-
dor es variable, por ejemplo, [3 X, 4 X].

2.2. FLASHES

La luz que proporcionan los flashes manuales es constan
te, pero la luz que recibe el tema es inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia flash-tema; como a su vez la luz que
incide en la pelicula sabemos que es inversamente proporcional
al cuadrado del nlmeroc F, tendremos que, para una pelicula de-
terminada (sensibilidad constante)

(DISTANCIA)2 * (NUMERO F)2 = K/LUZ
luego, Nfimero F * Distancia, es constante; tal constante se
llama nimero gufa del flash y mide su potencia, en una sensibi

lidad de pelicula fija,que suele ser 100 ASA.

Luego la abertura a seleccionar es, con pelicula de 100
ASA,

NUMERO F = NUMERO GUIA/DISTANCIA
En general,

NUMERO F = (NUMERO GUIA * YASA)/ (10 * DISTANCIA)
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3, UNA VISION DE LA FOTOGRAFIA CON OPTICA MATEMATICA. CONCLUSIO-
NES

Si deseamos mejorar la calidad de nuestras imfgenes, ten
dremos que aprender a controlar las variables y a elegir las mis
adecuadas dentro de nuestras posibilidades.

Los fot6grafos que no saben logaritmos ni prdgres;ones,
efect@ian sus cilculos exclusivamente con puntos.

Por Gltimo, me sentirfa satisfecho si este artfculo lo-
gra hacer pensar al lector aficionado antes de disparar su cfma

ra.
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UN PROGRAMA DE MATEMATICAS PREUNIVERSITARIAS: EL BACHILLERATO
INTERNACIONAL

Por M2 Luisa Pacios Jiménez

Los programas vigentes del Bachillerato Internacional
se pueden considerar por el momento como experimentales debido
a que deben responder por un lado a las mis variadas aotitudes
y necesidades futuras en matemdticas de sus alumnos y por otro
lado al actual estadio de répido desarrollo de la enseflanza de
las matem&ticas con muy distintos puntos de vista sobre los pa
peles que en la asignatura deben jugar la l6gica y la intuicién.

Por ello los programas se consideran mejorables y sus-
ceptibles de reformas basadas en la experiencia, aunque la com-
prensibén de las matemiticas sea evidentemente la primera prio-
ridad, dejando a los profesores escoger la opcién pedagbgica pre
dominante en sus respectivos paises.

En el Bachillerato Internacional los contenidos de los
programas se distribuyen a lo largo del bachillerato segfn el
criterio de cada Centro. La evaluacién para la obtencién del ti
tulo se realiza al final del bachillerato, consiste en dos exi
menes escritos provistos por el Bachillerato Internacional ycon
troclados por sus examinadores.

Los objetivos del programa de matemdticas ponen sobre
el profesor las siguientes responsabilidades:

a) Desarrollar la comprensién de las matem&ticas como
asignatura por parte del alumno.
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b) Desarrollar en el alumno una actitud hacia las mate-
méticas favorable al posterior aprendizaje y uso de

las mismas.

¢) Desarrollar su habilidad para aprender mateméticas

por si solo.

d) Animar a los alumnos que no tienen confianza en sus

propios conocimientos ni experiencia en el tema.

En cuanto al examinador es responsable de valorar en el

alumno:

i) Su conocimiento de conceptos matemiticos y terminolo

gia esencial.

ii) Su habilidad para formular demostraciones de algunos

de los teoremas sobre esos conceptos.

11i) Su habilidad para representar situaciones en térmi-
nos mateméticos, examinar sus implicaciones y posi-
bilidades y llegar a conclusiones definitivas median
te la aplicacién de las mateméticas como instrumento.

iv) Su habilidad para expresar sus argumentos con clari
dad tanto desde el punto de vista matemdtico como

desde el punto de vista verbal.

Una vez establecidos los objetivos tanto desde el punto
de vista del profesor como del examinador (o, lo que es lo mis-
mo, desde el punto de vista de logros a conseguir por el alumno)
veamos cémo se estructuran las matemfticas en el curriculum del

Bachillerato Internacional.

La asignatura de matemfticas es obligatoria en el bachi
llerato internacional. Se imparte en dos niveles: superior y se
cundario, y existe ademds, la opcifn de matem&ticas avanzadas,
para los alumnos que vayan a especializarse en matemfticas en la
Universidad. Las posibilidades de eleccifn en mateméticas son pues

las siguientes:

Mateméticas de Nivel Superior: Para alumnos con buena
capacidad para las matem&ticas Yy especialmente para los que van
& necesitar esta asignatura en sus estudios superiores, como,
por ejemplo, los que van a estudiar matemdticas, ffisica, inge-
nierfa o tecnologfa en la Universidad. También podrian necesi-

tarlo los que vayan a estudiar quimica, econémicas y organiza-
cibn industrial.

Matemdticas de Nivel Secundario: Su objetivo es propor

Cionar unos conocimientos acerca del pensamiento matemftico y
una razonable competencia matem&tica para aquellos que no van
a seguir el nivel superior. Normalmente deberia ser suficiente
base matemdtica para los que en la Universidad van a estudiar
Ciencias (biologfa, geologfa, quimica), econémicas, etc.

Matemdticas y Computacién de Nivel Secundarjo: Para
alumnos con buena habilidad en matemdticas. Pretende dar a es-

tos alumnos los conocimientos mateméticos suficientes para oo-
der seguir estudios universitarios en ciencias o econbmicas. Al
final del curso los alumnos deben ser capaces de realizar pro-
gramaciones en algfin lenguaje de alto nivel, asi como de utili
zar el hardware al que tengan acceso y desarrollar procesos 16
gicos en la resolucién de problemas y suficiente prédctica de
Programacién.

Estudics Matemfticos: Esta asignatura es de nivel se-

cundario. Se destina a aquellos alumnos cuyos intereses no es-
tdn, (ni es probable que estén en el futuro) en ningQn campo
en el que sean necesarias técnicas ni habilidades matem&ticas.
Se pretenden demostrar ciertas caracteristicas, fundamentales
de las matem&ticas, por ejemplo: la traduccibn de un problema
en forma matem&tica, resolucién de problemas, necesidad de ri-
gor. Aunque se requieran ciertas habilidades matemticas para
poder presentar problemas en dlgebra, anflisis y geometrfia, los
exdmenes no dependerin mucho de esas técnicas.,
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Las "Matemiticas de Nivel Secundario" y los "Estudios Ma
tem4ticos" tienen contenidos de nivel intelectual similar, aun-=

que de diferente nivel matemético.

Matemdticas Avanzadas: Esta asignatura se ofrece tinica-

mente a los alumnos que hayan concluido las vanteméticas de Nivel
Superior y estd destinada a los alumnos gue desean esvecializar-

se en matemiticas en la universidad.

A continuacién se presentan los programas de Matemlti-
cas de Nivel Superior; este programa consta de una parte obli-
gatoria (seccién 1) y una serie de temas optativos no obligato-
rios (seccifn 2) para elegir al menos uno. El centro podrd ade-
més elegir alglGn otro tema optativo que deberd ser autorizado

por el Bachillerato Internacional.

Matemiticas de Nivel Superior: Seccifn 1

1. Conjuntos Numéricos y Algebra

. Estructura y aplicaciones de grupos (que pueden ser

conmutativos); subgrupos.

Conjuntos numéricos: N, Z, Q, Ry las operaciones

de adicibn, multiplicacién, sustraccién y divisién.

(Pueden discutirse las ideas de anillo y cuerpo, p€

ro no serén objeto de examen).

Decimales; aproximacibn; cifras significativas. NG
D -
meros expresados en la forma ax10®. Errores de re

dondec y sus efectos en atb, aby a/b.

Demostracién por induccibn. Aplicaciones usuales

(incluyendo relaciones de recurrencia} .
. Sucesiones y series sencillas.

. Factores de expresiones polinfmicas: utilizacibn

del teorema del resto.
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Método de las fracciones parciales, incluyendo fac
tores cuadrfticos irreducibles y factores lineales

repetidos.

(E1 grado del denominador no puede ser mayor que
tres).

La funcién cuadrética y la ecuacién de sequndo gra
do. Completar el cuadrado.

El circulo (x—h)2 + (y—k)2 = rz.

Nfilmeros complejos: sus sumas, productos, cocientes
y conjugados: partes real e imaginaria, médulo y
argumento: su uso para resolver ecuaciones cuadré-
ticas y clbicas de la forma Z3 = a+ib; el diagrama
de Argand.

Sistema de ecuaciones e inecuaciones lineales en

dos variables.

(La posibilidad de soluciones no inicas O no exis-

tentes podr& ser objeto de examen).

Demostracifn y uso del teorema del binomioc para un

exponente entero positivo.

Uso de series binomiales con exponente racional.

Vectores, Matrices y Geometria

El vector como clase de equivalencia, adicién y mul
tiplicacién por un escalar. Vectores de posicién;

ejemplos geom@tricos sencillos.

E]l m6dulo de un vector, vectores unitarios, los vec
N T T

ores i, j, k. Las componentes de un vector en dos
y tres dimensiones.

Dependencia e independencia lineal. (Incluye las
condiciones que debe cumplir un conjunto de vecto-
res para formar una base).

> - i I
Producto escalar de dos vectores, a *b = ,a. * bj

cos © = albl + azb2 + a3b3 con ejemplos geométricos.
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Ecuaciones de rectas en dos dimensiones en forma
paramétrica, normal y cartesiana, ecuaciones de
planos en tres dimensiones y ecuaciones paramétri
cas y cartesianas de una recta en tres dimensio-
nes. Aplicaciones sencillas de estas ecuaciones
incluyendo la recta como interseccién de dos pla
nos.

Transformaciones lineales de vectores en dos di-
mensiones y su representacifn matricial. Transfor
maciones compuestas. Matrices como overadores y co
mo disposiciones de elementos con reglas de opera

ciones.
Algebra elemental de matrices 2 x2 y 3 x3.

(Incluye adicién, multiplicacién y multiplicacién
por un escalar, matrices nulas y unitarias pre Yy
post multiplicacibn). Matrices transpuestas € 1in-

versas.
Determinantes de matrices 2%2 y 3% 3,

Matrices transpuesta e inversa. Matrices singula-

res y ejemplos geométricos.

. ‘Aplicaciones de matrices Yy determinantes en la sO

lucién de sistemas de ecuaciones lineales.

3, Trigonometria

Funciones trigonométricas (seno, coseno y tangen-
te) y sus gréficas. Las funciones cosec, sec y cot.

Las funciones trigonométricas inversas (arco seno,
arco coseno, y arco tangente).
8 + sen 8,-
. Las f6rmulas sen (8, +6,) = sen ©,-C0s e, s 2

. e .
cosel, cos(el¥ez) = cos ©,°COS 8, t sen 8, s?n 2
sen2 © +cos2 © = 1, y otras igualdades sencillas de

ducibles de ésta.
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Funciones perib6dicas, expresadas como A sen (Bx+C),

A cos (Bx+C), solucibn de ecuaciones tales como:
sen 6 = + sen g

2 senze =1+ cos 6y

a cos 6 + b sen & = ¢

escribiendo a cos 8 + b sen 8 = R sen(6:-3), o bien
R cos (©:x8)

Fbérmulas de resolucibn de trifngqulos; aplicaciones

a dos y tres dimensiones.

. Las aproximaciones sen & ~ tan & “6 y cos 6 ~ 1 -
- 1/2 62 para 6 pegueho.

C4lculo

Diferenciacifn de sumas, productos, cocientes de
funciones y funciones compuestas (regla de la ca-

dena). Derivadas segundas.

Diferenciacibn implfcita y paramétrica y razbén de
cambio relacionada con éstas.

. Ecuaciones de tangentes y normales., Valores esta-
cionarios incluyendo tests de méximos y minimos,
puntos de inflexibén. Trazado de curvas (con las mis

importantes caracteristicas de la curva).

. Valores méximos y minimos de una funcién en un in
tervalo,

. Uso de la f6rmula py ~ f'(x) Ax.

. Las funciones exponencial y logaritmica, sus gr&-

ficos y derivadas.

. La integracién como la inversa de la diferencia-

cién,
2

de/x2+a

J%%%?L dx = 1n |[f(x)]| +c

de/»/az—x2 = arc sen (x/a)+c,|x]| < a

1/a arc tan (x/a)+c
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Integracién por partes y por sustitucién.

Uso de la integral para el cilculo de dreas limi-

tadas y volGmenes de revolusifn (56101{} y2 ax y
2

nfx dy) .

Problemas sencillos que lleven a ecuaciones dife-

renciales de primer orden. Soluciones en el caso

de variables separables.

Probabilidad

Concepto de variable aleatoria discreta y su dis-

tribucién de probabilidad.
Asignacibn tebrica de probabilidades a sucesos in-
dividuales.

Sucesos independientes y mutuamente exclusivos. Las
reglas de adicién y multiplicacién de la probabili

dad.
Arbcles de probabilidad.
Distribucién .binomial: su media y su varianza.

La funcién de densidad de probabilidad y la funcibn

de distribucién de una variable aleatoria continua.

La media, varianza y desviacién tipicas de varia-

bles aleatorias discretas y continuas.

La distribucibn normal: su media y varianza (sin de

mostraciones) .

Matem&ticas de Nivel Superior: Seccifn 1

seccibn, que puede ser uno d

Los candidatos deber&n escoger al menos un tema de esta

e los siguientes u otro seleccionado

por su centro y aceptado por los examinadores:
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Andlisis y C8lculo Numérico

Idea de algoritmo.

Diagramas de flujo, incluyendo saltos condisiona-
les.

Limites de sucesiones (sin demostraciones de teo-
remas) .

Convergencia de series: los test de comnaracién
EE RS ¢
de razbn e inteqr 1 U 1t rem i Ju un
gral. so de eorema de Jue una se

rie monStona acotada es convergente.

Resolucibén de ecuaciones mediante:

1) El proceso Newton-Raphson
Xop1 = X, - f(xn)/f'(xn)
2) El proceso iterativo

xn+1 =f (xn)

Integracifn numérica, la regla del travecic, la re

gla de Simpson (sin anflisis de errores).

Derivadas de orden tres y superior a tres, inclu-
yendo la férmula de Leibniz para la derivada n-si
ma de un producto. ‘

Uso de las series de Taylor y McLaurin para desa-
rrollar series de potencias.

2. Cé&lculo Avanzado y Geometrfa Analitica

. Soluciones de ecuaciones diferenciales de primer or

den del tipo y'+Py = Q donde P y Q son funciones de
X.

Solucibn de y"+ay'+by = £(x); a,b constantes v f(x)

de la forma: )

1) px2+qx+r

2) p sen wx+q cos wx (p,q,r,w,k,a y b son constan-
tes que pueden ser cero)

3) pekx
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Ecuaciones diferenciales que pueden reducirse a
alguna de las anteriores mediante una sustitucién

sencilla (que serd dada).
Trayectorias ortogonales.

. Derivadas parciales (s8lo 2 variables) incluyendo
el uso de la regla de la cadena. Aplicacibén a gra

dientes.

Ecuaciones cartesianas y paramétricas de la paré-

bola, elipse e hipérbola.

Propiedades sencillas: focos, directrices, excen-

tricidad y asintotas.

. Ecuaciones de tangentes normales.

Dindmica del punto en dos dimensiones

. Soluciones de ecuaciones diferenciales de los ti-

pos:
1) ¥ +ax+b = ¢
2) X = £(t)
3) ¥ = g(x)

. Velocidad, rapidez y aceleracién de una partfcula
gue se mueve en un plano (s8lo coordenadas carte-

sianas). Velocidad relativa,

. Fuerzas: resultante de un sistema de fuerzas con-

currentes en dos dimensiones.

. Leyes de Newton del movimiento. Principio de con-

servacién de la energia.

. Dinémica de una particula que se mueve en un plano
por accibén de una fuerza que puede ser funcibn de

la distancia o del tiempo.

. Movimiento de una particula en un medio que ofrece
una resistencia proporcional a la rapidez de lapar
ticula.
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- Movimiento lineal de una particula sujeta a una
Cuerda eléstica ligera.

« Movimimiento de una particula en lfnea recta o en

un circulo en un plano horizontal o vertical.

Impulso y momento. Impacto de particulas que se

mueven en la misma lfnea. Ley de la restitucién
de Newton.

4. Probabilidad y Estadfstica

- Probabilidad condicional; uso de P(A|B) = p(ANnB)/ |
/p(B).

- Distribucién normal como aproximacién de la distri
bucién binomial. Uso de 1a distribucién de Poisson.
Su media y varianza.

» La distribucién de Poisson como avroximacibn a la
distribucién binomial. Muestras; distribucibn de
las medias de muestras,

Error tipico. Estimacién de la media y varianza de
la poblacibn a partir de una muestra.

Tests de significancia. Lfmites de confianza.

Uso de los tests t y X2

+ Diagramas de dispersién. Rectas de regresién por
el método de minimos cuadrados,

Correlacién.

Comparando los programas del Bachillerato Internacio-

nal, gue hemos mencionado, con los del primer curso de Escuelas

T&cnicas Superiores espafiolas, se observa un solapamiento consi

derable en temas de Algebra y en C&lculo Infinitesimal. Sin em-
bargo, por las Ccaracterfsticas de los exémenes que subrayan la
utilizacién de té&cnicas e instrumentos matemdticos, el desarro-

llo del contenido evita la excesiva formalizacibn de la mayorfia
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de los temas comunes a los dos niveles. En este sentido, las ano
taciones para el profesor que acompanan a los programas son bas-
tante explicitas. Asi por ejemplo, se indica que la idea de e?—
pacio vectorial no es tema de examen, se autoriza el uso de cier
tas férmulas sin demostracifn y se especifican los teoremas que

debersn ser demostrados.

Asf{ pues, aungue la metodologifa empleada se deja a la
eleccibn del profesor, las caracterfsticas de los ex&menes'y la
amplitud de los programas, lleva necesariamente a dar més impor
tancia a la utilizacibn de los conocimientos matemdticos que a
la presentacién Yy construccién de estructuras formales, que en

general, no son objeto de examen.

En este sentido, utilizando una metodologia apropiada
gue tenga en cuenta no sblo la existencia de estos solapémien—.
tos en los programas sino también las caracteristicas osicolbgi
cas de los alumnos, estos contenidos -igual que la mayoria de
los del actual bachillerato- podrian constituir una aceptable
preparacibén para los estudios de ingenierfa, matemdticas y fisi

ca.

Alg v espec1al—

unas de las relteraCJ.ones que se ObSe an,

mente en os temas de célcu o nho ueden evl tarse por ue son re-
P & g

quisitos para los temas de Fisica del bachillerato. Por esto, tan

i i irlo vor
to para suprimir temas del programa como para distribuirlo ¢

i rofeso
cursos, serfa necesario hacerlo en colaboracién con los p o

res de Fisica.

El principal defecto de estos programas €S la escasez de
temas de geometria, especialmente de geometria euclfdea, que tra
dicionalmente se utilizaban para mostrar un ejemplo de construc-
cibn l6gica formal. Adem&s de su interés hist8rico, la geometfia
euclidea proporcionaba la ocasibn para estudiar un sistema axio-
m&tico con el suficiente rigor Yy con la ventaja que suponeé el aro

yo de las figuras para la comprens

16n de la estructura abstracta.
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Desde el punto de vista de la transicibén a la Univer-
sidad y concretamente a los estudios de ingenierifa y arquitec-
tura esta ausencia de temas de geometrfa constituye un grave de
fecto. Basta mencionar que la asignatura de Dibujo, de gran im-
portancia en los planes de estudio de ingenierfa contiene en su
mayor parte temas de Geometria Descriptiva incluyendo el estu-
dio de triedros, poliedros, curvas, superficies, interseccién

de superficies, sistemas de representacidn, etc., etc.

La falta de familiaridad de nuestros alumnos con lageo
metria con figuras es la causa de buena parte de los fallos que
se observan en las pruebas de perfil que se vienen realizando en
la Universidad Politécnica de Madrid (2). Esto se debe a la ausen

cia de Geometria en los actuales programas del bachillerato.

Tan importante como la seleccifn de los contenidos es
la metodologia a emplear, que el Bachillerato Internacional de-
ja a la elecci6én del profesor, de acuerdo con las tendencias pre
dominantes en cada pafs. En el caso de un programa de mateméti-
cas destinado a futuros alumnos de ingenierfa, fisica o matemé-
ticas, ¢cudl seria la metodologia mds adecuada? El dilema estd
entre las tendencias actuales hacia una metodologia activa, cen
trada en los intereses del alumno, el entorno del centro, basa-
da esencialmente en la resolucién de problemas y la posicibn de
gran nmero de profesores de Universidad que preferiria una re-
duccién de los contenidos a cambio de conseguir un mayor dominio
de los mismos por parte del alumno (2). Esto no es exactamente
una vuelta a la metodologfa tradicional, sino una conviccibn ,
fundada en los resultados, de que se debe conseguir un dominio
completo de las técnicas elementales, una idea clara de los mé-
todos y una razonable familiaridad con el rigor, y esto no seha
conseguido con los programas y las metodologias "modernas". Es-
te punto de vista es mis firme afin entre los responsables de las
empresas que emplean a ingenieros y técnicos. Asi (1) una empre

sa internacional se niega a becar a estudiantes de ingenieria
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que hayan segudio los programas SMP de Matemfticas o Nuffield
en fisica, ambos muy representativos de las modernas tendencias

en metodologia y contenidos.

De lo anterior se desprende que la coordinacién entre
los niveles secundario y superior no se limita Gnicamente a los
contenidos sino que abarca la propia metodologia, por lo que es
cada vez mis importante un mayor contacto entre los profesores
de matemfticas de ambos niveles, entre sf y con sus colegas de

Fisica.
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PROBLEMAS

PROBLEMAS PROPUESTOS

Invitamos a nuestros lectores a que nos envien solucio
nes a los problemas que fueron propuestos en la 262 Olimpiada
Matemdtica Internacional celebrada el pasado mes de Julio en
Finlandia:

PROBLEMA 14a

Un cuadrildtero convexo ABCD tiene todos sus vértices sobre
una circunferencia. Otra circunferencia tiene su centro sobre
el lado AB y es tangente a los otros tres lados del cuadril4s-
tero. Probar que se verifica:

AD + BC = AB

PROBLEMA 2%

Dados los n@meros naturales n Y k, primos entre sf, tales que
0 <k <n. Cada nfimero del conjunto M = {1,2,..., (n-1)) est4d co
loreado de blanco o azul.

El conjunto M cumple las condiciones siguientes:

a) Para cada i € M, los nfmeros i y (n-1i) tienen el mismo co-
lor.

b) Para cada i € M, i ¥ k. Los nfmeros i y |k-i| tienen el mis
mo color.

Demostrar que todos los nlmeros de M han de tener el mismo co-
lor.

PROBLEMA 34

Dado un polinomio cualquiera P(x) = ag+ta;x +...+akxk con coe
ficientes enteros, se denota por w(P) el nGmero de coeficientes
aj del polinomio P,que son impares.
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Para i=0,1,2,..., sea Qi(x) = (1 +x)i.
Demostrar que si il' i2,..., in son enteros tales que 0 <il <
< 12 < .. < in’ entonces,

w(Qil +Qiz oo +Qy ) > wi(Qy,)

PROBLEMA 48

Dado un conjunto M formado por 1985 nGmeros enteros positivos
y distintos, tal que ningfin elemento de M tiene un divisor ori
mo mayor que 26, demostrar gque M contiene al menos un subcon-
junto de cuatro elementos distintos, cuyo producto es la cuar-

ta potencia de un nfimero entero.

PROBLEMA 54

Una circunferencia de centro O pasa por los vértices A y C del
tridngulo ABC e intersecta los segmentos AB y BC nuevamente en

puntos distintos K y N, respectivamente.

Las circunferencias circunscritas a los trifngulos ABC y KBN se
cortan exactamente en dos puntos distintos B y M.

Demostrar que el &ngulo OMB es recto.

PROBLEMA 62

Para cada n@mero real X+ se construye la sucesibn Xy Xypeos

_ 1
en la cual Xo41 = xn(xn-+5), para todo n > 1.

Demostrar que existe exactamente un valecr de X, para el cual

0 < x, < Xp41 < 1, para todo n.
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PROBLEMA 24

Sea f(n) una funcién definida sobre el conjunto de los
enteros positivos y que toma sus valores sobre ese conjunto. De
mostrar que si f(n+l) > f£(f(n)) para todo n, es f(n) = n

Solucién

. + .
Designaremos con 2z el conjunto de los nlmeros enteros
-+

+
positivos. f es una aplicacién £f: Z2 =+ 2 .
Si 3k1= f(k;) = 1, en consecuencia, k; = 1; en efecto,
si kg # 1, por la condici6n del enunciado, f(f(kl—l)) < f(kl) =
= 1, lo cual es absurdo, pues f(Z+) c z*.

Si ademis 3k2: f(kx,) = 2, serd k, = 2; en efecto, como
k, # 1 (ya que k, = 1=f(k,) = 1), serd f(f(k,-1)) < f(k,) = 2,
con lo que f£(f(k,-1)) = 1, y por lo anterior, f(kz-l) =1, y

también k2—1 = 1, o sea k2 = 2.

Si ademés 3k3: f(ky) = 3, serd ky = 3; en efecto, como
f(f(k3—l) < f(k3) = 3, seré f(f(k3-l)) =1, o bien f(f(k3—l)) =

= 2; en el primer caso ser§, f(k3-1) = 1, y por tanto k3-1 = 1,
o sea, k3 = 2, lo que es imposible pues f£(2) = 2 y no puede ser
£(2) = 3. En el segundo caso, serd f(k3-l) = 2 y vor tanu>k3—1=

= 2, O sea, k3 = 3, c.d.d.

En general, si 3k1, k2,..., kn' tales que f(kl) =1,
f(kz) = w2vmeyens 7 f(kn) = n, en consecuencia kl =1, k2 = 2,...,
k. = n. Para probarlo por induccién, supongdmoslo cierto para

n
n-1, es decir, sidky, kyseees kgt flkg) =1, £(ky) = 2,...,



f(kn_l) = n-1l, es por hip6tesis de induccibn, f(ki) = jipara i =
=1, 2,..., n-1. Suponemos ahora que existe k, tal gue f(kn) =
=n, y como k # 1, f(f(kn—l)) < f(k ) = n, lo que implica que
f(f(kn—l)) £ n-1; si fuese f(f(kn-l) = j < n-1, serfa,por la hi
pbtesis de induccibn, £(k -1) = j, y por tanto, ko=t = 3, o sea,
kn = j+1 < n, con lo que f(kn) serfia kn y no n como se ha supues
to; por tanto, debe ser f(f(kn—l)) = n-1, pero entonces,f(kn—l)=
= n-1, y también kn-l = n-1, o sea, kn = n, c.d.d.

Por otra parte, cualquiera que sea n € Z+, distinto de
1, podemos cohstruir los nGmetos p, = f(n-1), Py = f(pl-l), by =
= f(pz-l),..., P = f(pi_l—l), hasta llegar a obtener un 15} =1,
a partir del cual ya no se puede continuar, pues pi-l ¢ zt; es-
te valor p; = 1 se alcanza efectivamente, pues el proceso no
puede ser indefinido, ya que

f(n) > £(py) > flpy) > £(p3y) > ... > £(p;)
por la condicién del enunciado; entonces, como p; = f(pi 1-1)=

= 1, seré p;_y-1 = 1, y por tanto, Py_1 = 2; como pi_l=f(pi_fdJ=
= 2 serd, p;_,-1 = 2, y por tanto, p;_, = 3 asf sucesivamente

llegaremos a Pio(i-1) = i, o sea, p; = i, es decir, f(n-1) = i,
y en consecuencia, n-1 = i, asi que para todo n € Z+, distinto
de 1, £(n-1) = n-1, es decir, la funci8n f es la identidad ,
c.d.d.

Amparo Ortega Garcia
(Valencia).

PROBLEMA 48

Dos circunferencias del plano se cortan. Sea A uno de
sus puntos de interseccidn. Does puntoe se mueven patrtiendo si-
multéneamente de &, con veloclidades constantes, cada uno sobre
una de las tircunferencias, en el mismo saentido. Los dos puntos
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regresan a la vez, después de una revolucién. Probar que exis-
te un punto P fijo del plano, tal gue en todo momento las dis-

tancias a P a ambos puntos permanecen iguales entre st.

Solucién

Supuesto que los puntos se mueven con velocidad angular
constante, ocupan (en determinados intervalos) las posiciones ,
Ai,
y las A%, AE,..., A;, sobre la segunda circunferencia, de cen-

Al,..., A', sobre la primera circunferencia, de centro o',
2 n

tro O" (figura 1).

Se trata de probar gue las mediatrices de los sucesivos
segmentos, AiA{, AﬁAg,..., AAA;, tienen un punto, P, comfin, que
es la solucién del problema. Para ello, debe demostrarse que ta

les segmentos cumplen que (figura 2):

Asercién 12.- Est&n alineados con el otro punto, B, de

interseccién de las circunferencias.

Asercién 22.- Sus puntos medios, Mpr Myreees M . perte
necen a la circunferencia, ¢, que pasa por B (y por A), cuyo

centro, O, es punto medio 0'O".

Asercién 32.- Sus mediatrices pasan por el punto P de
la circunferencia c, tal que P es simétrico de B respecto de O

(y simétrico de A respecto de la bisectriz de 0'0").

Efectivamente, cualquier secante, r, que pase por B, in
tercepta a las circunferencias en Aﬁ y A;, respectivamente. Asi

se tiene:

12 (figura 3). Trazando la cuerda, s, com@n a las cir
cunferencias, se observa que las rectas, r, s, determinan los
&ngulos o/2 inscritos en ambas circunferencias, a los que co-
rresponden sendos &ngulos centrales, o, iguales (AO'A$==AO"A;),

lo que prueba la asercién 12,
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28 (figura 4). La secante r, determina un segmento,
AQA;, cuyo punto medio es Mn' Dicho segmento se descompone en
las cuerdas, AAB, A;B, cuyos puntos medios, M', M", unidos con
sus respectivos centros, conforman un trapecilo recténgulo ,
O'M'M"0", cuya paralela media pasa por O. Sobre su lado M'M"
se comprueba que M'Mn = BM", pues, asignando los valores m =

M'B y n = BM", resultam+m+n+n = A;A;, pero 1/2 (m+m+

+

n+n) = AﬁMn' luego M'Mn = n = BM", lo que demuestra que OM =

OB, y también prueba la asercién 22,

32 (figura 5). La circunferencia, ¢, es arco capaz de
los &ngulos rectos cuyos lados pasan por los extremos de su dif
metro BP; por tanto, la mediatriz de cualquiera de los segmen
tos considerados pasa por P, lo que prueba la asercidn 32 yre

suelve el problema.

Observacibn: Basta que las velocidades angulares sean iguales
en cada instante, en lugar de constantes.

David Corbella Barrios.

Otra solucién a este problema de:
Amparo Ortega Garcia

PROBLEMA 54

Sea 1 < r < n, y consideremos todos los subconjuntos de
r elementos del conjunte {1, 2,..,., n}. Consideremos también el
minimo nfimero de cada uno de esos subconjuntos. Representemos
con F(n,r) la-media aritmética de esos nfmerocs minimos. Probar
que:

F(n,xr) = %}%
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Solucién

El nfimero de subconjuntos de r elementos es (;). De
ellos, tienen a 1 como minimo elemento (o sea, poseen el 1) (;:i)
subconjuntos. Tienen el 2 como minimo elemento (o sea, poseen
el 2 pero no el 1), (2:%) subconjuntos. Tienen el 3 como mini-
mo elemento (o sea, poseen el 3, pero no el 1 ni el 2),(2:%) sub

conjuntos. Podemos proceder asf hasta el mayor elemento que pue

de ser mfinimo, que es n - (r-1) = n-r+l, que aparecerfa en
& -é21r+1)) = (i:i) subconjuntos (uno sélol.

Teniendo en cuenta ladefinicién de la media aritmética,

n-1 n-2 n-3 r-1
(p_p)el + ( Je2 + (L _7)e3 4+ L. 4 (r_l)-(n-r+1)

Fin,r) = =l L -
(r)
.,
n-1 n-2 r-1 n-2 n-3 r-1
4[kr-l) + (r—l) + gav + (r_l)] + Br-l) +(r—1) ... +(r—1)] "
L
n-3 r-1, r-1 n
i [(r-l) + .. 4 (r-1[j+ oo *+ (23] B
y aplicando la propiedad (;) - (;:1) +(;:§) +($:i) ... +($:i)’
resulta
n n-1 n-2 r n+l (n+l) !
el = (D +C )+ +... + () ) (147 T T e
1 - n = o = =
() (r} n!
r! (n-r)!
_ in+tl)! r! _ n+l

n! (r+l1)! r+1

vicente Mendiola
(Ciudad Real).

Otras soluciones a este problema de:

Merces Rico (I.B. "Fortuny")
Rodolfo Esteve Arolas (Valencia)

ESPERAMOS VUESTRAS SOLUCIONES A LOS NUMEROS 1%, 3% y 6% PROPUES
TOS EN EL BOLETIN N2 5
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PROBLEMA 18

La funcién f(x,y) satisface, para todos los enteros no

negativos x,y, a las condiciones:

1) £(0,y) = y+l
2) f(x+1,0) = £(x,1)
3) f(x+1l,y+1) = £(x,£(x+1,y)).

Determinar f(4,1981),
-3 -8 -8 -

Vamos a obtener expresiones para f(x,y), x =1, 2, 3,4.

f(1,y) = £(0,£(1,y-1)) [por 31]
= f(1,y-1) +1 [por 1)]

Luego f(l,y) es una progresién aritmética de diferen-
cia 1, cuyo primer té&rmino £(1,0) = £(0,1) = 2 [por
2) y 1)), por tanto:

£f(1,y) = y+2

h) x = 2;

De forma anfiloga a la realizada en el apartado ante-
rior obtenemos,

£(2,y) = £(1, £(2,y-1)) .= £(2,y-1) + 2;
£(2,0) = £(1,1) = 3

luego £(2,y) = 2y+3
c) x = 3;

Utilizando el mismo proceso,
£(3,y) = £(2, £(3,y-1)) = 2:£(3,y-1) +3

£(3,0) = £(2,1) =5
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Pongamos,

aly) = £(3,y) +3 = 2.£(3,y-1) +3+3 = 2(£(3,y=-1)+3)=

2-a{y-1); a(0) =8

Luego a(y) es una progresién geométrica de razbén 2
y a(0) = 8, por tanto,

a(y) = 2¥+3
de donde
£(3,y) = 2Y3 -3
d) x = 4;
4,y=1)+3
£(a,y) = £(3, £(4,y-1)) = 254 YDHI 3
£(4,0) = £(3,1) = 24-3 =13
-1
Pongamos aly) = 3 +£(4,y), entonces a(y) = za(y )7
a(0) = 16 = 222, con 1o cual,
Por induccibn,
2
2
2a(0) 22
2." (y doses) 2.’ (y+3 doses)
2 .2
aly) = 2 = 2
22
20 (y+3 doses)
2 -3
£(4,y) = 2
22
luego .
2+ (1984 doses)
£(4,1981) = 22 -3

Sailvador Calvo-Fern&ndez Pérez
(Ciudad Real).
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PROBLEMA 2%

Encontrar todos los nfimeros reales "a" para los cuales

existan nfimeros reales no negativos X;, X,r X3, X4, ¥Xg que sa=
tisfagan las relaciones

5 5

kex, = aj i k3'xk = a%; 1 ks-xk = a’

1 k=1 k=1
-8 -®B -8 -

Desarrollando obtenemos el sistema:

Xy + 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = a

_ .2
X1 + 8x2 + 27x3 + 64x4 + 125x5 = a
3

*l + 32x2 + 243x3 + 1024x4 + 3125x5 = a

De estas relaciones obtenemos las siguientes:

1. Eliminando X, Y Xy entre las tres ecuaciones anterio
res,

120x3 + 720x4 + 2520x5 =a(a-1) (a-4)

2. Andlogamente para X, Y Xji

24xl + 336x, + 1680xg =a(a-4) (a-9)
3. 8i se eliminan Xyr Xyt

120xl + 120x2 + 720x5 =a(a-9) (a-16)

4, Si son Xy4r Xg las eliminadas:

360x1 + 504x2 + 336x3 =a(a-16) (a~25)

5. Y por dltimo, para Xg, Xq:

126x2 + 384x3 + 540x4 =-a(a-1) (a=25)
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Vamos a obtener conclusiones de estas cinco relaciones

y de la hipbtesis de que las x) son no negativas.

a)

b)

c)

Es claro de x; +2x, +3xy +4x, +5xg = a, que "a" es

no negativa.

si a =20, X, = ¢ (k=1,.., 5) verifica las hipbtesis
de problema.

Si a es positivo, de 5 obtenemos que (a-1) (a=25) ha
de ser menor o igual a cero pues las x, son no nega

tivas, luego,

1l <ac<?25
1. implica que: a & (1,4)
2. implica que: a ¢ (4,9)
3. implica que: a & (9,16)
4. implica que: a & (16,25)

Luego "a" s6lo puede tomar los valores 1, 4, 9, 16,
25,

Efectivamente, estos valores verifican las hip6tesis
de problema, como se puede comprobar con los datos que
se dan a continuacién. Si llamamos Xk a la Xy, para

2 ,
a=n", se tiene:

a=n"; xnk=o’nk.n (n=0,00e, 5; k=1,..., 5);
s ={1 sl n=k
nk 0 si n#Xk

e) Por tanto, los posibles valores de "a" son:

0! ll 4, 9, 16' 25

Salvador Calvo-Fern&ndez Pérez
(Ciudad Real).



