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XXIII OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

PRIMERA FASE

Como en afios anteriores, 1la Real Sociedad Hatemé
tica Espaficla, en colaboracién con 1la Subdireccién de Be -
cas y Ayudas de Estudio, ha organizado la " Olimpiada Mate

mética Espafiola " » Que este curso es 1a nimero XXIII.

Ya es sabido que estos certémenes constan de dos
fases; la primera se celebra en las cabeceras de los anti-
guos distritos universitarios; los ganadores de cada dis -
trito, hasta un méxi@o‘dg tres, son premiados con una beca
ugifizakig para seguir los estudios de 1a licenciatura de
ﬁéteméticas; ademés son convocados bara competir en la Fa-
se Final, que guele celebrarse simulténeamente en Madrid y
en Canarias. De esta Gltima fase salen los tres ganadores

de la Olimpiada. Este curso se realizaréd en Febrero.

En 1la actualidad, 1a Primera Fase viene realizég
dose entre alumnos del Curso de Orientacién Universitaria,
en los primeros meses de este Curso, con objeto de que los
alumnos destacados en la Fase Final tengan tiempo de hacer
una cierta preparacién que les permita competir en 1la Olim
piada Matemédtica Ipﬁerpgciopall_gue 8e celebra en el mes
dgﬁ{g};gﬂggwpgda afic. La participacién espafiola, que tuvo
lugar por primera vez en Paris, en 1983, ha ido obteniendo
resultados cada vez mejores, como Puede verse en nuestras
crénicas de los Boletines nimeros 2, 7 y 10, & pesar de ha
ber presentado equipos con menor nimero de participantes
que otros paises con mayor tradicién y experiencia en ese

tipo de competiciones.

En la mayor parte de 1los distritos, la Primera

Fase ha tenido lugar los diae 28 Y 29 de Noviembre. En la



seccién de Problemas Propuestos ofrecemos a nuestros so-
cios los enunciados de los problemas propuestos en ella;
hemos esperado a conocer los primeros resultados para ce-

rrar la edicién de este niGmero del Boletin.

En Madrid, esta Primera Fase se celebrd en la

Escuela Técnica Superior de Ingenieros Industriales; se
habian inscrito en ella 143 alumnos, de los que se presen
taron 101. Tal como ocurrié el afio anterior (ver nuestro
Boletin nimero 8), el nivel medio de los participantes
fué bajo, hasta el punto de que 16 de ellos no fueron ca-
paces de obtener ni un solo punto, y otros 38 no pasaron
de 4, de un totai de 80 puntos que podian obtenerse tebri
camente; la media aritmética de las puntuaciones se quedd
en 5,8. El1 aﬁo.anterior haciamos algunas consideraciones
sobre este hecho, cuya validez reiteramos hoy a la vista
de estos reéultados. Muchos alegarén que los problemas
propuestos, aunque no son excesivamente dificiles, estén
muy alejados de lo habitual en los estudios del actual Ba
chillerato y C.0.U.; ello es cierto, pero en cambio se en
cuentran en la linea de los propuestos en las distintas
Olimpiadas Internacionales, aunque son algo mAs sencillos
que éstos Gltimos. Sobre este nivel medio,mis bien medio-
cre,destacaron claramente los tres ganadores del Distrito
de Madrid, que son:

1. D. Pablo Benfitez Giménez, del Colegio de Huérfanos

de la Armada, de Madrid.

2. D. Pablo Ariza Molina, del I. B. "Miguel Servet" de
Madrid.

3. D. Rogelio Trivifio Gonz&lez, del I. B. "Puig Adam”
de Getafe (Madrid).

Sefialaremos que el Sr. Ariza fué premiado por
nuestra Sociedad en 1985 como alumno de 2° y en 1984 como
alumno de 1° de B.U.P.. A todos ellos, nuestra cordial

enhorabuena.
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NOTICTIAS

Sociedad Canaria "Isaac Newton"

De acuerdo con el programa previsto, esta Sociedad ce
lebrd en Lanzarote, en los primeros dfas del mes de mayo pasadg,
sus VII Jornadas. Al tiempo tuvo lugar la Asamblea General de la
Sociedad renovindose en parte la Junta Directiva Yy resultando
elegido para presidente el profesor Fernando Hernindez Guarch.
Se tom6 el acuerdo de celebrar 1& VIII Jornadas en Gran Canaria,
en lugar afin sin designar, pero en las mismas fechas, esto es,
qsi_ital 4 de mayo de 1987. Como tema general de estas jornadas
se proéhso el estudio de los problemas derivados en la ensefian-
za de las matemdticas en el futuro ciclo de los 11 a los 16
anos.

Por otra parte, la Sociedad "Isaac Newton" continGa
con entusiasmo y eficacia sus tareas fundacionales en orden a
una mejor informacibn y formacibn del profesorado de matem&ti-
cas, mediante la organizadibn de diversos cursos sobre temas
concretos de la diddctica matemitica y con la publicacién de
la revista "NGmeros; que recoge actividades y trabajos siempre
interesantes.

Comité interamericano para la :ensefianza de la matem&tica

Se anuncia, para los dfas 12 a 16 de julio de 1987,
la celebracién de la VII Confe;gncia_Integgmq;icana de Educa-

cibn Matemdtica, que tendr§ lugar en Santo Domingo (Repfiblica
Dominicana), en los dfas 12 a 16 de julio de 1987.
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CONGRESO INTERNACIONAL SOBRE INVESTIGACION EN LA

II

DIDACTICA DE LAS CIENCIAS Y DE LAS MNATEMATICAS

Organizado por la Revista "ENSENANZA DE LAS CIEN

CIAS" el Institut de Ciéncies de 1'Educacié de 1la Univer
sitat Autdnoma de Barcelona y por el Servei de Formacié
Permanent de la Universitat de Val@ncia, tendrd lugar este
Congreso, en Valencia, del 23 al 25 de Septiembre de 1987.
La preinscripcién habrd de realizarse antes del 30 de Ene—
ro de 1987. Puede obtenerse informacién dirigiéndose a

"Ensefianza de las Ciencias"

ICE. Universitat Autdnoma de Barcelona

BELLATERRA (Barcelona)
0 a través del teléfono (93) 692 02 00 , extensién 1598,

CLUB MATEMATICO DEL I.E.P.S.

El Departamento de Did&ctica de las Matem&ticas del
Instituto de Estudios Pedagbgicos Somosaguas (IEPS) ha creado
un Club Matemédtico que ofrece a los alumnos de Bachillerato la
oportunidad de descubrir y aprender las Matem&ticas a través

de situaciones problem&ticas, del juego y de la discusibn en

grupo. Este Club celebra sus sesiones los miércoles de 5 a
7 de la tarde en los locales del IEPS (Vel&zquez 114, 42 izqg.)

desde el pasado 8 de Octubre.
Puede obtenerse informacibén sobre las actividades de
este Club llamando al telé&fono 4.11.12.63.

—_—

AKADEMIA NEOPLATONICA P.M.

Esta AKADEMIA continta celebrando sus "Tertulias de Geome-
tria" en el Salén de Actos del Colegio de Ingenieros de Caminos, Cana-
les y Puertos (Almagro, 42, Madrid). Las Tertulias IV y V, tendrén lu-
gar los dias 11 y 12 de Diciembre de 1986 a las 19 h.

+El dia 15 de Diciembre, en el mismo lugar y a la misma ho-
ra, se honraréd la memoria de José Torén, en su V aniversario, con un

AULA LIBRE sobre "La Ingenierfia de la Destruccidn'.

EL CUBO Y LA COSA IGUAL AL NUMERO

Por José Javier Etayo

- Nota de la Redaccifn -

EL presente trabajo del profeson Etayo es 4680 un
nesumen de une de £0s capitufos de Pa conferenci{a "EL
Algebra def Cinquecento", que el auton desarnnolfd enel
ciclo ornganizado por La Real Academia de Ciencias ef
curso pasado, sobre determinados aspectes de fa Histo-
n&a de La Matemdtica. Se Lo teniamos solicitado aquien
hoy es nuestro Presidente, at <gual que af profeson L&
n€s que también intervino en el mencionado curso i que
nod honné con el thabajo publicade en ef nimero ante-
nion def Boleitin.

* Kk

El extrafio tftulo de este artfculo es un lugar comfn
en los textos de Algebra del siglo XVI., Tartaglia, por ejemplo,
explica el contenido de uno de sus libros editado en Venecia en
1546, "sopra La scientia andithmetica, geometnica, et Ain La pra-
tica speculativa de algebra et almucabala, volgarmente detta Re
gola de La cosa, over Ante maggiore, et massime delle inventio-
ne de Capitulo de Cosa e Cubo equale a ndmehro,,..,"

Aparece también ahf el "algebra y almucabala", lasdos
reglas que al-Khowarizmi introduce, ya en el siglo IX, y a la
primera de las cuales debe el &lgebra su nombre. Nombre que, di
Cce también Tartaglia, equivale en el lenguaje vulgar a "arte ma
yor" y a "regla de la cosa". Cfectivamente, un afio antes ha publi
cado Cardano su Ars Magna, arte grande, y lo comienza con estas
palabras: "T{ienes en edte Libno, Leeton estudioso, neglas alge



braicas, que £os itabianos RfLaman de La cosa": 1tali, de Ra Co-

ssa vocant.

¢Y qué es la "cosa"? Procede también de la nomenclatu
ra Srabe y es lo que hoy llamariamos incégnita; las reglas dela
cosa eran las que permitfan calcular el valor de la cosa, es de
cir, las de resolucibn de ecuaciones; e, incluso, "cosistas" se
llamaba a los algebristas. Un problema en el que no vamos a en-
trar es el de las notaciones, todavia en un estadioc muy primario,
las pocas que aquif adoptemos seré&n las actuales, para poder se-
guir los razonamientos expresados de un modo discursivo. Asi, pues,
nuestra "cosa" ser& x, y el cubo (y lo mismo otras potencias) quie
re decir el cubo de la cosa, nuestro 53. Cuando decimos "cubo y
cosa igual a nfimero" estamos expresando lo que hoy escribiamos
ii + ax = b, esto es, el cubo y a cosas igual al nfimero b; el ter
cio de esas cosas, o tercio de la cosa, que luego aparecer§, se-
rd, pues, a/3. Y una observacién: aquf a y b son dos nfimeros con
cretos, no dos constantes arbitrarias; hasta Vieta, al final del
siglo, no se llegari a esta generalizacibén. M&s afin: esos nime-
ros han de ser siempre positivos, asi como las soluciones de la
ecuacibn; los nfimeros negativos no entraban todavia en considera
cibn.

De este modo, el enunciado de nuestro titulo es justa-
mente el exponente del avance principal, no el Gnico, que el &l-
gebra experimenta durante este siglo XVI. Todavia a sus comien-
z0s se asegura que esta ecuacibn, la de tercer grado, no tiene so
lucibn o, al menos, no se conoce ningfin método para obtenerla.
Asi lo afirma Luca Pacioli en su libro publicado en 1494 en el
gque se recogen, como en una enciclopedia, todos los conocimien-

tos que su tfitulo indica: Summa de Arithmetica, Geometria, Pro-

portioni et Proportionalit&. El &lgebra llega, efectivamente, has

ta la ecuacibn de segundo grado, siempre que no se trate del ca-
so imposible que da lugar a las soluciones imaginarias. Y de ahi
no pasa.

Las ecuaciones cfibicas susceptibles de ser estudiadas
se clasificaban en trece tipos, teniendo en cuenta el caricter
positivo de coeficientes y raices. No serfa, por ejemplo, una
ecuacifn ciibica la 353 + g§2 + ¢cx +d =0, ya que su solucibn

. . . . . 3 2
es imposible con ese condicionamiento, pero lo son ax~ + bx" =

=cx+d 6 253 +cx +d = 952. Un problema, que se sabia re-
solver entonces lo mismo gue ahora, era transformar mediante un
cambio de variable una ecuacién cfibica en otra que careciese de
término cuadrado. En estas condiciones, resolver la ecuacién c
bica era saber resolver estrictamente estos tres tipos de ecua-
ciones:

3 3 3 i
x~ + ax = b, X~ = ax + b, X~ + b = ax

En palabras: el cubo y la cosa igual al niimero, el cubo igual a
la cosa y al nmero y el cubo y el nmero igual a la cosa.

Pues bien, parece claro que el primero gue consiguif
esta resolucibn fue Scipione dal Ferro, alld por 1515, siendo
profesor de Matemdticas en Bolonia, pero no le did publicidad,
aungue era conocida de su discipulo Antonio Maria Fior y de su
yerno Annibale della Nave, en cuyo poder quedd el manuscrito a
su muerte, en 1526.

Es Fior guien, en 1535 y en un debate pfiblico, muy del
gusto de la época, propone a Tartaglia unos treinta problemas que
conducen a la ecuacibn cfibica. En estos desafios no sblo se acre
ditaba la valfia de los contendientes sino la excelencia de su es
cuela; por eso, quien encontraba un método para resolver ciertos
problemas lo guardaba en secreto hasta poder publicarlo, erigién
dose en su autor. Tartaglia lo encontr6: el mismo narra los apu
ros que le costd pero justamente la noche anterior a la termina-
cibén del plazo, y en sb6lo un par de horas, resolvib todos los pro
blemas. Con justicia le corresponde, pues, también, como a dal Fe
rro, el titulo de descubridor de la solucibn de la ecuacidn cfibi
ca.
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En su Ars Magna cuenta todo esto asi Cardano: "En sus
dias Scipione daf Fernno, de Bolondia, res0lvib el caso del cubo y
La cosa Lgual a ndmenro, cientamente un Logro bellfo y admirable.
Como tal arte sobrepasa toda humana sutileza y toda La perspica-
cia del talento de Los mortales, y es un regalo verdaderamente
celestial y un testimonio muy clano de La capacidad de La mente
humana; quienqudiera que Lo asimile puede pensar que nada hay ya
que no pueda entender. La emulacidn LLev6 a md amigo Niccolo Tan
taglia, de Brescia, que no quensia vense sobrepufado, a resofver
el mismo caso cuando entrb en discusibn con Antondic Mania Fionr,
discfpulo de dal Ferno, y, movido pon mis muchas sdplicas, me Lo
congio". M&s adelante dice también: "EL (Tartaglia) me La dié
en nespuesta a mis sdplicas, aunque hetendendo La demostracdidn.
Armado de esta ayuda hice yo La demosthacibn de vardias maneras'.

Cardano reconoce, pues, la prioridad en la autoria de
dal Ferro y de Tartaglia, aunque parece reclamar también para si
la originalidad de su demostracifn, una vez conocido el resulta-
do. Este resultado lo explica asi, vertido a nuestro lenguaje,
en la ecuacibn que hoy escribimos 53 + ax = b, donde a y b son
la cosa y el nfimero: El cubo del tercio de la cosa [(a/3)3] s@
malo al cuadrado de la mitad del nfimero [(b/2)2] y toma la raiz
cuadrada de todo ello L/Q;73)3 + (b/Z)?]. Repite esto y a uno de
los dos anade la mitad del nfimero que has elevado al cuadrado
E/(a/3)3 + (b/2)2 + (b/2)] y del otro resta la mitad del mismo
niimero [/Qa/3)3 + (b/2)2 - (b/2)]. Resta entonces la raiz cGbi-
ca del segundo de la raiz clibica del primero y la diferencia es

el valor de la cosa

[:x 5 '\3/./(a/3)3 + (b/2)% + (b/2) - '\3/./(a/3)3 +(b/2) % - (b/2 ]

Es la que hoy solemos llamar fbrmula de Cardano o de Tartaglia,
mds inteligible para nosotros que la expresibn retbrica con que

Cardano la enuncia.
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Esta publicacibén desata las furias de Tartaglia que
se siente traicionado. Parece que €l se reservaba la solucibn
para publicarla en un libro que estaba preparando, quiz§ el Ge-
neral Trattato, y s6lo cede ante la reiterada insistencia de Car

dano confidndosela bajo promesa de guardar el secreto. Ferrari,
discipulo de Cardano y gue acompaié a &ste en la entrevista ce
lebrada con Tartaglia, niega la promesa del secreto y es el en
cargado de enzarzarse con su oponente en una feroz diatriba de
réplicas y contraréplicas que duran hasta 1548, en que se retan
a un combate verbal en Mil&n, donde, aunque no hay constancia de

ello, parece que puede darse por perdedor a Tartaglia.

Muy probablemente su tartamudez, a la que debia el apo
do, no le hacia muy competente para un debate oral; por otra par
te, su deficiente instruccidn habia sido siempre aprovechada por
Ferrari para contestarle en los carteles en la lengua culta, el
latin, que Tartaglia desconocia. El caso es que aquellos tres
afios de violenta polémica, plagada de insultos, acusaciones e
injurias en que aquellas gentes arriscadas y turbulentas se en-
redaron, se saldan con importantes ofertas a Ferrari de distin-
tas universidades y con la pérdida por Tartaglia de su puesto en
la de Brescia.

Ferrari aporta ademfs a la discusi6n un nuevo y curio-
so argumento: el de no haber podido servirse Cardano de la solu
cidn que Tartaglia le habfa dado en unos versos, por lo que hubo
de trasladarse a Bolonia donde della Nave le ensefi6 el original
de dal Ferro. De este modo, afirma que la cita que sobre Tarta-
glia hace en su libro es un exceso de cortesfa, ya que no pudo
entender la solucibn que aquel le habfa proporcionado y en reali
dad la publicada por €l procedfa de dal Ferro.

Y es curioso tanto que Ferrari diga esto como que Car-
dano hubiera dicho, segfin hemos escrito, que Tartaglia le did la
solucibn sin demostrarla, cosa gque &l hizo. Porgque esta solucién,
por lo que sabemos, narrada por Tartaglia en vienticinco versos,
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contiene todo el problema. Los nueve primeros versos se refieren
al caso del cubo y la cosa igual al nfimero, otros nueve al cubo
igual a la cosa més el nfimero, y los tres siguientes al cubo méas
el nfimero igual a la cosa, que lo reduce al caso anterior de una
forma no muy clara. Los cuatro versos finales los dedica a ufa-

narse muy merecidamente de su descubrimiento.

Vamos a ensayar la interpretacidn del escrito de Tarta
glia para justificar lo que acabamos de decir. Traducidos a nues
tro modo, los nueve primeros versos Vienen a establecer: "Cuan-
do el cubo junto con kas cosas se Lguafa a un ndmeno, se buscan
otrnos dos n&meﬁob difenentes tales que su producto 4ea igual al
tencdio de Las cosas al cubo; La diferencia de sus nafces clbicas
send fa cosa (es decin, fLa sofucibn)". Esto, que no parece muy
claro, da resuelto el problema. En efecto, se trata de encontrar
dos nfimeros, u y v, tales que uv = (a/3)3 yx=7%u- 7.
Sustituyendo este valor de x en la ecuacibn 53 + ax = b y hacien

do 922 = a/3, se obtiene

I
]

|<
+

[Red

luego,

uv = v2 + by = a(/3)°

ecuacién de segundo grado en vy cuya raiz positiva, finica a consi-

derar, es

v = (b/2) +/(b/2)° + (a/3)°

de donde,

u=v+b= (o2 + J/a’ e a3’

) 2 ‘
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Ya tenemos asf para x = VE - Vz la f6rmula que nos describia Car
dano en un pérrafo anterior.

Lo mismo ocurre en el segundo caso, 53 = ax + b para
el que da estas reglas: ". hands dos parntes de modo que una
muliiplicada por La otrna phoduzca el cubo del terncio de Las co-
sas, y de ellas tomands Las nralces cilbdicas y su suma send tu s0
Lucién". Es decir, x = Vu + ¥v, donde uv = (5/3)3. Haciendo co-

mo antes, saldria

x = Yib/2) + (b/2)% - (a/3)° + Yb/2) - (b/2) % - (a/3)°

Posiblemente se atribuya Cardano la demostracibén por
que no estd estrictamente contenida en esa explicacibn y hacer
la a partir de ella sin el 4gil mecanismo algebraico que hoy usa
mos, sino a través de consideraciones de tipo geométrico, es ta
rea bastante ardua. Se puede advertir que el procedimiento aqui
expuesto es el mismo que hemos seqguido todos después, el mismo,
si se quiere, que estudifbamos en el viejo y recordado libro de
Rey Pastor. Con la ventaja en éste de que el problema es gene-
ral y no hay que cenirse a que los nfimeros gue aparezcan hayan
de ser positivos, por lo cual se obtiene una sola f&rmula v&li-

da para todos los casos y no una para cada caso.

Lo que sf parece, a la vista de estos hechos, es que
esta férmula que suele llamarse de Cardano, de Tartaglia o de
ambos, deberia llamarse exclusivamente f6rmula de Tartaglia y
nunca de Cardano, lo cual propunga también el mismo Rey Pastor.
Todavia m8s: algunos autores proponen que se la denomine "f6r
mula de dal Ferro", ya que &ste fue el primero que se encontr
la solucibn, lo que parece atestiguado por Cardano en su defen-

sa, afin cuando esta solucidn haya permanecido oculta.

Haciéndolo asi, y quifandole a Cardano el protagonis-
mo de que ha venido gozando, es como si reparfsemos una injus-

ticia histbrica y dejiramos amortiguada la terrible disputa que
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mantuvieron las primeras figuras del &dlgebra italiana del siglo
XVI. ¢Tan importante era agquel descubrimiento como para organi-
zar semejante pelea? No s& lo que el comfin de los hombres, acos
tumbrados a espectaculares inventos, pensarfa hoy si se les di-
jera gue todo surgib con ocasién del hallazgo de solucibn pafa.
la ecuaci6én de tercer grado. Y, sin embargo, Bourbaki lo califi

ca de descubrimiento sensacional.

Ciertamente asi fue, y mucho mids si lo sentimos encua
drado en el espiritu de la época. En pleno Renacimiento, cuando
el propdsito dominante es no s6lo entender y absorber la infor-
macién y los trabajos de los clésicos sino crear ideas nuevas pa
ra traspasar los limites alcanzados por ellos, he aqui que la ma
tem&tica, fiel a su tiempo, puede desarrollar una teoria que su-
pera los logros de los antiguos y de los &rabes. Esta trifulca
que hemos narrado, entre la anécdota y la historia, representa,
pues, el mismo tipo de pasibn gque entonces se daba en todas las
ramas del saber o del arte e, independientemente de su repercu-
sién en la posterior evolucién del &lgebra, supone la insercidn,
que no siempre se hace explicita, de las ideas matemdticas en la

historia del pensamiento y de la cultura.

- 15 -

POEMA PROBLEMATICO (o PROBLEMA POEMATICO)

{Desde Zaragoza nos llega la siguiente composicibn de-
bida al brillante ingenio del ilustre catedr&tico de la Facultad
de Ciencias de aquella Universidad, Rafael Rodriguez Vidal. El ha
captado a la perfeccibén el estilo de algunos de nuestros matemi-
ticos del siglo XVII, que ponian en verso conocidas cuestiones,
y ha enunciado asi el clisico problema de los conejos y perdices,

a la manera como Caramuel redact6, por ejemplo, el de los grifos).

Aunque ea breve La vida del conejo

Yy un Lustrno hace dos siglos en 4u histonia,
habrd penr Lustnos conefil memornia

de Lo ocunnido en ef Molino Viejo,

cuando, como dird dofia Coneja,

bajd Diana a cazanr en Fuente Vieja.

En pdmpanos se escriban, 84 no en bronces,
con plumas de perdiz, 44 no bunrifes,

Los nombres de Las muchas que enthe miles
dienon su vida por La Diva entonces,
plumadas y pilosas bestezuelas

blanco a sus tinos, blandas a sus muelas.

Ciento y veinte cabezas daba ef cupo
de Las piezas al cabo necogidas,

y de patas por sdemphe quietecidas
contd trhescientas quien contarlas supo:
pues que Mercunio, teaminado el dia,

en contan y contar se entretendia.

De cudntos picos acalll La muernte,

ni de cudntas orejas sohdecieron,
ndmenos no diné, que ocdiosos fuenan
tras Los que dijo ya mi canto fuerte:
que Minenva en La escuela dié manena
de que Los pueda calcular cualquiena.
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RUEGOS A NUESTROS SOCIOS

Se ruega encarecidamente a nuestros socios que:

- Nos comuniquen cualguier cambio de domicilio o cuenta corrien
te, pues nos devuelven con frecuencia boletines o recibos,
con el consiguiente perjuicio para todos.

-~ Procuren gue otros compafieros ingresen en la Sociedad, para
lo cual inclufmos en cada nfmero del boletfn una hojadeing
cripcibn. El1 futuro de nuestra Sociedad depende de que man-

tenga un colectivo suficiente de socios.

- Mos hagan llegar répidamente cualquier noticia sobre congre-
sos, conferencias, concursos, etc., cuya difusién entre los
socios estimen interesante, para su inclusién en nuestro bo
letfn, antes de que pilerdan actualidad.

- Nos envfen artfculos, trabajos, experiencias did&cticas, enun
ciados de problemas o soluciones a los propuestos, para su
publicacién en nuestro boletin.

-~ Nos hagan llegar iniciativas o sugerencias de cualguier tipi
gobre posibles actividades de la sociedad o sobre el contenil

do de su publicacién.

La Junta Directiva agradece a todos su colaboracifn y recuer
da que la correspondencia debe dirigirse al Aptdo. 9479 de
28080-Madrid.

« ¢ & & ¥
* ® % *
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TENDER A INFINITO

Por Julio Fernéndez Biarge

INTRODUCCION

El infinito ha sido centro de permanente atencién por par
te de los matemdticos. En el nfimero 7 de este Boletin, nuestro
compafiero Carballido hacfa "Un Breve Recorrido Hist6rico" en tor
no al infinito. Esta palabra se usaba allf como atributo aplica
ble a ciertos conjuntos, en oposicién a otros, que eran "fini-
tos". No obstante, la mayor parte de las veces que un profesor
de Matemfticas emplea la palabra "infinito", o escribe =, no lo
hace con esa acepci6n, sino para decir que "X tiende a =" o que
el limite de una sucesién es infinito, etc. Es claro que esta
otra acepcibn de la palabra apenas tiene algo que ver con la pri
mera, y es precisamente de la que nos vamos a ocupar aquf.

En las Matemiticas de Bachillerato, C.0.U., e incluso de
los primeros cursos de algunas carreras universitarias, suele que

dar suficientemente claro el significado de expresiones simb61i
cas, tales como:

lim a, = -, lim £f(x) =7, lim f(x) = «, etc.
X++00 x+7

Estos significados se suelen definir en forma un tanto
casufstica para las expresiones en su totalidad, pero el signi-

ficado de los sfmbolos individuales tw, =-», o, y sobre todo los

X * 4o, X + -©, x » », e incluso x + 7, quedan como partes de la
notacién, con sugerencias intuitivas claras, pero sin significa
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do matemd&tico preciso. iQué es, en definitiva +=, 6 x + =? Des
de luego, *+x, =% 6 » no son ntmeros, ni tienen las propiedades
de &stos. A nivel elemental, ni siguiera se da una palabra que

exprese un concepto general del cual sea casos particulares.

Hay algunos profesores partidarios de utilizar una lla-
mada "ampliacién de R" © de la recta real, con la adicién de uno
o de dos elementos nuevos, para @ 6 para +* y -%, respectivamen
te, definiendo adecuadamente sus sistemas de entornos. Este mo-
do de proceder da una cierta unidad a las nociones de limites
finitos e infinitos de las funciones reales de una variable real,
pero presenta ciertos inconvenientes, como por ejemplo: al de-
finir la aplicacibén f hay que pronunciarse por los espacios en
que €ésta se ha definido, y por tanto, el uso del punto « debe-
r{a excluir el de los puntos - y +=, Qqué son elementos de otro
espacio, y viceversa; adem&s, la generalizacifn a R" o0 a los nt
meros complejos, presenta dificultades; y, sobre todo, ese mo
do de proceder enmascara la naturaleza profunda del concepto de
1{mite de una aplicaci6n entre dos conjuntos X e ¥, en el cual
no interviene (si noesindirectamente) la naturaleza de espacio
topolégico de X, Y s6lo para el caso de elemento limite € ¥, la
de Y.

Conviene englobar los conceptos de +», -», © (junto con
otros) en uno mis general con el que poder dar una definicibn
Gnica de limite, que abarque todas las que comfinmente se mane-

jan.

Ya Rey Pastor, en sus "glementos de Teoria de Funcio-
nes", en 1947, introdujo, para los estudiantes en lengua espano
la, una definici6n general de 1f{mite, a través del concepto de
"yariables ordenadas", que era aplicable no sélo a todos los ca
sos que se manejan habitualmente en las sucesiones reales y en
las funciones reales de variable real, sino también para los 11
mites de las funciones de particifn que utilizaba para la defi-
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nicién de integral de Riemann. Su terminologfa ya no resulta acor
de con la habitual de hoy dia, pero los conceptos usados ——queu
llevaban en germen el concepto general de limite de Moore-Smith—
no han perdido su interés, a pesar de lo cual es frecuente ver-

los ignorados en textos actuales, tanto de Bachillerato como uni
versitarios. N

Desarrollando la idea de valerse de las "variables or-
denadas" i i
, puede irse, en re j
) alidad, mucho més lejos, y ese cami-
no es el que pretendemos esbozar a continuacién. Partiremos de

las nociones mis b&sicas, aunque muchas de ellas ser&n bien co-
nocidas por nuestros lectores.

RELACIONES DE ORDEN

| Comenzaremos estableciendo el concepto de orden. Como es
bien sabido, diremos gque una relacién binaria definida en un con
junto A y que representaremos con un signo arbitrario » (que e;
cribiremos entre los elementos relacionados), a -

es de orden, si
cumple las condiciones:

I) Va, bea {a bAbP» a} = a=5b
II) VYa, b, ¢ €2 {apbAbpcl = apc

La primera equivale a las llamadas propiedades reflexiva

i ' y anti

simétrica y la segunda a la transitiva. -
No todas las relaciones de orden interesan en la teorfa

de limites, sino tan solo las filtrantes. La relacifn de orden

2-en A es filtrante si y solo si se cumple la condiciébn:

III) 4fa, be A, Jc €A, {cpal cp b}
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es decir, dados dos elementos de A, siempre existe uno relacio-
nado con ambos. Las relaciones de orden totales (en las que Ya,
pen, {a>» bV b)» a}) son evidentemente filtrantes, siempre.

Si B¢ A, una relacién binaria de orden en A induce otra
en B que evidentemente es también de orden, pero si la de A es
filtrante,puede ocurrir que la inducida en B no lo sea. Toda re
lacién de orden define, en el mismo conjunto, otra inversa, gque
se representa con el signo'ﬁ simétrico del de la otra, >, ponien
do a<4db = b > a. La inversa de una filtrante no tiene por

qué serlo.

Un elemento u de A se llama dltimo en la ordenacibn 2>,
si estd relacionado con todos los de A (o sea si Yae A, u) a).

El filtimo puede existir o no, pero si existe, es fnico.

~ )
Designaremos con A el mismo conjunto A, si no hay dltimo
elemento, o el gque resulta de A al .excluirlo, si lo hay (R =

= a - {ul).

Las ordenaciones con dltimo elemento, son siempre fil-
trantes, pues en la condicibn III) se puede hacer ¢ = u, pero
pueden serlo en esta forma trivial, por lo que pueden no resul
tar Gtiles en la teoria de limites. Conviene, por ello definir
este nuevo concepto: la relacibn de orden > en A es esencial-

mente filtrante si es filtrante sin dltimo elemento, © si,exis

tiendo el dltimo, la relacién de orden inducida en 2 es filtran

te sin Gltimo elemento.

A veces resulta Gtil definir la relacifn binaria de or-
den estricto, >, correspondiente a una de orden 2: poniendo ayb
e {a # bA a > b}. De acuerdo con nuestras definiciones, el

orden estricto no es un orden.

pada una relacién de orden 2 en A, se llama seccién es-
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) P
tricta del elemento a € A, al conjunto 5, = {x |x » a}: si u es
un (ltimo elemento, Su es vacfa. Dada una ordenacibn » de A, es

Gtil definir el conjunton de todas las secciones estrictas no
vacias de A.

Es f&cil probar que para que la ordenacién & de A sea
esencialmente filtrante es necesario y suficiente:que se cumpla
que: la interseccibén de dos elementos de ® incluye siempre a
un elemento de GE.

Antes de aplicar estos conceptos a la teoria general de
lfmites, pondremos algunos ejemplos de ordenaciones esencialmen-
te filtrantes, (nétese que s8lo las 1) y 2) son ademds totales;
en todas se incluye la igualdad, aunque no se diga explfcitamen
te en palabras):

1) En el conjunto N de los nfimeros naturales, la desi-

gualdad > (no lo es, en cambio, la <).

2) En los conjuntos de ndmeros Z, Q, R, las desigualda
des > y <. B

3) En el conjunto N, la relacién n ]m de "ser mdltiplo

de" (no lo es, en cambio, la [ de "ser divisior de").

4) En los conjuntos Q, R, C (de los complejos) é Rn,
para cada uno de sus elementos, p, las a 2 b ("a

estid m4s lejos de p que b"), definida por
a»E be= {la-p| > |b-p|V a = b}

(siendo |u-v| la distancia entre u y v o valor abso-
luto o norma de su diferencia).

5) En los conjuntos Q, R, C o Rn, para cada uno de sus
elementos, p, las a Lg— b ("a se acerca més a p que
b"), dada por:
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atP pe= {|a-p| < |b-p|V a =b}
(en cada.una de éstas, p es el Gltimo elemento) .

5 rR" sus
6) En los conjuntos Q, R, C 6 R, para cada uno de

(p) " acerca mds a p
elementos, p, las a LB'— b ("a se

que b, sin alcanzarlo"), definida por:

al® p e {0 < |a-p| < |b-p|Vb=pVa=b}

(en &stas no hay dltimo elemento; todos estén rela-

.
. i smo) .
cionados con p, pero p s6lo consigo mism )

7) En el conjunto II de las particiones de un intervalo
1 ST definida porgue los puntos de se
e T 1 on también
paracibén de los subintervalos de m, lo s

de m, (my posterior a "2)'

8) En el conjunto T de todos los triéngulos fno degfﬁe:
rados) de un plano, la relacibn de inc%u516nfg(11f
cluye a"). No lo es la de "estar incluido en”. Ldal
mando P(t) y S(t) a los valores del perimetgo vy .e.
&rea de t € T, también las relacibnes = y > defénti
das por tlg— t, = {P(ty)> P(t,) th =t2}, Yy ti2 8
= {5(t))> s(t,)V t; =¢t,}.

1

+
. Lp)
9) En Q o en R, para cada elemento p, la relaci6n a “——b

("a se acerca més a p, por su derecha, que b") dada

por:

al—iE+—)b e {0<b-p < a-pV b<p V a=b}

seccio
Conviene familiarizarse con la naturaleza de las (o]

14
nes y de los con UIltOS@ COIIeSpOlldlelltes antes de SeglJlI ade

lante.
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DIRECCIONES

Con las nociones anteriores sobre relaciones de orden,
ya es sencillo definir 1la direcciones,
-recciones

Cuyos casos particulares
+
serdn +», -o, o, (p'), etc.

La idea es asociar, por ejemplo, el
simbolo +» con la relacién de orden > de N, Z, QOR, el (p+)
con la definida en el ejemplo 9) en Q o R, etc.

Efectivamente,
asi se hace,

pero no siempre dos relaciones de orden distintas
dan lugar a "direcciones" distintas. Definiremos 1la equivalen-
cia de ordenaciones, para después definir las direcciones como
las clases de equivalencia formadas.

l 2
Dos relaciones de orden}:;zk_defin%das en un conjunto
A son equivalentes si en todo elemento de 62 ests incluido al-

2 2
guno dellos de &2, y en todo elemento de & estd incluido algu
no de €= .

Asi por ejemplo, las distintas relaciones )—gf defini-
das en 4), que se obtienen para los distintos p (er Q, R, C o
Rn),son equivalentes entre si, como es ficil de probar.

Una direcci6én de un conjunto A es una clase de ordena-

ciones esencialmente filtrantes equivalentes. Una direccién se

da siempre mediante una ordenacién esencialmente filtrante "
presentante” de la clase. Las direcciones se representan con
simbolos aceptados universalmente,

re

cuando tienen suficiente in

terés. Un conjunto, con una de sus direcciones, forma un con-

junto dirigido. Si el conjunto es A y el simbolo de la direc-
cibn 6, el conjunto dirigido se representa con (a, &8).

Si X es
el simbolo para designar la variable de dominio A, el conjunto

dirigido se puede representar como variable dirigida, con lano
tacibén x + §.

La ordenacién > del ejemplo 1) define la direccifn +e
de N.
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definen las direccio-

Las ordenaciones > del ejemplo 2) .
nes +» de Z, Q y Ry las <, las direcciones -« de los mismos con
4 —_—

juntos de nfimeros.

La ordenacién.'] de N define una direccidén en N que no

i i +) .
tiene asignado simbolo especial (y que no es la misma +w)

i i i lores
Las ordenaciones definidas en 4) para distintos va

i i cada uno
de p, son equivalentes, Y definen una sola direccibn en

esigna con
de los conjuntos considerados, que en todos ellos se d g

oo (sin signo) .

ini j a uno
Las ordenaciones definidas en el ejemplo 5) en cad

. . . dan
de esos conjuntos (en realidad, en cualquier espacio métrico)

tacién
direcciones que designaremos provisionalmente con la no

1
[p] (después suprimiremos los corchetes, y escribiremos simple

mente p). Asi se habla de la de la direccibn [p] (o hacia p) y

de la variable dirigida x - [o].

Las definidas en el ejemplo 6) dan direcciones que se de

signan con (p) Yy asf se habla de la direccibn {p) (o "hacia p,

sin alcanzarlo"), escribiéndose la variable dirigida x - (p) .

a
mayor parte de los libros omiten los paréntesis, dando lugar

ambiguedades en relacién con la direccibn antes definida.

j i ién que tam
La>>definida en I (ejemplo 7), da una direcc q m

ibir ©m = .
bién suele representarse con ®, Yy €scCril

. em
Las direcciones definidas por las ordenaciones del ejem

oo o o (S
plo 8) no tienen simbolos propios; pueden usarse <, (P), «(S),

. . .
pero calro estd ni el conjunto ni la direcci6n tienen nada ¢

fmbolo «.
ver con las otras direcciones representadas con el s

Para cada p pertenec1ente adoa R, la ordenacibn de

i or
9) da lugar a la direccibn (o ) y ax - (p ) (x tiende a p P

la derecha, sin alcanzarlo). En forma parecida se define (p)-

- 25 —

En el plano euclideo, ademds de la direccibn =, y de las
[p] v (p) (para cada punto escogido, p), pueden definirse muchf®
simas direcciones interesantes, mediante ordenaciones esencialj
mente filtrantes de sus puntos; por supuesto que las "direccio-

nes" de las rectas nada tienen que ver con &stas; es otra acep-
cién de la palabra.

DIRECCIONES LIMITES

Sea f:X + Y una funcién del conjunto X en el conjunto Y.
Tomaremos la palabra funcién en un sentido m&s amplio que el de
aplicacién, admitiendo que pueda haber elementos de X que no ten
gan imagen en Y (los restantes, tendrin elemento imagen finico).
Supongamos que en X se ha definido una direcci8n 5 mediante la
ordenacibn esencialmente f11trante>— Diremos que la funcién f
est8 definida en Gx si estd definida en todos los puntos de una
cierta seccibn de la ordenaciénﬁg. (Es trivial la prueba de que
esta definicibén para la direccién 6 om0 depende de la eleccién
de la ordenacifén representante }’_{) . Por ejemplo, la funcibén vx
no estd definida en la direccién (0) pero si lo est& en la (0+)
y no lo esti en la =, pero sf en la 4=,

Supongamos que en X se ha definido la direccién 5 -
dlante)r y que f:X + Y es una funcién definida en 6 . Suponga—

mos también que en Y se ha definido otra.direccibn 6 mediante
la ordena016n)— Daremos la siguiente:

Definici6n: Diremos que 6 es una direccifn limite de
la aplicacién f para la direccién 6 de X, si en todo elemento
de G‘% estd incluida la imagen en f de algln elemento de 8>=

En simbolos, si y solo si:

Yreyvy, 3Jae 2, £(s

Y NN

%
) € 8
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Debe advertirse que el concepto definido exige que f es
También debe notarse que, pues-

+é& definida en la direccibn Gx.
y en su definicién

to gue ese concepto se refiere a direcciones,

se usan las ordenaciones que las definen, para que e€sa defini-

se ha de probar que la conclusién es inde-
cogidas, pero ello

cifn sea aceptable,
pendiente de las ordenaciones representantes es

es muy simple, Y omitiremos la prueba.

La notacién habitualmente adoptada para expresar esta re

lacién entre las direccibnes 5x y Gy a través de la funcién f es

como todos saben

lim f(x) = 6

x~+§ ¥
X

se de no interpretarla como una igualdad, ya que
i6n ambi

Pero debe cuidar
omaria por el primer miembro seria una expres
s de f para

lo que se t
que distintas direcciones pueden ser limite
una y no la). En reali-

al 12 = 3, en la que es

gua (ya
Gx, por lo que en la definicién se dijo

dad se trata de una notacién como la usu
ambiguo 3, por lo gue no debe ser considerada una igualdad, si-

no una relacibn binaria de simbolo = *, o sea 12 [:EI%, (que

es preferible escribir 12 ]3). Anilogamente, para cada funcién

£, la notacibn anterior establece una relacifn entre Gx Yy Gy me

1tm f(x) = |-
M-+

. . . 2

por ejemplo, la expresién 1&m X
X+ —00

pues(dada una seccibén de > cual

diante el sfmbolo

= +» es carrecta, (sien-

do x -+ x2>aplicaci6n de R en R),
quiera, S;, siempre hay una seccibn S; formada por nfimeros cuyos
(basta tomar a < -V|b]). Pero nbtese

cuadrados pertenecen a Sb
x2 = » (sin signo), confirmando la

gue también es correcta lim
. K+=c
ambigiedad del simbolo a la izquierda del signo = .

Con estas notaciones, puede escribirse, por ejemplo:
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. sen x
lim - = [1], 1im sen X _ (17), 1lim sen x _ (4
x-»(0) %+ (0) x ¥ (0) X )

or . o
pero no serfa licito escribir esas expresiones poniendo x -+ 0

en lugar de x »+ (0), ya que la expresién EE%—E no est§ definida
para x = 0. También puede escribirse,
. 1
lim = = o, lim = + im &
pui © 1 == ! l
%> (0) X x+(0+] X ’ xig X (0), iig x - Dﬂ

pero no poner x » 0 en lugar de x =+ (0). Igualmente, en relacién

con el ejemplo 8) anterior, puede ponerse lim P(t) = 4=, y en
cambio, no es cierto que sea lim s(t) = s;w ’
t+o (P)

' Conviene resaltar que el anterior concepto de direccién
limite es totalmente ajeno a la posible estructura topol6gica de
los conjuntos X e Y, y estd relacionado exclusivamente coﬁ es-
tructuras de orden. Solo cuando se desea llegar a la definicién
de elemento limite, hay que recurrir a la topologoia y ésto tan

s6lo por lo que se refiere al conjunto Y (no al X)

ELEMENTOS LIMITE

. En todo espacio métrico, E, definido mediante la distan
cia d:E X E + R, para cada elemento p € E se puede definir una-

direcci6n [p], (al i ]
gual que se hizo en el ej i
jemplo 5) d
la ordenacién tE— dada por R

Ya,b € E, a Lgf b <= {d(a,p) < d(b,p) V a = b}

Si f es una funcibn f:X + E, definida en una direccién

§, dada en X, podemos dar la siguiente:
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Definici6én: Se dice que el elemento p € E es limite de
la funcién f:X + E para la direccibn 6§ de X (o sea cuando x +§)
si [p] es una direccibn limite de f en esa direccibn. Se escri-
be entonces:

lim £(x) = p

x>0
Como esto equivale a poner tras el signo = la direccidn [b], no
hay confusibn si para representar esta direccibn se escribe sim

plemente p, suprimiendo los corchetes, como ya se anuncid.

Para los espacios métricos, el concepto de elemento 1f1-
mite gueda as{ como un caso particular del concepto de direccifn
1fmite, habiéndose empleado la estructura del espacio métrico de
E tan s6lo para definir la direccién [p]. Es notable gque en la
mayor parte de los textos utilizados se pase por alto este he-
cho y se den algunas definiciones para las direcciones limites

mis usadas, tras haber estudiado directamente el concepto de

elemento limite.

Las propiedades de los espacios métricos permiten demos

trar f&cilmente la unicidad del elemento lfmite, cuando éste exis

te. Esto elimina la ambigledad del simbolo que precede al signo
=
mentos limite, y permite volver a considerar esa notacifn como

una igualdad propiamente dicha.

Si E es un espacio topol8gico que no se ha definido a
través de una distancia, la definicién de elemento l1fmite ha de
modificarse ligeramente, al no ser fdcil construir la direccidn
[p]. Esto se obvia, considerando una base cualquiera de la fami
lia de entornos del elemento p, que designaremos con FL (y que
puede ser la propia familia de entornos), y estableciendo la

=, en la notacién anterior, cuando se habla exclusivamente de ele
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Definicifn: Se dice que el elemento p del espacio topo
16gico E es limite de la funci6n f:X + E para la direccibn § d;
X (en la que estd definida) si en todo elemento de F* est§ in-
cluida la imagen en f de alglin elemento de Gt (donde » es la or
denacién con al que se defini6 §). -

La notacibn empleada es la misma gue para los espacios
métricos. Es inmediato que la definicién dada para &stos es un
caso particular de Ssta dltima definici6én, ya que el conjunto
de las seccibnes ‘L" es justamente el conjunto de las bolas de
centro en p, que se toma como base de la familia de entornos pa
ra definir la estructura topolégica del espacio métrico. -

. En el caso de espacios topolégicos en general, la unici
ad del elemento lfmite solo puede probarse si se cumple el axgé
ma de separaci6n. -

COMENTARIOS

No se comprende bien cémo tantos textos de introduccién
a las Matemiticas universitarias retocan y amplfan a cada paso
el concepto de limite, para dar cabida a los lfmites infinitos
0 cuando la variable independiente tiewnde a infinito, o a 1os,
laterales, o a los de varias variables independientes, o a los
de las funciones de particibén, o a los complejos o a los vecto
riales, etc., en lugar de establecer una definicién general dg
limite que da cuenta de la unidad conceptual gque hay en todo
ello; ese modo de proceder, ademfs, aunque resultg riguroso en
cada momento, oculta el significado preciso de las locuciones
tales como "cuando x tiende a +=", si no es formando parte de
un enunciado completo acerca de un lf{mite.



Algunos textos descuidan las consideraciones acerca del
concepto que hemos tratado de funciones "definidas en una direc
cién", hablando,en la teoria,de aplicaciones, aunque en los ejem
plos se utilicen después funciones gue no lo son. También es fre
cuente omitir la distincibén entre x - (p) vy x » p (que inicial-
mente escribimos como x + [p]), dando lugar a imprecisiones que

s6lo el buen sentido del lector puede subsanar.

Todo ello est4 motivado, entre otras causas, por no ha-
ber encontrado un término adecuado y ampliamente aceptado para
el concepto que nosotros hemos llamado direccifn, aungue son bas
tantes los autores que hablan de conjuntos dirigidos (y enton-
ces parece natural que aquello que convierte a un conjunto en un

conjunto dirigido, se llame una direccién).

Es muy frecuente también el insistir en utilizar las ca
racterfsticas topolbgicas del conjunto X para definir los limi
tes de una funcién f:X > Y, enmascarando asi la verdadera natu-
raleza del concepto; en esto caen con frecuencia los partidarios
de utilizar las ampliaciones de R con elementos del infinito (sin

que por ello falten al rigor en sus deducciones).

son muchos también los textos que, tras una sucinta ex-
posicibn sobre relaciones de orden (cuya utilidad directa es in
discutible) introducen directamente la definicién de limite de

Moore-Smith. Una exposicién més profunda y bella se consigue uti

lizando los filtros . Puede verse una introduccién muy breve y
clara en el librito de R. Faure, K. Kaufmann y M. Denis-Papin
"Mathematiques Nouvelles I" (Dunod, Paris, 1964), aunque allf

no se trata de direcciones.

En la Ensefianza a nivel de Bachillerato, no siempre es
conveniente presentar los nuevos conceptos con la mé&xima gene-
ralidad; es preferible a veces comenzar con casos particulares

o definiciones restringidas, que tengan gran apoyo intuitivo;
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se presenta asf el problema de decidir hasta qué punto la vi-
s§i6n unificadora y clarificadora del concepto de limite que he
mos ?resentado, debe tener repercusién en la metodologfa de l;
ensenanza de las Matemdticas Elementales. S6lo las experiencias
didédcticas pueden resolverlo. En cualquier caso, no cabe dudade
que una mayor claridad y profundidad conceptual en los profeso
res debe contribuir favorablemente a su labor docente a cual-—
quier nivel. En los primeros cursos universitarios, en cambio,
parece inexcusable el que se suministre a los alumnos una base
teSrica potente y profunda, acerca de conceptos tan importan-
tes como el de limite, sobre todo teniendo en cuenta que la pre
paracién previa necesaria para establecerlos es muy breve,can;-

hemos visto, y ademis resulta Gtil, a la vez, para otras apli-
caciones.
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SOBRE ORDENAMIENTOS DE RECTAS EN EL PLANO

Por Luis Villacorta Mas
Instituto de Bachillerato de Vieflvaro

Es diffcil mostrar a los alumnos de bachillerato que
la matemitica es una ciencia viva. Pero, no por esta gran difi-
cultad, tenemos que sucumbir ante la tarea de ayudarles a aore-
ciar su vitalidad. Es bueno hablarles sobre cuestiones matem&ti
cas, relativamente recientes, y de algunos problemas no resuel-
tos todavia y que ocupen la atencién de los investigadores.

De acuerdo con lo anterior, pPresento a continuacién al
gunas cuestiones sobre ordenamiento de rectas en el plano, basa
das en el trabajo "Arrangements and spreads", de B. Griinbaum.

Con distinto énfasis, los ordenamientos de rectas han
sido estudiados desde Steiner (1826), von Staud (1847), schli-
fi (1852), Wiener (1984) y sylvester (1867) .

El estudio de los ordenamientos de rectas se puede rea
lizar en el plano Euclfdeo Ez, pero, por motivos de simplicidad,
€s conveniente hacerlo en el plano proyectivo, es decir, el pla
no Euclideo ampliado con 1la recta en el infinito. La introduccién
de esta nocibn, en geometria es debida a Johan Kepler (1571-1630),
pero fue Gerard Desargues (1593-1662) quien, en el tratado de las
secciones cénicas, usé sistemfticamente esta idea.

Sea una esfera de centro 0O Y un plano m (figura 1). A
cada punto P de n le corresponde una recta OP que corta a la es-
fera en dos puntos p' Yy P" diametralmente opuestos (antipodas).




A cada recta r de m corres-
ponde un plano Or que pasa
por ella y el punto 0. Este
plano corta a la esfera en
un circulo méximo. Y, al re
vés, a cada circulo méximo
de la esfera le corresponde
una recta del plano m, a €x

cepcibn del ecuador (circu-

lo m&ximo cuyo plano es pa-

ralelo a w). Esta excepcién
FIGURA 1 se elimina afiadiendo al pla
no euclfdeo una recta en el
infinito (que representa al ecuador), con todos los puntos enel
infinito que representan parejas de puntos antipodas en el ecua
dor. Asi, todas las rectas paralelas en el plano a una recta da
da contienen el mismo punto en el infinito, pero las rectas que
tienen direcciones distintas contienen puntos en el infinito di

ferentes, todos sobre la misma recta en el infinito.

Al plano ampliado con la recta en el infinito y trata

da ésta como cualquier otra recta se le llama plano proyectivo.

En consecuencia, dos rectas cualesquiera del plano pro
yectivo se cortan en un punto. Los puntos del plano proyectivo
esté&n en correspondencia de uno a dos con los puntos de la esfe
ra. El plano proyectivo se descompone. por medio de tres rectas
AB, BC, CA, en cuatro regiones tridngulares. Una de ellas es el
tridngulo ABC, las otras tres son las sefnaladas en la figura 2
por a, B, y (en la esfera no tenemos cuatro regiones, tenemos

ocho) .

El propbsito de estudiar los ordenamientos de rectas
en el plano proyectivo es, entre otros, eliminar casos enojosos
surgidos de la posibilidad de que las rectas sean paralelas ©

secantes.
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Designaremos en lo su
cesivo con P el plano proyecti:
Vo. Entenderemos por un ordena-
miento 0 de rectas a una familia
finita de n=n (0) rectas R
R3,..., Rn en el plano P Cé,R?’

. nsi
deraremos siempre n>3y UMbié;

sa
lvo que se exprese lo contra-

1o, prescindiremos de los orde

namientos, que llamaremos tri-—

viales, en que hay un punto co- = 2

min a todas e

o 1éas. Llamaremos ordenamiento simple a aguel

e ningGn punto cas. 1o sy

que pertenezca a m&

e . mas de dos rectas. i
ra dos ordenamientos de cuatro v

Ty o rectas, el 0 es sim-

ol

FIGURA 3

Con un Ordenamlento 0 hay aSOCladO un ccmple [0} de Ieglones e“que
J

las rectas de 0 e p . 14
d scomponen al plano ’ LOS Vertlces lados y re
glOHeS (0 poligonos) de este COmplEIO dlIemOS tamblén que perte'

necen i
al ordenamiento, Y su nlimero los desi

nl(O), n2(0) respectivamente. Asfi, '

gnaremos por n;(0)
o pPor ejemplo, en la figura 3,



|
=2

1]
[
Y
~
—_
<
—

]
~3

n, (0)

nl(O)

[ . ' = . '
nO(O ) 4; ny (0') = 9; n3(0 ) 6

Diremos que los ordenamientos son isomorfos si y so-
lo si existe una correspondencia uno a uno entre los vértices,
lados y regiones de un ordenamiento y los vértices, lados y re
giones del otro que preserve la incidencia. Asi, por ejemplo,

los ordenamientos de la figura 4 son isomorfos. Cada ordenamien

FIGURA 4

o y los infinitos ordenamientos isomorfos a é1 forman lo que
llamaremos un tipo isomorfo de ordenamiento. Si todos los poli
gonos de un ordenamiento son trisngulos le llamaremos a &€l y a

todos los de su tipo, simplicial.

Uno de los primeros problemas relacionados con los Or
denamientos es determinar el nfmero de tipos de ordenamientos,
ordenamientos simples, O 51mpllc1a1es de n rectas, gque designa
remos respectivamente por c(n), ¢ S(n) vy cA(n) Se conocen unos

pocos resultados de estos nGmeros, son:
1) c(3) =1; c(4) = 2; c(5) = 4; c(6) = 17.

En la figura 5 est&n representados todos los tipos con

n <6 que son conocidos.
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XA X

4;4
9,6(6) 4;6,12,7(4,3) 5;10,20,11(5,5,1)

6; 1: 30,16(6,9,0,1)

5;5,12,8(8) 5;6,14,9(8,1) 5;8,17,10(6,4)

K HFK

6;15,30,
16(10,0,6) 6; 15,30,16(7,6,3) 6515,30,16(5,10,1) 6;6,15,10(10)
i

A A A

6;8,19,12(10,2) 6;10,22,13(8,5)

*2) 6;9,21,13(10,3)

6;9,
21,13(10,3) 6;11,24,14(8, 6;11,24,14(8,6) 6311,24,14(8,6)

//f/\ L

6;11,24,14 .
14(9,4,1) 6;13,27,15(8,3,3) 6;13,27,15(7,7,1) 6;13,27,15(7,7.1)

Notas: - Para cad
a figura se da:
- Los vértices que pertenecen a 3 onm'asn%'n - (p% i W
por pequefios circulos. © as ° én i icados

FIGURA 5



2)

|
[¢]
0]
—
=3
—
1l
Q
0
—_
w
~—
|
[
Q
*n
—_
N
~
U
o
~

c®(3)

¢S (M)

]
[
[

conJETURA 12

c%(8) = 135

3)

By =ty =fe =1

Biey = o= ctm =t = By =2
Loy =ty = 4

Ay =L =5

L5 =6

En la figura 6 estén representados 10s ordenamientos

simpliciales con 9 rectas a 1o més.

CONJETURA 22

Para n > 38 se tiene:

L ={2 sin

0, 1, 2 mod (4)
3 mod (4)

wem

1 sin

Son conocidas tres familias infinitas de ordenamientos

simpliciales, que son:

a)

b)

c)

N(n), n > 3, consistente en n-1 rectas con un punto

comin y otra recta gue no pasa por ese punto.

E1l ordenamiento regular R(2Kk), k > 3, consistente
en k rectas determinando los jados de un k-gono re~
gular en el plano euclideo y los k ejes de simetria

del k-gono.

El1 ordenamiento regular R(4m+1l), m > 2, consistente

en 4m rectas del R(4m) junto con la recta del infinito.
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N(3)

R

I
N(7)

N(s)

N f \

N(6)

N(8)

R(E] / /
7TTTTTN

R(8)
R(9)

FIGURA 6

—okie

N(9)
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D ong0) - ny (0) + ny(0) =1 ) |
La igualdad derecha se verifica si y
solo

miento es Sil(lple y la igua da
7 l d de la izquierd Vi
a se

! Vesmoslo por induccién. Es f5cil observar que la rela solo sf el
- S e or g ..
cién (1) es cierta cuando n(0) = 3y n(0) = 4. Supongamos que es denamiento es N(n). erifica st y
cierta para n(0) = h. Afadamos una recta Ry .4 al ordenamiento
La i :
convirtiéndose en el ordenamiento 0'. Supongamos que en la rec- S atirmacién que corresponde a la cota su
’ on i eri
ta R,,, Se encuentran k vértices 2 < k < h, de los cuales son La si cerniente a la cota inferior ya no es t Perior es try
- - ui an i g =
nuevos vértices k'. guiente prueba es debida a Basterfield-Kelly (1: o eatata.
68) .
Sean R., R R
En la recta Rh+l aparecen k lados nuevos, y por cada minan V,, V.,. 1 v 27 3,t.., Rn' rectas y supongamos que det
vértice nuevo en las otras rectas aparece un lado nuevo, luego: 1 2+ Vngy vértices ny<n. Para cada vérti eter-
ce V., sea

r(v. el nﬁ"ler o] t \Y/
( ) de rectas que pasan pOr
j s

sea
v(Rk) el nGmero de vértices e o Rk

que est§ g
n en Rk' Observamos que

) _ 1]
n, (0') =k + k' + 0y (0)
) va que cada recta que pasa por

si V N ¢ R ent V \'
] onces r( : R

i j corta a R,. Se tiene:
por otra parte, la recta Rh+l afade tantas caras como lados apa k e
recen en ella, luego:
n -
0= ng V(Rk) _
] -—
n2(O ) = k + nZ(O) k=1 n, -v(R, ) . > z ___1___
0 X J.k n, -v(R . n =
V. k=g 0 VR jok Mo mrlVy)
. =P _ J
Y se tiene Ny ) er‘Rk—¢
n-r(v,) Do
= ) —d n
j=1 n, - r(v.) 'z —=n
_ . . =
no(O') = k' + no(o) 0 J =1 "o
Por tanto,
P
or tanto, la contradiccién nos muestra g
ue n<n,(0).
ng(0') =ng(0") +n,(0") = ny(0) +k' -ny (0) -k -k' +n (0) +x =1 El - =t
2 cament conjunto (n(O),nO(O)) no ha sido det
ente, al eterminad
En cuanto al nfimero de vértices que uede aparecer en , gunes resultados son conocid e
q p p los valores n. = (n) -1 n 1dos como, por ejemplo ue
un ordenamiento se tiene: ° 2 ! o~ (2) =3 son imposibles pasia t'dq
odo n.
En relaci
5) Para cada ordenamiento 0 con n(0) = n se verifica: B Gzdenanfchto i6n al nfimero de lados que pueden aparec
o se tiene: - er en
n < ng(0) < ()
] - 2
6) Cada ordenamiento @ verifica:

2n(0) = 2 < n,(0) < (n2(0)) +1



ifi i 0 es
La igualdad izquierda se verifica si y solo s

N(n la 1gualdad deIecha S \Y ica s Y SOlO Si 0 es lI(\Dle.
( ) e erlf i S

’

de que
Se sigue la cota superior de observar el hecho q

g
1 ﬁl[lero de Ieglolles no decrece Sl las rectas del OIdeIlaI(llentO
3
e n

eten a peque“as per turbaclolles, llasta tIdIleOImaI el orde
se sonm pit

]lalﬂle!lto en un Ord namlie to s ﬂlple. En un ordellamlento Sllﬂple Y
e n 1

[e] se tiene ue n = + i t se ve por induc
1 (! 1 féCllmen e

cibn) .

Supongamos que €s cier-—

to para n =h. Sea un Ordenalﬂl to tal que n 0 = h+ 1. Sea R.

tantes del ordenamiento

Se comprueba que €s cierto para n =3,4.

una recta de 0 tal que las h rectas res

fOII[\aIl un OIdenamlentO no trlulal o r entonces nz(o ) >2h» 2'

g n ’
14

3 ?

La recta R le:Lde DOX 10 menos dOS reglo es de O

entonces
112(()) > 2 +112(0 ) > 2(1l+l) -2

L carac terizacloO d [0} aso de gualdad se COmpl ue
1 i0on e los C S 1
a

ba también por induccidn.
nterior
rarecerfa deseable que andlogos resultados al a

n, {(0), sin em-
verificasen en relacibn con los nfimeros n(0) y 1 ’
se

bargo es ta ues tlé o p recC que llaya sldo tfatada e la llte -
C nn a e n
r

ratura Ten endo en cuenta las (iesl ]]al(ia(les anterl()res Y la re-
M g
tur 1

lacién de Euler podemos deducir:

7) Cada ordenamiento 0 verifica:
n(0)
3n(0) - 3 < nl(O) < 2( ) )

ifi e N(n);
La igualdad izquierda se verifica si y solo si.o

1 lgualdad derec a se Verlflca S Y solo Si 0 es un Ordenamlen-
h I
a

to simple.
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Llamemos pj(O) el nfimero de j-gonos gque determina el
ordenamiento 0. Es claro que

n,(0) = p.(0)
£ b P
Existe alguna relacibn entre los nfimeros n(0) Yy p3(0),

pero se est& muy lejos de comprender con detalle esta situacién.
Levi, en 1926, dio el siguiente resultado:

8) Cada ordenamiento no trivial ( verifica:
Demostracibn.- Si 0 es N(n) entonces p3(0) = n2(0) =

2n{(0) -2 > n(0); por tanto supongamos que { no es N(n)

Y dque
n(0) =

n >3. Sea R cualquier recta de 0; consideremos R como la
recta del infinito y designemos por V al conjunto de todos los
vértices de 0 los cuales pertenecen al plano affin resultante. En
tonces la envolvente convexa de V es un poligono con al menos tres
vértices Vs Vor V3s... que son del ordenamiento (. Las rectas de
0 que pasan por vj determinan al menos un fngulo cuyos lados no
contienen otros vértices del conjunto V. En el ordenamiento O,eg
tos &ngulos corresponden a regiones triangulares; nor tanto R (y
cada recta de 0) contiene lados de al menos 3 regiones triangula
res de 0. Por tanto, el nfimero de incidencias de rectas de 0 y
tridngulos de 0 es por lo menos 3n, luego P3 > n.

El resultado anterior ya habfa sido probado para orde-
namientos simples por Eberhard en 1890, que también observé que
la igualdad puede producirse para cada n > 4, y que para cada n >

> 6 existen varios ordenamientos no isomorfos con py =n.
a
CONJETURA 3-

Si n{0) = p3(0) entonces 0 es un ordenamiento simple.



CONJETURA 42

Si 0 no es N(n), entonces para cada recta R de 0 hay

por lo menos n-3 tridngulos de 0 los cuales no tienen lados en

R.

Gltima conjetura fue realizada por
pero con una demos-

La validez de esta
Roberts en 1889 para ordenamientos simples,

tracibén poco convincente.

fl de
Todo lo anterior pretende ser una peguefla muestra

i i s recien
cuestiones de matemdtica elemental abiertas hasta tiempo n

tes o que alin permanecen abiertas.
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MEDITACION SOBRE EL PARAMETRO

Recomendable parece la lectura del peribdico. Si con
ella no llega uno a ilustrarse, al menos esa deficiencia puede
movernos a realizar hondas y provechosas reflexiones. Y asi ob-
servamos que desde hace algfin tiempo se habla mucho de "paréme-
tros": unas veces nos los endilgan a placer periodistas y poli
ticos; otras, son algunos comentaristas que se quejan de ver tan
repetidamente mal empleada esa palabra. Para variar, también se
encuentra uno con "variables" y con "coordenadas". Est8 muy ma-
tematizada la pobre prensa.

Por poner un ejemplo, véase lo que dice un lector, en
reciente carta sobre el problema del paro, al diario Ya (25.3.
1986): "... Pon Lo visto, tal como elfLos enfocan el problema,
esatamos ante una funcién con asfntota hordizontal, Luego o se cam
bia nadicalmente un montén de eso que ellLos LLaman pardmetros
-desde Luego s4in saben Lo que dicen- o el problema no tiene 40
Lucibn ni siquiera en el Linfinito”.

¢Ser8 verdad que no saben lo que dicen? Poco después
(9.7.1986) escribe Pedro Altares en Diario de Navarra: "Contd
nuidad y sifencio son, pues, Los pandmetrnos complementanios de
un Pantido Socialista que sabe que tiene por delante mucho tiem
po para consolidarn La neforma". Pues no, efectivamente, no me

suenan esos parfmetros que, por si fuera poco, encima son com-
plementarios. ¢Por qué se habr8 agarrado a esa palabra, paréme
tros, si tiene para elegir tantas otras, mucho mis sencillas,

familiares y correctas? Seguramente la habr& encontrado més ele

gante y "moderna": o sea que no es mis que una cursilada.



-
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Por algo escribe en ABC (29.6.1985) uno de sus colabg
radores, que firma sTamarén”, un pequeno artfculo titulado Cada
' ) I}
loco con su tema, en el que arremete contra el uso sin sentido

de determinadas palabras:

npandmetnos.~ Es La tema preferdida, el fetiche mds mé
Lagreno de Los formadonres de opinibn. No qudiere %ecén f:dazzzzﬁi
soluto. Nada. 0 todo, segdn el tono de voz o fLa fntenca nEA “
det que La usa. Intencibn que no hay por qué man&ﬁebtin; L
aimple nuido, o garabato esenito. Se comprende que a L;t‘qo Ez
ven de fLa-ambigiiedad fLes gusie més que a un tonto un igo. 9
Diccionanio (de La Academia de £a Llengua) dice que ganfmetzo "
fa "Linea constante e 4invariable que entra en La acuac:6n e u;
gunas curvas, y muy sefialadamente en fa de fa pardbola .CO:inom&A
8620 Lo entienden Los doctones en Ciencias Exactab,.a Lzbdoieé
se nos puede hablar con impunidad de pardmetnrod atanuy'; e
al azan el significado de marco conceptual.de una cueatfén, -
neas generales de un problema, chdiciOndm&ﬁntOé, s0lucddn,
posiblidad de toda so0lucibn. Cualquien cosa”.

Algunas precisiones habrfamos de hacer al simpftico Ta
marén. La primera es que devalia mucho nuestro doctorado: e
nos en mis tiempos sabfamos muy bien en aguel cuarto cuz:o escr;
chillerato lo que era el parémetro de una parfbola. Cuando o i
bfamos su ecuacifn 12 = 2px, deciamos que el pardmetro p me -
la longitud de la mitad de la cuerda que pasa por ela;o:zoy =
perpendicular al eje de la parébola: asf que el ?ar ? o
efectivamente -mejor © peor expresado por el picc1onar1:6 - i;
nea fija de la paribola cuya longitud entra e? la ecuac nto
misma. O también la distancia del foco a la directriz, puz oya
recta de las que solfamos partir para construir 1a-par&bo iabag_
ra hallar su ecuacién. En fin, que a nuestros 14 anitos es -
mos en condiciones no de ser doctores pero s! de entender esa de

finicibn.

al me

- 47 -

Paladeémosla un poco mis. Dice gue esa linea es "cons

tante e Anvariable", es decir, que el valor de P es constante.

Sin necesidad de fijarnos ya en su anterior interpretacidn geo-
métrica como una longitud, resultar§ que dando a p un valor nu-
mérico cualquiera, se tendr& la ecuacibn de una paribola concre
ta cuyo eje es el de abscisas y que es éangente al de ordenadas;
si, en vez de ese valor, le damos otro, tendremos otra paribola
distinta con las mismas condiciones. Y asf, para cada valor que
se dé a la constante p se tendrd una de esas par&bolas. De modo
que esa p es constante para cada parfbola pero puedo elegir una
constante cualquiera, lo que equivale a elegir cada una de esas
pardbolas. Eso suele expresarse diciendo que es un constante ar-
bitraria, es decir, podemos elegirla a nuestro arbitrio pero, una
vez elegida, queda ya fijada. '

Pero entonces, si p es un simbolo al que podemos dar
no un valor finico sino cualquier valor, ¢en qué se diferencia de
una variable? Pues pensémoslo como una variable: ahora Xi =
2px, dejando p variable representari no una parfbola sino to-
da la familia de par&bolas tangentes al eje y y cuyos ejes coin
cidan con el eje x. Para cada valor de la variable p se tendrd

una de las pardbolas de la familia. Y esta si que nos parece una

buena idea de lo que es el par&metro: una variable para cada uno
de cuyos valores se tiene un elemento de una cierta familia.

Por eso, cuando llamamos a x = f(t), y = g(t) las ecua

ciones paramétricas de una curva plana queremos decir que para
cada valor del parémetro t se obtiene un punto de la curva, el
que tiene por coordenadas los valores de las funciones fygpa
ra ese valor de la variable t. Y si decimos que F(x) + ¢ es la
integral indefinida de una funcién, con ¢ constante de integra-
cibn, lo que estamos dando es la familia de las funciones orimi
tivas de la dada y ¢ es el parlmetro o constante arbitraria. No

hace falta, pues, que el pardmetro represente una linea.



Entonces, ¢es gue era incorrecta la definicibn del Dic

1Ah, Tamarén, Tamar6n! Si hubiera consultado la Glti-
en vez de contentarse con una an

cionario?
ma edicibn de ese Diccionario,
terior, habrfa visto con qué maestria mejora la Real Academia
aquella definicibn parcial y bastante mala, si bien inteligi-

ble, gue hemos comentado. La definicibn que ahora da, en efec-

"Pandmedhro. - Variable que, en una gamilia
da uno de efkos meddian-

to, es la siguiente:
de elementos, sihve para identifdican ca
te un valorn numénico”. iImpecable! i{Ahi queda eso.

Ahondemos un poco més. Frecuentemente en las aplica-

ciones el par8metro no es una variable con un dominio de defi-

nicién dado de antemano -el cuerpo real en los e
tales de antes-, sino que toma @nicamente ciertos
a distintos estados del problema o a ciertas de-

jemplos elemen-

valores co-

rrespondientes

. . "
terminaciones experimentales. Pongamos un ejemplo: un amligo me
dico, me envia un trabajo en el que estudia la eliminacién uri-

naria, con perddn, de rojo fenol como estimador de la funcibn

tubular renal. Si gj5 €S la cantidad inyectada y Cy la cantidad

remanente en la sangre en el tiempo t, la ley es la exponencial

= -kt
Cp = C ©

donde dice gque k es una constante de eliminacibn, variable se-
glin los individuos, "y verdadero parémetro de esta prueba". Si
nos atenemos a lo anteriormente dicho, nosotros pensariamos gue

el pardmetro es t vy a cada uno de sus valores correspondenria un

valor de Cyr Y2 que C, Y k son constantes. Agqui, sin embargo, se

elige un parédmetro, el k, que darfa una familia finita de fun-

ciones exponenciales, una para cada individuo al que se hace la

prueba.

Este concepto de pardmetro cabe perfectamente en lade
finicidn de la Academia, pero quizé conviniera distinguirlo del

anterior. Asi lo hacen casi todos los diccionarios cientificos,
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separando las dos acepciones, la puramente matem&tica en la gue
la expresibn es vilida "para todo valor del parémetro" en un cier
to campo, y la de las otras ciencias que entienden, en general-‘
el par@metro como una constante a determinar en cada caso gen;
ralmente por una experiencia. Las dos parten de una idea ;omﬁn—
?ero la primera se fija mds en el parémetro como una variable
independiente y, la segunda, como una constante que puede ser
cambiada por otra si aplicamos la fdérmula a otro caso. He aqui

al j i
gunos ejemplos de ambas acepciones en distintos diccionarios:

Webster.- "Una constante arbitrania que caracteriza
para cada uno de sus valores particulares algin miembro particu
Lan de un sistema. // Una cantidad que puede tener varios uazo-_
res, gdifjado cada uno porn Los Limites de un estado o discusibn'.

Mc Graw-Hill.- '"Una constante arbitrania o varniable
qee aparece en una exphesddn matemdtica y que af variarn da dis-
tinZos casos del fenbmeno representado. // Una cantidad que es
constante bajo un conjunto dado de condiciones pero puede sen
diferente bajo otras condiciones".

o James & James.- "Cuafquien Letra, vaniable o constan
te, distinta de Las vaniables coondenadas. // Una constante anbz

thani ) .
af&a 0 una vardiable en una expresibn matemdtica que distingue
vardios casos especificos".

Intern. Dict. App. Math.- "Una constante arbitrandia,
como distingudda de una constante fija o absoluta. // Cualquien

va ( ]
’ton numénico dado, sujeto en algunos casos a cientas resthic
ciones". :

No queda muy aclarada en todas las primeras acepciones
aunque se entiende, la diferencia entre constante fija y cons,
tante arbitraria, ni tampoco entre constante arbitraria y vari;
ble; pero ésta la suponemos ya dilucidada por cuanto antes dij;

mos. Si f(x,y,t) = 0 es, por ejemplo, la ecuacibn de un haz de
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i : £ es
curvas planas, el parémetro t es tan variable como X e Yy £
i i cri-
una funcién de las tres variables. Ahora bien, lo que t des
be es cada una de las curvas: cada uno de sus valores nos da

una ecuacidn en x e y que es la de una curva del haz.

En cuanto a las segundas acepciones, m&s frecuentes en
las ciencias experimentales, parece que no cabe ninguna dif%cul
tad de interpretacién. La Real Academia de Ciencias ha publlfa—
do un Vocabulario cientfifico y técnico en el que da una versidn,
muy atinada, de esta segunda acepcidn: "Simbolo que aepneAente
una constante en un problema tipico, pero cuyo valon puede vauan
de unos casos a oinos del mismo problema”. Basta ciertamente con

esta definicibn pero, al igual gue en los otros diccionarios,
pienso qgue no estorbarfa la otra acepcibn, aquélla que acentf(a
el papel de variable que el parémetro juega y que puede ser de-
cisivo en algunos problemas; por ejemplo, en el cdlculo de laen

volvente de una familia.

Aun a riesgo de ser muy pelma se podria proponer algo
que dijera mds o menos asf: "Vazi{able que Lnterviene m«laéécug
ciones de algunos fLugares geoméinicos o de gamilias delﬁunCLo-
nes, figuras, etc. Para cada cenjunto de valores numénicos que
se de a Los parfmetros se obtdiene, en cada caso, Z?A coondena-
das de un punto def Lugarn, una guncibn de La gamilia o Las ecua

ciones de una de Las gigurnas”.

Este podria ser el resultado préctico de nuestra medi
tacién. Otro resultado, si todo esto nos ha parecido, légicaéeg
te, un tostén auténtico, serfa la decisibn de leer el per;?dlco
sin hacer meditaciones —"syerfticamente”, que se dice tamblén aho
ra-; o, mas drésticamente alin, la de no leer mids el periodico.

S.S.
(6] quizés, la me.or de todas: no leer nunca més a éste su
1

Hixem.
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ESTRUCTURA DE MAGNITUD ESCALAR

Por Eugenio Roanes Macfas

Dpto. de Algebra,Univ. Complutense
E.U. "Pablo Montesino”

Una de las actividades usuales en Matemftica Elemental
es la de "medir”., Medir una mapnitud escalar, M, es esta-
blecer un isomorfismo (aditivo v de orden) entre N v un
subconjunto de nGreros reales, que permita sustituir las

cantidades de M vor los niimeros que resultan de medirlas,
Ello tiene varias ventaias:

i) comodidad de sumar nfimeros, en vez de cantidades de M

i1) posibilidad de multiplicar medidas de cantidades de M
i11) posirilidad de operar medidas de cantidades pertene-
ciéntes a magnitudes difstintas (tan frecuente en F§-
sica)

El isomorfismo antes mencimnado nresurone que las cantida-
des de M nuedan sumarse y comnararse, lo oue induce a rtre-
guntarse cudl ha de ser la es<ructura 4= M de modo aue pue-
da establecerse una medida de sus elementos. Este es el
problema de lo que se ha dado en llamar "teoria de magni-
tudes”,

La primera teoria de magnitudes escalares, atribuida a
Eudoxo, aparece en el libro V de Euclides. Ya los griegos,
utilizando el método que llamahan antiphaizesis (ver [2]).
descubrieron la existencia de segmentos inconmensurahles,
lo que imnlicata que los nfimeros racionales (finicos cono-
cidos entonces) no bastaran para medir segmentos. Por ello
los griegos trabajahan directamente con cantidades de M,

Y es que el conceoto de nfimero real es tan diffecil oue su

primera definicién correcta no es elaborada hasta el siglo
pasado (en [ﬂ).
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El problema de las magnitudes escalares ha preocupado

a {lustres matemfticos espafioles de 1a primera mitad de

nuestro siglo, como puede comprobarse en [5] ’ [i] y b].

La primera traduccién a lenguafje actual de la teor{a de

Eudoxo fué elahorada por Krull en el articulo Eﬂ, fuyo
(tomonkismos u Simetnias de
P.

tfulo podrfa traducirse por A
tos Semiagruros de Fudoxo. Posteriormente el prof.

Abellanas ha desarrollado magistralmente la teorfa en [1],

donde partiendo de un grupo conmutativo ordenado y araqui-
se llega a construir un cuerpo ordenado (aonro-
isomorfo a un subcuerpo de

mediano,
piado para medir la magnitud),

los reales.

Finalmente, en la memoria D] se ha extendido la teoria

a magnitudes mds generales, no necesariamente escalares,

ni siquiera arquimedianas. Las téenicas de trabajo en ella
utili;adas se basan fundamentalmente en la teorfa de Fudo-
xo y la teorfa de cortaduras de Dedekind (vor ser esta,

entre todas las construcciones habituales de K, la que me-

for se adapta al concepto de magnitud).

Fn el oresente articulo se aprovechan las técnicas y
resultados de [RJ para efectuar un estudio muv elemental,
pero comoleto, restringido a magnitudes escalares, en el
que seconsigue:

a) desarrollar un método comstructivo de determina-

el6n del subconjunto de nfimeros reales cue permiten
medir cada magnitud escalar
b) caracterizar el concento de magnitud escalar,
es defenminan la esfructunra mids simple sobre la
, defte

esto

cual se puede establecer una medida

se ha trabajado con magnitu-

a partir de las cuales es 8-

Por razones de simplicidad,
des absolutas (semigrupos),
cil pasar, onor simetrizacién, a las correspondientes mapg-

nitudes relativas (grupos).

§0. CONSIDERACIONES PREVIAS

Comencemos por acercarnos al problema _a la luz de unos
eiemplos geométricos, que explotaremos a lo largo de es-
te estudio.

Efemplo A.- Al medir segmentos, asociamos a cada sepmen-
to un nfimero real no negativo (su medida con cierta uni-
dad), de modo que a dos segmentos distintos correspondan
distintos nfimeros y que al segmento suma de otros dos le
corresponda la suma de sus medidas. Notemos también que
dos segmentos tendrfn igual medida syss (si y solo si)
se puede pasar de uno a otro mediante transporte con re-
gla de un solo borde, esto es,si existe una isometria
cue transforme uno en el otro. Por ello, para que la me-
dida sea avplicacién, es preciso fdentificar segmentos
congruentes, es decir, es preciso admitir aue al hablar
de un segmento (vara medirld nos referimos a la clase de
sepmentos que pueden obtenerse de aquel mediante isome-

trias.

Eiemplo B.- Si nos limitamos a considerar el subconiunto
de los sepmentos m@ltivlos enteros de un segmento dado u
(regletas de Culsenaire-Gatefio, por ejemplo), entonces

al medirlos (con la unidad u) R'obﬁtmnlos nimeros natura-
les.

Fiemplo C.- Si consideramos ahora el gubconjunto de aque-
llos sepmentos que pueden obtenerse como mltiplo entero
de alguno de lo# segmentos resultantes de dividir un seg-
mento dado fifo,u, en un nfimero entero de partes‘iguales
(segmentos racionales), entonces al medirlos (con la uni-
dad u) ge obtieaen 1os nfimeros racionales no negativos.

Efemplo D.- Si se considera el conjunto de les mltiplos
naturales de regiones angulares cualesauiera, o &ngulos
de Zassenhaus (ver [1@]). entonces sus medidas (con el
grado como unidad, por ejemplo) resultan ser los nfimeros
reales no negativos.
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Fiemplo E.- Si consideramos el subconiunto de los angu-
los que 8sonN miltiplos naturales de los &ngulos que re-
sultan al bisecar el &ngulo recto un nfimero finito de
veces, entonces sus medidas (con el &npulo recto como

unidad) son los nfimeros del tivo n/2M (donde n,meN),

Eiemplo F.- Si se considera, finalmente, el subconjun-

to de aquellos segmentos aque pueden ohbtenerse como mil-
tiplo natural de alguno de los segmentos resultantes de
dividir un sepgmento fiio dado, 3, en un nfimero de par-
tes iguales, que no sea mGltiolo de tres, entonces 8sus
medidas (con u), resultan ser los n@meros del tipo n/m,
donde n.meN y m¢W (esto es, m no es mltiplo de tres).

En los elemplos precedentes (v en otros similares)
puede observarse que el proceso de "medir" consiste en
establecer una biyeccién entre los elementos de un se-
migruno (de segmentos, angulos, etc) y un subconjunto
de nfimeros reales (al cual vpertenezca el 1 y aque sea
aditiva y multiplicativamente cerrado), dehiendo ade-
m&s conservar la suma dicha aplicacién, Es claro aue
dicho subconijunto de reales es Rt en el ejemplo A, N

en el B, Gt en el c, etc.

v{s formalmente, dado un grunoide (%,+), estabhlecer

una medida de sus elementos es definir una aplicacién
£: M —>sg R
que verifigue las cuatro condiciones siguientes:

i) que ¢ sea biyectiva
11) F(vew) = £(v) ¢+ £(w) ; yv,we"
i11) 1es
iv) aue S sea cerrado respecto del producto

luego, razonando por {somorfla (transporte de estructura),
se concluye ffcilmente que, s{ existe tal aplicacién f,
entonces (MW,+) ha de ser un semigrupo conmutativo cancela-
tivo absoluto y arauimediano, v cue (S,+,°) ha de ser un
subsemianillo unitario del cuerpo real, que permite con-
siderar a M como S-semimbdulo. Ello sugiere el modo de or-

ganizar el estudio propuesto.
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51, SEMIGRUPND ABSOLUTO ORDENADO CANCELATIVO Y
ARNUIMENIANO (SAOCA)

Designaremos por (M,+) a un semiprupo conmutativo con
elemento cero, que denotaremos 0. Al producto de un na-
tural n por un elemento v, de M, lo denotaremos nv, defi-

niendolo, como es habitual, pvor induccién sobre n:

nv =0, 8in=20

nv = (n-1)v¢v , 8i n>0

Recordemos que el semigrupo (M,+) se dice cancelativo,
si para cualesquiera v,w,ueM, se verifica

v+l =T WL = V = W

1.1 Delinied ey , .
elinicibn,- Si para cualesouiera v,we', véw, exisfe
una y 86Lo una de fas dos diferencias w-v 6 v-w, entonces

se dice que el semiarupe (M,+) es "absoluto"”,

El semigrupo aditivo de los naturales, (N,+), es can-
celativo v absoluto, como también lo son los de los edem-
plos del $0, pero conviene notar que las propiedades can-
celativa y absoluta son independientes, como muestran los
ejemplos siguientes; -

Eiemplo G.- Fl1 semigrupo aditive

2M+3N = {2n+3m i n,meN}

es cancelativo, pero no abesoluto (por no existir 3-2, ni
2-3).,

Fiemnlo H.,- S1 para cada kelN,desipnamos LI {xeN:x<k},
entonces M = {mk:keﬂ} es subsemigruno de la unién de par-
tes de [N, siendo flcil comprobar que (M,U) es absoluto,
pero no cancelativo.

1.2 Pelinicibn.- Dado un semigruro conmutativo (M,+), se
LLama "nelacibén asociada” al semiaruno, a Pa nelacifn
[que denotanemos <) entre efementosr de M, definida asf:

[ v<uw 4syss w-veM
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Observemos aque la relacién asociada no es necesarla-
mente "de orden” (basta considerar el grupo aditivo de

los enteros).

1.% Propoaicibn.- Si e? semignuvo es ahsoluto, enton-
ces Au relacifin asociada < ea de onden total (o Lineakl)
v veridica:

v => v+l < w+u (yueM)

Demostraci8n.- Trivial.

Conolanio.- S4 v<w u v'<w' ,entonces viv' < wew',

Fn el semiprupo aditivo Rt 12 relacién asociada es la

desigualdad (no estricta) usual, es decir la relacién £ .

1.4 Nolinicifn.- Se dice oue (M,+,<) es un"semigruno ahso-

futo ordenado”, syas se venidican:

i) [M,+) es un semigrupo conmutativo absofuto
i) < es au nelacibn de onden asociada

Un semigruno ahsoluto ordenado nuede no ser cancelativo,

como ocurre para (P(E),U,s).

1.5 Nodinicidn,- Un semiaruno ahsoluto ondenado, (M,+,<},
se dice "arouimediano”, syss se veniéica fa siquiente nnro-
niedad (de Anquimedes}: para cualesquienra v,meM, vio,
existe kelN, tal aue w<hv,

F1 semiprupo aditivo r* v loe semigrupos de lsseiemnlos
del 50 son arauimedianos, pero no todo semigrupo ahsolu-
to ordenado (e incluso cancelativo) es arquimediano, co-

mo muestra el siguiente:
Fiemplo I.- Si en el coniunto
M= {(a,M)ETXN : b =0 = ax0}

se considera la suma habitual de pares ordenados, se
tiene un semiprupo conmutativo cancelativo absoluto (se-
gn es fhcil verificar), cuva relacif6n asociada resulta
ser el llamado ‘orden lexicogr&fico hebreo', pero no es

arquimediano, va que no existe velN, tal que (0,1)<k(1,0).
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En adelante, la condicién de ser gemigrupo absoluto or-
denado cancelativo y arquimediano la expresaremos abrevia-
damente por SAOCA., Asf, (N,+,<) y (R+,#,5) son efemplos
de SAOCA. También lo son los eiemnlos del §0, resvecto de

la suma y desigualdad (no estricta) habituales.

52, SEMIANILLO Y SEMIMODULO ASOCIADOS

Supondremos en adelante que (M,+,<) es un SAOCA.
2.1 Dekindcidn lde Fudoxo).- FL ndmeno n/min,meN;mdn) se

déce mubtiplicahle pon veM syss existe v*eM, tal que
nv = me. Tn case adinmativo, se dice que v* ¢4 ¢! rroduc-
to de n/m por v, u se escribe (n/mlv « v*, es decin

[»(n/m)u = vt = nv = my*
de{

Fs f8cil probar aue si n/m es multiplicahle por v vy

n'/m' (n',m'eN,m'#0) es fraccibn eouivalente a n/m, en-
tonces n'/m' también es multivlicable por v, siendo
(n'/m')v = (n/m)v, Ello nermite hablar de producto de nfi-
meros racionales (no negativos) por elementos de M,

Por ejemnlo, en el SAOCA del efemplo B del §0, tanto 3/u,
como 5/3, son multiplicables por 12u, nero no lo es 7/5.
En cambio, en el SAOCA del efemplo A cualouier racional no

negativo es multiplicahle por cualquier sepmento.

2.2 Neodinicifin.- Un olemento veM se dice "divisihle" ayss
pana cada nelN,nff, existe weM, tal aue nw = v, Se dice

oue el semiaruro Y es divisihle syas Lo son todos Aus
elementos.

Fn consecuencia, v es divisible syss todo racional no
nepativo es multiplicable por v. Es claro que el SANCA
del efemplo A es divisible v también lo son C y D, pero
no B,E 6§ F.
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2.3 Lema.- Para cualesquiena o,peﬁf y cualesquiena v,meM, U
a0 venifican: lo que, segfin 2.1, equivale a

eq) AL g e multiplicahle pnor v y rohr t, entonces tam-

. ‘ou (a+p)v = vy
hibn 08 multipficahte non vew, siendo qluem) = qutqu
e ) sia g P son multinficahles por v, enfonces fam- ea) Si q y p est8n respectivamente definidos por n/m v
¥ F‘é oo os multinlicahle pOR v, siendo (g+plv = h/k, entonces pa estfira definido por hn/km. Por
ién a DICAC O G |
P tanto, desipnando av = vt y pv¥® = v", habré de ser
qu+pv

eg) ad p ed multinticable nor v v q eb muftiplicable
"~ por pv, entonces qp &4 mu?tioficable por v, siondo

nv = mvt | hyf=kv"

luepo
{gplv = q(pu) hnv = hmv® | mhv® = mkv”
Demostracién.- y por tanto
, or
el) i q es el racional mno nepativo determinado : hnv = mkv"

1a fraccién n/m, designando qv = ut W s S 1 in 2.1 i
de acuerdo con 2.1, habrd de ser o que, seglin 2.1, equivale a

nv = mvk , nw = mwt pav. = v

2.4 Proposdceibn.- Siendo q,peﬁf v v,meM, se venilican:

luego

nvinw = mviemwk a) 44 qu = 0, entonces q = 0 6 v =

esto, por ser conmutativo el semigrupo, ouede bl 84 q<p v viQ, entonces avgny

y .b;rse c) 84 qf0 u vgw, entonces qugqw
escri

A(vaw) = mlvEeut) Demostracién.-

a) Sea aq=[n/m]#0. S{ ov = 0, entonces nv = 0, lo que,

lo que, sepfn 2.1, equivale a teniendo en cuenta que (M,+) es semigrupo ahsolu-

o(vtw) = vhew® to v cancelativo, imnlica n =0 6 v = 0, v

por
e.) Si n/m y h/k son fracciones de términos no nepa- tanto o = 0 6 v = 0. +
2 de'los respectivos racionalés a y p, enton- b) i a<p, entonces existe re?® ,r#N, tal aue r+a = b»,
tivos de-lo !
i * luego
ces (nk+hm)/mk es una fraccibn de su suma, Q+p e
Por tanto designando av = vt vy pv = v', de acuer- =555 = (GTEUR = BY
‘

do con 2.1, hahbrd de ser pero si v#0, de acuerdo con a), hahrd de ser rv#Q,

tv = mvt . he = Kv' y por tanto qvgpv.

c) Si vgw, entonces existe ueM,u#0,tal que u+v = w,
luego luepgo
knv = kmv® , mhv = mkv'

i qu+av = a(u+v) = aw
y en consecuencia (por ser conmutativo el semigru-

po)




—_—>

- 60 -

o]
pero si a#0, de acuerdo con a), habr& de ser au#p0,

vy por tanto avgav .

na" de
2.5 Nodinicifn (de fedebind).- Se Lfama neantadunn

( n ondenado
niimenos nacionales no neaativos a todo na

+ vy s ]
(x',¥") de pantes de @, que veandllique

) xuyr = @

) XNy = f

) X'#OEXT o
) 84 o'eX' ¥ o"eX" , entonces ¢ <9
) X" no posee minimo
2.6 Teonema (de pedebind) .- S4 (X',X") es una contaduna

de nacionales no negativoa, ' -
X
neal no neaativo u solo uno, x, tal oue Q'€ p

entonces existe un ndmenz
todo
q'eX', u x<q" para todo q"e€X".

rati-

Este teorema permite {dentificar cada real no neg
(X',¥") aue lo define, por lo aue

ici (aue se ha afa-

= (X'.¥"). La condicidn cg
escribiremos x (x', "
dido en 2.5 a la definicién oririnal de Nedekind) per
o )

asegurar que si, emn particular,

a
vo, x, con la cortadur

x es racional, entonces

x es elemento miximo de X'.

2.7 Teonema (de Nedehind) .- Dados dos neales no negati-

to Al
N suma v suw produe
vos, x = (X', X") e y=(Y',y"), pamn

vendiddica:
] " "
x+y = (X' 4+Y', X"eY") , Xy = (xry',x"y")
donde

x'+y' = {oeplaeX’,pey'} . X'V « {av/aeX' pey'}

' ! x 0
9.8 Dekinicdibn.- LlamaremoA "subcontadura’ d% & a tod
;l olﬁcna (] (M' M", de nantea 0. , que UPML‘LOHG.
p d , de M
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4’)MWM"-F
42) Mg
43) 84 v'eM' ¢y v"eM", entonces v'<vu"

Notacién.- Dados un subconjunto xeat Yy un elemento divi-
sible veM, designaremos:

Xv ={qv s qcx}

2.9 Proposicibn,- Nados una corntaduna de nacionales no ne-
gativos (X', X"} u un elemento divisihfe no nufo veM, ef

par orndenado (X'v,X"v) de panrtes de M es una subcontadu-
ra de M,

Demostracifn.- Sigue fhicilmente de 2.4 b).

Notacifn.- Siendo (M',M") una subcortadura de M, degsigna-
remos por <{M' ,M"> al subconjunto de M siguiente:

<MY "> = {weM 1 vi<wgv" 5 yvleM' | yv'en"}
2.10 Definicibn.- Dinemos que una subcortaduna (M, M")

es vana {respect. unitania) suss {M' ,M"> es el confunto
vacio (nespect. es un subconfunto unitanio de M),

2,11 lema.- Cualesquiera que sean el neal no neaativo
x v [X'",X") u el elemento divisihle veM, La subcontadu-
ra (X'v,X"v) es vana o unitaria.

Demostracién.- Supongamos que {X'v,X"v> es no vacio, Va-
mos a probar que entonces es unitario. En efecto, si

u,weX'v,X"v) , entonces, suponiendo u<w, habrf de ser

a'v<u<wgav ; ya'eX' , yqiex"

Yy por tanto

w-u < aQ"v-q'v = (q"-q')v ; VQ'€X"VQ"€X" ()

donde la igualdad dltima sigue de 2.3.e2. sin més que te-

ner en cuenta que (q"-q')+q' = q". Ahora bien, es claro

que para cada natural no nulo n, existen q'eX' y qlle X",



llIIlIlIIIIIlllllll.llll..llllllllIIIIIIIIIIIIIII---___

- 63 -
- 62 -

+
tales que q"-a'<1/n, y por tanto existe pe® tal que
p+(q"-q') = 1/n, luego pv+(a™-q')v = (1/nv y en conse-

Fn caso adinmativo, el pvroducto xv se Adedine como en 7.1
cuencia (o"-o')v<@/ﬂv. Por tanto, de (*) resulta

6 742, nespectivamente,
w-u <{1/9v 3 yneN, n#d

En consecuencia, para que un irracional sea multiplica-
ble por velM, es preciso aque v sea divisible.
luego

B + 3
( I<v Vneml 2.14 Lema.- Pana cualesquiera x,yeR y cualesouiera v,weM,
n(w-u H

1 teni t 1 i impli 4¢ vernilican:
o aue, teniendo en cuenta que M es arau mediano, implica
?

_ e’) 84 x es multinlicahle non v y pon w, entonces
w-u = 0, y por tanto w = u.

tamhién es mu’tl‘.p!.l‘.c(l'&'e_ por v4m, siondo X(U"'l")
Xv+xuw

2.12 Pedinicibn.- Ef ndmeno neal ne negativo x = (x',X") o
se dind "multiplicable” pon ol elemento divisible veM, 2, 84 % ¢ g son muttinticahPes mon v, emtomeos tam-
vil, 84 (X'v,X"v) no es vana. Fn tal caso, 54

<}'v,X"v> . {v‘}, dinemos que v® es el producto de x

pon v 1 escribinemos: xv e v, Pana v = 0, delinimos

hién x+y o5 multiplicahle por v, siendo (x+ylv =
xu+yv
3) 84 x es multinlicahle non v e y es multiplicakle

por xv, entonces yx es multiplicable non v, Aien-
do (yx)v = ylxv)
g{. en particular, X es racional, entonces X es elemento g

: +
xv = 0, para cualquienr xe R ,

do de
maximo de X', luego, supuesto v#0 , xv (en el sentido

Demostracién.- E)l caso de ser racionales x e y ya ha si-

2.1) es el elemento miximo de X'v (segln resulta facil- do tratado en 2.3,

El caso en que v = 0 8 w = 0 es tri-

: - . 8
mente de 2.4.b) y por tanto {Xtv,Xtv> o= {xv}. En conse vial upondremos pues que es irracional uno, al menos,

cuencia, si x es racional y v#0, entonces XV emn el sen-
tido de la definicibn 2.12 es igual que en el sentido de
2.1. Fllo asegura la compatibilidad de la siguiente de-

de los nGmeros considerados en cada anartado y que v#0#w,
Designemos x = (X' ,%¥") e y = (Y',Y").

e1) Por ser x irracional, han de ser v vy w divisibles.
finicibn: Por tanto, si xv = v  entonces <X'v,X"v> = {v*} R
luego
2,13 Nedinicibn.- Ninemos oaue e! ndmeno neal no neaativo X SR P rext " )
08 multinticahle pon veM, suss se verilica atouna de fas i =9 PV AN
dos condiciones: y si xw = wh*, entonces <X'H,X"w> = {w*}, luego
, ‘nl i va v en el sentido
i) x es nacional y muttinficahle nor q'w<whLa"w 1 pa'eX' , yoleX"
de 2.1
i) v es divisible y x @8 multinticahle pon v en el sen- lo que 3junto con (%) vy de acuerdo con el corolario
. & de 2.42 de 1.3, imnlica
{do de 2.

q'v+q‘w < v¥ewt % q"v+q"w

ya'eX' , yaqUex"
esto es (sepfn 2.3.e1)



o' (vew) < vitswd L q"(vew) 3 Vq'e!' . pa's¥”

1o cual imolica

et (vew) Y (ven)) = {vteut}

y en consecuencia x(v+w) = vEeut

Al suponer irracional x § y. ha de ser divisible v.

Por tanto, 81 xv = v e yv = v' ,entonces

<X'v,¥."v> = {v"-‘} s LY Y = { v'}
luepo
ovv < vﬁ{( ﬂ"v : VQ.GX' R aney."
p'v<v'sS 0" yoleY' yo'eY"

lo que, de acuerdo con el corolario de 1.2, imnlica
q'v+p'v-<v*+v';§o"v+o“v;vn'€!',yp'e?',yq"e!",yn"eY"
esto es (megln 2.3.92)
(q'+0')v< v*+v'§f(o"*n")v:yo'eX'.yn'eY'.yu"eX",yu"eY"
lo cual fmnlica

<:(X'+Y')v . (X"+Y")v:>= {v*+v'}

y nor tanto (x+v)v = vh+v’

Para x = 0 es trivial. Sunondremos pues x¥1. Si x es
irracional, entonces v ha de ser di{visible, Si, vor

el contrario, x es racional, entonces, segin lo in-

dicado al comienzo de la demostracidn, y serfa {rra-
cional luego xv habria de ser divisible, v en conse-
cuencia también v serfa divisible, ya que vara cual-
quier racifonal r20, hastaria considerar el racional

rx-i. que habria de ser multinlicahle por xv, veri-

€i{chndose:

rx"H(xv) = r(x"Ix)v = rv

fn consecuencia, en uno u otro caso, V ha de ser di-

visihle. Por tanto., si xv = v# e v(xv)av", entonces
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<xtv,xtvy = {val Y ) Y (xv ) = v
Juego
Q'v<vh{ g"v : yqleX' , yqUex" (1)
p'rv v p"xv i ypleY' ,ypeY” (2)

Ahora bien, de (1) resulta
pquv< p'v* = p’xv . quexv . VP'EY'
Plev = p"‘l*% pnqnv ) VP"EY" . unexn
luego, teniendo en cuenta (2). puede afirmarse:
P'a'v < v"' p"a"v i yp'eY',yq'eX',yp eY",yq ex"
y en consecuencia
<ylxvv . Y"X"V> . {V"}

luego (yx)v = +¥"

2.15 Teonrema (v dedinicibn).- Sea M un SAOCA, ¥? suhcon-

funto de Pos neales no neaativos multinficahles non fodos
Los elementos de M es un semianillo unitanio {one desia-
naremos S{M) n Clamanemos "somianillo asociadoe" a M)

Demostracién.- Bastari probar las tres condiciones si-
guientes:

1) 81 x,yeS(M), entonces x+veS(M)
2) 8i %x,veS(M), entonces yxeS(M)
3) 1es(M)

vy en efecto:

1) Sean x,veS(M). Para cada veM, existen vh v'eWM,
tales que xv = v* e yv = v', luepo xvi+yv = viey',
lo aque teniendo en cuenta 2.1§.e2,se escribe:
(x+y)v = vhsy', Por tanto x+yeS(M),

2) Sean x,yeS{(M). Para cada veM, existen v* v"eM,
tales que xv = vk e yvh = v", luepo y(xv) = v",

lo que teniendo en cuenta 2.1u.e3,se escribe:
(yx)v = v", Por tanto yxeS(M),

3) Sipue de la definicibn 2.1
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conotanio ly definicibn.- Sea M un QANCA, Entonces M e

an S{M)-semimédulo (que fLamaremos semimbduto asociado

a M.

Demostracién.- Sigue inmediatamente de 2.14 v 2.15,

En consecuencia, para cada SAOCA se tiene un semi-

anillo asociado y um semimb6dulo asociado. En particu-

lar, para los ejemplos del %0, se tiene:

SAOCA cemianillo asociado
Ljemnlo A r*

Fiemplo B W

Ejemplo C Q+

Efemplo D Rt

Ffemplo E {n/2m : p,melN }
Ejemplo F {o/m : nmed mé3l }

3, MAGNITUDES ESCALARES ABSOLUTAS.UNIDADES.MEDIDA

Supondremos en adelante aque M es un SAOCA no nulo

(esto es, tal oue M${0)) y oue g(M) es su semfanillo
asociado.
3.1 Nedinicibn.- S4 el semimfdufo asociado a M es mo-

néqena, esto es, sl existe ueM, fal oue

BM cada veM, existe xeS(M}, tal ope xu=i\

entonces se dice que M es una "maanitud escalan absofu-

ta" y que u es una "unidad" de M.

(Fs fSfcil probar la unicidad de x nara cada v)

Los elementos de una magnitud escalar absoluta, M,
se suelenllamar “antidades® de V. rijada una unidad, u,
de M, cada cantidad veY oqueda determinada por el nimero
xeQ(M), tal oue xu = V. Fn consecuencia, las magnitudes
escalares ahsolutas pueden renresentarse sobre "escalas"

lo que justifica su denominacién.
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3.2 Teonema.- Sea u una unidad de M y sea xeS(M). Fn

tonces son equivalentes:

L) Pa cantidad xu es unidad de M
i4) x es efemento inventihfe de S{M)

NDemostracidn, -
i) —+ 1i)

Sea xu unidad de M y designemos xu = v. Por ser v uni-
dad, existird veS(M), tal que yv = u, Por tanto yxu = u
= ’

lo que, teniendo en cuenta que u es unidad de H#{O} im
~ . -

vlica: vx = 1, Luepo x es elemento invertible de S(™)

i1) = 1)
Sea x elemento inv 1
x_1v ] x-1( 0! ef} ble de S(¥) y sea v = xu., Entonces
xu) = (x "x)u = 1u = u. Pero, por ser u unidad
1

vara cada cantidad weM, existirf yeS(M), tal que w = yu

C vl -1 - | '
Luego w = y(x “v) = (yx ")v, siendo vx 169(H). Por tanto v
es unidad de M,

Eiemplos.- Para los ejemplos del 0, desipnando ror S*(M)
sl semiprupo de elementos invertihles de S(™), se tendri:

Fiemplo St(M) Unidades de M
A Rr*-{n} segmentos no nulos
R {1} u inicamente
c at- {0} segmentos racionales no nulos
n R+-{0} Snpulos no nulos
E {Qn:nGT} knpulos del tipo 2"R,donde F es
el fnpulo recto v nelN o
F @/m:n,meN—Nﬂ} segmentos del tipo xu, donde
XESH (M) '
Nota.- Yo todo SAOCA no nulo es magnitud escalar absoluta,

ya que su semim8dulo asociado nuede no ser unidimensional

coro en el siguiente:
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Fiemnlo J.- Dados dos segmentos inconmensurables, ay b,
no es diffcil comprohbar que el suhconiunto M de los sep-
mentos aque son combinacién lineal de coeficientes racio-

nales (nepativos, inclusive) de ay b, esto es
M = {qa+ph : a,pe@, qa+nh 3 o)
+
es un SAOCA no nulo, cuyo semianillo asociado es @ vy cu-

yo semimbédulo asociado no es unidimensional, vror lo aue

no es mapnitud escalar ahsoluta,

I'n adelante, M serf una magnitud escalar ahsoluta.

3.3 Nedinicibn.- Sea u unidad de M, Nada una cantidad veM,
AL x es ol nidmeno de S{M) taf oue xu = v, entonces se di-
ce que ?a medida de fa cantidad v con Fa unidad u es eof
nimeno x, ef cua’? se desiqna ahreviadamente pon maduu, eA-
to es

med v = X &= v = xu
u ded

Fn consecuencia, se tiene una anlicacidn
medu : M 5 8(M)

aue asocia a cada cantidad de M su medida con la unidad u,

v cuyds propledades se explicftan en la sipuiente:

3.4 Proposicifn.- lLa aplicacibn mcd“ es bivectiva n nann
cualesauiena v,weM, xeS(Mlgewnrilica:

: o +med w
L) mod“(u m) = moduu ed,
7a medu(xu) . x-meduu
{44) v<w suss meduu < meduw

Demostracién.- Sipue flcilmente del lema 2.14

3.5 Proposicifn (neala de camhio de unidad).- Sean u n g

unidades de M, ;i g = xu, entonces para cualouien canti-
dad veM, se vernilica:

meduv = x-mcdqu
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Demostracifn,- Resulta inmediatamente a vartir de 3.3 vy
de 2.1l&.e3

Fiemplo.- Como un metro es igual a 1NN centimetros, para

cualaquier segmento v, se tendr4

med ¥ = 100:-med v
cm m

En conclusién, fas maanitudes escalPanes ahaoPutas son
Los SANTA no nulos, cunos semiméiulos asociados son wmo-
nfaenos.

En adelante, trataremos exclusivamente con magnitudes
escalares absolutas, a las cuales nos referiremos abre-
viadamente como "magnitudes escalares". Dada una magni-
tud escalar, es claro que hastarfa simetrizar el semipru-
po cancelativo, nara nasar de una magnitud absoluta a su
correspondiente magnitud relativa, con lo cual simultd-
neamente se nasarfa del semianillo al anillo asociado v
del semimédulo al m8dulo asociado, por lo que, en aras
de la simplicidad, nos limitames a estudiar las absolu-

tas,

B4, MAGNITUDES DISCRFTAS, EUDOXIANAS Y CONTIMUAS

4.1 Dodinicibn.- UUna magnitud escalan se dice "discneta”
suss su semianiflo asociodo ea NV.

Las repletas (efemnlo B del 40) son ejemnlo de magnitud

discreta.

4.2 Teornema.~- Sea M un SANCA no nulo, S4 entrne Pos elo-
mentos no nufos de M, existe uno minimo, wu, easto es, 57
existe ueM,ud0, ta’? que

WL = we 0

entonces M es magnitud escalan discreta v u es su unidad
inica.
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Demostracién.- Bastarf nrobar que, en jas condiciones de
Jemostirac-——

1a hipbtesis ha de verificarse
M= M = {nuzneﬂV}
y tener en cuenta 3.2. Fn efecto, puesto aue ueM, obvia-
mente Nu < M. Para probar la inclusién recioroca, consi-
deremos una cantidad arbitraria weM v tengamos en cuenta
oue, por ser arquimediano el semipruno, el suhconiunto
de naturales
{neN : w<nu}

gsers no vacio, lueygo si es k el minimo natural de ese sub-
coniunto, entonces

(k-1)u<w < ku
de donde facilmente resulta

w-(k-1)u ku-(kx-1)u = u
lo aue, por ser u el minimo elemento no nulo de ™, implica

w-(k=1)u = 0 , y »or tanto welNu.

4.3 Nokinieifin. - Nixemes que una magnitud escalan, M, es
moudoxiana” suss se vernibica ta siauiente condicifn (PPa-
mada de Fudoxo-Kaull):

VxGS(M), x¢0, FyeS{M), ta? oue yx =1

¢ ¢ cand iado es semicuenrno.
es decir, 84 su semianiflo arociardo e

Las magnitudes escalares de los eiemplos A,C y D son
eudoxianas, ya aque en ellas es SE(M) = g(M)-{n}. Fs claro
que no lo son las de los edemplos R,FE v F.

4.4 Nefindeibn.- Ninemos que an QANPA po nuto, (M,+,<),
) A . I3 .
es "continuo" suss se venikican Pas dor condicioned Ax-
quientes:
i) e semianupo (M,+) es diviaibfe

i) ta estructuna de onden {M,<) es completa, eb decin,

no posee subcontadunas vanas.
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Nota.- Las dos condiciones de la de€inicién anterior son
indenendientes, segfin se concluve considerando los efem-
plos del §0, en que:

1) el del ejemnlo C es divisible, pero no comnleto
2) el del eiemplo B es comnleto, pero no divisible

3) el del ejemplo A es continuo

u) el del edjemplo F no es divisible, ni comvleto,
pues u no posee tercera narte y es vana la suh-

cortadura (M' M"), tal aue

M'={(n/m)Q : n,meN, mE3N , n/m<1/3}
V'={(n/m)ﬁ n,menN, mé¢IN n/m>1/3}

4.5 Teonema.- S{ M es un ANCA no nule v continue, en-
tonces se vendlican:

. . . +
a) su semianillo osociado es R

b] au asemimbdulo asociado es aenenado nor cualguiet
efemento no nufo

Demostracifn.-

a) Para cualouier real no nerativo x = (¥,¥') v nara cual-
quier ve¥, la subcortadura (Xv,X'v) serd no vana (por ser
M continuo) v vor tanto unitaria (de acuerdo con el lema

2.11), luego x es multiplicable nor v (sepfin 2.13),

h) Sea u un elemento arbitrario no nulo de ¥. Se ha de pro-
bar que para cada veM, existe xeS(M), tal que xu = v.

Consideremos, al efecto, los dos suhconfuntos sigruientes:

X' = {q'eﬁf : a'u<v} , X" = {Q"EQ+ : vgqhu} (*)

+
El par (¥',¥") es una cortadura de @ , sepfin es fnmediato
verificar. Por tanto (¥'u,¥"u) ser§ una suhcortadura de

M (de acuerdo con 2.9), Ahora hien, de (#*) resulta

Q'U<V‘<q"u s quexw . vqnexll
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luego ve{X'u,X"u> ,pero como la subecortadura (X'u,¥"u)
ha de ser dnitaria (por ser M continuo), ser&(X'u,¥"up=
{v}. Fn consecuencia, 81 x es el nGmero real definido

por la cortadura (X,X'), serd xu = v, de acuerdo con 2,12,

Corolanio (u dekinicibn),- Tedo SAOCA no nufo u continue
, . ., , +

esr magnitud escalan, siendo su semianillo asociado R u

sus unidades Las cantidades no nufas (se PPaman "maani-

tudes escafanes continuas").

Fiemplos.- La magnitud "longitud" (del ediemplo A) es con-
tinua. También lo son la magnitud "amplitud" (del edfem-

plo D) v la magnitud "extensibén" (&rea).

5. PROPNRCIONALIDNADES, MARNITHDFS PROPORCIONALES

Las, pronrorcionalidades son los isomorfismos propios de
las mapnitudes escalares, es decir, son avplicaciones 1i-
neales (bivectivas) entre los semimb8dulos asoclados v, al
mismo tiemno, isomorfismos entre las estructuras de orden
asociadas. No obstante todo ello nuede reducirse a una

s6la condicibén, sepfin vamos a nrobar.
5.1 Pedinicibn,- Sean (M, +,<) u (M*,+,<} magnifudes osca-

tares. lUna aplicacibn {:+M —>M* se dice one es "proponcio-
natidad” syss es biyectiva u verifica:

§lvew) = f{v) + §(w)

para cualesquiena v,weM,

Fn consecuencia, la correspondencia inversa de una nropor-

cionalidad, también es oroporcionalidaaqd.

Ejemplos.- Son proporcionalidades las anlicaciones si-

guientes:

1) la que asocia, a cada sepmento, S. su duolo,?S
2) la que asocia, a cada fnpulo central, el arco aue

abarca
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3) la que asocia, a cada clase de polfgonos equivalen-
tes, la altura del rectangulo de base fifa, U, per-
teneciente a aauella clase

1) la medida definida en 3.3

5) el precio (sin descuento)

f) el interés simnle

5.2 Pronosicifn.- Pana La proponcionalidad de La defins-
cifn 5.1 se verdificn:

v<m  suss K{v)<Lgn)

Demostracidn.- Si1 v<w, éntonces, de acuerdo con 1.2, exis-
te teM, tal aque t+v = w, luego f(t)+f(v) = Flt+v) = Fflw),
lo que, segln 1.2, implica: f(v)<Ff(w), Fl recfproco es

inmediato por reducciédn al ahsurdo.

5.3 Teonema.- Siendo (M,+,<) v [M*,+ <) maanitudes esca’a-
nes u f:M-—>M* una higeccibn, son eouivalentes Pas dos con-
diciencs siguientes:

a) fluem) = flu) + flr) : ypu,meM
h) §lxv) = x§lv) ; wveM , yxeSIN)

Demostracidn.- Para prohar que a)=>b) denotemos xv = w,
Comencemos considerando el caso en aue x sma racional.
%1 x = n/m (donde n,mek, m#0),entonces (sepln 2.1) ser$

nv = mw, v por tanto
nflv) = flnv) = F(mw) = mF(w)

luego, de acuerdo con 2.1, xFf(v)=fW),edecir xf(v) = Flxv),
Si x es el firracional definido vor la cortadura (X' X"),

entonces
q'V<W<q"V . quexv 'vqnexn
v por tanto, de acuerdo con 5.2,

Flg'v)< Flw)L F(qQ"v) 1 yq'eX' , yq"e¥"
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lo aue, por ser o' y q" racionales, puede escribirse
' Flv) <Flw) La"Flv) ya'ex' , ya"ex"

luego f(w)e(X'F(v) , X"‘(v)> ,¥ en consecuencia (por el
lema 2.11) seri <X‘F(v) . Y”?(v)> N {f(w)} 10 aue (nor
2.12) implica xf(v) = f(w), ’

Reciprocamente, para nrohbar que b) = a), suponpamos
que u sea unidad de M, 81 v, weM, entonces existen
x,yeS(™), tales que xu = v e vyu = w, luepo, haciendo

uso de 2.1u.e2, se tiene:

Flvew) = F(xu+yv) = F«x+v)u>.= (x+y)f(u) =
= xf(u) + yf(u) = Flxu) + Flvu) = £(v) + f(w)

Nota.- Las condiciones a) v }) de 5.3, que para esnracios
vectoriales son independientes, nara magnitudes escala-
res han resultado ser eaquivalentes, lo que supiere otro
modo alternativo de definir pronorcionalidades (como hi-
vecciones aue verifican la condicién h)de 5.2), Fn 1la
préctica, para analizar si una anlicacién es nronorcia-
nalidad, lo mas c8modo es comnrohar la condicién a), v
una vez verificada, mnara calcular la imagen de cantida-

des. es mas c8modo hacer uso de bh),

5.4 Pefinicibn.- Dos magnitudes escalanes, M u M*, se di-
cen "proporcionales” suss existe una nwnovoncionalidad,

§:M —H*, entre ellas, Po que exnnesanemos escrihiendo:
Y A

En consecuencia, la relacifn "Ber provorcional" entre mag-

nitudes es relacién de equivalencia.

5.5 Pronosicidn.- %4 Ados maanitudes escalanes son pronon-
cionafes, entonces sus Aemianiffos ascciados coinciden,
esto es

LM'&:M‘ — SIH) = SIN*) |

Demostracién.- Suponpamos que f:¥ —¥* o5 proporcionali-
dad y vamos a probar aue S(M)=S(M*), En efecto, sea
vkeM® v desipnemos f-l(v*) = v. Para cualauier xe®(™),
se tiene

flxv) = xf(v) = xvt
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luego x es multiplicable por v*, Como ello es cierto para
cualquier vkeM#* ger§ xeS(Mit),
La inclusién rectproca, S(M*)eS(%), sigue de ser pro-

porcionalidad F-l.

Conolanio.- Si MxM*, entonces:

L) M* es discneta sysa Po es M

£4) M* es eudoxiana syss fo es M

5.6 Proposicifin.- 4 M~M*, entonces M* es continua syss
Lo es M.

Demostracifn.- Suponpamos que *:M —» M* eg pronorclionali-
dad. Por ser f isomorfismo entre los semiprunos aditivos
(M,+) v (M* +), uno serd divisible (y no nulo) syss lo es
el otro, Por ser f, de acuerdo con 5.2, isomorfismo entre
las estructuras de orden (M,<) y (M%* <) 6 para cada subcor-
tadura (M' ,M"), de ¥, sers (f(M') . F(H"):) una suhcorta-
dura de M* sgiendo esta vana syss lo es aquella, luepo

(M# <) seri completa syss lo es (M,<).

5.7 Provosicibn.- Toda proporcionalidad de maanitudes eos-
cafanes es un fsomonfismo de Pos nespectivos semimbditos
asociados.

Demostracién.- Sigue de 5.3 y 5.6,

Conofanic.- Sea §:M—> M* una nroponclonalidad de maaq-
nitudes escalanes u sea u una cantidad de M. Entonces {(u)
es uridad de M* auss u o8 unidad do M.

5.8 Nedinicibn.- Sdiendo M u M* maanitudes escafanes, u uni-
dad de M, u® unidad de M* y §:M — M®* nrovoreionalidad, Pa
aplicacibn § que hace conmutativo el diaqrama

¢

M— s N

me d od
SASL med

~

SIM) —————> S[M*) = S(M)

se LLama "duncifn de propvorcionalidad” asociada a {.
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5.9 Propoaicibn.- La Kuncifn de vrovoncionalidad §, aue
acaba de defininse, es hiuectiva u venilica:

a) §ixey) = $ix) + §ly)

b) Tlxu) = xfly)

e) x<y suss flx) = {ly)
pana cualesquiera x,yeS(M).
Demostracién.- Basta tener en cuenta que f, m:du v medu*
son proporcionalidades v aue F = med“*-femedu
Conolanio lu dedinicién).- la Lureibn de prrononcionalidad

7 es lineat, es decin, de La fonma

Tix) = kx ,

siendo kb un ndmeno {demominado "constante de nrononciona-

Pidad" ).

Demostracién.- Recordemos aue S(M) es semianillo unitario.

Si f(1) = k, de acuerdo con 5.9.h), se tiene:

F(x) = F(x-1) = xFC1) = xk

5.10 Pronosicibn.- Sea §:M —>M* nrononcionalidad Ade maani-
tudes escalares v sea u® unidad de M*, La anficacifn pro-
ducto de § ron med s es una medida de M con La unidad

u = 6-’(u‘), es deein, et diaanama

S(H*)

donde u = ﬂ"(u’), es conmutativo,

Demostracién.- Basta recordar 5.5 y tener en cuenta que la
aplicacibén compuesta medu*of es una proporcionalidad, en

la que la imagen de xu es

-1 = . * 4
medu* o f(xu) = medu*O f(xf (ut)) = x medu*u x
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5.4 Definicién, - La apPicacifn mcdu.oﬂ, considenada en 5,1p,
se dice que eas una "medida indinecta” de M,

Eiemplo.- Ne acuerdo con la notacifn de 5.10, 81 £ es la
aplicacidén que asocia a cada finpulo central el arco que
abarca y u* es el radio, entonces u es el "radi&n", es
decir, radifn es el &npgulo aque abarca un arco , cuya
medida con el radio como unidad es 1. La medida de Snpu-

los en radianes es, pues, una medida indirecta.
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PEQUERNAS IDEAS

LOS NUMEROS COMBINATORIOS EN EL ESTUDIO DE LAS PROGRESIONES ARIT-
METICAS

Al estudiar las progresiones aritméticas de primer or-
den, se obtiene

a, =a; + (n-1) 4

a, +a _
[Tl—-l§:1 = a, n-+£i£—£l d
2 2

()]
I

Si aprovechamos los nlmeros combinatorios del tridngu
lo de Tartaglia, y las notaciones de las diferencias finitas, es
tas igualdades se pueden escribir, respectivamente:

o
I

™3h 2@ + ™7h sl

[v2]
[}

M a%a@p + D sty

Definidas las progresiones aritméticas de 6rdenes su-
periores, por extensibén de las f6rmulas anteriores, podemos con-
jeturar primero y demostrar después:

n= N a%ap ¢ 1h atap ¢ (Y A% + ...

o
]

+ h 2k

sy, = (D 2% + Q) atap + G a%@p .o+ (D) sy



para el término enésimo y la suma de los n primeros términos,
respectivamente, de una progresifn aritmética de orden k.

se tiene:

Ejemplo:

Calcular

P13

.3

1

n

&

:

.3 . . .
17, Obtenidas las diferencias sucesivas,

1+(;)7+(’§)12+(2)6

Pablo D&vila Ocampos
Catedritico I.B. "Principe Felipe". Madrid
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RESENA DE LIBROS

"CUENTOS Y CUENTAS DE LOS MATEMATICOS", por Rafael Rodriquez Vi-
dal vy M2 carmen Rodriguez Riqual. Ed. Revert&. Barcelona, 1985.

173 pé&gs.

Hace alglin tiempo -"Gaceta Matem&tica", 34, 1982- co-
ment&bamos la aparicién del libro de R. Vidal "Diversiones Mate
miticas" que tomaba el relevo de otro que habia publicado en
1958, debido a la pluma de su padre D. Rafael Rodriguez Annoni,
bajo el sugestivo titulo "Al Margen de la Clase". Hoy se conso-
lida aquella continuidad con la edicibén de esta nueva obrita en
la que el autor ha contado con la colaboracidn de su hija Carmi
na, Profesora de Matem8ticas del I.B. de Lérida. Y esta conti-
nuidad se manifiesta no s6lo en el &mbito familiar de la autoria
sino también en el de la dedicacibén a una labor pedagbgica cuya
recepcibn por el pfiblico ha sido lo bastante alentadora, en voz
de los autores, como para invitarles a escribir &sta su prolon-

gacibn.

Deciamos, refiriéndonos al libro gue coment&bamos en
aquella ocasibn: "Se trata en su conjunto de una coleceibn de
notas, pequenos problemas, observaciones de La nealidad, anéec-
dotas, sugenrencias, etc., que nod ponen ante Los 0jos el hecho
matemdtico en su mds primaria expresibn; que nos Lincitan a Ain-
thoducdinnos en €L como en un fuego, aun a sabiendas de que al-
gunas de estas Leves cuestiones han dado a veces pie a Las mds
aquilatadas consdtruccdiones matemdticas, aqui solamente Lnsinug
das". Estas mismas palabras podriamos aplicarlas ahora a esta
nueva coleccibén de piezas breves, deliciosas la mayoria de ellas,
que al que se inicia le pueden servir de entretenida actividad
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en la adquisicibn de conocimientos y, a los gue enseflamos, de muy
estimable recurso didé&ctico.

En dos partes dividen su obra los autores. La primera,
que titulan "Problemas para Pl&tica y Pasatiempo", consta de més
de sesenta pequeifios ejercicios recogidos en unos cuantos epigra-
fes: Cuentos y cuentas de Oriente, F&bulas de la numeracibn, De
ventas y precios extravagantes, Multiplicaciones intrigantes, Los
trabacuentas, Juegos con veinte naipes, Dardos, dados y billar,
Para responder sin cllculos, Para adivinar sin preguntar nada, Ni
mero y forma en escena, Tangram y pavimentaciones, Para tertulias
con l8piz y papel, Problemas notables de viejos libros y Los cua
drados madgicos; terminando con las soluciones de todos ellos.

Esta mera relacibn de titulos, elegidos con tanta habi
lidad, nos anticipa ya el estilo de la obra. Acertadamente obser
van los autores que la cultura hindf, seguida de la &rabe, fue la
primera que dio a sus problemas un enunciado poético, que mezcl8
los cuentos con las cuentas, y que lo mismo creb el Algebra que
"Las mil y una noches". Y siguiendo ese modelo han recopilado una
gran variedad de enunciados, como los comerciantes de Vich, elco
dicioso castigado, el bebedor internacional, la docenica del frai
le o0 la msica y la progresibén geom&trica. Otros son casi de pres
tidigitacibn, como los de adivinanzas, y muchos de ellos realmen-
te incitantes y no féciles de resolver, aun cuando resulten evi-
dentes una vez conocida la solucibn; viene muy al caso la cita de
Balmes: "No estd fLa dificultad en comprenden, sino en atinan".

La segunda parte se titula "Relatos anecdbticos e his-
tdéricos" y consta de cerca de cuarenta temas agrupados bajo estos
titulos: La paradoja del montén de trigo, Las "paradoxas" mate-
méticas del P. Feijéo, Paradojas ingenuas con el infinito, Pano-
rémica de la historia de las matem8ticas, Mito, ciencia y poesia
de los poliedros regulares, Aforismos matem&ticos de Leonardo da
Vinci, Desafios aritméticos, Metodologia segfin circunstancias ,
Preparacifn aritmética al Fray Gerundio, Matem&ticas, fisica vy
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fetichismo, Huellas femeniles en el camino de la matemética y

Cuestiones de pares y nones.

Aqui la finalidad es distinta, m&s de cuentos que de
cuentas. Es todo un muestrario de apuntes biogrdficos, anécdo-
tas, pdginas literarias y relatos en los que salta el argumen-
to matemdtico donde menos podfa esperarse. Y se mezclan no s8lo
los nombres que aparecen en los anteriores titulos sino otros
bien distantes de nuestro mundillo, Cervantes o Dumas, Pereda
O Alberti o Machado: todos aportan algGn dato que podamos apro
vechar. Incluye finalmente el likro un glosario cronolégico dé_
autores y un Indice onoméstico.

Poco més debemos decir de este bello librito. Acaso,
Gnicamente, la impresién filtima que resume su forma, una vez es

bozado el fondo: que esti hermosamente escrito y que se lee de
un tirén.

J.J.E.

"ECUACIONES DIFERENCIALES. METODOS DE CALCULO. PROBLEMAS", por
Vicente Fraile Ovejero. Ed. Tebar-Flores. Madrid, 1985. 300

pigs.

En dos aspectos deseo fijarme al comentar este libro.
Uno, el de la pura resefla: Se trata, como indica su titulo, de
un texto de ecuaciones diferenciales en el que el &nfasis se ha
puesto en los métodos de su célculo y resolucibn. No es, pues,
tanto un desarrollo sistemdtico de la teorfa cuanto un libro emi
nentemente prdctico, dedicado a proporcionar los Gtiles para ata
car los problemas que conducen a este tipo de ecuaciones y resol
verlas.




Lejos, sin embargo, de reducirse a una coleccibn de
recetas. Cada capitulo comienza con un planteamiento de la cues
tién, definiciones y conceptos que se van a utilizar y modelos
aclaratorios, para entrar en la exposicién de los méotodos de in
tegracién y de célculo, acompafiados cada uno de ellos de los co
rrespondientes ejemplos. Finaliza con una decena de problemas
completamente resueltos, cuyo valor did&ctico es innegable, y
unos cuantos ejercicios méds que se proponen al lector y cuya so
lucibn escueta se afiade al final del libro.

Los capitulos a que hacemos referencia comprenden los
temas de las ecuaciones diferenciales ordinarias, de la trans-
formada de Laplace, en el que creemos adivinar un interés espe-
cial por parte del autor, y el de ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales, mds un apéndice sobre ecuaciones en dife-

rencias finitas.

Salta a la vista que no es un libro improvisado ni es
crito con precipitacién., Se advierte en &1 la maduracién debida
sin duda a la probable experiencia de haber exnlicado largos anos
estas lecciones. Parodiando en sentido contrario las palabras de
un historiador, "todo hace creer que la materia desarrollada ha
sufrido la preciosa elaboracidn de la ensefanza oral". El resul
tado es un texto escrito con sencillez y claridad, dos cualida-
des que no siempre van juntas. M4s afin, como sefiala su prologuis
ta P. Dou, "cumple el hequisito fundamental de estar bien escrd
to".

Aqui podria terminar esta recensifn, pero quiero sefia
lar una segunda nota muy particular. El primer capitulo, ins61i
to en este tipo de libros, desarrolla una teoria que yo s& muy
cara para el autor: 1la de las que €l llama funciones valoradas.

Son las definidas por el valor absoluto de una funcibén real cual

quiera. Establece sus reglas de derivacibn y de integracibn, las
relaciona con las distribuciones y con las funciones escalonadas

y poligonales, y también les aplica, en la correspondiente lec-
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cibn, la transformada de Laplace. Este tipo de funciones fueron
estudiadas por un hermano suyo, Arturo, prematuramente desapare
cido a sus veintisiete anos, y hace ya més de cuarenta, y cuya;
publicaciones llega a citar S. Clmara en su "Geometria Analfti-
ca". Tales funciones poseen una suerte de propiedades y, sobre

todo, se les puede dotar de un tratamiento simb8lico muy préxi-
mo al ordinario de las funciones. Nuestro autor ha querido, es-
toy seguro, divulgar esta teoria, sencilla, poco conocida, &4gil
y de gran aplicacibn, y muy de su gusto personal, al tiempo que

rendir un tributo de devocibn a su hermano al que, justamente,
dedica la obra.

J.J.E.



En la redaccién de este Boletin, todavia no se han recibi-
do soluciones a los siguientes problemas propuestos en nimeros anterio
res:

() o
~ Problema n~ 6 del Boletin n~ 4.
- Problema n° 3 del Boletin n° 5.

- Problema n° 3 del Boletin n° 6 (ver corregido el enunciado de
éste en el n° 8)

— Problemas n° 3 y n° 4 del Boletfn n° 7.
— Problema n° 3 del Boletin n° 8.
o
— Problemas n°° 1 al 8 y 10 del Boletfn n° 9.

— Problemas n°® 1 al 9 del Boletin n° 10.

Esperamos que esta nota anime a nuestros compafieros a encon
trar estas soluciones y que nos las remitan para su publicacién en los

préximos niimeros.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA PRIMERA FASE DE LA " XXITI OLIMPIADA MATEMA-
TICA ESPANOLA ", CUYA CRONICA SE RECOGE EN ESTE BOLETIN. '

PROBLEMA 1° :

Sean m y n dos nimeros enteros y positivos distintos, tales que

m2 + n2 es miltiplo de m+n . Se pide:
1° - Probar que m y n no pueden ser primos entre si.
2° - Determinar todos los valores de m que cumplen esa condi-

cién, si n =35 .

PROBLEMA 2° :

Hallar todos los niimeros realee x , y , z » que verifican:

PROBLEMA 3° :

Dado un triéngulo ABC , sea B° un punto del lado AB distin-
tode A yde B, C° el punto de interseccién con AC de la parale
la por B° a BC, x 1la circunferencia de centro B que pasa por
C, x° la circunferencia de centro B que pasa por C°y D el otro
punto de interseccién de x” con la recta AC. Siendo t 1la tangen-

tea x en C y t° 1la tangente a x" en D , demostrar que:
1° - t y t° Bson rectas secantes (se cortan).

2° - 81 T es el punto de interseccién de t y t° , enton-
ces el triéngulo CTD es is6sceles.



PROBLEMA 4° :

Dadas las ecuaciones x2 +bx+c=0 |, x2 +b’x +¢” =0, don-

E 2 2
de b,c,b” ,c” son nimeros enteros que cumplen (b-b")” +(c—c")">0
probar que si las ecuaciones tienen una raiz comin, las dos segundas rai-

ces son enteros distintos.

PROBLEMA  5° :

En un triéingulo equilftero de lado 1, determinar a qué distancia
de los lados se han de trazar dos paralelas, de modo que lo descompongan
en cuatro regiones como se indica en la figura,
tales que sus freas Sl' 82, 53' S4 (en ese orden)
estén en progresién aritmética. Expresar la so-
lucién exacta, mediante radicales y simplificada

(no hay que dar soluciones aproximadas) .

PROBLEMA 6° :

Sea N un numero natural par y consideremos las termas (x, y, z) de
nimeros narurales mayores que 1 tales que N sea el mfnimo comin mil-
tiplo de (x, y, z) . Hallar x , y , 2, de modo que sea mAximo:

1 1 1
T e — =
x y z

PROBLEMA 7° :

Sean a , b, ¢ los lados de un triéngulo y o ,B,Y los éngu-

los opuestos a cada uno de ellos. Demostrar que s8i se verifica:

a+b = thY(athL +btg/.") .
el trifingu-lo es isfsceles.

PROBLEMA 8° :

Se consideran los trifingulosque resultan de unir el baricentro de un
triéngulo rectéingulo con cada uno de los vértices. Demostrar que si los
lados del triéingulo rectéingulo son nimeros naturales, las éreas de los

tridngulos considerados son nimeros pares.
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PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA XXVII OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL, CE-
LEBRADA EN VARSOVIA EN JULIO DE 1986, CUYA RESENA FUE PUBLICADA EN EL AN
TERIOR NUMERO DE ESTE BOLETIN.

PROBLEMA 9° :

Sea d cualquier nimero entero estrictamente positivo distinto de
2,5 y 13 . Demuestre que pueden hallarse dos nimeros diferentes per
tenecientes al conjunto {2 » 5, 13, d} , tales que ab -1 no e;
un cuadrado perfecto.

PROBLEMA 10° :

Dados un triéngulo A1A2A3 ¥y un punto Po en el plano, se define
AB = As-3 para todo B8 4 . Construimos una sucesién de puntos
Po R P1 . l='2 ,» «s. , tal que Pk+1 (k=0,1, 2, ...). es la imagen de
Pk por una rotacién de centro Ak+1 y de &ngulo 120 en sentido ho-

rario. Demuestre que si r]gas = P » entonces el tr 16!12\-110 A]A2A3
es equiléte!'o.

PROBLEMA 11° :

A cada vértice de un pentégono regular le asignamos un nimero ente-
ro de modo que la suma de estos cinco nimeros es estrictamente positiva.
Si a tres vértices consecutivos corresponden los nimeros x ,y , z ,
con y £ 0 , entonces se puede realizar la operacién siguiente: Los ni-
meros x , y , 2 8e reemplazan respectivamente por x+y , -y , z+y .
Esta operacién se efectiia repetidamente mientras alguno de los cinco
nimeros sea estrictamente negativo. Determine s8i después de un nimero

finito de pasos, este procedimiento necesariamente termina.

PROBLEMA 12° :

Sean A y B dos vértices consecutivos de un poligono regular de
n lados (nz5) y de centro O . Un triéngulo XYZ , igual al trién-
gulo OAB , esté colocado inicialmente de manera que los puntos X , Y
y Z coinciden respectivamente con los puntos 0 , A y B . El trién



gulo XYZ se desplaza en el plano del poligono de tal modo que los pun—
tos Y y Z siempre estén mobre los lados del poligono y el punto X
queda en el interior del mismo.

Halle el lugar geométrico descrito por X cuando Y y Z recorren,
cada uno, toda la frontera del poligono.

PROBLEMA 13° :

Hallar todas las funciones f definidas del conjunto de los niimeros
reales no negativos en s{ mismo, que satisfacen las tres condiciones si-
guientes:

i f[xf(y)]f(y) = f(x +y) ,paratodo x,y2> 0
ii f(2) = o
iii f(x) s£ 0 , para 0LxL2 B

PROBLEMA 14° :

En el plano se da un conjunto finito de puntos con coordenadas ente
ras. ¢ Es siempre posible colorear algunos de los puntos del conjunto
en rojo y los puntos restantes en blanco, de modo que, para cualquier
lfnea recta L paralela a uno u otro de los ejes coordenados, el valor
absoluto de la diferencia entre el nimero de puntos blancos y el nimero
de puntos rojos en L , no sea mayor que 1 ?

Justifique su respuesta.

XXVII MIEDZYNKHUI]UWA OLIMPIADA MATEMATYGZNA
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 6° DEL BOLETIN N° 8

Dado un triéngulo ABC, se consideran los puntos D, E, F de las rec
tas BC, AC y AB, respectivamente. Si las rectas AD, BE y CF pasan to-
das por el centro O de la circunferencia circunscrita al triéngulo ABC,
cuyo radio es r, demostrar que:

1 1 | 2

A *BETCF T T

Solucidn:
A
Como é&ngulo central de un inscrito, BOC = 2 A , y en el triéngulo
”~
isbésceles BOC , serd OBC = =5 - Ay

. Fa hod
también CEB=‘I1-C-(?—A)=?+A—C.
‘ El teorema de los senos aplicado al triangulo
, BCE da: ~
« sen C sen CEB
= pero como es

BE a
a b €
B sen A sen B  sen C E 6 @ Besultas
a sen C 2r sen A sen C 2r sen A sen C
BE = A = T = cos(C - A)
sen CEB sen(— + A - C)

2

Procediendo anilogamente con AD y CF se obtiene:

1 il 1 1 sen A cos(B-C) + sen B cos(C-A) + sen C cos(A-B)

E+ﬁ+ﬁ sen A sen B sen C

“2r

1 senA cosB cosC + cosA senB cosC + cosA cosB senC + 3 senA senB senC
2r ' sen A sen B sen C
1 tg A+ tg B + tg C o1 _ 2
‘2r( teAtgBtgC * 2)2p°4 = »c.dd,
- - - A_-pB)-_--tB&A+tgB

ya que, como A + B + C =9, tg C = tg(T - A - B) = T - %g &t P

. 1 _
y en consecuencia tgA+th+th_(tgA+th)(l-l-tgAth)_

- tg A tg B
=(tgA+th)1—tgAth = tg A tgBtgC .

Argearge
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PROBLEMA 9° del boletin n°® 9

Sean p y q nimeros naturales tales que:

P S S § o1 .1 :
q l-5+3 -+ - Ts*1e '

probar que p es divisible por 1979 .

Solucién
La igualdad anterior se puede expresar en la forma:

P _ i .1 2 1 1 1 1 1 -
q_(1+2+3+4+°"+1318+1319)-2(2+4+"'+13U)_
- 1,1 2 1 1 1.1 1
_(1+2+3+4+°"+1318+1319) (1+2+3+...+659),
de donde resulta o 1 1 . . 1 . 1

q 660 "e61 "e62* "'c * 1318 * 1319
y agrupando los pares de sumandos que equidistan de los extremos:
R 4 1 1 1 1
o ~‘eeo*t1ere ) * (eer*Tae )t - * (585 * 550 )
o sea: P_ _ 1979 1979 1979 _ a_
q ~ 660 .1319 661 . 1318 " - *o@e . 900 - 70 -}
a 1 1 1
donde 5~ - 860 . 1316 ‘661 . 1318 * *- * 9@ , gso ' Siendo

b igual al producto de todos los denominadores, o sea
b= 660 . 661 . 662 . ... . 1319 H

fécilmente se comprueba que 1979 es primo y como los factores de b
son todos menores que 1979 , resulta que 1979 y b son primos en-
tre sf.

De —2—- = 1979 . % resulta p = 1279 - (aq)

b y como b

divide al producto 1979 . (aq) y es primo con 1979, resulta gue
b divide a (aq) , esto es qu = ¢ (natural) y por tanto
p=1979. ¢ . Lo que prueba que p es divisible por 1979.

José Valdés Suérez
Madrid




