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ASAMBLEA GENERAL

JUNTA DIRECTIVA

Con no muy humerosa asistencia, tuvo lugar, el dia 21 de

mayo, la Asamblea General de la Sociedad.

Presidente: Francisco Lorenzo Miranda

Siguiendo el orden del dia después de aprobar el acta de

Vicepresidentes: la sesidn anterior, el Presidente hizo un amplio informe de las

| actividades desarrolladas, deteniéndose particularmente en la pu

José M i 3 .
osé Manuel Martinez Sinchez (Madrid) ' blicaci6én del Boletin, lo cual origin6 la m#s efusiva felicita-

Juan Ma 1 Li a . . . .
nue inares Cadceres (Toledo) cibén al profesor Ferndndez Biarge, organizador del mismo.

Salvador Herrero Pallardo (Ciudad Real)

Valero Antonio Alias Tuduri (Cuenca) Sequidamente el tesorero profesor Aizpfin da cuenta del

Angel M® Alcala del Olmo Pérez (Guadalajara) desarrollo del presupuesto anterior, situacién que es satisfac-

Juan Luis Sanz de Andrés (Segovia) toria. No obstante, el profesor AizpGn recuerda la buena canti-

Secretaria: Carmen Garcfa-Miguel Fern&ndez dad de profesores que se trasladan de domicilio o trasladan sus
) cuentas bancarias, originando retrasos en la recepcifén de los bo

Vicesecretario: Francisco Quesada Cobo letines o en los cobros de los mismos; ademds de los gastos de
Tesorero: Alberto Aizpin Lépez correo y devolucibén de efectos. En consecuencia recuerda a todos

s o . ] B . . . . . ios.
Bibliotecario: .Joaquin Gémez Rey los socios la necesidad de comunicar a la Sociedad dichos cambios

Se trata seguidamente del préximo concurso de problemas
a celebrar el dfa 25 de junio. No se designd definitivamente el
local de su celebracidn por la posible coincidencia de fechas

| con las pruebas del Instituto.

El Presidente propone seguidamente la renovacidn de to
dos los cargos directivos que corresponde al cese, excepto lasu
ya, alegando razones suficientes, que la Asamblea,lament&ndolo .
se ve obligada de aceptar. Propone para su sustitucién al profe
sor don Francisco Lorenzo Miranda, catedritico del Instituto Cer-
vantes. Se trata evidentemente de un nuevo acierto del profesor
Etayo, que es reconocido asi por toda la Asamblea. Todos espera
mos que Lorenzo Miranda ha de proseguir con acierto la labor de
aumento de la sociedad y de sus actividades.

Unas palabras simp&ticas del profesor Miranda ponen fin
a la Asamblea.
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505 DE PROBLEMAS PUBLICADAS EN ESTE BOLETIN - III OLIMPIADA IBEROAMERICANA MATEMATICA

Con objeto de facilitar a nuestros socios la consulta

de datos sobre los Gltimos Concursos y Olimpiadas, ofre-
. - _ L. Como estaba anunciado, durante los dfas 20 de abril y
cemos un Indice sefialando los nimeros y pédginas donde pue
1 de mayo se han celebrado en Perf, en dos lugares cercanos a
den encontrarlos. .
Lima, las pruebas de esta Olimpiada. La participacién de palfl-

CONCURSOS DE PROBLEMAS DE NUESTRA SOCIEDAD :

ses va aumentando. En efecto, en la I Olimpiada de Colombia

fiifieno ¥ &ho Convocado en Boletin  Crénica -Fnunciados | asistieron 10 pafses; gque fueron 11 en la II, Uruguay, Yy en la
I (1983) 1 2, pag 11 | III ya han sido 13.
II (1984) 3 4, pag 7
III (1985) 5 7, pag 3 Como cada pais puede presentar cuatro alumnos, y Vene-
IV (1986) 9 10, pag S zuela s6lo aportaba dos, el nfimero de alumnos ha sido de 50; pe
v (1987) 13 15, pag 3 ro, desgraciadamente, uno de los mejores participantes espafio-
VI (1988) 17 les fué afectado de una fuerte fiebre gréstica que le obligd a
permanecer en cama y no pudo presentarse a las pruebas, por lo
OLIMPTIADA MATEMATICA ESPANOLA : que el n(mero de participantes realmente se redujo a 49. iEspa
Nimero y afio Primera fase (distritos) Segunda fase (final) fia s6lo con tres!
XX (1984) 3, pag 77
XXI (1985) 5, pigs. 8 y 9 5, pags. 8 y 10 - E1l ganador absoluto de las pruebas ha sido el espanol
XXII (1986) 8, pag. 5 9, pigs. 15y 75 Fernando SGALVE MAURICIO, de Zaragoza, el cual sobre
XXIII (1986-87) 11, pags. 3 y 87 13, pags. 9y 83 un total de 60 puntos posibles, alcanzd 59, obtenien
XXIV (1987-€8) 16, pégs. 7 ¥ 70 17, pags. 7 y 71 do asf la primera medalla de oro.

- Ramdén ESTEBAN ROMERO, de Valencia, que fué 22 en la
Nacional, obtuvo ahora 46 puntos, medalla de plata.

OLIMPIADA MATEMATICA IBERO-AMERICANA :

Nimero, afio y lugar Crénica y enunciados en Boletin n°
I (1986) Colombia 8, pigs. 11 y 83 - El tercer espafiol presentado, Santiago VILA DONCELde
II (1987) Paraguay 12, phgs. 3 y 75 Badajoz, fué tercer premio en Cuba y aqui obtuvo 33
III (1988) Perd 18, pégs. 5y 73 puntos, medalla de bronce.

OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL :

Los 13 paises asistentes han sido: Argentina, Bolivia,

Nimero, afio y lugar Crénica y enunciados en Boletin n°
Brasil, Colombia, Costa Rica, Ecuador, LCspafia, Paraguay, Puer-
v (1953)  Eeris 2, pag. 15 to Rico, Uruguay, Perf, Venezuela y Cuba.
XXV (1984) Praga 4, pag. 67
£ 4 |

YXVI (1985) Helsinki . 7, pégs. 9y 89 | Al realizar la media de cada pals sobre los cuatro alum
HXVII (1986) Varsovia 10, pag. 11 ¥ 1?'pag'89 nos que podfan presentar, la calificacién por palses ha sido:
XXVIII (1987) Cuba 15, pags. 9y 73 |

XXIX (1988) Australia |
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ganador Perfi, seguido de Brasil, Colombia y Espafia. Pero si se
hubiera hecho la media por el nfimero de alumnos presentados la
clasificacidn hubiera sido: 1%) Perf con 47 puntos y 23) Espa
Na con 46.

La organizacidn del certamen, buena. Directamente bajo
la supervisi6n de la Ministra para el progreso de la Educacién,
la Ciencia y la Cultura, profesora Mercedes Cabanillas, ayudada
por el Secretario de la O.E.I., Simén Romén, y otros altos fun-
cionarios.

Los profesores especiales que han acompaifiado a los alum
nos han sido Maria Gaspar Alonso Vega y Javier EtayoGorde-
juela. También han sido acompafiados por una Comisionada del Mi-
nisterio de Educacibén, M2 JesGs Luelmo.

En otro lugar de este mismo Boletfn publicamos, en la
seccifn de problemas propuestos, los correspondientes a este
Certamen.

La IV Olimpiada Iberoamericana de Matematicas se
celebrara el préximo afio de 1989 en Cuba. Existe el propésito

de que la V, correspondiente a 1990, tenga lugar en Espafia.

NOTICIAS

CURSO DE _CONFERENCIAS SOBRE "HISTORIA DE LA CIENCIA ESTADISTICA"

La Real Academia de Ciencias viene organizando desde ha
ce algunos anos diversos Cursos dentro del &rea de Historia de
las Ciencias; por ejemplo: Historia de la Fisica hasta el siglo
XIX, de las Obras Pfiblicas, de la Bioguimica y de las Matem&ti-
cas hasta el siglo XVII. Ha organizado ahora un curso de "Histo

ria de la Ciencia Estadistica" con el siguiente programa:

8-X1 -88 "El Concepto de Probabilidad"
Francisco Javier Girén

Académico Correspondiente
Catedritico de la Universidad de M&laga.

10-XI -88 "Los Teoremas del Limite de la Teoria de
la Probabilidad”

Pilar Ibarrola Mufioz
Catedrética de la Universidad Complutense.

15-XI -88 "Los Procesos Estoc8sticos"
Antonio Insfia

Catedritico de la Facultad de Informdtica
de la Universidad Politécnica de Madrid.

17-X1 -88 "An§lisis de Datos y M&todos Bayesianos"
José Miguel Bernardo
Catedrédtico de la Universidad de Valencia.

22-XI- 88 "La Inferencia Estadistica"
Francisco Azorin Poch

Académico Numerario.

24-XI- 88 "Las Aplicaciones de las Probabilidades y
de la Estadistica a la Fisica y a la Biolo
giau

Darfo Maravall Casesnoves

Académico Nunmerario.
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29-XI -88 "Las Aplicaciones de la EstadIstlca a las
Ciencias Humanas"

Vicente Lozano

Catedrético de la Universidad Auténoma de:
Madrid.

1-XII-88 "La Teoria de la Decisi&n"
Sixto Rios Garcfa
Académico Numerario.

Las conferencias tendrin lugar, como de costumbre, en su
sede de la calle de Valverde n2 22.
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CURSOS DE VERANO DE LA UNIVERSIDAD COMPLUTENSE

Con el fin de llegar a constituir una Universidad de Ve
rano, la Complutense ha adquirido 1 Hotel Felipe II de El Esco
rial. Para iniciar sus tareas ha proyectado unos cursos y unos
5imposios, que se celebrardn durante los meses de julio y agos-
to préximos. Podemos ofrecer los programas de los cursos, pero

el de los simposios todavia no estén ultimados.

Los cursos versarén sobre todas las materias cientifi-
cas y filos6ficas contemporé&neas; serdn 29. La conferencia inau
gural, el 4 de julio, a cargo del profesor Enrique Fuentes Quin
tana, y la de clausura el 30 de agosto serf pronunciada por el
profesor Joaquin Ruiz Jiménez.

De los 29 cursos, destacamos los mds relacionados con
nosotros. El primero, "Las Corrientes del Saber Cientffico
Contempordneo” (del 1 al 12 de agosto), ser& dirigido por el
profesor R. Saumells, y tomar4n parte entre otros sabios, los co
nocidos profesores I. Prigogyne y G. Chatelet y el miembro de
nuestra Sociedad, Julio Fernéndez Biarge. El segundo cursc en
relacifn con la matemitica (del 3 al 26 de agosto) dirigido por
el profesor, miembro de nuestra Sociedad, M. de Guzm&n, versari
sobre "La Matemdtica de Hoy: Teorfa de Fractales y aplicacio-
nes". Esti asegurada también la participacién de los m&s desta-

cadas investigadores en esta materia, espafioles y extranjeros.

Ademds de los cursos especificos se desarrollar&n pro-

gramas de actividades musicales , cine, exposiciones y deporti
vas.

Puede haber alumnos becarios. Las solicitudes de becas
pueden realizarse, cumpliendo requisitos especiales, en el Se-
cretariado del curso EUROFORUM - FELIPE II de El Escorial. Los
alumnos oyentes, no becarios, abonardn 8.000 6 4.000 pesetas,

seglin se trate de un curso mensual o semanal.
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SOCIEDAD ISACC NEWTON, DE CANARIAS

Esta meritoria Sociedad contin@ia desarrollando frecuen-
tes actividades sobre las cuestiones més importantes hoy, en or
den a la mejora de la ensefianza de la matemitica. En primer lu-
gar su Revista "Nfimeros", sigue presentando articulos y trabajos
del mayor interés, a la vez que no olvida la celebracibn de reu
niones de profesores para coordinar normas de accidn v&ilidas
asi como asambleas para la toma de posiciones respecto a los pro
blemas actuales presentados con motivo de las reformas en mar-
cha. Tema este que es motivo principal en las reuniones de Semi
narios de los Centros, en ocasiones conjuntados por su proximi-
dad.

El pr6ximo mes de octubre se iniciari el Debate en tor-
no a los programas de proyecto de Reforma por el M.E.C. (punto
21.12). Para su mejor preparacibn, antes de esta fecha, la Socie
dad ha organizado dos Encuentros, simultineos en Las Palmas yen
Tenerile, los dfas 16 y 17 de mayo. En el primer dfa hablaré en
Las Palmas el profesor Miguel de Guzmé&n y en Tenerife, Eliseo Bo
rr&s. Al dfa siguiente, los profesores mencionados cambiar&n de
lugar.

Al mismo tiempo en estas reuniones se tomar8 acuerdo de
adhesién de la Sociedad a la "Federacifn Estatal de Sociedades
de Profesores de Matem&ticas".

Para las IX Jornadas del mes de octubre la Bociedad tie
ne invitados a una decena de profesores, seis extranjeros y cua
tro espafoles.
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UN CONCEPTO DE DIFERENCIABILIDAD DEBIL

Por José Antonio Fernéndez Vina
Catedritico de la Universidad de Murcia

INTRODUCCION

Sean E y F dos espacios vectoriales normados sobre el
cuerpo de los nlimeros reales, sea A un conjunto abierto no va-
cfo de E y f una aplicacién de A en F. En relacién con la dife-
renciabilidad de la funcién £ en un punto a € A son usuales las
definiciones de Fréchet (que generaliza la clisica de Stolz) y

de Gateaux.

En el sentido de Fréchet f es diferenciable en a cuan-
do existe una (inica) aplicacibn lineal continua L de E en F y
un infinitésimo p en el punto 0 € E, definido en un entorno re-

ducido U de este punto y con valores en F, tales que:
£(ath) - £(a) = L(h) + ||h[| o(h) (1)

para todo h € U. Esto es equivalente a afirmar que exista una

aplicaci6n lineal y continua de E en F tal que

| |£(a+h) = £(a) - L(h)|]|
=0 (2)

lim
h+0 | |h] |
h#0

En el sentido de Gateaux la funcién £ es diferenciable

en el punto a cuando para todo vector v del espacio E existe el

lim f(at+tv) - f£(a)

t-+0 t
t#0

(3)
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Es bien conocido que toda funcién diferenciable en un
punto en el sentido de Fréchet lo es en el de Gateaux pero que
el reciproco no es cierto. De hecho la diferenciabilidad en el
sentido de Fréchet en un punto implica la continuidad de la fun
cibn en ese punto mientras que la diferenciabilidad en el senti

do de Gateaux no implica en general dicha continuidad.,

Nuestro propbsito es exponer una nocién de diferencia-
bilidad "intermedia" entre las dos citadas probando con detalle
algunos teoremas de demostracifn sencilla y omitiendo las de otros
que son mds complicadas.

Para acercarnos a la nocidn que se definird sequidamen-
te observemos que en (2) el vector h tiende hacia 0 de una mane-
ra totalmente arbitraria mientras que en (3) el vector h =tv tien
de hacia 0 permaneciendo siempre en la direccién dada por v. Aho
ra se permitir8 que h tienda hacia 0 por los puntos de cualquier
curva continua con tangente en el puno 0 del espacio E.

DEFINICION 1

Conservando las notaciones anteriores, diremos que la fun
cidn f es semidiferenciable en el punto a siI es continua en A y
existe al menos una aplicacién lineal y continua S de E en F tal
que, cualquiera que sea la curva ¥Y:I —> A (donde I es un inter-
valo de R que contiene al 0 en su interior), continua en I, deri

vable en 0 y con ¥(0) = a, la funcidn foy es derivable en el pun
to 0 €I y se verifica

lim f(y(t)) - f(a)

t-+0 t
t#0

= S(y'(0))

UNICIDAD

Si una funcibn tal como la f es semidiferenciable en el
punto a,la aplicacifn lineal y continua S es f{inica.

D
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Supongamos que S' fuese otra aplicacifn lineal y conti
nua de E en F con la misma propiedad que la S. Tomemos un punto
cualquiera x de E a fin de ver que S(x) = §'(x). Si x = 0 esto
es evidente,asi que supondremos x ¥ 0. Como A es un conjunto abier
to existe un nmero real r positivo tal que la bola abierta B(a;r)
se halla contenida en A. Elijamos el intervalo I de la forma I =

= |-a, a| con a >0 y la curva definida por y(t) = a +kt donde
k = (x/af|x]|]) x

Se comprueba inmediatamente que yY(I) C B(a;r) € A. Es
claro por otra parte que y es continua en I y derivable en 0e R
siendo y(0) = a y y'(0) = k. Pues bien, para esta curva y se ten

dria, en virtud de la semidiferenciabilidad de f en a:

(foy) ' (0) = S(y'(0)) = s(k) y (Eoy) ' (0) = S'(y'(0)) = s'(k)
luego S(k) = S'(k). Sustituyendo aqui k por su valor resulta
S(x) = S'(x) como querfamos demostrar.

DEFINICION 2

Sea f una aplicacién semidiferenciable en a. Llamaremos
semidiferencial de f en el punto a a la Gnica aplicacibn lineal
continua S de E en F que responde a las exigencias de la defini-

cién 1.

Pasemos ahora a demostrar que toda funcién semidiferen-

ciable es diferenciable en el sentido de Gateaux.

Sea v un vector cualquiera de E distinto del O. Elija-
mos la curva y(t) = a+tv de modo que, como hemos visto més arri
ba, para |t| < o es y(t) &€ A. Como £ es semidiferenciable en a

tendremos

: . fla+tv) - £(a)
= ! = (f '(0) = lim
S(v) S(y'(0)) (£my) ' ( lin .
t#0
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luego f admite derivada respecto del vector v en el punto a y es

ta vale S(v). Para v=0 se obtiene trivialmente el mismo resulta
do.

El reciproco no se verifica. Basta para verlo conside-
rar la funcidn real f definida en Rz por

£(x,y) = y2/x six #0; £(0,y) =0

Esta funcibn no es semidiferenciable en el punto (0,0)
como se comprueba considerando la curva y(t) = (t2, t) y sin em
bargo es diferenciable en el sentido de Gateaux como se ve facil
mente. Hemos demostrado asf el teorema siguiente:

TEOREMA 1.- Toda funcibn semidiferenciable en un punto

es diferenciable en el sentido de Gateaux, pero el reciproco no
se verifica.

Comparemos ahora los conceptos de semidiferenciabilidad
y de diferenciabilidad en el sentido de Fréchet.

Supongamos que la funcibn f es diferenciable en el sen-
tido de Fréchet en el punto a y elegida una curva Y reemplace-
mos en (1) a+h por y(t) lo cual es posible si t varfa en un cier

to entorno de 0 por la continuidad de vy y por ser y(0) = a; ten-
dremos:
E(y(t)) = £(y(0)) _ Liy(t)~v(0)) + |ly(t) =y ply(t) ~y(0)) _
t i

= Lt ox(0) LIy ee) = vyl
t

ply(t) = y(0))

El primer sumando de los dos Gltimos escritos, que adopta esta
forma por ser L lineal, tiene lfimite cuando t - 0, t#0, yel

valor de este limite es L(y'(0)) por ser L continua. El segundo
sumando tiene lfmite 0 ya que
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Iy (£) -y (0) ]

p(y(t) =y(0)) oty (&) =y (o)

de modo que el primer factor tiende hacia ||y'(0}|| y el segun-
do hacia 0 cuanto t +0. Asi pues, foy es derivable en 0E€ R y se

‘ ) llx(t) - ¢ (0)
t

tiene (feoy)'(0) = L(y'(0)), luego f es semidiferenciable en a y

su semidiferencial es igual a la diferencial ordinaria.

El reciproco no se verifica. Para verlo consideremos el

espacio vectorial real

1 _ _ . T do .
E=8" = (x= (x): %em,élhﬂ < +w}

prOUlStO de la norma habltual
X | I

y la funcidn real f(x) = ||x|| definida en €l. Tomemos un punto
a € E tal que sea a, >0 para todo n. Se puede demostrar, aunque
la demostracién es laboriosa, que f es semidiferenciable en a y
que su semidiferencial es la aplicacién lineal y continua S defi
nida por
©
S(x) = n£1 X
Una demostracién igualmente laboriosa nos lleva a la
conclusidén de que nuestfa funcién f no es diferenciable en a en

el sentido de Fr&chet. Podemos, pues, enunciar el teorema siguien
te:

TEOREMA 2.~ Toda funcién diferenciable en un punto en
el sentido de Fréchet es semidiferenciable en ese punto y su se
midiferencial coincide con la diferencial ordinaria, pero el re

ciproco no se verifica en general.

Nota.- Un caso particular importante en que el recipro-
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co del teorema anterior se verifica es aquel en gue el espacio E

tiene dimensién finita. La demostracién es algo laboriosa.

A continuacifn estudiamos la transitividad del concep-
to de semidiferenciabilidad.

Sean E, F y G tres espacios vectoriales normados. Sean
f:A + By g:B + G dos aplicaciones gue se supondran continuas y
semidiferenciables en los puntos a &€ A y b = f(a) € B respec-
tivamente, siendo S y S' las semidiferenciales correspondientes
de f ena y de g en b. Tomemos una curva y:I + A continua y de
rivable en el punto 0 € R con y(0) = a. Se tiene (gef)ey=go(fey),
donde I' = foy:I + B es continua en I, con I'(0) = f(a) = b y deri
vable en 0 € R con

P(t) -r(o) fFlv(t)) -£(y(0))

T''(0) = 1lim = lim = S(y'(0))
t-+0 t t-+0 t
t#0 t#0

en virtud de la semidiferenciabilidad de f en el punto a. Pero co

mo g es semidiferenciable en b se tiene que gel es derivable en
0e R y se verifica:

{gel') ' (0) = 8'(T'(0))
Luego,
((gefey) ' (0) = (gel)'(0) = S'(I'(0)) = S'(S(Y'(0))) = (S'S) (y'(0))

lo que demuestra que la funcidn compuesta gef es semidiferencia-
ble en a y su semidiferencia es la composicibn de las semidife-
renciales.

Se ha establecido asi el siguiente teorema:

.
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TEOREMA 3.- La funcidn compuesta dedos funciones semidi
ferenciables es también semidiferenciable y su semidiferencial es

la composicién de las semidiferenciales de estas funciones.

CARACTERIZACION DE LAS FUNCIONES CONSTANTES

Se comprueba inmediatamente que si una aplicacidn tal
como la f gue venimos considerando es constante,es semidiferen-
ciable y su semidiferencial en cualquier punto es nula. Vamos a

ocuparnos del reciproco.

Sea f una aplicacién de un conjunto abierto y conexo
del espacio normado E en los nfimeros reales y supongamos que €s
nula su semidiferencial en todos los puntos de A. Entonces f es

constante en A.

En efecto, sean a y at+h dos puntos de A tales que el seg
mento determinado por ellos esté contenido en A. La funcidén real
$(t) = a+th estd definida en un entorno abierto del intervalo
[0,1]; consideremos la funcibn compuesta f* = fe¢ que estd defi
nida en dicho entorno y toma valores reales; su semidiferencial
es nula por serlo la de £, habida cuenta del teorema anterior. En
tonces su derivada es nula, como luego se demostrar4, asi que f*
es constante y por tanto f£*(0) = f*(1), de donde f(a) =£f(ath).
Sea ahora b un punto cualquiera de A. Como este conjunto es abier
to y conexo seri conexo por poligonales luego los puntos a y b
se pueden unir mediante una poligonal contenida en A. La conclu
sifén anterior se aplica en cada uno de los segmentos que compo-
nen la poligonal y resulta finalmente que f(a) = £(b) de modo que

f es constante en A como queriamos demostrar.

En la demostracibén anterior hemos utilizado el hecho de
que toda funcibn real de una variable real que sea semidiferen-
ciable es derivable siendo su derivada en el punto en cuestifn
la constante que determina la aplicacién lineal de R en IR que es
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la semidiferencial en dicho punto. Este resultado es consecuen-
cia de lo que se dijo en la Nota anterior pero vamos a dar una de

mostracibn directa de él,porque es muy sencilla.

Sea f una funcidn real definida en un intervalo abierto
J de Ry sea a € J. Suponiendo que f es semidiferenciable en a
para cualquier curva continua Y:I + J derivable en 0 € R y con

Y(0) = a, se tiene

1im EOX(E)) = £(v(0))

t+0 s
t#0

= 5(y'(0))

donde S:R * R es la semidiferencial en a, que est8 determinada
por una constante o € R de modo que S(y'(0)) = ay'(0). En parti

cular, para Y(t) = a+t, resulta que

f(att) - f(a)

lim = a
t+0 t
t#0
va que Y'(0) = 1. Luego f es derivable en a y su derivada vale

f'(a) = a.

ESTRUCTURA DEL CONJUNTO DE LAS FUNCIONES SEMIDIFERENCIABLES

Sean £ y g dos funciones con valores en el espacio nor-
mado F definidas y continuas en un conjunto abierto del espacio
normado E; sea a un punto de A. Si las funciones f y g son semi
diferenciables en a la funcién suma f+g es semidiferenciable en
a y su semidiferencial es la suma de las semidiferenciales de £

Yy g en el punto a.

La demostracifn de este teorema es inmediata aplicando
las definiciones. Tambi&n es inmediata la demostracibén del teore

ma siguiente:
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El producto de un nlmero real cualguiera por una funcién
semidiferenciable en un punto es una funcidén semidiferenciable
en ese punto y su semidiferencial es el producto del citado nG-
mero por la semidiferencial de la funcifn en el punto en cues-

tién.

Asf pues el conjunto de todas las aplicaciones continuas
de A en F semidiferenciables en a & A es un espacio vectorial,
subespacio del que forman todas las aplicaciones de A en F. La
aplicacibén del espacio vectorial anterior en el de las aplica-
ciones lineales continuas de E en F que atribuye a cada funcibn

su semidiferencial es lineal.

Sean ahora f y g dos funciones con valores en los espa-
cios normados Fl y F2 respectivamente, definidas y continuas en
un mismo conjunto abierto A del espacio normado E. Sea B:Fl><F2 .
+ G una aplicacién bilineal continua con valores en otro espacio
normado G. Consideremos la funcién B(f,b) definida en A por
B(f,g) (x) = B(f(x), g(x)). Supongamos que f y g son semidiferen
ciables en un punto a € A siendo Sl Yy 52 sus respectivas semidi
ferenciales. Tomemos arbitrariamente una curva continua y:I + A
derivable en 0€ R y con y(0) = a. Por ser B bilineal tendremos:

B(f,g) (Y(t)) -B{f,q) (v(0)) _ B(f(y(t)),gly(t))) =BIE(y(0)),g(y(0))) _
& i

_ BLECy(E)) ,gly(t))) -B(E(y(0)) ,gly ) B(f (y(0)), gy (t)))~-B(E (0N, g{y(0)))_
t t

s(f(“t”“f-”‘o”. g('Y(t))) . B(f(‘{(O)), ‘-’{T‘t”r"i“'m”)
t o}

Cuando t +0, t #0, el primer sumando del filtimo término
de estas iqualdades tiene lfmite ya gue B es continua respecto de
sus dos variables, f es continua y semidiferenciable y g es con-
tinua; este limite vale B(Sl(y'(O)), g{a)). Anfilogamente el segun
do sumando tiene tmabién llmite y vale B(f(a). Sz(y'(O))). Como
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la aplicacién S de E en G dada por
S(x) = B(S,(x), g(a)) + B(f(a), S,(x)) (5)

es lineal y continua,concluimos asi el siguiente teorema:

TEOREMA 4.- En las condiciongs del pirrafo anterior, al
actuar una aplicaci6n bilineal continua sobre dos aplicaciones se
midiferenciables en un punto resulta otra aplicacién tambié&n se-
midiferenciable en ese punto y su semidiferencial se expresa en
funcibn de las semidiferenciales de las aplicaciones dadas por
la f6rmula final (5).

En el caso particular en que F1 = F2 =R Yy B es la mul-
tiplicacifn ordinaria de nfimeros reales, se obtiene que la fun-
cibn producto f g es semidiferenciable en a € A y su semidiferen

cial vale
S(x) = g(a) Sy (x) + f(a) Sz(X)

Si ademis se supone E = R resulta la regla elemental para la deri

vacibén de un producto de funciones reales de variable real.

TEOREMA 5.- Sea E un &lgebra normada con elemento uni-
dad, A el conjunto (abierto) de sus elementos invertibles y f:A
+ E la aplicacién definida por f(x) = x_l. La funcibn f es semi-
diferenciable en todo punto a € A y su semidiferencial es la apli

= -1
a xa ~.

cacibn lineal continua de E en E dada por S(x) = =

En efecto, tomemos una curva continua y:I + A derivable
en 0 €I y con v(0) = a. Tomando t (#0) en un entorno de 0 conve
niente para que y(t) pertenezca a A, se tiene

1 1

-y oy iy -yie)) vyt
t t

y(t)
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El segundo miembro tiene lfmite cuando t -0, t #0, pPues
to que

1im YO = x(E) _ (o) Lim v ()" =y(o) 7t
t+0 t t+0

luego el primer miembro también tiene limite y é&ste vale -a_l-

«y' (0) a-l, lo cual demuestra el teorema (ya que la aplicacidn
S definida en el enunciado es lineal y continua como puede com-

probarse inmediatamente.

Si el 4lgebra E es conmutativa la expresi6n de la semi-
diferencial toma la forma S(x) = -(a-l)zx. En el caso particular,
en que E =R se obtiene la formula de la derivada de la funcibn
x » 1/x.

TEOREMA 6.- Sea f una biyeccifn continua de un conjunto
abierto A del espacio normado E sobre un abierto B del espacio F;
sea f_l su biyeccibn reciproca, que supondremos también continua.
Si f es semidiferenciable en a € A y f_1 lo es en b=f(a) siendo
S y S' estas respectivas semidiferenciales, entonces S es una bi

yeccidn de E en F y S' es precisamente su biyeccién reciproca.

En efecto, por hipétesis fof—l - idB v f_lof = idA don
de idA(res.) id; es la aplicacidn identidad de A sobre A (resp.
B sobre B). Estas son aplicaciones semidiferenciables en todo pun
to y sus semidiferenciales son idE e idF respectivamente. Apli-

cando el Teorema 3 tendremos SeS' = idp v S'es = id lo que de

El
muestra el teorema.

APLICACIONES DE LA NOCION DE SEMIDIFERENCIABILIDAD

Vamos a mostrar cémo la nocién de semidiferenciabilidad
puede utilizarse con &xito en algunas cuestiones de Cédlculo Dife
rencial (sustituyendo a la diferenciabilidad que es un concepto
méds fuerte) al igual que lo vimes en la caracterizacibn de las
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funciones constantes.

Para facilitar la comprensifn usaremos ahora lanotacibn
Sf(a) para denotar la semidiferencial de la funcién f en el pun-
to a.

Observemos que si f toma sus valores en un espacio nor
mado F, estd definida en un intervalo J de la recta real gue con
tiene al punto en su interior y es derivable en este punto, en-
tonces:

fYa) = sf(a) (1)

dondel el nfimero 1 es la base del espacio vectorial R. En efecto,

tomando la curva (t) = a+t se tiene
£'(a) = 1im S@¥E) —f(a) ., EOVCED) - FMa) _gray (v (0))=8E @) (1)
t-+0 t t+0 t

EL TEOREMA DE LOS INCREMENTOS FINITOS

Sea A un conjunto abierto de un espacio normado E ? sean
a y ath dos puntos de A tales que el segmento [a, a+h] determina-
do por ellos esté& contenido en A. Sea f una funcibn real definida
y semidiferenciable en A. Entonces existe al menos un nimero real
6 €]0, 1[tal que

£ (a+h) - £(a) = S£(a+6h) (h) (¢)

En efecto consideremos la funcibn de una variable real
¢(t) = at+th que estd definida en un entorno abierto J del inter-
valo [b, 1]. Esta funcibn es semidiferenciable en todo punto (al
igual que cualquier apliccacibén afin entre dos espacios vectoria
les normados) y su semidiferencial es la aplicacibn lineal t *
+th. La funcién compuesta fe¢ es una funcibn real definida en J

a la que se le aplica el teorema elemental de los incrementos
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finitos, teniéndose,
(fo) (1) = (fod) (0) = (fo0)'(H)
con 6€]0,1[ . Ahora bien
(fod) (1) = £(ath) y (fo9) (0) = £(a)

y ademds,
(fot) ' (8) =S(feg) (8) (1) = S£(¢(8))eSe(8) (1) = Sf(at+oh) (¢' (0))= sf(at+eh) (h)

asf que sustituyendo, resulta la f&rmula (6).

CONDICION NECESARIA PARA LA EXISTENCIA DE EXTREMOS

Si una funcidn real f presenta en el punto a &€ A un ex-
tremo relativo, la funci6én compuesta fe¢ tiene en el punto 0 € R
un extremo de la misma naturaleza, como es facil comprobar. Enton
ces (foy)'(0) = 0 y ésto se traduce, segln los célculos del epi-

grafe anterior en que Sf(a) = 0.

Asi pues, para que una funcidn semidiferenciable en un
punto de un espacio normado tenga en este punto un extremo rela-
tivo es condicidn necesaria que la semidiferencial en el punto

sea nula.

FUNCIONES HOMOGENEAS. TEOREMA DE EULER

Sea f una funcibn real homogénea de grado o definida en
un cono abierto A con vértice en el punto 0 de un espacio vecto-

rial normado E. Se verifica, pues, por definicién que

£fltx) = % £(x) (7)

para todo t > 0 y todo x € A.
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Para un vector x fijo consideremos la aplicacibn ¢ (t) =
= tx de R+ en E la cual es semidiferenciable en todo punto, sien
do S¢(t) = ¢ evidentemente. Si suponemos que la funcidn f es se-
midiferenciable en todos los puntos de A podemos derivar respec-
to de t en la (7) y sera

(SE(0(£))eSe(t)) (1) = a £%71 £(x)

y haciendo aqui t =1 resulta Sf(x) (¢(1)) = of(x), es decir
Sf(x)(x) = a £(x) (8)

gque es la generalizacibn de la igualdad de Euler relativa a las

funciones homogéneas de varias variables reales.

Esta igualdad caracteriza a las funciones homogéneas se
midiferenciables al igual que ocurre en el caso cl&sico. En efec

to, considerando como antes fijo el vector x, se tiene

9 £(tx) = SE(tx) (x)
dt
luego
4d fltx) _ tSf(tx)(x) - o £(tx) _ Sf(tx) (tx) - of(tx)
at £ & toz+1 ta+1 = 0

vya que el numerador es nulo por verificarse (8) en el punto tx,
pues esa f8rmula es vilida para todo x. Asi que

f(tx)
£

es independiente de t y por tanto su valor constante es igual al
que toma para t =1 llegidndose entonces a la férmula (7) lo gue
demuestra que f es homdgenea de grado a.
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UN PROBLEMA DE CRESPO LANDALUCE

Por Vicente Fraile Ovejero

l.- En una revista o libro francés (no lo recuerdo) apa
recia hace afios un problema de M.A. Longchamps cuyo enunciado era:

"Hallar el lugar geométrico de los centros de los paralelogramss

inscritos en un cuadrilftero .ado". Longchamps al resolverlo sb-

lo consideraba los paralelogrames inscritos cuyos lados eran pa-
ralelos a las diagonales del cuadrildteroc. Con tal condicibn, el
lugar es el segmento rectilineo cuyos extremos son los puntos me
dios de esas diagonales. Pero es evidente que en un cuadrildtero
gendrico es posible inscribir también paralelogramos cuyos lados

no son paralelos a las diagonales del cuadrilétero.

El problema general lo resolvid de una manera muy ele-
gante C. Crespo Landaluce que, por aquella época (afio 1932) era
estudiante de ingenierfa en Bilbao. Su talento y agudeza, no s6-
1o en matemdticas sino tambidn en ensayo e investigaci6n histéri
ca, quedaron patentes en sus pocos, cortos, pero sabrosos articg
los sobre lugares geométricos y sobre algfin teorema de geometria
proyectiva -publicados casi todos ellos-, y en escasos ensayos Y
trabajos literarios, uno de los cuales obtuvo un premio importan
te de 4dmbito nacional de la Diputacidn de Bilbao. Mis tarde mar-
ch6 a México, y su brevisimo brillo es hoy pricticamente descono

cido entre los estudiosos.

Este problema de Crespo, generalizacibn del de Longchamps,
estd recogido en un libro de Rey Pastor y Gallego Diaz titulado:
"Norte de Problemas" donde, ademis, se me da a mi parte en &l ,

cuando en realidad no tuve en dicho problema parte ni arte.

Por tratarse del primer lugar de puntos no trivial que
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es un recinto plano, y porque la solucibn que se da del mismo en
"Norte de Problemas" esti expuesta de un modo excesivamente com-
pacto y, ademis, una parte del texto no se corresponde con una
de las figuras, creo que merece la pena resolverlo aquil con 1la
misma intencibn diddctica gue empleb Crespo.

2.- Tengamos en cuenta, en primer lugar, que el centro
de un paralelogramo es, naturalmente, el de sus diagonales; y si
estd inscrito en un cuadrildterc ABCD —que supondremos convexo-,
su centro serd, pues, el de dos segmentos rectilineos, uno de
ellos inscrito en los lados opuestos AB y CD y el otro en BC y
AD. Si hallamos el lugar S, de los puntos medios de todos los seg
mentos inscritos en AB y CD (superficie media de estos lados del
cuadrilédtero), y hallamos despuds el lugar 52 de los centros de
los segmentos inscritos en BC Yy AD, la solucibn al problema de
Crespo seria Sl N s

2'

Empecemos recordando cbémo se inscribe un segmento —dé
longitud no conocida a priori- en un &ngulo dado, de tal manera
que el centro del segmento sea un punto P, también dado, inte-
rior al &ngulo (figura 1).

Vll

Basta trazar por P la
paralela a uno cualgquiera de
los lados del &ngulo hasta que
corte al otro (paralela PP' en
la figura) y hallar el simétri

co del vértice V respecto de P'.

Dicho simétrico es V', y ya se
ve inmediatamente que el segmen Figura 1
to inscrito que pasa por V' y

por P (o sea, V'V") es la solucibn que evidentemente, es Gnica.

Resolvamos ahora el problema siguiente: “Hallar el 1.q.
de los centros de los segmentos rectilfneos inscritos en un &ngu
lo dado, de tal modo que tengan uno de sus extremos en un trozo
AB de uno de los lados del &ngulo.
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Sea V el vértice del
sngqulo vy AB el trozo elegido
en su lado a (figura 2). Ha-
llemos los puntos medios de
los segmentos VA y VB, que se
rdn Q y R respectivamente. Los
puntos V y A son simétricos
respecto de Q; y Vy B lo son
respecto de R. Por Q y por R

tracemos sendas paralelas al

otro lado b del &ngulo, y ten _
dremos una franja v, que he- Figura 2

mos rayado en la figura. Todo

punto P de la franja pertenece al lugar; o sea, es centro éde un
csegmento inscrito en el &ngulo, con uno de sus extremos AB. En

efecto, recordando la construccidn hecha en la figura 1, si por
P € ¢ trazames la paralela al lado b, dicha garalela cortard al
lado 2 en un punto P' situado entre los centros de simetrfa Q y
R (o coincidiendo con ellos). Por lo tanto, el simétrico de V

respecto de P' pertenecerd a AB. Cualquier punto del dngulo que

cea exterior a la franja no pertenece al lugar.

Pues bien, si tam-
bién en el lado b del &ngulo
consideramos un trozo o seg-
mento cerrado/aﬁ, y hacemos
lo mismo que antes, tendre-

mos otra franja y cuyos pun-

tos son centros de los seg-

mentos inscritos.en el &ngu-

; e%ee?
lo con uno de sus extremos b&\QSQVT
en CD. La interseccidn de las \hy

dos franjas es el paralelo- v

gramo de contorno MSNTM (f£i Q A R B
gura 3), y serd el l.g. de

ios centros de 1los segmentos Figura 3

insaritos en el dnguio,. cop
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sus extremos en AB Yy CcD respectivamente. Ademds, A, M y C esté&n
alineados, y M es el centro de AC. Porque siendo Q el punto me-
dio de VA, la paralela por Q al lado b ‘del &ngulo ha de cortar

al segmento AC (no dibujado) en su punto medio; y por ser Q' el
centro;de‘ﬁa, la paralela por Q' al lado a 'del &ngulo ha ge cor
tar al segmento AC también en su punto medio. Luego ambas para-
lelas se cortan en el centro M del segmento AC, siendo M un vEr
tice del paralelogramo lugar. De manera and@loga sel prueba ~que

los puntos B, N y D estén alineados, y/ N es el centro de BD (no
dibujado). &

De agui se desprende una manera muy sencilla de dibujar
el lugar de los puntos medics de 1los segmentos inscritos en otros
dos lados. Sean AB y CD los dos segmentos conocidos (figura 4).

Unamos C y A, y también D y B.

D Por los puntos medios de AC y

c F:-#"”-f::en\ BD, que son M y N respectiva-
/ e /” \ mente, tracemos. paralelas a los
;—:IZW-‘-N segmentos dados, form&ndose el
M, 7 T ~. 5 \\ paralelogramo de contorno MTNSN ,
Al’/ ~ 5 que es el lugar pedido. Adem&s,

A, S y D estén alineados, y S
Figura 4 . es el centro de AD, como se prue
ba sin dificultad. También es-
tén alineados C, T, B, vy ei centro de BC es el punto T. Es decir,

los vértices S y T son los puntos medios de las diagonales del cua

dril&tero ABDC.

3.- La solucibn al problema de Crespo es ahora inmedia
ta. Tenemos el cuadrildtero de contorno ABCDA (figura 5). El lu-
gar oy de los centros de los segmentos inscritos en el par de la
dos opuestos AB y CD es el paralelogramo gue se obtiene trazando
por los puntos medios M y N de los otros dos lados las paralelas
a AE y CD. Andlogamente, el 1.g. o, de los centros de los segmen
tos inscritos en los lados opuestos AD y BC es el paralelogramo
que se forma trazando por G y H (puntos medios de 2B y CD, res-
pectivamente) las paralelas a AD y BC.
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Un razonamiento senci
llo nos aclara que los dos pa-
res de vértices interiores al
cuadrildtero de estos dos para
lelogramas coinciden. O sea, que
S y T son vértices comunes aan

bos. Y ademis, como ya hemos di

CD, y barre un recinto que es

cho, S vy T son los centros de

Figura 5 las diagonales del cuadrilétero.

La interseccidn de estos dos paralelogramas es, pues, la
solucién del problema. Dicha interseccién es, por lo tanto, otro
paralelograma de lados paralelos a los gque envuelven al cuadrili

tero completo.

4.- El problema de Crespo, en su primera parte, tiene
una solucidn mis breve. Sean AB y CD dos segmentos (figura 6).To
memos un punto Q cualquiera en AB. El lugar de los centros de los
segmentos inscritos en AB Y CD tales que un extremo sea siempre Q
y el otro varie en CD es, evi
dentemente, la llamacda "para-
lela media" ST, al desplazar-
se, conserva siempre su longi
tud = % CD y su paralelismo a

un paralelogramo, puesto que ST
efectfia una traslacifn cuya di
reccién es la de AB. Por lo tan
to, el lugar de los centros de

todos los segmentos inscritos

Figura 6

en AB y CD es el paralelogramo
de contorno MGNHM, donde MyN

' son los puntos medios de AC y BD, respectivamente.

A partir de aquf, todo es igual a lo expuesto en el apar

tado n% 3 anterior,
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SONETO

Por Enrique Veldzgquez
Profesor del Colegio "Raimundo Lulio" de Madrid

Yo guardo en m{ badl de matemdtico

Ldeas y conceptos racdonales:

asintotas, entornos, integrales

y el punto, que es tan ralo y axdiomdtico.

Tomando Las funciones de gramdiico
neciclo palabrejas magdistrales:
afijos, decrementos, Ldeales;

y pretendo sen claro y sistemdtico.

iM&s cbmo han de faltar en esta glosa
Los vectonres, el "pi" de tanta fama,
La tangente, de imagen tan hermosa,
La belflfa derivada, que es su henmana?
Hay mucho que nombrar, hay tanta cosa
que acaso yo precise otra manana.
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RESOLUCIOil GRAFICA DE ECUACIONES ALGEBRAICAS

Por Javier Peralta
Catedritico del I.B. "Conde de Orgaz" (Madrid)
Profesor Asociado de la Universidad Complutense

1. INTRODUCCION

En 1637 aparece el "Discurso del M&todo" de Descartes,
en cuyo Gltimo apéndice: "Geometria" se ocupa de "cébmo el cil-
culo de la aritmética se relaciona con las operaciones de la geo
metrfa"; es decir, se unifica el &lgebra con la geometria, dando
lugar al nacimiento de la Geometria Rnalftica. Descartes y tam-
bién Fermat -de quien no nos ocuparemos en estas notas- son con-
siderados, en consecuencia, los padres de esta rama de las mate-

miticas.

La teorfa de Descartes se fundamenta en dos conceptos:
el de coordenadas y el de poder representar en forma de curva pla-
na cualquier ecuacibén algebraica con dos incégnitas. Se logra, por
tanto, estudiar problémas geométricos por procedimientos algebrai

COS.

Serfa prolijo y, por otra parte, estarfa lejos de la in
tencibn de este articulo, enumerar tan siquiera los problemas tra
tados por Descartes en los tres libros que componen "Geometria".
Nos limitaremos @inicamente a desarrollar el procedimiento utili-
zado para hallar grificamente las raices reales de las ecuacio-
nes de tercer y cuarto grado por interseccién de la paribola y =

2 .
= x~ con una circunferencia.

Precisamente, esa ha sido la idea que nos ha guiado a
resolver, también grificamente, ecuaciones de tercer y cuarto
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grado e incluso de grados quinto y sexto, empleando la cfibica y =

3
= x .

En concreto, se prueba que las rafces reales de una ecua
cibn de tercer grado pueden obtenerse como interseccién de y=x3
con una recta, las de cuarto grado mediante la interseccidn con
una hipérbola, y las de quinto y sexto grado al cortar, en gene-

ral, con una cénica.

Se indica también como podria generalizarse este método

. . . n
a algunas ecuaciones de grado superior, a partir de y=x.

Se finaliza este trabajo con una reflexidn metodolégica

sobre su posible aplicacibn.

2. REDUCCION DE UNA ECUACION ALGEBRAICA A OTRA EQUIVALENTE SIN
SEGUNDO TERMINO

Comencemos diciendo que todas las ecuaciones algebraicas
que utilizaremos tendrdn como coeficiente de la mixima potencia
de x a la unidad (si no fuera as{, bastarfa con dividir toda la
ecuacién por el coeficiente de la mé&xima potencia). Podemos, por
tanto, referirnos exclusivamente, y sin restringir la generali-
dad, a ecuaciones del tipo:

n -1
x" + ... + aj;x + ag = 0 (1)

5i realizamos el cambio de variable x = y +k, la ecua-
cién se convierte en:

v+ +a v+t Ly a (y+k) + ag = 0 (2)
que es de la forma

y + ... 0+ bly + bo =0 (3)
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Operando en (2), se deduce que el coeficiente de yn-l
es,
bn-l =nk + an_1

En consecuencia, si quisiéramos que desapareciera el se
gundo sumando en (3), bastaria con elegir en el cambio de varia-

ble anterior k = -a__,/n.

En lo sucesivo, fijaremos nuestro estudio a ecuaciones

del tipo:

n n-2 =0 (4)

: 3 n-1 . .
sin término en x , a las que, como hemos visto, puede reducir-

se las demds.

En particular, toda ecuacibn de tercer grado

3

X + a2X2 + a,X + ay = 0

gl
se transforma en
3
x" +ax + b =20 (5)
mediante X = x -a2/3.
Y toda ecuacidn de cuarto grado

x4 + a X3 + a XZ + a., ¥ + a, = 0

3 2 1 0

con el cambio X = x -a3/4, se convierte en

x¥+ax® +bx +c =0 (e}




J PROCEDIMIFNTO DE DESCARTES PARR 12 RESOLUCION GRATICA DE ECUA-

CIONPS DE TERCEP ¥ CUARTO GRADO

Si multiplicamos los dos miembros de (5} por x, se tiene
x4 + ax2 + bx = 0

que es del tipo (6) con ¢ =0, y cuyas rafces, excluyendo a x=0,
son las de (5).

Por consiguiente, para tratar conjuntamente las ecuacio

nes de tercer y cuarto grado, es suficiente limitar nuestro estu
dio a la ecuacidén (6).

Empecemos hallando la ecuacidn de la circunferencia de
centro el punto de coordenadas (p, q) y radio r:

(x-p)2 + (y-q)2 = r2

o bien, desarrollando,

2 2 2

x +y - 2px -2qy + p 2

+ qz -r"=0 (7)

Para calcular los puntos de interseccibn de esta circun

ferencia con la par&bola y==x2, habr8 que resolver el sistema:

x2+ y2 - 2px - 2qy +p2 +q2 - r2 =0

]
»

y

Sustituyendo la y.de la segunda ecuacién en la primera,
se tiene:

x4 (1-2q) x2 -2px + p2 + q2 - r2 =0

2 2

que es del tipo (6), con a =1-2q, =-2p, ¢ =p2 +g° -r

En consecuencia, para resolver la ecuacibn (6), dibuja-
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remos la parébola y'=x2 y la circunferencia de centro (p, q) =
(=2, l%i) y radio r= \@2 +q2 ~c. Las akscisas de los puntos
de interseccién de ambas curvas ser&n las soluciones de la ecua

cidn propuesta.

b2 (1-a)?
e

Si p2 +q2 -c =+ -¢c <0, no es posible hallar

r. Esto significa que la ecuacién no tiene ralces reales.

Resolver grédficamente las siquientes ecuaciones:

1) x* - 5x% - 2x +1=0.

Se tiene: = =5,
-b

a
, luegco p = -5 = 1, q-=

1
\/pz + qz + c = 3.

Xy

b =

El problema se reduce, pues

%

a hallar la interseccién de centro el -
punto (1, 3) y radio 3.

En la figura 1 se observa

gue la ecuacibn tiene las cuatro raf- \\
x
ces reales: 2
. X3
Xy e(-2,-1), xze(-l,O), x5 €(0,1), x4€(2,3) Fig. 1

Si se desea mayor aproximacidn, basta£& con aplicar
4 2
el Teorema de Bolzano a la funcién f(x) = x = 5x° = 2x + 1.

Como £(-2) > 0, £(-1.9) < 0, se tiene: -2<x, <-L.9.

Anilogamente: £(-0.8) < 0, £(-0.7) > 0, luego -0.8«<
< %X, < -0.7; £(0.2) > 0, £(0.3) < 0, luego 0.2 <X, <0.3; £(2.3) <
< 0, £(2.4) > 0, luego 2.3 < x4 < 2.4,
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2) x3 + x + 1 =0,

Multiplicamecs por x para
convertirla en una ecuacién de cuar-
4 2
toc grado: x + x7 + x = 0.

Luego a=1, b=1, ¢=0, y
por lo tanto, p=-1/2, gq=0, r=1/2.

Hay que hallar, consecuen %y

temente, la interseccidn de la paréibe
= X
2

_ .2 N .
la y=x" con la circunferencia de cen

ro (-1/2, 0) y radio 1/2. €ig.2

cd,_,

En la figura 2, se observan dos raifces: X, € (-1,0),

Obviamente, esta iltima no es rafz de la ecuacién ini
cial que tiene, por lo tanto, dos rafces imaginarias y una raiz
real Xq. Se puede comprobar que =-0.7 < Xy < -0.6.

3) x? - x%2 % 6x+ 9 = a,

Como a=-1, b=-6, ¢c=9, se tiene: p=3, g=1, r=1,

Segfin puede verse en la
Figura 3, la pardbola y =x2 y lacix
cunferencia de centro (3, 1) y radio
1 no tiene puntos comunes, luego la

ecuacidn no tiene ninguna rafz real.

4) x4 + 2x2 + x+ 2 = 0.

Como a=2, b=1, c=2,
se tiene: p = -1/2, q=-1/2, r =
=/p2 +q2 -c = /1/4+1/4-2 ¢R.
Fig-3

La ecuacidn no tiene, por tanto, rafces reales
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4., OTRO METODO PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES DE TERCER Y CUAR~
T0_GRADO

Si en lugar de resolver la ecuacidn de tercer grado (5)
valiéndonos de la parédbola y = x2, consideramos la cfibica y = x%
es evidente que las abscisas de los puntos de interseccidn de las

curvas

It
o

y + ax + b

9
1]
X

nos dardn las raices reales de (5). Por lo tanto, las soluciones
reales de una ecuacidn de tercer grado se pueden determinar gr§-

. . . 3
ficamente como interseccién de y = x~ y de una recta.

En cuanto a las ecuaciones de cuarto grado, si en (G) ha

3
cemos y = X , queda:
2
ax" + xy + bx+c =0 (8)

Asi pues, se pueden hallar grificamente las raices rea-

les de la ecuacidén (6) dibujando las curvas:

1]
o

ax2 + xy + bx + ¢

1l
»”

Y

Las abscisas de los puntos de interseccibn de las curvas

anteriores nos proporcionan las raices reales de (6).

Ahora bien, (8) representa una cBnica, y es fécil ver
que dicha ecuagién corresponde a una hipérbola si c # 0. En efec

to, su matriz es:
c b/2 0
A= b/2 a 1/2

0 1/2 0
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Yy como |A| = -c/4, se trata de una cbnica irreducible si c # 0.
Como ademis
a 1/2
A = = «1/4 < 0
00 11,2 o

es una hipérbola.
En el caso de que ¢ = 0, se tiene:

|a|= 0, Y

lo que corresponde al par de rectas secantes x = 0, ax + y +b

= 0. De cualquier forma, este caso no ofrece interés, pues si ¢
= 0 , la ecuacibn (6) es x4 + ax2 + bx = 0, y separando la rafz
X = 0 se reduce a resolver una ecuacibén de tercer grado, caso que
yYa ha sido estudiado m&s arriba.

Este procedimiento de resolucién gréfica de ecuaciones
puede explicarse a alumnos de C.0.U., e incluso de 32 de B.U.P.
(una vez que se hayan visto las c6nicas Y la representacifn de
curvas), pues aunque no sepan clasificar la cbnica (8), si que
pueden representar su grdfica. Basta para ello con despejar y,
con lo que queda:

y = = ax2 + bx + ¢
be

Y esta funcibn es perfectamente asequible para esos niveles, Y
pueden dibujarla con poco m4s que el célculo de las asintotas:
X =0, y=-ax-b.

Ejemplos

Resolver gr&ficamente las ecuaciones:

- 39 -

f 5) Fiu= A 8 a0,

/i Equivale a dibu-
3
jar la cfbica y = x~ y la

\/ recta y-3x+1 = 0.
L
=/ - En la figura 4 se

/ h observa que la ecuacifn tie
AN ne las tres rafces reales:
B x; € (-2, -1), x, €(0, 1),
s x3€(1, 2).

\\
»\
/ N Por el Tecrema de

( Bolzano aplicado a la fun-
| cidn £(x) = x° - 3x + 1,

® se tiené: £(-1.9) < 0,
f(-1.8) > 0, luego -1.9 >
< Xy < -1.8; £(0, 3) > 0,

Fig.4 Fi%5

£(0.4) < 0, luego 0.3 < x, < 0.4; £(1.5) < 0, £(1.6) > 0, luego
1.5 < xy < l.6.

6) x4 + x2 + 2x + 1 = 0.

Hay que dibujar las curvas

3

y =X

%% + Xy + 2x+1=20
AR

La hipérbola
2 2
X+ 2x #1 _ _ (x+ 1)
o= SRoE x
x

. - i omo asin
corta a los ejes coordenados en el punto (-1, 0), tiene ¢ n

i el
totas a las rectas x = 0, y = -x-2, y presenta un méximo en

punto (1, =-4) y un minimo en (-1, 0).
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Seglin se aprecia en la figura
5, la clibica y la hip&rbola no se cortan,
1o gue equivale a afirmar gue la ecuacibn
no tiene rafces reales.

7) x4 - x2 + 2x - 1 = 0.
X, ’
Se dibujan la curva y = x3 y ’J
la hipérbola xy - x° + 2x - 1 = 0. i
I’f
Despejando la y de esta Glti- ,'
ma, se tiene: ,’/
yo X =21 (x-1? AT
X X
que corta a los ejes en el nunto (1, 0),
F@.G

tiene por asintotas a las rectas x = 0,

Y = x-2, y presenta un méximo en (-1, -4) ¥ un minimo en (1, 0).

De la figura 6 se deduce gue hay dos rafces reales:
le(_zl -l)l xze(ol 1-).

Si se desea afinar m8s, se tiene que =1.7 <%y < ~-1.6,
0.6 < Xy < 0.7.

En los ejemplos 5) y 6) se podria haber llegado alas
mismas conclusiones al observar que: ‘

4 2
X0+ x“+2x+ 1= x4 (w2 s 0, Vx € R

4 2 4
X' = x +2x-1=x%" - (x-l)2 (x2 +x -1) (x2 -x + 1)

La ecuacién x2 - x + 1

) 0 no tiene raifces reales, y
las de x“ + x - 1 = 0 son
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5. RESOLUCION GRAFICA DE ECUACIONES DE QUINTO Y SEXTQO GRADO

Utilizando el procedimiento anterior para ecuaciones de
grados superiores, se deduce que las rafces reales de la ecua-

cién
x6 + ax4 + bx3 + cx2 +dx +e=0 (9)

pueden obtenerse haciendo y = x3 en la misma. De esta forma, es po
sible determinar gr&ficamente sus raices, dibujando y = x~ y la

cbnica
2 2
ex“ + y* + axy +dx + by + e = 0 (10)

Las abscisas de los puntos de interseccifn de las dos cur

vas anteriores, nos proporcionan las raifices reales de (9).

Si se tratara de una ecuacidn de quinto grado:

x5 + ax3 + bx2 + cx+d=0 (11)

multiplicando por x, se convierte en (9) con e = 0, luego se redu
ce al caso anterior. De las rafces obtenidas gr&ficamente, habri
que excluir x = 0, que se ha introducido como mero artificio de

c8lculo.

Para poder explicar este mé&todo de resolucibn gréfica de
ecuaciones a alumnos de 32 de B.U.P. o C.0.U., habré que elegir
cuidadosamente la ecuacibn para que la cbnica resultante sea sen
cilla. Creemos que debe limitarse a algunos de los siguientes ti

pos:

2
(1) LEZE%— + LX:%l— = 1: elipse o circunferencia.
m n

2 2
(ii) &g)_ s _(_‘L'_g)_ = +1: hip&rbola.
m n
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(ii1) (y—q)2 = m(x-p): par8bola. (El caso ix—p)2 =m(y-q)
procede de la resolucidn de la ecuacidn de tercer

rado (x-p)2 = m(x3-q), que ha sido estudiado en 4.

(iv) Cénicas que una vez despejada la y d& lugar a una
curva que se pueda dibujar f&cilmente hallando sus
elementos mds significativos: méximos, minirmos, asin

totas, etc.

(v) Par de rectas reales, que pueden obtenerse identi-

ficando coeficientes.

Edemnlaos

Resolver grdficamente las ecuaciones:

8) x% = 2x> + 4x® = 8x + 1 = O,

Haciendo y = x3, resulta y2 - 2y + 4x2 -8x +1=0,
que es una elipse.

Mediante c8lculos elementales, se obtiene:

0 =y?- 2y +4x% —8x +1 = (y-1)% + (4x%-8x) = (y-1)2 # 4 (x2-2x+1)-4 =

(y-1)% +4(x-1)% =4, (g-D%+4x-1)% =14, (x-1)2/1+ (y-1)%/4=1

que es una elipse de centro el punto (1, 1) y semiejes m=1, n=2.

En la figura 7 se ha dibujado y =x3 y la elipse (x—1)2/4

+ (y-i)2/4 = 1, y se observa que tienen dos puntos de corte. Sus

abscisas,nﬁ_e(o, 1), e € (1, 2) son las raices de la ecuacifn pro
puesta.

Por el teorema de Bolzano, se deduce que 0.1 < X <
0.2 y 1.4 < xy < 1.5,
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34 E

*y

Fig.? Fig.e Fig.q
9) x° - ax? + 4x® - 1/9 = o.

2
Sustituyendo y==x3, queda: y2 - 4xy + 4x° - 1/9=0,

que corresponde a un par de rectas paralelas.

Mediante sencillas transformaciones, se tiene:
v2 = dxy + 4x® = 1/9 = (y-2x)% - 1/9 = (y-2x+1/3)+ (y-2x-1/3)
O bien, identificando coeficientes:
y2 - 4xy + 4x2 -1/9 = (y+ax+b): (y+cx+d)
queda el sistema
atc = -4, aic=4, b+¥d =0, a*d+bec =0, bed=-1/9

cuyas soluciones a=c=-2, b=t1/3, d = ¥1/3, conducen al resul

tado anterior.’

En la figura 8 se observa gue hay seis puntos de in-

terseccidn de y-=x3 con el par de rectas y-2x+1/3 =0, ¥ -2x -
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is . 2
- 1/3 0 en gue se descompone la cbnica degenerada y2 - dxy +4x" -

-1/9

1

0; luego la ecuacibn tiene las seis rafices reales.

Se comprueba que
-1.5 << -1.4, -1.4 <Xy <-1.3, -0.2 <Xqy <=0.1
Yy como el primer miembro de la eclhacidn es una funcibn par:

0.l<x4<O.L 1.3 <x. <1.4, 1.4<x6<1j

5

10) x5 - x3 - x2 - 2x + 2 = 0.

Multiplicando por x se tiene la ecuacidn de sexto
grado:

Y haciendo y = x3, la cbnica
y2 - Xy -y - 2x2 +2x =0

Dicha cbnica es un par de rectas reales secantes.
Descomponiendo el primer miembro en (y+ax+b) » (y+cx+d) e identifi

cando coeficientes, se tiene:
2 2
Y T Xy =~y - 2x 4+ 2x = (y-2x)-(y+x-1)

En la figura 9 se observa que hay cuatro puntos co-
munes a la curva y'=x3 Yy el par de rectas y -2x = 0, y+x-1=0.
Excluyendo la rafz x = 0 que se habfa introducido para convertir
la ecuaci6n de guinto grado en otra de sexto grado, se deduce que
la ecuacibn propuesta tiene dos raices imaginarias y tres ralces
reales: Xq e (-2, -1), X, € (0, 1), X3 & (1, 2).

Se comprueba que

-1.5 < ¥y < -1.4, 0.6 < Xy < 0.7, 1.4 < x, < 1.5

3

d’

e
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6. GENERALIZACION A ECUACIONES DE GRADO SUPERIOR

El m&todo utilizado para la resolucibn gr4fica de ecua-~

ciones de grados 3, 4, 5 Y 6 puede generalizarse para cﬂaiasecqg
ciones de grado superior a 6,

8i la ecuacién es de grado par, el procedimiento es vi
lido para ecuaciones gdel tipo

x2n + axn+1 + bx" + cx2 +dx + e =0 (12)

En efecto, haciendo y = xn, se obtiene la cénica:
2 2
Yy taxy +by+cx" +dx+e =0

Por lo tanto, bastari con dibujar dicha c8nica y la cur
va y = x". Las abscisas de los puntos de interseccién de las dos
serdn las soluciones de la ecuacidn (12).

8i la ecuagibn es de grado impar, el método se puede
aplicar para resolver ecuaciones de la forma

x2-1 ax™ + bx™ 1 4 ox 4 d=0 (13)

Ya que multiplicando por X, resulta otra del tipo (12) con e =0.
Las raices de esta Gltima, exceptuando x =0, nos proporcionan las
raices de (13).

Ejemplo
Resolver gré&ficamente la ecuacibn:
11) x8 - 6x4 - 2x + 5 = 0,
Es del tipo (12) con n =4, a=0, b =-6, c=0, =
= =2, e=5,
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Haciendo y =x4, se tiene la

cdnica:

-

y2 - 6y - 2x + 5 =20
Despejando x, queda:
y2-6v+5
2

X =

que es una pardbola de eje la recta
y =3, vértice el punto (-2, 3),y que
corta a los ejes en los puntos (0, 1),
(6, 5), (5/2, 0).

En la figura 10 se han di-

4

. . .
Fi5.40 bujado la parébola y la curva y '
Yy se observa que hay cuatro - puntos

Ce 1lntersec ldn uego a ec 10 p Op sta tiene cuatro raiCeS
t (Zefa) h l l uac n r uest e

= I

rec.les Y cuatro ima glllarlas -

- -2, -1)
Las raices reales son: 3] e (-2, -1), X, € (-2, ’
X3 6(01 L), x4 6(1; 2).

Se comprueba gue:

.5<x,<1,6
-1.5<xl<—.1.4, -1.2<.x2<-l.1, 0.8<,x3<0.9, 1 4

7. COMENTARIQ FINAL

Es una realidad palpable la absoluta desconexidn éxis-
tente entre las distintas asignaturas que componen el Bachlller%
to y el C.0.U. Dicha conexidén dificulta que, al final de esta eta
pa educativa, el alumno haya adquirido una visién general del sa
ber cientifico y humanfstico -aunque obligadamente eleme?tal—, Yy
que se encuentre en condiciones de relacionar entre sf diversos

hechos o ideas que fueron introducidos desde distintos puntos de
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vista; finalidad a nuestro juicio, muy deseable al término de la
Ensefianza Media.

Spticas. Las causas son varias Y+ en nuestra opinién, se deben
no sé6lo a la amplitud de los Programas -lo que exige olvidarse
de los "aspectos accesorios" para poder llevar el ritmo adecua-
do (afin cuando dichos aspectos serfian un buen campo en el que los
alumnos podrfan desarrollar trabajos mis Creativos)~-, sino tam-
bién a una Preocupacién (posiblemente encomiable) de no hablar
m&s que de aquello que se conoce mejor. Se acepta, por ejemplo,
como hecho normal 1a total independencia de 1la Fisica y 1la Mate
mitica, afin cuando €s evidente que podrfan tratarse conjuntamen
te algunos aspectos (vectores, derivadas, etc.).

La situacifn es todavia ms grave si tan siquiera sein
tentan relacionar entre si diferentes partes de la Matem&tica,
Y Se presentan las lecciones,encuadradas en unidades tem&ticas
independientes a lo largo de distintos cursos, e incluso dentro
de un mismo curso.

En el caso concreto de la ensefianza ge la Matem&tica hay
también un defecto, no siempre ficilmente subsanable, y que impi
de que la ensefanza cumpla ese fin formativo, en cuanto a su ca-
récter integral, del que habl&bamos mss arriba. Nos referimos a
la introduccién de ideas Y teorias matematicas desligadas de los
Procesos histéricos donde tuvieron lugar.

Una y otra carencia dificultan que el alumno vaya for-
m&ndose una concepcifn unitaria de la Ciencia Y, en nuestro ca-
SO, una visibén de la unidad intrfnseca de la Matemitica; objeti
VO importante, eéspecialmente para aquellos alumnos que pretendan
iniciar préximamente una carrera cientffica, Creemos aconsejable,
eén consecuencia, 1la organizacidn de seminarios dirigidos a dichos
alumnos, que permitan enlazar partes distintas de la Matem&tica
Y ayudar a captar esa panoré@mica m&s general a la que nos refe-
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rfamos antes. Y ese es el motivo que nos ha animade a escribir es

tas lineas.

El pequeno ejemplo que hemos presentado puede contribuir
a relacionar la teoria general de resolucidn de ecuaciones con las
cbnicas, el dibujo de curvas y el Teorema de Bolzano, ademés de
encuadrar hist8ricamente el comienzo de la Geometrfa Analftica Yy

la figura y el procedimiento de Descartes.

Nos atrevemos, para concluir, sugerir otros caminos gue

se podrian seguir a partir de este trabajo, y que esbozamos a con

tinuacidn:

1. La resolucidn de ecuaciones de tercer y cuarto gra-
do, y en general, un estudio mis completo de laslecqg
ciones, con una visién panordmica de los descubrimier
tos en este sentido de los algebristas del Cinguecen
to.

2. Una introduccidn al C&lculoc Numérico, con otros pro
cedimientos de resolucidn de ecuaciones por mé&todos

aproximados.

3. Estudio de los problemas matemiticos tratados por
Descartes en su "Geometria", tales como la resolu-
cidén del ejemplo tomado de Pappus, la determinacifn
de normales, la regla de los signos, diversos teore
mas sobre transformacién de ecuaciones algebraicas,

etc.

4. Un seminario interdisciplinar de Filosofifa y Matemi
ticas para el estudio conjunto de la obra de Descar
tes.

Serfa una gran satisfaccién para nosotros que estas 1f-
neas contribuyeran a mover a alglin lector en las direcciones apun

tadas.
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- LOS JUEGOS EN LA MATEMATICA DE LA E.G.B.

Por M2 paz Bujanda Jafiregui
Universidad Caomplutense

EL FRACASO ESCOLAR

Un problema preocupante y del gue se viene tratando ya
hace afos es el del fracaso escolar. La finica medida objetiva po
sible viene dada por la proporcién entre los alumnos que comien
zan la E.G.B. y no llengan a terminarla. En 1981 se hablaba de
un 31%, porcentaje que justifica ampliamente la gravedad del pro

blema si se tiene en cuenta gque se refiere a un nivel obligato-
rio de la ensefianza.

Se han estudiado las posibles causas de este fracaso,
que para muchos nifios'de "los que fracasan" condicionari su fu-
turo, pero para todos ellos es Ya, y quiz& en &sto no se insis-
te demasiado, un motivo de frustacién, de saberse incapaces y de
sentirse insequros; de infelicidad en suma.

CAUSAS DEL FRACASO ESCOLAR

Entre las causas del fracaso escolar, se han sefialado
las siguientes:

= El fracaso social. La sociedad entera vive hoy una si
tuaci6n de crisis de valores, de cambios demasiado rg
pidos a los que no ha terminado de adaptarse, deun des
gaste de instituciones fundamentales... Todo ello incI
de inevitablemente en la situacién Yy en los comporta—_
mientos del nifio en la escuela.



- Unos planteamientos educatives poco claros.

- Una gran falta de motivacif6n, unida a la conciencia de
ella. Ezto es, muchos nifios no encuentran ningfn ali-
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ciente en su vida escolar y se preguntan el "para qué

de sus esfuerzos.

- Unos modos defectuosos o poco eficaces de aprender.

EL JUEGO COMO UNA POSIBLE SOLUCION ASEQUIBLE

Vaya por delante que no pretendemos haber dado con la so
i no
lucién migica de este importante problema. Ningin problema huma
. . s
admite soluciones Gnicas y definitivas. Nuestra aprotacidn es pue

modesta y realista.

Se trata de dar una respuesta a las dos filtimas causas
que sefialdbamos, que son las que est&n mds al alcance del profe-
sor, las que permiten una intervencidn suya mis directa. Esta res
puesta consiste en la introduccién del juego en la escuela. Con

ella se pretende:

A) Un planteamiento de la vida escolar mé&s vinculado a

la vida ordinaria y a los intereses esponténeos del

nifo.

El nifio juega fuera del colegio; puede jugar también
en el colegio. Es posible orientar una parte de sus
juegos extraescolares y es también posible dar forma

de juego a una parte de su actividad escolar.

En "El juego educativo" (1) se hacen unas considera-
ciones muy interesantes sobre el juego y el trabajo
y sus formas transicionales. Remitimos al lector al
interesante estudio que en el libro se hace sobre el
tema. Aquf sefialamos solamente un hecho puesto de re

lieve por Claparéde y que creemos que es perfectamen
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te vdlido hoy: la tarea impuesta a la mayor parte de
los nihos se Parece demasiado, en cuarnto a esfuerzo vy
fatiga, al trabajo del adulto. Y no tiene la parte gra
tificante del trabajo del adulto: el fin real de la
educacibn es demasiado remoto, demasiado elevado para
Sser mantenido en la conciencia. La introduccién del
juego puede acercar la actividad escolar a los inte-
reses naturales del nifio.

No se trata de evitar que el nifo trabaje; se Preten
de solamente dar un aspecto y una motivaci6n propia
de juego a parte de su trabajo.

B) Favorecer 1la creacifn de unos adecuados métodos de

aprendizaje. Y ello puede hacerse con el manejo de

una serie de juegos, cuidadosamente disenados.

ALGUNAS CUESTIONES SOBRE LOS JUEGOS

Casi todos los juegos ofrecen unas buenas posibilidades
educativas. Destacamos las siguientes:

2
Favorecen el cultivo de las relaciones humanas.

Inician el h&bito de 1la aceptacibn y respeto de unas
reglas. Nbtese que son elementos esenciales para la
consecucibn de una buena convivencia.

= Acostumbran a mantener la atencién.

En los juegos dque no son puramente de azar, se poten-
cian habilidades y se estimula el ingenio.

Se comienza a aprender que perder forma también parte
del juego.

— Se aprende también a ganar con alegria, pero sin arrogan-

cia, lo que es casi tan dificil como perder con dignidad.




LOS JUEGOS MATEMATICOS

Decfa Leibnitz, que nunca es el hombre mis creativo que
cuando juega y muchos grandes matemiticos han ideado ingeniosos
juegos y han vivido como un gran juego su aportacién a la cien-

cia.

En este apartado vamos a referirnos a una coleccibn de
juegos, pensados desde la preocupacién del educador por hacer mis
eficaz, asequible y atrayente el estudio de las matem&ticas en su
nivel elemental. Han sido disefiados con la doble finalidad que se
flalabamos al principio: hacer mis motivadora la vida escolar y
procurar unas buenas técnicas para el aprendizaje de las matem&-

ticas en la E.G.B.

ALGUNAS CARACTERISTICAS DE NUESTROS JUEGOS

- Muchos de ellos reproducen con ligeras variantes los
esquemas de los juegos a los que el nifio esta mis ha
bituado: bingo, dominé, oca, "quién es quién", tri-

vial, etc.

Esto facilita su aceptacién y la posibilidad de propor
cionar esa deseable continuidad entre la vida ordina-

ria y la vida escolar del nifio.

- Estén situados dentro del marco "Juego y Aprendo”. Pe
se a la intencionalidad educativa de cada uno de los
juegos, no pierder su condicidn fundamental de juegos,
atractivos y motivadores. Para el nifioc el orden es exac
tamente este: "juego" (primero) y "aprendo