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LA QUINTA DEL 4S5 EN LA "PUIG ADAM”™

Supongo que no pocos de los socios de la “Puig Adam"
pertenecen a la "quinta del 45" y seguramente que a alguros
de ellos, aunque estén muy préximos a mli en el afecto, no
los puedo citar nominalmente, por no disponer de datos
cronoléglicos. Sélamente me refiero a los Profesores Lorenzo
Xiranda y FernAndez Bilarge, por su intima relacién con la

Sociedad (Presidente y ex-presidente).

Prof. Francisco Lorenzo Hiranda.

Nacié en Boiro (La Ccruffa), el 21 de Julio de 1924.
Estudié el Bachillerate en el Inétituto "Arzobispo Gelmirec"
de Santiago de Compostela, durante los afios 1938 a 1944. Se
licencld en Ciencias Matematicas en 1la Universidad
Complutense de Madrid, el afic 1949. Fué profesor auxiliar de
Analisis Mataematico de la citada Universidad desde 1650 a
1961, Durante los cursce 1961-62 y 1962-63, catedratico, por
opasicién del Instituto "La Rabida" de Huelva. Tanbién por
oposicién, catedrAtico del Instituto "Cervantes” de Madrid,
desde el 1 de Julio de 1963 hasta el 30 de Septiembre de
1989, fecha esta ultima de su Jjubilacién anticipada y
forzosa. Profesor auxiliar de Geometrfa III y Geometria IV
en la Facultad de Ciencias de 1la Universidad Compluternse
durante los cursos 1965-66 y 1966-67. Profesor de Algebra y
Analisis de la Seccién de Arquitectura del 'C. E. U. de
Madrid, durante los afios 1965 a 1970. Autor, en
colaboracién, de varios 1libros de texto y problemas de
B.U.P, y C.0.U.,. Desde el mas de Marzo de 1988 es FPresidente

de nuestra Sociedad "Puig Adam”.



- 4 =

Prof. Julio FerméAndez Biarge.

Nacié en Zaragoza el 7 de Agosto de 1924. Estudié el
Bachillerato en el Instituto "Goya" y las licenciaturas de
Ciencias Exactas y Fisicas en la Universidad de Zaragoza.
Fué prefesor contratado de esa Universidad Lasta que, en
1947, obtuvo, por oposicién, la plaza de Profesor Adjunto de
Geometria Analftica de 1la Facultad de Ciencias de 1la
Universidad de Madrid. En 1948 leyé su tesis doctoral
"Estudio aritmético de los sistemas de divisores de una
variedad algebraica”, dirigida por el prof. don Pedro
Abellanas, y publicada en Memorias de Mat. del Inst. "Jorge
Juan"” en 1950. Fué catedrAtico, por oposicién, del Instituto
*San Isidro" de Madrid, desde 1951 hasta 1963. Alli{
coincidié con don Pedro Puig Adam, con el que colaboré rasta
el fallecimiento de éste, en 1960. Por ecta época publica
varios articulos en “"Rev, Mat. Hispano-Americana” y en
"Gaceta Matematica®. Desde 1952 hasta 1963, fué Jefe del
Laboratoric MatemAtico del Inst? "Rocasolanc” de Quimica-
Fifsica, del C.S.1.C., dando lugar a numerosas publicaciones
en "Anales de la R. Soc. E. de Fisica y Quimica” 7 en
diversas revistas extranjeras. En el afio 1960 obtiene, por
oposicién, la cétedra de MatemAticas de la Escuela Téculca
Superior de Ingenieros Navales de Madrid. En 1962, el
C.8.1.C. le encomendé la direccién del recién creado “Centro
de CaAlculo Electrénico”, en el que trabajé hasta 1971, En
ese afio se 1incorporé al departamento de 1informatica de
"Astilleros Espafioles S.A.", donde realizé tareas de 14D
hasta 1984. Decde 1685 fué Director de'Departamento en la
Universidad Pclitécnica de Madrid, cesando en 1589 por su
forzada Jjubilacién. Durante 1los afios 1984 a 1086 fué
presidente de nuestra Sociedad "Puig Adam”, y desde los

primeros numeros, es "el alma"” de su Bolet{n.

Por la inexorabilidad de la ley, a los miembros de
“la auinta del 45" de la Socledad “Puig Adan”, 103 ha
llegado, el psado 30 de Septiembre, la jubilacién anticipada

ente lues no
y forzcca. A todes ellos, los citados nominalm y

citados, les transmitimos nuestra mas efusiva y cordial
felicitacisn y les deseamos larga ¥ venturosa wida. La Ley
de 1la Funcién Fablica ha sido, y slgue siendo, muy
controvertida dentro del ambito da la Ernseflanza y es natural
+trat4dndose de una Ley de tan amplio alcance ¥

cue 1o sear,

s ncuentran an
que afecta s personas nuy distintas y Gue se @

= mente creo ua
circunstancias muy diversas. Yo, personalmente, qu

habria que distingulr, al menos, dos grupcs de Profesores:
el primerc estarfa ccnstituido por aquellas personas que,
fragil salud, a la grave degradacién sufrida por

(E.G.B ¥

debilidoe a su
la Eneafianza, sobre tcdo en sus estadics primeros

B.U.P.? estAn “quemadas" para la docencia. Para este hORroso

grupo da Procfesores, la jubilacién seria necesgaria e
inevitable. El1 segundo grupo estaria formado por aguellcs
Profaescres  que, por su floreciente ealud ({iisica ¥
psiquica), dedicacién, experiencia ¥y especializacién, no
necesitan ni merecen la jubilacién anticipada y forzosa. Le
fcil a la Administracién el poder sustituir a

sin que se produzca

serd muy dif

los Profesores de este segundo gTrupa,
grave quebrarnto para la Ensefilanza. Nustros queridos

compafieros Lorenzo Miranda ¥y Fernandez Biarge serian

préceres del antes citado segundo grupo de Profesores.

J. Ochoa
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VIDA DE LA SOCIEDAD
El dia 21 de Octubre, unos treinta socips de esta

Sociedad, amigos y admiradores de los profesores Lorenzo

Miranda y FernAndez Biarge, se reunieron con ellos en una
comida de homenaje.

Al final de la misma, se leyeron algunas adhesiones
¥y se les entregé un pequefio recuerdo.

NOTICIAS

La XXVI Olipiada Matematica Ecpafiola celebrara las

pruebas de su Primera Fase en el préximo mes de Enero de
1990,

2O
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BIPOSICION ITINERANTE

La Sociedad Canaria "Isaac Newton" de Profesores de
Materiticas ha organizado la Exposicién Itinerante
“Horizontes Matemiticos®” que an estos meses, acté recorrien—
do las Islas Canarias; la interesante actividad que acompafia
a esta Exposicién, sa debié originalmente a un equipo de
investigadores y enceflantes franceses, agrupados en los
I.R.E.M. <(Institutes para la investigacién de la ensefianza
de las Matemsticas) y en la A.P.M.E.P.. (Asociacién de
Profescres de MatemAticas de 1la .Ensefanza Media), gque exn
1984 decidieron ‘- afrecer = al piblico una ‘muestra gque le
permitiera, al que la visditase, aproximarse de forma
sencilla a conacimientos cient{ficos, espaclialmante

mtaemAticos.

La expoeicién, que pretende la pnrticipacién'activa

de los viasitantes, persigue varios objetivos:

~ Permitir a todo tipo de publico, nifios y adultos,
"hacer matemAticas con placer”.

- Favoracer el encuentro entre 1investigadores ¥y
ensefiantes y la gran mayorf{a del pdblico no
especialista.

~ Mostrar que las MatemAticas son upa ciencia en plena

evolucién.

- Ofrecer a los enseflantes instrumentos pedogégicos

variados.
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Con el merecido apoyo del Gobierno de - -Canarias, de

los Cabildos insulares y

Canarias Y de la Unibn

sucesivamente sus 16

“kioscos"

Ayuntamientos.. q

e 1a 'Cﬁjﬂ de

Eléctrica de Canarias, wva montando

en Santa Cruz de Tenerife,

Los Realejos, Adeje, San Sebastian de 1la Gomera, Valverde

del
Arrecife de. Lanzarote,

Las Palmas de Gran Canaria.

Hierro, Santa Cruz de 1la Palma, Puerto del Rosario,

San Bartolomé de Tirnjann. Galdar y

La gira cnmenzé el pasado nmes de

Octubre y continuaré hasta el de Febrero de 1990,

cltados,. han sildo elaborados

Los trabajos que se mueafran en 7 de los 16 kinseos

en Canariﬁa. Lp_ Sociedad

Canaria "Isaac Newton" ha editado una GU{iA DE LA EXPOSION.

que ha de resyltar muy interesante incluso para loa que no

tengan la suerta de poder visitarla.

Los temas presentados

Exnosicion son los sigulentes:

Anamorfosis y perspectivas.

- Nudos..

Apilamientos y simatr{as. B

Pavimentos y repeticiones.
Curvaturas Y. superficies.
Formas y estructura :
Grafos 7. caminos

Azar y sondeos, .

en

los }é kioscos de 1la

3 T T

MatemAticas y FIEIE;;\
Puzzles matematicos
Numeracién o

Puzzles en el plano.

Puzzles en el espacio.

Algebra visual.‘Ecpejos.

It

Caleculus.

TSnEEoY ey -
Calculadoras, ordenadores
: i | Tl 74

TEMAS DE SELECTIVIDAD

Por creerlo de interés para nsestros socilos, publicamos,
los temas de MATEMATICAS I y de

las pruebas de

en las paginas sigulentes,
MATEMATICAS II que fuercon propuestos en
accesa a la Universidad celebradas en Junio y Septiewbre de

1989, en las cuatro Universidades de la Comunidad Auténoma

de Madrid.

Como es sabido, la asignatura de Matemiticas [ es

obligatoria para los alumnos de la Opcién A y optativa para

los de la Cpcién B, mientras que la de Matemiticas II es

obligatoria para los alumnos de la Opciébn C y optativa para

los de 1la D.
Encabezando estos temas, en la hoja entregada a los

alumnos en el examen, se advertia:

El alumno podra escoger libremente £L0S de las cuatro

cuestiones presentadas a continuvacién y dar sus

respuestas a las partes a) y b) de que constan las

cuestiones escogidas, en el tiempo naximo de hora y

media.

En los temas de MatemAticas II se afiadfa:

Caso de que fuese necesario, el alumno podra hacer
uso de las tablas que aparecen en el reverso de esta

hoja.

Reproducimos también las tablas a que &e alude en esa

observacién.
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MATEMATICAS I

2 ecmon .
MATEMATICAS I 1~ CUESTICH : Dar respuestac razonadas, claris y concisas a las preguntas siguientes:

1% ¢cuUzsTIeN & Dar respuestas razonadas, claras y concisas a las preguntas sigulentes:

a) Dades dos plancs de ecuaciones 3x -y + 2 =1 y x ey -2z 30 , hallar un vector
cuya direccidn sea paralela a asbes. Explicas c3mo se ha hecho.

2
w'  Calsular s L dx , d{ i Y
X + 9

a) Se corcidera la matriz A= (1 2
3 s

triz traspuesta de A

) . Calcular (A" A-l)2 A , siendo A 0E ma

2 ;
- 2x ¢+« S, se cornsidera la recta r© que une los

b) Saza !a parftcla de esuvacidén y = x
Hallar la ecuacidn de la rec-

punzss de esa pardboila de abscisas x, =1, x, =3,
va tangen%e 3 la pardbola que es paralela a la fecta r .

a o -y - - - - F 1 : ) <
CUEITIIN 1 Dar resguestas razcnaZas, claras y ccneisas a las preguntas sigoientes:

23 CUTITICN @ Dar respuestas razenadas, claras y cencisas a las preguntas sigulentes:
< i ~
) Se <iran d:os dades. Sea E el sucess de que la suma de los puntos obtenides sea

a!
2ar, a2 F i ue nes -
é;ii;‘a:seP’V F\;; sucesaP?:{34; pcr lo mencs uno de lzos dafcs muestre un 1.,
a) Se extras una carta al ezar de una baraja de 40 cartas. Sea A el suc=so de que la car- - V= y 183 ) .
ta seleccionada sea un as. Sea B el suceso de que la carta seleccicnada sea de oros.
Calcalar P(A) , P(B) , P{AAB) ¢ Ay B son sucesos independientes ? Raszsnarlo.
! @ censideraa las rect Rp=y3) = 0 x=-2z=1 i
| h) R n L} ctas r y+3=0 N s yez =3 ° Se pide:
b) Estudiar y representar grificamente ¥ = xa =3x + 2 — Ezzudiar la peosicidn relativa de =~ y s .
. -~ Hallar 12 minima distancia entre ambas.
: Da- respuestas ra=cnadasg, claras y concisas a las pregintas sigulentas:

4 -

3? CUESTION : Dar respusstas razonadas, claras y concisas 3 las preguntas siguientes:

' -1 Ties -
la matriz inversa de la (_: ;) y comgrobar que lo es, multiplicdndola por

5 a) Eseribic
1
a) Calcular lim — - 3 ) la dada.
x =1 l-x 1 -x
X -2y -2220 bt} Se da la curva de ecuacidn y = -i— 5 Comprobar que el segmento de la tangente a
b) Se ;:ns:::?an la recta r { X + 5y - 2 =0 7 el piano M) 2x + y ¢+ Mz =n . dicha curva en el punto (3, %). comprendido entre los ejes de coordenadas, estd
—-; Para qué valoresde m y n , r ¥y Tt son secantes ? dividido en dos partes iguales por el punto de centacto.
—¢ Para qué valoresde m y n , r yIC son paralelos ?
--; Para qué valoresde m y n , Tt contlene a la recta r ?
a 22 CUTITTIN : Dar respuestas razcnadas, claras vy esneisas a lzs preguntas sigulentes:
a” cuzEtieN ¢ Dar respuestas razonadas, claras y conclsas a las preguntas siguientes: .
abe ~ab az
a) Zxplicar cdmo puede hallarse el drea de un tridngulo a partir de las coordenadas de sus a} (Obtener, simpiificade, el desarrcllo del determinante -bzc b2 -ab
tres vértices (2n el espacio). Aplicarlo al A(1,0,1), B(-1,0,0) , C(0.2.3)‘- b2c2 -b"¢ 2abe
77X + 9y + €2 =0 . x =0 )
b) Se considera el sistema % + 27 +mz =0 ; se pide: b) Se censideran la resia ¢ e 2z Y el punto P(3,4,1) . Hellar el plano JT que
Xemy -2 =0 contiene a la recta r ¥ af punto F . Calcular la distancia de P a r .
~-Discutir el sistema, segin los valores de m

== Resolverlo para m = 5 .



MATEMATICAS I

5} Hallar la na<riz A que haga qgue

2 grifica de Yy =
e

, =e pide:

a i+ san X
0 d upeidn r! o -
S Dada la fumc x) = log =T

— derarminar lcs valcres de x pa-a los que estd deflnidas
— hallar su derivacda.

—~ 3
n
3

Y

37 sorr27oeq . Dar reccuestas razcnadas, claras y concisas a8 las preguntas siguientas:

. - . . ‘s 2 s .
a) Hallar el drea fin:za limitada por la curva de ezuacién 2 x" - 4ax , yeleley=0.
14

0 .
g o y el punto A (0, 1, 3) : se pide:
-— Hall=r la distancia de A
-— Da-erminar el plano 9r que pasa per el punto A y contiene a la recta

a? cUSSTION : Dar resspuestas razonadas, claras y concisas a las preguntas sigulentes:

Dado el plano de eczuacién X + 27 + 3z =1 y el pun=s A{1,1,1) ,
kallar las coordenadas del pié de la perpendicular trazada desce A a
ese plano (o sea la proveszién or<sgonal de A sobre é1).

€x =~ 2y ~pz = 3
b) Se ccnsidera el sistema -y +z =1 y se pide:
{ X -y+z =p
-- Discutir e! sistema segin los valores de p .
~=- Resolverlo para p = 2 .

2TeAY : Dar respuestos razonadas, claras y concisas a las preguntas sigulentes:

ues=as razcnadas, claras y concisas a las preguntas siguientes:

r

& , determinando para ello sus
, Sus intervalos de” crecimients o decrecimiento, puntos,

cs urnas del mismo aspecsa exterior. La primera csontiene 6 bolas blancas y
vez733. La segunda, 4 boias blancas y 3 negras. Una perscna se aproxima al
ina de las urnas y extrae una bola. ¢ Cual es la prsbabilidad de que sea

MATEMATICAS [

17 CUERTIZN : Dar respuestas razonadas, claras y c¢aoncisas a las preguntas sigulencea:

sordenadas de 4903 puntcs distintss ?lp ,p.0.) v Q(q .qz.q1) satisfacen a un misno
ais=em2 de tres ecuaciones lineales con %re: incdgnitas. Se pide deductr razonadamente:
- L33 czordenadas de su punzd medio tamtién lo satisfacen.
z1 deverminante de la matriz de cseflcientes del siszema es nulo.

b) €4 P s un punte cualgulera de la grifica de y = —— , probar que el tr¥ngulo

f2r7ado per la recta OP , la tangente a esa grifica en el punto P y el eje y = 0
es isisceies., (0 es el origen de c¢oordenadas).

2? cuezTicy @ Dar respuestas razonadas, claras y concisas a las preguntas siguientes:
. 3
a) Representando con [xl el valor abszluto de x , calcular [xl dx .
-1 <
01 0 0
&) c o1 0 «~~ Calcular el rango de A .
s . 2
®a A= 1o 0 0 1] *5°PHe ) paltar 1a matriz A -,
0 000 .

a? CUESTIOM : Dar respuestas razonadas, claras y conclzas a las preguntas sigulentes:

a) Razonar por qué la grafica de la funcidny=z2x + cos x  no puede presentar extremos re-

lazivos.

p) Cezerminar la recta que pasa por el punto A(1l,-1,0) y corta a las rectas:

X, =22 =2 oy =t
R oL 73 . 3l 3 2 1

4® CUESTION : Dar respuestas razonadas, claras y concisas a8 las preguntas siguientes:

- En una uraa hay 9 belas numeradas del § al 9.Hallar la probaoilidad de

a) X
que 4l extrier daog holas resulten de la misna paridas.
. X . X =27 +2 = 3
b} Discutlr, segin los valores de m , el sistema {Sx -5y +22= m
Resolverlo, ademis, para m =10 . 2x+ y-2z = 1
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MATEMATICAS II

MATEMATICAS II Dar resguestas racoradas, claras y cancisa3d a 13z preguntas si

:? mozzesey . Nap res B e cazoraTassy &) . 5 S . a) La temperatura y en grados Fahresnhei: (°F) puede ser exoresada ccmo una funcidn de
r———— P orespuestas ' » ©laras y cincisas a 133 preguntas sigulentes: primer grado de la temperatura x en grades Celsius (?I). Za la escala Fahrenhei:,
a) Supongamos que la talla media de una muestra de 300 hombres es de 1,7 m , con L agua se congela a 22° y hierve a 212° ; en la escaia Celsius, s2 congela a 09 ¥
una desviacién tipica de 0,08 m, y que otra muestra de 300 mujeres da como =iervm a 10C° . Exrresar la tamperatura Ffahranheis, y , ccmo una forexdn de la tem-
media 1,583 m , con desviacidn tf{pica de 0,07 m. Calcular la media de la peratura Ceitsius, x . SL la temperatura normal del cuerzo humaro es 2= 3€,8° F ,
muestra formada por el conjunto de las dos. ¢ Cual de las dos poblaciones { @ qué temperatura corresgonde en la escala Celsius ?
puede considerarse mds dispersa ?
b) La siguiente tabla da las edadas en Jus ccmenzaszn i sentarss
o) !3 los nifdcs da una muaeastra particular
Se considera la funcién y = —— Estudiar su crecimiento o decreci- masas [t2 11 1C 9 8 ? & s a) Qbzerer las frecuenciaa relativas
he l s s 7 14 28 38 21 10 £) Censt - 21 di3grama da arTas

miento, extremos relativos y ccncavidad o convexidad. Dibujar su grifica. fracuarncla
. c) Culdl =25 ta madiana?

Sa pida:

a
£ CUESTICHN : Dar respuesias raconadas, claras y ¢oncisas 3 las preguntas siguientes:
r a3 preg & s a) &2 dan las Sransformacicnes geométricas planas Tie,y) = {x-v , x=y} ,
Six,#) = (2x-y , x+y) . Eseribir las natrices asociadas 3 5 y a 7T . Escribir la
a) Mediente un grifico, mestrar que no puede haber dos nimeros positivos, x e ¥y, matriz ascciada a2 la transfcrmacidn compuesta S OT7 .
< ~ T i B 1 Y imem
tales que Xx+y<L2 ,alaves que 21 + 3y>6 . y b) Sa ha medids al conctanido en ox:igano Y, en milgsli{zrz da un laeo
a una profundidad de X mezros , coteniendosa los sizui=nces dacos:
b) S:pongames una distribuciéa normal cde medla paSO y Gque el 7% de x|l 15 20 30 40 =0 4 70

Y| 4,5 $,% 3,a 64 4,4 t,a Q,1 y la rec:a de raegresiin
es Y-4,22 = £38,59/360,5) (X-40,711  Se pide:

a)Craficlente de correlaclén , conclusisn eszad{stica.

los casos tlenen una puntuacién por encima 2a 79. Cudl es ia
da2sviacicn t.pica? Cudl a3rd la prscaciildad 4e loa psungos por
dezajo za =27
b)Para una grafundidad comprendicda encrea 75 y €0 mezras  Qud
contenido en oxigenc se podria predecic?
2? eugsTIoN - Dar respuestas raczconadas, clarias y concisas a las preguntas siguiences:

: Dar resguestas raconadas, claras y conclsas a las preguntas siguientes:

a) Dizuiar una griflca que exprese un ejemplo de la variaciin del valor de un solar en
fireidn de su ex=erczidn, en la que se aprecis que =1 precios de ese suelo aumenta con
la =x=ensijn, y otra en la que se observe que el precio disminuye al aumentar la ex-~

a) Representar grificamente la funcidn y= coozx .
tansidn.

Determinar el punto donde la fun-

X +y+ 2z =2 b) Se ccnsidera la funcidn z = f(x,y) = 25x +» 27y .
b) Detesninac pess gub valonss de & . 21 (SIRCSROAGS y+3d3z =2 cidn z = fix,y) toma su valor mixizc, ccn las siguientes restricciones:
tisne solucidn dnica. 5 -~y + az = 6 x20 , y20 ,x+y L8 , 2¢ + vy £ 250 .

Resolverlo ademAs para a = 0 .

1 claras y cznzisas 3 L3s zreguntas siguientas
4 2ar respues: Tazsn f o y ecnsl .29 pregunt iences:
3 spiesias razsnadas, claras 7 ¢ $3s @ .23 preguntas sigulences a) i 7ué ransformaciones sufren la media arlsteziza v la  wvarsianz:
a) Yn vino Siene 9 % de aleshol y otra 12 % ¢ En qué proporcién hay que mezclarlos para de una disscibucisn da fra f a8 suands €a Aiuic:n  4uS  valar:s
que la mezcla tenga 10 % de aicohol ? , _
por una canstance k? Ratone la resduesia.

b) !

Una urna contiene 10 bolas blancas, S amarillas y S negras., Se extrae una bola b} Hallar los miximos y mfnimos, si los tiene, de la fumc:dn

al azar de la urna y se sabe que no es blanca. ¢ Cuél es la probabilidad de que 5

sea negra *? y = S . ¢ Tiene puntos de inflexidn ?
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MATEMATICAS II

SUCETIIM 3 Dar respuestas razenadas, claras y concisas 3 las preguntas siguleances:

b)

a)

b)

La temperazura y en grados Fahrenheit (°F) puede ser expresada ccmo una funcién de

primer grado de la temperatura x en grados Celsius (°C). En la escala Fanrenhels,
2] agua s= congela a 32° y hierve a 2.2° ; en la escala Celsius, s= congela a 0° y
hierve a 1CC° . Expresar la temperatura Fahrenheit,’y , como ura funcidn de la tem-
paratura Ceksius, x . Si la temperatura normal del cuerpo humero es de 2§,5° F ,

., a gué temperatura corresponde en la escala Celsius ?

La siguiente tabla ca las ecaces en Gue cOmenzac>n a sentarse

lcs nidocs de una mues:tra particular’
a) Obtener las frecuencias relazivas

mesas ‘12 119 10 ® [ ? & s
frezuencia | 1 6 7 14 28 33 27 10 5) Consiruir el diagrama de barsas
& la meclana?
Se pice: c) Cudl es la

Dar respuestas razonadas, claras y esnclsas a las preguntas sigilentes:

’
Se dan las %ransformaclones gacmézricas planas  T(x,y) = (x-y , x:y) ,
S{x,y) = (2x-y , x+y) . Escriblr las matrices asociadas a 5 y a T . Escridir la
matriz asoclada a la transformacién compuesta 35°9°7 .
Se ha me2ido el contenido en oxigeano Y, en milg/licro de un lagn
a una prafundidad de X metros , okbteniendose los siguientes datos:

x| = 20 30 a0 <0 &0 70

YJ 4,3 5,6 5,a & 4,6 1,4 0,1 Y 1a rec:a de regsresistn
es Y“:GZ = £38,59/360,%) (X-4aC,?71]  Se pide:

ajCoefliclente da correlaciin , conclusidn escadlszica.

biPara una prafundldad ccmprendicda ent-e 75 y 80 metros Qué
contenido &n oxigenc se podria predecic?

: Dar respuestas razonadas, claras y concisas a las preguntas siguientes:

a) Dibuier una zriflca que exprese un ejemplo de la variacidn del valor de un solar en

funcién de su extansidn, en la que se aprecie que =1 precio de ese sueclo aumenta con
la ex<ensidn, y otra en la que se obserwve que el precio disminuye al aumentar la ax-
tensidn.

b) Se coneldera la funcién z = f(x,y) = 25x « 27y . Determinar el punto donde la fun-

b)

cidn z = fi{x,y) <*oma su valer miximo, con las siguientes restricciones:
x>0 , yz20 , X +y £85 , 2x + 3y £ 200 .

Dar resgyestas cazsnasas, claras y eznzisas 3 lig gregunias

L 2ué transformaciones sufren

d2 una distribucién de

arizmetiza vy la
suandd s divigan suis valorias

por una constante k? Razone la respuesia.

Hallar los méximos y minimos, sl los tiene, de la funcidn

y = 5 . ¢ Tiene puntos de inflexidn ?
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MATEMATICAS II

LA

a erzoaed O

Jar resgpuestas razoradas, claras y concisas a las preguntas sigulentes:

m) Hacer una representacidn grifica de la funcidn f(x) = 1 ¢+ ax - x2 . Hallar los valo-
rey mdximos y minimos de f(x) en el {intervalo [-L , 7] .

v) Urna (ndustria produce plezas con dldmetros dlaztribuldas sagin
ura Normal da medla 0,735 em, vy desviacidén tipica 0,coz
=7 Succngamos que el coneral da calldad exige que las plazas
tengan un didmatro entre 0,748 y 0,753 cm. Cualquier pleaza con
diamesra fuara de este rangd a9 rechazada. S! se examina una

muastra de 1C00 plezas, cuantas seran rechazadas por término medio ?

: Dar respuestas razonadas, claras y concisas a las preguntas siguientes:

an vines de 100 pes/lisrs , 200 pts/litzo y 2%0 pta/litro ., En 120 litros de
la ¢ cuanza dete entrar del mas barato, csmo minine, para que el precia de la
me=zla no pase de 129 pts/litrao ?

b) Considersmos dos sucesos A y B, con pracak!.’:ades regpec:ivas
Pra)ad.a v P(E)=23.7. Determinar los rosibles va.cres de! niximo vy
del minimo <a P(AME) y las condiclones en que 3a cansigue cada uno

de =2st:5s valcres.

:? ~rezTIeN @ Dar respuesctas razonadas, claras y concisas a las preguntas siguientes:

a) S{ una funcidn es creclente para los valores positivos de la variable y decreciente pa-
ra los negativos ; Qué puede afirmarse de su derivada ? ; Por qué ?

b) Cinsidarenos las mesas (rectangulares!) cuyas dinensiones no sobregasen (cada una) 2 m ,
y entTe ellas, las que la suma de su dinensidn mayor y el doble de la menor no sobra-
pase 4 m ; dezerminar el mdximo valor que puede tener el perimesrs de éstas.

Jar respueszas razconadas, claras y csnsisas a l2s preguntas sigulentes:
a) Se h{izo un estudl{o sobre los hiablitos d-lniﬂo- de seils y trece
afios en ver la T.V. El estudlo s® hlzo en base al numerc de horas
de T.Y vistas en una semana. Los datos fueron los sigulentes:
sals afos ' 18 18 19 21 22 22
treca afos | 1S 18 18 22 22 22

3Qué dacos escin m&s disparsos{

b) Calcular una funcién primitiva de la funcidn y = x_s 3
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(o simplemente indice de & como

t &0 T AN )
(@) —H8 ,8 ) g " R
(] (]
'(Fl'Fz"'Fu’ fF(F )

diande Gt indica el valor, en el periodo t, de los factores que in-
tearzn el subconjunto Gy ﬁg es el valor, en el periodo inicial, de

1oz fac-arss que canstituyen el subconjunte complementario de G.

Sisuisrdo un lenguaje #nilogo al del cAdlculo de prebabilidades
ze dsfipe el indice fe wun zubconjunto de factores
G- { F_ L F  s.euslf
9, 9, 9p|
zznsiziaracsc & 9tre svbconjuntg

H- F v.F sesssF
[ hl. by hg}

{tales aue G. HCF y card (@G + card (H) < k) como el cociente

I1(G.H
I(H

1/GH 1=

DEFENDENCIA E INTERACCION

Se dize que el subconjunto de factores G es independiente del

csubcen junto de factores H, si se cumple

INGH = L&

y, por tanta, =i @ es independiente de H =@ cumple

I(Q,H)= 1/G).I(HY
y, por tanto,

1@,
I'H/@)= ————————— = 1 ()
I1(Q)

luego si @ =¢ independiente de H, también H lo =5 de G.

Si = cumple

IG/HY A 1(G)

s dice gque los subconjuntos @ y W =on dependient=s.

Dadns los zsubconjuntos de factores @ v H, se denamina interac-
cidn de ello=s a

1@,H
raQ, W := -1
1@ . LW

Ez evidente que si @ vy H son independientes su interaccidén es
nulag; si TG, H) > 1@ .I(H), esto es, si1 la accidn conjunta de log
subcon iuntos de factores Q y H es superior.a la combinacidn de sus
efectos por separado la interaccién es positiva, vy negativa, en
caso contrario.

El concepto de interacci'én es generalizable al caso de subcon-
juntos condicionados.

1(G,H/I)
rG,H/J) =

1(Q,/§) 1(H/J)
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EXRESION DE LA FUNCIDN f.

Sean log Ffactores Fl' Fageaes Fk‘ que en general seran
evprezacles vectorialmente
Foalf, F. L uus,F. 1,2, 0000k
J ( it g Jn)~--j

Diver=as consideraciones sobre la funcién ¥, monotonia, anula-

cisn =i uno de los factores es nulo, etc, inducen a tomar como ex-

n
' ; seee f
FUF L WFyuenn o u)ee E.lf“fz. kil

~efiriendo la forma multiplicativa a la aditiva.

Tefinida de ezta forma f, se tiene , por ejemnlo

Z.f(‘) f(O).“ f(o)

. i 21 ki
WE) - —
DL R
donds los sucerindices Oy t indican, respectivamente los valores
de 1as § en los pericdos {nicial y t-ésimo.

.
[

Te rarers anéloga, €2 tendria para un indice condicionado
n

(t), (t) (o)
te ey 2 fan e g

I(FZ/FI)'

GENERALIZACION DEL INDICE DE FIZHER

Cea el indice I(Fr)

X
. {e) (o), {t) (o)
DI R e e T S LD
Pl reli ?1
1(fF) .
-p {0) (o) (o) (o) (o)
e e e i
Haciendo s
(o) . (o) (o) (o) (o)
Fogm v Font Frann oo fg 79
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ya aue sélo depende de los valores en el periodo inicial, se puede
escribir
Loo(e), (¢)
.219; fri
it
1(F Ja —
i X (o), (o).
iml
aue no es ctra cosa que un indice de tipo Laspevres.
Sza ahora =1 indice I(Fr/F )1
: k
poe by fed e Le) e (8] e
11i 21 ri si
FOFLFL) ia1
I(F /F )= 2 - =
T (r ) o
s {e) (4) (o) (t)
Lo Fap g aelfyg .
Z2i e= hace bl

(o) (o) (o) (t) (o) . (t)
IS RRPTE ST S AT R PTY NLH

puestd que depende cde los valoras de la s-ésima coordenada en el

tiempa t, p2armaneciendo constantes las restantes coordenadas;

tanto ge puede escribir

k
B (81 (2

-z i ri

i=1

X(Fr/Fj)'
(t)F (o)

k
-

h
L i
T i ri

g2 23 un un indice de tipo Faasche.

por

Generalizado el concepto de indice ideal de Fisher (media geo-

métrica d= indices de Laspeyres y de Faasche), Calot introduce,

para dos factores dados Fr Y #5 los indices I'(Fr)

e I*(F_) que se definen
=2
X 2
{1 lFr)J HEE I(Fr). I(Fr/Fs)

X 2.
tYF 1% = 1L(F ). 1(Fs/F))
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Obsérvese que como

El periodo que abarca el estudio es el que media entre el Can-
- - = 4 =
T offgs 1) ol GF dF0 = TUED. 10 /F 9 20 de Foblacién de 1981 (1-3-B1) y =l Fadrén de Habitantes de 1986

(1-4-84). Las cifras se han tomado de las respectivas publicacio-
=a tiens

nes, realizadas por el Instituto Nacional de Estadistica.
F L F_)1%= VLLGF JIGF). = i11 ' igui
Lo r FE)J T(Fr‘ ! rs/Fr) I(Fs' I(Fr'”:s) Los datos utilizados figuranm en las tablas siauientes.

% X -~ Censo 17281 (¥)
=LIAF ) GI(F /F YJILDIC(F D) JIGF_/F )1= LI (F ).1 (F )3
v r =) s S v r s

de dende . Grupos Foblacién Fot. Activa | FPoblacidén Activa Farados
de edad
Varones Mujeres Varones | Mujeres | Varones | Mujeres
1 .F = 1%F ). 1% Ry
r' s r z
16 - 19 1229,5 1273,0 712.2 480,73 30,8 247,1
ue indica gue el efecto comjunto de los fact s F F 20 - 26 1480,5 1461,7 1030,2 732,32 296,79 223"
a a onJHnEe s ractare rY s %€ puede 25 - 29 127819 1258,5 1213,2 472,4 191,0 81,9
obtener como producto de sus indices ideales. 0 - T4 1270,9 1224,4 1196,1 34,1 121,4 12,8
15 - I9 1126,5 1119,3 1092,2 229,4 95,0 17,9
X X 4¢ - 44 1017,7 1038,3 972,2 190,1 85,0 12,9
For tanto, I (Fr) el (Fs) representan, el efecto imputable a 45 - 49 1167,4 1192,8 1091,2 214,0 95,3 13,1
cada uno de los factores. ) - 54 1]09,1 1156,0 986,9 203,6 B7|4 11,9
55 - 59 83,1 1052,9 798,8 173,5 71,2 9@
60 - b4 722,86 873,%9 42%,8 108,2 35,8 5,0
El resultado anterior es generalizable, facilmente, a dos sub- 11444 ,2 11651,8 1409 ,8 656,8
canjuntos de factores.
EJEMFLO Fadrén 1986 (k)
L. < I 8,2
Se pretende evaluar el porcentaje imputable a d d 16 - 19 1341,4 1287,6& $68,9 412,2 29,7 248,
c : ’ . ’ i cada uno de  los 20 ~ 24 1e31:9 1573:9 1127,7 782,0 444,82 374,4
factores que influyen en la variacién del nidmera de parados. o5 - 29 1473,7 14454,8 1361,5 720,%9 290,6 207|§
0 - 34 1278,9 12465,3 1221,5 484,6 14€,2 88,0
. . 35 - 39 1223,3 1221,4 1148,5 353,9 128,0 47,9
Dicho numero depende de 40 - 44 1121,1 1122,3 1058,7 2567,7 199.9 31,1
~ la poblacién potencialmente activa, esto es, de la poblacién 43 - 49 99347 1023,2 914,1 21245 lﬂi’7 Ei'z
ar [ 30 -S4 1139,4 1180,5 95,1 224,1 122,9 22,9
espanola de 16 a 64 aRos. 55 - 55 1067,8 1137,3 g13,4 191,5 119,64 18,7
- la proporcién de activos (ocupados mds parados) en cada gru- &0 - b4 930,64 1027,5 463,9 127,3 58,4 9,4
po de =dad, 12204,0 122685,8 1874,8  1090,4

- la tasa especifica de paro, que se expresa como cociente

i ién en miles
del numero de parados en cada grupo de edad, dividido por el nimero (%) Cifras de poblacidn

de activos del mismo qrupo.
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Los calculos se efectdan por separado para varones y mujeres,
Se rdesigna por
F: niamero total de parados
Pir parados en el Qrupo de edad i-ésimo
FFAa: poblacién potencialmente activa.
A.: numero de activos en el grupo i-ésimo

a proporcién de activos del grupo de edad i-ésimo, respecto a la

poblaciédn potencialmente activa total

p.: tasa de paro en el grupo de edad i-ésimo

A continuacién se deducen los valores de a, v pi

Grupc
e
Edad

1981 1986

a, i a. .
1 pl 1 pl

Varones Muieres Varones Mujeres Varones | Mujeres | Varones | Mujeres

0,087 60,0817 0,868 0,515 0,0866  0,077S 0,580 0,651
0, 0900 n,0628 0,788 0,307 0,0924  0,0837 0,394 0,479
0, 10140 0,0805 0,157 0,173 0,116 0,087 0,214 0,268
0,1085 0,0270 0,102 0.105  0,100f 0,094 0,138 0,182
0, 0658 0,0197 0,087 0,078  0,0957 10,0208 0,110 0,136
00,0850 0.0i6T 0,087 0,068 0,087  0,0218 0,108 0,116
0, 0054 n,0184 0,087 0,061 0,0789  0,0173 n, 112 0,107
0,0842 0,0149 0,089 0,058  0,0815  0,0182 0,124 0,101
0. 0698 0,0149 0,089 0,052 0,0667 10,0156 0.147 0,098
02,0770 0,0093 0,085 0,046  0,0382  0,0108 0,125 0,074
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£n 12 gque sigue, por comodidad de escriturs, laos valores d=z
cacs factor =0 el pericdn final (1984)z2 Aotarim con un acento
SRR
omiti¢ndoz2 el superindice en el perioco inicial (1581): todaos los

sumatcrios se entenderdn extendidns desde i = { a i= 10,

A partir de la igualdad evidente

il
il
0]
3
fa
"
i
3
17}
3
—
V]
ul

distintos indices, que se destallan para el seno

El
i
"l
n
=
—
.
3
13

Z PPA'.ai.pi PPAY. S 'ipi FPA!
1(PPa)m_t : . . L

2 PPA.aipi PPA.S aipi PPA 11444,2
1 1

=1,0664

:Z:PPR.Jipi ji:fipi
i i

i 6,1148

1(A)= - -0,9324
.
S 2. .S ae, .
. PP fipx . a.p; 0,1231
1 1
PPA.a, .p, o,
2 PPRaa oy S ey
1(p)- e L08Ry a0
z PPA.aipi E .ipi 0,1231
i 1 '
] ) t ]
pra'.a'. . p. P,
I(PPA,A)a — - 1(PPA).I(A)=0,9943
> pPh.a,.p, prA 2P
i 1 1 i .
§ pea ' :E: !
Nagey 4%
. ]
i PPA i )
L{PPA,P)= — - < I{ppad.I(P)al, 4227

:%:PPA.aipi PPA S ayp,
1
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Soeeaaae, STaey
i i

ZF’P“.aipi z'ipl
1

0,1537
0,1231

~wl,24R9

1(Ap)=

i [}
STPeA' -8 Py

' LI
PPA z'lpl
i
1

%Ppl.nipi

I(PPA,ﬁ,P)-

™ S
T i

tarp)e SLEAP) g 0382 1(p/A) LLAP) c1,3394
1(r) 1(A)
Fia.p) -LLAP)  Lyl000399

I({AY.I(P)

1" (8)e VI(AY.1(A/P) = 0,9343°

.idm al incremento de la peblacién potsncia
detidn a la distinta

iva y 2n IT.58 debido a2l incremento

blacidn femenina,

1 (PEA) = 1,0544 3 I(A) = 1,0366 3 1 (F) = 1,4895

i}
-
(0]
~
<
Os
L

I

mn

~
it

-

T (FFa,8) = 1,0930 3 1 (FPA,F)

]

-
o~
o~
~
i

1 (FFA,A,F)

Acramentn €21 IT,18% del nimero de paradocs se dasc
1
]

m
distribucién por edadecs

da las tes

1" (p)a VI(P).I(P/4) 11,3368

s ur crecimiento de la oferta dz empleo infsrior

zertinuacién =e pressntan les miemos resultadcs para la

«1(PPA). 1(A,P) =»1,3318

Do

13

(AYFY = {1,015 ¢ 1 (F’a)y = 1,929%

1M OfARY = 00,0240

Ik (A) = 1,047 I' (F) = 1,5074
Ezto 8%, el crecimianto del nimero de mujsres en paro ha al-
carzado 2] 45,744 achacable un $,44% al incrementn de la pablacién
nchencialmente activa, un 4,%21% al aumento de les tssas de activi-~
=53 v uan S0,74% al incrzmente de las tasss de oaro.
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Interpretacidn geométrica de la extensidn y contraccién de ideales

por Concepcidn Romo Santos

Introduccién

La Geometrfa Cl&sica comenzd con la escuela italiana de finales:
del siglo pasado, en su vertiente geométrica, y continubé, en la alge-
braica, con la escuela alemana de la primera mitad de este siglo. El
éxito principal consiste en vincular las operaciones algebraicéas con
las geométricas de un Qodo casi-blunfvoco, asociando a cada ideal una

variedad. E1 teorema de 105 ceros de Hilbert precisa la manera como

se Hace esta correspondencia.

En este trabajo se proponen‘ejerciéios sobre ampliacién y contrac
ci6n de ldeales cuya resolucién ensefia el manejo de este diccionario
algebratco-geométrico. Tratamos de dibujar lo més posible, buscando
4s{ la mis intuitiva interpretacién de la teorfa. Bien entendido que
los dibujos no muest;an sino la parte real de las variedades complejas
que consideramos y que, por ello, no pueden ser tomados como modelos

seguros para obtener leyes generales.

Ejercicio l.- En el espacio afin 04 consideramos la variedad V
consistente en toda la recta compleja, cuyo anillo de coordenadas es
el anillo de polinomios A= C[x,].

Por otra parte, en el espacio afin Cz consideramos la variedad
V' consistente en la curva‘de ecuacién x4+x;-x3 =0 cuyo anillo de
coordenadas es‘ A‘- C[x1.x‘J, donde x4,Xy estin ligadas por la condi-
cién x1+xz-x{ =0,

Comprobar que A es un subanillo de A’.

Solucibn.-

A% ge puede expresar como A'= C[x4,x,] //(x,+xt-x:) €{xq1%q] «
Para ver que A es subanillo de A’ debemos encontrar un homomorfismo de

anillos f:A—> A% que sea inyectivo.
Definimos “:A —at
cE € —> c+(x4+x;-)é‘_) c{x4,xa]
Xy —pxy+(xgexgend ) €lxarn]



‘f es homomorfiemo de.anillos, porque lo hemos definido mediante un .
generador. Entonces si :ea a‘, +ap.q Xyt eon +a,x:€ A,

PR)e Plap )+ Ragy) @ixgde ,0n +Plag) Pixyfe P

Veamos que Y es inyectivo

o {):O = (aprap.qx g + cootagxWy ) +(xg4xg-x3 ) €[xq,%,]=0 =P BptBpd Xt .ot

+gx0 € (xqs3y-x} ) €[xq:%,]

Como este polinomip no tiene t&rminos en x5 y pertenece & un ideal
gener'a"dc;""por x1+xz—x3 , debe ser a9.1=....=a.=0. Como el ideal es propio,
aP=O.

Luego x s0 y por tanto\f es inyectivo.

Nota.~ De hecho €[t] y C[x,,.xl]/ (x1+x1-x: ) €lxq0%,)

son isomorfos, definiendg

\r: tlxq%] 3 e[t]
(xq43%9-%5 ) €[%41%4]
Xq = it

Xy =t

Ejercicio 2.- En el espacio afin c" consideramos la variedad V, con-
sistente en todo el plano, cuyo anillo de coordenadas es A= C[x,.x,] v XqeXy
indeterminadas independientes. Por otra parte, en el espacio afin C; con-
sideramos la variedad V*, consistente en la superficie cilindrica de ecua
cién X2 =x; » cuyo anillo de coordenadas es A* =€[x1,x&.x’] , con la
condiclén- xz-x;' »0, R

Comprobar que A es subanillo de A*.

Solucibn.-

Razonamos igual que en el problema anterior.

Definimos™f: A A
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Ejercicio 3.~ En el espacio afin 01 consideramos la variedad V,

consistente en la curva de ecuacidn xj:+x:'_ =1, cuyo anillo de coor-

2

denadas es A=C[x.1,x,_] con la condieibn xy +x3-1=0. Por otra parte
en el espacio afin Cs, ‘consideramos la variedad V*,- consistente en
la superficie cilindrica de ecuacién x:'+x:—1=0, cuyo anillo de coor-
denadas es K":C[x.‘.xz,xg] con la condicién x:+x:'—l=0.

Comprobar que A es subanillo de A*. E

Solucidn.-

Razonamos como en los dos ejerciclos precedentes.

A= Cfxi,xz]

(x3+x3-1) € [xq, %3]

A [x¢,x vXq]
) o

*

c+(x:'#x;'_-1)R-,_ —_— c+(x3,'+x;-1) Rg
x4+ (33 +3%5-1)Re ————> x4+ (x4 +x3-1) R3
xg+(x3+x3-1)R2a —_;-—-)x1+(x,"+x’,:—1) Ry

Lo primero que debemos comprobar en este caso, a diferencia de los

precedentes, es que ‘f esté:bien definida, esto es, que no depende de

los representantes escogidos.

Veamos, por ejemplo que ‘f(x1+(x:'+x;'_-1)Rz) est4 bien definido.

Del mismo modo se hace en los otros casos.

Otro representante de la clase x.‘+(x:'+x;'_—1)R1 serd

(xq+p(xq,%q) - (x3+x3-1) )f(_)c:+x§_—1)R:_,

Entonces:

P ( (x4 +p(xq,x2) . (x:+x’,'_-1)+(x:‘+x:—l)nq_)= ‘(’()c'+(x:+x’5_—1 JRa)+

+ 0 (plx %), (xz'+x’£-1)+(x?,'+x;'_-1)R2_)=x1+(x:+x§_-1)R3+p(x,,,x,‘_) . (x:'+x;'_—1)+
+(x:'.x1'—1 )Rix,,+(x:+x:-1 )R;

.. 2
ya que p(x.‘,xz_).(x:-rx;_'—l) € (x:+x,_—l) Ry
Véamos que ‘P es inyectivo

Sea ‘%+(x:+x:-1)R3_e A tal que 0=‘f(‘€+(x:'+x:—l)Rq_)= % +(x-:‘+x‘§:—1)R3-
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Ejercicio 6.~ S5 A= C ”
| aan [x.’,sz. A= c[x1 ,J(;.,XJJ (x —J(l, '
2-X%3 [x.,.x,_,;ﬁ].

* ¢
Si .
9_ es ol ideal [lea (xz—l.xa-—ll de la subvariedad f’?ﬂe V*

S 2 s comprobar
Que anA-'-A(XQ_-l) es el ideal d
a1
Entonces '% € (x:+x%—1)R3'. Y como § € Rz, se tiene que a variedad [~ de v.
\£ € (x:';.x%—l)R;n Rp= (KF+x5-1)Ry =%‘(Hx;'irx}:l) Ry es la Solucién.- .
2olucidn A«
clase cero en A. Luego *f es inyectivo. 3
™ W
Nota 4.- Si A es subanillo de AT y T es un ideal del anillo A
= o
se verifica que ﬂfn A es un ideal del anillo A { El ideal L./ A se
dice que es contraido del ideal U;* Si Efﬂ A= O e dice que CEyace
sobre T ). _,\xﬂ.
Ejercicio 5.- Sean A= C[x] A¥s €[xq,x2] 3 TR
! (xq+xa-x3) €[xq,%2]+ "
'
Si D?es el ideal Di'= Wl (%4-6,%3-2) del punto p* de V¥* comprobar que | DU N A=A(xq-1)
Li¥NA=A(x4-6) es el ideal del punto P de V. V“;:;z-l”;{(x,.xz) € % x3=1) que es la recta T dibujada
V(OZ)=V(A™ (xq-1,x9- 3 ’
. ‘ 2"+ X3 1))= {(xguxl»xa)e ¢ |x2=1,x3=1? que también es una
Solucidn.- recta b , recta contenida en v(A%),
‘ Y~ es la prcyeccibn de T*paral‘ela al eje X
Xg. . | 3
o 1 5 et -
—_ ,
/ : V(‘i*) Ejerctcio 7.~ Sean
' v(n.nA)={p]
i A= C[ Q
(‘5‘/} "1»’4 (X1+x::-1) ¢[x, 1x4]
x ;
4
* i*
V(A) ) y = C[xqixz,%3] /2 2
/ " 3!/ (xGexg-1) C[x,,x-‘._,xg] .
I Si B es el ideal
Cﬁnr(x‘hxz‘loxa—ll del punto P¥ge V*, comprobar que

Dtﬂn:n{x.‘.x,_—l} es el ideal del punto P de V.

Q‘*n A=A(x4-6) Solucibn.- A X3

V(I:f."nA)=v(A(x.,-6))={6}

Es decir, P es la proyacclbn de P*paralela al eje xq.

Vi
v(o®)

y ) :
& v(ma)
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P“:V(m)= {(01111)} )
P=V(n_*ﬂA):V(A(x1.x2_71))=(O.1) como punto del plano OX4X,; es decir,

P=(0,1,0) como punto de Cs. Luego P* se proyecta en P.

L]
Nota 8.- Observese que en los ejercicios anteriores, la subvariedad V

definida por el ideal DQ.*NA es la proyeccidn sobre V de la subvariedad V*
definida por [OQ* (proyeccibn paralela al eje Xg en el primer caso y al eje
xg en los otros dos). Si [l* MNA= O se dice que la variedad definida por CL*
yace sobre la variedad definida por O

Nota 9.- Si A es un subanillo de A* y T es un ideal de A, generado por
‘@4,.... :_‘. , es decir n-=A(1{""¢S) entonces esos elementos generan
un ideal de A* que se representa por A*[l_es cieci.r. At Q=A“(11’""¥S) y
se llama ampliado de Q.

Ejercicio 10.-

Sean A= C[x,] >

A%= c[x4v"1.]/(x1+x1—x:) lxg.%5] .

Si OG- es el ideal EL:A(x.,), del punto P, comprobar que A* fl. admite la des-—

composicién normal,

A‘R=A*(x1,x,_)f\A'(x,‘.xt-l)n A“(x1,x1+1), es decir la variedad A* Q.
consiste en los puntos P% JP% ,P“3 de V* de coordenadas respectivas (0,0),
(0,1). (01_1)'

Solucibn.-

Primero veamos que se tiene la igualdad del enunciado . Desde luego, como

QL =A(xyq), A*Q=A*(xq) ¥y A*QLCAT(xq,x2) VA (g%~ )0V A% (x,x,+1)

J‘r- xz
/ v(a®)
P:V(D.]:P{

.:a/

A%
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Veamos el otro contenido. *

Por comodidad de notacién; hagamos I=(x*+x2—x§_) c[xi,xz]

L € A*(xg%5) %: =pg.Xg+pg.Xpt]
€ A*(Xgpxz—l)=>£ =p3.'x','1+p4’(x,.—1)+1

‘g & A“‘(x.,_.xld ) %‘{_:ps.xfp‘(xtl)q»l

siendo py€ C[xa,xd ,1£1ig6
En cualquier caso.Ie A’(x,,xl)nA'(x‘,xz-l)ﬂA'(xﬁ,x2+1) permite
escribir #:g.x,+h+1
Veamos que h es mfltiplo de x,,(xg-1) y (xq+1),
? np,);{ptxz+l=x4(p4+p;_xz)+pg_ xa+I, donde p'a_ es la parte divisible por x4
y p','_ la que no lo es. Por lo tanto leh.
Anilogamente, (x3-1)|h y (xy41)|h.
Luego ::g.xfth'.xt(x,_—l)(x,_+1)+1=(g xq+1)+{h'x5(x9-1) (% +1)+I).
Ahora bien, h'xa_(xz—l)(x,_+1)+I=h!xa_(x§_—1)+I=h'(x:_-x:_)+1=h'x1+1
Asf que : =gx1+h'x1+1=(g+h' )x1+I € A*(xyq)

Se tiene la igualdad buscada.

Ejercicio 11l-

Sean A= €[xq.,x5],

A*= €x4,%q,
(x2:%9:%3] (xg~x3) € [x41%2:%;]

si O es el ideal D,:A(xl-l) de la curva ¥, comprobar que A*Qp_admite
la descomposicidén normal
A"n_:A"(xs-l)nA'(xz«v-l) )
es decir, la variedad A* Q_consiste en las curvas \:“ y r)_" de V* de ecua
clones respectivas )9_=x3=1, x,_-_'-x;=1

Solucidn.-~ Se razona igual que en el problema anterior

o v

X4
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Ejercicio 13.- Comprobar, con un contraejemplo, 'que Y. primo no implica
| A* O primo.

Ejercicio 12.- Sean

Solucibn.-

X2

A= c[x,,x,_]/(x:+x§_1) €[xq1%3]

x;'_—x‘=0
e ehxaas] /ot

Pg=V(0QQ) siendo W.=A(x4,x3-1) ideal del punto Pa - Comprobar que A*Q_es
el ideal primo A*Q_ =A‘(xﬁ,x1—1), es decir, A* @, es el ideal de la recta

V(.)=(1,0)

xq
S* de V* de ecuacibnes x4=0, Xg=1 (1,-1)

Ll

Solucibn.~

V(A*) s*=V{A* o)

Sean A= €[x,], A*= €[xy:%3] con la condicién Xa-X4=0, es decir,
L .
A== c[x"xz] (X§-l) C[X,.Xq_] y Ul=A(x4-1), A*D=A*(xq-1)

1. es primo, porque v(n_)=-{(1,o)5, es irreducible.

A*D no es primo, porque V(A® )= § (x4, x) € €% |x,=1,x3=x )= 1,1),(1,-1)4¢,
40X 4 2%
que no es irreducible.

A*l‘.L-:A“(xi,xz—l) trivialmente. Vegmos que este ideal es primo. Desde luego,
(x1.x,_—1) C[’xa,xz.x,] es un ideal primo, ya que esté generado por polinomios

irreducibles y la variedad que le corresponde también es irreducible.
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Ademas (x._‘_.xz-l)R;D(x:+x;'_~1)R3, ya que

x:+x’i—1=x1.x‘+(x3_+l)(x3_-l) € (xgixy-1)Ry. 1) Garcfa, Etayo, Romo.- "interpretacién geométrica de la teorfa de ideales".

Luego (xt'xfl)RB (x:_+x:'_-1)R3 es primo. Departamento de Algebra. Universidad Complutense de Madrid. Madrid 1986,

2) Roanes, E.- "Interpretacifn geométrica de la teorfa de ideales", Publica=

ciones del Instituto Jorge Juan de Matem&ticas del C.S.I.C. Madrid 1977.
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For Fernando Lisdn

En @l belekin pdrare 8 de la Sociedad Castellsna "Fuig
fdam” de Feofeszores de MakemAticas (Riciembre H5), Roanes y
Foanes informatizan en lenguaije LOGO una simulacidn del arupn
de laz ilzomebtrias  que transforman un cuadrade 2N =4 mismo
fairupe di=l cuadvade) .« que permite familiarvizaree con dichas
tgometirias ¢y su composicidn.

En el misme artizules se sugiers elabarar ardlogamente
lez grupes del recténgule y del triAngulo (equildtarc),
baszdndou=s en el heche de que el subgrupo de laz izocmebrias
que coaservan el gentido en un  n-gene regular es isoemorfo al
Qrupe aditiva de 128 clases residuales médulc n. Este es el
ocbjete del preszente articule.

1.1. Explicacidn.~- Temando un tridngulo equildtero de

vertices distinguibles, podemcs encontrar seis modeos de
cclocarlo de manera que se superponga a si mismo (figura 1).

) . s
! Ly 2 X 3 A |
, el S e
i o 5 Y 4 |
LI o P |
s — i : SIS, .
: “ ’ o e
| = ¥ e "-.l.-:
1 oy 9 l_,-"\\ 6 IS
% LA N e
ot S A T
' ' LS s "
z 7 farE————

figura 1

Las pomiclones 1, & y 3 de la figura 1 se cobtienen
girande alvadedor del centra 0 un numere enterc de Angules de
180 gradeos. Las posicienes 4, 5 y & sp obtienen efectuando
una simetria de @je 0O (donde C ez el punte medio de un lada
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determinadc)y y uno de los gires anteriores.

Las =cie isometrias del grupo del tridngulo se pueden
caracterizar por un par ordenade de namercs (r 4y s)y tal que
r pertenezca al conjunto R=4¢0,1,822%ys pertenezca al
conjunte 8§ = ( +1 s =1 . Los elementos de R definen la
poeicidn del punte C mediante el numeve de angulos de 120
grades entre OC y la semirrecta vertical hacia arriba de
origen 0. Leos elementos de B definen gl =zentide en que el
tridngule pupde ser recorrideo desde  Co siendn +1 el =entido
heraric y —1 el antihorarie.

En la figwa 2 se visualizan las seis isometrias del
grupc del triangules las cuales se caracterizan en la tabla
siguiente:

NOMERE ISOMETRIA IMAGEN DEL FAR
ABREYIARO (ras)

Gire de n angulos de 129°
1 . (vas)

(n € 3) & Identidad

Giro de m angulos de 120°
J . tr o+ 1,8)
(m € 3 + 1)

Giro de p angulos de 120°
K . (r + 2.8}

(p € 3 + &2

Simetria de eje en direc- (r ¢+ 1y=8)sy r =0
i cidn Noreste desde O (r + By=s)y + =1
E Simetria de eje vertical (re—5)
Simetria de eje en direc- (r + 24=g)y v = 0
- cidn MNorcoeste desde O (r + 1a~=)y r = 1
B
SN A
T ’;.k-' E\:_‘"’-.
P
P il Ty
o "~

figura 2
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fZ1 producte da2 estas iscmetirias responde a la siguiente
tabla de composicidn: ‘

A A c B 1 k. J

K E¢ A C J I k.

lLos signientes procedimienlos, definidas en ACTI-I.0GO,
podrian ejecutareze con LCSI-LOGO, utilizande el traductor de
Farmja y Roanes, citada en la biblicgrafia.

FORA TRIAMGULO

ST R > 2 [(HAZ "R R -~ 3]

FONCOLORLAFPIZ 3 FONFRUMEO R ® 120

Sl AV 2 ¥ (RAIZCUADRADA 2700) ¢ 3 Bl GD :8 ¥ 30

REFITE 3 [GD 120 * 5 AV :L1 HAZ "C O

FEFITE 3 [HAZ "C :€ + 1 FPOMCOLORLAFIZ :C BL REFITE 2
AV L/ &6 BI 120 » 81 AV :L / & SL AV L]

GI 32 * S RE 2 * (RALZCUADRADA 2700) / 3

FIN

FOARA E
AUY T IAR

HNE "R R+ 2
THIANGULO
REGI-AS

FINM

FARA C
AUXTLINR
HAZ "S 18 % -1

SI :ft = B [HAZ "R R + 11
31 R = O [HAZ "R R + 21
CRTANBILD

REGLAS

FIN
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FARA JUEGD.TRI

HAZ "R O HAZ "L &0 HAZ "B 1

EF RT OT

TRIANGULO

ES [ORSERVA ESTE TRIANGULD. TIEME UNA 8E-1
ES IfAL EN CADA ESQUINA. HAY & MODOS DE]
ES [COLOCARLO SOBRE 51 MISHMO. FIENSALOSI
ESFERA 130

BT

ES [LOS & MODOS DE HACERLO SE LLAMAN 2]
ES [T Jg ":5 Ag H_- c.3

£S [AVERIGUA DUE PASA AL FULSAR UMA DEIJ
ES LESAS TECLAS Y RETURN]

Fiu

FARA E

BT EF OT

HAZ "R O HAZ "6 1
TRINKGUL.O

REGLAS

FIN

FARA REGLAS

ES [FULSA UMA DE 1LAS TECLAS il
ES {1, Jy K» Ay, B, C.1

EE [1]

ES [FARA FINALIZAR, PULBA F1
FIN

FARA TIDRRADOR

FOMCOLORLAFPIZ O PONRUMED O

By 2 * (RAIZCUADRADA 2700) / 3 GD 150

REFITE 3 [AV :L REFITE 3 [AY :L v & GI 1201 GD 1201
Bl 150 RE 2 * (RAIZCUADRADA 2700) /7 3

FIM

FARND F

REPITE & L[ES [11

GL FOUFOS [-40 201 BL

£S [TODD LD HECHO ES IBUAL QUE S0L0OJ

BORRADOR

ST Y S5 = 1 R = 0 [HAZ "F [I1]1]

81 Y :S =1 :R =1 [HAZ "F L[J1]

Gl ¥ 18 = 1 1R = 2 [HAZ "F [k1]

§I ¥ :5 = -1 :R = 0 [HAZ "“F [B1]
1 Y 8 = =1 R = 1 [HAZ "F [A]]
§T Y :8 = -1 :R = & [HAZ "F [C1J1]
HAZ "R O HAZ "5 1

TRIAMNGUILO

ES :F

€S [FARA VOLVER A EMPEZAR FULSA EJ
FIn
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FARA 1
AUXILINAR
TRIANGULO
REGIL.AS
FIN

FARA R

AUXILIAR

HAZ "5 8 #» -1

8I =R = 2 [HAZ "R :R + 21
81 sk = 1 [HAZ "R sR -+ 13
TRIANGULO
REGLAS
FINM

FARA A

AUXILIAR ;

HAZ "8 8 * -1

81 :R = 1 [HAZ "R R + 21
Sl R = 0 THAZ "R R + 1]
TRIANGULO .

REGI.AS

FIM

FARAG AUXIILLIAR

BT BF &L FONPODS [-60 201 B
TRIANGUILLO

SL FOMFOS [~-15 30)

FOMCOI ORILAFIZE 3 BL FONHFOS [15 301
FONRUMEO 120 RE 7 AV 7

GI A0 RE 7 AV 7

sl- FOMPDS [&0 20] BL

FIN

FARA J
AUXTLIAR

HAZ "R R + 1
TRIAMGUILO
REGLAS

FIN

Como el programa estéd concebide para ser ejecutado sin
cenecimientos infermaticos previos, al egcribiv  JUEGQO.TRI
(seguide de la tecla RETURN), ofece una breve enplicacidn e
invita a observar el resultade de ejecutar wnia de las
igemetirias I, Ja K Ry By C.

Se pueden realizar continuamente lscmetrias gue van
trangformande 21 triangule resul tante de la imometria
antaerior. o el original. Para determinar la transformacidn
compuesta de todas las realizadas, basta con pulsar F (y
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RETURM)Y .
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Fulsande E  (y RETURN), @& reinicializan las variables
del btridangulo y se vuelve al comienzo del programa sin
moakirar las instrucciones praliminares. B

————————————————— f_:/
2.1. Explicacidn.- Analogamente, para un  rectangule de
vértices distinguibless podemos encontrar cuslbro modos  de
coloecarle de forma que se superponga a si mismo, come indica
la figira 3. figura 4

La tabla de compesicidén de estas

o I p_© s ! c siguientex
| i |
E l I J A B
1 f) (4] 4] (]
| 1 I J A B
i ! l J|3 1 B A
e ———————r - | b - 2
' G i R c ) N .
figura 3 Ala ® 1 7J
B B A J 1

Considarande los conjuntos R = { 0 4 1 3y § = { +1 , =1 3
podemes caracterizar las cuatro iscmetrias del grupc del
rectingule segun la tabla:z

J . (1 + 1.8)
(m € 8 + 1)

A Simetrria da eje hevrizomibal G+ ts=a)

=} Simetria de eje vertical (E}-B)

2.2. Progedimientos (en ACTI=L.060)

Los siguientes procedimientos, definidos
podrian e jecutarse con LCSI-LOGO, utilizando el

HOMEFRE ISOMETRIA IMAGEN DEL. PAR Fareja y Roanes, citado en la biblicgrafia.
ABREVIAND (ras)

i el FARA E

Giro de n angulos de 180° BT BF OT ~
I . (rym) HAZ "R O HAZ "8 1
(n € 2) ¢ Identidad RECTANGULO

. B REGLAS

Bire de m angules de 180° FIN

FARA REGLAS™ N

ES [FULSA UNA DE LAS TECLAS 1, Js A, EJ
ES [PARA FINALIZAR, PULSA F1

FIin

FARA BORRADOR
PONCOLORLAFIZ O FONRUMEO O
av :L GD 90 RE :L. /7 &2

igometrias

0

la

an ACTI-LOGO,
traductor de

FEFITE 2 [AV :L REPITE & [AV :L / 6 GI @03 SL AY sL / & GBI J0
av :L / % BL RELLEMA REFITE 2 [RE :L / % GD 201 AV
:L * 2 REFITE & [AV :L / & BI 901 8L ayY :L / 9 BI 90
av :L / 9 BL RELLENA REFPITE 2 [RE :L / 9 GD 903]

Ay L / 2 B1 90 RE :L

FIN

En la figura 4 se visualizan las isometrias.
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REFITE 5 LES C1]
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3L POMFOS [-60 201 BL

ES [TODO L0 HECHD ES IGUAL QUE SOLOI]

BORRADOR

g1 v 18 = 1 R
Sy ¥ 5 = 1 :R
3L Y 15 = -1 R
I Y 8 = -1 R

HAZ "R O HAZ "8
RECTARGLL O

FS :F

ES [FARA YOLVER
FIN

FARA I
AUXIL IAR
RECTARGUILD
HEGLAS

FIin

PARA R
AXILIAR

HAZ " 15 * ~1
RECTAMEULOD
REGL A3

FIn

FARA A
AUXILIAR

HAZ "R R + 1
HAZ "G 8 ¥ -1
FRECTAMNGLILO
REGLAS

FIM

FARA T
AUXTLIAR

HAZ "R R + |1
RECTAMEULO
REGLAS

FIn

FARA AUXTLIAR
BT ©F Sl FOMFOS
RECTAMBLULO

O [HAZ "F CI21

1 CHAZ "P CT11
0 LHAZ "P L[E]1]
1 [HAZ "P LAl]

e il

A EMFEZAR FULLSA EJ

[-60 201 BL

SL POMPOS [-10 201

FONECOLORILAFIZ 3
ROMRUMIO 120 RE
Gl &0 RE 7 AV 7

BL. FOMPOS E10 201
7 AV 7

SL FONFOS [60 201 BL

FIM

FARA RECTANGULD - 49 -

81 :R > 1 [HAZ "R R - 21

FONCOLORLAPIZ 3 FONRUMED R % 180

SL. AV :L BN 90 * :S AV :L / 2 EL

REFITE © [GD 90 # :8 AV :L % 2 BD 90 % 15 AV :L1 HAZ "C 0

REFITE 2 [HAZ "C :C + ! FONMCOLORLAFIZ :C Bl. REFITE 3 LAV :L /

6 GBI 90 % :81]
av L / & SL AV :l. * 2 EL REFITE 4 [AV :l. / & BI 90
% 3681 SL AV :L / 9 BI 50 # :8 AV :L s/ § EL FELLEMA
FEFITE 2 [RE :L / 9 BD 90 * :S1 SL AV :L1

RE iL / 8 GBI 90 % :5 RE :L

FIN s

PARA JUEGO.REC

HAZ "R O HAZ "I. 40 HAZ "§ 1

BF ET OT -

RECTANGULD

ES [URSERVA ESTE RECTANBULG. TIENE UNA SE-1

ES [MAL EN £ADA ESQUINA. HAY -4 MODOS DE]

ES [COLOCARLO SOBRE S1 MISMO. FIENSALOSI

ESFERA 150 X

BT :

ES [LOS & MODOS DE HACERLO SE LLAMAM :]

ES [T, J, A, B. AVERIGCUA QUE FASA ALJ

ES [FULSAR UNA DE ESAS TECLAS Y RETURMI

FIN

2.3. Ejecucign.— Fara ejecutar la gimulacidn do las
isometrias del grupo del rectanguloyescribimes  JUEGOD.REC
{sequido de la tecle RETURN). En leo demas, se opera iguel que

con el grupo del triangulo.
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Como so<io de la Socledad Castellana Puig Adam de Profesores
de Matemdticas, deseo que me envien gratuitamente los siguientes
nimeros atrasados del Boletin (sefialar con unas aspas los que in

tercsen)
10 11 13 14 15 17 18 19 20 21

ooo0oooooonoac

Envio adjuntes scllos para el franqueo (20 pts. por nimero
para Madrid y 30 pts. por nimero para provincias).
Hagan el envio utilizando como direceién la que consigno en

este recuadro:

Los ndmeros 1, 2, 6, 7, 8 y 12 estin agotados. De los nimeros
9.y 19 quedan sélo unos pocos ejemplares.
S1 desea acogerse a este ofrecimiento, resorfe o copie'eute
cupén y envfelo a la Sociedad, Apartado 9479 -~ ZBOBO-MADEID.
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DIVERSAS FORMAS DE _ESTUDIAR LA SEMEJANZA ENTRE

TRIANGULDS EN LA GEOMETRIA ELEMENTAL.

Por Juan Bosco Romero Marquez

Departamento de Algebra Y Geometria
Universidad de Valladolid

En esta investigacién elemental presentamos diversas
formas de ccnstruir tridngulos semejantes, a partir de dos
tridngulos dados homotétimes o en posicidn de Thales,
tomando cumé.puntcs vértices de estos tridngulos,
respectivamente,los baricentros de tres cuadriliteros
construidos con ellos, y mediahte los puntos definidos por
la incidencia de las diagonales de dichos cuadrilateros.

De otra parte, dado un tridngulo cualquiera s= puede
construir a partir de ¢1, mediante un giro o rotacidn de
cualquier Aangulo, entre 0 y 180, un nuevs tridngulo
samejante al dado.

Esta experiencia en su parte manipulativa o de
construccidn geométrica y en 1a parte mas sencilla, fue
experimentada con los alumnos de 1% de BUFy, v en su aspecto
de cdlculo algebraico- trigonométrico, con los alumnos de

S° de BUF,

1.- Semejanza de tridngulos en posicidén general
mediante un giro. (figura 1).

Establezcamos el siguiente resultado elemental:

+eoréma.14;5ea T(0), ABC, un triangulo planc fijo dado
en el plano euclideo. Con centros los vértices, A,B,y C del

tridngulo, respectivamente, efectuamos un giro o rotacién
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de 4dngulo 0 < X < 180° ,en el sentido de las agujas del
relej { o contrario), obteniéndose, las rectas r{A,X),
s{(B,X) vy £(C,X).

Designamos por T (X) el tridngulo A’ (X)B’ (X)C’(X)
definida por los siguientes puntos de interseccidn de los
pares de rectas que se indican: A’ (X) = r(A,X) s(B,X),

B? (X) = g(B,X) t(C,X), ¥ C’(X) = s(CyX) r(AsX).

Entonces, el tridngulo A7 (X)B’ (X)C'(X), es semejante
al tridngulo ABC y de la misma arientacidén.

Demostractdn.— En la figura 1, s=2 dan tres
construcciones del tridngulo T(X) para tres angulos
cualesguiera, X, cuando este es, respectivamente, un adngulo
agudo, recto, u obtusc.Se indica ademéds, la posicidn en el
plano que va a tener el tridngulo construido en relacién al
tridngulo inicial. . }

Fara ver que los tridngulos T(O) y T(X) son semejantes
es suficiente el comprobar que las &ngulos correspondientes
mediante la transformacidén hecha, son iguales.

En efecto, un recuento de angulos, por Es;mplo,
tomando coma base los tridngulos ABC y A*’B’'C’’, indicados
en la figura, permite obtener, a partir, del tridngulo
EA’’A, y similarmente, para los demas 4ngulos, ques

180 - A"’+ A = X + X = 180.

De aqui, se deduce de forma inmediata que, A=A’’.Con
lo que ﬁueda ‘demostrado el teorema propuesto. -

Observacién.~ Cuando el dngulo X tiende a cero, es

claro, que el triangulo T(X) tiende al triangulo T(O).
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X\ /
\ /cm gl
De otra parte, tuando X tiende a 180¢

v €l triangulo
T(X) tiende al tridngulo T(0), es decir, al tri&ngulo ABC.
Con las mismas definiciones y notaciones anteriores
que intervienen, en el teorema anterior, y si designamos,
par a,b,c y al,b’c’, los lados, respectivamente, de los
tridngulas T(O) y T(X=90%), se puede comprobar por célculo

trigonométrico sencillo, con ciertos triadngulos recténgulas
que aparecen en 1a figura 1, que
a’> = ( c/Sen A) + b cotg C H

b’ = ( a/Sen E) + c cotg A

€’ = ( b/Sen C) + a cotg B .
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A titulo de ejercicio se puede comprobar, ademds, que:

Las alturas h(A’), h(B’) y h(C’), del tridngulo
A’ (XIB? (X)C’ (X) son respectivamente, paralelas a los lados
FZ, CA, vy AR, vy, reciprocamente, las alturas del tridngulo
AEC, es decir, h(A), h(B), y h(C) son respectivamente,
paralelas a los lados del tridngulo A’ (X)B’ (X)C’ (X).

Un buen ejercicio complementario seria calcular todes
los elementos geométricos: lados, puntos y rectas notables
del tridngulo T(X) cuands el 4angulo X, fuera agudo u
ocbtusao.

2.~ Semejanza de un par de tridngulos en posicidén
homotética o de Thales con un nuevo tridngulo obtenido
mediantes los baricentros de los cuadrilateros determinados
por los tridngulos dados, y que se definen en el teorema
siguiente. (figura 2).

Teorema 2.— Sean ABC y A’B’C’ un par de tridngulos
homotéticcs directamente. Sean los puntos A, B’ y C**,
respectivamente, los puntos baricentros o centros de
gravedad de los cuadrilatéros BB°C’C, CC’A’A, BB’QTA,
Entonces, el triangulo A’’B?’’C’’ es inversamente éemejante
4 los tridngulos dados.

Mas auan, si G, B’ y G’’ designan respectivamente, los
centros de gravedad o baricentras de'las tridngulos ABC,
A’B’C” y A’’B’’C’?, entonces, los puntos 6,6’ y G* estan
alineados o sobre la misma recta.

Una demostracidn elemental vectorial de este teorema

es la siguiente:
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Demostracidén.— Si designamos, respectivamente, por
A=—ta , Bot—eb, Coa—mc ; A’w—s a'y B+ b", C’e—sc’
} A'e—wa’’, B ’ewb’'’ vy C’’a—w c’’; Gawg, G wag’ vy
G’ w—wg"", respectivamente, para los centros de gravedad
de los tridngulos AEC, A’E’C’ y A’’B*’C’?, son los
vectores de posicidn de los puntos que intervienen en el
teorema respecto de un origen 0, tenemos, que siempre

podamos suponer que : a’= ka, b’= kb y c’=kec. aonde k es

un numero real no nulo.

De la definicién de centro de gravedad de un
cuadrilAdtero tenemos que:

A’ ’m—e 3’ ’= (b+b’+c’+c) /4=(1+k) (b+c) /43

B’ 'e—eb’’= (c+c’+a’+a)/4=(1+k) (c+a) /4; (1)

C’’=—e c??’= (b+b’+a’+a) /4=(1+k) (a+h) /4.
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De otra parte, el calculo directo siguiente da ¢

b e

—
‘ AR '= b*T-a’’= (1+k) (a-b) /74 = (1+K)BA / 4,

P ]

A*’C’’= 7 7=a’’= (1+k) (a-c)/4 (1+k)CA/4 ,

Brror = c7r-br’= (1+K) (b-c) /4 = (1+K)CTB/4,
estas relaciones que prueban que, el triangulo.

AT *R’’C’’es inversamente homotético a los tridngulos
dados ABC y A'B’C’, directamente homotéticos, como
queriamos demostrar.

Veamas, ahora, la siguiente afirmacidn del teorema:

G’ w—eg’’ =(a’ " +h?’+c’?) /3= 1/2 g + 1/2 g?=(1+k)/2 g
que se obtienen, al, hacer las sutituciones y las
operaciaones convenientes en estas expresiones.De aqui,
olineales.

llegamos a que los puntos 6,6’y B’’ son ¢

Nota.—- Las ecuaciones (1) estan definidas adn cuando k
es cero, y definen los vértices de un tridngulo

inversamente homotético al tridngulo ABC con razdn de

semejanza, igual a 1/4.
Froblema.- Calcular el area y el Perimetru y otros
elementos geométricos del tridngula baricéntrico

A’?*B’°C’’ enunciado en el teorema 2, supuestos conocidos

los elementos geométricos correspondientes del triangulo

ABC.

X.- Semejanza de un par de triangulos homotéticos
directamente con un nuevo tridngulo obtenido por los
s diagonales de

puntos de intersecci6n o incidencia de la

1os tres cuadrildteros mencionados en el teorema 2, Y

que se enuncia en a1 teorema siguiente:
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Teorema 3.~ Sean ABC y A’B’C’ dos triangulos dados
direétaﬁenfe homotéticos o en posicién de Thales.Sean las
puntos A’’, B’” y C’’ definidos como la interseccién de
las rectas diagonales, de los cuadrilateros BB’C’C,
CC’A’A, BB"A’A.Esto, 'es: A"’= BC” CB’, B'’= AC" CA” y
C’’= AB’ BA’.Entonces, el triangulo A’’B’’C’’ es
inversamente homotético a los triangulos dados, ABC y
A’B’C?.

Mas adin, si G, G° y 6°*, son respectivamente, los
centros de gravedad de los triangulos ABC, A’B’C’ y
A’’B7’C’’*; entonces, G,G° y 6”’ son colineales, es decir,
se encuentran alineados.

Una dempstracidn de este teorema se puede ver en mi
articula (2).

Proble@g.- Determinar el area y el perimetro y otros
elementos geométricos del tridnguloc A’’B’’C’®, enunciado
en el teorema I,si se supaonen conocidos los
correspondientes elementos geometricos del tridngulo ABC.

Observaciones.-1) Tanto el teorema 2, como el teorema
3y construyen, en cierto sentida, tridngulos medios
homotéticos a los dos dados: en el teorema 2, el
ériéngulo construido la ha sido cen los baricentros de
los cuadriladteros antes mencionados; en el teorema 3, el
tridngulo construido ha sido por incidencia de las
diagonales de los mismos cuadrildateros.

Cuando los dos triadngulos son congruentes mediante una

homotecia de razén, 1, entonces los dos tridngulos de los
teoremas 2 y 3 coinciden, ya que, en este caso, los

cuadrildteros anteriores son todos paralelogramos.
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En ambos casos, pueden ser considerados los triangulos

!
! . R ) e
conséruidus en'los teoremas 2 y 3, como triangulos d

Varignon, de los dos tridngulos homotéticos dados AEC y

como se ve en la posicién limite de hacer coincidir

A’R’C’,

uno con el otro.
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ESTUDIO DEL VOLUMEN DE LA HIPERESFERA

A.Martinez Sanz M.Avilés Sanchez
1.8 Arciereste de Hila I.B Calderon do la Barca

En e! preseni= art {culo se aberda el cdlcuio del irea y el

volumen ce una hiperesfera por tres procscimien t os distint=s, dos
de ellos son de tipo arnalftico y el otro es computacional, e
ilustre una age las mult1pl=s aciicacicnes del meétccz de Mcn;ecar.o
en e! célculo de &reas y volumenes, que no s=2an &ccesibles por
otrocs precedimientes de Falculo numérico. En este casg tiene séio
interds en cuanto es facil su generalizacidn a recintos més
compiicados. ;

PRIMER METODO ANALITICO

La esfera es =1 'lugar gecmetr‘P: de lcs puntcs, cuya distancia a
un punta fijo es igual a ccns ante.

En espacios de una cxmen=1cn la esiera es un par de puntos, en dos
dimensiones es un circulo Y asi sucesivamente. Desde el punto de
vista topoldgico a la esfera unidimensicnal =2 le llama Q-esfera,
al circulo i1-esfera y asi suc=sivamente.

Ccnvenimos en lo que sigue que Sn ez el contenido n-1 dimen=iocnal

(surerficie) de una esfera de rsdioa unidad n imensionals por

2jemplo Sa=2, S2=2x. €j esto ocurre cuando r=i{, en el casu‘de una
- n=

esfera de radio r ce tﬂnqra que su superfici e serd Srr Y por

tanho su volumen se pcora calcular por el mdtodo de integracién
por ca=:ara=“.

Un= f 5, LU PR A ;3 R, radio de la hiperesfera.

/ .
No= ¢alta enconirar una expresicn para Sn y lc vamcs ha reali-ar
- .
ap11cando dos meétodos distintos para la 1ntegrac1cn A= 15 funcion

2 -r donde r2= o 2y it z+.....+ % 2
1 2 n 1,2
~ . . 2 2 2
Cuando int=gramos una funcion de r =[ X E K E e i )
el el=mento de volumen puede ser dvl......dy
n-1
o bien Snr dr.
® . © ® 2 X
-r n-= =X " ew=
Tenemos entconces que I e Snr dr = f....fe 1 n dni..dxn=
] -0 -m
® _ 2yn
[f ° 'dx]
-m

Fertiendo de 1a definicion de la funcion gamma de Euler gque apare-
ce a continuacion

©
=-r 2r-1 I. m-—1 :

2f e7 rMlar= I e dt = M'(m); en nuesiro caso deducimos

o
1

© 2 ©® 2z 2- -4

_ - 1

e dy =2 f e ¥yt dix = '(z) ; por tanto tenemos

-~

© 2
!me'dx = 2 f

o 0
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[J'me'*zdg ]n= [l"(g )]n; (n

—m

© 2 o _z Sn ® _rzzg-s Sn A"
I e Sn r"dr = Sn I e " ldr = ——:- ZI e’ r dr=‘:‘r( 5 )
o 2 o 2

o .
l11lamando a esta enpresiéh (I1) , e igualando (I) con {1I) nos queda

n Sn n
1 : 1 2, . A
P-(E )] = -5 F(fi-) 3 vy como () =n ; tendremos finalmente

ns2
n Sn
Sn = —T——=—oe= 3 como ten{amas Ggue Vn = 5T Rn, entonces queda
n
r(z)
2nn/2 Rn nn/an
Vn= - ; y dado que la funcion I veri-
n n n @
nf(z) ;7(z)
fica la siguiente propiedad ; F{k+1) = k T (k) aplicandola en
nuestro caso queda finalmente que el volumen es igual a
"n/an
Up = -~ s donde R es el radio de la esfera n-—

F(2es)

dimensional.

SEGUNDO METODO ANALITICO

Ezte metodc parte de las coordenadas polares para calcular Vi, V2,
Va,eee.,Yn y cemo es chvio hace uso de integrales =inples, dcbles,
triples, etc. Tiene 1la ventaja de ser mas "natural” que el
anterier , aunque al final, como es 1dgica, van a aparecer
semifactoriales o funcicnes gamma, dependiendo de como gueramos
que aparezca }a exqg;sién final del volumen.

Vz=ffrdrda= I rdr I da = ﬂﬂzi
o o g

L e 27 R T
V3= fff rlzan a dr dao da = I rarf da‘f da= === [—cusﬂ 1] Zn =
o o o 3 ; o
gnRi

R " " 2n
V= Jjj]?’sen?a‘sen adr da da da = J;r’drJ;senza‘d:‘jzena‘dazf:a’

4
nk
= ———

-
- ’,

Evidentemente en el caso del calculo de Vn apare:er{a una integral

n—dimensional en cuyo calowlo el dnico problena sera 21 calcular
las integrales de las sucesivas potencias del seno entre [C,r]
Esto puede hacerse de dos formas o
a)Usandc semifactoriales
biMediante l1a suncion T
En el caso a) apareceran dos foerrulas para VY osegun ssa "'n” (par
n impar) i B
Si hacemos uso de 1a funcien T vercmos que partiendoc  del me* odo
empleado antericrmente para calcular Ve,W2, Vs ew llega a una
fdrmula identica que la cbtenida con el PRIMER METODO ANALITICO.

a)SEMIFACTORI ALES
e ) : rs2
ara calcular Un partimcs do las =iguisntcs fermulas de I sert dt
{m—1)'' o =
Si n par Is ———————=
T2 m!t 2
I=f sen't dt=
N (m=13 i}
St n impar I= ———e————
mi!
Si n es par queda
R T
Vn= n-1 n-2 2
n= f v drf sen ' o =
. ‘0 —2 n=4
(n-a)!'n (nnA)!fz][(u—ﬂ)!?ﬁ] [ atialfol 2] ="
= e N e ] : ﬂ-~-~**"l.._.i ------ !l———— w2Ma W= 3
Lin-zy 1t Jltn-sry Hcnmarir : z!!Jl it i
. - 8 LS )
,__,n.-'z__'» =N
luego si nspars Vns———=ooeeoee
= 1
Sin es impar llaga :
n - - B F -
R [(n=3)1! ]‘(n—ﬂ:!! ]3 3 i vy Jron
M el B —— v —— L=
V= 21 = n,;“—‘“*'—;j.... —-*:i o=t 2a=
n L=2yer [len=mr fiin-mre fzer jpie!
nti n-t
n > z
RRE i
c=ea, qua el volumen cuando n timpar) VYhEme—-——o——ee— H
. n{n-2) 4!
En el caso p) vamos & emplear la misna toonica que en (ITIY pero
con la ziguiente enpresidn para la integral de wuna  potencia  del

sert entre [O,n3
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n+ 4
.2 r(_i-) 2
f sen"t dt=m ————= = : que aplicado a (III) dara una expre-
0

F(Se1) z

Gién para la fdrmula del volumen coincidente a la que calculamos
pcr el primer metcdo 2nalftico.
n-1 Y= 2N Sa ke 1:1.
&" r(-i-} 220 (553 =5 r( = )
, 12 12 12 __~___ P
Un = e R ey T o=
N ] fe s Y . z
l"(---n) I‘[:-Z +1g r(:?t F(z)
n-2
L
Ry "% 2 R
TN ———— T T T T ivege el voiumen de la esfera n-—cimen—
r(c 2r)
n (5) 2 L:
s=icnal ei,dada 1a prcpriedad denl;s funciones gamma, igual a
g
I y
[QRTD] Vn= ~—————— que coincide con la formula
rdal
rkzo-i)

- ’ Ly
encontrada por el primer metodo analitico.

METODO COMPUTACTOMAL

(1) En ezencia el método de Montecarlo apli-
cado al cdlrulo del drea de la figura
{S) puecde efectuarse de la manera si-
guiente .
Supcngamos que () es una figura arbi
ria con frontera curvilinea, definida

3¢éfica o analiticamente .Supongamos que
» dentro de un cuadrado de area (U}.
Vamos a tomar (N) puntos aleatorios con la condicidn de que perte-

nezcan al cuadrado. Sea M’ el numero de puntos que estan en (S5).

Es evidente que 'por razones geométricas se verifica ale siguiente

igualdad. % = E 5 luego S = g u ;

En el caso que nos oQcupa se procede como Sigue. Se considera que

la esfera n—dimen=zicnal estd dentro de un intervako n-dimensional

Definido por A= [-R,RI%[-R,RIx....x{-R,R]. Bastara con crear un

algoritmn gue realice lo siguiente

a)Generar numeros aleatorios uniformemente distribuidos por gl
por el intervalo n-dimensional de tal forma que el punto genérxc?
(xi,...,x“) pertenezca ha dicho intervalo, lo cual es evidente si

-R £ 1 =R con 1£1i £ n.
.
R . . 2 2 =
b) "omprobar si (xl,..,n ) verifica x‘+....+xn$ R , Ben cuyo caso per
n

pertenece a la esfera.
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c)Esta prueba se repite un numero de veces suficiente (1000
nuestro caso).

d)Se toma la media de los resultados.

en

PROGRAMA PARA EL CALCULO DEL VOLUMEN DE LA N-ESFERA

El p-ograma ha =ido realizado en GW-BASIC,Se da un listado del
mismo gue tiene suficientes notas aclaratorias para para poderlo
seguir con comcdidad.

Modificarpo las lineas 50,145 vy 140 el programa puede ser
facilmente medificado para calcular otro volumen por el metodo de
Montecarlo. Esta ha sido la razdn por la cual se han introducido
en el preograma las lineas 40,65,70,75,80 y 140 gue permiten una
fdcil adecuacicdn a otro tipo de recinto.

Es =vidente -que en nuestro caso cuando se nos pidan las
cocrdenades “del intervalo n—dimensional se contestard
introducisndn "n" (dimensidn de la esfera) pares ~R,R, sienda “R"

el racio de la esfera.

1 oreocgrama ha sido realizada en un Tandom PCAZ0, que viene con
ura CFU Intel S0Z84 a 8 MH .,

Si se elige N=4 el programa tarda en ejecutarse 3 minutos
aprazimadamente.

Si se di=pcne de un compatible FC (BOBB o BOG8s) el tiempo es
considerablemente mayor.Para tener una idea del orden de magnitud
del tiewpo de ejecucicn, baste saber que en un AFFLE I1 + el
pregrama tarda unos 20 minutos.
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*METODO DE MOUTECAFLO PARA CALCULAR EL VOLUMEN DE LA ESFERA N-DIMENSIONAL

A(I),B(1) COORDENADAS DEL INTER N-DIMEM CIRCUNSCRITO A LA ESFERA

8 'X(1),..,X(N) COOR DE UN PUNTO INTERIOR AL CUBO N-DIMENSIONAL ELEGIDAS ALEAT
IAMENTE

30 DIN y,B(20), X(20)

30 DIM A(20),B(20), X(2 - .

40 LOCATE 10,20:INPUT “DIMENSION DE LA ZSFERA =".N

50 LOCATE 12,20:INPUT "RADIO =",R

60
65
70
75
80
85
20

B 2 NPRINT SPC(70)

E '5: il TR T W T "o,
fggﬁ%ﬁ 13,10:PEINT “COORDENADAS DEL INTER N-DIMEN (A('iI;™),B(";I:"))7;
INFUT A(L),B(I)

NEXT I
g%%):O:‘ EN S(H) SE ALMACENAN LAS SUMAS DE LOS VOLUMENES OBTENIDOS EN LAS I.

RACIONES

100
( frd ny - o ..;.

iég FOR K=1 TG 1000:’ SE TOMAN 1000 PUNTOS QUE PERTENECEN AL CUBO N-DIMENSIONA

125

- . T TNE :
Egg:[:l } gg tA VARIABLE QUE GUABDA LO3 PUNTOS QUE PERTEMECEN A LA ESFEIRA

SU=0:’ EN “SU" SE GUARDA SU=X(1)"2+....+X(N)"2

130 FOR I=1L TO

35

N sam
RAUDOMIZE TIMER:’ INICIALIZACION DE LOS NUMEROS ALEATCREIOS

149 X(1)=A(I)+(B(I)-A(I))*RND:’ EL PUNTO ALEATORIO X(I) PERTENECE AL CUBO

145 SI} =8UG+X(I1)"2

.. .T D

igg ?EKSQé(SU)>R THEM 170:' SI EL PUNTO NO FERTENECE A LA ESFERA SE DESCAR?A
185 J=J+1

17Q NEXT K

150 Vi=(2kR)"M:' VOLUMEN DEMgngE .

9 V(H)=(J/1000)*VH:* VOLU g o

ééo PéI&T(iEL VOLUMEN EN LA ";H;" ITERACION ES V(";H;")=";V(H)
220 S(H)=V(H)+S(H~-1)

250 NEXT H i

230 V=5(10)/10:' VOLUMEN MEDIO EN LAS 10 TTERACIONES

285

FRINT

270 PRINT "EL YVOLUMEN MEDIO ES V=",V
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PROBLEMAS PROPUESTOS

ENUNCIADOS DE ALGUIQS DE LGOS PROBLENAS PROPUESTOS EN LAS
RECIENTES OPOSICIONES A PROFRSORES AGREGADQS DE INSTITUTOS
DE BACHILLERATO, EE DIVERSOS TRIBUNALES

PROBLENA N2 1 :

Sean a y b enteros positivos. Demostrar que \/—5
siempre est& comprendido entre las dos fracciones:
a/b y (a+2b)/ Catb)
4 Cual de las dos fracciones estd mAs préxima a VE; i

.

(Andalucfa, 1989),

PROBLEMA BQ 2 :

Sea X wun conjunto finito y llamemos

ard B
kX)) = N 1

B € P(X)
siendo P(X) el conjunto de las partes de X .

Demostrar que k(X =1 8i X=osi X o .
(Andalucia, 1989)

PROBLENA W2 3

Sean A, ByoC los vértices de un triéangulo,
Sean A° , B° y C’ los puntos medios de BC , CA y AB
respectivamente. A todo punto M del plano Qel triangulo
se le hacen corresponder sus simétricos P

respecto a A’

» Q ¥y R con
» B y C° . Demostrar que las rectas AP
BQ y CR, se cortan en un punto X’

Estudiar la correspondencia entre X y N’

(Andaluc{a. 1989)

PROBLENA N2 4

Hallar el lugar geométrico de los puntos de corte
de lae diagonales de todos los paralelogramos que pueden
inscribirse en un cuadrilatero dado.

(Madrid, n2 1, 1989
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PROBLEMA HQ 5 :

Se dan los puntos A<a,0> y B(0O,b) , tales que
a + b = 2d (siendo d constante). Sobre AB conmo
diagonal, se construye un cuadrado, cuyos otros dos

vértices son C y D . Probar que, al variar a 7y b , uno
de estos vértices ee mantiene fijo y hallar el lugar
geométrico determinado por el otro.

(Madrid, n2 2, 1988)

PROBLENA R2 6 :

Estudiar la naturaleza Yy,

en su caso, hallar la

suma, de la serie:
£ (2n /7 (n® + 6n= + 11n + 6) )

( n varia desde 1 a » ),
(Madrid, n9 2, 1988>

PROBLEMA N2 7 :

Probar que el producto de cuatro nimeros naturales

consecutivos no puede ser el cuadrado de un entero.
(Madrid, n2 2, 1988

PROBLENA RQ 8 :

Determinar la funcién £ de tal

manera que la
transformacién puntual de ecuaciones
u = (xty).f x=2-y*)
v=y - X
conserve las Areas de los recintos.
(Madrid, n2 1, 1989)

A LOS PPOBLEMAS PPCPUESTCS EN NUESTROS EOLZTINC

INDICE DE SOLUCIONEZS
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PUBLI

cal

A

AS

S Y DE ACUELLOS PAEA

LOS QUE TODAVIA NO SZ HAN RECIEIDO SOLUCICHES (ZINDICATCOS CCH XX )

propues procedentes Nimeras de los Boletines en los que Iobs.
Zi: :2 de: aparecern; las soluciones de los numeros
1° 2° 38 g° go go 7o ge go jge
1 Varios 4 8 a a2 a o o .- - - c
2 oMI-g3 (Paris)|3 3 3 4 4 & - - - - c
3 fcwE-f2 1924 |19 19 19 19 18.19 19 13 - - |cC
a QMI-B84 (PragaifS S 6 5 +'6 13ylda- - - =~ |[¢C
5 Varios 12 7 .7 8 = <« - - c
6 Varion 7 16 @ o« = = = - = |IlC
7 omI-85 (Finl®)|e 16 16 9 9 - - - - le¢
8 CIM-86(Bogotd){10 10 17 10 10 11 - - - - |¢
9 OME-£2 1986 |18 19 20 18 19 19 - - - - |c
Varios - - - - - - 17171 a|ec
10 China y Aus'_c’ 20 15 21 26 15 {3‘1’} 20 23 21 - |¢C
11 ONE-f1 1986 13 14 18 14 14 23 é_o 15/ 20 12| C
OMI-86(Varso®)[XX 20 12 21 = = = = -, =
12 OIM-87(Urug.) |16 14 124 17 15 17 - - - =« |C
OVE-fl-Extrem’|- - - = - = 15 15 15 21]|c¢
13 CWE-f2 1987 |20 21 21 21 21 21 - - - - c
14 Varios 15 15 18 15 « = - = = = |[C
1S OMI-87 (Cuba) [18 18 18 21 21 21 - = = - c
16 OME-f1 1887 |22 22 21 18 22 22 22 22 - - | C
17 OvE-£2 1888 |XX 23 23 XX 28 28 - = =~ -
18 OIM-Perd 198823 23 23 23 & XX - = = =
19 onr-aa()\ust““ 23 XX XX XX 23 X - - - = ‘
20 OME-f1 {1988) | XX XX XX XX XX XX XX XX XX XX
21 OME-f2 (1989)/| XX XX XX XX XX X{/XX XX XX XX
OIM-89 (Cuba)[XX XX - = = =« = = = |
22 OMI-89 (RFA)/|XX XX XX XX XX XX /XX XX XX XX
opogiciones |[XX XX XX - - - - -~ - =
23 oposicipnes [XX''XX XI XX XX XX XX XX = =
CLAVES: OWI = Olimpiads Matemitica Internaclonal.
OIM = Olimpiada Iberoamericana de Materméticas N

CME = Olimpiada Matemdtica Espaficla - fase 17 o c
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INDICE DE NOTICIAS SOBRE OLIMPIADAS MATEMATICAS Y CON-
CURSOS DE PROBLEMAS PUBLICADAS EN ESTE BOLETIN
Con objeto de facilitar a nuestros socios la consulta de datos

sobre los Gltimos Concursos y Olimpiadas, ofrecemos un indice se-
falando los nimeros y piginas donde pueden encontrarlas.

CONCURSOS DE PROBLEMAS DE NUESTRA SOCIEDAD :

Ndmero y afio Convocado en Boletin Crénica - Enunciados
I (1983) 1 2, pag 11
II (1984) 3 4, pig 7
III (1985) 5 7, pdg 3
IV (1986) 9 10, pdg S
v (1987) 13 15, pag 3
VI (1988) 17 19, pag 17
VII (1989) 20 22, pag 9

OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA :
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 82 del Boletin n2 10

Nimero y afio Primera fase (distritos) Semunda fase (final)

XX (1984) 3, pag 77

XTI (1985) 5, piags. 8y 9 5, pigs. 8 y 10
XXII (1986) 8, pig. 5 9, pdgs. 15y 75
XITI (1986f87) 11, pégs. 3 y 87 13, piga. 9 y 83
XXIV (1987-88) 16, pags. 7 y 70 17, pégs. 7y 71

XXV (1988-89) 20, pigs.13 y 79 21, phgs. 7 y 61

OLIMPIADA MATEMATICA IBERO-AMERICANA :

Ndmero, afio y lugar Crénica y enunciados en Boletf{n n°
I (1986) Colombia 8, pigs. 11 y 83
II (1987) Paraguay 12, pdgs. 3y 75

III (1988) Perti ' 18, pags. 5y 73
IV (1989) Cuba . 21, pégs. 11 y 63

OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIONAL :

Namero, afio y lugar Crénica y enunciados en Boletin n°
XXIV (1983) Paris 2, pag. 15
XV (1984) Praga 4, pig. 67
XXVI (1985) Helsinki 7, pigs. 9 y 89
XXVII (1986) Varsovia 10, pig. 11 y 11, pig. 89
XXVIII (1987) Cuba 15, pags. 9y 73

XXIX (1988) Australia 19, pégs. 23 y 77
XXX (1989) R. F. A. 22, pags. 15y 73

Encontrar los nimeros d que tengan 1la siguilente
propledad: Si f(x) es una funcién continua para
0 ¢ x € 1, que cumple f£<C0) = £(1) , existe entonces un
t tal que 0 ¢t < tHd ¢ 1 y fCt) = £(t+d>

SOLUCIGN
Vamos ‘a comprobar que los nameros d que cumplen
la propiedad anterior eon los numeros de la forma 1/n ,

para n =1, 2, ... .

I> Sea d = 1/n , con n fijo, y sea ff una funcién
contfnua en el intervalo (0,11 , que cumple f(0) = £<1) .
Hemos de -asegurar la existencia de t e [0, 1-1/n) ,

tal que f(t) = £f(t+1/n) , lo que equivale a comprobar que
la funcién g: (0, 1-1/n) 4+ R, dada por

X 4 g(x> = f(x+1/n) - £(x) , e anula para algin valor
de x
Para cada 41 = 0,1,...,n~1 , e tiene que g(i/n) =
= f(U+1>/n> - £<d/n> ; si para algun 1 se cumple
g<¢i/n> = 0 , hemos llegado al resultado requerido; si, por
el contrario, g{1/n> # 0 para todo i = 1,2,...,n-1 ,
como  LYV' gasmy = il s/ - famy =
= £(1) - f£¢0)» = O , existirda wun 1o tal que

g(in/n).g<(ia+1>/n) < 0 , y en este caso, por sar [
una funcién oontinua, podemos asegurar que existe un
t e ds/n , Hs+10/n) , tal que gC(t) = 0 .
II> Vamos a construir para cada o € €¢0,1) , tal que
a # 1l/n , para todo n = 1,2,... , una funcién 1T
continua en (0,11 , que cumpla que £<0) = £ y que
para todo x € {0,1-al sea f(x) # fdixt+ta) .

Para un o en las condiciones anteriores existe un dnico
n natural tal que 1/(+1) < o < 1/n ) luego
na <1 < (n+ld).ax . Sea entonces B = 1 - n.a ; se tiene

que 0 < B < o .
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La funcién £ que prueba que ese d no posee la

propledad ese puede construir asi:

f(x) = (-n/8). x ' el x € [Q.B]

f¢x) = (Q1+nd/¢o-P¥»). (x-B> - n , 8l %X € [B, ]

f(x) = fix~k. o) + k , &l x € [ka, (kt1)al
para k = 1,2,...,n-1

£¢G) = f(x-n.c) + m , 81 x € [na, 1] .

Se ha escrito la definicién con todos los intervalos
cerrados porque, como es facil comprobar, las dos
expresiones que e solapan en los extremos de estos
intervalos, coinciden sobre ellos, de lo que se deduce que
f es una funcién continua en [0.1]

Se tiene ademds que f(0) = (-n/f>.0 =0 ,
£¢1) = f¢l-na+n = £(/X+n = (-n/fXB + n = 0 ,
luego £¢0) = £(1>

Y, por ultimo, es inmediato comprobar, por la construc-
cién de f , que para todo x € [(0,1-«]l =e tiene

flx+a) = £Cx> + 1,

Rafael Bravo de la Parra
I.B. "Alonso Quijano"” y

Fac. de Ciencias de la Univ. de Alcala:de Henares

PROBLENA 69 del Boletfn n2 11 : ¢
Sea ¥ un numero natural par y consideremos lae

ternas (x,y,z) de nimeros naturales mayore& que 1, tales
que N sea el minimo comin miltiplo de (x,y,z) . Hallar
x, y, 2z, de modo que sea mAximo:

1 1
=t 5

1

=
SOLUCION

Llamemos Tem al conjunto de las ternas (x,y,z) de

numeros naturales que cumplen 1 < x ¢ y ¢ 2z ¥y, a la vez,

mem(x,y,2z> = N, y designemos con £ "la funcién f(x,y,2) =
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= 1/x + 1/y + 1/z . Como N es par, (2,2,N) € Tn , ¥y e8
F¢2,2,N) = 1/2 + 1/2 + 1/N = (N+1)/N > 1 , por lo que
cualquiera que sea N (par), hay ternas de T~ que dan a
f un valor mayor que 1 . De aquf que si x 2 3 , al ser
x¢y¢z, sera f(x,y,z)> ¢ 1/3 + 1/3 + 1/3 = 1 , y no puede
alcanzarse el mAximo, que sabemos que ha de ser > 1
Consideremos, por tanto, el caso x =2 : 8 y = 3 ,
£¢2,3,2z> = 65/6 + 1/z , que s6lo es mayor que 1 s1 z < 6 |
dan valores de f mayores que 1 las ternas (2,3,3> ,
2,3,4> y ¢2,3,5). s1 y» 4 , £2,y,2> ¢ 3/4 + 1/z que no
es mayor que 1 para ningén z 3 y . En definitiva, las
unicas ternas que pueden dar valor mAximo (por tanto > 1 )
a f eon las de la forma (2,2,2) y las tres citadas,
Examinemos estas tres:

La (2,3,3)> pertenece a Ta y da £¢2,3,3) = 7/6 ;
la (2,2.3) también ¢ Te y da £¢2,2,3) = 4/3 > 7/6 , por 1lo
que la primera no da el mAximo buscado.

La (2,3,4) pertenece a Ty= y da £(2,3,4> = 13/12 ;
la terna (2,2,12) tambilén pertenece a Ti= y da £(2,2,12)
= 13712 , el mismo que la otra, por lo que en ambas se
alcanza el mAximo.

la (2,3,5) pertenece a Tao y da £(2,3,5) = 31/30 ;
2l mismo conjunto pertemnecen (2,2,15) y (2,2,30) que dan
valoras respectivos dea f de 16/16 y de 31/30. El miximo

para Tao es, por tanto, de 16/15 , y se alcanza en
2,2,15),

Concluimos asf{ que el mAximo buscado se alcanza
slempre en ternas de la forma (2,2,z) , con excepcién del
caso N = 12 , en el que el maximo de f ®se alcanza en dos

ternas: (2,3,4) y (2,2,12), BEn los restantes casos, i N
es maltiplo de 4 , la terna (2,2,z) que pertenece a Tra
es ¢(2,2,N) y es la Gnica que da valor de f superior a 1.
Si N es par pero no es miltiplo de 4, las unicas ternaes de
T~ que dan valores de £ mayores que 1 , son las

2,2,N/2> y (2,2,N) , cuyos valores correspondientes de I
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son (N+2)>/N y (N+1)/N , por lo que el mAximo se alcanza en
la primera de ellas. '
Resumiendo, la terna (con x ¢ y ¢ z) de Tn en que
sa alcanza el valor maximo de f es:
- S1i N es par pero no es miltiplo d2 4 , la (2,2,N/2),
que da el valor (N+2)/N.
- Si N es miltiplc de 4 , pero distinto de 12, la terna
(2,2,N) , que da el valor (N+1)/N.
- S1 N = 12 , hay dos ternas, 2,2,12)> y (2,3,4) , que
dan el mismo valor maximo, 13/12 .
Naturalmente, estas ternas se pueden reordenar

prescindiendo de la condicién x € y ¢ =z,

Argearge.
Recibida otra soclucién de Rafael Bravo de la Parra

PROBLENA 2¢ del Boletin n2 17 :
Scbre una circunferenciz sae oligen n puntos (n>3)

¥y ©e numeran desde 1 hasta n en cualquier order,

Diremos que dcs puntos no consecutivos a y b estéan
relacionados si en uno de los dos arcos de extremos a y
b , todos los puntos estAn marcados con numeros menores
que las marcas de a y b . Demostrar que el numero de

pares de puntos relacionados es exactamente n — 3 .

SOLUCION
Notemos, en primer lugar, que cualquiera que sea
n , el punto marcado con 1 no puede estar relacionado con

otro y eiempre lo estAn entre si los dos que ocupen
lugares contiguos a 61, a uno y otro lado. Vieto éato,
procedamos por inducciéni

La propiedad es evidente para n = 4 ; de cualquier
manera que e numeren los cuatro vértices de un
cuadrilatero, solo el par de opuestos entre los que no

esti4 el marcado con 1, es de puntos relacionados.
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SupongaAmosla cierta para n Puntos, Habra 5-3
pares de ellos relacionados. Si aumentamos el nimero que
corresponde a cada punto en una unidad y afiadimos un rvevo
punto cualquiera de la circunferencia, marcandolo con el
niémero 1 tenemocs n+l puntos numerados del 1 al n+1. Los
pares que estaban relacionados cuando habia n puntos,
siguen estéAndolo ahora, ya que el 1 es menor que
cualquiera de las marcas y las que no lo estaban, tampoco
lo estar&n ahora, con excepcién de los dos contiguos al
afiadido, que antes no lo estaban, por ser contiguos entre
s{, y ahora lo estéAn, por 1o dicho al principio. El nuevo
affadido no esta relacionado con ningdn otro. El total de
pares relacionados ha pasado a ser n-3+1, o sea (n+1)-3,
con lo que la propiledad queda probada por induccién,

Nétese que cualquier conjunto de n vértices,
numerados de cualquier manera, puede ser engendrado por
renumeraciones y eadiciones sucesivas de puntos, en 1a
forma indicada. .

Argearge.
Recibida otra solucién de José V. Garcia Sestafe

PROBLEKA 32 del Boletin n2 17 :

Probar que los binomice 25x + 3ly , 3x + 7y son

miltiplos de 41 para loe miemos valores de x e y

SOLUCION
Para k entero, los valores de x e Y que hacen
3x + 7y = 41k , se pueden obtener de x = (41k-7y>/3 =
= 13k - 2y + (2k-y>/3
Haciendo 2k - y = 3u , resulta y = 2k - 3u ,
¥ = 9k + 7u . Por tanto, para cada par de enteroe k y u,

el binomio 3x + 7y toma valores enteros para los valores

hallados de x e Y + pero ademAs, el binomio25x + 31y ,
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para estos valores, resulta 25¢(9k+7u> + 31(2k-3u) =

= 41(7k+2u) = maltiplo de 41, esto es, el primer binomio
es multiplo de 41 para todos los pares de x e 'y que
hacen multilpo de 41 al segundo par.

De forma similar, todos 1lcs pares de valores que
hacen 25x + 3ly = 41k’ , se obtiemnen de forma analoga Yy
son « = 19k’ - 8iv , y = -14x° + 25v . Para estos
valores, 3(¢(19k -31v> + 7(-14k° +25v) = 41(-k +2v) = malti-
plo de 41, o sea, el segundo bincmio es moltiplc de 41
psra todos 1os pares de valcres que hacen que lo a=a
265x + 31y , luego ambos bincmios son miltiplos de 41 para

los mismos valores.

ORSERVACION: Como los enteroe u , VvV ¥k , Kk’ saon
arbitrarios, si se toma Kk = 7k+2u , v = u + 4k , resulta
19k--31v = 19¢7k+2u>-31<u+k> = 9k+7u

—14k +25v = ~14 (7k+2u)+25Cu+4k) = 2k-3u ,

que comprueba el resultado hallado.

Jaosé V. Garcia Sestafe

PROBLEXA 52 del Boletirn m2 17 :

Es muy conocido el rompecabezas con-
sistente en descomponer una Cruz en cuatro
partes con las que &e pueda componer un cua-
drado, 7y suele darse la solucién mostrada
en la figura. Probar que existe una infini-
dad de soluciones distintas. < Alguna de

ellas da lugar a cuatro partes iguales 7

e
SOLUCION

Designando por a la anchura de los brazos de la
cruz y admitiendo que AB=BC =C¢CD=.,.. =KL =LA, 8

tiene que el lado 1 del cuadrado buscado sera tal que
a2z = 1 , de donde 1 = a V5 . En al primera figura se
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tiene BI = Va2 + 4a2=3Y5,1luego cwalquier segrenio
paralelo o perpendicular a 3BI , 1limi- 2
Al A
tado por los ladoe de la cruz <(como, % \3

por ejemplo, los segmentos MN y PQ )
tiene una longitud igual al 1lado del
cuadrado buscado.

Por otra parte, las igualdades
LP = EQ, PK=QF , MA = §J e IN = BX
son evidentes.

En la segunda figura se puede apre-
apreciar la construccién del cuadrado.

La traslacién del vector N~ 6762

convierte al polfgono O'PKIJN en el po-
l{gono O=P'K°'J°'N° , o abreviadamente,
RO el poli{gono @ en el @ . AnAlio-

gamente, el pol{igonc (:). nedianta la

-— —
i traslacién de vectores QP ~r D'Oa. se
ccnvierte en el poligono @ y el vector -61';’ + Ff’ (g
= -

~ (0C4 + 0,0m , convierte el poligono @ en el @ 3

con lo que queda construido el cuadrado. Es obvio que

Nl
=

existe una infinidad de socluclones, puesto que existe una
infinidad de segmentos como el MK.
Si los dos segmentos de la longitud

a {g ce toman incidentes con el

centro O de la cruz {(figura terce- " A"
ra) resultan las cuatro partes igua- ‘“Hfi“ i
les, superponibles mediante ziros de A
centro O y aAngulo wn/2 . Ademds de !

la solucién de la figura, existe la
simétrica respecto a uno de los ejes

de la cruz.

J.V. Garci{a Sestafe
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PROBLEMA 62 del Boletin nf 17 :

Calcular, para cualquier valor entero del pardmetro
t , solucicnes enteras de la acuacién
y#* = x4 - 22x® + 43x? + 858x + t2 + 10452(¢t+39)
(Ver "corigenda” en el Bolet{n n2 19),
SOLUCISH
La ecuacién dada, completando cuadrados, ée puede
escribir en la forma:
y3 = (x? - 11x - 39)2 - 1821 + (t + 5226)2 - 26903448

y& = (x? - 1lx - 393 + (t + 5226)>* -~ 26004969 N

que so puede escribir

¥*r - (x2 - 11x - 397 = (t + 5226)>2 - 5187= [A)
c bien <y + x® — 11x - 39)<y - %% + 11x + 29) =
= (t + 10413t + 39 (Bl

de donde se puede obtener, por ejemplo,
y + x2 - 11x - 39 = (t + 10413)»
¥y - x2 4+ 1lx + 39 = (¢t + 39/x
Para obtener soluciones enteras para todo valor entero
de t , necesariamente X = 1 , o s=ea:
y + x* - 11x - 39 = t + 10413} y - x® + 11lx + 39 = t + 36
de donde y = t + 5228 ; ;
x= - 1ix - 39 = 5187 x =78 6 x = -67._,
de (B] también se puede obtener
¥y + xT - 11x - 39 =t +39 ; y - x? +4 11x + 39 = t + 10413
que rproporciona ramices imaginarias. De (A] también =e
puede deducir y=* - (t + 5226)% = (x* - 11lx - 39’2 - 5187,
de donde, de forma similar, y = x* - 1lx - 3% ,
t + 5226 = £ 5187 , lo que da t = - 5226 £ 5187 ,
que no proporeiona raices enteras para todo valor de ¢t ,
puesto que t resulta ser determinado.
En consecuencia, las soluciones enteras, para todo
valor entero de t son x =78 , y=t +5226 (te 2
x=-67 , y=1t + 5226 (t ¢ 2).

J. V. Garcia Sestafe
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PROBLEMA 12 (Boletfn n2 18)

Las medidas de los &ngulos de un tri&ngulo estén en prciresidn
aritmética y las longitudes de las alturas del mismo trifingulo
también estén en progresifn aritmética. Demuestre que e: *trian

gulo es equilétero.

Solucibn

Sean a, b, c los lados, B+a, B, B-a los &angulos y h-d,
h y h+d las respectivas alturas. Se tienen que cumplir:

. e v a(h-d) = b + h = c(h+d)
sen (B+a) sen B sen (B-a)
de donde

(h-d) sen(B+a) = h sen B = (h+d) sen (B-a)

o bien
h-d _ sen(B+a) | h+d _ sen(B-a)
370 = 2T, 478 . SR UL
h sen B Ix sen B
Sumando, simplificando por h y transformando la suma en
procducto

5 ;
sen C cos
= = 2; como B # 0, cos a=1-—q =0

sen B
luego d = 0, y por tanto el tri&ngulo es equilétero.

José V. Garcfa Sestafe, (Madrid).

Recibidas otras soluciones de Carlos J. Pérez Jiménez

y de M2 del Carmen Castro Merino.
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PROBLEMA 2% (Boletin n2 18)
PROBLEMA 32 (Boletfn n#® 18)
Sean a, b, ¢, d, p y g nGmeros naturales no nulos que verifican:

Demuestre que entre todos los tri&ngulos cuyos vértices distan

ad - hec =1 Y % > g > g . Demuestre:

i)g>b+d te a P como su incentro.

3, 5y 7 de un punto dado P, el que tiene mayor perfmetro admi-

ii) si g =b + 4, entonces p = a2 + C.

Solucifn
a Solucibn

Si 5 > g > %, siempre existen dos nfimeros naturales )\ y

p, tales que ) Sean en la figura PA = 7, PB = 3, PC = 5, El perimetro
se puede expresar:
Aa + pe _ P A_dp=-cq . :
Ab + wd g Hoaq - bp 2p = AR + RB + BM + MC + CN + NA = 7 cos ¢; + 3 cos ¢, + 3 cos ¢ +
; . ¢ o a

dogdedp-cq>0_«aque%-ay aq np>0puestoque5->§. +5cos¢6+5cos¢5+7.cos¢2

Supongamos g irreducible y tomazmes X vy u primus entre ) 6

. . con la condicibn )} ¢, = 2+

si. Entonces, .teniendo en cuenta ad -~bc = 1,que expresaque a y i=1 i

i ha + uc ; g '
d son primos con b y c, se tiene que %B—:—%E es irreducible, El m&ximo de 2 p se puede hallar
pues =i no lo fuese, por ejemplo, si )\ tendrfa un divisor co- eliminando °6' pero es mis c6bmodo utili-
min con ¢ y d, &stos no serfan primos entre s{, en contra de zar el método de los multiplicadores de
ad - bc = 1. Lagrange ‘

Luego, Aa+pc _ p _ ’

Ab + pd q . ) p = 7(cos ¢, +cos ¢2) + 3(cos ¢5 +cos b4) +
por ser irreducibles ambas fracciones ' , + 5(cos ¢g+cos dg) + Aey+ostegtetegtog —2m)
g = A +ud>b+d De aqufi,

(el igual 38lo se cumple si A = u = 1). ¥ _ - _7 gen ¢ + Az 2 =27 gen by + A

Sig=b+d— A=u=1y p=a+c.:" ¢4 3¢,

-

de donde, o bien ¢; = ¢, o bien ¢; = n = ¢, Que es absurdo. Ani

i gno esSiiersdueilc pats [qus, fia + JetStH y=4b * fd= logamente ¢5 =64 ¥ ¢5 = 6. Como @y < 0, ya que ¢, (i= 1,2..
= g, Ay u no son primos entre sf y entonces s6lo se cumplira .. 6) es menor que YZL' se trata de un méximo, esto es el miximo
8% 0% de del perimetro se obtiene si AP, BP.y CP son las bisectrices in-

* teriores de 3, B Yy 6, luego P es el incentro.
Jose V. Garcfa Sestafe, (Madrid).

José V. Garcia Sestafe, (Madrid).

Recibida otra solucién de M® Carmen Castro Merino.
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PROBLEMA 42 (Boletfn n2 18)

Sea ABC un trif&ngulo cuyos lados son a, b, ¢. Se divide cada

lado del tri&ngulo en n segmentos iguales. Sea S la suma de los
cuadrados de las distancias de cada vértice a cada uno de los
puntos de divisi6n del lado opuesto distintos de lcs vértices.

Demuestre que:

S
-
az+b +CZ.

es un nGmero racicnal.

Solucién

Sea Ai el i-&simo punto de di-;
visi6bn dei lado BC. Se tendré:

2
-2 2 2 1 i
AAi=b +a F-Zbaﬁcosc
Sumando
n-1 -1 2 n=1
] AR =(n-1) b2+ ] 1?3 -} ki2abcesc
i=1 i=1 n“ (=1 B
o bien
n-1 2 -
) Kii = (n-1) p2 + (2n-1) n(n-1) EI - Rn=1) .y coscC =
i=1 6 n 2n

(n-1) b2 = {2n-1) (n-1) az - (n=-1) ab cos C
6n

Por tanto, siendo Bi Y Ci'los puntos de divisién ;—és;
mos en los lados b y c, se tiene

n-1 et
I (BRZ + B2 + TC2) = (n-1) (a2 +b+ch + 2o (D) (2 +b2 +ch)-
i=1 i i i 6n

- (n-1) * (abcos C+accos B+b ccos A)
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'Pero; aplicando el teorema del coseno a los tres lados
yisumande:Tc e -

sy i Secpec Sty £
N ' !

2(bccos A+ accos B+a b cos C) = az + bz + 02
Suééiéuyendo
ntl o, 5 2.2, 2 1) (5n-1
s= 1} (BRY +BB; +TCy) = (a” +b +c2) {n=1) (Gn=1)
D421 - i Ui . ,
e i‘l SL Een o F Bmic e cén.

CEE ik gl
« y por tanto, -

s _"{a-1) (5n-1)

a2+b2+c2 6n

gue es racional, ya que;p;Eguiﬁ :;1

:Q;q ;39§54Vngarcia:Sestaﬁe,r(Madrid).

Recibidas otras soluclones de Carloa J. Pérez Jiménez

y de n% Carmen Casiro Merino




PROBLEMA 1 (Boletin n2 19)

Se consideran dos circunferencilas concéntricas y coplanares de
radios Ry r (R r). Sea P un punto fijo de la circunferencia me
nor y B un punto variabie de la circunferencia mayor. La recta
BP vuelve a cortar a la ciicunferencia mayor en el punto C. La
perpendicular 1 2 BP por P vuelve a cortar a la circunferencia
menor en el punto A (si 1 es tangente a la circunferencia en P,
entonces A = P),

1) Determine el conjunto de valores de BC2 + CA2 + AB“,

ii) Determine el lugar geométrico descrito por el punto medio

de AB.
Solucibn
. 28 _ 2 2 2
i) BC® = (2PB +PT)“ = 4PB“ +PT“ + 4PR-PT;
” o] .
ca? = (PT +'1'c2 +PA® = (PT +PB)“ +pa=
= pr® +pB% + 2pT-PB + PAS;
2
aB? = pp? + pal
Sumando resulta:
- .
BcZ + ca? + aB? = 6p% + 2p7% + 2PA% + 6PB - DT = 6PB -
2 2 2

- (BB +PT) +8r2 = 6PB-PC +8r2 = 6(R? - r?) + 8r2 = 6R? + 2r

(PB*PC es la potencia de P respecto de la circunferencia
mayor y es igual a R2 . rz).

11) Trazando por A la paralela AL a PB se tiene: PM = § PL;
POr tanto, el lugar geométrico de !l (punto medio de AB)
es la circunferencia homotética de la circunferencia gran
de en la homotecia de centro P y razén %; su centro es el
punto medio F de PO, y su radio %.

F. Lorenzo.
Recibida otra solucién de Jos§ V. Garci{a Sestafe.
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PROBLEMA 5 (Boletfn n& 19)

En el trifngulo rectfngulo ABC, sea D el pie de la alturacnrrei
pondiente a la hipotenusa BC. Sean K y L los puntos de intersec
cifn de la recta determinada por los incentros de los trifngu-
los ABD y ACD con los lados AB y AC respectivamente. Las Sreas
de los trifngulos ABC y AKL se denotan por S y T respectivamen-
te. Demuestre que S > 2T.

Solucibn
La demostracifn se har§i en cuatro partes:
(I) si el tri&ngulo recténgulo es isbsceles, se verifica
= u i 1
Sy 211 (Fig. 2)

(II) En cualquier caso, la recta LK forma angulos de 45°
con los catetos AB v AC, es decir

AL = AKX (Fig. 2)

(III) Si ABC es rect&ngulo no isSsceles de frea SiHel pun-
to de interseccién de la bisectriz del &ngulo BAC con
la hipo?enusa BC; Blcl la perpendicular a AH por H, y
S, el drea del trifngulo isbBsceles ABlcl; entences es

S1 < 3 {(Fig. 3)

(IV) Ssi Kl, L, son las intersecciones de la recta determi-
nada por los incentrecs de los triingulos ABlﬁ Y AClH
con ABl Yy ACl respectivamente; T1 el &rea del tridngu
lo AKlL1 y T el &rea del trifngulo AKL; entonces es

T < T1 (Fig. 4)
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(1) ARC es tridngulo rectdngulo isfsce

les. 81 I y J secn los incentrcs de
los trifngulos AED y ACD respecti-
vamente, la recta IJ es, evidente-
mente, paralela a BC y AM = AD';

por tanto,

AD_ _ 3D 1 7

cos 45°

§i &, es el f£rca de ABC v T, la de RK L, resulta:

5 D L2
= o= {8220 = 2

" AD'

L ot 3 Bsce ) son los
{II) ABC es un tri&ngulo rectangulo no isbsceles. I y J

incentros de los tridncules ARD ¥ ACD respectivamente.
Sean B' ¥y C' las e . i
intersecciones
de las bisectri-
ces ID v JD con
AB y AC respecti
vamerte. Puesto

que el &ngulo JDI

es recto, la cix

cunferencia de
didmetro B'C' pa
sa por A y D.

La recta DA es bisectriz del &ngulo JDI, luego A es el pun
to medio del arco B'AC' y en consecuencia es AB' = AC'.

De las propledades de las bisectrices se deduce:

JD__AD , ID _ AD
JD_ _aD_., ID__ AD,

ac' AC' IB' AB'

(II1I)

(IV)
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dividiendo estas dos igualdades, y teniendo en cuenta que
AB' = AC', resulta:

1 1 L
JD . IB = AB =1 QE - JC Jb + JC' - JD —
Jc' ID _AC' ID IB' ID + IB' iD
C'D _ JD £
=D e = e
B'D ID

de donde se deduce el paralelismo de IJ y C'B', es decir,

AK = AL

Sea ABC un trifingulo recténgulo no is8sceles; H, el punto
de interseccitn de la bisectriz del &ngulo 3AC con la hi-
potenusa BC. Blcl, la perpendicular a Al por H; S1 el are
del tridngulo recténgulo isbsceles AB,C,, y S la del trién

1
qulo ABC. GATT T T T e e

Evidentemente, el &rea del
triingulo Blﬁa-es mayor que.
la del tridnguloe C,HC, vy por
tanto

FIGURA 3
Sean §J e I los incentros de
los tridngulos ARC y 2DB
respectivamente; C, el pun
to de interseccifn de la bi
sectric AG del &ngulo CAP
con JD. Blcl' la perpendi-
cular a AH por H, siendo Il
la intersecci6n de BC con
la bisectriz de BAC; y P la

interseccibn de JD con Blcl' FIGURA 4

Puesto que AJ es bisectriz de CAD y AG lo es de CAP, el
punto G esté& en el segmento JP. Sea M la interseccién de



JI con la bisectriz HC' del &ngulo AIC; Y F el incentro
del tri&ngulo AHC,. Se tiene

me' _ gc' , 6¢' _ Ac'  Ac' _ FC!

MH JP GP AP AH FH

MC' FC' - 5
De i~ <Fm- 5@ deduce que F esti en el segmento Mi. ?or

tanto, el &rea T, del trifngulo AK,L, es mayor que el &rea
T de AKL. De los apartades anteriores se deduce

s>s§, =21, > 2T
2 1 1
En consecuencia, se tiene en todos los casos

s > 2T (c.q.d.)

F. Lorenzo.

Recibida otra solucién de José V. Garcia Sestafe.




