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«IX CONCURSO DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE MATEMATICAS»

En la mafiana del saébadoc 22 de Junio se celebrs el IX
Concurso de Resolucién de Problemas de HMatemiticas,
organizado por nuestra Sociedad y por el Colegio de Doctores
y Licenciados en Ciencias y en Filosofia y Letrasg,
correspondiente al presante afio de 1991. Como otros afios, €.
Instituto “Beatriz Galindo” cedié amablemente sus locales

para la realizacién de las pruebas.

Como es sabido, 1los Centros de Bachillerazto o
Formacién Profesional pueden seleccionar basta doe alummnos
por curso de B. U. P. o anélogo, para particiiir en este
concurso. En este afio, el numero de participantes se ta
mantenido en el mismo nivel que en el anterior, que debemos
considerar bajo, en comparacién con el registrado en los
afios precedentes: 112 en total, de los que 35 concurrian a
las pruebas de primer curso, 37 a las de segundc y 40 a las

de tercero.

Al final de esta crénica damos los enunciados de los
problemas que se propusieron, que fueron cuatro par: cacs
curso, para resolverlos en dos tandas de hora y media cada

una.

lLa entrega de diplomas y premios se realizé en la
tarde del mismo dia, en el salén de actos, que también puso
a nuestra disposicién el Instituto “Beatriz Galinde”. Ea el
acto, nuestro Presidente pronuncié . unas palabras de

agradecimiento a los participantes, a los Centros que 1los



har. nrepare .z y seleccionado y a los que con su colaboracién

han Lecko pogicle la organizacién del Concurso.

En particular hizo publico el agradecimiento de los
organizadore= a2 1la firma “Coca-Cola” de Espafia que ha

costeado ice premios entregados a los ganadores.

Damps a continuacién la lista de alumnos premiados,
con indicacién del Centro que 1los presenté y de 1la
puntuacién alcanzada (la maxima que podia obtenerse

teéricamente era de 40 puntosd:

PRINER CURSO:

12 ~ DAVID SEVILLA GONZALEZ, del I. B, “Luis
Bufiuel” de Alcorcén (Madrid> . ... ... ... 36 puntos
22 - IVANA RAOS, del Liceo Anglo-Espafivl . ... ... 19 puntos

32 — ALEJANDRO PISEIRO MORENO, del Colegio JOYFE . 17 puntos

42 - CRISTINA MART{NEZ DE BARTOLONE IZQUIERDO,
del I. B. Avenida de los Toreros de Madrid 15 puntos
52 - SORAYA HERNANDO PEREZ, del I. B. "Marqués

de Lozova” de Cuellar (Segovia) ... ... ... 14 puntos

Con puntuaciones préximas a los premiados quedaron
IRENE ARIAS HERRERO (Col2 Beérriz), JACINTO BLAZQUEZ
RODRIGUEZ (C2 de F. P. de C. A. S. A.>, y MERCEDES P£REZ
MARTIN (I.B. Torrejémn IV).

SEGUEDO CURSO:

12 — RAFAEL CASAT ASUAR, del Colegio Agus-
tiniano de Madrid . ... ... ... ... ... ... 26 puntos

22 — RANON GORDILLO GUTIERREZ, del Colegio

San Viator de Madrid .. ... ... ... +.¢ ... 20 puntos
3¢ - JUAN EFNRIQUE PRADAS SINON, del Colegio

JOYFE de Madrid ... ... ... ... «v. +ve +v. 19 puntos
42 — ALVARO GOMEZ-REY ROMERO, del I. B. “Gran

Capit&n” de Madrid ... ... ... ... ... ... 19 puntos
52 — EDUARDO SERANTES HERNANDEZ, del I. B.

»Guadarrama” de Guadarrama (Madrid> ... ... 18 puntos

Obtuvieron puntuaciones préximas a 1los anteriores
MIGUEL ANGEL BARBERO SANTAMAR{A (Col? Mirasierra), JORGE GIL
GOMEZ (1.B. Avda. de los Toreros>, PEDRO AMADOR LOPEZ (I.B.
Lope de Vega) y JAVIER FERNANDEZ-SANGUINO P&REZ (Cole Sta,
Maria del Pilar).

Juan Enrique Pradas y Alvaro Gémez-Fey, clasificados
en 32 y 42 1lugar <fueron premiados también en nuestiro
concureo del pasado afio, como alumnos de primer curso,

obteniendo entonces los puestos 42 y 12, respectivamente.



TERCER CURSO

12 - DARIELI MOREFO GARCIA, del I. B. “Maria
Moliner” de Coslada (Madrid> .. ... ... ... 22 puntos

22 - TGHNACIO BARANDALLA TORREGROSA, del Colegio

Agustiniano de madrid ... 20 puntos
32 - JORGE CASILLAS JORR{E, del Cole Internacio-

nal SEK - San Ildefomnso ... ... ... ... ... 20 puntos
42 - DAVID GIL FRESEILLO, del I. B, “Marqués

de Lozoya” de Cuellar <(Segovia> ... ... ,.. 16 puntos
52 - FRANCISCO AVELLANO FEREANDEZ, del Colegio

JOYFE de Madrid ... ... ... ... ... ... ... 15 puntos

Alcantaron puntuaciones comprendidas entre 12 y 14
puntos CESAR ALUNSO GALLEGO (I.B. Maria Moliner), ANTONIO
SEGURA FONTCUBERTA (Col. Bérriz)>, EDUARDO MANUEL DfAZ
COMELLAS <(Col. N& Se& del Recuverdo), LUIS FELIPE SANCHEZ
MUNOZ, DIMAS MIURA LARA, IGNACIO REDONDO FERNANDEZ y LUIS
ANGEL GIL GOMEZ.

Sefialaremos que Jorge Casillas y David Gil, que se
ban clasifizauo en los puestos 32 y 42, obtuvieron el afio
pasado, como alumnos de segundo curso, los premios 32 y 2¢,
que Francisco Avellano, ahora con el 52 premio, quedé a un
punto de los premiados en 1990 y que César Alonso, que ahora

ha alcanzado 14 puntos, obtuvo el primer premio en 1989 y el
segundo en 1990.

Felicitamos cordialmente a los ganadores y a los
profesores de Matematicas que los han formado; debemos
destacar que afio tras afio se replten, entre los premiados
en nuestros concureos, los nombres de varios Centros de
Ensefianza, poniendo asi de manifiesto que los éxizos
obtenidos no son excepcionales, sino fruto de una continuadz
labor de formacién llevada a cabo por su profesorado y del
interés de su direccién en fomentar esa actividad formativa.
Confiamos en que los ganadores de nuestros CONCUrsos sigan
siendo cualificados participantes en las olimpiadas
matematicas, tanto nacional como internacionales, de los

préximos afios.

Damos a continuacién los enunciados de los problemas

propuestos en este IX Concurso:

PRIMER CURSO

12 — Calcular razonadamente, todas las ternas de numercs
C(a,b,c). Los tres elementos a, b, ¢, no tienen que ser
necesariamente distintos, y deben cumplir las siguierntes
condiciones:

12: los elementos &, b, ¢, en base diez, son digitos y
numeros primos.

22: Todos los numeros de dos cifras, colocadas en cualquier
orden, que pueden ecribirse con las a, b, ¢, sSOn WUNEros
primos.

32: Todos 1los nomeros de tres cifras, colocadas en
cualquier orden, que pueden escribirse con las a, b, ¢, son
numeros primos.

NOTA: El numero 1 se considera primo.



2 — Tres numeros reales, distintos de cero, estAn en
progresién ariwmetica y los cuadrados de estos nimeros, en
el mismo orden, forman progresién geométrica. Hallar todas

las razones posibles de esta progresién.

32 — Cuatro vasos, suficientemente grandes, contienen el
mismo volumen de liquido. E1l primer vaso contiene café sé6lo
Y los otros tres contienen leche séla. Se vierte la cuata
parte del contenido del primer vaso en el segundo, se hace
la mezcla homogénea ¥+ @ continuvacién, se vierte la cuarta
parte del contenido del segundo vaso en el tercero. Se hace
la mezcla homogénes Yy ®8se vierte la cuarta parte del
contenido e el Gltimo vaso. ¢ Cual es la razénm entre 1los

volimenes de café y leche contenidos en el cuarto vaso ?

42 — Determinar el resto que se obtieme al dividir N
entre cuatro.

N=1+5+5%+5%4 , , 4+ 512

SEGUNDO CURSO

1e — Cada una de las dos ternas de ninmeros: log a, log b,
log ¢y 1log a - log 2b, log 2b - log 3¢, log B¢ -~ log a,
estdn, en el orden dado, en progresién aritmética. Los

numeros a, b, ¢, ¢ pueden ser las longitudes de los lados de
un trianguloc ? . Razonarlo.

22 — Resolver la ecuacilén trigonométrica:

sen 2x = cos (x - n/3)

32 — Varios anmigos deciden bacer un viaje, c<onviniendc
en pagar cada uno el gasto que hiciese, para 1lo cual
alquilan un vehiculo por 522 délares. En el trayecto, umno de
los viajeros se puso enfermo y se quedaron con ¢é1 dos
compafieros para cuidarlo. Cuando hicieron cuentas, los aque
terminaron el wviaje tuvieron que pagar 29 délares mas que

los que se quedaron ¢ Cuantos amigos eran 7

49 — Las longitudes de los lados de un triéngulo son ay
b , con a > b . Hallar la longitud del tercer lado del
triéngulo, sabiendo gque se verifica: a + hg £ b + bp y que
bha ¥ bp son las longitudes de las mlturas bajadas sobre los

lados correspondientes.
TERCER CURSO

12 ~— Dado un cuadrado de area igual a 2, se piden:

a) Las ecuaciones de las infinitas elipses imnscritas en el
cuadrado.

b) La elipse de Area méaxima.

29 — Sean p y gq , dos nameros naturales tales que se
verifique
2™ + 1 = p.g neXx
Comprobar que los numeros p-1 y g¢g-1 , en su descomposi-
cién en producto de factores primos, contienen al factor 2

con el mismo exponente.
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32 — Llos puntos 4, B, C, D, son vértices de un cuadrado
de lado 1gual a uno. Con centros en los citados puntos y
radios iguales a uno, se construyen cuatro circulos. La
interseccién de dichos circulos determina un cuadrilatero

curvilineo cuya area se pilde.

42 — La medida de cada uno de los angulos de la base de
un triadngulo isésceles es, en radilanes, n/6 . La longitud
de 1la altura correspondiente a la base, excede en dos
unidades a 1la longitud del radio de 1la circunferencla

inscrita en el triangulo. Calcular la longitud de la base.
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XXXII OLIMPIADA
MATEMATICA INTERNACIONAL
SIGTUNA — SUECIA — 1991

La XXXI1I Olimpiada Matemidtica Internacional
tuvo lugar en Suecia, los dias 17 y 18 de Julio de 1991,
se celebrs en la ciudad de Sigtuna, aunque el jurado tuvo

eus reuniones en Upsala.

Participaron en ella 56 paises, lo que constituye
un nuevo record: cinco mas que el afio pasado, en el que
también se sobrepasé la participacién de 1los afios

anteriores.

Como de costumbre, la prueba consistié en 1la
resolucién de seis problemas, repartidos en dos seciones
de cuatro horas y media cada una. En cada uno de ellos, se
podian obtener hasta siete puntos, por 1lo que la
puntuacién mAxima alcanzable era de 42. Los sels enun-
ciados pueden verse, en este miemo boletin, en la secclén

de Problemas Propuestos.

En esta ocasién, la participacién espafiola ha sido
digna, ya que 10O sobresaliente. Destacé Ignasi WUNDET
RIERA, que logré 20 puntos (con la maxims puntuacidén en
dos problemas) y en consecuencia un Tercer Premio (medalla
de bronce). Después se clasificaron Marcos DURANTEZ
GAMZUXOFF, con 15 puntos, Roger RESPEL LLINA, <con 13,
Ignacio URIARTE TUERO, con 12, lgnacio MARCOS PRIND, con 4
y Alberto BRAVO DE MANSILLA JINGNEZ, con 2.
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En la clasificacién oficiosa por paises
toficiaimente, en la IMO tan solo se participa

individualmernte), Espafia ocupé el lugar 402,

Lz URSS ocupé el primer puesto: cuatro de sus
alumnos representantes alcanzaron la méaxima puntuacién
posible Lz puntos). Le siguieron Chinsa, Rumania,

Alemania, USs, Hungria, Iran, Vietnam, etc.

las medallas de oro fueron entregadas por el
profesor Miguel de Guzmadn Ozamiz, en su calidad de
Presidente d= 1la Comieién Internacional de Educacién

Fatematica (IZMID.

En la reunién del I.NM. 0. Site Committee, celebrada
en los dias anteriores a las pruebas, se acordaron los
paises que alpergaran la Olimpiada en afios sucesivos. Son
estos: La Unién Soviética en 1992, Turquia en 1993, Hong
Kong en 1994 y Canadad en 19905.
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NOTICIAS

VI OLIMPIADA MATEKATICA IBEROAMERICANA

En los dias en que este numero de nuestro Boletin se
encuentre en impresién, se estard celebrando en Cérdoba
(Argentina) la VI Olimpiada Matematica Iberoamericana.

Cada pais puede enviar cuatro alumnos a esta
competicién; los que han sido seleccionados por Espafia eon:
Daniel LASAOSA MEDARDE (que ya obtuvo medalla de plata en la
Olimpiada Iberoamericana de 1960, pero tieme derecho =z
participar de nuevo), Ignasi MUNDET RIERA (campeén .e la
Nacional y medalla de bronce en la Internacional de este
afiod, Ignacio URIARTE TUERO e Ignacio MARCOS FRIMO. Los
premiados en la Olimpiada Nacional Marcos Durantez Gamzukoff
y Roger Espel Llima, matriculadoe ahora en el Lycee Luls le
Grand de Paris, 1no ban podido formar parte del equipo

seleccionado para representarnos en Argentina.

COMPETICION EKATEMATICA CONMEMORATIVA DEL
V AFIVERSARIO DEL ENCUENTRO DE DQOS CULTURAS

En las reuniones preparatorias de la 322 Olimpiaca
Matematica Internacional, celebrada en Suecia, el
representante de Mexico anuncié su intenciérn de invitar =
varios paises, entre ellos Espafia, & una Competicién
¥atemAtica para conmemorar el V Centerario del Encuentro de
dos Culturas, gque tendria lugar en marzo o abril de 19¢2.

Esta competicién puede resultar muy interesante para
preparar la VII Olimpiada Iberocamericana, que ese afio
organizaréa Venezuela Yy cuyas pruebas se realizarédn en

septiembre del préximo afio.
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JORWADAS SOBRE
ENSEBARZA EXPERIMEENTAL DE LA MATEMATICA EN LA UNIVERSIDAD

Estas Jornadas se celebraran en el Rectorado de la
Universidad Politécnica de Xadrid, del 10 al 12 de Diciembre
de 1991. El comité organizador estd presidido por el Mgfco.

y Excmo. Sr. Rector de esa Universidad, don Rafael

Portaencasa.

Motivan estas Jornadas la preocupacién por im,artir
una docencia de calidad, acorde con la evolucién tecnologi-

ca, que se sirva de las herramientas maAs eficaces.

Muchos departamentos umniversitarios cuentan ya coOB
un labaratorico de HatemAticas o se estan planteando su
creacién, y tratan de incorporar a l1a docencia las técnicas
que se estan desarrollando, basadas en el uso de ordemadures
y de los ultimos avances en Inteligencia Artificial. En este
proceso de modernizacién de los métodos didacticos, puede
ser muy beneficioso el intercambio de informacién entre los
profesores interesados en llevarlo a cabo, y para ello se

han organizado estas Jorpadas.

Los temas que seran tratados son los slguientes:
- Nuevas tecnologias en educacién
- El laboratorio de Mateméticas
~ Algebra Computacional y Calculo Simbélico
— Conveniencia de introducir en la Universidad el uso de
— Paquetes estadisticos
— Librerias de ApAlisis Numérico
— Software cientifico elaborado
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La secretaria de las Jornadas se encuentra en
LAS FUBCIONES SINETRICAS GERERALIZADAS

Y LA FUECI6E PERMANERTE DE UBA MATRIZ

vepartamento de MatemAtica Aplicada (srta. Beatriz Pefia)

Escuela Universitaria de Informitica

Carretera de Valencia, km. 7 - 28031 - MADRID

Tel.: (91> 336 78 77 Fax : (91> 331 17 67 por Juan Bosco Romero Narquez
Depto. de Algebra, Geometria y Topologia

La cuota de inscripcién es de 10.000 pta (5.000 pta
Universidad de Valladolid

para alumnos).

Inauguraré las Jornadas el profesor R. VALLE SAECHEZ

disertando sobre “Nuevas tecnologias en educzcldén”.

Entre los conferenciantes invitados figuran: 7 i i i
En este articulo presentamos diversas generalizaciones de las

RAFAEL DE LA LL - . R i .

AVE - Universidad de Texas (Austin) funciones simetricas elementales,asociadas,a una matriz cuadrada-
JAVIER CABRERA -~ Universidad de Rutgers da de orden n con coeficientes reales, desde el punto de vista
FREDERIC EYSSETTTE - Universidad de KNiza de la funcion permanente de una matriz.

Despues probaremos, diversas desigualdades entr=s las funciones
simetricas generalizadas que introduciremos en este articulo..
Finalmente, haremos algunos comentarios sobre las diferentes
demostraciones, de la que en su dia fue, la celebrada conjetura
Los profesores J. M. AMILLO GIL y J. VILLEN ALTAKI- de Van der Waerden sobre un problema de minimo, de la funcion
RAEQO presentarsn las experienclas de sus Departamantos. permanente que es alcanzado sobre el poliedro convexo de las
matrices biestocast.icas positivas.

MIGUEL DE GUZMAE - Universidad Complutense
DANIEL PEfA - Universidad Carios III

Los participantes podran presentar sus ponencias que

reflejen estudiocs, experiencias o estado de sus imnvetigacio- 1.-Conocimientos basicos.-

nes. EstAd prevista 1la publicacién de las actas que se

enviaran a todos los participantes.
1.1.~Conjuntos de sucesiones.- Sean r y n enteros positivos. Defi-
nimos como Fr'“ el conjunto de todas las sucesicnes ordenadas a.

dF(d‘,..d?) en la que cada ¢ es un entero que satist ace

1= &« =n
Asi pues,rr n &S el conjunto de todas las sucesicnes de longitud r
elegidas de’entre los numeros 1.2,.... n. El numero de elementns de

este conjunto es igual al de las variaciones con repeticion de n

elementos tomados de r en r.es decir, n .A continuacion sea GP n
,

el subcon juntode rr acuyos elementos son aquellas sucesiones &
’
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para las cuales 1sa,s ..... sars n. Asi pues,Gr " es el conjunto
1

de las sucesiones crecientes de longitud r elegidas de entre los
numeros 1.2...n. El numero de elementos de este conjunto.es igual
al numero de combinaciones con repeticion de n elementos tomados

de r© en r,esto es,(“+F-4).Por ultimo,si 1<r<n entonces Qr s el
subconjunto de Gr,n formado por todas aquellas sucesiones & para
las cuales 1= d1<....<a%$n.Asi pues, Qr,n es el conjunto de to-
das las sucesiones estrictament.e crecientes de Gr‘“.El numero de
estas sucesiones es igual.al numeroc de combinaciones ordinarias de

r elementos.tomadas de r en r.es decir,(? ).

1.2 Definicion de submatriz.-Si A = M n([R,) (matrices d= orden
mX n J.Sean o = rr m B B =T, n .Entonces Ala|3] es la matriz de
M (IR ) cuvo elemento generico (i, j> es aaLBJ ,i=1,..r,4=1,. . .5.

v 3 son clem=ntos de Qr.m ¥V Qs,n respectivamente.entonces a

[
A[dJB] la llamames submatriz de A. Al determinante,permanente de
una submatriz cuadrada lo llamamos subdeterminant.e, subpermanente,
e

—

espectivamente. Para Q=Qr,m v (3=Qs,n indiquemos con &’y f3’'a las
sucesiones en Qmer, m v Qn—gnrespectivamente,cuyos enteros son
complementarios de oo y 3 (1S ou<..<ck Em y 15ai1< . . <Ha-k<m son
corn juntos complementarios de enteros del conjunto {1,2,....m}>,es

decir.su union es este conjuntodrespectivamente.Entonces defini-

mos a ACK|B) = Ale’ |3'1, Afa| B =Alc| B°1, ACa| RI=ALa’ |B1.Si m=n,

r=s y o=@Qr,n entonces a Afl«| ¢] la llamamos submatriz principal
de la matriz A.

1.3. -Permanente y determinante de una matriz.-Designamos por Sn
al conjunto de todas las permutaciones o aplicaciones biyectivas
de un conjunto de n elementos en si mismo.Si le dotamos a este
conjunto con la ley de composicion interna de aplicaciones se
convierte en un grupo no conmutativo, si nz2,y con n'!elementos.
Diagonal, permanent.e y determinante de una matriz cuadrada.- Sea
AsMn(R)(conjunto de todas las matrices reales de orden n sobre B
Si 0=Sn entonces la diagonal correspondiente a O es el sistema

ordenado de n numeros (a >.Un producto diagonal co-

tec1y  faorm
rrespondiente a o es precisamente @ A giyS 2i0tir T nding -
A 9

Sea ¥ una aplicacion sobre Sm con valores en R .Entonces,

para A=Mn(IR> definimos d_C(A> mediante la relacion siguiente:

X
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. ()
A = o E- W
“x oZsn” AR AR
A la funcion d_ que se obtiene haciendo (o) = {.par tHd
0=Sn en (1) la llamamos permanente de A y se indica por per A.AS1
“ A
per A = 2 n 3o 1§

L=

GsSn

A la funcion dx que se obtiene haciendo x(od= & (O (F1igno

de o~ para toda 0=Sw la llamamos determinante de A y se iniicz con

det (A). Asi

Agl

o
det CAY =3 €0 na g1, (3
0=Sn V=1
De otra parte.si denotamos con a . = ( a TR a in‘ 1=...0
los vectores filas de R" de 1la matriz A (lo mismo seria.puie 1os

vectores columnas),entonces definimos sobre R" 12 aplicacion

dy (A = dy (31’ ..... a_ J. En particular, det (a .... a > =

n
det (A> , v per (ai,....an > = per (A D.
En los siguientes teoremas resumimos las propiedades mas impor-
tantes de la funcion permanente y que seran uti!izadas en este ar-—

ticulo.Estas propiedades,y las de la funcion permanente. pus .-n en-

contrarse las demostraciones de ellas, con todo detalle,« 111
121, [31,.{1731,1181.
Teorema 1.- ad) La funcion d_ es lineal en cada variable v#:-torial

por separado.Es decir,dy es una funcion multilineal.

b) Si ¥ :SA ———>» R es un homomorfismo de grupos,entonces

dx(a¢(’), ..... a¢‘“))=‘x(¢)dx(a1, ..... an). ‘ ) o
Teorema 2.adLa funcion permanente de una ma.riz €s una juncion

multilineal de los vectores filas y columnas de esta matr 7.
b)Si A es una matriz nXn, y P y Q son matrices permutacion de or-
den n¥n,entonces per (PAQ) = per (A).

t
c) Si A es una matriz cuadrada de orden nXn,entonces per CA™ D =

per (AD.
d>Desarrollo de Laplace.- Si AeMn(® y a,B< Qr, n.entonces

Per (AD = S per C(Ale | B per { AC o] B ),
® < Qr,n

(%)
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v en partiular,para cualquier j, 1 < j = n, tenemos que,
n
per (A) = 2 3;; Per ¢ AC i| Jj J). (para cualquier j>. (5)

=1

1.4.E1 cono poliedrico de las matrices biestocasticas.- Una matriz
A = (aij) con coeficientes reales v de orden n¥Xn se dice que es

biestocastica si sus coeficientes verifican las siguientes propie~
dades:

a> aij 2 O para todos los i.j = 1,...n.
b> 2
< a;J =1 para i =1 n
y =4
n
e 3 aij =1, para j=1,.... n
S |
Ei se designa por u =(1,...1) el vector de R",entonces se
tiene que: u.oa =u a’' = 1, donde, los vectores a, ¥y a’

son respectivamente, lo vectores filas y columnas de la matriz
A para i,j = 1,2,....n. Denotamos por Qn el semigrupo multi-
plicativo de todas las matrices biestocasticas con elementos posi-
tivos.entonces se tienen los dos resultados siguientes:
1) las unicas matrices biestocasticas que tienen inversa son las
matrices permutacion.Ver [ 20 1.

2
2> En R" . el conjunto fin es un poliedro convexo.Su dimension es

(n-1>% a lo mas.

2.-Funciones simetricas ordinarias y generalizadas via la funcion

permanente de una matriz.
Sean Xgoeee s XD variables sobre R .Una funcion flx,....x
sobre R es llamada simétrica si f(x .X 01n>> = f(x1 R 2

A%
para toda @ de Sn.

Los ejemplos mas simples de funciones simetricas son

er(xi.,,,xh) =3 Xig X{g-- Xy - P =1.2...n"1 ;
1€84<. . Cirgn
ve (x ,,,,x D=x_......... X, . donde la suma se extiende so-~
n 1 n 1 n

bre todas las (P ) productos posibles de r variables distintas, y
son llamadas las funcicnes simetricas elementales.
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Veamos. ahora la relacion que existe entre las funciones sime-
tricas elementales y la funcion permanente de una matriz.
Si r y n son numeros naturales tales que 1<r<n-1 .Dados el

vector x = (X X ) de R de ComponPnLeS posltl\'as Y la ma
i I "
triz A= (a. -) de elementos Ieales pOSILIVOS a- e V., el vector
(e} iti VO = i1mos via la (ul](:lDH perman -nte
real pos 1 a (a . .a p] defln

las siguientes funciones simetricas generalizadas:

€r (x.a)=(: )per (x.r..x.a.apfr.a),que al desarrollarla.utilizan-
nt
do el desarrollo de Laplace para la permanente,obtenemos que

g = g Sy I a con 1zr=n-1,
e, (x,ad > LA SXp L a.l1 i
1£{4<. . SirSn y 15§12, ..5jrSn (conjuntos complementar os
n (6
y en(x,a)=(r ) per (x,...x>
n?

Siguiendo con las notaciones y resultados expuestos en [21.

{6 1,y [81,1171,[18],tenemos el siguiente resultado con el que se

relaciona al permanente como un producto interno de un espacio de
Lorentz-Minkowski.

-Teorema.S—(Desigualdad de Alesandrov-Fenchel-Egorychev—-Schneider)
Sean a.. 2 O reales para i,j =1,2...n.Entonces se verifica la si~
v

guiente desigualdad

per (“1'“1"'“n-1'°n)zz ?Qr(a’,az.--an_l,qn_’)per(a’,qz...an,an h]
Si ademas, a,., » O para i=1,2,..n y j=1.2, n-2, entonces la igual-
dad se consi%ae si y solo si para todo i=1,2,...n tiene lugar que

a . =xa ¢,3 -donde A es real. - o
" Como consecuenc1a de este teorema y de (6)obtenemos el siguien-

te resultado.
Teorema 4.-Sean x=(x1.....xn D> 0,y 12 r < n - 1.Entonces tenemos
que
2
eZ x> ( )
’ con la igualdad en la

»

3
rflcx €. ‘cxn r01 ’ (r-l )
primera desigualdad si y solo si u.
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Demostracion.—- Por el teorema 3 tenemos que,

pcrz(z,,,x,u,u,,.u)Zper(x.xu,x,u,u,.u)per(x.x,,x,u,u,,u ) (7)
r n - v ré+d n=(ret)
corn la 1rualdad. si v solo si N = u.

Sust.ituvendo la relacion (6) en (7> obtenemos el resultado.
- - Notas sobre la Conjetura de Van der VWaerden y su demostracion.

En 1926 Van der Vaerden propusc la siguiente cuestion. zcual
sera el valor minimo de la funcion permanente sobre el conjunto Q“

de todas las matrices biestocasticas de orden n 7 .Esta conjetura
afirmaba lo siguiente:

i Ae_n“ , entonces per (A) = n! , v con la igualdad, si ¥

£

snlo si. A = J‘.

La demostracion de esta conjetura se logro, en 1980, por Falikman
Ecorichev y Knuth, utilizando para ello, la desigualdad de Alek-
sandrov—- Fenchel-Schneider-Egorychev, antes citada y otros resul-
tados de minimo sobre las matrices biestocasticas debidos a mu-
chos otros investigadores. ver [21,(8],19] ,[11],[17],[13],[21],’{12],[23].[253

Esta conjetura aparece, hoy dia, como un topico mas a estudiar
dentro de la combinatoria. Para mas detalles, ver [17], [181.
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesoree de
Matematicas, deseo que me envien gratuitamente los
siguientes numeros atrasados del Boletin (sefialar con unas
aspas los gque interesen):

3 4 5 10 21 22 23

24 25 26 27 28

Envio adjuntos sellos para el frangueo (23 pts. por numero
para Madrid y 33 pts. por nimero para provincias).

Hagan el envio utilizando como direccién la consignada en
este recuadro:

Los numeroe 1, 2, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,
18, 19 y 20 estAn agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento recorte o copie este
cupén y envielo a la Socledad "Fuig Adan” de Profesores de
Matemsticas, Apartado 9479 - 28080 ~ MADRID.

GRAFICACION DE SUPERFICIES POR ORDENADOR

Manuel Avilés Sanchez Paz Lucas Padin
I. B. Calderén de le Barca I.B. Calderén de la Barca

E]l presente trabajo trata de disefiar un programa de ordenador, que
permita representar en el monitor del mismo, una superficie dada
en la forma Z=f(x,y), desde un determinado punto de vista que sera
fijado por las clasicas coordenadas esféricas (8,e,r).

E]l programa lleva tambien incorporado un algoritmo de ocultacidn
de lineas, que sirve para una gran parte de las superficies a

representar.
Hay que decir aque no existe, hoy por hoy, ningun algoritmo que
sirva para toda clase de superficies. Los més completos, llevan

implicito un gran tiempo de cdlculo. Al movernos en el mundo de
los compatibles, hay que tener en cuenta el tiempo de calculo, a
la hora de disefiar el algoritmo, ya que un algoritmo muy eficaz,
regquiere una gran cantidad de memoria y una CPU rdpida, por ejemplo
un 386 a por lo menos 20MH con coprocesador matemdtico. PFor 1lo
tanto se tratara de compatibilizar la eficacia con el tiempo que
el ordenador tarda en representar una superficie dada en el
monitor.

Vamos a esbozar los requisitos matemdticos para la confeccidn del
programa.

REQUISITOS MATEMATICOS

Para representar en el ordenador un objeto tridimensional, se
necesita hacer una transformacidn que nos pase de las coordenadas
del objeto a las de la pantalla. Para esto ‘necesitamos primero
movernos con respecto al objeto, para verlo desde 1la posicidn ¥y
éngulo requeridos y luego proyectar esto sobre la pantalla.
Estas transformaciones pueden ser interpretadas de dos formas
distintas.

a) Se mueve el objeto.

b) Se mueven los ejes de manera inversa.
Vamos a escribir las matrices asociadas a rotaciones respecto a los
ejes X,Y,2, en un sistema de refencia ortonormal.

2 X’= Xcos6-Ysen®
Y’= Xsen®-Ycos®
2’= 2
y‘ Las anteriores ecuaciones
son las de rotacidn alre-
dor del eje Z.
—— Las ecuaciones anteriores
7 se pueden escribir bajo

) forma matricial

e
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cos8 -genf 0O

Rz =|sen® cos® 0 Matriz de la transformacidén
0 o 1

2) ROTACION ALREDEDOR DEL EJE “Y"

= En este caso hay que tener
en cuenta que un giro po-
sitivo alrededor del eje Y
estara dado por la regla
del sacacorchos, es decir

b si vamos de Z a X el sen-
tido sera positivo. Las
ecuaciones seran:

X’ =xXcosf+zsend
y’'=y
z’=~XsenB+zcosd

La matriz asociada sera:
cos® O send

Ry= 0 1 0

-senf® O cosf

ROTACION ALEEDEDOR DEL EJE ‘X"

En este caso las ecuaciones seran:

x’=x
Y’ =ycos6-zsené
2z’ =ysenf+zcosd
La matriz asociada a la transformacion sera:

1 0 0
Rx=|0 cos® -sen®
0 senf cosé

REPRESENTACION DE LA SUPERFICIE EN EL MONITOR

Una vez que hemos visto las matrices asociadas a los giros
alrededor de los tres ejes, estamos en condiciones de detallar los

pasos necesarios para obtener las ecuaciones gque transforman
las coordenadas de un punto (X,y,2) en otras (Xxe,ye,ze), Que es
donde esta situado el observador, y desde donde se considera que
se esta mirando a la superficie.

En definitiva, para representar un objeto tridimensional, en la
pantalla de un ordenador, nos moveremos con respecto al objeto
hasta tener una visidn adecuada del mismo.

Supongamos que nuestro ojo o camara se encuentra en el punto E

v que el objeto esta centrado en el origen y que ademas, estamos
suficientemente lejos como para tener una visidén de conjunto y
evitar deformaciones.

La solucidén esta en utilizar un sistema de coordenadas de forma
que el eje "Z" vaya del ojo a “0", siendo el plano "XY",
perpendicular al vector OE.

Finalmente, colocaremos la pantalla del ordenador perpendicular al
eje "OE", entre nuestro ojo y el objeto y se procedera a proyectar
las coordenadas (xe,ye,2e)sobre la pantalla para asi obtener el
par (xp,¥p) que es, el que sera representado en el monitor del
ordenador.

los pasos a seguir seran pues:

a) Hallar la matriz asociada a la transformacidn , que nos
proporcione las coordenadas del objeto respacto a nuestros ejes
(ligados al punto E, como aparece en la figura (3)).

b) Ecuaciones de la proyeccidn sobre la pantalla.

AT
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o). -ECUACIONEE DE LA TRANSFORMACION

Queremos calcular las
coordenadas del pun-
to (x,y,2) pPero res-
pecto al sistema
sistema de referen-
cia "XeYeZe".

La transformacién
final, sera el resul-
* tado de la composi-
cién de las siguien-
tes transformaciones,
vistas con anteriori-
dad.

a.1) T+ pasa el origen de coordenadas al punto "E”. ©Sera una
traslacion cuya matriz asociada sera.

é 2 8 :;: xe=rcospcost
Tz 6 0 1 -zE donde yE=rcospsend
0 0 0 1 ZE=rseny
0 p =1
Evidentemente en coordenadas esféricas; con 0s 6 £ 2n

Ya que la matriz final, sera producto de las matrices
correpondientes a giros ¥ traslaciones, se han elegido coordenadas
homogeneas, tanto para las matrices asociadas a una traslacion,
como para las aspciadas a un giro. Siempre gque sea posible
usaremos matrices 3x3, por comodidad y economia en la escritura,
aunque, el producto final de matrices, se haga bajo su forma
homogenea osea 4x4,

a.2) Rz sera una rotacidén de angulo -(n-2-6) alrededor del eje 2"
de meanera que "y’'" sea paralelo a "OE’", que esta sobre el plano
D oGl e perpendicular a "OE".

Le matriz asociada a la transformacidn, sera 1a del giro respecto
al eje "Z".

cos(g-e) -sen(g-e) 01 seng@ =-cos® O
Rz= sen(g-B) cos(g-e) 0| = |cosé send 0
0 0 1 0 0 1

a.3) Ahora tendremos que rotar un an

1dremos gulo
alrededor del eje "X’" de manera que el eje "Z°"
con la direccidn "OE".

n/2+(n/2-p)=n—p
pase a ser "Z°'’"

1 0 0 1 0 9]
Rx={0 cos(n-¢) sen(n—p)| = |0 -cose seny
0 -sen(m-p) cos(n-p) 0 -senp -cosg

%a“anterigr responde a2 la matriz de un giro alrededor del eje
X" que vimos en la primera parte del trabajo.

W

a.4) Se trata en este paso de cambiar la direccidn del eje "X*°"

para que al efectuar la proyeccidn, esta i
: : s guede en el 1
habitual. la matriz asociada sera: plano XY

-1 0 0
s=| O 1 0| v el sistema quedara como en la figu-
0 ra adJjunta.
0 1
e
+e
1e

Finalmente la matriz asqc?ada a la transformacidén sera la que
corresponde a la composicidn de las siguientes transformaciones.

. . R =S50 Reo Ry oTs
ara obtener la matriz asociada a R, se multipli i
) , plicaran las matrices
asociadas a S{ Rx, Ry.y T1 en coordenadas homogeneas.
Dada une matriz del tipo Rx,Rv o0 S, el paso a su forma "homogenea”
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es inmediato, ya que si A es la matriz del tipo anterior, entonces
su forma homogenea "A’", sera como sigue:
A 4 0 1 en el punto "E"
Lo 1] En nusstroc caso, vamos a suponer Que noB co oﬁam?s P E
y que la pantalla es perpendicular al vector "OE"; _osea que ros
encontramos graficamente en las condiciones de la figura anterior.
. .. . . . ; 3 i iguiente:
La ecuacion matricial del cambio de sistema de referencia que nos Por semejanza de tringulos se cumplira lo sig
dara las coordenadas de un punto de la superficie, respecto de wun
sistema ortonormal con origen en "E"sera:
y Yy X X
P e . i E - —2; de dond
—— = =— ; y tambien —— = — ; de donde
xXe ~sené cosé 0 0 X En funcidén de las d “s d e
ye _ |-cospcos€ -cospsens seng O Y coordenadas esfé- .
ze ~senpcos®  -senpsen® -cose r| |z ricas de "E" obtenemos las ecuaciones que nos dan, las coordenadas de pantalla,
1 0 0 0 1 1 en funcion de las coodenadas del "ojo". Estas seran:
x, Y,
x = d— ; Yy = d—
[<] zo P Ze
Luego si en el intervalo [XMIN, XMAX], elegimos un ntmero “"NPX" de SISTEMA DE COORDENADAS DE PANTALLA HOMOGENEAS:
subintervalos y lo mismo hacemos para el intervalo [YMIN, YMAX],

con un numero "NPY" igual o distinto de "NPX", es evidente que
para cada punto sobre el eje "X" que sera de la forma:

Variando, "r" y "d", se puede controlar el tamafio de la imagen en
la pantalla del monitor.

x=XMIN+k. IPX: con Iszw donde K=0, .., NPX

Existe otros "NPY+1" puntos de la forma y=YMIN+k. IPY, tal que para
cada uno de estos se podra calcular, si existe un Z=f(x,y) aque es
un punto de la superficie. Conocidas estas coordenadas, se pueden
calcular las (xe,ye,ze), correspondientes Yy pasar a continuacidn a

A

obtener las coordenadas de pantalla. Este apartado, sera tratado = ;’E‘ze ZOMR TICI\BLE
inmediatamente despues.
Ze
by. - Emﬂmn_e; de la proveccion en pantalla. 1 3
]
P hz
$
— $ § 5
d 8 a
(=] E hd -
Xp Re A
PLANO%ZQ Fléli ZQra.sx
PLANEXe2o Q por el cenire

La proyeccidén en perspectiva, hace que los objetos mds lejanos,

aparezcan més pequefios sobre la pantalla, produciendo imagenes con
distorsiones minimas.
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De acuerdo con la Ultima grafica, si consideramos que Zo'pasa por
el centro de la pantalla, y que esta tiene las dimensiones que
:ndica la figura anterior, las coordenadas de pantalla seran:

(82 ()

La piramide de visibilidad que hemos dibujado en_lg figura (4 ),
especifica la regidn del objeto, que es visible para el
sbservador.

i i ient d . con-
Si elegimos un punto de vista determinado, el cociente s

trola la imagen proyectada sobre la paptalla. El efecto de este
cociente ez semejante al de la distancia focal de la lenye de una
camara, que como sabemos determina que parte de un objeto esta
dentro de la foto y cual no lo esta: 4
Si el cociente es peguefio, es andlogo & usar una lente, e
longitud focal pequefia, y por tanto el efecto es el mismo que el
producido por un gran angular. ) :
Si l1a razdn es grande, tendriasmos el efecto contrario, osea el e
un "teleobjetivo” o o
Es evidente que con esta correcclon Se€ verifica:
{ -1 = x=1
P
-1 = < 1
1 yp

Dado que la que la pantalla de un ordenador, en modg gréfico_suele
considerar que el origen esta en el vertice superior izaguierdo,
tendremos todavia que corregir la ecuaciones (4) para que se tenga
en cuenta la especial disposicidn de los ejes en la pantglla de un
ordenador. Graficamente se puede ilustrar como en la figura que
aparece més abajo, donde tratamos de pasar del (S1), al (8z)

(o,0) N
n | ‘

1

1

]

- | 2
S' e e e = -J(x"\l‘)
(0,0) i QL
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Si consideramos, gqgue el objeto 1le queremos aproximadamente
centrado en el centro del monitor, en el punto de coordenadas
(Xe,Ye) (coordenadas de pantalla), las ecuaciones que aparecen en
(4) se transformaran en:

% =SCF[‘11 e, xc]
P S Z2e

d ye
yp——-; -y + Ye
El signo (-), es debido a la diferente orientacidn de los ejes de
ordenadas, en el sistema "XYZ" con respecto al sistema de
referencia en pantalla.
"SCF" es un factor, que intenta conseguir que un cuadrado, parezca
en realidad un cuadrado en coordenadas de pantalla.
El factor depende de las pulgadas del monitor y de 1la resoclucidn
elegida. y es:

H= longi Hori en (mm) de moni

v T maxima reso de punt horizo
SCF= y = iongi vert en (mm) de moni
~ maxima reso de punt vertic

IECNICAS DE ELIMINACION DE PARTES OCULTAS

Supongamos que estamos usando una tarjeta EGA, en el modo de
maxima resolucidn, osea 640x350, con 16 colores a la vez.
Inicializamos, las variables dimensionadas YMAX(I), YMIN(I). Estas
variables van a ser utilizadas para identificar, si un punto debe
ser unido con el anterior, (visible), o no (oculto). Para elloc se
procede como sigue:

a) Dado un punto en coordenadas de pantalla (xp,¥yr), fijado
Xp, se calcula la "y" mexima y minima de pantalla y se almacenan
en YMAX(I) e YMIN(I). '

b) Se prueba si yp, esta entre YMAX(xp) e YMIN(xr). En caso
afirmativo, el punto es considerado como oculto, en caso
contrario, es dibujado y unido con el anterior.

Esto es, en sintesis, una de las técnicas de ocultacidén de
superficies. Lo anterior es una extensidén del algoritmo de Cohen -
Shuterland, que se usa en la graficacidén bidimensional.

No vale, como técnica de ocultacién, para todas las
superficies (no existe un algoritmo general de tratamiento de
partes ocultas), pero el tiempo de cdlculo es corto y 1la +técnica
es abordable con un compatible AT (funciona en un (XT)).

DESCRIPCION DEL PROGEAMA
El programa del cual se adjunta un listado, ha sido desarrollado

en un Tandom PCA-20, a 8MH, y con GWBASIC wversidén 3.22. Dicha
versidén del interprete BASIC, admite la graficacdn en modo EGA con
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rezclucidn de B40x350 y 16 coleores. 8i no se dispone de monitor
compatible EGA, de tarjeta apropiada, y de una versién del BASIC
que admita la orden "SCREEN 9", habra que cambiar las siguientes
lineas de programa por las gue & continuacidén se detallan:

140 cls:screen 2

250 xcp=110:ycp=100:pi=3.141593:coresota=2.4

350 for i=1 to 640:ymax(i)=0:ymin(i)=199:next i

1170 ydib<0O or ydib>199 then estadol¥%=f%:estado2%=f%

Si se quiere observar otra funcidn, se sustituira la linea:

410 def fnz(x,y)=...(funcidén a estudiar)

El programa esta suficientemente documentado como para entender su
funcionamiento leyendo los comentarios incluidos en el mismo. Una
descripecidn somera del mismo podria hacerse como sigue:

1) En las lineas 70 a 131, se introducen los intervalos sobre
los ejes, donde va ha ser estudiada la superficie, asi como las
coordenadas esfericas del punto de vista, y la distancia al plano
de proyeccidn. Es conveniente que NPX y NPY, sean numeros primos,
para evitar que la funcidn pase por un punto critico.

2) En la linea 134, se calculan los pasos correspondientes
sobre ambos ejes. La subrutina 230, calcula los valores del marco
de visualizacidn, asi como, las razones trigonometricas de los
éangulos (8,p). La razdn de incluir este calculo aqui ¥y no en la
linea donde se calculan (xe,ye,2e), e€s que no es necesario hacer
este calculo mds de una vez.
La subrutina 330, inicializa las variables dimensionadas YMIN(I),
YMAX(I) y la rutina 390 calcula las coordenadas (x,y,z) de la
superficie.

3) Conocidas estas coordenadas, la rutina 630, calcula las
correspondientes coordenadas del "ojo", y la 730 1las coordenadas
de pantalla.

4) La rutina 890 procede a dibujar la superficie y decidir
mediante el algoritmo descrito anteriormente, si el punto, esta o
no, oculto para el observador.

Se adjunta un listado del programa, para monitor EGA, GWBASIC v
3.22 y tarjeta compatible.
Se aconseja grabarlo con la opcién “a" y ejecutarle en un BASIC

compilado. El programa corre sin modificacién alguna en Quick
Basic 4.5.
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GRAFICACTON DE SUPERFICIES

15 *ESTADO=F% ES EL PRI DE LA CUR:ESTADO1%=F% EL PUN AC NO SE VE:ESTADOZ%=F% EL
PUN ES EL ULTI REFE

20 V% = -1: F% = O

30 CLS : KEY OFF

50 DIM YMAX(B840), YMIN(840) !

70 INPUT “ANGULO THETA en grados ", THETA

g0 INFUT “ANGULO PHI en grados ", PHI

100
105
115
12

123
126
129
131
134
140
150
170
190
210
230

“RADIO (S5i sumente R dis defor (hay aum D))", R
§:§3$ ”EIS PL;ND FROYECC (D) (mini 420) D=", DPROXY
INPUT "XMIN=", XMIN
INPUT "XMAX=", XMAX
INPUT “"YMIN=", 55;?
“ X=" ) '
%:;g; "EEADE PUNTOS SOBRE EL EJE X (n9Q menor que 40)”, Eg?
INPUT "“Ng DE PUNTOS SOBRE EL EJE Y (n2 menor que 40)",
1% = (XMAX - XMIN) / NPX: 1Y = (YMAY. - YMIN) / NPY
CLS : SCREEN 9
GOSUB 230
GO3DB 330
GOSUB 390
FND ..CALCULO DE LOS VALORES DEL MARCO Y DE LAS RAZONED TRIGONOMETRICAS D

E "THETA y PHI"

250
270

¥CP = 110: YCP = 190: PI = 3.141593: CORESOTA = 3.2 ’2.4 PARA (JA 640X200
S =2

£40 THETH = THETA % P] / 180: PHI = PHI » PI / 180: S1 = SIN(THETA): Ci = COS{7TH
FTA): S2 = SIN(PHI): C2 = COS(PHI)
T TURN
= B INICIALIZACTON DE YMAX(I),YMIN(D) '
a50 FOR 1 = 1 TO 640: YMAX(I) = O: YMIN(I) = 349: NEXT I
v T1. v . . . . . .
g;g FFT?ﬁﬁ._,,caLCULo DE LAS COORDENADAS DEL "MUNDO", "OJO”, ¥ sAng%LA
W10 DEF FNZ (X, Y) = 10 * SIN(SQR(X ~ 2 + Y ~ 2)) / SQR(X ~ 2 2
430 FOR X = YMAX TO XMIN STEP -1X
450 ESTAUOX = F¥
470 FOR Y = YMIN TO YMAX STEP IY
490 7 = FNZ(X, Y)
510 GOSUB 630
530 GOSUB 730
550 GOSUB 890
570 NEXT Y
590 NEXT X
610 RETURN
630 7. ..., CAL COOR DELC?JO
Vz=-X%S51+7YH*
670 Yoy o -i ¥ Ol % C2 - Y % S1 €2 + 2 % S2
690 ZPV = -X ¥ 62 * C1 - Y % 82 ¥ 81 - Z x C2 + R
710 RETURN
730 ... .. CAL COOR PANTA
790 XP = (DFROXY / S) ¥ (XPV / ZPV)
810 YP = (DPROXY / S) * (YPV / ZPV)
830 XP = XP + XCP: XP = CORESOTA * XP
850 YP = -YP + YCP
870 RETURN
890 * ... DIBUJO DE LA SUPERFICIE
010 IF NOT ESTADO% THEN 830 ELSE 990
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930 ECTADOX = V¥: ESTADOZY% = F%

anl

XANT = XP: YANT = YP

170 RETURN
990 DELTAX = XANT - XP: IF DELTAX = O THEN DELTAX = 1

1010
1030
10860
1070
1090
1110
1130
1150
1170
1190
1210
1230
1250
1270
1290
1310
1330
1350
1370
1390
1410
1430
14070
1470
1490

DELTAY = YANT - YP

COCIDELT = DELTAY / DELTAX

YDIDR = YANT

NUEVOX = INT(XANT) + 1

FOR XDIB = NUEVOX TO XP

ESTADO1% = Vi

YDIB = YDIB + COCIDELT

IF XDIB < O OR XDIB > 639 TIIEN ESTADO1X
IF YDIB < O OR YDIB > 349 THEN ESTADO1%
1F YDIB <= YMIN(XD1R) THEN 1310

IF YDIB >= YMAX(XDIB) THEN 1410
E3TADOZ2% = F%

NEXT XDIB

XANT = XP: YANT = YP

RETURN

YMIN(XDIB) = YDIB

IF NOT ESTADO1% THEN 1390

1¥ NOT ESTADOZ2X THEN PSLET (XDIB, YDIB):
LINE -(XDIB, YDIB)

IF YDIB < YMAX(XDID) THEN 1250
YMAX(XDIR) = YDIB

IF NOT ESTADO1% THEN 1250

IF NOT ESTADOZ% THEN PSET (XDIB, YDIB):
LINE -(XDIB, YDIB)
GOTO 1250

LJCMPLO UL GRATICA DE UMA SUPERFICIE
2=10=0INCHOR(K BAY DI/ 8RN ReY D)
THETR=30; PHI=S8; A=48; D=yE®
AMIN==-10; AMAX= 10

YMiN=-18; YHAN= 10
HPX=37; WPY=3?7

non

ESTADOZX%

ESTADOZ%

I'%: ESTADOZ%
F%: ESTADO2%

V%

F%: GOTO 1250
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SOBRE ANALISIS NO ESTANDAR

Por Manuel Suérez Fernéndez

CAPITULO IV: UNOS PRINCIPIOS NO ESTANDAR

En este cuarto articulo o capitulo propongo unos
principios para el An&lisis No Estandar a considerar en este
referido cuarto capitulo y en el quinto siguiente. Dichos
principios no son los mismos (salvo uno de ellos) que los de
la Internal Set Theory (o Teoria Interna de Conjuntos o Ana-
lisis No Esté&ndar de Edward Nelson), si bien aquellos (los
que aqui propongo) se deducen de éstos (los de la Teoria In-
terna de Conjuntos).

Adem&s figuran algunos teoremas y también algunas
demostraciones y con el fin de diferenciar claramente (lo
que llamo) la pre-teoria y demés complementos, de los enun-
ciados de la teoria no estindar en cuestién, éstos (y no
aquellos) figuran recuadrados.

En el Capitulo II, en la 2FC (es decir, en la Teo-
ria de Conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el Axioma de elec—
€ién), consideramos una clase U de cosas que llamamos "con-
juntos”, wuna clase P de cosas que llamamos “"propiedades",
una clase, que en el Capitulo III notamos ¢, de propiedades
que llamamos "enunciados", unos signos (letras que llamamos
"variables" y lo que entendemos por "propiedad" y por "figu-
rar (libre o ligada) una variable o figurar un conjunto en
una propiedad". Sobre lo que significa "figurar", concretan-
do m&s el lenguaje cediendo protagonismo las propiedades a
favor de sus notaciones, a las que llamamos "formulas", solo



sirviéndonos de ejemplos e invocando a la intuicidn para no
alargar demasiado la exposicién, afiadimos ahora que:

- consideramos gque intuitivamente entendemos lo que signi-
fica que un signo figura en la notacién de un conjunto,
que figura en una férmula y si el signo es una variable,
entonces que la variable figura libre o que figura ligada
en la formula,

- en las férmulas no solo figuran (o pueden figurar) signos
tales como, por ejemplo ], A, V, =, 0,,3, V, €, =, C, #,
£, ¢, PCY, U, 0, N\, {4 b, () % & 2, <y >, sino tam-
bién signos tales como, por ejemplo, +, =, ., I, W, I,
v, 1log, sen, cos, tg, lim, d (signo que llamamos "dife—-
rencial de") y /. :

- decimos que un conjunto A figura en una notacidén E de un
conjunto o en una férmula o si y solo si una (alguna) no-
tacién del conjunto A respectivamente figura en la nota-
cién E de un conjunto o en la férmula a.

Asi, por ejemplo, siendo x, Yy variables considera-
mos que:

- en la notacidén NxZ de un conjunto figuran los signos N, x
Yy z,

- no sbélo son férmulas x € y, X ¢ N, 9x Vy (y f x), (x £1)
Ay £ 1) y Yx dy (x ¢ y), sino que también lo son y = sen
x, xUy = P(Q x R}, Jx 3y(sen(x+y) = cos(x+(-y))), (x ¢
y*x+1<y+1l)ey=z3x.Xx%,

- en la férmula x « y figuran libres x, y y figura el signo

<,

- en 1la férmula x ¢ N figura libre x, figuran los signos ¢
y N y figura el conjunto N
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- en la f6rmula Jx Yy(y ¢ x) figuran ligadas x, y y figuran
los signos 3, V. () vy ¢

- en la férmula (x < 1) (y < 1) figuran libres x, y, figu-
ran los signos ( ), &, y 1 y figura el conjunto (y nu-
mero natural) 1

- en la férmula Vx Hy(x # y) figuran ligadas x, y y figuran
los signos V, 3, ( )y #

- en la férmula y = sen x figuran libres x, y y figuran los
signos = y sen

- en la férmula x Uy =P (Q x R) figuran libres x, y, figu-
ran los signos U, =, P( ), Q, x YR Y figuran los conjun-
tos Q, R, QXRY‘P(QXR)

- en la férmula gx Jy (sen (x+y) = cos(x+(-y) figuran liga-
das x, vy y figuran los signos 3, (), sen, +, =, cos y -

- en la férmula (x <y = x+1 ¢ y+l) figuran libres x, y,
figuran los signos ( ), &, = , + Y 1 Y figura el conjunto
(y nGmero natural) 1

- en la férmula y = x.x figuran libres x, y y figuran .0s
signos = y .

- en la notacién INxZ de un conjunto figuran los conjuntos
IN, 2 yINxZ

En el Capitulo III basicamente consideramos que si
bien el conjunto N de los nimeros naturales es un conjunto
de la clase U tal que (Principio de recurrencia) si E es un
conjunto de la clase U contenido en [N, 0 es elemento de E y
S(n) es elemento de E siempre que n sea elemento de E enton-
ces E =[N, ello no significa que no exista un conjunto N no
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de 1la clase U, propiamente contenido en M y tal que 0 sea
elemento de N y S(n) sea elemento de N siempre que n sea
elemento de N (y que los numeros naturales con notacidén pro-
pia (0, 1, 2, etc.) Yy nombre propio (cero, uno, dos, etc.)
del sistema de numeracidén decimal, sean elementos de IN).

Lo que se persigue con lo referido en el Capitulo
I1I, es, pues, que la intuicidn del lector acepte la compa-
tilidad o no contradiccién de la 2FC (y més concretamente)
de los Axiomas de Peano y, en particular, del Principio de

recurrencia) con (la existencia de) un tal conjunto IN.

Pues bien, ahora en el Capitulo IV, en el Analisis
No Estandar, admitimos la teoria clasica de conjuntos (es
decir, la 2FC) y (la existencia de) un tal conjunto IN que
por no ser de la clase U, le llamamos "un conjunto externo"
(a la clase U). A los conjuntos de la clase U, a las propie-
dades de la clase Py, en particular, a los enunciados de la
clase ¢, respectivamente les llamamos "conjuntos internos”
(a la clase U), "propiedades internas" (a la claseP) vy
"enunciados internos" (a la clase €). A los elementos de N
les 1llamamos "nimeros naturales esténdar" y a los elementos
de [N que no son de IN, "nimeros naturales no esténdar".

Asi pues, en el Andlisis No Estandar consideramos
la ZFC y en consecuencia, las clase U, Py ¢ de cosas que
ahora respectivamente llamamos "conjuntos internos", "pro-
piedades internas" y "enunciados internos", y los conjuntos
internos N, 2, @, R y € a cuyos elementos respectivamente
llamamos "nimeros naturales", "nimeros enteros", "nimeros
racionales”, "niimeros reales" y ‘"nimeros complejos”, bien
entendido que unas y otros son los mismos de la teoria clé-
sica (es decir, los mismos de siempre).

Lo que ocurre es gque en el Andlisis No Esténdar
ademds distinguimos unos nimeros naturales que llamamos "es-
tandar", de otros que llamamos "no esténdar". Ello significa

- 41 -

gque (en el Anllisis No Esténdar) admitimos existe una pro-
piedad, que si § es una variable o £ es un conjunto entonces
notamos "E estdndar" y llamamos "! estandar" o "E es estan-
dar" (o "E es un conjunto estdndar"), que no es de la clase

P, por lo que decimos "es una propiedad externa" (a la cla-
se P)(l).

Lo referido en el Capitulo II sobre conjuntos in-
ternos, propiedades internas y enunciados internos (es de-
cir, sobre cosas de la clase U, cosas de la clase P y cosas
de 1la clase €), lo prolongamos ahora a conjuntos internos o
externos, propiedades internas o externas Yy enunciados in-
ternos o externos. Asi resultan, por ejemplo, el conjunto
IN.xN, la propiedad (x estdndar) A (x € Q) y el enunciado (5
esténdar). Notamos u" a la clase de los conjuntos internos o
externos y llamamos "conjuntos" a unos y otros, notamos P* a
la clase de las propiedades internas o externas y llamamos
"propiedades” a unas y otras, notamos e* a la clase de los
enunciados internos o externos y 1llamamos "enunciados" a
unos y otros, llamamos teoria T a 1la teoria de Andlisis No
Estindar que pretendemos construir y comenzamos la teoria T
de la siguiente manera:

Admitimos 1la 2ZFPC y a las cosas de la clase U las lla-
mamamos "conjuntos internos", a las cosas de la clase
las llamamos "propiedades internas” y a las cosas de P
la clase ¢ las llamamos "enunciados internos”.

(1) Edward Ne}son, en su libro titulado "Radically Elementa-
ry Probability Theory (citado en la Bibliografia), dice:
El uso de este nuevo predicado "estandar” es similar al
color en la TV: La imagen es la misma, pero (con el co-

19:) apreciamos diferencias gue antes no podiamos apre-
ciar.
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Admitimos que existe wuna clase, que notamos U*, de
cosas gque llamamos "conjuntos", que existe una clase,
que notamos P*, de cosas que llamamos "propiedades" y
gque existe una clase, que notamos ¢ de cosas que
llamamos "enunciados".

Admitimos que si E es un conjunto interno, o es una
propiedad interna y p es un enunciado interno, enton-
ces E es un conjunto, « es una propiedad y p es un
enunciado (es decir, admitimos que si E es una cosa de
U, o« es una cosa de Py p es una cosa de ¢, entonces E
es una cosa de U*, a es una cosa de P* Yy p es una co-
sa de e*).

Si E es un conjunto, o es una propiedad y p es un
enunciado, entonces decimos que,

- "E es un conjunto externo" si y sole si E no es un
conjunto interno"

- "a es una propiedad externa" si y solo si o no es
una propiedad interna"

- "p es un enunciado externo" si y solo si p no es un

enunciado interno"”

Admitimos que si E es una variable o ¥ es un conjunto,
entonces existe una propiedad externa que notamos "&
estédndar” y llamamos "! est@ndar" o "E es estadndar" y
a la propiedad ] (f est&ndar) la notamos y llamamos "§
noesténdar". Admitimos (Principio de existencia) que
existe un (algin) nimero natural (que es un conjunto)
noestandar.

Admitimos que lo referido (en el Capitulo II) para co-
sas de la clase U, cosas de la clase P y cosas de la
clase €, se verifica respectivamente para cosas de la

clase U*, cosas de la clase p* y cosas de la clase e”
(es decir, lo referido en el Capitulo II sobre cosas
de la clase U, cosas de la clase P y cosas de la clase
€, que alli respectivamente llamamos "conjuntos",
"propiedades” y "enunciados" y aqui, en el Capitulo
IV, respectivamente 1llamamos "conjuntos internos",
"propiedades internas" y ‘"enunciados internos", lo
prolongamos respectivamente a cosas de la clase U*,
cosas de la clase * y cosas de la clase e* gu aqui
respectivamente llamamos "conjuntos”, "propiedades" y
"enunciados").

Admitimos que si o es una propiedad y en « figura el
signo "est&ndar" o el signo "noesténdar", entonces «

es una propiedad externa. Convenimos que:

- 8i E es un conjunto interno, entonces la expresidn
P(E) es notacién del conjunto (interno) de los
conjuntos internos contenidos en E.

- 8i x es una variable y o es una propiedad (interna o
externa) tal qu en o figura libre x, entonces,

- a la expresién JIxo la leemos "existe x tal que_ (se
verifica) a" y significa "existe un (algiin) con-
junto interno x tal que se verifica «"

- a la expresidn ¥xa la leemos "para todo x (se ve-
rifica) e«" y significa "para todo conjunto interno
x se verifica a"

- a 1la propiedad ﬂx (x esténdar) A «) la notamos
EStxa y la llamamos "existe x estdndar tal que (se
verifica) «"




- a la propiedad x ((x esténdar) == «) la notamos
VStxa y la llamamos "para todo x esténdar (se ve-
rifica) a".

Luego convenimos en que si E es un conjunto interno
Yy « es una férmula interna en la que figura libre una varia-
ble x, entonces las expresiones P(E), Ixa Y Vxe significan
lo mismo que en la clésica ZFC:

También podriamos convenir en que, en la teoria T,

- g8i E es un conjunto (interno o externo), entonces, por
ejemplo, 1la expresidn P*(E) es notacidn del conjunto (in-

terno o externos) contenidos en E,

- s8i x es una variable y « es wuna propiedad (interna o ex-
terna) tal que en o« figura libre x, entonces, por ejemplo,

- a la expresibn 3*xa la leemos "existe x interno o exter-
no tal que (se verifica) a" y significa "existe un (al-
gin) conjunto (interno o externo) x tal que se verifica

a",

- a la expresidn V*xa la leemos "para todo x interno o ex-
terno (se verifica) a" y significa "para todo conjunto
(interno o externo) x se verifica a",

pero ello no es necesario para las cuestiones que considera-
remos.

También en la teoria T concretamos més el lenguaje
cediendo protagonismo las propiedades a favor de sus nota-
ciones, para lo que,



SOCIEDAD "PUIG ADAN" DE PROFESORES DE MATENATICAS

BOLET{¥ DE INSCRIPCION
D. ... ..
Direccién particular . ... .. s s e e
Ciudad ... . 1 er cae e ses e e

Centro de trabajo ... .. v see e e e

Teléf. <...>. ... ...

Cod? Postal .. ...

R e DR

SOLICITA EL INGRESO COMO SOCIO DE NGMERO DE LA SOCIEDAD.

Con esta fecha autorizo al Banco . ... ...
Sucursal o Agencia ... ... ... .. . €D L. ..
Direccién de la misma ... ... .0 o e
para que cargue en mi cuenta . ... ... ne

196 recibos de las cuotas correspondientes al
y siguientes. Fecha S - - R
Fdo. :

La cuota anual estA actualmente establecida en
Remi tanse ambas partes a Sociedad "Puig Adam”
de Natemdticas. Apartado 9479. 2808 0-NADRID.

curso 1991-92
de 1991

3,000 pesetas
de Frofesores

Fecha ... ... .4+ +.. +.. BANCO:
Sucursal o Agencia... ... ... ... €D ...

Direccién de ésta

RUEGO ABONEN con cargo a mi cuenta ... ... nf

loe recibos de mi cuota anual de la Sociedad

Profesores de Matemsticas, hasta mnueva orden.
Les saluda atentamente:

Firmado:

Fombre y Apellidos ... ... <.t «ue wue sae san

DIire@cCidn v v s asa aaa s waa 4w a

“Puig Adam®™ de

SOCIEDAD "PUIG ADAN" DE PROFESORES DE MATEMATICAS

BOLET1¥ DE INSCRIPCION (CEFTROS)

De vnh cee see ere eee eaa eve ere eee v
COMO .+ a0 oo o ..del Centro . ... ...
domiciliado @n ... .. s s er eee v eaa v
cidudad ... ... v+ 44 s+ +.. Code Post. PN

Con esta fecha autorizo al Banco . ...
Sucursal o Agencia ... ... ... ... . @D .. ..
Direccién de la miema ...

para que cargue en mi cuenta . ... ... M2 ...

abierta al nombre: ... ... e e e e

Telf2.. ...
SOLICITA EL INGRESO DE ESE CENTRO COMO SOCIO BEKNEFACTOR.

los reciboe de las cuotas correepondientes al curso 1991-92
de 1961

y siguientes. Fecha cie et aee 0. de L.

Fdo.:
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Llamamos "férmulas" a las notaciones de las propieda-
des, "férmulas internas" a las notaciones de las pro-
piedades internas, "férmulas externas” a las notacio-
nes de las propiedades externas, "formulas verdaderas”
a las férmulas de los enunciados verdaderos", "férmu-
las falsas" a las férmulas de los enunciados falsos",
notamos F a la clase de las férmulas internas y si «
es una férmula, entonces decimos que se verifica o si
y solo si a es verdadera.

Asi pues, conjuntos internos (o de la clase U),
f6rmulas internas (o de la clase F), propiedades internas (o
de la clase P) y., en particular, enunciados internos (o de
la clase €), son respectivamente los conjuntos, las f&rmu-
las, las propiedades y, en particular, los enunciados de la
ZFC, lo cual, como ya referimos, es como decir que son "los

mismos de siempre", "los de nuestra teoria de siempre”.

Ahora queremos definir "conjuntos estadndar" y "fér-
mulas estandar" (definir "propiedades est&ndar") y, en par-
ticular, "enunciados est&ndar" no es necesario para las
cuestiones que consideraremos), de manera que respectivamen-
te sean los conjuntos internos y las férmulas internas "mas
familiares" (de "m&s familiar" representacién y uso) para
nosotros.

Pensando en que los principios o axiomas que consi-
deremos sirvan para dar forma a las ideas referidas, conti-
nuamos la teoria T (es decir, la teoria de Andlisis No Es-
tandar que pretendemos construir) de la siguiente manera:

Si o es una férmula, entonces decimos gue "a es una
férmula estdndar” si y solo si e es una férmula inter-
na tal que en o« no figura conjunto noesténdar alguno.

Admitimos (Principio de transferencia) que,
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- 5i x es una variable, P(x) es una propiedad estandar
| tal que en P(x) figura libre x y no figura libre va-
ris.sie alguna distinta de x, entonces se verifica la

férmula externa
VSt X P(x) = ¥x P(x)

- si x, X;,... X, SOD variables y P(X, X3, «.vy xn) es
una férmula est&ndar tal gue en P(x, Xy eens xn)
figuran libres x, X;, ..., X y no figura libre va-
riable alguna distinta de x, X9 ceer Xpo entonces
se verifica la férmula externa

Vstx

1...V5txn (VStxP(x,xl,..,xn) » ¥x P(x,xl,..,.xn))

Se demuestra que:

- gi ¥ es una variable y P(x) es una férmula estandar
tal que en P(x) figura libre x y no figura libre
variable alguna distinta de x, entonces se verifica

la férmula externa Jx P(x) = HStx P(x)

- i x, Ryo sees X, son variables y P(x, SRR xn)
es una férmula estandar tal que en P(x, RKyv eoev xn)
figuran libres x, X3, ---. Xy no figura libre

variable alguna distinta de x, Xgv soer X entonces
se verifica la férmula externa
vSt

xl...vst x (Ix P(X,xy,0000%p) + 35t x P(X,Xqoe00-Xp)

En efecto,

- gi x es una variable y « es una férmula estandar tal
que en « figura libre x y no figura libre variable
alguna distinta de x, entonces se verifican las

férmulas
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Ix o = Ix 11e

Ix e =1 Vx 1a

VSt x Je = lx e (Principio de transferencia)
(V55 x Ja = Vx ) =» (1¥x o =+ ] ¥*F x Je)
1Y5E % Je = FF x 110

Tt x Jla = FE x @

Luego entonces se verifica la férmula externa XxXo ==
st
FFtxe.

- considerando lo referido, es trivial que se verifica
.

la f6rmula externa VSt Xq oo VSt X, ( x P(x,xl,.;
st
X)) = I x p(x, Xyreoer X))

Se demuestra fiacilmente que admitir se verifican
estas Gltimas férmulas, es egquivalente al Principio de
transferencia y, en consecuencia, podemos considerarlas como
otra formulacidn del referido principio.

Observemos que si bien en la pre-teoria hemos admi-
tido que 0 es un nimero ' natural estandar y que si n es un
nimero natural estandar entonces s(n) es un nimero natural
estandar, tales cosas no las hemos admitido en la teoria T.
Ello ha sido asi porque {tales cosas) se pueden demostrar a
partir de lo referido sobre 1la teoria Ty, en particular,
del Principio de transferencia, lo que hacemos 2 continua-
cién (entendiendo que el conjunto N de los nimeros naturales
es el conjunto w considerado en el axioma del infinito, en
el Capitulo II, y, en consecuencia, que 0 es ¢, 1 es el {¢}
y. en general, si n es un nimero natural, entonces s(n) es
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el n U {n} y que se verifican los enunciados Py, Py, Pj, Py

Yy Pg llamados "Axiomas de Peano"}.

Se demuestra que ¢ es un conjunto estandar y, en con-

secuencia, que 0 es un nimero natural estandar.

En efecto, si x, y son variables, entonces Vy (y#:x)
es una férmula estandar en la que figura libre x y no
figura libre variable alguna distinta de x. Luego en-

tonces se verifica la férmula externa Jx (Vy(y#x) -

I*Ex (Vy(véx)).

Entonces (es decir, si x, y son variables, entonces)
se verifica la férmula estandar Vy(y' ¢ $). Luego en-
tonces se verifica la férmula estandar JIx Yy (y € x).

‘e . st
Luego entonces se verifica la férmula externa I = x Vy
(y ¢,x). Luego ¢ (conjunto vacio) es un conjunto es-
tandar vy, en consecuencia, 0 es un nimero natural es-

tandar.

Se demuestra qgue si n es un conjunto estandar, enton-
ces el n U {n} es un conjunto estandar vy, en conse-
cuencia, gque si n es un nimero natural estandar, en-

tonces s(n) es un nimero natural estandar.

En efecto, si x, y son variables, entonces y = x U {x}
es una férmula estandar en la que figuran libres x, y
y no figura libre variable alguna distinta de x, Y.
Luego entonces se verifica la fdérmula externa
'vﬁtx(By (y = x U {x}) == IFty(y = x U {x})). Luego
entonces se verifica la férmula externa VStx Jyly =

x U {x}) = ¥55x 3% y(y = x v {x}). Entonces se
verifica la férmula externa ¥5tx Jyly = x U {x}).
Luego entonces se verifica la férmula externa VStXHSty
(y = x U {x}).

Luego, si n es un conjunto estandar, entonces el n VU
{n} es un conjunto estandar y, en consecuencia, si n
es un numero natual estandar, entonces s(n) es un
nimero natural estandar.

Asi pues, (en la teoria T), 1 = s(0) es un namero
natural estandar, 2 = s(1) es un nimero natural estandar, 3

= s(2) es un nimero natural estandar, etc.

En general, si E es un conjunto tal que si x es una
variable entonces existe una férmula estandar P(x) tal que
en P(x) figura libre x, no figura libre variable alguna dis-
tinta de x y E y solo E verifica P(x), entonces E es un con-

junto estandar(z).

En efecto, entonces se verifica la férmula estandar
3x P(x). Luego entonces, considerando que se verifica la
férmula externa 1x P(x) = SStx P(x), se verifica la férmula
externa HStx P(x). Luego entonces E es un conjunto standar.
As¢i rsulta que todos los conjuntos internos a los que tra-
dicionalmente (en la matemdtica estandar o cldsica) asigna-
mos notacién propia o nombre propio, como por ejemplo N, Z,
0. B, ¢, e, n, 1(3)
para N = @, tal férmula x P(x) es la del Axioma del infini-
to).

son conjuntos estandar (por ejemplo,

(2) Si n es un numero natural estandar, entonces una tal
férmula para s(n) es decir, una tal férmula que s(n) y
solo s(n) verifica) es x = s(n).

(3) e = lim (1 + %)“, p = 371415, §% = -1

n-e
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Luego continuamos la teoria T de la siguiente

manera:

Se demuestra que ™N, 2, Q, R, &, e, W, i, son conjuntos

estandar.

si m* =m {0} (es decir, N = {1, 2, 3, ...}, E €S
un conjunto y F es un conjunto, entonces una sucesidn LI
ay, 83y seev de elementos de F, es una aplicacién (o
funcidén) £ entre IN" y F (tal que f(1) = a;, £(2) = a,, £(3)
= gy .+.) ¥ una aplicacidén entre E Y F es un subconjunto
del ExF. Considerando lo referido, entendamos gque "sucesidn
estandar"” significa "sucesidn gue es una aplicacidn
estandar" y que "aplicacidn estandar" significa "aplicacién

que es un : njunto estandar".

Se demuestra que 65i E es un conjunto, E es un

conjunto y f es una aplicacidn estandar entre E y F,

- E es un conjunto estandar

- si x € E y x estandar, entonces f(x) estandar.
En efecto,

- si x, y, t son variables ¥ P(t) es la fbérmula

Vx(x et o yly = £(x))

entonces P(t) es una férmula estandar en la que figura
libre t y no figura libre variable alguna distinta de t.
Luego entonces se verifica la férmula externa It p(t) =
35t Jt P(t). Entonces se verifica la férmula estandar

3t p(t). Luego entonces Se verifica la férmula externa
HSt t P(t). Luego entonces E es un conjunto estandar.
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- Si x, y son variables y q(x,y) es la férmula (x € E = Y
= f(x)), entonces q(x,y) es una férmula estandar en la
que figuran libres x, y y no figura libre variable al-
guna distinta de x, y. Luego entonces se verifica la
e5rmula externa Vo'x (Jy qix,y) = 3%tx y q(x,y)). Luego
entonces se verifica la férmula estandar VSt b4 3y ql{x,y)
vst x . 35t y a(x,y).Entonces se verifica la férmula es-
tandar Vxlﬂy g(x,y). Luego entonces se verifica la foér-
mula externa VStx ﬂy. g{x,y). Luego entonces se verifica
la fdérmula externa VStx 35t y 4q(x,y). Luego entonces,

si x € E y x estandar, entonces f(x) estandar.

Luego, si Tyr Tge Tgo cnes es una sucesidén estandar
de nimeros reales, entonces se verifica que si n es un nime-
ro natural estandar mayor que 0, entonces r es un numero

n
real estandar.

Respetando esta condicién, continuamos la teoria T
de la siguiente manera:

Admitimos (Principio de la sucesidn) que si I, I,
L3¢ -/ ©B una sucesidn (interna o externa) de nime-
ros reales tal que si n es un nimero natural estandar,
entonces existe una sucesidén estandar de nimeros rea-
les rl, r2, L3r coey tal que si n es un nimero natural

estandar mayor que 0 entonces r, = I..

considerando 1lo referido sobre la teoria T (o teo-
ria de andlisis No Estandar que pretendemos construir) y en
particular el Principio de transferencia y el Principio de
la sucesién, continuaremos en el proximo articulo o capitulo
estableciendo definiciones no estandar de conceptos basicos
del An&lisis Infinitesimal y comparéndclas con las corres-
pondientes definiciones estandar o clésicas.
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APENDICE

Loe axlomas de la IST (es decir, de la Teoria In-
terna de Conjuntos, de Edward Nelson) son los de la ZFC jun-
to con los tres axiomas que llamamos "Principio de transfe-
rencia”, "Principio de idealizacién" y "Principio de estan-
darizacién”. El Principio de transferencia ya lo hemos enun-
ciado y conviniendo en que si £ es wuna variable y « es una
férmula en la que figura libre !, entonces la expresidn
nySt £ind p ow gignifica " V5% £ (E finito = )" (y, en
consecuencia, significa " Ye ((&£ estandar) A (E finito) =»
«)"), podemos enunciar los dos principios restantes de la
manera siguiente:

Principio de idealizacién: Si x, y, z son variables
y B(x, y) es una f6rmula interna (estandar o noestandar) en
la que figuran libres x, y y no figura libre variable alguna
distinta de x, y (sin descartar que en B(x, y) figuren con-
juntos estandar o noestandar, con tal que sean internos),
entonces se verifica la férmula externa V5© fini , Ix Wy (y
@z = B(x, y) e Ix yst y B(x, y).

Principio de estandarizacién: Si x, y, 2z son varia~-
bles y F(x) es una férmula (interna o externa) en la que fi-
gura libre x y no figura libre variable alguna distinta de x
(sin descartar que en F(x) figuren conjuntos internos o ex-
ternos), entonces se verifica la fdrmula externa VSt x SSt
yVt 2 (z ey & (2 € x) A F(z))

A partir de los principios de transferencia e
idealizacidén se demuestra que se verifica el enunciado gque
nosotros llamamos "Principio de existencia™ y a partir de
los principios de transferencia y estandarizacidén se
demuestra que se verifica el enunciado que nosotros llamamos
"principio de la sucesidn"”.
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RUEGOS A NUESTROS SOCIOS

Se rueqa encarecidamente a nuestros socios que:

- Nos comuriguen cualquier cambio de domicilic o cuenta corrien
te, pues nos devuelven con frecuencia boletines o recibos,

con el consiguiente perjuicio para todos.

- Procuren que otros compafieros ingresen en 1la Sociedad, para
lo cual inclufrmos en cada nfimero del boletfn una hoja de ing
cripcién. EI futuro de nuestra Sociedad depende de gue man-<

tenga un colectivo suficiente de socios.

- Nos hagar. ~.legar répidamente cualquler noticia sobre congre-
sos, conferencias, COncursos, etc., cuya difusién entre los
socios estimen interesante, para su inclusién en nuestro bo
letfn, antes de gue pierdan actualidad.

- Nos envien artfculos, trabajos. experiencias didécticas, enun
ciados de problemas o soluciones a los propuestos, para su

publicac.én en nuestro boletin.

- Nos hagar llegar iniciativas © sugerencias de cualquier tip?
sobre posibles actividades de la Sociedad o sobre el contenil

do de su publicacibn.

La Junta Directiva agradece a todos su colaboracifn y recuer
da que la ccrrespondencia debe dirigirse al Aptdo. 9479 de
28080-Madria..

* & ® W
s * % *
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INTRODUCCION DE COORDENADAS EN UN PLANO

Fidel Higuera Garrido

La introduccién de coordenadas en un plano, o en el
espacio de cualquier dimensién, es un problema gque ha
interesado a gran parte de los investigadores matemdaticos
desde Descartes hesta nuestro dias.

Ello es debido a que tal introduccién y la
asignacién a 1las rectas de ecuaciones lineales con
coeficientes en un dominio, ha permitido dotar de una
gran potencia al desarrollo de 1la Geometria, gque se

encontraria "coja sin el dlgebra"”, segin conocida frase
de Fraenkel.

Autores como E. Artin y R. Bder han estudiado esta
cuestién y se recomienda una lectura atenta de los
trabajos de los mismos que se citan en la Bibliografia.

Sin embargo la introduccién de las coordenadas que
aqui se efectia tiene ciertas novedades respecto al
trabajo de ambos autores. En efecto la axiomdtica que se
va & proponer es ciertamente distinta de la de 1los
autores mencionados, por un lado, ¥y , por otro, la
obtencién de coordenadas de un dominio tiene una gran
simplicidad. Cabe destacar finalmente el hecho de que el
dominio de coordenadas, si bien es un grupo respecto de
la adicién, con respecto a la multiplicacién tiene unas
propiedades que le hacen muy poco manejable, ya que ni
siquiera es asociativo,

Pues bien, la axiomdtica que se propone es la que
se contiene en el articulo publicade en el Boletin de la
Sociedad "Puig Adam" correspondiente al mes de Marzo de
1990, referida a un conjunto de "puntos" y "rectas" que
son los términos indefinidos de nuestro plano.

Supongamos que X e Y son dos puntos distintos y que
0 no es un punto de X + Y. Denotamos por F el sistema de
los puntos de O + Y. Los elementos de F nos servirén como
coordenadas e introduciremos més tarde una adicién y una
pultiplicacién de los mismos.
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Si ¢ es un elemento de F (ver fig. 1) entonces
existe una iunica recta paralela a 0O + X que pasa por ¢,
por razones que se apreciaran posteriormente la
denominaremos (y = c¢).

(y=c)

P (x=¢)

0 / Y

7 N\ FIG. 4

Si ¢ es un elemento de F entonces existe una unica
recta paralela a X + Y que pasa por ¢ y no es paralela a
O + X, pues si lo fuera existirian dos paralelas por X a
esta recta cuya existencia se afirma; entonces se
encuentran en un punteo P por el que pasa una unica recta
paralela a O + ¥ gue denotaremos por (x = c).

Por la unicidad del paralelismo se sigue
inmediatamente que (y = c) = (y =d) si, ¥ s6lo si, ¢ = d
vy, asimismo, (x = ¢) = (x =d) si, ¥y s6lo s8i, ¢ = d.

Si ¢ y d son elementos de F entonces {(x = ¢c) e
(y = d) son rectas distintas que se cortan en un punto,
pues ambas son paralelas a O+ Yy O +X, respectivamente,
v denotamos este punto por (c,d). De (e,d)=(x = ¢c)(y = d)
y del dltimo parégrafo se sigue inmediatamente que (c,d)
v (¢’,d’) son iguales si, y sélo si, ¢ = &' v d =dv.

Supongamos inversamente un punto P del plano (ver
fig. 2). Entonces, la ilinica recta paralela por PaoO+ X
cortard a O + Y en un punto bien determinado d, ¥
asimismo, la recta paralela por Pa O + Y cortard a 0 + X
en un punto &, por el gue pasard una lunica recta paralela
a X + ¥, que cortard, a su vez, a O + Y en un punto bien
determinado ¢ , y se verificard que P = (c,d) por la
propia construccién.

Por tanto, los puntos del plano estéan en
correspondencia biyectiva con los pares (c,d) de
elementos de F.
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X
Q P, (x=¢c)
(y=d)
0 d ¢ Y
: ¥ FiG.2,
Si existe una traslacién t = tc para todo c¢ de F,

t

C
tal que ¢ = 0 °, trataremos de introducir la adicidén en F
de la forma siguiente:

tt

c+d=0° d
Y es claro que esta operacién define un isomorfismo
mediante lg traslacién t de O en el elemento Ot en F,
Luego el sistema aditivo F = F+ es un grupo (por serlo

las traslaciones).

Sea t una traslacién de direccidén igual a la de la

recta O + Y, entonces (x = c)t = (x = ¢), entendiendo

aqui que (x = c¢) es una recta fija no de puntos fijos,

puesto que (x = ¢) es paralela a O + Y. Si ¢ es un
t

elemento de F, entonces c = 0 © y encontramos que

t
- t i
(y -’c) = (y = (0) )%, pues por definicién c = (0) ° v
ademés, puesto que (y = c) es paralela a la recte O + X,

t
t . 2 .

(y = (0) c) también serd la recta de la forma (y = k)
donde k es el trasladado de ¢ por t, entonces

t ts €

- c,t

(y = (0)°)" = (y = (0)°) = (7 = ¢ + 0°) por la
definicién de suma. Por tanto, 8i P es un punto del plano
tal que P = (c¢,d) para ciertos ¢ y d de F, encontramos

que P = (¢, d + Ot).

Si p es un elemento de F, entonces (o

_ p) y (p,o)
determlnap una recta que es paralela a } + Y ;or
construccién. Si g es otro elemento de F, entonces

t t

q . £
(0.p)t . (e, p+ q), (p,o) Y = (p,q), ya que (p) 9% =
- P9
= (0) = p + g, y andlogamente para la segunda
igualdad, ademds estos puntos (o, p + 4g), (p,q)
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erminada por (o,P),
v esto muestra que
terizadas por la

determinan una recta paralela a }a det
{p,0), ¥y por tanto, paralela a 3‘+ Y, .
l&s rectas paralelas a X + Y estan cara

ecuacién

+ = c [ y=-x+c

En ordenX; pg;ibilitar la caracteng&Clon decgzg:i

las rectas =n forma de ecuacionbes necesltamosgﬁ:zr by

definic:en de multiplicacién en ‘F; ¥y para D o do

tenemos cue dar preferencia a algun elgmenp:rda e o
0 que servira como unidad por la 1zqul

multiplicacién.
Ecte elemento puede ser elegido de todas formas al

i i van &
azar: en consecuencia, diferentes e;gpc1ones lle
! : . . R
diferentes definiciones de multiplicacion

Sea pues ] un elemento de F distinto de o. 8i r vy s

= 0+ (1,s) son dos
son elementos de F, entonces (X r)y (ve; fig. 3).

rectas distintas que se cortan en un punto,

X

,/’//

(r,rs)
V/ (1, s)

(x=1)

0 Wil 1 r S Y
7 v X F16.3’

= lela a O +

En efecto (x = r) es para ;
construccién, y'O € 0+ Yy (lif) ¢ O+ Y, pues 1 # ©
ini 1 pro

Por tanto podemos deflnlr e :
univocamente derterminado de F que satisface

(r,rs) = (x =r) (0+ (1,8))

Si p es una recta no p
forma (x = c¢)- entonces p cor
para un cierto m de F, puesto que la ret

-
que sus puntos son del tipo fo,m); v P
paralela a p que pasa por 0, puesto

Y por

ucto rs como el elemento

aralela a O + Y -no es de la
ta a O + Y en un punto (o,m)
cta O + Y es tal

es una recta
que como (o,m) € p,
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t
entonces (o,m) © = (o, m + O -') = (o, m~m) = {(0,0) = O.
t
La recta p ™ corta a (x = 1) en un punto (1l,s) para
cierto s de F, y es consecuencia inmediata de nuestra
definicién de multiplicacién que
t

-n

P =0+ (1,8) = (y = xs)

En efecto, si (o0,0) € p ™ veamos si también
pertenece a (y = xs). Si x = o entonces
(o,08) = (x = 0) (O+ (1,8)) = (0,0)
pues es el dnico punto de interseccién de (x = o) y O +
(1,s), luego o0.s = o.
t- tn tn
(0O + (115)) = (0) + (1,s) =

Por tanto, p
= xXs + m).

(O,m) + (1,8 + m) (¥
Las rectas (y = xs + m) e (y = xt + n) son
paralelas si y sélo si s = t. En efecto :

Si s = t, aplicando a 1la primera recta la
traslacién t_, queda transformada en la recta (y = xs)

que serd paralela a (y = xs + m). Aplicando a (y = xs) la
traslacién tn entonces se transformard en (y = xs + n),

que seréd paralela a (y = xs), y en consecuencia paralela
a (y = xs + m).

Si s # t, efectuando un razonamiento anédlogo, como
resulta que las rectas (y = xs) e (y = xt) son distintas
Yy ambas pasan por (o0,0), no son paralelas y sus
transformadas (y = xs + m) por t, e (y = xt + n) por tn

serdn distintas y se cortarédn también en un punto.

Por tanto, notemos que no solamente ocurre que toda
recta determina una ecuacién, si no que las rectas
recorren exhaustivamente todas las ecuaciones admisibles,
y dos rectas serdn iguales si, y sélo si, sus ecuaciones
son idénticas.

Puesto que (o0,0) = 0 = (x = 0)(0 + (1,8)) = (0,0s),
por la definicién de producto, y puesto que (r,ro) =
= (x = r)(0+ (l,0)) = (x = r)(y = 0) = (r,0), se sigue
que r.o0 = ¢ = 0.8,

Puesto que (1,1s) = (x = 1)(0 + (1,8)) = (1,8) se
deduce que Is = g,

= -x),

Puesto que (y = x.(-1)) = (0 + (1,-1)) = (y
(¥ = x.(-1)) vy a (y=-x),

pues (0,0} 5y (1,-1) pertenecen a
se deduce que -x = x.(-1).

Puesto que las rectae (y = xr) e (y = xs + t) para
§ # r no son paralelas, se encuentran en uno, ¥y s6lo un
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punto, se sigue que para tres elementos dados de F, r,
sy t teles que I # s, existe uno, ¥ sélo un, elemento de
F que satisface -Xs + xr = t.

Puesto gque los puntos (r,o) ¥y (s,t) para r # s
geterminan una y 86lo una recta del tipo (y = xm % n)
donde los elementos m §y R de F satisfacen las ecuaciones
o=zrm+noén=-rmy t = 50 + n = sm - rm, se sigue que
para tres elementos dados r, s y t de F tales que r ¥ S,
existe uno y sélo un elemento x de F que satisface la
ecuacién sx - rx = t.

De esto se deduce gue si rso, s#o, t=so Y existe un
dnico 2 tal gque -xst+xr=t, -xs-xo=o % x50, ¥ F es un
Dominio de Integridad.

Para una enunciacién conveniente de nuestros
resultados introduciremos algunos términos. Un sistema
cartesiano de numeros es un conjunto F de elementos con
una doble composicién, adicién m + n Y multiplicacién mn,
sujetas a las siguientes reglas:

(1) F es un grupo respecto a la adicién

(2) El producto mn de elementos m ¥y n (en este
orden es un elemento univocamente determinado
de F

(3) om = mo = o para todo m de F

(4) Existe un elemento 1 # o de F tal que Im = m,
m(-1) = -m para todo m de F

(6) Si r, sy t son elementos de F tales que s,
entonces existe uno ¥y sélo un elemento Xx, VY
uno y sélo un elemento ¥ de F tal que

-xr + xs = t sy —ry =t

Si F es un sistema cartesiano de nimeros entonces
notemos por A(F) el sistema de todos los pares (p,a) para
py g de F. Para derivar de este sistema A(F) de puntos
un plano afin basta con establecer gqué conjuntos de
puntos son los conjuntos de todos los puntos de una recta
dada.

a) La recta (x = ¢) consiste en todos los pares
(c,¥).

b) La recta (y = xr + s) consiste en todos los
pares (x, Xr + s).

El conjunto A(F) Jjunto con esta definicién de
rectas constituye un plano afin en el sentido contenido
en el articulo publicado por el autor en el Boletin de
Marzo del 90 de la Sociedad.
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) §i c es un elemento de F, entonces una aplicacién
biyectiva t entre los puntos del plano afin sobre F,

definida por (x,y)t = (x, y + c¢c) deja invariante la recta
(x = d) vy envia la recta (y = xr + s) sobre la recta
(y = xr + s + ¢c) es una traslacién en el plano.

Resumiendo todos 1los resultados obtenemos el
siguiente:

TEOREMA 1

si 0, A, B son tres puntos no alineados del plano,
entonces los siguientes resultados son equivalentes:

(i) Si X es un punto de O + 4, entonces existe una
traslacién que transforma O en X.

(ii) Existe un sistema cartesiano numérico F ¥ una

aplicacién biyectiva f que relaciona los
puntos del plano con el conjunto de los pares
(x,5) de numeros de F gque cumple los

siguientes requisitos:
(11)’ f(o) = (0,0)) f(A) = (011)’ f(B)= (110)

(ii)'' Las rectas paralelas a O + A ®Bon
enviadas Bobre los conjuntos en los que
x =cte, y las otras son enviadas por f
sobre los lugares que satisfacen ysxrts

Esta uGltima condicién contiene una descripcién de
un plano afin al que nos referiremos como el plano afin
sobre F.

Por otra parte, si existe en el plano afin sobre F
una traslacién que envia el punto (o,0) sBobre (a,b),
entonces esta traslacién puede ser descrita . por las
siguientes férmulas de transformacién:

x’'z=x+ a yl=y+ b

Obtendremos a continuacién una serie de resultados
en los que se muestran las equivalencias entre
propiedades geométricas de nuestro plano y propiedades
algebraicas de F.

Lema 1

El grupo de las traslaciones del plano sobre F es
simplemente transitivo si ¥ s6lo si

(1) (i 4+ v) w = uv + vwpara u, vy W pertenecientes a F
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Demostracién

Ssi se satisface (1) por F, entonces se Ve
rdpidamente que las férmulas

x' =x+ a, y'sy+ b cona# odb#o

definen una traslacién t en el plano sobre F distinta de
la identidad.

En efecto, la aplicacién es biyectiva por ser F; un

grupo.

t
Si P =(x,,¥,)s P

t 1 ’
=(x},7})s @ =(x,,¥5)y @ =(x;,7;)
sean P + Pt = (y =xr + 8)y @+ Qt ® (y = xt + v).

De la primera recta resulta

Y= X b z} > ¥, + b = (x, + a)r +

1 e
y)= x/r+ *y, + b=

X11‘+ ar + s

y por ser F grupo R . e s
y, = x,r + ar + s - b = x,r + s ar s
t -

Por anéloga discusién para @ + @ resulta at+v-b=v,
entonces, sustituyendo adecuadamente
ar+s=s—v+&t+v=s-v-(-(at+v})
s - v = (-v - at) = 8+ v(-1) + (-v - at)(-1)
s+ (v - v - at)(-1) = s + (-at)(-1) = s + at

e - = -(-(at - 8)) = s - (s - at) =
o = f(—+s)at- (: - :t) = (-s)(-1) + (s - at)(-1) =
= (-s + s - at)(-1) = (-at)(-1) = at

Veamos que r = t, 8i r# t, existe un elemento de F

y uno s8élo, X tal que -xr + xt = q. pero entonces X = O.
Luego a = o, y esto no puede ocurrir pues s; a = o0, como
at - v + b = v, resultaria que b también seria igual a o,

contra lo supuesto.

Entonces P + Pt y @ + Qt son paralelas segin se vio
en el desarrollo de la demostracién del teorema 1.

La demostracién seria totalmente andloga para P + @
y Pt + Qt.

En cuanto a que el grupo de las traslacipngs es
simplemente transitivo se demuestra de 1la siguiente

manera:

Dados dos puntos P = (p1’Pz) y @ = (ql,qz) existe
la traslacién que tiene por férmulas de transformacién
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x's x+ (-p, + q)y ¥'=y+ (-p, + q,)
y transforma P en Q.

Supongamos ahora que el grupo de las traslaciones
es simplemente transitivo, entonces este grupo es
conmutativo como se ha sefialado anteriormente. Si u es un
elemento de F, entonces existe una traslacidén que envia
(o,0) sobre (-u,o0) y se verifica que las férmulas de
transformacién de esta traslacién son

x’'s x - u y'=sy

De este hecho y de la conmutatividad del grupo de
las traslaciones, deducimos 1la conmutatividad de 1la
adicién en F. En efecto, si aplicamos la traslacién de
ecuacién

X"=X’+8. y"=y‘+b
resulta en virtud de la conmutatividad de las
traslaciones que

x'’=x - u+ ay x’''sx+ a - u, es decir, -u + &8 = a8 - u

La primera traslacién envia la recta (y = xr) sobre
la recta (y = (x + u)r) que tiene que ser de la forma
(y = xr + ). Sustituyendo x = o encontramos que s = ur,
de donde se sigue que

(x + u) r = xr + ur
como queriamos demostrar.

Lema 2
Si el sistema cartesiano de nimeros F satisface la
ley distributiva (1), entonces las propiedades siguientes
son equivalentes:
(2) 1+ 1¢%#o0

(iii) Las diagonales de un paralelogramo no
son paralelas en el plano sobre F

(e) Existe una alineacién en el plano sobre F
Demostracidén

(2) » (e)

Si 1 + 1 # o entonces 1 # -1, Se verifica que una
alineacién r con centro en el origen estd definida por
las férmulas x’'= -x, y’'= -y.

En efecto, esta aplicacién es biyectiva por ser F
un grupo, ademés r'2 =1, r#ly (o,o)r = (0,0) ¥y es el
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Unico punto fijo. Veamos que si Py @ son dos puntos
distintos, P + @ = (y = xt + s) es paralela a §;+ Qr L
(-y = -xt + s) y, por tanto, si M, P, @ estén alineados,
M, Pr ¥y oF también lo estén Yy, que para todo X del plano
(0,0) € X + X,

r

Si s = o, entonces P + @ = Pr + @ .

Si s # o, puesto que se verifica (1), F; es
conmutativo, luego, -y = -xt + s % 7 = xt - s, de donde

para que P + @ ¥ P’ 4+ Qr tengan un punto comin xt+s=xf-s,
de donde se deduce que s + § = -xt + xt = {—x + x)t = ot
o, es decir, s + s = 0O, 6 lo gue es 19 mismo, (1 + 1)s
o v, por ser F un dominio de integridad, resulta que
s = o contra lo supuesto.

(e) » (2)

Inversamente, si existe una alineacién r se sigue
del teorema 1, lema 1 ¥y del corolario 6 y el %ﬁorema 4
del articulo "Una axiomdtica para el plan9 de la
Bibliografia que existe una alineacién en'el oyfgen, Pues
bastaria con trasladar el centro de la alineacién a dicho
punto.

Esta alineacién r manda el punto (1,0)_aopre el
punto (r,o) (en la recta (v = o)), donde F es distinto di
oy I, ya que si es o, entonces ji,o) =z {(o,0) ¥ e
centr% no seria punto fijo; ¥ 81 fpera l, entonces
(1,0)'= (1,0), con lo que otro punto fijo seria el (1,0).

Entonces r envia la recta (x = 1) sobre la recta
(x = r). Como el punto (l1,c) estd en la recta (f = xc{
que es enviada sobre si misma por r ya que contiene aZ

r
centro de la alineacién, tenemos que (1,¢)° = (r, rc).

Por tanto, en particular, (1,-1) es enviado szre
(r,-r) y en consecuencia, la recte (y = -1) es enviada
sobre la recta (y = -r) paralela a (y = -1) que pasa por
el punto (r,-r). Pero el punto (1,-r) es enviado sobre el
punto (r, r(-r)) y las rectas (y = -1) e (y = -r) son

intercambiadas por r, de agqui r(rr) s -1y como._ por
hipétesis, r # 1y (-1 + 1)1 = 0 implica —1:1 + 1 -o1 y
(-1)1 = -1, entonces r = -1. Por tanto, Bi 1 + 1 = o

entonces r(-r) + r(-r) = o implicaria que r(-rjs ~(r({-r))
es decir, r(-r) = 1, lo que no es.

(iii) » (2)

§i (iii) es cierto, entonces consideramos el
paralelogramo determinado Ppor los puntos (o,o),_ {o,1),
(1,0) ¥y (1,1). Sus diasgonales son las rectas (y = x1) ;
(y = -x + 1) que no son paralelas, lo que prueba que l#-1.
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(2) » (iii)

Supongamos finalmente que se satisface (2) y los
puntos A, B, C y D determinan un paralelogramo. Es
consecuencia del teorema 1 y del corolario 5 del articulo
que se cita anteriormente que existe un sistema
cartesiano de nimeros F' tal que nuestro plano puede ser
considerado un plano sobre F’ y tal que en este sistema
de coordenadas los puntos A, B, C y D son los puntos
(o,0), (o0,1), (1,1) y (l,0) respectivamente. Por tanto,
si se verifica (2) por F se sigue del resultado del
primer parédgrafo de la demostracién, que existen
alineaciones. Si (1) es satisfecho por F se sigue del
lema 1 que el grupo de las traslaciones es transitivo. De
aqui se sigue por el mismo lema que (1) es satisfecho por
F' y, por tanto, podemos aplicar el resultado del segundo
paragrafo de la demostracién a F’, lo que muestra que (2)
es satisfecho por F' también.

Que las diagonales del ©paralelogramo ABCD se
encuentran, se verifica por cédlculo directo, ya que si
(y =x1)e (y = x(-1) + 1) son las diagonales, resulta la
ecuacidén xI = x(-1) + 1, es decir, -x(-1) + x1 = 1 y por
(5) de F' existe un solo valor de x que lo cumple.

TEOREMA 2

Existe para todo par de puntos distintos alineados
una alineacién que los intercambia si, y solamente si, el
plano es el plano sobre un sistema cartesiano de nimeros
que satisface (1) y (2), esto es, F es distributivo por
la derecha y de caracteristica distinta de 2.

Demostracidén

Si existe para todo par de puntos alineados una
alineacién que los intercambia, entonces existen
alineaciones vy, por el coroclario 6 del articulo
previamente citado, el grupo de las traslaciones es
simplemente transitivo.

Supongamos que los puntos A4, B, C y D del plano
forman un paralelogramo. Como consecuencia del teorema 1
existe un sistema cartesiano de nimeros F tal que nuestro
planc puede ser considerado un plano sobre F y tal que
los puntos 4, B, Cy D son los puntos (o0,0), (0,1), (1,1)
y (l,0), respectivamente. Entonces por el lema 1 como el
grupo de las traslaciones es transitivo sobre el plano
considerado como plano sobre F se cumple que F es
distributivo por 1la derecha. Ademds, como existe una
alineacién por hipétesis, en dicho plano y, por tanto en
el plano sobre F, por el lema 2 se cumple que I + 1 # o,
es decir, F es de caracteristica distinta de 2.
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Supongamos inversamente que el plano es el plano
sobre un sistema cartesiano de nimeros F que es8
distributivo por la derecha Y de caracteristica distinta
de 2.

Sean Py @ dos puntos cualesquiera del plano, ¥ 4,
By C los puntos (o0,0/, (0,1) v (1,0) respectivamente., Si
P = {p1,p2J y @ = (q1,q2). entonces D=(g1,pz) y E=(p1.qz)
son tales que PEQD es un paralelogramo. Por el lema 2,
las diagonales de dicho paralelogramo se cortan en un
punto R y es inmediato demostrar que K es el centro de la
alineacién que intercambia P y @, segin se deduce del
corolario 3 del articulo de la Bibliografia.

Madrid, 1990
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RESEUNAS DE LIBROS

HISTORIA DE MADRID A TRAVES DE LAS MATEMATICAS, por Maria Paz
Bujanda J&uregui y Marfia Concepcién Romo Santos. Publicado por el
Servicio de Educacién del Ayuntamiento de Madrid (c/.Mejia
Lequerica, 21. 28004 Madrid. Telf.: 447 54 50). Madrid, 1991. 36
paginas.

Las autoras comparten Ssus tareas profesionales en el
Departamento de Algebra de la Universidad Complutense con su gran
preocupacién por los problemas de la Educacién Matemética. Ambas
han colaborado en este Boletin (veanse nfimeros 18, 23 y 26).

En el caso de estas dos autoras, es aplicable lo que dijo un
gran matemdtico de otro, con ocasién del Acto de Investidura como
Doctor Honoris Causa: << contrariamente a lo que suele ser la
generalidad, sus actividades en el campo de la Educacién
Matem&dtica se han desarrollado "ademds de" su produccién
matematica, y no "en lugar de" >>.

Entre los planteamientos de la Educacién Matemética actual cabe
destacar la conveniencia de vincular la Matemética con la realidad
circundante, tratando asi de introducir recursos motivadores de su
ensefianza. Esta publicacién es una excelente muestra de ello.

En el libreto se proponen una serie de actividades a modo de
adivinanzas de indole matemAtica, enmarcadas en la Historia de la
Villa y Corte. El lector es agradablemente conducido a tratar de
resolver las cuestiones propuestas, al tiempo que a leer con gran

atencién las narraciones previas, para poder responder a aquellas
cuestiones.
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Consta de ocho capitulos, de sugestivos titulos:

+ Fundacién de Madrid

. ¢Qué ciudades existian en Espafia cuando se fund6é Madrid?
. {C6mo era el Madrid Medieval?

+ Un dia en la Medina

+ Los habitantes del Madrid Antiguo

. ¢Cémo vivian los madrilefios de los siglos XIII al vX?

« Los viajes del agua

+ Algunos personajes del viejo Madrid

. . s &1
concluyendo con un solucionario de las adivinanzas en

propuestas.

Aunque pensado para hacer agradable a los pequefios el
aprendizaje de la Matemética, su lectura, sin duda, puede deleitar
por lo gque cabria también encuadrar esta

los mayores
. Y ' Esco ha sido

publicacién en la denominada Matemética Recreativa.
para mi.

ior
Una esmerada edicién a todo color, prologada por el anterio

alcalde Agustin Rodriguez Sahagin, contribuye a realzar atn mas la

calidad de esta publicacién.

E. R. M.
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CURSO DE CALCULO INFINITESIKAL, por Julio Fernéndez Biarge y
Fernando Robledo de Miguel. Ed. Dossat, S.A. Madrid, 19901,

548 EéEinas.

El profesor Fernandez Biarge, asiduo colaborador de
este Boletin, es bilen conocido por nuetros socios. Ha
desempefiado durante 29 afios la catedra de MatemAtica
Aplicada en 1la E. T. S. de Ingenieros Navales de 1la
Universidad Politécnica de Madrid, teniendo a su cargo la
ensefianza del Calculo Infinitesimal en el Primer Curso de
ese Centro. Con objeto de auxiliar la labor de sus alunnos,
redacté unos apuntes, que fué perfeccicnando a lo largo de
los afios.

Fombrado, +tras su Jjubilacién, Profesor Emérito de
dicha Universidad, ha creido de interés general publicar un
libro Qque recoja, mejorado y enrigquecido, lo que esos
apuntes tenian de interesante, y 1o ha hecho conjunitamente
con el joven profesor Robledo, colaborador suyo durante afios
¥ que ahora le bha sucedido en la direccién del Departamento

en que realizé su labor.

El libro que aqui se presenta puede ser calificado
como una obra puente entre la Ensefianza Secundaria y 1la
Matematica mAs avanzada que constituye el entramado de la
tecnologia. Aunque en el mundo abundan textos con analoga
funcién, creemos que éste puede situarse en un lugar

destacadisimo dentro de los de su género.

Como los autores manifiestan en la Introduccién, 1la

formacién de 1los futuros ingenieros o cientificos, debe
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cimentarse e61ido fundamento matemAtico; de otra

éstos no quedarian en condiciones de conprender,

en un

manera,

tecnologias que irén

trabajo. La

asimilar y aplicar las nuevas

apareciendo en Sus respectivos campoe de
formacién matemdtica de esos estudiantes no puede consistir

ya en el aporte de unos instrumentos acabados en forma de

reglas practicas.

De ahi que el objetivo perseguido por loe autores

pabituar a 108 alumnos al

sea fundamentalmente el de

Matematicas, al manejo de las

peculiar lenguaje de las
construcciones abstractas que son propias de ellas y a la
correcta utilizacién del razonamiento deductivo. Conseguido
ese habito, el ingeniero estaraé en condiciones de aprender a
utilizar los instrumentos matemdticos que precise en cada

momento, Yy Qque posiblemente sean todavia desconocidos en

1a actualidad. Pero, PpOT otra parte,
el caracter imnstrumental que las MatemAticas han de tener

los autores no olvidan

para los alumnos de las Escuelas Técnicas; poT ello, aunque
a veces, en el libro. ce alcance clerto grado de
abstraccién, se muestra en el miemo cémo descender de él,

hasta llegar a las aplicaciones practicas.

Entre las caracteristicas maAs destacables de este

1ibro podemos citar su brevedad, en relacién con el alcance

y la solidez de la teoria expuesta; esto 1o hace adecuado
para ser desarrollado en un curso académico, sin menoscabo
de la potencia de los irirumentos nmatemAticos que suninistra

y sin que 8Su lectura resulte excesivamente dura para los
alumnos. Bste buen rendimiento lo han conseguido los autores
vias: Mediante 1la

que 1la tradicién mantiene innecesarianente en

por ‘tres supresién de temas noO

esenciales,

muchos textos (como SOn algunas técmnicas de obtencién de
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4 .
primitivas); partiendo de unos conceptos fundameniales
sblidamente establecidos, que evitan continuos retoques

posteriores <(como la definicién general de direcciones ¥y

elementos limites);

meétodos de

por 0ltimo, mediante la introduccién de

célculo potentes que sustituyen a prolijas

casuist
ticas tradicionales (como ocurre con las equivalencias

por coclente y en ordend.

Teniendo en cuentz que el profesor Fernéndez Biarge

ha estado +trabasjando con ordenadores, desde que éstos

hicieron su apariciénm en Espafia, hace treinta afios y

precisamente en el desarrollo de sus aplicaciones a la

ingenieria en los veinte Gltimos, no sorprende que el libro

asté escrito todo &1 con mentalidad

vtilizacién informAatica de sus resultados
=71}

orientada a la
. aun cuando tan
s6 1l api
0 en sus 0liimos capitulos se hace referencia explicita a
los a e ‘
lgoritmos y a su papel en la aplicacién practica de los

recultados, a través de los ordenadores.

Todas las n=2terias van ilustradas con profusion de
ejenm .
jemplos, cuyo estudio sirve de ejercicio para que el lector

asimile debidamsnte los conceptos fundamentales. En cambio

el libro no incluye ejercicios, ya que estos se han recogido
en un volumen independiente titulado "“Problemas Resvelios de
Célculo Infinitesim=l”,

Creemos firmemente que este libro, tan diferente a

otros muchos del género, va a cumplir con creces su misién

de "obra-puente", objetivo basico de su concepcién.
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PROBLEMAS RESUELTGS DE CALCULO INFINITESINAL, por Fernando
Robledo de Miguel y Julio Fernandez Blarge. Ed. Dossat,
S.A., 1991.

Esta obra estad concebida como un complemento al
scurso de Céleculo Infipitesimal” de los mismos autores.
Puede ser utilizada, no obstante, como auxiliar de otros
textos, ya que, al principio de cada capitulo, incluye un
breve resumen de la teoria empleada en él, con objeto de
aclarar el significado exacto de los términos y simbolos

utilizados.

Se trata de una colecclén de problemas resueltos,
cuyos enunciados fueron propuestos a los alumnos de 1la E. T.
S. de Ingenieros Navales de 1la Universidad Politécnica de
Madrid en pruebas de la asignatura de Calculo Infinitesimal

de Primer Curso, durante los ultimos afios.

Loe autores eefialan que estos enunciados estan
pensados para ayudar a los alumnos 2 alcanzar los objetivos
generales del curso, entre loe que destaca el de
iniciarlesen el uso del lenguaje matematico, del
razonamiento deductivo ¥y de del manejo de las construcciones
abstractas que son propias de las MatemAticas, y a la vez,

para conseguir una beneficiosa funcién evaluadora.

Pero para que um sistema de evaluacién sea
recomendable, no basta con que constituya un buen elemento
de medida del grado de formacién del alumnoc, sino que ha de

inducir, en los que saben que ban de estar sometidos a él,
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una actlvidad de preparacién gque cea Justamente la que

conduce a alcanzar los objetivos propuestos para el curso.

Segun explican 1los autores, en la asignatura de
Calculo Infinitesimal del primer curso de la citada Escuela,
todas las evaluaciones parcialee o finales consisten
exclusivanente en la resnlucién de varios ejercicios o
problemas, con el auxilio de apuntes o libros de texto. Se
exigen soluclones bien razonadae, y al final del examen se
entregan las soluciones resumidas, para que el alumno pueda

confirmar sus razonamlentos o corregir sus errores.

Dada la ausencia de pruebas teéricas <radicionzles,
s2 comprende que los problemas de esta coleccién vayan
directamente encaminados a comprobar la cerrecta asimilacién
por los alumnos de los concepios fundamentales y la eficaz

adquisicién de las técnicas de célculo estudiadas.

Eso explica la ausencia de problemas en los que se
trate de poner a prueba el ingenio o la inspiracién del
alumno, cuando no la posesién de "=irucos" ensayados. En
muchos enunciados, las preguntas sucesivas van marcando al
alumno los pasos suceslvos que debe dar para completar la
solucién. Los autores advierten que en muchos casos han

sacrificado 1la belleza de 1los problemas a su finalidad
didactica.

En muchas ocasiones, la simple lectura atenta del
enunciado, hasta comprender la situacién matematica
presentada en él, es un excelente ejercicio para el alumo.
La redaccién correcta de las respuestas, a que &se Ve

obligado, ee otro.
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Resulta asi un 1libro de problemas resueltos muy
diferente, en 1lineas generales, de lo que es frecuente

encontrar en los muchoe de los que se han publicado.

Las soluciones ofrecidas en el libro estan expuestas
con claridad, pero se presentan bastante resumidas, de
manera que el lector tenga que efectuar algun esfuerzo
personal para eeguirlas, ya que la lectura de una solucién
muy detallada ¥y explicada, sin un previoc trabajo sobre el

problema, suele ser esteril desde el punto de vista

formativo.

Los problemas estén clasificados en ocho grandes
grupos de materias y cada uno lleva un titulo y wun
comentario, que ayudan a encontrar los que ilustran una

determinada parte de la teoria.

Creemos que este 1libro cerh de uma gran utilidad

para profesores ¥ alumnos de la asignatura de Célculo

Infinitesimal.

AL N T

ECUACIONES DIFERENCIALES. METODOS DE INTEGRACION Y CALCULO
NUMERICO, por V., Fraile. Ed. Tebar Flores. sequnda ediciédn,
corregida y ampliada, 328 padg. Madrid, 1991.

Cuando un libro de ecuaciones diferenciales alcanza
la segunda edicién, siendo el autor un profesor jubilado ha-
ce afios, es sefial de que el libro es, como minimo, Gtil y,
como consecuencia, inteligible.

En esta excelente obra, los conceptos y propiedades
gue son base de los métodos de integracidén de ecuaciones es-
t&n tan claramente expuestos que gueda garantizada la satis-
faccién del lector. Se nota, ademids, gque el autor es un es-
critor nato (hace afios publicaba articulos de colaboracién
muy buenos en un importante diario madrilefio).

El capitulo 1 podrad aparecer a algun lector que es-
td fuera de lugar porque, aparentemente, su estructura se
separa de la del resto de 1la obra. Puede que su sitio mas
idéneo fuera el de un apéndice. Sin embargo, tiene mucho gque
ver con las ecuaciones diferenciales, puesto que estudia la
posibilidad de que algunas de ellas tengan soluciones irre-
gulares como, por ejemplo, poligonales; y esto es muy impor-
tante. Por afiadidura, este capitulo (reorganizado y ampliado
en la segunda edicidn) es, justamente, un estudio muy valio-
so del calculo diferencial de las graficas con picos y sal-
tos, consideradas como unidades, y no troceadas. El rigor y
la altura cientifica de dicho estudio confiere un enorme va-
lor de investigacién a este aspecto del andlisis matemltico.

Hay que destacar también el capitulo 5 afladido en
esta segunda edicién. Por lo que llevo leido en obras edita-
das en castellano desde hace unos afios hasta hoy, la inte-
gracién numérica de ecuaciones diferenciales est& explicada
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con mucha mayor extensidn en la obra gue comento. Aparte su
introduccidn, gque es notable, se exponen con minuciosidad
1os métodos mono Yy multipaso mas importantes; Yy en el método
de Euler sobresale el estudio de la acotacidén de los erro-
res. Hay, ademéds, un par de ejemplos-guia. El Apéndice del
libro estéd ampliado Yy mejor expuesto que en la edicidn ante-

rior.

Sobre la primera edicién hay mejoras evidentes en
los demés capitulos. Pero hay partes no reformadas porgque no
1o necesitan. Entre ellas citaré agui el teorema de existen-
cia y unicidad. Bien sabemos Qqu la demostracién de este teo-
rema es dificil, sobre todo si se atiende al rigor sin afan
didactico. En la obra de Fraile el rigor es absoluto, pero
estad condimentado con la mejor pedagogia. La preparacién de
esta demostracidn empieza con los espacios métricos y acaba
en el teorema de panach del punto fijo. Es un ejercicio de

destreza didactica admirable.

En el capitulo dedicado a la transformacién de La-
place, estos niveles didécticos alcanzan cotas maximas. Al
tratar de la transformacién inversa, el autor soslaya el em-
pleo de una férmula general de inversidn pretextando que en
el 1libro no se incluyen, como repaso, funciones de variable
compleja. A mi juicio, deben darse por sabidas, mereciendo
la pena hallar transformadas con dicha férmula mediante el

cidlculo de residuos.

vicente Fraile ha tenido 1la colaboracién de tres
hijos. Ante ésto no resiito a la tentacidén de evocar aque-
1los afios en que él y YO éramos estudiantes ¥y amigos entra-
fAables. La casa de sus padres era también la mia. En ella se
respiraba un culto humanismo liberal y una sencillez y gene-
rosidad permanentes. Su hermano Arturo (2 guien estd dedica-
da esta obra) tenia 27 afios cuando murid, ¥ habia publicado
un trabajo sorprendente en la "Revista Matematica Hispano-

Americana" sobre geometria analitica de poligonales, que im-
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resiond g i ati
P a los més eminentes matemdticos espafioles de enton-
ces. A su muerte, le

dedlcarol) artlculos Rey Pastor Eulg
’

Gallego Diaz y Barina
ga. Estoy orgullos in
tercambiado 9 o de haber ir-

i g .
o deas con aguel joven y amigo excepcional. Pe-»

esto no me ha impedido hacer
desapasionada del libro de
ediciébn.

aqui una pequefia crit:.a

Vicente Fraile, en su segunda

José Garcia Fraile,
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INDICE DE SOLUCIONES PUBLICADAS

pro- Bumeros de los Boletines en gque apare- Obs.
pues- | procedentes cen las soluciones de los problemas de ‘——‘ PROBLEMAS PROPUESTOS
tos de nimeros:
en 1o 19 20 3¢ 42 52 62 7¢ 82 92 109
PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA
1| Varios 4 4 = - - - - - - I 328 OLIMPIADA MATEMATICA INTERNACIOERAL
2 | OMI-83-Paris 3 3 8 4 4 4 - = - - C
3 | oME-£2-84 10 19 19 1 18 19 19 18 - - |C CELEBRADA EN SUECIA E¥ JULIO DE 1991
4 | OMI-84-Fraga 5 5 6 5 6 13-14 - - - - C
5| Varios 8 7 12 7 7 8 - = = . @
6| varios 7 7 16 - - = - = - -|¢ PROBLENMA 12
7 | OMI-85-Finlandi 9 9 16 16 9 9 - = . B C
8 | 01-85-Bogota T 10 10 17 10 10 11 - - - - Cc ~
o | OME-£2-86 18 19 20 18 19 19 c Sea I el centro de l2 circumferencia inscrita en el tridogulo ABC. Las bisectrices
Varios 17 17 11 17 C interiores de los 4n os .
so | chinaspustralia|20 15 21 20 15 20-2120 25 21 - |C A By O res t.gul G, ERABCT ERBICH intesseea 108 IEcn opmestcs &
11 | OME-£1-86 / 13 14 14 14 14 23 20 15,20 12 |C 2y pectivamente. Demuestre que
OMI-86-Varsovia | 26 20 12 21 = = = = N - C
12| 01-87-Uruguay |16 14 14 17 15 17 c 1 _AI-BI.CI _8
OME-f1-Extremd® 15 15 15 21 | ¢C 4 " AA'-BB'-CC'™ 27
13 | OME-f2-87 20 21 21 21 21 21 C
14 | Varios 15 15 15 15 - - - - = -fcy 2 0 =mE=meENSm-=
15 | OMI-87-Cuba 18 18 18 21 21 21 . - - = C
16 | OME~-£1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 = . C
17 | oME-£2-88 o5 23 28 23 23 23 - - - - |C PROBLEMA 22 :
18 | OI-88-Peru 23 23 23 23 25 25 - - . . C
19 0!1-88—Australi4 23 26 24 24 23 26 . = - - C
20 | OME-£1-88 24 26 24 25 24 26 24 26 c Sea n un entero mayor que 6 y sean ay,d3,...,8x todos los niimeros naturales menores
*Putpan” 26 24 | C que n y relativamente primos con n. Si
21 | OME-£2-89 / 24 27 24 27 27 24 /27 25 27 26 C
01-89-Cuba 26 27 - - - . = . - - c
22 | OXI-89-R.F.A./ 28 28 XX 28 29 X/ IX XX X XX @2—a1=a3— a2 =--= 0k ~GCk-1 > 0
Oposiciones X XX 29 - - - - B - - ]
23 | Oposiciones 27 27 28 28 2 X IX¥ XX - - demuestre que n es un ndimero primo o una potencia entera de 2.
24 | OMB-£1-90 X XX XX XX XX XX XX XX N -
25 | OME-£2/£1-90 X XX 29 29 XX XX 7 XX X XX <! tt T T-7="
26 | OMI-90-China / X XX XX XX XX XX/ IX X XX XX
DIX-90-Vallad. | XX XX - N = - = - - -
27 | OMB-£1-91 XX XX XX ¥ XX XX X IIX - - PROBLEHA 32
28 | OME-f2-91 X XX XX XX XX XX - - - -
29 | OMI-91-Suecia X XX XX X XX XX - . . = -
Sea § = {1,2,3,...,280}. Hallar el menor niimero natural n tal que eu cualguier
subconjunto de S con n elementos hay 5 mimeros que son primos entre &f dos a dos
CLAVES: XX = Pendientes de publicacién . C = Completo. )
OME = Olimpiada Matemdtica Espafiola s 162. 1l = " =w====-
OM1 = Olinpiada Matemdtica Internacional.
01 = Olimpiada Ibercamericana de MatemAticas.
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PROBLEMA 42 :

Sea G un grafo conexo con k aristas. Demuestre que es posible numerar las aristas
de G de 1 a k de tal manera que para cada vértice de G que pertenece 3 dos o mds
aristas, el maximo comin divisor de los nimeros asignados a esas aristas es 1.

[Un grafo es un conjunto de puntos llamados vértices y un conjunto de aristas qu,e
unen pares de vértices distintos. Cada par de vértices distintos z,y tiene a lo mds
una arista que los une. El grafo G es conezo si para cada par z,y de vértices distintos
existe una sucesion de vértices z = vg, V1, ¥2y---s%m = Vs tal que cada par v;,vi41,
0 < i < m, esta unido por una arista de G.

PROBLEMA 52

Sea ABC un tridngulo y P un punto interior al tridngulo. Demuestre que al menos
ano de los ingulos ¥ PAB, {PBC o & PCA es menor o igual que 30°.

- - - - =

PROBLENA 62 :

Una sucesién infinita zo,21,23,... d¢ pimeros reales es acotada &i existe una constante
C tal que |z;] € C paratodo i =0,1,2,....
Dado cualquier nimero real ¢ mayor que 1, construir una sucesién infinita y acotada

Z0,Z1,23,--- tal que se cumpla

-

lzi_'j”i—jl. 21, i|j=071v2v"' (i#j)'
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 5 (Boletin n2 22)
Demuestre que para cada entero estrictamente positivo n

existen n enteros estrictamente positivos y consecutivos

tales que ninguno de ellos es potencia entera de un numero
primo.

Solucidn

Hay infinitas soluciones para cada n. BEn efecto,
para el entero m > 2, se forma el producto

pp = [(1+ "

Entonces los nimeros

pm+ 2, pm+ 3 painiein pm+ K, % & ; pm + n + 1

son naturales y consecutivos, tales gue ninguno es una
potencia entera de un primo; en efecto pm+k es divisible por
k, pero no por k2

[1.2.3...K...(n+2) )™ + k = k[(2%.3%. . k™1, (n+s1)™ + 1]

luego es el producto de k por un numero que no coitiene el

factor k y por tanto, no es una potencia entera de ningin
numero.

José V. Garcia Sestafe (Madrid)

* kK w ok ok
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PROBLEMA 13 (Boletin n2 22)

se considera la parébola yz = 4ax y se trazan las tangentes

ue
a la misma por los extremos de una cuerda cualguiera q

pase por el foco.

a) Demostrar que las tangentes forman un ingulo recto (en-
tre si).

i i i las tangentes
i la veracidad del reclproco (si
®) gzzudgzipendiculares, 1a cuerda gue une Sus puntos de

contacto pasa por el foco.

Soluciédn

Sea P un punto genérico
P(atz, 2at). La cuerda PP’, inci-~
dente con el foco tiene por ecua-

cidn

t

2
- (x - a)
i t¢ -1

- 2 _
Su interseccién con y° = 4ax pro

porciona

v2 2
2t (Y _ a) o+ 2ty? - da(t? - 1)y - 82%t = 0
y=Tr_, 4

y como se anula para y = 2at, la otra raiz es

. 2a
ga"t - -
y, = -3 ¢ vt E
[} 4 -+ l-li las pen_
Por otra parte, como 2yy' = 42 Y=y

dientes de las tangentes en P Y p’' son, respectivamente

_83_
" 2a 1 Lo, L 2a
en P: m = T3t £ en P': m — : _F
t

luego ambas tangentes son perpendiculares, con lo gue gueda
probada la primera parte.

Sea Q(a,B) un punto exterior a la paradbola, tal que
las tangentes trazadas por €l a la parfbola sean mutuamente
perpendiculares. Una recta genérica incidente con Q en

Yy - B = Ax-a)

cuya interseccidén con yz = 4ax, proporciona
. 2
y-8 = MIz - @) » Ay° - day + 428 - 4daa = 0

y como debe ser tangente, su discriminante debe ser nulo

4a2 - XN(4aB - 4Xaa) =0 + aX? - Br 4+ a = 0

y como ambas tangentes deben ser perpendiculares, el pro-
ducto de las dos raices MY A, debe ser -1, o sea

a
3 ™ -1 osea o = -a

luego el lugar geométrico de los puntos («,B) desde donde se
pueden trazar tangentes perpendiculares a la parébola y2 =

dax, es la recta de ecuacidén x = -a, esto es, la directriz
de dicha parébola. Por otra parte, como la directriz es la
polar del foco, todos los pares de tangentes, trazadas J.de
cualquier punto de dicha directriz, serdn tales que la cuer-
da que subtienden tus puntos de contacto es incidente con el

foco, con lo que gueda probada la segunda parte del proble-
ma.
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OBSERVACION: L2 ecuacidn
2t
y = —=35— {(x-a)
t°-1

no estd definida para t = +1, pero la cuerda de ecuacién x =
a, corta a la parébola en y = +2a. Las pendientes de las
tangentes en los respectivos puntos son my = 1lymg = -1.

Jogé V. Garcia Sestafe {Madrid)

Ootra solucién de: Amparo Ortega.

* k k ® K

PROBLEMA 5 (Boletin n® 23)

Se dan los puntos A(a,0) ¥ B(0,b), tales gque a+b = 24 (sien-
do d constante). Sobre AB como diagonal, se construye un
cuadrado, cuyos otros dos vértices son C y D. Probar que, al
variar a y b,. uno de estos vértiées ce manteniene fijo y
hallar el lugar geométrico determinado por el otro.

Solucidn

Sea el punto medio de
AB, M(a/2, b/2) como |as|? - a’
+ bz, se tiene que

|cu| = |om| = |aB|/2 = a2+b?/2

luego &i (x,y) son las coorde-
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nadas de cualguiera de los dos vértices se tiene:

(x-2/2)% + (y-bs2)2 =(a2+b?)/4

Por otra parte, por ser puntos de la mediatriz de
AB:

b(y-b/2) - a(x-a/2) = 0

Asi, reduciendo y de estas dos Gltimas ecuaciones se obtie-
ne:

(x-3/2)% = b%/4
entonces, si
x-a/2 = b/2 » x = (a+b)/2 = d e y =a/2 + b/2 = d

punto fijo de coordenadas (d,d)

y si

x-a/2 = =b/2 * x = (a-b)/2 = a-d e y = -2/2 + b/2 = -a+d

ecuaciones paramétricas de la recta x + y = 0.

Miguel E. Serrano Caballero

Otras soluciones de:

-~ J.M. Celorio, Laseca (Soria),
- J.P. Sénchez Mielgo (Segovia) y
- J.V. Garcia Sestafe (Madrid)

* * Wk Kk *



PRUBLEMA 3 (Boletin 25)

“¢ llama parte entera de un nimero real a Yy se representa

sor [a) al mayor entero menor O
a parte entera de (4 + Inet,

un naimero impar.

Solucién

igual que a. Demostrar gue
donde n es un nimero natural,

La suma S = (4 + )" + (4 - {I1)® es un nimero

natural par, puesto que

- n-3
s = 1™ e (D Pl (5 4 21+ (41

+ 1“15.4.11(“’1’/2 1120 1t - (D

- n-
12y 2fa® e (B 4P e ()

-

ny o3 10372 Lo (-1 Pee

4 2

.11

Por otra parte, como (4 - I1i) < 1, también

(4 - I <1

y. por tanto

ya que

((4 + T} = (2 - (4-411)") = impar

2 - (4 - 11"

3/2

1

+..

+aet

Mt e (5

(n-1)/2

=2
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es un entero par disminuido en un nimero positivo menor que
la unidad, luego su parte entera es impar.

José V. Garcia Sestafe (Madrid)

Otra solucidn de:
- Rodolfo Esteve Arolas (Valencia)

* h & % *

PROBLEMA 4 (Boletin n2 25)

Demostrar que la suma

3/ a+l a+3 4a+3 3/a+l a+3 4a+3
4\/‘7‘ A v"i' + A V'“E‘

para todo valor real de a » -3/4, es independiente del valor
de a y hallar el valor de dicha suma.

Solucién
Sea S la suma propuesta gue la escribimos
- X+y + x-y
s3 =X+ y+Xx-y+3 3/(x+y)2 (x-y) + 3ﬁy(x+y) (x-y)z =
3 3 3
2x + 35/ (x+y) (x-y) n/ ®+Y +;\/(x-7)

Pero




x2 2 a+l.2 a+3,2 4a+3 —a3
-y = (ST - ()T T T T

luego: s3 = a + 1 - aS, es decir: 83 + aS ~ (a+l) = 0, ecua-
cién cuya Gnica solucién real es § = 1 para todo a.

Rodolfo Esteve Arolas (Valencia)
Otras soluciones de:

- J. Miguel Celorrio Laseca (soria), y
- J.v. Garcia Sestafe (Madrid).

* Kk k K K




