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X_CONCURSO DE RESOLUCION
DE PROBLEMAS DE MATEMATICAS

El X Concurso de Resolucién de Problemas de
Matem&ticas, convocado por nuestra Sociedad y por el
Colegio Oficial de Doctores y Licenciados en Ciencias y
en Filosofia y Letras, se celebré el sé&bado 27 de Junio
de 1992, en los locales del Instituto de Bachillerato
"Beatriz Galindo", gque, como otras veces, nos fué
amablemente cedido para ello.

Como es sabido, los Centros de Bachillerato o
Formacién Profesional pueden seleccionar hasta dos
alumnos por curso de B. U. P. o analogo, para
participar en este Concurso.

Este afio, el nimero de Centros inscritos ha sido
de 40, y el de alumnos seleccionados de 136 en total:
41 de Primero, 53 de Segundo y 42 de Tercero. La
participacién ha sido, por tanto, més alta que los afios
precedentes. De los 40 centros, 20 eran Institutos de
Bachillerato, 2 de Formacién Profesional y 18 colegios
privados. De la Comunidad de Madrid eran 33 (17 de
ellos de la capital), de Castilla y Leén, 5 y de
Castlla - La Mancha, 2.

2 los alumnos de cada curso se les propusieron
cuatro problemas, para resolverlos en dos tandas de dos
horas cada una. Damos los enunciados al final de esta
crénica.

La entrega de premios se realizé en la tarde del
mismo dia, en el salén de Actos del Instituto "Beatriz
Galindo". En ella, nuestro Presidente pronuncié unas
palabras de felicitacién a los ganadores y a los
Centros gque los prepararon y de agradecimiento a los
participantes y a cuantos, con su colaboracién, han
hecho posible la realizacién de este Concurso.



En particular hizo ptiblico el agradecimiento a
ia iirma "Coca-Cola" de Espaha", que costeé los premios
entregados a los ganadores.

Aungue entre los alumnos premiados hay algunos
destacables, el nivel medio de los participantes ha
£.dov este afio realmente bajo. Fueron bastantes los que
nc llegaron a obtener ni un solo punto. Nuestros
lectores puden juzgar esta situacién, ya que, junto con
los enunciados de los problemas propuestos, damos la
media de las puntuaciones obtenidas  por los
concursantes.

Damos & continuacién la 1lista de alumnos
premiados, con indicacién del centro que los presenté y
de la puntuacién alcanzada (la méxima gque se podia
obtener era de 40 puntos):

PRIMER CURSO:

1" - Tamara Illescas Molina, del I.B. "Arguitec-
to Pedro Gumiel” de Alcala de Henares 22 puntos

2° - Jesiis Chavero Garcia-Esteban, del Colegio

JOYFE de Madrid 21 puntos
3° - Jestis Dorado Manzanares, del Colegio Re-

tamar de Pozuelo de Alarcén (Madrid) 14 puntos
4° - Fernando Regacho Angulo, del Colegio San-

ta Maria del Pilar de Madrid 11 puntos
5° - Ricardo Herranz Lopez, del Colegio "Nue-

va Castilla”, de Madrid 11 puntos

SEGUNDO CURSO:

1° - pavid Vaqueriza Cubillo, del Colegio de

San Viator de Madrid 27 puntos
o

2” - José Tomas Baeza Oliva, del I. B. "Ave-

nida de los Toreros" de Madrid 23 puntos
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3° - pavid Sevilla Gonzalez, del I. B. "Luis

Bufiuel de Alcorcén (Madrid) 22 puntos
4° - 1vana Raos, del Liceo Anglo-Espafiol

(LAE) de Madrid 15 puntos
5° - Jose Quintanar Vaquero, del I.B. "Sal-

vador Dali" de Leganés (Madrid) 15 puntos

TERCER CURSO:

1° - Alvaro Begué Aguado, del I. B. "Pi-

nar de la Rubia" de Valladolid 38 puntos
2° - Alvaro Gémez Rey, del I. B. "Gran

Capitdn" de Madrid 28 puntos
3% - carlos Benito Sdnchez, del Colegio

de San Agustin de Madrid 24 puntos
4° - Ramén Gordillo Gutiérrez, del Cole-

gio de San Viator de Madrid 20 puntos

5° - Raul Barranco Garcia, del I.B. "Gerardo
Diego" de Pozuelo de Alarcén (Madrid) 14 puntos

Sefialaremos que David Sevilla Gonzdlez e 1Ivana
Raos, g y 4° premios de Segundo Curso, recibieron los
premios 1° y 2°, como alumnos de Primero, en nuestro
Concurso de 1991, También Alvaro Gomez Rey, 2° premio
de Tercer Curso, recibié el 4° ge Sequndo en 1991 y el
1° de Primero de 1990 y Ramdén Gordillo Gutiérrez, 4° de
Tercero, fué 2° de Segundo en 1991.

Damos a continuacién 1los enunciados de los
problemas propuestos en este X Concurso y, tras cada
uno de ellos, la media de las puntuaciones obtenidas
por todos los participantes y la de las alcanzadas por
los cinco premiados (puntuaciones de 0 a 10):



PRIMER CURSO

o .
Problema 1 : A un comerciante le preguntan cual es el

% de ganacia en las ventas de un articulo. El1 sabe gue
compra al mayor con un descuento de 2 % sobre precio de
catdlogo y gue vende con recargo de 47 % sobre
catdlogo. ; Cual es la contestacién que debe dar ?

- Medias de puntuaciones: Todos, 0,3 ; Premiados, 2,0

Problema 2°: Si a+ b+ ¢c =0, calcular (simplificar
totalmente):
(at+p3+c ) (a24bP+c?)
a”+b>+c”

- Medias de puntuaciones: Todos, 1,4 ; Premiados, 8,4

Problema 3°: De un punto O de un velddromo circular

parten dos ciclistas en sentidos contrarios y con

velocidades constantes, encontré&ndose en el punto 2

(tal gue el arco 0OA mide 720 m). Siguen circulando con

la misma velocidad y después de pasar

B por O una vez se encuentran en B (tal

A gue OB mide 360 m), después de 60

segundos del primer encuentro. Hallar la longitud de la
pista y las velocidades de ambos ciclistas.

- Medias de puntuaciones: Todos, 2,7 ; Premiados, 4,6

Problema 4°: Se tiene la sucesidn U, ,Ugp,...,U,... en
la que todos los términos son numeros de dos cifras, y
cuya ley de formacidn es u ,q, = 4a+ 2b , donde ay b
son las cifras de u (decenas y  unidades,
respectivamente). Razonar gque esa sucesién es
estacionaria, es decir, gue todos sus términos son

iguales a partir de uno de ellos.

- Medias de puntuaciones: Todos, 0,2 ; Premiados, 0,8
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SEGUNDO_CURSO

Problema 1°: Expresar la altura de un tronco de cono

de revolucién en funcién de los radios de sus bases,
sabiendo que su Area lateral es igual a la suma de las
&reas de sus bases.

- Medias de puntuaciones: Todos, 0,6 ; Premiados, 3,2

Problema 2°: Probar gue el ntmero combinatorio [n) P

m
si es 1 < m< n-1, no puede ser primo.

- Medias de puntuaciones: Todos, 0,5 ; Premiados, 1,4

Problema 3°: En una divisién, se conoce el dividendo

258728 y los restos sucesivos que se obtuvieron al ir

efectuando la divisién, que son 379, 480 y 392. Hallar

el divisor y el cociente Existe m&s de una solucién ?
- Medias de puntuaciones: Todos, 3,2 ; Premiados, 8,2

Problema 40:

[_éscribe dos ndmeros naturales_J

2
Observa este Escribe su dlferencia
(mayor menos menor)

algoritmo:

Sk
[ Borra el mayor de 10s LIES NUmMeros |

on iguales

Razona gqué nimero se obtiene con este algoritmo (el que
gueda igual al otro) e identifica este método con otro
gue conozcas.

- Medias de puntuaciones: Todos, 1,7 ; Premiados, 7,6

TERCER CURSO

Problema 1°: Razonar si existen triéngulos (aparte

de los equil&teros) tales que las longitudes de sus
lados formen progresién aritmética y las longitudes de
sus alturas también formen progresi6n aritmética.

- Medias de puntuaciones: Todos, 0,8 ; Premiados, 4,6



Problema 2°: En un plano, un segmento rectilineo de
longitud 2a gira en torno &a su punto medio con
velocidad angular w . Expresar en funcién del tiempo la
~angente del &ngulo bajo el cual se ve ese segmento
aesde un punto situado en ese plano, a distancia b (con
b > a) de dicho punto medio.

- Medias de puntuaciones: Todos, 0,6 ; Premiados, 4,6

Problema 3°: En un semiplano cuyo borde es la recta r,
se trazan varias circunferencias exteriores dos a dos.
Sean rl, r2,
recta r vy tangentes a alguna de aquellas
circunferencias, estando sus subindices numerados de

g ... todas las rectas paralelas a la

modo que r. sea m&s préxima gue r_ a la recta r, que r

sea mas pgéxima que r,, etc. Dgcidir si es cierta g
falsa la siguiente afirmacién: "Si es c; la dnica de
aguellas circunferencias a la que r, es tangente,
entonces, trasladando c, en direccién perpendicular a
la recta r y en sentido tal que la distancia de su
centro a la recta r decrezca, ningtn punto de ¢, pasa
por puntos perteneciantes a las restantes

circunferencias". Si es cierto, probarlo y si no lo es,
justificar la respuesta negativa.

- Medias de puntuaciones: Todos, 1,6 ; Premiados, 6,4

Problema 4&°; Se coloca una ficha en el origen de
abscisas y se lanza una moneda al aire; si sale cara,
se mueve la ficha una unidad a la derecha y si sale
cruz, una unidad a la izguierda; determinar la
probabilidad de que después de 10 lanzamientos la ficha
se encuentre en el punto de abscisa x = 4 y la
probabilidad de que después de 9 lanzamientos se

encuentre en x = -3.

- Medias de puntuaciones: Todos, 3,1 ; Premiados, 9,2
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XXXl OLIMPIADA §:
MATEMATICA INTERNACIONAL %
MOSCU - RUSIA - 1932 T

La XXXIII Olimpiada Matemdtica Internacional,
correspondiente a 1992, se celebré en la capital de
Rusia. Las reuniones del jurado para seleccionar los
problemas se iniciaron el 11 de Julio y las pruebas,
que tuvieron lugar en la Universidad Estatal Lomonosov

de Moscli, se realizaron los dias 15 y 16 del mismo mes.

Como de costumbre, la prueba consistié en 1la
resolucién de seis problemas, repartidos en dos
sesiones de cuatro horas y media cada una. En cada uno
de ellos, se podian obtener hasta siete puntos, por 1lo
que la puntuacién mé&xima alcanzable era de 42. Las
medallas de oro se concedieron desde 32 puntos en
adelante. Las de plata desde 24 hasta 31 y las de
bronce de 14 a 23.

lLos seis enunciados pueden verse, en este mismo
Boletin, en la seccién de Problemas Propuestos. Al
parecer, la prueba resulté mucho més dficil que la de
la Olimpiada anterior, celebrada en Suecia.

Los representantes espafioles fueron los sels
mejores clasificados en la XXVIII Olimpiada Matemética
Espafiola (ver nuestro Boletin n® 31), incluidos los dos
gque actuaron en ella fuera de concurso por
hacerlo por segunda vez y haber participado ya en la
Olimpiada Matem&tica Internacional de 1991, en Suecia.

Su actuacién, sin llegar a ser brillante, fué
digna, incluso algo mejor gue la que se consiguié en la
Olimpiada anterior. El jefe de la Delegacién espafiola
fué el profesor D. Francisco Bellot y el delegado
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adjunto, D. Juan Manuel Conde. Damos a continuacién las
puntuaciones obtenidas por cada uno de los
participantes espafioles:

Roger ESPELL LLIMA, 16 puntos, medalla de bronce.

Marcos DURANTEZ GAMZUKOFF, 12 puntos, mencion hono-
rifica.

Alvaro BEGUE AGUADO, 9 puntos.

Javier RIBON HERGUEDAS, 5 puntos.

Jose Miguel ATIENZA RIERA, 5 puntos.

Raguel BARCO MORENO, 3 puntos.

Podemos seflalar que el orden en que se
clasificaron estos alumnos en la Olimpiada Matemética
Espaficla fué este mismo, con la Unica excepcién de que
el Sr. Durantez aventajé entonces al Sr. Espell.

Se concedieron 26 medallas de oro, 55 de plata y
74 de bronce. Cuatro alumnos (tres chinos y un ruso)
obtuvieron la puntuacién mé&xima (42 puntos). Los seis
alumnos chinos consiguieron medalla de oro Y, en
conjunto, sacaron 60 puntos de ventaja a los de Estados
Unidos, que fueron los segundos clasificados. En
tercera posicién quedaron los rumanos.

De los paises iberoamericanos, Argentina logré
una medalla de plata, otra de bronce y una mencién
honorifica; Brasil, una de bronce y una mencién;
Colombia y Portugal, una de bronce cada uno; México,

dos menciones y Cuba (con s6lo 3 estudiantes), una
mencién.

Felicitamos a todos los componentes de la
representacién espafiola por su actuacién en esta
Olimpiada.
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VI OLIMPIADA IBEROAMERICANA

DE MATEMATICAS
caracas (VENEZUELA), 1992

La VII Olimpiada Iberoamericana de Matemiticas de
1992 se ha celebrado en Caracas (Venezuela) entre los
dias 18 y 27 de Septiembre.

Este afio, el nlmero de paises participantes ha
sido de 16; damos sus nombres por orden alfabético:
Argentina, Brasil, Colombia, Costa Rica, Cuba, Chile,
Rep. Dominicana, El Salvador, Espafia, Méjico, Panam&,
Pert, Portugal, Puerto Rico, Uruguay y Venezuela. Cada
pais presentaba cuatro aspirantes, salvo Pertd, que
participsé con 3, Portugal, con 2 y El Salvador, con
uno.

Las pruebas se realizaron en dos sesiones. En
cada una de ellas, de cuatro horas y media de
duracién, se propusieron tres problemas, cuyos
enunciados se pueden ver en la seccién de PROBLEMAS
PROPUESTOS de este Boletin. Cada solucién se calificd
de 0 a 10 puntos, por lo gque la puntuacién méxima

alcanzable era de 60 puntos.

Los Primeros Premios (oro) se otorgaron a los que
obtuvieron por lo menos 55 puntos, los Segundos (plata)
a los que alcanzaron 37 y los Terceros (bronce) a los
que llegaron al menos a 27. Mencién honorifica tuvieron
a partir de 20.

Se otorgaron seis medallas de oro, gue
corespondieron a estudiantes de Colombia, Chile, Cubsa,
Brasil, Espafia y Argentina. Los dos primeros alcanzaron
la puntuacién maxima de 60 puntos, lo cual no ocurria
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desde la II Olimpiada, celebrada en Uruguay, en la que
el espafiol Carlos Ueno los obtuvo. Las medallas de
plata fueron 10 y las de bronce, 15. Los paises
cuyos eguipos reunieron més puntos fueron Brasil, con
171, Cuba, con 165, y Espafia y Colombia, ambos con 157.

Los espafioles participantes tuvieron una brillante
actuacién: Estos fueron sus resultados:

- Javier RIBON HERGUEDAS 56 puntos oro

- Alvaro BEGUE AGUADO 53 puntos plata

- Jose M. ATIENZA RIERA 28 puntos bronce
- Raquel BARCO MORENO 20 puntos mencidén

Recordaremos que los dos primeros proceden de los
Institutos de Bachillerato de Valladolid "Leopoldo
cano" y "Pinar de la Rubia", el tercero del Colegio
JOYFE de Madrid y 1la cuarta del colegio malaguefio
"puerto Sol”. Alvaro BEGUE, que empieza ahora ¢’ C.0.U.,
puede repetir el préximo afio, si resulta seleccionado

en nuestra Olimpiada Nacional.

Para apreciar la dificultad relativa de los
problemas que se propusieron damos las medias de las
puntuaciones en cada uno por todos los participantes y
por los cuatro componentes del equipo espafiol:

Problema 1° 2° 3° 4° N

Media general 6.4 2.4 5.6 3.9
Media espafoles 7.5 5.0 7.5 6.5 5.5 7.3

El *Trofeo Puerto Rico", otorgado al pais que més
ha mejorado, correspondié6 este afio a Colombia. Se
acordé suprimir la prueba de resolucién de problemas
con ordenador, por plantear problemas de
infraestructura a muchos de los paises sede. Se
celebré6, en cambio, a titulo experimental, una prueba
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por equipos. Los equipos, de dos estudiantes, se
formaron por sorteo. La prueba se desarrollé en dos
sesiones: la primera, con 9 cuestiones de répida
respuesta y un problema de tipo Olimpiada; en 1la
segunda se pidié a los equipos gque crearan un problema
a partir de una situacién matemé&tica que les fué
presentada (teorema de Pitagoras), valordndose la
originalidad y la relacién con aquella situacién.

Est& previsto celebrar las préximas Olimpiadas

Iberoamericanas en las siguientes sedes:

1993: Méjico D. F. (MEJICO)
1994: Fortaleza (BRASIL)
1995: CHILE

Nuestra Sociedad felicita cordialmente a los
participantes espafioles, que han alcanzado tan

brillante resultado.
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CONVOCATORIA

Organizada por la Real Sociedad Matemdtica Espafiola bajo el patrocinio de la Subdireccién
General de Becas y Ayudas al Estudio.

NORMAS

1.- PARTICIPANTES. Podrin participar en la 1* Fase de la XXIX Olimpiada Matzmética Espafiola
los 2lumnos matriculados en COU, en &l iltimo curso de Formacién Profesional de segundo grado, 2!
curso del 2° Ciclo del Bachillerato Experimental (Reforma),3® curso de B.U.P. y 1° curso del bachillerato
L.O.G.S.E.

3. INSCRIPCION. Los interesados en participar en esta Olimpiada, solicitardn por escrito su
inscripci6n, bien directamente bien a wravés del Cenuro donde realizan sus estudios, md.lcandq enellael
nombre,D.N.L. , dos apellidos, domicilia, teléfono y Centro donds se hallan estdiando especificando la

direccion y telefono de dicho centro. Las soliciludes se dirigirin a:

(*)
3.- PRIMERA FASE DEL CONCURSO. En cada Distrito Universitario se celebrarin las
primeras eliminatorias, que constardn de dos sesiones (la primera de ellas podra ser eliminatoria si as{ lo
estima oportuno el Tribunal), en las que se propondrdn a los participantes varios problema sobre
cuestiones de Matem4ticas.

(*)

Por cada Distrito actuard un Tribunal delegado por la Real Sociedad Matemética Espafiola, que
calificard los ejercicios y propondrd a la Subdircceién General de Becas y Ayudas al kstudio a los
ganadores de Distrito, en nimero de wes como midximo para la concesion de las correspondientes becas
para cursar estudios de Licenciatura en Ciencias Matematicas, en la Universidad espafola en la que se
matriculen. Excepcionalmente se concedera tambicn beca a los que deseen efectuar esindios de otras
Licenciaturas o Ingenierias. La beca concedida s¢ renovard anualmente, siempre que se contintien los
estudios en las condiciones establecidas por la Subdireccién General de Becas y Ayudas al Eswmdio (Estd
en estudio Ia posibilidad de sustituci6n de esta beca por un premio)

4.- SEGUNDA FASE. La segunda fasc del concurso se realizard en Madrid (Los concursantes del
Distrito de La Laguna realizardn dicha prueba en su distrito) los dias 26 y 27 de febrero de 1993, y podrin
concurrir a esta fase:

a) Los ganadores de la fase primera.
b) Alumnos que, habiendo participado en alguna edicién anterior de 1a Olimpiada, sean

invitados formalmente por la R.S.M.E.

' Las pruebas consistirdn en la resolucién de problemas o cuestiones de Matemdticas, en dos
sesiones.
~ Un tribunal designado por la Real Sociedad Matemdtica Espafiola, calificard los ejercicios y
determinard los ganadores de esta fase nacional. Los primeros clasificados recibirdn un premio en metélico
cuya cuantia determinard la Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estudio.

5.- Las decisiones de los Tribunales son inapclables.

6.- La panticipacion en la Olimpiada Matcmidtica Espafiola supone la aceptacion de estas normas.

(*) Ver NOTAR en la p&gina siguiente.
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x_QL DA MATEMA
FOTA: En cada Distrito se haran publicos oportunamente los

£.z2vientes datos:
- Fecha limite de recepcién de ilnscripciones.
- Direccion a la que deben remitirse esas inscripcilones.
- Fechas, horas y locales en los que se realizaran las
pruebas de la primera fase.

- Normas especiales, si las hay, para dichas pruebas.

EN EL DISTRITO DE MADRID:
~ Las solicitudes de inscripcién se enviaran antes del
20 de Noviembre de 1992.
- ©Se dirigiradn a la atencién del
Prof. José Javier Etayo Gordejuela
Vicerrectorado de Desarrollo Estatutuario y Claustro
de la Universidad Complutense de Madrid
( Edificio de Alummos - Ciudad Universitaria )
28040 - MADRID
. Las pruebas de la Primera Fase tendran lugar el
viernes 27 de Koviembre a las 16 h. 30 m. y el sabado 28 a
las 9 h. 30 m., en el nuevo edificio de 1la Facultad de
Ciencias Matemhticas de la Universidad Complutemnse <(Civdad
Universitaria, Jjunto al de la de Ciencias Quimicas)

- La primera prueba no serd eliminatoria.

MODELO DE SOLICITUD DE INSCRIPCION:
— La inscripcién se solicitarad enviando un boletin como
el del modelo que se da en la pagina sigulente, sin dejar de

consignar en €1 ninguno de los datos que alli se piden.

- 17 -

H OLIMPIADA MA T 99

BOLETIN DE INSCRIPCION

Muy Sr. mio,

con domicilio en , provincia de

calle ,ne___,Tfno.

de____ aofiosdeedad,conDN.l. ___________yalumno de

del Colegio/Instituto/ Centro de F.P,
de Ia localidad de

, Provincia de Calle

num

Tfno Pone en su conocimiento que desea tomar porte
en la H¥IH Olimpiada Matematica,y le solicite ser inscrito en la misma

Fdo

(El solicitante)
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CONVENIO DE COLABORACION CON EL M.E.C. DE LA
FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES
DE PROFESORES DE MATEMATICAS

La Federacién de Sociedades en la que
recientemente se ha integrado la nuestra, ha firmado
con el Ministerio de Educacién y Ciencia un convenio de
gran importancia, no s6lo por contribuir a resolver el
problema de la financiacién, sino sobre todo por lo que
supone de reconocimiento oficial de 1la labor que
venimos desarrollando y de compromiso por nuestra parte
para mantener y ampliar nuestras actividades sin que
decaiga la calidad alcanzada.

El Convenio, gque tiene una duracién de dos afios
(1992 y 1993) es renovable por mutuo acuerdo de ambas
partes. Se crea una comisién mixta de seguimiento que
tiene por objeto garantizar el cumplimiento de los
fines establecidos.

Segin establece el Convenio, la actuacién de la
Federacién se efectuard siguiendo las lineas bésicas
del Plan de Investigacién Educativa y Formacién del
Profesorado del M.E.C. Las aportaciones del M.E.C. a
las actividades de la Federacién comprenderan los
ambitos: Administrativo (facilidades para la
participacién del profesorado en las actividades),
Técnico (asistencia técnica), Académico (homologacién
cuando proceda) y Financiero (aportacién por el M.E.C.
de subvenciones).

La Federacién ha requerido a todas las Sociedades
que la integran para que le transmitan sus proyectos de
actividades para 1993, con objeto de incorporarlos al
Plan que debe ser presentado al M.E.C. para ese afio.

- 19 -

ICMES7

VIl CONGRESO INTERNACIONAL DE EDUCACION MATEMATICA

El ICME - 7 se celebré, como anunciamos en nuestro
Boletin n° 30, en Qubec (Canadéd), el pasado mes de
Agosto. Concurrieron a €l 88 paises. De Espafia acudié
la representacién mé&s numerosa registrada hasta ahora,
con 122 inscritos. S6lo superaron este namero de parti-
cipantes Estados Unidos, Canad&, Jap6n, Reino Unido y
Australia.

En este Congreso se presenté a Espafia como sede
del préximo ICME - 8, gque se celebraré en Sevilla en
1996. El stand espafiol daba amplia informacién sobre
Espafia y Sevilla, asi <como sobre los trabajos
realizados por la Federacién a la que pertenecemos Yy
por las Sociedades que la integramos.

Al acto de clausura fué invitado el Presidente de
la Federacién, don Gonzalo S&nchez Vazguez, que
pronuncié un discurso en tres idiomas, acerca del

ICME-8 y de su celebracién en Espafia.

En el préximo numero de nuestro Boletin daremos
informacién sobre los temas tratados en este Congreso.
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n-agono (n=10)

La Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores
de MatemAticas distibuyé el numero 5 de su pequefio
Boletin "n-4gono (n=10)", cuyo titulo alude a las 10
sociedades que integran la Federacién que son:

S. Andaluza de Educacién Matem&tica “THALES"

Aragonesa "P. SANCHEZ CIRUELO" de Profesores de M°.
Canaria "ISAAC NEWTON" de Profesores de Matem&ticas
Navarra "TORNAMIRA" de Profesores de Matemiticas
Castellonenca de Matematiques

Extremefia de Educacién Matemética

de Profesores de Matematicas Madrilefia
de Profesores de Mateméticas de Alicante
de Ensefiantes de Ciencias de Galicia

n n n n n v wnvn o,

"PUIG ADAM" de Profesores de Matemé&ticas.

WORLD MATHEMATICAL YEAR 2000

Durante la celebracién del 40° aniversario del
IMPA, el profesor J.L.Lions, presidente de la Union
Matematica Internacional (UMI), declard, en nombre de
esa Unién, el afio 2000 como el Afio Matemitico Mundial.

La decisidén de celebrar este W. M. Y. 2000, esté
recogida en la Declaracién de Rio de Janeiro sobre las
Matemdticas, que fija tres objetivos, descritos bajo
los siguientes titulares:

1. Los grandes desafios del siglo XXI.
2, Las Matemdticas, base del Desarrollo.
3. La imagen de las Matemiticas.

La Federacién de Sociedades de Profesores de
Matem&ticas ha ofrecido ya su colaboracién en tan
importante acontecimiento.
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ESPACIOS FRACTALES
y
UNA ESTRUCTURA COSMOLOGICA TOPOLOGICA-FRACTAL

Josué B.Bonnin de Géngora

Univ.Complutense. Fac.CC.Matemiticas. sec."Astronomia,Mecénica,Geodesia
Prof.Drn.José Vicente Garcdla Sestafe

Catedr&tico de Mateméticas . Doctor en CC.Econbémicas
Prod.Dx.Carlos M¢ Rodriguez Calderbn

Catedratico de Matematicas . Doctor en Ciencias

En el presente articulo se pretende ajustar el princi?io cos-—
molégico perfecto , si se admite Gque el espacio se pliega so-
bre si mismo y tiene dimensién fractal.

Se inicia el trabajo recordando el concepto de estructura ?s-
pacio-tiempo galileica vy fijando las ideas basicas sobre varie-
dades diferenciables de clase p ; a continuacién se introducen

las dimensiones no enteras (fractales) para llegar al modelo

cosmoldégico fractal.

1. ESTRUCTURA ESPACIO-TIEMPO GALILEANA

Para definir la estructura espacio-tiempo galileana hay gue
considerar:

- El Universo es un espacio afin cuatridimensional, A,

En A cada pe€ A4 se le considera suceso.
’

) 't
- El tiempo es una representacion lineal t: R — R

siendo R4 el espacio vectorial de desplazamientos paralelos

al "eje tiempo" real.

Hay gue dotar a A4 de un producto escalar con la distancia

entre dos sucesos simulténeos, definida

3
(o(a,b) = ||a-b|l=\}<a-b,a-b> a,b €R

i i mina espa
Al espacio A% o 1a estructuraanterior se le deno pa

cio-tiempo galileico.

. 4
Una importante propiedad de estos espacios A es gue sOn
. . "
isotnopos, es decir que no tdenen direcciones *predenentes”.
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2. VARIEDAD DIFERENCIABLE DE CLASE p

Sea X un conjunto y p&Nt){"ﬁ.Sedice gue (U,r,(E,A)) es una

carta en X si:

- a) UeX
- b) E es un espacio de Banach real.
c) A es un sistema linealmente independiente y finito de
elementos < (E,R) (aplicaciones lineales de E en R).
- d)  es una aplicacidén inyectiva U <>E;~y f(U) es un
abierto de E;.

+
= p/ .
( Ex {xes /220, A Yo ,%éﬂ(E,R)
La condicién d) impone gque

+ i
Y ve E, si (((xi) -?(xi+l) —> X =X
U es el dominio de la carta P es el morfismo de la carta ;

es el espacio modelo de la carta.

1

Sean (U,f,(E,A)) y (U',Y',(E',/Q)) dos cartas en X. Se dice
qgue son compatibles de clase p si:

3 ‘f’_l 1Y (U0 —+~f'(unu') y Y?"l:.f'(unu') —»tf(unu')

son de clase p.

Se denomina atlas la unién de cartas compatibles.
A partir de agui se puede definir:

Variedad diferenciable eé una clase de atlas equivalentes.

Dentro de las variedades diferenciables se consideran:

1) variedades diferenciables conexas,

2) variedades diferenciables inconexas (miltiplemente
conexas) .

2.1. VARIEDAD DIFERENCIABLE CONEXA . DIMENSION

. *
Sean (Xi,fi,(Ei,Ai)x i€ N cartas en X, todas compatibles .

A la suma conexa N

Vo= -—El (XY (B AD)

se la liama variedad diferenciable conexa.
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Observese que no existen dos abiertos disjuntos en X

Sea X una variedad diferenciable y x€X . Se define dimensidn
de X en x y se designa dimxX , a la dimensién del espacio veg
torial real E donde (U,f,(E,A)) es una carta de X con x€U.

Sea una variedad diferenciable o topoldgica, X. Resultan:

- a) X es localmente conexa.

- b) X es localmente conexo por caminos .

Por consiguiente, ¢4 X es conexo equivale a que X 24 conexo pon cami

nos.

Se consideran X, una variedad diferenciable y C una componen

te conexa de X. X,z €C dimxx - d:i.mzx

Por tanto, si X es4 conexa, La dimensidn se mantiene condtante en Zoda
La variedad .

Intuitivamente, un conjunto conexo es aquel que estd hecho de "una sola pie

za".

2.2. DIMENSION TOPOLOGICA EN VARIEDADES DIFERENCIABLES.

Sean X un conjunto y ?{={Ui} ;e una familia de subconjun-

tos de X tal que Ui # ¢ para 1i€1 (no todos vacios).

Se considera el conjunte E ={n/n€N'U{QHtales que existen
indices 1i,j distintos dos a dos , para los que se cumplen:
n-1
Ui'
=1 I
x n-1
E =5t'n/nEN vioj} le 0, # 67

# ¢

ésto es

w
Se llama orden de dicho conjunto CM, a sup.E en {O}U{*‘-“f}UN R
es decir, sup.E 46Lo puede tomar walones natunales, +<9 o cero.

.

Por consiguiente, si sup.E€ R\Z & sup.Ee€FR \Q, se tomard co-
mo supremo e¢f menor nimero € mas cexcano a éup. E€ RN\Z que esid en
{0} v fscw}un* con La métrica considerada.

Nétese que sup.E actlia, en realidad, de elemento maximal, ésto
es, gue habiendo varios elementos maximales, se elige el que

esté contenido en {0} U{+esjy N*
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por convenio, el orden de una familia de subconjuntos vacios

es -1.

Analogamente, sea X un espacio topoldgico. Se considera
E ={nEN*Ui—l,Qj%+wj} tal que todo recubrimiento abierto y fi-
nito de X tenga un refinamiento abierto ¥ y orden ¥§n. Al
namero min.X en E se le llama dimensién por recubrimiento de

X y se escribe dim.X.

Nétese gque esta definicién es andloga a la anterior, salvo

unicamente, gue se toma min. Y no Sup. de X.

La dimensidén por recubrimiento eé un invardiante topolbégico .
Es decir, para f homeomorfismo (x,7) — (X' , ) se tiene que

si dim.X=n — dim.X'=n .

Igualmente se cumple que:Vr1€N*U£0} dim R"= n

Esto es, toda bola abieata o cerrada de un espacdo euctideo R tiene

dimension n.

3. LAS DIMENSIONES NO ENTERAS
(- -]

Sea X=:#t (X.,?.,(E.,A.)) una variedad diferenciable conexa
i=1 i’ 1771
de clase infinito en todos sus puntos . Cada componente coneza

en un puntco tiene dimensién n .

*
Si €, €X (una componente conexa) —> dim.C,= dim.(E; A} € {oyun
puesto que la dimensidén de un espacio vectorial real es siempre un numero

entero.

*
El problema se plantea cuando dim.X ¢P}uN , es decir, cuando fa
dimensibn del espacio no es entera

e *
Si tomamos las variedades Ro,Rl,Rz,RBN..n,RnQ{WUN

Ri= p + [v] donde [v] pertenece al espacio vectorial real(Rl;+,J

En este caso R~ es una linea.

RZ. ' i - _
=p + [vl,VZ] (vl,vzlmealmentezmdepandlentes). [vl,vzl pertene

ce al espacio vectorial real (R°;+,.%. Ahora R” es una super-

ficie.

R7= p + [Vl Vo ,V3] (Vl +Vo. V3 linealmente independientes)

_25_

[vl,vz,v3] € (R3;+,.) . En este caso R3 es el espacio eucli-

deo tridimensional.

n
En general, R'= p + [vl,vz,...,vn] : [vl,vz,...,vnje(Rn;+,.)
espacio euclideo n-dimensional, que tal y como se ha visto

es conexo.

Consideremos, ahora,por ejemplo, el caso de un espacio:

R® / p: 1¢p<2
estaremos ante un espacio que no es ni una Linea ni una supenficdie;
este espacio es un fractal. Es decir, no "cubre" una supeniicde,
perno tampoco eé una Linea, sino "algo intermedio” entre ambos espacios.

3.1. ggNJUNTO TERCIARIO DE CANTOR
Sea }Ej a, una serie normalmente convergente en Rn
i o 8
i=0

A un conjunto . (@] ) ) .
. = IcN*iit ai se le dice asociado a EO a,

I i

si cumple:
1) Ca es compacto.

2) Ca es simétrico respecto al punto «x €

(S
[\

i=0
3) Propiedad de biparticidn:

VU | =

e 3t Ca,j+1} JEN* vy ‘?j: partes del conjunto {0,1,..,33

Ick
* Consideremos la serie
a, =2 (1)t ' -
El conjunto asociado a I
= i HH ] o e
2_4 A ( ey
i=0 3 3 . R R R SRR AR SRR RS es e

es el conjunto gue resulta de
dividir cada intervalo en tres partes y extraerle la parte cen

1
tral | 3. % [ (ver figura adjunta).

Calculando la dimensidén algebraica de dicho conjunto

g =-1im LDIE)
Ea0 £

donde N(&) es el nlUmero de hipercubos n-Dimensionales (neN*u{O})

de radio £ necesarioe para cubrir el conjunto.
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-K

De esta forma, si se toma £ =3 7, k=, 2k

es claro que N(E)=
Si k=1 se necesitan dos intervalos | si k=2 se precisan cuatro, etc. .

Esto implica:

Kk
. Ln2 . k.lnZ _Ln 2 ~
d = -1lim =F =E 1lim i~ In3 - 0,60309...
k== 1ln 3

lo gue significa gque el conjunto de Cantor es un nglgo" intermedio en-
#ne un confunto de puntos p / dim.( H* P )=0 y una Linea.

i=f
Este tipo de espacios se denominan fractales.

3.2.. CURVA DE KOCH

De manera anéloga, partiendo de un triangulo equildtero, divi
diendo su lado en tres partes iguales, sustituyéndoles por cua
tro segmentos (ver figuras adjuntas) reiterando el proceso se

obtiene la denominada curva de Koch.

n
Ln 4 ~Lnd 2, 2619...

Su dimensidn es d = lim - n =
1n(1/3)
Resulta gue e4 "mas" que una {inea, peno no Llega a sen un drea.
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Es curioso observar que {a fongitud de fa curva de Koch es infini-
ta, mientnas que el drea que encienrra es finita.
Siendo L el lado:

_ _ 4
Li=3L, L=3
V3 2
17 4 ' =2

gue es una suma finita.

=
z7

S

(1 + % + )

3.3. ESPONJA DE SIERPINSKI

A partir de un cubo y como se indica en las
figuras adjuntas, se obtiene la denominada
esponja de Sierpinski , cuya dimensién

es
n
d = lim

Ln 20 ~
= =2,7268...
Lo 3® Ln 3

dimensidn "superion” a una superficie ,

peno "infenioxn" a fa de un cuerpo nidi-

mensional.

Los fractales don "dimbtrnicos" nespecto a Las dilataciones y homo-

teticos 4nente a fLos cambios de escala.
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4. AUTOSIMILARIDAD

Jne ETmportante propiedad gue caracterirva a los espacios ante-

- .ores es la autosimilaridad.

s el conjunto de todos los conjuntos isomorfos desde el

. 4nto de vista abstracto.

‘Se estima, para evitar las paradojas de Cantor sobre "conjun-
tc¢ ae todos los conjuntos? para clases de eguivalencia respec-
to a la isomorfia desde la consideracién abstracta) que ef me-
meno de estas clases send finito.

Se considera (X,Z;) iert ={R+u oo}  un conjunto. Se dice que
(X,T&) es autosimilar cuando:

1) Yier* :Ti€Z§E

2) (x,z-.) =A(XT) i erRt

3V (T =X 00T ViéR

4) (x,zi)-(xi,zi)vlca
La operacién A- actua del siguiente modo. SeanE® el conjunto

de todas las estructuras matemdticas y (X,T) un conjunto con

T £ : bajo dichas condiciones:
0 : espacio de
s
J(.(X,"Ci) = f(xi,til /X T,)EE estructura E°
ieR" o i€ R

Intuitivamente,_A_ e¢ una operacién que hace biparticiones hasta el in

finizo , sumando Las esznuctunas nesuliantes

Asi mismo, un espacio autosimilar es un espacio gue se "ve"

igual desde cualguier parte gue se le observe".

5. UN MODELO COSMOLOGICO FRACTAL

A la operacidén /. la denominamos operacién de agregacidn por
difusidén limitada.

L]
Sea né€N vy consideremos la bola cerrada

={x€Rn/ "x”(l_}’ , Vi=1,2,...,n

Para | VI,({I ,(Rn,pi)) y Vi-’ qi-,(Rn,—pil donde

v‘ir ={xen/ x>0, v,T ={xep/ X< o}

S "OPZ
* . - .
Una consideracién importante en el /
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+ 2 2, _
?i(xl,...,xn) = (xl,...,xi_l,\}l-(xl+...+xn) xi'xi+l""’xn)
2 2
* IRy n) b (xl,...,xi_l, - \fl—(xl+...+xn) 'Xi’xi+l”"'xn)

Luego " - - n -

T gt o+ on ; .
=il el ®%p,)/ senFu { vyl R%p)/ 1€ W]
es un atlas de clase infinita en Py

Bajo dicnas condiciones se tienenui

Pp = Sn-l szn = ¢

n

donBe con O se simboliza el borde de

la variedad pn.

para la variedad bidimensional p, //' 2

se compruepa en la figura adjunta.

planteamiento para la Cosmologia

es:

Si se tienen una variedad X = 3} (X.f.,(E.,A.)
iog iR
y se establece una aplicacién £
que "cierre" el espacio, ¢l eépacio degonmado es el borderde un espa-

cio de dimensién mayon.

Esto es, si cerremos una linea habremos engendrado un espacio
de dimensién dos , si cerramos una superficie en una esfera el
espacio gque tendremos serd de dimensién tres (siendo la super-

ficie de la esfera el borde de la esfera).

De esta forma resultan:

£rCFH 08 (B A ))-»(#— (X3,93,(EL, A1)
i=0 "is0

oo [ =4
' ' ) ) - 3 J
9 ﬁc(xi,ugi JEL A = V / dim V) dim ﬁo(xi,yi,(zi,/\i))

Luego, esta aplicacidn actua de la siguiente forma:
Para :L‘-o': (X oy (E Ai)) y f aplicacién de “"cierre" por un punto

de X, uza bz.en definida , puesto gue lo gue anace es "doblar" el es-
pacio punto a punto.
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f(#io (X595

y cumple gue :
ag

. ® (X; .4, (E;,

1=0

2) 3 fo(xi,ﬂ,(r:i, A

Por consiguiente,

siones.

od
E A = i: 14 AL

AV HE (LR AL Vi

i=0

=V / dim V> dim X

La defonmacibn pon curvatuna implica un cambio de dimen

6. AGUJEROS NEGROS . SINGULARIDADES.

Consideremos

EY, i€fl,...,n} estructuras matematicas.

Para E un conjunto n-miltiplemente conexo , cada parte n-conexa

i
va a "orresponder a una estrcutura E™.

Sea L} C

i=1

como variedad diferenciable de clase

infinito.

Denomlnamos a cada C , con estruc-

tura E* agujero negro de E si:

- 1) c—#(x (E5 A
3=0 313

, €l conjunto; Ci cada parte n-conexa ¢ supuesta

. i
tiene estructura E

- 2) f(#(x

j=0

*
Por consiguiente,

~ s Y . .
J )) = Vj €E” , 341 / dim VJ dim Ci

el espacio resultante pon el bonde de g(cL.) "enece"

hacia "dentno", formando un espacio de dimensibn mayor que La de CL .

Por ejemplo, para el
conjunto conexo en R, —

si "abrimos" un aguje

A4

ro y dejamos inconexa la linea resulta

| 4
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Se ha cortado y "abierto'"un agujero causando un espacio de
dimensién mayor . Si doblamos la linea obtenemos gue por de

formacidén gravitatoria, pro-

ducida por el "punto blanco"
15““\\\‘f/,/”‘ﬂ—€r de la linea (ver figuras) se
ha pasado al plario del papel

es decir, a una dimensidén ma

yor.
Igualmente, un agujero en el papel nos introduce en un es-

pacio tridimensional, siendo el papel bidimensional.

Por tanto, los agujeros negrnos modifican Las estructunas de un conjun
2o . Lo agujenos nmegnos, en el Cosmos, son puntod dingulares que defonr-
man el espacio, porn su fuerza gravitatordia, causando un cambio de métndica

7. MODELO NOUMENICO EN LAS PROXIMIDADES DE UN AGUJERO NEGRO
- (Noumenico es un término kantiano que significa "la cosa en si")

Sea pe(xi,?i,(Ei,Ai) un punto agujero negro de una variedad
diferenciable . Se considera un entorno centrado en p de ra-
dic € . Hemos definido, pués, una métrica y al hablar de bo-

las, un espacio métrico.

En B(p,£ ) se produce un cambio de métrica por deformacidn

gravitatoria.

Considerando, por tanto, i-métricas de la forma:

o
Bi(p, Ei) — i (ds)i (F asocia a cada bola una métrica)

2 n n o g
ds, = 7 ; (g_) dx; dx;
1 =1 &= My 171

donde (gpq)i es el tensor métrico en Bi(p,z).

00
Si a cada B, {p, Ei) se le asocia, por F,, una métrica (ds)i %
i=1 aplicamos JA (agregacién por difusién 1limi-
tada) se obtiene

F.
Bi(p'zi) _lﬁ (ds)i , ./L(dsi)2= Z Z(g )ldxf ax El)
opl gl ™

es decir, unas biparticiones por métricas del espacio Ei(p,QJ
e
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Jdotado de una estructura Ei. De este modo, el espacio galilei
co espacio-tiempo inicial gueda sumergido en un J\; ésto es,
en lugar de explicar los fendmenos desde el punto de vista es
acio-tiempo, se ha llegado a la estructura
(ESPACIO-TIEMPO,METRICA)
Luego, a cada estructura espacio-tiempo Le hacemos corresponder una métni

la.

. 42 P - - .
Notese gue _ﬁL(osi) esta bien definido, puesto gue la métrica , segin el
célculo variacional, es una funcional y el conjunto aqui considerado es el

de las funcionales con estructura de El.

8. PRINCIPIO COSMOLOGICO . CONCLUSION

El principio cosmoldgico perfecto establece gue el Universo

cumple las siguientes propiedades:

- 1) nomogeneidad
- 2) isotropia
La primera indica que {as propiedades de Za materdia son iguales en
Zodas Las pantes del Univenso .
La id0trdpia sefiala La falta de dinecciones escoagidas.
(Ejemplo es la igualdad de la ley de dispersién de las galayias)

El principio cosmoldgico perfecto establece quz ¢l Universo ¢4
igual desde cualquien punto en el que 4se Le observe, lo cual indica
una autosimilaridad, una {r@ctafidad ajustable a Las teonias cos-
moligicas de estado §isico y creacibn coniinua de materia , admitiendo
gue el espacio se pliega sobre si mismo y tiene dimensidn frac
tal. Se cambia, asi, toda estructura espacio-tiempo, conside-

rando el Ziempo, un espacio {nactal.
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LEMA DE BURNSIDE

Por Luis Villacorta Mas
Catedrético del I. B. de Vicalvaro

El Lema de Burnside es wuna herramienta importante en matematica
combinatoria. en especial. para resolver problemas de contar. Demostraremos
el Lema v presentaremos varios ejemplos de aplicacion. donde podremos
observar gue aparecen resultados conocidos de la teoria elemental de

numeros, como €l Teorema de Fermat v ¢l Teorema de Wilson.

El Lema hace uso del concepto de grupo actuando sobre un conjunto.
Este concepto es una pequelia generalizacién de la idea de grupo de
permutaciones. v nos proporciona un punto de vista que es muy util para

atacar una amplia variedad de problemas.

Definicion.- Un grupo (G,0) actua sobre un conjunto S si cada geG es
una funcion de S en § tal que
i) (geh)(s)=g(h(s)) para todo g.heG.se$S

i1) I(s)=s para todo s<S, donde I es la identidad de G.

Sea S= {si,sz,....,sn} v sea g&G entonces
S, 8, .cuen.. s,
g(s‘)g(sz) ..... g(sn)

es decir. g induce una permutacion del conjunto S

Lema de Burnside. (1897).
Sea un conjunto finito S:{s‘,sz,....,sm}. Sea G:{nt,nz,...,nn} un  grupo

finito que actua sobre S induciendo permutaciones del conjunto S. Diremos
que s _es esencialmente igual a sJ si existe (no necesariamente unico) wn
elemento meG tal que sl=n(sj); por tanto, 5 v sJ seran esencialmente

diferentes si s es diferente de n(sj) para cada neG.



Taz win el numero de elementos de S que permanecen fijos por el elemento
~¢3. Entonces el numero N de elementos de S esencialmente diferentes por la

2¢ 1os elementos de G es

4
4

Nz = wiraw () +w(ng)h .. gw(m ) 3 (1]

Es evidente que la relacion de ser “esencialmente igual” que
establece G en S es de equivalencia e induce en S una particion.
Sea s€S v designemos con n(s) el numero de elementos m£G que dejan fijo a
s. es decir. nm(s)=s8. sea C= la clase de equivalencia que contiene a s.

Vamos & ver que

Z n(s)=]Gl=n

s’eC
S

Sea T(s,8") el conjunto de los distintos meG tales que r(s)=s’.

Sea T(s,8)= {”1’ @5 -2 R nk},k=n(s). Yy nx(s)zs’. Entonces para cada

2
1= i € n(s) es

nm on (g)=n (n(g))=n (s8)=28"
X 1 X 1 x
luego nen € T(s,8" ). Tambien se verifica

-1 -1
T off =M of == n ofl ol =T offt ol =) 7 =N
X 8 x 3} x X U x x ) Vo)

es decir icj. Supongamos ahora que ﬂy e T(s,8")

n;‘ on (8)= n;’ (n, (8)) = n“: (8") = 8

entonces n-io ﬂy £ T(s,8"), por tanto, para algun j,1<£j<n(s) se verifica
n =nten —» n =n omn . Por tanto
x Y y x J
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Tambien se verifica que T(s .s) = { nt i m e T(s.s") }. Por tanto
nis) = ,T(s,s)] = lT(s.s'il = JTts .8y = uts™)

Como el conjunto T(s.s"), s ¢ Cs agota G, tendremos

}: n(s")= E: | T(s.8)| =[G = n

s’L‘Cs s'ECs
Por otro lado, tambien se verifica quelT(s,s)Ilel = IG’
Entonces

Zn(s)=z {Z n(s')]znlc[

s£5 cadalC “s &€C

£} ]
o bien
1 1
N = Ic] E: n(s) = — }: n(s)
sc§ s£8

Vamos ahora a ver que

:E: n(s) = zz: ¥(m)

seS neG

donde recordemos que ¥(n) es el numero de elmentos de S que

fijos por m. Para ello definimos

1 81 n(s)=8
r(s,m) =
0 8l m(s)=s

entonces
n(s) = E: vi(s,m) y ¥(m) = 2: r(8,m)
e oc$S
luego
:E: n(s) = zi: ZE: r(s,m) = :E: :E: vi(s,m) = :E: ¥(r)
s£8S sef neCG neG £5 neG

1a)

permanecen
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con lo que llegamos de [2] a

bl
N:_E ()
n

neac

A continuacién mostraremos varios ejemplos de aplicacién del Lema de

Burnside.

Eiemplo 1.- Consideremos un cuadradc y dos colores, por ejemple, blanco y
negro. Estudiemos el numero de formas esencialmente diferentes de colorear
los vértices del cuadrado con esos dos colores.

Sea 5 el conjunto de todas las coloraciones que podemos hacer. su numerc es
2*. (figura 1).

11 1
¢oélt———oc>—o’
| 17 1 177

ol

I_QI_ZEZ@
T 17

figura 1.

L=

Sea G el grupo de simetrias de un cuadrado (figura 2).

Q (9 Q/_\ —

0Nl
ﬂ-‘ ,0
~~
oY o

67'!1 @ ®_ T2 _J < ns d CW

&
c d ‘4" o
s € ne < e @ G e d

o
—
a [
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R . . () o o PR 4}
T, T, YR, son las rotaciones de O . 90 . 180 'y Z7C
respectivamente: m_ v m simetrias respecto de 2jes perpendiculares a los

iados: y LN AL simetrias respecto & ejes que pasan por vértices opuestos.
Veamos el numero de coloraciones del conjunto § que quedan fijas al aplicar
cada elemento de G. Una coloracién queda fija si cada vértice tiene el
mismo color que el vértice en gque se transforma por la accidn del elementc
del grupo G de simetrias. De acuerdo con esto, se verifica :
$(n) = o*
g (nz) = ¥ (n4‘) 2R
3 (na) =¥ ("5) =¥ (n°) = 2.2 =4 {en cada uno de ellas los vértices
que se intercambian pueden ser blancos ¢ negros)
¢ (n?) R 4 (ne) = 2.2.2=8 ( en cada una de ellas los vértices que se
intercambian pueden ser blancos o negros, asi como 1los que
se trpasforman en si mismos)
Aplicando el Lema de Burnside resulta que el numero de coloraciones

esencialmente diferentes es:
N=-1/8 {16 + 2.2 + 4.3 + 2.8] = 8

Ejemplo 2.- Sea un tablero de NxN cuadriculas y k fichas iguales, KN .
Estudiemos el numero f(k,n) de formas esencialmente diferentes de colocar
las fichas en el tablero. Por ejemplo, si N=2 y k=2 el conjunto S de todas

las formas de colocar las fichas en el tablero es : (figura 3)

0| O 0 0 (o) 0
(o] 0|0 o] o (o)
$1 82 83 sS4 5 36
figura 3.
F(2,2)= 2

El conjunto 5 de todas las formas de colocar las k fichas en un tablero de
NxN
NxN tiene [ N ] elementos.

Sea G = { Mo Ty ennns ,ns} el grupo de simetrias de un cuadrado (figura

2,
2). Vemos a calcular ¥ (nL), i=1,2,...,8, los nimercs de elementos de S gque

quedan fijos por .

Se verifica que 4«n1>= [ : ].
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Estudiemos los casos de n,yn,. Es evidente que ¢(n2) S @(RA).
5i N es par. el tablero NxN esta formado por cuatro tableros congruentes
N/Z = N/2 vy las fichas tienen que estar colocadas de forma igual en cada

subtablero. Por tanto

N2 N.“2
[ o ] k= 0 (mod 4)
k@
¥o(n)y =W (m) =
0 k= 0 (mod 4)

51 N es impar, el tablero tiene una cuadricula central v Nz—l cuadriculas
restantes, y las fichas, en estas cuadriculas, se pueden colocar en

conjuntes de 4 que se permutan ciclicamente (figura 4)
\ ’
N

Vo
Por tanto.
(N-1)/2 % (N-1)/2
[ k4 J k=0 (mod 4)
— _ (N-1)/2 X (N=-1)/2
\P(nz) - Lp(n4) - [ tk-1>-4 k=1 (mod 4)
0 k=2,3 (mod 4)

Estudiemos ahora 7,
81 N es par, el tablero gueda dividido en dos subtableros congruentes

N x N/z,por tanto
N x N-r2

ko2 ] 8i k es par
‘P(ns) =

0 si k es impar

Si N es impar, con un argumento similar al caso n,ynm, es (figura 5)

2
(N ~1>/,2
[ ko2 ] si k es par

‘P(ns} o (N2-1>/z

[(k_l,/z ] si k es imper

—39..

Estudiemos a continuacién n,v . Es evidente que @(ns) S
Si N es par. dividimos el tablero en dos mitades congruentes entre si. la
colocacién de las fichas en una de las mitades determina la colocacidn en
la otra mitad, por tanto

(NXN)> .2

[ ] si kK es par
k-2
4‘(115) = ~IJ(116) =
0 si k es impar

En el caso de N impar, considerando el tablero como en la figura 6, en la

N .
columna central podemos colocar i fichas de (L) maneras. El numero de

fichas restantes.k-i, debe ser par, para colocar (k-i)/2 fichas en el lado

- .1 ~
’é V’C ] de cuadriculas (N-1)«N y las correspon-
B . 5
— 2
N : : dientes en el otro. Por tanto
7 | - figura 6.
(N=1)xN
N 2
W(ﬂs) =W(ﬂ6) =z (k}[ ket ]
v=k (mod 2 e

Finalmente calculemos W(ﬂ7) vy W(ﬂe), donde tambien es @(n7)=@(na).
Consideremos el tablero como en la figura 7, en las casillas de la diagonal

N Sy .
i fi . De forma similar al caso anterior
podemos colocar i fichas de (L) maneras

resulta

X{N-1)
N 2
\I"(TI?) = \P(nﬂ) = z (1.] (k=1) ]
1=k (mod 2) 2

| figura 7

Uniendo todo lo anterior, del Lema de Burnside resulta
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3. N eg var

A+ 2B+ 3C + ZD si k=0 (mod 4)
8 N = A+ 2B+ 3C si k=2 (mod 4)
A+ 2B si k=1 0 3 (mod 4)

Si N es impar
- A+ 4B + C + 2D 8i k=0 6 1 (mod 4)
8N = {

A+ 4B + C si k=2 6 3 (mod 4)
siendo
NX(N-1)
A= (N:N‘ : B= 2 (T) (k-f)
1=k (mod 2» ——

donde [ ] es la funcidén parte entera.

Ejemplo 3.- Sea un poligono regular de n lados, donde n es primo y m
colores. Podemos colerear los n lados del poligono de m formas. Es decir,
tendremos m coloraciones del n-poligono. Sea G el grupo de las rotaciones
del n-poligono regular:

G={ Qo’ Qa" Qza""’ Q(n-t)O( } o =er/n

Bajo la accién de G, ¢ cuantas m-coloraciones esencialmente diferentes hay?
Sea § el conjunto de todas las m-coloraciones del n-poligono. Qo deja fijo
n  elementos de §, ¥ (Qo)z m . Cada rotacién deja fijo los m n-poligonos
monocolores, es decir, ¥ (Q“,)z m, i=1,2,..,(n-1). Aplicando el Lema de

Burnside resulta:

N = -%- (o +D+D+ s +m]= -%— " + (n-1).m]
Como N tiene que ser un nlmero entero, tiene que verificarse que
o 4+ (n-1).m = 0 (mod n) o bien m = m (mod n)

N B n—4
Si m no es divisible por n, resulta m

= 1 (mod n) que es el Pequefio

Teorema de Fermat.

Ejemplo 4.~ Sean P‘. Pz, cees Pn los n vértices de un poligono regular,
o0 wren @ ) de (1,Z2,..., n-1)

siendo n primo. A cada permutacién (a‘, a
corresponde de forma tnica un n-poligono dirigido construido dibujando los

_41_
vectores P P . P P, .... P P . Por ejemplo. en la figura aparecen
tres n-poligonos si n=5
R % %
%
Plg ! Pq P'n P"' P4
F 2 R
R A f 1 3 1
2443 AL34 32 44

Podemos dibujar en total (n-1)! n-poligonos dirigidos.Sea G el grupo de las

rotaciones de un n-poligono regular:

G=1Q, Q. Q. s -+ Q__ 7 o = 2m/n
Bajo la accidén de este grupo ¢ Cuantos n-poligonos dirigidos esenciaimente
diferentes hay? Aplicando el Lema de Burnside se verifica:
{n-1)! n-poligonos guedan invariantes por la accidén de la identidad Qo.
Cada una de 1las restantes rotaciones dejan invariantes los n-1
n-poligonos regulares siguiente: tomando ¢=1,2,3,4; comenzando por P5
unir sucesivamente de q en q vértices. Por ejemplc, en la figura aparecen

los n-poligonos dirigidos que quedan invariantes por cada rotacion.

Por tanto, el nimero de n-poligonos dirigidos esencialmente diferentes es

N = -&- [ (n-1)! + (n-1).(n-1)]
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Como N tiene que ser entero. se tendra que verificar

(n-1)! + (n-1).(n-1) = 0 (mod n)
lo cual es equivalente a

(n-1}! = -1 (mod n)
Y este resultado es el conocido Teorema de Wilson de la teoria elemental de
numeros.
Finalwente podemos combinar los dos ejemplos anteriores de la siguiente
forma. Sean m colores. Coloreamos los n lades de cada uno de los (n-1)!
n-poligonos dirigidos de todas las formas posibles con los m colores. Lo
podemos hacer de m .(n-1)! maneras. Cada rotacién deja fijo m.(n-1)
n-poligonos dirigido regular monocromo. Por tanto, el nimero de
m-coloraciones esencialmente diferentes de los n-poligonos dirigidos es

N == [".(n-1)! + (n-1).m.(n-1)]

En consecuencia
mn.(n-l)! = m.(n-1) (mod n)
51 ponemos m=1, resulta el conocido Teorema de Fermat

(n~-1)! = n-1 (mod n)
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UNAS NOTAS AL TEOREMA DE DESARGUES Y PAPPUS

por Juan Bosco Romero Marquez

Departamento ce Algebra y Geaometria
Universidad de Valladolid

En este articulo presentamos unas notas al teorema de
Dezsargues y Pappus, con las que probamos que, asociando a
tedo tridngulo y a toda seccién del mismo ( un par de
triangulos copolares y coaxiales), obtenemos un nuevo
tridngulo seccion "media" de Desargues construido a partir
de los dos tridngulos dados mediante incidencia vy
baricentros. De tal manera que, cuando los dos tri&ngulos
dados son homotéticos este teorema se reduce al ya
_demostrado por la semejanza baricéntrica, ver (1).

Al final damos unos teoremas que,en cierto sentido,
complementan al teorema clasico de Pappus que, como se
sabe, caracteriza en los espacios afin y proyectivo la
alineacién o colineacién de tres puntos. Nuestros teoremas
completan a éste, por que se establecen tanto par; el hecho

de ser tres puntos colineales, como de no serlo.

1.~ Comenzamos con el enunciado del teorema que
queremos demostrar.

Teorema.-a) Sea dado el triangulo AEC y A’B°C’ una
seccion oe é1 como se indica en la figura 1. Entonces los
puntos P,Q, vy R definidos como la interseccién de los

oares de rectas que se indican: P = AB N A’B’,
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b) Sean ahora los puntos A",B" y C" Zgefin

3

interseccién de los pares de rectas que se indicar

A" = BC'N CB", B" = AC° A CA’ y C" = AB> N BA’. Entonces
al tridngulo A"B"C" es una seccion media o baricentrica de
.1los dos tridngulos dadoz obtenida por incidencia.

C) Sea el tridngulo A°7° B : [C27> definido comoc
sigue: A7 es 21 baricentro del cuadrilatero BCCTE" ¢
B**’es el baricentro del cuadriidtero ACC’A’; y C°"" es el
baricentro del cuadrilateroc AEB’ A’ .Entonces o2 triamgulc A

B C es otra seccién media o baricentrica de los triéngulos

dados obtenida por barizentros.

Demostracidén.- E! teorema lo probaremos por métcccos
vectoriales.

Fara las construcciones geométricas indicadas en este
‘tearema ver la figura 1.

Manejamos en todos los casos la ecuacion baricéntrica
de cada una de las rectas que intervienen en el tecrema.

&) Es el enunciado clasico afin del teocrema de

Desargues.

Teorema de Desargues de dos tridngulos.- Los

triangulos copolarss son coaxiales, y reciprocamente.

Nota.- Dos triirngulos ABC y A'B'C” =e dicen copolares

mn

=i AA" BB’ ,CC san concurrentes; se ditz que son coaxials
si los puntos de interseccisn de BC y B°C*, CA v C'A’ v AR
¥ A'B’ son colineales (figura 1).

For simetﬁia basta que determinemos el punto F, ya

qua io demds se sigue de forma inmadiata aplicando el

mismo razonamiento.
figura 1’ - Caso homotéticos ABC y A'B’'C’
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Sean respecto el origen 0 los vectores de posicién ce
lcs puntos A e a, Ewewb, Casrc , A'ww &'y B’ b’
9
Y D e 7y F o, Py, ¥ 1o mismo para todos los puntos
-2 antervisnen an el teoremas. Podemos suponer sin
percida de generalidad Que se tienen entre los vectores de
posicidén de los triangulos ABC v A'B'C’ las siguientes
ralaciones: a‘= ha y b= kb y 7 = 1c para ciertos numeros

reales dos a dos distintos.

Entcnce§ como F = AB A A’B’ podemos escribir ai
nansiar las ecuacicnes baricéntricas de astas rectas gue,

Fo—wp= ta + (1-t)b = za° +{1-5)b’

F&ma ciertos numercs reales t vy s.Sustituyendo &° y b’ par
los valores que los definen, podemos poner

ta + (1-t)b = sha + (1-=)kb. (1.

Como los vectores a Y b son linealmeante independien-
tes llegamos al sistema lineal en las in;agnitas tvs
siguiente:

t-sh=o0,

(1-t) - (1-s)k = o,

Cistema que resuel?o en t y s nos da al sustituir
estos valores obtesnidos en p gue:

Pe—p =¢ h(k-1))/(k=h)}a + (k(1=h))/(k=h))b (1).

™ 7 v
Y& la misma forma obtenemos

n -
G g (h(l-1)»)/(1-h))a + (1 (1-h))/(l-hire () Y
23,

Ra—a r (K1-1))/(1-k))b + (1(1=-k))/(1=K))e ()
Fara comprgbar que los puntos P,Q, y R son
coliir ici
ineales es suficiente comprobar por célculs directo que

loz vectores -
qQ P VyTFr F sSon paralelos coms ez inmediatc
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Tecrema Se Manelao, gQue 85 una CONSECUENCia, del siguiante

teorema mas geneiral: Tra2s puntos cualesguiera dadcs en el

plano proyectivo(afin), donde dos por lc menos son

cistintos estan alineados, es decir , en la misma recta si

f solo si el determinante de la matriz formada con sus

coordenadas, en una referencia proyectiva es nulo. VYer (&)
y {(S:i.

b} Procedienco de forma andloga a la parte a! podemos

encontrar para a", b" y c" vectores de posiciasn ce ics

puntos A",B" y C", respectivamente, las siguientes
expresiones:
Fara el calculo de a’’ ponemos la ecuacién vectorial
baricéntrica siguiente:
a’*=t b +(1-t) ¢ = s c + (1-s) b’

que, después de efectuar las operaciones correspondientes

de acuerdo corn las hipotésis, da el sistema lineal:

t + s k Ky
tl1 +e =1

que resnelto, nos da a’’, el vector de posicidén del punto

4°° .l mismo razonamiento se aplica para obtener B*7 vy

C*?, Llegamos entonces a

Ate—ema" = (k(1-1))/7¢1-kl1))b + ((1-K)/{i-kl))ic (4),

(1¢1-h)/7(i-h11) c + ((1-1)/Ci-h1)Yha (D).

Bll__.bll

(h(i=k)/(i-hk)) a + ((1=h)/{(1-hk))kb (&},

CII- r cll
siempre los procductos k1, hl y hk sean distintos de 1.

En particular, .cuando h=k=]1 las ecuaciohes anteriores se

recucen a
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a' = (k/ (k+1)) (b+cy,
E" = {k/(k+li) (c+ay,
c" = (k/(k+1)) (a+b),

que no es otra cosa que los vectores de posicidn del

tridngulo baricéntrico medio semejante por una homctecia,

[\]]

les tridngulos dados ABC y A’B°C*, que son

s2mejantes (homctecia) por hipétesis, directamenta.
€) Se prusba sin mas que escribir la ecuazién

vestorial de les baricentricos de los cuadirilitaros

citados =n el enunciado del teorema.

Asi, obtenemcs que

A7 g a’’7= b(i+k) /4 + c(il+l) /4,

B’ et—a b= a(1+h)/4 + cti+l) /4,

C" " "= a(1+h) /4 + b(1i+k) /4.

En el caso de que h=k=1, es decir , los tridngulos ABC vy

{5
ATBE"C’ sean semejantes pPor una homotecia.cde razdén k , el
tridngulc A B C es baricéntrico medio de los tridngulos
dados vy es inversamente semejante a ellos.

Es claro en todnos los casos que se ha de prabar
Previamente que las tecnas de puntos definidas en las
partes &) y c),definen respectivamente tridngulos,
comprobando gue ne son colineales.

Coservaciin.— 1) Es obvio que las partec b) y ¢) Focrian
tensr un reciprocs en virtud de las relacionas
(1Y, {2),(3), para aj y (4}, (8), (&) para ia h).

b Ascciando | los pares de vectores p,c" , q,b" , r,a",
se obtienen al dividir las coardenadas de sus expresiones,

en los vacisras a,b 1 a,z 3 b.z: 1la expresidn mateomaticy

B (o,b)

Blosb)

— 40 -

figura 2
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Y su opuesta, =i ponemos: th A = h, th & = ky v ¢t £ =1, a—)
Cen el siguiente problema tenemos una interpretacioén
geométrica elemental de la idea anterior.
Froblema:
Sea un sistema de referencia cartesiano en el plano.
Sean los puntos Afa,0), A’ (a",0), BlO,b) y B*(Q,b”), donde
a8, &", b,b” son numeros reales no nulos, donde a%a® vy
bib” . Supongamos ademds, gue a'b’-ab #0 y a’b-ab* 9 7, Yy
definimoas los numeros s= a’/a y t= b*/b.
Sean los puntos X'= (" y*) = AB”‘”':J X=ouy) = A8'n A'8.
interseccidén de ios pares de rectas indicaZas (—Figura 2) A)
Entonces se tiene:
a) Si llamamos o = ang(GK, o X) entonces-«e ang(01" ge X)
B) Se verifiza: 2= T oS-t = #L(A"’-‘B"'J-
x* g* =St
que es, la tangente hipérbélica de la diferencia de dos
angulos, con +ha¥.s y H 8% 4. .
Il.- Loz teoremas que a continuacidn enunciamgs se pruebaﬁ
tamsién por métodos vectoriales Y con los mismos
argumentos utilizados antes.Resumen Yy completan a todas
los teoremas vistos en, la seccidn anterior. c/
Teorema.-a) Pappus.-Sean A,B,C y A" ,B",C’ dos ternas de
purntos,tomados respectivamente,sobre las rectas dadas r 3
s.Dafinimos los puntos siguientes: C" = AE*N BA® 2" =
RSN AT vy A" = BC°ABTC.
Entonces,los puntos C: B" y Alson colineales.
b) Eean ABC vy ATB’C’ dos triangulos (dos *ernacs de puntos
no colineales).Sean los puntos C" = AB’N A’RH, B" =

ACtAA'E y A" = BC'AB’C. Entonces los puntsz A",B" y C"

-5 -




G,C" v B" =on lcs centros e gravedac de lo=s triangulos,
AREC, A'B Z" vy A"B"C", entornces, ellos ferman un nuevo
triangulo o una terna de puntos no colineales.

clSean ABC y A*D*C* dpg triadngulos dados,y A",BJ y C"
&on respactivamente,los centros de gravedad de los
cuadrilateros ECC®B’ ,ACC A7 y
ABB’A’,respe:tivamente.Entances,los puntos A"EB"C" scr urna

terns de punto

[n]

n

no colirmeales.Ademas,si [EFRE| " =z2n los

e

z2ntros de grgvedad de loz respectivos tridnculoss, anionces

m

lloz, forman una terna de puntos colinealec.

Ver, las figuras de estoc teoremas en hojas aparte.(kyj)

(1) J.E. Romerc Margue:z: Eemejanca baricentrics enire

tridnguics: Triangulos baricéntricos -Caceta Matematica,

(2} C. Davis y B. Brumbaum y F.A. Scherk (editors): The
Geometric Vein: The Coxeter Fetschrift.Springer. N.Y,1282.
{(3) D. Pedoe : A course of Geometric for colleges and
universities, University Fress. Cambridge, 1970,

(4) H. Eves : Estudiog de las Geometrias, I1,II. Uteha.
Méxicoc, 19&9.

(3) E. Dubuc.: Geometrie Plane. Frenszas Universitariacs

i"anzia. Paris, i971.
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CONSTRUCCION VECTORIAL .DE LOS NUMEROS HIPERCOMPLE JOS

por Javier Peralta
Catedrético del I. B. "Conde de Orgaz" de Madrid
Profesor Asociado de la Universidad Complutense

1. INTRODUCCION.~

Desde hace algdn tiempo venimos trabajando con los nGmeros
complejos Buperiores o hipercomplejos, de los que hemos dado diE
tintas construcciones, entre lasg que hemos encontrado ciertas re
laciones.

El objetivo que ahora nos proponemos es el de tratar de de-
finir el &lgebre de los octonios en términos vectoriales, por mé
todos similares a los que utilizamos en [4] para la construccién
de los cuaternios.

En el apartado 2 resumimos algunos resultados logrados en
(43 v [5] que ahora necesitaremos. En los apartados 3 y 4 se pre
senta el dlgebra de los octonios por procedimientos vectoriales,
tal y como noe habfamos planteado. En el apartado § se obtienen
los cuaternios, 1los complejos y los reales como subdlgebras su-

yas.

2. ALGUNOS RESULTADOS PREVIOS.-

Sea V3 el espacio vectorial euclfdeo tridimensional con una




base ortonormal {ul'UZ'UB} positivamente orientada, y denotare-
mos por v.v® y vxv’, respectivamente, al producto escalar y al

producto vectorial de los vectores v y v?

n el conjunto MXVS, producto cartesiano de R y VS' defini-
mos las operaciones:
(r,v)+(r°,v°) = (r+r’,v+v’)
s.{r,v) = (sr,sv) (1); - y
(ry,v).(r’,v?) = (rr’=v.v’,rv°4r°v + vxv’)

Vr,r*,se R ; Vv,v’evs:
que le confieren la estructura de R-espacio vectorial y de cuer-
no no conmutativo ([4]).
lLlos clementos neutros de la adicién y la multiplicecién
son, respectivamente, (0,6) y (1,6) (s6lo pondremos la flecha de
vector a 6, para diferenciarlo del niémero real 0), y los elemen-
tos simétricos de (r,v) son (-r,-v) para la adicién, y
(r2+|v|2)_1.(r,-v) para la multiplicacién (si (r,v) es no nulo).
Es obvio que fijada la base anterior {ul,uz,uaa,cada (xo,v)
de va3 puede identificarse con (xo,xl,xz,xa)ele, donde

(x_,x ,x3) son las coordenadas de v respecto de dicha base Y,

1'%2

traduciendo las operaciones definidas en (1) a Rd, resultan las
operaciones habituales de los cuaternios (véase por ejemplo [ﬂ Y.
En consecuencia, desde un punto de vista algebraico podemos ideg

tificar a las &4lgebras R4 y RxV con lo que se obtiene un tra-

3’
tamiento esencialmente geométrico de los cuaternios. Nétese que,
en particular, si se opera con los elementos de la forma (O,v),
vV € V3, aparecen las operaciones que se realizan habitualmente en
tre los vectores del espacio: 1la adiciébn, la multiplicacién por

nimeros reales,la multiplicacién escalar Y le multiplicacibdn vec

torial:

(0,u) + (0,v) = (O,u+v), r.(0,u) = (0,ru), (O,u).(0,v) =

= (-u.v,uxv).

En otro orden de ideas, sea R el conjunto de los nimeros
recales, € = Hz e)l] conjunto de los nimeros complejos, H = m4 el
conjunto de lcs cuaternios y K = ma el conjunto de los octo-
nion, s evidente que con las operaciones habituales tienen es-
tructura de espacio vectoriael real, de dimensiones 1, 2, 4 y 8,
respectivamente.

En [5] se nan descrito las distintas maneras de multiplicar
en los conjuntos anteriores, y se ha probado gque todas ellas se
reducen esenciaslmente a dos, logréndose por cada uno de dichos

procedimientos estructuras isomorfas.

Si escribimos E1= R, EZ= c, E4= H, E8= K (esto es, dim Ep:

5 0 ' 1
= p), las dos posibilidades son las siguientes: i

1) Considerando cada elemento de Ep como un par de elemen-

tos de E ; es decir, cada nimero complejo como un par de n@-
p/2
2 C.
meros reales: U = R, cada cuaternio como un par de nimeros
2 . )

complejos: I = €, y cada octonio como un par de cuaternios:

2
K = H™.

Si x,x",y.,y € Ep/z; (x,x"),(y,y")e Ep. la multiplicacién
viene dada por:
{(x,x").(y,y") = (xy=-F"'x°, y x+x°y) (2);
donde z significa el conjugado de z, que B8i ze € (6 ze R), coig
cide con la nocién de conjugado de un nimero complejo (o un ntG-

mero real); si z = (zo,zl,z 3) es un cuaternio, 2z =

2%

y=2_,-2.); y si z = (zo,zl,...,z7) es un octonio, z =

ol (zo,-z 3

1 2

= (zb,-z],...,-z ). En [3] pueden verse las propiedades de la

7

conjugacién en H y K, muy similares a las de la conjugacién en

€, salvo que el conjugado de un producto cambia el orden de los
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conjugados de lous factores: X.y = V.X.
2) Considerando a cada elemento de Ep como una cuaterna de

elementos de E Se obtienen as{ los cuaternios como una cua-

p/a’
. 4 X
terna de nimeros reales: H = R , y los octonios como una cuater
. 4
na de complejos: K = C .

. - i L .
Si X Wy ez CEp/4' 0<i<3; (xo,xl.xz,xa). (yo'yl'yZ'yB)'

(20,21.22,23)6 Ep; entonces
(xo.xl,xz.x3).(yo.yl.yz.ya) = (zo,zl.zz,zs), eiendo

ZoT XoYo T X1¥y T Xp¥p = Xg¥,

Z.= X Y. o+ XY+ X,y
1 o1 i 2° 3 3
° (3);

22= X y2 - X1y3 + X2y° + Xayl
237 Xo¥g * Xp¥p T Xp¥y * Xg¥,

donde w significa, igual que antes, conjugado de w.

Como se ha dicho m&s arriba, los conjuntos R, €, H y K tig
nen estructura de R-espacio vectorial respecto de las operacio-
nes habituales. Consideremos la adicién del mismo y la siguien-
te multiplicacién: en R, la habitual; en €, la habitual - esto
es, (2) - en H y en K, cualquiera de las dos: (2) 6 (3). Se ve-
rifica entonces (|5]) que R y C tienen estructura de cuerpos
conmutativos, H de cuerpo no conmutativo, y la multiplicacién
en K no es conmutativa ni asociativa, aungue tiene elemento neu
tro e inverso, y es distributiva respecto de la adicién, ‘Asf{, R
Yy € son algebras asociativas y conmutativas, H es un &lgebra
asociativa pero no conmutativa, y K es un 8lgebra no asociativa

ni conmutativa.

Tratamos ahora de introducir los octonios de menera similar

a2 como se han construido los cuaternios en [4].
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Un primer intento consistiréd en considerar el conjunto
me7, siendo V7 el espacio vectorial euclfideo de dimensién 7
con la base ortonormal {ul,uz....,u7j positivamente orientada.
Fijada dicha base, cada (xo,u)evlﬂxv7 puede identificarse con
(xo.xl,...,x7)£ Re, i es u = ;2% X u, .

Es obvio que se le puede dotar a va7 de estructura de es-
pacio vectorial real con las operaciones habituales pero, en
cambio, no es posible definir una multiplicacién de forma ané-
lJoga a la que aparece en la tercera igualdad de (1), por la im-
posibilidad de construir un producto vectorial de dos vectores
7-dimensionales (sf{ podria definirse, sin embargo un producto
vectorial de seis vectores 7-dimensionales, como puede verse en
[2]). En consecuencia, tendremos que buscar otra via.

Como hemos dicho en el apartado 2, una de las formas de mul
tiplicar en K es considerando cade octonio como un par de cua-
ternios y, segin ya hemos indicado, en [AJ se identificé H con

2 .
RxV_. Tomemos, por tanto el conjunto (RxV_) donde, por comodi-

3 3

dad de notacidén escribiremos ((r,w),(r’,w’)) = (r,w,r",w"); es

decir, consideramos iguales a los conjuntos (RxV3)2 y RxVaxvaa.
B =

Es evidente que, fijadae la base ortonormal de Va,

= i“l'“Z'“ak y Que supondremos positivamente orientada, cada
(xo,u,xé,u’)e (|RxV3)2 puede identificarse con el octonio

8 . L . .
(xo.xl,...,x7)e W, siendo u = ;%] Xgug, x7 = x,, u’s 12 'xiui?4°

Resulta trivial probar que el conjunto (RxV )2 es un {R-es~

3

puacio vectorial con las operaciones
(xo,u,x;,u’) + (yo,v,yé,v‘)= (x°+yo,u+v,xé+y;,u’+v’).
(a);
r.(xo,u,x;,u ) = (rxo,ru,rx;,ru‘),
Vxgoxley oyl e Ry Yu,u”,v,viev,.
Y dicho espacio vectorial tiene dimensién 8, siendo una ba

,0,3),

se suya el conjunto i(l,ﬁ,o.a).(0.u1.0,3),(0,u2,0,3),(0,u3
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- -] Y
(0,8,1,8),(0,8,0,u,),(0,8,0,u,),(0,3,0,u,)}.

. 2
4, MULTIPLICACION EN EL CONJUNTO (RxVa) v

En cuanto a la multiplicacién, en virtud de (2), se tiene:

(Xopuux;vu‘)~(y°vVIYGvV’) =

= ((xo,u).(yo,V) - (ys.v‘).(x;.u‘). (yé.V’)-(xo.U) + (x;.U’)-(yo.VJ)-
Pero (y;,v:) = (ygo=v7)y (ygov) = (y ,=v) (ver[a]),

y utilizando la tercera igualdad de (1), se llege a que el pro
ducto anterior es:
((xoyo—u.v,x°v+y°u+uxv) - (yoxo+v cutyylute xIvievixu 1“
(yoxo—v SULyJusx vIev Xu) + (x°y°+u V=X VHy u’-u xv)).
2
Teniendo en cuenta la identificacién (vaa) =RxV3xme3,

se define finalmente:

(xo,u,x;,u').(yo.v,y;,v‘) = (zo,w.z;,w'), slendo
. o .
n o= v v - x - v.v - u’.,v
o o Y
W= X V +y U + X'v'= y‘u’+ uxv - u’xv’
o o [ o
(8).
z° = x y° + x° - u.v’ + u’.,v
0 0’0o oYo
. . . . e . 3
wi= x v'+ y u’= x’v 4+ y‘u - uxv’- u’xv
o o o [

Mediante esta definicién se ha logrado, por tanto, expre~
sar la multiplicacién con terminologia vectorial.

Se puede probar que esta multiplicacién no es asociestiva

ni conmutativa, pues si x=(0,8,1,6). y=(0,3,0,u1), 2=(0.3,0.U2).

(recordemos que B = {ul,uz,u3} es una base ortonormel positivg
mente orientada de V3), entonces:
(x.y).2 = (o,ul,o,8).(o.3,o,u2) = (0,3,0,-u,),
x.(y.2) = (0,8,1,0).(0,~u,,0,3) « (0,8,0,u,),
X.y = (0.u1,0,6), Yex = (0.-u1,0,0).
En cambio, es distributiva respecto de la adicién (su com
probacién es muy pesada), tiene elemento unidad (1,6,0,6), y
2

R B . B 2 .2 2 . b4 P4
como (xo,u,xo.u ).(xo.-u.~x°,-u )=(xo+xo +ful“+ju’|®,0,0,0),
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resulta que el elemento inverso de un elemento distinto de ce-

ro (x_ ,u x",u’) es
o' ,"0o
-1 2 +x'2+|u|2*|u'l2)_1

={X
(O ©

(xo,u.xé.u') .(xo,-u.-x;,-u').

Se expone a continuacién otra forma de llegar a 1la defini
cién de multiplicacién en (mxvs)z.
En el conjunto K =IR8. la multiplicacién que habitualmen-

te aparece en los libros es la siguiente.

Si x = (xo,xl,...,x7). Yy = (yo,yl.....y7)e K, entonces
#.¥y = 2 ¢K, donde z = (zo,zl....,z7) viene determinado por:
Zo T Mo¥oTXaYTXRY XY amX Y mXgY =XV g=X, Y,
Bl T KoY tXyYotRp¥ TR o XY 5TV XY 4 XY

Fp T Xg¥oTXpYg A oY t XYt X Y et Xg Yo=K Y =X, Y
B3 T XY XY TR Y XYt XY =R Y4 X Y =X,Y,
4 T XaYaTX YT Y gTX Y g X )Y XY+ XY X,y
% = xo"5+x1y4‘x2y7+x3ys‘x4y1+x5yo'xey3+x7y2

4 = X +X -X +X +X Ll
o6 y x

17 XY g mX g g X Y ot XY g+ XY =X,y
Z7 T Xo¥gTX YR XpY g XY 4 mX Y gm XY p4 XY # XY

. . . B 2 .
Sean (xo,u,xo,u ) (yo,v,yo,v )e (RxV_)" y queremos defi-

3
nir su producte (zo,w,zé,w').

Si suponemos que (xl,xz,xs),(XS,XG.X7).(Y11y2ny3)y
(yS'yG'y7)'(21'22'23)'(25'26'27) son las coordenadas, respec-
tivamente, de u,u”,v,v’,w,w’en la base B, ¥ llamamos x;=x4,
y;=y4.z;=24. se tendrln que cumplir lae relaciones (6).

Se deducen sin dificultad:

z, = xoyo-x;y;-u.v-u'.v',
LA (21'22'23) = (xoyl,xoyz.xoya) * (xlyo'XZyo'xsyo) *

t XY YerXaYg) - (XgY XY, ax0y,) + (Xp¥g=Xg¥p =X, ¥+x,y,,

X1 ¥pm%p¥y) - (XgYy=%yYgr=XsY#Xo¥ gy XgYemXoy ) =

= X V4y U+x v ey uT+uxveu’xv’
oVt o Yo u !
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Zg T Xo¥o THoYTUV FU eV o Las &lgebras K°, H°, €'y R'son isomorfas, respectivamente,
voos (25'26'27) = (x0y5'x0y6'x0y7) * (xsyo,xsyo,x7y°) a K (&lgebra de los octonios), H (4lgebra de los cuaternios),

(xayl.x4y2,x4y3) + (x1y4.x2y4,x3y4) - (x2y7-x3y6,-x1y7+x3y5, ¢ (&lgebra de los niimeros complejos) y R (&lgebra de los nime-

) = (Xg¥gmX ¥y =XgY g+ XYy XgY p=XgY, )

x1y6-x2y5 ros reales), y podemos identificarles. De esta forma, si xogn,
. PR . PR 3
= x vV +y u'=x"v+y u-uxv’'-u’xv, _ g .o .
o o o o u = 121 X u, eV3, X, = X, € R, u’= x5u1+x6u2+x7u3 eva, se puede

con lo que se tiene (5). escribir:
(xo.u.x;.u') = (xo.xl....,x7)e K,

:SE s ROS_HIPERCOMPLEJOS.-
5. PRESENTACION VECTORIAL DE_LOS_NUMERO g E (x,0u,0,8) = (x_,%;1%y0%,) € H,

il 3 ientad i te B = .
Fijada una base ortonormal orientada positivamen (x°,8,x;,6) - (xO.xO)e c,

= i i V -7
{ul'u2'u35 del espacio vectorial euclfdeo tridimensional 3’ (xo,a.o.d) - xocﬂ.

consideramos el conjunto K’= RxV_xRxV Yy sus subconjuntos

3 3’

- . . P .o .=B
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ecto de la adicidn tiene elemento neutro simétrico or
P y o iR luza de Profesores de Matemdticas. Sevilla).

lo que K’es un &lgebra no asociativa ni conmutativa. - . X . ,
LS] J. Peralta, "Multiplicacién de niimeros hipercomple-

La restriccién de dicha multiplicacién a H°, C°'y R es, . .
jos". Boletin de la Sociedad Castellana Puig Adam de Profeso-

respectivamente: . .
res de Matem&ticas. Madrid, 25 (1990), 29-44.

(xo,u,o,a).(yo,v,O,B) = (xoyo—u.v,x°v+y°u+uxv,0.3),
-, = -'0’-7 PR 4 . .
(x ,0,x2,0).(y ,0,y,0) = (xoyo-xoyo.0.x°y°+x°y°.3).
- P >
(Xovovou3)v(yov610|0) . (xoyotovovo)'

De esta forma, H es un cuerpo no conmutativo, C°y R’ son

cuerpos conmutativoes, y H°, €C°y R°son subélgebras de K:
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RESENAS DE LIBROS

RECENT ADVANCES 1IN GEOMETRIC INEQUALITIES |, por D. 5.

Mitrinovic, J. E, Pecaric, V. Volenec. Kluwer Acadenic

Publishers, 1989. 710 pags. ISBN-90-227-2565-0.

Ha habido que esperar 30 afios, pero ha merecido la
pena. Es el primer pensamientc que uno tiene al empezar a
hojear el enciclopédice 1libro de Mitrinovic y sus colegas,
continuacién del ya clésico - y agotado hace tiempo -
Geometric Inequalities: la "Biblia de Bottema", como se le

llama en la revista canadiense Crux Mathematicorum.

Aqui, ademAs de un apéndice con correcciones y afiadidos
al libro de Bottema citado, se recopilan alrededor de 3000
desigualdades para figuras planas, del espacio de tres
dimensicnes y del de n dimensiones, publicadas de forma
completamente dispersa en muy variadas revistas, algunas
inaccesibles para los lectores occidentales, desde 1969 (la
fecha de publicacién del Bottema) y 1987.

El tratamiento del tema es, en la medida de lo posible,
unificado, y también, en cierto modo, histérico (los autores
han procurado establecer prioridades en las demostraciones,

y siempre que pueden citan fuentes originales).
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Ese dificil resumir en unas lipeas los 20 capitulos del
contenido, cuyos titulos incluimos aqui: I, Lla existencila
del triamngulo; II, Dualidad entre desigualdades geométricas
y desigualdades entre numeros postivos; III, Polinomios
simétricos homogéneos y desigualdades geométricas; 1V, Dua-
lidad entre desigualdades triangulares y desigualdades con
(Ryr,s); V, Transformaciones de los angulos de un triangulo;
VI, Algunas desigualdades trigonométricas; VII, Otras
transformaciones; VIII, Funciones convexas y desigualdades
geonetricas; IX, Desigualdades diversas entre los elementos
de un triangulo; X, Triangulos especiales; XI, Triangulo y
punto; XII, Desigualdades con varios triéngulos; XIII, Los
teoremas de Mobius-Pompeiu; XIV, Desigualdades para cuadri-
lateros; XV, Desigualdades para poligonos; XVI, Desigual-
dades para el ©circulo; XVII, Desigualdades especiales
(1soperiméricas) en geometria plana; XVIII, Desigualdades
para simplex en Er (2 XIX, Desigualdades para
tetraedros; XX, Otras desigualdades en E7; Apéndice.

La obra que comentamos es una referencia fundamental
para todo matemAdtico y en particular para los aficionados al
fascinante y complejo mundo de las desigualdades

geonetricas.

Prof. Francisco Bellot Rosado
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GEOMOUSE, por Julio Castifieira Merino y Jorge Pascual Sancho.
Instituto de Bachillerato "Marqués de Lozoya". Cuellar. 40200 Segovia.

Julio Castifieira es Catedritico de Matemdticas del IB. de Cuellar,
Profesor Asociado del Departamento de Matemdtica Aplicada a la Técnica y a
la Programacién en la Escuela Universitaria Politécnica de la Universidad de
Valladolid y miembro de nuestra Sociedad "Puig Adam". Jorge Pascual es
estudiante de Ingenieria Industrial.

Geomouse es un programa de dibujo geométrico, cuyo objetivo es hacer
geometria experimental de modo rdpido y placentero. Se traia de una
herramienta que permite sustituir la regla y el compds por el raén del
ordenador. Este programa obtuvo un tercer premio en el concurso convocado
por el MEC. Cabe en un disquete de alta densidad e incluye un manual
explicativo.

La presentacién, de tipo "windows" 100%, es "muy profesional” (similar a
Dr. Halo o Autosketch, pero con una orientacién mis geométrica). Su manejo
es muy cémodo. La programacién est4 realizada en Turbo Pascal (versién 6.0).
El programa ha sido disefiado para funcionar en cualquier ordenador
compatible sobre la version 3.0, o superior, del DOS, requiriendo la
presencia de ratén y tarjeta grdfica (preferible EGA o VGA). Al ejecutarlo,
la pantalla queda dividida en varias partes: 4rea de trabajo, linea de
iconos de trabajo, paleta de colores, zona de coordenadas e informacidn,
linea de mensajes de ayuda y linea de titulos.

El programa permite elaborar "configuraciones geométricas”, eslo es,
conjuntos de objetos geomélricos: puntos, segmentos, circunferencias, etc.
Estos tres tipos de objetos se pueden determinar mediante coordenadas y
distancias, pero otros no (4ngulos). El tipo de construcciones y actividades
que permite realizar es muy variado. En el manual se describen, a titulo
orientativo, las siguientes:



® suma de dngulos de un tridngulo

¢ medianas de un tridngulo y baricentro

e bisectrices de un trigngulo, incentro y circunferencia inscrita
¢ bisectrices exteriores y excentros

e recta de Euler de un tridngulo

¢ teorema de Tales

® construccién de un pentdgono regular de lado dado

® construccion aproximada de Durero del pentdgono regular
construccién de poligonos estrellados

resolucion de tridngulos

teorema de Morley

°

tangentes a una circunferencia por un punto exterior

e circunferencias tangentes entre s{ y tangentes interiores a otra dada
® potencia de un punto respecto de una circunferencia

* eje radical de dos circunferencias exteriores

® teorema de Napoleén

® punio de Georgonne de un tridngulo

® medida de 4ngulo exterior a una circunferencia

* tridngulo siméirico a uno dado

El programa se puede utilizar a muy distintos niveles, por lo que es muy
recomendable para alumnos de ensefianza primaria, bachillerato y escuelas
universitarias, en actividades de Gemetria Descriptiva, e incluso para
alguno de los temas de Geometria Sintética, que se incluyen en el primer
curso de algunas facultades y escuelas técnicas superiores.

Los autores merecen una felicitacién por la calidad del programa y por la
idea de desarrollar una herramienta que puede contribuir a la tan necesaria
y deseada recuperacién de la Geometria Elemental.

E.RM.
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NUEVA SECCION DE NUESTRO BOLETIN

PROBLEMAS PROPUESTOS
POR NUESTROS SOCIOS

Fuestra habitual seccién de PROBLEMAS PROPUESTOS
recoge normalmente enunciados procedentes de las distintas
Olimpiadas MatemAticas o de algunas oposiciones a cuerpos
del Estado. Nos proponemos abrir ahora una nueva secccién
destinada a recoger enunciados originales, Qque mnOE sean
enviados por nuestros socios, para su inclusién en ella, con

indicacién de su procedencia.

Invitamos, por tanto, a los lectores de este Boletin
a que nos remitan aquellos enunciados de problemas que hayan
ideado, y que crean que pueden servir de desafio a los
aficionados que abundan entre nuestros socioe. No es preciso
que estos problemas se mantengan dentro del repertorio de
materias propio de las Olimpiadas. Los que deseen colaborar
en esta nueva Seccién, deberan enviarnos sus enunciados

acompafiados de la solucién resumida,

Con posterioridad a la publicacién de los menciona-~
dos enunciados, invitamos a todos & que noe envien 6us

soluciones, que seran publicadas en numeros posteriores.
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Como socio de la Sociedad Puilig Adam de Profesores de
Matematicas, deseo que me envien gratuitamente los
siguientes numeros atrasados del Boletin (sefialar con unas
aspas los que Interesen):

3 4 25 26 27 28 29

30 31

Envio adjuntos sellos para el franqueoc (48 pts. por nimero
para Madrid y 73 pts., por niumero para provincias),

Hagan el envio utilizando como direccién la consignada en
este recuadro:

Los numeros 1, 2, 5, 6,

7, 8 10, 11, 12, 13, 14, 15,
16, 17, 1&, 19, 20, 21, 22, 23 vy

9,
24 estéan agotados.

S1 desea acogerse a este ofrecimiento recorte o copie este
cupén y envielo a la Sociedad "Pulg Adam" de Profesores de
Matem&ticas, Apartado 9479 - 28080 - MADRID.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Problemas propuestos en la XXXIII Olimpiada Matematica
Internacional, celebrada en Rusia en Julio de 1992.

PROBLEMA 1°:

Hallar todos los enteros a, b, ¢, conl <a <b«<c¢
tales que (a-1)(b-1)(c-1) divide a abc-1 .

PROBLEMA 2°:

Sea R el conjunto de los numeros reales. Hallar
todas las funciones £ : R — R tales gue para todos
X,y en R se verifica que

f(x2 + £(y)) =y + (f(x))2 .
PROBLEMA 3°:

Se consideran nueve puntos en el espacio, tales que
no hay cuatro en un mismo plano. Cada dos puntos se
unen por una arista (es decir, un segmento de recta).
Cada arista o bien se colorea de azul o bien de rojo o
se deja sin colorear. Hallar el menor valor de n tal
gue siempre gue se colorean exactamente n aristas se
tiene necesariamente algin tridngulo cuyas aristas son
del mismo color.

PROBLEMA 4°:

En el plano sean € una circunferencia, L una
recta tangente a C y M un punto de L . Encontrar
el lugar geométrico de los puntos P con la siguiente
propiedad:

Existen dos puntos Q , R en L tales que M es
el punto medio de OR y C es la circunferencia
inscrita en el tridngulo PQR .
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PROBLEMA 50:

Sea S un conjunto finito de puntos en el espacio
tridimensional con el sistema de coordenadas

X z
por las proyecciones de S sobre los plancs yz , 2zx ,

cartesianas. Sean S_ , Sy , S los conjuntos formados

Xy respectivamente. Demostrar que
1% 5 I8, 0-Isyl.18,1

donde |A| denota el nimerc de elementos del conjunto
finito & .
Nota: La proyeccién ortogonal de un punto sobre un
plano es el pie de la perpendicular trazada desde el
punto al plano.
PROBLEMA 6°:

Para cada entero positivo n , se define S(n) como
el mayor entero que, para todo entero k , 1 = k = S(n),
n2 puede escribirse como suma de k cuadrados
estrictamente positivos.

(a) Demostrar que S(n) s n2 - 14 para cada n =z 4 .
(b) Hallar un entero n tal gue S(n) = n2 - 14 .
(c) Demostrar gque hay un nimero infinito de enteros
n tales gque S(n) = n2 - 14 .
MexaynaponHas g_’lwﬂwmb%
XXXIII Maremarnueckan ST T

] e
Onumnuapa %_t L1
et
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PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA VII OLIMPIADA IBEROAMERICANA
DE MATEMATICAS CELEBRADA EN CARACAS (VENEZUELA) EN 1992

PROBLEMA 7°:

Para cada entero positivo n, sea ap, el ultimo digito del numero
1+24+3+...+n

Calcular a; + ap + az + ...+ ajgg2.

PROBLEMA 8°:

Dadas la coleccién de n numeros reales positivos

a1 < az<az<..<ag,
y {a funcién

a a
f(X) = ot 2 bt
X +ay Xx+ap X+ an

determinar la suma de las longitudes de los intervalos, disjunios dos a
dos, formadas por lodos los x tales que f(x) 2 1. )

PROBLEMA 9°:

En un tridngulo equildtero ABC cuyo lado tiene longitud 2 se inscribe fa
circunferencia I" .

a) Da_mostr:ar que para lodo punto P de I' la suma de los cuadrados de
sus distancias a los vérlices A, By C es 5.

b) Demoslrar.qua para todo punto P de I es posible construir un triangulo
cuyos lados tienen las longitudes de los segmentos AP, BP y CP, y qus su

area es ? -
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PROBLEMA 10°:

Sean (&) Y (bn) dos sucesionas de ntimeros enteros que verifican las
siguientes condiciones:

Dap=0; bgp=8.
i) 8n42 = 28p+1 — 8y +2 ; bpe2 = 2bger = by

iii) 3,2' + blz’ es un cuadrado perfecto para todo n.

Determinar al menos dos valores del par {ajgg2 » b1gg2) .

PROBLEMA 11°:

Se da la circunferencia I' y los numeros positivos h y m de modo que

existe un trapecio ABCD inscrito en T, de altura /1 y en el que la suma
de las bases AB y CD es m. Construir el trapecio ABCD.

PROBLEMA 12°:

A parlir del tridngulo T de vérlices A, B y C se construye el hexdgono
H de vértices A7, A2,Bs ,B2,Cy y C2 como se muestra en la
figura. Demostrar que

éreaﬁde H 213 (dreadeT).

2
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ENUNCIADOS DE PROBLEMAS PROPUESTOS POR NUESTROS SOCIOS:

(Nueva seccion de nuestro Boletin)

PROBLEMA 13°:

Tres ciclistas con los dorsales 1, 2 y 3
participan en una carrera en la gue hay cuatro metas
volantes y la meta final.

Los puntos gue se dan a cada ciclista al paso por
la meta i-ésima en la j-ésima posicién son (3-j).3171,
para todo i = 1,2,3,4,5 y todo j = 1,2,3. Los premios
en metdlico son directamente proporcionales a los
puntos que se consigan y la cantidad ganada por cada
ciclista segln sus dorsales ha sido de: 584000 pesetas,
772000 pesetas y 96000 pesetas, respectivamente.

Halla la posicién de los tres ciclistas en todas
las metas.

Propuesto por Joaquin Gémez Rey

PROBLEMA 14°:

Hay n comités (n = 2) ; cada par de comités tiene
un dnico miembro en comin y cada persona esté&
exactamente en dos comités. Halla:

a) Cuantas personas hay ?
b) Cuantas personas hay en cada comité ?

Propuesto por Joaquin GSmez Rey
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SOLUCIONES PUBLICADAS

pre- Numeros de los Boletines en que apare- Obs.
pues—| procedentes cen las soluciones de los problemas de
tos de numeros:
en n¥ g 2o 3¢ 4& B¢ 6 79 82  9¢ 10¢
1| Varios 4 4 - - - - ¥ = = = C
2| OMI-85-Panis 3 3 3 4 4 4 - = - - C
3| OME-12-84 19 19 19 19 18 19 19 19 = - |cC
4| OMi-v4-Fraga 5 5 6 5 6 13-14 - - - -]1cC
5| Varios g 7 lz 7 7 8 - = > = |C
6| Varios 7 7 16 - - - - = = - C
7| OM1-85-Finlandial 9 9 16 16 9 9 = - s = C
8| 0I-85-Bogota 10 10 17 10 1o 11 - = = = C
9| OME-f2-86/Varios| 18 19 20 18 19 19 7 17 17 11 17 1 C
10| ChinasAustralia (20 15 21 20 15 z0-21 20 23 21 - C
11 | OME-f1-86 / 13 14 14 14 14 23 20 15 7 2v 12 | C
OMl-86-Varsovia |26 20 lz 21 N - - - - = C
12 | 01-87-Uru/QME~11] 16 14 14 17 15 17 + 15 15 15 21 C
13 | OME-12-87 20 21 21 2l 2zl 21 C
14 | Variose 15 15 15 15 - B = - = = C
15| OMI-87-Cuba 18 18 18 21 21 21 - - - - C
16 | OME-f1-87 g2 ez 21 18 22 zz 22 ee . - C
17 | OME-12-88 25 23 2% 23 283 28 - = - - ]1cC
18 | Ol-8&-Feru 25 23 23 23 25 25 = B = - |C
19 | OMI-&8-Australia|23 26 24 24 23 2% = - - - Cc
20 | OME-f1-86/Putnam|24 26 24 25 24 26 24 26 26 24 C
21 | OME-12-89 / z4 27 24 27 27 24 ¢+ 27 25 27 26 |C
0I-89-Cuba 26 27 - N = = # = . - | C
22 | OMI-89-K.F. A ./ 28 28 XX 28 29 30/ 3v 30 30 31
Uposiciones 31 30 29 - - = = B - = C
23 | Oposiciones 27 27 28 25 2y 31 31 30 - - C
24 | OME-11-90 30 31 31 30 31 CICRC TVAR ) - - | C
25| OME-12/21-90 X 31 29 29 31 3z /3 3%z 32 XX
26 | OMI-90-China / 32 XX XX 3z X XX/ Xx 3z XX XX
QIN-90-Vallad. |XX XX - < - = - . - =
27 | OME-11-91 XX XX XX  Xxx XX XX XX XX B =
26| OME-f2-91 3z 32 XX XX XX XX - - - =
29 | OMI-91-Suecia X XX XX XX XX XX - - - =
30| 01-91-Argentina/|XX XX XX XX XX XX/ XX X XX XX
OME-£1-91 X XX XX XX - - - - . =
31| OME-f2-91/ XX XX XX XX XX XX/ XX XX XX XX
OME-£1-91/PES [XX XX / XX XX XX - - - - -
32 | OMI-9z-Moscu / XX XX XX XX xx XX/ XX XX XX XX
0I-92-Venez/PNS|XX XX / XX XX - N - - - -
CLAVES: XX = Pendientes de publicaciom . ( = Completo.

OMz

01

PN3 = Propuestos poOT Nuestros socios.

= Olimpiada Matematica Espatola tfase 1 o 2).
OM] = Olimptada Matematica Internacional.
Olimpiada lberpamericana de Matematicas.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 6° (Boletin n° 25)

Se consideran n puntos del plano
existen dos parejas eguidistantes.

tales

gue no
Por cada punto se
traza el segmento que le une al mas cercano. Probar que
ningin punto estd unido a mas de cinco puntos.

Solucidn:

Supongamos A, B y C tres puntos cualesguiera entre
los n. Tenemos que el tri&ngulo ABC no tiene dos lados

iguales. Sea BC el lado mayor. Entre B y C no puede

aparecer ningun segmento de unién, pues A est& méas

cercano de B que C y A est& més cercano de C gque B.

Sea ahora un punto O unido con P y con Q por

sendos segmentos. Por lo anterior deducimos que P no

puede estar unido con Q y PQ es
tridngulo OPQ.

el lado mayor del

Aplicando el teorema del seno al tridngulo OPQ
anterior concluimos gue el &ngulo ?85 es el mayor del
trié&ngulo y por tanto mayor que 60°. De esto deducimos
gue O no puede estar unido a m&s de cinco puntos.

José Miquel Celorrio Laseca (Soria)
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PROBLEMA N¢ 7.: (Boletin 25)

Tenemos una red formada por cuadrados de lado 1 ¢gué

lado debe tener un cuadrado C de modo gue, como quiera gque
se cologue, contenga al menos unc de los cuadrados de la
red?
Solucidén

Sea un circulo de radio r = /2, y centro 0; si O coinci-
de con un vértice de la cuadricula recubre 4 cuadrados; para
cualquier desplazamiento de su centro O el circulo desplaza-
do de centro 0', ha sufrido una traslacidén v = 55', de forma
que O' es
a) interior a un cuadrado C.
b) es incidente con un lado comin a dos cuadrados C'y C''y
O'no coincide con ningin vértice.
c) coincide con un vértice.
En el caso a), la distancia de O0' a cada vértice del cuadra-
do es menor que /2, luego C es interior al circulo de centro
o',
En el caso b), los seis puntos, vértices de los dos cuadra-
dos C' y C''distan de 0O' menos gue J2, luego los dos cuadra-
dos seran interiores al circulo.
El caso c) coincide con el indicado en primer lugar, luego
los cuatro cuadrados estaran contenidos.
Un cuadrado circunscriptible a un circulo de radio J2, por
recubrir a tal circulo contendrd en cualquier posicién al
menos unoc de los cuadrados de lado unidad. Un cuadrado de
lado menor que 2/2 seria de lado 2/2-2¢ Yy su circulo ins-
crito tendria de radio /2 - ¢, que con centro en un vértice
de la cuadricula no contendria ninguin cuadrado completo; un
cuadrado circunscrito a dicho circulo no necesariamente re-~
cubre a ninguin cuadrado, p. ej.: el de diagonales paralelas
a las rectas de la red.
Luego, como un cuadrado de lado 2/2, recubre en todos los
casos al menos un cuadrado y como cualquier cuadrado de lado

menor no cumple necesariamente, el lado pedido es 2/2.

Joseé V. Garcia Sestafe (Madrid)
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PROBLEMA N° 8 (Boletin n° 25)

Probar que 2% 4+ 1 es divisible por 11.

Solucidn:
Como 25 s -1 (méd. 1l1) , elevando a 11,
2 = -1yt (med. 11) .
Luego 255 s -1 (méd. 11) , que egquivale a lo que

queriamos demostrar.
Rodolfo Esteve Arolas (Valencia)
otra solucién de José V. Garcia Sestafe (Madrid)

PROBLEMA N° 9 (Boletin n°® 25)

Sean X, ..., nimeros positivos tales que su
suma Xy o Fox es menor o igual gque n . Probar
gue su producto es menor o igual gue 1

Solucién

Es sabido que si la suma de varios nuameros
positivos es constante, su producto es méximo si dichos
nameros son iguales.

Sea, entonces, xX.,+X +...+xn = 5 =1 . El producto
seréd méximo si Xy =X, =
luego P=Xx X

NOTA: la propiedad utilizada es f&cilmente demostrable
mediante la optimizacién de funciones de varias
variables; pero se puede deducir usando funciones de
una variable. Supongamos gue se han determinado todos
los numeros salvo dos, X. Yy X.. Entonces hay

1

gue determinar el méximo de P = kijxixj , con la
condicién xi+xj = sij , donde kij es el producto de

los restantes y s;. su suma. Entonces P = k. :X.

j 19%1(8397%3)
gue alcanza el méximo para X; = sij/2 , luego x; = xj
lo gque indice gue cada par de nlmeros deben ser

iguales, esto es, gque todos ellos deben ser iguales.
José V. Garcia Sestafe (Madrid)
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PROBLEMA 1° (Boletin n° 26)
Sea f una funcién definida en el conjunto de los

enteros mayores o iguales que cero, Qque verifica las
dos condiciones siguientes:
I) Sin = 2j-1 , para j = 0,1,2,..., entonces f(n) es
cero.
II) Sin = 2j—1 , para j = 0,1,2,..., entonces
f(n+l)=£f(n)-1
a) Demostrar que para todo entero n, mayor © igual que
cero, existe un entero k, mayor o igual que cero, tal
que £(n) + n = 2F - 1
b) Calcular f(21990)
Solucion:
a) Sin = 2j—1 , entonces f(n) = 0 Yy por tanto
f(n)+n = 279-1, luego k = j
Sea n = 2j_; por la gondicién I1) se tiene:
£(23+1) = £(27) - 1

£(2342) = £(29+1) - 1
£(2343) = £(2+2) -1
£23*1o1) = £(23712) -1

Sumando y simpl%ficando se obtiene, en virtud de I)
£23*11) = £023) - (23-1) = 0, de donde
£c2dy =23 - 1, luego £(n) + n = 27-1427 = 2
k = j+1

Sea n = 2j +h, con 0 < h < Zj—l. Se tiene,

1.y

segin lo anterior: . '
£(20+1) = £(29)-1 = 29-1-1 = 232
£(23+2) = £(23+1)-1 = 23-3

f(2j+h) . 2j-(h+1) ;
de donde resu;ta: _
fmy+n = £(2demy+2den = 2don-1e2dan = 23711 por
tanto, k = j+1

by £(21990) = 51990_

ill
Francisco Lorenzo Miranda (Madrid)
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PROBLEMA K° 4 (Boletin n° 26)

-

Sea Q el conjunto de los nimeros racionales

estrictamente positivos. Construyase una funcién
£
£ Q+---.‘>Q+ , tal que: EL(xf(y)) = :i§l para todos los

X,y € Q+.

Solucion
La funcién pedida ha de cumplir:

(I)  £l£(x)] = £[1.£(x)] = fil’ ;  en particular,

£[£f(1)] = £(1), de donde f[xf(f = =
o en EOX 1o [xE(E£(x))] f1£(1)) £(1y,
=y (1)

(II) Si f(a) = m (a,me Q+), se tiene:
t(m) = £f[£(a)] = 1/a , £(1/a) = £[£(m)] = 1/m ,
£(1l/m) = £[£(1l/a)] = a .
Ademés, si f£(B) = n , es:
f(¢.B) = £[a.£(1/n)] = £(a).n = m.n = f(a).£(B)
=P = [£(a))P,

En particular, f(ap)
f(a/B) = f(a.lq = f(a.f(n = f = = L(a)
3 (n)) (a)/n m/n TBT
Sea 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, ... la sucesiédn de

numeros primos ordenados de menor a mayor. Pongamos

£(2) =3, Z(5) = 7, £(11) = 13, £(17) = 19, ..... (III)
Sea x =—%—e Q+ una fraccién irreducible (eventual

: mente
un numero entero). Descompongamos h y k en factores
primos. Aplicando las propiedades (I) v (IT) y las
definiciones (III), calculamos f(h) y (k) Yy en
consecuenciea, f(x) = £(ha/k) = £(h)/f(k)

La funcidén asi construida cumple las condiciones del
enunciado.
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Ejemplo: Calculemos £(504/325) .
504 = 23.3%2.7 ; 325 = 52,13 .
£(504) = £(23).£(3%).£(7) = 33.(1/2)%.(1/5) =i¥§,
£(325) £(5%).£(13) = 72.(1/11) = 42,
£(304) _ £(504) 27, 49 207
325 T(325) 20 " I1 " 980

Francisco Lorenzo Miranda (Madrid)

PROBLEMA N° 8 (Boletin n° 26)

En un tridngulo ABC , sean I el centro de la
circunferencia inscrita y D , E y F sus puntos de
tangencia con los lados BC , AC y AB respectivamente.
Sea P el otro punto de interseccién de la recta AD con
la circunferencia inscrita.

Si M es el punto medio de EF , demostrar que los
cuatro puntos P , I , M y D pertenecen & una misma

circunferencia o estédn alineados.

Solucién:

1°, - si el punto I pertenece a la recta AD, ésta es
bisectriz del é&ngulo A y, por tanto, corta a EF en su
punto medio M . Luego en
este caso los cuatro

puntos P , I, My D estén

alineados.
B 2°, - 8i I no pertenece a
E AD (vedse la figura), se
tiene: &P.ED = EF® = IM.AI , luego la circunferencia

determinada por los puntos P , D , I contiene también
el punto M .

Francisco Lorenzo Miranda (Madrid)
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PROBLEMA 1° (Boletin n° 28)

En el plano, en el gue se ha tomado un sistema de
referencia cartesiano (ortonormal), se consideran todos los puntos
(m,n) cuyas coordenadas son nimeros enteros. Se suponen trazados todos
lo; segmentos rectilineos que unen dos cualesquiera de esos puntos y
cuya longitud sea un niimero entero. Probar gque no hay dos de esos
segmentos que formen un angulo de 45 grados.

Si se hace lo mismo con los puntos](ﬁﬁg:ﬁfxaél espacio, Zhabra
algin par de esos segmentos que formen un-é@ngulo de 45 grados ?
Y i
Solucién: Todo segmento con dichos extremos determina vectoresydg;
coordenadas enteras, (p,g), tales que su médulo, o sea, V/EF:_;E-,
también es un ndmero entero.

Consideremos dos de ellos con vectores asociados a=(p,q), ¥y
b =(m,n). Si formasen un &ngulo de 45° seria

a'b

cos(45%) =—22 | o sea,
Jal 16|
/5 } pm+qgn
. r
2 \/p2+ q° - '/m2+ n?

lo que resulta imposible, pues el primer miembro es irracional y el
segundo racional.

. 8i consideramos el problema en el espacio, la respuesta es 1la
misma, pues tendriamos entonces a =(p,q,r), b =(m,n,k), y deberia
suceder que

\

V/a

2

m-p+ n-g+ k-r

\/p2+q2+r2 . v/mz+n2+k2

ciertamente imposible por el mismo motivo que antes.

Ramén Fraile Peléez (Pamplona)
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PROBLEMA 2° (Boletin n° 28)

Siendo a y b nimeros enteros, distintos de 0, 1 y -1,
se considera la matriz:

a+b  a+b® a+b’..... a+tb”

a’+b a+b® a’+b>.....a’+D"
a%tb a’+b? a‘+b>.....a%+p"
a™+b a"+b° a+b>.....a"+b"

Determinar un subconjunto, S, de filas de esa matriz, lo menor
posible, tal que cualquier otra fila se pueda expresar como suma de
las filas de S multiplicadas por nimeros enteros apropiados (es decir,
como combinacién lineal con coeficientes enteros de las filas de 8).

Explicitar dichas combinaciones lineales.

Solucién: Es evidente que no hay dos filas proporcionales, pues

1 5
als b¥ = a-(a%+ P¥) s a =1+ 22,
, bk + as
y esto hace que « dependa de k.
Tomemos ahora las dos primeras filas y hagamos combinaciones
lineales,
. @ (oeesat B, vue) + Br(eee,a+ DYyuun) =

= (... 0-a% Bra‘+ (a+B)b*,...)

Para obtener otra fila cualquiera, por ejemplo la j—ésima, j = 3,
es obvio que
g=1l-«a 5 y
oa + Bra'= a’l, y, por tanto, si
llamamos j = 2 + r, r = l,quedaréd '

a’~- 1

2 .r - r-1y o
. ; = -g- = =g+ (1+a+...+ =
a *a = «o a ?;——T a ( a a )

2
«-a+ (l-o)-a
= ca = @%=en.—a = l- a=l4at...+ a .

Naturalmente o y l- a son ' nimeros enteros, pues lo es a. Por

tanto S estd formado por las dos primeras filas, y

(eo.,a+b",0.) = (-a ceve=@ ) (eve ath, o)+
+ (1+at...#a ) (oo @D 000) -

Ramén Fraile Peléez (Pamplona)
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RUEGOS A NUESTROS SOCIOS

Se ruega encarecidamente a nuestros soclos que:

= Nos comuniquen cualguier cambio de domicilic o cuenta corrien
te, pues nos devuelven con frecuencia boletines o recibos,
con el consiguiente perjuicio para todos.

- Procuren gque otros compafieros ingresen en la Sociedad, para
lo cual incluimos en cada nfimerc del boletfn una hoja de ins
cripcifén. E1 futuro de nuestra Sociedad depende de gque man-
tenga un colectiveo suficiente de socios.

- Nos hagan llegar répidamente cualguier noticia sobre congre-
sos, conferencias, concurseos, etc., cuya difusién entre los
socios estimen interesante, para su inclusién en nuestro bo
.letin, antes de gue plerdan actualidad. -

-~ Nos envien articulos, trabajos, experiencias didécticas, enun
ciados de problemas o soluciones a los propuestos, para su
publicacién en nuestro boletin.

Nos hagan llegar iniciativas o sugerencias de cualquier tipo
sobre posibles actividades de la Sociedad o sobre el conteni
do de su publicacifn.

La Junta Directiva agradece a todos su colaboracidn yrecuer
da que la correspondencia debe dirigirse al Aptdo. 9479 de
28080-Madrid.
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