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Fa c u ltad d e Ma t e má ti cas .

However , the fo llowing s p a ce1-connected at 00 implies 1- LC at 00

We study the homology mani folds whi ch hav e t he pr oper h o mo-

topy t ype of a n e uc l i dea n spa c e . It is proved t hat M x R ~ Rn +
1

fo r eac h c o nt ra c t i b le o pe n h omol o g y n -manifo ld M.

R. AVALA, A, QU INTERO

A NOTE ON CONTRACTIBLE OPEN HOMOlOGY MANIFOLDS*

1. BASIC DEFI NITIONS . A ho molo g y n-manifold ( (H ML,n)- manifold) is an
'"' .-J n-1

e uc Lí.de a n po Ly h e dr'o n r M IKI such t hat H*(lk(x ;K » is H*(S ) or O,

for e a c h x E M. The set of points with t he latter pr ope r t y is calle d t h e

b o u n d a r y of M and is a (HM L,n-1)-manifold, a M, without boun d ary

which is the u n d erly i n g space of a subc omplex a K \;; K.

An open HM L-m anifold is a no com pact HM L-m anifold witho ut

boundar y . A homological n- s p a c e is an o pe n HML- manifo ld M s uc h t hat

H~i (M) ~ H~I (lRn ) . Here H~I (_) is t h e seco nd kin d ho mology for infin ite

polyhedra.

For a gener al r efere nce of the us ual propert i es of HML- manifol ds

see Maunder 11 0 1.

Given a T
2
-space X, a n 00 - n e i g h b o ur h oo d i s a s ubset N such t h at

X- N is comp acto X i s said to b e l-:-locally connected at 00 O-LC a t

00 if fo r a ny 00 - n e i g h b o ur h oo d U there exists a n oo-neighbourhood

W~ U such that rr 1 (W) = 1.

I t is e as y to c hec k th a t the property o f bein g 1-L C at 00 is

invariant under proper ho moto p y e quivalenc e . Al so it is obvio us that

Departamén t o d e Ge omet rí a y To pología .

Tar i fa, s /n. 41012 SEVILLA ( S pa i n) .



shows the failure of the converse:

is

R

.M'
we get a map

Th e n

im plies that M

321

2. CONTRACTIBLE OPEN HM L-M ANIFOLDS .

Proof. If n ~ 5, the singular set S w here M is not TOP-m anifold is a

subset of vertices (Cannon 11;3 .51 ) . Taking the second barycentric sub­

division of K, if it were neccesary, we can assume st(v.;K) n st( v .;K)=
~ J

ji for any pair v.,v. E.S . It is well known (see Galewski-Stern 15;1.61
~ J

or Quintero 111;3.21) that lk(v;K) bounds a contractible HML-manifold,

Nv'. such that intN v is TOP -m anifold. Then

1. Proposition. Let M be a contractible open HML-m anifold . Then M is

a homological n-space.

3 .Proposition . Let M be an o pe n (HML,n) -manifold (n~4). If M has in­

finite many TOP -singular po í.n ts , there no exists any polyhedron P such

that P x [O, 00) is an 00 -neighbourhood . In particular, M can not be

the interior of a compact (HML,n+1)-manifold with boundary.

Proof. It follows from the duality iso morp hisms between the second kind

h o molo g y and ordinary cohomology · for HM L-m anifolds (see Domínguez

13 ; 8 .1 1 or Lefschetz 18 ; 41. 41 ).

2 .Proposition . Let M = IKI be a contractible open ( HML,n) -manifold . If

n ~ 5 , M is proper homotepy equivalent te IR n if and only if M is l-LC

connected at 00 •

is a TOP- ma n i fold. Identifying N
v

te v , for each V E. S ,

f: M ~ M which i s a pr o p e r h om o te p y equivale nce.

contractible and 1-LC at 00 • Now Siebenmann 11 2 ;1.11

is homeomorphic te R
n

. The converse is immediate .



Now , we are go i n g to prove the fo llowing "Pr o p e r Suspension

3) Le t G
n

b e a Glaser contractible ma nifold ( n,> 5 ) (see Gl a s er

or

t heFro m

13 : 8 .11

is a homolo gical 5-

i s a homological

IR n (Proposition 2) .

where 6 i s an n-

11; 3. 7 1) states t hat

the infinite connected s um W =

avoiding 2:.1
in each copy of H

n
.

M- { *} is a homological 3-space 1­

proper ho moto p y type as R
3

b e c a us e

7

Po inc a r é hom olo g y 3-sp here .

H3- q ( M) (see Do mí nguez

same

,1 V = ",1 () G _ { v}- L , L.. n

proper homotopy type as
1 o

i n t ( L 'O G - D. ) ,
n

M
3

be the

HII(M) ~
q

follows that

;1 G
n

is a homological n-space b y Pr o p os i t i on

at 00 because Te 1 ( 'O G
n)

f- 1 . Then, by Proposi­

proper homotopy type of IR
n

although both mani-

Let1 )

Z = G
n

18;41.41) it

isomorphism

i s PL -isomorphic to

with ,6 n E. 1
= ~.

If H
n

= 2:. 1
'dG

n,
let W

. .. , where W is constructed

The Double Suspension The or e m (Canno n

is homeomorphic te S5 . Th e n ¿ 2 M3 - { *}

homeomorp hic but not PL -isomorphic to 1R5 .

E x a mple s .

IC
1

(M- { *} ) f- 1.

2)

¿ 2 M3

Also V

16 1) . Then

1
4) If vEL (;) G

n
n-space with the same

Lefschetz

LC at oo . but it has not the

duality

simp lex

It is easy to show that W is a contractible open HM L-m anifold 1-LC at

oe , The n , W h a s the proper hom o to p y type of IR n ( Propoosition 2) b u t

is no t t he interior of a compact HML-manifo l d wi t h boundary (Propos i ­

tion 3) .

space

If M is a compact HML- ma ni f o l d and h : M---:-- intM a homeomor-

phis m , g iven a reg ular ne ig hbo ur hoo d , N, of GM t he s u b s p ace : N- Ñ i s

h o me o mor p h i c to oM x [0,00 ) a n d is a oo -neighbourhood . From the

first statement we get that the TOP-singular set of M can not be irrfinite.

1 , but Z i s not 1-L C

tion 2, Z has not the

fo ld are contractible .

Proof. Let S be the TOP-singular set of M. If U is an 00 - n e i g h bo ur hoo d ,

P a polyhedron and h: U • P X [O, 00) a homeomorphism , V =

= h- 1 ( P >< [O, 00 ) ) will be a n open 00 -neighbourhoo d . Since the l i n k of

x € P X [O, 00 ) h a s t he sa me h om otop y type as t he lin k of h-1( x ) (see

Maunder 110 ; 2. 4.5 1), every link i n Vis simply connected. So , V is a

TOP-manifold . Therefore, S nV = ~ and S ~M-V is finite.

4.



Proof. a) , b ) an d e ) are respeetively 1.9, 1.5 and 1. 6 ffrom Glaser 171

(*) O -HO(K)--- HO ( K) '-- H ( K) - H1( K) - H1 ( K) _
e e e

e I L ) =1.

M X R is

C* (K )-O'
e

1, I KIx. 1R is eonneeted at 00

8

IK[ be a hom olo gie al n-spaee (n~ 2) . Then

a) e(K) = dim HO(K )
e

O~ C*(K)- C * ( K )- C*( K) / c ( K)
f r

e) If IKI is 1-eonneeted and e ( K)

T.heorem" :

5. Theorem . Le t M b e a h o mo l o g i e a l n-spaee (n ~l) . Then

homeomorphie te R
n

+
1

if and on1y if M is eontraetible .

Then we have the ex ae t sequenee

Cf(K ) = { eE: C* ( K) ; e = ° exeep t for- a finite number of simplexes o f K}

us an inverse limit /\ (K) = lim t cC K-L) } . A (K) is ealled the set of'-Freudenth al 's ends of K. Card( !\.(K)) is denoted by e(K).

Le t C*(K) be the Z2-eoehain eomplex of K. The su beo mp lex Cf(K)

is define d as

First we will nee d sorne definitions an d res ults fr-o rn Glaser 17 1.
Le t K be a loeally finite simplieial eomplex . For eaeh infinite

subeomple x L e K le t cCK-L ) be the set of e o n nee te d eomponents o f IK I­

- / LI . Then t he s e t of' finite subeomplexes, dire eted by inelusion, gives

b ) Le t 1KI a nd 1 L I be 1-eonneete d polyhedra with e I K)

Then IKlx I L I is 1- eonneeted a too .

In t he us u al w ay we get t h e exaet seq uenee

Proof. Fr om t he d uality r e l a tio n s ( with e oe ffie i ents in Z2 ) we ge t

H1(M) = H
n

_
1(M)

r---- Hn-1 ( M) ,....., HII ( M) = O. Al s o HO ( M) ° ande 1 e
us i ng t he s e q u e n e e ( *) a nd 6. a ) we obtain e( K) = 1.

6 . Le mma .

7 . Pro po sition. Let M

e I K) = 1.
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Now The orem 5 i s t he case N

15 \ D. GALEWS KI , R. STE RN " Clas sific a tion o f s i mp lic ial tria n­

gul ations or topological ma n ifo1ds" . An n . o f Math . 111(1980 ) 1- 34

141 M. F REEDMA N "To p o l o g y o f ro ur-dime ns io nal manifolds". J .

nirr. Ge om . 17 ( 1 98 2 ) 357- 4 53 .

Proof. Ir m, n>- 2 ,

M = R and n ~ 2 ;

6 .c) .

Proof. Ir n = m ~ 2 , M a n d N are homeom orphic to t he r e s pec t ive e uc li­

dea n sp a c e R
n

(see Chri s te n s on- Voxm a n 12 ; 16. C. 31 ). The case m = 3 ,

n 1 is Freedm an 14;1. 2 1. I r n + m ~ 5, M;><.. N is a T OP- ma n i ro l d

b e ca use t he links are s i mp ly c on nected (Ca n no n 11 ; 3. 5 / ) . Then we

co nc lude us i ng Sie be nmann 112 ; 1. 1 1. Kü n ne t h ,' s fo r mu La a nd Whi te h e a d

T h e o r e m ~ how the co nverse .

9 . Th e or e m. Let M = I KI a n d N = IL I be o pe n HML- manifolds with m,n;;;.­

~ 1. Then M x N is ho meo mor p hic to Rn
+ m Lf a n d o n l y i r M a n d N a re

co n tr ac t i b l e .

8 . Corollary . Let Mm = IKI a n d N
n

= IL I b e open HML-m a nirolds . Then ,

i r MXN i s co n tractib le a nd n + m ~ 3, M X N i s 1-con nected at 00

10 . Rem ar k . M x N can be ho me o mor p hic to iR
n

+
m

a lthough M a nd N have

not the same proper homotopy type as an e uclidean s p ace . Actually ,

M = N = Gn- 'O Gn ver-í.fy t he a bove conditio n (see Example 4 . 3 ) )
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Th is pape r pr e s ents s orne c ha ra c t e r izations of S-manifo l ds

who s e invarian t f - sect i o na l curvatur e is consta nt . The a nt ii nva ­

riant f-s ect i onal cu r v at u re , the ax iom of i nvariant f - p la ne s a n d

t he a x iom of a nt iin va riant f - p l a nes a r e u s ed i n o r der to ge t t he

re s u l t s .

0.- INTRODUCTIO N. For man ifolds wit~ an f -structure , Dav id ~ . .

Bl a i r (B lair , [1 ]) has in t roduced the analogue of Kaehler

structure in the almost complex case and of quasi -Sasakian

structure in the almost contact case , thus defining S-mani­

fo lds . He has a lso proved that t he invariant .f-sectional cur ­

vature de t e r mines t he curvature of an S-manifold completely .

In this paper , we sha l l present sorne characterizations

o f S- mani fo lds whose invariant f- s e c t i o n a l curvature is con ­

stant . In section 1 , we shall give a brief surnmary of basic

formul as o n S-ma n i f o l d s. I n section 2 , we shall use the anti ­

invarian t f- s e c t i o n a l curvature to characterize S-manifolds

with constant invariant f -sectional curvature. In the las t

sect ion , we shall prove ~hat if an S-manifold satisfies the

axiom of invariant f -planes , then i t is of c ons tan t i nvariant

f -sectional curvature . The same result is obt a ined, under c e r­

tain restrictions on the dimension of t h e S-manifold , us ing

the axiom of antiinvarian t f -planes.

11
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1 . - PRELIMINARIES . Let M2n+ s be an S-manifold of dimension

2n+s , with structure tensors (f ,sl ' ... ,ss ,n l, ... ,ns ,g). Let

T(M) be t he Li e Algebra o f vector fie lds in M2n +s . The n, the

structure tensor s satisfy the f o l l owi ng equations (Blair, [1]) :

an S-manifold we have F

of rank 2n and the metric 9 is compatible

f is normal and so :

2¿ s x dn = O
a a

a
the Nijenhuis tórsion of f . The covariant dif -

of M2n+ s satisfies (Blair , [ 1 ] ), if X,YE T(M) ,

'iJ Xs a =- f X.:

('iJXf)Y = ¿
a

Furthermore, on

(1. 3)

( 1.4 )

(1.1)

where F is the fundamental 2-form defined by F(X,Y) = g(X ,fY) ,

X, YET(M) .

Let Ldenote the distribution determined by _f 2 and Jtthe

complement distribution .J{is determined by f2 + I and spanned

by {sl ' . .. ' s s } ' I f XE:f.. , then na(X) = O for any a and if XEJf.,

then fX = O.

Examples of S-manifolds are given in (Blair , [1]), (Blair,

[2]) , (Blair , Ludden and Yano , [3]) . Thus, the bundle space

of a principal toroidal bundle over a Kaehler manifold with

certain conditions is an S-manifold. In this way , a generali ­

zation of the Hopf Fibration ~ ': s2n+l ~~~n is intro­

duced as a canonical example of an S-manifold (playing the

role of comp lex space in Kaeh ler geometry and the odd-dimen­

sional sphere in Sasakian geometry) as follows :

Let 6 denote the diagonal map. We define a principal

toroidal bundle over p~~ by the fol lowing diagram :

where [f,f] is

ferentiation 'iJ

aE{ l , . .. ,s} :

n (s ) = s ; f s = O; na (fX) = O;
a a c B a
2 .

f = - I + ¿ s X n ;
, a a

a
g(X ,Y) = g(fX ,fY) + .(X ,Y) , X,YET(M) , a ,aE{l , ... , s },

where .(X ,Y) = ¿ n (X)n (Y). Thus, the tensor f is an f -struc -
a a

a
ture (Yano, [7])

with f. Moreover ,

(1 .2) [f ,f ] +
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H2 n+s 2n+ l x S2n+l /{ (PI"" , p s ) e:S x . ..

lI '(P l) = ... = lI '(PS)}'
By virtue o f Theorem 3 .1 in (Blair , [1]) , H2n+ s is an

S-manifold .

For l a t e r u s e, we r e c all ' t he fo l lowing ( Blair , [ 1 ]) :

1 . 1. - Lemma . On a n S -man ifol d M2n+ s :

2. - I NVARI ANT ANO ANTI INVARIANT f -SECTIONAL CURVATURES OF AN
2n+s .

S-MANIFOLD. Let M be an S-manifold . By aplane s ection we

mean a 2-dimensional linea l subspace of a tangent s pac e. A

plane sec tion 11 is ca lled a n invariant f -sect ion (re sp . a n

ant iinvariant f -section) if fll = 11 (resp. if fll i s perpendic ­

ular to 11) . The sectional curvature for an invariant (resp .

antiinvariant) f~section is called an invariant (resp. anti ­

invariant) f -sectional c urvature .

An i nvariant f- s e c t i o n is determined by a unit vector
'P 2n +s

Xe:~(p) , p e:M s uch t hat {X,fX} is a n orthonormal pai r

spanni ng the section . On t he other hand , it is easy to s how

that orthonormal vector s X,Ye:l(p) , pe:M2n+s , span an anti ­

invariant f -section if and only if X, X and fX are orthonormal .

We denote by K(X ,Y) the sectional curvature of M2n+ s

de t e rrnined by orthonormal vectors X, Ye:IJp) , pe:M2n+ s and by

H( X) the inv a r iant f -sect ional c urvatu r e o f an i nvariant

f-section spanned by {X¡fX}, that is , H( X) = K(X ,fX) .

The fact that the invariant ~-sectional curvature deter­

mines the curvature or an S-manifold completely is well known,

(Blair , [1]). Moreover, in (Kobayashi and Tsuchiya, [5]) it is

TI I X ••• X 1T I

x . .. x 'S2n+l

11

1

R(X,Y , fX ,fY) = R(X ,Y ,X ,Y) + sP(X ,Y,X ,fY);

R(X,fY , fX ,Y) =-R(X, f Y, X, f Y) - sP(X ,Y ,X ,fY) ;

R(X ,fY,fZ ,W) = R(X ,Y ,Z ,W) ,

X,Y ,Z ,We:;C where :

P (X ,Y , Z,W) = F ( Y, Z) g (X, W) - F (X, Z) g ( Y, W) ­

-F (Y, W) g (X, Z) + F ( X, W)g(Y, Z).

that is :

(1. 5 )

(1. 6)

(1. 7)

for any
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proved that if an S- mani fo ld has c o n s t a nt invariant f-s e c­

t i ona l cur va ture k , t hen its c urvatur e te ns o r has the form :

As an examp le , it is we l l k nown ( Blair , [ 1]) , (Blair, [2 ] )

and ( Blair , Ludden and Ya no , , [ 3 ] ) that H2n+s h as con s t an t
. . 2n+slnvar iant f -sectiona l c u r vature 1 - 35/4 . In ge ne ra l , lf M

O,

R (X,Y ,Z ,W) = ¿ ¿ [ g( fX , fW) na(Y )na ( Z)
a a

g ( fX , f Z)n a ( Y)na (W) + g( f Y, f Z)na (X) na (W) -

- g(fY,fW ) na (X) na (Z)] + l¡¡(k+3s) [ g(X ,W)g(fY ,fZ) ­

g (X, Z)g ( f Y, f W) + g(fY ,fW) ~(X,Z) -

- g( fY , f Z) ~ (X , W ) ] + l¡¡(k -s)~F(X,W)F(Y,Z) -

- F( X,Z)F(Y ,W) - 2F(X ,Y)F(Z,W)], X,Y,Z ,WE T(M) .

S( X ~ Y ) = ~( n(k+ 3 s) + k - s )g( fX , f Y) +

+ 2n¿¿ na (X )n a (Y) , X,YET (M) .
aa _

P = ~ ( n (2 n+ l) ( k+ 3 s ) + n(k-s ) ) .

is :

(2 . 1 )

(2 . 2)

Now , f r om the s econd Bi anchi iden t i ty :
. a

2 VaS j - VjP = O,

whe re S~ a r e the components o f the Ricci tensor of type ( 1 ,1) .]

Making' use o f ( 2. 2) and (2 .3), w~ have:

(n+l)(n-l)v.k + (n+l)¿ nj Cav k
] a a a a

Now, we c a n prove :

2 . 1. - The or em. Let M2n+ s be an S-manifold wit h n~2 . If the

invariant f -sectional c urvature at any point is independent

of the c ho ic e of the invariant f -section at t he po int , then

it is cons tant o n the manifold and the c u r va t u r e tensor is

given by formul a (2 .1), where k is the constant invariant

f -sectional curvature.

Proof : By vi r t ue of Theorem 2 . 6 in (Blair , [1]) , it is

easy t o see t hat the curvature t ensor has the form of (2 .1),

with k a fu nc t i on o n the manifold. The n , t he Ricci tensor S
2n+ s .and the s c al a r c urva t u r e P of M are g lve n by :

t ha t

(2 . 3 )

(n -1 ) dk ,+ ¿ ( C k ln = O.
a a

Apply ing t hi s tg Ca ' a = 1 , ... , 5, we get :

(n- l)(dk) Ca + Cak = O

and s o , Cak = O, a = 1, ... ,5. Th e n, dk O, for n f 1 and t he
proo f i s c ompl ete .



and

Moreover , i f X,Y span an antiinvariant f -section , then :
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~(k+3s)

K(X ,Y) = K( fX ,fY) ;

K(X ,fY) = K(fX ,Y).

K(X ,Y) =R(X ,Y ,Y,X)

a s desire d .

(2 .6) R(X , f X, f Y, Y) .= K(X, Y) + K(X , f Y) - 2 s .

Proof: (2 .4) a nd (2 .5) fo llow from (1.7) . Now, if X,YE:fv

spa n an antiinvariant f -section , from the first Bianchi iden­

tity , we get:

( 2 .7 ) R(X ,fX , fY ,Y) =-R(X ,Y ,fX ,fY) + R(X ,fY ,fX ,Y)

a nd ma k i ng u s e of (1 .6), s i nce g(X ,fY) = O = g (Y ,fX)

= g(X ,fX) = g(Y ,fY) , we have :

R(X ,Y ,fX ,fY) = R(fX,fY ,X ,Y) =-R (X, Y, Y, X) + s

=-K(X, Y) + s

Now, we want· to prove the converse . We need the following :

2 . 3 . - Le mma. Le t M2n+ s be an S-ma n i f old. I f X,YELare ortho­

normal vec tors , t h e n:

(2 .4)

(2 .5)

R(X , fY ,fX ,Y) =-R (X, f Y, X, f Y) - s = K(X , fY) - s .

The n , replacing these into (2 .7) , we obtain the resulto

2.4.- Theorem. Le t M2n+ s be an S-manifo l d with n~3 . If M2n+ s

has c o nstant antiinvariant f -sectional curvature c , then M2n+s

ha s c onstant invariant f -sectional curvature equal to 4c-3s .

Proof: Let X,Y be orthonormal vectors fields which span

a n ant iinvar i a n t f-section . The n , (X+Y)/12 and (fX-fY) /12 span

an an t ii nv a r i a nt f -section too . Then , ma k i ng u s e of Le mma 1.1

is the bundle space of a principal toroidal bundle over a

Kaehl er manifold of constant holomorphic s .ic t i ona I curvature
. 2n+sK, which is an S-manl fo ld , then M has constant invariant

f- s ec t i onal c urvature K '- 3s/4 .

With regard to the a ntiinvariant f -sectional curvature

of an S-manifold , we have :

2 .2 . - Pr opo s i t i on. Let M2n+ s(k) be an S-manifold of constant
2n+si nv a r i a n t f - sectional curv a t u r e k . Then , M (k) has constant

antii nvariant f- s e c t i onal c urvature equa l to ~(k+3s) .

Pr oof: By v i r t ue of (2.1) , if X,YEXspan al antiinvar ­

iant f- s e c t i o n, then we have :



a nd Lemma 2 .3, we get :

c = ~K(X+Y,fX-fY) = ~R(X+Y,fX -fY,fX -fY,X+Y)

~[ H (X ) + H(Y) - 2K(X,Y) - 2K(X ,fY) + 65].

Since K( X,Y) = k(X ,fY) = c, we obtain :

H( X) + H(Y) = 8c - 65.
o 2n+sNow , let p be an arbit rary pOlnt o f M and let X,Y be

un it vecto r s in l (p ) . .Since n~3, we can choose a unit vector

Ze!(p) orthogonal to the plane sections spanned by {X,fX}

a nd {Y, f Y} . It is easy to show that the plane sections spanned

by {X,Z} and {Y,Z} are antiinvariant f -sections . Then we know

that H(X) + H(Z) = 8c-6s = H(Y) + H(Z) . Thus, H(X) = H(Y).

Since X and Y are arbitrary vectors , the invariant f-sectional

curvature do es not depend on the choice of the invariant f- s e c -
o b O

o f M2n+s t N ftion at p . But p lS an ar ltrary pOlnt o oo . ow , rom

1 2n+s o f o o t f t o 1Theorem 2 . , M lS o constant lnvarlan - s e c lona cur -

vatu r e equal to 4c -3s , by v i r t ue of (2 .8) .

These results should be compared wi t h t h e corresponding

resul ts for Kae hler manifo lds ( s = O), (Chen and Ogiue , [ 4 ] ) .

3 . - THE AX IOM OF I NVARIANT (ANTI IN VAR IA NT ) f -PLANES. An S-man­

ifold M
2n

+s i s sai d to sat isfy tha a x iom of invar iant (resp .
o 2n+sa nti i nva riant) f- p l anes lf for e ac h p eM and each invarian t

( r e s p . an ti i nvar iant) f-section TI át p, there exists a 2-di ­

mensional t o t a l ly ge o de s i c submanifold N of M2n+ s such that

p eN and T (N ) = TI .

P 2n+s o 2n+s3 . 1 . - Theorem. Let M be an S-manlfold . Then , M sat -

isfies the a x iom of invariant f -planes if and only if M2n+ s is

of constant invariant f -sectional curvature .

The proof is a ve r y lengthy computation , but similar to

that given by Ogiue (Ogi ue , [6]), for Sasakian manifolds . Now,

we shall prove:

3 .2. - Theorem. Let M
2n+ s be an S-manifold wi t h n ? 3 such that

M
2n+ s

satisfies the axiom of antiinvariant f -planes . Then ,

M
2n+ s

is of constan t invariant f-sect ional curvature .

Proof: Let p be an arbitrary point of M2n+ s and le t

X, Ye!(p) be orthonormal ve c t o r s spanning an antiinvariant f ­

section TI . Le t N be a 2- d i me nsi o na l t o t a l ly geodesic sub­

manifold of M
2n

+
s

such that p eN and T ( N) = TI . Since TI i s an
p

a nti inv a ri ant f- s e c t ion, fX is normal to N. Then , from

16



Wei ngarten ' s f ormu l a, we get :

R(X,Y, f X, X) = g(VXVyfX ,X ) - g (VyVXfX ,X ) -

y are arbitrary ve c t o r s , the invariant f -sectionalcurvature

does not depend on the c hoice o f t he invariant f- s e c t i o n a t p .

But P is arb itrary too. So , f rom Th e ore m 2 . 1 , we comp lete the

proof.

Now, l e t X and Y be u9 it arbitrary vectors i n t (p ) . If

t he section {X,Y} is an invariant f -section , then H(X) = H(Y) .

If it is not an invariant f -section , since n~3 , we can choose

a uni t vector Z in X(p) , orthogonal to t he sections {X,fX }

and {Y,fY } . The n, from (3 . 1) , H(X) = H( Z) = H(Y). Si nce X and

= g(VXOyfX ,X) - g (Vy OX fX ,X )

g ( OyOXfX , X) O,

g(V[X ,y]fX ,X)

g( OxOyfX ,X) -

H( X) = H(Y).

Th i s result sho u ld be compa red with that in the c a s e of

s = O, (Chen and Ogi ue , [4] ) .
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Av = O, for any ve c t o r fi el d V normal to N.

Now, since X and Y span an antiinvar iant f -section at p ,

then x +y a nd f X-f Y s p a n an a ntiinvariant f- s e c t i o n too . Then :

R(X +Y,fX - f Y, fX+ fY ,X +Y) = O.
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(2)

(1)x = y + AB(x , x )

Quad r a t i c equation, solut io n by s er ies ,

Bana ch space.

Introduction. Consider t he quadratic equation

The continued fraction approach [4], the solution by series [5], the

Here we study the conve rgence of the iteration

Newton-Kantorovich theorem [2], [6] and the contraction mapping principIe [1]

are techniques that have already been applied to find a solution x of (1).

for various Xo E X to a sol uti on x of (1 ).

A. M. S . c lassification codes o 4 6 ( B1 5 ) , 65 .

I .K. ARGYROS

ON THE SOLUTION BY SERIES OF SOME NONLINEAR EQUATIONS

in a Banach space X , where y E X i s fixed, A . is a real (or complex)

Ke y wo rk s a n d ph r-a s e s .

Rev. Acad. Ciencias Zaragoza , 42 (1987)

number and B is a bounded symmetric bilinear operator on X [S], [7] .

Departme nt of Ma the mat i c s . New Me xi c o State University .

Las Cruces , NM 8 80 0 3 .

A ~oluti on b y series o f n o n J.i ne a r e q ua t i o n in Ba n a ch space

i s pre s e nt e d . This a p proac h great ly simplifies wo r k a lrea dy e x i s ­

t i ng i n the lite ratu re .



(4 )

(5 )

(3)(A > O)

(2k - 1) Ak(B(- » k(- )
(k + 1) y Y

(B(Y)O e 1), belong to a certain subspace of

k 1-3
2 1-2

4AIIB(y)1I < 1

in (2), we show that if the sequence of linear operators

= \' 2k 1- 3
x L 1-2

k=O

x = Xo + ¿
k=O

19

A = (L € L(X);iB(L(Y» = B(y)L , with B, y as in (1) } .

For

-1B = (1 - 2B(XO» B

If the rest of the hypotheses of Case 1 are satisfied for B and y, we

Let L(X) denote the vector space of all linear operators on X.

proposition. Let A denote the set defined by

Then A is a vector subspace of L(X) .

obtain a solution x of (1) given by

and

{(B(y»k), k a O, 1, 2, ...

Case 2. For xo f. y , if the inverse of the linear operator 1 - 2B(XO)

exists, set

L(X) and the following estimate holds

Then there exists a solution x of (1) given by,

Case 1.



Let

( 8 )

(7)

(6)

1 E A •

20

o < A < ...-:T:=-1-;;-;~
411BII'lIyll

nx = Zo + AZ1 + ... + A zn + ...

Z . 1)n-)-

Obviously A ~ ~ since the identity operator

We now state the theorem. The proof can be found in "[5].

Z2 = B(ZO,z1) + B(z1' zO)
n-1

zn = ¿ "B(Zj'
j=O

As in [5] we seek a solution expressed as

proof.

Zo = y

' z1 = B(ZO'ZO)

Theorem 1. The series (6) with coefficients given by (7) converges to a

solution x of (1) provided that

Formal substitution of (6) into (1) and equation of like powers of A gi ves

c2 " be arbi trary numbers in the field of X and assume that Ll and

L2 E A. Then



The above series converges if the series (dominating)

and

( 11 )

(10)

(9)

(B(y) )n- j-1(y)][2(n-j-1)-1]
(n-j)

1·3 ••• [2(n-j-1)-1]
1·2·3 o • • (n-j)

k{(B(y)) } € A , k ~ O, 1, 2, •••

(2j-1)
(j+1)

(2n-1)
(n+1)

1·3·5

n 00

lim xn = lim ( l AkZk) = l AnZn
~ ~ k=O n=O

00

21

\ 2~n .;.l--'.3;;.....:-=--=-~(=2n:.:.,-,.;.1) IIB(y)lI nllyllL 1· 2 (n+1)
n=O

l
j=O

n-1

(2n-1)
(n+1)

1·3
1·2

n-l
\ j (2j-l) j n-j-1 1·3

~ L B[ 2 ';:-';=---=--=--=---4(':;:'j+.L1";:)'-'-( B(y)) (y), 2 71-:' 2<---'-~+=-~..L..::'<-=-<-

j=O

n 1·3 n
= 2 "'1--'.2=---=--=--=---;':::':"":;'-'- (B(y)) (y ) •

Now,

Proof . For Xo = y , (2) becomes

n-l

Z = \ B(z ., z . 1)
. n L ] n-]-

j=O

where,

Theorem 2. Assume that the sequence

We now state the main resulto

(3) holds. Then there exists a solution x of (1) given by (4).



(8) ,

22

we see that:

1f the rest of the

in (7) is difficult in

are similiar (but not theBand

-1(1 - 2B(Xo)) exists.

h = y + B(h,h) ,

necessarily true.

Note that the hypotheses on

The evaluation of the zk's k = O, 1, 2,

x = lim x
[1-'PJn

IIB(y)1I ~ IIBII • lIyll

Finally for xo ~ y , one can set x = Xo + h in (1) to obtain

(b) 1f (8) holds then (3) holds also, but the converse is not

(a) 1f both (3) and (8) hold then (3) allows a wider range for A than

Note that it will be easy, but pointless to construct a simple example to

practice. See for example [1], [3] and [5]. However, the same evaluation

provided that the linear operator

same) to the hypotheses of Newton's Kantorovich theorem [2] for the solution

hypotheses of theorem 2 are satisfied for y and B a solution x of (1)

given by (5) is easily obtained.

show that theorem 2 succeeds where theorem 1 fails.

of (1).

under the hypotheses of theorem 2 becomes much easier.

Remark. Under the hypotheses of theorem 2, since

converges. Applying the ratio test we can easily see that the series given by

completed if we set

(11) converges if (3) holds which is true by hypothesis. The proof is now
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for

Sorne exarn~les are also

be a cornplex Hilbert space.H

is s e p a r-ab í a , that is ,

thus H ~ ~2 ( N ,C l .

H

the space of bounded linear operators on

Let

2IIxll = ( x,x ) .

or H conta i ns a ~ ilbe rt basis {un,n E N} s u c h

Parts oE the results presented here can be fOllnd in

Denote by B<Hl

Introduct ion.

Finally in t hi s exposition , we tried to sirnplify the

24
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We identiEy the ideals of B<Hl and discuss the properties

Depart me nt o f Mat he mat ics . Ne w Mexico St a t e Un ivers i t y .

La s Cr uces, NM 88 00 3 .

SURVEY ON THE IDEALS DF THE SPACE DF BOUNDED LINEAR OPERATORS ON
ASEPARABLE HILBERT SPACE

i f x E H then

provided.

already existing proofs of mos t oE " t h e theo rems ;

We give a s urv ey of t he p r o pe r t i e s of t h e ide a l s of t he

s pac e of bo unde d li ne ar o pe r at ors o n a se pa rab le Hilb er t s pace .

different references, t i r , [2J, [3J , [5],

that H

and the r e l a t i o n s h i p between thern .

H , which is t ho uq h t to be equipped with the usual norm, Le. ,

sorne rn E N,

Throughout , we assurne



Pr-o o s . Let L
1,L2

E ~(H) , A E e, then L
l+;\L2

E .'1'(H) ;

hence u e c t o r - subspace. Let L E S(H) ;

( i) ran(LlL) f ra.n(L
l)

e 00 ~ LlL E ~(H) :

( i i ) dim(ran(LL
1

» s dim(r·an(L
l)

) ~ LLL lO 'tll\).

So rank(L) = O 01' 1 and L E ~<H).

IIvJ 0 bU

is spanned by

is oblJiously a

L

w -;. O;

8(H) ,

Denote this L as

IILII ~ IIwll·llbll .

ran L

T h e n

1'.3.n L

the dirnension 01' the

11 vi 0 bll.

in

is f ini teL

i . e .

50 1 e t

then

o t he l'vJ i 5 e

ranldL)

25

w = O ,

bEH , vJEH .

is an ideal

L E S(H) !.

b = O,

IIt'JII·llbll.

i l'

Let

Del' ine by

(L E S(H) I rank(L)

'f(H)

vi
~ 1I<lIvJII,w>bll = IIwll ·llbll ~

T'r-í v i al if

IIt.J 0 bll

l<x,w>I ·IIbll s IIxll·llvJII·IIbll,

Fac t 1.

Pr·oo l' .

FOl' an exampl.e , fix

if(H )

De l' i n -j t ion l.

IILxll

Theorern 1.

sup lI<x ,w>bll
IIxll=l

{bL

Aiso ran(L) = {O}

is oblJ iously li~ear and bounded since

vJ 0 b ,

r-ari L and set

vector subspace .

. dIrn t H) = 00,



8(H)

dim H

8(H) .

L E ~ (H)

L E H' @ H

L E H @ H

n¿wk@ bt;

k=1

E H @ H.

Let

If

Thus

d Im t r-an (1»

n¿<x,L*Uk>Uk
k=1

with

has a c omplete orthonorrnal

n¿<Wt;@ uk)x ~ L

k=1

~(H) S; H @ H.

H @ H S; ~ (H).

26

w @ b

1 E 8(H) .

n E N,

.. . + ran (w @ b ) ~ rank( L) ~ n
n n

n

¿<L'¡(.,ut;>ut;

k=1

say ,

We first show

n¿<X ,Wt;>Ut; (say)

k=1

We n ow s how that

@ b .
1

w .
1

H @ H denote the vecto r subspace g en erated in

Lx

n
E

i=1

dim(H) ~ finite

Proof.

Theorem 2 . H @ H = ~(H) ,

Let

Theorem 3. If J(H) is a n onzero ideal i n 8(H) then

;f(H) (; J(H) S; 8(H).

Proof. Trivia l if di rn(H) = finite (;f = 8 t h e n) . Le t

dirn(H ) = 00 , Take L E ;f(H)\{Q} j then 3 x ~ O such that

Lx = y ~ O. Take any u,v E H and find s orne B E 8 (H) wit h

basis {u 1 , , ·· ,un}' say ~ (v x E H)

by al I operators of form

~ ran(L) = [subspac e ~ en ] ~ ran(L)

~ finite ~~~~(H), hence ~(H) proper¡ o t h e rw i s e ~(H)

. ~ L E ~(H).

· Let



50

50,

Thus

(z,U)V

is not a

'T h e r e f o r e

J( H) ,

E ¡¡(H)

·fI · /I
op

hence convergent

(u @ v)z

p+q

2 IAI
n=p+l

is convergent i then

l i es in

L E ~(H»,

~(H) 1

/1 , fI ;
op

(v z E H)

then

(~ H

~(H)

(since

A Ll @ Ll fI ~
n n n

be a Hilbert basis for H.

), u CZl u
n n n

27

oo ,

(BL) o (U @ x)(z) ~ U @ V

of

p2 An(X ,Un>Un,
n=l

Then

is the smallest nonze ro ideal in 8(H),

p+q

fI 2
n=p+l

such that

L
P

dim(H)

L (x)
P

U 8 V

¡¡(H)

oo

'\ (x,u >uL. n n
n=l

If

8( Lx ) =' v.

(8L) «z,u>x)

X

Let

flL -L 11
P p+q op

50

Define operator

Corollary 1.

Theorem 4 .

(z , U) (8L~)

co2I(X,u
n>/2:

Parseval's formula),

n=l

8~Lo(u @ X) ~ U @ V E ~(H)

So choose

Proof .

v X E H,

every generator

~(H) S; J" ( H ).

closed ideal

n

(L ) rN is Cauchy in complete B(H),p p,=

8y = v ,



has

11·(1
op

<closure

of cornpact

B(H) ,

r an ( L)

is cornpact ( o e-

is the largest,

in

K<H)

L

then

and eventually prove

is the only max í ma l :

lH H ) 1- l]'(H)

K(H)

x u @ u •
n n n

then

K(H)

00

2
n=1

Thus

The ideal

Moreover

L E B(H),

B(H)?

x u @ u
n n n

Lf:f(H) .

in

Let

also exists in H and we can define it to

p

2
n=1

We now set

{Lx n} contains a convergent subsequence in H.

11·11 i .op

is separable) , 50

lirn
p-too

B(H) ,

:f(H)

H

L

We are now going to describe K(H)

Definition 2.

Wha t i 5

28

ideal.

cornpletelu continuous) if and only if for every bounded sequence

11·11 op

indeed the only, proper uniforrnly closed ideal

that K(H) = l]'(H).

inf in i te dirnens ion 50

operators in

with respect to

00

be 2[Xn<x,un>unJ = Lx.

n=1

Plainly , if infinitely rnany

(provided

Now, L ~ L ~ L p'W
J L, i . e . (v x E H) L x Lx. But

P P P
P 00 p.

L x ( 2 X u @ u )x 2(X u @ u ) x 2 Xn<X,Lln)Un,p n n n n n n
n=1 n=1 n=1

00

AI so, L x ~ Lx [ 2 X u e un]x as p -) oo . This s hows that
p n n

n=1

to sorne L E B(H).



It

BL

be a

rn E N)

(since

' BL ( x )
n

lIu -u 11
2

n m

Let

contains a

and L E B(H)

(sorne

say), so

be a bounded

AIso,

then

a.nd

so

f B(H).

H,

(n E N),

So

L<1I )
-n

We show L E K(H);

forms a bounded set in the

is compact.

B E B(H)

and

E K(H),

29

is not a compact operator since if

LB

L
n

L<Bx )
n

{Lx }
n

(n -t 00).

crn contains a .convergent subsequence.

L E K(H),

is a uniformly closed ideal in B(H).

is a vector subspace

Then

L E :J'(H)

11 "11 -c 1osed.op

Let

LB(x )
n

Then,

Let

which lies in a subspace

LB,BL E K(H).

K(H)

H . .

is

K(H)

Let

dim(H) = llO ~ 1

is a Hilbert basis for

:J'(H) s K(H).

(1-)

IIL -LII --t O
n op

contains a convergent subsequence

ran L

If

K(H>

Hence

{Yn} nEN is a bounded sequence.

'c o n t a i n s a convergent subsequence

(3 )

(2 )

"Diagonal proof".

Proof.

Obviously

Fact 2.

Proof.

Theorem 4.

''i e q u e n c e in

bounded sequence.

= <un-um'Un-um) = <un'un > + <um'um> = 2,

contain no convergent subsequence.

is proper if dirn(H) = oo.

such that

and

compact.

Lx
n

= B(Lx )
n

convergent subsequence, so

but every bounded set in

subspace



c )

(2 )

Since

IIJhieh

and finite

( an d hence a

S has a

2:> IIxll ,

s

(V m).

u = ~

(V m).

(V u E U) .

let S be the collection of all

I<Lu -x,u }Im m

32

:> IILum-xll.l < &

(including

incJ:'easing (with - J:'espect to

Now

1
~ 4k

impl ies

is again a membeJ:' of

H

S

such that

<Lu,u)

l<x,u}I~6 >Om

in

Given Jo; E N,

-i ne q u a l i ty

u

I<Lu ,u } - <x ,u }Im m m

say foJ:' all m.

I <Lu ,u } - (x, u ) I ~ I <Lu ,u } I - I <x, u ) Im m - m m- m m

(b) ~ (e):

Bessel's

finite seO, each such sequence t e r-m í n a t e s (if not, its unian

the union of a strictly

would contain infinitely many elements). Hence,

Condition Cb ) implies each u E S must be a finite seto

sequence of sets in

sequences

eontJ:'adiets (2).

But

AIso,

ReaJ:'J:'anging, and using (1); we get

IILum-vII,

at rnost finitely many t e rms , and J:'elabelling the r-e s t we have



Now let P: H ~ M be the orhtogonal projection onto M, with

<use Gen. Polarization r-o í t , and IIz+wll :$ IIzll+lIwll :S 2 ,

..._- ,

(3 )

(I-P)x,

etc. ) .

W U {x} ,

1
Hence \<Lx,x>\ < k

1v z ,w E M with

.and take z

1
¡<Lx,x>1 < 4k whenever

would contain

(I-P is Hermitian) .

be the finite dimensional

Hence,

1
:$ k'

W> •

s

1
k

then

M

33

then F
K

E ~(H> , since P has

Let

4 r: 1
k

1<v z,w E M IlIzlI,lIwll :S 1) .

1I <Az ,w> I s k

I<L(I-P)x,<I-P)y>1

1
4 I <L(z+w> ,z+w> - etc····1

"( o t he r wi s e

1
::f 4

sayo

11 <I -P>L( I-P> 11 op

and IIxll:$ 2.

1
:S k

max imal i ty of

PL + LP - PLP ,

IIxll = 1

I <Lz ,w> I

and

Thus

1«I-P)L(I-P)x,y>1

So, put F
K

Hence

I-P the orthogonal projection onto MI ;

w = (I-P)y V x,y E H with IIxll ,lIyll:S 1. Then by (3),

IIzll ,lklll :$ 1 ,

whenever

contradicting the

x E MI

vector subspace generated by Wj

maximal element ,



Proof. «w 12> b)x,y> = «x,w>b ,y> = <x,w><b,y> = <x,<b ,y>w>

Faet 3. (w @ b)* = b @ w.

50

is an

so

*C -algebra

L E ~HH)

n

2b i @ \" P -\-~"
i= 1

~w ~ b)* = b @ w.

and jf(H)

Now,

50

(~ self -adJoint) ideal

(e) ,by

P E jf(H)

l i m (,""n ( F n E g: ( H) ) ,
n~

(by Theorem 4).

5ueh that F

50
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(Vx,yEH> ,

K(H)

K(H). (This is often taken to be the

is a Hermitian ideal in

is a Herrnitian

L E K(H) ,

L E g:(H) 50 L E K(H),

(by Theorem q). Hence equality.

g:(H)

If F E g:(H)

g:(H)

(I-P) L< I-P) .

K(H)

Given

jf(H) S; K(H)

i. e. ,

Proof. Let L E K(H) ~ L

Theorern 6.

Co ro l l ary 5.

Corollary 4.

Proof.

*C -algebra B(H).

<x ,<y ,b>w> = <x,(b@w)y>

in

*FE. ' g:(H);

B(H) •

K(H) S; g:(H) S; K(H)

definition of K(H).)

ideal j and L-F
K

(e) ~ (a). We know that jf(H) S; K(H).

Henee IIL-F
KII

---t O,

r-an k equal to the dim(M) < "",



is

Now

and

00

equal.

( n -l 00)

00

ar-e both

~ ~ ..
m=l n = l

are

00

be any Hilbert

50 write it as

sums

s a r- í e s be l o\~

00

L,

.. ~ ~
n=l m= l

(v n E N>

their

" I< LU ,v >1
2.

L n m
n

by fact 3.

" "1 {Lu I U >12

L L n m
n m .

four real

and

Parseval:

let

~ ~1<L*\Jm,un>12.
m n

2 1+ 2
I<Lu ,v >1 I<L v ,u >1 ,

n m ' m n

Hence

Use

(v n,m)

n -l 00).

L E B.(H) j

t i J:

t hat '

Let

( as

(since each F* E ~(H»,
n

lf any one of the

fact

~II LUn Il 2 , ~ II L * V m Il 2 , ~ ~ 1 < Lu n , vm > 1 2 , ~
m . ffi n m m

the

it is an invariant of the operator

Proof.

(2) Then this sum is independent of the choice of bases,

(1)

"1<Lu ,u >1
2

< 00L n n
m

( 2 ) : Choosing a thiry Hil bert basis {w } for H we get
n

00 00 00

~ IILu 11
2

~
* 11

2

~ 11
2

5 < 00 (:::::::::) IIL v 5 < 00(:::::::::) IILw 5 < 00,

n m n
n=l m=l n=l

35

( 1 > f o l l ows .

the. fact that f or positive r eal series

using

convergent ( o r- no t ) together, and o then

Similar r-emar-k s a.pply to ~IIAI+VmIl2 and

m

i . e .

111 L 111
2

.

(3) IllLllI = III L * I I I ·

c onvergent, then all are, and all have the same sum:

Lemma 1.

bases for H.

IIL-F 11 ~ O
n

~ L* E K(H)



Hence

cro i i r ,

given by

HonL

such that

< 00

L

(LESCH> (::::::::} Lit E S(H» . by

the set S(H) = {L E 8(H> I

(when < 00) ,

k (s, t>

36

2H = ~ ;

x

are Hilbert-Schmidt operators.

in proof of (2) j this gives

Le.t

y

is Hermitian

Lx

{v }
m

AII integral operators

( 1

S (H>

etc., with

i n place of

Note (2):

Examples .

Note (1):

Definition 3. Define by S(H)

(3): Since choice oE Hilbert bases is immaterial, use

vial

infinite mat rix a = [a
r k]

such that

(a row r in a E ~2>
r-

their importance.

II ILI I I < oo}, the so-called Hilbert-Schmidt operators.

(3) above .

J
I JI 2= O Olk(S ,t>1 dsdt < 00

2
:f [0,1],

{u }
n

i . e l !



1yr l 1<a ,x) 1
,

s lIa 1I· lIxll s !lall· lIxll =? y!:' E e
r- r-

and

00 00

IILx ll2 lI y ll2 2IIYr ll2 s líxll 2 2lIa 11
2 IIxIl2'lIaIl 2.

r
r=l r=l

if {un = ( O,O, ... ,l
n

, O , .. . )} is a standard

then IlIAl1l 2 d~f 221( LUr , u k )12
. But

r k

L,

IILII :> lIallop

is Hilbert-

Thus

This L

representation fo!:'

operator on H with Hilbert

IIwll '·lIzll.

IILII ~ lIa ll.

c t h í s is we 11 def ined s ince) :

(Hav e to show this!)

def lIall 2 -{ oo ,

in ma t r Lx a

37

II w IX! zll o p

Rank O o r- 1

(y ) E Jl2
r.y

w IX! z:

002arkx k - <ar,x)

k=l

(2 )

basis {u}.
n

basis for

<LUr'U~) = e l e me n t 3. r k

so 111 L 111
2 22' a r l; ,2

l ' k

Schmidt because

So L is l i n e a r a nd bounded,



Use (3) to get II ILI I I = °~ L = 0,

(iv) If 1I1·III-Cauchy =~~~=:::} n·n-Cauchy in B<H):::} n·n-lim L
n

= L E B(H). Now show

38

Minkowski's inequality and get ~-inequality for 11 l, I I l.
Use

<3)

1I1 ~o} e ·z 111 2
.

is a Banach space, and

is ~ vector space.

21<x , L* Un ; 12

n

"xn2 11IL* 1112

S(H)

:::}" .. :::} "Ln ~ IIILIII.

2"<'JI Ci) Z)U
n

" 2

n=l

11I . 111,

< i )

s <H) ,

is a norm

(sketch)

00 00

00

2\\<un , W) Z1I
2

n=l

00

21<w , u n ) 1
2

(Parseval)

n=l

"brl,2 21<Lx, un) 12

n

~ "xn 2 2"L-tn 2

n

111 . 11I

Proof .

Theorem 7.

2 2 \: l · 12 2"w" "z" L <un'w) "z"

n=l

< i i i )

( i i )

nt.n s IIILIII V L E S<H).

Hence nw Ci) zn = 11 Iw Ci) zl 11.op

We now provide a ~ketch of the proof of the theorem:

No~o} ,



(i) S(H) ~ K(H).

Theorem 10. The followinq are true:

00

\ {x , u )(Lu )1.. n n
n=l

"B" ' III LIII

( b y definition 3, note ( 2 ».

L E S(H) ~ Lx

39

L* E S (H)

00

\ {x,u )u ,1.. n n
n=l

II ¡LBII I - IIB*L*II S IIB*"'\ IIL*1 I I

S 1I1 L111 'IIIBIII·

(i i) S(H) is proper if dirn(H) 00,

Theorem 9. ~(H) ~ S(H) proper if dim(H) oo.

( i i> B* E B (H) ,

(b) I 1 I L-L 11 1
2
~ O .

n

Theorem B . S(H) is a Herrnitian ideal in B(H).

(a) LE S (H);

00
p

2( u !XI Lun)x, define "pth-cutoff operators" L 2so u
n p n

n=l n=l

!XI Lu E ~(H) j observe ('t m E N)
n

The proof of the followinq theorem is similar to Theorem 3.

Hence, by ( i ) , B*L* E S(H) ~ (LB )* E S(H) ~ LB E S(H) and

P 4 00 then I I I BL! 11 2 S IIBII211 1LII12 < 00, so BL E S(H) (and

1I1 BL 11 I :S IIBII ' 1 1 1L 1I 1 S 1II B 111 · 1II L 111) ,

Proof. (i) L E S(H) , B-E B(H ) , {u n; n E N} a Hilbert

p p

basis for H then ('t p E N) 2IIBLu 11
2

:S IIBII 2 2IILu 11
2 , let

n n
n=l n=l



L
P

sho........ eBut,

r­
r-

1

Define "cutoff"

'\ IILu - L u 11
2

L. n p n
n=1

a
1'1'

00

(1 ~ m ~ p)

o

OC>

since 1I1 LII1
2 2IILu 11

2
is

n
n=1

( 11 • 11 ) E 1](H) K(H) .
op

Let L .e 2
~ .e 2

be given by an

OC> OC>

'\ II(L-L )u 11 2
L. p n

40

1 2 1-1X I <-n n - p

n=1

L E

Lu
m

o ( p > m)

00

2
n = p + 1

(p ~ 00)

o

2 2
rlx I = IIxll ; IILII ~ 1}.

n

hence L E S(~2) f K(~2) .
P

LEK(~2-):

1

L u
p m

(1' -F k),

~ L = l im L
¡Hoo p

Let H = .e
2 .

a ;:

s 1II L- L 111
2

P

IILx-L xll 2 =I\to ,'" , O, _1_ x _ 1_ x " . . )11 2
p jp+1 p+1' Jp+2 p+2' _

to be given by a .... ith all 1'0....5 equal, O beyond ro .... p, so

L E 1](.e
2

) and
p

L f 1](~2) ....hilst

infinite diagonal matrix

OC>

( i i )

n=p+1

convergent



is a separable Hilbert space of dimens ion

1 ~ p < 00,

1 t can be shown tha.t the abo o e ideals of

{O} e S(H) e K(H) e 8(H).

~p ,

(1)

If H

00

111 LII1
2 2IILu 11

2
(Lu th

rO~1 of matrix al- n
n n

n=1
00 00

21l-1 2

2 1
00

n
n=1 Jn n=1

11 (L-L )ll1l2 s 1
IIllll (V 'p 1, E ~2)~ V II

P ,;p
s 1

---+0 ( p -t 00)
~ IIL-L 11

P op JI)

41

~ L Li m L (11·11 ) ~ L E K(~2 ).
p-too P op

( 2) It can also be shown tha.t just as there are other

1
~o e ~1 e ~p e ~p

Summaru:

Remarks .

sequence spaces

spaces

operators, correspond as normed 8anach spaces to the sequence

00 , then the following ideals are all distinct:

So,

But

'.
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Reu , Acad, Ciencias Za1'agoza , 42 (lB8?)

1. INTRODUCTION.

UNE CLASSE DE METHODES NUMERIQUES POUR L'INTEGRATION
DIRECTE D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE y" = f (t,y,y')

( 1. 2 )
~r

--3 + P(t,r,r')
r

Il Y a divers problernes de mouvement dont leurs équations

différentielles sont de second ordre oü la derivée premiére se présente explicitement.

Par exemple, dansl'étude du problerne du satellite artificiel terrestre il faut resoudre une

équation différentielle du type

d
2

r

dt2 =

Franco, J. M. et Palacios, M.

Departamento de Matemática Aplicada.

Universidad de Zaragoza. SOOO9-Zaragoza. ESPAGNE.

Nous sornmes interesés aleur integration numérique dans le case oü la velocité r' est

present ou non. Le procedé clásique pour resoudre ces situations est, comme on

connait, de réduire l'équations aun systéme différentielle du premier ordre équivalente

auquel nous pouvons appliquer plussieurs méthodes d'integration numérique. La

generalisation de ces méthodes pour équations d'ordre plus grand que un s'appelle

habituellement ( Hall & Suleiman ( 1 )) méthodes d'inte¡:ration directe. Plussieurs

auteurs (Herrick (2)) nous conseillent sur les stéréotypes et malconceptions qui existent

quand on integre numériquement des équations dordre supérieur et ils recommendent

utilisser l'integration directe. 11 y a advantages claires de velocité et stockage ( Hall &

Suleiman (1)) en les considérant, bien que Gear (3) suggére qu'il peut avoir certain

danger quand on fait application d'eux ace qui conceme ieur stabilité.

Dans ce papier nous étudions une généralization des méthodes de Cowell

sous la forme de pairs de formules apas multiple ( PFML ), en étudiant les propietées

de consistence, stabilité et convergence des deux élémentes qui constituent les pairs tout

45



2. LA POSSÉ DU PROBLÉME. DEFINITIONS ET NOTATIONS.

N = max {n; nh E [O, T] } = max Jh

{ tn 3 n E N; ~+j E [O, T] , j = 1 (1) N }

k

h2 L A .(2) f (t Y y' )
fJJ n+j' n+j' n-]

j-O

46

k

L ap> Yn+j
j =O

2.2 Défjnjtjon. - Nous appellons naír ID< fórmules ljnéaires amili multjple (PFML)

aux pairs d'équations adifférences ( Lambert ( 5 ) ) ayant la forme suivant:

2.1 Définitjon.- Nous dironsque f est une fonctjon IipschjtzjenDe WIIr.lU2l2:QI1 a y et

y' dans [O, T] , s'il existe une constante positive L telle que se vérifie:

11 f(t, y, y') - f(t, z, z')11 ~ L ( 11 y - z 11 + 11 y' - z' 11 )

pour tous te [O , T], y, Z, y', z' E Rm, o ü 11 • 11 est une norme dans Rm. Nous

notons par eL l'ensemble de toutes les fonctions lipschitziennes par rapport a y et

y '.

Comme il est habituelle (Henrici (4» ala construction de solutions

d'un PVI, nous introduisons une grille de points

Le probléme avaleurs initials dont leur integration numérique nous allons

étudier dans ce travail peut se posser sous la forme suivant:

yOl = f (t,y , y'), °~ t ~ T .

y(O) = Yo ( 2. 1 )

y'(O) = y'ó

o ü les fonctions y, y' sont d éfinies dans l'intervalle [O, T] et f dans [ O,T] x Rm x

Rm et prenant valeurs dans Rm .

En avant nous utiliserons des fonctions f continues et lipschitziennes par

rapport a y et y', car ces sont des condictions suffisantes pour l'existence et l'unicité

de solutions du probleme possé.

emsamble; nous déduissons aussi d'une facon recurrente les formules de la rnéthode de

Cowell; finalement, nous en faissont application adeux problérnes particulieres,. l'un

du type orbital et l'a útre avec une perturbation proportionelle a la derivée; de mérne,

nous avons développé quelques comparaisones avec des méthodes indirectes.
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Il est évident que pour spécifier une PFML a k-pas il faut utiliser un

algorithme d'initiation que nous améne les valeurs suivantes:

( 2. 5) .

( 2.4 )

( 2. 2 )

(2.3)

j=O

Tln, y'n = Tl'n

f (tn ' yn ' y'n )

k k

L a .(1) y' h L A.(1) f (t ' )J n+j = I-'J n+j' yn+j' y n+j
j=O

, - h ( (1) I n. (1» f ( , ) - t!" (1)Yn+k a k I-'k tn+k ' yn+k ' y n+k - n

2.3 péfinition. - Nous appellons soludon approchée du PVI (2.1 ) ...:out pair de

suites {yn ' v', }n E Jh telles que yn et r', sont des aproximations' a la solution

exacte y (t) et asa derivée, respectivement, dans le point ~ et cóil~truits au moyen de

PFML a k-pas definies ci-dessus.

oü k est un entier fixé, a
J
.(2) , ~.(2), a .(1) , ~.(1), sont des constantes reéles qui ne

J J J .'
dependent pas de n ni de h et vérifie a k(2), ~(1) i= O et de plus I al,) I + I
~O(2) I > O; I a o(I) I + I ~o(1) I > O. ,1

~...

2.4 Définition, - Nous definissons les polinOmes caractéristiQ.ues associés a un PFML

au moyende

Généra1ement cet algorithme d'initiation est une méthode d'un pas, bien que pour des

méthodes particulieres peut avoir des algorithmes d'initiation aussi particulieres , p.e.,

la méthode d'initiation de Herrick (Herrick ( 2 ), Fox ( 6 ) ).

On dit que le ffML kS1 explicite si f\:(2) = ~k(1) = O ; dans ce cas, le

calcule des va1eurs yn+ k ne porte pas aucune difficulté. Si ~k(2) , ~k(1) i= O, le

PFML ( 2.2 ) est dit implicit; dans ce cas, pour ca1culer les yn+k i1faut la resolution

d'un systeme d'équations linéaires qui a la forme

par quelque procédé iteratif. .Par hyppothese nous disposons de telle méthode nous

permitant de résoudre les équations (2.4) et (2.5) avec la précision et frais

computationel donnés.
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(2.8)

(2.7)

k

- L 13 · ~ j
. O JJ=

pour i = 1 ou 2

si O~ 1~ P + i - 1o

k

p(i) (~) = L a j ~ j

j=O

2.7 Proposjtion. - Une condition necessaire etsuffisante pour q'une méthode {( p(i) ,

a<i) ); i = 1,2} soit d'ordre p est que les constantes

k

C(il¡ = L [ a} i) (~ 1 I l!) - I3t) (j 1- i I (1 - i)! ] , i = 1,2
j =o

Evidentement, ces polinómes ensemble a l'algorithme d'initiation déterminent

compl é'ément la méthode que noterons { ( p(i) (~) , a<i) «» ;i = 1,2 }.

L'il [ y (t) ; h] = O( h q + i) , i = 1,2

vériffient
C(i)

1

e(i)n+k = L'il [y (~) ; h] , i = 1,2

2.5 Définition. - Nous appéllerons kIm.!r~ truncatjon ~ dans le point Ín+ k pour

le PFML (2.2) au pair

v, Sans aucune perte de généralité et pour éviter des indeterminations,

dorénavantñous possons ~(i) = 1, i = 1,2.

Nous introduis~~s}.es o¡>érateuTS d'erreur~ { L'l), L(2)} de la méthode par

k

~(i) [ Y(t), h] L [ at) y (t +jh) - h 2 13}i) f(t + jh , Y (t + jh) , y'(t + jh ) ]
j=O

2.6 Définition. - Nous dirons que le PFML §! d'ordre l! si p = max { q; q E Z+ }
et telles que

i = 1,2

done nous donnons la défmition suivante

quand h --+ 0+ pour tout y (t ).

C(il ¡"# O
p+

Démonstratjon,: Il suffit développer les operateurs d'erreur local en puissances de h

dans une voisinage du point t, pour obtenir
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( 2. 10)

L(i) [ t P + 2 ; h] :F- O , pour i = 1 ou 2

(2. 9)

00

LC2) [y (t) ; h] = L Cp(2) h P y(p) (t)

PRO

max { 11 e(i)n+k ll / h i } ~ O
k~ns.N

2.10 Définjtjon. - Nous dirons q'une méthode { ( p(i) , di) ) ; i = 1,2 } W

consistente si

Tout d'acord ace resultat et ala relation entre les operateurs et les erreurs

locales, nous pouvons dire que pour tout PVI dont leur solution soit exactement un

polinóme du degrée ~ p + 1. les erreurs locales s'annulent et, par consequance, pour

valeurs initials exactes, les solutions numériques et analitiques seraient les mérnes.

Démonstration. : . TI suffit d'obtenir les expressions des opérateurs d'erreur local pour

les fonctions y (t ) = ti et leur développement en puissances de t :t:

1 = min { p; C(1) P :F- O }, q = min { p ; C(2)P :F- O }

2.8 Définitjon. - Nous appellerons constantes d'erreur d1<. truncature~ de la

méthode aux constantes C(2)" C(1) q avant definies, 011

L(i) [ tI; h] = O ,O .s1.s P + 1 , i = 1, 2

2.9 Proposjtjon. - Les condictions ci-dessus sont équivalentes aces autres

00

L(l) [y (t) ; h] = L Cp(1) h P y(P+ 1) ~ )

PRO

Les condictions ci-dessus sont independentes du point t OU 1'on a

effectué les développements comme on le peut constater immédiatement :t:

pour i = 1,2

. quand h tends vers cero ( h ---+ 0+ ).

Nous dirons q'une méthode m consjstente~ 12 si

max { 11 e(i) n+k 11 / h i } = O ( h P+i), (h ---+ 0+ )

k~n~N



(2. 11 )

pour i = 1,2

(2. 14)

(2. 13 )

A ce point, nous pouvons distinguer deux cases :

k

G 1 (t) = L [ ap) G - t)/ - PP) (j - t )/ - 1 ]

j=O

k .

G2( t ) = L[ ap) G-t)/+"l - p(p+1)PP) (j-t)/-1)
j=O
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c'est adire

sont appelées D..QY&!X m.~ associées ala méthode.

1) G(¡) (t), i =1,2 nechangent pas leur signe dans [O, k l. Dans ce cas, d'aprés

(2.12), le théoréme de Lagrange nous permet déduire les bornes suivantes:

I;L(i)[y(t);hlll.s: (h P+¡i(p+i-1)!) lIy(P+2) 11_ I fak G¡(t)dt I
pour i = 1,2

p(1) (1)= O, p'(1) (1) = dl) (1)

11 Ui) [ Y (t) ; h l 11 s I Cp + ¡ I h p + ¡ y , i = 1,2

D'apres la définition on deduit que consistence est equivalente aque l'ordre de la

méthode soit un, c'est adire,
p(2) (1) = p'(2) (1) = O, p"(2) (1) = 2 cr(2) (1)

Cornme pour tous les méthodes que changent le pas d'integration d'acord

avec une estimation de l'erreurJocal, nous sornmes interessés atrouver une borne pour

l'erreur local. Pour cela, nous n'avons que développer les fonctions y ( t + jh ),

Y' ( t + jh ), y" ( t + jh ) en puissances de h et substituer al'expresion des operateurs

erreur local en considerant le résidu ala forme integral, pour obtenir

Ui) [ y (t) ; h l = (h p +¡ / ( p + i - l)! ) f: G¡ ( t ) Y (p +2) ( t + th ) dt (2. 12 )

i = 1,2 . .

oü les fonctions



3. STABILITÉ DE P.F.M.L.

yn + 1 , .yn + 2 ' ••• , yn+ k ' y'n + 1 ' y'n + 2 ' ••• , y'n+ k

(3.2)
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O O

- a(i) - a~i) - ... - N_
k-l x-z \J

1 O O

O 1 O O

O O

1

nous introduisons les matrices suivantes ( Calvo y Montijano ( 7 ) )

y n+ k = [ 'yn+ k ' Yn+ k - 1 ' .•. , yn+ 1 ' hy'n+ k ' hy'n+ k _ 1 ' ... , hy'n+ 1 ]T (3.1 )

Comme nous avons établie dejá, une PFML est fixé par (2.2), (2.3).

Compte tenue que chaque application de la méthode passe de la consideration des

valeurs

aces autres

yn ' yn + 1 ' •.. , yn+ k - 1 ' y'n ' y'n + 1 ' ••• , v', + k - 1

OU Y = sup{ I y (p + 2) (X) I ; O.s x s t }

2) G(i) ('t), i =1, 2 changent leur signe dans [O, k] . Ici, il n'est pas possible

d'appliquer le théoréme de Lagrage, mais on peut trouver une majoration plus grossiére

que (2.14)

et les vecteurs

Nous exposons une forme matricielle que fait équivalentes les PFML apas

fixe aux méthodes d'un pas quand on étude l'stabilité des premieres et nous permetant la

caracterization de la stabilité d'une facón trés élégant. D'ailleurs, nous pouvons

géneraliser trés facilement l'étude au cas de PFML apas variable .



forme

k

(L ~ .(2) f .) el
J n + J

j-O

ele + 1 = [O, O, ...., 1, O, .... O] T

<I>(2)D + le = <I>(2)D+ le (YD+ k ' Y n + k - 1 )

( 3. 4 )

Y·n+k = A Y·n + k + h 2 [ <I> . (2)D+ k + <I>. (1)D + k ] + roD + le' O~ n S. N - k

oü ro j E R2k sont des perturbations arbitraires vérifiant

n

IIY·n-Ynll ~ [(K¡jh )+K2] L Ilrojll ,k-1s.ns.N (3.5)
jaI:-l
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( 3. 3 )

A Y le + h 2 [<I>(2) le + <I>0) le] O~ n S. N - k
n « D+ D+

el = [ 1, O, O, , O] T

Avec cette notation, nous pouvons écrire la méthode (2.2), (2.3) sous la

y
Ie-l 11

k
<I>(l) - <I>(l) ( y y ) - (L R .(l) f .) ele + 1

n + le - n + k n + le' n + k - 1 - PJ n + J
j-O

oü yn + le' 11", el ' ek + 1 ' <I>(2)n + le ' <I>(l)D+ k appartient a R21e et A¡ sont des

matrices de M R ( k ) .

Ci-apres nous donnons une géneralization de la notion de stabilité dejá

connue pour des méthodes d'un paso

3.1 Définition. - Nous dirons que la métbode (2.2), (2.3) w~ s'il existent des

constantes positives ho' K l, ~ telles que pour toute fonction fe CLet tout he

( O, ho] les

solutions YD de (3.3) ~t Y· D du probléme

Remarquons que si le PVI est s-vectoriel la fonnulation matricielle (3.3) est aussi

valable avec la seule consideration suivant, les vecteurs Y n + le' 11 , el ' eD+ le ,<I>(2)n +

k ' <I>(l)D + le' doivent étre des matrices avec s-colonnes



(3.8)

(3.7)

" 11 Oj 11 .s 11 OOj 11 + 2 h2 (3 L ( 11 Zj 11 + 11 ~ _ 1 11 )
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o

11 ZO II~ [( K¡fh ) +~ ] L 11 OOj 11 , k - 1 .sn ~N
j.k~l

o

11 z, 11 ~ [( K¡fh ) +~ ] L 11 Oj 11 , k - 1~ n ~ N
j~k-l

et ainsi

pour tout n ~ k - 1

Maintenant, soient f E CL quelconque et Yo' Y*o solutions des

équations (3.3) , (3.4) et notant Zo = Y*o - Yo' nous obtenons

( 3. 6 )

Remarquons que l'élection de la norme 11 ' 11 dans R2 k est indifférent

pour les questions téoriques.

3.2 Théoreme. - La méthode (2.2) , (2.3) est stable pour toute fe CL si et seulement

si elle est stable pour f = O.

Démonstration. :

==» Trivial

<===)f=O entrame <I>(l)o = O, i=l,2 etnotons ~ = Y*o-Yo oü Yo .v',
sont les solutions de (3.3) , (3.4) eorrespondantes; alors nous avons

avec

Compte tenue que

qui est stable par hypothese, done



3.3 CoroJ1ajre. - La méthode (2.2) ,(2.3) est stable si et seulement s'ils existent des

constantes positives K¡, i = 1,2 telles que

(3.9)sup 11 A o 11 s (K1I h) + IS ' k - 1 .s n s N

sup 11 A n 11 .:s; ( K 1 I h) + K2 +-,
k-l~~N
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O"

11 Zo + k 11 s sup 11 A o 11 L 11 OOj 11 ,pour tout n ~ k-l
k-l~ j=k-l

3.4 CoroJ1aire. - Si les submatrices A¡, i = 1, 2 vérifient les majorations

ce qui est équivalente a

n

11 z, 1I 5. exp( T B ) [( K1* Ih ) + IS .] L 1I OOj 11
j-k-l

o .1

11 Zn 11 < [( K 1* Ih ) + IS .] L 1I OOj 11 + h B L 11 Zj 11
jck-l jak-l

et par consequence

Démostratjon.: D'aprés le théoreme 3.2, la formule (3.9) entrame

c'est adire, la méthode est stable. +

nous pouvons écrire'pour tout he (O, ho]

et possant

" K¡* = K¡ I ho* , i = 1, 2 , B = 4 ho~ L (K¡" + IS* ho )

oü ~ = max { ~F) ,~P) }, soit ho tel que
O~j~k

. et a induction :



ou bien

(3. 10)sup 11 A2 n 11 50 (K I / h ) + K2 ' sup 11 Al n 11 50 K3
k-Is.ns.N k-ls.ns.N

K¡ ' i = 1,2,3, étant constantes alors la méthode est stable.

avec

Démostration.: TI suffit considérer l'inégalité

A = SJS-I

-' S = diag ( S2 ' SI ), J = diag (J2 ' JI)

et compte tenue de

. Maintennant, soit A une valeur propre de A, c'est a dire, de Az ou de

Ji ' i = 1,2 vérifient des majorations tout a fait analoges a ces de Ai ' i = 1,2.

Ci-apres, nous souhaitons trouverdes conditions simples nous pennettant

construire des méthodes directes du type consideré dans ce papier . Le théoreme et

corolaire ci-dessous nous monstrent des resultats interesantes.

3.5 Ihéoreme. - Les propositions suivantes sont équivalentes:

1) Ils existent des constantes positives Ki, i = 1,2,3 telles que

sup 11 A2 n 11 s (KI / h ) + ~, sup 11 Al n 11 $. K3
k-Is.ns.N k-Is.ns.N

2) Les valeurs propres de A, vérifient une des trois suivantes

propositions

a) IAl < 1

b) IAl = 1 et A est une valeur propre simplede Al

e) IAl = 1 et A est une valeur propre de A2 a multiplicité pas plus

grande que deux

DémostratioD. :

1) ===> 2) Si Si' i = 1, 2 sont des matrices complexes qui reduisent ,

respectivement, Ai, i = 1,2 asa forme canonique de Jordan Ji' i = 1,2 , nous

avons:



Al ou de tous les deux. La submatrice de Jordan associée sera :

(3. 11 )

= 1..!+M
1

A

(D
1
)1..D- 1

O ••...........• O 1..D

o
ce qui entraíne

Par consequence, d'aprés les hypothéses, on peut établir IAI s: 1

A 1 O•..... O

O A 1 0 ... 0

En outre, les vecteurs propres d'une matrice de Frobenius associées ~ une valeur propre

A sont c·( Ak - 1 , Ak - Z , ••• , 1 )T , ( C = const.), dondes vecteurs propres de

A . auraient la mérne forme convenablement remplis avec ceros. A1ors, le corolaire

suivantestimmédiat

3.6 Corollajre. - Si les racines ~(i), i = 1,2 des polinómes caractéristiques p(i) (~)

d'une méthode {( p(i) (~) , a<i) (~», i = 1,2} vérifient
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Voyons plusieurs cases :

. a) A valeur propre de Al et I1.. .1 = 1. TI faut que la multiplicité de A
soit 1, car, au contraire, J1D n'auraít pas l'acotation dite, selon nous voyons d'apres

(3.11).

b) A valeur propre de Az et 11..1 = 1. TI faut que la multiplicité de A
soit plus pétite ou égal ~ 2 (le mérneraisonnement est valab1e ).

e) A quelconque avec 11..1 < 1. TI n'y a pas des problemes.

2) :;===> 1). Trivial. :1:

Remarque. - La matrice A qui caractérise la méthode a une forme spéciale comme

somme diagonal de deux matrices de Frobenius A z , Al' avec polinórne

caractéristique



4. CONYERGENCE DE PFML.

Comme il est habituel, nous appelons~~ discretjzation~ de la
méthode Ala quantité

(4.3)

(4. 1 )

(4.2)lim (11 h j 11 y (~-1 ) - Yk - 1 11_ = O
h -+ o

lim IIY(~)-YDII- = O, k~n~N=T/h
h -+ O

alors, la méthode .{( p(i) (~) , a<i) (~) j, i = 1,2} est stable.

Remarque. - C'est important souligner que pour stabilité nous impossons des

condictions moins restrictives que la stabilité des méthodes {( p(i) (~) , a<i) (~) )} , i =

1, 2 separement

i) I ~(~) I < 1 , i = 1, 2

ii ) I ~(i) I= 1 , i = 1, 2 et multiplicité de j.,(i) pas plus grande que i

Ensuite nous allons voir comment comparer la solution exacte du PVI

(2.1) avec la solution approchée obtenue par une des méthodes {( p(i) (~) , di) (~) ),
i = 1,2} deja présentées.

4.1 Définition. - Nous dirons q'une telle méthode est convergente si pour toute

fonction fe CL les solutions éxacte et approchée du PVI (2.1) vérifient

tandis que les valeurs d'initiation satisfont
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4.2 Définjtion. - Un PFML est conyer~ente~ 12 si

max 11 ~ 11 = O ( hP + 1 )

k-l ~Ds.N

4.3 Théoreme. - Un PFML est convergente s'il est stable et consistente.

quand h tends vers cero ( h -.~ O).

DémQStration.: D'apres les hypotheses, la solution exacte vérifie
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N

~ [( Ktlh ) +~ ] { 11 y ( tk _1 ) - y k _1 11_ + L ( I e(2)j I + h I e(l)j I ) } (4. 6 )
j-k .

n

IIY(~)-YolI- ~ HKtlh )+~] L IlcojlL , k-l~n~N
j-k-l

Les hypotheses de stabilité entrainent

qu'on peut eonsidérer eomme une version perturbée du probleme (3.3).

et ces de consistenee

(4.5)

Y(~+k ) = AY(to +k _1 )+h2 [<I>(2)(Y(to+k ),Y(~ +k -1 »)+<I>(I)(Y(to+ k ),Y(~ +k- 1 »]

+ Cúa+k
n = 0,1, ... , N - le

k k
L ap) y ( ~+j ) = h2 L 13F) f (~+j' y ( ~+j ), y'( ~+j » + e(2)o+ k (4. 4 )
j=o j=o · n = O (1) N - k

Y(tk - 1 ) = 11 + ~-1

les équations (4.4) devienent

y e~ +k) = [y ( ~ + k ) , ... , y ( ~ + 1 ) , h y' ( ~ + k ) , ... , h y' ( ~ + 1 ) ]T

k k

L ap) y' ( ~+j) = h L 13P) f (~+j' y ( ~+j ), y' ( ~+j ) ) + e(l)o +k
j=O j=O .

et si nous éerivons

ro . - [(2) O O h (1) O O ]T. o+k - e o+k' , '00' , e o+k' , ... ,
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(5. 1 )

h étant le pas, le polinóme d'interpolation de Newton pour la fonction f on peut écrire

tj = 10 + j h, j = O, 1, oc. , k

Ensuite nous étudions la construction d'une famille de PFML qui est

simplement une généralization des formules classiques ( utilisées individuéllement ) _

d'Adarns-Stórmer et Adams-Cowell. Pour céla rious utilisons la méthode de Cowell, et

nous prenons au lieu de la fonction f leur polinóme d'interpolation. TI faut rappeler

( Henrici (4 ) ) que si nous avons k + 1 points équidistantes

5. CONSTRUCTION PIUNE FAMILJE PE PFML.

et en plus la méthode est stable, l'expression (4.6) nous pennet d'afinner que la

méthode est convergente d'ordre plus grande ou égal A p.

et par consequence

et les erreurs locales sont d'ordre p ( z 1) telles que

N

L ( I e(2). I + h I e(l). I ) } s C T h2
J J

jck

Remarque. - Si les erreurs d'initiation sont telles que

11 y (~) - Yo 11- ~ [( K¡jh ) +~ ] { 11 y (Ít-l) - Yk - 1 11_ + C T h2 }~ O
h -t o

k - S

P ( t) = L ( - 1 ) j ( j ) V j fk s . 'o ~ t ~ tk
j-O

oü s = (t - tk ) / h ,et V j fk est la j-éme difference rétrograde et fi = f ( ~) (c'est

la formule de Newton rétrograde ).



Comrne nous dejá connaissons, notre équation différentiel1e ~ resoudre

(5.2)

(5.5)

(5.6)

( 5. 7 )

- s . s
(1-S)[( j )+(j) ]ds

( jS) ds

y" = f ( t , Y, y' )
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m

L (2 / j + 2 )~ + 1 '12)m _j = 1
j-O

m

L ( 1 / j + 1 ) '11)m _j 1
j-O

y'n+ 1 - y'n = h

''''{2)j = (- 1 ) j s:
'11)j = (- \) j J:

ii ) développe la solution y ( t) de (5.2) en série de Taylor pour t + ~t et

t - ~t, ce qui entrame

Jt+A

y' ( t + ~t ) - y' ( t ) ~ t f ( t , Y( t ), y' '( t» dt ( 5. 3 )

que nous pouvons calculer ~ l'aide des fonctions génératrices ( Henrici (6) ) par les

rélations recurrentes ci-dessous

avec

Si nous écrivons fn par f (~, y (~) ,y' (~», Yn par y (~ ), y'n par y' (~)

et nous prenons t = ~ et ~t = h et substituons f par leur polinóme d'interpolation

(5:1) dans les points ~ _k ' ~ _k + 1 ' o •• ,~ nous deduisons le suivant pair de

formules linéaires ~ pas multiple

La technique classique de Cowell , rest sur deux points :
i) integrer l'équation (5.2) sur l'intervalle [ t , t + ~t ] pour obtenir :

est

. y ( t + ~t ) - 2 Y( t) + y ( t + ~t) = r~;: ~t - x ) [ f ( x ) + f ( 2t - x ) ] dx (5. 3 )



nous trouvons

( 5. 11 )

(5. 10 )

(5.8)

( 5. 9 )

k

Y, 1 - y' = h L A(1)k' f .D+ D 1-' J D-J
j-O

done les coefficients ~(i)kj , i = 1,2 étant donnés par

k_O »+ 1
~(i)kj = (-1 )j 2 ~j ) 'fi)j + 1

1-0

Presque de la méme facon, la substitution de la fonction f par leur

polinóme d'interpolation (5.1) dans les points tu _k + 1 ' tu _k + 2' ... , tu + 1 nous

donne les pairs de formules ~ pas multiple
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k
I , h ~ A(l)* f

Y D+·1 - Y D = .LJ 1-' kj D + 1 - j
j-O

oü les coefficients ~(i)*kj , i·= 1,2 sont exprimés par

k-j(j + 1 )
~(i)*kj = (-l)j L j 'fi)*j + 1

1-0

et les coefficients ii)*j , par des formules jumelles de (5.6)

Compte tenue des relations (Henrici ( 4 ) )

et ~ + 1 = (1/ m + 1 ) +~ , m z 1

Remarquons que ces formules (5.8) sont explicites et par conséquece il ne

faut que la connaissance .des valeurs fD , fD_ 1 ' ••• , fD_k pour obtenir yD+ 1 ' et Y'D+

i- C'est ainsi que quelques auteurs ( Herrick ( 4 ) ) appelent predicteurs ces formules

. deCowell.



(5. 14)

6. APPLICATIONS PRACTIQUES.

(5. 12 )

( 5. 13 )

- s
( j ) ds

m

L (1 I j + 1 ) "I-I)*m _j = Bm O

j..o

m

L ( 2 I j + 2 ) ~ + 1 "1-2)* m _j = Bm O

j=O

( 1 I m + 1 ) + Hm ' m z 1 et 8 = delta de Kronecker

L h 2 max { I 13(2)*leO I , I 13(1)*leO I} < 1.

Comme nous avons indiqué h l'introduction, le probleme dont

nous souhaitons l'integration est ce du satellite artificiel terrestre que nous pouvons
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_ h 2 R(2)* f ( .) - a(2)
Yn + 1 P leO ~ + 1 ' YD + 1 ' Y D + 1 - .

JI -s s+2
"I-2)*j = (- 1)i O (- s ) [ ( j ) + (j )] ds

Plussieurs auteurs appelent correcteurs ces formules de Cowell; habituellement on

utilise ces PFML (5.8) et (5.10) sous la forme prédicteur - correcteur en mode P (E

e )mE. Ces formules sont stables comme on peut vérifier simp1ement (voir corollaire

3.6).

en utilisant un algorithme itératif qui doit départir des valeurs y(O)n + 1 ' yt(O)D + 1

approchées. L'algorithme, par examp1e des approximations succesives, si f est

lipschitzienne par rapport a y et y' avec constante L, nous munie une seu1e solution

de (5.14) si

Remarquons que, ces formules (5.10) sont implicites et par

coséquence il faut résoudre achaque pas un systéme d'équatíons non linéaires, que

nous écrivons

ou bien ils sont obtenues par les loies de recurrence suivantes
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Les resultats obtenues dans un ordenateur VAX 11 - 780 sont montrés

En avant ~ l'implementation des méthodes, nous avons fait une

normalization et une transformation de Levi-Civitá ( Stiefel- Scheifele ( 8» définie

par

(6.4)

(6.3)

(6. 1 )

u" + e u' + 0)2 u = O

u"+ 0)2 U = O

lr ur
dt2 = - ~ + P(t,r,r')

mettre sous la forme

Pour faire une épreuve de la validité des méthodes deduites au paragraphe cinq, et de

leur comportement par rapport ~ notre probleme général (6.1), nous en considerons

deux approximations : d'une partie, le probleme de deux corps ( c'est ~ dire, P ( 1, r, r' )

= O ) comme prémiere pas vers (6.1) , et de l'autre , le probléme de deux corps

perturbée par une force proportionnelle ~ la velocité r' (p.e., le frottemen

atmospherique ).

Xl = u1
2 - ~2

x2 = 2 ul ~ ( 6. 2 )

dt = r ds (r = u? + ~2 )

qui transforme le probleme de deux corps dans le probléme d'un oscilateur harmonique

bidimensionel :

et l'autre déviens

Nous faisons la comparaison avec la solution exacte et avec la solution

approchée munie par une méthode classique d'Adarns - Bashforth - Moulton ( Lambert

( 5 ) )pour différentes valeurs de l'excentricité ( c'est ~ dire, de O) ) et pour plussieurs

valeurs du pas h aprés 10 revolutions. Nous prennons ordre 8 pour les deux

méthodes, le mode P(EC)E et valeurs d'initiation les données par la solution exacte (que

nous n'écrivons pas ).

OU O) = ..¡( 1 - e ) / 2 , e étant ·l'excentricité de la orbite et e une constante

d'ordre 10-12 d'aprés Moore (9 ). Nous prendrons les condictions initials u (O) =

[ 1, O] T , u' (O) = [O, Vo / 2 f oü vo
2 = (2/ ro ) - ( 1/ a) = 1 -+ e est la

. velocité initial cartesienne.



aux tableaux ci-dessous,

Les pas considerés 1t I 10, 1t I 20 , 1t I 30 sont des valeurs

recommendées ala literature. Les excentricités correspondent adesorbites circulaires

(e = O) ou presque circulaires (0.001,0.01 ), ou assez excentriques (0.1,0.2,0.5 )

de satellites reels,

Nous tirons les suivantes consequences des tableaux adjoints :

10. - Les méthodes PFML marchent plux mieux quand l' excentricité est

plus grande, ce qui est consequence de la regularization effectué (Coffey and Alfriend

( 10 ) ).

20. - Les méthodes PFML donnent meilleurs resultats que les obtenues

par les formules d'Adarns - Bashforth - Moulton .

3°. - Les deux méthodes numériques travaillent míeux avec pas plus

petit. Remarquons que 1t I 30 est un pas qui se correspond apeut pres avec 100

seconds de temps.

4°. - Notre rnéthode marche tres bien tant pour E = 10-10 comme pour

E = 10-12• Notons que E = 10-10 est trap grand pour les problemes reels.

METDDO DE
EPSI H EXC STDR-CDW-AOAMS ADAMS-BAS-MDUL

0 ..000000000000 0.31416 0.0000 0.7830-08 0.4~20-06

0.000000000000 0.15708 0.0000 0.308D-I0 0.1830-08
0.000000000000 0.10472 0.0000 0.1190-11 0.7230-10

O. 000000000000 0.31416 0.0010 0.780D-08 0.4510-06
0.000000000000 0.15708 0.0010 0.307D-I0 0.1830-08
0.000000000000 0.10472 0.0010 0.119D-11 0.7200-10

0.00000oo00000 0.31416 0.0100 0.7~2D-08 0.4350-06
0.000000000000 0.1~708 0.0100 0.298D-I0 0.1770-08
0.000000000000 0.10472 0.0100 0.115D-11 0.6980-10

0.000000000000 0.31416 0.1000 0.4730-08 0.2840-06
0.000000000000 0.15708 0.1000 0.1970-10 0.1170-08
0.000000000000 0.10472 0.1000 0.774D-12 0.4660-10

0.000000000000 0.31416 0.2000 0.2860-08 0.1770-06
0.000000000000 0.15708 0.2000 0.109D-I0 0.6880-09
0.000000000000 0.10472 0.2000 0.417D-12 0.2690-10

0.000000000000 0.31416 0.5000 0.337D-09 0.2140-07
0.000000000000 0.15708 0.5000 0.1310-11 0.8150-io
0.000000000000 0.10472 0.5000 0.454D-13 0.3200-11



METDOD DE
EPSI H EXC STDR-CDW-AOAMS AOAMS-BAS-MOUL

------------------------------------------------------------------------
0.000000000001 0.31416 0.0000 0.7830-08 0.4520-06
O.OOOOOOOQOOOl 0.15708 0.0000 0.3080-10 0.1830-08
0.000000000001 0.10472 0.0000 0.1190-11 0.7230-10
0.000000000100 0.31416 0.0000 0.7830-08 0.4520-06
0.000000000100 0.15708 0.0000 0.3080-10 0.1830-08
0.000000000100 0.10472 0.0000 0.1190-11 0.7230-10

0.000000000001 0.31416 0.0010 0.7800-08 0.4510-06
0.000000000001 0.15708 0.0010 0.3070-10 0.183D-08
0.000000000001 0.10472 0.0010 0.1190-11 0.7200-10
O. 000000000100 0.31416 0.0010 0.7800-08 0.4510-06
0.000000000100 0.15708 0.0010 0.307D-I0 0.1830-08
0.000000000100 0.10472 0.0010 0.1190-11 0.7200-10

0.000000000001 "0. 31416 0.0100 0.7520-08 0.4350-06
0.000000000001 0.15708 0.0100 0.2980-10 0.1770-08
0.000000000001 0.10472 0.0100 0.1150-11 0.6980-10
O. 000000000100 0.31416 0.0100 0.7520-08 0.4350-06 "
0.000000000100 0.15708 0.0100 0.2980-10 0.1770-08
0.000000000100 0.10472 0.0100 0.1150-11 0.6980-10

0.000000000001 0.31416 0.1000 0.4730-08 0.2840-06
O. 000000000001 0.15708 0.1000 "0. 1970-10 0.1170-08
0''000000000001 0.10472 0.1000 0.7740-12 0.4660-10
0.000000000100 0.31416 0.1000 0.4730-08 0.2840-06
0.000000000100 0.15708 0.1000 0.1970-10 0.1170-08
0.000000000100 0.10472 0.1000 0.7750-12 0.4660-10

0.000000000001 0~31416 0.2000 0.2860-08 0.1770-06
0.000000000001 0.15708 0.2000 0.1090-10 0.6880-09
0.000000000001 0.10472 0.2000 0.4200-12 0.2690-10
0.000000000100 0.31416 0.2000 0.2860-08 0.1770-06
0.000000000100 0.15708 0.2000 0.1090-10 0.6880-09
O.000000000100 0.10472 0.2000 0.4180-12 0.2690-10

0.000000000001 0.31416 0.5000 0.3370-09 0.2140-07
0.000000000001 0.15708 0.5000 0.1310-11 0.8150-10
0.000000000001 0.10472 0.5000 0.4240-13 0.3200-11
0.000000000100 0.31416 0.5000 0.3370-09 0.2140-07
0.000000000100 0:15108 0.5000 0.1310-11 0.8"150-10
0.000000000100 0.10472 0.5000 0.4220-13 0.3200-11

CONCLUSIONS.

Nous avons formulé une généralization des méthodes de Cowell pour

l'integration directe des équations différentiel1esdu second ordre, derivée premíere etant

present ou non, sous la forme de pairs des formules linéaires apas multiple ( PFML ),

au lieu des formules classiques de Cowell adifférences c~ntrales ou retrogrades . Nous



avons possé les définitions d'ordre, consistence et stabilité des PFML et étudié leur

caractérisation d'apres une formulation matricielle tres élégant qui nous permet oftenir le

resultat (3.6).

De la rnéme facón nous avons prouvé une condition suffisante pour la
(

convergence de PFML. Maintenant nous sornmes en train d'étudier quelques propietés

de stabilité. .

Cornme un cas particulier nous avons décrie la constructíon d'une famille

de PFML qui est simplement le pair predicteur - correcteur de Cowell- Sórmer - Adams

que quelques autres auteurs ( Herrick ( 2 ), Merson ( 11 » ont dej~ presenté avec

différences centrales o~ retrogrades, et qui est d'une plus facile implementation.

En fin, nous avons fait une épreuve pour deux problemes assez

representatives du probleme général: le probléme de Kepler et le probleme de Kepler

perturbé par le frottement atmosphérique. La consequence tirée par nous sont que ces

PFML marchent tres bien quand on compare avec les méthodes d'Adams - Bashforth ­

Moulton.
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dV(r) 3 Jl
f(r) =---= _JL_ E-

dr 2 2 4r r

Resumen: En este trabajo estudiamos el movimiento de un satélite artificial
terrestre en una aproximacion de primer orden, sujeto a moverse en el plano
ecuatorial de la Tierra. Estudiamos cualitativamente las posibles trayectorias,
tratando el problema como un campo de fuerzas centrales. Finalmente integramos
analíticamente el problema, obteniendo la ecuación de la órbita y la ley horaria del
movimiento en función de integrales y funciones elípticas.

En este trabajo estudiamos el movimiento de un satélite artificial terrestre sujeto

a moverse en el plano ecuatorial. El movimiento consistirá en un problema kepleriano

perturbado, con una perturbación inversamente proporcional al cubo de la distancia y

cuya órbita tiene una inclinación de 0°. La energía potencial de este modelo viene dada

por

v= _.1!._ E.JL, (1.1)
r 2r 3

donde r es la distancia del centro de masas del sistema al satélite, E =12 (término debido al

achatamiento de la Tierra) y Jles la constante gravitacional .

En la expresión (1.1) se observa que el potencial es una función que solo

depende de la distancia radial r y, en consecuencia, podemos considerar el movimiento

del satélite como el movimiento de una partícula bajo la acción de un campo de fuerzas

centrales, donde la magnitud de la fuerza es

Estudio cualitativo e integración de las ecuaciones del
movimiento del "main problem" ecuatorial

FRANCO f . M. Y PALACIOS M.

Departamento de Matemática Aplicada (E.T.S.I.I.Z.), Av. María Zambrano , 50 ,

500J5-Zaragoza



2. Ecuaciones del movimiento.
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(2.4 )

(2.2)

(2.3)

(2.1)
ir ( d8 )2
--r - = f(r)
d

2 dtt .

d2r 1 h 2
-=- [V(r) + --]
d

2 2 2
t r

y despejando la velocidad radial obtenemos formalmen te la solución en función de l

tiempo

En la expresión (2.4) se refleja que nuestro problema de tipo bidimensional ha quedado

reducido a un problema unidimensional equivalente, donde la cantidad

1 h 2
V = Ver) +--

e 2 2
r

Considerando la integral de la energía del mo vimiento

1 dr 2
E = - ( -) + V (r)

2 dt e

representa una energía potencial ficticia que será muy util para poder estudiar

cualitativamente las posibles órbitas del movimiento.

de manera que, si despejamos la veloc ida d angu lar y sustituimos en la ecuación (2.2)

obtenemos

siendo f(r) la magnitud de la fuerza de atracción dada en (1.2) . La ecuación (2.2) nos da

la integral de las áreas o del momento angular

2dS
r ót=h ,

Las ecuaciones diferenciales del movimiento en coordenadas polares vienen

dadas por

Por lo tanto, el movimiento tedrá lugar.en un plano(plano ecuatorial terrestre) y para su

estudio utilizaremos coordenada s polares (r,8 ).



(2.8)

(2.7)

(2.5)

(2.6)

f dr

t-to= J2[E -V(r))'
ro e

2 ~ ¡.2 - 2 h2 + 3 E ~ = O,
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cuyo carácter se determina sin másque tener en cuenta que Ve(r)-~ 0- cuando r~ oo.

Por 10tanto,

- Si h4 > 6 ~2 E, la función Ve tiene dos puntos extremos para

de donde obtenemos los puntos extremos .

Para una discusión cualitativa del carácter de las órbitas, usaremos

representaciones gráficas de la energía potencial ficticia Ve para diferentes valores del

momento angular h. Denvando la energía potencial ficticia Ve(r) e igualando a 0,
obtenemos la siguiente ecuación de segundo grado:

3. Descripción cualitativa de las órbitas.

o en el caso de que nos interese la ecuación de la órbita junto con la ley horaria



De las tres posibles gráficas obtenidas para la energía potencial ficticia,

estudiaremos co n detalle el caso de la figura (l .a) , siendo análogo el estudio de los

restantes caso s.

r

r

Figura(l.b)

V
e

Vrnax

Vmin

Figura (l.c)

V
e

Figura (l.a)

•

I \

I e r - d ..
~

a r+ l: Ir r

-,

V
e

Vrnax

E

E

Ve(rJ = Ve max ( > O, si h4 > 8 112 E ) Y( < O, si h4 < 8 112 E )

V rnin
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Si la energía E > Vmax ' la part ícula procedente del infinito cae en el centro del

potencial y la velocidad angular aumenta de acuerdo con la ecuación d8/dt = h/¡2 (ver las

figura 2.a y b). Para grandes distancias tales que E ¡..LIi3 « ¡..LIr, el término dominante en

la energía potencial es - l1/r y la órbita será muy próxima a una hipérbola. En el caso en

ver las figur as (La) y (l.b)

- Si h4 < 6112 E, la función Ve(r) será monótona (ver la figura (l.c) )



Figura (2.a)

Figura 3

r

Figura (2.b)
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Si O < E < Vmax ' tenemos dos posibles regiones del movimiento para la

partícula, r < a Ó r > b. Si la partícula se mueve en la región r < a , la órbita tiene la

Si la energía E = Vmax ,la partícula se aproxima asintóticamente al punto r =r+

en su movimiento radial. Si la partícula se encuer¡tra en la región r » r+ ' la órbita ser á

una espiral que se aproxima al círculo de radio r+ y centro el centro de fuerz as, por el

exterior (ver la figura 3). En el caso en que la partícula se mueva en la región r < r+ ' la

partícula parte del centro de fuerzas y se aproxima al círculo antes mencionado, por su

interior (ver la figura 3). Finalmente, el movimiento a lo largo del círculo r = r+ es

posible, pero es muy inestable, de forma que , cualquier cambio producido en las

integrales E ó h, hará que la órbita deje de ser circular.

que la energía sea muy próxima a Vmax: la partícula pasa lentamente atrav és del rango de

r, es decir, la partícula gira alrededor del centro de fuerzas dand o un gran número de

vueltas y luego cae hasta el centro (ver la figura 2.b).



r

Figura (4.c)

Figura (S.b)

r

Figura(4.b)

r

Figura (S.a)

Figura(4.a)
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En la siguiente sección, estudiaremos con más detalle el movimiento de la

partícula cuando la energía E < O(movimiento acotado).

Si E = Vmio ,la partícula se mueve sobre el círculo de radio r = ro.

Si Vmio < E < O, la partícula da lugar a oscilaciones rápidas en el rango

e ~ r ~ d. Si la energía es próxima a cero, la amplitud de las oscilaciones radiales será

grande y su periodo puede ser también grande, dando lugar a varias revoluciones durante

una oscilación radial (figura S.a). Cuando la energía E es próxima a Vmio ' la órbita es

próx ima a un círculo de radio r+ y las oscilaciones radiales son pequeñas (figura S.b).

forma de un trozo de espiral y la partícula cae hacia el centro de fuerzas (ver la figura 4.a).

Si la partícula se mueve en la región r > b, la partícula viene del infinito y es reflejada por

la barrera de potencial volviéndose de nuevo al infinito (ver las figuras 4.b y e). En el

caso en que r > b y E sea muy próxima a Vmax ' la partícula viene del infinito, da una

serie de vueltas en la proximidad del círculo r = b Y luego se vuelve al infinito (ver la

figura 4.c).



4. Estudio del movimiento acotado.

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)
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hdr

y = - Il Elh2 > 0,

J duy(e-eJ= --
Uo Jp(u)

u

r

e-eo=J---;:=========;
ro 2

r

ir _r(~ / = _ JL"_E 2l:-.-
d 2 dt 2 2 4

t r r

la expresión (4.3) adoptará la forma

Las ecu acione s diferenciales del movimiento, en nuestro caso, vienen dadas por

Efectuando el cambio de variable dependiente

1 1
r = - , dr = - - du

u 2
U

donde

Para resolver el sistema de ecuaciones (4 .1)-(4.2), podemos de spejar la

velocidad angular de la integral del momento angular, sustitu irla en la ecuaci6n (4.1) e

integrar la ecuacion resultante. Pero nosotros estamos interesados en la obtenci6n de la

ecuac ión de la 6rbita y, por lo tanto , utilizaremos la expresi6n (2.7 ) de la secc i6n 1

y de la expresi6n (4.2) se obtiene inmediatamente la integral del momento angular dada en

la expresi6n (2.3)
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(4.5)

2
~=-- .

E

2 E h 2
ao = - - ' al =-,

¡lE ¡lE

De donde deducimos que la condición de ábside vendrá dada por

du = o
de

De la expresión (4.5) se deduce que dos de las raices de la cúbica P(u) serán los ábsides

y, por lo tanto, tendrá dos raices reales positivas. Teniendo en cuenta que las raices

imaginarias deben aparecer en pares conjugados, concluimos que las raices de dicha

cúbica son todas reales y al menos dos de ellas son positivas. Si designamos a estas

raíces por u!' u2' u3' y suponemos que las tenernos ordenadas en orden decreciente

Teniendo en cuenta que P(u) = (u l - u) (u - u2) (u - u3) , si suponemos que estamos en el

primer caso, P(u) < O, el argumento bajo el signo del rad ical será negativo y llegamos a

una contradicción (ya que en caso contrario la cúbica tendría dos raic es imagina rias

como la variable u ha de estar acotada entre dos de estos valores sucesivos, los dos

posibles rangos para u son:

y teniendo en cuenta la transformación de variables efectuada, tenemos

du . 1 dr · 1 dr
-=---=---=0
de r 2 de h dt

Consideraremos órbitas de tipo elíptico que presenten puntos de máxima y

mínima proximidad a la masa atrayente, que se designan con los nombres de apoábside y

periábside, de radios ra y rp ' respectivamente. En estos puntos se verifica

dr
-=0
dt '

La parte de la derecha de la expresión (4.4) es una integral elíptica incompleta de primer

orden, sin embargo, antes de proceder a la resolución formal de la ecuación (4.4),

haremos un análisis de la cúbica P(u) y del rango de la variable u, desde el punto de

vista de la mecánica orbital.



Ecuación de la órbita .
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(4.7)

, (4.6)

r(e) = B
1- 0.

2
sn

2 [y* ~(e - e~]

donde las constantes ex, ~ y y vienen dadas por

Invirtiendo la expresión (4.6) obtenemos la ecuación de la órbita

done k 'es el módulo de las funciones e integrales jacobianas elípticas, y en nuestro caso

tiene el valor

k =J"I-u,' d.
u\ - u3

la variable argumento cp es concida como la amplitud de la integral elíptica de primer

orden, y en nuestro caso viene definida por

~==senJ"1 -" '. O<~<n/2
u\ - u2

La función sn2 es una función periódica de periodo 2 K, donde K es la integral

elíptica completa de primer orden definida por K = F(7tl2,k). De acuerdo con esto, el

radio vector es una función periódica de econ periodo

Tomando condiciones iniciales e(to) = eo en la época de paso del satélite por el

periábside e integrando la ecuación (4.4) (ver Byrd and Friedman[3 ] 236.00) , resulta

2 - \
Y(e -eo) = - ~ sn (sen cp, k)

Vu\ - u3

conjugadas). Por lo tanto, el rango de u será u¡ > u > u2 > u3 y las raices u¡ y u2

tendrán un significado especial

1 1
u¡ =r' u2 =r

p a



Ley horaria del movimiento.

(4.8)
h t 8 d8

-fdt=f 2
2 (2 2 )P lo 8

0
1 - a. sn O(8 - 80)

ó <1> = T - 21t
P

Si hacemos el cambio de variable <p = O(S - So), d<p = OdS y comenzamos a contar

78

2K
T=---===
Y*~

La ley horaria del movimiento la deduciremos de la integral del momento

angular (2.3) y la expresión de la ecuación de la órbita, resultando

Para que la trayectoria del satélite sea cerrada, se ha de verificar que el número k = Ó <P/1t

sea un número racional, ya que en caso contrario, la trayectoria sería densa en el anillo

rp s r s ra (ver Puel[5]).

Durante el tiempo "transcurrido entre dos pasos sucesivos del satélite por el

periábside, el radio vector del periábside habrá girado un ángulo .

Sin embargo, T * 21tYla distancia radial es obtenida de nuevo cuando el radio vector gira

hasta T. Esto implica que, en general, la trayectoria del satélite no es cerrada, trazando

una curva esquemática como la dada en la figura 6.
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(4.9)oh J d<lJ- (t - to) =
A 2 2 2 2
1-' O (1 - ex sn <lJ )

u]
C = ­] 2 u

2

u] (u3 - u])
C2 = ---:2".---­

u2 u)

N (t - to> = C] Il(<lJ, k) + C
2

E($, k) + C
3

Il(<lJ, ex 2, k) + C
4

sen <lJ ca; <lJ J1-2k\ en
2

<lJ '

. 1 - ex 2 sen <lJ

La ley horaria viene expresada en función de las integrales jacobianas elípticas

de primero, segundo y tercer orden y de la variable <lJ que a su vez es una función lineal

de 8. Hacemos notar que no es sencillo invertir esta ecuación, análoga a la ecuación de

Kepler, sin embargo la variable 8 puede ser computada , para un instante dado t,

mediante un algoritmo de tipo numérico como el método de Newton-Raphson. Una vez

calculada 8(t) el radio vector vendrá dado por la ecuación de la órbita (4.7), con lo cual

el problema queda totálmente resuelto.

donde las constantes vienen dadas por

Para resolver la ecuacion (2.9) , utilizaremos la fórmula 336.03 dada por Byrd and

Friedman[3] , obteniendo la siguiente ley horaria (ecuación de Kepler generalizada)

donde ta es la época de paso por el peri ábside

ángulos desde el peri ábside (80 = O), la ecuación (4.8) queda:
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1. INTRODUCCION.
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variab les f or t his me t h o d a re exposse d .

The a d vantages of t hese va riables vers us Hi l l

Rev . Acad. Ciencias Zaragoza , 42 (1987)

v a ri ab l e s i s made .

Th e s e co n d order s trob os c o pi c me th o d is d evelope cl a n cl a n

app l i c a t i on to t he zo n a l Ea r t h s ate llite for mu lated i n De l a un a y

METODO ESTROBOSCOPICO EN VARIABLES DE DELAUNAY. APLICACION A UN
RADIAL DEL SATELITE ARTIFICIAL.

A. ABAD, A. ELIPE Y M.L. SEIN-ECHALUCE

El método estroboscópico, propuesto por Roth (1973) , es un método semianalítico

que ha sido utilizado con muy buenos resultados en análisis de misión, en predicción de

vida de satélites, en construcción de ventanas de lanzamiento, etc.

Depa r t ament o d e Físi c a Te ó r ica . (Astr o nomí a ) . Un iversida d d e Za­

r ago z a . 5000 9 Zar a g oza ( Spa i n) .

Dicho método consiste esencialmente en rentringir la validez de la teoría analítica a una

única revolución, y después de ésta, aplicar la misma teoría a los elementos actualizados en

la siguiente revolución, y así sucesivamente, de modo que se pueden calcular numerosas

órbitas.

Una de las principales ventajas de este método la constituye el hecho de que se obtiene

una gran velocidad de cálculo, y como se ha comprobado, una buena precisión incluso

después de cientos de revoluciones (Janin, 1979).

El método estroboscópico ha sido utilizado en diferentes conjuntos de variables:

elementos clásicos (Roth, 1973, 78, 79), elementos equinocciales (Lecohier, 1985),

variables de Hill (Sein-Echaluce, Abad y Elipe, 1987), etc. En estas últimas, se pierden

gran parte de las ventajas del método al aparecer términos de orden cero en las ecuaciones

diferenciales del movimiento.



2. METODO ESTROBOSCOPICO DE SEGUNDO ORDEN.

(1)

dx

dt

dy
-=
dt

De acuerdo con la estructura del método estroboscópico, se introduce la variable

rápida y como la nueva variable independiente, con lo que el sistema (1) adopta la

siguiente forma

(los superíndices 0,1 ,2 corresponden a la perturbación de orden 0,1,2).
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siendo x=(x1,x2""~) el sistema de variables, e y la variable angular rápida (por ejemplo

anomalía verdadera, excéntrica, media, etc.),

Consideremos las ecuaciones del movimiento de una partícula atraída por un potencial

Kepleriano perturbado:

En el presente artículo, siguiendo la extensión de segundo orden obtenida por los

autores, formulamos el problema de movimiento de un intermediario correspondiente a un

satélite zonal en variables de Delaunay, con lo que se evitan las anteriores dificultades.

Lógicamente, es de interés la utilización de las variables de Delaunay en el problema inicial

(antes de promediar), sin embargo, planteamos el intermediario radial para destacar la

ventaja de estas variables frente a las de Hill.



Siguiendo el mismo proceso, el sistema correspondiente al tiempo t viene dado por
las expresiones

donde las funciones o', Fi se calculan en xOy las funciones Fk, Gj• son las derivadas con

respecto a las componentes xl<, y Fkj' Gkj las segundas respecto a xk y Xj'

(5)

(4)

(8)

(7)

a 1
- F G

1 a 1
<I> (x , x , y)

1 a a
[F G + G

1
a 2

(G )

- F a. L G~ X~ ]

dy

dx '

2
dx 1 a a 2 a 1 2 1 a 1 2 a 2
--= [- FGG+ F (G ) F G G + F (G )
dy a 3

(G )

n n no o L 1 1 o o L o 2 o lL o 1
FG Gk Xk - FG Gk Xk + 2F G Gk Xk +

1 1 1

n n
o 2 L 1 1 a 2 L a 2 a 1 L a 1

+ (G ) F k Xk + (G ) F k Xk - G G F k X -k
1 1

n n n (6)
1 a L a 1 1 a a LL a 1 1

- F G Gk x k - - F G ~j x k x j +
2

1 1

n n
1 o 2 LL o 1 1 o o 1 2

+ - (G ) F k j XkX j .+ F (Gk x k )
2

1 1

n n

G
O(L o 1 (L o 1 o 1 2

F k Xk) Gj X j) <I>2 (x , x ,x ¡ y )
1 1

a a
dx F a
-= - = <I>° ( x ¡y)
dy a

G

a
dt 1 a- - 'jfl(x ¡y)
dy o

G

1 n
dt 1 1 L a 1 1 a 1-- = - -- [G + Gk X

k] '1' (x ,x ¡y)
dy a 2

(G ) 1

De acuerdo con las expres iones (3), los segundos miembros de la ecuación (2)

pueden ser desarrollados en serie de Taylor. Derivando a continuación (3) e identificando

los.coeficientes de las potencias del pequeño parámetro E en las ecuaciones (2), se tiene



2 O 1 2
'" (X ,X ,X ;y)
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(9)

2 n n

dt 1 o 2 O

I

1 1
GOI

O 2

-- =- - - [- GG- G Gl< X - Gk Xl< -
dy O 3 k

(G ) 1

n n

2- G
OII O 1 1 1 2

Gk j XkX j + (G ) +
2 1 1

La solución de segundo orden, después de n revoluciones, es de la forma

3. INTERMEDIARIO RADIAL EN VARIABLES DE HILL.

Para más detalles, véase Roth (1979).

Aunque el contenido de este epígrafe apareció en Sein-Echaluce et 1!l.(1987),

exponemos aquí brevemente la formulación en variables de Hill, con objeto de resaltar el

inconveniente más importante que aparece en estas variables, que sin embargo queda

eliminado en otro conjunto como el de Delaunay.

la variable rápida sufre una variación de 2 1t .

donde el símbolo integral debe entenderse como la solución del sistema diferencial cuando

2 O 1 2
Xn Xn + ó'x n + ó'x n

(10)

con

27t

1 } 1 O 1Ó,X
n E <1> (x ,x , y) d y

o
27t

2
2} 2 O 1 2ó'Xn E <1> (x ,x ,x , y) d y

O

A continuación se aplica el esquema del método estroboscópico para integrar este

sistema, teniendo en cuenta que en general, la solución de los sistemas diferenciales (4, 5,

6), no son un conjunto de cuadraturas como sucede con los elementos orbitales clásicos '

(Roth, 1979) o con las variables de Delaunay como se verá más adelante.



Aplicando la teoría expuesta en el apartado anterior, obtenemos para el orden cero

(1 2 )

(11)

3 2
8 ) +

4

~ J' 2n o
+ 2 ~ 2(n-2) B2n ] +

n=2 p

2n-1 2j 1 2j -2

( 2 j )( j)('2e ) ]

n-1

L
j =l

J' 2n

2 (n-2 )
p

e _.ll.
o e

r

o o 2
R (r ) /8

n =2

2 2
2 ~ 2 38 (238 - 16)

+ E --2-4 e [ 32 +
2r p

2 2
2 ~ 38 (48 -3)

+E--2- 4 [ 8
2r p

H

o
dR

d~

o
dr
-- =
d8

o
dV
-=0
d8

v = - JJ. [I-
r

La integración de este sistema es muy fácil , toda vez que coincide con el movimiento
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Consideremos un satélite moviéndose en un campo gravitatorio simétrico de la forma

siendo todos los coeficientes q~e aparecen funciones exclusivas de los momentos (e,N),

que son constantes, de la variable r y de su momento conjugado R.

siendo a el radio ecuatorial, In los armónicos zonales, Pn(sen <j» el polinomio de Legendre

de grado n en sen <j> y <j> la declinación del satélite.

Si la función Hamiltoniana la tenemos expresada en variables de Hill (r,8,v,R,e,N),

tras aplicar dos transformaciones canónicas de tipo Lie (ver Cid et al. 1985), se obtiene un

nuevo Hamíltoniano, promediado, de un grado de libertad en las variables (r, R), dado por

la expresión
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4. INTERMEDIARIO EN VARIABLES DE DELAUNAY.

Vamos a considerar a continuación el movimiento del satélite descrito anteriormente en

(13)

(14)

2
4 2 e 4 2

[4 s - 3 s + - (23 s - 16 s )]
4

6 2
2 3 11 (l+e casf)

+10

16 e1 0

1 0 '0 1 ° 2 1 2 ° °
dr 2R r r (r ) R 3 11 N r R

de 8
+ +

8 5
2 8

1
dv 311 N

de °e
3

2r

1 1 2 2 2 2
dR e r 311 (2 -35 ) 311 N 31lN-- + + --- -
de o 2 o 2

2e
5rO 2

(r ) 48(r) 2e3 (rO)

variables de Delaunay (l,g,h,L,8,N), (donde hemos puesto 8 =0 , N=H, para evitar

confusiones de notación). Tras dos transformaciones de tipo Líe con objeto de eliminar las

variables angulares g y h, Y utilizando los desarrollos de Hansen para el movimiento

elíptico, se obtiene el siguiente intermediario:
2 2

H = .:...J::... +~ (3N
2

_ 8 2
) (He cas f) 3 +

2 L
2

2 e8

donde la excentricidad e y la anomalía verdadera f son

Para el primer orden, se tiene

En este caso, aparecen tanto r I como R1 mezclados, siendo por tanto necesario el

resolver dicho sistema mediante métodos numéricos, con lo que se pierden en gran parte las

ventajas inherentes al método estroboscópico. Algo análogo sucede con las ecuaciones de

segundo orden. No obstante, parece lógico pensar que una adecuada elección de la variable

rápi da (una anomalía intermedia) nos pueda solventar la mencionada dificultad. Dicho

estudio está en fase de realización.

no perturbado del problema de dos cuerpos, y por tanto, se conoce la expresión explícita de

las variables r y R en función de la variable e.



donde las funciones F ij, G i• Fija~ ' Gia~' están evaluadas en LO, y vienen dadas por las

expresiones :

(17)

(16 )

1 u
<P

1
(L ¡ 1)

f = f (1 , e,N)y

[
13 a a 1 3 1 13 1 23 a ]

(F L G - G
L

F ) L - (F G - F G)

[
11 a a 11 1 11 1 21 a ]

(FLG-GLF)L - (F G-F G)

[
12 a a 12 1 12 1 22 a ]

(F G - G F ) L - (F G - F G)
L L

1 22 · a
- (3 N -8) (l+e ces
2

1

a 2
(G )

1

1
a 2

(G )

a 2
(G )

-31l
2

2 [ 4N
2 _ e2

( l+e ces f) · (l+e ces f) -
e8 e

1 -

2
d L
d 1

11
F

2
e

2

~ =
d 1

2
d h-- =
d 1

a a a

~= d h d L
-- = -- = O (15)

d 1 d 1 d 1

1 a 3 2 2 a a
d g -3 (L ) a f a) . [ (4N - 8) (He ces f )

(1 + e ces
d 1 e8 e2

1 a 3
d h 3 N (L ) a a 3 1 a-- = (l+e ces f ) <P

2
(L ¡ 1)

d 1
2 e8

1 2 a 6
d L 3 e (L ) 2 2 a a 4 1 a-- = (3N -8) (H e ces f ) <P

3
(L ¡ 1 )

d 1
4 e11

y para el segundo,

En este caso, consideramos la anomalía media 1como la variable angular rápida , y

podemos aplicar el método estroboscópico tal como aparece en el párrafo 2, resultando los

siguientes sistemas de ecuaciones para los distintos órdenes (0,1,2) correspondientes a las

variables g, h YL:



Las ecuaciones correspondientes a la variable temporal lo son:

En esta ocasión, las ecuaciones (17) son cuadraturas, debido a que en cada orden

solamente aparecen las soluciones correspondientes a los órdenes anteriores, que

previamente son calculadas. Debido a este hecho, se obtiene una gran velocidad de cálculo.

e 2 2

(l+e cos f) L = ---3 [cos f- ~ e sen f(2sen f+ ~ sen 2f)]
e L e2

}
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[- ~ (l+e cos f) + (l+e cos f)e] •

4 2
(23 s - 16 s )

o 3
(L )

2
¡.t

6
3 ¡.t (He cos f)

8 e1 0

e
2

4 L

2

. [4
4 2 e 4 s 2 ) ]s - 3 s + (23 s - 16 +

2
2

23
f) {~ [8

2 2 2
e

2
] -+(l+e cos s - 3 + - e s - 4

e3 2

o
d t

d 1

2
12 3 ¡.t N 3

F

e8
(l+e cos f)

2

6 2
22 - 3 ¡.t N

[ 8s
2

- 3
e 2

8)]F = (l+e cos f) + (23 s -
e1 2 28 ~

2 3
13 3 ¡.t e L 2 2 4

F - (3 N - e ) (l+e cos f)
e11

4 ~

6 3 2
23 3 ¡.t e L 3 [ 2 e 2

8)]F sen f (He cos f) 8s - 3 + - (23 s -
e13 28 ~

21
F

2 e [L
2

2](l+e cos f)e= - ---- cos f - - e sen f(2sen f + -s2 en 2f)
2 e 2e L

siendo
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1.- INTRODUCCION.

(1.2)

(1.1)

Our stu dy is ap plied to

(i=1,2, ... ,n)

Be s ide s , a c lose so l ut i on of t he p r ob Le rn byof t he i n t e g r al s .

e qu a t i o ns a nd first int e gr als are give n .

Rev . Acad. Ciencias Za~ago2a, 42 (1987)

con un hamiltoniano H(q, p,t ), de clase C( 2), p u e d e ser transfor­

mado en u n nue vo sis t ema

MOVIMIENTO DE UN SOLIDO PESADO EN UN CONJUNTO SUPERABUNDANTE
DE VARIARL::S

91

R. CIO* y M.E. SAN SATURIO+

me an s of t he Weier s t r a s s el liptic f u nctions is gi ve n .

*Fac ult a d d e Ciencias . Unive r s id ad d e Zar a g o z a .

+Departamento de Matemática Aplicada a la Técnica . E .T .S .I . I .

Un i versida d d e Vall adol id .

th e case of Lagra nge - Poisson, c hecki ng t h e i n vo l uto ry c h a r a c t e r-

I n t his p aper we st u dy t he r o t a t i on al mot i on of a he avy rigi d

bo dy , fo r mu l ate i n a se t of r e dundan t a n d co mp lex var i abl e s

(z l , z 2 , z 3 , z 4 ) a n d t.h e í. r- co n j ugate momen t a (z l,z2 , z3,z 4) ' These

v a r -L a b Le s a re de f ined by mea ns of t he Eu l.e r- a ngles (I/!,e , ep ) a n d

t heir co nj ugate moment a (P I/!'Pe'P ep) .
I n t his co n d it i o ns, exp lic i t exp ressions f o r- t he fund a me n t al

dond e (q,p) es un 2n-dime nsional espacio (ql , q z , .. . ,qn;P l'PZ'.' .

P n ) y (Q,P) un 2(n+l)-dimensional espacio (Ql,QZ,···,Qn+l; Pl'

Pz , ... ,P n+1), se demuestra que:

" Un s istema difere ncial

De ma ner a más concreta, si se considera una transformación ,

de f i n i d a _po r funciones de clase C( Z)

En recientes trabajos (M.E. San Saturio, 1986; R. Cid Y M.E .

Sa n Saturio, 1987) los autores demuestran un cierto número de pro­

pos i c i o ne s que definen las condiciones y propiedades inherentes

a transformaciones canónicas que aumentan el número de v a r i a b l e s .



(1. 3)

( 2 . 3 )

( 2 . 1)

(2 .2 )

+ U

( ('(=1,2, ••. ,n+1)

p ecos ~] 2 +

- P 8s en ~ ] 2 +
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esen ~

p ~cos 8) +

~ sen 8 cos 4>

i [sen ~(
21

1
sen 8 P w -

1 [cos ~ (+-----P2:s s en 8 W

H =

w1 ~ sen 8 sen ~ + 8 cos ~

Identificando las variables ( W, 8, ~) con (ql,Q 2,Q 3) y los

momentos (Pw'P8'P~) con (Pl, P 2,P 3)' las ecuaciones diferencia­

les del movimiento coinciden con (1.2), siendo ahora

W 3 ~ cos 8 + ~

las componentes de la velocidad angular del sólido en el siste­

ma móvil.

Recordemos q u e el movimiento de un sólido 'r í g i d o , con un

punto fijo O, viene perfectamente definido por medio de los tres

ángulos de Eu1er (W, 8, ~), que determinan la posición de un sis ­

tema móvil OXix 2x 3' rígidamente unido al sólido, con respecto a

un sistema fijo OX1X 2X3.

En tales condiciones, si (1 1,1 2,1 3) son los momentos prin­

cipales de inercia del sólido, que determinan la orientación,
del s istema móvil Ox 1x2x 3, los momentos (Pw'P8'P~), conjugados

de las variables ( W, 8, ~), quedan definidos por las igualdades

2.- ECUACIONES QUE DEFINEN EL MOVIMIENTO DE UN SOLIDO RI GI DO.

Dicha proposición, combinada con otra anterior, demuestra

que cada solución Q(t), P(t), del sistema (1.3) determina una

solución q(t), p(t), del sistema (1. 2).

de hami1toniano H* H[q (Q) ,p(Q,P) ,tJ por medio de la trans­

formación canónica (1.1)".
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Consideremos el con junto d e cuatro v a r i a b l e s

y c a l c u l e mo s sus p rod u c t o s b i n ari o s

( 3 . 2 )

(3.1 )

28 i e-i lj> f..sen 8 e-i l/Jz ¡z 2 = sen "2 z¡z 3 = ~en 8 z 2z 3 2
(3.3)

z3 z4 = cos 2~ = - ~ sen 8 eH i eHz 2z4 z¡z4 = - '2 sen 82 2

s en 8 2 ! z ¡ z 2z 3z 4 CO S 8 z 3Z4 - z ¡z 2

z 2z 4 + Z¡} 3 i(Z 2Z4 - Z¡ Z3)s e n ep /

2! z¡ z 2z!3z 4
cos ep (3 .6)

2 ! z¡z 2z 3z4

8 . 6 8 - iQz¡ sen~ el Z2 sen- e
2

8 -i C1 . 8 i a
z3 i c o s -e z 4 -lcos-e

2 2

doride

a = .!.-( l/J+ 4» 6 = l( l/J-lj»2 2

3 . - EXTENSION CANONICA RELATI VA A UN CONJUNTO SUPERABUNDANTE DE

VARIABLES COMPLEJAS.

Combinando adecuadamente estos productos, obtene mos las si­
gui e n t e s igualdades

Z¡Z 2 + z 3z 4 1 . - z ¡ z 2 + z3 z4 cos 8

z ¡ z 3 - z 2z 4 isen 8 cos ó z ¡z 3 + z 2 Z4 sen 8 s en e (3.4)

z 2 z 3 + z¡ z4 sen 8 sen l/J z 2 z 3 - Z¡ z 4 isen 8 cos e
y también

z 2z4 2 i<j> z¡Z 2 28 z¡z 4 2il/J-e tag - - e (3 .5)z¡z 3 .Z3Z4 2 z 2 z 3

De l as f6rmu las (3 . 4) r e s ul t an fac i l me n t e las r el a c i o ne s

En el caso c oncreto del s6lido pesado, el pote ncial U ado p ­

t a la forma

O O O
U = x¡sen 8senlj> + x 2sen 8cos lj> + x 3cos 8 (2.4)

do n d e (x ~,x ~ ,x~) designan las coordenadas constantes del centro

d e masas del s6lido en el sistema móvil.
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(3 .10)

(3 .9 )

(3.8)

i(z2 z 4 - Z¡ Z3)

4z¡Z 2Z3Z4

cos <jl

sen e
Z2Z4 + Z¡Z 3

4z¡Z 2Z3Z4

P - 1 (z z ( z Z + Z ) ( Je· - 2 1 z ¡ Z2Z3z 4 3 4 ¡ ¡ z 2 2 - z 1z 2 Z3Z3 + z 4 Z4)

sen <jl

sen e

Observemos q ue , como c onsec uenc ia de esta última i gualdad,

la e xpresión de Pe se puede esc rib i r e n la forma

z ¡Z ¡
i + +

i
2" P tP . 00P e 2" P .p

z 2Z2
i + i
2 PljI o.Pe 2 P.p

z3 Z3 i
+ i

2" P ljI o.Pe 2 P.p

z4 Z4 = - i i
P ljI - o.Pe - "2 P.p2

o sus inversas

i
PljI - (z ¡ Z¡ - . z 2Z2 - z 3Z3 + z 4 Z4)

2

1
P e - (z ¡ Zl + z2 Z2 - z3 Z3 - z4 Z4)40.

Por o t r a parte, derivando parcialmente las igualdades (3.5 )

con res pecto a las variables zi ' obtenemos

~ i ~
i ~ i ~ i

az¡ 2z ¡ a Z2 2z 2 aZ3 2z 3 aZ4 2z 4

ae o. ae o. ae o. ae o. (3.7)-
a z ¡ z¡ aZ2 z 2 a Z3 z 3 a Z4 z 4

a<jl i a<jl i a<jl i a<jl i
az ¡ 2z¡ a Z2 2z 2 aZ3 2z 3 <l z 4 2z 4

siendo o. = ! z ¡ z2 z 3z 4

Entonces, de acuerdo con l a definición (1.1) de los momentos

Za Pa , y los valores . (3 .7) de las derivadas <lqi / <lz a , tenemos

las igualdades



(4.2)

( 4 . 3 )

_ _l _(.<a-b) (A+B) + bA - aBJ
2~L 2

o , se tiene

el hami1toniano del problema, dado en

+ U

_ l_( a +b ) (A-B)]
2 r;;:¡;- 2

_ l_ (bA - aB)
2 ;a:b

W¡ i
2"(z 4Z¡- z3 Z2- z 2Z3+ Z ¡ Z4) k ¡ z¡z 3+ z 2z 4

W2 l( -z Z - z 3Z2+ z 2 Z3+ z¡Z4) k 2 i(z 2z4- z¡z3)2 4 ¡

W3
i

z4 Z4)2"(-z¡z¡+ z 2 Z2- z 3Z3+ k 3 z3 z4- z¡z 2 (4.1)

95

sen<jJ
(p,¡,- P~cos8)-- + Pecos<jJ

'1' '1' sen8

De acuerdo con esto,

( 2 .3) , adopta la forma

2 2 2

H
= ~[~~ + ~ + W

3J
I 2 I 3

siendo ahora

4.- ECUACIONES FUNDAMENTALES E INTEGRALES PRIMERAS EN EL MOVI­

MIENTO DE UN SOLIDO PESADO.

Como consecuencia de todas estas .i g u a l d a d e s , se obtienen

s ~ n mayor dificultad las relaciones

Con objeto de expresar las ecuaciones del movimiento de un

s ólido pesado , comencemos introduciendo las siguientes notaciones

que utilizaremos en lo que sigue.

que demuestra (3.10).

y las ecuaciones diferenciales del movimiento, en el c onj unto de

var i ab l e s (zl,z 2 ,z 3,z 4;Z¡, Z2,Z 3,Z 4) vendrán dadas p o r la i Gua l ­
dad e s siguientes:

B
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una v e z sustituidos los v a lore s de z a ' Za ' po r medio de l a s

ecuac iones (4 .4) y (4.5).

Es inmediato comprobar que , en todos l os casos, dichas ecua­

c iones tienen las siguientes i n t e g r a l e s primeras

( 4 .6)Z1Z 2+ Z3Z I; = 1

i
2(z 1Z1 - z 2Z2- z 3Z3+ ZI;ZI;) = p ~ = c

4> 1 H(z,Z ) = h

iZ I; ZI; iz¡
Z ¡ + W¡ - - - w - - - W3

2I¡ 2I 2 2 2I 3

iZ 3 Z3 iZ 2
Z2 W¡ W2 + -- W32I¡ 2I 2 2I 3 (4.4)

iZ 2 z 2 iZ 3
z 3 W¡ + --W - --W

2I ¡ 2I 2 2 2I 3 3

iz¡ Z¡ iZ I;
ZI; + -- W¡ + W2 + --W

2I¡ 2I 2 2I 3 3

iZ I; ZI; i Z1 ( o . o) X3Z2Z1 W¡ - --W + --W - X1-~X 2 Z3 +
2I¡ 2I 2 2 2I 3 3

iZ3 Z3 iZ 2
(x~+ix~) ZI; xoz

Z2 + W¡ - W2 - -W - +
2I¡ 2I 2 2I 3 3 3 1 (4.5 )

iZ2 Z2 iZ 3
(x~-ix~)z1

o
Z3 + --W¡ + W2 + -- W - - x 3zI;2I 1 2I 2 2I 3 3

iZ 1 Z1 iZ I;
( x~+ix ~) Z2

o
ZI;

2I1
W1 + W2 - W3 - - X3Z 32I 2 2I 3

Z¡Z 2+ z¡z 2+ z 3z l;+ z 3Z4

z¡Z¡+ z¡Z¡- zZZ 2- z 2Z 2- z 3Z 3- z 3Z 3+ z I; ZI;+ Z4Z4
I

De igual modo se c omprueba que dichas integrale s es t án en in­

v o l uc i ón , esto es que los p a réntes i s d e Poisson { 4> i , '1> j} ( i , j =1 , 2 ,3 l

se anulan i d e n t icame n t e .

La primera e s e vide nte p or s e r H independiente de t . En cua n­

to a la segunda y tercera basta c omprobar la anulación de las ex­

presiones

siendo h Y c dos c onstantes reales de i ntegrac i ón .
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En efecto, teniendo en cuenta l as ecuaciones de Hamilton

dz a /dt = 3H/3 Za , dZa/dt = - 3H/ 3z a , resulta

{<I> l ,<I>Z} {H, <I> z } - d <l> z / d t O

{<I> l ,<I>3} {H, <1> 3} = -d <l> 3/ d t = O (4 .7)

{ <I> Z, <I>3} ~(3 <1> z / 3z a · 3 <1> 3 / 3Z a)
i

z 3z 4) O= 2(z l z Z- zl z 2 - z 3z 4+ =

Recordemos (Whittaker, 1965) que "si n integrales distintas

<l>k ( z , Z, t ) = c k d e un sistema

(k=1, 2 , .. . ,n ) (4.8)

es tán en i nvo l uci6n y despejamos l o s momentos e n la forma

Zk = Zk (z,c, t) , la expresi6n EZkdz k - Hdt es la diferencial

exacta de u n a cierta función f(z ,c ,t) y las restantes integra­

les del s istema (4 .8) vienen dadas por ecuaciones del tipo

3f/3 Ck = b k ~ const ."

Dicho de otra forma, el conocimiento de n integrales en invo­

luci6n de un sistema canónico de n grados de libertad, determina

su total integración .

Según esto " para la t otal integración d e l problema de movi ­

mi e n t o de un sólido pes ado , será n e c e sar io obtener una cuarta iri­

teg r a l que se e n c ue n t r e en i nvo l uc i ó n con las tres anteriores d a­

das en (4 .6).

Como se sabe , la existencia de una nueva inte gral de l pro­

blema sólamente e s c o n o c i d a en determinados prob lemas, cuy a pa­

ternidad ha sido a sign ada a l o s autores Euler-Poinsot, Lagrang e ­

Poisson y S . Kowalevsky , con i n d e p e n d e n c i a de la trivial solución

de l c aso e sférico (1
1

= l z = 1 3) .

De hecho, S. Kowalevsky (1889) y -A .M . Lyapunov (1 8 94 ) ' han

demost rado que si las constante s 1 1 , 1 2 , 1 3, x~ , x~ , x; , s on rea ­

l e s y los momentos 1
1

, l z , 1 3 , distintos de cero, l os cuatro ca­

sos clásicos son los únicos para los cuales los p arámetros (2 .2) ,

w1 (t) , Wz (t), w3 (t), Y los (4.1) , k
1
(t), k

2
(t), k 3 (t) , con v a lo ­

res arbitrarios wi (O) , k i (O) , son funciones uniformes de l t i e mpo .

97



5.- OTRA FORMULACIO N DE LAS ECUACIONES FUNDAMENTALES .

(5 .3 )

(5 . 4)

(5.5 )

o o o
I z' I 3, x l' xz' x 3' pue-

problema, que son cita-

Wz k 3 +
W3

k z-
I z I 3
wl k 3

W3 k l ( 5 . 2)-
I l I 3
Wl

kz +
Wz k l-

I l I z

Wl WZW 3[~
I

1J - x~k3 + x~ kzI 3

[1
I

1J x~ k 3 - x ~klWz WlW3 - + (5.1)
I l

W3 WlWZ[~ I

1J - x ~ k z + x~k lI z

según s e d e s p r ende de l cálculo efectuado c on las exp r es i one s d e

las funciones Wl' W2 ' W3' k l , k 2 ~ k 3 , dada s e n (4 . 1), de l mismo

modo que ~z es e qui valente a l a integra l

98

Observemos, sin embargo, que imponiendo restricciones sobre

Observ emos que, c on a r r egl o a e ste e squ ema de c á l c u lo , la in­

t e gral ~3 puede e s cribi r se e n l a f o rm a

El s is tema di f e r encial f o rmado por l a s e c u ac iones (5.1) y

Ls.2 ) , ti e n e las inte grales prime ras (4 .6) y satis face, a de más,

a l a re l ación de l igadura

que son seme jantes a l as de Euler y Poisson , a unq ue e scri t as en e l

s iste ma de v a ri ab les (z, Z).

Derivando con r es pe c t o al tiempo t l a s i gualdades ( 4 .1) y

s ust i tuy endo las e xpresiones de las derivadas ~ a' Za, según (4.4)

y (4.5), se lle ga facilmente a las e c u a c i o ne s

l os v a l o r e s de las constantes h, c, I l,
d en existir soluciones particulares del

das e n la literatura (Leimanis, 19 65 ) .



(6.2)

(6.1)

(6.4 )

(6.5)

(6.6)

(6.7)

x; > OO
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+ W2k z + W2k 2 (h k ) (1 k2)2 ¡ ¡ Z = ¡ - c¡ 3 - 3

+ 2W¡W 2k¡ k 2 = (c - C ak 3) 2

Wz W
W¡ I¡3WZ W3 + x;k z k¡ k 3 +-.lk

I¡ I 3 z

x ;k¡ k z
W¡ W3

k¡ (6.3)Wz -I¡ 3W¡ W3 -k -
I ¡ 3 I3

1
W3 O k 3 -( -W¡k z+ WZk¡)I ¡

Por tanto, si hacemos

1 1
- I ¡ 3 r; ~

las ecuaciones (5.1) Y (5 .2) se reducen, quedando

De acuerdo con esto, si multiplicamos la primera integral

p or 1-k~ = kI+ k ~ Y elevamos al cuadrado la tercera, resultan

las siguientes relaciones

La anulaci6n de la derivada W3 ' determina una cuarta inte­

g r a l W3 = p ~ = ca ' siendo c a una constante real, por tanto, s i

s e introducen las notaciones

h¡ = 2I -[h- c ~ J
¡ 2I 3

las integrales del problema se pueden escribir

Las condiciones que definen el problema de Lagrange-Poisson,

son las siguientes

6.- RESOLUCION DEL PROBLEMA DE MOVIMIENTO DE UN SOLIDO PESADO

EN EL CASO DE LAGRANGE-POISSON .



(6.11)

(6.10)

(6 .9)

(6.8)

(6.14 )

c l

-g- 1 (k o ) - ;9-1 (k)

f
2

= - - - 1
cl

f

k dk
a(t-t o) =

kfP(k)-
o

~k 3 (t) = k (t) + 3

f =
1

Introduciendo las notaciones

Sumando (6.7) Y (6.8) Y restando (6.6), se obtiene
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en cuya igualdad solamente se ha cnnsiderado el signo (+) por su­

poner que k(t) crece con t y donde ~(x) designa la función de

Weierstrass (Schwarz H.A ., Weierstrass K., 1893) que figura tabu­

lada en Proc. Roy. Artillery Inst., v 17, pp. 181-216, Y que está

definida por la serie

Integrando (6.12) en el intervalo (to,t) al que corresponde­

rán los valores (ko,k), tendremos

dk dk
(6 . 12 )adt =

I 4k 3_ g 2k fP(k)- g3

siendo ahora

lf

2

- f 2J 4[-f 3-

f lf 2
+ 2f

fJg =4...l. g 3 (6.13)
2 3 3 27

y multiplicando por 4 la ecuación diferencial (6.9), resulta des­

pués de extraer la raiz cuadrada

o bien
2

11 '2 3 2 -k 3 = k 3 - f
lk 3 + f 2k 3 + f 3

cl

siendo f
l

' f 2 ' f 3 ' las constantes

a l a s que podemos a ña d i r l a última ecuación (6 .3) elevada al cua­

drado , esto es



El conocimiento de la funci6n

( 6.19 )

(6 .18)

(6.17)

(6.16)

. (6 . 1 5 )

Z¡ Zz z3 z .. i(W¡k¡ + Wzkz)k3 2iW 3u + + +
z¡ Zz z 3 z .. 21¡z¡zZ z 3z" 1 3

.z ¡ Zz Z3 z .. i(W¡k¡ + Wzkz)
(6.21)

v = +
Z¡ Zz z3 Z.. 21¡z¡zZ z3 z"

ZZZ.. 2i ( <j>
TI

~ Log 2iQ + Log (-1) + + n TI)
z¡z3 2 (6.20)

\.l Log
z¡z ..

2i\ji + Log( -1 ) 2i(\ji +
TI + n TI)-

ZZZ3 2

Derivando (6 .20) con respecto a t , tendremos

101

de donde se deducen l a s expresiones de ~ y ~ , sin más que igua­

lar las f6rmu l as (6.21) con l a s derivadas de las (6.20) . Se ob­

tienen así las igualdades

siendo n un número entero y designando por Log el logaritmo nepe­

riano .

Para concluir el cálculo de las funciones \ji (t) , <j> (t) I po­

dernos introduc i r las funciones

no s610 nos proporciona e l valor de e ( t ) en su verdadero cuadran­

te, puesto que O < e < TI , sino que nos permite calcular en todo

instante los productos z¡z Z ' z 3z .. ' cuyo carácter real y posi­

tivo es evidente según las dos primeras f6rmulas (3 .3) I teniéndo­

se por t a n t o

gzx
Z

g 3X " g;x6 8
1 3g Zg 3x

(x) = + -- + -- + -- + + •• •
x Z 20 28 1200 6160

Finalmente , pOniendo

u = a[t - t u - - OJ-1
(k o ) J

se obtiene

k 3 (t) = k(t)
f¡ '6' (u)

f¡
+ - = + -

3 3



(6.26)

(6.25 )

(6.24 )

(6.22)

f l-1 -
3

13 '

b'
a J 3

b'

b b' J'
J 3 + 3a a

!.l.
3

J
k dk

ka ,!P"""(k)

J
k dk

ko(k-I3)~

J
k dk

k (k-S ') ,!P"(k)
o

1

c (c - C o k 3 ) k 3

13 11 (l-k~)

c - C o k 3 == b__ +
1 1 (1-k 3 ) 1-k 3

ep - cjl o

13

J' ==
3
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tendremos

As! pues, el cálculo de los ángulos de Euler A(t), ~(t),

cj> ( t ) , viene dado por medio de integrales elípticas de Weiers­

trass, de primera es~ecie (JI) y de tercera especie (J
3

, J~),

quedando el problema com?letamente resuelto.

siendo 13 Y S' las constantes

c o - C c o + C
b == b' == (6.23)

21
1

21 1

Ahora bien, si tenemos en cuenta la igualdad (6.12L y defi­

n i mos las integrales

do nde b Y b' denotan las constantes
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A st u dy of t he b eh a v i o ur of t he specific d i s ip a t i on coeffi­

cient of a n a nelastic med i um is carried o ut from t he a nalysis of

synt hetic se ismogra ms correspo n di ng to d i s p e r s ed seismic wav e s

contaminate d by r a ndo m n o i s e . The a nalysis is made b y me an s of

t h e freque ncy -domain Wie ner filte ring b y u s ing a mo d i f i.e d Tukey

window . At a ny case, the phase velocity is less sensitive t han

g r-c-up ve locity to t h e. no í.s e , The attenuation coefficient a n d the

quality factor of t he medium are parameters whic h always show a

large u nstabi lity versus noise, t his negative effect being very

obvious for s hort periods .

l. I NTRODUCCION

La determinación de los rasgos estructurales de la litosfe­

ra y el manto superior, de las propiedades anelásticas de la t ie­

rra y del mecanismo de la fuente sísmica, pasa por el cálculo de

magnitudes importantes, en función del periodo de las ondas sís­

micas dispersadas, tales como el tiempo de llegada de grupo, el

ángulo de fase y la amplitud. Este cálculo puede llevarse a cabo

usando métodos de una sola estación, o bien métodos de dos esta­

ciones. Con las reservas debidas, dentro del marco de los prime­

ros, el análisis de ventana móvil (Landisman et al., 1969) o la

técnica del filtro múltiple (Dziewonski et al., 1969) se pueden

utilizar para el cálculo de velocidades de grupo y velocidades

de fase. La estructura Q de la corteza se puede deducir a partir

de las amplitudes de las ondas superficiales (Cheng y Mitchell,

1981). Pero estos métodos requieren el conocimiento previo del

mecanismo de la fuen te sísmica o la suposición de que sus efec­

tos son lo suficientemente pequeños como para ser ignorados.

Lo s métodos de dos estac iones no precisan de esta informa-
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ción, pero requieren, en cambio, dos estaciones sísmicas alinea­

das con el epicentro sismico sobre un mismo círculo máximo. Dos

estaciones se pueden usar para determinar el coeficiente de ate­

nuación entre estaciones.

Una deconvoluci6n por mínimos cuadrados o deconvolución Wie­

ner (Wiener, 1949; Treitel y Robinson, 1966; Peacock y Treitel,

1969) ha sido utilizada por Taylor y Toksoz (1982) sobre ondas su­

perficiales para obtener la respuesta impulso del medio entre es­

taciones. Recientemente, Hwang y Mitchell (1986) han llevado a ca­

bo un análisis de ondas superficiales mediante una nueva técnica

que combina el filtrado Wiener en el dominio frecuencia con las

técnicas de mejora de la relación señal/ruido, como son las que

sirven para identificar y separar los distintos trenes de ondas

que componen la señal, es decir, el filtrado en tiempo variable

(Cara, 1973) o el filtrado acoplado en fase (Herriny Gófórth,1977;

Goforth y Herrin, 1979). Este método da excelentes resultados en

cuanto a la determinación de velocidades de fase entre estaciones,

velocidades de grupo y coeficientes de atenuación. En realidad, es

una réplica del método utilizado por Taylor y Toksoz (1982), quie­

nes hacen uso del filtrado Wiener en el dominio tiempo.

Cierto que la deconvolución wiener no es capaz de remover con

eficiencia interferencias modales, cuando los modos superiores se

sobrepone~ al modo fundamental en las funciones de correlación

Precisamente, para paliar este efecto, se recurre al filtrado en

tiempo variable o al uso de filtros acoplados en fase, para ais­

lar un modo particular en cada una de las dos estaciones. Peroel

filtrado Wiener en el dominio frecuencia permite lograr una mayor

exactitud y estabilidad de los resultados al analizar datos con­

taminados por ruido.

En este artículo, nosotros empleamos esta técnica para estu­

diar el comportamiento del coeficiente de disipación específica de

un medio anelástico a partir del análisis de sismogramas sintéti­

cos correspondientes a ·o nda s sísmicas superficiales contaminadas

por ruido aleatorio.
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c(f)

2. METODO

H(f)

ln (IH(f)IVsen~2/sen.éll)

A
,(f)
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donde 6> 1 Y 1:::. 2 son las distancias epicentrales de las estac1.ones

1 y 2, respectivamente~

f(t 02- tal) + (l2l(f)± N)

donde b. es la distancia en km entre estaciones, tal y t a 2 los

tiempos origen de los ·sismogramas de partida, l2l(f) la fase de la

función de Green en ciclos y N un número entero a determinar.

Los ceoficientes de atenuación Y(f) característicos del me­

dio entre estaciones se calculan de acuerdo con la fórmula

f 6

Las velocidades de grupo, U(f), entre estaciones se calculan

aplicando la M F T a la función de Green. Las velocidades de fase,

c(f), se calculan a partir del espectro de fase de la función de

transferencia usando la fórmula

El filtrado Wiener en el dominio frecuencia se basa en el

cálculo de la función de correlación de los sismogramas regis­

trados en un par de estaciories y en el cálculo de la función de

autocorrelación de la señal registrada en la estación a la que

primero llega la energía sísmica. Ambas funciones se deben ven­

tanear por medio de sendas ventanas trapezoidales de distintas

longitudes. Estas longitudes se optimizan visualmente para con­

seguir la mayor reducción de ruido posible. Luego, las dos fun­

ciones de correlación ventaneadas se llevan al dominio frecuen­

cia por medio de la transformada de Fourier y así se obtienen los

correspondientes espectros suavizados. El filtrado considera la

función de Green en el dominio frecuencia, H(f), que es justamen­

te el cociente entre el espectro éuavizado de la función de corre­

lación G(f) y el espectro suavizado de la función de autocorre­

lación R(f):.



De acuerdo con Hwang y Mitchell (1986), el filtrado Wiener

en el dominio frecuencia es más efectivo que el filtrado Wiener

en el dominio tiempo, porque hace uso de una longitud de ventana

más pequeña, lo cual produce una función de Green entre estacio­

nes más suavizada. Esto conduce a una mayor exactitud y estabi­

lidad de los resultados al analizar datos contaminados por ruido.

La optimización del filtrado wiener en el dominio frecuen­

cia se consigue usando una ventana trapezoidal para ventanear la

función de correlación de las señales registradas en las dos es­

taciones y otra ventana similar de longitud menor para ventanear

la función de autocorrelación de la señal registrada en la prime­

ra estación. La ventaja de este método sobre la técnica de lara­

zón espectral es precisamente el ventaneo selectivo'que deja al

ruido fuera de la ventana.

3. SISMOGRAMAS SINTETICOS y PRIMEROS RESULTADOS

La generación de un sismograma sintético pasa por disponer

de un eSgectro de fase y de un eSgectro de amplitud determinados.

Así, mediante l~ transformada de Fourier inversa, es posiblecons­

truir una señal en el dominio tiempo. El espectro de fase se pue­

de calcular a partir de una curva de dispersión dada, por integra­

ción de los tiempos de grupo correspondientes. En cuanto al es­

pectro de amplitud, debe seleccionarse un espectro obtenido a par­

tir de un sismograma real, convenientemente suavizado, para así

reproducir un caso de interés. La figura 5 muestra la curva de

velocidades de grupo que nosotros hemos utilizado. Como espectro

de amplitud suavizado . hemos considerado el representado en la fi­

gura l. Con estos datos espectrales y de dispersión, el resultado

obtenido es un sismograma sintético (no · contaminado) como el re­

presentado en la figura 2.

A 9artir de aquí, la generación de sismogramas Rayleigh sin­

téticos réplicas de los que se registrarían en dos estaciones sís­

micas situadas sobre el mismo círculo máximo que pasa por el epi­

centro, a distancias epicentrales una doble que la otra, no es di­

fícil. La figura 3 muestra sismogramas Rayleigh sintéticos, a dis­

tancias de 733 .y 1466 km de la fuente sísmica, correspondientes al
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Figura 1. Espectro de ampl itud suavizado correspondiente
a Una onda Rayleigh observada, considerado para generar

un sismograma sintético .
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Figura 4. Funciones de correlación de las señal~s sintéticas
representadas en la fig . 3.
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Figura 3. Sismogramas «ayleigh sintéticos generados a partir de datos
de dispersión y espectrales reales , 'a distancias de 733 y 1466 km .de

la fuente sísmica.
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paso de una misma onda Rayleigh por dos estaciones sísmicas si­

guiendo en su propagación un arco de círculo máximo.

La deconvolución Wiener requiere el cálculo de la correla­

ción de ambas señales sintéticas y de la autocorrelación de la

señal primeramente registrada. Estas funciones están representa­

das en la figura 4.
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donde U(T) es la velocidad de grupo para el periodo T, que es un

dato inicial. El resultado puede verse en la figura 7.

Figura 5. Velocidades de fase por deconvolución Wiener en el dominio
frecuencia (linea a puntos). Velocidades de grupo Rayleigh utilizadas

para generar un sismograma sintético (linea contínua).

Aplicando la transformada de Fourier y pasando al dominio frecuen

cia, obtenemos los espectros suavizados de las funciones anterio­

res y por ende la función de Green. El método propuesto permite

calcular velocidades de fase y coeficientes de atenuación. Estos

resultados pueden verse en las figuras 5 y 6, respectivamente. El

factor de calidad Q del medio puede calcularse mediante la fórmu-

la

Como estamos manejando señales no contaminadas por ruido, el

ventaneo involucrado en el filtrado Wiener no produce ninguna me­

jora y no es necesario que sea riguroso. En cualquier caso se ha

utilizado una ventana Tukey modificada:



Figura 7 . Factor de calidad (sin ruido) .
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Figura O, Coeficientes de atenuación (~10-2) calculados por medio del
filtrado Wiener en el dominio frecuencia .
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Figura 8 . Sismogramas Rayleigh sintéticos contaminados por ruido de
alta frecuencia.
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El hecho de que el coeficiente de atenuación y el factor de

calidad de un medio exhiban siempre una mayor dispersión que la

velocidad de fase es debido al logaritmo que aparece en la expre­

sión de gamma.

La adición de ruido de alta frecuencia a los sismogramas sin­

téticos anteriores (figura 8) se traduce siempre en una mayorper­

turbación de la función de correlación. Pequeños errores debidos

a la contaminación aparecen en la velocidad de grupo, pero la ve­

locidad de fase es aun menos sensible al ruido que ésta. Elresul­

tado puede verse en la figura 9. Es obvio que la velocidad de fa­

se no se ve afectada por el ruido. En cambio, el coeficiente de

atenuación se muestra muy inestable frente al ruido aleatorio.

En lo que sigue nos ocuparemos solo de los parámetros que

definen la disipación específica (fricción interna) de un medio

anelástico.

4. DATOS CONTAMINADOS POR RUIDO ALEATORIO Y RESULTADOS

Se genera ruido mediante una distribución de números aleato­

rios que obedece a la función de probabilidad

{

1

P(x) =
O , en los demás casos

Esto significa que tales números, pertenecientes al intervalo (0,1),

tienen todos la misma probabilidad de ocurrencia. A estos números

se les resta 0.5 para tener una distribución de media cero. Des­

pués, los valores se rectifican adecuadamente con .el fin de con­

trolar el nivel de ruido. En la figura 10 está dibujado el espec­

tro de amplitud del ruido aleatorio generado (en db). Para tener

una idea del orden de magnitud del ruido conviene comparar su es­

pectro con el de la señal sintética no contaminada (figura 1).

Aproximadamente, el ruido aleatorio generado es más de dos órde­

nes de magnitud inferior en comparación con la señal.

La figura 11 muestra sismogramas Rayleigh sintéticos conta­

minados obtenidos por la adición de ruido aleatorio a los anterio­

res. Las funciones de correlación requeridas por el método pueden
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Figura 10. Espectro de ruido aleatorio .

Figura 11. Sismogramas sintéticos perturbados por la adición
de ruido aleatorio.

81

81

81

"
81

¡; .. ·W P
e

'"Ul 81
,

81
T

81
1... ... ... ,:L • ,... ....

TiDle' (. in)

ver se en la figura 12. Los resultados correspondientes al coefi­

ciente de atenuación y al factor de calidad , tras el filtrado

Wiener en el dominio frecuencia , s o n los que aparecen, respecti­

vamente , en las figuras 13 y 14 .
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Figura 12 . Funciones de correlación de la señales sintéticas representadas
en la fig. 11 .
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calculados por medio del filtrado Wiener en el dominio fre ­
cuencia .a partir de datos sintéticos sin ruido (linea contí-
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Figura 15. La misma descripción que en la fig. 13.

5. COMENTARIOS

De acuerdo con Hwang y Mitchell (1986), los coeficientes de

atenuación determinados por el filtrado Wiener en el dominio fre­

cuencia son más precisos y más estables que los deducidos median­

te la técnica de la razón espectral o el filtrado Wiener en el do­

minio tiempo. y esto es así porque el filtrado Wiener en el domi­

nio frecuencia se basa en una estimación más suavizada y másexac­

ta de la función respuesta del medio entre estaciones y por con­

siguiente es más capaz ' de reducir la contaminación por ruido.

Ahora bien, los resultados mostrados en las figuras 13 y 15

son bien elocuentes: el coeficiente de atenuación del medio exhi­

be una gran inestabilidad frente al ruido, siendo este efecto ne­

gativo muy evidente para los periodos cortos. En otras palabras:

la influencia del ruido sobre los parámetros que definen la disi­

pación específica o la fricción interna de un medio anelástico ,

pese al ventaneo selectivo que el filtrado Wiener en el dominio

Con mayor nivel de ruido se obtienen resultados similares.

La figura 15 es un fiel exponente de lo conseguido en este caso.



frecuencia introduce, es particularmente notable para las frecuen­

cias más altas y da lugar ' a una indeseable dispersión de la in­

formación.

Todo lo contrario sucede con los datos de dispersión propia­

mente dichos, como son las velocidades de grupo y las velocidades

de fase . Sin duda, las técnicas de mejora de la relación señal/

ruido contribuirán a paliar en cierta medida la inestabilidad de

y o de Q. En un próximo trabajo se revisará el problema conside­

rando varios tipos de ruido aleatorio, por ejemplo, ruido gaus­

siano, ruido de' Fermi, ' o ruido gamma.
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Our result h a s be en us ed to

operation of R(S) ca lled outer

I n t his n ot e we obtai n a c o m-

A par c i al descri ption of t he

pl et hysm was given b y P. Ho f fm an.

p l ete de s c r ipt i on of t hat op eration .

Th e set A of all A- op e r a t i on s ( n a t u r a l transforrnationsfrom

the under l ying set functor , from the category of A- r i n g s to the

category of sets, t o i t s e lf) i s a A- r ing ( s e e Knutson [ 3] , Ch. I)

The f r e e A- r i n g i n one generator, Z[u1,u2' . . . J wh e r e

Ak ( U1 ) = u k for k~ l, and t h e graded ring R(S )= lB R(L ) ( R(L)
- n~O n n

i s t h e representation ring of the s yrnmetr ic group of degree n )

are A- r i n g s isomorphic t o A ( s e e Atiyah and Tall [D. Hoffman [ 2 J

and Knutson [3]).
D. Knutson conjectures in [ 3 ] that t h e operation of R(S ).

called outer p Le t h ysm , which corresponds wi t h the composition o f

A can be described through a suitable wreath product.Hoffman [2 J

in pag o 28-29. proves that the behaviour of this operation, "v",

for elements b c R( Lk ) and a E R(L R,) is

b v a = G*[ (Tk ( a » ( TI * ( b » ]

where the grou~ homomorphisms

G : Lk<LR,> ~ LkR,
TI : Lk<LR,> ~ Lk

a re the inclusion and the projection, respctively. and the map

'k : R( LR, ) ~ R( Lk <LR, »

suggest t he " go od" definition of t he out er pl e thy sm i n the opera­

tor ri ng B(S ) = ~ B(E n ) .
n ~ O

Departamento de Mat e máticas . Facultad de Ci e ncias . Universidad

d e Zaragoza . 50009 ZARAGOZA (Spain) .

ACOMPLETE DESCRIPTION OF THE OUTER PlETHYSM IN R(S),

G. OCHOA



ó E. X • •• x E. -----7 Eka. 1.1 1. r
Proof: With the notations of Hoffman [2] we have to prove

l b 1(a1+ " .+ar) = le

being e the seeond member of the equality (1) .

First we will show that the following diagram eommutes for

every 1-ring K:

aets on actual representations by 1 (M) = M iIll . ~ . iIll M with the

obvious aetion of Ek<Ei > (see [2], pag .12, .. . ).

Our aim is to describe "b v a" when a=a1+ ... +a with a.
r J

in R( Ei' ) for j = 1, ... ,T. As far as we know, there is no deserip-

tion ofJ"b v a" in this case; of eourse, no problem arises by

eonsidering b, beeause the operation "v" is left additive. We

will use the definit ions and notations given in [2] pages 1-28 .

II

III
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o (r)

D ( r ) - (·z )=t illlD () iIll iIllD ()
( . n ) ( . n ) ( . n ) xl ... ( . n) X1.1' '"1,·oo,1.r' '"r 1.1' '"1 1.r' '"r r

where

Let b f. R( Ek), a j f. R( Ei j) fo.::. j = 1, ... ,:, r ',~ Then, one has
bv(a1+ ... +a )=L:(e )... [(iIll11.' (a .»(TI ó (b r ) ] (1)

r a. a." j j J a. a.
summation is over all r-parti tions a. = (i l' ... ,ir> of k;

eomposition:

Ei 1Gi 1>x ... xEi G i > -----7 E1.' n Xoo 'X E· n -----7
r r 1'"1 1. r'"r

-----7 Ei 1i 1+ ... +iri r
~li. (a.) :=Ti (al) iIll ... iIllTi (a) is an element of
J J J 1 r r

R(E i G i > x ... x Ei G i » .
1 1 r r

TIa. Ei 1<Ei 1> x .. . XEi r <Ei r > -----7 Ei 1x ... X Ei r

where the

e is thea.

.Theor em. -



L: <0' i <x. , a.>, ó"'( b»
a j j J J a
~ for the cross product
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z = t 0 Xl 0 ... 0Xr

I and II cornmute by i i i ) and i V), · respect i ve1 y , of the

def init i o n of ,-ring ( s e e pago 133 o f [2]) .

I t is eas y to check the cornmutat i v i t y o f II I.

Observe that e: i s the c omp osi t i on

O(r) f::, (r)
( i 1 ,R.1 ) , 0 . o , (ir, R. r ) i 1 R. 1 ,· 0. , ir R. r

Now, let K be a ,- ring and X an e lement o f K.

c - ,', ,',
,(X )= <,(X),c>=L: <, (X ),( e ).,. [(0 , ; ( a .» )(11 ó ( b » ]>

a a" j ~ j J a ex

for every t in K , x
J
' in R( ¿i . R. . ) with j = 1, ... , r and

J J

A similar description of the outer p lethysm was obtained

by t h e author in [4 Jforthe ring B(S )= Gl B( ¿ ) ,whe r e B( ¿ ) is
n~O n n

by Frobenius reciprocity
= L: <O(r ) f::, (r ) , ( x ) , [( 0 T; (a.» (11 ,', Ó,', ( b ) ) ] >

a j ~ j J a ex
- e.r - ,', ,',

= L: <u ~ . r I X ) , [(0 'i (a .» ( 11 Ó ( b i ) ] >
ex j j J aa

putting x j for the componentin K 0R ( ¿ R.j) of r t x )

TI
J
. : ¿ i . GR. . > ----7 ¿ i o ( j = 1 , .. o ,r )

J J J
." 1 r

ó ( b) = L: b 0 .. . s b
a y y y

= L: <II(~ i R. ( xl) 0 o.. 0 ~ i R. ( x » , L: ("lIl[Ti ( a . ) 11 ': (bj )] »
a l' 1 r' r r y j j J J y

r _ ,', j
=L:L: ( JI <~ i R. (x .), ' i ( a.)11 .( b »:

a y j=l j' j J j J J Y.

app l ying Propo (404 ) of [2J
r .

=L: L: ( JI <Ti <x, ,a . > ,bJ »
a y j=l j J J y

=L:L: <0' i <x. , a.> , 0b j> =
ay j j J J j Y

b y Frobenius reciprocit y and putting

=L: <'i <x 1, a 1> x . o. x 'i <x , a >, b >
al - - rrr

= <T k «x1 , a 1> + .. . + <x r , a r » , b >

= <' k « '( x ) , (a
1+.

oo+a
r»),

b > = ,b , ( a 1+ ' o o+ar) ( x ) .

So. the proof is finishedo
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Rev . Acad. Ci enci as Zaragoza , 42 (198 7)

I n ge nera l are i n i nsolate d ex -

The re a r e s e veral facto r s wh i ch cont r i bute to tafo -

Los alveolos y tafonis son formas cavernosas que se encuentran sobre vertientes

escarpadas. Se desarrollan sobre rocas granudas, tanto ígneas como sedimentarias. Son

cavidades casi hemisféricas y externamente tienen forma circular o elíptica. Tanto un~s

formas como las otras se han descrito en áreas diversas por gran número de autores

po s ed r-o c k s ,

La zona que hemos estud iado se encuentra localizada al sur de la provincia de

Zaragoza, en las proximidades de las poblaciones de Mezalocha y Villanueva de Huerva

que se sitúan a lo largo del cauce del río Huerva. Desde un punto de vista geológico el área

está enclavada dentro de la Depresión del Ebro cerca dé su contacto con la Cordillera

Ibérica (Fig. 1). Esta última se encuentra constituida en este sector por materiales

paleozoicos, mesozoicos y paleógenos, principalmente, mientras que la depresión está

rellenada por depósitos de edad neógena formados por alternancias de conglomerados y

areriiscas en las zonas marginales (Formación Longares de QUIRANTES, 1978) y hacia el

centro de la depresión disminuye el contenido en detríticos y aumenta el de materiales

evaporíticos (Formación Zaragoza de QUIRANTES,1978).

a n d i ts d i men s i on s a re v a ri ab l e .

n i ' s de vel o pme n t , the f ract ure s in t he s a n dstones , t he mo i s t u r e

i ns i de t he t afo ni, t heir ori e ntation wi th r es p e c t o t o t he s u n a n d

fi n a l ly t h e s alt c rysta l l i z a t ion .

M,A. SORIANO

We h a v e obse rv e d tafo ni 's f o r mat i o n in t he centr a l Ebr o Ba s in.

Th ey a re develope d o n t h e sl o pe s of t h e " f o rm a c i 6n Lon g a r e s " and

fac ie s We a l d s andstones . I ts e xte r na l shap e is ge ne ral ly e l l i ptic

CARACTERISTICAS DE LOS' RAFONIS y ALVEOLOS DESARROLLADOS AL SUR
DE ZARAGOZA,

De pa rt am~nt o d e Cie ncias d e l a Ti e rra. Fa c ult ad d e Ciencia s .

Ci u d a d Un i ve r s it a r i a . 50 00 9 ZA RAGOZA (Es paña) .
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Zaragoza.

10 km

Fig. 1.- Situación geográfico-geológica de la zona estudiada. 1. Mesozoico. 2. Mioceno
detrítico. 3. Mioceno yesífero. 4. Mioceno calcáreo. 5. Glacis pliocuaternarios. 6.
Terrazas cuaternarias. 7. Rellenos de valle de fondo plano (simplificado a partir de
Riba et al., 1970 a y b).
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2. CARACTERISTICAS GENERALES.

: . . . .:
..

' ..

o ' o ', . , ' . " , . " •

Fig. 2.- Perfil transversal del tafoni de
pared tipo Lisa de MARTINI
(1978).

misma.

Como indicamos en el apartado anterior, hemos estudiado con mayor detenimiento las

formas que se desarrollan en dos afloramientos próximos a Mezalocha. En ambos se han

medido las direcciones que tienen las aperturas de estas oquedades. Como vemos en la Fig.

3A las orientaciones obtenidas a partir de 60 medidas , dan un m áximo muy claro hacia el

SSE, mientras que en la Fig. 3B observamos mayor dispersión (los datos que se han

La forma externa de estos modelados es, en general, elíptica, aunque se han

observado , así mismo, algunos casi circulares. En muchos casos, la sección que presentan

tiene mayor dimensión en la base que en el techo de la oquedad, siendo muy semejantes al

tipo que MARTINI (1978) denomina "Lisa" (Fig. 2). En los demás que se han reconocido,

tanto la base como el techo tienen igual longitud. También hemos observado, mayor

profundidad en uno de los lados del tafoni. Es del mismo modo importante señalar que se

trata de formas activas hoy día. Este hecho viene corroborado por la presencia de detritus

en la base de la cavidad, apreciándose también descamaciones en las paredes y techo de la

Los alveolos y tafonis se desarrollan sobre la formación Longares y sobre las

areniscas mesozoicas en facies Weald de la Cordillera Ibérica, si bien, los mejor

desarrollados son los que se generan sobre la primera. Con el estudio de estos modelados

pretendemos determinar cuales son los principales factores que influyen en su génesis. Para

ello, se han analizado las dimensiones y características de estas dos formas básicamente en

dos estaciones situadas en las inmediaciones de Mezalocha, ambas sobre materiales de la

formación Longares . .

(CALKIN y CAILLEUX, 1962; DRAGOVICH,1969; COOKE y WARREN,1973;

MABBUTT,1977; MARTINI,1978; SMITH,1978 y MUSTOE,1982) . Dentro de la

Depresión del Ebro destacamos entre otros el estudio llevado a cabo por RODRIGUEZ y

NAVASCUES (1982) en las proximidades de Huesca.



126

10 %

B

10%

A

Fig. 3.- Diagramas de rosas de las orientaciones de las aperturas de los tafonis. A.- En la
estación 1. B. En la estación 2.
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CUADRO 1.- Distribución de alveolos y tafonis a partir de la longitud que presentan.

Como podemos ver en el Cuadro 1, hay mayor número de cavidades con mayores

dimensiones en el afloramiento A (pese a que el número total de las mismas es menor en

él), que en el B. Probablemente esto sea debido a la orientación más propicia que tienen los

alveolos y tafonis de la primera de las estaciones consideradas. Por otra parte, vemos que

un aumento o disminución de cada una de las dimensiones que hemos medido, lleva

asociado el incrementoo descenso, respectivamente, de las demás, como podemos ver en

10

40

15

4

NQ de oquedades del

afloramiento B

2

31

19

7

- 1

NQ de oquedades del

afloramiento A

Longitud < 10 cm

10-30 cm

30-50 cm

50-70 cm

>70cm

Además de las direcciones que tienen estas formas, también hemos medido las tres

dimensiones principales que presentan, longitud, altura y profundidad, así como la altitud

que tienen con respecto al suelo, estando comprendida ésta entre 1 y 2 m generalmente, a

excepción de los tafonis orientados al SW del afloramiento B, que se encuentran a menos

de 1 m de altitud. A partir de ellas, podemos ver que en ambos casos la longitud de estos

modelados, presenta un máximo importante en el intervalo comprendido entre 10 y 30 cm

mientras que son bastante esca~as las formas que sobrepasan los 50 cm. Por lo tanto, más

de la mitad de las oquedades estudiadas son alveolos atendiendo a la diferenciación que

efectúan muchos autores que han trabajado en este tema a partir del tamaño de las mismas.

tomado en este caso son 69), aunque de un modo general podemos considerar un máximo

hacia el SW .y otro hacia el E y ENE. En el caso del primer afloramiento; hay una clara

disposición de las aperturas de estos modelados hacia solana, lo cual en principio, como

veremos, tiende a favorecer su desarrollo. El segundo de ellos, es un afloramiento situado a

ambos lados de un pequeño barranco cuya dirección, en lineas generales en este tramo, es

de 140°; esto explica las diferencias tan fuertes que existen en los sentidos de apertura, ya

que dependen de que las depresiones se sitúen a uno u otro lado del valle. A pesar de ello

vemos que el mayor número de formas se generan hacia la dirección donde reciben un

máximo de insolación.

a



Fig . 4.- Relaciones lineales entre distintas dimensiones de los tafonis , L:Longitud.
A:Altura. P:Profundidad. El :Estación 1. E2: Estación 2. Las medidas están

expresadas en centímetros.
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la Fig4AyB.

3. DISCUSION.

En general, se considera que el fenómeno de alveolinización y tafonización , se

produce como consecuencia de una desagregación y descamación de la roca . Estos

procesos se inician a partir de zonas de debilidad bien sea textural o estructural de la roca

(DRAGOVICH, 1969), de ahí que los encontremos asociados a planos de estratificación

(horizontal o cruzada) y de diaclasas; también se desarrollan mejor sobre rocas granudas,

homogéneas y no muy cementadas (MAINGUET, 1972).

Las génesis que se han propuesto de estos modelados son muy variadas. En un

·principio, los mecanismos de los que se hablaba eran de meteorización física (chorros de

arena, gotas de lluvia, presión debida a la cristalización de sales, diferencias térmicas,

acción del viento y hielo-deshielo). Además de todos estos mecanismos hay que considerar

también reacciones químicas tales como hidrólisis, hidratación y difusión (MARTINI,

1978).

En el caso que nos ocupa vemos que la distribución morfoclimática de la Depresión

media del Ebro (RODRIGUEZ, 1982) asigna para esta zona una morfagénesis actual

semiárida que en los meses más cálidos incluso puede llegar a ser árida. Bajo este tipo de

clima y con la litología adecuada, los procesos que predominan son de meteorización

mecánica (humectación-secado y haloclastismo sobre todo) . Ambos provocan una

desagregación y descamación de la roca, hechos que favorecen la formación del tafoni

(EVANS, 1969-70).

La litología existente es un factor básico en la génesis del tafoni. Las areniscas que

encontramos en esta zona, no son excesivamente compactas. Los relieves estructurales que

generan tienen vertientes de elevada pendiente y sin apenas vegetación. Además presentan

zonas de debilidad (los propios planos de estratificación y los planos de fractura tales como

diaclasas) . Todo ello favorece la alteración inicial de la roca. Incluso en algunas de estas

oquedades se observan, como ya dijimos, diferencias importántes en su profundidad

causadas por el mayor avance del tafoni o alveolo a favor de las diaclasas.

Pensamos que a continuación hay factores decisivos que intervienen en la evolución

de estas oquedades. Uno de ellos es la mayor humedad que existe en el interior de estas
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formas (que en algunos casos proviene del ascenso capilar que tiene lugar en los periodos

más húmedos). El segundo viene determinado por ia orientación a solana, que provoca que

existan diferencias morfoc1imáticas entre la parte interior y exterior de los tafonis y

alveolos. La temperatura y humedad es más uniforme en el interior, donde se produce una

meteorización más intensa (MARTINI, 1978). Este hecho se confirma a partir de los

resultados de las mediciones que realizamos (Fig. 3). El tercero es el haloclastismo. En

efecto, la composición de la mayor part~ de las areniscas neógenas que están rellenando la

Depresión del Ebro es sódica, por lo tanto en periodos secos puede producirse facilmente la

recristalización de sales que habrian sido transportadas previamente disueltas en el agua en

las épocas más húmedas. Estacristalización se manifiesta por la presencia de eflorescencias

salinas en el interior de las cavidades. Finalmente, la evacuación del residuo que se produce

como consecuencia de la meteorización del tafoni y que se deposita en la base del mismo se

produce por el viento y el escurrimiento de agua, principalmente.
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However, an objective analysis oí the different works in such a zone indicates that ma

ny questions are not answered or are partially and differentially interpreted :

- Original materials which gave prigin to granulltes, eclogites, amphibolites, s7rpen~

tinites, etc.

- strat~graphy of the Complex with the location of the different rocks.

- I n t e n s i t y of metamorphism in their various stages , e tc.

In this paper we want to present various geó logical, petrological and geo ­

chemical data t.hat; appear to question t he petrogenetic t heo ries established

for t he Cabo Ortegal Complex, mai nly in relation to t he me t abas i c rocks (amphi­

boli t es , eclogites, serpent i nites, etc .) .

Many ultrabasic rocks defined as per idot i t es are i n fact va rious chlori­

tic-sepentinic ro cks associated , "in sorne cases, in co ncordance wit h rockS .of

indubi t abl e sedimentary origino

The geo logical association between ultrabasites .with rocks of pelitic and

carbonate nature together with new petrological data and various deductions

and considerations appear to point out a new petrogenetic model where t he host

sedimentary rocks played a great part in the· origin and diversification of the

different igneous-metamorphic facies at Cabe· Ortegal .

PETROLOGICAL AND GEOCHEMICAL CONSIDERATIONS ON THE CABO ORTEGAL
COMPLEX (NW SPAIN) .

(1) VOGEL , 19 67 ; MAASKANT , 19 7 0 ; ENGELS, 1972; OVERMEEREN VAN, 1 97 5 ; KEASBERRY et al. 19 76 ;
MEER VAN DER, 19 76 ; FERNANDEZ & MONTE5ERIN, 19 7 6 ; CAL5TEREN VAN , 1 9 77; FERNANDEZ & FER ­
NANDEZ , 1 97 7 ; ANTON IOZ & FERRAGNE, 1 978 ; MATTE , 19 68 ; TEX DEN, 19 81 a , b ; MEER VAN DER , e t
al. , 1 981; VOGEL et a l., 1 98 3 ; GRIFFITHS et a l ., 1985 , etc.

ders are formed by shales, phyllites and sehists that intercalate sorne levels of serpentini­

te-chloritites, marbles, quartzites and sarne granitoids .

Al l t h e a utho r s (l ) , who with different objetives have studied the Cabo Ortegal Complex ,

consider the basic- u ltrabasic rocks as oí a l loct honous character and mantlelic origin , which

during Hercynian 'times were affect~d by various met~morphism (Ml _4) a nd deformation (DI_S) ­

processes .

~he Cabo Ort,egal Complex i s formed by an igneous metamorphic series cous í s t í ng of

sehists , amphiboli tes, granulites, eclogites, serpentinites , calc-silicate rocks and va r i o u s

g ranitic rocks ; t h e latter lacated in the nucleous ef an anticlinorial structure, whose bor-

The whole Complex is affected by Hercynian metamorphic processes froro a low t o medium

degree and a l so by various i gn eo us-gra n i t i z a t i o n processes i nd u c e d by underlying granit ic

masses that, in such zone, hardiy outcrop .



In t hi s study we wis h to present new petro1ogica1 and geochernica1 data which,together

other pre viou s e nes frero geologic te geochemica l types,appear te po i nt out a new petrogeneti~

mode l , very different f r a ro those considered today.

PETROGRAPHIC FEATURES

The most abundant r oc ks in t he zo ne i n question (Fig. 1) correspond to "me t abas i c " r ock s

(VOGEL & WARNAARS , 1967 ; ENGELS, 1972 ; FERNANDEZ & MONTESERI N, 1976 ; FERNANDEZ & FERNANDEZ , ­

1977 , etc . ). Although these r o cks were named with different words, (a ccording te t heir geogr~

phical situation), t hey mai nly correspond te amphibolites, with a defined ·f o l i a t i o n and with

a parage nesis o f amphibol + clinopy r oxene + c l i nozoisite + garnet + p lagioc l a se, Ruti le and ­

sphene are s orne f r eq ue nt accesory mi ne raIs.

This l itho l ogic a l group 1s unclear , so in levels frero sorne centimetres te meters i n

ww/h , va rious rocks s uc h a s : granatites , ca1c-si1icate rocks , fe1dspar amphibo1ites , c1inopy­

r oxenites , etc. cou1d be associated 'among thern. A1so wi thin the arnphibo1ite group sorne rocks

with garne t + clinopyr oxene + amphibol (e c log i tes) appear with an irregular d istribut ion . The ­

s e r ocks also appear in contact with s chistose fo rmations and also i nt e r c a l a t ed wi t h i n the am

phibolites. According to their rate of recrystallization t hese material s ex hibit foliation or

no to

The second lithologic group , trough i t s importance corresponds to that defined as "para.2.

ne isse s of Chimparra a nd Cariño". These "paraderived rocks" are intercalated, with .a clear

concordance, within the previous and the mos t important formation constituted byamphibolites ,

ec logite s , and serpentinites (the "ultrabas i c groupll).

This lithologic gr oup ou tcrop i n t wo bands l oca t ed to the East and West of Cabo Or tegal

in approxirnate ly North- Sou th di rection ; The materials o f t h i s group outcr op i n l evels frorn

c ent i me t r i cal to metrical s cale within the serpentinites , arnphibolites and granulites -eclogi ­

t es. I n t he s ch i s t o s ed paragneisses the presence i s also frequent oí t hin intercalations oí ­

amph i bolites , g ranu l i tes , etc.

These schistosed paragneisses are formed by quartz, plagioclase, garnet, bioti te , musc~

vite ~ staurolite and sometimes disthene and ·sillimanite . The K-feldspar only appear near or

in contact with granitic rocks. We therefore fail to unde rstand the cause as these rocks are

de fi ned a s gne i sses; " plagioclase-s chi s t s " co uld be a more fitt i ng name . I n sorne po ints aod ­

ne a r granitic ropks (Regoa) there ex i st l i t-p a r-l i t K-feldspars concordant wi th the schistosi

ty of the ho st rocks ("pl ag i oc l a s e - s ch i s t ") .

The third l ithologic group , by i t s extension, corresponds to chose so called "peridoti ­

t e s" of Cabo Or t egal . This .í.s , i n f a ct, formed by various serpentinites and ch l o r itit e s , ma i E!,

l y l ocated i n three outcrops . Limo, Herbeira and Uzal (Fig . 1) . Very similar r ocks a lso appear

i nter c a lated with in othe r formations, as oc curs in the shale-schi s tose formation whi c h sor ­

r eunds the ultrabasic serpentinic-chlorititic greup ("pe r i do t i t e s " ) .

The s e ul t r abasic r ocks in sorne p1aces (Herbeira) exhibi t a we11 defi ned stratificacion ;

ca l c - s i l i c a t e r oc ks a nd various schist s are f r eq ue ntly found wi thin t h em. In sorne po i n t s and

associated to " c a r bo na t e" rocks sorne fossilized res ts can be ob served .

The ul t rabasic l i t ho 1ogic group is mainly fo rmed by various serpent i nites a nd chlo r iti

t e s wi t h more or 1e s s o l i v ine + c l i no pyroxene 2: amphibo l .:!:.. spi ne1 .:. car bona t e s .:. tale .' The ­

percentages o f t hese subordinate mi ne ral s a re variable . In many points the associat i on ch lo­

rite-serpentine alrnos t form 100% of t h e rock . In many cases the abundance of ch10ritic rnine -
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ra1s appears to be re1ated to rny10nitized zones .

Within the Complex and i n t he so rrounding shaly zone there ex ist sorne g rani t ic r ocks

wh i ch ou t c r op in s mal! d ispers ive masses. These , according to t he zone , can respond to various

aplites , pegmatites , granodiorit e s , adamelli t es a nd a lkaline grani tes , either i n t he f o r m of

dykes or in smal l stocks wi t h e l ongated and oval forms . Because c f i t s small s ize t he carto­

graphy cf these massesi s very d i f f icu l t . These g r anitic r ock s , whi ch we in t e r pre t as belon­

ging , in v a r iou s petrogr a p hi c types, t o e ne same und e rlying g rani tic uni t y, have been i nter ­

preted by many aut ho rs as rocks o r iginated by an a texis of a host pelitic s eries. We t here f o­

re find s trange t he names appl ied by those authors fo r t he s e "granitic" rocks. So when they

outcrop within s hales - phyllites t hey a r e named kera t ophyre s or rhyol i t es, but when they out­

cr op wi thin schist o r a mphibolites t hey a re named t wo mica-granites .

These gr a ni t i c ' r ocks al s o outcro p i n a N- S l o ng and a wide ba nd a t the west ef the Com-

plex , apparen t ly wi t h a syntec t enic character in centact with the r e g i o na l shales . curious ly

it is close to the co ntac ts whe r e t he porphy r ob l astic f acie s (e .C] . 1101los de sapo ") are more

f~equent. The s e porphyroblastic rocks a r e i nterpr eted by ourse lves as a r e sul t o f metasomatic

gr a ni t ization processes induced by t he u~derlying granitic masses in a dynamic e nvirenment

(SANCHEZ CELA & APARIC IO , 1 98 2 ) .

The s e granites are formed by quartz, microcline , plag ioclase , muscevite, b ioti te . Apat~

te , z i rcon and opaques are sorne f reque nt accesory mi nerals . Garnet can a lso be found; These ­

granltes ln t he Beroa zo ne contal n sorne e nc lave s of sch ists similar t o t h e regional host es­

chistose rocks. I n t he conta c t s wi th the grani tes t he s e schist exhibit treq ue nt lit-pa r - 1 i t

structures whi ch can e a si1y be interpre ted as s i 1ica-fe1dspathizat ion p rocesses i ndu ced by

the granitic rocks.

Final1y and s u r ro und ing the Comp1e x ab und a nt 1u ti t i c mater ial s appear ge ne ra l 1y in l ow

metamo rphic degrees (ph y l1ites) with a very uniform cornpos i t i o n . With in t h is rno notono us se -

ries there exist sorne intercalations of amphibo1ites, serpe nt i n i t e s , marbles an d q ua r tzites .

The illitic-muscovitic mi ne r a ls are t he most abun dant compo ne nt s j quart z, ch1 0rite and some ­

t imes Na-plagioclases are subordinate mineral s . These " l utit ic " material s close t o t he ccm­

plex s ometimes contain s orne sma1l cy sta1s of ch1oritoid.

GEOCHEMISTRY

With the object o f trying t e fi nd sorne pet r ogenet ic relationship between t he differe nt

l itho1ogic formations at Cabo Ortega1 42 chemic a l analy~ i s (maj o r an d mi na r e l ement s) were ­

realized. From these 4 correspond t o grani t esi 7 t e serpent ini t e s - ch le r itites ; 13 t o s ch ist s;

7 te granulites- eclogite s, and 11 te amphibolites (Tab le 1 ) .

In the SiS0
2
-oxides d i ag r am interesting 'cemposition al relations can be ob s erved (Fig. 2).

With r elation to A1
2

0
3

a nd P 20 S t he arnphibo1itic and granu1itic rocks exh i bit ox ide per centa­

ges ve ry similar t o the s ch ist and granite ones .

MnO , Ti0
2

, CaO , FeO, Fe
203

show a gradual growth from schist -granites to amph ibclites ­

gr anul i t es-e c l og i tes. K
20

, on t he contrary, shows an i nverse behaviour, whe reas Na
20

is high

in amphibol ites due t o the abundant presence of plagioclases and amph iboles in such rocks. ­

Chlori ti tes-serpentinites exhibit l ow percentages i n many chernical e lements wi th the excep-

tion of MgO, Fe 20
3

a nd MnO whi ch a r e high a 1t ho ug h sorne amph ibo1ites a re p10tted in the sa- .

me cherni cal f i e l d .
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As a s ynthesis i t can be said tha t the ch em~ca l differences between the various rocks

are not a s i mportant in the way t hat they s hou1d be if they correspond to s uch diff~:Jnt t y­

pes as s ch i s ts , chloritites-serpentinites, etc .

The same o c curs i n t he Si O:? - mi nor e l e me nt d iag rams (F i g . 3 ) t hat show llenc r e a s i ng in Rb ,

Ba, Y, Zn ( this l a t t e r partially) an d a dec r e a se in Zr, Ce, La . Ot he r elements s uch as Sr and

Cu do not e xhibi t any. va r iation from s ch i s t s-g r anit e s to ch l a riti te s . Thes e l a t t e r rocks exh i

bit h i gher content s in Ni due ta t heir h igher Mg c onten t o The res t o f the e leme nt s man i fe s t a

normal beh av iour i n relati on to t he o t her l i thologic types . So these rocK s s how similar c a n ­

tent s in Zr, CU a nd Y to t he s chist - g r an i t i c ~ype s . On t he contrary t he Sr, Ce and Zn contents

are ve ry c l o s e t o the amphibol ite -granulite on es. There exi s ts a high cor r el ation between Rb­

K20 , Ba-Si02, Ni -Mg and La -Ba.

On the assumption that a l l the se r ock s a r e magmatic fro m Mant l e pro venance later dif f e ­

rent iated , metamor~hized and t e c t o n i zed, severa l g eologists h ave built C!PW norms in a r de r t o

f ind geo ch emical relation ships (VOGEL et al . •, 198 3, ARPS et al., 197 7, etc.) (Ta b1e 2) . It can

be seen how the amphibolites show large va r i a t i o ns in "quartz" anq. "anorthite ll that are a con ­

s e que nc e o f t he i r wide co~positional variation . Frem 11 a na l y s is on ly 4 have normative olivine

and 2 no rmati ve neph e1ine . The s ame occur s wi th the g r anu1ites-ec1ogites, 2 show quartz and

o livi ne normat ivesj neve r the l e s s t hese che mica l featur e s ar e only a consequence of the diffe ­

re nt minera l percen tage s in the r o c ks an d no t by t he l a c k o f c ry stallizati on of sorne of them .

In the ch lorit i tes-se rp e nt ini te s their cont e nts in normat ive cor undum in surprisingly

simi l ar to the granitic and schi s t os e rocks .

Therefore t he ch e mi c a l data ap p e a r t o indicate mor e the e x i s t e nc e of a c e r t a i n genetic

correlation among t he d iffe rent lithologic g roup s than a " bzeakLnq" , as it woul d be if t he s e

roc ks were s o di f ferent i n the i r o rigins. So rock s of indub i table crustal o r ig in (e. g . schist)

s how a certai n chemica1 ove r1a pp ing wi th r ocks considered to be from the Ma nt 1e provenance by

a1 most all geo 1og i s ts (e .g . me t a ba s i t e s) .

CHEMI CAL MINERALOGY

The ma i n mi ner a l s a nd the more coromon in amphibolites (granulites-ec log ites), schists,

grani t ic r ocks a nd ch lorit i t e s - serpent ini tes we r e analyzed : g arnets , amphibol e s, pyroxenes ,

o l ivi nes , chlo rites, serpe ntine s a nd mi cas .

-~. These are very .frequ ent in all the lithologic groups, they a re o nl y lac ki ng

i n chlorit ites-serpentinites.

I n t he s chist s t he ga r ne ts are of a 1mandine t ype (AlmS6_8 S ' PY3-15 ' Grossl _34; ESPl_21)"

In amph i bo l i t e s they a re a l so of a l ma nd i ne type (A1m52_
E4

, PY
8-17,

Gr o s s
22

_
29

, ESPl _2 1 '

equal ly it occurs i n granul i tes-eclogi tes (A1m50~ 5 7' PY17- 21' Gross
24

_2S' ESPl _13) and gran~

t i c r ocks (Alm61_73, PY3-6' Gro s sl_ 29 , ESP1_~1 ) with compo s i t ions that are overlapped among

t hem.

The ch emica1 fea ture s a re shown i n the A1-Gross -Py t r iang 1e (Fi g . 4) , where the compo­

sitional field of the granites-schists is wide and overlaps t he a mphibo lites one. In this

t riangle t he ga r nets a re p lot t ed i n the ec10g ite C fi e1 d (COLEMÁN et a l ., 1965) .

There exists a relationship be tw e en the CaO contents ~n the garnets and those of the

whole r o c ks . Th i s app~ars t o indica t e t hat t he o r ig ina l compos i tion of t he rocks in the main

factor i n the compos ition o f the garnet s during t he metamo rphic p roc esses .
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I n thi s way it is s urprising that very different rocks such as s chist-granites and "ul­

t rabasites ll contain very similar garnets, it i s t o say almandine-grossu larite garnets .

- Py roxe nes. These minerals in amphibolites , g ranulites , ec logites and chla r i t i t é s - s e r­

pe nt inites we r e a nalyze d . According t o t h e Ca-Mg -Fe triangle t he pyroxenes can be c l a s s i f i e d

a s diops ide-salite types, althaugh there a lso exist, to a les ser degree , endiopside , augite

an d orthopyroxene. Ne ver the less the wide co mpositiona l distribution does not f it the d iffe ­

rent l i thologic def i ne d g roups. So pyroxenes in chloritites-serpentinites , i n SOrne c a s e s , ­

are plotted as enstat1te, and l n others as endlops ide a nd diop s i de . py r o x e ne s of amphibol i- .

tes, granul ites an d e c logites are p lot ted in the s ame p11ces as the ch 1oritites -serpentini ­

t es ones ( Fig . 5 ) .

The jadeite c ontents of py rox e nes are a1so very va r iable an d th ey do no t dep e nd on t he

rock t ype . So pyroxenes o f amphibol ites and chlo ritites-s erpentinite s may o r may o not c onta in

this component (from 22 to 91\) . In granulites ~nd eclog i tes t he jadeite component can vary

f rom 76 to 91\; i n amphibol ites from 22- 78\ ; an d in chloritites-s e r pentinites the analyzed ­

pyroxene contains 26\ of jadeite .

- Amphiboles . These rninerals, of c ourse, are abundan t in amphibol ites; in lesser quant~

ties they also are frequent i n granulites-eclogites .

Ac c o r d i ng to Hawthorne's ( 19B 3) classification, Ca-amphibol es are main ly pargas i tes or

pargasitic hornblendes . In sorne calc-silicate rocks e x i s t arthoamph iboles o f a nthophyl l i t i c

types .

In general there exists a l ineal whole r oc k-amphi bol corre l a tion . So an incr ease o f Mg

i n amphiboles ls paraller t o a n increase o f Mg i n who1 e r a c k .

- Olivine s . These mi ne rals are only present i n the ultraba~ic rocks ( s erpentini te s -ch l~

ritites ) . Their co mpos i t i on is very constant (Fo
SS

_90l . I t i s to say thay a r e a lmos t forste ­

rites.

- Biotites . These were analyzed in those rocks where they are more abundant : granites

and s orne schists . They exh ibit a uniform composi tion. So in the Al -K-(Fe+M g+Mn) and Mg _ (A16+

+Ti ) - (Fe +Mg ) triangle s they are plotted in a smal l fiel d (Fi g . 6 ) .

• - Chlorites . These mi nerals are very abundant in "ultr a ba s i c" r ocks (chlor i tit es-ser ­

pentinites). They are a lway s rich in Mg con tent s with variable a nd l e s s c on ten t s o f FeO (Co ­

rundumphyllite t ypes).

- Serpentinites . These mi nera l s are curiously less a bundant than the chloritic ones i n

the rocks defined by geologists as ultrabasites or peridotites, wh i ch are in fact chlorititic­

serpentinic r o c ks. All these serp e nt i nes show high FeO c ontents.

- Feldspars . Sorne plagioclase s fro m granitic, schisto s e an d amph i bo l i t i c rocks were an~

lyzed. They show general l~ low An c o nte nts : Anl _
S3

i n amph ibo l ites; An
1 1

_
1 S

i n g~anites , and

An
S

_7 in schist

The K- f e l d s pa r in granitic ro c k s and so rne s c h ists c o r r e s po nds t o a microc l ine with

0 ....90.

METAMORPHI 5M.

The references of the different authors general ly indicate the existence of 4 me t amo r ­

ph ic s tages (M1-M4l and 5 fo ld ones (Fl-FS). (e .g. VOGEL, 1967; VOGEL et a l ., 1983) . The MI
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196 5 ) .

within ultra ba s ite s a nd that curiously they strongly exhibit no retrometamorphic processes .

The pyroxene-amphibol pair (PERCHUK, 1977 ; PERCHUK et a l . , 1981 ) t he ga rnet - a mph i bol -

1 977; PLYUSNI -pai r (PERCHUK, 1970 , 1971 ) , and the plagio~lase-amphibol pair (PERCHUK,

NA, 1 98 2 ) fo r amphibolites , granulites -eclogites , were used .

Th e exi stence of "relict" mi ne r a l s attribute d by various a u tho r s as from t h e "ka t a zo ­

nal erigin" could not be s tated by me a n s of c h e mi c al c r i teria , a l theugh the analys is carri e d

out on v a r i ous crystals of g arnets and py rexenes , that appear t o exhibit s o rne IOrel i ct f e atu -

On the ether hand a nd a t mineral scale the gar ne t - py rox e n e pairs of t he metabasites in

dicate very c lase forrnation-conditiens fer all the s e re c ks (Fig . 7) ( s e e COLEMAN et a l. ,

I n general terms it can be said ·t h at the metamorphic cend itions for schists, ~mphibol~

tes , g r anulites , eclogites and c h l o r i tites-serpentinites ( "me t ab a s i tes ") are very s imilar t o

t he medium degree metamerphic ones .

In sch ists the data of PERCHUK (1977) , PERCHUK et al. (198 1) , and WELLS & RICHARDSON

(19 79) were u s e d, a nd for amphiboli tes the BROWN (1 977) data.
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In order to establish P-T metamorphic conditions sever a l geothermomet ers we re used ,

mainly the biotite-garnet p a i r (P ERCHUK, 1 97 7, PERCHUK e t a l . , 1981; FERRY & S PAR , 19 78 ; GOLD

HAN & ALBEE, 1977) for pelitic rocks.

From a n objetive view we can conside r at Cabo Ort~gal the e x i s t ence of a wide z ó ne af­

f ec t ed by a metamorphism i n gree~schist s facies t hat corresponds to the s urroundi ng phy I Ii ­

t e - shaly are a . The s e materials g radua I I y tra nsit towards an amph ibol i t i c facies froro a l o w

t o mediurn degree a t the same nuc leous as Cabo Or tegal.

This petrostructural interpretation however originates many problems, mainly if we t a ­

ke i n t o account t h e ex istence of pe litic p a r agenes i s i nterc alate, generally in concordan c e ,

P-T conditiens appear mor e to cerrespond t e amphibo~i te f ac ies t han te t h e eclogite o ne , a s

inte rpreted by sorne au t ho r s .

So the M
1

metamor phic conditions e s t ab l i s h e d by s orne authors (VOGEL , 1967 ; VOGEL et al .,

1983 , e t c. ) evolutioned from 9 0 0-600 Qc and 14 -1 9 Kb , t hrough 75 0 -70 0 Qc and 6-10 Kb , t O 10 -
I

wer temperatures (according to r 0
18

) as 500Q C (VOGEL & GARLI CK, 1970, ADDY & GARLIC K, 19 7 4 ).

These latter data are s i milar to those of XUIJPER (1979) (600 QC and 10-1 1 Kb) . Th e s e latter

Within t h e Cabo Ortegal Complex the "p e I i tic" paragenesis with quartz + p lagiocl a s e +

+ biotite + muscovite + garnet ~ sillimanite + disthene + staurolite i ndic a t e medium degree

metamorphic conditiens . Owi ng te t his paragenesi s , which it wou ld appears in g r adua l f orro in­

tercalated within t he u l t r ab asit e s , appear t e ind i c a te t hat bo t h rocks , p e l l i t ic and ultraba

s i t e s , have also be en affectéd by similar me t ame r ph i c process e s .

Many geo logists ded uc ed t hose structural and me t amo rphi c stag es i n bas is te mi neralog!

c al s t ud i e s and considera t ions stablished o n metamorph i zed u l t r aba s i t e s . So va r i ou s retrome­

t amorphic processes are cited, e .g. destabilization of pyroxenes (omph a c i t e) and f ormation ­

of amphiboles .

This impor tant observation, i n our apinion , appears to be in clear opposi tion to the exis ­

t ence of retrometamorphic phenomena that almost a ll ~eologi sts deduce i n the metabasites:

e clogites, granulites , amphibol ites an d c h l o r i ti t e s -se r p e n t inite s.

metamorphic stage corres ponds to t h e eclogite-granulite f acies. The M
2

is of g ra nu l i t i c t y p e.

Th e M
3

o f am~hibolitic type; and the M
4

wo u ld cor respond to the greeschist facies .



r es " , do not show that cha r acter . On t he contrary they s how a che rnical i de nti t y wi th t he other

mi ne raI s . On t he ot he r hand the composition of so rne mineraIs , s uch as olivines , i 5 very simi­

l a r te o l i v ines o riginated by c ontac t - me tam o r ph i sm (metasoma t ism) of carbonat e r o c ks . This

or i g i n can a 150 expIain t he f o rmatio n o f amph ibol mi neraIs wi th pargas i t i c c ompos itions , it

15 t o s ay t h at a1 1 of them we r e origi nated by transformation o f c arbonate - s edimentary ro c ks

i n a sui t ab l e chemical a nd physica l env ironmen t whos e mai n cause mu s t be f o u nd i n t h e under­

1y1ng g r anitic masses e x i s t e nt at Cabo Ortegal .

I n th i s way the so cal led "rel i c t textures " co u ld, on t he contrary , co r r e s pon d to "g r owt h

text ure s" of pyroxene s , amphiboles , etc . , in a me d i um dec;:r r e e rnetamorphic e nv i ronmen t where

hi gh rnetam orphic conditions were never r ea ched (s ee SANCHEZ CELA & APARIC IO , 1982) .

The main stag e cou ld corre s po nd t o t ha t defi ned , by sorne author s , a s M
3

. I t i 5 evident

that the 5haly me t a mo r ph i c zo ne (Ord ovi c i a n- Si l u r i an) , t hat s u r r o unds the Cabo Ortegal Com­

plex , indicat~s g reenschist rne t amo rph i c c onditions (pa r agene s i s wi t h quartz + plagioclase +

+ muscovit e ~ chlo r i t e ~ c hlorito i d ) . The s e petrographic facies a r e i nterpreted by various

authors as ret r ome t amorphi c one s a nd originated during the M
4

stage. In basis to t he trans ­

tiona l cha ra c t e r s (structural, petrog r aphic, e t c. ) that are evident f ro m t h ese surrounding

sha I e s · to the s c h i s t s we prefer to inc lude both mater ia l s , shales and schist s , a s belonging

to one same metamorphi~ c ycle a nd bo t h synchronically develope d in t wo differe nt g e og raph i ­

cal zo ne s .

~REMETAMORPHIC ORIGINAL ROCKS ANO SOME PETROGENETIC CONSIOERATI ONS .

The geolog i c a l , petrographic and geochemica l data o n the "me t ab a s i t e s " a t Cabo Ortega l

Comple x (a mphibol i tes, g r anul i t es, eclogites and c h l o r i t i t e 5 - s e rp e nt i n i t e s ) indicate that

they a 11 belong t o on e s ame pe tro g en etic uni t y who s e po lypha s i c character i 5 c Ios e ly related

wi th pro c e sses t ha t t ook place i n t h e Upper Co nt i ne nt a l ~ru5t.

In o ur opinion the o r i g i n of t h ese metabasites appe a r t o be mo r e as a c onsequence o f

t he assum~tion of t ha t bas i c-ul t rabasic r oc ks a r e frorn Mantle provena nce independently if

many g eologi c a l a nd petrologic a l da t a question t hat origin o

There exist abundant da ta t h a t i nd i c a t e s that al l the l i t hologic al group s at Cabo ort~

gal h ad a pa r t i al sediment ary o rigin : a ) pe litic ~nd ca rbo na t i c r ocks, sometimes fossilife ­

rous, t hat a l ternate o r intercal ate wi t h i n amph i bolites a nd chlo ritites-serpentines; b) p r e ­

s e nce of foliation , s ch istosity and stratification in t h e me t abas i t e s (amph ibo I i t e s , ch lori ­

tit e s -serpen t i nite s , etc. ) , e t c .

The geoch r ono logical data (WAN CARLSTEREN e t a l . , 1979) t oge ther with strati graphic

cons ider ations appea r to p l a ce t he Cabo Ortega l Complex a nd the s u r round i ng materiaIs mainIy

in t he Lo we r-Paleozo ic . Ge nerally the sur r o und i ng mater i als are assigned to Ordovi cian -Silu­

rian (VAN DER MEER, 19 75) . As i n ma~y p laces there ex i sts a gradual t r a ns i t i o n towards t he

materi a ls of the nuc Ieous . In t hi s way it is not absurd t o suppose t ha t these latter ma t e ­

rials could co r r e spond to Cambr ian as sorne geo l og i ca l data appears to indicate (VAN CARLSTE­

REN , 1977).

It wou l d be int e r es t ing t he refore t o t ry t o correlate t he rnat erial s at Cabo Or t ega1

wi t h o thers o f ' the Ibe r i an Massif. In nearby zones , East Galic i a and Astur ias , t here exist

thic k an d monotonous series of Cambrian material s tha t by their petrological f eature s cou l d

be conside red the predec essors o f t he igneous - metamorphic o nes at Ca bo Ortegal . So i n As t u­

r i a s ( ZAMARREÑO, 19 83 ) there exist t h i c k Cambr ian str ati g r ap hic sequenc e s whe re t he I ut i t c

ma t e r i a l s are dominant (v a r i ous phy llites and schi 5 tS ) , but i n l owe r - l e ve ls c a r bonate ma te -

137



rials a r e f r equen t: limes t ones , do lomi t es a nd sometimes mag ne s i t e s , in many cases t ransformed

o r alternating wi th ma rbl e s, calc-silicate rocks and also some "ba sic-ultrabasic' rocks very 51

mi1ar t o the ch1oritites-s erpentinites at Cabo Ortega1 .

These sed imentary matetials or other very s imi lar o nes were present a t Cabo ort e gal be ­

fare the va r ious s tructural, metamorphic and mainly grani tization processes t ook place. The ­

result wa s the formation of a petrological polyphasic petrostructura l unity nowadays f o rme d

by va r i o us schists , amphibolites , granulites , ec logites and chlorites-serpentinites with scar

c e outcrops o í granites o r o t he r rocks s uch as rhyolites, keratophyres, porphyries, e tc . a l l

of which we interpretet as differentia l and superficial manifestations of un der lying granitic

masses, princ ipal cause of the various structura l and petrologica l processes t ha t t oo, p lace ,

i n a wide geol ogical cycle, at Cabo Ortega l zone .
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TABLE 1

Chemica l compcs ition of schists (Analyst M. Valle jo ; CSrC )

S amp lc 18 66 18 6 9 18 72 18 8 9 189~ 1894 1899 ....!.2..Q.2... 1 0 1O 1'1.1 3

Si02 5 4 . 50 75 .90 62 . 10 74.00 75. 70 72 . 9 0 66 .30 78.20 78 .45 13 . 0 4
Ti0 2 1 . 0 9 0 . 46 0 . 7 ' 0 .55 0.10 0.65 0 .56 0.30 0 . 34 o. 2 3
A1203 1 7 . 6 8 1 1 . 2 2 17 . 43 13. ~ 1 12 .92 13 .59 16.77 10 .86 1 1 . ~9 1·1 .64
Fe 203 3 . 18 2. 7 5 4. 12 0 .58 0. 10 0 . 17 3 .07 0 .4 1 0 .17 (l . 16
Fe O 7. 38 1. 61 1 . 17 3. 21 0 .4 8 3 .53 1. 4 8 1 . 92 1 . 90 0 .3 1
NnO 0 .2 0 0. 0 9 0.13 0 . 10 0.0 1 0. 11 0.0 5 0 .05 0.04 0.0 1
NgO 4 .72 0 .73 2. 5 7 1 . 8 2 0.26 1.95 1 . 8 3 1 .07 1.02 0.36
CaO 4 .79 1 .78 0 . 57 1 .83 0 .2 7 1. : 6 0.24 1 .07 1.28 O . 4 6 '
Na20 1. 89 0.32 2 .07 2 . 3 6 1 .95 2 .08 0 .40 ~ .64 2 .70 4.42
K20 1 . 31 2.46 2 .94 1.73 6.31 2 .24 2 .1 1 1 . 16 1 . 4 3 4 .34
P205 0 .13 0 .13 0 .12 0 .18 O. O1 0 .09 0 . 15 0.10 0.13 0.15
C0 2
H20 3 . 07 2 .3 0 5 .8 3 0 . 14 1 . 67 1. 0 6 6 . 68 1. 9 9 1 . 10 1. 5 0

- --
TOTAL 99 . 9 4 99 . 7 5 99 . 76 99.7 1 99.78 99 .83 99 .64 99 .77 99.85 99.62

Rb 50 102 1 56 103 1 5 3 104 124 89 99 200
Ba 81 5 931 788 86 3 10 72 10 71 7 32 6 0 7 10 5 6 376
Pb 1 13 17 33 10 1 1 18 13 43
Sr 18 5 53 8 7 255 19 4 2 07 4 4 18 9 2 95 164
La 79 69 93 65 19 6 6 77 6 1 43 1
Ce 92 90 8 5 8 2 6 5 80 82 7 5 7 6 56
Y 2 4 5 0 3 7 32 4 2 32 3 5 26 34 42
Th 9 2 1 14 26
Zn 70 59 76 60 27 3'1 68 3 5 43 39
Cu 14 13 1 3 13 1 5 12 16 13 13 12
Ni 36 37 4 0 13 9 12 12 12 10 7
Ga 6 16 13 13 23 16 19 20 1 9 23
Zr 3 26 1 9 7 150 215 125 138 256 1 60
Nb 4 1 6 1 5 15 48 66
V 2 71 54 317 3 4 0 16 8 268 107 97

Q 17 . 24 60 .0 5 34.10 45 .39 38 .98 43 .96 5 3 . 0 8 5 3 . 5 3 52 .07 29.59
Or 7 .74 14.5 4 17 . 37 10 .22 37 .29 13 .24 12 . 47 6 .85 8 .45 25 .65
Ab 16 .00 2.71 17.5 2 1 9 . 98 16 .51 17 . 6 1 3 .39 22 .35 2 2 . 8 5 37.4 1
An 2 2 . 9 1 7 .9 8 2 .0 4 7 . 90 1. 2 7 . 6 . 6 6 0 .2 1 4 .66 5 .5 0 1 . 30
Ne
e 4. 7 6 5 .1 1 10.09 4 .55 2. 42 5. 30 13 .75 3.56 3 .28 2.19
En 1 1 .75 1 . 8 2 6.40 4 .53 0 .65 4.86 4 . 56 2 .66 2 .54 0 .90
F s 9 . 50 0 .09 4 .59 0 .65 5 .47 2 .78 2 .86 0 .08
¡·lt 4 .6 1 3 .99 2 . 14 0 .84 0 .14 0 .25 3 .31 0 .59 0 .25 0.23
Hm 2 .6 5 0.79
11m 2 .0 7 0 . 8 7 1 . 35 1 . 0 4 0.1 9 1 . 2 3 1.0 6 0.5 7 0 .65 0.4 4
Ap 0. 30 0 . 30 0. 2 8 0.42 0. 0 2 0 .21 0.35 0 .23 0.30 0.35
1. D. 40.98 77 . 29 68.99 7 5 .59 92 .77 74 .80 68 .93 a2 .73 83.38 92.6 5
.,.-¡j"66) Schis t . Loe . Pasada dos :·Iestas.
186 9) Schi s t. Nei zo s o .
1872) Schi s t. Neizoso .
1889) Schist CJ n e ísico . Uza l .
1892 ) Schist gne ís i co . Hald e.
1894 ) Schist. Coto d e Po u la .
1899) ..

Sc hist . Noguei r¡;¡-Rcgo a ...
190 9) . Schist . Canotas .
191 0) S c h i st. San Ju lián del Trcbol.
194 3) Gncis . .P.cCJoa-[lor iza .



TABLE 1

Chemical compos it i on of schists (Ana l yst M. Vall ejo : C~IC )

Sample 194 6 1958 19 9 9

Si02 65.35 65 .90 57.71
T i O" 1. 85 0 .97 1. 8 1
I\ l c 0 3 15 . 5 1 15 .62 19.94
Fe 20 3 3.58 1 . 0 4 3.59
Fe O 2 .33 3 .7 4 3. 1 1
NnO 0 .12 0 .08 0 .08
~lgO 2. 8 8 3 .14 3 . 0 3
CaO 1. 17 1. 2 8 0 . 10
Na20 1. 8 6 2.36 0 .56
K20 3 .40 2 .5 6 3. 16
P 20 5 O • 14 0.17 0. 14
CO)
H20 1 . 56 2 . 9 9 6 . 55

TOT.'\L 99 .75 99 .8 5 99 .78

Rb 10 9 105 110
Ba 12 5 8 998 10 81
Pb 8 1
Sr 112 18 5 42
La 6 4 97 116
Ce 8 8 8 7 90
Y 30 35 34
Th
Zn 80 7 5 9 1
Cu 10 12 15
Ni 17 17 18
Ga 16 16 15
Zr 8 4 15 8 106
Nb 4
V 213 2 53 276

Q 3 5 . 1 2 33.36 3 8 . 0 2
Or 2 0 . 0 9 15.13 18 . 6 7
Ab 15 .74 19 .98 4 .74
An 4 .89 5 .24
Ne
C 6.98 7 .05 1 5 . 7 5
En 7. 17 7.82 7.55
Fs 4. 56
Nt 2 .5 4 1 .51 5 .04
Hm 1 . 8 3 0. 12
11m 3.5 1 1 . 8 4 3 .44
Ap 0 .32 0 .39 0 .32
1.D . 70.95 68 .46 6 1. 4 4

19 4 6 ) Se !'! Ba r r o sa s .
19 5 13 ) Sch Casal ele l1arí, .
19 9 9) Sch Pun t a ele Forne 10 .



TABLE 1

Chemical composition of amphibolites (Analyst M. Vallejo ; CS1C)

Sa mp1 c '19 0 6 1919 1 9~ G 1868 1879 ~ 15 8 5 1 ~'1 J 4

S i02 55 .30 41. 40 47.30 49 .90 43.00 59 . 10 65.50 60.47
T i 0 2 1 . 3 4 1 . 14 1 . 01 1 .1 5 0 .6 1 1.1 6 0 .5 0 1 . 7 9
.'\1 20 3 15. 8 7 1 7 . 6 7 15 .65 15 .55 23 . 1 1 15 .15 15 . 52 15 . 2 6
Fe 203 3 .4 1 4.46 6.54 3 . 55 4.0 1 3.5 1 1 . 0 0 1.26
FeO 5 .53 10 . 8 9 5 .82 7. 5 0 6.81 4. 6 1 4. 65 5 .4 1
HnO 0 .17 0 .37 0. 2 5 0 .24 0 . 14 0. 16 0 . 14 (\ . 16
HgO 4 .97 9 .90 5. 57 6 .86 5 .1 3 3. 7 3 2 .3 5 3 .20
Ca O 6 .05 10.4 7 11 .2 1 8.90 14. 0 8 5 . 80 5. 67 ~ .25

Na?O 3.3 1 1 . 5 9 4 . 6 9 3. 99 1 .0 7 3.43 3 .46 3 . 76
1\20 1 . 3 4 0 .46 .0 . 2 4 0.80 0. 50 1 .2 8 0 .2 9 0 . 59
P205 0 . 2 3 O• ~ 3 O: 19 0 .2 5 0 . 0 6 0. 15 0.17 0. 18
C02
H20 ' 2 .22 1 . 2 S 1. 33 1 . 10 1 . 4 1 1 .56 0 . 51 (\ . 44

TOTAL 99 .74 99.88 99 . 80 99 .79 9 9 . 9 3 9 9. 64 9 9.96 99 . 77

Rb 47 6 2 5 7 33 26
Ba 47 5 17 1 141 28 5 175 398 252 24 5
Pb 15 12 2 1 2 3 7 2 1
Sr 175 6 140 55 76 4 2 10 3 39 36 1
La 33 29 46 33 14 15 9 19
Ce 49 41 33 49 1 9 40 11 4 42
Y 38 6 76 18 2 3 9 33 4 1
Th 8 22 1 38
Zn 1 1 4 67 1 19 1 17 73 99 84 79
Cu 78 24 8 40 69 60 10 2
Ni 55 48 60 96 12 3 5 13 109
Ga 15 10 11 13 15 20 20 16
Zr 141 9 25 45 1 51 134 184
Nb 8 10 14 12
V 594 929 961 816 729 415 ' 2 620

Q 9 . 59 16 . 1 1 25 .85 16 . 25
Or 7 .92 2 .84 1. 42 4 .73 2.9 5 7 ,56 1 . 7 1 2 .4 9
Ah 28 .02 11. 0 0 2 6 . 9 3 33. 77 9.06 29 . 0 3 29 .29 31 . 83
An 24 .49 39 .66 20 .94 2 2 .16 5 6 . 7 8 22 . 16 25 . 96 2 2 .02
Ne 1 .3 3 6 .92
C
De n 2 .35 5 .72 2 1. 2 6 11 .1 8 6 .57 3 .31 0 . 8 3 5.74
Dfs 0 .90 3. 0 6 5 .45 5 . 3 5 3 . 78 1 .23 0.38 2 . 32
En 11 . 29 0 .51 1 .0 8 7. 75 5 . 0 5 . 3 1
Fs 4 . 9 6 0 . 28 0.72 3.29 6 .68 ~ . 15
Fo 15 .42 2 . a l 7 . 98 6 . 0 6
Fa 10. 42 0 . 9 1 4 .83 4.41
~t 4.9 4 6 .4 7 9. 48 5 . 15 5.8 1 5. 09 1 .45 1. 83
11m 2 .54 2 . 17 1 .92 2 .1 8 1 . 16 2 .2 0 . 0 .95 2 . 4 0
AP. 0 .53 0.53 0. 44 0.58 0. 14 0 . 35 0 .39 c, 4 2
!.D . 4 5.53 15.17 3 5 .2 6 38.50 12. O1 52 .7 1 56. % 51. 56

190 6) hm? hib o1 ite. Cas t ro .
19 19 lAmph ibo lite. Renedo s d~ San Ju1 i á n.
19 2 6 )~~nhibolite. Sa n Román .
1a6 a )?~;hibo l ite . !·lei zoso .
la i9) A~?h i bol ite . Teixide lo .
1"8 1) ¡¡".phibo l i te . Te ixidelo .
1"8 5)A~rhibc li tc. Crucero Los Ca rris.
1 9 3 4) ~Jrh i bc l i te . Tojo:



TABLE 1

Chemi cal compos it ion of amphi bo lites (Analyst M. Vallejo ; CSrC)

Sampl oi' 19 38 1 ~4 0 1949 1953

Si0 2 49.58 5 1. 17 4 9. 0 8 5 6 . 30
Ti02 1 . 5 4 0 .8 0 1 . 6 1 1 .1 6
Al203 15. 3 2 17 . 71 16 .1 4 16.31
Fe20 3 3 . 48 1 . 72 3 .62 2.7 8
FeO 6 . 2 9 5 . 76 . 6 . 4 9 6.8 9
HnO 0 . 16 0 .0 5 0 . 15 0 . 17
Hg O 8 .17 ,.70 5 . 0 9 4 . 6 8
CaO 11 . 9 8 1z.25 11 . 5 6 6 .27
Na20 2 . 19 1 . 88 2.8 8 3 .2 2
K20 0.1 0 0 . 12 0 .65 0 . 5 4
P20S 0. 13 0 . 10 0 .19 0. 20
C02
H20 1 . 04 0 .6 6 2 . 2 4 1 .44

TOTAL 99 .98 99 . 9 2 99.70 99.9 6

Rb . 2 19 13 7
Ba 5 8 257' 28 8
Pb 9 20 11
Sr 1 3 9 262 333 11 2
La 2 1 13 20
Ce 14 5 8 44 50
Y , 17 19 22 2 7
Th 6 4
Zn 77 43 100 1 0 0
Cu 43 13 20 55
Ni 109 14 35 39
Ga 15 6 14 1 4
Zr 4 5 82 10 3
Nb 2 2 3
V 1309 159 832 576

Q 1. 86 3. 17 . 0 . 8 5 11. 96
Or 0.59 0. 7 1 3.8 4 3·.19
Ab 18 . 5 4 15.9 1 24. 38 27 . 2 6
An 3 1. 68 39 . 5 3 29 . 19 28 .4 5
Ne
C
Den 16. 8 8 12. 19 15 .04 0 .67
Dfs 4 .6 5 L39 6 .77 0 .44
En 12 .52 13.53 5.70 1 1. 3 5
Fs 3 . 9 6 5.59 2.95 8 .52
Mt 5.0 5 2 .49 5 .25 4 .03
Ilm 2.9 2 1.52 3.0 6 2 . 20
Ap 0 . 30 0 . 2 3 0. 4 4 0. 46
L O. 20 .99 1'j . 79 2 9 .0 7 4 2 . 41

193 8 ) h;:I¡.>h bo l te . Loc . Pu!"~ico .

19 40) Aznph bol te . Loc . Fa r o Candela ria.
19 4 9 ) 1i.mph bo l te. Loc . La:-,'loy
19 5 3) J...."ph bol to:!. Lo':: . Vi-=itci ras .



TABLE 1

Chemica l compositi on of granulite s - eclogites (Ana l ys t M. Vall e j o ; CSIC)

S umplc 193 1 19 5 0 186 5 1S76 19 12 19 9 , 19 5 1

Si0 2 4 9 .22 49.5 3 48. 9 0 49.70 49.30 50.0 2 5·1 .60

Ti02 1.12 0.39 0 .43 0 .2 1 0 .40 0 .97 0 . 35

A12 03 1 4 . S2 15 . 13 15 .7 5 3.17 15 . 6 6 13. 13 13 .1 6

Fe203 4. 65 3.0 1 3 .0 4 2. S2 3.68 1. S0 2. 05
FeO 7 . 2 7 4.71 7 . 9 3 3 .8Q 7 .20 9 .92 6.04
HnO 0 . 2 0 0 . 13 0.1 9 0 . 15 0 . 2 1 0 .1 9 0 . 1 1
~lgO 7.72 9 . 74 8.3 4 21. 8 6 S . 7 4 7 .5 5 8 . 52
CaO 12 . 71 14 .17 11 .74 1 4 . 0 7 10 . 4 3 1 1. 8 4 12 .33
Na20 1 .91 1 . 84 1. 6 7 0 .56 3 . O1 2. S4 1 . 92

K20 0.05 0 .12 0.15 0 .0 8 0 . 10 O.O S 0 . 2 3

P205 0 . 14 0.05 0 .13 0 .02 0 .20 0.1 9 0.16

C02
H20 0 . 12 1.1 2 1. 51 2.77 0 .89 0.81 0 .38

TOTAL 99 .93 9 9 . 9 4 99 .7 8 99 .29 99 .82 99.94 99 . 8 5

Rb 1, 1 14 9
Ba 256 s i 168 27 2 59 36 7 1 5 2
pb 6 7 8 2 1 6 6 6

Sr 52 159 118 107 7 9 53 9 2

La 11 7 16 15 40 6

Ce 181 ó5 29 18 0 231 9 5

Y l O 17 13 14 16 12 17

Th 1 1 18 1 1 1
Zn 68 62 69 56 84 141 63

Cu 11 11 44 . 200 13 1 5 12
Ni 75 120 14 4 486 93 71 96
Ga 13 18 12 13 17 1 4 15

Zr 28 60 42 5 6 44 23 63

Nb 6 8 1 5

V 6 7 i 3 5 1 11 6 23 6 6 6

Q 2 . 49 0 .90 7 . O1
Or 0.30 0 .7 1 0 .89 0 .4 7 0 .59 0 .47 1 . 3 6
Ab 16 . 17 15 . 57 14 .1 4 4 .74 25 .84 2 4 . 04 16 . 25
An 3 1.72 32. 67 35. 0 4 5 . 90 28 . 9 2 24.4 8 26 .6 1
C
De n 17.97 2 4. 59 12 .1 8 4 6 . 5 6 12.4 4 15 . 8 0 19.71
Of s 6. 54 5 . 0 9 5.98 3 .52 4 .94 11 .3 4 7.3 1
En 10 . 9 0 1 0 . 21 15.1 2 17 .44 7 .89 5 .71 12 .08
Fs 4.55 2.42 8 .5 1 1.5 1 3 .59 4 .70 5. 14
Fo 1. 86 10 , 8 0 5 . 6 8 4.04
Fa 0 .49 1.03 2 . 8 5 3 .67
Mt 6 .74 4.36 4 .4 1 4.09 5 .34 2 .61 2 .97
11m 2 .13 0 . 7 4 0 .82 0 . 4 0 0 . 7 6 1 . 8 4 0 . 6 6
Ap 0 .32 0 .12 0 .30 0 . 0 5 0 . 4 6 0 . 4 4 0 .37
LO. 18 .95 H . 28 15.9 2 5 . 2 1 2 6 .0 7 24.5 1 24 .63

1931 ) Eclogite. Co t a 483.
1950) Gran u l itc. Sismundi.
1865) Eclogite. Barr~iras.

18 76 ) Ec logitc:. Co t o Ameno í.r o .
1912 ) Ec Loq í t c . Ca:-..') or t c -je L .
19 9 7 ) E-:: l o '] i t.c . . Cu :1 r;r io La Cruz .
19 51 ) Granulitc . S i smund i .



TABLE 1

Chemical compos i 't í on of s e r pentini t e s (Analyst M. Vallejo ; CSIC)

Sa mple 18 6 7 18 70 ~ 19 01 1902 19 8 2 1%0
S i 02 41 . 87 4 2 . 6 7 4 2 . 51 43 . 97 41 . 2 5 44 . 23 4 2 .43
T i 0 2 0.0 9 0.12 0 .0 4 0 .0 7 0.01 0 . 0 2
Al203 3.44 3 .4 1 3. 22 z , 46 3 .1 1 2 . 72 3.8 1
Fe203 5 .04 3 . 73 4.4 8 4.38 4. 20 4. 23 4. 5 7
Fe O 2 .43 3 .4 8 1. 8 5 3 .92 3 . 1 7 3.39 2 . 52
HnO 0 .12 0 . 12 0.12 0 .14 0 . 12 0 . 11 0.1 1
HgO ' 33 .74 33 .05 33 .54 31 . 6 4 33 . 6 2 32 .4 0 3 3 .~3
CaO 1 .64 2 . 7 3 0 .87 5 .30 1 .52 1 . 56 1.50
Na20 0 .36 0.60 0.22 0 .10 0.35 0. 3 3 0. 37
K20 0.50 0.10 0.0 1 0 .05 0.05 0.09

. P2 05 0 .03 0 .03 0 .02 . 0 .03 0.03 0. 0 3 0.03
C02
K20 10 . 72 9 .47 12 . 7 0 7 .70 12 .09 1 0 . 36 10.78

TOTAL 99.98 99 .51 99.58 99 .64 99 . 5 8 99.4 2 99 .76

Rb 64 50 64 36 6 4 5 9 60
Ba . 6 3 4 7 3 28 7 7 10 8
Pb 8 8 8 7 9 8 S
Sr 99 90 1 17 80 10 0 64 72
La 1 4 16 1 5 9 16 16 10
Ce 49 43 45 2 3 49 56 53
Y 42 40 44 26 47 44 43
Th - 1 1 1 1 1 2 2
Zn 8 5 82 86 7 0 84 8 5 96
Cu 12 12 1 2 27 1 1 1 1 11
Ni 2763 2 34 4 2 622 . 12 91 2 520 2578 2657
Ga 21 17 18 14 2 3 22 23
Zr 191 156 20 3 123 2 0 8 18 6 182
!'lb 26 2 1 28 15 29 25 ' 2 3
V 3 4 35 3 6 22 32 4 1 40

Q
Or 2.95 0 . 59 0 .0 6 0 . 30 0 .30 0 . 5 3
Ab 3 .05 5 .08 1.8 6 0 .8 5 2 . 9 6 2 . 7 9 3 .13
An 6 .29 6 . 32 4 .19 6. 2 6 6 .77 5 . 7 9 7 .25
C 1 . 3 1 O. 4 5
Den 1 .28 5 . 3 1 14 . 89 O.4 4 1 .3 3
Ofs 0 . 1 9 0. 63 O. O1 0 . 04
En 3 1.25 2 7 . 2 4 48 .09 31 .60 33.67 4 6 .3 2 3 8 .48
Fs 0. 14 1 .1 0 1 .54 0.99 1 .6 7 0 .73
Fo 36.57 36 . 8 6 24 .84 28 .24 34.94 2 3 .66 31 .03
Fa 0 . 18 1 . 6 5 1 . 5 2 1 . 13 0 .94 0.65
~1t 7.3 1 5.4 1 6 .24 6 .35 6 .09 6 .1 3 6.63
Hm 0. 1a
Ilm 0.17 0.23 0 .0 8 0 . 13 0 . 02 0 .04
A? 0.07 0 . 0 7 0 .0 5 0 .0 7 0.07 0.07 0 . 0 7
r. o . 6 .00 5.67 1 . 92 O B5 3 . 2 6 3 .0~ 3.66
18 6 7 ) Se rpentin te . Basada d a s !1':': s t a s .
18 70) Serpent ín te . !·le izosQ .
188 8) Sc r pcnt í n te. Cr uce i ro Lo s Carris.
190 1) Sc r pt:= n t in t e . Jle u beira .
1~02) Serpen tin t CJ. Ca n til'"s dd Cu ac1r 0 .
198 2 ) Sf.!rpl}n t in t o . ,Jub ia .
1nO) Se r pe: rlt i n t e. J ubia .



TABLE 1

Chemical compos ition of granites ( Analyst M. Valle j o ; C5rC )

15 9 7 18 98 ~ 194 2

5 i02 73 . SO 6 9 .95 74.85 70 .2 0

Ti02 0.L18 0 .52 0 .1 ,7 1 . 2 9

':'.12°3 15. 11 14 . 9 6 12.05 14 . 8 3

Fe2 03 0 . 10 0. 99 1. 5 2 0 .04

FeO 0. 1G 1 . 8 9 1 .54 2 .90

HnO O. l' 6 0. 03 0 . 08 0.05

Ng O 0 .12 0 . 8 9 0 .57 1 . 5 2

CaO O. : 8 0.9 9 3. 11 O. 8 4

NaoO 4 . S7 2.4 8 3 .77 2 .58

1' 00 3 . 3 9 4 .55 0.52 3.82

P2 0 5 0.2 0 0.12 0 .07 0 .05

C0 2
H20 1. 10 2.19 1 . 5 6 1 . 7 1

9 9 . 77 99.56 99.81 99. 83

Rb 14 7 146 6 3 139

Ba 43 2 1 12 5 439 10 5 4

Pb 42 18 11 19

5r 134 16 1 147 1 5 3

La 54 2 9 90

Ce 54 82 63 80

Y 40 35 3 4 3 5

Th 58 3
Zn 1 7 48 35 54

Cu 12 11 12 11

Ni 8 8 9 9

Ga 2 5 16 16 1 8

Zr 182 158 ' 2 5 158

Nb 7 6 1 3 27 20

V 10 48 49 62

Q 31. 13 34.16 43.08 35.17

Or 20. 03 26. 89 3.07 22 .57

Ab 4 1 . 2 2 20. 99 31. 9 1 2 1 . 8 4

An 2 .56 4 . 13 14 . 4 2 3 .84

C 2 .0 4 .44 5 .04

Den O. 2 4

Dfs 0.21
En 0.30 2 .22 1 . 3 1 3 .79

Fs 0.13 1 .85 1 .33 3 .25

:1t 0 . 1 4 1 . 4 4 2 .20 0 .0'5

Ilra 0 .15 0 .9 9 0 . 3 2 2 .45

hp 0.4'5 0 .28 0 . 16 0. 12

L D. 9 2 . 3 ~ 82.04 7 8 .07 79 .5 8

lan ) Gra n te . Ea r rosas .
1i3 n) Gra n t e. La Re grJa- !Jog ueíra .-
1915 ) Gra n t e ( p l ~gioc l~ si c) Penedrjs -San .Jua n .
19 4 2) Gran te . r'f.::''jo il - B.0ri7. il .



TABLE 2

Ohemical composition of garnets (Analyst J. de l a Puent e ; 05 10) .

Sarrple .Jé:6~ lW, ·1872 1389 1894 1897 1898 1910 1915 1909 · 1943 1958 1942 1999 1946

Si02 37.35 32.29 37.0 2 38.0 7 37 . 56 42 .92 38. 54 37.03 35 .28 38.4 6 37. 39 39.4 2 37 . 78 38 . 10 38. 73
Alz0 3· 25.66 23. 19 24.50 26 .27 24.92 20 .43 22 .91 24 .55 24. 75 23 .19 23.18 24 .30 24.03 23.51 23 . 41
FeD 22 .22 26 .02 30.04 23.57 29.88 26 .60 24.86 28.40 26.52 26 .06 34.35· 27 .86 27.35 32.20 31 . 16
M;O 3 .68 1.1 2 3 .0 7 4. 06 2.97 0 .9 0 1.16 1. 11 1. 80 1.74 1. 63 4 .3 1 1.47 2 .89 2 .43
C3.0 8 .87 13.25 3.36 6.53 3.84 0.41 8 .03 3.99 10 .65 8.94 1.53 3.95 3.99 1.81 3.78
1110 1.25 1 . 54 :1.43 1.57 1. 64 7.94 4 .86 5 .79 0.72 1. 32 1.50 0 .73 5.86 1 .36 0 .76
Tia2 --
'lUI'AL 99. 06 100.4 3 100.45 100 .09 100. 82 99 .22 100 . 38 100 .89 99.72 97 .73 99.60 100. 59 100 .19 99 .88 100 . 31

.....
en
en

Si 5.794 5.627 5. 817 5.83 1 5.849 6. 744 6.051 5.84"4 5 ,599 6 .032 5.988 6 .049 5.969 6 .01 1 6 .065
:J'¡ 0.206 .0.373 0 .1 83 0. 169 0 . 151 - - 0 . 156 0 .40 1 - 0.012 - 0 .03 1
loJ.0 4.509 4 .006 4 . 376· 4.597 4 .445 3. 803 · 4 .26 1 4 ..134 4.251 4.~08 4 .386 4 . 417 4.467 4.39·1 ·1.343
Fe 2 . 882 3.469 3 .948 3.019 3.891 3. 496 3.265 3.748 3.520 3.4 18 4.601 · 3 .575 3 .6 14 4.248 4.081
M] 0 .1351 0 .266 0. 721 0 .927 0 .690 . 0.212 0 .273 0.261 0.426 0 .407 0 .389 · 0 .985 0 .2 70 0 .679 0 .567
K 1.474 2.264 0 .5 65 1.072 0.641 0 .069 1.35 1 0 .675 1.812 1 .503 2 .262 0.650 0 . 675 0. 306 0.635
:1n 0 . 164 0.209 0 .342 0. 204 0 .216 ·¡ .057 0.647 0 .774 0 .098 0 . 176 0 .204 0 .095 0 .78 5 0.1 82 0 . 101
Ti

Alm. 56 .86 58.4 1 73. 60 61.09 74 .2 0 73. 15 61 .03 70 .26 62 .86 64.72 85.90 70. 72 68 .38 80.83 78.26
1".fIO¡:O 13 . 59 3. 62 10 . 85 15.1 9 10. 64 3.57 4 .11 3.96 6 .15 6.23 5.88 15 .79 5.30 -10 .4 7 8.8 1
Gross. 26 .3 1 34. 48 9. 54 19 .62 11. 05 1.30 22 .85 11. 44 29 .26 25.7'/ 4. 43 11. 62 11. 56 5 .26 11 .00
Esp. 3.21 3. 47 5 .38 4.09 4.09 21.96 12. 00 14 .33 1. 71 3.29 3. 77 1. 86 14 . 74 3 .43 1 . 91

• Nu:nber of ions en the basis of 24 (O) •



TABLE 2

Chemi cal composition of biotites (Analys t J. de l a Puente; CSI C)

Samp l e 186 6 194 2 18 9 4 190 9 18 9 8 18 3 9 19 46 19 10 19 58

S i 0 2
32 .75 31.0 7 35 .66 3 3 .8 7 32 .23 37.22 35.4 6 33.27 36 .·1G

A1 20 3
22 .2 1 19 . 50 18 . 4 6 22 .92 18 . 9 6 1 6.1 9 18 . 77 20 .53 19 .4 2

Fea 20 .9 6 24 .2 7 15. 8 4 2 1.96 22 . 86 1 6 . 4 2 18 .1 8 2 1 .53 17 . 6 7

HgO 14. 8 9 7 . 08 12 . 7 0 8 .63 7 .04 12. 0 3 9 . 53 9 .37 10 . 32

K20
3 . 02 8 . 9 8 10 . 4 8 7. 37 9 .43 9 . 9 6 10 ,3 3 9 .7 9 10 . 39

HnO

Ti02
1. 79 4 .3 9 2 .65 1 . 7 8 4 . 7 4 4. 14 3 . 90 2 .92 2 . 44

H20 4.06 3 .80 3 .99 4. O1 3 . 8 7 4.0 1 3 .97 3 .96 4 .02

f-'
en
m TOTAL 99 . 70 99 . 12 99 .83 1 0 0 . 5 7 10 0.. 0 6 99 .99 100 .17 10 1 . 3 9 10 0 . 76

Si 4 . 8 31 4 . 8 8 9 5.342 5 .072 4 . 9 8 0 5 .558 5 .3 44 5 . 0 3 2 ~l . -t29

A14 3 .16 9 3 . 1 1 1 2.658 2.928 3 . 0 2 0 2 .4 42 2 .6 5 6 2 .968 2 .57 1

[, 16 0 . 71 1 0.523 0 .6 19 1 . 138 0 . 6 16 0.42 1 0. 6 9 4 0 .709 0 .855

Fe 2 .586 3 . 194 1 . 9 8 4 2 .75 1 2 .955 2 . 05 1 2.2 9 1 2.723 2 .200

Hg 3.2 75 1 . 6 6 0 2 .837 1. 9 2 8 1 . 6 2 3 2 .6 77 2 . 14 0 2. 1 12 2 .29 1

K 0 .5 68 1. 8 0 2 2 .004 1. 4 0 8 1 . 8 5 9 1. 8 9 8 1 . 98 6 1. 8 8 9 1 .9 73

Hn

Ti 0 . 199 0 .5 19 0 .299 0 .20 1 0. 5 51 0 .465 . 0 .4 4 3 O. 3 32 O .274

OH 4 4 4 4 4 4 4

*llumb e r . o f i on s o n t he basis of 24 (O) , 4 (011 ) .



TABLE 2

Chemica l composition of pyroxenes' (Analyst J . de l a Puente ; CSIC)

Sarrple 1870 1868 1867 . 1876- 2 1876- 3 1926 ...12ll.. 1901 1902 1950 1997 1 9 ~ O 1~1 3 -l

Si02 56. 11 51.07 51 .65 55.07 53 . 15 51. 73 53 . 73 53 .2 4 56 .40 54.59 55 .3 4 53.92 5~ .19

Al20 3 3.37 7. 15 10 .54 7 . 11 2 .09 9 .98 8. 77 1. 13 - 7 .16 9 .4 5 6 .~ 0 6 .~3

Feo 7.69 9.6 7 4.60 6 .48 3.5 1 9 . 70 5.09 2 .72 7 .70 3 .35 5.76 8 .7 0 9.66
¡·lg) 31.93 10. 38 19 . 25 19. 42 16 .97 8 .35 11 .16 19 .02 32 .70 13 . 01 9 . 10 18 . 10 9 .~S

cao - 17. 78 12. 69 11.74 23.09 14.09 16 . 55 24 .34 2.98 17 .63 14. 87 12 .34 18. : 3
Na20 - 2. 90 1. 20 - - 5 .88 4 .0 9 - - 3 .66 5 .57 0 . ~8 2 .50
Y-2O

:,1."10 0. 12

Ti02 - - - - 0. 24 0 .16 - - 0 .14 0 . 10 O . ~ ~ 0 .39,....
01

'TOTAL 99.2 4 98.98 99 .96 99 .83 98 .83 100 .00 99 .58 100. 47 99 .79 99 .57 100. 21 100 .01 99 .5 1-1

Si 1. 953 1. 912 1. 830 1.947 1.956 1. 905 1. 944 1. 933 1.976 1. 964 1 .985 1. 935 1 .958
1.~4 0 .047 0.088 0 . 170 0 .053 0.044 0 .095 0 .056 0.0·;3 - 0.036 0 .015 0 . OG5 0 .0 4:
¡.~6 0 .092 0.229 0'.272 0 .244 0 .047 0.34 0 0 .3 19 - - 0 . 269 0 .386 0 . 198 O.~~O

Fe 0 .224 0 .302 0 .13 6 0 . 191 0 . 108 0.298 0 . 154 0. 082 0.225 0 . 101 0 .17 2 0 .26 1 0 .299
:.jr; 1.657 0.579 1 .017 1. 023 0 .93 1 0 .458' 0.602 1 .029 1 .708 0. 698 0 . 486 0 .968 0 .5~ ~

ca - 0. 713 0 . 482 0 .444 0.9 10 0 .556 0.641 0 . 947 0. 111 0 .680 0 .5 71 0 . ~7~ O .I: ~

Na - 0.2 11 0.082 - - 0.419 0 .287 - - 0 .255 0 . 387 0.033 0 .180
y.

I'ln 0.0 03

Ti - - - - - 0 .00 6 0 . 004 - - - 0 . 002 O.OOG 0. 011
Ens t 87% - - - - - - 92% 88%

* Number of fans on t he basis of 6 (O) .



TABLE 2

Chemica l compos i t ion o f plagioclase s ' (Analyst J . de la Puente ; CSIC)

s amp Le 18 97 19 4 2 ...."!2.il -l2..!2.... 18 8 5 ~ 194 9 193 4 19 4 0 19 5 3

Si02
65 .80 64 .97 67.65 6 1. 18 , 6 1 . 2 9 68.50 63. 75 62 .78 52 .75 6 1 . 4 6

i\ l ~OJ 22 .84 ~2 .75 20 .95 2 4 .86 24 .41 2 0.28 23.42 22 .83 30.25 24. 15

CaO 2 .27 2 .98 1 .3 5 5 .3 1 5.86 0 . 18 4 . 0 1 4.33 10 . 92 4 .93

NaZO 9 .66 9. 52 10 . 12 8 .03 8 .64 10 . 11 9 . 58 8 . 8 2 5 .48 9 . 17
1

1'2° 0 . 16 0. 19 0 .62 - 0 .24 - 0. 08 0 .36 - 0.30

- -- --- - - - - - - - - - - -- --- - - - - -- - - -

TOTi\L 10 0 . 7 6 100 . 4 3 100.7 1 99 .40 100 .46 99 .08 100 .8 7 9 9 .1 4 99 .4 1 100 . 0 4

~

C1l
00

Si 11. 450 1 1 . 37 8 1 1. 765 10. 8 8 8 10 . 8 6 2 1 1.987 11. 174 11. 20 1 9 .590 10 . 9 2 6

.'t1 4.707 4 . 7 19 4 .315 5. 241 5 . 124 4.204 4 .862 4 .824 6 .5 15 5.085

Ca 0 . 42 4 0 .559 0.252 1 . O13 1. 11 2 0. 184 0.754 0 .828 2. 127 0 .939

Na 3.260 3 .233 ,3 . 4 15 2 . 77 1 2 . 9 7 0 3 .432 3 . 2 58 3 .0 51 1 . 9 3 2 ~ . 16 2

K 0 .037 0.044 0 .137 - 0.055 - 0.0 19 0 .083 - 0 .069

Ab 87 . 0 0 8 3 . 50 89.2 1 72 .04 7 0 .56 98 .96 7 9 . 8 7 75. 9 6 46 . 09 74.72

An 1 1 . 9 9 15. 3 3 6 .9 7 27 . 9 5 28 . 07 1 . O3 19 . 6 1 2 1. 8 7 53 .90 23 .56

Or 1. 0 0 1. 16 3 .8 0 - 1. 36 - 0 . 51 2. 15 - 1.70

* Numbc í; o f Lon s on tit e bn s í.s of 32 (O) .



TABLE 2

Chemical compos ition of amphiboles ' (Ana ly st J . de la Puen t e; CSIC)

Sa:rplc 1aa1 1<: 79 18Gfj 11%5 1 87!!~ ~ . J.2ll. 1 9 3~ 1 ') 3~ l ')OG 192(, 1B85 1~ ·10 Pl.I <l 1~ ) S 1 J.\1 5() 1l1:,3 1~) l) i'- - -- ----- - ._-
Si02 40.49 41.90 40 .05 44.91 54.56 40 .1 9 42 . 50 38 . 22 44. 98 40. 24 40 .0 4 39 .99 46.48 44.1 0 , 45. 25. 44. 65 41 .97 42. 95
Al203 16. 91 20.2 2 15.90 14.04 1. 09 17.-22 14 . 90 15 . 75 13.26 17 .16 16 . 37 16.4 4 12.26 16.1 9 14 .37 13,55 15. 11 15.5ó
Fct"J 17.9 1 9. 15 15. 70 8 . 71 11.7 9 13. 36 10 .98 17 . 61 13 .57 17 .0 4 17 . 57 17 .33 11. 24 13.23 8 .13 7.~1 15 . 07 11. 39
HgO 9.38 11.23 11.03 15 .9 4 31.84 11.69 15.25 10 . 58 12. 03 9.6 1 8 .9 7 9 .28 13.56 10. 00 16 .68 18.1 6 10 .08 12 . , 9
Cao 10. 83 12. 39 10. 97 10.48 0 . 35 10. 22 10 . 55 11. 19 12 .1 0 10. 40 9 . 44 10 .77 12. 03 10 .97 10 . -1 3 11. 03 11.~ 6 10 .47
Nd20 1. 34 1. 59 2.1 5 2 .76 - 2 .31 2 .83 1. 95 1.31 1. 45 3.54 1.86 1.01 1. 17 2.32 2.27 1. 6, 3.1 1
Kp - 1. 17 1. 34 0. 37 - 0. 80 0 .65 1. 37 0 . 13 1. 27 0. 50 0.81 0. 13 1. 07 0.20 0.2 1 1. 03 0 .44
11rO 0 .2 8 - - - - 0 . 11 0 . 10 0. 10 0 . 10 0 .10 0 . 12 0 .11 0. 22 0 .2 1
Ti02 1. 15 0.98 1. 29 0 .71 - 1.40 0 .69 2 .03 0 .56 1.4 6 1. 96 1 .44 0 . 67 1. 30 0 . 57 0. 56 1.4 5 0.90

...... Il ;p 2.0 1 2 .09 2. 01 2.09 2 . 19 2 .0 2 2. 06 1. 98 2 .05 2 .02 2. 00 2. 00 2 .07 2 .06 2 . 11 2. 10 2.(11 ~ . (16c:n - -- --- --- - - - --- -- - - - --- --- --- - -- --- -------- - - -----~

TOr.;L 100. 34 100.7 6 100.4 8 100 .06 101.84 99 . 35 100. 56 100.82 100.1 3 100 .80 100 .55 100.08 99.71 100. 35 100.09 99.78 99.70 100 . 04

Si 6.0 18 5.985 5.964 6.418 7.4 36 5 .950 6 . 152 5.756 6 .5 49 5.968 5 .978 5. 990 6 .70 5 6 .39 7 6.42 -1 6.363 6 . ~ 34
f . , . , ~, __ .) I

Al4 1.982 2 .0 15 2 .036 1.582 0.17 6 2 .050 1. 848 2 .244 1. 451 2.032 2 .022 2 . 010 1.295 1.603 1 . 576 1.637 1 .766 1. 763
Al6 0.995 1 .406 0 .769 0 .795 - 0 .969 0 .707 0. 566 0.836 0. 983 0.873 0 .90 8 0.80 1 1. 179 0.S40 0 .651 0.893 0 .9 64
Fe 2.220 1. 093 1.955 1. 043 1. 343 1. 654 1.329 2 .2 18 1 . 652 2 . 114 2 . 195 2 .171 1. 357 1. 605 0 .966 0. 859 1.872 1. 352
Hg 2.079 2. 392 2. 448 3.395 6. 468 2.580 3. 291 2.375 2.6 12 2 . 126 1.996 2 .07 3 2.916 2. 162 3.529 3.857 2.233 2 .766
Ca 1. 720 1. 896 1.751 1.605 0 .05 1 1. 621 1.63 6 L806 1. 887 1.653 1. 511 ·1 . 729 1. 859 1.706 1. 586 1.685 1 . 7 '1 ~ 1 . 6~:3
Na 0.388 0 .440 0. 622 0.766 - 0 .665 0.794 0 . 572 0 . 371 0 .419 1 .025 0 .5 40 0 .284 0 . 331 0.641 0. 626 0 .462 0.876
K - 0 .2 13 0 . 255 0.068 - 0.151 0 .120 0. 263 0 .0 24 0 . 241 0 .095 0 .1 56 0 .024 0 .199 0.023 0.038 0.1 95 O.0Sl
!.1n 0. 035 - - - - 0.014 0.0 12 0.01 2 0 .0 12 0 .012 0.0 15 0 .014 0 .027 0 .0 26
Ti 0.1 28· 0.106 0.144 0 .076 - 0.156 0.075 0. 230 0. 061 0.1 63 0. 220 0.163 0.073 0 .1 42 0 .0 61 0 .060 0 .162 0. 09.8
al 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ""2 2

• Nu!1'her of íons on th e bas i s of 24 (O) , 2 (OH) .
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'. :-lumber of iO ,",5 on t he basi s of 32 (O) .

TABLE 2

Chemical compos i t i on of po t as s i um f eldspars· (Ana lys t J. de la Pue nte ; CSIC)

9.94

1. 2 7

88 . 78

8 . 26

0 . 47

91. 25

9 .41

0 .69

89 .88

Sa:nple 1898 19 -1 c 19 43

Si0 2 6 2 . G8 6 1.93 62 . 8 -1
A120 3 19 . 56 19 . -12 1 9 . 2 G

CaO 0 .1 5 0. 10 0 .27
Na20 1. 18 1 . 00 1 . 2 3
K20 16. 12 15 . 80 15 .72

TOTAL 99 .7 1 98 .2 7 99.33

Si 11.692 11. 70 1 1 1. 7 -1 2

Al 4 .321 4 . 346 4 .263
Ca 0 .03 1 0 .lJ 21 0 . 054
Na 0.4 2 9 0 . 368 0 .4 46
K 3 .836 3 .80 7 3 .747

Ao

An
Or



TABLE 2

Chemica~ composition of chlori tes and serpentines (Analys t J. de l a Puen te ; CSIC )

Ch 1o rites* * Serpentine*

Sam!J1e 1870 18 6 7 18 8 8

Si02
29 . 10 27 .94 42.54

,\ 1 2°3 18 .51 21 .05 0;77

FeO 4. O1 3 .98 6 . 16

Mg O 33. 13 32 .4 4 32.5 1

MnO 0.2 1

Ti0 2
H20 17.24 17 .35 11. 98

TOTAL 102 .24 102 .78 93.9 8

Si 4.04 5 3 .85 9 ' 2 . 126

A1 4 3 . 04 8 3 .44 4

A1 6 0 . 0 45

Fe 0. 466 0.459 0.257

Mg 6. 8 65 6.680 2.4 21

Mn 0.025

Ti

OH 16 16

* Number s of i o ns on the basis of 9 (O) , 4 (OH) .

** Numbers of ions on t h e ba s í s of 36 (0 ) , 16( OH) .
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TABLE 2

Chemical co mposi t ion of ol i vines ' (Ana lys t J . de l a Puente ; CISC)

SaIT1!Jle 1980 1902 1867 1982 1901 1870

Si02 41.65 40.25 41 . 28 40. 84 40 .83 41. 13

FeO 10 .91 9 . 88 9 .00 10 . 26 10 .39 9 .72

;·lgO 47 .92 50.21 49 .66 48.67 48 . 21 49 . 50

TOTAL 100.49 100 . 36 99.95 99 .78 99 .45 100 . 37

* Number of i ons on t he basis o : 4( 0).

1 .002

0. 198

1 .7 97

90.07

1 .006

0. 214

1 .771

89. 21

1.003

0 .210

1. 762

89 .45

1 .006

0 .183

1 .804

90.79

0 . 984

0 .202

1. 829

90 .00

1.743

88 .70

1. 016

0 .222
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2. 1 . General idad es.

l . I NTRODUCCION

2 . EL TRInO

Fa cul tad d e Cienc ias .

50 0 0 9 Zarag o za (Es paña) .Ci u da d Uni versitaria .

Depart amen t o d e Pe trolo gí a y Ge o q u í mica .

L.F. AUQUE, J. FERNANDEZ CASCÁN

El tritio (T) es un isótopo r adiactivo co n un per i od o de semi des integ r ación de 12 .26

años y que puede constituir la molécula de agua HTO . Se produce en l as capas superiores

163

METODOS ISOTOPICOS APLICADOS ALA PROSPECCION GEOTERMICA

In t h js paper , a n exp os iton a n d r evision o n t he i soto p ic me ­

thods, a p p l ied t o t he r ma l wa t e r s, is made .

Th e a mou n t s of trit ium a re used t o d efine t he age of t he

t he r ma l wa t er and th e mixing d e gree wit h t he co l d o nes .

The 6D- 6 0 18 r el a t i on ca n i n d icate t h e r a t e of t he i sot op i c

c ha nge ( wate r - rock), t he in~ut c harge a n d e vo l ut ionary state of

t he system, an d e ven t he possi b le ge nesi s of t he geot herma l a rea.

Finall y , va r-í o u s isot opi c ge o thermome t e r s , wi th d i f f erent

cal i b rates , advant a ge s a n d i nco nve nients , etc are e xamí ned .

Los métodos isotópicos constituyen otro grupo de técnicas de ampl ia utili zac i ón en l a

prospección geotérmica. Su empleo presenta caracteres similares a los de la Hidrogeología

clásica , aunque con algunas características especiales . La escasez de trabajos de recop i la­

c ión sobre esta metodología específica nos ha inducido a la reali zación de este estudio en

e l que presentamos ·un s omer o repaso de las t écnicas y fundamentos de esta met odolog í a.

La prospección de á r eas geotérmicas requi ere la ut ilización de una metodología e n l a

que se aúne n una serie de técnicas genera lmente complementarias (g eo químicas , geofísica s ,

e~c ). Las técnicas geoquímicas ha n proliferado en los últimos años y s u util i zación ha l le­

ga do a s e r i nd isc r imi nada y arbitr aria. Es te problema ya hq s ido discu t i do en numer osos t ra­

ba jos de s í n t e s i s 's obr e los dis tintos métodos geote rmométri cos basados en el quimismo de las

aguas (MICHARD, 1979 ; FRITZ, 198 1 ; AUQUE e t a l . , 1986 ) .

Rev. Acad. Ciencias Zaragoza , 42 (198 7)

Los i s ótop os de l a molécula de l agua u t i l izados son tanto r ad i activos (tri ti o) co mo es ­

tables (ox ígeno-18 y deuterio) . Con el los pue den obtenerse datos s ob re l a po s ible mezc l a de

los fluí dos te rmales con otros más fríos, o l a natural e za litológi ca del a lmacén del sis t e­

ma geotermal . La apl i cac i ón de técnicas geotermométricas isotópicas requiere aná l is is más

complejos , ya que involucran isó t opos de ox í ge no e hidróge no consti t uye nt es de otras moléc u­

·l as distintas de l as de l agua .



2 .2. Me t odología.

2 .3. Aplicación: las aguas de los balnearios de Panticosa y Benasque.
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( 1 )

- ( 2)~ 2 .75 U.T .

- 0 .693 x 30 )
12 .26

Ct ~ Co·e

C1982 ~15·e

En todo caso hay que cons i der ar estos resultados con prudencia ya que c omo sugiere WIL­

SON (1953) l a presencia de bajas concentraciones de tritio en aguas termales podría deberse

a una acumulac ión local de elementos radiacti vos en un proceso de tipo hidrotermal.

En la campaña de 1982 realizada por el ¡GME se hi cieron distintos análisi s isotópicos

de l os balnearios de Benasque y Panticosa. En la tabla 1 se señalan l os resultados de estos

análisis para el tri tia junto co n la temperatura de surgencia de cada fuen te.

A la vista de esos datos está claro que e l Man an t i a l de Tiberio es el que par ece pr esen­

tar una menor proporción de me zc l a de aguas o bien un mayor t i empo de res idencia de l fluído

termal . Los manant i a l e s de l Híga do, La Lag una y San Agus tín prese ntan una al t a pr opor c i ón de

t r i ti a y por l o t anto han de interpretars ~ como aguas más superficial e s o bien con un menor

donde Ct y Co son las concentraciones final e inicial respec tivamente; T es el periodo de se­

midesintegración y t es el tiempo transcurrido. La co ncentrac ión de tritio en las aguas para

1982 sería:

Si en los análisis de ag~as realizados en ese año la concent rac ión de tr i t io es men or

de 2.75 U.T . querría de cir que esas ~guas se ·habrren inf iltrado antes de 1952. Si l as con ­

centraciones obtenidas son mayores, las aguas se habrían infil trado más recientemenete o bien

el f luí do termal estaría so me t i do a procesos de mezcl a con agua s más recientes .

cicto natural permite estimar :

a) El t i empo de res idencia del fluído termal en el interior del reservorio.

b) El grado de mezcla con aguas de infiltración más reciente.

Hechos que son de suma importancia a la hora de c a lcular l a temperatura de base del s is tema

geótermal mediante métodos geoquímicos.

Esta c on centración de tritio natural ha aumentado -impo rtantemente como resultado de las

explosiones de bombas de hidrógeno desde 1952 . La introducción de tritio artificial en la

atmósfera e hidrosfera' s e ha usado como trazador en el e s t udio de aguas subter ráneas (DIN­

CER & DAVIES, 1967 ) y espec íficament e , en e l es tudi o de agu as termal e s , esta alteraci ón de l

La concentración natural media de tritio atmos f éric o para nues tra l ati tud, antes de l a

primera explosión termonuclear, er a de 15 U.T . (Unidad de Tr itio ~ T/ H' 10- 8) según l os da tos

señalados por OLIVE (1970) . Partiendo de esta concentración inic i a l podemos calcular l a co n­

centración residual de las aguas en años posteriores utilizando la expresión :

- 0 . 693 t)
--T--

de la atmósfera gracias a l a r ea c c i ón con N14 de ne utrones rápidos procedentes de la in t e­

racción de r ay os c ósmicos c on distintos átomos :

Según este proces o l a pr oducción de tritio es de 15 a 45 átomos por minuto y c m2 en la

superficie terrestr e (GI LETTI et al, 1958 ; LIBBY, 1961; SUESS, 1969 ), i nterva lo de var iac ión

dependiente de la intens idad o importancia de l a ac ti vi dad solar .



3 . IS OTOPOS ESTABLES.

3 .1 . Generalidades .

t iempo de residencia en el sistema.

(5)

(6)

TEMPE RATURA (OC) TRITIO (U. T.)

36 .0 1. 4

35 .0 1. 8

32 .5 1.2

25 . 0 7 . 0

52 .0 0 .7

30 .5 2 .0

24 . 0 17.2

27 .0 10.1

21.0 1. 1
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(D/ H)SMOW = 1 .050 (D/ H)H20

(0 18/016) SMOW = 1. 608 (018/016) H20

r elaciones :

Las re laciones iso t óp i cas del SMOW f r e nt e al agua destil ada vienen de f i nidas por las

Benasque:

Manan t i a l de Las Pilas

Manantial de l Hígado

Manantial de Ti beri o

Manant ial de l Estómago

Manan t ia l de La Laguna

Manantial de San Agustín

Fue n t e de l Gas

TABLA l . Contenidos de t r itio y tem pe r a t ur a de s urge nc ia de l os ma nan t i a l es

de Benasque y Panticosa (IGME , 1982 ).

Manantial de Las Opi l ada s - --- - - - - -

Pant icosa :

Manantia l de San Vic tor i ano - - - - - --

Según datos de HOLDEN & WALKER (1972) las ab undan c i as respectivas de l os tres isótopos

estables de l ox ígeno son : 016=99 .756% ; 017=0 .039%; 018=0. 205%. El hidrógeno tiene dos i só to~

pos estables: Hl =99 .985% y U=0 . 01 5%.

Las composiciones i sotópi c as de hi dr ógeno u ox í ge no e n una mue s t ra de agua s e expresan

como diferencias de re laciones 018 /016 y D/H respecto a una muestra-ti po denomi nada SMO~

("Standard Mean Ocea n Water ") y definida por CRAIG (1961 ) co n l as siguientes proporcion e s mo­

l ecu l a r es: H20
16= 106: H~01 7=420 :' H2018=2000: HDO=316. La expresión de la composición isotó­

pica corres po nde a:

6"018 = [[(018/ 016 )eJ. - (018/016)SMOW] / (018/016)SMOW J. 103%. (3)

6 D [ [ (D/ H)eJ . - (D/H)SMOW J / (D/H)SMOW ] 0103%. (4)

Por lo tanto , valores posi t ivos de estas ecuacion es i ndic an un en riquecimiento de l a

muestra o ejemplo respecto a l SMOW.

Los caracteres geoquímicos de estas aguas parecen i ndi c ar qu e las diferencias de temp e ­

ratura de surg~Qcia Y c ont e ni dos de t rir.i o de los m~nati ales an al izados pueden explicarse más

coherentemente si pensamos en un fluído t e rmal de a lta temp eratura que se mezcla c on aguas

superficiales más frías en propor c i ones d i s t i nt a s (AUQUE & FERNANDEZ, en preparación ).
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Como pu ede verse en la fig~ra 1, el coeficiente de fraccionamiento isotóp ico d i s mi nuye

al a umenta r la temperatura.

( 8)

(7)

+80+60

TEMPERATURA

1.0 140

1.01 20

o
f-o
Z
W
H 1.0 100:;:
-cz
8
u
u
« 1.0080a:

""'w
o
W
f-o 1.0060z
w
H
U
H

""'W
o 1.0040u

1.0020

FI GU RA 1. Var iación del co efi c ie nte de f raccionamie nto isotó pico co n

la tempe ratura .

En e l proceso s ubs i guiente de conde nsación de l vapor a t mos féric o , la fas e ~íqiuida se

en riquece en 018 y D. de manera que la pri mera prec i pitac ión es isotópicamente simi lar al

agua oc e ánica ( fi g. 2) . Esta r emoción preferencial de 0 18 y D de las masas de aire c aus a e l

e nr iquec i mi e nto e n 016 e H e n la fase de va po r que queda , y por lo tanto l as posteriores llu­

vias t en drán va lores neg a tivos de Ó018 y ÓD.

3 .2 . Evol uc ión de Ó018 y ÓD en el c iclo hi dr ol ógi c o.

El reparto i s o t ópi c o entre l a f ase vap or y l a fase líquida en un pr oceso de evapo r ac i ón

e stá contro lado por l a presión de vapor de l as distintas moléculas de agua . Esta presión de

vapor es inversamente proporcional a l a masa de l as moléculas y , po r l o tanto , el agu a de l

océano remanente de un proceso evaporativo estará en riquecida en 0 18 y D, mi entras que el va­

~or que asc iende a la atmósfera lo es t a r á en 016 e H. Es t e r epa r t o i s o t ópico viene expresado

por el coeficiente de fraccionamiento isotópico " ~llt que para un proceso de evapo ración en

condic iones de equilibrio a 25° C es (CRA I G & GORDON. 1965):

~ 018 (0 18 / 016) l i q. / (0 18/016) = 1. 0092vapor

~ D (D/H)l iq . / (D/ H)vapo r = 1. 074
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Un es tud io de l mismo tipo es e l realizado po r WHITE (1973) . Es te autor repr esen t ó los da­

tos de conoc idos s istemas geotermales en un diagrama ainario Ó0 18- ÓD j unto con la r ec ta de -

( 9)

d O- 50

- 300

-100

3. 3. Cont eni do de 6 018 y ÓO en s istemas geot erma l es .

CRAIG (1963) determi nó l os va lores de 6 018 y Óo de numerosas fumaro l a s y su rgencias ter ­

males neu tras o l i g e ra me nte básicas. Los r esultados obteni do s señalaban que para una mi s ma

área geotermal l os valores de 6 018 son variables mientras que l os de ÓO so n con stantes y s í mí.>

lares a l os de las aguas meteóricas de l a zo na .

Los ún icos e j empl os que no cumplen esta re lación son los tomados en cuencas c erradas y

~n ciertos ríos y l agos de Africa . Las c uencas cer radas , afectadas por un de s e quil ibrio eva­

por a t i vo , caen f uera de la recta (fig . 2) aunque es t án re l acionad a s co n l a co mposición origi ­

na l de la pr ec i p itación ( 6 058 , 6 00 ) por l a ecu ac i ón:

6 0 = 5( 6 018 - 6 0~8 ) + 6 00 (10)

= - 200
<O

O

En l í ne as ge nerales puede aprec iarse como confor me l a masa de a ire húmeda asc iende a ma­

yores l a t i tudes las precipitac i ones adq ui er e; va lores de 6 018 y 60 progresivamente má s nega­

t ivos, deb i do a:

1) El frac c i on ami ent o i s otópic o c aus ado por difer e nci as de presión de vap or de l as

moléculas de ag ua a una t emperatura dete rmi na da .

2 ) La disminuc i ón de l a t e mperatura del a i re que inc r emen t a el coefic iente de frac ­

c i onamiento isotópico .

3) La ev apotranspiración de l as pl antas , que f avor e ce un e nr i quec i mi e nt o e n 016 e

hi dr ógeno .

FIGURA 2 . Evo luc i ó n de la comp os ici ó n isotópi c a de l as
a g ua s meteór ic a s .

Ut i l i z ando numero~os ejemplos ana l íticos de aguas meteór icas recog i das a distint as lat i ­

t udes , CRA I G (1961) demos t ró la existenc i a de una re l aci ón lineal entre 6 018 y 6 0 respec to a l

SMOW , definida mediante la ec uac ión (fig.2):

6 0 = 86018 + 10



f i nida por l a e cu ación (9) como referencia ( f ig . 3). Los c írculos escuras corresponden a los

aná lisis de aguas meteóricas de cada z ona y los círculos blancos a l os de aguas t ermales. L05

re sultados obt en i dos s on simi lares a los deduci dos po r CRA IG (1963) . De esta mane r a , el en­

riquecimient o en ox ígeno es a tr i bu ído a l equi librio progres ivo de este e lemento e n el agua

c on rocas carbonatad as y s i l i c a tadas . Los valores de deu ter i o perma nece n cons tantes ya que

el conten i do de hidr óg en o de l as rocas carbonatadas y silicatadas es muy bajo comparado con

el de l agua ; s in emba r go, ELLIS & MA HON ( 1977) señalan que puede haber un ligero enriqueci ­

miento e n deuterio e n aque llos sistemas en los que aparece una i mportante proporción de arci ­

llas y minerales micáce os en las r oc as (por ej empl o, l a clorita t iene una r el aci ón H/ O de

4 /9).

El gráfi co de WHITE (1973) puede s erv i r nos pa r a di f erenciar l os tre s pos i bl es compor t a-

mientos definidos para sistemas geo t ermales e n función de l a génesis cons i de r ada:

1 ) Aguas terma les de ori gen exclus ivament e meteór ico . Se dispon en e n líneas hori ­

zontales, obser vándose var i ac i ones en 6 018 mientras que 6 0 no var í a respecto a l

va lor del agua meteórica considérada en la zon a (por e j empl o , los de St eamboa t

Springs) .

2 ) Aguas termales de ori ge n meteór ico con partic i pac ión de aguas magmáticas . Exis ­

ten cambios en l os , alores de 6 0 y Ó018 t enden t es hac ia l os valor es es perabl es

en aquéllas (Sal ton Sea, fi g . 3) .

3) Aguas termales de or i ge n no meteóri c o . Se tratar ía de aguas juvenil es de ori ­

gen magmátioo o metamórfico. Es ta úl t ima gén esi s es la invoc ada por WHITE (1973)

para el c aso de Su1phur Bank , don de observamos una disparidad total en tre las

aguas t er ma l es y las meteóri cas.

El problema sobre la participación de aguas juvenil es en sis t emas geotermal es es algo

todavía no resuelto, partiendo de la base del desconocimiento de l as pr oporciones i s ot ópi cas

de un agua juvenil . Al gunos mé todos ded uc t i vos permi t en es t imar l a 6 018 de un agua juvenil

entre +6 y +12 (es l a Ó018 de l as r ocas í g neas, e n genera l , con las cuales ti ene que e s t ar

relacionada el ag ua juvenil ); y la de ÓO en - 55 . 3% (es la proporción en el agua del volcán

Surtsey s egún los datos de ARNASON & SI GURGEIRSSON, 1968 ). Los rangos considerados por WHI ­

TE (1973) para las aguas juveni les o magmáticas pueden verse en l a figura 3. En t odo caso

son bastante raros los sistemas geotermales con aguas de or i ge n exc l us ivament e magmáti co. En

general, l os sistemas geotermales parec en es tar r ec argados por. ag ua s meteór i c as mayoritar ia­

mente.

3.4. Evolución isotópica en sistemas geotermales .

Estudios y t r abaj os de l tipo de los realizados por CRA I G (1963) y WHITE (1973) han per­

mitido analizar las pautas evolut ivas de l os isótopos en si stemas geotermales realimentados

por aguas me t e ór icas .

En sistemas geotermales de este tipo debe ex is tir un balanc e exacto e nt r e un isótopo ga ­

nado por el agua y el mismo isótop o pe rdido por la roc a . Por l o tanto un enriquecimeinto iso­

t ópico en la zona de interacción pue de darnos una idea de l as masas reac cionante s de agua y

r oc a .

BLATTNER (1 985 ) resume en e l diagrama Ó018_ Óo de la figura 4 l a evolución isotópica d~

un sistema.geotermal que c omi e nza con una compos ición i s o t ópi c a seme j ante en el agua y en l a

roca del sistema. Las agu as, ori gina lmen t e meteóricas y por lo tanto con una composición i s o-

168

\



4 . GEOTERMOMETRIAS I SOTOPICA5 .

aguas
magmáticas
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-4 - - - - "O- - ~ - Salt~ 0S~';-~
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F I GURA 3. Evol ució n d e l . composición isotópica de dis-
t i ntos tipos de s i s t ema s geot erllla les (ver t ex t o ) .

4.1 . I nt roducci ón.

Las t empe ratur as de base de un sis tema ge o t é rmi c o pueden calcularse mediante técnicas

geotermométricas químicas (ver por ejemplo AUQUE et a l , 1986) . Un método de cuantificación

más sofisticado lo' co nstituyen las denominadas geotermometrías isotópicas .

tóp ica "normal " (rec arga de ag ua , f ig.4), reacc i onan con las aguas y se van equili brando en

e l r es er vorio (a l o largo de la l í nea de t razos,(l)) . Si este agua surge después de este in­

terc ambi o inicial tendremos l a II des c arg a t emprana ll con una composición isotóp ica , en espe­

c ial respe c t o a Ó0 18 , tota lmente modificada en re lación con la del agua meteórica inicial .

Es t a pr ime r a recarga de agua del sistema presenta , pues , un claro enriquec imiento positivo

en 6018 , Sin embargo, de ntro de la evo luc ión histórica del sistema, las sucesivas recargas

de agua meteó rica s e en c ont rarán con rocas c ad a vez más empobrec idas por las anteriores re ­

c argas, y por l o t anto e l e nr i quec imiento eo Ó0 18 es cada vez menor , tendiéndose a alcanzar

l os val ores mínimos originales de l agua meteórica ( "descarga madura") . Los valores de ÓD se

e s tabi l i z an más rápidame nt e e n l a e vo l ución de l si s t ema debido a l exceso de hidrógeno e n el

agua res pe c t o a l a roca (fragmento en fo r ma de "L" de l a f ig . 4) .

Por l o t a nto , tal y co mo se ñalan ELLIS & MA HON (1977) , en un modelo general, áreas que

pr~sentan po co enriquecim i ~n to e n 6018 s e r ían v i ejos sistemas con impo rtante r e c arg a de agua

. cuya co mpos i c i ón i s otóp i ca s e ha ajus tado en equ i l i brio. Areas con enr iquecim iento de Ó018

i mpor t ant e corresponden a s is t emas de poca recarga o bi en a sistemas hi dro t ermales jóvenes

cuyas agua s están en contacto con rocas t odavía no muy alteradas isotópicamente.
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FIGURA 4 . Evol ució n de la composi c i ón i s o t ó pi c a de la s agu as de

un s iste ma geoter mal rec a rgado p or aguas metló ricas ( BlA TTN ER.

- 60

o< =

CH4 + 2H20 :;.====~. C02 + 4H2

La fórmula geot~rmométr~ca ( oK) v end r á definida por l a ecuac ión :

1000 Ln ec e - 9 . 01 + 15 .30l(103 / T) + 2 . 361(l06/T 2)

o

3= recarga de
O y de sc a r g a
L dura
C/) - 20

el
"O

=
~ - 40

donde o< es :

S e ap l ica a sistemas binarios en l o s que intervi ene l a calc ita , C02' grafito o CH4 . El

más usual es e l que utiliza e l fracc ionamiento entre C02 y CH4 en ga s es natural es . El equ i ­

l ibr i o que se establece pue de ex presarse co mo (CRA IG , 1953 ) :

En la mayorí a de l os c a s o s las t e mp e r a t u r a s de ducidas por e ste ge o ter móme t r o son may o­

res que l as que e xi s t en r ealmente en e l almacén geotérmi co (CRAI G, 1975 ; HUL5TON, 1975 ) . La

ecuac ión ( 1 1) e s muy l enta , y l o s dist intos inte ntos expe r i ment a l e s de a lcanzar e l equil i ­

br io i sotópico e n t r e es t o s gases a t e mp e r a t ur as de 200 -300 ° C han s ido infructuoso s . Por o trc-

c ompo s í c í ón d '~

a gua mct o óri c-e

4 .2 . Geotermóme tros basados en la relaci ón C13/C 12.

No pretendemos realizar un anál isis e xhaustivo de la metodo logía y fundamentos de cada

uno de ellos, l o que de por s í cons t i t u i r í a moti v o de un trab aj o mucho más ampli o . Simplemen· ·

te nos limitaremos a r e alizar un a recop ilación de los dis t i ntos tipos de geotermómetros i s o­

tópicos en vista a po s t erio r es t rabaj os más e x ha ust i vos .

Como en las técnicas geotermométr icas químicas , existen vari os métodos isotópicos e in­

c luso distintos cal ibrados dentro de cada método . Todos ellos se basan en que el fracciona­

miento isotópico en determinados sistemas binarios es fu nción de la temperatura , l o cual per··

mi te~ conoc iendo la relación isotópica de l os dos c onstituye n ~es de l s i stema, deducir l a tem-·

peratura .



donde O< es :

(HULSTON,1975; MI TZUTAN I , 1972 ).

( rs)

(14 )

(16)

(l8)

(l7)

(19)

H
20

l 8
+ HSo~6

1/4 SO~8 + H
20

l 6

o< =

La ecuac ión geotermométrica correspondiente es :

- 1000 lno<= - 10 . 55 + 9.289(l03/T) + 2.65l(l06/T2)

(0 18/016) / (018/ 016 )
_ C02 H20

Sin embargo , ELLIS & MAHON (1977) señalan que en esta reacción el intercambi o i s ot ópico

Son muchas l as r e acci ones que t ienen lugar e n s istemas hidrot e rmal es y e n l as que se

pr oduce inter cambio i s otópico de ox ígeno . -Una de l as us adas c on propósitos geo t ermomé tri cos

es e l interca mbi o i s otópi co produ cido ~ntre CO2 y H20 (vapor):

H20
l 6

+ C0180 l 6 H20
l 8 + CO~6

es muy rápido y por l o tanto de reducido in ter és como i ndicadora de temper atur as .

4 .3 . Geotermómetros basados en l a re lac ión 018/016 .
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po:

McKENZIE & TRUESDELL (1977) realizan ot ro calibrado basándose en la ec uac i ón (18) . La

fórmu la geotermométr ica de e s t e ca l ibrado~s :

1000 lnO{ = 2. 88( 106/T 2) - 3.6

La aplicación de los geotermómetros isotópicos con SO~ da , en ge neral , bue nos r es ul ta­

dos aunque en a lgunos c as os proporcionan temperaturas ligeramente más altas que l as rea l es

donde O( es :

lado, l a compo sición. isotópica del carbono en el metano de sistemas geotermales suele ser

similar a la existente en e l carbón orgánico na t ur al por l o que las temperatur as calcul adas

pueden ser f or t ui t a s (PAN ICHI , 1975 ) . Por 10 tanto l a uti li zac ión de este geotermómet ro ha

de realizarse co n mucha prudenc ia .

Otro s is tema binar io s uscept ible de ser usado co mo geoter mómetro según l a r elación C13/

C12 es el basado en el fraccionamiento entre HC03 y CO2 (O'N EI L et al , 1975 ; TRUESDELL, 197 5).

Los resulatdos obtenidos parecen ser mejores que los del CH4-C0 2, aunque he mos de tener en

cuenta que el HC03 de las aguas terma~es tiende a descomponerse por reacción con otros ác i ­

dos débiles, y conforme los f luí dos ascienden a l a superfic ie , expulsando CO2. Esta situa­

ción pue de fa lsear l os r es ul t ados obtenidos (ELLIS & MAHON, 1977 ).

Más adecuadas son l as reacc iones en las que e l fracc ionami e nto isotópico de ox íge no s e

produce e n e l sist ema sulfato - agua. Las ec uac iones básic as de este geotermóme t ro son del t i -

En la f igura 5 pueden verse los distintos calibrados de geotermómetros i s o t ópi c os en

los que intervienen los sulfatos, en función de las formas de estos últimos que se conside­

ren en el equ il ibrio (ROBINSON , 1977 ).

O( = (018/ol6)so= / (018/ol6) H ° (20)

Es t e calibrado se ha conver%ido en uno de
2

10 s más usados , poseyendo correc iones según que el

enfriamiento del agua termal se produzca por conducción , vapor i zac i ón brusca o vaporización

c6ntiqua.



5 . CONCLUSIONES .

4 .4 . Geotermómetros basados en la r elaci ón O/ H.
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) e S 6

r" {OK JO] x 10 6

CH
4

+ HD ( 22)

CRAIG ( 1975) . La ecuaClon geotermométrica viene dada por:

181.264 (1 06 / T
2

) - 8.949( 10 6 / T2)2 (23)

O '-_---L-....L---'_ _ -'-_----'-_ _ '-_--'

1

H2 + HOO (2 1)

( 1969) Y estudiada exper imenta l mente por HULSTON ( 1975) y ARNASON

obtenidos con este geo term óme t ro no son excesivamente buenos ya que
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Otra reacción usada con fines geotermométricos es :

FI GURA 5. Dis t ribución . de los i ~ ó to p o s de ox ig e no e ntre agua

distintas fo r mas de su l fa to s ( ROBIHSON, 197 7) .

Los métodos isotópicos constituyen una imporatnte herramienta en la prospección geotér ..

mica . Su utilización, sin embargo, no deja de ser una soluc i ón de compr omiso ent re e l plan­

teamiento inicial del problema , los resultados que se de seen alcanzar y l os recursos e conó­

mico s que s e quieran o puedan utilizar. Las geotermometrías isotópicas son, en general , un

complemento al resto de técnicas geotermométricas y por 10 tanto su utilización no se hace

dond e O( es :

Existen , también dentro de este grupo , distintos calibrado s s e gún l a reacción de inter­

cambio isotópico cOlIsiderada . Una d*?: l as más us adas es:

CH3D + H2 ;;:::===~

cal i br ada experimentalemente por

1000 l no(= -90 . 888 +

está condiconado por numerosos factores propios de c ada si s tema geotermal y la ciné tica de

l a reacc i ón no se co noce exactamente todavía (ELLIS & MAHON, 1977 ) .

o( = (O/H)CH /( O/H)H (24)
4 2

~os r e s ul t ados obtenidos a l aplic ar es te geotermómetro parece~ pr e s en t ar dificultades

s i mi l ares a l os del calibrado anterior (TRUESDELL, 1975).

HO + H20
cal ibrada por BOTTINGA

(1975) . Los resultados



t he rmal Stud. , Pisa, Italy (1975).

"Chemistry and Geothermal Systems ". Aca de mic Pr ess,

~mprescindible sal vo e n casos muy conc r e t o s.

Má s imporatntes s on l as de ducciones que s e pueden obtener a partir de los contenidos

de tri t í o , 6 0
18

Y ÓD. Ta l y como se ha s eñalado e n el apartado 2 . 1 . , l os cont eni dos de t r i ­

tio nos van a indic ar a grandes rasgos el ti empo de r e sidenc ia del f l uí do termal en el si s ­

t e ma y la posible e x i ste nc i a de f e nó meno s de me zc l a.

Los análisis de i sótopos e s t a bl es de ox í g e no e hi dr ógeno del agua propo r c iona n asimis -

mo datos bastante in t eresante s :

1 } Limitan la z o na de r ecarga de l s i s t e ma med iante e l es t udio de la e c uac i ones de

var i abi l i da d isotóp i ca que rigen la zona de estudi o (e cuac iones de l t ipo de l a (9) ) .

2) Cuantifican l os i n t e r c ambi o s iso t óp i c os , e s peci alme nt e l os de 0
18

, e n e l reser ­

va r i o , bien po r intera c ción con la r o c a o por fracciona miento a c ausa de l a vapor i­

zación. Con el l o podemos obtener una idea de la na tural eza l i t o l ó g i c a de l a l mac é n

o sobre la presencia de fase vapor en el sistema .

3} El enri quecimiento isotópico puede i nformar, as í mismo, de l a s mas as rea c c i on an­

tes de agua y roca , y de l vo lumen de r e c a r g a del s istema .

4) y por úl t imo, pue de n su ministrar información sobre l a edad o periodo de funcio­

namiento de l sis t ema ge otermal .

Muchas de l a s informaciones s umin i s t r ad a s por los mét od o s isotópicos pue den deduci r s e

medi ante otras técn i cas o es t udios , generalmente más l abor i o sos e inseg uros . por l o que l o s

análisis isotópicos constituy en una t é c nic a de primer o rde n en l a pros pecc ión geo t érm ica fi-

na .
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Mineralogical association and c r y s t a l l o c h e mi c a l parameters

of illite h a ve be e n used to approach t h8 di a gen e s i s deg r ee u nder­

gone by Precambria n to Si l uria n (Lud Low ) pe litic r o ck s f rom a

sector of t h e Iberia n Ra nge. I l litechlorite facies, a nd high

crystallinity of il l ites (2~1 po litype) seem to in dicate t hat

anchizone-epizone wa s r e a c h e d .

SITUACION GEOGRAFICA y MARCO GEOLOGICO

La zona estudiada se encuentra s ituada al Suroeste de la provincia de Za­

ragoza, en la mitad occidental del cuadrante 1 11 de la hoja 4 10 (La Almunia de

Doña Godi na) del M.T.N. E: 1:50 .000. Desde el punto de vista geológ ico , se em

plaza e n el b o r d e Nororie ntal de l a Rama Aragonesa de la Cord i l lera I b é r i c a , _

en lo q ue constituye el n ú c l e o hercí nico principa l (Figura 1 ). La s u p er p o s i c i ó n

de las orogenias Hercínica y Alpi na determina la compleja estruc tu ra tectón ica

que present an l o s mate r iales af lorantes, co n direcciones predom inantes NO-SE y

NNO-SS E .

El perf il estudiado (Fig ura 1 ) a ba rca las formac io nes co mprend idas d e s d e

e l Pr e c ámb r i c o a l S i l úr ico (L ud lo w s upe r i o r ) . En él p ue de o bser va r se q u e en

to das l a s /f o rm a ci on e s existe n nive les p e l íticos , i ncl uso en l a s fac ies de pre ­

cip itació n quí mica como son l a s perte necie ntes a l a Dolom ía de Ri bota y a l a s

Calizas de Cistideos.

CARACTERES PE TROLOGICOS DE LAS PELITAS

Dentro de las rocas pelíticas se han estudiado l i m o l i t ~ s s .l. y arcillitas

que presentan caracteres petrológicos similares c o n dif&rencias e n aspectos de

composición mineralógica y ' tamafio cristalino. Respecto a este 61timo, . las limo ­

litas s.l. presentan un tamafio promedio entre 15 y 40 micras , siendo de 3 a 12

micras el de las arcillitas .
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• BASAMENTO + PALE OZO I CO

§ SER I E IB~R ICA O POSTPALEOZOIC O

F i gur a 1 . - Situaci ón y marco geo lógic o del área estudia da . Columna l i toestra ­

tigráf ica síntesis de l o s mate riales aflorante s. 1) Fm. P izarras d e Paracu e l los;

2) F m. Cuarcita de Bámbola; 3) Fm. Embid; 4) Fm . Pizarras de l Ja l ón; 5 ) Fm . Do­

lom ía de Ri bota; 6 ) Fm . Pi~arras de Huérm ed a ; 7) Fm. Arenisca de Dar oc a; 8) Fm .

Pizarras de Murera; 9 ) Serie Ibérica ; 1 0 ) Fm. Cuarcita Armor i cana ; 1 1 ) Fm. Cas­

til lejo; 12) F m, F o mb ue n a ; 13 ) Fm . Calizas d e Ci s tid eos; 14) Fm . Ore a ; 1 5 ) F m.

Cu a r c i t a Blanca ; 16 ) Fm . Bád enas .



En cu an t o a l a composició n mineralógica , en a~bas lito logías son muy abun ­

da ntes i os min er a l e s a rci l lo sos y micáceos , e s p e c i a l me n t e en las ar c ill i t a s ,

a c omp añad os d e u n p o r c en t a j e variab le d e cuarzo , más abundante en l a s limoli t a s .

Ot ros com po n e nte s mi ne r a les p r e s en t e s en es casos porce n t a jes so n : micas b l a n­

c as , f e l d e s p atos, ac cesor ios (opacos, c i rcón , t urmalin a , a p a t i t o y rutil o ) y

óx i dos de hierr o ; ocasiona l mente hay c a lce donia , p lag ioc lasas , bi o t i t a, c lo r i ­

t as , pir i ta y ma te ria o rgá nica trans fo r mad a . Lo s cr ista les so n ma y o ri t ar i a men t e

alot r io mo r f o s, a lg uno s d e cua rzo s o n s uban gul o s o s -subre d o n d e ad o s , e stán r ecr e ­

c i dos y los de may or t a maño fl o tan e n l a ma t r iz lu tí t i c a .

Es generaliz ad a e n a mbas l i t o lo g í a s l a ex is t e ncia d e f racturac ió n ; l a s ­

fr a cturas más gruesa s a pa re c e n n ormalmen t e r ell en a s de c u a r z o , mientras q u e la s

más fin a s lo están p or óx i dos de h i er ro .. Es ca ra cte r ísti ca l a ex iste nc ia d e pi ­

zarr osidad, y adem ás ex iste n otras est ructu ra s : l amin a ci ón fl a s e r, b o udin a g e ,

mi cros lump ing, bande ad o min er al ógi c o, lineacion e s d e n ódul o s d e cu a r z o y t am­

bi én p c a s i o n a l me n t e mi c r o p l i e g u e s.

Ta nto l a s limo litas s . l . co mo las arcillit as es t án muy a fec t a das po r tra ns ­

formaciones diagenéti cas, en t r e las que cabe d e st a ca r: a) La au tigén e si s min e­

ral que afecta fundam en talmente al cuarzo ( mic ro -c r ipto c r i sta l i no , e n cr ista les

con formas variadas y c o mo re c re cimien t o e n conti n ui da d ó pt ic a co n g r an o s p r e­

exi sten t e s) ¡ a min eral e s a rc i l lo so s y mi cáce os ( micas b l a n ca s ) , y ta mbié n . oc a ­

s i onalm ente, . a bi o ti t a , fel des patos, . c a lc edo n ia , ci rcón y pi rita , b) la sust i ­

tuci ón de mineral e s a rc i l losos y mi c á c e os por c uar zo micr o c ri s talin o, c) l a ce ­

men tac i ón, fundam en t al men t e co n c uar zo mi c ro c r i stali n o q u e e vo luc io na h a ci a mo­

saico s o inclus o monocr istales, d) otro s p r o c es o s específ ico s de a l g unas mue s ­

tras s o n : la al t ~ra ci ó n de feldespato s a mi n e r al e s de la arci l la , d e piritas a

óxido s de hierr o y la ne o formac ió n d e n ódul os de cuarzo .

EST UDI O MINERALOGI CO POR DIF RACCI ON DE RAYOS X

Se ha realizad o e s te estu d io c on el -ob je t o fu ndam ent al d e i d en t i fi car l o s

f i lo s i l i c a to s y obten er a de más l a informaci ón ne cesari a q ue p ermi ta establ e c e r ,

de f orma aproximada, e l gr ad o de diagénesis o me t amo r fism o q u e han su f r id o las

r o cas pelíticas.

Med iante un e q u i p o Phil ips PW 1710 de d ifr a c ci ón d e ra y os X co n tubo d e Cu

y filtro d e Ni s e ha dete rmin ado, po r e l método de p ol vo c ristali no ( roc a tota l) ,

la compos ición mi n e r a l ó g i c a cualitativa de 19 mu e s t r a s , . e n tanto que el e studio

excl usivo de filosi li catos me di a n t e agregado or~entado ( fracción menor d e 2 mi ­

c r a s ) se ha rea lizado e n 23 muestras . La s muestr as s ele ccionadas representan l a

mayor parte de las f orm a ciones presentes en el áre a , d e sd e el Precámbrico h as t a

e l Silúrico (Ludlow su per i o r ), · q ue incl u y en r o c a s p elíti cas e n s u li tol ogí a . .

Los resu ltados difract ométric os del an ál i sis c u a litat i vo de los min e ral e s

e xistentes en r o ca to t al ( d i f rac to g r a ma s de p o l vo cri s t a l i no) y de l o s f ilos i ­

li catos presente s en la f racci ón men or de 2 mi c r a s (di f r a c t ograma s de a gr e g ad o

or ie n t a do ) se rec ogen en e l Cuadr o l .

La comp osi ci ó n min e r a l ógi ca, com o se p ue de obse rva r en el ci tad o c u a dro ,

e s b as tante hom o g én e a y respo nde a la as oci a c i ón miner aló g ica s igu i en t e : i l ita

+ c uar zo ~ clorita ~ f el des p a t os ~ p lagi o cl a sa s ~ in t e r e s tr a tifi c ados ~ p i rof i ­

li ta ~ g o ethi t a ~ magne t i ta .
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Figura 2 . - Distr ibució n de las i l itas de l a s racas pe lit ica s de l Precám b r ico ­

Silúrico inferio~ en el diagrama de ESQUEV1N (1969). (D iag ramas de agregado

orientado) .

Es característ ica la pr e se nci a constante d e i lita (m os c o vi t a ) , c ua r z o , cl~

ri t a (sa lvo en las mue s tr a s N-6 , Nl -3 , Nl-4, Nl -6 Y Nl-1 7 ) Y d e f eld e sp a t o s

(salvo e n las muestras Nl -4 'y Nl - 1 7) , sie n do éstos e spec i a l me n t e abund ant e s e n

las mue s t r a s N3-66, N3-56 , N3- 16 , N3 -46 , N-3, Nl -24, Nl - 1 4 Y N- 6. Ha y pl a g i o ­

c lasa s e n las muestras N3 - 16 y N-3 , a demás de mi ne ra les in tere strat i fi c a d os en

la mues tr a N3 -43 y pirofil ita e n l a Nl -7. En cuan to a l os mi n era le s d e hierro,

h a y ma g netita ( N3- l6) y goeth ita (N3 - 43 , Nl -3 Y Nl -6). Es de dest a car l a el ev a ­

da c r i stal i nidad de l a s il itas en l a p r á c ti ca to ta lidad de l as mu estr as, a sí co

mo d e las cloritas, especia lm en t e en las de l a Fo rm a c i ón Piz a rr a s de Pa r a cu ello s

( Pre c á mbr ico).

El estu dio de l a crista l ini da d d e la ili t a se h a r e a l i z a d o median t e l a d e ­

te r mi nació n d e a lgu nos p a r ~metros c rista lo q u í micos medid os en l o s di fr a c t ogr a­

mas d e a gre g ad o orienta do . La s co n di ci on e s d e t r a ba j o han sido la s si gui entes :

Constante d e t i emp o RTC : 2. Ve loc i d a d d el pap el RSP: 2 2/ mi n u t o . Velo c id ad del

go ni ómetro SPE : 0 . 0 3 2 /minuto.

Se han d eterm in ad o lo s s iguient es par á met ro s c r is t a l o q u í mic o s , . par a las

reflexiones d(OOl ) y d(00 2 ) : la altura d el pic o (cm), la anc h ura a mit ad de l a

a l t u r a (cm), e l á r ea d el pi co (c m 2) y l a r el a ci ón d e la i n t e n s i d a d de la s re­

f l e x io n e s 1 (0 0 2 ) / 1 ( 0 01 ). Ad e má s , para l a r efl e xi ón d( OOl ) se h a dete rm inad o el

tam año d e cri sta lito (A) , sigu i e n do la s i nd i ca ci on e s d e WEBER et a l . (197 6). ­

Las me d i d a s d e l os pa rá me t ros me n cio n ados se recogen en el Cuadr o 2 .

Pa ra l a dete rmi n a c ión d e l g ra d o de di a g é n e s i s y meta morfism o e n base a la

me di d a d de la Ilcris t alini d a d de la ili ta l l
, . se ha ut i li za do el diagram a d e ES­

QUEV1N ( 1969), en el q ue s e han p royecta do los datos d el pa~ámetro de la a nc h u -
o

ra a mitad de la altura en A (cri stali n idad), co mo se r e co ge e n l a F igu r a 2 .

La v i sua lizació n del citado d i a g r a ma ofrece una situación gen e r al iz ad a de l a s

ilitas e n la epizona , con la exce pción de dos muestras (Nl - 1 4 y Nl - 4) q u e apa ­

r e ce n si tu a d a s en la anq uizona .
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Cuadro 1 . - Análi si s min er al óg i co c ua l itati vo por di f rac ­

tometría d e rayos X.

x = Exis t en c i a ; - = No e xi s t enc i a; I = I l i t a j Cl = Clorita

In = Int e r e s t r at i f i c ados ; Pi = Pi rofili t a j Q = Cuarzo ; Fd = Fe l ­

despatos ; Pg = P1ag i oc1 as as; Mg = Magn e ti t a ; Gt = Goe t hita.
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Cua dro 2. - Par ámetro s cr ista loquími c o s de . i l i t a s de te r min !

d o s e n difrac t ogra ma s d e ag re ga d o o r i e n t a d o .
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Dado que la medida de l a lI c r i s t a l i n i d a d de la i lita" para su ut ilizaci ó n

en el diagrama de ES QUEVIN (1969), requ iere la e xistencia de condicion es stan ­

d a r-d j se h a ut i l i z a d o o t ra forma de e xpresión de l a "crista linidad" basada en

l a fórmula de SCHIRRER (1 91 8) para la difr a cci ón e n l os c r i s t a l e s muy pequefi o s ,

co no c i d a c om o el tamañ o de cr istalito, o bte n ié n do se as í u n a expresión de la

cristalinidad que resulta independiente de las c o n d ic io n e s experime ntales . En

relación c on es te par ámetro ,. WEBER et al. ( 1976) definen los limites d e la an-
•· q u i z o n a ,. q ue corres p o n d e n a espesores a p a re nt e s co mp r e n d i d o s entre 150 y 2 7 5 A,

de tal mod o que lo s v a lo r e s del tamañ o de c r i s ta l it o obten idos por nos otro s en

los agregados orient ad os si túan a la mayoría de las muestras en la anqui zona.

DISCUSION y CONC LUSIONES

Del estudio mi nera lógi co por difractometría de rayos X se p ueden ex traer

l o s sigui e n t e s resu ltados:

1 ) El a ná l is i s mi n e r al ó gi c o cua lita t ivo revela l a exis te nc ia de u n a co mpo ­

sición mineralógica bastante homogénea e n todas l a s rocas pe lít icas d el Pa leo ­

z o i c o , . constituida por l a asociación miner alóg ic a siguien te: il i t a + cuarzo +

c l o r i t a ~ feldesp atos ~ plagioc lasas + i nter e stratificados + p irof i lita ~ goe ­

thita + magn etita . Es c a r a c t e r í s t i c a la pr e s encia co n s t a n t e de ili t a y c ua r zo , .

siendo ademá s bastante frecuente la p r es e n ci a d e c l o r i t a y feldesp atos, mien ­

t r a s que lo s minerales restantes están present e s d e forma esporádi ca .

2 ) Por l o que resp e cta a los fil osili ca t os, principal objeti v o de e s t e es­

tudio, . la ilita es el mi n e r a l predominante, pr esentand o una e l e vada cristalini ­

d ad ; la cl o r i ta ap arece también con especi al abund a n cia y elevada cristalinidad

en las mue stra s correspondientes a las formaci ones del Precámbric o y C ~mbri c o

inferior y medi o, . f altand o en algunas de l a Seri e Ib érica y en las Forma ciones

Fombuena y Cas tillejo . Los interestratificaod o s y la p i r o f i l i t a aparec en sól o

de forma esporádica

3 ) La det ermin a ción de l o s paráme tros crist al oquimicos en las i l itas , . in­

dica una ele vada cristalinidad, . de forma que proyectadas e n e l d i a gr a ma de ES ­

QUEVIN ( 19 6 9) dan un a situació n genera lizada en la epizona (ver Figura 2) .

4) Los valores del tamaño de cristalit o medidos en difr actogramas d e agre­

gado orientado oscilan entr e 164.45 y 3 8 2 . 0 4 X, predomin a n do e l de 267 .43 X
Es t o s valores de esp esores aparentes relativame nte a ltos, p royec tados e n el d ia­

gra ma de WEBER et al . (19 76), da n una situación ge nera l d e la s il i t a s co mpre n ­

di d a en l o s lim ites d e l a anq uizona ( 150 -275 X) , (ver Cuad ro 2) .

5 ) La i d en t i fi c a c i ó n d e l o s tipos de mi c a s , esta b leci d a e n f u n c i ó n d e la

relación de intensidad de l o s picos (002) y (OOl) segú n ESQUEVI N ( 1969), h a de ­

most rado u n predominio d e las feng itas y mo s c o v i t a s. E l po li t ipo presente de l a

i lita ser ia 2M. F ERNANDEZ NI ETO et a l. (1985) de terminan, en f u nción de los va­

l o r e s medios d e b ( inferior a 9.025 1), que el tipo de micas p rese ntes e n l o s
o

materiales pelíticos d e la zona de Santed, . corresponde a moscovitas .

6) Las ilitas y c l o r i t as prese ntan una el e v ada crista linida d en las mues­

tras correspondientes a las f ormac iones del Precámbrico y Cámbrico inferior y

medio , en tanto que e s menor en las r o c as pelíticas de edades posteriores .

A la v i s t a de los resultados obtenidos, se considera que el o rigen de las

ilitas, que pres en tan una cristalinidad uniformemente elevada, responde a u n a
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de la anquizona -diagénesis profunda y el inicio del metamorfismo, es decir ,

epizona . Esta zona de tránsito definida por DUNOYER (1969) por la facies "ilita­

c lor i ta " está caracter izada ade más, por la e levada c ristal inidad de l a s ilitas,

po r l a ex iste nc ia de l pol i t i p o 2M y p o r l a proba b le prese nc ia de p irofi lita .

Los ma t e ri a l e s han soportado b a j a s pres io nes y temperaturas , como se pue de de ­

ducir a partir de los valores medios de bo y del espaciado basal de las micas

blancas, obtenidos por FERNANDEZ NIETO et al . (1985) que, además, aporta n como

información adicional la existencia en la F o r ma c i ó n Valconchán de acritarcos,

lo cua l supo ne que no se han rebasado temperaturas supe riores a 180 2 •

~ecri sta lizac ión diage nética fue rte y de tránsito al metamorfismo . Ig ual me nte ,

ca be pensar que la génesis de las cloritas, que en algunas muestras presentan

una e levada cristalinidad, . responde a fenó~enos de autigé nesis por agradación

diagenética de los minerales de la arcilla ricos en hierro y magnesio .

La pirofilita, considerada frecuentemente como indicadora de ambiente me­

tamórfico , está presente de forma minoritaria en una muestra de la Formació n ­

Bádenas , y se ha podido originar e n el curso de l a d iagéne sis avanzada o de l

a n qu i meta mo r f i s mo , . ya qu e está p r o b a d a su existe nc ia a tem peraturas i n f er i o r e s

a l a s de l i ni c i o de l me tamorfismo .

La presencia bastante constante de la paragé nesis i l i t a- c l o ri t a , indica ­

que las rocas han alcanzado unas condiciones termodinám icas situadas entre la
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