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XXXIV OLIMPIADA INTERNACIONAL DE MATEMATICAS
Estambul (Turquia) - 1983

La XXXIV Olimpiada Internacional de Matematicas se celebré en
Estambul (Turquia) del 13 al 24 de Julio de 1993.

Las pruebas se realizaron los dias 18y 19y a ellas concurrieron 450
participantes de 74 paises. Se propusieron, como de costumbre. seis
problemas, cuyos enunciados pueden verse en la seccion de Problemas
Propuestos de este Boletin.

Cada problema fué calificado con una puntuacion de 0 a 7. por lo gque
cada alumno podia obtener un maximo de 42 puntos Coma nuestros
lectores podran apreciar. |os ejercicios propuestos fueron realmente dificiles
Por ejemplo, en el tercer problema, 293 participantes obtuvieron O puntos
S6lo dos estudiantes (uno de China y otro de Taiwan) aicanzaron los 42
puntos posibles.

Se concedieron 35 medallas de oro (de 30 a 42 puntos) 66 de plata
(de 20 a 29) y 97 de bronce (de 11 & 19)

La Delegacién esparola estuvo formada por don Francisco Beliot
Rosado, don Juan Manuel Conde Calero y seis estudiantes. Los resultados
obtenidos por éstos, son l0s siguientes:

Antonio ROJAS LEON, de Sevilla.
(tercer clasificado en la XXIX OME) 20 puntos (PLATA)

Alvaro BEGUE AGUADO. de Valladolid,
(campedn en la XXIX OME) 11 puntos (BRONCE)

Miguel CARRION ALVAREZ, de Madrid,
(subcampeon en la XXIX OME) 4 puntos

David SEVILLA GONZALEZ, de Madrid.
(cuarto clasificado en la XXIX OME) 3 puntos

David CASTELL BURGALETA, de Castellon,
(sexto seleccionado en la XXIX OME) 3 puntos

Antonio SANCHEZ ESGUEVILLAS, de Valladolid,
(quinto seleccionado en la XXIX OME) 2 puntos
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Debe destacarse que, desde 1986, ningun estudiante espanol habia
conseguido una medalla de plata en la Olimpiada Internacional. También
recordaremos que David Sevilla comienza este curso sus estudios de
C.0.U. y fué premiado en el Concurso de Resolucion de Problemas de
nuestra Sociedad, como alumno de B.U.P. en los afos 1991, 1992 y en éste

de 1993.

Como es bien sabido, Alvaro Begué participé ya el ano pasado.
recién terminado el B.U.P. en la XXXIIl Olimpiada Internacional, celebrada
en Moscu, quedando en tercer lugar entre los espafioles, y también en la VI
Olimpiada |beroamericana, en Caracas, en la que obtuvo medalla de plata.

Fué destacable la excelente organizacion de la Olimpiada y la gran
calidad de los alojamientos. Los estudiantes fueron alojados en el Complejo
de Vacaciones de Atakoy. a orillas del mar de Marmara

La proxima Olimpiada Internacional de Matematicas (XXXV) se
celebrara en Hong-Kong, del 8 al 20 de Julio de 1994.
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Vill OLIMPIADA IBEROAMERICANA DE MATEMATICAS
Méjico - 1993

La 82 Olimpiada Iberoamericana de Matematicas se celebro en México
del 12 al 19 de Septiembre de 1993.

Las pruebas se realizaron los dias 14 y 15 de Septiembre y
consistieron en la resolucion de seis problemas, en dos sesiones de
cuatro horas y media cada una. Como cada problema era puntuado de O a
10, podia obtenerse un maximo de 60 puntos. Los enunciados pueden
verse en la seccién de Problemas Propuestos de este mismo Boletin.

Se concedieron 7 medallas de oro (de 49 a 55 puntos), 11 de plata (de
37 a 46) y 14 de bronce (de 26 a 36).

La delegacion esparola estuvo formada por dofia Maria Gaspar
Alonso-Vega y don Francisco Bellot y por los cuatro estudiantes mejor
clasificados en la Olimpiada Internacional . Los resultados obtenidos por
éstos han sido muy brillantes, como puede verse a continuacion:

Antonio ROJAS LEON, de Sevilla,
(3° en la XXIX OME. PLATA en la XXXIV OIM) 53 puntos (ORO)
(segundo en la clasificacion general individual;
fué el unico que obtuvo 30 puntos en la 2° sesion)

Alvaro BEGUE AGUADO, de Valladolid,
(1° en la XXIX OME, participo en fa XXXill OIM
y obtuvo PLATA en la VIl O Iberoamericana.
BRONCE en la XXXIV OIM de este afno) 42 puntos (PLATA)

Miguel CARRION ALVAREZ, de Madrid,
(22 en la XXIX OME) 35 puntos (BRONCE)

David SEVILLA GONZALEZ, de Madrid,
(4° en la XXIX OME; comienza ahora C.0.U.) 23 puntos (mencion
honorifica)

La Copa Puerto Rico, que premia al pais que mas progresa en las dos
uitimas olimpiadas, fué ganada por Argentina.

La proxima Olimpiada Iberoamericana de Mateméticas, que sera la 92,
tendré lugar en Fortaleza (estado de Ceard), Brasil, del 17 al 25 de
Septiembre de 1994.
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CONVOCATORIA

Organizada por la Real Sociedad Maiemadtica Espafiola bajo el patrocinio de 1a Subdireccién
General de Becas y Ayudas al Estudio.

NORMAS

1.- PARTICIPANTES. Podrén participar en la 1! Fase de la XXX Olimpiada Matemética Espafiola
los alumnos matriculados en COU, en el dltimo curso de Formaci6n Profesional de segundo grado, 2°
curso del 29 Ciclo del Bachillerato Experimental (Reforma),3° curso de B.U.P. y 19 y 2? curso del
bachillerato L.O.G.S.E.

2.- INSCRIPCION. Los interesados en participar en esta Olimpiada, solicitardn por escrito su
inscripcion, bien directamente bien a través del Centro donde realizan sus estudios, indicando en ella el
nombre,D.N.L , dos apellidos, domicilio, teléfono y Centro donde se hallan estudiando especificando la
direccion y telefono de dicho centro. Las solicitudes se dirigirdn a:

(*)

3.- PRIMERA FASE DEL CONCURSO. En cada Distrito Universitario se cclebrardn las
primeras eliminatorias, que constaran de dos sesiones (la primera de ellas podr4 ser eliminatoria si asf lo
estima oportuno ¢! Tribunal), en las que se propondrin a los participantes varios problema sobre
cuestiones de Matematicas,

(*)

Por cada Distrito actuarg un Tribunal delegado por la Real Sociedad Matemética Espafiola, que calificara
los ejercicios y propondré a la Subdircccién General de Becas y Ayudas al Estudio a los ganadores de
Distrito, en nimero de tres como méximo para la concesién de un premio en metalico cuya cuantia
determinara la citada Subdireccidn General.

4.- SEGUNDA FASE. La segunda fase del concurso se realizard en Madrid (Los concursantes del
Distrito de La Laguna realizardn dicha prueba en su distrito) los dias 25 y 26 de febrero de 1994, y podréan
concurrir a esta fase:

a) Los ganadores de la fase primera.
o b) Alumnos que, habiendo paricipade en alguna edicién anterior de la Olimpiada, sean
invitados formalmente por la R.S.M.E.

) Las pruebas consistirdn en la resolucién de problemas o cuestiones de Matemdticas, en dos
sesiones.
Un tribunal designado por la Real Sociedad Matemitica Espafiola, calificard los ejercicios y
determinaré los ganadores de esta fase nacional. Los primeros clasificados recibirin un premio en met4lico
cuya cuantia determinard la Subdireccién General de Becas y Ayudas al Estdio.

5.- Las decisiones de los Tribunales son inapelables.

6.- La participaci6n en la Olimpiada Matemdlica Espafiola supone la aceptacién de estas normas.

(*) Ver NOTA en la pagina siguiente



XXX OLIMPIADA MATEMATICA ESPANOLA

NOTA:

En cada distrito se har&n piblicos oportunamente
los siguientes datos:
- Fecha limite de recepcién de inscripciones.
- Direccién a la que deben remitirse esas inscripciones
- Fechas, horas y locales en los gque se realizaré&n las
pruebas de la primera fase.
- Normas especiales, si las hay, para dichas pruebas.

EN EL DISTRITO DE MADRID:

- Las solicitudes de inscripcién se deberé&n recibir
antes del 23 de Noviembre de 1993.

- Se dirigirén a la atencidn del

Prof. Jose Javier Etayo Gordejuela
| Vicerrectorado de Desarrollo Estatutuario y Claustro
de la Universidad Complutense de Madrid
( Edificio de Alumnos - Ciudad Universitaria )
28.040 - MADRID

- Las pruebas de la primera fase tendran lugar el
viernes 26 de Noviembre a las 16 h 30 m y el sabado 27
a las 9 h 30 m , en el nuevo edificio de la Facultad de
Matemdticas de la Universidad Complutense (Ciudad
Universitaria, zona de Paraninfo, junto a la Facultad
de Ciencias Quimicas)

- La primera prueba no serd eliminatoria.

MODELO DE SOLICITUD DE INSCRIPCION

- La inscripcién se solicitard enviando un boletin como
el del modelo de la pagina siguiente, sin dejar de

consignar en él ninguno de los datos que alli se piden.

HHH OLIMPIADA MATEMATICA 1994

BOLETIN DE INSCRIPCION

Muy Sr. mio,

D.
con domicilio en , provincie de
calle ,ne__ , Tfno.
de_______afiosdeedad,conD.N.J.________ yalumno de

del Colegio/Instituto/ Centro de F.P.
de la localided de

, Provincia de Calle

num

Tfno Pone en su conocimiento que desea tomar parte

en la HHIK Olimpiada Matematica,y le solicita ser inscrito en la misma

Fdo

(El solicitante)
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Como socio de la Sociedad Puig Adam de Profesores
de Matematicas, deseo que me envien gratuitamente
los siguientes numeros atrasados del Boletin:

(senalar con una X los que interesen)

3 4 10 26
] - O &
31 32 33 34

[ W R N [ N

Envio adjuntos sellos para el frangueo (52 pta
por numero para Madrid - capital y 78 pta por ni-
mero para el resto de Espafia).

Utilicen para el envio la direccién consignada
en este recuadro:

Los nameros 1, 2, 5, 6, 7, 8, 9, 11, 12, 13,
14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25,
27, 28, 29 y 30 estéan agotados.

Si desea acogerse a este ofrecimiento, recor-
te o copie este cupén y envielo a la:

Sociedad "Puig Adam" de Profesores de Matematicas
Aptdo. 9479 - 28.080 -MADRID.
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OLIMPIADAS MATEMATICAS
para alumnos de EGB

Desde hace cuatro afios, se celebran competiciones de
resolucion de problemas de matematicas, de ambito nacional,
para alumnos de EGB, en las que participan los clasificados
para ello en torneos regionales que se vienen llevando a cabo
desde hace varios afos (hasta nueve en ocasiones). Estas
competiciones reciben el nombre general de Olimpiadas.

Las Olimpiadas regionales o provinciales estan
organizadas por Sociedades de Profesores de Matematicas o
por los Centros de Profesores locales, empleando muy
diferentes sistemas para la seleccion de ganadores y con muy
distintos numeros de participantes. La Federacion Espafiola de
Sociedades de Profesores de Matematicas coordina ahora
estas labores y encarga cada ano a una Sociedad la
organizacién de la fase nacional, reservada normalmente a los
alumnos de 8° de EGB, Hasta ahora se han celebrado cuatro
Olimpiadas Nacionales. Damos a continuacion la relacion de
comunidades o provincias que han participado en 1993, con
indicacién del numero de torneos que han llevado a cabo,
ndmero de alumnos participantes en ese afio y total de los que
han competido en todos los torneos, hasta éste.

COMUNIDAD o NUMERO DE N° PARTICIPANTES SELECCIO-

PROVINCIA TORNEOS EN1993 ENTOTAL NADOS
Albacete 4 2.940 10.640 2
Alicante 2 122 226 3
Andalucia 9 2.900 34.556 6
Aragén 5 944 5114 3
Canarias 9 325 2614 3
Castelldn 3 76 252 3
Castilla-Ledn 1 2.575 2.575 3
Extremadura 2 599 1.287 3
Madrid 1 288 288 4
Murcia 4 242 781 2
Navarra 7 104 634 4
Pr°. de Andora 4 161 544 4
TOTALES:

n
o

Doce 51 11.276 59.5611
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El nimero de participantes en algunas provincias puede
parecer muy pequefio, pero es debido a que en ocasiones la
Olimpiada local comienza con un grupo de alumnos ya
seleccionados en otros torneos que no son considerados
Olimpiadas.

La fase final de la IV Olimpiada Matematica Nacional para
alumnos de EGB, correspondiente a 1993, ha tenido lugar en
Andorra y se celebrd los dias 18 al 24 de Junio de este afio.
Participaron 40 alumnos seleccionados en las fases anterores.
Damos en las paginas siguientes los enunciados de los
problemas que se propusieron en esta competicion.

La organizaciéon de la V Olimpiada Matematica Nacigal
estd encomendada a la Sociedad Castellano-Leonesa del
Profesorado de Mateméticas y se celebrard en Burgos, en la
Ultima decena del mes de junio de 1994.
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PROBLEMAS PROPUESTOS EN LA FASE FINAL DE LA
V OLIMPIADA MATEMATICA PARA ALUMNOS DE 8° DE E.G.B.
- CELEBRADA EN ANDORRA
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¥

I‘ -
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8°ICME

Como ya es bien sabido, el 8° Congreso Internacional de
Educacion Mateméatica (ICME) promovido por la ICMI
(International Comission for Mathematical Instruction), que
corresponde celebrar en 1996, tendra lugar en Sevilla, segun se
acordd el afio pasado en Québec.

Los ICME's se celebran cada cuatro afos, alternando con los
Congresos Internacionales de Matematicas. Los anteriores tuvieron
lugar en Lyon (Francia, 1969), Exeter (Reino Unido, 1872),
Karlsruhe (Alemania,1976), Berkeley (U.S.A., 1980), Adelaide
(Australia, 1984), Budapest (Hungria, 1988) y Québec (Canada.

1992).

La Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de
Mateméticas, en la que estamos integrados, como responsable de
la celebracion de este Congreso en Espafa, ha encomendado a la
Sociedad Andaluza de Educacién Matemética "THALES" la
materialidad de su organizacién, esta Sociedad lleva muy
avanzados los trabajos preparatorios correspondientes.

Las fechas previstas para este gran acontecimiento son las
de la semana del 14 al 21 de Julio de 1966. Se espera que a este
Congreso acudiran entre 3500 y 4000 participantes de todo el

mundo.

El ICME-8 ofrecera un rico programa cientifico que cubrira las
mas importantes areas de la educacién matematica en todos los
niveles. Este programa incluira Conferencias plenarias y no
plenarias, Grupos de Trabajo, Grupos tematicos, Mesas redondas,
Talleres, Presentaciones Nacionales, Comunicaciones breves,
Proyectos. Habra exposiciones de libros, software y materiales

didacticos.

Los Grupos de Estudio del ICMI y los organizadores de los
Seminarios del ICMI presentaran informes sobre sus actividades.
También se realizaran encuentros especiales (Asamblea del ICMI,
asociaciones, etc.). Se publicaran las Actas del Congreso.
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A nivel internacional, la organizacién depende del Comite
Ejecutivo del ICMI, que, como es sabido, preside nuestro
compatriota el Prof. Miguel de Guzman. Los contenidos y
directrices didacticas del Congreso estaran marcados por el Comité
Internacional del Programa, en el que figuran los espanoles Claudi
Alsina (Presidente), Luis Balbuena, Antonio Peérez, Luis Rico y
Miguel de Guzman (como presidente del ICMI).

A finales de este afo se constituird el Comité Nacional , 'y
poco antes, 1o hara formaimente el Comite Local de Organizacion.

Los 20 Grupos de Trabajo provisionaimente previstos
(relacion sujeta a posibles cambios) son los siguientes:

- Cambios curriculares: Por gué y como.

- Diferenciacién en la clase.

- Innovaciones en la evaluacion.

- Comunicacion en la ciase.

- Mejora de las actividades y las motivaciones.

- Errores de los estudiantes en el aprendizaje.

- Dificultades cognitivas en el aprendizaje.

- Género y educacion matematica.

- Formacién de contenidos matematicos.

- Aprendizaje a distancia en matematicas.

- Aprendizaje post-escolar.

- Formacion de profesores.

- Ensefianza integrada de matematicas y ciencias.
- Matematicas para alumnos singulares.

- Cultura y educacién matematica.

- Mateméticas, educacion y sociedad.

- Aplicaciones de la realidad y modelizacion.

- El impacto de la tecnologia en el curriculum.

- La didactica de las matematicas como ciencia.
- Solidaridad en la educacién matematica.
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Igualmente se han previsto 20 Grupos tematicos, que son.
- Reforma de las mateméticas en la ensefianza primaria.
- Reforma de las matematicas en la ensefianza secundaria.
- Reforma de las matematicas en la ensefianza universitaria.
- Experiencias innovadoras en la formacion del profesor.
- Matematicas para el trabajo.
- El futuro de la Geometria.
- Arte y Matematicas.
- Ecologia y Matematicas.
- Ciencias sociales y matematicas.
- Matematica discreta y calculo, hoy.
- El papel de las calculadoras y los ordenadores en la clase.
- Metodologia de la resolucion de problemas.
- Etnomatematicas.
- Juegos, puzzies y materiales en matematicas.
- El laboratorio de matematicas.
- El uso de la TV, peliculas y videos en la clase.
- Lenguaje y matematicas.
- Competiciones matematicas.
- Constructivismo, ensefianza y aprendizaje.
- Investigacion en educacién matematica.

En el Primer anuncio del Congreso, gque se difundira
proximamente, se dara a conocer la cuantia exacta de la cuota de
inscripcion, que sera alrededor de 40.000 pesetas, incrementada
con otras 4.000 para el "fondo de solidaridad" destinado a costear
becas 0 ayudas. Los socios de las sociedades integradas en la
Federacién (como es nuestro caso), tendran una reduccion de un
tercio de la cuota de inscripcion, siempre que ésta la hagan antes
de! dia 1 de julio de 1995. La cuota incluira el importe de una
excursion prevista en el programa.
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Organizadas por los Centros de Profesores de
Asturias, la Sociedad Asturiana de Educacién Matematica
"agustin de Pedrayes" y la Facultad de Matemdticas de
la Universidad de Oviedo, se han celebrado estas
IT Jornadas, los dias 22, 23 y 24 de Septiembre de

1993, en el I.B. n° 7 de Gijén .

Pronuncié la conferencia inaugural el profesor don
Claudi Alsina Catald sobre "La Educacidn Matematica,
hoy". E1 profesor don Gustavo Bueno Martinez diserto

sobre la vida y obra de D. Agustin de Pedrayes.

Se presentaron tres talleres sobre "Geometria",
"Resolucién de Problemas" y "El Azar", asi como los
resultados de Seminarios y Grupos de Trabajo y se

celebr6é una Mesa Redonda.
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TECHNOLOGY IN MATHEMATICS TEACHING
CONFERENCE 1993 (TMT - 93)

Los dias 17 al 20 de septiembre de 1993 se ha celebrado el Congreso
Intemacional "Technology in Mathematics Teaching” en la School of Education
de la Universidad de Birmingham (Inglaterra).

Durante su apretado programa se exhibieron numerosos e interesanies
programas para ordenador, asi como lecciones en "hypermedia”, disenados para
facilitar el estudio de diversos temas de Matemdtica a distintos niveles.
También se traté ampliamente el papel de las nuevas calculadoras gréficas en
la ensefianza y aprendizaje de las Matemdticas. Ademds hubo una interesante

exposicién de material diddctico.

Las conferencias plenarias corrieron a cargo de los profesores Andrea
diSessa  (University of California). Colette Laborde (Inst. Fourer.
Grenoble). Philip J Rippon (Open University) Bert Waits (Ohio State
University), Daphne Kerslake (University of the West of England. Bristol) »
Adrian Oldknow (West Sussex Institute of Higher Education).

Se admitieron 51 comunicaciones de 30 minutos, dos de ellas de espafioles
(una de A. Martinez Sdnchez y A. 1. Lias Quintero de la Universidad
Politécnica de Madrid y la otra de E. Roanes Macias y E. Roanes Lozano de la
Universidad Complutense de Madrid). asi como 65 comunicaciones de 15
minutos, tres de ellas de espafioles (una de M. Noy, J.M. Brunat y A. Montes
de la Univ. Politécnica de Cataluna, otra de J.L. Coronado, A. Garcia. F.
Garcia y R. Mifiano de la Univ. Politécnica de Madrid y la tercera de A.
Lias, A. Martinez y R. Mifiano, también de la Politécnica de Madrid).

El programa inclufa un Encuentro del Derive User Group, al que asistié el

creador de Derive, profesor David Stoutemyer.

Asistieron 267 congresistas de diversos paises, entre ellos los profesores
espanoles Brunat, Ferrer, Hueso, Mitjana, Roanes Lozano, Roca, Sanguino,

Serrat, Torregrosa y Vizmanos.

E. Roanes Lozano
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ESTANDARES CURRICULARES Y DE EVALUACION
PARA LA EDUCACION MATEMATICA

PUBLICACIONES DE LA S.A.E.M. "THALES"

La Sociedad Andaluza de Educacion Matemética THALES esta
publicando la traduccion al castellano de este interesante documento
procedente de las Addenda Series de "The National Council of
Teachers of Mathematics. Inc.” de Virginia (U.S.A), siguiendo la
linea iniciada con gran éxito en 1991.

Hasta este momento han sido publicados los tres volumenes
siguientes:

1. Nivel Inicial. (IV+35 pégs )
2 Desarrollo del significado numérico. (IV+63 pags.)
3. Conexiones matematicas. (81 pags )

Estos cuadernos o volumenes editados con profusion de
figuras y una presentacion pulcra y atractiva. tilenen un contenido de
gran interés para el profesorado de matematicas.

El precio conjunto de los tres volumenes ha sido fijado en
2 150 pesetas También se facilitan por separado.

vil J.AEEM

Las VIl Jornadas de Aprendizaje y Ensefianza de
las Matematicas se celebraran en Madrid.

Nuestra Federacién de Sociedades de Profesores de
Mateméticas y la Sociedad Madrilefia de Profesores de
Mateméticas "Emma Castelnuovo” son las encargadas de
organizar esas Jornadas, a las que se espera que asistan
cerca del millar de participantes.
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NOTA INFORMATIVA

Los dias 24 y 25 de septiembre tuvo lugar en Madrid, en el Servicio de Innovacién

Educativa, la junta de Gobierno de la Federacién Espafiola de Sociedades de Matematicas.

El amplio temario que constituia el orden del dia, se indica a continuacién:
- Aprobacién del Acta anterior

- Solicitudes de ingresos de las Sociedades de Gerona y Tarragona
- Creaci6n de un Servicio de Publicaciones

- informe de Tesoreria

- Informe sobre la revista "Suma": planes y estado econémico.

- Informes sobre la IV y V Olimpiadas de E.G.B.

-ICME - 8

- Plan de Actividades de la Federacién para 1994

-l Cibem: asistencia y plan de ayudas

- Informe sobre los VII JAEM

- Ruegos y preguntas.

En representacién de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matematicas,

asistieron Julio Fernandez Biarge y José V. Garcia Sestafe.

Por su especial interés para nuestros asociados resumimos algunos de los aspectos

tratados respecto al 5° punto del orden del dia.

La Sociedad Puig Adam satisfizo su cuota federativa correspondiente al curso
1992-93 en 2 de julio de 1993 por giro postal de 403.500 ptas al tesorero de la

Federacién Florencio Villarrolla.

Por indicacién de la Federacién se confeccion6 y se puso al dia una relacion
completa de los integrantes de la Sociedad Puig Adam (cuyos recibos no hayan sido
devueltos} y que en forma de etiquetas autoadhesivas se remitieron al encargado de la

Revista Suma, Sixto Romero Sénchez, con fecha 1 de julio de 1993.
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Como a finales de septiembre los miembros de la Sociedad Puig Adam no han

recibido ejemplares de la revista Suma, se pregunté a Sixto Romero por los motivos de

la referida demora.

Al parecer, el anterior encargado del envio de los numeros de la Revista ha
extraviado nuestras etiquetas; por este motivo Sixto Romero nos pidié que
confeccionasemos tres nuevas colecciones de etiquetas, que han sido remitidas el dia 25

de octubre.

Esperamos recibir inmediatamente, al menos dos numeros de SUMA.

En el presente boletin se informa, también, de otros aspectos tratados en la Junta

de Gobierno.
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NUESTRA SOCIEDAD CUMPLE
DIEZ ANOS

La pasada primavera, nuestra Sociedad cumplié los DIEZ
ANOS desde su creacion. A lo largo de este tiempo, se han
formado numerosas sociedades de profesores de matematicas de
distintos ambitos geograficos, a pesar de lo cual, la nuestra ha
mantenido un nimero de socios cercano a los tres centenares: En
1984 tenia 217 y ahora cuenta con 273.

Han sido sus presidentes los profesores Pascual Ibarra,
Ferndndez Biarge, Etayo Miqueo, Lorenzo Miranda y Garcia
Sestafe.

En la actualidad esta integrada en la Federacion Espafiola de
Soiciedades de Profesores de Matematicas.

En el nimero 2 de este Boletin la Sociedad se comprometia
a publicar tres niUmeros por curso académico, lo que ha cumplido
escrupulosamente, ya que en los primeros diez afios lleva
publicados 34 numeros, siendo el presente el 35. En el proximo
nuimero nos proponemos incluir un indice de los articulos
publicados hasta el presente, que complete el que aparecio en el
numero 26.

También nuestros Concursos de Resolucion de Problemas
para alumnos de Bachillerato se hanvenido desarrollando con
creciente aceptacion. En el mismo afo de la creacion de la
Sociedad se celebrd el Primero y en el préximo numero haremos la
convocatoria del Xll, correspondiente a 1994.

No hemos preparado ningun acto conmemorativo de nuestro
décimo aniversario, pero invitamos a nuestros socios a que nos
envien colaboraciones sobre 10 que para ellos ha sido la Sociedad
en estos afos y 1o que podria ser en el futuro, atendiendo a sus
sugerencias.
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Il CIBEM

El Segundo Congreso Iberoamericano de Educacion
Matematica se celebrara en Blumenau (Brasil), del 12 al 22 de

Julio de 1994.

El plazo para inscribirse finaliza el 31 de Diciembre de este
ano. La Federaciébn en la que estamos integrados estara
representada en este acontecimiento internacional.

Se recordara que el Primero de estos Congresos tuvo lugar
en Sevilla en 1990, pronunciando la conferencia inaugural el
profesor Santalé. A él asistieron unos 150 profesores del otro lado
del Atlantico y un centenar de protugueses, ademas de numerosos

espafoles.

JORNADAS NACIONALES DE LA A.P.M.
(FRANCIA)

Las Jornadas que organiza la Asociacion de Profesores de
Matematicas de Francia, se estaran celebrando los dias 22 a 24 de
Octubre de este afio en Poitiers, con el titulo de "Matematicas y
Ensefianza. Pasado ... Futuro”.
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ALGUNAS GENERALIZACIONES DEL MODELO LOGISTICO

JOSE VICENTE GARCIA SESTAFE

En este articulo se incluyen dos ampliaciones del modelo logistico cldsico v se

generaliza el método de la pendiente para su ajuste.

1. INTRODUCCION

El matematico, estadistico y astrénomo belga Adolphe Quetelet [1], propuso en
1835 la denominada "hipétesis mecdnica” sobre la evolucién de las poblaciones,
consistente en admitir que la resistencia que se opone a su crecimiento ilimitado es
proporcional al cuadrado del tamano de la correspondiente poblacion. En 1838, Pierre
Francoise Verhulst, profesor de Mateméticas en la Escuela Militar de Bruselas,
combinando la hipétesis mecénica con la del crecimiento geométrico, [2] y [3], obtuvo

la ecuacion

a
)'=P(!)=1 gy h<0 ]

conocida con el nombre de curva logistica.,

Casi un siglo més tarde, en 1920, los norteamericanos Raymond Pear! y Lowell
J. Reed [4], "redescubrieron” la logistica de forma empirica, a partir de experiencias
realizadas sobre una colonia de moscas drosophila melanogaster, llegando a analogos

resultados que Verhulst.

Numerosas han sido las criticas realizadas al valor predictivo de! modelo logistico
y su utilizacion habia caido en desuso, pero diversos trabajos, relativamente recientes,
han vuelto a "poner de moda" a la curva logistica, bien bajo la forma expuesta, o bien
N su expresién como ecuacién en diferencias X, , ; = 1 x, (1 - x,), que ha sido estudiada
por numerosos investigadores, procedentes de distintos campos cientificos. Entre ellos,
y por su decisiva influencia, no se puede dejar de citar al fisico y bidlogo austraiiano

Robert May y al fisico-matematico norteamericano Mitchell Feigenbaum que haciendo
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variar el valor del pardmetro r pusieron de manifiesto la aparicién de caos, aun operando
con un modelo tan sencillo. A este respecto es interesante citar la frase de James Gleick
[5] "Los libros de consulta y los de texto, que han tratado la ecuacién logistica y sus
primos més abstrusos, por lo comun, ni siquiera admitian la posibilidad del
comportamiento cadtico”.

Robert May puso de manifiesto que la compleja estructura que se deriva de la
ecuacion logistica no esté vinculada de modo exclusivo con la biologia, disciplina que le
habia llevado al anélisis de los modelos de la Ecologia Matemdtica y en particular al
logistico. Tal entusiasmo le produjeron sus investigciones, que en un articulo suyo

publicado en 1976 en la revista Nature llego a decir: "El mundo mejoraria si se

proporcionara una calculadora de bolsilio a todos los estudiantes para que se

entretuviesen con la ecuacion logistica en diferencias”.

Por otra parte en 1981 aparecié en el Journal of the Royal Statistical Society un
meticuloso trabajo, debido a Donald Leach, donde afirma que, a pesar de que el modelo
logistico ha sido rechazado por algunos demdégrafos, la curva logistica proporciona
proyecciones mas fiables que el método de componentes, basdndose, para tal
afirmacion, en un detenido andlisis de la evolucién poblacional de Gran Bretafa, USA y
Escocia: termina el articulo sefialando que el modelo implicito subyacente en el método
de componentes requiere ser examinado. Un afio después, el profesor de la Universidad
de Exeter, F.R. Oliver, como continuacién del trabajo de Leach, publica en la misma
revista un articulo donde analiza la matriz de varianzas-covarianzas para la estimacién de

los pardmetros del ajuste logistico y obtiene su desviacién tipica.

Varias han sido las generalizaciones del modelo logistico. En primer lugar, para su
utilizacion préctica, es conveniente agregar en el segundo miembro, una constante ¢, que

representa la poblacién inicial, escribiéndose

y=P(t)=c+—5 h<0
1+be™ [

En esta formula, resulta que

c=lim__, P(r) , c+a=lim,__ P(¢)

estoesy =c, y =C + a son las asintotas de la curva logistica.
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Para su ajuste, se pueden seguir los métodos tradicionales, que se pueden

consultar en [6] o bien dos métodos propuestos por el autor de esta trabajo [7) y [8].
2. LA LOGISTICA OBLICUA

Una generalizacion del modelo logistico, debida a Pearl y Reed [9], es la de

considerar la curva de ecuacion

o
= B ——— k<0
y=P(f) c+1l'-b€,:=,JII

[
conocida con el nombre de logistica oblicua, y que dichos autores utilizaron para ia

proyeccion de poblacién de Nueva York y su zona de influencia.

En este trabajo se presenta un método para el ajuste de la logistica oblicua en su

forma més general

a

y=P(f)=c+ , h,<0

P [1v]
En primer lugar se aprecia que las curvas [ll} y [IV] tienen las mismas asintotas
y = ¢, Yy = c + a, que pueden ser obtenidas por el método de la pendiente, que se

puede consultar en [6] 0 en [8].

Obtenidas dichas asintotas se efect(ia el cambio

u:—a_ -1
y-=c
[V]
resultando
Tyl
u=be "

Tomando logaritmos neperianos y haciendo

z=1Inu, a =Inb



se tiene
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n
- j
z=a +/}; ht

vi

Ajustando por minimos cuadrados la ecuacién [6] a la nube (t;, ;) donde

z=in (—%=-1)

Yi~=¢

se obtienen los pardmetros buscados.

EJEMPLO

Sea ajustar

. a
y=2 1+beh,r+h2:2+h3f“+h41‘
a los datos
| Afo | Poblacion |} t Afio J Poblacién t _‘
1 | | | |
. i |
1887 17549.,6 -13 1940 25878,0 40
1900 18594 ,4 0 1950 27976,8 50
1910 19927,2 10 1960 30430,7 60
1920 21303,2 20 1970 33823,9 70
1930 23563,9 30 1981 37616,9 80,16

que figura en la pag. 37 de [6)

Los valores de a y ¢ obtenidos son

a = 41055,4482yc = 14604,56713

Los célculos previos para la segunda etapa del ajuste son los siguientes
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z t t2 tS t4
2,560735 -13 169 -2197 28561
2,228942 0 0 0
1,904102 10 100 1000 10000
1,634898 20 400 8000 16000
1,276040 30 900 27000 810000
0,951456 40 1600 64000 2560000
0,727646 50 2500 125000 6250000
0,466345 60 3600 216000 12960000
0,127649 70 4900 343000 24010000
-0,243266 80,16 6426,7 515207, 31 41302470,18
Se obtiene
h, = 2,2320844383 b = exp (h,} = 8,319271291
(126,4)
h, =-0,029475781 h, = 2,3290601252.10*
(-29,1) (-2,7)
h; = 7,14867206385.10° h, = 5,57187994738.10°®°
(3,2) (-3.4)
con un coeficiente de determinacidn
R? = 0,999613
y errpr tipo de la regresion
E =2432.102

El indice de bondad del ajuste es

a2
[:EO‘ i) =0,099

> y-ny?

Es interesante comparar los resultados obtenidos mediante los ajustes de las

logisticas de tipos (*) y (**). De las cifras anteriores se desprende que &l segundo ajuste

es mas preciso que el primero, en lo que respecta a cifras pretéritas, pero si se comparan

cifras futuras
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t afo Poblacién (*) Poblacién (**)
100 2000 42797,3 47971,0
110 2010 45279,0 52462,1
120 2020 47421,8 54812,7

se aprecia el répido crecimiento proporcionado por la logistica del tipo segundo que, sin
duda, esté fuera de toda légica. Asf pues, aunque la logistica oblicua puede proporcionar

resultados muy ajustados a las cifras histéricas, en general, hay gue desconfiar de su

valor predictivo.

3. LA ANTILOGISTICA

La logistica en su forma tradicional, no sélo ha servido para describir la evolucién
de una poblacidn, si no también para explicar la extension de una epidemia y el desarrollo
de una innovacién tecnolégica o cultural, esto es, fenomenos que siguen una pauta
creciente. Ahora bien, en la transicién demogréfica, hechos demogréficos como la
natalidad y }a mortalidad presentan tendencias decrecientes. A tal fin Marc Artzrouni, de

la Universidad de Carolina de! Norte presenté en 1985 la funcion, denominada por él

"antiiogistica", cuya ecuacién adopta la forma

_P(f)mc-—%— A<D %0
y=P(r) "

Obsérvese gue la funcién, similar a la logistica tradicional, es decreciente. Sus
asintotas sony = ¢ € Yy = c-a.
Supongamos que las tasas de natalidad y mortalidad se ajustana sendas logfsticas

decrecientes:

!
a ;@
{)=C- y In f)=C -
n)=e=—— (= [V}

Entonces, si la poblacién en estudio es cerrada, esto es, no exiten movimientos
migratorios, se tiene

P(t)=P(0).exp| f;(n(x)-m(x))dx]
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y después de integrar
(1+b)" [b'+exp(so)]’ [1X]
(14b')" [brexp(ro)]*

P(r)=P(0).expl(c-c')].

dondeh =alr y k = a'ls.

La ecuacion [IX], sin el factor exp [(c-c’) t], se suele conocer con el nombre de
logistica generalizada; la justificacién de tal nombre proviene de que si se hace:
s=r1,b =b,a-a" =r, resulta

1
— P(0)
P()=—2

1
1 +—exp(rt
5 )
que es de la forma de la logistica ordinaria
Por tanto, una poblacién sometida a tasas de natalidad y mortalidad, n (x) > m
(x), que siguen una ley antilogfstica, crece segun una ley, que es el producto de una

exponencial, por una logistica generalizada.
EJEMPLO DE AJUSTE

Para ajustar una antilogistica a la serie de tasas de natalidad de la poblacién
espafiola, en el perfodo 1965-1991, se va a utilizar el método de la pendiente descrito,

como ya se ha indicado en [6] 6 en [8].

La serie, tomada del Anuario Estadistico del INE es

afios t tasa = y anos t tasa = y anos t tasa = y
1965 0 21,183 1974 09 19,47 1983 18 12,71
1966 1 20,70 1975 10 18,85 1984 19 12,34
1967 2 20,81 1976 M 18,85 1985 20 11,85
1968 3 20,03 1977 12 18,05 1986 21 11,37
1969 4 19,79 1878 13 17,32 1987 22 11,02
1970 5 19,50 1979 14 16,22 1988 23 10,79
1971 6 19,51 1980 15 15,22 1989 24 10,50
1872 7 19,36 1981 16 14,12 1990 25 10,29
1973 8 19,21 1982 17 13,68 1991 26 09,85
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Deducidas las diferencias divididas, se obtienen para y’ los valores

t y' t y' t y' t y’ t

1 -0.16 6 -0,07 11 -0.,40 16 -0,81 21 -0.41
2 -0.34 7 -0,15 12 -0,76 17 -0,71 22 -0,29
3 -0,51 8 0,06 13 -0,64 18 -0,62 23 -0,26
4 -0,27 9 -0,18 14 -1,05 19  -0,43 24 -0,25
5 -0,24 10  -0,31 15 -1,05 20 -0,48 25 -0,30

Ajustada la parébola
y' = Ay + By + C
se otiene
A =0027, B=-0825, C =5,447
Las raices de la ecuacién
Ay’ + By + C =0
resultan ser
y, = 20,71 y, = 9,69
que son las ecuaciones de las asintotas de la antilogistica. Por tanto

c =y, = 2071 y a=y,-y, =11,02

Efectuando el cambio

resulta
z=be™ = Inz=inb-ht

Ajustada una recta a la nube (t, z;) se obtiene ( p=-0,986)
Inb = 3,84 h = 0,2585

Luego la ecuacién buscada es

11,02

}'=20|71 - 1 +46.608 -0,2586¢
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SOBRE ANALISIS NO ESTANDAR
Por Manuel Suérez Fernéndez

CAPITULO V : DEFINICIONES NO ESTANDAR DE CONCEPTQOS BASICOS DEL
ANALISIS INFINITESIMAL

(SEGUNDA PARTE)

En este Capitulo V, segunda parte, explicitamente decimos

variables a los signos x,u,z,t,v.

[45] Se demuestra que si D es un abierto real (7), £ es una
funcién estandar entre D y R, X, € DN R, (5 es la
adherencia de D), r € K y r = }iﬂhf(x) (versién
estandar o cléasica) (8) entonces r € R,.

En efecto, entonces si P(u) es (la férmula)

(7) de la topologia usual sobre R.

(8) Si D es un abierto real, f es una funcibén entre D vy
R, x, € D vy r € R entonces (versién estandar) « notamos
}Egnf(x) y decimos "limite de £ en x," a r si y solo
si, si e €R y € > 0 entonces existe & tal que & €
€ER, 6>0 ysi x;, €D\ {x) v |x% - %] <686
entonces |f(x,) - r| <& » (es decir, si y solo si para
todo ¢, s1 € € R y & > 0 entonces existe &6 tal que
85 €R, &§>0 ypara todo x, si x, €D\ (%) vy |=x, -
- x,] < 6 entonces |f(x,) - r| <€. Es decir,si y solo si

se verifica Vz(((z € R) A (z > 0)) = Jt((t € R) &
A(t > 0) AVR(((x €D\ {%) A (|x = %] < t))=[£(x) -
-r| <2z))) ).
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Yz(((z € R) A (z > 0)) =3t((t € R) A~ (£t > 0) A

A VR(((x € D \{%}) A (|x - x| < t))=[£(x) - u| < z)))
entonces P(u) es una férmula estandar, en P(u) figura
libre u vy sclo u vy se verifica 3uP(u). Entonces se
verifica I‘uP(u) (Principio de transferencia). Entonces
r € R, ([{17]).

Si D es un abierto real, f es una funcidén estandar entre
D v K, x, € DN R y r € R entonces (por ejemplo)

« notamos lim(vne)f(x) y decimos "limite versidén no
estandar dex-} °en %, " a r siysolosi«r €R ysi
x, € D\ {%) y x = %X entonces f£(x)x T (es decir,
si y solo si se verifica (r € K,) A Vx(((x € D N (%)) A
(B o %)) = (£(x)2 1)) ).

Se demuestra que si D es un abierto real, f es una
funcién estandar entre D y K, x, € DN K y r €K
entonces « r = lim f(x) (versién estandar) si y solo si
r = lim(vne)f(x§‘3x$.

En é?ngb, entonces si  P(z,t)

€ B) A (z > 0))=((t € R) A (t>0)ArV(((x €D N\

N (%)) A (xo-ox] < 1)) = (|f(x) -] <z))) vy r €K

es (la foérmula) (((z €

antonces « P(z,t) es una foérmula estandar en la gue

4.

figuran libres z,t y solo z,t y « se verifica

¥z 3+P(z,t) si y solo si r = lim £(x) (versidn
X5 X,
estandar). Zntonces
* Si r = lim £(x) (versidén estandar) entonces
X=X,

r € R yhse verifica Vz3tP(z,t) ({45}). Entonces

se verificsa V’Eﬂtp(z,t). Entonces se verifica

VsEBNtP(z,t) (Principio de transferencia). Entonces
se verifica VSEVth(((z e R) A (z > 0) A (t € I) A
A (x ED N\ {x)) A ([x - %] <t))=(£f(x) - 1| < 2)

([31], [33], [34]). Entonces si n € N,, n =0, x €

-1

€D\ {xX,) Yy Xz X, entonces |f(x;) - r| <n

(63, [17]1, [19], [36]). Entonces

* si |f(x,) - r| = 0 entonces f£(x,)=x~ r ([30],
[31], [36]).

* si ‘f(x,) - rl =0 entonces n < |£(x) - |t

Entonces |f(x,) - r]™? € R
([20], [21], [26], [27]). Entonces
Pf(x.) - r| €1 ([30], [31]).

[48]

[49]
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Entonces f(x,)=~~ r ([35], [36]).

Entonces se verifica (r € R,) A Vx(((x € D\

\ {%x,) A (¥ = x,)) = (f(x)~ r). Entonces r =

= lim(vne)f(x) ([46]).

* si xg;: lim(vne)f(x) entonces se verifica
(£ € R,) A Wx(((x €D\ (%) A (x22 %)) = (£(x)n 7))
([46]). Entonces si x, € D~{x,}, 6 € I, & > 0, |x, -
- %] <8 £€R y ¢ >0 entonces |f(x,) - r| <
([33], [34], [36]). Entonces si ¢ € R, y ¢ > 0
entonces existe 6 tal que &6 € R, &8 > 0 y si
x, €D\ {%) ¥y |x - x| < & entonces
|£(x%,) - r| <& (Principio de existencia, [6], [9],
[12], [20], [21], [26]1, [27], [30], [31]). Entonces
se verifica VséﬂtP(z,t) ([17]). Entonces se verifica
Vz3tP(z,t) (Principio de transferencia). Entonces
r = 1lim f(x) (versidn estandar).
XS X

Entonces « T = iim f(x) (versidn estandar) si y solo si
-

)

r = lim(vne)f(x) ».
Si r? é: un abierto real, £ es una funcidén estandar entre
D v K, x, € D y r € B entonces (por ejemplo) decimos
"punto de aglomeracién versidén no estandar de f en x, "
a r siy solo si existe x, tal que x, € D \ {x,},
X, = X y f(x;)~2r » (es decir, si y solo si se
verifica Jx((x € D \ {x,}) A (x=2 %) A (£(x)= 1)) ).
Se demuestra que si D es un abierto real, f es una
funcién estandar entre D y R, x, € DN R,y r € Ry
entonces « r es un punto de aglomeracién de f en x,
(versiébn estandar) (9) si y solo si r es un punto de
aglomeracién versién no estandar de f en X, ».

En efecto, entonces si P(z,t) es la férmula

(9)

Si D es un abierto real,f es una funcién entre D vy

R, X, €D y r € R entonces (versién estandar) « decimos

"punto de aglomeracién de £ en x, a r siy solo si,

si e €R £>0, 6€R vy & >0 entonces existe x, tal

que x, € D\ {%x3, |x, - x| <86 y |£f(x,) -] <€ » (es
decir, si y solo si se verifica VzVt(((z € R) A (z > D) &

A(t €ER) A(t> 0))=3x((x €D\ {x)) A (|]x - %] < t) a
A (E(x) = x| < 2))) ).
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(((z € R) A (z>0) A (t€R)Ar(t>0))=3x((x €D \
N (%) A (|x - x| < t) A (|£(x) - | < z)))
entonces « P(z,t) es una férmula estandar, en P(z,t)
figuran libres z,t y solo z,t y « se verifica
VzVtP(z,t) si y solo si r es un punto de aglomeracién
de f en x, (versidon estandar) » ». Entonces
* si r es un punto de aglomeracién de f en x,
(versién estandar) entonces se verifica VzVtP(z, t).
Entonces si ¢ € I, £¢> 0, 86 €I y 6 > 0 entonces
se verifica P(g¢,6) ({31}). Entonces se verifica
Ax((x € D \ {%X,}) A (X2 %,) A (f(x)2~ r)) (Principio
de existencia, [6), [91, [12], [20], [21], [26], [27],
[30], [31], [34], [36]). Entonces r es punto de
aglomeracién versién no estandar de f en x, ([48]).
* si r es punto de aglomeracién version no estandar
de f en x, entonces se verifica
Ix((x € DN{X)}) A (X = %) A (£(x)=z T)) ([48]).
Entonces se verifica V zVtP(z, t) ([17], [33],
[34]). Entonces se verifica V’EV%P(Z, t) (Principio
de transferencia). Entonces se verifica VzVtP(z, t)
(Principio de transferencia). Entonces r es un punto
de aglomeracién de f en X, (versién estandar).
Entonces « r s un punto de aglomeracién de f en X
(versién estandar) si y solo si r es un punto de
aglomeracién versién no estandar de f en X, ».
Si D es un abierto real, £ es una funcién estandar
entre D v R y x, € D entonces (por ejemplo)
« decimos "funcién continua versién no estandar en X,
a f siysolosi, si %x €D y x,2 X entonces
£(x,) 2~ £(x,) » (es decir, siy solo si se verifica
Vx(((x € D) A (X2 X)) = £(x) = £(%X)) ).
Se demuestra que si D es un abierto real, £ es una
funcién estandar entre D y R y x, € Dl R, entonces
« £ es continua versién no estandar en X, si y solo si

f(x,) = limjvne}f(x) »e

Demostracion facil ([3], [17), [35), [36], [46]).

Se demuestra que si D es un abierto real, £ es una
funcién estandar entre D y R y x, € D R, entonces
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« £ es continua en x, (versién estandar) (10) si Yy solo
si f es continua versién no estandar en x, ».
Demostracién facil ([47], [51]).

Si D es un abierto real, f es una funcién estandar
entre D y R, ACD y A es estandar entonces

« decimos "funcién uniformemente continua versién no
estandar en A" a f si y sole si, si x, € A, x, £ A

Y X,= X, entonces f£(x,) = f(x,) » (es decir, si y solo
si se verifica VxVu(((x € A) A (u € A) A (x>~ u)) = (f(x)~
=~ f(u)) ).

Se demuestra que si D es un abierto real, f es una
funcidén estandar entre D y R, ACD y A es estandar
entonces « f es una funcién uniformemente continua en
A (versidn estandar) (11) si y solo si f es una funcién
uniformemente continua versién no estandar en A ».

En efecto, entonces si P(x,u) es (la férmula) (((x €
€R) A (x> 0))=((u€R)A (u>0)arVzVt(((z € A) 4
A(t €A) A (lz-t] <u))=(|f(z) - £(t)] < x)))
entonces P(x,u) es una formula estandar en la que
figuran libres x, u y solo X, u y « se verifica
Vx3uP(x,u) si y solo si f es una funcién uniformemente

Si D es un abierto real, f es una funcién entre D vy
R y x, € D entonces (versién estandar) « decimos que
f es continua en x, si y solo si existe lim f(x)
(versién estandar) y %iﬂ%f(x) = f(x,) » (esxggéir, siy
solo si se verifica Ju((u = lim £(x)) A (u = £(x,))) ).
Si D es un abierto real, f xeéﬂuna funcién entre D vy
R y A CD entonces (versién estandar) « decimos
"funcién uniformemente continua en A" a f si y solo si,
si e €R y g > 0 entonces existe & tal que & € R,
>0 ysi x, €A, x, €A y |x, - x,] < & entonces
[f(xl)- f(x,)| <& » (es decir, si Yy solo si para todo ¢
si e €R y € > 0 entonces existe & tal que & € R,
6 >0 y para todo x, y para todo x,, si x, € A,
X, €A y |x, - x| <6 entonces |f(x,) - £(x,)] <¢. Es
decir, si y solo si se verifica Vx(((x € R) &

A (x> 0))=3u((u € R) A (u> 0) A VzVt(((z € A) A
A(t €A) A (|lz -t <u))=(]f(z) - £f(t)] < x))) ).
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(versién estandar) ».

Entonces

*

* si £

si f es una funcién uniformemente continua en A [56]
(versidén estandar) entonces se verifica Vx3JuP(x,u).
Ve:*x3JuP(x,u). Entonces se

(Principio de transferencia).

se verifica
Ver3stuP(x,u)
si ¢ €R y £ >0 entonces existe & tal
&§ >0 ysi x, €A, X, EA Y
| £(x,) - £(x,)] <€ ([17]).
Entonces si X%, € A, X, € A ¥V X = X entonces
£(x,) = f(x,) ([33], [34], [35]1, (361).
VxVu({((x € A) A (u € A) A (x= u)) = f(x)~
es una funcién uniformemente
([53]).
es una funcién uniformemente continua versién

A entonces se verifica VxVu(((x €
A (x= u) = f(x)2 £(u)) ([53]).
eek, >0 6€1I, 6> 0, %, € A,
[ £(x,) - £(x)| <&
Entonces se verifica
ve'xJuP(x,u) (Principio de existencisa, [e1, [12],
(131, [14], [16], [20], [21], [261, [27], [30], [31]).
Entonces se verifica vxJuP(x,u) (Principio de
Entonces f es una funcidn

Entonces
verifica
Entonces
& € R,,
< 6

que

Ix, - %, entonces

[57]

Entonces se

verifica

=~f(u)).
continua versién no estandar en A

Entonces £

no estandar en
€ A) A(u € A)
Entonces si
X, € A Y
(0331, [34],

ix, - x,/] < & entonces

[35], [36]).

transferencia).
uniformemente continua (versidn estandar).

Entonces f es una funcién uniformemente continua en A

(version estandar) si y solo si f
uniformemente continua versidn no estandar en
es un abierto real, £
D vy R, x, €Dl K
£'(x%,) € K,.
D\{%,}

es una funcidén
A.

Se demuestra que si D es una

funcidén estandar entre y existe
£' (%) (versién estandar) (12) entonces

En efecto, entonces si g es una funcidén entre

y R y si x; € D\{x,} entonces g(x,)
(£(x,) - f(x,))/ (%, - x,) entonces g es una funcidén
Si D es un abierto real, f es una funcién entre D Y
K, x, € D y p € R entonces {versién estandar)
y decimos "derivada de f en x,"ap

£'(%,)
p:

« notamos
1im ((£(x) - £(x,))/(x - o)) ».

si y solo si
X > X,
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estandar, existe }iﬁ g(=x) (versidén estandar) y
}iﬂ%g(x) = £'(%,). Entonces £'(x,) € K, ([45]).
Si D es un abierto real, f es una funcidén estandar

entre D y R, x, € DN R, ¥y

f'vne(xo)

r € K,

"derivada versién no

entonces

« notamos y decimos

estandar de f en x," a r si y solo si T =

= }Eﬂsvne)((f(x) - £(%))/(x - %)) » (es decir, si y
solo si, s1i &6 €I, 6 =0 vy X, € D entonces

(£(x%, + 86) - £(%x,))/6 ~1T).

Se demuestra que si D es un abierto real, f es una
funcién estandar entre D y K, x, € DN kK, yv r € K

entonces « r = f'(x,) (versién estandar) si y solo si
r = £ (%) ».

g es una funcién entre D\{x,} y R y si
g{x) = (£(x;) - £(x,))/(%; - %))
D\{x,} vy &R

D\{%,}). Entonces

En efecto, si
x; € D\{x,}
entonces g

Yy %, € D\{x,}

entonces

es una funcidn estandar entre

(adherencia de

* si r = ©'(x,) (versidén estandar) entonces r =
= %iﬂ%g(x) (versién estandar). Entonces r =
= %iﬂavne)g(x) ([47]). Entonces r = £', _(%,)
([56]).

* si © = £' .(%,) entonces r = lim(vne)gk) ([56]).
Entonces - o= 11 & 160 BEt

: h %;ﬂhg\x) (versidén estandar) ([47]).

Entonces r© = f£'(x%,) (versidn estandar).

Entonces « r

, . .
£f'(»,) (versién estandar) si y solo si

r = £', (%) ».

Sz demuestra que si D es un abierto real, f
D v KR, %, €DNE, pekk, T-=
+ £(x)))

gue pasa por

es una
funcién estandar entre
= {(x,u)/((x,u) € Ex R) A (u=1p:  (x - %)
(es decir, T es la recta de pendiente p,
el punto (x,,f(x,) y T es,
I, 6=0 y T, =

{(%,2)]((x,2) € R x R) A (z = ((£(x, + 8) - £(x%,))/8)
(x - %) + £(x,))} T, es la recta gque pasa
por 10s puntos
£'(x,)
(x%,,u,) €T vy

pues, una recta (gue es un

conjunto) estandar), & €

(es decir,

(X0, E(%s) ¥ (%, + 86,£(%, + 8) ) entonces

&« D = (trer act d P : . .
sSlon estanaar S1 Y
) SOlO S1, S1 x] € R,

(%x,,2z,) € T, entonces u, = %, ».

En efecto, entonces

* 1 = £
si p = £'(x), %, € K, (x,,u,) €T y (x,,2,) €T,
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entonces « u; = £'(%y) ° (X - Xo) + f(x,) Y 2, =
S((£(x, + 6) = £(%))/8) * (%=%5) + £(%) ».
Entonces u, ~ z, ([23], [25], [35], (361, [56]).

* si «si x, €R, (x,,u) €T vy (x,,2) €T, entonces

U= z, >>+;\\7entonces p - (% - %) + £(x)x
x ((f(xo‘+ &) - £(x,))/8) * (%, - XKo) + f(x,). Entonces
si x, =1+ %, entonces p * (1 + X5 = X,) + £(x%)%

~ ((£x, + 6) - £(%))/8) © (1 + %, = %) + £(x) ([23],
[25]). Entonces px= (f(x, + 6) - f(x,))/6. Entonces
p=~ f£'(x,) ([35], [36], [56], [57]1). Entonces p =
= f£'(x,) ([19), [33], [56], [571).
Entonces « p = f£'(x%,) si y solo si, si x, € R,
(%,,u,) €T v (x,z) €T entonces U, 2~z Z; ».
Se demuestra que si r € R entonces existe un elemento
de R, que notamos °c y llamamos "parte estandar de "
tal que °‘rox rT.
En efecto, entonces existe n, tal que 0, e N vy n
< lr] <n, + 1 ([9], [12], [20], [21]). Entonces existe
r.,,r,, Ty, ... tal que T, I; Ty «-- es una sucesidn de

r, =n, I =705 +1, r, = (r, + 1,)/2 y si

A

numeros reales,
n€N y n>3 entonces « {T, - r.,l =12 y |z, -
- ,rij{ < 1/2"* ». Entonces si n € N, (es decir, si

n € N\{0}) entonces 1, € R, ([6], [17], [19]). Entonces
existe r',,r',,T'; . tal que r',,r',,T';,... s una
sucesién estandar de numeros reales y si n € N
(Principio de la sucesién). Entonces

entonces r', = I,

si n'e N, n'> 3, n''€ N, y n''> 3 entonces ', -
I o IS E-NE S - N B £ B T, <

< 1/2~"% + 1/2". Entonces si P(x,u) es (la férmula)
((x € N) A (x> 3) A (unaN A (u> 3))=(|r', - ' =2

< 17277+ 1/2"?) entonces P(x,u) es una férmula

- 1!

estandar en la que figuran libres x,u Y solo x,u Y se
verifica V*,V**uP(x,u). Entonces se verifica VetxVuP(x,u)
(Principio de transferencia). Entonces se verifica
¥xVuP(x,u) (Principio de transferencia). Entonces
r',,v',,r's, ... €S una sucesién (estandar) de Cauchy
(versién estandar). Entonces existe lim r', (versidn

n =y 0

estandar) y lim r', € R, ([38]). Entonces si n'€e N
m —» 0

[60]
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n' >3, e R 6 >0 entonces « ||r| - .| < 17272,
r,, =r',, y existe n'' tal que n''€e N,
fr', - ', < 1/27% + 17272y [r',.. - lim ', | < & ».

Entonces si n'€ N, n' > 3, 8 € R yv & > 0 entonces

existe n'' tal que n''ée N y ||r| - lim ' | = ||| -
n
- rn' * rn' a r‘n' - r'n' o r'n" . r‘n" - lin:‘“;;‘nl < ||r| -
-] + |z, - ' | + |z, - ' | + ', - lim ' | <
nso n

< 1/2™2 ¢+ 0 + (1/2>% + 1/2') + & ([6]). Entonces si

ee€ R, y €& >0 entonces ||x|-1im r',| <¢ ([6], [9]

n-bm !
[17], [19]). Entonces |r] ~ Jﬁjlinmrl" ([31], [34]1, [36]).
Entonces }‘imwr'n = °r| ([38]). Entonces « « si r > 0

entonces limr', = % » y si r < 0 entonces
- |im ' | =°r » ([19], [31], {351, [36], [38]).

°r.

Entonces si r € R entonces existe
Se demuestra que « si r € R entonces « existe °(-r)
vy %-r) = -2 » », « sir € R\I entonces « existe
°(1/r) y *i/r) =1/t »» y «si r€R y r' €R
entonces « existe %r + r') = °r + °r', existe %(r * ')
v o(pr - ') = or 0
Demostracién facil ([19], [25), [30], [31], [33], [33],
[36], [59]).

Se demuestra que si r'e K, r''e K, r' <r'' y r € [r',

r' » ».

r''] entonces « existe °

r v °reflr', r''] ».

En efecto, entonces

* [r', ©''] CR ([20], [21], [23]). Entonces existe
°r ([591).

* Si r, € K\[r', r''] entonces « r, <r' ©

r, >T'' ».

e Si r, <r' entonces «r' - r, €K,
r-r,>r' -1 >0>» ([19]). Entonces si
€ € I entonces t<r' -r, ([33), [34]).

Entonces €= r - r;. Entonces r - 1, ¢ I.
* S8i r, >r'' entonces r, -t ¢ I ([19], [33],
[34]).
Entonces existe °r y °r € [r', r''] ([361, [59]).
Si D es un abierto real, f es una funcidén estandar
entre D y R, r'e R, r''eR, r' <r'', [r', r''] C D,
f(r') < 0, f(r'') >» 0 y «si r € [r', r''] entonces

f es continua versién no estandar en r », entonces



163]

[64]

[65]
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existe r, tal que 1r, € [T', r''] y f£(r,) = 0.
En efecto, si n € N entonces existe j tal que j € N,
1 <j<n ysi x,=r1"+ (3 = 1) ((r'' - ")/n) vy
X, =1'" + ] ((r'' - r')/n) entonces « x,; € [r', r'"],
x, € [r', ©''), %, Xy, f(x,,) < 0 vy f(xj) > 0 »

« existe r, tal

y f(ry,) = 0 ».

(Principio de recurrencia). Entonces

que 1, € K. N [r', ©''], Tox Xy, Tox X
([31, [33], [50], [61]1)

Se demuestra que si D es una

es un abierto real, f
funcién estandar entre D vy K, r'e kK, r''e R, ' <«
r''] CD y existe f:ﬁf(x).dx
Riemann de f en [r', r'']) entonces f:
En efecto, u = f:'f(x).dx
estandar en la que figura libre u

Ju(u = f;"f(x).dx). Entonces se verifica

(Principio de transferencia).

(integral de
"f(x).dx € R,.

es una férmula

<r||/ [r'/

entonces

y solo u Yy se

verifica
Fuu = ST EC

Entonces f:ﬁ

X).x)
f(x).dx € K..
es una funcién estandar

Si D es un abierto real, f
entre D y R, r'e R, r''€ R, r' <r'', [T, r''] CD vy
s € kK, entonces (por ejemplo) « notamos f:“(vne)f(x).dx

y decimos "integral de Riemann versioén no estandar de £

en [r‘, r'']" a s siy solosi, si n € N vy

Z’h ((r'' - r')/n).s(n,£f,[r', r'']) (13) entonces

Y’"'f( ) ((r'' - r')/n) ~s » (es decir, si y solo si se = ===---
verlflca YuVv(( (ueN) A (veS(n,f,[r',r'']))) = (vx=s)) ). (14)
Se demuestra que si D es un abierto real, £ es una

funcién estandar entre D y K, r'€ R, r''€ K,

r' <r'', [r', r''] €D y s E& R entonces « s =

= fr f(x) dx (versién estandar) (14) si y solo si

s = f: (vne)f(x).dx ».

En efecto, entonces si P(u,z) es (la férmula)

es una funcién entre D
r'']CbD y n€eN
S(n,f,[r', r'']) y decimos "conjunto
de las sumas n-simas de Riemann de £ en [r', '']"
al (L7 £(x). ("' - T)/m)f(x € R) A Ve(((t € N) A
A(l<tc<n))=1"+ (t - 1).((r - r')/n) < x, < T'+
-r')/n)}.

es un abierto real, f
r''e R,

si D
vy K, r' € R,

entonces notamos

r'<r'', [

+ .t'((rll
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(((u € R) A (u>0))=((z € N) A VtVu(((t € N) &
A(t > z) A (v ES(EE I, £'']1))) = (|v - s| <u))))

entonces P(u,z) es una férmula estandar en la gue
figuran libres u,z y solo u,z y « se verifica
VuldzP(u,z) si y solo si s = f:"f(x).dx (versién

estandar) ». Entonces

* : - ru I
si s = fw f(x).dx (versidén estandar) entonces se
verifica WVu3zP(u,z). Entonces se verifica

VetudzP(u, z).
(Principio de transferencia).
>0, ne€eN v E’ f(xj)(

Vetu3dstzP(u, z)
Entonces sic € R, ¢ >
- r')/n) € S(n,f,[T"",

Entonces se verifica

r']) entonces IE f (%,).((r''- £')/n) - s| <¢
({123, [13], [14], [16], [17]). Entonces si n € N
v E  £(x).((r'" - r')/n) € S(n,£,[r', T£''])
entonces E#;f(xj).((r" - r')/n) ~s ([33], [34],
(351, [36]).
Entonces s = [ (vne)f(x).dx ([64]).
* sf s = f:"{vne)f(x).dx entonces si n € N v
) If xJ ("' = r')/n) € S(n,f,[r', r'']) entonces
E) JE(x) (' - ! )/n),, s ([64]). Entonces si ¢t €
€ER, £¢>0, neN y Erlf(xj).((r" - r')/n) €
€ §£n,f,[r', r'']) entonces
[T £(x).((z'' - x')/n) - s| <€ ([17], [33], [34],
Si D es un abierto real, f es una funcién entre D Y
R, r'e R, r''e R, r' <r'', [r', r''] CD y s €R

entonces (versién estandar) f;“f(x).dx v

f en [Ir'

« notamos
decimos "integral de Riemann de
siysolosi, si ¢ €R vy
tal n, € N ysi n e N,
- r')/n) € S(n,£,[r', £''])

r')/n) - s| <¢ (es decir,

r'']" a s
€ > 0 entonces existe n,
). (' -
D278 (%) (2 -

si y solo si para todo &€, si

)=h
n>mn, vy Ijgf(x

entonces

¢t €ER vy g> 0 entonces existe n, tal que n, € N* y
para todo n y para todo EJ L E(x). (' - r')/n), si
neN, n>n, y E‘ LE(x)). ((r" - r')/n) € S(n, £, [,
r'']) entonces Igi; (%,).((r'" - r')/n) - s| <& . Es
decir, si y solo si se verifica Vu(((u € R) &
A(u>0)) =3z((z € N) A VEVR(((t € N') A (t > 2) A

A(x € S(t, £, [r', £'']))) = ([x - s] <u)))) ).
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[35], [36]). Entonces se verifica V*udzP(u,z)

(Principio de existencia), [6], [123, [13], [14],
[171, [33]1, [34]1, [351, [36]). Entonces se verifica

Vu3zP(u,z) (Principio de transferencia). Entonces
s = f’hf(x).dx (versiébn estandar).

T. " .
Entonces « s = jf f(x).dx (versidn estandar) si y solo
si s = f:“(vne)f(x).dx ».

OBSERVACIONES

Todas las sucesiones de las cuales consideramos el limite
vy todas las funciones de las cuales consideramos el limite
en un punto, la derivada en un punto o la integral en un
intervalo, son conjuntos estandar. sin embargo, no solo
es posible un estudio de sucesiones y funciones tanto

estandar como no estandar, sino que ello debe representar

un objetivo primordial del analisis no estandar.

En virtud de lo referido en el Capitulo V, Segunda parte,

digamos gque,

* un numero real T es el limite de una sucesioéon
estandar de numeros reales si y solo si los terminos
ilimitadamente avanzados de la sucesidn son

ilimitadamente proéximos a «T.

* una sucesién estandar de numeros reales es regular o
de Cauchy si y solo si los términos ilimitadamente

avanzados de la sucesién son ilimitadamente préximos

entre si.

b un numero real r es el limite de una funcién
estandar real de variable real, en un punto estandar
X, si y solo si los valores de la funcién
correspondientes a valores de la variable
ilimitadamente proéximos a X,, son ilimitadamente

proximos a r.

3a.-~
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* una funcién estandar real de variable real es continua
en un punto estandar x, si y solo si los valores de
la funcidn correspondientes a valores de la variable
ilimitadamente préximos a x,, son ilimitadamente

préximos entre si.

* una funcidén real de variable real es uniformemente
continua en un conjunto estandar A (en el gue esta
definida) si y solo si los valores de la funcién
correspondientes a valores de la variable
pertenecientes a A e ilimitadamente préximos entre

si, son ilimitadamente prdximos entre si.

Los referidos enunciados, facilmente imterpretables en el
analisis no estandar, son a menudo utilizados por los
profesores de matematicas (en las Enseflanzas Medias, por
ejemplo) a pesar de que para el formalismo del andlisis
estandar, que es el que consideran, no sirven porgue
son imprecisos, lo que se les perdona en virtud de lo

sencillo e intuitivos que resultan.

Diferencial en un punto x, de una funcién £ real de
variable real, definida y derivable en x,, es la funcién
df(x,) real, de variable real, gue a los valores Ax, de
la variable considerados como incrementos de la variable

de f en x,, hace corresponder incrementos de la funcién

(ko)

lineal que define a la 1\

recta tangente en x,
a la curva definida por

1 ;
f (15). Es decir, JOY,= £ (%) (x2x, 1=

Af (%) (Ax,) = £'(x,).Ax, — 2d{ (%] (4%,
(figura 1). | A
X x 3
La diferencial en un punto e L
x, de una funcién £ figura 1

Entendiendo que si, por ejemplo, D es un abierto real
y f es una funcién continua entre D y R entonces
"curva definida por f" es una funcién y entre D y
BExR tal que si x, € D entonces Yy(x,) = (x,, £(x,)).
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(real, de variable real, definida y derivable en Xx,) no
es, pues, para el anadlisis estandar, un "muy pegquefio”

incremento de la funcién f correspondiente a un "muy
pequefio” incremento de la variable en el punto x,, ni
incremento alguno de la funcibén £, correspondiente a
incremento alguno de la variable en Xx,, ya que (la
referida diferencial) es una funcién.

Sin embargo, fisicos, quimicos, economistas, ingenieros,
etc., cuando utilizan diferenciales y con el fin de
razonar de manera rapida e intuitiva, corrientemente lo
gue hacen, al margen del formalismo del andlisis estandar
y sin otro formalismo que lo sustituya, es considerar que
si x, € K, x, = x,, el intervalo cerrado de extremos X,
%, estad contenido en D y X, es "muy préximo" a X,
entonces una diferencial de la variable de f en x, es
el nuimero "muy pequefio" x, - x, (y para gue se entienda
gue dicho nimero es "muy pequefio” se acostumbra a escribir

"x, - %, = dx," en lugar de "x, - x, = Ax;,"), una
"

diferencial de la funcién f en x, es el numero "muy
pequefio" f(x,) - f£(x,) (y para gue se entienda que dicho
namero es "muy pequefio" se acostumbra a escribir "f(x;) -
- f(x,) = df(x,)" en lugar de "f(x,) - f(x,) = Af(x,)")
y una diferencial de la curva definida por la funcidén f
en el punto (x,, £f(x,)) es el segmento cerrado de
longitud "muy peguefia" y de extremos los puntos

(x,, f(%,)) y (x,, £(x%,)) de la referida curva.

Y todo ello, repito, corrientemente lo hacen al margen del
formalismo del analisis estandar y sin otro formalismo o
teoria que lo sustituya.

Pues bien, las referidas definiciones facilmente pueden
ser interpretadas en el andlisis no estandar conviniendo
en que "muy proximo" signifique "ilimitadamente préximo",
"casi igual" ([34]) y "muy pequefio" signifique
"infinitésimo" ([32]). Y si decimos que "en el plano afin
euclideo K x R, una recta T es ilimitadamente proxima
a una recta T, si y solo si, si x' es un numero real
limitado, (%', v') € T y (x%, y',) € T, entonces

v'~ y',", entonces, en virtud de [51], es valida la

~

intuitiva definicidén siguiente: "recta tangente a una

4. -
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curva definida por una funcién estandar f real de
variable real, en un punto estandar (x,, f(%,)), es la
recta estandar ilimitadamente préxima a toda recta que
pase por el punto (x,, f(x%,)) y por otro punto de la
referida curva ilimitadamente proéximo a (x,, f(x,))".

Es proverbial la incomodidad de los razonamientos en el
andlisis infinitesimal estandar o clasico, por la
necesaria consideracidn de los tradicionales n, (numero
natural "muy grande"), e y & (numeros reales positivos
"muy pequefios”). La utilizacién de tales n,, ¢ y &

en los respectivos papeles que desempefian en el andlisis
estandar (16) puede eludirse en el anadlisis no estandar
y asi ("sin pasos al limite") conseguir razonar con méas
fluidez, al estilo del algebra. Esto ocurre, por ejemplo,
utilizando las definiciones no estandar referidas en estas
"Observaciones" y, de acuerdo con [53], entendiendo la
integral de Riemann de una funcién estandar real de
variable real entre limites estandar como la parte
estandar de una cierta suma finita (ilimitada pero
finita).

€ Y n, en el esquema « para todo numero real positivo ¢
("por pequefio gque sea") existe un nimero natural n,
("suficientemente grande” como para) que para todo numero
natural n >n, ...» y € Yy & en el esquema « para
todo numero real positivo e ("por pequefio que sea")
existe un numero real positivo & ("suficientemente

pequefio”" como para) que todo ...».
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LA GEOMETRIA DE LA INVERSION

Marfa Ortiz Vallgjo
Dpto Algebra Geometria y Topologia
Universidad de Valladolid

INTRODUCCION Entre los objetivos prioritarios en la ensefianza de la

geometria recomendados en los nuevos planes de secundaria, parece observarse una vuelta
atrds en la tendencia a la desaparicién de la geometria que presentaban los planes anteriores
a los afios sesenta [1].

Sin embargo, el citado documento, hablando de la geometria, recomienda "la
adquisicién de las estructuras conceptuales de un sistema axiomdtico”. Esta consideracion,
que parece primar el estudio de la geometria mediante un razonamiento deductivo, pierde
de vista la faceta inductiva y puede llevar consigo una serie de dificultades en el
aprendizaje de esta ciencia. Debemos tener presente que los alumnos de estos cursos, a
quien estd dirigido el documento de referencia, comprenden mejor la induccién que la
deduccién, sobre todo en un campo tan ligado a la experiencia personal como es la
geometria. No obstante, no nos oponemos a] estudio sistemdtico derivado de una
axiomdtica en otras partes de las Matemdticas, como por ejemplo en el campo numérico.

Recordemos la célebre pugna que mantenfan los profesores Huxley y Sylvester [2]
sobre si las Matemdticas es una ciencia inductiva o deductiva. Segtin el primero, célebre
bidlogo, el razonamiento matemdtico es casi puramente deductivo, y por tanto concibe que
la tarea del estudiante de Matemdticas es el de deducir cualquier resultado pedido a partir
de un ndmero limitado de proposiciones. Afirma también en un articulo publicado en el

Fortnightly Review que "la matemdtica es aquel estudio que no sabe nada de la
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observacién, nada del experimento, nada de la induccion, nada de la causacion”. Sylvester
sin embargo defiende y argumenta la importancia de la observacién en la mayor parte de
tas grandes ideas y descubrimientos matemadticos, asi como en su propia experiencia

matemética. En cuanto a la presentacién de la geometria para la ensefianza secundaria

Syivester sigue defendiendo esta tendencia, recordando en dicho articulo que: “el

prematuro estudio de Euclides me hizo odiar la geometria"”.

En esta linea, presentamos algunos conceptos relacionados con la inversién, tema
lamentablemente olvidado en los curricula actuales, debido a que posee para la ensefanza
unas caracteristicas que permiten pasar directamente de la experiencia a la teorfa incluyendo
un proceso matemdtico relativamente complejo. EIl construir un aparato y presentar
mediante su funcionamiento una serie de hechos curiosos, implica inmediatamente unas
preguntas que justifican la utilizacién de un razonamiento formal y la ayuda de dibujos. De
esta manera al mismo tiempo que recuperamos la conexién con la experiencia del alumno,
creamos esquemas de razonamiento. Asi el objetivo de esta primera parte de nuestro
trabajo, es presentar un tema de geometria en donde se integra: razonamiento algebraico,
dibujo, utilizacién de aparatos e incluso se dé la posibilidad de que el alumno realice
exploraciones basadas en programas informaticos [3].

Por dltimo, queremos puntualizar que no se trata de una leccion incluida en los
curricula actuales de bachillerato y C.0.U., aunque de hecho, en 3° de B.U.P. se estudia
la potencia de un punto respecto de una circunferencia y en dibujo se utilizan algunas
propiedades de la inversion.

1L.MAQUINAS

Dos conceptos bdsicos en la geometria son los de recta y circunferencia; la
construccion de ésta dltima no ofrece dificultad puesto que el compds (que se puede
entender como una barra de longitud constante fija por un extremo), puede describir
perfectamente una circunferencia, implicitamente usamos que la circunferencia es una
figura acotada y se puede construir en su totalidad. Sin embargo, la recta conlleva una
infinitud, lo que hace que su dibujo completo sea imposible. ;Como dibujar un segmento

de recta?.
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Para resolver este problema que estd muy lejos de ser trivial, se crearon algunos
sistemnas articulados que podrian llevar a construir una recta, y que pasamos a describir [4].
1.a) El sistema de Watt (1736-1819) (Fig.1) estd formado por dos varillas de igual
longitud AC y BD, fijas en los extremos A y B; el punto medio P de la varilla CD describe
una curva que se confundirfa con un segmento de recta si las varillas AC y BD fueran

infinitamente largas.

1.b) El sistema de Tchebychev (1850) (Fig.2) pretende el mismo objetivo y estd

constituido por tres varillas AC,BD y DC, de forma que el punto medio P de CD, que
mide "2a", dista "4a" de la recta AB cuando CD y AB son paralelos, desde esta posicién
hasta que CD es perpendicular a AB el punto P describe aproximadamente un segmento de

recta paralelo a AB.

o
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Por otra parte, partiendo de que podemos dibujar una circunferencia existen otras
maneras de dibujar rectas, para ello utilizaremos unos sistemas articulados, denominados
inversores que transformen las circunferencias en rectas; a continuacién los describiremos

brevemente.

1.c) Inversor de Peaucellier (Fig.4) constituido por siete varillas, cuatro formando

un rombo articulado de lados "a" cuyos vértices opuestos estdn unidos a otras dos varillas
1guales de lados "b" que se articulan en un punto O.

1.d) lnversor de Hart (Fig.3) mds simplificado que el anterior, estd constituido por
cinco varillas, cuatro forman un cuadrildtero no convexo ABCD cuyos lados opuestos son

iguales, siendo O, M y M' los puntos medios respectivamente de las varillas AB y AD y

BC.
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2.EXPOSICION MATEMATICA

En este apartado vamos a exponer una primera parte de conceptos matemdticos que
nos van a permitir justificar algunas observaciones que realizaremos con los aparatos antes
descritos.

2.a)Potencia de un punto respecto de una circunferencia.

Dada una circunferencia C y un punto no perteneciente a ella P, se verifica que para
toda recta que pase por P y corte a C en los puntos Q y R (pueden coincidir si la recta es
tangente a C) el producto PQ.PR es constante (Fig. 5).

2.b)Inversion: Sea una circunferencia F(O,R) y un punto P_O, llamamos inversién
respecto a F a la transformacién geométrica que lleva de cada punto P a otro punto P'
sobre el rayo OP, tal que el producto de los segmentos OP y OP' sea igual al cuadrado de

radio de la circunferencia dada que se llama razén de inversion. Fig.6.

OP.QP' = R?

Resulta evidente que si el punto P' es inverso de P, igualmente el punto P es
inverso de P' en la misma inversién.

De la definicién podemos deducir que al ser este producto constante, ocurre que si
OP>R entonces OP' < R y viceversa. De modo intuitivo resulta claro que el inverso del
punto O (centro de inVersién)‘es, un punto infinitamente alejado de €l en todas las
direcciones, ya que cuando P' se acercﬁ,. a O, OP' disminuye, y OP debe aumentar; en la

figura 7 se ve el proceso.




Propiedades peométricas de la inversion

Propiedad 1. Puntos invariantes en la inversién de centro O y razén k son los que se
encuentran en una circunferencia del mismo centro y radio fk. Sea F la circunferencia de
inversién de centro O y radio k, su inversa es ella misma, es invariante, puesto que VPeF
f(P)=P, por tanto f(F)=F.

Propiedad 2. Circunferencias invariantes en la inversién. Sea C una circunferencia
(fig.8) ortogonal a F, FLC y por tanto OT es tangenie a C, de aqui, OT2 = 0P.0Q, lo
que nos indica que todo punto Q de C se transforma en P, f(Q)=P, resultando por tanto C
también invariante, aunque los transformados en ésta no coincidan.

Propiedad 3. La recta que pasa a través del centro de inversién O es inversa de s

misma.

Propiedad 4. La inversa de una recta dada AB que no pasa por el centro de
inversién P, es una circunferencia (01,007) que pasa por el centro de inversién O, de
modo que siempre OO} L AB.

En efecto, (fig.9), sea Q la base de perpendicular bajada del centro de inversién O
sobre la recta dada, Q' el punto inverso de Q. Tomemos un punto arbitrario de la recta P,
y sea P' su punto de inversion. Por el lema anterior y como los tridngulos OP'Q" y OPQ
son semejantes:

Z0P'Q' = ZOQP = 90°
por tanto, cuando el punto P se desplaza a lo largo de la recta AB, sus puntos de inversion
se desplazan describiendo una circunferencia, que tiene como didmetro 00'. Como la

circunferencia (01,007]) y la recta AB son mutuamente inversas, se verifica la afirmacion
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mversa.

o

__,__%_____O

]
|
g

Propiedad 5. La inversa de una circunferencia (O].R) que no pasa por el centro de
inversion, es también una circunferencia. (En este caso el centro de inversién O es centro
de semejanza de dichas circunferencias) (Fig.10).

En efecto, como se conservan los dngulos: ZOA'P' = ZOPA y <LOB'P' =
£Z0OPB
de donde: ZOB'P' - ZOA'P' = ZOPB - ZQOPA
como LA'P'B' = ZOB'P' - ZOA'P' y LAPB = ZOPB - ZOPA = 90°
se deduce que: LA'P'B' = ZAPB = 90° lo que nos indica que si el punto P se mueve a
lo largo de la circunferencia dada (O1,R1), entonces P' describe la circunferencia
(09,A'B'/2).

Propiedad 6. (Fig.11) La inversién es una transformacién conforme. Recordemos
que el dngulo que forman un segmento AB con un arco AC es el dngulo que forma el
segmento AB con la tangente a AC en el punto comin A. Consideremos dos curvas MN y
M'N" inversas entre s en una inversién de centro O y cuyas tangentes M y M', homélogos
en la inversi6n son respectivamente MT y M'T".

Como OM.OM' = ON.ON' por definicién de inversidn, los dngulos OM'N' y

0 . I .
NM son iguales y también serdn iguales los dngulos que se forman con la recta OM y los



.58-

limites de las secantes TM y T'M'. Puesto que en el limite al tender NaM y N'a M’, el

angulos OM'N’ serd igual a OM'T' y lo mismo entre ONM y OMT = TMM'.

S

11 I2

3.OBSERVACIONES CON LOS INVERSORES.

a) Vamos a demostrar que en el inversor de Pauceller se verifica que los puntos Py
Q se corresponden por una inversién de centro O 'y potencia a2 -b2 (Fig.12). Si trazamos
una circunferencia de centro C y radio b, corta al rayo OC en dos puntos R y S, por tanto
se verificara:

OP.0Q = OT.0S = (OC - CT).(OC + CS) = (a + b)(a - b)=a2-b?
luego OP.OQ = a2 - b2 = R2 de forma que R = \/—(32 - b2)
para el caso en que Q = P se verifica que QP = R (prop.1).

Una varilla DE con centro en E y que pase por O al describir una circunferencia
hard que el punto B describa una recta. En la fig.12, en la que afiadimos la varilla mévil
sujeta a P de modo que PE = d, podemos observar que fijando O y E cuando P describe
una circunferencia de centro E que pase por O, Q se mueve a lo largo de una recta
(proposicién 4).

b) Como en el pérrafo anterior, vamos a demostrar que en el inversor de Hart
\fig.13) los puntos P y T (puntos medios de BD y AC) se corresponden por una inversion

de centro O.

Primeramente vamos a ver que los puntos OPTQ se encuentran en linea recta, para
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lo cual prolongaremos los lados BA y CD de forma que BA ~ CD = R. Enla fig 13
podemos observar que los tridngulos ABD = ACD (un lado comin y dos lados tguales),
por tanto: ZABD = ZACD y £CAD = ZADB. Por otra parte, Jos tridngulos BDC =
CAB (un lado comin y dos lados iguales), por tanto: £DBC = ZACB y ZCAB =
/BDC. Las dos condiciones anteriores implican las siguientes igualdades entre los dngulos
del tridngulo RBC:
ZRBC = ZRCB, ZRAD = ZRDA;

como AD || BC (Thales): OQ || AD || BC

Veamos ahora lo que vale la constante de inversién (Fig.14), para lo cual vamos a
trazar una circunferencia que pase por los puntos P,Q,R y T. Que el producto OP.OQ es
constante lo podemos averiguar de la forma siguiente:

OP.0Q = OR.OI (OR es constante)

por otra parte como la potencia respecto a un punto (A) es constante, se verifica:

AQ.AT = AR.Al ===> Al = AQ.AT/AR = (&/2.2)/b = a2/2b=K

Ol = Al - OA = (2a2-2b2)/4b
por tanto: OP.OQ = OR.OI = (a2-b2)/4  c.q.d.
para el caso en que Q = P se verifica que OP = R (prop.1)

8

I3

14
4. APLICACIONES GEOMETRICAS




-60 -

Podemos citar algunos problemas geométricos que se pueden resolver mediante la

inversion, como por ejemplo el trazado de una circunferencia tangente a tres

circunferencias. De esta manera problemas relativos a circunferencias los podemos

convertir en problemas relativos a rectas y viceversa, se pueden encontrar en numerosos

textos de dibujo y tienen obvias aplicaciones en la construccidn de engranajes.
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RESENAS DE LIBROS

SIMULACION DIDACTICA DE LOS GRUPOS DE SIMETRIA EN EL ARTE
HISPANO-MUSULMAN, por Eugenioc Roanes Macias v_Eugenio Roanes
Lozano. Universidad Complutense: Publicaciones "Pablo Montesino" 1893,
64 paginas v un disquete con proaramas

Este libro recoge el fruto del trabajo que mereci6 el premio de
investigacion "Pablo Montesino” 1992.

Comienza este breve libro por hacer una introduccién clara, sencilla y
atractiva a la teoria de los grupos cristalograficos planos, proporcionando al
lector los conceptos fundamentales y las proposiciones mas importantes
relativas a ellos. Incluye unos documentados datos histéricos sobre los
problemas que suscitan; pasa después a exponer como pueden generarse
los 17 grupos de simetria posibles y termina con los métodos para clasificar
mosaicos segun los grupos a que corresponden.

Para cada uno de los grupos mencionados escoge un ejemplo tomado
del enorme repertoric que nos suministran los motivos decorativos de la
Alhambra de Granada = Es sorprendente que éstos agoten todas las
posibilidades matematicas, siglos antes de que se desarrollase la teoria que
los sistematiza. El libro viene ilustrado con profusion de figuras y trae al final
una extensa bibliografia. Sefialaremos que en ella se citan algunos articutos
publicados en este Boletin.

El disquete que acompafia al libro contiene, ademas de un documento
flustrativo sobre su uso, unos programas ejecutables en ordenadores
personales, bajo DOS, que permiten escoger cualquiera de los 17 grupos de
simetria, obtener en la pantalla bellas imagenes de un mosaico de la
Alhambra de Granada correspondiente a ese grupo y después analizario,
mostrando su dominio fundamental, Ias isometrias que generan su ceélula a
partir del dominio, la céiula reticular y las traslaciones que generan el
mosaico a partir de esa célula. La ejecucidn de esos programas resulta muy
atractiva y tiene gran valor didactico.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Problemas propuestos en la
XXXIV Olimpiada Matem&tica Internacional
celebrada en Estambul (Turquia)

PROBLEMA 1°:

Sea £(x) = x + 5x" % + 3
n>1 . Demuestre gque f(x) no puede ser el producto
de dos polinomios, ambos con todos sus coeficientes

' con n entero,

enteros y de grado mayor o igual que uno.

PROBLEMA 2°:

Sea ABC un triéngulo acuténgulo y D un punto en
su interior tal que

AC.BD = AD.BC y L ADB = < ACB + 90°
a) Calcule el valor de la razén
AB.CD
AC.BD '

b) Demuestre que las tangentes en C a las circunfe-
rencias circunscritas a los tridngulos ACD y BCD son

perpendiculares.

PROBLEMA 3°:

Sobre un tablero de ajedrez infinito se juega de la
siguiente manera: Al principio hay n? fichas
dispuestas sobre el tablero en un cuadrado de n X n
casillas adyacentes, con una ficha en cada casilla. Cada
jugada es un salto de una ficha en direccién horizontal
o vertical sobre una casilla adyacente, ocupada por
otra, hasta una no ocupada, contigua a ella. La ficha
sobre la que se ha saltado se retira. Halle los valores
de n para los que el juego puede terminar quedando una
dnica ficha en el tablero.
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PROBLEMA 4°:
Sean P , O , R tres puntos del plano. Se define

m(POR) como el minimo de las longitudes de las alturas
del triangulo PQR (si P , Q@ , R estan alineados,
entonces m(PQR) = 0 ). Sean A , B, C puntos dados

del plano. Demuestre que para cualgquier punto X del
plano, m(ABC) = m(ABX) + m(AXC) + m(XBC) .
o]
PROBLEMA 5 :
Sea N = { 1, 2, 3, +.. }: Determine si existe

una funcién f: N —— N gque cumpla las condiciones
siguientes: £(1) = 2 )
f(f(ny) = £(n) + n para todo n € N ;
f(n) < f(n+l) para todo n € N

PROBLEMA 60:
Sea n > 1 un entero. Hay n lamparas Lg, Ll’
. Ln—l dispuestas en circulo. Cada lampara puede
estar encendida o apagada. Se lleva a cabo una sucesién
de pasos SO, Sl’ Ry Si, ... . El1 paso Sj afecta
Gnicamente al estado de Lj (dejando inalterado el

estado de las deméds l&mparas) COmMO sigue:
si 1., _, esta encendida, Sj canmbia el estado de Lj

de encendida a apagada o de apagada a encendida.

Si Lj_. esté apagada, Sj deja inalterado el estado
ze L.

p

Las lamapras se denotan méd n , esto es L, =
Ln_1 , L0 = Ln , L1 = Ln+1 , etc. Inicialmente todas

.as lamparas estén encendidas. Demuestre gque:
a) Existe un entero positivo M(n) tal que después de

M(n) pasos, todas las lamparas estan encendidas de
nuevo.
b) Si n es de la forma 2k , todas las lamparas estén

encendidas después de n2 - 1 pasos.
c) Si n es de la forma 2k + 1 , todas las lamparas

estéan encendidas después de n” - n + 1 pasos.
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Problemas propuestos en la
VIII Olimpiada Iberocamericana de Matemiticas

celebrada en Méjico

PROBLEMA 7°:

Un numero natural es capicta si, al escribirlo en
notacién decimal, se puede leer de igual forma tanto de
izquierda a derecha como de derecha a izguierda, por
ejemplo: 8, 23432, 6446.

. rSean ?l < Xy <.l < Xy < Xipq S e todos 1los
eros capicuas. Para cada i sea .= -
. ) . Yi Xi+1 e e
¢ Cuéntos numeros primos distintos tiene el
conjunto {Yyr Yyr Y30 «ev } 2
PROBLEMA 8°:

Demuestre gue para cualquier poligono convexo de

drea 1 , existe un paralelogramo de &rea 2 que lo
contiene.
PROBLEMA 9°:

Sea N* = {1, 2, 3, ... } . Halle todas las

funciones f : N* —— N* tales que:
i) 81 x <y , entonces £(x) < f(y) .
iiy) £(yf(x)) = xzf(xy) , para todos x, y en N* .
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PROBLEMA 10°:

Sea ABC un triéngulo equildtero y I su circun-
ferencia inscrita. Si D y E son puntos de los lados AB
y AC , respectivamente, tales que DE es tangente a I' ,
demuestre que AD . AE

PrRoBLEMA 11°:

Sean P y Q dos puntos del plano. Denotemos por
m(PQ) a la mediatriz del segmento PQ. Sea S un
subcnjunto finito del plano, con més de un elemento, gque
satisfmce las siguientes propiedades:
a) S1 P y Q son puntos distintos de S , entonces m(PQ)
interseca a S
b) Si PlQl’ P2Q2 Yy P3Q3 son tres segmentos diferentes
cuyos extremos son puntos de S , entonces ningin punto
de S pertenece simulténeamente a las tres rectas
m(P,Q.), mM(P,0,) ¥ m(P30Q5)

Determine el numero de puntos gque puede tener S

PROBLEMA 12°:

Dos numeros enteros no negativos a y b son
"cuates” si la expresién decimal de a + b consta
solamente de ceros y unos. Sean A y B dos conjuntos
infinitos de enteros no negativos, tales que B es el
conjunto de todos los nimeros que son “cuates" de todos
10os elementos de A , y A es el conjunto de todos los
numeros que son "cuates" de todos los elementos de B .

Pruebe que en uno de los conjuntos A o B hay
infinitos pares de nimeros x , y tales que x -y = 1.
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PROBLEMAS PROPUESTOS POR NUESTROS SOCIOS

PROBLEMA 13°:

Diremos que cuatro puntos de un plano forman una
cuaterna conciclica si estén sobre una circunferencia o
sobre una recta.

Si los 8 puntos A, B, C, D, E, F, G, H del plano
son tales que las cuaternas ABCD, ABFH, ACFG, BDEH Yy
CDEG son conciclicas, probar que la cuaterna EFGH

también lo es.
Propuesto por Julio Fernéndez Biarge

PROBLEMA 14°:
Dados los nameros naturales n , m , Y siendo

l=ns=m, hallar el determinante de la matriz
A = (alj) ’ (i = 1,2,...,0 j = 1,2,...,m)
siendo

.. . m n
aii=1+[T][?] Y'S“’J'aif[i][j]

Propuesto por Joaquin Gomez Rey

PROBLEMA 15°:
Demuestra que, siendo p un namero primo mayor

que 5, la suma 14 " 14 . 14 T p ;

1 2 3 (p-1)
escrita como nimero racional -% , tiene la propiedad de
que a es divisible por p .

Propuesto por Joaguin Gémez Rey

PROBLEMA 16°:
Siendo a; (i =1, 2, , 2n) nameros reales dis-—
tintos, calcular
n-1
I = sen 2X g%

i

] sen(x - ai)

i=1

Propuesto por José Vicente Garcia Sestafe
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 6° (Boletin n° 27)

OME
OMI
oI

PNS

Pro- Nimeros de los Boletines en o
pues- Proceden- que aparecen las soluciones b
tos en tes de de lgs Broblemas de nUmergs s
el n 19 29 3° 49 5% 6° 7° g° 9°10°

1|varios 4 4 - - - - - - - -|C
2|0OMI-83-Paris 3 3 3 4 4 4 - - - -|C
3|OME-f2-84 19 19 19 19 18 19 19 19 - -—|C
4|OMI-84-Praga 5 5 6 5 6614 ~- - - -|C
5|varios g8 712 72 7 8 - - - ~-|C
6|Varios 7 716 - - - - - = 4lc
7|0MI-85-Finlandia 9 91616 9 9 - - - ~-|C
8|0I-85-Bogota 10 10 17 10 10 11 - - - -—-|C
9|OME-f2-86 / Varios|18 19 20 18 19 19/17 17 11 17|C
10|China / Australia |20 15 21 20 15 21 20 23 21 -—|C
11|OME~-f1-86 / 13 14 14 14 14 23 20 15/20 12|C

OMI-B86-Varsovia 26 20 12 21 - - - - = ~-|C
12|01-87-Urug./OME-f1|16 14 14 17 15 17/15 15 15 21|C
13|OME-£2-87 2021 21212121 - = = ~=|C

14 |Varios 15 15 1515 - - - = = ~-|C

15|0OMI-87-Cuba 18 18 18 21 21 21 - - = ~—|C

16 |OME-f1-87 22 22 21 18 22 22 22 22 - ~—|C

17|OME-f2-88 25 23 23 23 23 23 = = = =|C

18|/0I-88-Peru 23 23 23 23 2525 - - -—- -—|C
19|0MI-88-Australia 23 26 24 24 23 26 - - — -—|C
20|OME-f1-88 / Putnam|24 26 24 25 24 26 24 26/26 24|C
| 21|OME-£2-89 / 24 27 24 27 27 24/27 25 27 26|C
| 0I-89-Cuba 2627 - - - - = = = =|C

22|OMI-89-R.F.A. / 28 28 XX 28 29 30/30 30 30 31

Oposiciones 31 3029 - - - = = = =|C
| 23|Oposiciones 27 27 28 28 29 31 31 30 - -—|C
! 24 |OME-£1-90 30 31 31 30 31 30 30 31 - -—-|C

*510ME-f2 , f1- 90 34 31 29 29 31 32/32 32 32 33|C

26 |OMI-90-China / 32 XX XX 32 XX XX/XX 32 XX 34
[ 0I-90-valladolid (XX XX - - - - - = =—= =
! 27|0OME-£1-91 33 XX 33 33 XX 35 XX XX - -

28 |OME-£2-91 32 32 XX XX 33 33 - - - =
| 29|0MI-91-Suecia XX XX XX XX XX XX - - - -
| 30|0I-91-Argentina / [XX XX XX 33 XX XX/XX 33 33 33
[ OME-f1-91 33 34 34 34 - - = = = =
| 31|OME-£f2-92 / XX XX XX XX XX XX/XX XX XX 35
| OME-f1-91 / PNS XX XX/XX 35 34 - - - - -
| 32|0OMI-92-Moscu / 35 XX XX XX XX XX/XX 35 XX XX
| 0I-92-Venez./ PNS|XX XX/XX XX - - - = =—= =
| 33|0OME-£1-92/£1-92(Vv) |XX XX XX XX XX 35/XX XX XX XX
1‘ /PNS XX XX XX XX/XX - - - - -
| 34| OME-£2-93 X XXX xXxxxxx - - - -

35|0OMI-93-Turqg./ XX XX XX XX XX XX/XX XX XX XX

OI—93—MéjiCo/ PNS|XX XX/XX XX XX XX - - - -
‘CLAVES: XX = Pendiente de publicaclon C = Completo

Olimpiada Matemética Espafiola (fase 1 o 2).
Olimpiada Matemé&tica Internacional.
Olimpiada Iberoamericana de Mateméticas.
Propuestos por nuestros socios.

En el plano se considera un cuadrado ABCD, en el
que P y Q son los puntos medios de los lados BC y DA,
respectivamente. Sea f la transformacién delo plano
consistente en la simetria de eje la recta AB compuesta
con la traslacién de vector AB Andlogamente, sea g
la transformacién producto de la simetria de eje PQ por
la traslacién de vector'ﬁﬁﬁ Razonar gué trans-—
formaciones son:

n £, 2) (gef)" ,3) ghefr

segin que n sea par o impar.

Solucion:
Sea BB'=a’, P0=-a’, BC=Db’; S la simetria

de eje AB y S8’ la simetria de eje PQ ; Sy la simetria

de eje AD y S, la simetria de eje D o
la mediatriz de AB
Se tiene T-g» = Szo S1 ; Y pues-— 0

es una simetria

to gue Slo S
central, resulta Sl° S =8 osl . Al— B
Por la misma razén, Szo S =8¢ S2 y, en consecuencia,
T?os = S2oslos=szosus1 =5082081 =S°T—a—>
(Indicamos con T—Ea la traslacién de vector a’ ).

De todo ello, resulta:
2

1)y £f=T-—o8 ; £ = (T—08)o(T—08) =
e a 3.8, 2
=T—0(S508S)0o T— =T,— ; f° = fof® =
a a 2 a 4 3
= TgeSe Ty = SoTy 2 i B
= TgeSes) ety = Ty i
En general, si n es par: f = Tn-ga H
si n es impar: f = 5o Tn-ge
Andlogamente, si n es par: gn = T—n'?r’;
si n es impar: gn = —08' = 8’6 T  —

T na -n a
2) gof = (T—>08")o(T—-3°85) = S'0 T—>0T—305 =
= §'0 § = T-Ee . Y, por tanto, (geo f)n = Tn-Ee
(traslacién de vector n.BC’, sea n par o impar).
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3) Si n es par: gno 2 = T T — =1 (la
-n a n a
identidad).
. . . .n n _ , -
Si n es impar: g o f (S'o T_n-ga)o (So Tn-ge)
= (S oS)O(T_n?oTn?) = S oS=TF->.

Francisco Lorenzo Miranda (Madrid)

PROBLEMA 14° (Boletin n° 31)

Sea f : A—— R , siendo A no vacio y abierto;
sean X, € A Y h0 ¢ RT , tales gue si h0 >h >0 , sea

X~—h x0+h e A ; suponemos que f es una funcién de

lg variable real x , tal que las derivadas laterales
fL(xo) Y f;(xo) existen.

Calcular el limite de 2.Ah/h2 cuando h tiende a 0 ,
manteniéndose positivo, donde A, es el d4rea del
triangulo orientado determinado por los puntos
P(xo, f(xo)) ; Q(xo—h, f(xo—h)) , R(xo+h, f(x0+h)) .
Propuesto por Juan Bosco Romero Marquez.

Solucion:
Se cumple la igualdad Xy f(xo) 1
2Ah = xo—h f(xo—h) 1 .
xo+h f(xo+h) 1
Restando la primera fila de la segunda y después la
tercera, resulta: X, f(xo) 1
2Ah = -h f(xo—h)—f(xo) 0 =
h f(xo+h)—f(xo) 0
= -h [f(xo+h)—f(xo)] - h [f(xo—h)-f(xo)] . Por tanto,
f(x_+h)-f(x) f(x_ -h)-f(x)
2Ah/h2 - o o’ _ o o ;
h h
con lo que el limite pedido es - fi(xo) - fI(xy)

Alberto Aizpun (Madrid)
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PROBLEMA 10° (Boletin n® 31)

Se corta un alambre de un metro de longitud en dos
trozos. Con uno de los trozos, se construye un cuadrado
y con el otro, una circunferencia. Calcular por dénde
hay que realizar el corte para que la suma de las &reas
del circulo y del cuadrado sea: a) Minima. b) Méxima.

Solucion:

Supongamos que uno de los trozos de alambre tiene
una longitud de X metros. La longitud del otro trozo
ser& 1 - X . Con el trozo de longitud X construimos
la circunferencia, en la cual se verifiricaré& que:

Xn El 4&rea,del circulo sera
=n R = 2
am

1 - X costruimos el cuadrado

2nR = X, o sea R = 5
Area del circulo
Con el trozo de longituc

de lado L que cumpliré: 4L 1 ~X, con lo que L =

= 1% |y su &rea sera:
4 2 (1—X)2
Area del cuadrado = L = -
La suma de las &reas sera:
I L G O < GO
16 4T 16 an

Para estudiar cudndo esta funcién es méxima y cuéndo es
minima, calcularemos su primera derivada y veremos para
qué valores de X se anula. Ya que en los extremos

relativos ha de ser S8'(X) =0 .

, _ —2+2X 2% _ X-1 X _ m(X-1) + 4%
$'(X) = —15  * TIn 5 Y m T T  Bm
S’(X) = 0 implica m(X-1l) + 4X = 0 o sea X(n+d) =mn

: _ m
y, en consecuencia, X = = .

A continuacién calculamos su segunda derivada y vemos
si es positiva o negativa en dicho punto; si es
positiva, la funcién tendrd un minimo en ese punto, Yy
si es negativa, un méximo. S"(X) = J%E%, positiva
para todo X. Luego la funcién tiene un minimo en el

punto X =m / (m+4) .
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a) De aqui se deduce que la suma de las &reas seré
minima cuando uno de los trozos tenga por longitud

X = 7#%? y el otro 1 -X-= g o .
by S§(X) es una funcién polinomica de segundo grado; su
grafica es una paré&bola. Por otra parte su segunda
derivada es siempre positiva, lo gue nos indica que la
pardbola muestra su concavidad hacia arriba y por tanto

no tiene un méximo relativo. Tampoco lo tiene absoluto

por ser abierto el intervalo de variaciénm.

(Para 0 < X < 1, S(X) se mantiene inferior a S(1)=7ﬁ%
y se puede acercar tanto como se quiera a este valor;
X = 1 corresponderia a emplear todo el alambre en la

circunferencia, sin cortarlo).
Jesus Izal Pinas

(Alumno del I.B. "Irubide".Pamplona)

PROBLEMA 1° (Boletin n° 32)
Hallar todos los enteros a, b, c, con 1l<a<b<c ,

tales que (a-1)(b-1l)(c-1) divide a abc -1

Solucion:
abc - 1 _
Queremos que (a=1)(b-1) (=17 K ( KelN)
Puede verse que K > 1 , gue es lo mismo que
abc -~ 1 > (a-1)(b-1)(c-1) ,
esto es, abc - 1 > abc—-(abtbctac)+(a+b+tc)-1, o0 sea dque

ab+bc+ac > a+b+c, gue es cierto, pues ab>a, bc>b, ac>c.

También K < 4 ; en efecto, K=A - B , con

_ a b c _ 1
AsoaT 51 o1 Y BT @Eom-neDn
Como —— es maximo cuando n es minimo (por ser
decreciente para n > 1 ), A serd méximo cuando a = 2,
b = 3, ¢ = 4 (por ser enteros diferentes mayores gue

1), con lo que A valdrd, a lo més, -%L%L%- = 4

y como
B >0, ser& K < 4

Por tanto, quedan los casos K =2 y K =3 .
Para K = 2 , abc - 1 = 2(a-1)(b-1)(c-1) , de donde
abc - 1 es par, y en consecuencia, a, b, ¢ son impares.
Supongamos gue a no fuese igual a 3, entonces A valdria
como maximo %}%%%%—= 1,64... < 2 , lo cual es

Solucion:
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imposible. Por lo tanto, a = 3 . Supongamos gue b
fuese distinto de 5 ; entonces A valdria como méximo
%{%%%—= 1,96... < 23,510 quf es imposible. Por tanto,

> .5.c = _
b = 5 . Entonces, Z.E. (1) 2 , lo que conduce a
¢ = 15 , obteniéndose la
Solucion 1%: a=3,b=5,c¢c=15 .

Para K = 3 , abc - 1 = 3(a-1)(b-1)(c-1) ; si a fuese

o

= 5/2 < 3,

s

distinto de 2, A valdria como maximo —%Lg——

lo que es imposible (ya que A > K), por lo que (si hay

solucién) a = 2 ; en ese caso, abc - 1 es impar Yy
deberé serlo (a-1)(b-1)(c-1) , por lo gue b y <cC
seran pares; si b no fuese 4 , A valdria como maximo
%{%f%—= 2,74... < 3 , imposible, por lo gue b = 4 (de
haber solucién) . Entonces, %%é%%EET%‘: 3 , lo que da

c =8 , y en definitiva:
Solucion 22: a=2,b=4,c=28

No hay otras.
Jordi Sabate Iglesias (Barcelona)

(Alumno de 3° de la ETs de Ing. Industriales)

PROBLEMA N° 8 (Boletin n° 32)
Dada la coleccién de n numeros reales positvos

< a, <a, < ... < a la cién:
a, 2 3 : N é v fun lDua
1 2 il

X+a x+a e K+E
1 2 “n

’

f(x) =

determinar la suma de las longitudes de los intervalos,
disjuntos dos a dos, formados por todos los valores de

x tales que f(x) =z 1 .

'\
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La ecuacién f(x) = 1 tiene n soluciones, una positiva,
que llamaremos Xy Y (n-1) negativas, que llamaremos
Kor Xgp vver Xp oo donde X; € [ -a; s Tay_ 4 ) (ver
figura). La longitud pedida es, por tanto:

L = (x1+a1) + (x2+a2) + (x3+a3) + ...+ (xn+an) ,
donde xl, x2, 2 e W Xn son desconocidas.
Volvamos a la ecuacién: f(x) = 1 , gue puede
escribirse: al(x+a2)(x+a3)...(x+an) +
+ a2(x+a1)(x+a3)(x+a4)...(x+an) +
+ an(x+al)(x+a2)...(x+an_1) = (x+a1)-~.(x+an)

Esta ecuacidén es de la forma:

[a1+a2+...+an]xn_l +ax™ 2 4 g™ 3 4 .+ cx+D=

= x" 4 [a1+a2+...+an]xn_l +ax"% 4+ ...+ D ", o sea
P roox™ a2 ™3 4 L+ D=0

, .., X_ , la ecuacidn es

Si las soluciones son x,, X

(X_XI%(X_X2)"‘(X_xn) =
X0 = (RyFRyt.. A )X

8 O

!
. =0 , y comparando

con la anterior, resulta: X, + X, + ...+ X, = 0, v
por tanto: [_L =a; ta, *...*a

Jordi Sabate Iglesias (Barcelona)
(Alumno de 3° de la ETS de Ing. Industriales)

PROBLEMA N° 6 (Boletin n °33)

Dado el numero real x, se consideran: su parte
entera [x] (es decir, el mayor numero entero gque es

menor o igual gue x), su parte fraccionaria {X} = x-[X]

y el entero mé&s proximo a X, representado por (x) y due
. _ [x] , si0 = {x} < 1/2
se define como (X) [(x]+1 , si 1/2 = {x) < 1
Resolver la ecuacién:
X b [x] 4 (x)

{x) = 10
Solucion:
Se pueden dar dos casos: a) (X) = [X]; b) (x) = [x] + 1
a) (x) = [xX] . Como, evidentemente, x = [X] + (X) ,

sustituyendo ambas expresiones en la ecuacién:
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(x} = E= lié T, qxy -

10{x} - {x} = 3[x] i 3{x} = [x] i

como estamos en el caso 0 = {X} < 1/2 , ha de ocurrir
que 0 = 3{x} < 3/2 y, por tanto, sélo se puede
verificar la ecuacién para [x] = 0 y [X] = 1 ; eviden-

[x] + {x}1+ [x] + [x]

temente, x =0 es una soluciédn.,
8i [x] = 1 , la (x) tiene que ser igual a 1/3, por

tanto la otra solucién es [ x = 4/3 |.

by (x) = [x] + 1 . Sustituyendo en la ecuacién
(x} = X + [¥% + (X) s (x) = [x]) + {x} +1gx] + [x] + 1
10{x} - {x} = 3[x] + 1 ; 9{x} = 3[x] + 1 ;

como estamos en el caso 1/2 s {x} < 1 , seré
9/2 = 9{x} < 9 ; 9/2 s 3[x] +1< 9 ; 7/2 = 3[x]) < 8 ;
7/6 = [x] < 8/3 , y en definitiva, [x] = 2

La {x) se obtendré de 9{x} =6 + 1 : {x} =7/9 .
Luego x=2+% o sea x=2—';’-

CONCLUSION: Las tres soluciones son:
Fond

0 1,3 2

7

David Brihuega Gonzalez (Madrid)
(alumno de 3° de BUP del I.B. Avda de los Toreros)



