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A NEW METHOD OF RESOLVING THE ROBERTS-HIPPEL RELATIONSHIP

F.J., ARCEGA, J.M. FORNIES-MARQUINA Y J. GARAY
Facultad de Ciencias. Ciudad Universitaria. 50009 ZARAGOZA (Espafia).

A program for calculating the complex dielectric permittivi-
ty wusing the Roberts-von Hippel has been written. This program
is based on the shape and properties of the complex function

tanh (Z)
Z

ching the correct solution from one of four selected points near

and it consists in beginning the iterative method of sear-

the poles of the function.

1.-INTRODUCTION

The measurement of the complex dielectric permittivity e=€'—je" by the short-circuited

waveguide-method (Robert and Hippel,1946) needs to resolve the equation

L 2@ _y

where Z and Y are complex numbers.The first of them Z is related with the propagation
constant 7y of the guided electromagnetic wave,which at the same time is connected directly
with the dielectric permittivity by the equation

©) e e

AZ A2
valid only for non-magnetic media (Baden Fuller,1969) and where e is the thickness of the
dielectric sample placed at the short-circuited waveguide end,A, is the cut-off wavelength and
A, is the free space wavelength.The second complex value Y depends upon the experimental
data that caracterize the measuring method,i.e. the standing wave ratio 6 and the displacement
dm produced in a maximum of the standing wave ratio,by insertion in the waveguide of a
thickness e of the dielectric sample.The value of Y is (Fornies and Vicq,1977)
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being j the pure imaginary complex and Xg the guided wavelenght.

In the majority of experimental designs based on the short-circuited waveguided,the
standing wave ratio is determined indirectly in function of the atenuation o measured with a

crystal detector of cuadratic law,according to

4) o =201log 6

The electric conduction in the walls of the guide and the impedance mismatches at the
junctions causes some error in the measurement of 0 (or o).To reduce this error,a correction
has been had in mind (Forniés and Vicq,1977)
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'where 6, is the corrected standing wave ratio, 6, is the measured experimental value and 6,
corresponds to the initial value of 6 without dielectric sample.

As it can be seen easily,the equation (1) has root multiplicity but a suitable choice of the
thickness of the dielectric sample permit us to assure that the only one valid solution will be the
one with smaller multiplicity order.In general,it is enough,in function of the measuring
frequency,that the thickness of the dielectric sample was sufficiently narrow to avoid the
presence of more than one period of the guided wave in the inner of the dielectric sample,that is

to say,the solution with the smaller multiplicity order will be obtained when the thickness e will
be less than A,

Finally,the aim of this work has consisted in searching for a fast method of resolving the
equation (1).For this reason,we have written a simple computation program that could be
implemented in pocket-programable calculators or microcomputers to be used in the
automatization of experimental measurements and in the dielectric characterization of materials
"on line" in industrial applications.




1.-DESCRIPTION OF THE PROCEDURE

1.1 The function

The dependence of the real,C,and imaginary,D,parts of the complex value Y in function
of the values A and B,such that Z=A+jB in accordance whit equation (1),it is shown in figures
1(a) and 1(b).In this figures we can see the two first poles placed at (0, £7/2) .The other poles
of the function are not necessary to our interest,car as we have seen above for a selected
thickness of the dielectric sample,

-0,25

N

Figure 1(a)

the only one rigth solution is the one with smaller multiplicity order.Neither the downer
semiplane (B<0) because solutions of this region lead to values of the dielectric permittivity that
have not physical meaning, i.e. the complex dielectric permittivity has negative values.

These circunstances,joined with the fact that the curves of the figure 1(a) are orthogonal to

the ones of the figure 1(b),have permitted to us to choose four points near the pole of
interest (A=0,B=m/2)




Figurc 1(b)

every pair of them at every side of both divisory lines,C=0.25 and D=0.0 (see figures 1(a) and
1(b)) because the slope of the searching method changes of direction at every region. This four
points,from one of which the searching method is initialized,are shown in Table I.Every point
correspondons to one region of the comples plane limited by the divisory lines.

TABLEI
C>025 B=15
C<0.25 B=1.63
D > 0.0 A =-0.05
D < 0.0 A=0.0

2.2 Mathematical foundations

The advantaged searched in this computation method is the rapidity and simplicity.For
this reason we have used the tangent iterative method to resolve the equation (1) but applied

directly to complex numbers and not by separation in two equations,real and imaginary,as it is




usually done in this type of complex equations.A generalization of this class is possible for this

particular case as it will be proved inmediatelly.

Theorem.-Let o a simple pole of a function f that in our case is
©) = 12~ % Y
and let B(0;0,R) the annulus in wich the function f can be developped in Laurent series in
accordance with
M @) =pZa) +g2)
being g analytical in o and p the residue of fin o.Let a point U € B(c;0,R) such that
(8) r=|U - al<<min (1,R)
and it is supposed that
1) IfU)/fU)l<r
ii) Ig(Z)l << If(Z)| locally in U and Ig(U)l < Ipl
iii) Ig'(Z) | << | £(Z) | locally in U and Ig'(U) | <lplr’

then V=U-f(Z)/f(Z) is a better aproximation than U as a root of the equation f(Z)=0 in the
sense of being If(V)! <If(U)l.

Proof.-Using the Taylor series development of f near the point U we have

(V) N o 0] )™
O & (D e
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In the other hand ,from the Laurent series development of f near the pole o we have,for

every n natural
10) W) = Dn! p U-)™ ' +g™(V)

From the equations (9) and (10),it results
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The first term of the second member of the equation (11) is the sum of a geometric series

and the second is a part of the Taylor series development of g in U.By substitution

@) - D) LEV)EW) | gU)
(0~ r ) | (U-afU)fU) |~ EU) ' T(0)

and using the boundary limits supposed in the statement,where o is in our case the pole in (0,
m/2) and the U are every one of the four points of the table I,we can see that the hypothesis of

the theorem are verified.In consequence we can apply the tangent method to this particular case.

2.3 The program

The value of the beginning point of the iterative process U=Z=A+jB is calculated in
function of experimental data in accordance with the values shown in Table I.From Z,the next
aproximations are obtained by the tangent method directly to the complex numbers.So the next
point in the aproximation procedure is obtained by the equation
£(Z)£(Z;,1)

Z:-Z;

i+1

(13) =f(Z)

being f(Z;) the value of the derivative of the function in the point Z, obtained by the equation

f(Z; + AZ)-f(Z;)

1) =R —
(14) (Z) o

with AZ a complex number of value AZ=-0.001+4j 0.001.In the figure 2 we can see a block

diagram of the procedure.Other modifications can be added to obtain more performances in
order to calculate series of experimental data of for working with this program as a subroutine.

3.-DISCUSSION

The advantage of applying directly the tangent method (Newton's method) to a function
of complex variable is the simplicity and the facility of programming in constrast with other
methods (Calamia and Paoli,1970,Bourret et all,1975;Freundlich and Kolodziej,1982) of




solving the equation (1) because they separate the real and imaginary parts of the function for
working in the real space and they have to solve a relatively complex system of equations.

This method has the advantage of converging rapidly,having a very good approximation
with less than ten iterative processes.In general with six iterations a precission better than the
four significative figure is obtained.This accuracy is enough for this case because the
experimental error as well in the displacement dm as in the standing wave ratio are
considerably higher.The time for resolving a proposed problem is very short,approximately 0.1
seconds,by the good convergency of the method considerably lesser than the times given by
other methods.

TABLE II
£ g Precision Temperatures

Water 59.452 | 28.065 | 0.7107 262 C
9GHz 63.219 | 14817 | 0510° 482 C
Heptylamin 3477 | 0447 | 0310° 212C
15GHz 3141 | 0685 | 0.110° 2202 ¢
Chlorbenzene 3.800 | 1.380 | 0410° 302 C
15GHz 4197 || 1146 [F0500° e

As an exemple we show in the table II the calculated values of the dielectric permittivity of
several polar liquids.For determining the accuracy of the approximative method,the values of C
and D that corresponds to the A and B values obtained from the iterative method have been
calculated.So the distance between the experimental values of C and D and this values obtained
from the final value gives an idea of the approximation obtained.As it can be deduced from the
data of table II,the accuracy is,in all cases,excellent.The only region that can not be obtained by
the program is the region in the proximity of the pole,i.e.,when the values of © are very high
or the values of dm are close to Xg /4,but this fact is not very frequent and can be avoided by
using a different thickness of the dielectric sample.
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ON A THEOREM OF FISHER AND KHAN

I.K. ARGYROS

Department of Mathematics. New Mexico State University.

Las Cruces, NM 88003.

We prove some new theorems which generalize some fixed point

theorems of B. Fisher and M.S. Khan.

Introduction. The following theorems have been proved in [3], (2]
respectiveiy:
Theorem 1. Let P and Q be mappings of the complete metric space X into

itself such that for all x , y in X either

d(x,Px)d(x,Qy) + d(YIQy)d(YIPx)
d(Px,Qy) < € d(x,Qy) + d(y,Px)

if d(x,Qy) + d(y,Px) > 0 , where QR CiE GNP SERIOT: d(Px,Qy) = 0 if
d(x,Qy) + d(y,Px) =0 . Then P and Q have a unique common fixed point

Z .

Theorem 2. Let P and Q be mappings of the complete metric space X into

itself such that for all x , y in X either

2 2
b{d(x,Qy)}” + c{d(y,Px)}
d(Px,Qy) < d(x,Qy) + d(y,Px)

if d(x,Qy) + d(y,Px) >0 , where 0< b, c, b+c <1, or d(Px,Qu) =0 if
d(x,Qy) + d(y,Px) = 0 . Then P and Q have a unique common fixed point

z .

13




We now consider mappings P and Q satisfying more general rational

inequalities. We first prove the theorem.

Theorem 3. Let P and Q be mappings of the complete metric space X into

itself such that for all x , y in X either

cl{d(x,Qy)}2 + cz{d(y,Px)}2 + c3d(x,Px)d(x,Qy) + c4d(y,Qy)d(y,Px)

d(Px,Qy) < d(x,Qy) + d(y,Px)

if d(x,Qy) + d(y,Px) > 0 , where

0 ¢ Cpr Cpr Cp + Gy + CyCy + CiCy + C3Cy ki
or d(px,Qy) =0 if d(x,Py) + d(y,Px) =0 . Then P and Q have a unique

common fixed point z .

Proof. Case 1. Let us assume that d(x,Qy) + d(y,Px) > 0 for all x ,
y in X . Let x be an arbitrary point in X and define the sequences

‘{un} ’ {Vn} ’ n’l, 2, 555 by

uy, = A((P0) "%, Q(P0) %) 4 u, ;= d(T(20)%x, ()™ )

vy = d((20) %, ()™ ), v, = d((pe) x,0(p0) ™ x) .

By hypothesis

v, = d((2Q)"x, (20)™1x) + d(o(ee)™x,(m)") > 0,

n+l n+l

= d(Q(P0),0(r0) ™ x) + d((P)™x, (P0)™ %) >0, n=0,1, 2, ...

Von+l

Using (1) we get

Wy e $ CoVon + Sy, £ Sl + Won) + Sl

or

C5#C

2
Yon+l $ l~c2 2n °




Similarly,

)
Yoni - 1-c, Yn-1
and therefore
c,+C C,+C cy+C c +C c,+C 2n
a=d 2 4 15653 I3 25 &
Uy § ("—l_—cz—)‘.l2r1 < (—]:2—) (—1—c_l_)u2n—l < [(———l_cl )(___l—cz )] up,n=l,2,...

By the restriction imposed on the c;’s , i=1, 2, 3, 4 we have that

e
1 2

therefore the sequence

{x, Qx, PQX, ..., (20)"x, Q(PQ)™x, ...}
is a Cauchy sequence in the complete metric space X and so has a limit =z
T X
We now have

d((p)"x,Qz) ¢

n-1 2 2 — -
, (d(a(r0) ™ x,02)) 4, (4(z, (BQ) ")) 2+ dtara) ™ x, (7)) d(@(20) "z +edlz,02)d(z, (PQ) )

a(aea)™2x,02) + d(z, (20) %)
or

d(z,Qz) < czd(z,Qz) as n-o®

or Qz = z , since = Al Similarly, we can show Pz = 2 that is
d(z,Qz) + d(z,Pz) = 0 , contrary to our assumption. There must exist,

therefore, x , y in X such that

d(x,Qy) + d(y,Px) = 0 and so d(px,Qy) =0

that is

X =Qy =PXx =y

15




or X =y =2z is a common fixed point of P and Q .
Finally, let us suppose that P and Q have a second distinct common

fixed point w . Then

cl{d(z,Qw)}2+c2{d(w,Pz)}2+c3d(z;Pz)d(z,Qw)+c4d(w,Qw)d(w,Pz)

d(z,w) = d(Pz,Qw) < d(z,Qw) + d(w,Pz)
c,+C
152
S5op d(z,w)
which is a contradiction since cp + ¢y < 1 . This proves the uniqueness of

the common fixed point z .

Case 2. Let us assumev d(px,Qy) = 0 if d(x,Qy) + d(y,Px) =0 . We
then proceed as in the latter part of Case 1 and the theorem is proved.

Remark 1. Note that:

(a) for € =¢ = 0 and cg=¢cy=c in theorem 3 we obtain theorem

{b) For Cy=¢y = 0 in theorem 3, we obtain theorem 2.

Furthermore, we can generalize the rest of the theorems and corollarys of
[2] and [3] using theorem 3. However, for the sake of brevity we only state a

theorem whose proof parallels with slight obvious changes the proof of theorem
3 in [2].

Theorem 4. Let P and Q be mappings of the metric space X into itself

and such that for all x, y in X , either

¢, (d(y,Px)}? + c,d(y,Qy)d(y,Px)
d(x,Qy) + d(y,Px)

d(Px,Qy) <

if d(x,Qy) = d(y,Px) > 0 , where 0 ¢ c; <1, 0¢c,, or d(Px,Qy) =0 if
d(x,Qy) = d(y,Px) =0 . Then P and Q have a unique fixed point z and

further, P is a constant mapping with Px = z for all x in X .




Remark 2. Note that:

(a) X in theorem 4 is not necessarily complete and so we cannot use

theorem 3 to give us a common fixed point.

[1]
(2]

[3]

(4]

(b) For c, = 0 , we obtain theorem 3 in [2].

4
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ON A FIXED POINT THEOREM IN A 2-BANACH SPACE

I.K. ARGYROS

Department of Mathematics. New Mexico State University.

Las Cruces, NM 88003.

In this note we generalize a theorem of P.L. Sharma and B.K.

Sharma for non-contraction type mapping on 2-Banach space.

Introduction. The definition and the properties of a 2-Banach space are
given in [1], (2], [3], [5]. Here we generalize a theorem of non-contraction

type mapping on 2-Banach space given in [4].

Theorem. Let F be a mapping of a 2-Banach space X into itself. If F

satisfies the conditions:

(a) E‘z =1 where I is the identity mapping on X ,

(b) " WIF(x) - F(y),zll £ c Ix — F(x),wll + c

R 2

+ c4nx - F(y) ,wil + csny - f(x),wll

for every x, y and we€ X, where 0< A, B, C, D, Cyr Cor C3r Cyo cS

Ix - y,wil + c lly = £(y),wil +

3

CeCy < 1 and A+ B+ C+D< 2 with
c; Sy @G cg
A=—5+— + C3 + CCp + 55—+ —7—/1 = C4Cg

B = c, + c3c5/1 = CgCy

19




D=C3+C4B.

Then F has at least one fixed point in X .

Proof. Let X be an arbitrary point in X , and set as in [4]

y=%(F+I)(X) o Ze=VE(y)srsutaslyicrai

Using (a) and (b) we get

lz — x, wil = IF(y) - x, wil = IF(y) — E‘z(x), wil <

Iy — F2(x),w|I +

< cllly - F(x),wl + czlly - F(y) Wil + c3l|F(x) - E‘Z(x),wil +Cy
+ c IF(x) — F(y),wil
c; C4
< —llx - F(x),wl + clly - F(y), wil + cyllx — F(x),wil + —2Hx - F(x),wil
c
1
+ cgl—5ilx = F(x),wll + cylix — F(x),wll + cilly — F(y) Wil + c lix - z,wil +
s
+ —zllx — F(x),wil]
or
llz — x, wil < Allx — F(x), wil + Blly — F(y), wil.
Also,
llu - x, wil = lIF(x) - F(y), wi
€3
< —lex - F(x),wl + czllx - F(x),wil + c3lly - F(y), Wil + c4llx - z,wil
s
+ —lex - F(x),wll
1 s -
S(—z + C2 + —2)llx — F(x)lw" + C3"y x F(y)’w" iz
+ c,(Allx - F(x),wil + Blly — F(y),wil I
or '

llu - x,wil { Clix — F(x),wll + Dlly — F(y),wl .
Now,
2lly — F(y),wil = llz — u,wil < Allx — F(x),wll + Blly — F(y),wil + Cllx — F(x),wll +

+ Dily - F(y),wil



or
lly — F(y),wil < (

Set P = (F + I) to get

| =

HPZ(x) - P(x),

2

wil

The above inequality now shows that the sequence {Pn(x)}, n=1, 2,

0 <

lim P(x) = v

is a Cauchy sequence in X , since
some v € X . Therefore

™
so

P(v) = v that is

A+C
—B—D) lIx — F(x),wl .
= lIE(y) - y, wi
E= M% (F + I)(y) — y, wi
1
= 3 lly - Fly), wi
A G
<5 () x - F(x), wil
L NG
=5 (Z—B—D) Ix = (2P(x) - x), wil
A+C
= (5=p=p) IP(x) - x, wil .
A+C :
7-BD < 1 and as such it converges to

F(v) =v i.e., v is a fixed point of F

and that completes the proof.

The theorem in [4] is obtained by taking c, =c. =0 and c, =c

the above theorem.
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ON QUADRATIC EQUATIONS

I.K. ARGYROS

Department of Mathematics. New Mexico State University.

Las Cruces, NM 88003.

A new iteration is presented for finding solutions of the
quadratic equation in a Banach space. Our results can apply to
quadratic integral equations arising in the theories of radiative
transfer, neutron transport and in the kinetic theory of gases.

Introduction. In the theories of radiative transfer and neutron transport

[3], (4], [5], [11] an important role is played by nonlinear integral equations
REaY g qu

of the form

il
x(s) = g(s) + x(s) j f(s,t)x(t)dt, (1)
0

where g(s) and f£(s,t) are given functions on [0,1].
Equation (2) can be considered as a special case of the equation
x =y + xK(x) (2)

where K is a linear operator on a Banach algebra Xy and y € X, is fixed.

Obviously, equation (2) reduces to (1) if we take y = g(s) and

‘

- 1
K(x)(s) = f f(s,t)x(t)dt.
0
The method of successive substitutions, [1], [10], the continued fraction
iteration, [9] and the Newton-Kantorovich iteration [6], [8] have been used to
*
obtain a solution x of special cases of (1)(or (2)).
In almost all the above cases however the solution x* satisfies the

estimate

23




il s vég4u 5

where

1
b = sup J [£(s,t)|dt
0¢s¢170

provided that
4llyllb < 1. (4)
Under the above assumption however it is known that the corresponding real
quadratic equation Eas two solutions. We wonder if this can be true in a Banach

space X. It turns out that this is true under certain assumptions. What we

really need to do (assuming that (4) holds) is to generate an iteration [xn}

convergent to a solution x* of (1) (or (2)) which guarantees that if
HxOH > d then Han > d and-therefore
*
lx 1 > d. (5)
We suggest the iteration
x 1 = (L(X))(K(x)) (6)
for solving (1) (or (2)),. where
L(x) =x -y (7)
and
K(x) = —— (8) \
K(x)

provided that K(x) 1is well defined and L(x) # 0 on
U(z,r) = {x € XA/Hx—zH < r} for some z € XA and r > 0.

In the first part of this paper we give conditions for the convergence of
(6) to a solution of (1) (or (2)) without making use of the standard hypothesis
(4).

In the second part we provide conditions for the solution of the abstract

quadratic equation

X =y + B(x,x)



where B 1is a bounded bilinear operator on a Banach space X and y € X is
fixed, using the iteration
] 3
X 1= B(xn) (xn— s (05 Al 2 fa e (10)

for some X € X
Moreover we show that (10) has the property (5) if
4IIBll-llyll < 1. (11)

Finally note that for B(w,v) = wKv and X = XA equation (9) reduces to (2).

I Basic Results.
We denote by C[0,1] the Banach space of all real continuous functions on
[0,1] with the maximum norm,

lxll . = max |x(s)]|. (12)
0<¢s<1

Note that the space XA = C[0,1] with norm given by (12) is a Banach
algebra. 1In the rest of this part Ilixll denotes HxHC.

We can now prove a consequence of the contraction mapping principle theorem

[B1BI8] S

Theorem 1. Assume:

(i) there exist z € X and an interval I = [r > 0 such that

17550 gy
the operator T given by

T(x) = (L(x))(K(x)), (13)

where L and K are given by (7) and (8) respectively

is well defined, the operator K(z) is bounded and a number a > 0 1is given by
IlK(z)II (14)
1-IIKIIEK(Z)Il- ¢

a = a(z,r) =

for

O GETEC e ey
K=K (2 )1l
(ii) For any x € I the following inequalities are satisfied:

H;H(r + Hz—yH)a2 +a-1¢<0; (15)

allI-zKll — 1 < 0; (16)
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allP(z)ll
1 - allI-zKIl

< < llz-yll (17)

where

P(z) = 2K(2) + y - 2. (18)
Then
(a) Equation (2) has a unique solution x" € U(z,rz) which can be

obtained as the limit of the iteration

X .1 = (D)) (K(x))
for any Xq € U(z,rz).
(b) Moreover aiic ﬁ(z,rl).

Proof. Let r € I and choose w, v € U(z,r).

Claiml. T is a contraction on U(z,r).

We have,
T(w) - T(v) = K(w)(w-y) - K(v)(v-y)
= K(VIK(v=w)K(w) (w=y) + K(v) (¥=v). (19)
Hence,
IT(w) = T(V)Il < [KI(r + Ilz—yll)az + alllw-vll.

The above inequality now and (15) justify the claim.

Claim 2. T maps U(z,r) into U(z,r).

The claim easily follows from the inequality

IT(w)-zll < a(llI-zKllt + IB(Z)Il) < r,

using (16) and (17).

Remarks (a) The condition r < llz-yll is imposed because otherwise if say,
Xg =Y € U(z,r) the sequence given by (6) is not defined.

(b) If the sequence {xn} generated by (6) is either increasing or




decreasing and the rest of the hypotheses in Theorem 1 hold except (15) then the

sequence {xn} is contained in U(z,r) and by the monotone convergence

* * *
theorem, there exists x > 0, x € XA such that XA as n - ™, Since

% .1 = (L(x ))(K(x ) and x_ - x" it follows that x is a solution of

n+l
equation (2) which may not be unique in U(z,r), since T may not be

contraction operator on U(z,r).

We will now extend our results to include equation (9) and iteration (10).

II Extension — Remarks.

From now on we assume that X 1is a Ramach space and that B in (9) is a
bounded symmetric bilinear operator (1], [11]. The operator B 1is assumed to
be symmetric without loss of generality since B can always be replaced by the

mean B of B defined by

B(x,y) = =(B(x,y) + B(y,x)), X, y € X.
2

We have
B(x,x) = B(x,x) for all x € X.
Denote by B(x), x € X the linear operator on X defined by
B(x)(y) = B(x,y), x, y € X.
We are now going to show that iteration {xn] given by (10) in case of

* * L
convergence to a solution x of (10) is such that Iix Il > d under certain

assumptions.

Proposition 2. Assume:

(1) The iteration

-1
X = B(xn) (xn— y)

n+l
is well defined for all n=20, 1, 2, ... for some xo € X and converges to a
solution x of (10).

(2) The following is true:

1 - 4duBl-liylt > 0,
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(3) let pE€ [pl’pZ]’ where p;/p, are the solutions of the equation

uBllp2 —p + llyll =0.
Iofs
HxOH >p
then
— . {a)
lix > p, n =20, 1, 2,
and

x> p.

(Note that d given by (3) for b = IIBll is such that d € [pl,pZ]).

Proof. Using (9) we have

B(xn’xn+1) e

or,
Hxn— yll = ”B(xn’xn+l)" < HBH-Han-Hxn+1H,
so,
S Hxn— yll ! Han = liyll
n+l = lBH=Ux_Il = NUBI-IIx_Il
n n
|
Assume that kan 2apreforalls RkE=E07 51,2 En s 'Since Han > p 2 liyll

to show “xn+l” 2 p, it is enough to show

lix 1l =yl 3
mBMix 1~ P
n
or
liyll
xplh 2 T—ien
Finally it suffices to show
lyil
P2 T g

or

IlBle2 — p + llyll < 0 which is true for p € [pl,pzl.

That completes the proof of the proposition.




Using the Banach lemma for the inwvertability of linear operators [11) we

can easily show the following result.

z € X be such that the linear operator B(z) is

Proposition. Let

invertible. Then B(x) 1is also invertible for all x € U(z,RO), where

Sl e
0 nan-ns(z)"ln

We will need the definition:
Definition. Let 2z € X be such that the linear operator B(z) is
invertible. Let R > 0 be fixed and R < Ro.

The operators P, T given by

;(x) = B(x,x) +y - x

and

T(x) = (B(x)) (x - y)

are then well defined on U(z,R).

Define the real functions Fl and FZ on R' by

2
Fl(R) = e.R” + eZR + ey

1
and
é (R) ='e,R® + e.R
PN ligE Sy oS
where
e, = (nBi-us(z)~M)?,
‘ =
e, = -2IIBil-lIB(z) "Il
esi=t it B(z) M - IBl-1B(z) M2z - yvil,
ey = uBn-nB(z)‘ln,
il
eS = lIB(2) (I — B(z))ll -1
and
e ns(z)“lp{~)n.
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Working as in Theorem 1 we can easily show the following consequence of the

contraction mapping principle [11].
Theorem 3. Assume:

(1) there exists 2z € X such that the linear operator B(z) is

invertible.

(2) The following are true: i

5 476
and
(3) there exists R > 0 such that
Fl(R) SEO)
FZ(R) <0 2
and
RUCEIIzE =il

Then

(a) the operator T given by

=1

; = B(x) (x — y)

is well defined and it has a unique fixed point x € U(z,R).

(b) The iteration

-1 )
X = B(xn) (xn- y), n=:0,1, 2,

n+l
is well defined and it converges to x for any Xy € U(z,R).
Moreover, if
1 - 4uBli-liyll > 0
and

1
xo! > Siian
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.then

Bl
X 2081 °

Remarks 2. (a) If the hypotheses of Theorem 2 are true then equation (9)

has two solutions Xy and Xy such that

lelll < d

and

Hx2H > ol

(b)) =Tf X = XA then the hypotheses of Theorem 1 can easily be verified.
If X 1is a Banach space then the conditions of Theorem 2 may be difficult to
verify since the invertability of the linear operator B(z) may be almost
impossible. Moreover z has to be chosen close to the solution.

However the other two popular methods for solving (9), namely Newton’s

method

S
X1 = %5~ (ZB(xn) - I) (P(xn)), o Vpadh f 2 e (20)

and the method of successive substitutions

X =Y+ B(xn,xn), ni=—0/e] 2T e (21)

share similar difficulties.

In particular Newton’s method also requires z to be "close" to the
solution and the invertability of the operator I - ZB(xn) at each step (or the
invertability of (I - 2B(x0)) if we are referring to the modified Newton’s
method) .

Moreover the method of successive substitution makes no use of the
invertability of the linear operator B(z), but 2z must still he clnse to the

solution and

lizll < d,

under hypothesis (11) [1], [2], [10]. Therefore it cannot be used to find a
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solution x such that

x> d,

since the solution obtained then satisfies

lxil ¢ d.
Finally note that in a general Banach space X neither (20) or (21) share
the property of keeping the iterates away from zero as iteration (10) does.
Therefore iteration (10) if applicable can be used to find the "large" solutions

of (9) (if they exist) under hypothesis (11).
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SOBRE LA COMPUTACION DE ISOMORFISMOS SIMPLICIALES DE SUPERFICIES*
J.M. MARTINEZ CERVERA

Escuela Universitaria de E.G.B. de Pamplona. Plazuela de San José.

PAMPLONA (Espaifia).

In this paper we gibe basic procedures to define an algorith
that checks if two simplicial surfaces are isomorphic. This al-
gorithm is designed to be programmed in Lisp. We' introduce the
notion of simplicial semisurface and use a recursive method which
is applied inductively on the nuﬁber of 2-simplexes of the sur-

face.
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este trabajo.

* Para obtener el programa realizado en Lisp sobre este trabajo
dirigirse directamente a la autora.

0.INTRODUCCION.

Un espacio Hausdorff tal que cada uno de sus puntos tiene un entorno
homeomorfo a un 2-disco euclideo {(x,y)e R2| x2 + y2 < 1} 0 a un 2-
semidisco {(x,y)e R2| x2 + y2 < 1 y>0} se denomina 2-variedad topoldgica.
En este trabajo nos limitaremos al estudio de las 2-variedades
topologicas Hausdorff segundo numerables y compactas que llamaremos
superficies topoldgicas. El conjunto de los puntos que tienen entornos
homeomorfos a 2-semidiscos forman el borde de la superficie topoldgica.
Si dicho borde es vacio se dice que dicha superficie es cerrada.
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En 1925, Tiber Radé [5] probé que toda superficie admite una triangulacion.
Como consecuencia de este resultado, trabajaremos con la siguiente
definicion alternativa de superficie, aunque previamente introducimos el
concepto de semisuperficie. Llamaremos semisuperficie simplicial a un
complejo simplicial euclideo y finito de dimensién dos tal que todo
simplice es cara de algin 2-simplice, cada 1-simplice es cara o bien de un
2-simplice o bien de dos 2-simplices. Llamaremos borde de Ila
semisuperficie al subcomplejo generado por las aristas que son cara de un
solo 2-simplice. Ademas se debe satisfacer que todo O-simplice que no
este en el borde tiene un halo que es una circunferencia, y el halo de un 0-
simplice del borde es una suma disjunta de arcos. Donde llamamos halo de
un O-simplice al subcomplejo formado por los 1-simplices que no inciden
con el 0O-simplice y que son cara de los 2-simplices que inciden con el O-
simplice dado. Una circunferencia es un complejo 1-dimensional conexo y
finito tal que cada 0-simplice es cara de dos 1-simplices. Un arco es un
complejo 1-dimensional conexo y finito tal que cada 0-simplice es cara de
uno o dos 1-simplices Para los 0-simplices, 1-simplices y 2-simplices
utilizaremos también los nombres de vértices, aristas y triangulos. Si
cada 0-simplice del borde tiene como halo un arco entonces se llama a
dicho complejo simplicial superficie simplicial.

El uso de ordenadores para la resolucion de problemas de superficies
no es nuevo.. Tengamos presente que la conjetura de los cuatro colores fue
finalmente resuelta por Appel y Haken en 1976 con la ayuda de un
ordenador. Probando de este modo que el ordenador podia ser util para
probar teoremas en matematicas, ver [2, pag 111]. En este trabajo
utilizaremos el ordenador para decidir si dos superficies simpliciales son
o no isomorfas de modo simplicial. Este algoritmo complementa uno previo
[4] que generaba todas las posibles triangulaciones de superficies, si bien
no eliminaba aquellas que eran isomorfas.

Para representar las superficies (y semisuperficies) utilizaremos
listas ordenadas de ternas y para su borde listas ordenadas de pares. En la
seccién 2 definimos las nociones de tipo y tipo fino que permiten definir a
continuacién procedimientos de reduccién para transformar el problema de
isomorfismo de dos superficies simpliciales de n+1 triangulos en el
mismo problema pero para superficies de n triangulos. Todas estos
procedimientos se pueden realizar sin dificultad utilizando las funciones
elementales del lenguaje Lisp aplicadas a adecuadas listas de ternas,
pares, etc.




En la seccién 3, probamos los resultados teéricos que nos permiten
asegurar que utilizando los procedimientos descritos en la seccidn 2 se
puede resolver el problema de isomorfismo simplicial para superficies
simpliciales de modo algoritmico. Daremos ademas una breve descripcion
del algoritmo que utilizamos.

1. REPRESENTACION DE SUPERFICIES.

Una arista es una pareja no ordenada formada por dos numeros
naturales (=0). Es claro que una pareja ordenada y su transposicion
determinan la misma arista.. Un triangulo es una terna no ordenada de
nimeros naturales. Como antes un triangulo sera representado por una
terna ordenada, si bien deberemos tener en cuenta que una terna ordenada y
todas sus permutaciones representan el mismo triangulo.

Definicion 1. Una superficie es una pareja (%,0X) donde X es un
conjunto de triangulos y 90X es un conjunto de aristas tales que los
triangulos de X y sus caras forman una superficie simplicial cuyo borde
estd formado por las caras de las aristas de 9X.

Definicion 2. Una representacion de una superficie es una pareja
ordenada (S,0S) donde S es una lista ordenada de ternas ordenadas y 9S es
una lista de pares ordenados y tal que al olvidar las ordenaciones
determina una superficie (Z£,0%). Notemos que una superficie admite varias
representaciones, si bien cada representacion determina una Unica
superficie. Por esta razén y si no hay lugar a confusién una representacion
de una superficie serd denominada también como superficie.

Definicion 3. Llamaremos semisuperficie a una pareja (Z,0%) donde X
es un conjunto de triangulos y 9X es un conjunto de aristas tales que los
triangulos de X y sus caras forman una semisuperficie simplicial cuyo
borde esta formado por las caras de las aristas de 9X.

En este trabajo trabajaremos con frecuencia con ternas de la forma
(2,0Z,P) donde (X,0%) es una semisuperficie ( superficie) y P es una lista
(ordenada) de aristas orientadas contenidas en 9S, llamaremos a estas
ternas semisuperficies intermedias. Mas exactamente trabajaremos con
representaciones (S,0S,P) de estas semisuperficies intermedias.

Los conjuntos ordenados seran denotados con ayuda de paréntesis; por
ejemplo, (a,b,c) es el conjunto {a,b,c} con el orden a< b< c. Si A y B son
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conjuntos ordenados distintos, AU B sera el conjunto ordenado reunién de
A y B que extiende los ordenes de A y B y tal que a<b para cada ac A y be B.

2. TIPOS Y PROCEDIMIENTOS.

Sea (S,0S) una representacién de una superficie (£,0%) y se P una lista
ordenada de aristas orientadas contenidas en 9S.

Definicién1. Sea u una arista orientada de dS esta determina un Unico
triangulo de S que denotaremos por t(u) sean a y p las otras dos aristas de
t(u) orientadas de tal modo que a, u, p sean consecutivas. Llamaremos tipo
de u en (S,0S) a una de las cuatro palabras {ambas, anterior, posterior,
ninguna} segln se verifique respectivamente que a y p son miembros de 9%,
a es miembro y p no es miembro de 9%, p es miembro y a no es de dX y
finalmente ni a ni p son miembros de 9%.

Definicion 2. Sea u una arista orientada de P contenido en 9S de tipo
anterior llamaremos tipo fino de u en (S,0S,P) a una de los siguientes de
listas de enteros {(1, n) (-1, n) (0)} donde (1,n) significa que la arista a
anterior a u esta en P en el lugar n, (-1, n) que la arista opuesta -a esta en
P en el lugar n y finalmente (0) significa que la arista a no esta en P. Para
una arista u de P de tipo posterior se define su tipo fino de modo analogo.

Si u es una arista de P de tipo ambas llamaremos tipo fino a uno de los
siguientes listas de enteros {(1, 0, n) (-1,0, n) (0, 1, m) (0, -1, m) (1, 1, n,
m) (1, -1, n, m) (-1, 1, n ,m) (-1, -1, n, m) (0, 0)} donde 1, -1, O significa
respectivamente que la correspondiente arista esta en P, esta su opuesta ,
no esta ella ni su opuesta y n m son los lugares que ocupan en P. Ejemplo
(1, -1, n, m) significa que la arista anterior a esta en P y también la
opuesta de la posterior y que la anterior ocupa el lugar n de P y la
posterior ocupa el lugar m de P.

Finalmente, si u es una arista de P de tipo ninguno, entonces su tipo
fino es un entero {0, 1}. Si es 0 significa que el primer 0-simplice de la
arista anterior (que el el Gltimo de la posterior) no es un 0-simplice de 9S
y si es 1 significa que si es de aS.

Los procedimientos que describimos a continuaciéon transforman una
superficie intermedia (S,0S, P)) de n+1 triangulos, en una superficie
intermedia (S',0S', P') de n triangulos. Denotamos por u la primera arista de

P , t(u) es la Unica terna de S de la u es cara 'y a y p denotan la arista
anterior y posterior de u en t(u).




1. El procedimiento "ambas" se aplica para aristas u de tipo "ambas"
y viene definido por

S' =S\(t(u))

0S'=9S\(u,a,-a, p,-p)

P'= P\(u, a,-a, p,-p)

Notemos que P' disminuye en una, dos o tres aristas.

2. El procedimiento "anterior" se aplica para aristas u de tipo
anterior y viene definido por las férmulas

S' =S\(t(u))
0S'=(-p) U (@S\(u, a,-a))
P'= (-p) U (P\(u,a,-a))

3. El procedimiento "posterior" se aplica para aristas u de tipo
posterior y viene definido por

S' =S\(t(u))
9S'=(-a) U (aS\(u, p,-p))
P'= (-a) U (P\(u,p,-p))

Notemos que tanto en este caso como en el 2, P' tiene el mismo
nimero o uno menos de aristas que P.

4. El procedimiento "ninguna" se aplica para aristas u de tipo
"ninguna” vy viene definido por

4.0) Si el tipo fino es 0:
S' =S\(t(u))

0S'=(-a,-p) U (aS\(u))
P'= (-a,-p) U (P\(u))

4.1) Si el tipo fino es 1. En primer lugar se considera la
semisuperficie:

Sp =S\(t(u))
2Sg=(-a,p) U (3S\(u))
Po= (-a,-p) U (P\(u))

Notemos que (Sp,0S(,Pg) es una semisuperficie con punto singular
anp, en este punto singular se puede duplicar para convertir la
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semisuperficie en superficie. Es facil ver que la estrella de anp en S es un
"abanico" de 2-simplices y al quitar ‘el t(u) que es un 2-simplice "central"
en el abanico debido a que su tipo es ninguno quedan dos subabanicos. Para
desingularizar el punto anp es suficiente con cambiar el nombre del
vértice eje de uno de los dos subabanicos. Para ello hay que dar un
procedimiento que busque los 2-simplices de uno de los subabanicos y vaya
cambiando el nombre del punto singular. Ello se puede realizar mediante el
siguiente proceso

Sea t(a) el 2-simplice de Sy que determina a, y sea aq la arista
anterior a la arista a, si aq esta en el borde de Sy entonces cambiar el
nombre del punto singular en t(a) y llamar al resultado S' de modificar Sg
con el nuevo valor de t(a); 9S' el resultado de modificar 9Sy al cambiar el
nombre del vértice anp en -a y en aq ,y finalmente P' el resultado de
modificar Py al cambiar el nombre del vértice anp en -a. Como nuevo
nombre del vértice se puede tomar maximo de los vértices de Sg mas uno.

En otro caso si a{ no esta en el borde de Sy entonces se busca t(aq)
en Sg\(t(u)) y se considera la arista ap anterior a a4 , llegara un momento
en el que a, este en el borde de Sy entonces cambiar el nombre del punto
singular en t(a), t(a4), ... ,t(ap.q) y llamar al resultado S' de modificar Sy
con el nuevos valores de t(a), t(aq), ... ,f(ap.4), 9S' el resultado de
modificar 8¢S al cambiar el nombre del vértice anp en -a y en a, ,y
finalmente P' el resultado de modificar Pg al cambiar el nombre del
vértice anp en -a.

Entonces este procedimiento genera finalmente una superficie

intermedia (S',0S', P'). Notemos que la nueva superficie S' quizas tenga una
componente conexa mas.

3. RESULTADOS TEORICOS Y DESCRIPCION DEL ALGORITMO

En este parrafo trabajaremos con semisuperficies simpliciales
intermedias asi una superficie X significa el complejo simplicial 2-

dimensional correspondiente y en algunos casos su realizacién como
espacio topoldgico.




Teoremal. Sean (Sy, dS, Py), (S5, 0S5, Py) superficies simpliciales
intermedias tal que P; y P> son no vacios con u; y u, como primeras
aristas supongamos también que f es un isomorfismo simplicial de P; en
P, que conserva la orientaciéon de las aristas y el orden de lista.
Supongamos también que S; y S,representan las superficies Z;y Z,.
Entonces f extiende hasta un isomorfismo simplicial F:£{—ZX, si y sélo si
u; y u, tienen el mismo tipo y tipo fino y la aplicaciéon inducida f':Pi—P5
extiende a un isomorfismo simplicial F':2j—35, donde £} y £5 son las
superficies representadas por Sj y S, definidas en el parrafo anterior.

Demostracién: Si f extiende hasta un isomarfismo simplicial F:£;—>X%,
claramente F aplica t(u;) en t(u,), entonces F'=F/cl(Z{-t(u;)) extiende
f':Pi—>P5 ademas u; y u, claramente tienen el mismo tipo y el mismo tipo
fino.

Reciprocamente, si f' extiende a un isomorfismo F', se pueden
considerar los casos

1) Si u; y u, son de tipo ambas t(u;) y t(up) son en realidad
componentes conexas deS; y S, , respectivamente. Por tener uy y u, el
mismo tipo fino f induce de modo natural f. En este caso isomorfismo F' se
extiende a F de modo que los nuevos vértices a;nuy ,uyNpy, p1Na; Se
aplican en anu, ,usNps, Ponas respectivamente. Por ejemplo si el tipo fino
es (1,-1,n,m) las relaciones entre f y f' vienen dadas por

Pi=(uj)uPy'u(as)u(-py) Pa=(uz)uPs'u(az)u(-po)
f'/P4'=f/P," g
donde a; y a, deben quedar en lugar n y pyy p, deben quedar en lugar m.

2) Si uy y up son de tipo anterior, el isomorfismo F' se extiende a F de
modo que el nuevo vértices a;nuy se aplica en a,nu, y segin sea el tipo
fino las relaciones entre f y f' vienen dadas por

a) Tipo fino de u; =Tipo fino de u;=(0) . Entonces
Pi=(u1)u(P1'-(v4)),  Pa=(uz)u(Pz'-(v2))

donde vq Yy V, son las primeras aristas de Py'y Py' (vy=-P4,vo=-P5).
f'/(Py'-(vq))=f/(P4'-(v4)) y
f(ajnp1,p1NUy)_(@2NP2,P2NUy)

b) Tipo fino de uy =Tipo fino de u;=(1,n). Entonces
Pi=(u1)u(Py'-(v4))u(a;) Pa=(uz)u(Py'-(vo))u(ay)
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f'/(Py'-(v4))=t/(P4'-(v4)) ¥
f(a;npy,p1NU1)-(a2nP2,P2NU3)

f(a;np1,a1Nuy)=(azNp2,axnup)

donde a;y a, deben quedar en lugar n de las listas.

c) Tipo fino de u; =Tipo fino de u;=(-1,n). Es analogo a a2) cambiando
a; por -a; y a, por -ap.

3) Si uy y u, son de tipo posterior, se procede de manera analoga al
caso 2).

4) Si uy y u, son de tipo ninguno, y de tipo fino 0 entonces sobre los
vértices F = F' , de este modo t(uy) se aplica en t(u,), notemos que en este
caso

Pi=(uq)u(P4'-(vq,Wy)), Po=(up)U(Py'-(va,W5))
donde vq,w; son los dos primeros miembros de P;' y analogamente v,,wy,
entonces f aplica u; en u,y sobre el resto actia como f'.

Si u; y u, son de ‘tipo ninguno, y de tipo fino 1 entonces para
reconstruir %, a partir de £;' debo identificar el vértice final de v; con el
vértice inicial de w; y analogamente para X,' esta identificacién se puede
hacer de modo simplicial ya que ;' ha sido construida a partir de £; como
f aplica el vértice final de v4 en el final de v, y el inicial de wy en el
inicial de w, el isomorfismo F' induce un isomorfismo F" en las
semisuperficies definidas por la identificacion., ahora no hay problema En
definir F sobre los vértices de X, precisamente igual a F" de modo que F
aplica t(uq) en t(up) y naturalmente u; en u,obteniendose asi el
isomorfismo deseado.

Teorema 2. Sean (Si, 9S;) (S,, 9S,) representaciones de superficies
simpliciales conexas (Z;,0Z¢) (£, ,0%,) de modo que ambas tienen borde no
vacio sea uy una arista orientada de 9S; entonces X; es isomorfa
simplicialmente a X, si y solo si para una arista u, con adecuada
orientacion. las superficies simpliciales intermedias (S;, 9S4, Pi={us}),
(S5, 9S5, Po={u,}) son isomorfas.

Corolario. El grupos de isomorfismos simpliciales de una superficie
simplicial conexa con borde no vacio es isomorfo a un subgrupo del grupo
de isomorfismos simpliciales de un ndmero finito de circunferencias
simpliciales. |




Teorema 3. Sean S;, S, representaciones de superficies simpliciales
conexas X4 ,Z,sea t; un triangulo de S; entonces X, es isomorfa
simplicialmente a X, si y solo si para alglin triangulo t, de S, (Si-{t1}),
oty), (So-{ts}), 9tp,) son  son isomorfas simplicialmente.

Descripcién del algoritmo. Si queremos saber si dos superficies
simpliciales conexas X, ,%Z, son isomorfas simplicialmente o no basta
escoger t; un triangulo de S; y aplicando el Teorema 3 ver si para algun
triangulo t, de S, se verifica que (Si-{ti}), 9t1), (S>-{to}), 9t5,) son son
isomorfas simplicialmente (para esto basta que t, vaya recorriendo todos
los triangulos de S, ). Para averiguar si (Si-{t1}), 9t1), (S»>-{15}), ot5,) son
isomorfas simplicialmente aplicaremos el Teorema 2 escogiendo alguna
arista u; de dot; y viendo si para alguna arista orientada u, de dt, (uyira
recorriendo las aristas de dt,) las superficies intermedias
(Sq-{t1}, ot1,P1={uq}) (S,-{to}, ots, P>={us}) son isomorfas simplicialmente.
Para resolver este Gltimo problema aplicamos el Teorema 1 reduciendolo a
comprobar si las correspondientes superficies intermedias obtenidas al
aplicar los procedimientos definidos en parrafo 2 son isomorfas, con la
importante propiedad de que ambas tienen un triangulo menos. Por tanto
aplicando un numero de veces el Teorema 1 si ambas quedan reducidas a la
superfcicie vacia se seguira finalmente que Z;y Z, son isomorfas
simplicialmente.
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TRANSVERSALIDAD DE VARIEDADES. CARACTERIZACION.

C. ROMO SANTOS

Departamento de Algebra. Universidad Complutense. Madrid.

This work, dedicated to the characterization of thé trans-
versality of albebroid manifolds, contains several propositions

about differents conditions of equivalence.

Introducci6én.- Este trabajo estd dedicado a la caracterizacibn
de la transversalidad de variedades algebroides. La nocién de
la transversalidad es de gran importancia en el estudio del

contacto maximal.
Nota 1

i) Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
.arbitraria, Zl,...,Zc,Wl,...,Wd, indeterminadas sobre K
con c+td =n y R = K[[Zl,...,Zc,WI,...,Wd]] = K[[g,"WJJ
el anillo de series de potencias formales en las indeter-

minadas Zl,...,Z wl,.;.,wd con coeficientes en K.

C'

Llamaremos variedad algebroide sumergida en RS
V(I = Spec(K[[Zl,...,ZC,WI,...,Wd]J/I) siendo I un radical
‘cualquiera de K[[%,H]].

Si I es un ideal regular, diremos que la variedad alge-
broide correspondiente V(I) es una variedad algebroide regular.
ii) Si M es el ideal maximal de K[[%,ﬂ]] podemos identificar

gﬁ(K[[%,E]J) con K[%,E] siendo Z; = 2z;+M?2 , 131 % c,
Wj=wj+M2,1sjsd.
Llamaremos inM(I) al ideal inicial de I en gﬁ(K[[Z,W]J).

En estas condiciones escribiremos
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El = Spec{K[%,E]/inM(I)}
y diremos que Cv es el cono tangente a la variedad V.

Definicién 2.- Sea V = V(I) una variedad algebroide y W una

variedad algebroide regular,

Wois Spec{K[[z’w]j/(zl,...,ZC)R}

Se dird que la variedad algebroide regular W es transversal a

la variedad algebroide V si y solo si el morfismo canénico
w
C'v—a»Cw=Tw

es plano.

Nota 3.- Al morfismo w entre los conos tangentes corresponde el

homomorfismo de anillos

<(§) — xE 8

)/ in, @)
que es la composicién de la inclusién K[E K[z,gj
con el homomorfismo natural K[%,E] —_— K[%’E]/inm(l)

Entgonces, la variedad algebroide regular W es transversal a la

variedad algebroide V si y solo si el homomorfismo

LK) K[z'g]/inmm

es un homomorfismo plano de anillos.

Proposicibén 4.- Las condiciones siguientes son equivalentes:
i) La variedad W es transversal a la variedad V.
ii) Los elementos {Wl,...,Wd} forman una sucesibén regular del
K[Ej-médulo K[z'g]/inM(I)
Demostracibn.~
i) === ii)
Demostraremos esta implicacibén por induccién. Veremos en

primer lugar que Wl no es divisor de cero respecto de

S ()



Sea f(Z,Q)+inM(I) € K[K w] iiny (1) tal que
f(% w + iny(I) = 0.

En esta situacién la platitud implica que existe un entero

r y dos familias de elementos {gJ W)}

j=1, OLIAE
feymam)e san, (TR e o (e K[@
% fj(g,g)+inm(1) € K[ J/lnM(I) tales que
ngl(ﬁ) == ngr( W) =0

de donde se deduce que gj(w)

mCT = o

£(z,W) + in
N
Sea ahora i un entero, 1 ¢ i < d y supongamos probado que
fwl,...,wi) es una sucesién regular del K[ ]—médulo
K[?,W /inM(I) . Vamos a probar que {wl,...,w W } es tam-
bién una sucesibén regular.

Consideremos una relacién del tipo
i

W, E(Z0) + ing(T) = %:l{fl(%,ﬂ) + iny(I) (Wo+ iny (1))

Se tiene, pues, que
Wl{fl(g,g)+inm(1)}+...+wi{fi<g,g)+inM(1)}—Wi+1{f(g,g)+inM(1)}= 0
Por la hip6tesis de platitud sabemos que existe un entero

r y dos familias
i @D hoosbaait . Bep sl

th (Z,@)+ iny (D} |, . hy(2,M+in, (1) e X[2Z,W]/

iny (I)

tales que

: W1911(W) +...+ W.g 1(W) i el 1(!g) 0
[1] Gosingbohnn e Srscmstounoitni sneen
: WG (Wi oy wigir(vrg) v e )

 (ZH) + ing (1) = 2 g, 5() thy (7,1 + iny (D))

[2] 2.= (R e ERREEE: EREEEERRS

~E£(Z )+ ing (D) = g, (b EH + ing (D)
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(@ e @,,.... 0)k(z,§) para

De [lJ se deduce que g

SRS

todojiuiE = 1% s B yaporstantosde 2J resulta que

£(Z,W) +iny () ¢ {Wi+inM(I),...,Wi+inM(I)}K[%,E]/inM(I)
g. e. d.
ll) ==—_-§ 1)

Tenemos que K[%’w]/inm(l) K[Zl, 1 ZeaWygeeny d]/inM(I)
= K[81rc 76000 r) . con 8 = Glnin@(D), - Uris¥c:,
85 = Wi + in,(I), crlitij § ctdi:

Se verifica que M' = (61,...,dc,6c+1,...,6c+d) es un ideal
maximal de K[%'ﬂj/inm(l)'

Puesto que un morfismo de conos es plano si y sole si es
plano en el origen, bastara demostrar que (K[E,W]/. )

= n 'l iny (T)
es K[H]—plano. Por la hip6tesis sabemos que ‘los elementos

M''

f6c4qr---r cpqt forman una sucesibn regular de

K[al,...,GC,GC+1,...,6C+dT , luego los elementos
5c+1 c+d

———-,...,—Ivv} forman una sucesién (K[él,...,dc,é

1 c+1""6c+dJ)Mr-

regular.
6c+1 6c+d

De aqui se deduce que el subanillo K[_T—_""'_T—_J de

(K[él""'Gc’6c+1""5c+dJ)M' es isomorfo al anillo de polino-
mios K[Wl,...,WAI bajo un isomorfismo que transforma W, en

1
=150 00d, yiaues (G(ishE e s s

c4lr c+2"-"6c+d))M'

i

es Kf§£fl §Si§] - plano, g. e. d.
Sl 1

Nota 5.- Vamos ahora a estudiar el significado de la nocién de

transversalidad en el caso en que V sea una hipersuperficie, es-

to es, qué I sea un ideal principal.

Sea
1 = £z, wk((z.8]] . £zw e x[[z.0]]
y sea f(%,W) 1la forma inicial de £(Z,W) , luegdo
N N
in (1) = (E(Z,®)K(Z,7) .
M N N

Proposicién 6.- Con las hip6tesis de la nota 5, las condiciones
siguientes son equivalentes: .




i) W es transversal a V.

ii) £(2,0) ¢ (V—h:n-V_Vd)K@:@ ibies decing (Wi ey 2oy 0k e 0)jab~ 0%

Demostracibn.-—
Se_virifica que_ E(g,g) 4 (W4)K[%>WJ pues si perteneciera

serfa f£(z,¥) = g(Z W)W

berfa ser g(%,W) € ( (

1 Y por hipb6tesis de transversalidad, de-
% W Z W] lo que no es posible por ser.
de menor grado.

Sea ahora i un entero 1 £ i < s y supongamos probado que
£(Z,0) £ iwl,;..,wilx[%,g]_. b manol

Si E(Z,H) e (WyyeoosWy Wy, 1)1<[z,w] , serfa

£(z,W) = £, (2, MW +...+ £, (Z W) SrlaEy
y por hinbtesis de transversalidad se nodria escribir

£..1 20 = h@MEEH + by Z, D, +...+ by (Z,DW,

Asi
E(Z,W [1 -h(Z, W, ,,] = (fl(g,@ + Wlﬂhl(z,v:njwl B
SEon| e vj) + Wy, b (2, W))W,
y como f(Z W) 4 (W R )K[z Wl debe ser
1- W h(Z W) e (Wy, .., )K[z,ﬁ] que es imposible.

Esto prueba que f(%,W) £ (wl,...,wd)K[g,W]
ii) ===>1i)
Probaremos que W es transversal a V demostrando que

{W,,...,W3} es una sucesién regular del K[E]—médulo

<(E 8/ EEOx(E )

Si fuese Wl-g(z}g) = h(?,ﬁ)-f(z,g) , como
E(Z.W £ (Wl)g[g,ﬁl debe ser h(Z,W) e (W)K[Z,W| y ast
»g(z’w) = Eiwi - f(z,ﬁ) . lo que prueba que W no es divisor
de cero.

Sea ahora i un entero, 1 £ i £ 4 y supongamos probado

que {W;,...,W;} es una sucesi6bn regular. Sea una relaci6n




y asi

Proposicién 7.- Con las notaciones anteriores, supongamos que
I = (fl""’fm) , donde las formas iniciales fx""'fm , de
fl,...,f forman una base minimal de inM(I) v sea S; la

m
hipersuperficie

all

5y = spec(k[[Z. M)/ (e yr((z,u])!

Si W es transversal a V, entonces W es transversal a S; ,
s L i

Demostracién.- En virtud de la proposicibn anterior el resulta-
do quedaré& probado si demostramos que todas las fi deben tener
necesariamente un término independiente de Q'. Supongamos, por
ejemplo, ‘que f& no posee término independiente de E} entonces
£, e ing (D) N (W, ... WHK(Z,H] = iny (D) - Wy, ..., Wg)K(Z,H)

y asi se podré escribir f1 = W191 et ded ¢+ 9; € iny(T)
donde los g; son homogéneos de grado una unidad inferior al
de fl. Pero también se tiene gque

m

g; = gglgijfj G el e T I S

donde 1los ;ij son cero u homogéneos y tales que
grado g,; = grado (gij) + grado (fj) "

Por tanto se puede escribir ‘

f1 = (W1g11+...+ wdgsl)fi +o..+ (Wygy+... Wa9em) £
Pero como para cada i = 1,...,d , debe ser
grado g; = grado (El) - 1 = grado (g;4) + grado (fl) ;

es necesariamente g;y = .... = 9oy = 0 ; lo que contradice

la hip6tesis de que (g;,...,3;) sea una base minimal de iny(I).
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INTEGRACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DEL
MOVIMIENTO DEL SATELITE ARTIFICIAL

J.M. FRANCO Y M. PALACIOS

Dpto. de Matemitica Aplicada (E.T.S.L.L.). Universidad de Zaragoza.
Avda. Marfa Zambrano, 50, 50015-Zaragoza (Espaiia)

Analytical solution of the differential equations describing the motion
of an artificial satellite perturbed by gravitational and non-gravitational effects is
not available. The solution is obtained using numerical integration techniques like
Cowell's method. In this paper, we propose adaptive Cowell methods that
integrate exactly algebraic polynomials and trigonometric functions. Besides, we
derive a procedure for the construction of adaptive Cowell formulae of arbitrarily
high order of accuracy. Finally, numerical results have been obtained for two test
problems of perturbed satellite type using the KS-variables.

1. INTRODUCCION

La solucién analitica de las ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de
un satélite artificial perturbado por los distintos efectos de no esfericidad de la Tierra,
presién de radiacién solar, rozamiento atmosférico, etc., no es posible calcularla.
Histéricamente las soluciones a este problema se han obtenido utilizando principalmente
dos técnicas: métodos de perturbaciones generales y métodos de perturbaciones
especiales. La primera consiste en encontrar una solucién al problema mediante métodos
analiticos aproximados, donde el modelo del problema a estudiar viene limitado por la
posibilidad de calcular dicha solucién. Un ejemplo tipico de esta técnica son los cldsicos
métodos de promedios, que permiten un rdpido y eficiente cdlculo de la érbita de un
satélite, pero estdn limitados por el modelo de satélite a estudiar y por las truncaciones de
las series dependientes de un pequeiio pardmetro.

~ En la segunda técnica, el modelo perturbado completo puede ser incluido en las
ecuaciones del movimiento. Estas ecuaciones se resuelven por medio de métodos de
integracién numérica, entre los que destaca el de Cowell [1] como una de las técnicas de
generacién de 6rbitas mds utilizada. El método de Cowell es un método numérico de
integracién directa de tipo multipaso que proporciona el vector de posicién y el vector
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velocidad en un instante 11, suponiendo que éstos se conocen en el instante t,, para un

problema de valor inicial de segundo orden de la forma

y'(®) = 1f(t, y(1), y'(1)), te (to, T] (1.1)
y(to) =yo, y'(t)) =Y¥'o

En este trabajo, proponemos métodos adaptados de tipo Cowell que integren
exactamente polinomios algebrdicos y funciones trigonométricas. Esta adaptacién se
obtiene modificando todos los coeficientes de los cldsicos métodos de Cowell de manera
que dichos coeficientes sean funciones de un pardmetro v que es el producto de la
frecuencia principal del problema por el paso de integracién. En la seccién 2
recopilamos las principales lineas de trabajo actuales para mejorar los métodos de
generacién de 6rbitas. En la seccién 3 comentamos algunas particularidades a cerca del
tratamiento numérico de las ecuaciones del movimiento de un satélite artificial, resaltando
la utilidad de las regularizaciones temporales y, en particular, de la transformacién
KS[8]. En la seccién 4 realizamos una introduccion a los métodos adaptados de tipo
Cowell, estudiamos las propiedades de orden de consistencia y obtenemos férmulas
recurrentes que permiten calcular métodos adaptados de tipo Cowell de orden arbitrario.

Finalmente, efectuamos comparaciones numéricas de los métodos propuestos para
una pareja de problemas modelo del tipo satélite del artificial.

2. MEJORAS DE LOS METODOS ORBITALES

Recientemente se han realizado numerosas investigaciones para mejorar la
aproximacién y eficiencia de los métodos de generacién de 6rbitas. En general, el
desarrollo de métodos 6ptimos para la prediccién de 6rbitas consiste en una
reformulacién de las ecuaciones del movimiento en términos de un nuevo conjunto de
variables tales que las ecuaciones resultantes sean m4s manejables para su resolucién.
Las principales lineas empleadas en estas reformulaciones son las siguientes:

i) Eleccion de un conjunto de variables apropiadas para la integracion numérica
del problema.

Los métodos de perturbaciones generales requieren el uso de variables canénicas
que son m4s adecuadas para la utilizacién de técnicas de promedios, tales como el método
de Von Zeipel[2], Krylov-Bogolyubov[4], Deprit[3], etc.; de forma similar, en los
métodos de perturbaciones especiales, una seleccién apropiada de las variables puede
mejorar la eficiencia del método numérico de integracién. En general, la aproximacién
obtenida por los métodos de integracién numérica aumenta en relacién al orden del
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método; pero la regién de estabilidad numérica decrece, es decir, el error se propaga de
forma exponencial. Entonces, las longitudes de los pasos de integracién a utilizar quedan
muy limitadas. Un cambio de las variables dependientes puede mejorar las caracteristicas
de la estabilidad del proceso. Si las ecuaciones del movimiento tienen un buen
comportamiento, es decir, si éstas cambian ligeramente debido a pequefas variaciones de
los elementos (orbitales), obtendremos grandes regiones de estabilidad numérica en
términos de la longitud del paso de integracién, pudiendose utilizar métodos numéricos
de orden elevado para su resolucion.

) Eleccion de' Lo vanoble mlend:

Una integracién numérica eficiente puede conseguirse ajustando la longitud del
paso de integracién para obtener una uniformizacién del error local sobre una érbita
completa. Para 6rbitas cuasi-circulares, cuando se utiliza el tiempo como variable
independiente, la integracién con paso fijo produce uniformizacién del error local a lo
largo de la orbita. En el caso de 6rbitas excéntricas, se necesita un mecanismo de
uniformizacién tal que un pequeiio paso en el tiempo sea utilizado en la regién de grandes
perturbaciones y un paso mayor en el tiempo en la regién de pequeiias perturbaciones.
Esto se puede conseguir implementando un algoritmo de integracién a paso variable; sin
embargo, los frecuentes cambios en el paso de integracién son costosos y suelen
introducir errores. Por esta razén, se suele utilizar una regulacién analitica del paso,
dando lugar a la utilizacién de otra variable independiente distinta del tiempo. La nueva
variable independiente s, est4 relacionada con el tiempo mediante una expresion del tipo

ds = dt, (2.1)

gy
EE

donde r es la magnitud del vector de posicién del satélite y n es una constante de
uniformizacién. El efecto de esta transformacién es que pasos fijos en s dan lugar a
pequeiios pasos en t para r pequeiio (cuando las perturbaciones son mds acusadas),
mientras que cuando r es mayor (las perturbaciones son menos acusadas), se obtienen
pasos mds largos en t.

La eleccién apropiada de la constante de uniformizacién n depende del conjunto de
variables dependientes utilizado y de las fuentes del error local. La principal fuente de
error local en la integracién numérica esté en el término J, del efecto gravitacional del
achatamiento de la Tierra; una constante de uniformizacién adecuada para estas
perturbaciones es n = 3/2. Las ecuaciones del movimiento en funcién de las variables
Delaunay-Similar(DS) se uniformizan, para la perturbacién debida a J;, mediante la
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eleccién de una constante de uniformizacién n = 2. La formulacién en variables de
Kustaanheimo-Stiefel(KS) utiliza una constante de uniformizacién n = 1, que elimina las
singularidades de colisi6n en las ecuaciones del movimiento.

Hacemos notar que, en el caso de érbitas altamente excéntricas, la uniformizacion
del error local no se puede obtener mediante una regularizacién analitica del paso, puesto
que, ademds de los efectos gravitacionales de la Tierra, también son importantes los
efectos gravitacionales de otros planetas, como la Luna o el Sol. En estos casos se
necesita un algoritmo numérico a paso variable.

Desde un punto de vista general, seria deseable el uso de un conjunto de variables
dependientes bien definidas, o regulares, para todo el rango posible de condiciones
orbitales. Por ejemplo, las variables de Kepler o las variables de Delaunay no estan bien
definidas para pequeiias excentricidades o inclinaciones pequefias y préximas a 180
grados. Desafortunadamente, regu}aridad y canonicidad en las variables parecen ser dos

requerimientos mutuamente exclusivos. Para aplicaciones de métodos de perturbaciones
especiales, las variables de Kustaanheimo-Stiefel(KS) son completamente regulares.

Una solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales se dice dindmicamente
estable, si pequefias variaciones en los valores iniciales, producen una pequeiia variacién
de la solucién, para cualquier valor de la variable independiente mayor que cero. La
estabilidad dindmica es una de las principales motivaciones para el empleo de la
transformacién KS. Esta caracteristica de estabilidad dindmica es muy ventajosa cuando
se pretende resolver el problema por medio de una integracién numérica.

v) Eleccion de un conjunto de elementos tales que las ecuaciones del movimiento
no tengan términos de corto periodo.

Como se ha mencionado anteriormente, la eficiencia de los métodos de integracién
numérica es éptima cuando el conjunto de variables a integrar varfa poco. La eliminacién
de los términos de corto periodo en las ecuaciones del movimiento significa una variacién
suave de las variables dependientes y, entonces, es posible la utilizacién de pasos de

integraci6n de logitud significativamente mayor, con un ahorro importante en el costo
computacional.
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La eleccién de un método de generacién de 6rbitas 6ptimo depende del tipo de
6rbita, de la aproximacién requerida y de la eficiencia en costo computacional. En
general, para 6rbitas cuasi-circulares no es necesaria una regulacién analitica del paso de
integracién, pero, para 6rbitas con excentricidad mayor o igual que 0.1, una regulacién
analitica del paso de integracién es conveniente siempre. Ademas, segiin aumenta la
constante de uniformizacién , la longitud del paso temporal en el perigeo disminuye y en
el apogeo aumenta.

3. SOBRE LA INTEGRACION NUMERICA

La integracién numérica de las ecuaciones del movimiento de un satélite artificial
terrestre se realiza bien con métodos de un paso de tipo Runge- Kutta o bien empleando
métodos de tipo multipaso. Los métodos de tipo Runge-Kutta suelen dar buenas
aproximaciones, pero, en general, son costosos desde el punto de vista computacional,
puesto que necesitan utilizar un nimero elevado de etapas o evaluaciones de la funcién de
fuerzas hasta completar la integracién. En cambio, los métodos de tipo multipaso
minimizan el nimero de evaluaciones de la funcién de fuerzas requerido para obtener una
aproximacién dada al final del intervalo de integracién. En general, los métodos
multipaso son més eficientes, presentando el tnico inconveniente de su iniciacién, que
puede llevarse a cabo con un método de tipo Runge-Kutta.

En el estudio de la clase de métodos multipaso se pueden considerar las siguientes

cuestiones:
(1) Tipo de formulacién: Estos métodos pueden formularse de dos formas
diferentes:

1) Clase II, que integran el sistema diferencial de segundo orden directamente (p.e.,
el método de Cowell).

ii) Clase I, que integran el sistema doble de primer orden equivalente (p.e., el
método de Adams).

Comparaciones numéricas entre métodos de Clase II y Clase I fueron realizadas por
Moore and Beaudet[5] frente a distintos modelos test de satélite artificial, resultando mds
eficientes los métodos de Clase II.

(2) Tipo de algoritmo: Los métodos de tipo multipaso sulen actuar en la forma
predictor-corrector de muy distintas maneras, como por ejemplo PE, P(EC)?, P(EC)"E
y PECE*, donde P = predictor, E = evaluacién de la funcién de fuerzas, C = corrector,
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E* = seudo-evaluacién de la funcién de fuerzas (evaluar solo una parte de dicha funcién,
utilizando la parte restante ya evaluada en el paso anterior).

(3) Orden del método: La eleccién del orden del proceso numérico a utilizar tiene
un doble sentido, ya que los métodos de orden elevado son méds aproximados, pero son
menos estables desde el punto de vista numérico.

(4) Control del paso de integracién: Puesto que la dindmica orbital puede sufrir
grandes variaciones durante una revolucién (p.e., 6rbitas muy excéntricas), el algoritmo
numérico debe poseer un mecanismo que permita variar la longitud del paso de
integracién segin las necesidades requeridas. Esto puede conseguirse mediante un
control del error local del método junto con un mecanismo de cambio de paso automatico,
o mediante transformaciones analiticas de la variable independiente (regularizacién
temporal). En general, Velez and Dixon[6] han comprobado que una regularizacién
temporal es mds eficiente que- un mecanismo numérico de variacién del paso de
integracion, excepto en el caso en que la 6rbita sea altamente excéntrica y entonces las
perturbaciones de los planetas del sistema solar sean acusadas, en cuyo caso es
aconsejable una regularizacién temporal y un mecanismo de variacién del paso de
integracién mediante un control del error local del método.

rizaci T

Las ecuaciones del movimiento de un satélite, en formulacién de Cowell, se pueden
expresar mediante la férmula general

2= -
dr - = = dr
—2=--%r +P(t,r,E (31)
dt T ;
donde:
=
r es el vector posicién en un sistema inercial cartesiano

W es la constante gravitacional

P esel conjunto total de fuerzas perturbadoras

. . -
t esel tiempo fisicoy r=Ir |
{
Cuando se intenta calcular 6rbitas sensiblemente excéntricas o que conectan
regiones con diferentes magnitudes de fuerzas gravitacionales, es muy aconsejable un
cambio de variable independiente (regularizacién temporal) definida por la relacién
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1<n<2 (3.2)

Para n = 1 6 2 en la integracién del movimiento eliptico, esta nueva variable
independiente coincide con la anomalfa excéntrica 6 la anomalia verdadera,
respectivamente. El empleo de regularizaciones en la computacion de trayectorias Tierra-
Luna fué introducido por Szebehely et al.[7]; este autor indica que la regularizacién
conlleva un incremento en aproximacién y una reduccién en costo computacional a pesar
de tener que integrar una ecuacién més.

Efectuando el cambio de variable independiente (3.2), las ecuaciones del
movimiento (3.1) se transforman en

- I";' 2n-3 = I'2n—o - J—-o
T (e e i e P P YL (3.3)
T n
33 T

2n-1d_1'
= dt (3.4)

v}

7 ion K.

Por medio de la transformacién KS, las ecuaciones no lineales del movimiento del
problema de los dos cuerpos se transforman en un conjunto de ecuaciones lineales,
dindmicamente estables y similares a las ecuaciones de un oscilador arménico no
perturbado. Esta transformacién consiste en elegir un conjunto de variables dependientes
regulares tales que las ecuaciones diferenciales resultantes también sean regulares, es
decir, que no tengan singularidades. Esta regularizacién de las ecuaciones del
movimiento requiere la extensién del espacio fisico tridimensional a un espacio de
dimension cuatro, con lo que se incrementa en una unidad los grados de libertad del
problema.

En particular, la transformacién KS, en forma matricial, viene dada por

x = L@)u (3.5)
acompanada por una regularizacién temporal con constante de uniformizaciénn =1,
dt=——ds (3.6)
V]
donde
X = (0D, l—l.=(ul,u2,u_,,,u4 )i
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y L(u) es una matriz cuadrada de orden cuatro (para més detalles ver Stiefel & Scheifele
[8D).
Si las fuerzas perturbadoras se descomponen en la forma

}_’.=--a;+d)(t,?,;‘)
or

donde:

V representa un potencial

—

@ representa el resto de fuerzas perturbadoras no conservativas,

Aplicando la transformacién (3.5) y la regularizacién (3.6), las ecuaciones del
movimiento se pueden escribir en la forma

= 2= I'aV 1 - T T—o_. - - :

i =l T Lt : 3.7

u"+o u i3 2Vu +2_L(u)(I>(t,r,r) (3.7)

e (v,u') (3.8)
Ju

ol a—Vr-zLT(E')cbﬁ'} (3.9)
4 ot

4. EL METODO DE COWELL ADAPTADO

En mecénica orbital y en el caso particular del satélite artificial (ver seccién 3)
aparecen problemas regidos por ecuaciones diferenciales de segundo orden de la forma
y'to’y=1ty,y), te [t,Tl, ©>0

(4.1)
¥(t) =yp ¥ =Y

donde w es un pardmetro caracteristico del problema que puede ser conocido o estimado
con bastante exactitud y tal que la fuerza perturbadora f(t, y, y') es pequefia con
respecto al término restante ®? y. El tratamiento numérico del problema (4.1) puede
conducirse aplicando el cldsico método de Cowell[1]. Este método, como todos los
métodos de coeficientes constantes, integran exactamente polinomios algebrdicos hasta
un cierto grado, es decir, sin error de truncacién local. Sin embargo, debido a la

naturaleza de los fenémenos que rigen las ecuaciones del movimiento de éste tipo'de
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problemas, parece conveniente considerar métodos que ademds de polinomios
algebrdicos integren también otro tipo de funciones. Ademds, los métodos de Cowell de
orden mayor que dos tienen una deficiencia numérica: para un problema test que describe
un movimiento circular uniforme, la solucién numérica espirala hacia el interior. A este
fenémeno se le conoce como inestabilidad orbital. Por lo tanto, parece conveniente la
idea de adaptar métodos de orden elevado a la integracién de fendmenos oscilantes. En
este campo se encuentran los trabajos de Gautschi[9], Lyche[10], Bettis[11] y Jain et -
al.[12].

4.1 FORMULACION DE LOS METODOS Y CONDICIONES DE ORDEN

Siguiendo las directrices expuestas, se proponen métodos adaptados de tipo
Cowell con los coeficientes dependiendo de un pardmetro v = wh, en la forma
k

k
@ 2% @ :
2 0 MY, =0 Y BIW G Yo Vi)
150 =0 4.2)

> ooy, = b Y BV, 70 Vo)
J=0 J n+_| J=0 ] n+j n+j n+j
donde los coeficientes aj(i)(v) y Bj(i)(v) son funciones acotadas y continuas para todo
v e [0,A] con A dado. Estos métodos vienen caracterizados mediante operadores
lineales L;(1), 1,3, definidos por

()

L

k % . s
y©1 =2, [0y e+ -0 BP0 [y i + 0 v+ )] 43)
£

i=1,2
de forma que anulen a los espacios lineales I1 (@) engendrados por las funciones
modificadas de Stumpff ¢;(t, w),i=0, 1, ..., p, donde

t
0y(t, @) = { ol (o _[qw, ) dt, i20
0

Se observa inmediatamente que el espacio lineal Il (w) engendrado por las
funciones ¢;(t, @) puede expresarse en la forma

P

2 9 {
Span {1,t,t", ..., t* ~, cos mt, sen mt }, si @ # 0

I1 (w) =
g Span { 1,t, €, ., E 3PP ), si0=0

Por lo tanto, en el caso ® = 0, los esquemas lineales (2.2) coinciden con los cldsicos

métodos de Cowell de coeficientes constantes.

59




La conexién existente entre los espacios lineales I'Ip(m) y los operadores lineales
L, ® (i = 1, 2) queda reflejada en los siguientes resultados cuya demostracién puede verse
en Palacios & Franco[13].

PROPOSICION 1: Los operadores lineales Ly () asociados al método adaptado (2.4)
anulan el espacio I () si y solo si se verifican las siguientes condiciones

k k
=3, 4, =0, D= 31 %) 6, =0

X k
D =Y a”w)¢,G,v) =0, D’ =¥ Bw) ¢', G, v) =0
& = (4.4)

k
D=3, [10")-v2B70) 06,1 - 57 6, ,6, W] =0
£

k

D= [’ 6, ,G,v) - B (9,6, v) +v 2 0,6, v)] =0
=0

1=25300p

PROPOSICION 2:
i) Todo método adaptado de tipo Cowell que anula el espacio lineal IT,, ()
tiene orden p, para todo ® real.
i) Las condiciones D;® =0, i=0, 1, ..., p+1,r =1, 2, son suficientes para

alcanzar orden p, pero no necesarias, ya que bastaria con exigir.

(™). P2 (DN Ept] ® _ &
Do =0(h ),D1 =i()(hsie) &5 Dp+1 =0Ch), r=1,2

Estos resultados proporcionan un camino para la obtencién de métodos adaptados
de tipo Cowell mediante la resoluci6n de un sistema de ecuaciones lineales dado por las
condiciones (4.4). Ademds, el fenémeno de la inestabilidad orbital queda eliminado, ya
que estos métodos integran exactamente las ecuaciones de osciladores arménicos no
perturbados.

4.2 CONSTRUCCION DE METODOS ADAPTADOS DE TIPO COWELL

La obtencién de métodos adaptados de tipo Cowell mediante la resolucién del
sistema lineal dado por las condiciones (4.4), puede resultar inabordable en la prictica
cuando se requieren métodos de orden elevado. Este inconveniente puede ser evitado, al
menos para ciertas familias de férmulas, mediante la obtencién de unas leyes de




recurrencia que permitiran determinar los coeficientes del método utilizando cilculos
directos
La solucién general del problema de valor inicial (4.1) viene dada por

t
¥y =C, ¢yt ©) +C, 0 ¢, (t, w) + J.f(s) ¢,(t-s, @)ds,

t
a 4.5)

¥ = 0°C, 6,(t, ®) + © C, §,(t, ©) + If(s) 9yt - 5, @) ds
n
donde C; y C, son constantes arbitrarias, o es la frecuencia principal del problema (4.1)

y f(s) representa a f(s, y(s), y'(s)) en un abuso de notacién. Si sustituimos en (4.5) los
valores de t = t 1, t., t; ; y eliminamos las constantes C; y C, de las ecuaciones

resultantes, obtenemos las relaciones

t
n+l
y(t 1) -2 001, V) Yt )+ y(E, ) = j [£(s) + £2t_- )] 9, (¢, -, @) ds,
t
ln+l :
Yt ) -20,(1, V) Yt ) +y(t )= j [f(s)- £ 2t - )] 9, (¢, .- 5, ®) s,
t

con v = wh. Estas ecuaciones serdn la base fundamental para la construccién de métodos
adaptados de tipo Cowell de orden elevado. Si aproximamos la funcién perturbadora
f(t, y(t), y'(t)) por su polinomio de interpolaciéon de Newton (en la forma de diferencias
regresivas) en una red de puntos equidistantes t; = ty + jh, (0 <j <k)

K e, AE
P(t)=j2=:0(~ 1y ( i )vics vt (4.6)

donde T =(t- t)/h, Vify es la j-ésima diferencia regresiva y fi = f(ty, yi, ¥')»

obtenemos los siguientes métodos adaptados

-20,(1,V)y_ +y, =h zo‘z’(v)v £

n+1

4.7)

k
Y -20,L,V)y. +y., =h }_Loﬁ‘ WVt

é

donde denotamos el método explicito conr = 0 y con r = 1 cuando es implicito. Los
coeficientes o, - vienen dados por las expresiones integrales:




Caso explicito

[+ (o0 vyde

o?) =1

EX—

1
i -1
o) = ¢ [[(7)-Cggtm e
0
Caso implicito

Q) .0 T T+2
G = I)JI[[(j )+(j )6, ¢t v)dr

i T T+2
2= [I)-( g wmes

Estos coeficientes se pueden calcular de una forma sencilla y recurrente mediante la
técnica de obtener funciones generatrices GW,(t) (ver Henrici[14]) que tienen por
coeficientes alos o{; . en sus desarrollos de Maclaurin.

Consideremos funciones generatrices de la forma

6, v)=§ oWt 1=0,1,i=1,2
=

Sustituyendo los valores de los coeficientes c(i)j‘, en las expresiones de las funciones
generatrices G@,(t), obtenemos

2(1-9,(1,v)) (1-) +¢°

62, v) = ,1=0,1

2
2
[r+ (1-n) 1-0] [(log(1-0) +v'] “s)

{2 (1 - 91, v)) (1-0) + £} log(1-1)

Gr(l)(t’ V) =- L=

>

- 2
[r + (1-) (1-9] [ (log(1-9) +v* ]

Se observa inmediatamente que cuando el pardmetro v tiende a cero, las funciones
generatrices (4.8) se convierten en
2 5 2
., 62, 0= :
2 2
(1-t) (log(1-t)) (log(1-)

@2) t
GO t,0) =




coincidiendo con las funciones generatrices obtenidas por Henrici[14] para los cldsicos
métodos de tipo Cowell (caso explicito y caso implicito).
Si ahora consideramos los desarrollos de Taylor, en un entorno del punto t = 0, de

las funciones generatrices (4.8), obtenemos las siguientes leyes de recurrencia para el
célculo de los coeficientes c5<i)j_r

Caso explicito:
2(1-0,(1,v))
(2) _ 05t )pes
Sol0= 2 ’ 0(12.0_
v
1 2 2
DE i ) 2)50 )i LR
n+2,0 ‘-;'2' [1 onc,zo § °( -1,0 Zhs 01(12-2,0 n+2 ntl o(02,)0]’“20
2 (1-9¢,(1, V)
(19) 55 (1) 0
%,0=0. 019 ReTTRT e
v
OaE [ 2(1- ‘1’0(l ) o o0 B2 )
n+2,0_ = Sn,0 3h2 n-1,0 7 =37 T Sntl 50,0
n>0
Caso implicito:
2(1-,(1,) 1-6®
@) _ 0 @)= 2) @) _ 0.1
ot = 2 219101 =900 0% e
v v
@ ol @2, ce) 2 e 2 @)
Oioa5 :2'[ 0, il Ol Ot e e O
M W2 Qa0 G o
R e (e
v
o L[l_z(l‘%(l"')) @ 2, o 2 M
n+2,1 on (n+2) (n+1) nl 3 n-1,0 " T 42 n+l 0,1
n=1

Una vez que hemos calculado los coeficientes O'(i)j_, podemos expresar el método

(4.7) en forma lagrangiana como
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K
2 @) o
Yo ~20LVIY, +y,, =h ,glo Bk.j.r(v) f el

4.9)
2% o)
Yon 20V Y +3, = DB 0, T=0
J_
donde los coeficientes vienen dados por

. ckej s

@) e @ 8

W= %( i )0 .. i=12,1=01 @4.10)

s=d

Hacemos notar que es de gran importancia el hecho de haber obtenido una leyes de
recurrencia sencillas para el cdlculo de los coeficientes, ya que esto nos permitird la
construccién de métodos adaptados de tipo Cowell para cualquier orden de aproximacién

sin excesivo trabajo.
5. COMPARACIONES NUMERICAS

En orden a ilustrar la eficiencia de los métodos adaptados de tipo Cowell para el
caso del movimiento de un satélite artificial terrestre, consideramos las ecuaciones

generales del movimiento de un satélite kepleriano perturbado

=

2 -
4r, B B(7S) (5.1)
dt T :

Después de efectuar la transformacién de Kustaanheimo-Stiefel (KS), las ecuaciones del

movimiento se pueden escribir en la forma

=ei s 2 Gn ey

u"+® u=®P(s,u,u), dt=rds (5.2)
donde se ha supuesto que la funcidn perturbadora @ no contiene explicitamente el
tiempo fisico. Puesto que las ecuaciones del movimiento (5.2) responden al caso de un

oscilador arménico perturbado, parece la formulacién mds adecuada para efectuar
experimentos numéricos con los métodos adaptados de tipo Cowell.

Satélite artificial sin rozamiento atmosférico.

En un primer ejemplo, consideramos el movimiento de un satélite artificial con un
potencial perturbador V, sin més influencias de otro tipo. Después de efectuar una
regularizacién mediante la trasformacién KS, las ecuaciones del movimiento pueden
expresarse como




"+ u =-Z—au_. —EVu (5.3)
donde
e
2 T
_2(?- 2 )-7_7

y h simboliza la magnitud de la energfa total del movimiento eliptico que serd constante
y positiva, lo que nos permitird tomara ® como el pardmetro idéneo para el caso de los
métodos adaptados.

En particular, consideraremos un movimiento perturbado por el término dominante
del achatamiento terrestre, J,, que serd intégrado por medio de distintos métodos

numéricos de tipo multipaso. En el espacio fisico el potencial perturbador considerado es

2
155
= (=
V=-Et(3-=) (5.4)
T T
donde € es el pardmetro gravitacional normalizado
37
Sy
2t
P

y donde r, es la distancia al perigeo de la 6rbita osculatriz inicial no perturbada,
expresada en términos del radio ecuatorial terrestre. Para este potencial conservativo, @

es una constante de la energia total del sistema. Entonces (5.3) representa un oscilador

~ arménico perturbado con frecuencia constante @ y la perturbacién no contiene al tiempo

fisico explicitamente.

Las condiciones iniciales se eligieron tomando como referencia una érbita
Kepleriana osculatriz de inclinacién i, considerando el perigeo normalizado a la unidad
y situado en el nodo ascendente en el instante t = 0. En este instante, la 6rbita osculatriz
es una elipse de excentricidad e. Una vez que se seleccionan la inclinacién y la
excentricidad, las condiciones iniciales quedan fijadas puesto que a= (1 -¢)l,y

azeclig i
VT
donde V,, es el valor inicial del potencial perturbador.

En este ejemplo, la integracion numérica se ha realizado con métodos multipasc de
orden 8, el mismo orden en todos los métodos para que los errores de truncacién locales
de los métodos sean comparables. El valor de la constante € fue seleccionado para una
altitud aproximada del satélite de S00 Km. respecto a la superficie de la Tierra en el
perigeo. La integracién se realizé para inclinaciones de la 6rbita de i =09, i =30°, para
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las excentricidades € = 0., 0.1, 0.3, 0.5 y longitudes del paso de integracién
correspondiente a 60 pasos por revolucién. Las soluciones numéricas obtenidas se
compararon con una 6rbita de referencia que fue computada con el cldsico método de
Cowell de orden 12 y 180 pasos por revolucién. El proceso de iniciacién de los métodos
multipaso se efectué con un método Runge-Kutta, RK(7,8), tomando el orden 8 y
longitud de paso de integracién 1/4 del paso considerado para el método multipaso en
cada caso.

Los resultados numéricos se presentan en las TABLAS 1y 2, donde los errores
que aparecen representan la diferencia entre la solucién numérica y la 6rbita de referencia
considerada, en norma euclidea, después de S50 revoluciones del satélite.

Satélite artificial con rozamiento atmosférico.

En un segundo ejemplo, consideramos el movimiento de un satélite artificial
perturbado con un potencial perturbador V igual al del ejemplo anterior y con un efecto
debido al rozamiento atmosférico (drag). Con las mismas consideraciones que en el
ejemplo anterior y después de efectuar una regularizacién mediante la transformacién
KS, las ecuaciones del movimiento pueden escribirse en la forma

4
- 2+ l"aV 1 - .2 -
" o A e, = T u: !
u'+m u 753 2Vu 6[; 1]u (5.5)

El término que distingue las ecuaciones (5.5) de las ecuaciones (5.3) es el
correspondiente al modelo de rozamiento atmosférico considerado, que responde a un
modelo simplificado de Harris and Priester[15] y fue tomado de Moore[16]. Los
pardmetros son:

1-r
8=pCD’ P =Py CXP(T)
p esla densidad del aire

Po es la densidad del aire cuando r =1

H es una escala de densidad altura
Cp es el coeficiente efectivo del rozamiento atmosférico

El problema fue integrado con los siguientes valores:

i=00°, 30°,
e=0,0.1,03,0.5,

H=7.65931 x 10 3 (correspondiente a una escala densidad-altura de 500 Km.)
PoCp=6.0x10-15




Las condiciones iniciales se tomaron sobre una 6rbita osculatriz eliptica como en el
ejemplo anterior. Notemos que en este caso la energia total del sistema no es constante
y, por lo tanto, la frecuencia @ ya no serd constante como ocurria en el ejemplo anterior.
Llamamos @, al valor de la frecuencia @ en el instante t = 0 y expresando las

ecuaciones del movimiento en la forma

T+ 0= -0)T - ;g_ﬁ’, : %_Vﬁ' il _4 e e
u i=1

se obtenen las ecuaciones de un oscilador arménico perturbado con frecuencia constante
q. Para conseguir esto, hemos introducido en el segundo miembro de (5.6) una
perturbacién del orden de w2 - ®2l, y como la variacién de @ es del orden del
pardmetro 8, podemos decir que hemos introducido en la funcién perturbadora del
oscilador arménico una perturbacién de orden menor o igual a la que ya tenfa, por lo
tanto, el sistema de ecuaciones diferenciales no sufre ningtin tipo de desvirtuacién.

La integracion del problema (5.6) se realizé con los mismos métodos (de orden 8)
que en el ejemplo anterior, con la misma longitud de paso de integracién y el mismo
proceso para la obtencién de la drbita de referencia con la que se van a comparar los
resultados.

Los resultados numéricos vienen dados en las TABLAS 3 y 4, y los errores
representan la diferencia entre la solucién numérica y la 6rbita de referencia en norma
euclidea, despues de 50 revoluciones del satélite.

i=0° Met. Adams Met. Cowell | Cowell adapt.

e=0. 0.532x10-9 | 0.797x10-11| 0.267x 10-14
ei=0:111:0:342 %1052 5| 110:525 x1 011 £0:315:x:10:5 1
e=03 | 0.162x10-% | 0.212x10-11| 0.439x 10-14

e =10:5""0:337x 10"~ 10| 0:495x"10'7121|¥0:809'x 1014

TABLA 1
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CONCLUSIONES

A la vista de los resultados presentados en las TABLAS 1, 2, 3 y 4, todos ellos
obtenidos con métodos del mismo orden , es decir, métodos comparables en términos de

aproximaci6n local, podemos establecer las siguientes conclusiones.

El método adaptado de Cowell que tiene propiedades de estabilidad orbital o
periodicidad (integra exactamente osciladores arménicos no perturbados), da siempre
mejores resultados que los métodos de Cowell y Adams que no tienen dichas
propiedades.

Los métodos de Adams funcionan apreciablemente peor que los restantes métodos
que estdn especialmente disefiados para ecuaciones diferenciales de segundo orden.

i=30° Met. Adams Met. Cowell Cowell adapt.

e=0. 0.549x10-8 | 0.787 x 10-10| 0.341 x 10-14
e=0.1 0.411x10-8 | 0.512x10-10| 0.171x 10-13
e=03 0.197x10-8 | 0.209x10-10| 0.235x 10-13

e=0.5 | 0462x10-9 | 0.522x10-11| 0.742x 10-13

TABLA 2

El método adaptado de Cowell precisa un conocimiento a priori (exacto o bastante
aproximado) de la frecuencia del problema, cosa que ocurre para el movimiento de
satélites artificiales terrestres utilizando las variables de Kustaanheimo-Stiefel.

En el caso del método adaptado de Cowell, se observa en las tablas de resultados
que cuando la excentricidad aumenta, la constante que aparece en los errores también
aumenta, mientras que en los restantes métodos suele ocurrir lo contrario. Esto se debe a
que al aumentar la excentricidad, la energfa decrece hacia cero y se pierde precisi6n en el
célculo de los coeficientes del método, ya que el producto de la frecuencia ® por el paso
de integracién aparece dividiendo. Para los restantes métodos, como inte gran
exactamente polinomios algebréicos y el problema no perturbado tiende a un movimiento

parabdlico (u" = 0) cuando la energia tiende a cero, se produce una mejora en las
aproximaciones. '




i=0° Met. Adams Met. Cowell Cowell adapt.
e=0. 0.641x10-8 | 0.711x10-10| 0.354x 10-13
e=0.1 0.458x 10-8 | 0.509x 10-10| 0.497 x 10-13
e=03 | 0287x10-8 | 0.315x10-10| 0.739x 10-13
e=05 | 0558x10-% | 0.697x 10-11| 0.897 x 10-13

TABLA 3

En general, se observa que el método adaptado de Cowell parece mds adecuado que
otros métodos de tipo similar cuando se considera la integracién de movimientos
orbitales correspondientes a satélites artificiales terrestres, utilizando variables de
Kustaanheimo-Stiefel.

1=30° Met. Adams Met. Cowell Cowell adapt.
e=0. 0.632x10-7 | 0.685x10-9 | 0.341x 10-13
e=0.1 0.501x10-7 | 0.487x10-% | 0.171x10-13
e=03 | 0289x10-7 | 0.301x10-9 | 0.235x10-13
e=05 | 0817x10-8 | 0.735x10-19| 0.742x 10-13
TABLA 4
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CORRECCION DE ORBITAS DE ESTRELLAS SOBLES VISUALES POR MEDIO DE
SERIES DE FOURIER
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In this work, using Fourier series t = F(8), with coefficients K,,

A e A =B

LheBrb A method for the correction of previous orbits of visual binary

stars 1is developed. For this purpose and by means of the initial orbital
elements (a, , e,, T,, Py, @,, w,, I,) and residual diferences A6 in posi-
tion angles, the computation of the increments AK,, AA,, AA L, AB_, is acom-
plished. In order to determine this increments, the method of least squa-
res is applied, but this detérmination can be obtained by means another nu-
merical methods. The essential advantages of our method consist in its
iterative character and that the computation of the coefficients K,, A,,

Ap, By, is no necessary.

1. INTRODUCCION.

El movimiento elfptico u érbita relativa de una estrella E
con respecto a la estrella principal E_, viene determinado por el
radio vector o distancia r(t) = E:E' y por el &ngulo o anomalfa
verdadera f = §~E:E , siendo E la posicibn de la estrella a su
paso por el periastro.

La proyeccibn cilindrica de la 6rbita relativa sobre el pla-
no tangente a la esfera celeste en E,, determina las posiciones
E' de la estrella en su dérbita aparente, definidas ordinariamen-
te por medio de' las distancias p = E:E' y de los &ngulos de po-
STCAIOn; 05 1= ﬁﬁ:ﬁ', contados de 0° a 360° a partir del Norte (N),
en las direcciones Norte-Este-Sur-Oeste.

Denotando como es habitual por (a,e,T,Q2,w,I) los elementos
orbitales ordinarios de un movimiento elfptico (semieje mayor,

excentricidad, época de paso por el periastro, &ngulo del nodo,

argumento del periastro e inclinacién), a los que debemos anadir
en este caso el periodo P o el movimiento medio u = 2I/P , las
bien conocidas relaciones entre las variables (p,6,t) y (r,f,t),

son
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pcos (B -Q) r cos (w+ £)

(1.1)

r sen (w+ f)cos I

p sen (6 - )

de modo que, una vez determinados los elementos orbitales, para

cada época t, la secuencia de férmulas

M u(t-7T) E - esenkt =M

(a%5:2)
a(l - ecos &) tag(£/2) = (/1te//1-e)tag(£/2)

X

donde M y & designan las anomalfas media y excéntrica, juntamen-
te con las igualdades (1.1), permiten calcular las efemérides
(Porbcrt) .

Como se sabe,
ble visual se basa en el conocimiento de un cierto nGmero de ob-

el cdlculo de la 6rbita de una estrella do-

servaciones (po'eo't)' con ayuda de las cuales diferentes méto-
dos analfticos o geométricos permiten el cdlculo de los elemen-
tos orbitales; pero lo importante es que las diferencias obser-
vacién-cdlculo, Ap = p,-p., A6 = 8,-0., sean minimizadas.

Sobre este proceso de minimizacién, que determina lo que
conocemos como correccidén de érbitas, conviene hacer algunas ob-
servaciones, ya sea sobre la cantidad a minimizar, los pesos de
las observaciones, el sistema de variables a utilizar, la con-
vergencia del proceso, los resultados del mismo, etc.

Para comprender mejor lo que sigue, recordemos que si q,,
(qv = 1,2,...,7) son, en general, elementos orbitales indepen-
dientes y disponemos de n datos de observacibn ag (=0 125 0en)
entonces se tendré&n n relaciones a, = f(gy,tx) , de manera que
si damos valores previos qs a los elementos orbitales y efectua-
mos con éstos los correspondientes cdlculos de efemérides, ob-
tendremos unos valores calculados ag = f(qv,tK).

Desarrollando la funcién f(q,,t) en serie de Taylor, en el
entorno de valores (qs,t), después de despreciar términos de se-

gundo orden, resultan las n ecuaciones
1 (3£/3q,)4q, = al - at (1.3)

que deber&n conducir a la minimizacién de las diferencias obser-
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vacién-cdlculo (al - af).

El criterio mds utilizado en la minimizacibén es el de mini-
mos cuadrados, que consiste en buscar la 6rbita para la cual la
suma de cuadrados de las diferencias observacién-cdlculo es mi-
nima. Otro criterio igualmente utilizable consiste en minimizar
la suma de los valores absolutos de las diferencias observacién-
cdlculo. Pero en todo caso, conviene recordar que la correccibn
de una 6rbita por éstos o cualesquiera otros métodos, no s6lo
han de minimizar las diferencias observacién-c&lculo, sino que
dicgas diferencias han de estar bien distribuidas, combinando
alternativamente signos positivos y negativos.

Con respecto a los algoritmos empleados para la minimiza-
cibn, se suelen distinguir aquellos que s6lo utilizan los valo-
res de la funcibn a minimizar, de los que utilizan, ademéds, las
derivadas primeras, segundas, etc., o una combinacibén de ellas.

En relacibn con el sistema de variables utilizado, senale-
mos el método de Comstock (1918), que emplea el conjunto de ele-
mentos orbitales (a,e,T,Q,w,I,u) para minimizar las diferencias
Ap = Po=Pc Y AB = eo—ec, o la variante de Hirst (1944), que so-
lamente minimiza las diferencias en &ngulos de posicié6n.

En el método de Thiele (1883) la correccién se aplica a las
diferencias Ax = X=X s Ay = Yo=Yor €N coordenadas cartesianas,
utilizando los elementos orbitales ordinarios (e,T,u) y las cons-
tantes de Innes (1926, 1932) (A,B,F,G) que mds adelante defini-
remos.

En el método desarrollado por C. Longds (1982) para distan-
cias y &ngulos de posicién, se emplean las variables de Delaunay
(L,G,H,g,h) juntamente con los elementos orbitales (T,u).

Entre este conjunto de métodos de correccibén, que no preten-
de ser exhaustivo, citemos finalmente el método de Klinkerfuess
(1855, 1858, 1912) que consiste en comparar las tres razones do-
bles independienteé de seis &ngulos de posicibén observados, con
las correspondientes calculadas por efemérides, para corregir
los elementos orbitales (e,T,P).

En el presente artfculo se presenta una versién modificada
del cdlculo y correccibén de 6rbitas de pares visuales por medio

de desarrollos en serie de Fourier, como continuacibén a trabajos
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anteriores (R. Cid, 1950 y 1952), dado que la introduccién del
cdlculo con ordenadores ha permitido mejorar la resoluci6n de
estos problemas a través de un planteamiento mds adecuado.

Como veremos, en nuestro método de correccién solamente
intervienen las diferencias observacién-cdlculo en &ngulos de
posicibn, abundando en el criterio de que estas observaciones
suelen ser de una precisién superior a las observaciones de
distancias 'y permiten, por tanto, detectar mejor la existencia
de perturbaciones originadas por un tercer cuerpo.

La principal ventaja del método reside en el hecho de que

una 6rbita previa, calculada por cualquier método, puede ser
corregida sin tener que calcular los coeficientes del corres-
pondiente desarrollo en serie de Fourier, limitando los cdlcu-
los' a la obtenci6én de las correcciones de dichos coeficientes,
de las que pueden deducirse las correcciones que.deben aplicar-
se a los elementos orbitales previos. El método es evidentemen-

te iterativo.
2. DESARROLLOS EN SERIE DE FOURIER.

En el movimiento elfptico relativo es bien conocido el des-
arrollo en serie ;

r2 = a2cos ¢ (1 + pc cos nf) (nE=S1T2 S (72 b))

donde se ha empleado la notacién e = sen¢ v los coeficientes
C, Vienen dados por la igualdad
c = 2(-1)"(1 + ncos¢)taa” ($/2) (2.2)

n

Ademds, si tenemos en cuenta la lev de las &reas

r?2df = cdt = pa2cos ¢ dt (2.3)

la integraci6én del desarrollo (2.1) nos da

M= pn(t-T) = £ + zc—n&sennf (2.4)

i
Paralelamente, en la 6rbita aparente se cumple también la

ley de las &reas en la forma -
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M-'HM

o

p2d6 = C'dt = C cos Idt (2.5)

por lo cual las f6rmulas (2.3) y (2.5) nos permiten establecer

la siguiente relacibn
af/de = p?/r’cos’1 (2.6)

Por otra parte, de las ecuaciones (1.1) se deduce facilmen-

te la igualdad
p = r[cos(e—Q)cos(w+f) + sen(6-Q)sen(w+f)cos IJ (2.7)

gque nos demuestra la continuidad y el carécter periodico de la

funcibn p.
Analogamente, si derivamos las ecuaciones (1.1) con respec-

to a 6, y tenemos en cuenta la relacién (2.6), resulta

ety r{sen (6-Q)cos (w+f)cosI -cos(6-Q)sen (w+f) }
. (2.8)

dp p2 [p dr
de r2cos?r

de donde se deduce que, excluidas las colisiones (r = 0) y las
inclinaciones I = 90°, la derivada dp/de es también una fun-

cibén continua de periodo 2II.
En consecuencia, la funcién 2p(dp/de) admite un desarro-

llo en serie de Fourier
2p (dp/de) = Gl Zancosrw - ILB,sennb (2.9)

uniformemente convergente, con coeficientes a,, B,, acotados y

con o, = 0 , puesto que
2T 5
) ]221r
= 20dp = =
oy = 2 [ 2oas = [o2] " o
0
Integrando (2.9) con respecto a 6, obtendremos un desarro-
llo uniformemente convergente del tipo

p? = a, + Ia_sennd + Ib_cosnd (2.10)

con coeficientes a, = a,/n , b, = -B,/n.

Finalmente. si aplicamos a este desarrollo la lev de las

dreas (2.5) e intearamos. en el intervalo (0.8). a cuvos valo-




res suponemos que corresponden los instantes (to,t), tendremos
an bn

CU(E=tN)a= aoe + '—(1 —cos nf) + I—sen nd (27551500
n n

Ahora bien, haciendo

=2l (2.12)

el desarrollo anterior se puede escribir en la forma

An Bn
Ee=TKoEE Aoe - f—cosnfé + f— sennb (62:51:3))
° n n
siendo
20, e S e e i
v Gl n c'n Cc'n2 ' n C'n C'n2

Por consiguiente, si H es una cota superior de bl c s iy
|8n|/C' , las series I (A,/n) , I(B,/n) , son mayoradas por la
serie I (H/n?) , que es una serie armbnica de segundo grado y
por tanto su convergencia, asi como la de cualquier serie par-

cial, est8 asequrada.
Finalmente, si tenemos pbresente el cardcter periédico del

desarrollo (2.13), seréa

Sn

Bn
—Ccos ng + Z?rsen ne (2.14)

EEPR= K ER R (0 £ 2 TI) S =)
y restando (2.14) y (2.13), tendremos
P = 2IA, (2.15)

Asimismo, con objeto de evitar innecesarias repeticiones,

utilizaremos la siguiente notacién de iIndices
R =S5 20831, AL e e e = S i ST St T D= 25, A6
y de funciones
Ay ; By :
E(8) = = L cos i8 + I sen 16

1

(2.16)
i Ap Bp
Fp(e) ROy 5 o po + z};-serlpe

con lo cual el desarrollo (2.13) se puede escribir asf
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£(8) = K, + F;(8) + F (8) = K, + F,(8) (2.17)

o

Segfin esto, dadas dos épocas t(6) y t(6+I1), se comprueban

facilmente las igualdades

Fi(e”” o Fi(e)
(2.18)
F (6+1) = Al + F_(6)
y por tanto

E(ORMISEE(0) =R AR 2EL(0) &= P 2F; (6)

, 2 (2.19)

P

E(O B E L= EI(O) S =R Kt A G T 2Fp(e) =K = + 2F_ (6)

Ahora bien, cada anomalia verdadera fk de la 6rbita relati-
va determina una época t(f,) que coincide con otra t(8,) de la
6rbita aparente, de tal manera que la época t(f,+I1) también coin-
cide con t(6K+H), debido a la forma en que los radios vectores
de la 6rbita relativa son proyectados en la aparente. Se tienen,

pues, las igualdades
t(£,) = t(8,) P E(EL 4D = (6, +T) (2.20)

Entonces, designando por M(f,) v M(f, +II) las anomalias me-
dias de la 6rbita relativa que corresponden a dichas é€pocas, se

verificardn las igualdades

u(t(e,+m) - £(6,)] =T - 2uF; (8))

I

M(E +T) - M(£,)
5 5 (21521)

M(£, +1) + M(£,) 1660 2 1[G = A Fp(ek)]

de acuerdo con las fé6rmulas (2.19).
3. DETERMINACION DE ELEMENTOS ORBITALES.

Aunque el método ha sido disenado de manera especial para
la correccibébn de 6rbitas, conviene que veamos las ecuaciones
que se pueden emplear para la determinacibén de los elementos
orbitales, a partir de los coeficientes K,, A,, A , B, de la

serie de Fourier (2.13).

Periodo
Ya hemos visto que la igualdad (2.15), esto es
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P = 2IIA, : (B50%)

permite determinar el periodo a partir del coeficiente A,.

Epoca de paso por el periastro.

Si 6  y 6,+I son los dngulos de posicibn correspondientes
a las épocas de paso por el periastro y apoastro, se comprueba
que M(6,) =0 y M(6,+M) = I , por consiguiente las férmulas

(2.21) nos demuestran las relaciones

|
o

o (3.2)

]

PR = = KidF T

que pueden servir para la determinacién de la época T de paso
por el periastro, calculando el &ngulo 6  por medio de la pri-

mera igualdad y la época T por la segunda.
Excentricidad.

Designando por 6; el &ngulo de posicibn correspondiente a
la anomalfa verdadera f, = II/2 , y poniendo e = cos ¢ , desde

la férmula
tag(£/2) = (/1+e//1l-e)tag(£/2) (3.3)
que ya figura en (1.2), se obtienen las anomalfas medias

M(f,) = ¢ - esen ¢

M(£, +IT) 21 - ¢ + esen¢
de donde

M(E,+I1) - M(f,)

21 - 2¢ + 2e sen ¢

M(E,+I1) + M(f,) = 2T

y por aplicaci6n de las f6rmulas (2.21) resultan las igualdades

+

5]
-
@

]

}
| g
3= =

(¢ — eseng)

(3.4)

g
&
1
S|
|
=

==
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que pueden ser empleadas para obtener la excentricidad, calcu-
landc el &dngulo 6, por la segunda y la excentricidad por apro-

ximacibébn de la primera.

Cdlculo de los elementos Q, w, I.

Las constantes de Innes, para a = 1 , vienen dadas por

las igualdades
A = cosflcosw - sen{) senw cos I
B = sen() cosw + cos ) senw COS L

(3.5)
F = - cos) senw - sen{) cosw cos I

G - senf) senw + cos cosw cos I

y pueden ser aplicadas a las ecuaciones (1.1) para obtener fa-

cilmente las siguientes

psen6 = r(Bcos f + Gsen f)
(3.6)
pcos 8 = r(Acos £ + Fsen £f)
de donde

Bcos £ + Gsen £
ta = sl
g€ Acos f + Fsen f ( )

Siguiendo las lineas de nuestro articulo (R. Cid, 1960),
esta relacibn, para tres pares de valores (f_,6.), (£,,8,) y
(fz,ez), conduce a un sistema gue sirve para obtener los co-
cientes A/F , B/F , G/F (o cualesquiera otros), por medio de
los cuales se pueden determinar los elementos Q, w, I, a tra-

vés de las conocidas igualdades

tag (Q+w) = {(B/F) - 1}/{(A/F) + (G/F)}

tag (Q=w) = {(B/E) + 1}/{{(A/E) = H(G/E)} (3.8)

tag?(1/2) = { (A/F) - (G/F))cos (Q+w)/{(A/F) + (G/F)}cos (Q-w)
= { (B/F) + llsen(Q+w)/{(B/F) - l}sen(Q-w)

De hecho, segfin cdlculos anteriores podemos disponer de

los pares (0,6,), (i/2,8,), a los que podemos anadir un tercero




(n/4,6,), cuyo cdlculo implica la resolucibébn de alguna de las
ecuaciones

2
F. = = e S N C O S B=
A T 2 2-e?

\

1(e/2(1-e2) 1 4 J

=)

+ —JaECOSIi=

K + T + l(eZ/i:g? 1
(8,) o ;‘\ 72 2 s

P
Aplicando dichos pares de valores a la ecuacibn (3.7), ob-

tenemos el sistema

Bis tagieEuiE, = tagb, |,

del gue se deducen las igualdades

tag €2~ tage. =
= gt I i T R =V Ea g0t (311
k tag 6, - tagh, 5 S

y por consiguiente
tag(Q+w) = {k tagg - 1}/{k + tagg,!}
tag(Q-w) = {k tag6 ,+ 1}/{k - tag6,} eiall2)

oA {k - tag 6, }cos (Q+w) ) {k tag 8 + l}sen(Q+w)

{k + tag 8, }cos (2-uw) {k tag 6 _- 1lsen(Q-w)

Esta Gltima ecuacién sirve habitualmente para discriminar
el verdadero cuadrante de los argumentos (Q+w) Yy (Q-w), puesto

que su segundo miembro debe ser siempre positivo.
4. CORRECION DE ORBITAS.

Como ya qued6 indicado en la introduccién, nuestro método,
basado en desarrollos en serie de Fourier, tiene su principal
ventaja en el hecho de que no resulta necesario calcular los
s K8 AV B
dos por (2.10) y (2.13), gque han servido de fundamento a toda

nr de los desarrollos da-

coeficientes a , a , b 7
0 n 19!
la formulacién anterior.
En efecto, dado un conjunto de m observaciones (p,0,t) de
un par visual, consideremos una 6rbita de elementos (ac, SREET

2,0, wy, I,) (*) calculada previamente por cualquier método

o o

(*) a,designa el semieje mayor de la 6rbita calculada previamente y no de-
be ser confundido con el coeficiente a, del desarrollo (2.10).




y sean (p.,6.,t) las distancias y &ngulos de posicibn corres-
pondientes a una época cualquiera t, obtenidos por un cédlculo
de efemérides (férmulas 1.1 y 1.2) con los elementos (a,, e,,
Wo i 250 Wan 50 k5o

De la misma forma podemos calcular las constantes del mo-
vimiento C. = uoaz /I:;Zcos Forr By = BU/2MIE e ey fas ificono
las constantes A, B, F, G, por las igualdades (3.5) y los &an-
gulos 6., 6,, 6,, por las férmulas (3.10).

Una vez finalizados los cdlculos anteriores dispondremos
de las m diferencias observacibén-cdlculo (6,-8_) y de las dis-
tancias Pe- d

Ahora bien, dado que las observaciones se suponen exentas
de errores en las medidas de tiempo, y por tanto At = 0 , po-
demos diferenciar la f6rmula (2.13), resultando

AR ABy

A GCAAO - I = cosn8c+ b sennec +

+ (Go—ec)[AD + zAnsenneC + ZBncoanC] =10

o bien
p2(8y-6¢)
C 1

o

Bn sennf = - (4.1)

K = 6+
AT eCAAO = =S .cosinbc z

y esta férmula permite el cdlculo de los incrementos AK_, AAO’
AA_, AB,, por el método de minimos cuadrados.

Basta, en efecto, considerar el sistema lineal de coefi-
cientes 1, ec, -cosnbf_, sennb. y de términos independientes
= pé(eo-ec)/c; , vy resolverlo con respecto a los mencionados

incrementos en cualquiera de las formas habituales.

Veamos ahora como pueden ser caltulados los incrementos
AP, AT, Ae, AR, Aw, AI , gue sumados a los elementos previos
(PariT , R+ Wy, I,) nos proporcionan nuevos elementos or-

bitales P = P, +AP , T = T +AT , e = e the , Q@ = Q,+AQ ,

e

o

W= Al =8 T =T AT

Para ello, comenzaremos estableciendo algunas férmulas y

notaciones que simplifican nuestra exposicibén posterior.




1°.- En lo sucesivo y cuando convenga a nuestros propésitos,

emplearemos también las siguientes notaciones:

A 5 B
(€. sp) = 2 =p= cosnb + 3—1 sennb
il n n

AR AB
F(ACn,e) =LOAA = Z—;— cos nf + Z—;— senng

siendo Cp, uno cualquiera de los coeficientes AO, An, Bn.

2°.- si 8, designa un dngulo de posicién constante, al que
corresponde la época tyr Y ponemos 6 = 6,+A6, , t = ta+AtQ 0
siendo (8,t) un &ngulo de posicién y una época prbéximas a las

anteriores (8q,tqy), tendremos

13 r o1
(e

BE/0) =S pR e e %(BZF/BSZ)Q = (pdp/ds),
por tanto, si tenemos en cuenta la ley de las &dreas, resulta

F.(CR7eNF=ar(ciyo Nt (b 2RoE/Ct )Tt e

E(CTbu) et Sk

y sumando a ambos mierbros el coeficiente K, y eliminando el tér-

mino comGn t = K, + F(Cn,e) , obtenemos

t, = K, + F(C_,0,) + (4.3)

En particular, para By 8, = 6, , obtenemos el verda-

dero significado de la constante K, , es decir

K, =T - F(C_,0,)

o

En este caso particular, con f,6 = 0 y tag6, = B/A , se-
gGn las férmulas (2.7), (2.8) y (3.10), se obtiene sin dificul-
tad

(pAp/AB) A8, = {(FA+GB)/cos®I}ATAS,

3°.- Incrementando la igualdad (4.3), resulta




e UEKe R AC 0 e

4° .- Por otra parte, de la ecuaci6én de Kepler

u(ta—T) = Ma = Ea - esenE,

deducimos las igualdades

TSk =K

1
o . F(Cn,ea) =T + IJ-(Em - esen Eu)

de las cuales la filtima es equivalente a la suma de las ecuacio-
nes (3.4) para t,=¢t; y ea = Gy

nes (3.9) para t =t, v 8,4 = 6,-

y a la suma de las ecuacio-

Concfetamente, se tiene
M, (1/2) arcose - e/l-e?

e+/2(1-e’) _ e(/2-e)/1-¢’
2-e’ 2-e?

M, (II/4) arcos

Finalmente, incrementando estas filtimas ecuaciones llegamos

a las siguientes

2 3 = 1 =
(p Ae/C')a = Ata = AT + A[L-l—(EOl e sen Eu)} (4.

AK, + F(aC_,8

e 1
R AT A[E(Ea - esen Eu)J (4.

que utilizaremos a continuacién para la determinacibn de los

vos elementos orbitales.

Correccibn de periodo

Incrementando la férmula (2.15), se obtiene
=Pt 2HAA0

Correccibén de la época de paso por el periastro.

Aplicando la f6rmula (4.4) al caso t, =T ,

dremos

=AM S TR e IR (A CREO )

o o

Correccibn de la excentricidad.

Latf6rmulas (4.5) paya =t gL =0h e

w 1 (¢4




nos da

AK . + FE (ACL,08h) = AT + ép—(arcose = e/l—ez) - P—»/1—63211\e
2 i 21 I
puesto que

A(E, - esen E;) = - 2/1-e’he
En consecuencia

= e, + be = e_ + (I/P/1-e?){AK, + F(AC,,0,) -

- AT - (AP/20) (axcose - e, /1-e2)}

Correccidn de los elementos 9, w, I.

Si hacemos

u, = tagg,

tendremos

Bu, = (1+u2)AB, , Au, = (1+u’)A8, , Au, = (1+u’)4e, (4.10)

y por tanto

Lhs=11
2 = GL:GLJ = ((1+k)au, - au, - kau,)/(u,-u,) (4.11)
) 2

Analogamente, diferenciando logaritmicamente las f6érmulas

(3.12) , se obtienen las igualdades

sen2 (Q+w) it
AQ+Aw = X

> _l(quk+kAu°) - L (Ak+Au, )

U, k+u,
sen2 (Q-w)
2

AQ-Aw =

1 1
Ak+kA - ——(Ak-A 4.12
[ku°+l(u° Uo) - i (8k=buy) | (4.12)

ag (Q+tw) + iégéégltag(ﬂ—w4

u, Ak- ) (AQ+
ATE==fisen I[( 1? fAul - ae AW)t
k= -uj 2

Para el cilculo de los incrementos AU, , AU, Au,, Ak, bas-

ta aplicar la férmula (4.4) teniendo en cuenta que

2 2
pe = ra(l + tagzea)(Acos £,k ‘Fisen fa)2

Entencessponiendo s hi= i cosilie/i =2 )Rt Mt aeil




(p2A6/C'), = hbu,(Acos £, + Fsenfy)?/(1 + ecos f,)?
y finalmente
F(ACh,0,)}(1 + e cos fa)z/h(A;cos f, + Fsen fa)2
0 , resulta
e, )?/ha?
bR aEaiEity /2 , se obtiene
Au; = {AK, + F(ACp,0,)}/hF?

chEParage /4 , obtenemos

A —ETAKIN £ B (AC, B )(2 #iev2)2/2n (A% F) &
completdndose asi la correccibn de los elementos orbitales.

FORMULARIO DEL METODO DE CORRECCION.

Datos: Se suponen conocidas m observaciones del tipo (po,eo,t)

asf como los elementos (a,,e,,T,sPosrw,,I,) de una 6rbita

o r=

calculada previamente por cualguier método.
Se calculan las constantes
A P /20

21/P,

e
uoao/l--eicosl°

= cos ,cos W, = senf, senw, cos I,
sen , cos w, + cos f, senw, cos I,
F - cos Q, senw, — Senf, cos w, Cos I,
G = - senf, senw, + cos R, cosw, cos I,
Se calculan los &ngulos B, 6,/ 8,, por las férmulas
tagg = B/ DG tag 6, = G/F , tags8, = (B+G)/ (A+F)
teniendo presente que los signos de sen@, y cOs 8y (k=0,1,2)

coinciden con los numeradores y denominadores respectivos, lo




que permite determinar el verdadero cuadrante al que pertene-

cen dicho &ngulos.

Calcular las distancias Rl los &ngulos de posicién Gc, para
cada una de las m observaciones por medio de siguiente formu-

lario:
M = 21 (t-T,)/P,

El cdlculo de la anomalfa excentrica E, de cada época observa-

da, se obtiene iterativamente por la secuencia de f6érmulas
il e SenEy

(M - M.)/(1 - e cosE_)

i © i

+ AE.

1

a partir de un valor inicial

E, =M + e_senM

hasta que el valor de AEi sea inferior a un nGmero dado ¢.
tag(£/2) = {/(1+e,)/(1-e,) }tag(E/2)

ri=cia (1 -e )/ (e costf)

e r2{(A%+B2)cos2f + (F2+G2)sen?f + 2(AF+BG)senf cosf }
tag®_ = (Bcosf+ Gsenf) /(Acos f + Fsen f)

8 = arctag g
c (e

Los signos de (Bcosf + Gsenf) y (Acosf + Fsen f) determi-

nan el verdadero cuadrante de 8-

Aun cuando en la correccibén el método no utiliza las distan-

cias observadas, es conveniente calcular el incremento
a = 2
A (py = p) /P,

para cada época t, con objeto de corregir al final el semie-

je mayor de la 6rbita.
Aplicar el método de minimos cuadrados a la igualdad

AR ENC 8 D)= = p2 i 0 0)/C!

calculando los incrementos AK AAO, AAn/n, ABn/n, que sean

necesarios.




Calcular las cantidades

0 AK, + F(AC,,0,)

QS WAK. S FI(AC,;6.)
Q, = MK, + F(AC,,8,)

niea2:

Correccibn de los elementos orbitales.

El nuevo periodo se obtiene por la igualdad

e = 19 A

La época de paso por el periastro se calcula por la igualdad

T =T, +0,

La excentricidad es calculada por la férmula

eR=le Bt 0 Ui NTE AA6(¢ - e sen¢)}/2Aosen¢

siendo ¢ = arcos e

Definir las cantidades

=R /ANA, S G/F u, = (B+G)/(A+F)
k = A/F > h U, cos Io/(l—ei)3/2

calculando los incrementos

Au, = hAT(1l+e )?/A%

Au, = hQ,/F?

Au hQ, (2+ev2) 2 /2 (A+F) ?

2

NeEE={E(f5Hlc)PAUT =R = kAuo}/(uo = i)

Definir los &ngulos

y calcular

1 (u,bk+kAu,  Ak+Auy
AS AR _+ Aw — sen?2S =
2 S ku,-1 k+u,

1 u_Ak+kAu Ak=Au,
AD = 4A2,- 8w, = = sen2p i

ku,+1 k-u,

obteniendo finalmente




(AS + AD)

1
E(AS AD)
ulAk—kAuI

2 2
k n 1LY

- %AStags + %ADtagD]

sen :[°

Para el cdlculo del semieje mayor, se promedian las canti-

dades Aa, obtenidas al final del paso 4, es decir
§da = (ZAa)/m

siendo m el ‘nGmero de observaciones y se calcula el nuevo

semieje mayor por la férmula
Sa

o

Con los nuevos elementos obtenidos (a,e,T,P,R,w,I) se pue-
de reiniciar el proceso una y otra vez, hasta que la suma de
los cuadrados de los errores (GO—GC) sea inferior a un nGmero

dado, o hasta que dicha suma se estabilice.
En un préximo trabajo se efectuard el cdlculo de algunas
o6rbitas de estrellas dobles por el método expuesto aqui.
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We analyze the system consisting of two harmonic oscillators with equal fre-
quencies; the perturbation imposed on the system is the gradient of a polynomial
in the coordinates of degree not greater than 4. The perturbed elliptic oscillator is
normalized in terms of Lissajous variables. The reduced system belongs to a wide
class of Hamiltonians in one degree of freedom. We analyze one of its subclasses;
we show how the phase flow evolves with the parameters. The main feature of the
averaged system is a process by which the system passes through a cycle of three
butterfly bifurcations to reverse the sense of its phase flow.

1 Introduction
This paper deals with dynamical systems represented by Hamiltonians of the type

H=3(X*+Y?) + V(z,y),

the potential being of the form

V(z,y) = 30 (z® +¥°) + Y Va(z,9)

n>3

with the term V), as a homogeneous polynomial in z and y of degree n. The letters X and
Y stand for the momenta conjugate to the coordinates z and y respectively. This class
of Hamiltonians appears very often in galactic dynamics and in atomic physics (see, e.g.,
[1-7]). They have drawn much attention in the past twenty years because the dynamical
systems they represent show chaos appearing above a certain threshold of energy.

Past that critical value, will one find a new threshold of energy where the system will
return to a phase regime without chaos? Some authors [8,9] have given evidence that this
is indeed the case when the potential V constitutes a well. For our part, we contend that




Hio = wlaz?
1, )

Hao = 2nw? B2yt
The quantities @, 3 are finite parameters, and 7 is a sign switch equal either to +1 or —1.
This is a particular case of systems of the type (1)

We study the system in the neighborhood of the stable equilibrium at the origin. At
this point, the unperturbed term Hoo presents a 1-1 resonance, and it will be advanta-
geous to apply to the Lissajous transformation [12]

¢ : (¢9,L,G) — (z,y,X,Y).

The Lissajous coordinates (¢, g, L, G) play for elliptic oscillators the same role as the De-
launay coordinates for Keplerian systems. In explicit form, the Lissajous transformation
is defined by the equations

ocos(£+ g) — dcos(f — g),

osin(¢ + g) + ésin(4 — g),

w(&sin(f —g) —osin(f+ g)),
Y w(&cos([ —g) + ocos(f + g))

where o, § are the quantities

g=/(L+G)/2w, 6=+/(L-G)2w

depending solely on the moments L and G. Under the Lissajous transformation, the
Hamiltonian H changes into the function ¢*H whose terms are

Hop = wL=w2(02+52),

Hio twla [(202 + 6%)6sin(€ — g) + (26 + o*)asin(£ + g)
—306%sin(£ — 3g) — 3026 sin(£ + 39)
— 06%sin(3¢ — g) — 0?§sin(3€ + g)
+ 8sin(3¢ — 3g) + o> sin(3€ + 3g)] 3

w?pn [%(a"‘ + 6* + 40%6%) — 606(0® + 62) cos 20
+ 30262 cos 4€ + 6a6(c? + 6%) cos 2g
+ 3076 cos 4g — 26%(30® + 62) cos(2£ — 29)
— 20%(0® + 36%) cos(2€ + 2g) — 206° cos(2¢ — 4g)
— 20°6 cos(20 + 4g) + 206° cos(4£ — 2g)
+ 20°%6 cos(4€ + 2g) + 56* cos(4f — 4g) + Lo* cos(4€ + 4g)] 5

Averaging over the elliptic anomaly £ will normalize this Hamiltonian, i.e., it will change
it into a function H' that belongs to the kernel of the Lie derivative Lo : F' — (F, H,), the




the possibility of chaos exists even at low energies whether or not the potential makes
a well. Our argument is based on the existence of unstable equilibria and of homoclinic
solutions asymptotic to them. Very often, the slightest perturbation imposed on the
system will develop such a system of unstable equilibria and homoclinic orbits into areas
of stochasticity.

The usual numerical techniques prove unwiledy in tracing Poincaré’s cross sections
at very low levels of energy because numerical integration deteriorates rapidly by loss of
significance in the neighborhood of an unstable equilibrium. To overcome these difficul-
ties, we proceed by analytical means. The Hamiltonian in (1) is basically a perturbed
elliptic oscillator. It consists of two harmonic oscillators with equal frequencies, w. As
we are interested mainly in the long term behavior of the perturbed system, we average
the Hamiltonian over the basic period of the elliptic oscillator. The fact that the sys-
tem presents a 1-1 resonance does not cause difficulties if we carry the normalization in
the Lissajous variables (Section 2). After normalization, the phase space becomes what
mathematicians call a fiber bundle, more precisely in our case, a row of two-dimensional
spheres.

The particular example we are treating admits two independent parameters. In fact
its average falls into to a more general type of Hamiltonian systems with one degree of
freedom involving three independent parameters, say P, @, and R. Therefore, instead of
analyzing the particular case in detail, we study the general case to which it belongs. To
this end, we determine the affine class of the Hamiltonian according to the values of its
parameters. On the basis of that classification, we locate the equilibria and determine
their stability (Section 3).

One region in the parameter space, namely the plane R = 0, proves especially interest-
ing. As we show in Section 4, there occur six situations where the phase flow corresponds
to a rotation about a fixed axis at a variable rate. The angular speed vanishes not only
at the endpoints of the axis of rotation but also along the great circle perpendicular to
the axis of rotation, which means that the system presents there a degeneracy. As a
matter of fact, when changes in the parameters P and @ get the system to pass through
these special values, bifurcations of a special nature occur; we identity these as butterfly
bifurcations [10, p. 359]. A similar transition was recognized recently in the polar case of
the van der Waals interaction [11].

A detailed analysis of the parameter spave outside the plane R = 0 will be published
elsewhere.

2 The Lissajous transformation and Normalization.

We begin this paper with the Hamiltonian function:
H = Hoo+ Hipo+ %'Hz,o

where

Hoo = 3(X2+Y?) +30°(z" +97),




term (F,H,) designating the Poisson bracket of the functions F' and Ho. Indeed, in the
Lissajous variables, since Hy = wL, the Lie derivative is the simple differential operator

There results that normalization of a Hamiltonian that is periodic in £ amounts to aver-
aging over £ or, to speak the language of the astronomers, to eliminating £. The normal-
ization is implemented via a Lie transformation

¢,¢',L',G") — (¢,9,L,G).
The transformation is obtained by the classical algorithm of [13]. The result is the series
H' = Hop + %Ho,z + 0(56, 0'6),
beginning with terms
H:J,O = wl,
Hoo—i5 [:— QG?+RL\JL?—G™?cos2g' + P (L — G"*)cos 4d’| .

From here on, for the sake of simplifying the notations, we omit the primes from the new
variables. The quantities P, @ and R are the functions of the parameters a,  and 7 as
listed below:

3)

P=3nf+3c% Q=-3F"+2a’, R=38+d’. (4)

The Lissajous transformation and the normalization have been executed automatically
with the aid of an algebraic manipulator [14,15] on an IBM/RT.

Equations (4) map the parameter plane (a?, 3?) into the plane 19P —5Q — 24R =0
in the three dimensional space (P, @, R). From here on, however, we shall consider the
new Hamiltonian for the parameters P, @ and R running over the entire space without
constraining them to that plane.

3 Critical points

The angle £ being ignorable, its conjugate momentum L is an integral. Each manifold
L = constant is two-dimensional. More precisely—and this is a most decisive element in
analyzingperturbed elliptic oscillators of the type (1)—after normalization, the original
problem is reduced to a system with one degree of freedom, since L is an integral of the
motion, and the reduced phase space actually has the topology of a sphere. This fact is
easily seen when adopting the spherical coordinates:

&= %\/L2 — G?cos 2g, &y = %\/L2 — G?sin 2g, &= %G.

The points {3 > 0 (northern hemisphere) correspond to ellipses travelled in the direct
sense while those for which {3 is < 0 (southern hemisphere) represent ellipses travelled in




the retrograde sense. Any point of the equatorial circle &3 = 0 corresponds to a segment
along a straight line passing through the origin which is its midpoint. The north pole is a
circle travelled in the direct sense, whereas the south pole is the same circle but travelled
in the retrograde sense.

After this change of variables, the second order Hamiltonian becomes

Hop =3P (6 —€2) + 1Q€2 + RLE,. 5)

The trajectories are the level contours of Hy, on the sphere
SW): B+E+e =12 (6)

Geometrically speaking, they are made of the intersections of the quadric in (5) with S(L).
We take advantage of this property when we draw the averaged orbits on the orbital
spheres in Fig. 3, thereby avoiding repeated numerical integrations of the equations of
motion.> Yet we must recognize that the nature of the quadric in (5) varies with the
parameters P, (), R and the value H of Ho 2. A complete classification appears in Table
1. Considering the complexity of this classification, we found it necessary to accumulate
as much information as possible about the nature of the phase flow prior to drawing the
phase orbits.

P=0,R=0 two parallel planes

RE= 0SSR parabolic cylinder

Q=0 hyperbolic cylinder

sig (P) = sig (Q) = sig (H) | hyperboloid with one sheet

sig (P) = sig (Q) # sig (H) | hyperboloid with two sheets
sig (P) # sig (Q) = sig (H) | hyperboloid with one sheet

sig (Q) # sig (P) = sig (H) | hyperboloid with two sheets

12 =0510=0 plane &3 = 0
Pi=I0HER =10 parabolic cylinder
@*=10 two planes & = +&2
P#£0,Q#0 cone

Table 1: Affine classes of the quadric Hp

ISince the time Fig. 3 has been completed (July 1988, see [16]), faster, simpler and more effective
techniques have been developed for depicting the phase flow induced by a Hamiltonian with one degree
of freedom [17].




Before entering into details, we should observe that, whatever the parameters P, @ and
S, the averaged equations may be solved in terms of elliptic functions. Indeed, on account
of the Poisson brackets

(51’52) = &3, (52753) =&, (53751) = &9,

the equations of the motion are:

6:1 = (é1,Hoz) = —(P + Q)&4s, :
& = (€,Ho2)= —(P—Q)&1ts — RLE, (7)
& = (&,Hoz) =2P&&s+ RLE,.

Using (5) and (6) to express €, and &3 in terms of ¢, we reduce the system (7) on the
manifold Hoy, = H to the quadrature

e i2\/[§QL2 _H+RL&+XP-Q)&][LPI*+H-RLE - P&

It follows that the independent variable ¢ is an elliptic integral of the first kind in &,
hence by inversion, that &; is an elliptic function of .

4 Butterfly bifurcations.

The problem is considerably simplified when R = 0 owing to the fact that it is then
invariant with respect to the central symmetry

(é1,€2,€3) — (=61, =2, —&3)-

Besides, the transformation

Gl o G W REOIT R

does not change the integral Hy, whereas the transformations

Gty &Gy 0 =2) (10)
and
P—-P, Q-0 (11)

change its sign only. We shall see later in the Appendix how these symmetry rules cut
the number of cases to be considered while building the general solution to the equations
of motion.

In the present case, the equations of motion reduce to

b = ~(P+Q)&b,
b = ~(P-Q)bé,
&3 2P &i6,.




Figure 1: Partitions in the plane of parameters

To begin with, we look at its equilibria. These are in fact the local extrema of Hg 2 on
the sphere S(L). Their locations and characteristics are given in Table 2. Note that, on
account of the central symmetry, the equilibria appear in pairs of points diametrically
opposite. The discussion of their existence and stability is simplified when we consider
the pair of parameters P and @ as the Cartesian coordinates of a point. From Table 2,
we infer that the plane (P, @) is divided in six segments; special attention must be paid
to the boundaries separating these segments. Figure 1 shows how we label the segments
and their boundaries. ;

Table 2 indicates that the equilibria are changing their character through the different
regions in the parameter plane (P, @). On the other hand, we have plotted in Figure 2 the
values taken by the energy term H,, at the equilibria when the parameter point (P, Q)
travels along a circle centered at the origin. A quick glance at this plot reveals that all the
boundaries, named (0), (2), (4), (6), and (10), are lines of bifurcations. Two things are
happening on these lines, first an exchange of equilibria where the integral Hy, takes its
absolute maximum or minimum, and correspondingly an exchange of stability. Take for
instance what happens on the boundary (6). In region (5); H(0,2) reaches its maximum
at the equilibria Ey and Es, and its minimum at E; and Fy; past the boundary, in region
(7), the same integral is still maximum at Ey and E5 but now becomes minimum at E;
and E3. Furthermore, whereas E,, E, are stable and E;, E3 unstable in region (5), these
points reverse their stability in region (6).

We obtain the general solution outside the equilibria simply by integrating the differential
equations of motion. This can be done explicitly in terms of elliptic functions. The actual
calculations, however, are too tedious to be reproduced in the body of the paper, and
we have reported them to the Appendix. Suffice to note that, in regions (1), (3), (5),




Characteristic equation

Type

(£L/2,0,0)
(E1, E3)

A242P(P-Q)=0

Maximum
Minimum
Saddle in

(0,£L/2,0)
(E2:E4)

X 4+2P(P+Q)=0

Maximum in
Minimum in
Saddle in 1,7

(0,0,+L/2)
(Eo, Es)

A24+2(Q*-P%) =0

Maximum in 5, 6,7
Minimum in 11,0,1
Saddle in 3,9

Meridian

§&1=0

2,8

degeneracy

Meridian
&£=0

4,10

degeneracy

Equator
=0

6,0

degeneracy

Table 2: Classification of the equilibria points.




(7), (9) and (11), the phase flow is topologically identical to that of a tri-axial rigid body
in torque-free rotation about a fixed point (for more details see [18]) or for that matter,
to the polar case of the quadratic Zeeman effect [19]. In regions (0), (2), (4) and their
symmetric (6), (8), and (10), the phase flow is that of a rotation at a constant velocity
about a coordinate axis.

The evolution of the phase flow through regions (0) to (6) along a circle P% + Q? of
given radius is shown in Fig 3. In the drawing at the top left, corresponding to region
(0), the phase flow consists of pure rotations around the 3-axis; the flow in the northern
hemisphere is retrograde whereas, in the southern hemisphere, it is direct. As expected,
all points on the equator are stationary. The drawing at the top right corresponds to the
region (6); it is similar to that of region (0), save for the fact that the flow has changed
orientation; it is of direct sense in the northern hemisphere. What the whole picture in
Fig. 3 explains is how the system reverses the sense of the flow as the point (P, @) in the
parameter space moves form the negative side of the ()-axis to the positive side.

Energy/ & P=% cos ¢
: Q=& sin ¢

N

2 -1 4 2 34 4 3m

(LS5 G4t (9 w11
(0 (@) 4) () (3 {10)

Figure 2: The integral Hy, at the equilibria as the point (P, @) travels a circle centered
at the origin of coordinates, starting on the boundary line (0). Thick lines indicate that
the equilibria are stable; thin lines say that they are unstable.

The flow inversion results from bifurcations of butterfly type. We see that most easily by
following the evolution along the sequence of plots in Fig. 3.




Figure 3: Evolution of the phase flow through the butterfly bifurcations.




Entering region (1) coming from region (0), we recognize in the second drawing down
on the left of Fig. 3, that all equilibria in the equator disappear save for these at the
extremities of the &€;-axis which become unstable, and those at the extremities of the
£-axis which become stable. The butterfly has opened its wings which it had folded
along the equator when P was (0) and @ < 0, (region 0).

As the parameter point (P, @) approaches region (2), the butterfly tends to fold its
wings in the meridian plane ¢ = 0. The folding is complete in region (2), as we can
see in the third drawing down at the left. At that stage, all points in that meridian
are equilibria; thus a degeneracy occurs, and the phase flow corresponds to a differential
rotation about the & -axis.

No sooner has the butterfly folded its wings than it reopens them, but this time using
the £s3-axis as the unfolding hinge. The drawing at the bottom of Fig 3 shows what
the flow is when the parameter point (P, @) traverses region (3). All equilibria in the
meridian & = 0 disappear except those at the extremities of the é;-axis (unstable) and at
the extremities of the {;-axis (stable).

This process of unfolding—folding—unfolding repeats itself at the transition boundary
that is region (4) (third drawing to the right in Fig 3).

It is now quite clear how the system reverts its sense of rotations by passing through
three butterfly bifurcations.

5 Conclusions

We have answered the question which prompted our research. At low energies, in the
neighborhood of the central equilibrium, we found that unstable equilibria appear in
some domains of the parameters, and we established the existence of homoclinic solutions
connecting these unstable equilibria. This network of unstable equilibria and homoclinic
solutions is likely to be the seat of incipient chaos when perturbations are added to the
truncated normalized problem, in particular when we return to the original system by
re-introducing the difference between the initial Hamiltonian and the truncated approxi-
mation.

More importantly, the method we have used to uncover the phase structure of the
normalized system points to a géneral approach to this class of problems. The Lissajous
transformation played an essential role in that it yielded “pseudo-coordinates” in which
to express the averaged Hamiltonian, much like the components of the angular velocity
for a solid body free to rotate about a fixed point. The behavior of the elliptic oscillator
at low energies, we have seen, is commanded by a Hamiltonian that is a quadratic form
in the pseudo-coordinates &, &; and &3 over the sphere &7 + ¢2 + ¢2 = L%/4. We propose
that such quadratic Hamiltonians be studied for themselves, and that the phase flow they
determine be examined for its dependence on the coefficients in the quadratic form taken
as parameters, irrespective of the particular dynamical system whose normalization might
be reduced to that quadratic form. This note gives reasons to believe that the general
analysis of Hamiltonian systems represented by a quadratic form in pseudo-coordinates




promises to be quite useful in studying wide classes of perturbed integrable systems.
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Appendix

In the degenerate cases, the general solution of the equation of motion is expressed
in terms of circular functions. The results in regions (0) and (2) are given in Table 3.
Corresponding results in regions (4) and (6) are derived from those in regions (2) and (0)
respectively by applying the symmetry rule (10); those in regions (8) and (10) are obtained
from their equivalent in regions (2) and (4) respectively by applying the symmetry rule

(9)-

Region 0, P=0,Q <0

&1 = —\/1L2 — 42 cos Mt

& = —\/3L? — y?sin Xt

=7

Region 2, P+ Q =0, @

&=7 "L

2‘—_ —
& = /3L? — y2cos Xt gl _P+4
N=121P
€ =/1L2 — y2sin Xt 4

Table 3: Solutions in the degenerate cases.

As for the general solution outside the bifurcation lines, let us observe that the solu-
tions in region (5) are images of those in (1) by the symmetry (10), and that those in
regions (7), (9) and (11) are images of the solutions in (5), (3) and (1) respectively by the
symmetry (9). Thus we need only to produce the general solutions in regions (1) and (3).

In order to simplify the notations, we have set:

8H

o

G=26, (=1,23)

|

In the parameter lane (P, @), the region is defined by the conditions

Q<0< P<-—Q.
In that region, according to Table 2 and Figure 2,

Hoz(Eo) < Hoz < Ho2(Er),




which relations imply that
Q<LJLP

As can be seen readily from Figure 2, three cases have to be considered depending on how
Ho» compares with its value —PL?/8 at the equilibrium E,:

e Q<J<—-P<O0<P,
e Q< J=-P<0,
e Q< —-P<J<P.

In all three cases, the elliptic quadrature may be written in the form

b=2PGG=U+P) - (Q+P)B(@Q-P)E—(J-P)

Its reduction to a Legendre elliptic integral of the first kind depends on how J is situated
with respect to —P.

o J+P<O.

In this interval,

&= /Q2 — P3y/(a2 - ) (G - B),

with
bl
To perform the quadrature, we make the change
2 =d*sin’x + b° cos? x

and we obtain:

dy

/1 —k2sin®x
b —a?
n = b/Q? — P2, = z <%

x = am(n(t — o), k)

ndt = —

where

Hence, by inversion,

so that

+
G 5 (0" =) sn’(n(t — o), k),
G = B dn’(n(t —to), k).

(0% — a2) cnz(n(t — o), k),

The motions may thus be viewed as rotations about the axis (.




o J+P=0.
Here the motion is degenerate. Indeed, the elliptic quadrature in &3 becomes

(s = (31/Q2 — P2yJb2 — 2,

so that the differential equations are integrable explicitly in terms of hyperbolic functions.
The results are
Sp 2
QZ—P b? tanh®[n(t — te)],
Q =17 b2 1
2P - cosh®[n(t —to)]’
pEaim] S
cosh?[n(t —to)]

e J+P>0.

The modulus k introduced above is here > 1. Therefore we apply Jacobi’s inverse modulus
transformation [20] to the solution derived above. In this manner, we find that the general
solution is

2 +
2P

(6% — a?) dn’*(kn(t —to),1/k),

G
¢ = (b2—az)%snz(kn(t—to),l/k),
& b2 cn’(kn(t —to),1/k).

It represents a rotation around the axis (;.

On the one hand, the region In the parameter plane (P, @) is defined by the relations
P> |Q|>0.
on the other hand, the value of the integral Ho s is such that
Ho2(E2) < Hoz < Hop(Er),

which means that
—P<J<P

There will three distinct types of solutions according to where H, , is located with respect
to Ho2(E3). At any rate, it is more convenient to proceed from the elliptic integral

b=—-(P+Q)Gl=—/(P-Q) ¢~ (J-Q)(J+P)—2P¢




e J—Q<0.

In this case,

&= —/2P(P — Q) /(G + @) (¥ — (D),

ith
5 AOL T e
P 3P

To perform this quadrature, we make the change

a a® < b
(1 =bcosx

and we obtain that:
dx

\/1 — k? sinzx’

n=1/2P(P - Q) /b* +a?, K’

ndt =

where

b2

By inversion,
x = am(n(t — to), k)

so that
12 = b? cnz(n(t—to),k),
2 iy (a® + b%) dn®(n(t — to), k),
&

and the trajectories are rotations around the axis (5.

Odl =0k = a= 1

—G\P=Q\(P+Q)—2PC
—G\[P2— @2\ — 2.

This quadrature may be easily integrated, and there results that

1

2o

Sl cosh’[n(t —to)]’

CQ P-Q b2 1

7 P+Q  cosh’[n(t —to)]’
(3 = tanh’[n(t —to)],

S|
Pl



Inverting the modulus k in the general solution above, we find that

& b? dn?(kn(t —to),1/k),
IPE=
C; ﬁ (0,2 + b2) an(k Tl(t = to), l/k),
22

1
2 Q—}-szz sn®(kn(t —to),1/k),

which shows that the motions consist of rotations around the axis (;
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UNA SOLUCION ASINTOTICA PARA EL INTERMEDIARIO
RADIAL DE DEPRIT CON ROZAMIENTO ATMOSFERICO EN
EL CASO ECUATORIAL

J.M.FRANCO
Grupo de Mecdnica Espacial
Departamento de Matemdtica Aplicada (ET.S.11.)
Universidad de Zaragoza, 50015-Zaragoza, SPAIN

An asymptotic solution to Deprit's radial intermediary in the
equatorial case with a specific drag model, is obtained. The drag model is
considered as a force proportional to the vector velocity and inversely
proportional to the square of the distance to the center of attraction. The
solution is obtained in compact form by using the Krylov-Bogoliubov's

method. Some numerical simulations to the solution are done.

1. INTRODUCCION

En la literatura aparecen muy pocas soluciones de tipo analitico para el problema del
satélite con frenaje atmosférico. Brouwer & Hori[2] desarrollan una solucién en forma-
compacta, utilizando variables candnicas, para el problema del satélite incluyendo
términos de primer orden debidos al achatamiento de la Tierra e incluyendo correcciones
de primer orden para un modelo de frenaje atmosférico directamente proporcional al
cuadrado de la velocidad.

Danby[3] propone un modelo de frenaje alternativo en el que la viscosidad de la
atmoésfera es directamente proporcional a la velocidad e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia al centro de masas del sistema. Este modelo da lugar a una
ecuacién diferencial escalar de segundo orden no homogenea. Para resolver el problema
utiliza una técnica de perturbaciones y obtiene una solucién de la ecuacion diferencial
hasta el primer orden, suponiendo que la constante de proporcionalidad del frenaje es un
pequefio pardmetro, despreciando los términos de orden superior.

Mittleman & Jezewski[6] encuentran una solucién analitica para el cldsico problema de
los dos cuerpos con frenaje atmosférico. Dichos autores plantean el problema general en
formulacién de Cowell (partiendo de una ecuacién diferencial vectorial no lineal de
segundo orden) y utilizan el modelo de frenaje propuesto por Danby[3]. En particular,
encuentran una solucién analitica para el caso en que la funcién de fuerzas gravitacional
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sea la correspondiente al problema de los dos cuerpos, de manera que, cuando el
pardmetro del frenaje tiende a cero, su solucién tiende a la cldsica solucién de Kepler.

En este trabajo, de forma andloga a Mittleman & Jezewski[6], planteamos el problema
general, en formulacién de Cowell, de las ecuaciones del movimiento de un satélite
artificial con frenaje atmosférico y restringimos nuestro estudio al caso en que éste se
mueve bajo la accién de un campo de fuerzas centrales. Obtenemos la integral del
momento angular para el caso del modelo de frenaje propuesto por Danby y planteamos
las ecuaciones del movimiento en el caso de un campo de fuerzas centrales. En particular,
obtenemos una solucién asint6tica del problema hasta el segundo orden, utilizando el
método de Krylov-Bogliubov, para el caso en que la funcién de fuerzas gravitacional
deriva del potencial correspondiente al intermediario radial de Deprit[4] en el caso
ecuatorial, que contiene términos de primer orden. La ecuacién del tiempo (ecuacién
generalizada de Kepler) no puede integrarse en términos de funciones conocidas y, por lo
tanto, ha de resolverse mediante férmulas de cuadratura numéricas (férmulas de
cuadratura de Gauss, formulas de Romberg, etc.). En el apéndice final presentamos la
solucién del problema de los dos cuerpos con el modelo de frenaje considerado.

2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Las ecuaciones del movimiento de un satélite artificial terrestre con frenaje atmosférico

(en formulacién de Cowell) pueden expresarse por medio de la ecuacién diferencial
vectorial no lineal de segundo orden
i + D(r,f)  + grad V(r) =0, : 1)

donde r es el vector de posicién del satélite respecto del centro de masas del cuerpo
atrayente (la Tierra), D(r,I) es un coeficiente escalar correspondiente al modelo de frenaje
atmosférico, V(r) representa la energia potencial del sistemay i es la derivada de r con
respecto a la variable independiente t.

En este trabajo estudiamos el caso particular en que la energfa potencial corresponde a
un campo de fuerzas centrales, es decir, grad V(r) = F(r) r, donde F(r) es una funcién
escalar del médulo del vector de posicion (r=Ir ).

2.1 INTEGRAL DEL MOMENTO ANGULAR

En el problema del satélite artificial con frenaje atmosférico que se mueve bajo la
accién de un campo de fuerzas centrales, las ecuaciones del movimiento (1) pueden
expresarse mediante la ecuacidn diferencial no lineal de segundo orden

i +D@,i) i+ F@)r=0, 2)




Andlogamente a Jezewski & Mittleman[5], definimos el vector unitario -
(3)

donde 20 =|rat| eslamagnitud del momento angular y el 4ngulo © representa el
argumento de latitud (6 estd relacionado con la anomalia verdadera). Multiplicando

vectorialmenete la ecuacion (2) por r resulta
raft+D(rf)rar=0 @)

Teniendo en cuenta que r A f = % (r A 1) y utilizando la ecuacién (3) podemos expresar

(4) como

(gf(rl’ 6) + D(r,r) r 2 6)N=O

de donde

%(r26)+D(r,r)r2é=o 5)

Hacemos notar que si D{(r,i) = 0, de la ecuacién (5) se tiene la cldsica integral del

momento angular kepleriano r2 § = cte. Pero la ecuacién (5) también admite otra
cuadratura si D(r,r) = a/r2, con o una constante, ésta cuadratura sera:

120+ a6=hg, (©6)
donde h; es una constante de integracién. El modelo obtenido para el coeficiente del
frenaje atmosférico, D(r,F) = at/r 2, coincide con el propuesto por Danby[3]. Llevando
éste a la ecuacién (4), usando la ecuacién (6) e integrando, obtenemos la siguiente integral

del momento angular

hO 7
e =H
(ho z e)r/\r @)

con H una constante vectorial. Hacemos notar que la integral (7) coincide con la

obtenida por Jezewski & Mittleman[5] para el problema de los dos cuerpos con frenaje
atmosférico y , ademds, si no apareciera el frenaje atmosférico (o = 0), la ecuacién (7) se

reduce a la clésica integral del momento angular.

2.2 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO

Utilizando el modelo de frenaje atmosférico obtenido en la subseccién 2.1 e
introduciendo el dngulo polar 6 (argumento de latitud) como la variable independiente,

% A 5 ".2 a
r=r'0, r=r"6"+r'6,




donde r' denota la derivada de r con respecto al dngulo 6, la ecuacién (2) se transforma
en

6% +(é + ‘%‘)—)mm)r:o ®)

Introduciendo el vector unitario { =r/r y efectuando el cldsico cambio de variable

N2
= ) = +2(—|:3)—

la ecuacion (8) se transforma en

(é o u2 2u') : (2(11')2 0" 6’ ouu' , B
'+ — - '+ e e s
92 0 u u u 6211 0 92

Esta ecuacién se puede poner en forma abreviada como

i 5
V_:_2+(x9u 2_uu_ (10)

; Fw) u" _u'y,
& +v§+(92 == u)C—O (11)
Utilizando la cuadratura dada por la ecuacién (6) se comprueba sin mucha dificultad que el
coeficiente v =0 y la ecuacion (11) queda reducida a:

¢+ (Fé;" L )t; 0 a2

Ademds, de la ecuacién (6) es posible obtener 6 = (hg - @ ©) u2 y, por lo tanto, en el
coeficiente de { aparece la dependencia del frenaje atmosférico. Si suponemos que no
aparece frenaje (o0 = 0) y tomamos como funcién de fuerzas F(u) la correspondiente al
problema de los dos cuerpos, resulta que el coeficiente de { esigual a 1, dando lugar a la
ecuacion diferencial de las cénicas keplerianas. Cuando se considera el efecto del frenaje,
es decir o # 0, podemos imponer que el coeficiente de { sea igual a 1, dando lugar a las

siguientes ecuaciones diferenciales

"+C=0 (13)

F(u)
(ho = a9)2 u3

= (14)

La solucién de la ecuacién (13) es inmediata,y va a dar lugar a cénicas, mientras que la
solucion de la ecuacién (14) va a proporcionar la variacién del médulo del radio vector,
siendo la solucién general del problema de la forma




r(6) =r(6) (A sen 6 + B cos 9),
con A y B constantes vectoriales. Para el posterior estudio de la resolucién de la ecuacion
(14) y simplificar las manipulaciones algebrdicas, andlogamente a Mittleman &
Jezewski[6], efectuaremos el cambio de variable independiente z = hy/o - 6, quedando

expresada la ecuacion (14) en la forma

d2u - F() '
T o2z2 u3 @)

3. APLICACION AL INTERMEDIARIO RADIAL DE DEPRIT

En esta seccion estudiamos la integracién de la ecuacién (15) cuando la funcién de
fuerzas F(u) deriva de la funcién potencial correspondiente al intermediario radial

propuesto por Deprit [4], que en el caso ecuatorial viene dada por

ey 1
vo=-tez(0f 7. (16)

donde L es la constante gravitacional, € =J;, © es el médulo del momento angular que
coincide con IHI de la ecuacién (7) cuando se toma la condicién inicial en 6(ty) =0 y
p = ®2/p . Teniendo en cuenta que ® =IHI + 0(at) y despreciando los términos de
orden O(ex) en (16), la funcién de fuerzas F(r) serd

ol

donde ahora H = [HI y p =HZ/u son constantes. Teniendo en cuenta el cambio de

F(r) =ld—v=L{u + €

variable dependiente (u = 1/r) y sustituyendo la expresién (17) en la ecuacién (15), la
variacién del médulo del radio vector viene expresada en la ecuacién diferencial de
segundo orden no homogenea

"~ d2u ap a
——tu=—%+eg=tu, 18
dz? 72 72 (1)

2
donde ao=—u-,a1= bl :
o2 p2 a2

Para la resolucién de la ecuacién (18) utilizaremos un método de perturbaciones, que

es una adaptacion del cldsico método de Krylov-Bogoliubov[8].
En el caso del problema no perturbado (€ = 0), la ecuacién (18) se reduce a

d2u ag

— 4 u=—

dz2 z2




y corresponde a la ecuacién del movimiento del problema de los dos cuerpos con frenaje
atmosférico. Este problema fue resuelto analiticamente por Mittleman & Jezewski[6], que
obtuvieron la siguiente solucién

u(z) = eq cos(z - zg) + ag g(2),

donde ep, zp son constantes de integracién y la funcién g(z) viene expresada por

(para mds detalles sobre la funcién g(z) ver el apéndice final). Esta solucién del problema
no perturbado serd de gran utilidad a la hora de adaptar el método de Krylov-Bogoliubov
a la resolucion de la ecuacion (18)

3.1 El METODO ADAPTADO DE KRYLOV-BOLIUBOV

Este método es vélido para la resolucién de ecuaciones diferenciales del tipo

dZu :
Tz tu=h@+efz ue) (19)

por medio de aproximaciones asintdticas, siendo € un pequefio pardmetro. Para la

resolucién de la ecuacién (19), buscaremos una solucién de la forma
u(z) = up(2) + € uy(z, 8, 9) + €2 uy(z, 8, ¢) + -, 20)

donde uy(z) =8 cos ¢ + g(z) representa la solucién formal del problema no perturbado
(e=0), las funciones u;(z, 8, ¢) son funciones periédicas del argumento ¢ con periodo
2m y las variables & y ¢ son funciones de la variable independiente z que vienen

expresadas en forma asintética por

g—zéi: € Ay(z, 8) + €2 Ay(z, 8) + - (21a)

g—i’= 1+ € By(z, 8) + €2 By(z, B) + (21b)

‘Entonces, hemos de encontrar las expresiones de las funciones u;(z, 3, ¢), Ai(z, d) y
B;(z, 8) de manera que la ecuaci6n (20), despues de sustituir las expresiones de 8 y ¢ por
las funciones definidas en (21a) y (21b), verifique la ecuacién diferencial (19).




Derivando en la ecuacién (20) resulta

d 5 -£8@ +Z€" -a—+[cos [0} +2£“ a—")g§+[ d sen ¢ +2 a‘g‘)g—f

n=1 n21

d2u a =d du, |d2d L 9u, |d%
=g"(2) +Ze +(cos (0} +n§>:18 5}dz2 [ d sen ¢ +n;e a¢}dz2 +

+[ L aa;;J(d5)z+ [- 3 cos ¢ +n2>‘ian 92 un}(gi’

92u, ) dd do
2[- sen ¢ +lg‘1 BSBZ)JdZ 5

Anélogamente, derivando en las ecuaciones (21a), (21b) y truncando hasta los

términos de segundo orden

dz2 ~ 8_3_-

d28 oA 9A oA, d2¢
1 (—;l A, as)+0(t:3), T2t tE

0B, 9B, 0B,
+ A 0(e3
(_a— e85 )+ &)

(- 4000, (2122285967 20 00

d5 do

T R=tAt e2(A1B; + Ag) + 0()

Sustituyendo estas expresiones en la expresion de la derivada segunda de la funcién u

y truncando los términos de orden mayor que dos resulta

d u azul 82111
Y () 2A 8—3— 26B _3—
a2 =g"(z)-06cos O+ 5{ ( 1+ )senq) ( 1- );o O + S + 302 }

+52{(%A—2 Ala_a’.\él- 5B -zssz}om (57 SAlaB‘ e )senq)
aAl aul g aB1 aul

d2u,; 92 up d%2u, 0d2u,
e e A +2B + 0(e3
L T s e 7 aq;z}+ i)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (19) y suponiendo que la funcién f(z, u; €)
admite un desarrolo en potencias del pequefio pardmetro € en la forma

f(z, u; €) = fo(z, u) + € fi(z, 1) +€2f5(z, u) + -,




e identificando términos del mismo orden, hasta orden dos, obtenemos las siguientes
relaciones

d2u; d%u 0A; 0B
5+ a¢2l +u; =F(z, 8,0, A;, B, 5.5 -), 22)

d%u, 02 d%u, dA, 0B,
azz == a¢2 + U2 = Fz(z 8 ¢ AZ) BZ) -az_) Y )’ (23)

siendo las funciones F; periddicas en la variable ¢ con periodo 2. Teniendo en cuenta
que las funciones uj(z, 3, ¢), son periédicas en la variable ¢ con periodo 2, éstas,

admitirdn un desarrollo en serie de Fourier de la forma
u;(z, 8, §) = a; o(z, &) + Z [(ai,n(z, d) cos n + b; ,(z, 8) sen nq>], i21 (29
n=1

Llevando estas expresiones de las u; a las ecuaciones en derivadas parciales (22) y (23) y
resolviendo en las incégnitas a;,, b; ., Aj, By, Ay, By, obtendriamos una solucién

asintética de segundo orden para la ecuacién (19).
3.2 RESOLUCION DE LA ECUACION (18)

Siguiendo el proceso de cdlculo desarrollado en el epigrafe 3.1 e identificando
-términos en € y €2 obtenemos

Términos en € :

92u, 2%,

P eme 00 g(2) + (2A1+ 5%11—1)5en¢+ @-5 +28B,- a%):osq), 25)

Teniendo en cuenta que la funcién u; admite un desarrollo en serie de Fourier dado

por la ecuacién (24), identificando términos en seno y coseno resulta

02 aln

=1+ (1'-n%)a;, =0, Bab +(1-n2)b;,=0, n>2 (26)

02a
—a;} 215+ 28B,- -5— @7

aabz” —2A+ 550 (28)




d%a ap a
52+ 40 =7 £(2) 29)

Se comprueba ficilmente que imponiendo que & = cte. y el coeficiente aj; =0,

soluciones particulares de las ecuaciones (26), (27) y (28) son
o L] aan
A1=0, Bi=-77, b1 = 559
ajn=b;n=0, n22

Para encontrar una solucién particular de la ecuacion (29) utilizaremos la técnica de

desarrollar en serie de potencias, buscando una solucién asintética de la forma (Olver[7])

ap a1 C
a;0(z) = e a2 Zl“ l<z<oo,

n20

llevando esta expresion a la ecuacién (29), obtenemos

co=15 Con =0, n=il

Con = 1) {@n+1) + ) (2043)(20+2) ... 2n-2j+4)@n=2§+ 1)1} ;0 > 1
j=1

En estas condiciones, el término de primer orden de la solucién serd

ui(z, 8, §) = a3 o(z) + ;—;8 sen ¢

Términos en €2 :

0%2u, d%u
2 2 o

0A; a2
0z2 i aq,z

u, =20 azlz‘)(z) . (2A2+ S%BZ—Z)sem + (28B2 - 52008 )cosq), 31)

Considerando u; expresada como en (24) y procediendo como en el caso anterior,
tenemos

32a2n
0z2

92b,,

2 (1 = n2) a2n = O, aZZ

+(1-n2) by, =0, n22 (32)

02 0A 2

3B,

2
g b11=2A2+8—az— (34)

0z2

20+ 820 = 5 a10(2) (35)




De forma similar al caso anterior obtenemos soluciones particulares para las
ecuaciones (32), (33) y (34) dadas por

2
a
8 k]

Ay =0, By = 5453

a;2
84’ a1=0, by =-
n=bypn=0, n=22

La resolucién de (35) se realizard buscando una solucién particular desarrollada en
serie de potencias en la forma (Olver[7]) :

b,
320(2)— +2 zn,1<z<<><>,
llevando esta expresion a la ecuacion (35), obtenemos

bg=cp, bzp.1=0, n21

n
bon=Con+ 2, {(-1)J (2n+5)(2n+4) ... (20-2j+6) Conaj} ,n>1
j=1

El término de segundo orden de la solucién (20) serd
uy(z, 6, 9) = az0(2) - 24 >3 0send.

Por otra parte, el sistema (21a-b) se reduce a

dd

praacit 3
dz—0+0(e)
o a
Ber T

de donde, integrando se tiene

8 =8y + 0(e3)

21 1
oAl e 3
(23 202')+O(£)

y la solucién de la ecuacién (18) hasta segundo orden viene dada por
2
u(z) = 3 cos ¢ + ag g(z) + e(alo(z) + 3—128 sen ¢)+ g2 (azo(z) - 521?3- d sen ¢)

Entonces, la solucién para el vector de posicién r(6) serd de la forma




r(0) =r(0) (A sen 6 + B cos 9),

con A y B constantes vectoriales y 1(6) = %
u

Despejando en la ecuacién (6) y teniendo en cuenta que r = 1(60), la ecuacién del
tiempo viene dada por la siguiente cuadratura
0
2
v o[ L ACCDEG 4)

(hg - @8)
89

que de acuerdo con la expresién de r(6) no es integrable en funcién de funciones

elementales y habrd de resolverse mediante alguna férmula de cuadratura numérica
estandar, por ejemplo, férmulas gaussianas, integracion de Romberg, etc.

4. ILUSTRACIONES GRAFICAS
En las figuras presentadas a continuacién ilustramos los efectos del frenaje

atmosférico, o, sobre la distancia radial r(0) = 1/u(0). Se eligieron los valores de las
constantes hg y W iguales a 1 y distintos valores de 3 y €.

Figural: ¢=001, &=0.01, §=0.1




Figura2: ¢=0.01, x=001, §=0.3

Figura3: ¢=001, ®=0.01, § =05




Figurad4: £=0.01, *=0.01, § =0.9

Figura5: ¢=0.1, & =0.01, §=0.1




Figura6: ¢=0.1, =0.01, §=0.3

Figura7: ¢=0.1, *=0.01, 8§ =05




Figura8: ¢=0.1, 2 =0.01, §=0.9

5. CONCLUSIONES

Hemos obtenido una solucién asintética en forma compacta para el problema de los
dos cuerpos con una perturbacién de primer orden en la funcién potencial del tipo 1/r2
(que corresponde al intermediario radial de Deprit en el caso ecuatorial) incluyendo
ademds el efecto del frenaje atmosférico dado en el modelo de Danby[3].

La solucién se ha obtenido utilizando una adaptacion del método de Krylov-
Bogoliubov, empleando para ello la solucién obtenida por Mittleman and Jezewski[6]
para el problema de los dos cuerpos con frenaje atmosférico como solucién inicial del
proceso. También se han obtenido soluciones de algunas ecuaciones diferenciales lineales

no homogeneas utilizando un procedimiento asintdtico.

APENDICE:

Utilizando la técnica de la transformada inversa de Laplace, Mittleman & Jezewski[6]
obtienen la solucién

u(z) = eg cos(z - zg) + ag g(2),

para la ecuacién
d2u ag
R sEarh

donde eg, zg son constantes de integracion y la funcién g(z) viene expresada como




T ei
g(2) = J = dt,
0
Esta funcién se puede expresar en términos de las funciones seno y coseno integral
como (ver Abramowitz-Stegun[1] )
g(z) = - CI(z) cos z - SI(z) sen z,
donde

oo oo

T
SI(z) = - Jsen 5 dz, Clz) = - J(i-o—s—dt 3
T T

z z
Para 0 < z< 1, las funciones seno y coseno integral se pueden expresar mediante las
series de potencias

(-1)n z2n+1 (-1)n z2n

T S clia2a
S =-7 + % ey SO =042+ 2 o

donde 7y es la constante de Euler vy =:0.5772156649015328606 ---

Para 1 <z < oo, se puede obtener un desarrollo asintético de la funcién g(z) en la

forma

1 3l SHo=ail
g(Z)=;2'(1 = ;2-+ F- 2—6-+
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SERIES DE LIE E INTEGRALES PRIMERAS DEL PROBLEMA DEL GIROSTATO
CON UN PUNTO FI1JO EN UN CAMPO CENTRAL NEWTONIANO DE POTENCIAL V(2

R. MOLINA Y A. VIGUERAS

Departamento de Matemdtica Aplicada y Estadistica. E.T.S. de

Ingenieros Industriales de Cartagena. Universidad de Murcia.

In this paper, we recall some results about the Lie Series and
their application to obtain the first integrals of a system of ordina-
ry differential equations. The problem of rotational motion of a sta-
tionary gyrostat about a fixed point in a central Newtonian force
field is considered. We prove that for complete integration of the
equations of_motion it is sufficient to find four independent firs in-
tegrals. By using the above mentioned results, the first integrals of
this problem are obtained. Some integrable cases of this problem are
given.

1.- SERIES DE LIE GENERALIZADAS E INTEGRALES PRIMERAS DE UN
SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS.

Sean
FoEE =iz S S 2 = O] D T

(n+1) funciones analiticas definidas en G, entorno del origen

de C"+1, y consideremos el operador diferencial lineal W dado

por la expresién

n
' 3 : 3
W = f5(t,21,25;..,2,) 3t + E: EElzanzon i) 3z, (1.1)
k=1

Entcnces, si f(t,z,,25,..,2,) es una funcién analitica sobre G
y definimos

n

= w(w" 'f)
podemos dar la siguiente




Definicidén.- Una serie de la forma

! Wk (e Z 20 2n)

s=0

es llamada serie de Lie generalizada.

SAEGICE 201, 2ol 2 == 0 svedl as funcionesi £ = (k2 =117327 5500, m))
y f no dependen del tiempo, las series (1.2) anteriores se

denominan series de Lie ordinarias.

Entre las propiedades mas importantes de este tipo de
series estdn las siguientes (Leimanis (1965), pp.128-131):

Teorema.- (Propiedad de permutabilidad)
Sean

Yy F(t,z;,23,..,2,) una funcidén analitica en un entorno del
origen, cuyo desarrollo en serie de potencias converge en el

punto (ug,uq,...,u,). Entonces, se verifica que

By

s

t

s
?W F(t,zl,ZZ,..

Teorema.- Dado el sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias

Ce2 s fi(t,zq,2 Z,) i
d t itt,21,22,...,2q (1.4)

donderlastfunciones' £t 21,25, -, 2:);

analiticas en el intervalo compacto

n
R =sEsf=o o]
o




entonces, n integrales primeras independientes del sistema

(1.4) son de la forma

8

8
s
Z(—'l—;—,——t— Woizi) e, oA —iobiie By (1.5)
s=0

donde c, son constantes arbitrarias y W es un operador de la

forma

a
.,Zn) ﬁk (1.6)
Ademds, las series
en el dominio Q dado por

Q = [-TIT] X n [_“ o, U (X]
1

M = max [£f,| ; IS o e M O R AT |

, n

“(1_ )n+2
T < min { U o, _—E——M(n+2) }

Si el sistema (1.4) fuese autédnomo, sus integrales

primeras serian

Y
(-1)° t° s e :

Z# U(Zi} = 5 (1—1,2,...,n) (1.5 )
s=0

donde c; son constantes arbitrarias y U es un operador de la

forma
n

- O
U = E: En((%0 0 600%0) 3z,
k=1

Las integrales primeras encontradas para casos parti-
culares no son de la forma (1.5'), sino que van a representar
ciertas combinaciones de las integrales (1.5'). De hecho, se va

a verificar la siguiente




Proposicion.- En las anteriores condiciones, si F(zi,...,2,) es
una funcidén analitica de n variables, entonces una integral

primera de (1.4) tiene la forma

X DY
8 s s s
F(Zr_lé_L el Zx-_lg,_t e ) —ic
s=0 s=0

siendo ¢ una constante arbitraria, que, en virtud de (1.3),

puede escribirse como sigue

(iv}

s s 2
Ez 1:3%7—$; UE (220 ) e
s=0

2.- PROBLEMA DEL GIROSTATO CON UN PUNTO FIJO EN UN CAMPO

CENTRAL NEWTONIANO DE POTENCIAL V' 2’.

Las ecuaciones del movimiento para el problema del
girdéstato S con un punto fijo O en un campo central newtoniano

de potencial V, vienen dadas por:
1+3, +wa (@ +1)=%Anqgrad v (2.1)
-k

k+wak=20 (2.2)
donde 1= (Iqwq,Iow,,Isws), con I,, I,, I; momentos princi-
pales de inercia de S en O, w = (wq,Wo,w3) la velocidad instan-
tédnea de rotacién de la parte rigida del giréstato con respecto
a un sistema de referencia fijo o inercial O0OX;X,X;, ir el
momento girostatico, que supondremos constante, 1r = (aj,ap,az)
Yy k = (kq,kz,k3) el vector unitario del eje 0X; expresado en el
sistema moévil.

En lo sucesivo, y como es habitual, el potencial V sera

; (2) g
aproximado por V que, salvo una constante, esta dado por

V' = mg(xyki+xkatxaks) + o2 (I,k2+I,k2+I5k2) (25:3)
oY 3




siendo (x},xg,xg) el vector del centro de masas en el sistema
mévil, m la masa total del girdstato, g la aceleracidén de la
gravedad a la distancia r del centro de atraccién P, constante

en nuestro caso.

Con todo esto, el sistema de ecuaciones del movimiento

(2.1)-(2.2) se escribe en forma normal:
Wi={(Io=I5)WoWg-Woag+Wza+Mg(koXz-kaX,)+my(I3-I,5)kks}/I4

Wo={(I3-I;)WiW3-Wza +Wiaz+Mg(kax -k xX3)+m,(I,-I3)k,k3}/I, (2.4)

W3={(I1=I,)WiWo-Wiap+Woa+Mg(k Xp-KkoXq)+my(I,-T1)k 1k} /I3

kq = kpwz - kawp
‘kz = kawy - kqwWg

ﬁa = kgwz - kpwy

siendo mg = m g, my = 3 g/r.

Procediendo como en el caso del sélido pesado, si
escogemos una de las variables, por ejemplo wy como
independiente, necesitaremos solamente determinar cinco
funciones incégnitas (w,,ws,k;,k;,k3), ya que el tiempo viene
dado por la cuadratura

n

-1
t=|I, [ (I2“13)W2w3—W263+W332+m0 ( kng'ngz ) +mMq ( I3-I, ) k2k3] dw-‘

Resolviendo esta ecuacidén con respecto a wy; = wy(t) y sus-
tituyendo esta expresion en las obtenidas previamente,
tendremos un conjunto de funciones w;(t), wa(t), ws(t), ki(t),
ko(t), ks(t) que resuelven nuestro problema. Vemos, por tanto,
que dicho problema gqueda reducido a la obtencidén de cinco

integrales primeras independientes y una cuadratura.

Por simplificar la notacidén, representemos por A;, A, Aj,




a los segundos miembros de (2.4) y por B,;, B,, By a los
segundos miembros de (2.5) , de manera que el anterior sistema
quedaria:

Wol= o= A (254t
K, Ryie k. (2525:1)
Observemos que w; no figura en A;, ni k; en B; para cada

1,2,3. Por consiguiente

3 A,

o A, , 9 Ay
3 w,

d W, 9 Wj

GiBiE MdiE  ONB,
ks Ok ok

Pero esta es la condicidn para que exista un multiplicador

+

+ =0

p = 1, segun la teoria del Ultimo multiplicador de Jacobi. Por
lo tanto sdélo son necesarias cuatro integrales primeras inde-
pendientes, puesto que la quinta, en virtud de la mencionada

teoria, puede ser obtenida por una cuadratura.

En resumen, se ha probado para nuestro problema la
siguiente

Proposicidén.- La integral general del problema dado por (2.4)-
(2.5) puede obtenerse, al menos tedricamente, tan pronto como
sean conocidas cuatro integrales primeras independientes.

3.- INTEGRALES PRIMERAS DEL PROBLEMA PLANTEADO.

A continuacién veremos el numero de integrales de que
podemos disponer siempre, Y los problemas gque pueden ser
resueltos de este modo.

Consideremos el operador I' dado por




a a 5]
akl+ B, ﬁ2+ Bj ﬂa ((3r1Y)

y apliguemos los resultados del primer parrafo para probar las

siguientes

Proposicién.- El1 sistema (2.4)-(2.5) admite 1las siguientes
integrales primeras:

k, (I;wq + a@1) + kp (Izwp + az) + kg (Igwg + az) = c (i3.2))

2 2 2 (2)
(Iqwq + Iowz + Igwg) + V T ho (3531

KE ko ks = (3.4)

Demostracién: Por (1.7), sabemos que si F(wq,Wz,W3,kq,kz,Kk3)

una funcidén analitica, entonces

By
s s
() s
E: s! FSF(W11W2:W3/k1/k2,k3) =HIC
s=0

es una integral primera. Asi, tomando en primer lugar
F(wq,W2,W3,Kq1,Kz,k3) = kq(Iqwyta,) + ko (Iowataz) + kz(Izwgtag)

resulta que

FEi='F

FE=2 ((Tp-To)WaWa-WoastWaaz+mo (KaXs-KaXs) 4y (I13-T) Koka}Tokyt
1

+ {(I3-I1)W Wy-W3aq+Wias+Mg(KaXq-KqX3)+my(I1-I3)kqk3}I, k, +

2
2

3{(11—12)wlwz-w1a2+w2a1+mo(k1x2—k2x1)+m1(I2-I1)k1k2}I,k5+

- (kgwp - Kpwg) (Iqwq + a;) - (Kqwa - kgwq) (Ipwz + az) -

= (sz1 o k1W2)(I3W3 + 33) =0

vy asi T°F = 0 Y s > 1, con lo que
-

St
E: i_“%j_”_ [°F(wWq,Wz,W3,Kq,Kz,k3) = F(wq,Wz,W3,kq1,Kz,K3)

s=0




ki (Iqwqtay) + ky(Iowyta,) + Kg(Iswgtay) = ¢

es una integral primera.
Para demostrar (3.3) y (3.4) actuamos de igual forma que en

(3.2), considerando (resp.) las funciones analiticas

2 2 2 (2
F(wy,Wy,W5, ki, Ky, k3) = (I4wy + Iow, + Igwg) + V

1
2

2

B(Wwe ek ki) =Bk 2e o KEUEE

Estudiemos algunos casos particulares en los que existe
una cuarta integral algebraica:

Proposicidén.- Si el centro de masas coincide con el punto fijo
y el momento girostatico se anula, obtendremos una cuarta
integral dada por

TaW ot T oW oL AT AW S (T T ke ot TaTo ks P T ko .5)

Demostracidén: Sea F la funcidn analitica definida por:
F(w,,Wy,W3,k;, ks, k3) = Ifwf + Igwg + 1§w§ =
= (T 5T Ko+, Tk oA T, 1 k2)
y sea I' el operador dado por (3.1). Entonces es inmediato el
probar que

I' F = 2I,w; {(I>-I3)(wawz-mykyk3)} + 2m;I;Igk,(wakg-wik;) +
+ 2I,W, {(I5-I,)(wywz-mqkiks)} + 2myI;I3K,(waky-wiks) +
+ 2I5w3 {(I;-I;) (wywo-mikqiky)} + 2myI I Kk,(wiko-wok;) = 0O

con lo cual
)
8 8
}: 1—1%7_2— T°F(Wy, Wy, W3, K9, Ko, K3) = F(Wq,Ws,W5,Kq, Ko, Ks3)
s=0

y entonces

Taws I PTaws & oW i (Tl ko TSI ks o+ T, T ko) = c

es una integral primera en virtud de (1.7).g




Proposicién.- Si el centro de masas coincide con el punto fijo
y si el giréstato es simétrico (I; = I,), estando ademas el
momento girostatico sobre el eje de simetria (a; = a, = 0),
entonces existe la integral

2 2 Wat
Wawan + [ Eafz_éa )
1

Demostracién: Sea F la funcidén analitica dada por

2
F(Wqy,Wo, W3, ki, Ky, ky) = W, + wo + (13¥3i93J - m,(liizﬂ)kg
1 1

y T el operador (2.6), que, si lo escribimos en 1las hipdtesis
de esta proposicién, tiene la forma

r = {(I1—I3_)w2w.3 - wyagy + my(I3-I4)kk3}/I4

LOit
3 W,
L9

o W,

+ {(I3-I,)wWyW3 + Wyag + my(I,-I5)k,k;}/T,

9
3k,

)
- (wiky - wpky) ==

- (Wyk; - W3kp) 5%,

a
5_E1_ (W3k1 = W1k3)
Asi, es inmediato el comprobar que

FoF —RE o S FErs =iy s i B

con lo que
X

Es o X
——ra T F(W,,Wz,wa,kl,kz,kg) = F(w1rwzrw3:k1,kzrk3)

s=0
Yy entonces

2

2 2 +

Wl o+ wo o+ ( EJ¥3_§3 J =y (
1

es una integral primerag
De igual forma se demuestran las siguientes proposiciones:

Proposicién.- Si el centro de masas coincide con el punto fijo
y si el giréstato es esférico (I, = I, = I3), se obtiene la
integral

(I wy + a1)2+ (I,wy + a2)2+ (Izwy + a3)2 =c? (E3747¢)




Proposicidén.- Si el giréstato es esférico, aunque el centro
e - X > 5
masas no coincida con el punto fijo, siendo ir = s (TR
> 3 - 4
nulo 6 paralelo a ro ), entonces existe la integral

WiXp + WpX, + WXz = a = cte

>
donde rgy = (X4,Xz,X3).

R ; o ety >
Proposicidén.- Si el giréstato es simétrico y tanto ir como ry
estan sobre el eje de simetria (es decir, se verifican I, = Ip;

a; = =04 = X, = 0), entonces tenemos la cuarta integral

= cte (39)

Demostracidn: i con las actuales hipdtesis escribimos T
tendremos

= {(I1'Ia)W2W3 - Wpajz + mok2X3 =+ m1(13‘11)k2k3}/I1 ﬂ1

+ {(I3-I;)wWiW3 + Wjaz - mMokyX3 + My (I1-I3)kqk3}/Ip

e) 3
= (wzks - w3kp) o (w3ky - wikg) 3k, (wiky = wzkq)

Sea entonces

F(w1/w21w31k11k2/k3) = w3
Por lo tanto se verifica ' F = 0 trivialmente, y asi T°F = 0

V s 2 1,con lo que

S -
Laly Y

E: L_—%T——_ T°F(W1,Wz2,W3, K1, K2, k3) = wy

s=0

Yy w3 = cte es una integral primera por (1.7).m

Observaciones:

Si %3 = 0, las integrales primeras (2.11)-(2.14) no se
superponen, sino que cada una es consecuencia de la otra y de
las tres restantes, de manera dque, cuando se dé esta

circunstancia, tomaremos una de 1las dos, normalmente (2.14)




debido a su sencillez, como la cuarta integral buscada.

El problema planteado es considerado en Tsopa (1979,81) y
Vigueras (1983) en forma hamiltoniana, utilizando las variables
de Andoyer e integrando en diversos casos préximos a regulares

por métodos de perturbaciones.

En un préximo trabajo intentaremos probar gque los casos

citados son los "unicos" en los que existe una cuarta integral
algebraica independiente de las (3.2), (3.3) y (3.4) utilizando
el método del pequeno parametro de Poincaré de modo andlogo a
Arkhangelsii (1962,63) en un problema similar para el sélido
rigido. A este respecto, recordemos que la validez del teorema
de Poincaré para el problema del girdstato pesado con un punto
fijo fué probada por Keis (1964).
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HE DE MEZCLAS LIQUIDAS BINARIAS

B. RUIZ, F.M. ROYO Y S. OTIN

Departamento de Quimica Fisica. Facultad de Ciencias.

Ciudad Universitaria. 50009 ZARAGOZA (Espafia)

Excess molar enthalpies were measured over the whole compo-
sition range for (l-chlorohexane + furane, + n-hexane, chlorocy-
clohexane + cyclohexane), (2-chlorobutane + n-hexane) and (chlo-
robenzene + benzene) at 298.15 K. An isothermal calorimeter was

used.
INTRODUCCION.

En trabajos anteriores (1-6) se midieron propiedades de
exceso de mezclas lfiguidas binarias conteniendo un derivado ha
logenado y un eter con el fin de estudiar-cualitativamente la
interaccién X-0. Al objeto de completar este trabajo presenta-
mos los resultados de HE de los sistemas (l-clorohexano + fura
nos+ n-hexano, + clorociclohexano + ciclohexano), (2-clorobuta-
no + n-hexano y clorobenceno + benceno) a la temperatura de

298.15 K.

2. EXPERIMENTAL.

Los ligquidos usados son: Mexrck: ciclohexano y benceno
cuya pureza es superior al 99'54 moles por cien, y Fluka: (fu-
rano (puriss, mejor gue 99 moles por cien), clorociclohexano
(puriss, mejor gue 99'5 moles por cien) 1-clorohexano (puriss,
mejor que 99'5 moles por cien), 2-clorobutano (puriss, mejor
que 99'5 moles por cien) y clorobenceno (puriss, mejor gue 99'5

moles por cien).




Los productos se utilizaron sin posterior purificacién

pero se mantuvieron en contacto con tamiz molecular.

PROCEDIMIENTO:

Las medidas de entalpia de exceso se llevaron a cabo con
una técnica calorimétrica puesta a punto en este Departamento
(7). E1 calorimetro opera en condiciones cuasi-adiabdticas, a
presidén constante y en ausencia de fase vapor. Los liquidos se
encuentran separados por mercurio donde se introduce una sonda
que lleva incorporados el elemento de calefaccién y el sensor
de temperatura. El1 elemento de calefacciédn es una resistencia
de aproximadamente 1508 de cuatro terminales bobinada en do-
ble sentido (no inductiva) y construida con hilo de constantdn
Una fuente de corriente continua estabilizada alimenta la re-
sistencia, y la energfia liberada necesaria para compensar el
enfriamiento producido durante el proceso de mezcla se calcula
a partir de la caida de tensién en sus extremos y del tiempo
de calefaccién. Los cambios de témperatura dentro del calorime
tro se siguen con un termistor (210 kNl a 252 C) que, alimenta
dooor un acumulador de plomo, actdia como elemento referencial
a través de su potencial eléctrico medido con un voltimetro de
gran resolucién.

El calorimetro se encuentra sumergido en un bafio a tempe-
ratura estabilizada en iZmK; teniendo en cuenta gue entre el
calorimetro y el bafio existe una cé&mara de aire que amortigua
las oscilaciones térmicas del bafio, los cambios de temperatura
en el interior del calorimetro se reducen considerablemente y
experimentalmente se ha estimado que las fluctuaciones son de

"0, 2mK.

3. RESULTADOS.
i

E
Los valores de Hm fueron apuntados por minimos cuadrados

a una funcién del tipo Redlich-Kister:

HEaE i e $)
m i=0




TABLA 5 TABLA 6

x2—C4H9C1 + (1-x) Ceﬂih x2—C6H5C1 + (1-x) C6H6

x Experimental b4 Experimental

0.1638 281
0.1791 301
0.2555 382
0.2857 411
0.3551 456
0.4316 479
0.4591 487
0.4978 485
0.5372 481
0.6056 455
0.6756 : 407
0.7058 381
0.7615 331
0.7972 295
0.8206 260
0.9106 146

-3.2
-3.
-5.
-6.
-5.
-6.
-5.
-6.

(o) (el (aii@) () Yo). (o) ife) o) (sl )i (@) ()

TABLA 7. Valores de los coeficientes Ai para la ecuacién

(1) y desviaciones estdndar (s).

SISTEMA

Xl—C6H13C1

+ (1-x) C4H40

+(1-x) C6H14
XC—C6H11C1

+ (1-x) c—C6H2 -332.

+ (1-x) C6H14 -76.13

x2-C4H9Cl + (1-x)C6H14 ~189.3

xC

Hscl + (1-x) C6H6 -24.13 3.05

6




donde x representa la fraccién molar.

En las tablas 1-6 se recogen para todos los sistemas, a la
temperatura de 298.15 K , los resultados experimentales y desvia
ciones estdndar. En la tabla 7, los coeficientes Ai de la

ecuaci6én (1). Los mismos resultados se representan en la fig 1.

TABLA 1 TABLA 2

Cl + (1-x) C4H4O xl—C6H13Cl + C6Hi4

Experimental Experimental

0.1332 190
0.1754 230
0.2651 280
0.3477 307
0.3645 310
0.4510 308
0.5183 294
0.5505 284
-0.5905 268
0.6809 227
0.7426 196
0.8219 141

140
259
304
342
3i55
357
364
359
349
319
271
206
1597

0
0.
0.
0.
0.
0.
0.
0
0
0.
0.
0.
0

TABLA 3 TABLA 4

X cCRHEHCIE PR (M=) B C/ sH

611 612 c-C CASE = (EI=S) S C

H
GRelS5 6H14

Experimental Experimental

255
268
323
345
31519
366
374
373

316
332
360
441
495
398
496
500

354
301
288
244
222
178

489

472
321
285
191
16371

OOOOOOoOOOOOOO




0,8

Figura 1. Entalpfa de exceso frente a la fraccién
molar ~ 298.15 K para: xl-C6H13Cl ERE T O (P1E=g))
C6H14; XCC6H11C1 O (U =) cC6H12;

x-2C4H9Cl + :.e (1-x) C6H14: x2-C6

C4H4 0; @(1-x)

®: (1-x) C6H14;

H_Cl: e (1-x) C

5 6 6.

4. DISCUSION

Las interacciones especificas entre los componentes de

una mezcla suelen ir asociadas a cambios de energia particu




cularmente grandes, positivas o negativas, que facilitan la ca
racterizacién del efecto responsable. De hecho, para la inter-
pretacién de los resultados experimentales el criterio empleado
suele consistir en presuponer la existencia de un determinado
tipo de interaccién, al que se le asigna una magnitud térmica
definida. Sin embargo, los sistemas reales son, con frecuencia,
m&s complejos, en el sentido de que puede intervenir mé&s de
un efecto especifico entre los componentes de la mezcla, sino
también porque una interaccién dada puede tener un cardcter hi-
brido entre varios efectos tipicos, y es, en ocasiones, muy di-
ficil asignar valores definidos a interacciones de cardcter ais
lado.

En el presente trabajo se hace un estudio de sistemas que

presentan diversas interacciones, (cloro-alifdtico) Ql-0 y (Ccl-7).

En el sistema l-clorohexano + n-hexano la entalpfa de exce
so es positiva en todo el rango de concentraciones con un valor
médximo de 365 J l'nol_1 Yy que estd situado en x = 0.45. El valor
de HE disminuye ligeramente con la temperatura y ( JHE/ JT)ptf

-0.7 Jmol_lxnl. Este sistema ha sido estudiado por Paz Andrade
el al (8) y se observa,comparando sus resultados con nuestras
medidas,una buena concordancia alcanzando el mismo valor la Hg
en el mdximo aungque ligeramente desviado respecto a la fraccién
molar.

En el sistema 2-clorobutano + n-hexano. La entalpfa de ex-

ceso es positiva con un valor mé&ximo de 485 J mol_i y simétrica

respecto a la fraccién molar, Hueng Doan-Nguyen et al (9) laahan es

tudiado a 298.15 K y es practicamente coincidente con nuestras

medidas. El coeficiente de temperatura de HE es ligeramente ne-
-1

gativo con un valor de -0.5 J mol_1 K

El sistema clorociclohexano + ciclohexano presenta una en-
talpia endotérmica m&xima de 275 J mol—1 a una fraccién molar
X = 0'5.Kamer el al (10) han estudiado estas mezclas siendo de

un valor térmico andlogo aungue existe gran discrepancia en

\ el =
cuanto a su posicién y anchura. JHE esi Tl as 3T S mol ; K 1

VETE% P, 5




Sistema clorobenceno + benceno. Tanaka et al (11) realizaron
medidas de este sistema y la concordancia con las obtenidas
por nosotros es buena. La curva HE frente a composicién pre-
senta un minimo de -6 J mol_1 desviado ligeramente hacia la
zona pobre en clorobenceno. La (DHE/DT)S'O, es decir, apenas
varia con la temperatura. En-la mezcla i—clorohexano + furano
se presenta un comportamiento distinto de los anteriores, (es
endotérmica) ,con un valor en el médximo de 310 J mol_1 en x=0.4
Para conocer el signo de la variacién de HE'con la temperatura

realizamos medidas a 283.15 K (inferior a su punto de ebullicién)

dando como resultado (QHE/DT)p= =il mol_1 K-l. En el sistema

5 E et
clorociclohexano + n-hexano la curva de H frente a composicién
m

tiene el mé&ximo centrado y con un valor poéitivo de 500 J mol_1
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CONSIDERACIONES SOBRE LOS METODOS USUALES DE DIFERENCIACION DE
FECII)/FECIII) EN MATERIAL VEGETAL

C.*MARTINEZ, A, LOPEZ-MOLINERO Y J.R. CASTILLO

Departamento de Quimica Analitica. Facultad de Ciencias.

Ciudad Universitaria. 50009 ZARAGOZA (Espaﬁa).

Several techniques and procedures of Fe(II) and Fe(III) de-
termination have been studied: Molecular Absorption Spectrophoto-
metry using 1-10 phenantroline, 2-2'-bipyridile , thyocianate.
An inhibitor efect of the extractant-complexant agents, 1,10-phe-
nantroline, 2,2'-bipyridile has been demostrated in ASS and AES.
Fe(III): o-phen and Fe(III): o-phen complexes have been studied
by I.R. spectrometry, and differents peaks have been found.
Iron(II) and total iron have been determined in vegetables, with

a procedure which combines MAS and AAS.

1 INTRODUCCION

Con ser la macrodeterminacié4n de Fe una practica de general
conocimiento, no deja de presentar problemas la
microdeterminacién diferenciada de los estados de valencia (II
y III) del elemento en materiales de interes biolégico.Estos
medios se caracterizan por ser altamente especificos y capaces
ya no solo de diferenciar estados de valencia, sino de solo
admitir en su composicién uno de ellos.

Diversas técnicas analiticas instrumentales han sido
aplicadas a la micro determinacién de Fe. La méas utilizada ha
sido sin .duda la espectrofotometria de absorcién molecular
(EAM) , que desde la sintesis de los compuestos "ferroina"” hacia
finales del siglo XIX (Blau, F.(l)) ha empleado un buen numero
de reactivos (Ustimiento, V. N. y col.(2), Marate, W. S. y
col. (3), Ilyas, S.Q.R. y col. (4), Nemori, A. y col.(5), Ambhore,
D.P. y col.(6)). De entre ellos es obligado mencignar:
fenantrolina (o-phen) (Haervey, A.E.y col. (7),Verbeek, F. (8)),
bathofenantrolina (Marzenko, Z.(9)), ferroina (McBride, L. y
col. (10)), bipyridilo (bipy) (Abadia, J.E. y col.(11)), TPTZ
(Stookey, L. (12)), BPDS (McBride, L. y col. (10)).




Es clésica la determinacién de Fe(II) y Fe(III) mediante
diversas técnicas electroanaliticas, generalmente mediante la
formacién de complejos que modifican los potenciales de oxido
reduccibén de los iones, haciendo que llos potenciales de onda
mediase desplacen hacia potenciales menos negativos. Cabe
destacar la polarografia convencional (Beyer, M. E. y col. (13)),

. la polarografia impulsional (Bien, G.S. y col. (14), Popoya, M.
I.(15)) y voltametria de redisolucién anddica (Kemula, W. y

col. (16), Buttle, J. y col.(17), Buttle, J. y col. (18), Monien,
Hi Vi oSSR (180) s

La espectroscopia atémica (de emisidén y de absorcién) ha
puesto a punto métodos de determinacién de Fe total,que se
caracterizan por su rapidez, siendo rutinariamente utilizados
(Perkin Elmer Analitycal Methods for At. Absorption. Spect. (20),
Pinta M. (21)). Especial mencién merece el electrodo propuesto
por Alexander y colaboradores (22) que permite la volatilizacién
y excitacién de tejidos biolégicos directamente sin apenas un
tratamiento previo, en un arco DC.

Si bien la espectroscopia Mdssbauer se caracteriza por
presentar una clara diferenciacién de los dos estados de
valencia del Fe (Dyar, M. D. y col. (23), Ferrow, E. (24)) y los
resultados obtenidos mediante esta técnica han sido comparados
frente a otros métodos analiticos (Goldman, D. y col. (25),
Erilceson, L. Yo colt (26)f, " Sexrsailel Rty colti(27)5) F neotisetha
generalizado, por el momento, su utilizacién dados 1los
inconvenientes experimentales que conlleva.

La separacién de ibnes ferroso-férrico en solucibébn ha sido
acometida mediante la cromatografia en columna de intercambio
iénico tanto catiénico (Zargochev, B. y col. (28) como anibnico
(Kraus, K. A. y col. (29), Pollard, F.H. y col. (30), Morie, G.
P. y col. (31)). Recientemente, se ha publicado la separacién y
determinacién de dichos iénes mediante cromatografia iébnica
(Moses, C.0. (32)) en aguas naturales.

La extraccidén a fase organica de las especies de Fe es un
procedimiento ya clédsico, que produce un aumento en la
sensibilidad de los procedimientos (Willis, R.B.y col. (34),
Schilt, A.A. y col (35), Korenaga,T. y col.(35), Jha, A. R. y
col. (36)). Con estas pautas de trabajo se han desarrollado
metodologias que utilizan tensoactivos y que junto a la
formaciédn de complejos ternarios provocan fuertes exaltaciones
en la absortividad molar de dichos complejos proporcionando
métodos extraordinariamente sensibles ( Tarek, M. vy
col. (37) ,Marczenko, Z. y col.(38), HIyawaki, M. y col. (39)).

En el presente trabajo se han evaluado diversos métodos de
determinacién de Fe(II)/Fe(III) y mediante un procedimiento
combinado de E.A.M.-E.A.A., se ha analizado el contenido en
Fe(II) y Fe total en material vegetal (espinacas)




2 PARTE EHPERIMENTAL

2.1 Aparatos

Se ha utilizado la siguiente instrumentacién:

Espectrofotémetro Perkin-Elmer, UV-visible, Lambda 5.
Espectrofotémetro de absorcibén atbémica Perkin-Elmer SP-PE 2380;
las condiciones de trabajo optimizadas se ofrecen en la tabla I.
Espectrofotémetro de emisién atémica en plasma de acoplamiento
inductivo (EEA-PAI) Jobin Yvon modelo SP-38, las condiciones
6ptimas de trabajo se ofrecen en la tabla I. Espectrofotometro
infrarrojo Perkin Elmer 783. pH metro Jenway PHM6, mufla Heron,
micrordenador Apple Macintosh Plus.

SP-PE. 2580

Caudal aire = 15.5 L/min.

Presién de alimentacién de aire 50 psi.
Caudal acetileno = 2.0 L/min.

Presién de alimentacién de acetileno 0.8 bar.
Altura del mechero h= 2.3 cm.

Anchura de rendija s.w.= 0.2 nm.

Intensidad de la lampara I= 30 mA.

Longitud de onda 248.368 nm.

J-V,SP 38

- Caudal de gas plasmageno 13 L/min.
Caudal de gas envolvente 0.5 L/min.
Caudal de gas nebulizador 0.2 L/min.
Potencia incidente 1.0 Kw.

Altura de observacién 15 mm.
Anchura de rendija s.w. = 50 um

TABLA I: Condiciones 6ptimas de trabajo del espectrofotédmetro de
absorcién atémica P-E, 2380, y condiciones oéptimas de trabajo del
espectrofotédmetro de emisién atémica J-Y, SP 38.




2.2 Reactjvos

. Soluciébén standar de Fe(II): disolucidén de 1000 pg/mL de
Fe(II) como sal de Mohr Fe(NH4)2(SO4)2.6H20, que se disuelve

afladiendo 2 mL de HyS04 concentrado.

—. Solucién standar de Fe(III): disolucién de 1000 Hg/mL
preparada a partir de Fe NHy (S04)5.12H,0 (alumbre). La

disolucién es lenta y es necesario anadir unos mLs de HCI (c) .

-. Solucibén de 1,10- fenantrolina -: disolucidén de
clorhidrato de fenantrolina al 0.25% en HC1l 0.1 N.

—. Solucidbén de 2,2  bipiridilo : disolucién de clorhidrato
de bipiridilo al 0.25% en HC1l 0.1 N.

—. Solucibébn de KSCN: disolucién de KSCN 2 M.

Soluciones de oxidantes y reductores fueron obtenidas a
partir de los correspondientes compuestos comerciales calidad
r.a., como asi lo fueron otros reactivos necesarios para las
condiciones de analisis.

En todos los procesos de dilucién se ha utilizado agua
desionizada de alta pureza a traves de un sistema Mili Q.

2.3 p iimient

2.3.1 Determinaciédn de Fe(IT) en espinacas con o-phen:

La muestra vegetal finamente dividida se trata con una
disolucidén de o-phen ( 0.083 M.) durante 24 h. Es necesario
proteger las disoluciones de la luz ya que esta induce a la
reducccidédn de Fe(III) y ademas del oxigeno atmosférico para
evitar la oxidacién del Fe(II) presente en la muestra. La
disolucién extraida se filtra a traves de papel de filtro y la
determinacién espectrofotométrica se realiza a 512 nm.

2 2D rminacién Fe(IT n in n Bi

El procedimiento analitico es idéntico al anterior,
realizandose la determinacidén espectrofotométrica a 522 nm.

2.3.3 Determinacidén de Fe total por EAA:

La muestra vegetal, previamente desecada y calcinada
(T=5252C durante 3h.) se ataca con una mezcla acida HNO3 y HC1

en caliente. La disolucidén de ataque se diluye a 25 mL con agua

destilada, y se mide la absorcién atédmica de dicha disolucidn a
248.368 nm.




EE(III)'Q_EbEU en medio aQEtQDa‘HzQ*

Se hacen reaccionar en una mezcla de acetona—H20 al 50%,

0.0025 moles de sulfato férrico anhidro con 0.01 de monohidrato
de fenantrolina, produciendose la precipitacion de cristales
finisimos de color marrén. Si se acidifica el medio con
sulfurico (pH 2-5), el precipitado se vuelve méas voluminoso. Se
procede seguidamente a la filtracién a traves de placa filtrante
para evitar la posible reduccién de Fe(III) por el papel de
sgatAlEhach

E1l complejo de Fe(II) se obtiene a traves un procedimiento
similar. ;

3 RESULTADOS Y DISCUSION

Previamente a la eleccién de un método de determinacién de
Fe, se ha procedido a la evaluacién comparada de los principales
métodos descritos en la bibliografia.

LJ_Mé;_O_d_o_s_e_sae_QLLo_io_t_Qm_éLLi_c_Qs

En primer lugar se realizé un estudio de los métodos
espectrofotométricos de determinaciédn de Fe(II) y Fe(III). En
la tabla II se ofrecen los resultados.

TABLAII:

nm. Hg/mL $C.V.

Fe (III) o-phen pH 4, tamp biftalato 361
estabilidad:12-60 min.
oxidante:persulfato

Fe (III) extraccién a MIBK
(sin Hy05)




Fe (II) o-phen pH 4, tamp biftalato 512
reductor hidroxilamina

t? estabilidad:15-60 min.
sin reductor
t? estabilidad:15-30 min.

Fe (II) bipy pH 4, tamp biftalato 522
reductor hidroxilamina

t? estabilidad:20-60 min.

Ferot o©o-phen pH 4, tamp biftalato 390

TABIA II: Condiciones experimentales de los métodos espectrofotomé
determinacién de Fe y sus prestaciones analiticas.

De la misma cabe destacar:

-.La experiencia de calibracién en la determinacién de
Fe (III) con o-fenantrolina se debe de verificar en presencia de
un oxidante para eliminar el Fe(II) producido como consecuencia
del equilibrio Fe(II)-Fe(III). Han sido probados con este fin
diversos oxidantes, concluyendose que la adicién de persulfato
aménico en concentracion de 4.5 1073 M. para no mas de 3 pg/mL
de Fe(III) conduce a los mejores resultados.

Con las condiciones de esta experiencia se demuestra a
partir de la figura 1 que a la longitud de onda de 390 nm
ZFe(III)=ZFe(II) lo que permite determinar el contenido de Fe

total de una disolucién.

—-. La determinacién de Fe(III) con tiocianato, en presencia
de H,0,, conduce a un aumento de sensibilidad , aunque la
estabilidad del complejo disminuye, haciendose critico el tiempo
de medida.

—. La determinacién de Fe(II) se ha realizado en presencia




de reductores, para asegurar el procedimiento de calibracién. La
hidroxilamina condujo a los mejores resultados en
concentraciones de 2.87 M. para una concentracién entre 150 y
750 pg/mL en el ién ferroso.

2 Mé r i odmi B EEA

Es muy habitual la extraccidén de Fe(II) y Fe(III) en
materiales bioldégicos mediante un tratamiento de la muestra con
agentes acomplejantes. Entre los mas importantes caben
destacarse: 1,10-fenantrolina, y 2,2 -bipiridilo.

La posterior determinacién analitica de los elementos se
realiza bien espectrofotometricamente o bien por espectroscopia
atémica.

A la vista de estos procedimientos hemos estudiado la
influencia de los agentes extractantes - complejantes en la
determinacién por EAA y EEA del Fe.

En las figuras 1 y 2 se observa como la formaciédn de los
complejos influye de una manera no despreciable tanto en las
medidas de absorcién como en las de emisiébn atémica para llamas
de acetileno.

En absorcién atémica los complejos de Fe(II) con o-phen y
bipy presentan una manifiesta reduccidén en los valores de
absorbancia respecto a los que presentan los correspondientes
complejos de Fe(III) . Estos resultados pueden argumentarse en
base a la magnitud de las constantes de formacidén de los
complejos , que son menores para Fe (III).

En emisién atémica por PAI se ha detectado que la emisiébn
tanto para lineas idénicas (258.58 nm, 231.34 nm) como atédmicas
(248.32 nm, 252.28 nm) es menor en los complejos de Fe (II).

Ha sido estudiado también este efecto de variacién de la
sefial en espectroscopia atémica en funcién de la formacibn de
diversos complejos, con reactivos como: oxalato, citrato,
tartrato, AEDT, poniendose de manifiesto una disminuién de las
sefiales espectroscdépicas para los complejos de Fe(II) respecto a
los de Fe (III).

Serd necesario tener en cuenta estos efectos "matriz" del
complejante en los procedimientos de calibracién de estas
técnicas.
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sus complejos con o-phen y bipy, en las condiciones
instrumentales de la tabla I, para una concentracidén de
[Fe(III)] =[Fe(II)] = 100,00 pg/mL y una concentracién de
complejante 10 veces la de Fe.

Intensidad de Emisidn (u.r.)

T

Fe(ll)  Fe(lllxphen Fe(lllxbipy  Fe(ll)  Fe(ll):phen Fe(ll):bipy

T T

complejante

EIGURA 3

Intensidad de emisidén en unidades relativas (u.r.) en la
linea atémica 248,327 nm de los complejos de Fe(III) y Fe(II) y
sus complejos con o-phen y bipy, en las condiciones
instrumentales de la tabla I, para una concentracién de
[Fe (III)] = =[Fe(II)] = 100,00 pg/mL y una concentracién de
complejante 10 veces la de Fe. ;

3.3 Espectroscopia IR

A partir de las experiencias de Driver y colaboradores
(Driver, R. y col.(40)) se sintetizaron los complejos de
Fe(III):o-phen y Fe(II):o-phen. Dichos complejos una vez
purificados, han sido caracterizados por espectroscopia IR. Los
resultados obtenidos demuestran la diferenciacién cualitativa de
ambos complejos. El1 complejo Fe(III):o-phen presenta la
aparicién de bandas a 975 cm™ 1 y 830 cm - atribuidas a la
tensién Fe +--O—Fe3+, que no presenta el complejo Fe(II) :o-phen.




4 APLICACION: DETEHMINHCII]N DE FE(I1) ¥ FE[,; EN
ESPINACAS

Dada la dificultad de encontrar materiales vegetales de
referencia en Fe(II) y Fe(III) (Fe tot), previo al analisis de
muestras reales se practicé el método de andlisis sobre una
solucién artificial de Fe(II) y Fe(III), obtenida a partir de
las disoluciones patrones. Los resultados obtenidos fueron
satisfactorios, pasando con posterioridad al andlisis de muestra
vegetal real.

4.1 Determinacion de Fe(ll)

Siguiendo el método de Abadia y col. (11) se realizé la
determinacién de Fe(II) en espinacas, utilizando para ello dos
agentes extractantes (o-phen y bipy) con la posterior
determinacién espectrofotométrica.

Los resultados obtenidos revelan: un contenido de 19,81 ug
de Fe(II)/g. de muestra (3,8 % Coeficiente de Variacién )
medidos con el complejo de o-phen a 512 nm.

Asi mismo, se detectan 30,22 pg de Fe(II)/g. de muestra
(4,5 % Coeficiente de Variacién) medidos con el complejo de bipy
a 522 nm.

Tras este estudio se pueden sacar las siguientes
conclusiones:

—. Bipy es un agente extractante mas poderoso que o-phen y,
aunque presenta una menor sensibilidad como reactivo
espectrofotométrico, presenta mejores resultados.

—. Con tiempos de extraccidén de 24 h. es necesario mantener
las disoluciones en atmésfera de nitrogeno para evitar la
oxidacién de Fe (II)

—. Para longitudes de onda menores a 450 nm se produce
absorcién de otros productos de degradacidén de la clorofila.

2 s
4.2 Determijnacign de Fe tot

La determinacion fue realizada por E.A.A., segun el
procedimiento ya descrito. El resultado medio de 8
determinaciones presento un contenido de 203,19 ug/g en la
muestra humeda (3,1% Coeficiente de Variacion) .
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RIBULOSA 5-FOSFATO 3-EPIMERASA EN EL HONGO
ASPERGILLUS ORYZAE

M.T. MUINO', M.L. PELEATOZ Y J.A. CEBRIAN'

. Departamento de Bioquimica. Facultad de Veterinaria. Miguel Ser-
vet, 117. 50013 ZARAGOZA (Espafa).

Departamento de Bioquimica. Facultad de Ciencias. Ciudad Univer-
sitaria. 50009 ZARAGOZA (Espafa).

Some physical, chemical and kinetic properties for the ribulose
5-phosphate 3-epimerase (EC 5.1.2.1.3) from the fungus Aspergillus

oryzae growth with ribose as sole carbon source were studied.

The maximum activity pH was 7.5, wich coincides with the maximum

stability pH. The enzyme was inactivated over 35°C.

The km value determined for ribulose 5-phosphate was 24uM, and

the arabinose 5-phosphate was a competitive inhibitor with a K i values
i

of 0.42 mM.

INTRODUCCION

Las enzimas de la etapa de isomerizacién de la fase no oxidativa de
la ruta de las pentosas fosfato han cobrado enorme importancia, desde
la polémica suscitada por la descripcién de nuevas pentosas fosfato
como metabolitos de la fase no oxidativa (WILLIAMS et al., 1978).

Todas las enzimas de la ruta de las pentosas fosfato han sido
descritas en diversas especies de hongos (OSMOND y REES, 1.969 y
HANKINSON y COVE, 1974) excepto la ribulosa-5-fosfato 3 -epimerasa
(EC. 5.1.2.1.3.).

MATERIAL Y METODOS

- Material biolégico: Se ha utilizado una cepa de Asperqillus oryzae

procedente de la coleccién de cultivos del Departamento de
Microbiologfa de la Facultad de Ciencias de la Universidad de
Salamanca.

- Reactivos: Enzimas, coenzimas y sustratos proceden de SIGMA CHEM.
COMP. (St. LOL;iS, Mo. USA); todos los restantes productos qufmicos son

de calidad anélisis. 157




- Cultivo del Aspergillus: Los micelios se han desarrollado en ribosa
como Uunica fuente de carbono. Las condiciones de cultivo se han

descrito previamente (MUINO y CEBRIAN, 1.980).
- i r nzi ico: Ha sido descrito previamente

(MUINO y CEBRIAN, 1.980)
- Técnicas analiticas:
Determinacién de proteinas: Se ha realizado por el método de
LOWRY et al. (1.951).

Determinacion de la actividad enzimatica: La actividad de la
ribulosa 5 fosfato 3-epimerasa se ha determinado modificando el
método de KIELY et al. (1973).

Fundamento:

Rusp BudP3 EPIMERASA,x5p
XusP + R5P 1K>sh7p + GA3P
cAsp IMsppap

DHAP + NADH *-SPH.. G3p + NAD+

La mezcla de reaccién utilizada ha sido:

tampén imidazol-CIH pH 7.5 40 mM; Ru5P 0.6 mM; RSP 2mM; TPP 50
um; Cl2Mg 5 mM; TK 0.2 U;d-GDH 1 U; TIM 4 U; NADH 0.1 mM y
extracto enzimatico en cantidad suficiente para producir un
aumento minimo de 0.005 unidades de densidad éptica por minuto.
Las determinaciones se han llevado a cabo en espectrofotémetro
visible/U.V. SPECTRONIC 2000 por variacién de densidad éptica a
340 nm en un volumen de 1 ml y con cubetas de 1 cm de paso de
luz. Enla cubeta de referencia se sustituye el sustrato glucidico
por igual volumen de agua destilada.

La determinacién de la constante de Michaelis (K;) se hizo
variando la concentracién de ribulosa 5-fosfato entre 60 um y 0.6
mM con una diferencia entre dos ensayos consecutivos de 60 pm.

Esta misma prueba se llevé a cabo con diferentes tampones de pH
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Determinacién de proteinas: Se ha realizado por el método de
LOWRY et al. (1.951).

Determinacion de la actividad enzimatica: La actividad de la

ribulosa 5 fosfato 3-epimerasa se ha determinado modificando el
método de KIELY et al. (1973).

Fundamento:

Rusp Bu5P3 EPIMERASA, y; 5p

Xu5P + R5P 1K>Sh7P + GA3P

casp IMoppap

DHAP + NADH  <GBH; _G3p ;. NAD+

La mezcla de reaccion utilizada ha sido:

tampdén imidazol-CIH pH 7.5 40 mM; Ru5P 0.6 mM; RSP 2mM; TPP 50
pm; CloMg 5 mM; TK 0.2 U; -GDH 1 U; TIM 4 U; NADH 0.1 mM y
extracto enzimatico en cantidad suficiente para producir un
aumento minimo de 0.005 unidades de densidad éptica por minuto.
Las determinaciones se han llevado a cabo en espectrofotémetro
visible/U.V. SPECTRONIC 2000 por variacion de densidad éptica a
340 nm.en un volumen de 1 ml y con cubetas de 1 cm de paso de
luz. En la cubeta de referencia se sustituye el sustrato glucidico
por igual volumen de agua destilada.

La determinacién de la constante de Michaelis (K,) se hizo
variando la concentraciéon de ribulosa 5-fosfato entre 60 pm y 0.6
mM con una diferencia entre dos ensayos consecutivos de 60 um.

Esta misma prueba se llevé a cabo con diferentes tampones de pH




variable, para estudiar la influencia del pH sobre la constante de
Michaelis.
La determinacién de las constantes de inhibicién (ki) se: hizo
anadiendo el posible efector a ambas cubetas.
Determinacion del efecto del pH sobre la actividad: Se
determind la actividad especifica, seglin se describe
anteriormente, en un margen de pH de 5 a 10, con una diferencia de
0.5 unidades de pH entre dos ensayos consecutivos, utilizando en
cada caso el tampén adecuado, y manteniendo constantes todos los
demas componentes de la mezcla de reaccion.
Determinacién del efecto del pH sobre la estabilidad
enzimatica: -Los extractos enzimaticos se diluyeron con cada uno
de los tampones, hasta obtener una concentraciéon final de
proteinas igual en todos los casos. Preincubadas las preparaciones
enzimaticas a 30°C durante 15 minutos, se determinaron las
actividades especificas residuales.
Determinacién del efecto de la temperatura sobre la
actividad enzimatica:

Inactivacién térmica a tiempo de incubacién constante: Los

extractos  enzimaticos se diluyeron con el tampén de maéaxima

estabilidad hasta alcanzar una concentracién final de

proteinas igual en todos los casos. Volimenes iguales de
dichos extractos se incubaron a diferentes temperaturas entre
10 y 60°C. Transcurridos 5 minutos se determinaron las
actividades residuales.

Inactivaciéon térmica a temperatura constate: A la temperatura

ala cual se observd que se iniciaba la inactivacién, 40°C, se




incubé una adecuada dilucion de extracto enzimatico, y se
determind la actividad especifica residual a 5, 10, 15, 20,
25, 30, 35, 40, 50 y 60 minutos.

RESULTADOS

- Influencia del pH

En la figura 1 se expresa el efecto que ejercen distintos valores de
pH sobre la actividad de la ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa, de
extractos de micelios de A. oryzae crecido sobre ribosa. El perfil de
la curva de actividad permite observar que la maxima actividad de esta
enzima se obtiene a valores de pH comprendidos entre 7.5 y 8.

- Determinacién del pH de maxima estabilidad
Como se observa en la figura 2, el maximo de estabilidad coincide

con un pH de 7.5 conservando sin embargo a valores comprendidos entre

7 y 9 mas del 80% de su actividad, después de ‘15 minutos de incubacién.

% ACTIVIDAD
% ACTIVIDAD RESIDUAL
5 83838

3
o

S

Figura l.- Influencia del pH sobre Figura 2.- Efecto del pH sobre la
la actividad de la ribulosa 5- estabilidad de la ribulosa 5-
fosfato 3 epimerasa de A. oryzae. fosfato 3 epimerasa de A.oryzae.




- Efecto de la temperaturg

La temperatura a la cual la actividad enzimatica es maxima resulta
ser entre 25 y 35°C. A 60°C, la inactivacién es total (Figura 3). Para
determinar el efecto del tiempo de incubacién a tempertura constante
se escogid la temperatura de 40°C, por observarse que a esta
temperatura se inicia la inactivacion. En la figura 4 puede verse que
la actividad decrece rapidamente, siendo menos del 50% después de 15
minutos de incubacién, para descender luego progresivamente hasta el

5% de su actividad inicial a los 60 minutos.
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Figura 3.- Inactivacidén térmica de Figura 4.- Inactivacién térmica a
la actividad de la ribulosa 5- 409C de la actividad de la ribu-
fosfato 3 epimerasa de A.oryzae losa 5-fosfato 3 epimerasa de
manteniendo constante el tiempo A. oryzae.
de incubacién.
. .o A A s
= erminacién de constantes cinéticas de la ribul fosfa -
imer

- Determinacion de la constante de Michaelis: Se determind

la influencia que ejercen concentraciones crecientes de la ribulosa

162




5-fosfato sobre la velocidad de reaccién de la ribulosa 5-fosfato
3-epimerasa. El valor de K, obtenido es de 0.024 mM+ 0.005
siendo el valor medio de 6 determinaciones.

Efecto del pH sobre la k,: En la tabla I, se experesan los
resultados obtenidos al determinar la K, de esta enzima respecto
a la ribulosa 5-fosfato, a diferentes valores de pH. La maxima
afinidad se obtiene a pH 7, valor que no corresponde al pH de

maxima actividad.

TABLA I.- Influencia del pH sobre la Km de ribulosa

5-fosfato 3 -epimerasa de A. oryzae res-
pecto a la ribulosa 5-fosfato.

Efecto de la arabinosa 5-fosfato sobre la ribulosa 5-
fosfato 3-epimerasa: En la figura 5 se expresa el efecto que

ejerce la arabinosa-5 fosfato sobre la velocidad de reaccidn de la

ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa, en funcién de distintas

concentraciones de ribulosa 5-fosfato, observdndose que la

arabinosa 5-fosfato ejerce una inhibicion de tipo acompetitivo




sobre la ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa, con una Kj, = 0.42 mM y
Ki/lKn=17.64.

%

10 18 20
17 CRIBULOSA B- FOBFAT) mM

Figura 5.- Inhibicién por arabinosa
5-fosfato de la ribulosa 5-fosfa-
to 3 epimerasa, respecto a la ri-
bulosa 5-fosfato. 0 - con arabino
sa 5-fosfato 0.1 mM.

DISCUSION

El pH de maxima actividad de la ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa, 7.5-
8, coincide con lo encontrado para los enzimas de la fase no oxidativa
de la ruta de las pentosas fosfato en otros organismos (SIMCOX et al.,
1977; HANKINSON y COVE, 1974; NOVELLO y Mc LEAN, 1968 y LEVERING
et al.,, 1982) entre otros.

El pH de maxima estabilidad, que no tiene por que coincidir con el de
maxima actividad, en este caso coincide, siendo mas amplio el rango de
pH al cual la ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa' es activa.

La ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa se inactiva rapidamente a
temperaturas superiores a 35°C. Esto indica que no posee caracter

termoestable.




La constante de Michaelis de la ribulos 5-fosfato 3-epimerasa de A.
oryzae respecto a la ribulosa 5-fosfato es igual a 0.024 mM; este valor
es 100 veces inferior a los citados por KIELY et al. (1.973) para
levadura, 2.4 mM y para higado de vaca, 2.9 mM, lo que indica que esta
enzima posee una afinidad por la ribulosa 5-fosfato muy alta. Valores
inferiores se han descrito en diversos d6rganos de mamiferos; asi, en
higado de ternera la K., para la ribulosa 5-fosfato es de 0.19mM (WOOQD,
1979) y en cerebro de rata 0.143 mM (KAUFFMAN, 1972). HURWITZ y
HORECKER,(1.956) citan valores de K, de 1 mM para ribulosa 5-fosfato
3-epimerasa procedente de Lactobacillus pentosus.

El hecho de que el pH de maxima actividad, 7.5, no coincida con el pH
en que la afinidad del enzima por el sustrato sea maxima, podria indicar
que esta enzima, en su entorno intracelular, actia a un pH distinto del
pH éptimo de actividad.

La inhibicién de la ribulosa 5-fosfato 3-epimerasa por arabinosa 5-
fosfato, descrita por WILLIAMS et al. (1.978), es muy ligera y de tipo
acompetitivo. Aunque podria pensarse que es una inhibicion de tipo
artefactual por utilizarse transcetolasa de levadura en la mezcla de

reaccion, y estar descrita por WOOD y GASGON (1980) una inhibicién de

la transcetolasa por arabinosa 5-fosfato, se ha comprobado

previamente que esta pentosa no afecta a la transcetolasa de levadura.

RESUMEN

Extractos crudos procedentes de micelios de Asperqillus oryzae
desarrollado sobre ribosa presentan actividad de ribulosa 5-fosfdto 3-

epimerasa.




Se han estudiado algunas de las caracteristicas cinéticas y

fisicoquimicas de la enzima de Asperqillus oryzae crecido en ribosa

como Uunica fuente carbonada. El pH de méaxima actividad es 7.5 y

coincide con el de maxima estabilidad. Temperaturas superiores a 35°C

desactivan la enzima. La K, para la ribulosa 5-fosfato es de 0.024 mM.

La arabinosa 5-fosfato es un inhibidor acompetitivo y la Ky resulté ser
de 0.42mM.

A

reviatur

DHAP: dihidroxiacetona fosfato; GA3P: gliceraldehido 3-fosfato;
GDH: glicerol 3-fosfato deshidrogenasa; Kjy: constante de
inhibicién no competitiva o acompetitiva; Km: constante de
Michaellis: NAD+: nicotinamida adenin  dinucleétido; NADH:

nicotinamida adenin dinucledtido reducido; R5P: ribosa 5-fosfato;

Ru5P: ribulosa 5-fosfato; Sh7P: sedoheptulosa 7-fosfato; TK:

transcetolasa; TIM: triosa fosfato isomerasa; TPP: tiamina

pirofosfato; Xu5P: xilulosa 5-fosfato.

BIBLIOGRAFIA

- HANKINSON, D. y COVE, D.J. (1974). J. Biol. Chem. 249 (8), 2344-
2353

- HURWITZ, J. y HORECKER, B.L. (1956). J. Biol. Chem. 223, 993-1002.

- KAUFFMAN, F.C. (1972). J. Neurochem. 19, 1-9.




- KIELY, M.E.; STUART, A.L. y WOOD, T. (1973). Biochem. Biophys. Acta
293, 534-541.

- LEVERING, P.R.; DIZKHUIZEN, L. y HARDER, W. (1982). FEMS
Microbiology Letters 14, 257-261.

- LOWRY, D.H.; ROSEBROUCH, N.J.; FARR, A.L. y RANDALL, R.l. (1951). J.
Biol. Chem. 193, 265-275.
MUINO, T. y CEBRIAN, J.A. (1980). Rev. Esp. Fisiol. 36, 193-198.
NOVELLO, F. y McLEAN, P. (1968). Biochem. J. 107, 775-791.
OSMOND, C.B. y REES, T. (1.969). Biochim. Biophys. Acta 184, 35-42.
SIMCOX, P.D.; REID, E.E.; CANVIN, D.T. y DENNIS, D.T. (1.977). Plant
Fisiol. 59, 1128-1132.
WILLIAMS, J.F.; BLACKMORE, P.F. y CLARK, M.G. (1.978). Biochem. J.
176, 257-282.
WOOD', T. (1.979). Biochem. Biophys. Acta 570, 352-362.
WOOD, T. y GASCON, A. (1980). Archives of Biochemistry and
Biophysics 203, 727-733.




Rev. Acad. Ciencias Zaragoza, 44 (1989)
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This paper presents an study on the typology of ionic relation-

ships between the major salinity components in the sampling stations
of the Ebro river network. The simple linear regressions established

between ions leads 13 different types of both SO4 = —ca'* and €17 - Na®

relationships. In each of these ionic regressions, the correlation
coefficient and the gradient of the curve permit the identification of
the salt that. produced them (gypsum and halite). The existence of
other salts, as well as other physico-chemical processes such as pre-

cipitation and ionic exchange can be also infered.

Mapping of this information provides the identification of prima-
ry salinity sources in the catchments corresponding to each sampling
station. The large spatial variability ecountered, reflects the lito-
geological diversity in the subbasins, but is also a consequence of the

study scale.

1 INTRODUCCION

La alteracion de rocas y suelos constituye el mayor
proceso suministrador de solutos a las aguas superficiales
(GARRELS y CHRIST, 1965). En la cuenca del Ebro, la naturaleza
de las litologias ejerce un fuerte control sobre la quimica del
agua. Los valores de las concentraciones iodnicas medias de los
rios, en las estaciones de muestreo de la red .de calidad de
aguas (red COCA), drenando cuencas con distintos caracteres
litogeologicos asi lo demuestran (ALBERTO y NAVAS, 1986 I). Por
ello, tanto las concentraciones de solutos como la composicidn
del agua varia ampliamente entre los distintos tributarios del
Ebro o a lo largo de un mismo rio al atravesar distintas
litofacies.

En la ultima década, se ha prestado una creciente atencidn
a la investigacidén de la variabilidad espacial de la calidad de
las aguas superficiales (UNESCO-WHO, 1978). Algunos estudios se
han orientado a la evaluacidn de los factores responsables de
tal variacidn, y la influencia de los distintos controles
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ambientales (geologia, edafologia, topogragia, vegetacidn y
otras contribuciones atmosfeéricas y antropicas) ha sido
ampliamente discutida (GORHAM, 1961; MILLER, 1961; WALLING,
1980) . Dependiendo de la escala, sélo consideraciones generales
acerca del clima y la geologia pueden ser invocadas; sin
embargo, un estudio mas detallado puede evidenciar la
existencia de complejas interacciones entre factores
litoldgicos, edaficos, fisiograficos, hidrometeorolégicos vy
antrdpicos (WALLING y WEBB, 1978).

Uno de 1los recientes objetivos en la investigacidn
hidrogeoquimica es el analisis de las relaciones entre los
constituyentes disueltos y la litologia con la finalidad de
deducir la posible causa-efecto e identificar los principales
controles geoquimicos. Para ello se han utilizado técnicas
estadisticas diversas entre las gque se incluyen las
correlaciones candénicas, regresiones multiples, el andlisis
factorial (LE MARECHAL y TEIL, 1973; DEPETRIS, 1980),
multivariante (WEBB, 1983) y cluster (WILLIAMS, 1982).

La identificacidn de la sal de procedencia puede también
realizarse a través del establecimiento de regresiones lineales
simples entre los distintos constituyentes inorgdnicos, en
funcidn de las relaciones estequiometricas existentes entre los
productos de la fase sdlida y los disueltos. Esta metodologia
ha sido utilizada por MAGARITZ et al. (1981) y ALBERTO y NAVAS
(1989) .

Cuando la composicidn idnica del agua de los rios es
documentada en diferentes emplazamientos, el analisis de las
relaciones entre iones y la representacién cartogrdfica de tal
informacidn puede resultar de gran utilidad para inferir 1la
naturaleza de la sal de origen, demostrar las variaciones
espaciales y relacionarlas con los principales factores de
control. En este estudio se presenta una primera prospeccidn de

la tipologia de las relaciones idnicas entre los componentes

mayoritarios de la salinidad y su distribucidén espacial en las
estaciones de muestreo de la red hidrografica del Ebro.




2 EL AREA DE ESTUDIO

La cuenca del rio Ebro, con una extensidn de 85.000 kmz,
contiene una gran variedad de tipos de rocas gque a su vez
presentan una considerable diversidad litoldgica. Asi, las
rocas igneas y metamdrficas constituyen junto con las rocas
paleozoicas sedimentarias (mayoritariamente detriticas) el
nicleo de los macizos montanosos pirenaicos e ibeéricos, la
cobertera mesozoica es eminentemente carbonatica, mientras que
los materiales terciarios presentan una gradacidn desde
detriticos groseros a finos en los bordes hasta rocas
evaporiticas en el centro de la cuenca. Esta diversidad
geoldgica estd adompaﬁada por contrastes en el relieve, que a
su vez 1llevan aparejadas distintas caracteristicas

hidrometeoroldgicas, con precipitaciones que sobrepasan

anualmente los 2600 mm en las cabeceras de cuenca de los rios
pirenaicos hasta los escasos 300 mm en el centro de 1la
depresidﬁ.

Esta gran cuenca terciaria, coincide practicamente con la
depresicon del Ebro, que aparece confinada por los relieves
circundantes y es drenada por el rio Ebro y sus afluentes. La
sedimentacidon en esta unidad topogrdficamente deprimida, y de
forma aproximadamente triangular, estd caracterizada en su
sector central por potentes formaciones evaporiticas,
mayoritariamente yesiferas, que localmente aparecen asociadas
con mineralizaciones de sales mas solubles (haloideas vy
sulfatadas). En los bordes de la depresion afloran las
mineralizaciones de sales del Keuper y eocenas (sales sddicas y
potdsicas de Navarra). En conjunto, las formaciones yesiferas
ocupan el 22% de la superficie de la cuenca (ALBERTO y NAVAS,
1986a) y determinan que en la composicién quimica de las aguas
que drenan estas d4reas, los componentes mayoritarios de 1la
salinidad sean los aniones sulfato, cloro y bicarbonato y los

cationes calcio, sodio, magnesio y potasio.




3 MATERIAL Y METODOS

En la calidad quimica de las soluciones acuosas, la suma
de las concentraciones de todos los solutos, iguala al total de
sélidos disueltos, que se relaciona 1linealmente con 1la
conductividad eléctrica. A su vez, las concentraciones de cada
uno de los solutos pueden ser expresadas como funciones
lineales de la conductividad eléctrica (STEELE, 1968).

Las relaciones entre conductividad y los cationes y aniones
mayoritarios en las aguas superficiales de la red hidrografica
del Ebro (NAVAS, 1983; ALBERTO y NAVAS 1986b) evidenciaron
claramente que los iones cloro y sodio, por una parte, y
sulfato y calcio, por otra, son los que mas contribuyen a la
salinidad (hasta un 90 %), mientras que los bicarbonatos
explicarian el porcentaje restante. La principal contribucidn
del magnesio a la salinidad se asocia fundamentalmente a los
sulfatos y también a los cloruros, como asi se demostro
mediante un ensayo de relacidén entre el magnesio y los iones
sodio y calcio (NAVAS, 1983), observandose que las mas altas
concentraciones de magnesio se correspondian bien con los mas
altos valores de sodio o con los mas altos de calcio.

El hecho de.que los iones sulfato y cloro sean los que mas
contribuyen a la salinidad, y a su vez la procedencia comun del
sulfato y calcio del yeso y del cloro y sodio de la halita
(ALBERTO y NAVAS, 1986b), nos lleva a considerar las

respectivas relaciones idnicas como mas representativas para la

descripcidn tipoldgica, asi como para la identificacion de 1la
naturaleza de 1las sales de origen, de las posibles
interferencias de otras sales o de la identificacion de
procesos fisicoquimicos de precipitacidn o cambio idnico.

Por tanto, las regresiones lineales establecidas en cada
una de las estaciones de muestreo de la red hidrografica del
Ebro, son las siguientes:

- 1) so,~ - ca*t.




a++*, donde ca'ts representa el procedente de la

-2) so, -¢C
disolucidn del yeso, una vez descontada la participacidn
del calcio de los bicarbonatos de acuerdo a la metodologia
propuesta por NAVAS (1988), ante la falta de linealidad
observada en los valores mas bajos de la recta de
regresion entre sulfato y calcio (ALBERTO y NAVAS, 1986b).

= gy @S = RE :

—4) €17 - 50,7 _

Para ello, se han utilizado los datos de los anuarios de
calidad de aguas (MOPU, 1972-1985) correspondientes a las 68
estaciones de muestreo de la red hidrografica del Ebro. Para
expresar las relaciones de estequiometria, las concentraciones
de los respectivos iones se han transformado de mgl—1 a meql—l.

La frecuencia de muestreo varia dependiendo del tipo de
estacidn; en la mayoria se realizan anualmente 2 muestreos,
correspondiendo generalmente a epocas de altos y bajos
caudales,. 4 muestreos en otras y 12 muestreos en algunas de
las situadas en el curso del rio Ebro. El nimero de datos
depende asimismo de la fecha de inicio de funcionamiento de la
estacion de muestreo, como consecuencia de la creciente
expansicon de la red de calidad de aguas.

La tipologia de relaciones icdnicas se describe en funcidn
de los resultados de las regresiones entre SO4=—Ca++* y entre
cl™-Na'. La relacidn entre sulfato y calcio es enunciada en
primer término y segin la existencia o no de correlacidn entre
ambos iones se han diferenciado dos grandes grupos.

a) Existe correlacidn entre sulfato y calcio. Dependiendo
del valor de la pendiente existen tres posibilidades: 1) SO4= >
Caiis Eoh) S0, < cat?, 3) S0,~ = ca’t. Dentro de cada uno de
estos tipos la regresidén entre los iones cloro y sodio,
presenta a su vez tres posibilidades con relacion al valor de
la pendiente: 1) cl~ > Nat, 2) c1~ < Nat, 3) c1” = Nat, o 4) no
existe correlacidn entre ambos iones, cl1~ # Na'.

b) No existe correlacion entre sulfato y calcio, SO4= #

ca’™. Las cuatro posibilidades referidas anteriormente para la

relacion entre cloro y sodio son también consideradas.




3 TIPOLOGIA DE LAS RELACIONES IONICAS

Los resultados de las regresiones lineales establecidas se
recogen en los Cuadros 1 y 2.

Respecto a las regresiones anidn-catidn (S0, - ca't y

(el Na+), la existencia o no de elevada correlacion entre los
respectivos iones es indicativa de la procedencia comun o no de
una determinada sal (yeso o halita), mientras que el valor de
la pendiente informa sobre la existencia de otras sales
suministradoras de tales iones (diferentes de 1las
consideradas), o de procesos de precipitacidn o cambio idnico.
Asi, cuando la pendiente es igual a uno, no existen otras sales
diferentes del yeso o halita. Cuando la pendiente es inferior a
uno, refleja la existencia de otros sulfatos o cloruros
(diferentes del yeso o halita) o de procesos de perdida de
calcio precipitado como carbonato o intercambiado en el
complejo de cambio de suelos y sedimentos. Cuando la pendiente
es superior a uno refleja la existencia de otras sales
suministradoras de calcio o sodio (cloruros o sulfatos
respectivamente), o una procedencia del cambio icnico.

En cuanto a las regresiones entre cloro y sulfato (Cuadro
2), la existencia de correlacicdn entre ambos aniones se
corresponde con la abundancia de litofacies evaporiticas en las
cuencas de la respectivas estaciones de muestreo, reflejando la
asociacion mineraldgica de ambas sales y la similaridad de
mecanismos de incorporacién a las aguas superficiales.
Légicamente, la ausencia de correlacidén se encuentra en las
estaciones de muestreo de rios drenando cuencas con ninguna o
escasa representacion de 1litologias salinas. La ausencia de
correlacidn en algunas estaciones de muestreo (Aragon,
Caparroso (5); Iregua, Islallana (36); Jaldn, Grisén (87); Oca,
Ona (93) e Isuela, Pompenillo (218)), aun cuando la presencia
de materiales salinos sobrepasa el 10% del total de 1la
superficie de las respectivas cuencas (NAVAS, 1988), podria

deberse a distintas proporciones de yeso y halita en ellas, o a




Cuadro 1.- Resultados de las regresiones lineales entre SO4=—CaHySOA:— Catt*

en las estaciones de muestreo de la red hidrogrdfica del Ebro.

804~ - Catt S04~ - Catt*

Rio

Estacion

S

I

S

Ebro

Ebro

Ega

Arga
Aragén
Jalén
Ebro
Martfn
Guadalope
Cinca
Aragén
Valira
Segre
Segre
Segre
Ebro

Ebro
Guatizalema
Alcanadre
Iregua
Najerilla
Jiloca
Tirén
Arba

Irati

Arga

Ega
Zadorra
Jalén
Giéllego
Nela

Oca

Segre

N. Ribagorzana
Aragén
Huerva
Ebro
Segre
Ebro

Ebro
Géllego
Arga
Ebro
Ebro
Ebro
Bayas
Jerea

N. Pallaresa
Matarrafia
Zadorra
Zadorra
Aragén
Segre
Segre
Ebro
Géllego
Ebro

Ebro

Ebro
Cidacos
Alhama
Huerva
Arga:
Isuela
Segre
Clamor Amarga
Alcanadre
Flumen
Cinca

Miranda
Castején
Andosilla
Peralta
Caparroso
Huérmeda
Zaragoza
Hijar

Alcafiz

Fraga

Jaca

Seo de Urgel
Seo de Urgel
Lérida

Serés

Tortosa
Mequinenza
Peralta de Alcofea
Peralta de Alcofea
Islallana
Torremontalvo
Calamocha
Cuzcurita

_Gallur

Liédena
Echauri
Estella
Arce

Grisén
Zaragoza
Trespaderne
Ona
Balaguer
La Pifiana
Yesa
Mezalocha
Séstago
Pons
Mendavia
Flix
Anzénigo
Huarte
Palazuelos
Pignatelli
Ascé
Miranda
Palazuelos
Camarasa
Maella
Vitoria
Durana
Sangiiesa
Pla de San Tirs
Termens
Conchas de Haro
Zuera
Ribarroja
Presa de Pina
Cherta
Calahorra
Alfaro
Zaragoza
Ororbia
Pompenillo
Torres de Segre
Zaidin
Ontifiena
Sarifiena
Monzén

176
179
180
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
216
217
218
219
225
226
227
228

.865
917
.900
.058
847
941
972
.985
.663
.430
.435
.525
.943
613
936
.729
.240
.429
.825
787
731
.606
.703
.339
.235
734
144
.683
.858
.814
.909
.886
.715
.156
722
.986
617
644
912
513
.479
714
.848
.826
.878
.145
734
470
462
458
.379
.540
964
.199
.984
177
975
.807
.584
.848
.844
376
.193
971
.990
.T22
817
.261

2.28
2.55
2.72
1.36
2.73
3.05
1.42
1.50
2.02
3.01
3.14
2.61
3.45
1.13
2.34
3.09
2.57
2.26
1.16
1.64
3.01
1.93
2.68
2.82
3.20
3.21
4.52
2.91
2.717

2.05
2.55
3.94
4.09
2.37

741
793
.907
.920
.650
.754
.831
972
984
422
.396

919
.574
.958
.803
.193
694
.765
872
673
.553
.604
.569
.206
.642
.564
.498
.808
746
.900
877
637
.455
.633
984
611
.800
.888
607
.597
.801
750
778
.930
179
757
421
344
.240
.100

922
.502
.985
847
.954
.807
547
.863
.796
.029
.016
949
.986
922
927
.801

*kk
*kk
*kx
*kk
k¥
*kk
*kk
K%k
k%

*

*

Significacién estadistica: ***>99.99%, **>99.975%, *>99.95%.




Cuadro 2.- Resultados de las regresiones lineales entre CI™ - Naty C1~— Nat

en las estaciones de muestreo de la red hidrogrédfica del Ebro.

Rio

Cl~ - Nat

- -S04

Estacion

S

b

Ebro

Ebro

Ega

Arga
Aragén
Jalén
Ebro
Martin
Guadalope
Cinca
Aragén
Valira
Segre
Segre
Segre

Ebro

Ebro
Guatizalema
Alcanadre
Iregua
Najerilla
Jiloca
Tirén
Arba

Irati

Arga

Ega
Zadorra
Jalén
Géllego
Nela

Oca

Segre

N. Ribagorzana
Aragén
Huerva
Ebro
Segre
Ebro
Ebro
Gillego
Arga
Ebro
Ebro
Ebro
Bayas
Jerea

N. Pallaresa
Matarraiia
Zadorra
Zadorra
Aragén
Segre
Segre
Ebro
Géllego
Ebro
Ebro

Ebro
Cidacos
Alhama
Huerva
Arga
Isuela
Segre
Clamor Amarga
Alcanadre
Flumen
Cinca

Miranda

Castején

Andosilla

Peralta

Caparroso

Huérmeda

Zaragoza

Hijar

Alcaiiiz

Fraga

Jaca

Seo de Urgel

Seo de Urgel

Lérida

Serés

Tortosa .936
Mequinenza 967
Peralta de Alcofea .985
Peralta de Alcofea .982
Islallana .692
Torremontalvo .680
Calamocha .403
Cuzcurita 942
Gallur .968
Liédena .833
Echauri 943
Estella .665
Arce .875
Grisén 943
Zaragoza .808
Trespaderne .963
Ofia .986
Balaguer .046
La Pinana 750
Yesa .461
Mezalocha 916
Séstago .901
Pons .749
Mendavia 927
Flix 956
Anzénigo 115
Huarte 159 .638
Palazuelos 161 .989
Pignatelli 162 .981
Ascéd 163 975
Miranda 165 .863
Palazuelos 166 .563
Camarasa 169 .852
Maella 176 732
Vitoria 179 914
Durana 180 .341
Sangiiesa 205 .560
Pla de San Tirs 206 .873
Termens 207 961
Conchas de Haro 208 911
Zuera 209 967
Ribarroja 210 .954
Presa de Pina 211 .979
Cherta 212 .968
Calahorra 213 844
Alfaro 214 967
Zaragoza 216 .952
Ororbia 217 .942
Pompenillo 218 211
Torres de Segre 219 .987
Zaidin 225 .983
Ontifiena 226 .693
Sarifiena 227 962
Monzén 228 .979

%%

*%%
%%

1.04

43

.01
-13
1.55

.05
-.05

<-.01
2.31
-.32

.22

2.99
-2.43
.16

.782
.340
431
.329
615
963
.101
.561
674
.268
.216
.878
924
124
.848
.638
.218
.356
.867
747
.550
934
520
407
.788
.889
.936
624
267
.445
663
.072
.108
.352
.208
.965
.520
902
.922
974
936
631
.860
.605
.798
.386
.950
.989
.780
961
.954

Significacion estadistica: ***>99.99%, **>99.975%, *>99.95%.




su distinta accesibilidad a los mecanismos de incorporacion a

las aguas.

En un intento de relacionar 1la tipologia de 1las
relaciones idnicas encontradas con el entorno lito-geoldgico de
origen, estas se han encuadrado en los rios y tramos de rios
que previamente se diferenciaron en la cuenca atendiendo a sus
caracteres de composicion icnica (NAVAS, 1988).

El grupo A) incluye los rios de aguas con un nivel de
mineralizacion medio, pero caracterizados por altas
concentraciones de bicarbonatos. En este grupo la tipologia de
relaciones es la siguiente:
= SOz > catt y c1” < Na' en los rios Arba, Gallur (60);

Gallego, Zaragoza (89); Clamor Amarga, Zaidin (225) v
Flumen, ' sarinena (227) .

S0,~ < catt y c1~ > Na' en Arga, Huarte (159).

S0,~ < catt y c1~ # Na' en Alcanadre, Ontifena (226).

S0,~ # catt y c1” # Na' en Isuela, Pompenillo (218).

A partir de ellas se infiere la existencia de una fuente
de sulfatos distinta del yeso y de sodio distinta de la halita,
que puede relacionarse con la presencia, en las cuencas de
recepcidn de algunas estaciones de muestreo, de carbonatos muy
solubles de sodio y magnesio, dandose la circunstancia de que
las dreas madres de carbonatos muy solubles no lo son de yesos.

Los tramos de los rios del grupo B) corresponden a
cabeceras de cuenca en los Pirineos, y en consecuencia sus
aguas estan escasamente mineralizadas. Las relaciones idnicas
son las siguientes:

- S0, # catt y c1” # Na' en los rios vValira y Segre en Seo de
Urgel (22) y (23).
— so4= $ catt y c1™ = Nat en Segre en Pla de San Tirs (206).

Tales relaciones evidencian la ausencia de yeso o halita,
lo que se corresponde con el predominio en las respectivas
cuencas de rocas eminentemente siliceas, de forma que la
alteracidn de silicatos constituye la principal fuente
suministradora de iones.

En los rios del grupo C), que presentan niveles medios de




mineralizacion, la tipologia encontrada es la siguiente:
- SO4= > catt y €1~ < Na' en Ebro, Miranda (1); Zadorra, Arce
(74) ; Ebro Mendavia (120); Ebro, Palazuelos (161); Bayas,
Miranda (165) y Ebro, Conchas de Haro (208).

S0,~ > catt y c1~ > Na' en Ireglia, Islallana (36); Irati,
Liédena (65); Noguera Ribagorzana, La Pihana (97); Segre,
Pons (114) y Noguera Pallaresa, Camarasa (169).

S0, = >icalit sy f cigs —SiNat
Monzdn (228)

en Aragon, Yesa (101) y Cinca,

SO4= > catt y C1™ # Na' en Aragon, Caparroso (5).
S0,~ < catt y c1~ > Na' en Nela, Trespaderne (92).
SO4= < catt y €1 = Na' en Arga, Peralta (4).
So4= = catt y C1™ > Na' en Najerilla, Torremontalvo (38) y
Estella (71).
S0, = catt y c1~ # Na' en Gallego, Anzanigo (123). !
So4= $ ‘catit y c1- > Na' en Alcanadre, Peralta de Alcofea
(33); zadorra, Vitoria (179) y Aragon, Sangiiesa (205).
SO4= # catt Y- Cl&F < Na' en Jerea, Palazuelos (166).
SO4= # catt y c1~ # Na' en Aragdén, Jaca (18) y Zadorra,
Durana (180).
En este grupo, la heterogeneidad litoldgica entre cuencas

determina una gran variabilidad en las relaciones idnicas que

indican, para la mayoria de las estaciones de muestreo, la
existencia de yeso, halita y de otras sales sulfatadas,
fundamentalmente de sodio. Las bajas concentraciones de

magnesio (entre 0.3 y 2 meql'l), permiten descartar su
procedencia de una importante fuente sulfatada.

En los rios del grupo D) las aguas estdn altamente
mineralizadas. Las relaciones idnicas son las siguientes:
—-so4= > catt y €1~ < Na' en Ebro, Castejon (2); Ega, Andosilla

(3) : Jaldn, Huérmeda (9); Ebro, Zaragoza (11); Guadalope,
Alcaniz (15); Cinca, Fraga (17); Segre, Lérida (24); Segre,
Sercs (25); Ebro, Tortosa (27); Ebro, Mequinenza (29); Tirdn,
Cuzcurita (50); Oca, Onha (93); Ebro, Flix (121) ; Ebro,
Pignatelli (162); Ebro, Ascé (163); Segre, Termens (207) ;
Ebro, Ribarroja (210); Ebro, Presa de Pina (211) ; Ebro,




Cherta (212); Alhama, Alfaro (214); Huerva, Zaragoza (216) Yy
Segre, Torres de Segre (219).
- 50, > ca** y c1™ > Nat en Martin, Hijar (14); Jiloca,

Ccalamocha (42); Jaldn, Grisén (87); Huerva, Mezalocha (105);
Ebro, Sdstago (112) y Cidacos, Calahorra (213).
- 50, > catt y c1™ = Na' en Gdllego, Zuera (209).

- so4= > catt y C1™ # Na' en Guatizalema, Peralta de Alcofea
(32) y Matarrana, Maella (176).

Tales relaciones indican que junto a la abundancia de
yesos, aparecen otras sales sulfatadas de magnesio y sodio
(epsomita, mirabilita, glauberita, thenardita), mientras que la
existencia de otros cloruros distintos de la halita es tambien
significativa en cinco estaciones.

En la Figura 1 se representa la distribucién de 1la
tipologia de las relaciones idnicas, lo que permite una rapida
identificacion de las principales fuentes de salinidad en cada
una de las estaciones de muestreo de la red hidrografica del
Ebro. :

La gran variabilidad espacial existente estd 1ldgicamente
afectada por la escala del estudio. En este sentido, y de forma
similar a otros fendmenos naturales, las relaciones entre 1los
componentes idnicos mayoritarios no son una excepcién y por
ello en nuestro estudio se pone de relieve tal variabilidad a
nivel de diferencias entre subcuencas y dentro de ellas.

Como tendencia general cabe sefialar la ausencia de
correlacion entre sulfato-calcio y cloro-sodio en las cabeceras
de cuenca, mientras que a lo largo de los cursos de los rios se
observa una evolucidn de las relaciones hasta la existencia de
correlacion, evidenciando 1la contribucién de las facies
evaporiticas. A lo largo del rio Ebro y en las desembocaduras
de los tributarios de la margen izquierda existe un predominio
de las relaciones que, ademds de la contribucidn del yeso,

reflejan 1la de otros sulfatos de sodio y magnesio.
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&?8 isotopic composition of granulites, eclogites and amphibolites from
the mafic-ultramafic Cabo Ortegal Complex suggest that they had a paraderivate

origin. This is contrary to current theories wich argue for a mantle origin.

Geochonological and structural-stratigraphic considerations allow us to
consider the original sedimentary series, generally of Cambrian age, as formed
by carbonate rocks (dolomites and magnesites) together with argillaceous-sandy
materials. These materials were later affected by various Hercynian igneous-
metamorphic episodes related to the origin and emplacement of various granitic

rocks.

1.- INTRODUCTION.

The Cabo Ortegal Complex located in Northwestern Spain
(Galicia) (fig. 1) is mainly costituted by pelitic materials
together with mafic-ultramafic rocks, all of them affected by
various deformation and metamorphic processes during Hercynian
times (Vogel,1967; Engels, 1972; Fernandez & Monteserin, 1976;
Arps et al., 1977; Ferndndez & Ferndndez, 1977; Den Tex, 198la;
Vogel et al., 1983; Martinez et al., 1988; etc.). :

The main lithological types are schists, amphibolites,
granulites, eclogites and serpentinites; the latter referred to
by some geologists, as peridotites. Calc-silicate rocks and
marbles are intercalated within the Complex. In some places
leucogranitoids are also present; they appear to represent the
apophysis of a thick sialic basament at Cabo Ortegal (Cébrdoba et
2l s ALEIET)

Isotopic and geochronological data indicate that in such a

zone igneous and metamorphic processes took place, from 500 m.y.
to 280 m.y. ago (Van Calsteren, 1977a; Van Calsteren et al.,
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1979; Kuipjer, 1979; Priem & Den Tex, 1984; Griffiths et al.,
1985; etc.). During this time wvarious igneous-metamorphic
episodes, many of them of a retrograde character, has been
identified. Related to these episodes various 'structural-
deformation stages have been established.

In almost all the proposed petrogenetic models, the mafic-
ultramafic rocks are considered to have a mantle provenance,
emplaced either as "solid" peridotites by an unknown mechanism
or formed by the consolidation of basaltic gabbro magmas (Van
Calsteren, 1977b; Arps et al., 1977; Vogel et al., 1983; Arenas
et al., 1986; etc.). The peridotites or gabbros (basalts) were
later transformed into amphibolites, eclogites, serpentinites,

etc. during various metamorphic processes. Nevertheless many

workers do find some geochemical differences in the basic magmas
considered as -original. For example, Vogel et al. (1983)
proposes the existence of quartz-tholeitic magmas, whereas Van
Calsteren (1978) proposes plateau basalts. Koning (1966); Den
Tex (198la,b); Pérez Estaun (1982); Martinez Catalan et al.
(1984) and Arenas et al. (1986) consider the serpentinites and
associated rocks as belonging to a metaofiolitic serie. Other
workers, such as Maaskant (1970), define the serpentinites as
picritic magmas differentiated from a parental ultrabasic magma.
Kuipjer & Arps (1983) though consider that the serpentinites
were formed by differentiation of lherzolites. The original
magmas of these serpentinites are considered by some as of MORB
and even N-MORB and E-MORB types (Pérez Estaﬁn, 1982; Martinez
Catalan et al., 1984; Griffiths et al., 1985; Arenas, 1985;
Arenas et al., 1986).

Van Calsteren (1977b) relates the existence of these
ultrabasic magmas to the existence of a Mantle plume at the base
of the lithosphere. Other workers, such as Arps et al. (1977);
Kuipjer & Arps (1983; Arenas et al. (1986); etc. consider that

the ophiolitic sequence represent fragments of an normal oceanic
crust.




All the geologists cited above suggest that the basic-
ultrabasic rocks have a mantle-lower crust provenance and were
emplaced or intruded into pelitic sedimentary rocks. Later they
were affectéd by various structural-metamorphic processes from
Upper Precambrian to Lower Paleozoic times. The result was the
formation of a "igneous-sedimentary Complex" variously

metamorphized, e.g. greenschists, amphibolites, eclogites, etc.

However, other authors in more recent works (Sanchez Cela &
Aparicio, 1982; Aparicio et al., 1987; Aparicio & S&nchez Cela,
1987a) consider that the mafic-ultramafic rocks are derived from
sedimentary rocks (marls and carbonate rocks). This conclusion
is based on the characteristics of the ultramafic-mafic outcrops
and their relationships with the metasedimentary (schists,

marbles, calc-silicate rocks) and plutonic rocks together with

geochemical analyses.

2.-3018 ISOTOPIC DATA.

The first studies on 0 018 values of the Cabo Ortegal
Complex were reported by Javoy & Allegre (1967) and Vogel &
Garlick (1970). The latter made & 08 measurements in
calcsilicate rocks (8.9 and 11.7), eclogites (1.5-2.5) and
paragneisses enclosed within eclogites (9.6). Javoy & Allegre
obtained a value of 3.16 on an eclogite sample. Curiously, the
petrogenetic conclusions of both authors appear to be opposite:
Javoy & Allegre suggest a paraderivate origin for the eclogites
by decarbonatation of the sediments, but Vogel & Garlick

interpret the same eclogites as having a basic igneous origin.

In order to test our model, various 6 0!8 values were
measured on different rocks from the Cabo Ortegal Complex. The
geographic, cartographic and litological names of Fernédndez &
Fernandez (1977), Vogel et al. (1983) and Arenas et al. (1986)
have been used (table 1).




In the pelitic materials, two gneisses (schists) were
selected in those zones unaffected by the intrusive granites.
One (sample 1) corresponds to a gneiss (schist) intercalated
within the ultramafic rocks (serpentinites of Obico), the other
schist (sample 2) is located in the unity named as Gneisses of
"Chimparra" in Westhern Cabo Ortegal. Eclogites were selected
from the "Concepenido" Massif (sample 3) and from Punta Longa-
Cabo Ortegal (sample 4). Granulites were colected from the
"Bacariza" formation (samples 5 and 6). In the ultramafic Massif
of "Herbeira" two samples (7 and 8) were collected. Sample 9
corresponds to an amphibolite of "Purrido"” (metagabbro-
metabasalts), and 10 corresponds to an amphibolite enclosed
within the metabasites of the "Bacariza" formation. Among
leucogranitoids two samples were selected within the "Chimparra"
formation (11 and 12) with some different compositional
features.

All these samples were analyzed in a Varian MAT-250
spectometer at the Isotopic Geologic Laboratory of the ILSAN

(USSR Academic Sciences), using the xenon-fluoride method with
segregation of oxigen as 0O, from minerals and rocks. The

_international NBS-28 standard was used. 8 0! values were made in

relation to SMOW in % (table 2).

From the different values the following conclusions can be
made:

-For the schists the & 0!8 values (10.2 and 10.5)
indicate normal values for these rock-types. That is to
say they correspond with rocks from a paraderivate

origin (e.g. pelitic materials).

-The & 0% values of granitoides (9.5 and 10.5) are
similar to "S" type granites (Harmon et al., 1984;
Wilson et al, 1985), established before by Aparicio &

Sanchez Cela (1987b) on the basis of geochémical
features.




-The & 018 values of eclogites (7.2 and 7.5) and

granulites (8.8 and 9.2) suggest more strongly a
paraderivate origin than a igneous mantle origin. The
eclogites, granulites and amphibolites exhibit higher &

0!8 values that if they were from a mantle provenance.

-The 8 08 values for serpentinites of "Herbeira" Massif
((5i5 N an il @6is2)) can be considered as normal for
ultramafics (Wenner & Taylor, 1973, 1974; Taylor, 1974;
Kyser et al, 1982), provided that such rocks have not
suffered any modifications by interchange with
"superficial", metamorphic or magmatic waters, which

could decrease the original values.

3.- PETROGENETIC CONSIDERATIONS AND DISCUSSION.

In many places within Cabo Ortegal Complex two important
stratigraphic-petrological features must be indicated:

-Existence of a frequent association between ultramafic

rocks, mainly formed by serpentinites-chloritites and
marbles, and calsilicate rocks of indubitable
sedimentary inheritance.

-Presence of "sedimentary features", as stratification
in many ultramafic rocks (mainly serpentinites).

Merely the presence of these geological features could be
enough to indicate a paraderivate origin of the ultramafics at
Cabo Ortegal Complex.

Calcsilicate rocks also exist within wultramafics

(serpentinites) as thin intercalated levels. This has been
observed by other workers (e.g. Vogel, 1967; Van Der Meer Mohr,
1975; Fernédndez & Ferndndez, 1977; Arde Duarte et al., 1977;
Vogel et al., 1983; Arenas, 1985). Vogel (1967) also mentions




the presence of these calcsilicate rocks associated with other
rocks at Cabo Ortegal Complex as granulites, eclogites and
amphibolites, although their presence is also cited in other
plutonic-metamorphic Complexes in nearby Northwestern zones and

Northern Portugal (Arenas et al., 1986).

From various isotope studies (Javoy & Allegre, 1967; Shieh
& Taylor, 1969; Garlik, 1969; Wenner & Taylor, 1974; Morrison &
Valley, 1988) it has been deduced that the decrease in isotope

values in rocks can be caused by:

a) Interchange effect with metamorphic-igneous fluids.

b) An increase in the grade of metamorphism.
c) CO, lost in carbonate rocks.

The two first factors of isotope diminution should be
similar in all lithological types at Cabo Ortegal, a fact that
appears not to have occurred. Therefore we can deduce that the
composition of the protolith which gave rise to the ultramafics
(serpentinites) was more susceptible to the "admission" of the
fluids (e.g. carbonate rocks) than schists, amphibolites,
granulites and eclogites. This suggests that the original rocks

could have been sedimentary carbonates.

The possibility that the original protolith at Cabo Ortegal
was formed by Mg-rich sedimentary rocks (magnesites-dolomites)
was suggested by Aparicio et al. (1987). Such rocks under
metamorphic-igneous environments, could produce not only various
chlorites and serpentinites but also olivines, pyroxenes and

spinels all of them present, although scarce in the ultramafics.

Aharon (1988) records that & 0!8 values for magnesian
carbonate rocks (magnesites, dolomites) vary from 11.2 to 14.6
although stating that the isotope 0!8 values in magnesites can be
modified because of the activity of the fluids. Shieh & Taylor

(1969) recorded decreasing 018 values, down to 5% in carbonate
rocks because of release CO, wich changed the "normal sedimentary




values" (e.g. O 08 about 12-14%) into Mantle values (e.g. & 0!8
about 5-6%) .

In our opinion a paraderivate origin provides a more
rational petrogenetic interpretation for the Cabo Ortegal

"igneous—-metamorphic” Complex.

The presence of sedimentary carbonate rocks 1is easily
deduced through two important observations: a) existence of
calcsilicate rocks intercalated with ultramafics and associated
rocks. b) Existence in nearby geological zones and in similar
stratigraphic levels (Lower Cambrian) of magnesites and
dolomites together with other sedimentary rocks (Doval et al.,
LRI

The geological area next to the Cabo Ortegal Complex is in

stratigraphic-structural conformity, with shales and low-grade
schists from Ordovician to Silurian ages (Fernadndez &
Monteserin, 1976; Fernandez & Fernandez, 1977). Such surrounding
materials appear to correspond to the sedimentary cover that,
gradually changes into older sedimentary materials (mainly
Cambrian) wich appear to constitute the oldest materials at the
Cabo Ortegal Complex.

On the other hand, the stratigraphic and metamorphic
seriations together with geochronological data and stratigraphic
correlations appear to strengthen field and petrological studies
in the same way as the existence of a gradual transition between
the old igneous-metamorphic nucleus and the epimetamorphic-
sedimentary surrounding materials do at Cabo Ortegal. Kuipjer
(1979) and Van Calsteren (1977a) have determined a Cambrian age
(about 541 m.y.) for materials that 1lie below Ordovician
materials, which themselves date to 280 m.y. at the top of the
sequence (Priem & Den Tex, 1984). These last ages appear to
indicate the ages of the igneous and metamorphic processes that
have affected them. The values of 470-440 m.y. and 300 m.y.

could be represent igneous-metamorphic events that in such




epochs affected Cambrian materials or "mixing ages" between

cambrian rocks and carboniferous granitization processes.

Although a similar petrogenetic model (fig. 2) been
proposed for other Hercynian zones in the Iberian Massif
(S&dnchez Cela & Aparicio, 1982; Aparicio & Garcia Cacho, 1987;
Sédnchez Cela & Aparicio, 1989) new isotope, geochemical and
geophysical data are necessary in order to test the model for
the origin by granitization and metamorphic processes of the

mafic-ultramafic rocks in other parts of the World.

ACKNOWLEDGEMENTS :

This work have partially been supported by projectv608/467
C.S.I.C. We thank to J.L. Casaseca, J. Arroyo for assistance in

manuscript preparation.

4 .-REFERENCES.

AHARON (1988). A stable-isotope study of magnetites from
the Run Jungle Uranium field, Australia: Implications for the
origin of strata-bound massive magnesites. Chem. Geol., 69: 127-
145.

APARICIO YAGUE, A. & GARCIA CACHO, L. (1987). Geologia del
Sistema Central Espanol. Memoria C.S.I.C.- Comunidad de Madrid,
32 pp.

APARICIO YAGUE, A.; SANCHEZ CELA, V. & GARCIA CACHO, L.
(1987) . Petrological and geochemical considerations on the Cabo
Ortegal Complex (NW Spain). Rev. Acad. Ciencias Zaragoza, 42:
13110624

APARICIO YAGUE, A. & SANCHEZ CELA, V. (1987a). A new
petrogenetic model for Cabo Ortegal Complex (NW Spain). Terra
Cognita, 7, n® 2-3: 415.

APARICIO YAGUE, A. & SANCHEZ CELA, V. (1987b). Petrological

meaning of garnets in granitic rocks (Cabo Ortegal, NW of




Spain). Rend. Soc. Ital. Min. Petr., 42: 316-317.

ARCE DUARTE, J.M.; FERNANDEZ TOMAS, J.; MONTESERIN LOPEZ,
V. & PEINADO MORENO, M. (1977). Mapa Geolbégico de Espaifia, escala
1:50.000. Hoja 2, Cillero. I.G.M.E. Madrid.

ARENAS, R. (1985). Evolucién petrolbgica y geoquimica de la
unidad aléctona inferior del Complejo Metamérfico Bédsico-
Ultrabdsico de Cabo Ortegal (Unidad de Moeche) y del Silurico
Paraautéctono, Cadena Hercinica Ibérica (NW de Espana). Tesis
Univ. Complutense Madrid, 543 pp.

ARENAS, R.; GIL IBARGUCHI, J.I.; GONZALEZ LODEIRO, F.;
KLEIN, E.; MARTINEZ CATALAN, J.R.; ORTEGA GIRONES, E.; PABLO
MACIA, J.G. de & PEINADO, M. (1986). Tectonostratigraphic units
in the Complexes with mafic and related rocks of the NW of the
Iberian Massif. Hercynica, 2: 87-110.

ARPS, C.E.S.; CALSTEREN, P.W.C. von; HILGEN, J.D.; KUIJPER,
R.0. & TEX, D. den (1977). Mafic and related complexes in
Galicia: An excursion guide. Leidse Geol. Med., 51: 63-94.

CORDOBA, D.; BANDA, E. & ABSORGE, J. (1987). The Hercynian
crust in Northwestern Spain: a seismic survey. Tectonophysics,
13248 0:=333 5

DEN TEX, E. (198la). A geological section across the
Hesperian massif in western and central Galicia. Geol. in
Mi jnbouw, 60: 33-40.

DEN TEX, E. (1981b). Basement evolution in the northern
Hesperian Massif. A preliminary survey of results obtained by
the Leiden Research Group. Leidse Geol. Med., 52: 1-21.

DOVAL, M.; BRELL, M. & GALAN, E. (1977). El yacimiento de
magnesita de Incio (Lugo, Espana). Bol. Geol. Min., 88: 50-64.

ENGELS, J.P. (1972). The catazonal poly-metamorphic rocks

of Cabo Ortegal (NW Spain) a structural and petrofabric study.
Leidse Geol. Med., 48: 83-133.

FAWCETT, J.J. & YODER, M.S. Jr. (1966). Phase relationship
of chlorites in the system Mg0O-Al,0;-Si0,-H,0. Amer. Min., 51:
353-380.

FERNANDEZ MARTINEZ,F. & FERNANDEZ POMPA, F. (1977). Mapa
Geolégico de Espafia, escala 1:50.000. Hoja 1, Carifio. I.G.M.E.
Madrid.




FERNANDEZ POMPA, F. & MONTESERIN LOPEZ, V. (1976). Mapa
Geolbégico de Espafia, escala 1:50.000. Hoja 7, Cedeira. I.G.M.E.
Madrid.

GARLICK, G.D. (1969). The stable isotopes of oxigen.
Handbook of Geochemistry. Ed. K.H. Wedepohl. Springer-Verlag, 1-
245

GRIFFITHS, J.B.; PEVEAT, J.J.; CORNICHET, J.; IGLESIAS,M. &
GIL, J.I. (1985). U-Pb, Nd isotope and REE geochemistry in
eclogites from the Cabo Ortegal Complex, Galicia, Spain. An
example of REE inmobility conserving MORB like patterns during
high-grade metamorphism. Chem. Geol. (Isotope Geoscience
Section) 152 217-225"

HARMON, R.S.; HALLIDAY, A.N.; CLAYBURN, J.A.P. & STEPHENS,
W.E. (1984). Chemical and isotopic systematics of the Caledonian
intrusions of Scotland and Northern England. A guide to magma

source region and magma-crust interaction. Phil. Trans. R. Soc.
London, A310: 709-742.

JAVOY, M. & ALLEGRE, C.J. (1967). Etude de la composition
018/016 de quelques eclogites: consequences petrologiques et

geophysiques. Bull. Soc. Geol. France, (7), 9: 800-808.

KONING, H. (1966). Les types de roches basiques et
ultrabasiques qu'on rencontre dans la partie occidentale de la
Galice (Espagne). Leidse Geol. Med., 36: 235-242.

KUIPJER, R.P. (1979). U-Pb systematics and the petrogenetic
evolution of infracrustal rocks in the Paleozoic basement of
Western Galicia, NW Spain. Verh. ZWO Lab. Isot. Geol., 5: 1-101.

KUIPJER, R.P. & ARPS, C.E.S. (1983). Un modelo de evolucién
basado en el desarrollo de una "mantle plume”. In: Geologia de
Espana, Tomo I. I.G.M.E., 455-457.

KYSER, T.K.; O'NEIL, J.R. & CARMICHAEL, I.S.E. (1982).
Genetic relations among basic lavas and ultramafic nodules,
evidence from oxigen isotope composition. Contr. Min. Petr., 81:
88-102.

MAASKANT, P. (1970). Chemical petrology of polymetamorphic
ultramafic rocks from Galicia, NW Spain. Leidse Geol. Med., 45:
287 =32/5%




MARTINEZ CATALAN, J.R.; KLEIN, E.; PABLO MACIA, J.G. &
GONZALEZ LODEIRO, F. (1984). El1 Complejo de Ordenes:
subdivisién, descripcién y discusibédn sobre su origen. Cuad. Lab.
Xeol. Laxe, 7: 139-210.

MARTINEZ, F.J.; JULIBERT, M.; SEBASTIAN, A.; ARBOLEYA, M.L.
& GIL IBARGUCHI, J.I. (1988). Structural and thermal evolution

of high-grade areas in the Northwestern parts of the Iberian

Massif. Amer. Journal Sci., 288: 969-996.

MORRISON, J. & VALLEY, J.W. (1988). Contamination of the
Marcy Anorthosite massif, Adirondack Mountains, NY: petrologic
and isotopic evidence. Contr. Min. Petr., 98: 97-108.

PEREZ ESTAUN, A. (1982). Caracteristicas geoquimicas de las
rocas bésicas del complejo de Cabo Ortegal: revisién de los
datos existentes. Brev. Geol. Ast., 26(3-4): 26-32.

PRIEM, H.N.A. & DEN TEX, E. (1984). Tracing crustal
evolution in the NW Iberian Peninsula through the Rb-Sr and U-Pb
systematics of Paleozoic granitoids: a review. Physics of the
Earth and Planetary Interiors, 35: 121-130.

SANCHEZ CELA, V. & APARICIO YAGUE, A. (1982). Feldspathic-
quartz rocks of sedimentary metamorphic and igneous facies in
relation to granitization-transformation processes in the
Hercynian Massif of Spain. In: Transformists Petrology, 189-230.
Theophrastus publications SA. Athens. ed. E.K. Drescher-Kaden
and SS Augustithis.

SANCHEZ CELA, V. & APARICIO YAGUE, A. (1989). Basic-
intermediate igneous rocks formed by transformation processes in
the SW of Spain. (in press).

SHIEH, Y.N. & TAYLOR, H.P. (1969). Oxygen and carbon
isotope studies of contact metamorphism of carbonate rocks
(Abstract) . Trans. Am. Geophys. Union, 50: 328.

TAYLOR, H.P. (1974). The application of oxygen and hydrogen
isotope studies to problems of hydrothermal alteration and ore
deposition. Economic Geology, 69: 843-883.

VAN CALSTEREN, PriWiciCis (1957 ad)=. Geochronological,
geochemical and geophysical investigations in the high-grade
mafic-ultramafic complex at Cabo Ortegal and other preexisting

element in the Hercynian basement of Galicia (NW Spain). Leidse




Geol. Med., 51: 57-61.

VAN CALSTEREN, P.W.C. (1977b). A mantle-plume model
interpretation for the Paleozoic geology of Galicia with
emphasis on the Cabo Ortegal area (NW Spain). Proc. Kon. Ned.
Acad. Wet, B80: 156-168.

VAN CALSTEREN, P.W.C. (1978) . Geochemistry of the
polymetamorphic mafic-ultramafic complex at Cabo Ortegal (NW
Spain) . Lithos, 11: 61-72.

VAN CALSTEREN, P.W.C.; BOELRIJK, N.A.I.M.; HEBEDA, E.H.;
PRIEM, H.N.A. DEN TEX, E.; VERDURMEN, E.A.Th. & VERSCHURE, R.H.
(1979) . Isotopic dating of older elements (including the Cabo

Ortegal mafic-ultramafic complex) in the Hercynian orogen of NW

Spain: Manifestations of a presumed early Paleozoic Mantle-

plume. Chem. Geology, 24: 35-56.

VAN DER MEER MOHR, C.G. (1975). The Paleozoic strata near
Moeche in Galicia, NW Spain. Leidse Geol. Med., 49: 33-37.

VOGEL, D.E. (1967) . Petrology of an eclogite and
pyrigarnite-bearing polymetamorphic rock complex at Cabo
Ortegal, NW Spain. Leidse Geol. Med., 40: 121-123.

VOGEL, D.E. & GARLICK, G.D. (1970). Oxygen—-isotope ratios
in metamorphic eclogites. Contr. Min. Petr., 28: 183-191.

VOGEL, D.E.; ENGELS, J.P. & DEN TEX, E. (1983). El1 Compleijo
de Cabo Ortegal. In: Geologia de Espafia, Tomo I. I.G.M.E.
Madrid, 440-449.

WENNER, D.B. & TAYLOR, H.P. (1973). Oxygen and hydrogen
isotope studies of the serpentinization of ultramafic rocks in -
oceanic environments and continental ophiolite complexes. Amer.
JONE IS Cla 288 55205 =239%

WENNER, D.B. & TAYLOR, H.P. (1974). D/H and 0!8/0l6 studies
of serpentinization of ultramafic rocks. Geoch. Cosmoch. Acta,
38125512816

WILSON, M.R.; HAMILTON, P.J.; FALLICK, A.E.; AFTALION, M. &
MICHARD, A. (1985). Granites and early proterozoic crustal
evolution in Sweden: evidence from Sm-Nd, U-Pb and O isotope
systematics. Earth and Planetary Sci. Letters, 72: 376-388.




ongelono,
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TABLE 1

Mineralogical composition of analyzed samples

Plagioclase
K-feldspar
Muscovite
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TABLE 2

CSPO]8 Isotopic analysis of different rocks in Cabo Ortegal area

Sample nQ Lithologie Formation éola(% ) SMOW

—

Schist Bacariza
Schist Chimparra
Eclogite Concepenido
Eclogite Cabo Ortegal
Granulite Bacariza
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GENESIS DEL YESO PRIMARIO LENTICULAR EN SEDIMENTOS EVAPORITICOS

J. MANDADO Y J.M. TENA

Departamento de Geologia, Petrologia y Geoquimica. Facultad de Cien-

cias Geolodbgicas. Ciudad Universitaria. 50009 ZARAGOZA (Espafa).

Lenticular gypsum is a mineralogical type geneticaly constrained
to very specific conditions. In modern environments it's restricted
to sebkha evaporitic sediments, playa-lake complex and desertic crust.
So, the existence of lenticular gypsum in gypsiferous rocks constitu-
tes a clue of the paleoenvironmental features in the original sedimen-

tary medium.

In this work genetical characters (salinity ranges, enclosing ma-
terial types, organic matter existence, etc.) of the lenticular gypsum
bearing environments are considered. Laboratory experiments about mi-
neralogical synthesis provide significative data about this topic.
Both source data allow to delimite a intersticial growing model for
lenticular gypsum. Evaporativé pumping up process of phreatic waters
through unconsolidated sediment provides the required sulphate. Besi-
des, specific development of this morphological gypsum type need high

environmental salinity and the existence of organic matter.

Finally, the conservation conditions of these mineralogical type
through geological record are evaluated, proposing a dinamic model,

mainly conditioned by time span of wet and dry periods.

1.- INTRODUCCION. DESCRIPCION DEL YESO LENTICULAR.

Actualmente, en los medios sedimentarios s6lo se identifican dos texturas yesiferas
primarias: el yeso lenticular y el yeso selenitico. Ambas son caracteristicas de unas condiciones
de dep6sito muy concretas, de ahf el enorme interés en su estudio. El yeso lenticular es, tal vez,
la morfologia de yeso mds estudiada, debido a que es la textura yesifera més caracteristica
presente en los medios evaporiticos actuales, y a que sus condiciones de formacién son muy
restringidas y especfficas.

La morfologia del yeso lenticular estd descrita desde muy antiguo, pero el primer trabajo
conocido por nosotros que centra su estudio en la cristalografia, evolucion y circunstancias
genético-ambientales de estos cristales no aparece hasta 1955 con Masson. Este autor los

describe como: "... cristales con forma de lente biconvexa, sin la menor traza de caras
cristalinas racionales. Se presentan aislados o maclados, siendo frecuente el desarrollo de

agrupaciones en roseta ...".

El hébito cristalino bdsico a partir del cual se desarrolla el cristal es el prisma rémbico de

la forma (111), presentando las superficies curvas aproximadamente paralelas a las caras de la
forma (102) -- segiin Masson (1955) -- 6 (103) -- segiin Dana (1951) --. Las cuatro caras de
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(111) forman un prisma aplastado y las caras (102) lo cortan a bajo 4ngulo, por lo que el cristal
tiene caras terminales amplias (Fig. 1). Es frecuente que los bordes agudos entre las caras (111)
aparezcan truncados por caras pinacoidales de la forma (010), que suelen dar caras largas y muy
estrechas. También puede estar presente la unidad de prisma (110) como una cara muy pequefia
que trunca el limite agudo entre (111) y (102). La forma discoidal final suele ser aproximada,
pudiéndose apreciar en ocasiones las caras (111) como caras largas y estrechas que bordean a
las caras convexas, irregulares.

Los cristales lenticulares aparecen casi siempre en medio de sedimentos detriticos de tipo
arenoso a lutitico, o entre carbonatos, y es muy frecuente que presenten inclusiones del material
encajante. Este fendmeno es especialmente notorio en los cristales de gran tamafio, pues en sus
superficies de exfoliacién (010) se acumulan los granos encerrados por el avance de las caras
del cristal durante el crecimiento, disponiéndose en estructuras de "cola de pescado” (Shearman,
1966). '

El tamafio individual de los cristales puede oscilar desde menos de 50 micras hasta los
20 cm. (datos de Bertrand y Jelisejeff, 1974, y Watson, 1979 y 1983). Los cristales lenticulares
de grandes dimensiones (mds de 1 mm.) suelen presentarse aislados o, a lo sumo, agrupados en
rosetas, mientras que los cristales mds pequefios suelen estar asociados formando nédulos,
niveles enteroliticos e, incluso, capas compactas. En este aspecto, West et al. (1979) describen
nédulos aproximadamente esféricos o elipticos, de 1 a 4 cm. de didmetro, constituidos
totalmente por diminutos cristales de yeso lenticular (de menos de 50 pm.) y sin impurezas;
igualmente, Dronkert (1977, 1981) cita capas yesiferas actuales, de aspecto enterolitico,
constituidas por una acumulacién de microcristales de yeso lenticular.

La existencia de cristales lenticulares de yeso en un sedimento o roca sedimentaria se"
puede inferir no sélo por su presencia concreta, sino también por la existencia de moldes o
seudomorfos de esta morfologia en otro tipo de materiales (véase Kerr and Thomson, 1963;
Illing et al., 1965; West et al., 1979; etc.).

La interpretacién generalizada de los diferentes autores que han estudiado la
problemadtica de los cristales de yeso lenticulares es que el crecimiento de los mismos se realiza
por diagénesis temprana, en el interior de un sedimento en estado pastoso o semipastoso, por
precipitacién directa de yeso a partir de las soluciones saturadas que imbiben los sedimentos, y
crecimiento intersticial desplazante de los mismos. Las condiciones del medio necesarias para
propiciar el proceso deben ser de alta aridez.
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Figura 1.- Diagrama idealizado de la evolucién de un cristal prismatico de
yeso (1) hasta el cristal lenticular (5) por desarrollo preferen-
te de las caras (I02) a expensan de las caras prisméticas (111),
las pinacoidales (010) y las prismaticas (110).
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Las caracteristicas de crecimiento desplazante resultan obvias por las distorsiones de
estructuras sedimentarias preexistentes, inclusiones del material encajante en los cristales,
bandeados y zonaciones de crecimiento, etc.; igualmente se reconoce la necesidad de unas
condiciones de aridez precisas para llegar a alcanzar la saturacion en sulfato célcico del agua de
imbibicién, y poder asi producir la nucleacién, cristalizacién y crecimiento del mineral. Donde
si hay discrepancias es en cuanto al medio concreto en que se forman, el mecanismo de aporte
del sulfato y la importancia relativa de los diferentes factores ambientales. En este trabajo se
hace una revisién del estado de la cuestién sobre el tema y se propone un modelo cinético de
formacién del yeso lenticular, aplicable en especial para los medios continentales.

2.- MEDIO SEDIMENTARIO EN EL QUE SE FORMA EL YESO
LENTICULAR.

Los medios sedimentarios actuales en los que se ha detectado la presencia de esta
morfologia se pueden concretar fundamentalmente en tres:
- medios de sebja costera, en los dominios intermareal y supramareal.
- medios de "playa" (complejos playa-lake de la bibliograffa anglosajona) en
cuencas continentales endorreicas.

- medios desérticos de suelos salinos.

Las caracteristicas especificas del yeso lenticular en cada uno de estos medios, y las
condiciones de formacién y presentacién se estudian en los apartados siguientes.

2.1.- Sebjas.

En los medios de sebja se han diferenciado claramente las caracteristicas morfoldgicas de
los cristales de yeso generados en las zonas intermareales de los de 4reas supramareales.

Cuando el yeso nuclea y crece en la zona intermareal, los cristales formados se
caracterizan por:
- tamafio reducido (desde menos de 1mm. hasta 1 cm. para Shearman, 1966;
inferiores a 50 pm. para West et al., 1979).
, - gran pureza, por total o casi total ausencia de inclusiones.
s morfologfas lenticulares extremadamente perfectas.
- estrecha asociacion con sedimentos de barros aragoniticos y tapices algales,




caracteristicos del medio en que crecen, y a los que desplazan.

Es interesante la observaciéon de Shearman (1966 y 1978) de que estos cristales se
desarrollan y crecen tierra adentro y nunca mar adentro, de tal manera que los sedimentos més
antiguos, situados tierra adentro, presentan la asociacién de cristales lenticulares y tapices
algales, al igual que los sedimentos intermareales actuales, en tanto que no aparecen jam4s en
sedimentos submareales (barros aragoniticos peletoidales, ooliticos y con arenas de fragmentos
esqueléticos). Estas observaciones concretan pués esta morfologia como inicialmente
caracteristica de la diagenésis temprana en la zona intermareal.

La disposicion de los cristales es arbitraria, y se presentan en niveles concretos con
estructuras nodulares a masivas. En sedimentos actuales estos niveles se caracterizan por su
elevada porosidad, pero en sedimentos antiguos se encuentran intensamente cementados y con
las formas lenticulares desdibujadas a causa de los procesos de compactacion.

Los cristales de la zona supramareal presentan caracteristicas muy diferentes:
- Tamafios cristalinos grandes (desde 1 mm. hasta 20 cm.).
- Cristales aislados o agrupados a lo sumo en rosetas.
- Abundancia de poros o inclusiones.

- Dispésicion subvertical, aunque distorsionada tras la compactacién.

Las caracteristicas de crecimiento son, de nuevo, claramente desplazantes, y los
recrecimientos en la zona inferior de algunos de ellos, unido a su orientacién preferente, parecen
sugerir que el aporte de sulfatos al cristal que crece es claramente direccional, procediendo de la

‘zona inferior por un mecanismo ascendente de las soluciones madre provinientes del nivel
fredtico.

No es infrecuente que estos cristales presenten morfologifas granudas alotriomorfas,
como consecuencia de los recrecimientos sindiagenéticos y procesos diagenéticos m4s tardios,
que tienden a distorsionar las texturas primarias. Estos procesos se ven favorecidos por sus
porosidades y elevado contenido en impurezas.

2.2.- Medios de playa.

Estos medios sedimentarios son similares a los de sebja en cuanto a las caracteristicas de
crecimiento intersticial con morfologia desplazante del yeso. Las diferencias mds notorias cabe
centrarlas en el origen marino o continental de uno u otro medio, y se concretan en la diferencia




composicional del agua y sedimentos no yesiferos, y en la extensién areal de ambos. Por otra
parte, la conservacién de los cristales es mds precaria en los medios de playa que en los de
sebja. ;

Los cristales se desarrollan principalmente en las llanuras de barros situadas en torno al
lago, a partir de las aguas procedentes del nivel fredtico. El agua fredtica asciende por
capilaridad a través de los sedimentos de la llanura de barros, aumentando al mismo tiempo su
concentracién, con lo que se alcanza el producto de solubilidad del yeso, que nuclea en los
poros y crece intersticialmente.

Ocasionalmente se han descrito también morfologias lenticulares, practicamente
subsuperficiales, en las zonas centrales de lagos estacionales que se desecan totalmente durante
el estiaje (hay interesantes ejemplos en la bibliografia espafiola, como los de Carenas y Marfil,
1979, y Pueyo, 1978). Los depdsitos de costras que se forman en estos casos contienen gran
cantidad de sales muy solubles que, generalmente, se redisuelven con facilidad durante las
etapas himedas, por lo que no suele quedar constancia de estos procesos en el registro
geoldgico salvo por la existencia de moldes o seudomorfos.

2.3.- Costras desérticas.

Un tercer medio en el que se generan estas morfologias son los desérticos. Las costras
generadas en ellos podrian asimilarse a las de playa, pero hay suficientes caracteristicas
diferenciales que aconsejan contemplarlo como un medio distinto. Su principal caracteristica
diferenciadora estriba en la extraordinaria aridez y ausencia de un nivel de agua aflorante (sea el
mar o el lago salobre), por lo que el aporte de sales procede exclusivamente del nivel fredtico
subsuperficial. El medio encajante puede ser muy variado: arenoso a lutitico, pero raramente es
carbonatado por la escasa concentracién de este anién en el agua.

Los cristales lenticulares generados en este medio (rosas del desierto) se citan y
describen desde muy antiguo por su espectacularidad y belleza, pero obedecen s6lo a una de las
fases de nucleacién y cristalizacién que se pueden diferenciar. Watson (1983) cita, en costras
yesiferas subsuperficiales, la existencia de dos subhorizontes:

- €l superior, a menos de un metro de la superficie, formado por cristales lenticulares de
1 a 200 mm. de didmetro, aislados o agrupados en rosetas, con abundantes inclusiones
zonadas.
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- el inferior, mds profundo, con cristales idiomorfos o lenticulares, menores de 1 mm.,
y sin relacién clara con la ldmina de agua.

Los primeros se interpretan como formados en la zona de evaporacién capilar por un
mecanismo de aporte "per ascensum'; mientras que los inferiores, mds pequefios, sin
inclusiones ni impurezas, parecen indicar un mecanismo diferente de formacién, que
probablemente sea por precipitacién directa dentro del nivel fredtico, en el que la
sobresaturacion es constante y los aportes polidireccionales.

3.- CONDICIONAMIENTOS AMBIENTALES.

Las principales caracteristicas de todos los medios en los que se forman yesos
lenticulares son el crecimiento desplazante del yeso y el mecanismo de aporte del sulfato por un
proceso de bombeo por evaporacién, pero hay otras caracteristicas del medio que pueden ser
responsables de esta peculiar morfologfa.

El soporte del medio en el que nuclean y crecen los cristales es muy variado y no parece

que controle en modo alguno la morfologia. Hay citas de estos cristales inmersos en materiales
muy diversos: barros aragoniticos (en las sebjas de la Trucial Coast), detriticos silicatados mal
clasificados (en las sebjas de Laguna Madre o playas del Gran Lago Salado), lutitas y detriticos
finos (en costras desérticas de Chott et Chergui), arenas limpias de grano grueso (en costras
desérticas de Somaliland), etc.

Algunos autores (Masson, 1955) citan la importancia de la porosidad del sedimento
como factor favorecedor del mejor y mds rdpido aporte de sulfato al cristal en formacién, pero

no encuentran ninguna correlacién de ésta con la morfologfa.

Un factor ambiental importante es la presencia de materia orgdnica en el medio
sedimentario. En sebjas marinas se evidencia por las omnipresentes algas verde-azuladas que
constituyen los tapices algales y actian como acumuladores de sedimentos (Masson, 1955; Kerr
and Thomson, 1963; Shearman, 1966; etc.). En salinas actuales de Alicante, Dronkert (1977)
llega a describir capas yesiferas enteroliticas formadas por una acumulacién de microcristales de
yeso lenticular, con separaciones orgdnicas muy importantes, restos de los tapices algales entre
los que crecieron los cristales. La materia orgdnica es también sumamente importante en los
medios de playa, bien como tapices algales, restos herbiceos, e, incluso, restos orgédnicos
animales. El iinico medio en el que esta relacién no se mantiene tan estrechamente es el de las




costras desérticas, generalmente poco rico en materia orgénica.

La salinidad del medio se ha invocado también como factor favorable, pero puede ser
sumamente variable tanto en cantidad de iones como en las proporciones relativas de los
mismos. Un repaso bibliogrdfico muestra unos intervalos de salinidad muy amplios: desde una
zona de semiaridez, como la descrita por West et al. (1979) en una sebja de la costa
mediterrdnea y en la que se citan salinidades del 3.1 al 6.1 % para el agua de imbibicién, hasta
los valores presentados por Kerr and Thomson (1963) que dan valores de 14.0 a 38.0 % en la
sebja de la Laguna Madre. Estos datos son dificilmente comparables, pues el contenido y
proporcién de sales disueltas es muy variable. Se ha especulado con la importancia del Na*
disuelto en la génesis de esta morfologia (Deicha, 1943), pero ha sido necesario recurrir a
métodos experimentales de laboratorio para delimitar con precisién los factores que influyen en
su génesis y desarrollo.

4.- DATOS EXPERIMENTALES SOBRE LA GENESIS DEL YESO
LENTICULAR.

Las experiencias de laboratorio del sistema CaSO4-H,O son féciles de realizar, pero es
mds dificil simular las condiciones reales de formacién de los cristales y, en especial, los de
crecimiento desplazante. Cody and Shanks (1974) son los primeros que se plantean el intento

de reproducirlas, provocando la nucleacién y crecimiento del yeso en un medio pastoso

constituido por materiales arcillosos (montmorillonitas sédicas o bentonitas) dispersos en agua a
una proporcién constante. El gel asf formado lo introdujeron en un tubo en U y por cada una de
las ramas del tubo afiadieron la solucién de Cat y la de SO4= respectivamente, controlando
cuidadosamente las condiciones ambientales de pH y temperatura. De esta manera obtuvieron
diferentes tipos de cristales prismaticos. La adicién de contenidos moderados de NaCl a las
soluciones hizo disminuir el nimero de niicleos y aumentar el tamafio promedio de los cristales.

Posteriormente, en 1976, Cody prosigue y diversifica las experiencias, introduciendo
cambios en el tipo de bentonita utilizada, aunque siempre monominerélica, en las condiciones de
PH, en la temperatura, y en la concentracién y tipo de sales disueltas, procurando obtener
siempre la mdxima diversidad, pero manteniendo condiciones similares a las de los medios
naturales.

Los cristales obtenidos a partir de las bentonitas célcicas son de tipo idiomorfo, con
caras lisas y escasas trazas de corrosién, mientras que los que se forman en bentonitas sédicas




son inicialmente semejantes, pero con mayores tasas de corrosién en las caras (010), sobre todo
a altas temperaturas y contenido en sales. Conforme crecen estos cristales la corrosién
acompaiia al crecimiento, llegando al final a predominar sobre éste y dando, en casos extremos,
secciones de forma aproximadamente discoidal; este efecto se potencia con el incremento de
temperatura, presencia de cloruros disueltos (hasta el punto de que en ausencia de Cl- los
fenémenos de corrosién y posterior recrecimiento son practicamente inexistentes), presencia de
iones monovalentes (Lit, NH, > K*), porcentajes de arcilla en la pasta, y presencia de materia
orgédnica (extractos de plantas verdes). Las variaciones en la morfologia cristalina se pueden
explicar mediante las ideas de Edinger (1973) a partir de procesos de cristalizacién
experimental. Para este autor los iones HSO4-, NO3- y Nat (en forma de sales dobles
complejas de Na-Ca) se depositan preferentemiente en la cara (111), constituida exclusivamente
por Cat*, retardando su crecimiento; los cationes, especialmente monovalentes, se fijan en la
cara (110), lo que produce la reduccién de su tasa de crecimiento respecto a otras, permitiendo
el desarrollo de morfologfas diferentes. Por otra parte, segiin Barcelona and Atwood (1978) los
compuestos orgénicos extraibles del agua del mar con cloroformo, afectan a la precipitacién del
yeso inhibiendo la formacién de cristales; estas ideas son expresadas también por Liu and
Nancollas (1973) y Van Rosmalen et al. (1976). El proceso se realiza por un mecanismo de
adsorcién de las cadenas mds largas de 4cidos grasos sobre las caras del cristal con Cat¥ --

caras (111)-- y se refleja en el crecimiento de cristales menores, mds tabulares y

equidimensionales.

Prosiguiendo en sus experiencias de sintesis en condiciones de crecimiento desplazante,

: Cody, en 1979, llega a la conclusién de que el factor critico que Ileva al habito lenticular es la
presencia de materia orgdnica. Empleando la misma técnica experimental de ensayos anteriores
y provocando la nucleacién por evaporacién de soluciones inicialmente saturadas en yeso para
poder controlar también los efectos de la salinidad del agua, e incorporando materia orgédnica en
forma de hojas de manglar maceradas en el agua de dispersion de las arcillas, obtiene siempre
cristales lenticulares. Los demds factores ambientales considerados en las experiencias
anteriores, inciden exclusivamente en las dimensiones de los cristales formados. A la vista de
estos resultados, Cody concluye que los cristales lenticulares se forman porque algunos tipos de
materia orgdnica reducen drasticamente el crecimiento, normalmente rdpido, perpendicular a las
formas de yeso (111) y (103) y consecuentemente minimiza el crecimiento paralelo a su eje
cristalogréfico c. Esta inhibicién de crecimiento selectiva permite normalmente desarrollos
lentos perpendiculares a las formas (110) y (010), dando una morfologia tabular, que
combinada con la curvatura peculiar asociada a las caras (111) y (103) produce el hébito
lenticular. Ensayando con 4cidos himicos extraidos de suelos pardos se han obtenido cristales
de yeso, grandes y pardos, con una morfologia lenticular muy acusada, siempre que la tasa de




crecimiento sea muy lenta para no enmascarar el efecto de retardo de crecimiento de
determinadas caras. !

5.- MECANISMO DE APORTE DEL SULFATO. PROCESO DE BOMBEO POR
EVAPORACION.

Una vez establecida y aceptada la hipétesis del crecimiento desplazante de los cristales
lenticulares de yeso y delimitados los principales factores que controlan la morfologia, las
preguntas mds importantes que se plantean son: ;Cudl es el mecanismo de aporte de sulfato al
sedimento para que en su interior nucleen y crezcan los cristales desplazantes?, ;cudl es la
fuente original de ese sulfato?

Los cristales lenticulares son interpretados por la mayoria de los autores como generados
por concentracién evaporitica del agua fredtica, que es aspirada a la superficie por un proceso de
bombeo por evaporacién (Reading, 1978; West et al., 1979; etc.), creciendo desplazantemente
en el medio cuando se sobrepasa el producto de solubilidad del yeso en las aguas que ascienden
por capilaridad. Las otras teorfas resefiadas en la bibliografifa, como son la del aporte "per
descensum", procesos de mezcla de aguas, cambios de salinidad, procesos redox, etc., tienen
aplicaciones muy concretas o son simplemente factores que influyen sobre la tasa de
precipitacion, pero no sobre el proceso mismo, por lo que no precisan de un andlisis detallado.

A continuacion desarrollaremos los fundamentos fisico-quimicos del proceso de bombeo
por evaporacién con el fin de delimitar su viabilidad para los medios naturales en los que se
desarrollan los cristales lenticulares.

El sulfato procede directamente del nivel de agua fredtica del medio, cuya composicién
puede ser exclusivamente marina o mezcla de marina y continental en las sebjas, y de origen
exclusivamente continental en playas y costras desérticas. Ocasionalmente, el contenido en
sulfato del agua fredtica puede enriquecerse durante el ascenso al atravesar niveles con dep6sitos
sulfatados.

El fenémeno m4s importante, y auténtico cebador del proceso, es el ascenso capilar, que
es consecuencia de la presién capilar (P,) y en el que es fundamental el radio de los poros. En
efecto, los poros pueden considerarse como cavidades de tamafio capilar, por lo que en ellos la
P, es una fuerza efectiva que hay que consuderar, ademds de la gravedad. La presién capilar
obedece a la férmula:
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P (1)
donde: o es la tensién superficial del liquido, © el 4ngulo de contacto del liquido con la cavidad
capilar y r; el radio del tubo. Por tanto, a menor tamafio de poro el agua asciende por

capilaridad a una altura mayor.

Naturalmente, la ordenacién de radios de los poros de un sedimento no es tan regular
como en los modelos tedricos, pues normalmente se encuentran poros de radio pequefio junto a
otros de grandes dimensiones, pero, a grandes rasgos, hay una distribucién regular, por lo que
podemos suponer que existe un esquema homogéneo de distribucién del agua capilar en los
poros en las zonas siguientes:

- Zona de agua connata o irreducible, que corresponde a los niveles mds altos a los que
asciende el agua al situarse en el contacto entre los granos detriticos, en las cavidades de menor
radio, dejando el resto de la cavidad llena de aire.

- Bajo esta zona hay otra, de transicién, en la que el agua cubre la préctica totalidad del
4rea superficial de los granos detriticos, que podemos considerar como cavidades capilares de
radio medio, encontrandose el aire en burbujas en los huecos entre granos que corresponden a
las cavidades de mayor radio.

- Finalmente, en la parte inferior se sitda la zona de saturacién completa en agua, en la
que hasta los poros de mayor radio estdn totalmente llenos de agua y se puede considerar
practicamente como la zona de agua libre o el limite del nivel fredtico.

La altura mdxima de una columna de agua retenida por presién capilar la podemos
expresar, en su forma m4s sencilla, mediante la siguiente férmula:

2
. Y cos 6 @
rg(P,—P)
donde: vy es la tensién superficial del liquido, r el radio de poro del sedimento, 6 el dngulo de
contacto del liquido con el sélido, g la constante de la gravedad, p, la densidad del liquido y p

la del aire.

De manera aproximada, y dando valores numéricos a las constantes de la ecuacién
anterior, podemos expresar h = f(r) de la siguiente manera:

h=0.148/r 3)
(considerando agua pura a 20°C en contacto con esferas de cuarzo, por lo que 6 = 0°, cos 6 =
1y y=72.75 dinas/cm.).




Con estos valores aproximados y aplicando la ecuacién (3), podemos deducir que para
sedimentos con tamafio de grano lutitico, cuyo radio de poro es inferior a 0.004 mm., la altura
que puede alcanzar la columna de agua que asciende por capilaridad es superior a 3.6 m.; para
sedimentos de tamafio de grano limo, con radios de poro que oscilan entre 0.015 y 0.004 mm.,
llegard a alturas comprendidas entre 1 y 3.6 m.; en los granos de tamafio arena, los radios de
poro son mayores de 0.015 mm., por lo que variard entre 0.1 y 1 m. el ascenso capilar; y,
finalmente, en los de tamafio grava serd inferior a 0.1 m.

Estos cdlculos nos proporcionan escalas de valores en condiciones ideales, por lo que es

preciso hacer un breve comentario en relacién con la posible influencia de la variacién de las
condiciones ambientales, tales como la temperatura o la concentracion de sales, sobre la tensién
superficial del liquido.

Como se aprecia en la tabla I, al aumentar la temperatura tiende a disminuir la tensién
superficial del agua segin una relacién lineal que, a partir de los datos experimentales indicados
en la misma, podemos expresar con la siguiente ecuacién:

Y=75.88-0.1647 T (°C) @

De acuerdo con esto, a temperaturas algo mayores que las normales, como pueden ser
las correspondientes a medios 4ridos o de playa, la tensién superficial del agua disminuye, y en
la misma proporcién lo hard la columna de agua que asciende por capilaridad.

Oftro factor que influye sobre la tensién superficial es la concentracién de sales disueltas,
como se puede apreciar en los datos experiemntales de la Tabla I, que afectan de manera directa
y con un factor corrector superior. Al igual que en el caso anterior podemos establecer una
correlacion entre y y la salinidad, que se expresa a partir de los valores disponibles, como:

Y=7253+037.%NaCl (a20°C) (5)

Segiin esto, a mayor cantidad de halita disuelta, aumenta la tensi6n superficial del agua y
la columna de agua asciende por capilaridad a una mayor altura.

A la vista de estos datos, y teniendo también en cuenta los efectos de la salinidad sobre
la densidad del agua, podemos afirmar que en los medios naturales en que crecen los cristales
lenticulares de yeso, con temperaturas elevadas y altas salinidades, la altura de la columna de
agua que asciende por capilaridad es de un orden de magnitud similar al calculado anteriormente
en condiciones ideales.




Tabla I: Variacién de la tensién superficial del agua, sin aire, en funcién de la
temperatura, y en funcién del % de Na Cl disuelto a 20 °C. Datos de Weast, 1967.

Temperatura Tensidn superficial % de NaCl Tensién superficial
S dinas/cm. a20°C dinas/cm.

0 75.60 0.58 72.92
5 74.90 2.84 73.75
10 74.22 5.43 74.39
15 73.49 10.46 76.05
18 73.05 14.92 77.65
20 72.75 22.62 80.95
25 T 25.92 82.55
30 71.18

40 69.56

50 67.91

60 66.18

70 64.40

80 62.60
100 58.90

El proceso de evaporacién que se produce en climas dridos, afectard también al agua
capilar, aumentando la concentracién de sulfato y provocando la precipitaciuén de yeso al
sobrepasarse su producto de solubilidad; consecuentemente, el nivel fredtico aporta agua
cargada en sales para compensar la eliminada por evaporacién, garantizando asf un aporte
constante de material desde el nivel saturado hasta el nivel capilar en el que se produce la

nucleacién y crecimiento de los cristales. Tenemos asi un procedimiento de bombeo cuyo motor

principal es la evaporacién por accién solar.

La circulacién capilar no puede ser excesivamente rdpida y depende de manera directa
del tamaiio de radio del poro, por lo que tendremos una zonacién de la concentracién del agua
desde los niveles inferiores subsaturados a los superiores sobresaturados, lo cual, por otra
parte, puede favorecer también el aporte de material por procesos de difusién iénica.

En este esquema dindmico, el agua puede alcanzar la saturacién en sulfato en cualquiera
de las tres zonas descritas en funcién de la tasa de evaporacién y de la concentracién inicial en el
agua fredtica. El que se produzca en una u otra zona caracterizard la formacién de cristales

diferentes.

Para muchos autores resulta dudoso que la persistencia de la precipitacién pueda dar un
desplazamiento a gran escala y la formacién de capas pricticamente monominerdlicas de




cristales lenticulares, o que el aumento del relleno de los poros no reduzca la porosidad hasta un
grado tal que un ascenso posterior por capilaridad quede inhibido. Estas objeciones no son muy
vélidas para los medios de playa o sebja, pués, por una parte, la plasticidad del sedimento
empapado en agua permite el facil desplazamiento de los granos, y, por otra, la especial
morfologfa de los cristales lenticulares condiciona empaquetamientos poco densos, por lo que
incluso capas compactas de cristales lenticulares deben conservar una cierta porosidad efectiva.

Si las condiciones se mantienen mds o menos uniformes durante un tiempo
suficientemente largo, el mecanismo de bombeo por evaporacién tiende a dar horizontes
continuos con acumulaciones de cristales lenticulares de pequefio tamafio, tal como han podido
observar Dronkert (1977) y West et al. (1979) en sedimentos actuales.

6.- CONCLUSIONES. MODELO GENETICO.

Como consecuencia de todo lo expuesto proponemos que el mecanismo de formacién,
desarrollo y zonacién de los cristales, para los medios de playa o sebja supramareal, se efectia
segin el esquema idealizado de la figura 2, en el que se diferencian los distintos procesos de
nucleacién y crecimiento en cada una de las tres zonas fredticas, y la influencia de las estaciones
secas y himedas sobre la estabilidad del sistema.

Durante la estacién seca el nivel fredtico desciende y, al mismo tiempo, aumenta la
concentracién de sales del agua, pudiendo llegar a precipitar yeso prismaético. El agua que
asciende por capilaridad aumenta la concentracién en sulfato de tal manera que en la zona de
transicién se puede alcanzar una sobresaturacién suficiente para que precipite yeso entre los
sedimentos a través de los que asciende el agua; esta precipitacion, al producirse en condiciones
de ligera sobresaturacién y rdpidos aportes unidireccionales, generard unos pocos niicleos de
cristalizacién alrededor de los cuales continuard la precipitacion del yeso, formdndose grandes
cristales lenticulares de crecimiento rdpido, englobando parte del sedimento encajante. El agua
que contintda el ascenso capilar, recuperard rdpidamente la concentracién en SO4= y la

aumentard, al crecer la superficie de contacto entre agua y aire seco en las cavidades capilares, al

mismo’ tiempo que reduce la velocidad de circulacién; con lo que se alcanzardn elevadas

sobresaturaciones en sulfato, por lo que nucleardn y precipitardn gran cantidad de pequefios
cristales lenticulares que, debido a la escasez de aportes, no alcanzardn grandes desarrollos.

Durante la estacién himeda el agua fredtica disminuye su concentracién en sales y el
nivel fredtico asciende, lo que conlleva la disolucién total o parcial del yeso existente en la zona
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formacién, zonacién y desarrollo de cristales lenticulares en medios
desplazantes (del tipo playa-lago o equivalentes) y su evolucién estacional.

Figura 2.- Esquema idealizado de




actual de agua libre. Ademds, los aportes ocasionales de agua de lluvia o de escorrentia
superficial aportardn aguas subsaturadas que percolardn a través del sedimento, disolviendo los
depésitos evaporiticos de las zonas superiores hasta que el agua circulante intersticial se sature
en sulfatos. Los pequefios cristales lenticulares que precipitaron en la zona connata se
disolverdn con mayor facilidad, debido a su reducido tamafio y al contacto con aguas muy
subsaturadas; mientras que los grandes cristales que se formaron en la zona de transicién
tendrdn mayores posibilidades de conservacién debido a su mayor tamafio y a que el agua, que
ha aumentado la carga en sulfatos al atravesar las capas superiores, estard menos saturada. Si el

agua percolante llega a alcanzar la saturacion en sulfato puede desarrollar cementos en mosaico

en cualquiera de las zonas, por precipitacién de yeso alrededor de los niicleos existentes.

La aridez global del medio, representada por las tasas de ascenso y descenso del nivel
fredtico, duracién relativa de los periodos 4drido y himedo, y contenido en sales de las aguas
superficiales y subsuperficiales, propicia el que los cristales formados en épocas secas se
preserven, favoreciendo asi la formacién de capas continuas de yesos lenticulares, o, en caso
contrario, su desaparici6n del registro sedimentario.
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