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Mathematics is the most beautiful and most powerful
creation of the human spirit.

Stefan Banach (1892-1945),

Today’s scientists have substituted Mathematics for
experiments, and they wander off through equation
after equation, and eventually build a structure which

has no relation to reality.

Nikola Tesla (1856-1943).
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Prefacio

Cando o actual comité do SII me pediu que escribise un prélogo a esta nova
edicion das Matematicas do vecino, s6 podia pensar: “Dez anos, xa pasaron dez
anos”. Non me resulta dificil recordar como naceu o Seminario. Nas nosas estadias
todos asistimos a seminarios mais ou menos formais, todos demos charlas mais ou
menos técnicas, sabiamos (ou non), grazas a eles, que facia a vecina de despacho.
Sen embargo, pouco conieciamos do que investigaban os nosos amigos aqui. Non
tinamos, polo tanto, mais intencién que a de encher un baleiro. E pasalo ben, claro,
sempre pasalo ben. Non queriamos durar tanto. Perdén, non crimos que esto fose
durar tanto. Fixemos unha declaracién de intenciéns: charlas sen profesores, sen
presentaciéns sofisticadas, para un publico heteroxéneo e comprensibles para todos.
Sen méis normas, e sen complexos, botamos a andar. E tanto andamos, que dez
anos e toda unha vida despois me vexo ocupando o lugar que tivo a profesora Elena
Vazquez Abal nas nosas primeiras Matemaéticas do vecino. Se mo permitides, vou
citar unhas palabras que escribiu ela naquel primeiro prefacio: Levaron d prdctica
[...] o poneren en comin o seu traballo, as stas dibidas, os seus obxectivos, a sia
(in)experiencia oradora, facendo do descubrimento cientifico un labor mdis solidario
e menos solitario. Non atopo palabras mellores para describir o noso Seminario, o
voso Seminario. Grazas, de corazén, a todos os que mantefien vivo este proxecto,
esta realidade que fundamos. S6 me resta pedirlles a tédolos que colaboraron que
desfruten del e da marabillosa etapa que estan a vivir. Dez anos son un mundo, pero
pasan nun suspiro.

Pontedeume, 17 de xuno de 2015.
Ana Belén Rodriguez Raposo
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Introducion

E imposible que unha area das matematicas progrese se as achegas que se fan
nela quedan esquecidas nos caixéns dos seus descubridores. A comunicacion entre
os investigadores é fundamental, pero tamén o é a interdisciplinaridade, sobre todo
entre os que comezan as suas carreiras investigadoras.

Con este espirito nace o Seminario de Iniciacién a Investigaciéon (SII), unha
entidade encadrada dentro do Instituto de Matemaéticas. O SII ten por finalidade
que aqueles que se estan a dar os seus primeiros pasos como investigadores tefian a
oportunidade de escoitar aos seus companeiros que traballan noutros departamentos
e de exportier as suas ideas.

As actividades do SII consisten nun conxunto de charlas que tefien lugar durante
todo o curso académico na Facultade de Matematicas da Universidade de Santiago
de Compostela. Abertas a todo o mundo, estas reuniéns, en xeral quincenais, son
un lugar para a discusién, o afloramento de ideas e a vida social na Facultade
alén da rutina investigadora ou docente. Nelas, profesores, alumnos e investigadores
tenien a oportunidade de conecerse, emprender proxectos comuns e descubrir novos
intereses. Ademais, para os ponentes supon unha oportunidade tinica de desenvolver
competencias transversais fundamentais para as suas carreiras como son falar en
publico, a capacidade argumentativa e a adecuacion & audiencia, pois cabe salientar
que as charlas estan destinadas a xente que non é especialista no tema do que tratan.

E imprescindible destacar ademais a riqueza da procedencia dos ponentes dos
SII. Moi a mitido temos o pracer de poder escoitar a xente chegada doutras faculta-
des ou incluso doutras universidades, o cal da idea da capacidade de convocatoria e
o alcance transversal das actividades do SII.

O Comité Organizador do SII, encargado de organizar as actividades do SII,
facelas publicas e atender as necesidades loxisticas das mesmas, é tamén o respon-
sable de elaborar estas actas que reflicten o enorme esforzo que, entre ponentes,
ointes e organizadores, estamos a realizar para que este proxecto sexa posible. Os
propios ponentes foron os encargados de revisar os resumos das charlas, de xeito
que cada quen tivo que corrixir un correspondente a unha area distinta 4 da sia
especialidade, asegurando asi que estes sexan comprensibles para todos.

Por dltimo engadir que, como non poderia ser doutra maneira, o curso que vén
habera cambios destinados a mellorar as actividades que o SII leva a cabo. Quizais
0 mais importante é a renovacion da metade do Comité Organizador, de forma que
os membros méis experimentados dardn paso as novas xeraciéns de investigadores



para asi manter vivo o espirito iniciador ao que previamente faciamos alusion.

Agradecementos

Non podemos esquecernos de todos aqueles aos que tanto lles debemos e que
fan posible o SII. Aos anteriores organizadores do SII polo seu esforzo e consellos
e por suposto aos ponentes: Jesus R. Aboal, Jose Ameijeiras, Ariadna Arias, M?
Isabel Borrajo, Saray Busto, Pedro Pablo Campo, Gonzalo Castineira, Jesis Conde,
J. Carlos Diaz, Julio Gonzalez, Néstor Leén, Lucia Lopez, Jorge Losada, Marcos
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Instituto de Matemaéticas

Acciones polares

Cristina Vidal Castineira

Departamento de Geometria y Topologia

1 de Octubre de 2014

Introduccién

Segun Felix Klein, la geometria es el estudio de aquellas propiedades de un es-
pacio que son invariantes bajo la accién de un grupo de transformaciones. Un drea
importante dentro de la geometria diferencial es el estudio de las subvariedades de
una variedad de Riemann dada. En particular estamos interesados en subvarieda-
des con un alto grado de simetria, esto es, aquellas sobre las que actiia un grupo
de isometrias suficientemente grande. Este interés nos lleva al concepto de accion
isométrica y, en particular, al de accién polar, el cual definiremos en este articulo.

Las nociones y resultados citados en este articulo se pueden encontrar en [1] y [3].

Acciones isométricas

Para poder definir acciones isométricas, necesitamos previamente de dos concep-
tos béasicos, como son grupo de Lie y la operacion diferenciable de un grupo sobre
una variedad. Por lo que procedamos a definirlos.

Definicion 1. Un grupo de Lie es un grupo topolégico Hausdorff G dotado de una
estructura de variedad diferenciable C* compatible con la estructura de grupo, es
decir, tal que se verifica que la aplicacion

p:GxG =G

(z,y) = ay ™
es diferenciable C*.

Definicion 2. Se dice que un grupo de Lie G opera diferenciablemente a la izquierda
sobre una variedad diferenciable X, si existe una aplicacion diferenciable

V:GxX X
(a,2) = Y(a,z) = az,

tal que:

1. (ab)z=a(bzx), es decir, P(ab,x) = ¥ (a, (b, x)), Vo € X,Va,b € G.
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2. ¥Ya € G, la aplicacion

a: X —>X

T — ax

es un difeomorfismo.

Observacion 3. Andlogamente definimos la operacion diferenciable a la derecha
de un grupo sobre una variedad. Con ambas definiciones tenemos la operacion dife-
renciable de un grupo sobre una variedad.

Ahora ya estamos en las condiciones necesarias para definir accién isométrica.

Definicién 4. Sea M una variedad de Riemann y G un grupo de Lie. Decimos que
G actia isométricamente sobre M si existe una aplicacion diferenciable
©0:Gx M — M
(9.p) = gp
que satisface (gg9")p = g(g'p) para todo g,g' € G yp € M, y tal que la aplicacion

gt M — M
pr=gp
es una isometria de M para todo g € G. A tal ¢ se la conoce como accion isométrica
en M. Se denota por I(M) al grupo de isometrias de M, el cual se sabe que es un
grupo de Lie.

Por cada punto p € M, la orbita de la accion de G a través de p se define como
el conjunto

G-p={gp:9€G}
y el grupo de isotropia o estabilizador en p como
Gp={9€G:gp=p}
Veamos a continuacién algunos ejemplos de acciones isométricas.
Ejemplo 5.

1. Sea S la esfera usual en R? (la circunferencia). La accion del grupo SO(2) =
SO(2,R) en S es una accion isométrica. Vedmoslo:

Toda accion isométrica de SO(2) en S es de la forma

©:S0(2) x ST — St
(A,z) — A-x = Az,
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donde cos(d) —sen(6)
- <sen(9) cos(t) )

a) Veamos primero que SO(2) es un grupo de Lie:
e VA B € SO(2)

o (cos(0) —sen(0)\ (cos(¢) —sen(e)
A-B= <sen(9) cos(6) ) <sen(¢>) cos(¢) >
_ [cos(8+¢) —sen(6+ o)
- (Sen(H ¢)  cos(0+ ) > € 50(2).
e VA B,C € SO(2)

o= (oG ) () )

:
os(0+ ¢+ &) —sen(9+¢+§)>
(
(0
(0

Q

<sen O0+o+&) cos(0+p+¢&)

e Basta tomar 0 = 0 y tenemos el elemento neutro:
_ (cos(0) —sen(0)\ (1 0\
A= <sen(0) cos(0) ) \0 1) L€ S0Q).
e VA € SO(2) 3A7Y,

ot () = (20 ) esoun

Q

os(f) —sen(0) . cos(p+&) —sen(op+¢) _
en(0) COS(9)> (sen(¢+§) cos(¢+§)> A(BC).

w0

tal que
AA Tt =A"tA=1T.

Por tanto, SO(2) es un grupo. Y tomando la aplicacion
Y SO(2) x SO(2) — SO(2),
(A,B) — AB™!

que es una aplicacion diferenciable (por ser composicion de aplicaciones dife-
renciables), tenemos que SO(2) es un grupo de Lie.

b) Veamos ahora que la accion ¢ es una accion isométrica. Dado que

= (3l aty) () = (Gl oty
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se obtiene que

ame=(00 1D s a) ()
_ (COS(H + ¢)x1 — sen(d + qb):r:Q)
sen( + @)z + cos(f + ¢)xo
= (o) (ot S emiGy) = i

Ademas, como la aplicacion

oa:St— St
Tz — Az

tiene como matriz asociada A, que es la matriz de una rotacion, tenemos que
YA €es una isometria.

Por tanto, la accion de SO(2) en S* es una accidn isométrica con orbita S*.

2. La accion de SO(2) en R? es una accién isométrica, y la prueba es andlo-
ga al caso anterior. Las orbitas en este caso serian todas las circunferencias
concéntricas en el origen y el propio origen.

3. Sea S% la esfera usual en R3. El grupo SO(3) = SO(3,R) consiste en las
isometrias lineales que preservan la orientacion, es decir, aplicaciones lineales
que preservan la distancia y de determinante +1. Como toda aplicacion lineal
deja al origen como punto fijo, vemos que cualquier rotacion lleva S* en si
misma. Por lo que la accién de SO(3) en R3 seria otro ejemplo de accion
isométrica.

Acciones polares

Definicion 6. Una accion isométrica de un grupo G sobre una variedad de Riemann
M se dice polar si su foliacion de drbitas es polar, es decir, si existe una subvariedad
inmersa ¥ de M que interseca a todas las orbitas de la G-accidn, y para cadap € ¥,
el espacio tangente de X en p, T,%, y el espacio tangente de la drbita a través de p
en p, T,(G - p), son ortogonales. En tal caso, la subvariedad ¥ se llama seccion de
la G-accion. Cualquier accion polar admite secciones a través de un punto dado.

Tipos de acciones polares en R?

1. Accién de R en R3.
Orbitas: rectas paralelas.
Seccién: cualquier plano ortogonal a una de las rectas

sera ortogonal a todas.
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6. LA ACCION
TRIVIAL

7. LA ACCION
TRANSITIVA

Accion de R? en R?. (Tambien es la accion de O(2) R?
en R3).

Orbitas: planos paralelos.

Seccion: cualquier 1 nea recta que interseque a uno de
los planos ortogonalmente, los intersecara a todos.

Accion de SO(3) en R3.

Orbitas: un punto y todas las esferas concentricas en
torno a dicho punto.

Seccion: cualquier | nea recta a traves de dicho punto.

Accion de SO(2) R en R3.

Orbitas: una | nea recta y cilindros coaxiales, alrededor
de dicha recta.

Seccion: cualquier recta que interseque al eje ortogo-
nalmente.

Accion de SO(2) en R3.

Orbitas: un eje de puntos jos (la 1 nea recta) y cir-

cunferencias concentricas en torno a ese eje de puntos
jos.

Seccion: cualquier plano que contenga al eje de puntos
jos.

Accion del grupo de la matriz identidad, I , en R3.
Orbitas: todos los puntos de R3.
Seccion: todo R3.

Accion de R3 en R3.

Orbitas: todo R3.

Seccion: cualquier punto de
R? (ya que el vector tangente
asociado es el vector 0, y por
tanto siempre es ortogonal).

Aplicacion de las acciones polares

Una de las aplicaciones de las acciones polares la podemos ver en el art culo
pendiente de publicacion [2], donde se estudian las hipersuper cies reales con dos
curvaturas principales en los planos proyectivo e hiperbolico complejos.

Gran parte de los resultados este trabajo se obtuvieron gracias a las acciones
polares, ya que la idea de la construccion de tales hipersuper cies, por ejemplo en
el plano proyectivo complejo, CP?, es la que mostraremos a continuacion.
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Tomamos la accién del grupo H = U(1) x U(1) x U(1) en C? y la cocientamos
por la fibracién de Hopf (z ~ Az con A € St 2z € C?). Lo que obtenemos es que H
acttia sobre CP? polarmente con seccién ¥ = RP? y con 6rbitas principales S x S1.

Lo que principalmente se hace en dicho articulo es tomar dichas orbitas de la
accién polar (las cuales son toros bidimensionales) y buscar una curva 7 en la seccién
> de manera que la unién de dichas érbitas a lo largo de la curva -« nos proporcione
la hipersuperficie con dos curvaturas principales, H - 7, que estdbamos buscando.

El resultado es mucho méas complejo que este esquema, pero esto nos muestra
una breve idea de la utilidad de tales acciones.

Bibliografia

[1] Berndt, J., Console, S. y Olmos, C. (2003). Submanifolds and holonomy,
Chapman & Hall/CRC Research Notes in Mathematics, 434, Chapman and
Hall/CRC, Boca Raton, FL.

[2] Diaz-Ramos, J. C., Dominguez-Vazquez, M. y Vidal-Castineira, C. Real hy-
persurfaces with two principal curvatures in complex projective and hyperbolic
planes, arXiv:1310.0357v1 [math.DG].

[3] Dominguez-Véazquez, M. (2013). Isoparametric foliations and polar actions on
complex space forma, Tesis doctoral, Universidad de Santiago de Compostela.
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Introducion

Centrandonos no concepto de disconxugacién para ecuacions diferenciais lineais
ordinarias de orde n [Co], que caracteriza o maximo numero de ceros que pode
posuir unha soluciéon dedtcense certas propiedades cualitativas das soluciéns de
determinadas ecuaciéns diferenciais non homoxéneas.

Disconxugaciéon

Definicién 1. Sezan pi(t), ..., pa(t) € L*(I).
Unha ecuacion diferencial de orde n

y (&) + 1) y "I () 4 -+ palt) y(t) = 0, (1)

dise disconzugada nun intervalo I se cada solucion non trivial ten menos de n ceros
en I, contados con multiplicidade.

Visto que os coeficientes da ecuacién diferencial tal como foi definida pertencen
6 espazo L%(I), as nosas posibles soluciéns pertenceran é seguinte espazo:

HMI) = {u:I%R | u® e LX(1), k:(),...,n}
- {u c oY1) |uD e Ac(), u™ e L2} .

De seguido, danse unha serie de resultados sobre este concepto.

Proposicién 2. Sezxa I un intervalo, enton existe § > 0 tal que (1) é disconzugada
en calquera subintervalo de lonzitude menor ca §.

Proposicién 3. Se a ecuacion (1) é disconzugada en I existird unha tunica solucion
non trivial satisfacendo as sequintes condicions:

y(yi)(ai):ﬁiuia vi=0,...,m;—1, i=1,...,m,

conry+ - +1rym =nea; €1 para todo i = 1,...,m, sempre e cando algun dos

PALABRAS CLAVE: Disconxugacién, sistemas de Markov e Descartes, funcién de Green.

11
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Proposicién 4. Se o intervalo I = (a,b) € aberto e cada solucién non trivial de (1)
ten menos de n ceros distintos, enton cada solucion ten menos de n ceros contados
coa sta multiplicidade.

Vense, a continuacién, uns tipos de sistemas que permitiran obter distintas con-
dicions sobre as ecuaciéns diferenciais.

Definicion 5. Sexan 1, ...,yn funcions de clase H™ nun intervalo 1. Dise que
forman un sistema de Cebysev se calquera combinacion non trivial de yi(t), ..., yn(t)
ten menos de n ceros.

E evidente que a ecuacién (1) é disconxugada en I se, e s6 se, algin sistema
fundamental de solucions e, polo tanto, cada sistema fundamental é de Cebysev.

Definicion 6. Sexan y, ...,y funcions de H™ nun intervalo I. Dise que forman
un sistema de Markov se os n Wronskianos

U - Yk
W(yt,...,yr) = | et , k=1,..,n,
k—1 k—1
D e
son positivos en I.
Definicion 7. Sezan yi,...,yn funcions de H™ nun intervalo I. Dise que forman
un ststema de Descartes se todolos Wronskianos ordeados
Yiy e Y
W(yil,...,yik): , 1<ip<--<iy<n, k=1,...,n,
(k—1) (k—1)
Yi, Y

son positivos en I.

Teorema 8. A ecuacidon diferencial lineal (1) ten un sistema fundamental de solu-
cions de Markov se, e so se, o operador L ten unha representacion

Ly = dfld/f dfld/f1l
Y=\ oy dt 7 dt \og di \ vy Y ’

onde vy, > 0 son funciéns de clase H" %1 para k =1, ... ,n.

Vexamos un exemplo de segunda orde no que aparece reflectido o anterior resul-
tado.

Exemplo 9. Seza m > 0, tal que m € (0,7) consideramos o problema
y'(t) +m?yt) =0, te(0,1].
Obtemos un sistema fundamental de solucions da forma

y1(t) = sen(mt),
ya2(t) = —cos(mt).

Podemos verificar que € un sistema de Markov:
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» Wy =sen(mt) >0, za que mt € (0, 7).
n Calculemos Ws:

sen(mt)  —cos(mt)

Wa= m cos(mt) m sen(mt)

=m>0.

Polo tanto podemos construir vi e vs.

vi = sen(mt),
W2 . m
sen?(mt)  sen?(mt)’

Vo =

A construcion do operador L seria agora

Ly =sen(mt)—— ! (Sen2(m 04 (seny >>

sen?(mt) dt mdt (mt)

m (y'(t) sen(mt) — m cos(mt) y(t))

:sen(m t) m
:sen(lmt) (y"(t) sen(mt) + my'(t) cos(mt)

+m? sen(mt)y(t) —m cos(mt) y(t))

=y"(t) + m* y(t).
Apoidndonos nesta caracterizacién obténense unha serie de resultados:

Teorema 10. A ecuacion (1) ten un sistema fundamental de solucions de Markov
no intervalo compacto I = [a,b] se, e sé se, é disconzugada en I.

Proposicién 11. O conzunto de tédalas ecuacions (1) disconzugadas nun intervalo
compacto 1 € conezxo e aberto.

Teorema 12. Se a ecuacion (1) ten un sistema fundamental de solucions de Markov
nun intervalo I = [a,b] ou I = [a,b) entdn ten un sistema fundamental de solucions
de Descartes en 1.

Teorema 13. A ecuacion (1) ten un sistema fundamental de solucions de Descartes
nun intervalo compacto I = [a,b] se, e sé se, é disconzugada en I.

Funcion de Green

Construccién da funcién de Green

Sexa f unha funcién de L?(I), a; < - < a,, puntos de I e rq,...,7,, enteiros
positivos cuxa suma é n.



14 SII Disconxugacion

O problema multipunto
Ly(t) = f(t), tel, (2)
y(l’i)(ai) =0 v;=0,...,;,—1; i=1,....m,

ten unha solucién unica, porque para f = 0, a ecuacion Ly = 0 soamente ten a
solucién y = 0 con n ceros, por ser disconxugada.
A tnica solucién pddese representar da seguinte forma

b
y(t) = / G(t,s) f(s) ds.

onde a funcién de Green, G(t, s), estd definida polas seguintes propiedades:

» Como funcién de ¢, G(t, s) é solucién da ecuacién (1) nos intervalos [a, s) e
(s, b], satisfacendo as condiciéns de fronteira

G(”i)(ai,s) =0 v;=0,...,m;—1; i=1,...m, sel.
» Como funcién de ¢, G(t, s) e as sias primeiras n — 2 derivadas son continuas

en t = s, mentres que

anfl n anfl
- - =1 I.
at"—lG(S ,8) pro G(s7,s) , SE€

Baixo estas condicidns, non é dificil verificar que a funcion y serd a tinica solucion
do problema (2).
Signo da funcion de Green

Estudiaremos a partir de agora os ceros da funcién de Green, para un s € [
fixado. Sexa P(t) = (t — a1)™ ... (t — ay)"™™ . Tense o seguinte resultado.

Lema 14. Se a ecuacion (1) é disconzugada e G(t, s) € a funcion de Green asociada
6 problema (2). Enton no cadrado [a,b] X [a,b] cimprese

G(t,s) P(t) > 0.

Teorema 15. Se a ecuacion (1) é disconzugada en a1, am] € G(t,s) € a funcion de
Green asociada ¢ problema (2). Cimprese que G(t,s)/P(t) > 0 para a1 < s < a, €
a1 <t<ay,.

Lema 16. Se temos unha ecuacion do tipo (1) con coeficientes constantes
y(”) (t) 4+ c1 y("—l)(t) + ey y(”) (t)=0, (3)

que € disconzugada nun intervalo [a,b]. Enton (3) € disconzugada en calquera in-
tervalo de lonzitude menor ou igual a b — a.
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Proposicién 17. Consideramos o problema (2) asociado ¢ operador con coeficientes

constantes
Ly=y™ () + a1y () + -+ any(t) = 0.

Se esta ecuacion € disconzugada en a1, an,| podemos afirmar que a funcion de Green
satisfai a tese do Lema 14, € dicir,

G(t,s) P(t) > 0,

nos sequintes conruntos:

A - [alvam] X [alaa’m]7
B = [2a1 —am,2ay —a1] X [a1 —2apm,a1],
C = [2a1 —am,2am —a1] X [am,2am — a1].

Vexamos un exemplo no que ademais se cumpre G(t,s) P(t) > 0 nos conxuntos

D = [2a1 —apm,a1] X [a1,an],

E = [am,2am —a1] X [a1,am] .
Exemplo 18. Consideramos o problema de sequnda orde no intervalo [—1,2]

u'(t) +mPut) = 0, te[-1,2], (4)
u(0) =u(l) = 0.

Obtense, tendo en conta as condicions impostas na definicion de funcion de
Green, a sequinte funcion de Green para o problema anterior:

—sen(m s) sen(m (1 —t))

0<s<t<l,
m sen(m)

)

—sen(m (1 — s)) sen(mt) t<s<1,t<0

m sen(m) ’
G(t,s) = sen(m(t — s)) l<s<t
m b —_ )
_sen(m(t — s)) f<s<0

0, noutro caso.

Neste caso P(t) =t(t —1).
Podemos ver que no intervalo [0,1] a ecuacion é disconzugada para m € (0, ).
As soluciéns deste problema son da forma

u(t) = oy sen(mt) + ag sen(m (1 —t)).
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Podemos suponer que u(0) = 0, senon faise unha traslacion da primeira ra z a cero,
e teriamos as
u(0) = o sen(m)

o que implica que o =0, za que estamos a suponer que m = k¢ para k  7Z. Polo
tanto a solucion sera da forma

u(t) = 1 sen(mt)

As , u(t) =0 se, e so se, sen(mt) =0, za que 1 =0 para que a solucion sexa
non trivial. Isto cumprese se, e so se, mt =k¢ sendok =01 | as que o seqgundo
cero atopariamolo nun punto t = ¢ m.

Este punto ¢ m [0 1] se, e so se, m [0 ¢). Polo tanto, a ecuacion (4) sera
disconzugada se, e so se, m [0 ¢ 2).

Polo resultado anterior sabemos que P(t)G(t s) 0 nos conzuntos A,B e C.
Ademais, para este problema, tamen se cumpre a desigualdade nos conxuntos D e
E. Dado que en ambos subconzuntos P(t) = t(t 1) D 0, tense que cumprir que

G(t s) D 0.
Efectivamente, conzunto D, tense que m(1 s) (0 ¢) emt ( ¢ 0) polo
que G(t s) 0.

Analogamente no conzunto E, m(1 t) ( ¢ 0)ems (0 ¢), eas G(t s)
0.

2a -a,

Nun futuro ser a interesante poder proporcionar algun resultado xeral que nos
indicase que sucede nos conxuntos F e D de forma xeral.
Bibliograf a
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Introduccién

El desarrollo de la topologia general estuvo ligado desde sus comienzos a la
busqueda de una buena nocién de convergencia y, tradicionalmente, convergencia
significaba convergencia de sucesiones. Por ejemplo, los primeros intentos de Fréchet
de encontrar una clase general de espacios adecuada para el estudio de nociones
topoldgicas se centraron en el uso de la convergencia secuencial y asi, en 1906, al
mismo tiempo que introducia la nocién de espacio métrico, fue de los primeros en
plantear el siguiente problema:

Caracterizar la clase de los espacios que pueden ser completamente determinados
por sus sucesiones convergentes.

La propuesta de Fréchet consistié en introducir axiomaticamente la nocion de
convergencia en un conjunto. Una convergencia en X seria una colecciéon de pares
((xp); ) sujeta a unos axiomas, siendo (x,) una sucesién en X y x un punto de X.
En 1923 Aleksandrov y Urysohn modificaron los axiomas originales de Fréchet dando
lugar a los més tarde denominados espacios L* que, junto con diversas variantes, se
conocen actualmente como espacios de convergencia.

Sin embargo, pronto estuvieron claras las limitaciones de este enfoque y, del mis-
mo modo que la teoria de integracién habia revelado la insuficiencia de la convergen-
cia secuencial para los propésitos del andlisis, se hizo evidente que las sucesiones no
eran adecuadas para los propdsitos de la topologia general, dando como resultado
que el desarrollo posterior de la topologia se fundamentase en otros conceptos tales
como sistemas de entornos, operadores de clausura o conjuntos abiertos. Sin embar-
go, aunque las sucesiones no permiten describir la topologia de espacios topolégicos
generales, si lo hacen en muchos espacios importantes y son més simples e intuitivas
que otras nociones de convergencia posteriores tales como las redes o los filtros. Por
ello, se consideré de interés la determinacion del verdadero alcance de su utilidad
y asi, en 1962, Venkataraman planteé de nuevo el problema de Fréchet en términos
mas concretos:

Caracterizar la clase de los espacios topologicos que pueden ser completamente
determinados por sus sucesiones convergentes.

PAaLABRAS CLAVE: Convergencia; sucesiones; espacios secuenciales.
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La respuesta mas cumplida fue la dada por Franklin en 1965 y 1967 cuando, en
dos articulos [1, 2] con el significativo titulo de “Spaces in which sequences suffice”,
introdujo los denominados espacios secuenciales.

Espacios métricos y primero numerables

La topologia de un espacio métrico puede ser caracterizada mediante la conver-
gencia de sucesiones y muchos conceptos topolégicos admiten una expresién simple
con dicha convergencia. Por ejemplo:

= Un subconjunto A de un espacio métrico es abierto si, y solo si, toda sucesion
convergente a un punto de A finaliza en A.

» La adherencia de un conjunto estd constituida por los limites de las sucesiones
de puntos del conjunto.

s La continuidad equivale a la continuidad secuencial.
» La compacidad equivale a la compacidad secuencial.

La convergencia de sucesiones en espacios topoldgicos se define de manera na-
tural y verifica muchas de las propiedades elementales (convergencia de sucesiones
estacionarias, convergencia de subsucesiones de una convergente, etc.); pero no to-
das, por ejemplo, la unicidad del limite: para topologias gruesas es habitual que una
sucesion tenga varios limites, pudiendo llegar al extremo, para la topologia trivial,
de que toda sucesion converja a todo punto.

Las propiedades arriba citadas de la convergencia secuencial en espacios mé-
tricos tampoco se verifican en espacios topoldgicos generales. Es facil encontrar
contraejemplos. De nuevo, es preciso imponer condiciones adicionales y lo habitual
es usar el primer axioma de numerabilidad debido a que permite replicar muchos de
los argumentos de espacios métricos, sin mas que substituir la coleccion de las bolas
de radio 1/n centradas en un punto por una base local numerable {V;, | n € N} que
verifique V] D Va2 D ... (tal base local se puede construir a partir de una base local nu-
merable arbitraria {U,, | n € N} definiendo, para cadan € N, V,, = UyNUzN...NU,,).
De esta manera se obtiene que, en espacios que satisfacen el primer axioma de nu-
merabilidad, se verifican muchas de las propiedades citadas para espacios métricos.
Entre ellas las siguientes:

= Un subconjunto A es abierto si, y solo si, toda sucesion convergente a un punto
de A finaliza en A.

» La adherencia de un conjunto estd constituida por los limites de las sucesiones
de puntos del conjunto.

= FEl cardcter Hausdorff del espacio equivale a que todas las sucesiones conver-
gentes tengan limite unico.
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= La continuidad equivale a la continuidad secuencial.
» La compacidad numerable equivale a la compacidad secuencial.

Como se observa, ha sido preciso substituir la compacidad por la compacidad
numerable (en espacios métricos ambos conceptos son equivalentes) lo que podria
inducir a pensar que, con una adecuada reformulacion, las propiedades anteriores
también se verificarfan en espacios topoldgicos generales. Sin embargo, tomando
por ejemplo la recta real R, si consideramos sobre ella las topologias discreta y
conumerable, es sencillo comprobar que con ambas topologias las sucesiones conver-
gentes son las mismas, sin embargo, se trata por definicion de espacios topolégicos
diferentes.

Este ejemplo pone de manifiesto que la convergencia secuencial no determina la
topologia del espacio sino una clase de topologias, aunque en dicha clase sera posi-
ble distinguir una de ellas susceptible de ser caracterizada mediante la convergencia
de sucesiones; tales topologias seran justamente las de los espacios secuenciales. Se
introduce a continuacién la terminologia y las notaciones que serdn empleadas en
lo sucesivo.

Si (zy,) es una sucesién en un conjunto X y A C X, se dird que (x,,) finaliza en
A cuando exista v € N tal que x,, € A para todo n > v.

Definicién 1. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, (x,) una sucesion en X yx € X.
Se dice que (xy) converge a x en (X,T), y se representa por (r,) — x, si (zy)
finaliza en todo entorno de x.

Es suficiente comprobar que la sucesién finaliza en todos los entornos de alguna
base local de x, por ejemplo en los entornos abiertos.

Entre las consecuencias directas de la definicién se tiene que, si (z,) es una
sucesién convergente a x, toda subsucesién (z,,) converge también a z, y que la
continuidad implica la continuidad secuencial.

Espacios secuenciales

En lo que sigue (X, 7) serd un espacio topoldgico arbitrario.

Definicién 2. Un subconjunto A C X es secuencialmente abierto en (X, 7) si toda
sucesion en X convergente en (X,7) a un punto de A finaliza en A.

Dado que un conjunto abierto es entorno de cada uno de sus puntos, se tiene:
Proposicion 3. Todo subconjunto abierto de X es secuencialmente abierto.

El complementario de un conjunto secuencialmente abierto en (X, 7) se denomi-
nard secuencialmente cerrado en (X, 7). La proposicién anterior asegura que todo
subconjunto cerrado de X es secuencialmente cerrado.
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Puede comprobarse mediante argumentos sencillos que si (X, 7) es un espacio
topolégico arbitrario, los conjuntos secuencialmente abiertos forman una topolo-
gia que denotaremos por 75, que ademas es mas fina que la topologia de partida,
es decir, 7 C 75. Ademads, puede establecerse dentro del reticulo de topologias del
conjunto X, la relacién de equivalencia ser secuencialmente equivalentes, que rela-
ciona aquellas topologias con las mismas sucesiones convergentes. De esta manera,
es posible argumentar que 7 y 75 son topologias sobre X secuencialmente equiva-
lentes. Es mas, 7, es la topologia més fina de entre las secuencialmente equivalentes
a 7. Hechas estas consideraciones, pasamos a definir los espacios secuenciales, que,
como veremos, responden a la cuestion que se planteaba en la introduccion.

Definicién 4. Un espacio topoldgico (X, T) se dice secuencial si todo subconjunto
secuencialmente abierto es abierto.

Se comprueba de manera inmediata que:

Proposicién 5. Para un espacio topolégico (X, T) equivalen:
1. (X, 1) es secuencial.
2. Todo subconjunto secuencialmente cerrado es cerrado.
3. T="Ts.

De este modo, puede decirse que la convergencia de sucesiones determina la
topologia de un espacio secuencial. En este punto, utilizando simplemente la defi-
nicién, es posible comprobar que los espacios secuenciales constituyen una clase de
espacios mayor que la de los primero numerables. En términos més sencillos, todo
espacio primero numerable (y por tanto métrico) es secuencial.

Un primer andlisis de gran interés sobre estos nuevos espacios que acabamos de
definir consiste en comprobar como se comportan ante las principales operaciones
topoldgicas. Asi, el producto de espacios secuenciales no es, en general, secuencial.
No obstante, puede imponerse alguna condicién sobre uno de los factores, por ejem-
plo la compacidad secuencial local, para obtener un producto secuencial.

Por otra parte, los espacios secuenciales se conservan por paso al cociente y
mediante la suma topoldgica, en el sentido que precisan las dos siguientes proposi-
ciones:

Proposicién 6. La suma topoldgica de cualquier familia de espacios secuenciales
es un espacio secuencial.

Proposicion 7. Sea X un espacio secuencial y f: X — Y una aplicacion cociente.
Entonces Y es un espacio secuencial.
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Por 1ultimo, conviene mencionar que la secuencialidad no es una propiedad es-
trictamente hereditaria, aunque anadiendo la hipétesis de abierto o cerrado sobre el
subespacio obtenemos un subespacio secuencial.

Tras todas estas consideraciones, seria conveniente saber cuales son exactamente
los espacios secuenciales. Es sabido que constituyen una clase de espacios mas amplia
que la de los espacios primero numerables, sin embargo, puede decirse mucho mas
sobre ellos. En este sentido, se enuncia a continuacién la caracterizacién de los
espacios secuenciales dada por Franklin [1].

Teorema 8. Para cualquier espacio topoldgico (X, T) equivalen:
1. (X, 1) es secuencial,
2. (X,T) es cociente de un espacio métrico,

3. (X,T) es cociente de un espacio que verifica el primer azioma de numerabili-
dad.

Una vez establecido el hecho de que, para espacios secuenciales, la convergencia
de sucesiones determina la topologia, se comprueba a continuacién hasta que punto
permite describirla en los mismos o parecidos términos en los que describe la de
los espacios métricos o los que verifican el primer axioma de numerabilidad. Para
ello se examinard la validez, en espacios secuenciales, de alguno de los resultados
enunciados al inicio de la presente acta.

En primer lugar, se tiene la caracterizacion de los conjuntos abiertos como se-
cuencialmente abiertos puesto que asi se han definido los espacios secuenciales. Sin
embargo, un punto adherente de un subconjunto no es necesariamente limite de
una sucesién de puntos del subconjunto, como si sucedia en los espacios métricos y
primero numerables. Los espacios que verifican esta ultima equivalencia son los lla-
mados espacios de Fréchet-Urysohn y tienen interés por si mismos. Se trata de una
clase de espacios situados entre los primeros numerables y los espacios secuenciales.

En cuanto a la equivalencia entre continuidad y continuidad secuencial, se tiene
lo siguiente:

Proposicion 9. Sean X un espacio secuencial, Y un espacio topoldgico arbitrario
y f: X =Y una aplicacion. Entonces, f es secuencialmente continua si, y solo st,
f es continua.

Sin embargo, en las condiciones de la proposicién anterior, sucede algo sorpren-
dente. No es cierto que si f es secuencialmente continua en un punto z € X, f sea
continua en x. Pero, jcémo es posible que en cierto sentido la continuidad equival-
ga a la continuidad secuencial pero una aplicaciéon secuencialmente continua en un
punto pueda ser no continua en el mismo? Esta discrepancia no deberia extranar
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puesto que, como es sabido, incluso para funciones reales de variable real es preciso
utilizar una versién numerable del axioma de elecciéon para demostrar que secuen-
cialmente continua en un punto implica continua en el punto.

En cuanto a la unicidad del limite y el cardcter Hausdorff, es conocido el hecho
que a continuacién se expone.

Proposicién 10. Todo espacio que verifique el primer azioma de numerabilidad vy
en el cual cada sucesion convergente tenga un unico limite, es de Hausdorff.

Resulta natural, por lo tanto, preguntarse si la propiedad de ser secuencial pue-
de substituir al primer axioma de numerabilidad en la proposicion anterior. La
respuesta en general es no. Sin embargo, anadiendo la condicién de ser localmente
numerablemente compacto sobre el espacio de partida, si se podria afirmar el ca-
racter Hausdorff del mismo.

Para finalizar, en lo que concierne a la equivalencia entre compacidad numerable
y secuencial, se tiene lo siguiente.

Proposicion 11. Para un espacio X secuencial y paracompacto equivalen:
1. X es compacto.
2. X es numerablemente compacto.
3. X es secuencialmente compacto.

Aunque el tema expuesto lleva siendo tratado mucho tiempo (desde los afios
cincuenta), todavia siguen apareciendo nuevas publicaciones hoy en dia. La mayoria
de ellas se centran en estudiar bajo qué condiciones de los factores, el producto
de espacios secuenciales es secuencial. Con todo y como conclusion, se observa que
pese a que las sucesiones no permiten caracterizar la topologia un espacio topolégico
arbitrario, resultan de gran utilidad en una amplia clase de espacios, como es la clase
de los espacios secuenciales.
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Introduccién

Fl diseno de los sistemas de apoyo a la decision en logistica es un area muy activa
de investigacion y aplicaciones en la moderna investigacion operativa. En este marco,
para el control de incendios forestales es esencial tomar decisiones eficientes debido
a que los recursos son limitados. En este sentido, la teoria econémica juega un papel
central en la gestion de los incendios forestales. Precursores en el estudio econdémico
de los incendios forestales fueron Headley [3] y Sparhawk [6], que describen como
establecer una gestion éptima de manejo de un incendio.

El marco teérico utilizado para identificar la forma mas eficiente de administrar
los costes de un incendio forestal fue el Cost Plus Net Value Change (C + NVC)
(Gorte y Gorte [2]). En él, se pretende minimizar el coste para el uso de los recursos
en la lucha contra un incendio, mas un coste producido por las hectareas de terreno
quemadas, donde no sélo se debe tener en cuenta las pérdidas materiales producidas
por el incendio (&rboles, bienes urbanos, etc.), sino también la repoblacién o la
reconstruccion de estas zonas.

En el ano 2013 nace el proyecto LUMES, cuyo objetivo principal es el desarrollo
de nuevas tecnologias avanzadas para la lucha integral contra los grandes incendios
forestales, lo que permite reducir la superficie quemada, el nimero de incendios y
la generacién de un recinto de seguridad en las operaciones que reducen significati-
vamente la tasa de accidentes de los participantes (técnicos, brigadistas y pilotos).

Una de las tareas de este proyecto es determinar una seleccién éptima de recursos
aéreos, que incluya el niimero y tipo de recursos necesarios para la contencion de un
incendio forestal. Esta no es una tarea sencilla, pues se cuenta con un gran nimero
de posibilidades. La dificultad se incrementa si la tarea no consiste inicamente en
seleccionar el conjunto de recursos, sino que también estos se han de asignar a los
diferentes periodos de tiempo en el transcurso del incendio.

Se expondran dos modelos diferentes. En el primero, y como introduccién al
planteamiento del problema, se estudia y trabaja con un modelo tomado del trabajo
realizado por Donovan y Rideout [1]. Este modelo tiene como objetivo determinar
el niimero de recursos necesarios para contener un incendio desde un instante inicial

PALABRAS CLAVE: programacion lineal entera; gestién de recursos aéreos; incendios forestales.
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(cuando atin no se ha realizado el despliegue de ningtin tipo de recurso), minimizando
los costes y danos relacionados con el fuego. Al identificar la combinacién 6ptima
de los recursos de extincion de incendios, los modelos aplican la teoria C+NVC,
mencionada anteriormente, al incendio.

El segundo modelo se realiza tras estudiar las necesidades demandadas por la
empresa de servicios aéreos del proyecto. En éste no sélo debe obtenerse el ntimero
necesario de aeronaves para contener el incendio, sino que se deben asignar con
precision a los distintos periodos de tiempo. Ademds, a peticién de la empresa
demandante, deberan tenerse en consideracion ciertas restricciones sobre el tiempo
de empleo de los recursos.

Modelo de seleccion de recursos

El problema de determinar la seleccién de recursos que consigan contener el
incendio desde un instante inicial (que se traduce en construir una linea alrededor del
incendio) a minimo coste (C+NVC) se plantea como un problema de programacién
lineal entera, pues los medios de lucha son unidades indivisibles.

Comenzamos introduciendo la notacion necesaria, para posteriormente formular
el problema.

Los pardmetros del modelo se podran dividir en referentes a los recursos y re-
ferentes al incendio. Respecto a los recursos, tendremos para cada uno de ellos, el
coste por hora (C;), coste fijo (P;), rendimiento (PR;) y tiempo que tarda en llegar
al incendio (A;). Donde i hace referencia al indice del recurso, i € Z = {1,...,n},
siendo n el nimero de recursos disponibles.

Los parametros referentes al incendio seran cada uno de los periodos en los
que se tiene una estimacién en la evoluciéon del mismo (H;) y para cada uno de
esos periodos, el incremento del perimetro (PER;), incremento del NVC (NV Cj) y
perimetro (SP;). Donde j es el indice de cada periodo de tiempo, j € J = {1,...,m},
siendo m el niimero de periodos.

Como variables de decisién binarias, tendremos una variable Z; que nos indicara
con 1 si la aeronave i es seleccionada, D;; que tomara el valor 1 si el recurso ¢ se
emplea hasta el periodo j e, Y; que toma el valor 1 cuando el incendio no esta
contenido en el instante j. Como variables reales, tenemos L; que serd el perimetro
construido por los recursos hasta el periodo j (km).

La formulacién matemética siguiente modela la funcién objetivo (suma de los
costes) y las limitaciones que se imponen para identificar la asignacién 6ptima en
el problema de la selecciéon de recursos para la contenciéon de un incendio fores-
tal. Resumidamente, estas limitaciones/restricciones seran que el incendio se ha de
acotar en un periodo de tiempo concreto (restriccion (2)), y tres restricciones para
establecer cuando las aeronaves son seleccionadas o no (restriccién (3)) y cuando el
incendio estd o no contenido (restricciones (4) y (5)).

min "> CiH;Diyj+ Y PiZi+ Y NVC;Yj_, 1)

i€LjET i€T JjeT
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Sujeto a:
> > (Hj — A)PR;Dy; > > PER;Y; 4 (2)
€L jeET jeET
VieZ, Y Dy <Z (3)
JjeT
VjeJ, SPiNj—L; <MY (4)
Vi€, Y (Hj—A)PRDi; =L, (5)
1€l

Modelo de seleccién y asignacion de recursos

Con el fin de atender posibles requisitos alternativos que atafien a las aeronaves
encargadas de la extincién del incendio, se modifica el modelo anterior con el fin de
que éste tenga en consideracién aspectos tales como la asignacion de los recursos
a lo largo de diferentes periodos de tiempo, de forma que no todos los recursos
seleccionados han de operar desde el instante inicial, sino que pueden incorporarse
al incendio en cualquier instante en el cual se precisen; que el algoritmo debe de
poder ejecutarse en cualquier instante de tiempo, no inicamente en el momento de
deteccion del incendio; si el incendio no estd controlado, debe de haber al menos
una aeronave en cada frente, y se han de incorporar restricciones en el tiempo de
uso de las aeronaves (Circular Operativa 16-B [5]).

Se hardn unas observaciones iniciales, pues los periodos de tiempo se construiran
tomando intervalos de 10 en 10 minutos (para poder ajustar los descansos y tiempos
de vuelo con cada intervalo). A partir de estos datos, se obtienen los periodos de
tiempo H; con los que se va a trabajar, que irdn desde un periodo temporal ante-
rior al actual (Hp) hasta el dltimo momento del que se tiene una estimacién de la
evolucién del incendio (H,,). En caso de que no se tenga estimacién de la evolucién
del incendio en algin periodo Hj, se tomardn para ese periodo, el perimetro del
siguiente periodo temporal del cual se tenga una estimacién, y para el incremento
del area, la parte proporcional al incremento entre la anterior estimacién que se
tenga y la siguiente.

En la notacién necesaria para formular el problema obviaremos los pardmetros
y variables descritos anteriormente. De este modo, tendremos como parametros
referentes a los recursos, los tiempos de utilizacién de las aeronaves: tiempo de
vuelo sin descansos (T'V;), tiempo de descanso (T7'D;) y tiempo de vuelo diario
(T'V D;). Luego, para establecer la situacién actual de la aeronave en el momento
en el que se ejecuta el modelo, tendremos un parametro para establecer el tiempo
que lleva volado la aeronave desde su tltimo descanso (T'A;), el nimero periodos de
descanso que lleva realizados (T DM I;) y el tiempo de vuelo diario realizado (TV'T;).
Finalmente, también se tiene en cuenta como parametro el nimero de periodos de
tiempo que comprende un descanso (T'DM;).

Referente a los parametros del incendio, tendremos a mayores: el nimero de
frentes del incendio (nF'), que servird para determinar el nimero minimo de aero-
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naves que han de estar presentes en cada periodo de tiempo, y el nimero maximo
de aeronaves que se pueden gestionar en éste (nMax).

Por dltimo, las variables de decisién que tendremos en cuenta en el modelo (sin
contar las ya descritas en el modelo anterior), haran referencia a la situacién de las
aeronaves: como variables binarias tendremos, B;; que toma el valor 1 cuando el
recurso ¢ se selecciona para entrar en el incendio en el periodo j; VU;; que indica
con 1 si la aeronave ¢ se encuentra volando al incendio en el periodo j; DES;; para
determinar los periodos j en los que la aeronave ¢ ha de realizar el descanso, y
FD;; que toma el valor 1 cuando el descanso de la aeronave ¢ finaliza en el periodo
Jj. Por tltimo, tendremos una variable entera, p;, que toma el nimero de recursos
faltantes hasta alcanzar el minimo de recursos que tiene que haber en el incendio
en el periodo j.

A continuacién se describe la formulacién matematica que modela la funcién
objetivo y las restricciones para cumplir la demanda de la empresa:

min ZZCiHj+1Dij_ZZHjCiBZ] ZZ 1 — CDESZJ-FZPZ +

i€TjeT i€TjeT i€Tjedg €L
D NVOYjmr+Ym+ 3 > VUi +3 > 01H;Biy+ 3 M
VSV €L jeT i€ljed Jj€T

Sujeto a :

(6)

> PER;Y; 1 <> (Hmi1 — Hj — A)PRiBij —» > (Hmt1 — Hj41)PRiDij—

JjET €L jET €L jeT

> > (Hj41 — Hj)PRiDES;;

i€Zjed

t—1;
VieI VteT, Z Bix — DES;; — Z Bix < VUy

k=1 k=1
¢ t—1
VeeT, > D> Bi—p VUi~ DESi—» > Dix+pe2nF Y
i€ k=1 i€z i€T i€ k=1
VieZ, Y Du<Z
teT
m
B + Z(m +1)Biy <mZ; ,siA;=0
Viel, =2
Z B+ < Z; , en otro caso
teT
t
TV; > (His — Hy + TA; = TDM I (Hyc 1 — Hy) ) Bis—
—= L TA; =0 6
> S > o
(Ht — Hp)Dyp, — DES;, — TV;FDyy
k=1 = TDM; k=1
VieI, VteT, TV; Z(HH_l — Hy +TA; — TDMI;(Hyiq — Hk))B“—&—
t ¢
> (TVi + Heqr — Ht)Bik — > (Hi — Hp)Di—
, en otro caso
k=2 k=1
¢ t
TD;
DES;;, — TV;FD,
gl TDMZ ik kgl T ik

(M)

(®)

()

(10)

(11)

(12)
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t
0 <37 (Herr = Hi + TA; = TDM I (Hyyr — Hy)) Bis—
k=1 , TA; =0 ¢
5 S I e, S, T
(Ht — Hg)Dyg, — DESix — » TViFD
k=1 k=1 TDM; k=1
Vie T, vt 13
ieL, vieT, 0 <(Hesr — Hy + TA; ~ TDMI;(Hior — Hy)) Bunt (13)
t t
S (TVi+ Hipr = Hy) Bi = 7 (He = Hy) Dy~
s = , en otro caso
t t
TD;
> DJ\;I DESix — Y TViFDy,
=1 TDM; k=1
t
DES;, > TDM; FDy ,si t—TDM; >0
k=t—TDM;+1
VieI, VteT, (14)
t
> DES;, > (IDM; —TDMI;) FDy; , en otro caso
k=1
t+TDM;
VieI, VteT, DESy < > FDy (15)
k=t
t t
MY: >— Z Z(Ht+1 — Hy — A;)PR; By, + Z Z(Ht+1 — Hy41)PR; D+
= 7—7 iEZtk::l 1€T k=1 (16)
> > (Hiy1 — Hy) PRiDES;), + SP;Yi 1
i€ k=1
VieT, > HipiDie > > Hiy1Ba (17)
teT teT
Vi € T, Z(Hm+1 — Hy)Bjt — Z(H'm+l —Hiy1)Dyy < TVD; —TVT; (18)
teT teT
A Z; SZ(Hm+1 — Hy)Bj — Z(Hm+1 — Hi41)Dy—
VieT, teT teT (19)
> (Hit1 — Hy)DESy
teT
t t
VieZI, VteT, > B —»_ Dix < DESy (20)
k=1 k=1

t t—1
vte T, > Bi—>_> Dy <nMazY; (21)

1€ k=1 1€L k=1

siendo l; ={t €T : Hyy1 = Ho+ A;} + N° periodos descanso durante viaje en la
ecuacién (9); y M, M’ valores suficientemente grandes, como por ejemplo:

M = méx SP, H, — H5)PR;
1?6%3(5 H—;( m+1 2)PR;,
3

M’ =100 [ (Hp1 — H1) > Ci+ Y NVC
i€T teT
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La funcién objetivo (6) establecerd algo anédlogo a la funcién objetivo (1), salvo
que ademas se incluiran ciertos términos para tener control sobre las variables Y,,,
VUsj y Bij, y otro término (el dltimo), que penalizard la funcién objetivo en caso
de que no se alcance el nimero minimo de aeronaves en el incendio en un periodo
concreto de tiempo.

La restriccién (7) serfa andloga a la (2); la (10), (11) y (17) ala (3), y la (16) a
la (5). Para establecer el nimero méximo y minimo de aeronaves se establecen las
restricciones (21) y (9) respectivamente. Y finalmente, las restricciones restantes,
(8), (12), (13), (14), (15), (18), (19), (20), se incorporan para obligar a fijar los
periodos de vuelo maximo diario, en qué periodos de tiempo las aeronaves estardn
volando hacia el incendio, en cudles estaran trabajando sobre éste y los periodos en
los que las aeronaves deberan realizar los descansos oportunos.

Lineas futuras

Una linea de desarrollo, es la incorporacion de estocasticidad en el modelo. Mien-
tras que en un problema deterministico de programacién matematica, todos los pa-
rametros que aparecen en su formulaciéon son nimeros conocidos, en programacion
estocéstica dichos pardmetros (o por lo menos algunos de estos) son desconocidos,
aunque para ellos se conoce o se puede estimar su distribucion de probabilidad.

En este sentido estuvo estudidndose el trabajo de tesis de Lee [4], basado en
la misma idea que el primer modelo determinista (Donovan y Rideout [1]), pero
aumentando su alcance al considerar las caracteristicas de crecimiento del incendio,
tales como perimetro y area quemada, estocdsticas.
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O célculo fraccionario é unha activa rama da analise matematica na que pode-
mos falar de integrais e derivadas de orde non enteira. O nome é enganoso, pois a
xeneralizacion non se limita unicamente a ordes racionais (ou fraccionarias). Tamén
¢é valida para integrais e derivadas de orde un niimero real calquera.

Durante un longo tempo, esta disciplina foi considerada esotérica e sen aplica-
ciéns. Sen embargo, nas ultimas décadas, o interese polos operadores diferenciais e
integrais de orde non enteira aumentou de xeito notable, probandose ademais a stia
utilidade en multitude de situaciéns. A pesares disto, o calculo fraccionario segue a
ser un descofiecido para parte da comunidade matemaética e cientifica.

No fondo, as ideas esenciais do célculo fraccionario son comins a moitas areas
da matematica e daquela, os resultados deberian estar enlazados entre si.

Introducion

Semella que a nosa maneira de entender e analizar o mundo que nos rodea
evoluciona do enteiro, ou algo ainda mais particular, cara o fraccionario ou incluso
cara un concepto mais xeral.

Lembremos, cando cativos, ddansenos de inicio os niimeros naturais, mais dese-
guido xorden —por estrita necesidade— os nimeros enteiros. Anos méis tarde, cando
precisamos da divisién, preséntansenos os nimeros racionais ou fraccionarios, que
xunto cos misteriosos irracionais, forman o corpo dos nimeros reais. Conxunto que
serd logo estendido aos ntimeros complexos.

Desde un punto de vista xeométrico, ocorre esencialmente o mesmo. Inicialmen-
te, aparecen os conceptos de punto, curva, superficie e volume; que estan asociados
4s dimensions enteiras: nula, unha, dias e tres, respectivamente. Non obstante, os
relativamente recentes traballos de B. Mandelbrot (1924-2010), ponien de manifesto
a importancia de conceptos xa introducidos antes historicamente, coma o de di-
mensién de Hausdorff, dimensién que poder tomar como valor calquera ntmero real
positivo. Asi, a xeometria amplia os seus horizontes e o concepto de dimension acada
un novo significado, que non deixa nunca de ser coherente cos resultados do pasado.

Na andlise matematica, onde as ben conecidas derivadas e integrais xogan un
papel fundamental, debemos ser tamén conscientes de que estes operadores tan so

PALABRAS CLAVE: Célculo fraccionario; derivadas e integrais de orde non enteira.
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son axeitados para un conxunto moi selecto de funciéns. De feito, esta observacion
é a motivacién fundamental das dias grandes revoluciéns no calculo do século XX:
a teorfa da medida por un lado que, con H. Lebesgue como protagonista, xeneraliza
a idea de integral e doutra banda, a teoria das distribuciéns de L. Schwartz, que
estende a idea orixinal de derivada.

Non obstante, tamén poderiamos seguir o sendeiro antes indicado, e intentar
definir derivadas e integrais de orde non enteira que, por suposto, xeneralicen os
ben conecidos operadores diferenciais e integrais de orde enteira. Este é o camino
do célculo fraccionario!

Se cadra, despois poderemos falar de funciéns continuas sen derivada en ningin
punto (pénsese na funcién de Weierstrass), pero con derivada de certa orde «, con
O0<a<l

Como definir unha integral de orde non enteira

Como xa dixemos, o obxectivo do cédlculo fraccionario é interpolar aos operadores
diferenciais e integrais de orde enteira. Asi, seguindo as ideas de B. Riemann e
J. Liouville, se comezamos analizando o que ocorre ao iterar o operador integral
sobre unha funcién f axeitada, observamos que, integrando por partes e procedendo
despois por inducién:

ILf(t)= /atf(sl)dsh
2= [ [ spdsadsi= [0 56

f (1) :/:/:1--./:”1 F(s0) dsp .. dsy = (nil)!/at(t—s)”_lf(s)ds;

onde a € R e n € N. Daquela, empregando a funcién gamma para xeneralizar ao
factorial da derradeira expresion, obtemos a seguinte definicion.

Definicién 1. Sexan a > 0, a € R e f: [a,+00) — R unha funcion. A integral,
sequndo Riemann-Liouville, de orde o da funcion f con punto base a ven dada por,

RLTO £ (1) = I‘(loz)/ (t— ) f(s)ds, t>a.

Observacion 2. Obviamente, se « = n € N, enton "I} f coincide co operador
integral iterado n veces sobre a funcion f.

A composicién de operadores integrais de orde fraccionaria é unha cuestién im-
portante. Pode probarse que se «, 5 > 0, entén "I¢ RLIgf = RLIC‘f‘Jrﬁf.

Consideremos agora o seguinte espazo de funciéns.
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Definicién 3. Sezxa [a,b] un intervalo de R. Diremos que f: [a,b] — R € unha
funcion de Holder con exporiente 0 < A < 1 se

|f (1) = f(z)] < Alws —@o*  para todo w1, x3 € [a,b],
onde A é unha constante real. Denotaremos a tal conzunto por H[a,b].

Observacién 4. Se f € H*[a,b] para algiin 0 < X\ < 1, enton f ¢é unha funcion
continua. Tense tamén, que certas funcion fractais, coma a de Weierstrass, son
funcions de Hélder para un valor do exponente X moi relacionado coa sia dimension
de Hausdorff, que lembremos, é un numero entre 0 e 1.

Pois ben, dados 0 < A < 1 e f € Ha,b], pode probarse que se a + A < 1, entén
RLjef ¢ HMaf B dicir, as integrais fraccionarias de Riemann-Liouville aumentan
a regularidade das funciéns nos espazos de Holder.

Derivadas de orde non enteira

Agora, despois da nocién de integral fraccionaria de orde a > 0, a idea de
derivada de orde a é imprescindible.

Asociando a derivada de orde o > 0 coa integral de orde —«, un sintese tentado
a substituir @ por —a na Definicién 1. A pouco que nos fixemos, darémonos conta
de que iso non conduce a bo destino, pois obteremos unha integral diverxente. Asi,
a definicién de derivada de orde oo > 0 debe ser mais coidadosa.

Definicién 5. Sexan o >0, a € R e f: [a,+00) — R unha funcion. A derivada,
sequndo Riemann-Liouville, de orde o da funcion f con punto base a ven dada por,

DS (1) =" (6) = DRI (1)
1 dr

! —a-1
:I‘(n—a)dt"/a(t_s) f(s)ds, t>a;

onde n = [a], sendo [a] 0o menor nimero natural maior ou igual que .

Observaciéon 6. Dado n € N, para obter a derivada de orde n — 1 < a < n
dunha funcion, calculamos primeiro a integral fraccionaria de orde n — o e despois,
derivamos n veces. Polo tanto, sequndo Riemann-Liouville, a derivada de orde o > 0
dunha funcion € unha derivada de orde enteira dunha integral de orde fraccionaria.

Notese que de acordo coa Definicién 5, a derivada dunha funcién constante de
orde @ > 0, « ¢ N, non é a funcién identicamente nula.

Doutra banda, agora que xa sabemos calcular integrais e derivadas de orde
arbitraria, podemos plantexar ecuaciéns diferenciais de orde fraccionaria coas que
intentar perfeccionar certos modelos fisicos. A maior dificultade aparece & hora de
impor as condicions iniciais axeitadas que garantan a unicidade da solucién, pois
deben ser dadas de xeito non fisicamente interpretable a dia de hoxe.
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Por riba disto, a resolucion de ecuaciéns diferenciais de orde fraccionaria é real-
mente complexa. Pois, por exemplo, a transformada de Laplace (moi adecuada para
a resolucién de ecuaciéns diferenciais de orde enteira) perde parte da sta utilidade.

As trabas comentadas anteriormente, levaron ao fisico e matematico italiano M.
Caputo a propor unha nova definicién de derivada de orde fraccionaria o > 0. A
sta idea é moi sinxela: se Riemann e Liouville primeiro integran para logo derivar,
Caputo opera en orde inversa.

Definicién 7. Sexan o >0, a € R e f: [a,+00) — R unha funcion. A derivada,
segundo Caputo, de orde o > 0 da funcion f con punto base a definese como,

CDIf (8) ="V (1) = D (1)
1

t
= Tn—a) /a (t — )" 7L () ds, t>aq;

onde, novamente, n = [«].

Observaciéon 8. Para calcular agora a derivada de orde o > 0 dunha funcion, €
preciso que exista a sia derivada de orde [a] € N. Ndtese que [a] > «. Asi, por
exemplo, se queremos calcular unha semiderivada (derivada de orde 1/2) de f, é
preciso que exista f' e esta esizencia non parece, en principio, moi coherente.

Notemos tamén que a derivada, segundo Caputo, dunha funcién constante é,
para calquera orde a > 0, a funcién idénticamente nula.

A derivada fraccionaria de Caputo, ao igual que a integral e a derivada frac-
cionaria de Riemann-Liouville, carece hoxe en dia dunha interpretacién fisica ou
xeométrica clara e aceptada pola maioria da comunidade matematica. Sen embar-
go, a sta principal ventaxa respecto da proposta de Riemann-Liouville, radica nas
aplicaciéns.

Cando consideramos ecuaciéns diferenciais de orde fraccionaria coa derivada de
Caputo, as condicions iniciais poden ser expresadas empregando derivadas de orde
enteira e ademais, a transformada de Laplace recobra, nesta situacion, a sua grande
utilidade.

A caracteristica esencial tanto da derivada fraccionaria de Riemann-Liouville,
coma da de Caputo, é que son operadores globais. Lembremos que as derivadas
usuais de orde enteira son operadores locais, isto €, a derivada n-ésima dunha funcién
nun punto, depende dos valores de tal funcién nunha vecifanza arbitrariamente
pequena de tal punto. Sen embargo, as derivadas de Riemann-Liouville e Caputo
tenien en conta a historia da funcién, pois o seu valor nun punto ¢ depende dos
valores da funcién no intervalo [a, t]. E por isto que se di que as derivadas de orde
fraccionaria tenen memoria.

A propiedade que vimos de comentar, fai que os modelos con ecuaciéns diferen-
ciais de orde fraccionaria sexan especialmente ttiles na andlise de procesos afectados
polo pasado, asi coma no estudo de propiedades de certos materiais viscoelasticos
ou viscoplasticos.
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E tamén natural e 1til preguntarse pola relacion entre as derivadas e as integrais
de orde fraccionaria, seran operadores inversos? Asi, coma no caso de orde enteira
sabese que para a > 0

UDg [MIG Sl () =f(t) e “Dg[TIf] (t)=f(t), para t>a
mais, se por exemplo, 0 < a < 1 entdn,
IS D () = fO) Fat—a)*™t e MR [CDIS] (8) = f(1) + e

onde c1, ¢o € R son constantes que dependen da funcién f considerada.

Nas referencias [3, 4] pode consultarse unha introducién amena e completa do
calculo fraccionario.

Sistemas de numeracion anormais

O sistema de numeracion decimal que empregamos a diario é ben conecido. De
igual xeito, os sistemas binario ou ternario, non presentan ningunha dificultade e asi,
podemos traballar, sen maior complicacién, en sistemas de numeracién posicionais
nos que a base sexa un nimero natural calquera.

Pero... por que non considerar un sistema de numeracién posicional no que a
base sexa un numero real o > 1 calquera? Tal cuestién estd, en certo sentido, moi
relacionada con todo o anterior. Explicome; unha vez familiarizados coas dimen-
sidns enteiras, preguntdmonos pola interpretacion dunha dimensién fraccionaria, e
aparece asi a xeometria fractal e os obxectos fractais, entre os que se atopa o grafo
da xa citada funcién de Weierstrass. Desde o punto de vista da andlise, o calculo
fraccionario intenta dar resposta & curiosidade polo significado dunha derivada (ou
integral) de orde non enteira. Logo a pregunta anterior podémola pensar como o
xerme da dlxebra (ou teoria de niimeros) fraccionaria unha vez superado os concep-
tos de ntimero fraccionario e niimero irracional, orixe verdaeiro de todas as cuestiéns
anteriores. Voltemos logo & alxebral

Comecemos reproducindo ideas cldsicas. Dado un ntmero ¢ > 0, teriamos que
C: (an a/n_l e aO . a—l a_2 e )a?
se, e 8o se,
_ n n—1 -1 —2
C=ap" + ap_1« +-4+ag+a1a  Hfasa T4,

onde para cada i =n, n—1,...,1,0,—1, ... esiximos a; € {0, 1,...,[a]}.

Un caso especialmente curioso ocorre, como se pode consultar en [1], cando
consideramos como base do sistema de numeracién o nimero de ouro. Isto é, cando

1+46
==

a=T
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Tratase do coniecido como 7-system, que foi introducido por G. Bergman cando
apenas contaba doce anos de idade.
A propiedade caracteristica do niimero de ouro

L L para cada n € Z, (1)

dota a este sistema dunhas regras de cédlculo que, en ocasiéns, son extremadamen-

te sinxelas. Convén notar tamén, que cando empregamos como base un nimero

irracional, enton certos nimeros irracionais tenen unha representacién finita.
Tendo en conta que

-2
1+v5 (145
2 T\ T2 =2

deducimos que 2 = (10,01),. Pero, empregando (1), tamén podemos expresar o 2
como (1,11),, (10,0011),, (10,001011),, (1,101011),,... Sen embargo, 2 = (10,01), é
a expresion mdis cémoda e sinxela; pois non ten dous uns consecutivos e daquela,
non é posible aplicar a regra 100 = 011 deducida de (1).

Asi, é facil ver que para obter a expresion mais sinxela dun niimero dado no 7-
system, o que debemos facer é eliminar todos os uns consecutivos. Empregamos para
iso a férmula indicada anteriormente. Nétese logo, que na expresién mais sinxela en
base 7 dun ntimero real, nunca podera haber dous uns consecutivos. Tampouco é
dificil probar (ver [2]) que para calquera base o > 1, a expresién mais sinxela dun
numero dado en dita base, sempre existe e é Uinica.

E dicir, cando consideramos sistemas de numeracién posicionais con base non
enteira, os dixitos da expresion dun nimero non son independentes entre si, indepen-
dencia que si é certa se a base é un nimero enteiro. Parece como se tales sistemas,
ao igual que as derivadas de orde non enteira, tivesen memoria.

Conclusion

A curiosidade por considerar niimeros reais arbitraios en ambitos nos que os
enteiros son os usuais, lévanos desde orixes distantes a caracteristicas e situaciéns
comuns que deben ser investigadas.
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La demanda energética en constante crecimiento y la rapida disminucion de las
fuentes convencionales han inducido el desarrollo de nuevos dispositivos de genera-
cién de energia que aprovechan los recursos renovables disponibles en el planeta. En
este ambito del desarrollo de nuevas tecnologias se encuentran los dispositivos de
generacién de energia de corrientes de eje horizontal (HATT).

El estudio del comportamiento del fluido en torno a estos dispositivos puede ser
realizado mediante la dindmica de fluidos computacional (CFD). Para llevar a cabo
estas simulaciones, introduciremos las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles,
seleccionaremos un modelo de turbulencia e indicaremos los principales algoritmos
para el tratamiento del movimiento rotatorio de la geometria.

Ecuaciones de Navier-Stokes

En esta seccién, se introduciran las ecuaciones generales de la dinamica de flui-
dos. A partir de ellas, se deducirdan las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles
que permitirdn modelar el comportamiento del fluido en el entorno del dispositivo
de captacién de energia de corrientes.

Consideremos un sistema de referencia euleriano y una regién Q en el espacio R3.
Denotemos por p la densidad del fluido, v la velocidad lineal y n el vector normal
a la frontera. Entonces el principio de conservacion de la masa afirma que la tasa
de variacion de la masa en un recinto W C 2 coincide con el flujo de materia que
entra a través de su frontera, es decir,

i pdV:—/ pv - ndS.
ow

dt Jw
Suponiendo que los campos son suficientemente regulares, aplicando el teorema de
Gauss y teniendo en cuenta que la igualdad anterior ha de ser cierta para todo
recinto W, se puede concluir que

9 _

9 divpv =0 (1)

en el dominio W.

PAaLABRAS CLaviE: HATT; CFD; Navier-Stokes; RANS; modelo k — w SST.
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Por otro lado, la ley de conservacién del momento lineal se formula diciendo que
la tasa de variacién del momento en un recinto coincide con la suma de la resultante
de las fuerzas distribuidas y de las fuerzas superficiales actuando sobre él, menos el
flujo de momentos que entra a través de la frontera, es decir,

d
— pvdV:—/ pv(v-n)dS+/ TndS—i—/ pfdV,
dt Jyy oW ow w
siendo T el tensor de tensiones de Cauchy y f las fuerzas distribuidas. Teniendo en
cuenta el teorema de la divergencia y la ecuacion de conservacién de la masa, se
obtiene
dpv

s +div (pv ® v) — divT = pf.

Ademas, en el caso de fluidos de Coleman-Noll, el tensor de tensiones es funcién
afin del tensor de velocidades de deformacién:

T=—7l+T,,

donde T, representa la parte viscosa y 7 es la presién. Finalmente, asumiendo un
fluido newtoniano bajo la hipétesis de Stokes, se llega a la ley constitutiva

2
T=—-7nl- 3 pdivvI + p (gradv + gradvt) )

donde p es la viscosidad dindmica o molecular.

Con el objetivo de completar el sistema anterior seria necesario definir la ecua-
cién de conservacién de la energia. Sin embargo, el modelo puede ser simplificado
gracias a la consideracién de un flujo adiabdtico y a través del estudio de las ecua-
ciones adimensionalizadas. Todo ello, permite resolver de manera desacoplada la
temperatura y los campos de velocidades y presiones.

Por otro lado, no existe una compresion apreciable del fluido de modo que la
ecuacién (1) se reduce a

divv = 0.

Ademdés, se observa que el niimero de Reynolds es del orden de 106, lo que aparente-
mente, permitirfa despreciar los efectos viscosos (llegando a las ecuaciones de Euler
para flujos incompresibles). Sin embargo, debemos tener en cuenta la presencia de
la capa limite sobre la superficie de las palas, lo que obliga a considerar tanto los
términos de inercia como los viscosos.

Por lo tanto, bajo las hipétesis de un fluido con comportamiento newtoniano,
en régimen adiabdtico, a densidad constante, con velocidades subsénicas y en el
que las unicas fuerzas distribuidas son las gravitatorias, se obtienen las siguientes
ecuaciones del modelo limite adimensionalizadas:

div*v* =0,

ov*
ot*

1 1
+div (v @ v") + grad*n* — —A*V" =

Re TR ®
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denominadas ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles adimensionalizadas. Pues-
to que el problema que queremos resolver no presenta una superficie libre, no serd
necesario estudiar la componente hidrostatica del campo de presiones. De este modo,
la ecuacién (2) puede ser reescrita como

ov*
ot*

1
+ div* (v @ v*) + grad*n"* — R—A*V* =0,
e

con m'* la presién reducida, y sélo se tendrd en cuenta el término gravitatorio si se
desea calcular la presion total.

Finalmente, teniendo en cuenta las simplificaciones consideradas, llegamos al
modelo limite de las ecuaciones de Navier-Stokes para flujos incompresibles:

divv =0,

0
pa—‘; + pdiv (v ® v) + gradm — pAv = 0. (3)

Modelo de turbulencia

El elevado valor del ntimero de Reynolds nos indica que el flujo presenta un
caracter turbulento. Esto obliga a considerar dos escalas de simulacién: la del flujo
macroscopico, cuyas propiedades queremos determinar, y la de las fluctuaciones, que
se producen en una escala correspondiente al espesor de la capa limite. Aunque, en
un principio, no nos interesa detallar los fendmenos producidos en la escala reducida,
su efecto sobre el flujo medio si debe ser tenido en cuenta. La pequena escala a la
que se producen las fluctuaciones de los campos de velocidades y de presién impo-
sibilita la simulacién directa de la turbulencia, que exigiria unos tamanos de malla
demasiado reducidos. Por ello, se hace necesario considerar modelos de turbulencia
que permiten determinar la viscosidad turbulenta, es decir, los efectos viscosos pro-
ducidos por las escalas mas pequenas del fluido sobre el flujo medio, mediante la
resolucién de un sistema de ecuaciones. Existen distintos tipos de modelos de tur-
bulencia que pueden ser clasificados en RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes),
LES (Large Eddy Simulation) y DES (Detached Eddy Simulation).

La potencia computacional de la que se dispone en la actualidad hace que los
modelos de turbulencia LES y DES resulten, todavia, demasiado costosos. Por ello,
en el desarrollo de este trabajo, se ha decidido trabajar con modelos RANS.

Los modelos de turbulencia tipo RANS se basan en la descomposicién del flujo
en un promedio estadistico mas una fluctuacion:

7=1I+7, v=V4+v.

Sustituyendo en (3) y promediando la ecuacién resultante, se obtiene que

A
P +rdiv (V@ V) + gradll — pAV — divr® =0,
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donde
= —p <v' & V’>
se denomina tensor de tensiones de Reynolds.
Con el objetivo de obtener un modelo cerrado, se establece la hipétesis de Bous-

sinesq que asume que, dada la viscosidad dinamica turbulenta p, el tensor de ten-
siones de Reynolds es de la forma

1
R = 3t (M I+ 2uD(V)

con

2 1
T= gpk + 2ugradV, D(V) = 3 (gradV + grath)

v k la energia cinética turbulenta. El término de la traza del tensor 7, que aparece
en la ley anterior, puede ser absorbido por el término de la presién media

1
I =11 — -tr (7).
3
Por lo tanto, para formular un modelo cerrado nos resta proporcionar una expresion

para el calculo de py. En este trabajo, nos centraremos en el modelo de dos ecuaciones
k — w SST que asume una expresién para la viscosidad turbulenta de la forma

pk 1
pe="—
W max [%, @}
a*? alw

con w la tasa de disipacion especifica, S la velocidad de deformaciéon y a; una
constante de cierre. Las ecuaciones de transporte para este modelo, despreciando
los términos fuente y los efectos de compresibilidad, se escriben:

Opk _
% + div (pkv) = div (Txgradk) + G,
opw . .
e + div (pwv) = div (Tygradw) + Gy + D,

donde T';, y T, son las difusividades efectivas de k y w, G}, la produccién de energia
cinética turbulenta debida a los gradientes de la velocidad media, G, la produccién
de w, D, el término de difusién cruzada resultante y F5 una funcién de mezcla (ver
[2] para més detalles del modelo).

Modelizacion de la rotacion

Para finalizar la descripcion del modelo de resolucién, debemos tener en cuenta
las deformaciones y movimientos que puede sufrir la geometria, y con ello la malla.
Diferenciaremos dos técnicas distintas que permiten simular el movimiento dindamico
de una malla sin necesidad de proceder a su reconstruccién en cada paso de tiempo:
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s Moving Reference Frame (MRF). Realiza una aproximacién en estado esta-
cionario que permite la asignacion de velocidades angulares a cada region.
Esta técnica puede resultar efectiva como primera aproximacion del compor-
tamiento del fluido. Sin embargo, se basa en la consideracion de una posicién
prefijada de la geometria lo que le impide capturar efectos de caracter evoluti-
vo, como serian por ejemplo, el paso de una pala de un rotor por delante de la
torre o la influencia de dos rotores préximos girando a distintas velocidades.

» Sliding Mesh. Permite la simulacién transitoria de un flujo bajo movimientos
de traslacién y rotacién. Se centra en el desplazamiento de una de las regiones
frente a la otra y para ello exige la definicion de una zona interface entre
ambas. Un buen dato inicial que proporcionar a esta técnica seria la solucién
obtenida mediante MRF.

El movimiento de tipo rotatorio de las hélices del dispositivo a modelar, puede
entonces ser simulado de forma efectiva mediante Sliding Mesh inicializado con
MRF.

Resultados numéricos

Con el objetivo de simular el flujo en el entorno de un dispositivo de generacién
de energia de corrientes (ver Figura 1), empleamos el software comercial Ansys
Fluent.

Figura 1: HATT disefiado por la empresa Magallanes Renovables S.L.

A continuacién incluimos algunos de los resultados obtenidos al considerar una
velocidad de corriente de 1,5 m/s y una velocidad de rotacién de 10 rpm (ver [1]
para mas detalles de las simulaciones realizadas y de los resultados obtenidos).

Estudiando la Figura 2, vemos que la region afectada por el flujo directamente
perturbado por el rotor emplazado aguas arriba se sitia entre las palas del rotor
situado aguas abajo y no sobre ellas. De este modo, dichas palas perciben un flujo
limpio, lo que justificaria la consideracién de unas velocidades de rotacién iguales
pero de signos opuestos para ambos rotores.
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Figura 2: Lineas de corriente coloreadas por la magnitud de la velocidad.

Los momentos ejercidos sobre las palas proporcionan informacion acerca de la
energ a extra da por el dispositivo de captacion de energ a de corrientes. El movi-
miento rotacional de las turbinas da lugar a distintas con guraciones geometricas,
pudiendose observar que los momentos obtenidos dependen de la posicion relativa
ocupada por las palas (ver Figura 3). Este hecho destaca la importancia de simular

& e
'

| Pathiines Calored by Vielocity Magnitude (mis) (Time=1.8000e+01)

ANSYS Fluent

dul 15, 2014
15,0 {34, pbns, sstkw, transient)

el movimiento de los rotores mediante el modelo Sliding Mesh.

Figura 3: Momentos obtenidos sobre los rotores a lo largo de tres giros completos.

2004
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Introduccién

En el presente problema se considera un estudio del flujo aéreo nasal para una
cavidad de un individuo en particular, a peticién de la empresa NASAL S. L. (Labo-
ratorio de Sistemas Avanzados de Flujo Aéreo Nasal). Los principales objetivos eran
la comparacién de los datos obtenidos por la empresa con software libre, con el c6-
digo comercial ANSYS y por otro lado, desarrollar una metodologia que permitiese
realizar de forma sistemaética simulaciones con distintas condiciones de respiracion.

Para el estudio de este problema destacan tres dificultades: la obtencién de la
geometria y el mallado de la misma, la modelizacién correcta del problema (cud-
les son las hipdtesis a considerar) asi como la complejidad de su resolucién y la
interpretacion de resultados debido a la falta de experimentacién.

Expondremos en primer lugar una descripcién del problema, a continuacién
expondremos las ecuaciones matematicas que gobiernan el flujo y finalmente abor-
daremos los resultados obtenidos.

Descripcion del problema

La cavidad nasal tiene como objetivo principal filtrar, calentar y humidificar el
aire inspirado antes de que llegue a los pulmones a la vez que facilita la sensacién
de olor.

Anatomia y Fisiologia

La primera caracteristica importante que llama nuestra atencién es la geometria
de la cavidad nasal, la cual podemos dividir en 4 partes:

= Vestibulo: En esta parte el aire entra por los orificios anteriores de las fosas
nasales, también conocidos como narinas, de forma préicticamente vertical a
la superficie que definen los orificios nasales.

PALABRAS CLAVE: Flujo aéreo; simulacién numérica; CEFD ; cavidad nasal; biomedicina
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= Valvula nasal: En esta regién el flujo adquiere caracteristicas notables, como
picos de velocidad, zonas con mayor esfuerzo cortante o caidas de presién,
mencionados en la bibliografia.

= Cornetes: Estas estructuras dseas van a ser en gran medida las responsables
de caracterizar el tipo de flujo dentro de la cavidad nasal.

= Nasofaringe: Las cavidades izquierda y derecha se encuentran, produciendo la
mezcla del aire correspondiente a cada lado, lo que produce la aparicién de
remolinos y comportamiento cadtico antes de abandonar la cavidad nasal por
la faringe hacia los pulmones.

La geometria presenta diferentes factores que condicionan las caracteristicas del
flujo para que se produzcan apropiadamente las funciones nasales que son el olfato, la
filtracién, humidificacion y acondicionamiento del aire antes de llegar a los pulmones,
evitando dafos alveolares.

Como consecuencia a que no todas las condiciones climaticas confieren al aire
caracteristicas adecuadas, podemos distinguir las narices leptorrinas, mesorrinas y
platirrinas (ver Figura 1), correspondientes desde los climas més frios y secos a los
mas calientes y hiimedos. Por tanto, los primeros tendran un flujo mas turbulento
(mayor tiempo de residencia) y los tltimos mds laminar.

IN e o

Figura 1: Nariz leptorrina, mesorrina y platirrina, respectivamente.

Una vez el aire entra por las narinas, es necesario también un proceso de filtracién
y defensa, que nos proteja ante agentes externos damninos.

Motivacién para el uso del CFD

La funcién de filtracion y defensa es también la que impide un eficiente consumo
de medicamentos por via nasal. Muchos farmacos tomados por via topica oral, son
digeridos en el estomago antes de que el organismo haya absorbido sus componentes
eficientemente, sin embargo, los farmacos consumidos por via nasal que se depositan
en la superficie de la cavidad, logran optimizar el objetivo final del farmaco. En este
punto, es necesario el estudio de deposicion de particulas asi como los tiempos de
residencia en las cavidades nasales.

La anatomia nasal impide la toma directa de patrones del flujo respiratorio. Con
el desarrollo exponencial tecnolégico, ha cobrado gran auge la simulacién fluidodi-
namica computacional (CFD) para este tipo de problemas.
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Modelizacion matematica

Para comenzar con la descripcién del modelo, partiremos de las ecuaciones que
describen de forma general el comportamiento de un fluido Newtoniano con trans-
ferencia de calor. Estas son las ecuaciones de cantidad de movimiento, conservacién
de la masa, conservacion de la energia y la ecuacién de estado:

9 + div(pv) =0,

ot

a(aptv) + div(pv @ v) — div T, + gradn = pg,
h

a(gt ) + div(phv) = T, -D — 7 = —divq. + f,

™= pRo,

siendo p la densidad, v la velocidad, T, la parte viscosa del tensor de tensiones de
Cauchy, 7 la presion del fluido, g la gravedad atmosférica, h la entalpia especifica,
D la parte simétrica del gradiente del campo de velocidades, q. el flujo de calor
por conduccién, f la fuente de calor, R la constante universal de los gases y 6 la
temperatura del fluido.

A continuacién realizaremos una adimensionalizacién, es decir, substituiremos
nuestras variables por las correspondientes reescaladas por las magnitudes caracte-
risticas del problema (denotadas con subindice cero). Esto nos permite despreciar
aquellos términos no influyentes y obtener un modelo simplificado para cada caso.

En el proceso del andlisis dimensional introducimos ntimeros adimensionales, de
los cuales destacamos el nimero de Reynolds, que compara los términos de inercia
frente a los viscosos. Suele utilizarse como indicador para saber si estamos ante un
flujo laminar o turbulento, sin embargo, debido a la complejidad de la geometria,
no resulta sencillo realizar esta decisién debido al comportamiento cadtico incluso
para caudales bajos, asociados a valores de Reynolds inferiores al establecido como
umbral. Por tanto, los autores han elegido como convenio considerar flujo laminar
aquellos en el rango de respiracién tranquila (hasta los 15L/min) y turbulento para
respiracion forzada. En la literatura se justifica la hipétesis de flujo estacionario, la
cual imitaremos con el objetivo de comparar nuestros resultados obtenidos.

» Respiracién tranquila: Para caudales entre 7.5L/min y 15L/min tenemos un
flujo estacionario, laminar e incompresible con trasferencia de calor, modelado
por las siguientes ecuaciones:

divv = 0,
1
div(pv @ v) — R—div(’]I‘V) + gradr’ =0,
e
1
div(phv) — —div(kgradf) = 0,

Pe
mo = pRO,
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siendo Pe el numero adimensional de Peclet y k la conductividad térmica.

» Respiracién forzada: Para caudales a partir de 15L/min tenemos un flujo esta-
cionario, turbulento e incompresible, con transferencia de calor. Las ecuaciones
. . 1 7.
son analogas al anterior reemplazando 5_div(T,) por

div (1 + ) (gradv + (gradv)")),
con i la viscosidad turbulenta, obtenida mediante un modelo de turbulencia.

Por completitud, mencionamos a continuacién los tres tipos de tratamiento para
la modelar las escalas mas pequenas en un flujo turbulento.

= DNS, Direct Numerical Simulation, consiste en la realizacion numérica directa
del problema. Por tanto, se hace imprescindible una malla suficientemente fina
que sea capaz de captar dichas estructuras, lo que conlleva un elevado coste
computacional.

= LES, Large eddy simulation, tratan de resolver los torbellinos de mayor ta-
mafio y modelizan la influencia de los de menor tamano. La resoluciéon de
la malla serd fina especialmente cerca de las paredes, sin embargo, su coste
computacional es admisible.

= RANS, Reynolds Average Navier Stokes, utiliza los promedios temporales de
las variables. El coste computacional es relativamente bajo.

En nuestro trabajo optaremos por utilizar el modelo RANS, k-w SST por ser,
de los modelos RANS probados, el que mejor resultados parece dar en comparacién
con los experimentos.

Condiciones de contorno

Para las condiciones de contorno nos encontramos con dos posibilidades.

= Condicién de presiones: En la entrada consideraremos temperatura y presién
ambiental, mientras que en la salida impondremos una presién negativa res-
ponsable de la entrada de aire a la cavidad y una temperatura de 6 = 304 K.
En las paredes imponemos velocidad nula y una temperatura constante de
# = 306K. Esta seria la opcién mas realista si tenemos en cuenta como se
produce la respiracion.

= Condicién de velocidades: En la entrada impondremos un caudal especifico y
temperatura ambiental. En la salida imponemos condicién de salida libre y en
las paredes nuevamente velocidad nula y una temperatura constante de §=306
K. Esta condicién es menos realista, pero menos costosa computacionalmente.
Seré la condicién que utilizaremos en nuestras simulaciones.
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Resultados

Una vez modelizado el problema realizamos mallas adecuadas para ejecutar nues-
tra simulacion. El mallado en un problema en CFD es una etapa esencial de la cual
dependeran los resultados que obtendremos en nuestras simulaciones.

En primer lugar, comparemos dos simulaciones analogas realizadas con las di-
ferentes condiciones de contorno expuestas (Figura 2). Si bien a medida que nos
alejamos de la entrada las diferencias disminuyen, en el caso de los caudales, la
presion de un ori cio es mucho mayor que el otro mientras que en el caso de las
presiones uno de los ori cios tendra mayor caudal. Este ultimo hecho se correspon-
de con la realidad, pues podemos llegar a respirar hasta cuatro veces mas por un
ori cio que por el otro.

Figura 2: Condicion caudales (izquierda) y presiones (derecha).

En la Figura 3 mostramos los resultados obtenidos mediante la simulacion de
nuestros modelos considerando los caudales de 7 5L min, 10L min y 15L min.
Podemos observar como el aire llega a la region olfativa con velocidades muy bajas
para evitar danos en los nervios olfativos. Tambien podemos apreciar que debido a
que nos encontramos en la parte posterior de los cornetes, los campos de velocidad
apuntan hacia la nasofaringe por donde el aire abandona la cavidad nasal.

Figura 3: L neas de corriente y contornos de velocidad local. Caudal 7 5L min.

Figura 4: Vortices para los caudales 15L min y 40L min.

En las dos primeras secciones de la Figura 4 podemos observar para 15L/min
la aparicion de numerosos vortices donde el aire de ambas cavidades se mezcla. En
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particular encontramos las conocidas como bifurcaciones de Hopf, que nos indican
cierto comportamiento transitorio del flujo. Por otro lado, tenemos los resultados
obtenidos para 40L/min mediante un modelo RANS, donde podemos observar que,
al contrario de lo que se esperaba, hay menos vértices, lo que nos hace reconsiderar
el problema mediante otro método para el tratamiento de la turbulencia.

El acondicionamiento del aire es esencial para una funcion respiratoria adecua-
da. Observamos en la Figura 5 como el aire llega a a la nasofaringe con menor
temperatura a medida que aumenta la velocidad de inspiracion.

Trabajo futuro

Como trabajo futuro es necesaria la busqueda de simplificaciones en nuestro
dominio asi como un estudio de las condiciones de contorno expuestas. También
es necesaria la comparacién experimental para la verificacién de resultados. Final-
mente, el objetivo sera desarrollar herramientas tutiles para los especialistas, que les
permitan la realizacién de diagnésticos de una forma no invasiva, eficaz y veraz.
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Introducion

O dltimo teorema de Fermat afirma que a ecuacién z" + y™ = 2™ non ten
soluciéns enteiras non triviais sendo n > 2 un nimero enteiro. £ un dos problemas
matematicos mais conecidos e un dos principais impulsos do desarrollo da teoria
alxébrica de niimeros durante o século XIX. Foi considerado por Pierre de Fermat
en 1637 e non resolto ata 1995 por Andrew Wiles, quen demostrou un caso particular
da conxetura de Taniyama-Shimura que implicaba o tltimo teorema de Fermat.

O noso obxectivo serd facer un percorrido dende a formulacién do enunciado en
1637 por Pierre de Fermat ata a stia demostracion en 1995 por Andrew Wiles. O
que nos permitird establecer importantes resultados que permitiron a Ernst Kummer
probar o tdltimo teorema de Fermat para o caso de exponentes primos regulares e
que asentaron as bases da teoria alxébrica de nimeros.

O ultimo teorema de Fermat

Enunciado e primeiros resultados (ata 1839)

O matemético francés Pierre de Fermat (1601-1665) escribiu en 1637 na marxe
do seu exemplar da Arithmetica de Diofanto, xunto ao problema da btsqueda das
ternas pitagoéricas, a seguinte nota:

“B imposible descomponer un cubo en dous cubos, un bicadrado en dous
bicadrados, e en xeral, unha potencia calquera, mdis ald do cadrado, en dias
potencias do mesmo exponiente. Encontrei unha demostracion realmente
marabillosa, pero a marxe deste libro € moi pequena para ponela.”

Pierre de Fermat
O enunciado foi conecido posteriormente como o ultimo teorema de Fermat:
Teorema 1 (O ultimo teorema de Fermat). A ecuacion

non ten solucidns enteiras non triviais (xyz # 0) para todo enteiro n > 2.

PALABRAS CLAVE: Ultimo teorema de Fermat; nimero complexo ideal; ideal; primo regular.
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48 SII O ultimo teorema de Fermat

Desconiécese se Fermat tina tal demostracion, pero si se sabe que tifia unha
proba para o caso n = 4 empregando o método de descenso infinito que el mesmo
introduciu. Isto permitiu unha importante simplicaciéon do problema. Pois todo
enteiro n > 2 é multiplo de 4 ou dun primo p # 2 e a ecuacién % +y* = 2% pédese
escribir como (2%)? + (y*)? = (2%)?, entén tra-la proba do caso n = 4 o problema
reduciuse a probar que zP + y? = 2P non ten soluciéns enteiras non triviais para
todo primo p # 2.

Nas seguintes décadas demostrouse o enunciado para certos exponentes p primos.
Por exemplo, para p = 3 foi parcialmente resolto por Euler en 1770 e de forma
completa por Gauss, ambos traballando con niimeros alxébricos da forma a4 bv/—3
con a e b enteiros. Posteriormente, para p = 5 foi probado por Dirichlet e Legendre
de forma independente entre os anos 1825 e 1828, para p = 7 por Lamé en 1839, ...

Nestes anos destacou a figura da francesa Sophie Germain, a matemaética mais
relevante do século XIX e cuxos traballos abriron en 1823 unha nova via na busque-
da dunha demostracion do 1ltimo teorema de Fermat. Se anteriormente o problema
reducirase ao estudo para os exponentes primos p # 2, Germain dividiu esta sim-
plificacién do ultimo teorema de Fermat en dous casos complementarios:

= Primer caso do ultimo teorema de Fermat: non existen soluciéns enteiras x, y, 2
non triviais para a ecuacién zP + y? = zP con p t zyz.

= Sequndo caso do ultimo teorema de Fermat: non existen soluciéns enteiras
x,y, z non triviais para a ecuacién zP + y? = zP con p | xyz.

Esta divisién non é casual, pois esta motivada pola proba que a propia Germain fixo
do primer caso do ultimo teorema de Fermat para os exponentes primos p tales que
2p 4+ 1 tamén é primo (3, 5, 11, 23, 29, 41, ...). Nese mesmo ano Legendre estendeu
en 1823 este criterio aos primos p tales que 4p+ 1, 8p + 1, 10p+ 1, 14p + 1 ou
16p 4+ 1 é primo (ver [4] para consultar o artigo orixinal de Legendre, grazas ao cal
se conservan os traballos de Germain).

Moitos dos avances obtidos na bisqueda da demostracién do iltimo teorema de
Fermat nos dltimos 150 anos estudan por separado ambos casos, sendo en xeral o
segundo caso técnicamente mais complicado ca o primeiro. Este é o caso dos traballos
de Kummer, os cales lle permitirian demostrar o ultimo teorema de Fermat para os
exponentes primos regulares.

Ernst Kummer e a teoria alxébrica de niimeros

Ernst Kummer, na metade do século XIX, foi o primeiro matematico en abordar
seriamente o problema para todos os exponentes. Comezou traballando no anel

Z[Cp) = {ao + a1(p + - +am)' / 0<m€EZ,a; €EZVi=0,...,m}

onde ¢, # 1 é unha raiz complexa p-ésima primitiva da unidade, e observando que
neste anel a ecuacién =P + yP = 2P poddese escribir como

P=aP+yP =@ +y)(@+Gy) - (@+E ). (1)
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Lamé, quen realizou as mesmas consideracions que Kummer, afirmou en 1847 que
tifla unha demostracién do ultimo teorema de Fermat empregando que Z[(,] é un
dominio de factorizacién unica para todo primo p. Isto non é certo, pois tan sé o
serd para os primos p < 19, tal como conxeturou o propio Kummer e se demostrou
en 1950.

Lamé, considerando a factorizacién anterior (1), probou que os factores z +('y
e = + 'y son coprimos dous a dous en Z[(p] sempre que m # n. A partir deste
resultado e da factorizaciéon xa mencionada, concluiu que

Ja; € Z[(p) talquea:—i—(';y:af, Vi=1,...,p—1.

De forma implicita, estaba a afirmar erroneamente que Z[(p] é un dominio de facto-
rizacion tnica. Partindo agora das igualdades = + C;;y = a? obtidas, Lamé chegou a
unha contradiccién, de forma que non podian existir enteiros non triviais verifican-
do a ecuacién xP 4+ yP = 2P para p # 2. Obtendo asi unha demostracién do ultimo
teorema de Fermat.

Como xa se dixo, a demostracién de Lamé tina un erro. Sen embargo a idea
non estaria desencamifiada, de feito serfa a mesma estratexia que logo empregaria
Kummer na stda demostracion para os exponentes primos regulares.

Co fin de solventar o problema da factorizacién tunica nestes aneis, Kummer
observou que en Z[(,] sempre existe unha factorizacién tnica, non en términos
de elementos do anel senén en términos de ideais do anel, aos que el denominou
“nimeros ideais complexos”. Estes elementos son os conecidos na actualidade, coa
notacién de Dedekind, como ideais dun anel.

Considerando agora na factorizacién anterior (1) da ecuacién cada factor como
un ideal, temos unha factorizacién da p-ésima potencia do ideal (z) como producto
de ideais:

(=) = (@ +y)(@+Gy) (@ +F71y) CZ[G)] .

Da mesma forma que fixo Lamé, buscaremos unha factorizaciéon dnica, pero neste
caso serd unha factorizacion unica en ideais primos. Para isto, se empregaran es-
tes dous importantes resultados: a factorizacién tnica en ideais primos no anel de
enteiros alxébricos Oy, para toda extensién de corpos L|Q e que Z[(,] é o anel de
enteiros de Q(¢p).

Teorema 2. Sexa L|Q unha extension de corpos. Cada ideal a do anel de enteiros
alzébricos Op, diferente de 0 e 1 admite unha factorizacion

a= pl .« . p?"
en ideais primos non nulos p; de O, a cal € unica salvo a orde dos factores.

Teorema 3. Sexa (, unha raiz p-ésima primitiva da unidade. Dado o corpo cicloto-
mico Q((p), unha Z-base do anel de enteiros de Q((p) estd dada por {1,(p, ..., 5_2},
€ dicir,

Oq(ey) = L+ LG+ + ZE > = Z[G] -
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Agora, de forma andloga & demostracién fallida de Lamé, os ideais (v + (;'y)
e (x + ng) son coprimos dous a dous en Z[(y] sempre que m # n. Entén pola
factorizacién unica en ideais primos en Z[(,] temos que

(33+C;y):af Vi=0,...,p—1. (2)
Se cada a; fose un ideal principal, é dicir,
(:):—I—C;y) =a’ = ()P Vi=0,...,p—1,
enton obteriamos
x+§éy:€iaf , G ELG", Vi=0,...,p—1.

Esta igualdade é moi similar & empregada por Lamé. De feito, Kummer tamén
chegou a unha contradiccién a partir desta igualdade, demostrando asi o tdltimo
teorema de Fermat para certos casos, aqueles nos que os ideais a; sexan principais.

O que nos estamos preguntando indirectamente é se Z[(,] é un dominio de ideais
principais. O propio Kummer indicou que a resposta é negativa, de feito é inmediato
se recordamos que todo dominio de ideais principais é dominio de factorizacion
unica e que dito anel s6 tera factorizacion unica cando p < 19. Consciente de que
a condicion de ser un dominio de ideais principais era demasiado forte, Kummer
propuxose intentar evitar esta hipdtese tan restrictiva.

A idea sera buscar as condiciéns nas cales todos os ideais a de Z[(,] verificando
(B) = aP C Z[(p), son ideais principais. En esencia, o que estamos a facer é medir
canto de lonxe se atopa un anel de ser un dominio de ideais principais. Para isto
Kummer definiu o “grupo de clases de ideais” dun corpo K, de forma intuitiva e sen
precisar moito, como o grupo cociente dos ideais do anel O sobre aqueles que son
principais. Denotarase este grupo abeliano por Cl(K).

Ademais, definirase o “nimero de clases” de K, hx, como o cardinal grupo
de clases de ideais de K. Este numero serd finito, o conecido como teorema da
finitude do ntimero de clase, o cal é un dos teoremas mais importantes da teoria
alxébrica de nimeros. Isto, nos permite caracterizar, por exemplo, os dominios de
ideais principais como aqueles que tefien niimero de clases 1.

No noso caso particular, ao traballar cos aneis de enteiros alxébricos Z[(p], deno-
taremos os corpos ciclotémicos por K, := Q((,) e o nimero de clases correspondente
por hy, := hg,. Polo tanto, o que faremos serd asignar a cada primo p un ntimero
enteiro hy,.

Volvendo & demostracion de Kummer, necesitdbase que se (8) = a? C Z[(p]
entén existese a € Z[(p] tal que a = (o) fose un ideal principal en Z[(y]. Vexamos
cando isto é certo. Suponamos que () = a, asi a? é un ideal principal. Polo tanto
a p-ésima potencia de a é o elemento identidade en CI(K)), e entén a orde de
a € CI(K,) é 1 ou p. Se CI(K}) non tivese elementos de orde p, a terfa orde 1 e serfa
principal, que é o que nos interesa. Polo teorema de Lagrange, sabemos que Cl(K))
ten un elemento de orde p se e s6 se p é divisor da orde de Cl(K)), é dicir, se e s6
se o nimero de clases h,, ¢ divisible por p.
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Polo tanto, interésannos os primos p tales que p non divide ao niimero de clases
hy. Chamaremos primos regulares a este tipo de nimeros primos.

Definicién 4. Un primo p € regular se non divide ao seu nimero de clases hy,.

Desta forma temos que se p é un primo regular, entén cada ideal a; de (2) é un
ideal principal. Obtendo asi

r+Cy=cial , & €L, Yi=0,...,p—1.

A partir de aqui, como xa se dixo, Kummer logrou chegar 4 mesma contradiccién 4
que chegaba Lamé na sta demostracion, probando asi o dltimo teorema de Fermat
para todos os exponentes primos regulares.

Teorema 5 (O ultimo teorema de Fermat para exponentes primos regulares). A
ecuacion
2P 4 P = 2P

non ten solucions enteiras non triviais para todo primo reqular p # 2.

En realidade, Kummer probou por separado os dous casos que estableceu Sophie
Germain, sendo ambos moi similares pero o segundo mais complexo técnicamente
(ver [1] e [6]).

Mencionar que, se ben os primos p para os cales Z[(p] é un dominio de factori-
zaciéon tnica (os de nimero de clases 1) son menores ou iguais que 19, polo menos
entre os primeiros primos hai moitos mais que son regulares (non son regulares, por
orde: 37, 59, 67, 101, ... ; pero segue sendo un problema aberto se o conxunto de pri-
mos regulares ¢ finito). Polo tanto, o resultado de Kummer foi un avance notable na
bisqueda da demostraciéon do ultimo teorema de Fermat, ademais da importancia
que tivo no desarrollo da teoria alxébrica de nimeros (ver [2] e [5]).

Andrew Wiles e a stia demostracion

Xa na metade do século XIX, momento de aparicién de novos métodos na teo-
ria de nimeros e na alxebra en xeral, o matematico Yutaka Taniyama propiixose
averiguar se as curvas elipticas definidas sobre un corpo de nimeros son parame-
trizables mediante funciéns automorfas. Bisqueda que foi acotada posteriormente
por Goro Shimura en 1964 e André Weil en 1967, resultando asi a conxectura de
Taniyama-Shimura: toda curva eliptica racional é unha funcién modular.

A priori, esta conxectura proporcionaria un camino para probar a conxectura de
Hasse-Weil. Sen embargo, Gunther Frey observou en 1985 que dada unha hipotética
solucién enteira (a, b, ¢) da ecuacién zP + yP = zP para un exponente primo p # 2,
entoén a curva eliptica definida sobre Q

y* = z(z — aP)(z + bP°)

denominada curva de Frey, non seria modular. Isto relacionaba o 1iltimo teorema de
Fermat coa conxectura de Taniyama-Shimura (ver [3]).
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A afirmacion de Frey foi demostrada por Kenneth Ribet en 1986, mediante a
proba da conxectura épsilon (caso particular da conxectura da modularidade de
Jean-Pierre Serre), quen demostrou que a curva de Frey non é modular.

Teorema 6 (Conxectura épsilon ou teorema de Ribet). Toda curva de Frey non é
modular.

Isto permitiu afirmar que a conxectura de Taniyama-Shimura implicaba o iltimo
teorema de Fermat, o que levou ao matematico britdnico Andrew Wiles a buscar
unha demostracion do ultimo teorema de Fermat, a cal se reduciria a probar que
toda curva eliptica “semiestable” é modular (versién semiestable da conxectura de
Taniyama-Shimura-Weil), dado que toda curva de Frey é “semiestable”.

Tras anos de traballo, Wiles presentou a sia demostraciéon nunha conferencia
de Cambridge en 1993, pero esta contina un erro. Non foi ata 1995 cando Andrew
Wiles chegou & demostracién do ultimo teorema de Fermat mediante a proba do
caso “semiestable” da conxectura de Taniyama-Shimura.

Teorema 7 (Caso “semiestable” da conxectura de Taniyama-Shimura). Toda curva
eliptica racional semiestable é modular.

Desta forma, Andrew Wiles deu resposta en 1995 a un dos maiores desafios
matematicos da historia tras méis de 350 anos dende o seu enunciado en 1637 por
Pierre de Fermat.
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Resumen

La ecuacién de Hill es una ecuacién diferencial con innumerables aplicaciones en
ingenieria y fisica, especialmente en problemas relacionados con fenémenos oscila-
torios.

Comentaremos las propiedades de oscilacion de las soluciones del problema ho-
mogéneo, asi como la estabilidad de las mismas. También hablaremos de la existencia
de una sucesion de autovalores asociados a los problemas de Dirichlet y periddicos.

En cuanto al caso no homogéneo, analizaremos la existencia de solucién tnica
para el problema peridédico, relaciondndola con el signo de la funcién de Green
asociada.

Caso homogéneo

Consideremos la ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden

y" +p(t)y +q(t)y =0, (1)

con p,q € L3 (R) (es decir, funciones medibles y acotadas en cualquier intervalo

compacto salvo en un conjunto de medida nula). Buscaremos soluciones de (1)
que verifiquen que y € C*(R), y' € AC(R) e y” € LS (R), donde AC(R) denota al
conjunto de funciones absolutamente continuas en R.

Nos interesaran los fenémenos de oscilacién de dichas soluciones. El Teorema de

separacion de Sturm proporciona un primer resultado al respecto:

Teorema 1 (de separacién de Sturm). Si y; e y2 son dos soluciones linealmente
independientes de y" + p(t)y' + q(t)y = 0, entonces los ceros de estas funciones son
distintos y se verifica que y1 se anula exactamente una vez entre dos ceros sucesivos
de ya, y reciprocamente.

Ademss, si p € C(R), un cambio de variable adecuado (véase [1]) permite
reescribir la ecuacién (1) en la forma

'+ Q(t)u = 0. (2)

PALABRAS CLAVE: Ecuacién de Hill; teoria de oscilacién; principios de comparacion.
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Dicho cambio de variable no afecta a los ceros de las soluciones y, por tanto, tampoco
a la oscilacién de las mismas. Estudiaremos pues las propiedades de (2):

Teorema 2. Si Q(t) <0, toda solucion no trivial de (2) tiene a lo sumo un cero.

No obstante, Q(t) > 0 no garantiza que las soluciones oscilen.
Una condicién suficiente para la oscilacién de las soluciones es la siguiente:

Teorema 3. Sea u solucion no trivial de (2), con Q(t) > 0 para todo t > 0. Si

/ Q@ =,

entonces u tiene infinitos ceros en el semieje positivo.
Se tiene ademas el siguiente resultado:

Teorema 4. Sea u una solucion no trivial de (2) sobre un intervalo [a,b]. Entonces
u tiene a lo sumo un numero finito de ceros en dicho intervalo.

Se deduce pues que si las soluciones oscilan, entonces sus ceros se extienden a lo
largo de todo el semieje positivo. Por otra parte, se puede probar que la velocidad
de oscilacién de las soluciones aumenta al aumentar Q:

Teorema 5 (de comparacién de Sturm). Sean y y z soluciones no triviales de
V' +qt)y=0 y 2" +r{t)z=0

respectivamente, con q(t) > r(t). Entonces y se anula al menos una vez entre cada
dos ceros consecutivos de z.

Problema de Dirichlet

Vamos a considerar ahora otra formulacién del problema.
Fijemos un intervalo [0,7] y una funcién @ € L£([0,7]) y consideremos la
ecuacion

y'(t) + Q) + AJy(t) =0, te€[0,T], (3)

dependiente del parametro A € R.
Extendiendo con periodicidad () a todo R, se tiene que, a partir de cierto A,

| e+ Nt =

por lo que, como consecuencia del Teorema 3, sabemos que las soluciones de (3)
tienen infinitos ceros a lo largo del semieje positivo.

Sea yy la solucién de (3) que verifica que y,(0) = 0 y denotemos por to(\)
al primer cero positivo de yy. Como consecuencia del Teorema 5, sabemos que al
aumentar A, top(\) toma cada vez valores més pequenos.
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La ecuacién (3) junto con las condiciones de contorno

y(0) =y(T) =0 (4)

constituyen el llamado problema de Dirichlet.

El problema (3)-(4) tiene solucién no trivial si y solo si existe algin A para el
cual y»(T) = 0, yx #Z 0. Denotemos por S al conjunto de valores de A que verifican
dicha condicién.

El Teorema 2 nos garantiza que si Q(t) + A < 0, el problema (3)-(4) no tiene
solucién no trivial. Como consecuencia, S estd acotado inferiormente.

Ademas, puesto que al aumentar A, to(\) decrece y teniendo en cuenta la conti-
nuidad del problema respecto a los datos, tenemos garantizada la existencia de )\OD
para el cual to(\}) = T. Se verificara pues que A} = min S.

Podriamos repetir este proceso indefinidamente, por lo que llegamos a la con-
clusién de que existe una sucesién de infinitos valores

N <A <\ << AP <
para los cuales el problema (3)-(4) con A = AP tiene una solucién no trivial Yop que

se anula exactamente k veces en el interior del intervalo [0, T7.

Problema periédico

Consideremos la ecuacion de Hill en su forma estdndar

' Q)+ Ny=0, tcR, (5)

donde X es un pardmetro y @ € L£7°.(R) una funcién de periodo T' (también po-

drfamos considerar una funcién definida en el intervalo [0,7] y tomar ) como una
extensién periddica de la misma). Se introducen las siguientes definiciones:

Definicién 6. En las condiciones anteriores la ecuacion (5) tiene dos soluciones
y1 e yo que quedan determinadas de forma unica por las condiciones iniciales:

Definicién 7. Se denomina ecuacion caracteristica asociada a (5) a
PP =l (T) +y5(D)p+1=0
y se denotan por p1 y pa sus raices, donde p1,ps € C.
Definicion 8. Se denomina exponente caracteristico al nimero o € C tal que

T —aT —

€ =p1, € p2-
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Definicién 9. Si todas las soluciones de (5) estdn acotadas en C' se dice que la
solucion trivial y = 0 es estable; en caso contrario, se denomina inestable.

El Teorema de Floquet aporta un primer resultado sobre la existencia de solu-
ciones periédicas para la ecuacién de Hill:

Teorema 10 (de Floquet). Si p1 # po, entonces la ecuacion de Hill tiene dos
soluciones linealmente independientes

fit) =“'pi(t),  falt) = e pa(t),

con p1 Y p2 funciones periddicas de periodo T y o € C dado en la Definicion 8.

Si p1 = p2, entonces la ecuacion de Hill tiene una solucion periddica de periodo
T (sip1 =p2=1) 0 2T (si p1 = po = —1). Si denotamos por p dicha solucion y si
y es otra solucion linealmente independiente de la anterior, entonces se verifica que

y(t +T) = pry(t) + Op(t)
para alguna constante 8. Ademds, la condicion 8 = 0 equivale a
(1) +5(T) = £2, () =0, y(T)=0.

Observacion 11. Si p; # p2, toda solucion no trivial de (5) puede expresarse como
combinacion lineal de f1 y fa. Por tanto, si « € R, cualquier solucién de (5) tiene
una cota superior en valor absoluto que no depende de t. En caso contrario, si o no
es real, existe una solucion no trivial de (5) que no estd acotada.

Por otra parte, si p1 = pa, todas las soluciones no triviales de (5) son com-
binacion lineal de una funcion p periodica y de otra funcion y que verifica que
y(t+T) = pry(t) + 0p(t). Luego toda solucion estd acotada si y solo si 6§ = 0.

De acuerdo con la observacién anterior, tenemos el siguiente test de estabilidad.

Corolario 12. La solucién trivial de (5) es estable si y solo si se da uno de los
stguientes casos:

w y1(T) + v4(T) toma un valor real e |y1(T) + y5(T)| < 2.
= 1(T) +y5(T) = 2, 5ao(T) = 1 (T) = 0.

Por ultimo, el teorema de oscilacién garantiza la existencia de dos sucesiones de
autovalores para los cuales los problemas T y 27T -periédicos tienen solucién:

Teorema 13 (de Oscilacién). Ezisten dos sucesiones de nimeros reales
/ !/ /
)\0,)\1,)\2 y )\17 2,)\3

tales que (5) tiene una solucion de periodo T si y solo si A= X,, n=10,1,2,..., y
una solucion de periodo 2T si y solo si A= A\,, n=1,2,3,... Los \, son las raices

de la ecuacion A(XN) =2 y los N, las de A(X\) = —2, donde
AN =yi(To ) + ya(T, N).
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Los A\, y los A, verifican las desigualdades
)\0<)\’1S)\12<)\1§>\2</\g§)\£1<)\3§)\4...
y ademds se cumple que

lim A\, ' =0, lim (\,)"!=0.

n—oo n—oo

La solucion trivial de (5) es estable si y solo si A pertenece a los intervalos

()‘07 Xl)? ( /27 /\1)’ ()‘% )\{3)7 (/\217 )‘3)7

Caso no homogéneo

Consideremos ahora el operador de Hill
Lou(t) = u'(t) + Qt)ult), t € [0.T] =1,

con
QeLl*I),a>1 y QUt+T)=0Q() ctp. teR,

donde c.t.p. significa en todo punto salvo en un conjunto de medida nula. Definamos
el espacio

X = {u € ACY(I), u(0) = u(T), ' (0) =/ (T)}.
Se tienen las siguientes definiciones:
Definicién 14. El operador Lg wverifica el principio del mdzimo (MP) si y solo si
uelX, Lou>0 ctp.tel=u=00u<0enl.

Definicién 15. El operador Lg wverifica el principio del antimdzimo (AMP) si y
solo si
ueX, Lou>0 ctp.tel=u=00u>0enl.

Definicién 16. El operador Lg es no resonante en X si y solo si el problema
Lou=0 ctp.t€l, u(0)=u(T), «(0)=1u(T)
tiene unicamente la solucion trivial.

Si Lg verifica el MP o el AMP, entonces es no resonante. Ademas, si Lg es no
resonante, el problema periédico no homogéneo

Lou(t) = f(t) ctp.t€l, u(0)=u(T), u'(0)=7u(T),
con f € L>(I), tiene solucién unica dada por
T
u(t) = [ Golt.s)f(s)ds € ACHI),
0

siendo G la funcién de Green relativa al operador L.
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Teorema 17. Se tienen las siguientes equivalencias entre los principios de compa-
racion y el signo constante de la funcion de Green:

» Gg>0enlxI siysolosi Ly verifica el AMP.
» Gg <0enlxIsiysolosi Ly verifica el MP.
Ademas,

Lema 18. Si Gg <0 en I x I, entonces Gg <0 en I x 1.

Cabe comentar que existe una fuerte relacién entre los principios de comparacién
y los autovalores de la ecuacién de Hill definidos en el Teorema de Oscilacion. En
efecto, se tiene lo siguiente:

» Loy verifica el MP siy solo si A < A.
» Lo verifica el AMP siy solo si \g < A < ).
= Loy es no resonante en X siy solo si A(X) # 2.

El Teorema 17 y el Lema 18 permiten reescribir las equivalencias anteriores en
términos de la funciéon de Green:

Go+a <0 para A < Ag.

Gg4+x = 0 para A\g < A < )\/1.
» G4, cambia de signo para A > \].
= Gg4 no estd definida para A = \,, n =0,1, ...

Ademas, se tienen diversas cotas para los primeros autovalores, entre las que se
encuentran las siguientes:

Teorema 19. Sea Q € L(I). Entonces:

(i) Ao < —% fOT Q(s)ds y se tiene la igualdad si y solo si Q es constante.

(ii) Ny = min{\P(Qs),s € R}, con Qs(t) = Q(t + ).
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Resumen

Este texto pretende ser una breve introduccién a la cuantificacién en deportes
de equipos, aplicado particularmente al baloncesto; y a su vez mostrar que el futuro
en este campo pasa por la inclusion del estado fisico del deportista en el modelo
matematico. Ademds mostraremos como modelar la variacién de la forma fisica de
un deportista mediante un sistema de ecuaciones diferenciales.

Introduccién

Las matemadticas pueden ser un elemento diferencial en la practica deportiva,
pese a todo estamos todavia muy lejos de alcanzar una transferencia real entre lo que
quieren entrenador, director de equipo y deportista, y lo que en realidad se puede
obtener con las técnicas matematicas existentes. Algunas causas son las siguientes:

s Falta de desarrollo matematico a nivel tedrico. Por ejemplo, en la teoria de
juegos cooperativa con un nimero elevado de jugadores (con aplicacién en
ciclismo) o en las técnicas de andlisis de cluster con series de tiempo para la
clasificacion del estado fisico del deportista.

= Falta de conocimiento real del problema por parte del experto en matematicas.

= Mentalidad cerrada por parte de los miembros de la comunidad deportiva a
la utilizacién de las mateméticas como herramienta de ayuda.

= Exceso de simplificaciéon en la modelizacién del problema y miedo a la inno-
vacién. Esto se hace latente en la aplicacién de la légica difusa para ciertos
problemas, pese a ser necesaria su utilizacién tal y como vemos en la referencia
por excelencia de la ciencia del entrenamiento deportivo [4].

PALABRAS CLAVE: NBA;métricas deporte de equipo;simulacién forma fisica;
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Las métricas en deportes de equipo

Para cuantificar el rendimiento de un jugador o de un equipo, se han planteado
los siguientes términos:

1. Bottom up Metric. Se centran en las estadisticas individuales de campo.
Tienen el inconveniente de que hay jugadores que no registran grandes esta-
disticas individuales, pero que son imprescindibles en la victoria de su equipo
tal y como se puede verificar al analizar los puntos que deja de conseguir un
equipo cuando dicho jugador no estd en pista. Un estudio riguroso de este
hecho, puede encontrarse en [3].

2. Top Down Measures. Tienen en cuenta el rendimiento global del equipo y
no se fijan en las estadisticas individuales de campo. La métrica mas conocida,
es la llamada Plus Minus Statistics', que resulta de resolver un problema
de optimizacién con norma cuadratica en donde se asigna a cada jugador el
numero de puntos por una determinada unidad de tiempo que aportara a su
equipo estando presente en el terreno de juego. Existen diversas variaciones
de este método, por ejemplo, ver [1] y que incluso han sido premiadas en el
concurso del MIT de Boston (Mit Sloan Sport Conference). En cualquier libro
clésico de andlisis de datos se trata esta técnica ver [2], [3], [5].

3. Mddelos Mixtos. Son modelos que combinan las dos metodologias anterio-
res.

La entropia de Shannon

Ademas de disponer de una medida que nos permita decidir si un equipo o
jugador es bueno o malo en un determinado aspecto, debemos tener una herramienta
para medir la distorsiéon de dicha medida o dicho en otros términos, determinar si el
resultado obtenido es estable a lo largo del tiempo. La opcion clédsica en el mundo
del deporte es utilizar la entropia de Shannon:

Definicion 1. Sea X wuna variable aleatoria discreta con un espacio muestral €
compuesto de n elementos. Definimos la entropia de Shannon asociado a la variable

aleatoria X como:
n
=Y " pilogp,
i=1

donde p; representa la probabilidad del evento i-ésimo de la variable X.
Esta representa el grado de desorden de X, por ejemplo si n=1 la entropia vale 0,
es decir no hay desorden al estar toda la informacion concentrada en un solo punto.

!Tuvo sus inicios en el la NHL (National Hockey League), y actualmente se aplica en multitud
de deportes de equipo. Por ejemplo, es muy popular en deportes como el baloncesto donde webs
como http://www.82games.com, ofrecen actualizaciones en cada jornada sobre esta métrica.
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Como aplicaciones, podemos citar las siguientes:

» Estudiar la variacion de las anotaciones de un jugador respecto al nimero de
companeros que juegan con él.

» Estudiar la variacién de las alineaciones de un equipo para por ejemplo deter-
minar si un equipo tiene dependencia a grandes estrellas.

= Estudiar la variabilidad de las zonas de tiro de un jugador.

Una métrica espacial

La distribucién de goles, canastas no es uniforme en todos los deportes de equi-
po, tanto desde el punto de vista espacial como temporal. Por ejemplo, en futbol,
se puede modelizar el nimero de goles entre dos periodos de tiempo bajo una dis-
tribuccién de Poisson. Veamos dos métricas de caracter espacial para analizar la
habilidad de tiro de un jugador.

Sea R una regién regular de R? y dividamos R en 1284 rectangulos iguales.
Denotemos mediante ij a cada subregion y definamos las siguientes métricas.

Definimos la métrica Spread mediante:

Z FGA;,

ijER

donde F'GA;; = 1 si lanza alguna canasta desde la zona ¢j y cero en caso contrario.
Por otro lado, definimos la métrica Range mediante:

> PPAy,

ijER

donde PPA;; = 1 si encesta alguna canasta desde la zona 75 y cero en caso contrario.

El modelo de Banister

En las secciones anteriores, hemos visto unas pinceladas de un gran ab&anico de
técnicas que permiten sacar conclusiones en un entorno no dindmico. Aunque puedan
proporcionar una valiosa informacién, estan fuertemente influenciadas por el estado
fisico del deportista, siendo precisamente este, el elemento diferencial para obtener
la mayor ventaja posible frente al equipo rival, por ejemplo, el error continuado de
un lanzador podria ser debido a un estado de fatiga.

Vamos a tratar brevemente la cuestién de modelizar la forma fisica de un de-
portista.
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Sea w(t) la carga fisica® ejecutada por el atleta en el intante de tiempo ¢ y g(t)
y h(t) los efectos positivos y negativos obtenidos por el atleta con el entrenamiento.
Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

W0+ Lot = w),
Oh(t)

1

Utilizando el operador convolucién y aplicando previamente la transformada de
Laplace, obtenemos:

—t t t—s
g(t) =w(t)xen = / w(s)e 7 ds,
0

h(t) = w(t) * e = /0 w(s)eit;; ds.

Discretizando:
n—1 i
gn) =) w(ie ™,
=1
n—1 i
h(n) =) w(i)e ™
1=1

La forma fisica actual podemos modelizarla mediante:

n—1 ) n—1 i
p(n) = p(0) + k1 Zw(i)ei 1+ ko Zw(i)efﬁ, Vn € N.
i=1 i=1
» Estimamos p(0) con un test, ademds disponemos de muestra p(1), ..., p(s) con

s € N, de la forma fisica del deportista en diferentes instantes de tiempo.

= El problema es estimar las constantes ki, ko, 71, 7 resolvendiendo un problema
por minimos cuadrados a traves de la muestra de la forma fisica p(0), ..., p(s)
y usando la ecuacién de la forma fisica. Se necesitan por lo menos 5 mues-
tras para obtener buenos resultados, aunque lo méas importante es elegir una
métrica fideligna.

= Las unidades dependen de la métrica elegida.

2Existen diversas métricas para medir la carga fisica realizada por el deportista, algunas se
inspiran en medir la variacién de la frecuencia cardiaca y otras a partir de la potencia desarrollada
por el deportista, como la que se muestra en el grafico inferior de la Figura 1. Adema&s hay diversos
test para evaluar el estado fisico de un deportista, en el primer grafico de la Figura 1 se muestra
un test de potencia de 5 min.
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En la Figura 1 vemos un ejemplo, donde el primer gra co representa la variacion
de la forma fsica y el diagrama de barras representa la carga ejecutada en cada
sesion por el deportista a lo largo del tiempo.
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Figura 1: Aplicacion del modelo banister
Conclusion

Como hemos visto en el texto, el futuro pasa por idear nuevas formulas mate-
maticas que aumenten la precision de los modelos existentes y para ello es probable
que muchas veces tengamos que recurrir a las matematicas mas vanguardistas. Tam-
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bién queria destacar que el deporte, al igual que la fisica, puede ser una importante
fuente de inspiracién para la construcciéon de nuevas técnicas mateméticas. Muchos
temas aqui citados, no han sido tratados con mucho detalle, una explicaciéon visual
mas completa se puede encontrar en el siguiente enlace:
https://www.youtube.com/watch?v=kbcc7irlA4k.
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La geometria simpléctica aparece de un modo natural en el estudio de la meca-
nica clasica. Gracias a esa estructura simpléctica podemos hablar del dlgebra de Lie
de los observables del sistema (variedad de Poisson). La teoria de campos lagrangia-
na es un formalismo matematico que describe una gran variedad de sistemas fisicos.
Cuando se intenta encontrar un andlogo a la estructura simpléctica en este caso,
es necesario hacer diversas elecciones, que pueden ser pensadas como condiciones
iniciales. De forma universal (sin realizar ninguna eleccién) obtenemos una variedad
simpléctica superior. Sucede entonces que el analogo a la variedad de Poisson no es
un algebra de Lie, sino un objeto que vive en geometria derivada: un algebra L.

Geometria diferencial

Calculo diferencial e integral mas alla de R"

Las variedades diferenciales (de clase C®°) son espacios topoldgicos en los cua-
les es posible realizar cédlculo diferencial e integral. Los espacios euclideos R™ son
ejemplos de variedades diferenciales, pero también se incluyen otros espacios co-
mo las esferas o los toros. Basicamente una variedad diferencial M es un espacio
topolégico que localmente es como R™; aprovechamos esta estructura para definir
sin ambigiiedad los conceptos de aplicacion diferenciable de clase C*° entre varie-
dades: E — M. El espacio de funciones (aplicaciones diferenciables de M a R) se
denota por C>°(M ). Las aplicaciones diferenciables de R a M se denominan caminos.

La integracién es un proceso global por lo que necesitamos algo mas aparte de la
descripcién local de M. Necesitamos una nocién de elemento infinitesimal de volu-
men n-dimensional en cada punto, estos medirdan el volumen encerrado por n-tuplas
de vectores. Para ello necesitamos el concepto de vector tangente a un punto de la
variedad. Un elemento del espacio tangente T,, M, llamado vector tangente, puede
ser pensado como una aproximacion lineal a un camino que pasa por m.

PALABRAS CLAVE: Variedad simpléctica; variedad de Poisson; teoria clasica de campos; teoria
de campos lagrangiana; variedad multisimpléctica; dlgebras Loo.
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Por tanto, la integraciéon se ha de realizar a lo largo de M sobre aplicaciones que
miden volimenes. Por ejemplo, una aplicacién lineal T,,M — R mide longitudes;
una aplicaciéon multilineal totalmente antisimétrica 1, M x 2o x T M — R mide
volimenes n-dimensionales.

Queremos integrar a lo largo de M, para ello necesitamos unir todos los espacios
tangentes a cada punto de m: TM = [[,,cr TmM. Esta variedad es un fibrado

vectorial TM ™ M donde 751,(m) = T M.

Un fibrado vectorial, en pocas palabras, es una aplicacion diferenciable sobreyec-
tiva E = M que localmente es una proyeccién RF x R™ — R™ mediante la cual se
asocia a cada m € M un espacio vectorial 7~!(m) = R¥ de forma continuamente
diferenciable.

Como ejemplo, tenemos el fibrado A"T*M = M (A'T*M se denota T*M) tal
que 7, (m) = {TyMx - xT,,M — R multilineal y totalmente antisimétrica}.
Este fibrado asocia a cada punto m de M una aplicacién que mide voliimenes
en T,,M. Pero estamos interesados en un objeto que realice esta mediciéon a lo
largo de todo M: esto es una seccién de nuestro fibrado vectorial. Dado un fi-
brado vectorial, E = M, el espacio vectorial de secciones globales (o campos) es

[(E) =T%(M,E) :={M 5% E: c¢(m) € = *(m)¥m € M}.

D(AT*M) =: Q"(M) es el espacio de formas diferenciales de orden n. Estos son
los objetos que podemos integrar a lo largo de una variedad N C M de dimensién
n. Obsérvese que 7, (m) = Hom(x,R) = R, por tanto Q°(M) = T(A'T*M) =
TR x M)={MSRxM:c¢(m)€R=n"m)¥m e M} =C>®(M).

La diferencial de una aplicacién M — R es un elemento de Q' M, vedmoslo:
d:C®(M) — QYM)

0 0
f = <U:Zviaxi »—)Zviax).

Esta aplicacién se extiende (exigiendo ciertas propiedades) a formas de grado
superior produciendo la diferencial de De Rham (d o d = 0)

(M) <= am i) < el (M) <L e (M),

Combinando la diferencial de De Rham con la integraciéon sobre variedades con
borde (pensemos en intervalos cerrados, discos, etcétera) se obtiene un andlogo al
Teorema fundamental del calculo llamado Teorema de Stokes:

/ a—/da,
ON N
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donde ON denota el borde de N (y en este caso a es una forma de grado (n — 1)).
En particular si 9N = () o si « se anula a lo largo de N tenemos que [ yda=0.

Por dltimo, dadas dos formas a € Q" (M) y § € Q"(M) queremos construir una
forma de grado n + k£ que mida volimenes pruducto: esta nueva forma tiene que ser
antisimétrica nuevamente, la denotaremos por a A (.

Variedades simplécticas y de Poisson: el espacio cotangente

Dada una variedad diferencial M podemos anadir diversas estructuras para obte-
ner objetos interesantes: una métrica riemanniana, una estructura compleja, etcéte-
ra. En nuestro caso vamos a centrarnos en dos: variedades simplécticas y variedades
de Poisson. Como ejemplo podemos pensar en el espacio cotangente a una variedad.

Una variedad simpléctica es un par (M,w) donde w € Q?(M) cumple que dw = 0

y que la siguiente aplicacién es un isomorfismo:
w: TM — T'M
u = (v w(u,v)).

Una variedad de Poisson es un par (M, {—, —}) donde {—, —}, llamado corchete
de Poisson, es una aplicacién bilinear antisimética C>(M) x C*(M) — C*(M)
que satisface las identidades de Jacobi y de Leibniz (en otras palabras es un algebra
de Lie que actiia como derivacién del producto de funciones).

{fAg.h}} ={{f.g},h} +{{h, f},g9}.  Identidad de Jacobi.
{f-g,h}=f-{g9,h}+9g-{f,h}. Indentidad de Leibniz.
Dada una variedad simpléctica (M,w) y una funcién cualquiera f € C*(M)
obtenemos un campo vectorial asociado, llamado campo vectorial hamiltoniano:
df € QY (M) =T(T*M) +Zs vy € X =T(TM).

De esta forma podemos definir un corchete, que resulta ser de Poisson, en C*° (M)
mediante la féormula {f, g} := w(vg,vy).

Como ejemplo de variedad simpléctica, y por tanto de variedad de Poisson,
tenemos el espacio cotangente 7% X a una variedad X. Si py, ..., p, son coordenadas
entorno a x € X, denotamos por ¢; € T;X la aplicacién qi(%) = 0;,j. La forma

w =Y dp; ANdg; € Q*(T*X) hace del espacio cotangente una variedad simpléctica.
Mecanica clasica: formulacion lagrangiana y variedad sim-

pléctica asociada

Olvidamos por un momento las variedades diferenciales, para hacer una pequena
introduccién a la teoria de campos lagrangiana. Comencemos con un ejemplo tipico
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en mecanica cldsica: sea @ = R3 la variedad en la que modelamos el espacio (podria
ser otra variedad de dimensién menor o incluso compacta dependiendo del fenémeno
que queramos estudiar). Generalmente estamos interesados en la evolucién de un
punto en @, esta evolucién serd descrita como un camino ¢: R — Q.

El principio de accién minima formula que dicha evolucién ha de ser tal que
minimice una accién: A(c fR ¢)dt. Asumimos otro principio, el de localidad,
que dice que L(c(t)) depende solo del valor de ¢(t) y de sus derivadas parciales hasta
cierto orden (finito). Como ejemplo, podemos pensar en minimizar longitudes (en
realidad, energfas) L(c(t)) = |¢/(t)|? para asf hallar las geodésicas.

En ocasiones, como en el ejemplo anterior, L(c(t)) solo depende de las derivadas
parciales de ¢(t) de primer orden. En estos casos L puede ser identificado como una
aplicacion TQ x R — R.

Una forma de interpretar el principio de accién minima es pensando que si
A(c) es minimo, entonces J(A(c)) = 0. Demos sentido a esta ultima expresién: sea
e: R — @ tal que c+ € es una variacién de c. Ahora podemos definir 9(A(c)) y hacer
algunos célculos:

A(A(e))(e) = /R AL(c(t), e(t))dt = / Z(?i + 506 )dt
/RZ(Si—;iS’i) e [ 3 (5 o

Los calculos realizados han utilizado, en primer lugar la regla de la cadena
(df (x,y) = dac I (2, y)dx + 40 (x y)dy) y para la ultima igualdad, integracién por par-
tes ([ L(fg)dt = [ 4(f gdt+ffdt )dt) sobre f = 6q y g = ¢;. El iltimo término
generalmente se descarta considerando intervalos en vez de R y variaciones que se
anulen en los extremos del intervalo (véase la anotacién al teorema de Stokes).

d(A(c)) = 0 si para toda variacién el primer término de la equacién anterior se
anula: es decir si g;“ %g—; = 0. Esta ecuacién en derivadas parciales, cuyas solucio-
1

nes son las evoluciones de nuestro sistema, se denomina ecuaciéon de Euler-Lagrange.

El segundo término, si bien no es interesante en la biisqueda de soluciones del
sistema, es importante para otro tipo de cuestiones que no seran explicadas aqui.
Sin entrar en mas detalles, podemos pensar que ¢; = dg; dado que €; mide la varia-
cién en la direccién marcada por ¢;. Igualmente, llamando p; a 2% obtenemos que
S d(9k 4. L) =S d(p; Adg;) = dp; Adg;: es decir, recuperamos la forma simpléctica
estdndar en T*Q. (Observacién: hemos asumido implicitamente una condicién de
no degeracién de la Hessiana de L, conocida como la condicién de Legendre).
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Teoria de campos lagrangiana: una invitacion a la geometria sim-
pléctica superior

Pasamos ahora a describir una teoria de campos lagrangiana en general. Los
principios van a ser los mismos, habra una accién local que actia sobre un espacio
de campos (en el caso anterior, caminos) que queremos minimizar. Advertimos en
este momento que lo dicho a continuacién es una introduccion a la teoria que dista
mucho de ser formalmente correcta.

Observemos en primer lugar que los caminos en ) son secciones del fibrado
vectorial @ X R — R. Ahora tendremos un fibrado vectorial £ — M sobre una
variedad de dimensién m y el espacio de campos serd £ := I'(E).

La accién en este caso es A(c) = [, L(c) donde L(c) € Q™(M) (para poder in-
tegrar a lo largo de M). Ademds L es local en el mismo sentido que antes, L(c(m))
depende solo de las derivadas parciales de ¢(m) hasta cierto orden (finito).

dL tiene ahora una interpretacién sencilla. Recordemos que & = I'(E) es un
espacio vectorial, por ello podemos tomar formas diferenciales en £. En realidad,
solo estamos interesados en formas locales: 2! .(£). Se puede enentender L como un
elemento de C%.(€) ® Q™(M). Para distinguir la diferencial de De Rham en £ y en
M denotamos a la primera por d y a la segunda por d. OL es sencillamente el ele-
mento de Q] _(£)®@Q™M que se obtiene al aplicar la diferencial en la direccién de €.

Escribamos, como antes, d(A(c))(e) :== [}, dL(c,€). El céleulo realizado en la
seccién previa toma ahora forma de teoremas:

Teorema 1 (Zuckermann [2]). L = EL + dvy donde EL(—,e(m)) solo depende del
valor de e(m) y no de sus derivadas parciales y donde v € Q} (£) @ Q™ 1(M).

loc

Tomando como antes N C M una variedad con borde y centrandonos en varia-
ciones € que se anulan en N obtenemos que los campos que minimizan la accién
son aquellos que satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange EL(c,—) = 0.

Observemos qué sucede en el otro término: 9y =: w € Q. ® Q™ 1(M). Cual-
quier forma « de grado m—1 en M tal que da = 0 se denomina corriente conservada.
w(*,—) es una corriente conservada, llamada universal ([2]), y por tanto [, w es una
forma cerrada (tal vez degenerada, en este caso dirfamos que pre-simpléctica) que
no es independiente de la eleccién de la hipersuperficie N (de hecho depende de la

clase de homologia de N, este problema no sucedia cuando M = R).

Para eludir la pérdida de generalidad que conlleva la eleccion de la hipersuperficie
N se pude estudiar w en sf misma. w € Q2 @ Q™ Y(M) C Q2+(m_1):m+1(5 x M),

loc loc
este nuevo espacio tiene como diferencial D = 0 4+ d, Dw = 0.
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Geometria simpléctica superior y algebras L.

Podemos ahora generalizar a formas de grado superior la definicién de variedad
simpléctica e intentar ver qué obtenemos como analogo al corchete de Poisson. Co-
mo ejemplo fundamental tenemos a £ x M y la corriente conservada universal w.

Una variedad simpléctica de orden n (o variedad n-pléctica [1]) es un par (M,w)
donde w € Q"(M) cumple que dw = 0 y que la siguiente aplicacién es inyectiva:

w: X(M) — Q"(M)
u = (V1,0 = w(u, v, e, 0p))

Dado que @ no es sobreyectiva en general, no toda forma a € Q"~1(M) es tal
que da € im(w) (al contrario que en el caso simpléctico, n = 1). Denominamos
forma hamiltoniana a las formas a € Q" 1(M) que si estén en ese caso, es decir
da = w(vy, —) para cierto campo vectorial v, también llamado hamiltoniano.

Dadas dos formas hamiltonianas o y 8, {o, } := w(vg,va, —) es nuevamente
una forma hamiltoniana. Este corchete es antisimétrico pero no satisface la identidad
de Jacobi:

{a. {87} = {{e, 81,7} = {{r, a}, B} = dw(vy, v, va) # 0.
En cambio tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2 (Rogers, [1]). Dada una variedad simpléctica de orden n la familia de

aplicaciones {li(aq, ..., ) := wW(Vay,s - s Vays —) ’,;”jll dota de una estructura de dl-
gebra Loo @ Qpam(M) = (Q;;;;(M) oan2 ) <A ol < coo(M)).

En geometria derivada, los espacios vectoriales son sustituidos por cadenas de
complejos (como Qpam(M)). Igualmente, las algebras Lo, son los anédlogos a las alge-
bras de Lie. De manera poco precisa, las aplicaciones [, toman valores en Qyam (M),
pero no de forma arbitraria, sino que respetando el orden de las formas involucradas
en cierta manera. La identidad de Jacobi involucra ahora mas sumandos:

Z Z 6(0’) lj (lZ (UU(l), ,va(i)) ,UU(Z-_H), ceey Uo(k-{—l)) =0.

ii=kt1 g 511
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Resumen

La modelizacién de incendios forestales puede abordarse utilizando la metodolo-
gia de procesos puntuales, que combina los procesos estocésticos (en lo que a eventos
se refiere) con la inferencia estadistica asociada a diversas caracteristicas (marcas)
de esos eventos.

En la caracterizacion de este tipo de procesos es crucial el andlisis de su estruc-
tura de ler orden a través de la funcién de intensidad, que serd uno de nuestros
principales objetivos. Se harda una breve introduccién a la teoria de procesos pun-
tuales, centrandonos en la funcién de intensidad y en las posibilidades existentes
para su estimacién. Finalmente se aplica esta metodologia a los datos de incendios
forestales registrados en Galicia en el ano 2006.

Introduccién a los procesos puntuales

Los procesos puntuales pueden definirse intuitivamente como modelos matema-
ticos que describen la disposicién de objetos distribuidos de manera irregular o
aleatoria en el espacio. Esta metodologia se ha aplicado a lo largo de los anos en
numerosos campos de investigacién como ecologia (distribucién de especies vegeta-
les), biologia molecular (distribucién de un determinado tipo de células), astronomia
(distribucién de estrellas o galaxias), epidemiologia (distribucién de casos de enfer-
medades)..., pueden verse estos y otros ejemplos en [3].

Formalmente, un proceso puntual, X, es un modelo estocastico que genera un
niimero finito de eventos en un conjunto W C R? (denominado regién de observa-
cién). Lo habitual es disponer de una realizacién de ese proceso que denotamos por
{X1,...,Xn} y a cada una de esas localizaciones se le denomina evento. Tengamos
en cuenta que el numero de eventos, NV, varia con cada realizacion, por consiguiente,
tanto dicho niimero como las localizaciones son aleatorios.

Existen diversas condiciones de regularidad que se pueden exigir a los proce-
sos puntuales y que, en caso de cumplirse, facilitan enormemente los desarrollos
tedricos. Las principales son estacionariedad e isotropia; la primera de ellas se

PALABRAS CLAVE: Proceso puntual; funcién de intensidad; incendios forestales.
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traduce en que las propiedades del proceso son invariantes por traslaciones; mientras
que la isotropia consiste en que dichas propiedades sean invariantes por rotaciones.
Por tanto, las propiedades de un proceso que sea simultdneamente estacionario e
isotrépico, dependeran unicamente de la longitud del vector diferencia de posiciones
(un valor escalar), en lugar de las localizaciones.

Otro concepto importante es el de CSR (Complete Spatial Randomness), que es
como el “ruido blanco” de un proceso puntual, ya que se caracteriza por la ausencia
de estructura en los datos. Habitualmente suele emplearse como hipétesis nula de
test estadisticos para determinar si hay o no estructura en un determinado patron.

Definicion 1. Un proceso puntual cumple la condicion de CSR si verifica los si-
guientes postulados:

» Elnimero de eventos, N, en una region W, sigue una distribucion Pois(A|W|)
donde X es la intensidad del proceso, es decir, el numero de eventos por unidad
de drea y |W| denota la medida de la region W.

» Condicionado a una realizacién con n eventos, { X1, ..., Xn}, los {X;}Y, son
una muestra aleatoria simple de una distribucion Unif(W).

Las funciones que caracterizan a los procesos puntuales se agrupan en dos cla-
ses, las de primer orden, entre las que destaca fundamentalmente la funcién de
intensidad, y las de segundo orden.

Definicion 2. Dado un proceso puntual X C W y siendo N la medida de contar, i.e
N(A), con A C W indica el nimero de eventos que hay en A; se define la funcion
de intensidad o intensidad de primer orden como

. E[N(dr)]
M) =t =

Definicion 3. Se define la intensidad de segundo orden como

, E[N (dx)N (dy)]
Xo(z,y)= lim
(zy) = M |dz|dy]

(1)

La funcién (1) es una medida de la estructura de dependencia de los eventos en
W, y esta directamente relacionada en el caso de procesos estacionarios e isotropicos
con la K funcién

K(t) = X'E[No(t)],

siendo Ny(t) el nimero de eventos a una distancia a lo sumo ¢ de un evento escogido
arbitrariamente. Esta funcién ha sido especialmente 1til en el contraste de modelos
paramétricos ya que presenta formas muy caracteristicas y es sencilla de estimar.
Haciendo un paralelismo con la estadistica clasica, en la que la hipdtesis de
normalidad estd muy extendida y permite simplificar notablemente los desarrollos
metodoldgicos, en procesos puntuales se definen los procesos de Poisson.
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Definicion 4. Un proceso puntual X se dice que es Poisson homogéneo si verifica
las mismas condiciones que CSR (ver Definicion 1).

Definicion 5. Un proceso puntual se dice que es Poisson no homogéneo si cumple:
» Eln° de eventos en W sigue Pois([,;, \(z)dx).

» Dados n eventos, estos forman una muestra independiente de una distribucion
en W con densidad proporcional a \(x).

Bajo la condicién de proceso de Poisson no homogéneo se ha desarrollado la
mayor parte de la metodologia estadistica en este campo, aunque debido a su sim-
plicidad, algunos autores emplean modelos paramétricos un poco mas complejos:

Definicion 6. Un proceso de Cox se define a través de los siguientes postulados:
= {A(z)/x € R?} es un proceso estocdstico no negativo.

» Condicionalmente a una realizacion de {A(x)/x € R?}, \(z), los eventos for-
man un proceso de Poisson no homogéneo con funcién de intensidad \(x).

Esta tultima clase de modelos se denomina doblemente estocasticos, debido a
la existencia del campo A que anade un nuevo nivel de aleatoridad al proceso. En
general dan lugar a patrones agregados que suelen estar presentes en la modelizacion
de distribucién de individuos en competencia, como por ejemplo algunas especies
vegetales que “compiten” por nutrientes o luz solar.

La funcion de intensidad de primer orden

En Definicion 2 hemos definido formalmente el concepto de intensidad de primer
orden; en el caso mas sencillo en el que dicha funcién sea constante sobre W indica
el nimero medio de eventos por unidad de drea y su estimacién seria trivial, A=

Esta idea intuitiva no es valida en el caso méas general en el que realmente
A sea funcién de las localizaciones. Inicialmente se usaron hipdtesis paramétricas
en su estimacién, sin embargo es conocido que estas técnicas podrian dar lugar a
estimadores poco precisos en el caso en que la intensidad tedrica se desviase del
modelo asumido, es por ello que se emplean técnicas no paramétricas.

La primera aportacion a este respecto aparece en [2], que propuso un estimador
tipo nicleo para la funcién de intensidad, (DIE):

~

)\h (.%') =

hg Z B ((x = X3)/h), (2)

donde k es un nticleo bivariante radialmente simétrico h > 0 es la ventana o para-
metro de suavizado, ky, es el nicleo reescalado y pp(x) = [i, b 2k((x — y)/h)dy es
la correccién de efecto frontera.
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El problema es que este estimador es inconsistente, esto es, al llevar al limite el
tamano muestral no conseguimos que el error de estimacion converja a cero. Debido
a este hecho, el uso de este estimador a lo largo de los anos se ha reducido casi
exclusivamente a nivel exploratorio.

La cuestion de la inconsistencia perduré varias décadas, no fue hasta 2006 en
[1] que se propuso una solucién. La idea es sencilla y consiste en aplicar los con-
ceptos de estimacién no paramétrica de densidad (que si proporcionan estimadores
consistentes), al caso de la funcién de intensidad. Para ello se define una densidad
artificial Ao(x) = A(x)/ [;;, A(u)du, se estima mediante el estimador tipo niicleo y
se recupera finalmente una estimacién para la intensidad, (KDE):

N
“ 1 1 T —T;

=1

Otra solucién al problema de la inconsistencia de (2) es la propuesta de [4],
que se sustenta en asumir A(-) = p[f(Z(-))], donde Z representa un campo aleatorio
(covariables) y p es una funcién continua no negativa. El estimador propuesto, (CIE),

* S b (Leegzel)
Syt (VB2 gy

siendo k un nicleo univariante y || - || la norma euclidea usual.
Adema&s del hecho de ser consistente, (3) presenta la ventaja de trabajar en
dimensién uno aun cuando el proceso esté definido en dimensién superior.

Aan(x) = (3)

Estudio de simulacion

Presentados los principales estimadores de la funcion de intensidad es interesante
comparar su comportamiento; para ello se ha realizado un completo estudio de
simulacion del que hemos seleccionado una parte representativa para incluir en este
resumen.

Se han generado B = 100 realizaciones de cuatro procesos puntuales con funcio-
nes de intensidad \;(x) = exp (Bo + f1Yi(x)), donde Y1 = Z, Yo = Z+e, Y3 = dr(x)
y Y4 = dr(x)? y e el término de error. Para cada una de las realizaciones de los
procesos aplicamos DIE, KDE y CIE (en el célculo de CIE usamos la covariable Z
para los modelos 1y 2, y dg para los modelos 3 y 4).

El criterio de error que empleamos es una versién relativa del error cuadratico
integrado (ISE; Integrated Squared Error):

[ (Aw—w)
ISE—/W< e ) dx.

Los resultados obtenidos pueden verse en la Tabla 1 en la que se presentan
la media de los ISE’s para cada modelo y estimador, asi como la correspondiente
desviacion tipica muestral de dichos errores.
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Se observa que KDE mejora los resultados de DIE tal y como era esperable. Por
otra parte, CIE obtiene mejores resultados que los otros dos estimadores gracias a
la informacién adicional que le proporciona la covariable, aunque si bien es cierto
que en el modelo 2, en donde la informacién de la covariable estd perturbada por
la presencia del término de error, esta mejoria no es tan notable. En los modelos 3
v 4 la ganancia del CIE no es significativa respecto al KDE, posiblemente ligado al

caracter deterministico de la covariable.

Model 1 | Model 2 | Model 3 | Model 4
DIE 0.1640 0.3312 0.0691 0.0612
0.0374 0.0563 0.0175 0.0206
KDE | 0.1459 0.3282 0.0411 0.0297
0.0221 0.0539 0.0112 0.0097
CIE 0.0233 0.2218 0.0324 0.0296
0.0194 0.0505 0.0131 0.0116

Tabla 1: Media y desviacién tipica de los ISEs de los cuatro modelos resultados de
aplicar DIE, KDE y CIE.

Analisis de los incendios forestales en GGalicia

Los incendios forestales son un gran problema socio-econémico y medioambien-
tal en la actualidad; particularmente en Galicia los incendios intencionados son la
principal causa de destruccién de superficie forestal, de hecho, mas de la mitad de
los incendios ocurridos anualmente en Espafa, estan localizados en Galicia.

Conocer la distribucién espacial de los incendios forestales es un factor clave en la
prevencion y desarrollo de planes de extinciéon. Si asociamos los incendios registrados
en un determinado periodo de tiempo con las coordenadas espaciales de su punto
de ignicion, éstos pueden ser considerados como un patrén espacial generado por un
proceso estocastico, y la distribucién espacial de los puntos de ignicién se identifica
con la intensidad.

Hemos considerado los datos registrados el dia 09/08/2006 en el que hubo un
total de 190 incendios; y para aplicar el CIE hemos considerado la covariable tem-
peratura media, obtenida mediante un procedimiento de suavizado con ntucleo gaus-
siano a partir de los datos de 44 estaciones meteorologicas repartidas por toda la
comunidad.

En la Figura 1 podemos ver los puntos de ignicién para ese dia (izq.), junto con
la temperatura media (dcha.) que hemos empleado como covariable, en donde los
puntos representan las 44 estaciones de medicién.

Observando la Figura 2 podemos concluir que DIE y KDE aportan estimaciones
muy similares y razonables con los datos proporcionados aunque si bien es cierto
que el primero de ellos presenta cierta tendencia a la sobresuavizacion.
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18 19 20 21 2 23 24

Figura 1: Puntos de ignicién (izq.) y T* media con las estaciones de medicién (dcha.).

El resultado de CIE difiere de los anteriores y no reproduce adecuadamente el
patrén puntual observado, de hecho notamos que este estimador se deja llevar en
exceso por la informacién de la covariable, en el sentido de que asigna intensidades
mas altas en regiones con temperaturas elevadas. El hecho de que CIE no replique
el patrén, se debe a que el proceso estocastico que genera los incendios en Galicia
no depende de la temperatura, es decir, ésta no es el principal factor de riesgo.
En efecto, se sabe que la mayoria de dichos incendios estan fuertemente vinculados
con el factor humano (incendios provocados, negligencias...) y estas estimaciones lo
corroboran.

001 0.012

0005 001 0015 002 0025
0.006

001 002 003 004 005

0.002

Figura 2: DIE, KDE y CIE (de izq. a dcha.) aplicados a los datos del 09/08,/2006.
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Resumen

El estudio de los planetas extrasolares es uno de los campos que mayor cre-
cimiento ha experimentado en los ultimos afios en el d&mbito de la Astronomia. El
desarrollo de las técnicas de observacién ha permitido la deteccién de objetos de ma-
sa subestelar que anteriormente quedaban fuera de los limites de la instrumentacion
disponible.

Desde el punto de vista de la Mecénica Celeste, estos sistemas planetarios plan-
tean problemas muy interesantes, sobre todo en sistemas binarios o multiples, dado
que a las consideraciones puramente dindmicas hay que anadir otras de indole fisica
como la habitabilidad de los planetas (o satélites) del sistema.

Introduccién

FEn Mecéanica Celeste se denomina problema de n cuerpos al estudio del movi-
miento de n objetos sujetos a sus mutuas atracciones gravitatorias. Solamente en el
caso de n = 2 existe solucién analitica general del problema, ya conocida desde el
siglo XVIII. Para n > 3 cada problema debe ser tratado de diferente forma.

Por ejemplo, los primeros trabajos que estudiaron la dindmica de exoplanetas
utilizaron el problema restringido de n + v cuerpos, en el que las masas de los
v cuerpos se consideran despreciables con respecto a las de los n cuerpos y por lo
tanto su presencia no afecta al movimiento de las otras [9]. Sin embargo este modelo
no es el adecuado, pues varios métodos de deteccién se basan precisamente en la
influencia que ejercen los planetas sobre la estrella o sobre otros planetas.

Formulaciéon hamiltoniana

Dado un sistema de coordenadas canénicas (p, q), se llama funcién hamiltoniana
o simplemente hamiltoniano H = H(p, q,t) a una funcién H : R*® — R tal que
cumple las ecuaciones de Hamilton:
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dp  OH
dt ~ 0q’
dg OH
dt — op’

En Mecédnica Celeste p son las posiciones y g los momentos. En general se utiliza
esta formulacién para representar las ecuaciones del movimiento, por lo que cuando
se trata de resolver un problema de n cuerpos, lo habitual es hallar en primer lugar
el hamiltoniano asociado.

Una vez hecho esto, hay diferentes técnicas, tanto analiticas como numeéricas,
que se pueden utilizar para resolver el sistema.

Resolucion analitica

Para la resolucién analitica de problemas de n cuerpos se suele usar la teoria de
perturbaciones. Esta consiste en desarrollar en serie el hamiltoniano con respecto a
un pequenio parametro, de forma que:

oo
H(p.q,t) =) ¢Hi(p,q,1).
i=0
Esto permite truncar el desarrollo a partir de un cierto valor n, de forma que se
eliminan partes del hamiltoniano que tienen muy poca influencia en la resolucién
del mismo. También se utlizan transformaciones de Lie, basdndose en el siguiente
teorema:

Teorema 1. Sean &;,7; un conjunto de 2n coordenadas candnicas y f(§,m) y
S(&,m) funciones arbitrarias de § ym. Se definen los operadores D% (n =0,1,2,...)
como:

DYf=f, Dif={fS}, Dif=Di (DLf) ,n>2,

siendo { , } los corchetes de Poisson. Si € es un pequenio pardmetro independiente
de & ym, el conjunto de 2n coordenadas x;,y;, definidas por:

fla.y) =" < DEfEm) (1)

n=0

es candnico si la serie en el lado derecho de (1) es convergente.

Hori [8] utiliza este resultado para formular su método paramétrico, que se basa
en transformaciones de coordenadas candnicas para, a partir de un hamiltoniano
H = > " Hn, obtener sucesivamente nuevos hamiltonianos H* = > >°  H} que
resulten maés sencillos de integrar, generalmente eliminando variables.
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Abad y Ribera [3] generalizaron este método para dos pardmetros, y posterior-
mente Andrade [4] para un ndmero arbitrario.

Un ejemplo de aplicaciéon del método biparamétrico aplicado a exoplanetas puede
verse en [6], donde se obtiene la integracién analitica de un sistema formado por
una binaria (P3, Pj;) con un planeta (P,) girando en torno a una de las estrellas
(P3) y un satélite (P;) en torno a este ultimo. La masa de cada cuerpo se denotard
por m;.

Para ello, se formula el problema en un sistema de coordenadas escalonadas, dado
por Abad [1] para tratar sistemas jerarquizados. En este sistema las coordenadas
son:

= 75: vector de posicion del satélite al planeta.

» 71: vector de posicién de la estrella (Ps) al centro de masas del satélite y el
planeta.

= 7(: vector de posicién de la estrella (Py) al centro de masas de los otros tres.
Se obtiene el Hamiltoniano de la forma

F=T+V,

donde T es la energia cinética dada por

1 ) ) )
T = 5(/\/{07’_{) + Mq7ri + szé),

con

mim
MZZ#’
mi + ms
mi + meo)m
Mlz( 1 2) 5
mi + mg + mg3
m1 + mg +m3)m
Moz( 1 2 3)My

m1 +mg +m3+my
El potencial V se formula originalmente en un sistema baricéntrico inercial, &;:

V- _G _mimy

)

& — &

1<i<j<4

donde G es la constante gravitatoria. Al transformarlo al sistema de coordenadas
escalonadas se obtiene:
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mimg  (m1+ma)mg  (my +mae + ms)m
-G § N,
V ( 7"2 + 7”1 + T‘ + n TL+1 )

0o n 0
s 1 —1/2
o— 7’0 To n

n=0

n 2j1+53+755 2j2+j4+735
+ Z n! 0_]30_j4 ]5N** 7;1 E
g1l g5 2 1 o To

§1,...45=1,5 ji=n
P,(z) es el polinomio de Legendre de orden n y N, N} y N}* son constantes
que dependen de las masas. o1, g2 y 0g son los cosenos de los dngulos entre 75 y 7,
1y Toy 71y T2, respectivamente y r; = |7%|,1 =0, 1, 2.
Se hace un cambio a coordenadas de Delaunay, que es una transformacién ca-

nonica:

GoIVioe,
H = Gcosl,
=M,

g =uw,

h =1,

I es la inclinacién de la 6rbita, w el argumento del periastro, 2 el &ngulo del nodo, a el
semieje mayor de la érbita, e la excentricidad, y M la anomalia media. u = m
(siendo M 4 > Mp las masas que intervienen en la érbita, aqui serfan las M;). Se

obtiene el hamiltoniano:

AO Al A2 60 Ll 1 60 LZiL L]
F = B P —B — P

L2 + L2 L2 + 179 0 1( ) 3! 27"0 a1 2(02)
€3 L4 ro\ 2 L6 3

102 (2> Py(og) + 103 () Ps(00)

as ag
2

62 L4 T2

=D — | P
3' 2TO <a2> 2(01)+

A;, Bi, C; vy D; son de nuevo constantes, y la dependencia en las coordenadas
viene dada de forma implicita por los r; y los dngulos o;. Por el momento se man-
tienen algunas coordenadas antiguas para que la formulacién del hamiltoniano sea
més sencilla. Aqui eg = aéo)/q§0)7 € = ago)/q(()o) y €9 = ago)/q(()o), donde aEO), i=0,1,2,
son los semiejes mayores y qi(o), i=0,1,2, las distancias al periastro. Dado que es un
sistema jerarquizado, se pueden utilizar como pequenos parametros.
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Utlizando unas férmulas empiricas dadas por Holman y Wiegert (REF) para la
estabilidad en este tipo de sistemas, se hace un truncamiento del hamiltoniano a
orden 4 en €g, 3 en €1 y 2 en eo. Este ultimo aparece por vez primera en orden 3, por
lo que quedan dos parametros. Fisicamente, al eliminar los términos de €5, estamos
eliminando la influencia del satélite sobre la estrella mas lejana.

Finalmente, se realizan transformaciones sucesivas utilizando el método bipa-
ramétrico para eliminar la dependencia en las variables angulares, con lo que se
obtiene el hamiltoniano final:

Ao A Ay BB 3(EN 1))

TTrtrtn T 161
Mg 1
& Ca(5+3(72)*) (-1 +3(82)*) L3
3! LiG3 '
1035

Y las ecuaciones del movimiento:

dL;  OF dl;  OF

i~ o T e T0b?
dG;  OF _ dgi  OF .

T T TR T
di _ O0F _ o dhi _ OF .o

a o % OH,

Técnicas numéricas

A menudo la integracién analitica de un problema es muy complicada o no resul-
ta eficiente computacionalmente. Por ello se utilizan también métodos numéricos.
Por una parte estdn los métodos genéricos para la resolucién de sistemas de Ecua-
ciones Diferenciales Ordinarias, como pueden ser los desarrollos en series de Taylor
[2].

Sin embargo, dado que la integracion de los problemas dinamicos se realiza a
lo largo de escalas de tiempo enormes (del orden de millones de afios, en el mejor
de los casos), métodos clasicos como los de Runge-Kutta sufren problemas en la
conservacion de la energia. De hecho se produce un incremento lineal de ésta.

Para solucionar esto, se han desarrollado métodos especificos para integrar este
tipo de ecuaciones, los llamados métodos simplécticos. Se basan en dividir el hamil-
toniano en dos partes H = Hi1 + Ho, de forma que cada uno de ellos sea integrable.
Con un paso lo suficientemente pequeno (7), se hacen avanzar consecutivamente
cada uno de ellos en 2n-1 subetapas, con n el orden del algoritmo. Por ejemplo,
para orden 1 se avanza en cada etapa Hi y después Hs el paso 7. Para orden 2, por
ejemplo se avanzarfa Hz en 7, luego H1 en 7 y de nuevo Hz en 3.



82 SII Exoplanetas

[10]

Hay en la actualidad un buen nimero de algoritmos de este tipo, como el MVS
, 0 el HIS [5].
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En diversos campos cientificos, las medidas son direcciones: la direccion de vuelo
migratorio de una especie de péjaro, la direccion en la que sopla el viento o la
direcciéon en la que se mueven las placas tectonicas. En otras ocasiones es de interés
analizar “medidas de reloj”: cuando llegan los pacientes a una unidad hospitalaria
(diariamente), cuando se escucha una cancién (semanalmente) o cudando se producen
incendios en una regién (anualmente). Este tipo de datos, que se pueden representar
en un circulo, se conocen como datos circulares.

Esta estructura periédica hace que estos datos presenten caracteristicas espe-
ciales, que diferenciara su tratamiento estadistico del realizado en datos lineales.
Nuestro objetivo sera el de analizar las limitaciones de los métodos lineales clasicos,
asi como presentar algunas ideas basicas de esta area de la estadistica.

Introduccién

Tanto en las medidas de “compds” como en las de “reloj” surgen naturalmente
los datos circulares. Un ejemplo, donde aparecen este tipo de datos, surge cuando
queremos estudiar el patrén de la gripe a través de las biisquedas que se hacen en
Google de esta palabra en Galicia, se muestra dicho ejemplo en la Figura 1. En este
ejemplo, se puede ver la necesidad de diferenciarlos de los datos lineales, ya que un
dato como puede ser el dia 30 de diciembre estd “méas cerca” de un dato del inicio
del soporte, como puede ser el dia 2 de enero, que de otro dato que también esté al
final del soporte, como el 20 de diciembre.

En general este tipo de datos surgen cada vez que queremos estudiar el patrén
de una variable ciclica ya que, en este caso, emplear medias y varianzas muestrales
como uno haria en el andlisis de series temporales o en la regresién estandar podria
dar lugar a conclusiones erréneas. Para elaborar la presente introduccion a los datos
circulares, se han seguido dos referencias cldsicas de este tipo de datos como son [1]

y [2]-
Primeras nociones

Este tipo de datos se pueden representar como angulos medidos con respecto
a alguno convenientemente elegido, es decir, una vez elegido un punto de partida

PALABRAS CLAVE: Datos circulares.
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Busquedas en Google de la palabra gripe

Gallicia 2008-2014 (http://mww.google.org/flutrends)

1000
I
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I

0 200
I

T T T T T T T
Ene 2008 Ene 2009 Ene 2010 Ene 2011 Ene 2012 Ene 2013 Ene 2014

Blsquedas en Google de Ia palabra gripe

Fecha

Figura 1: Busquedas en Google de la palabra gripe en Galicia entre el 1 de enero
de 2008 y el 31 de diciembre de 2014. Izquierda: representacion lineal. Derecha:
representacion circular de las btisquedas acumuladas.

y un sentido de rotacién (por ejemplo, tomando como direccién positiva el sentido
de las agujas del reloj o el sentido antihorario). Esto hace que su representacién
numérica no sea necesariamente tnica. Por tanto, es importante asegurarse de que
las conclusiones extraidas de los datos en términos descriptivos o inferenciales estdn
en funcion de las observaciones dadas y no dependen de los valores arbitrarios en
los que nos referimos a ellos.

Herramientas exploratorias

La forma mas sencilla de representar los datos circulares es mostrar las obser-
vaciones como puntos en el circulo unidad. Una forma de agrupar los datos, para
analizar de forma visual dénde aparecen con mas frecuencia, es el diagrama de rosa.
Esta representacion se realiza de forma andloga a la del histograma, simplemente
cambiando las barras por sectores circulares. El area de cada sector deberia ser
proporcional a la frecuencia de cada grupo. Una forma de realizar estos diagramas
cuando los grupos son de la misma amplitud, es tomar el radio igual a la raiz cua-
drada de la frecuencia relativa. Con el fin de visualizar esta herramienta, se muestra
en la Figura 2 (izquierda) el diagrama de rosa para una muestra de observaciones
de direcciones.

Medidas de localizacion y escala

Una vez que se ha visto cémo representar los datos, es 1util poder resumirlos a
través de un analisis descriptivo apropiado. En la medicién de la localizacién aparece
la primera muestra de la necesidad de un tratamiento estadistico especial para este
tipo de datos. Con el fin de entender esta necesidad, se va a suponer que se tienen
las direcciones de vuelo de dos pajaros, que se muestran en la Figura 2 (centro) y son
/6y (2 — w/6) con respecto al Norte. Si se tomase la media muestral, se llegaria
a la conclusién de que la direccién media de vuelo es el Sur (7), lo cual contradice
la idea intuitiva de direccion media de vuelo de estas dos aves, que deberia ser el
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Figura 2: Izquierda: Diagrama de rosa para una muestra de observaciones de di-
recciones. Centro: Media muestral escalar (flecha continua) y circular (flecha dis-
continua) de dos direcciones. Derecha: Observaciones con una concentracién baja
(tridngulos grises) y una alta (puntos negros)

Norte. En este ejemplo, se ve la necesidad de redefinir la media muestral para los
datos circulares.

Para poder definir la media muestral direccional, supongamos que X; = (cos 6;,
senf;), con i = 1,...,n son las observaciones de la muestra. Entonces el centro de

—_ n n
masas de la muestra serd (C, S) = (1{0 > cosf;, 1) sen 9i> y por tanto la direccién
i=1 i=1

donde se alcanza este centro vendra dada por el punto 6 = arg(C +iS). Ademss, la
direccién media asi definida es equivariante por rotacién, lo cual garantiza que esta
media esta bien definida ya que no depende del punto que se tome como O.

Una forma de medir la escala de la muestra es a través de la longitud del centro
de masas, que viene dada por R = (C? + S?)'/2 € [0,1], ya que si los datos estén
muy concentrados alrededor de la media muestral circular, como ocurre en los puntos
negros de la Figura 2 (derecha), entonces R estarfa préxima a 1, mientras que si
estdn muy dispersos, como ocurre en los tridngulos grises de la Figura 2 (derecha),
esta R serfa casi 0. Asi, se puede ver que, de forma natural, surge la medida de
concentracién como forma de medir la escala y juega el papel inverso al pardmetro
escala que aparece en el caso lineal, que es la varianza, la cual mide la dispersién de
los datos.

Distribuciones circulares

Una distribucién circular es una distribucién de probabilidad cuya probabilidad
total esta concentrada en la circunferencia de un circulo unidad. Como cada punto en
la circunferencia representa una direccion, tal distribucién es una forma de asignar
probabilidades a diferentes direcciones. El soporte habitual de una variable aleatoria
circular O, medida en radianes, suele ser [0,27). Las distribuciones circulares son
esencialmente de dos tipos: pueden ser discretas, asignando masa de probabilidad
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Figura 3: De izquierda a derecha: funcién de densidad y funcién de distribucién de
la distribuciéon uniforme, funcién de densidad de la von Mises con p =0y x = 0,1
(trazo continuo), £ = 1 (trazo de guiones) y x = 10 (linea punteada) y funcién de
densidad de la normal enrollada con p = 0 y x = 0,15 (trazo continuo), k = 0,5
(trazo de guiones) y k = 0,85 (linea punteada).

solamente en un numero de direcciones numerable, o pueden ser absolutamente
continuas (con respecto a la medida de Lebesgue en el circulo). En este segundo
caso, la funcién de densidad f(6) existe y ademas de las propiedades que tiene esta
funcién en el caso lineal: f(0) > 0,V0 € [0,27) y f027r f(0)do = 1, también se verifica
que f(0) = f(6 + 2i7),¥0 € [0,27) y VI € Z. Un primer ejemplo de una funcién
de densidad circular seria la que se muestra en la Figura 3 (izquierda) que es la
distribucién uniforme, la cual asigna a todas las direcciones la misma probabilidad,
esto es, su funcién de densidad es f(0) = 1/(27),6 € [0,27). A continuacién, en este
documento, se trataran algunas de las distribuciones unimodales y simétricas mas
importantes. Para obtener otras distribuciones véase [1], por ejemplo.

El definir de esta forma la funcién de densidad hace que se tenga que redefinir
la funcién de distribucién F', donde ademads de verificarse que F(¢) = P(0 < 6 <
¢) = |7 F(8)dd si ¢ € [0,2), también se cumple que F(¢+27) — F(¢) = 1,¥¢ € R,
haciendo que esta tenga soporte en toda la recta real, como se puede ver en la Figura
3 (centro-izquierda).

Distribucién von Mises

Una de las distribuciones circulares mas empleadas es la von Mises. La obtencion
de esta distribucién se basa en la idea de obtener una distribucién para la cual el
estimador de maxima verosimilitud del pardmetro de localizacion coincida con la
media muestral circular, al igual que pasa en el caso lineal con la distribucién normal
y la media muestral. La funcién de densidad que cumple esa propiedad es

exp(k cos(6 — p))
27TI()(/€)

f(O;p, k) = , con 6 € [0,2m),

donde p € [0,27) es la direccién media y x > 0 el pardmetro de concentracién. La
funcién Ip(k) = 5= f027r cos(ph) exp(k cos 6)df denota la funcién de Bessel modificada
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de orden p. Se muestra en la Figura 3 (centro—derecha) la representacién de esta
densidad para p = 0 y distintos valores de x (0,1;1 y 10).

Como se comenté anteriormente el estimador de méxima verosimilitud de la di-
reccion media es la media muestral circular, mientras que la estimacion de k por ma-
xima verosimilitud se consigue despejando & en la siguiente expresion I1(g)/Iy(k) =

n - —
1%~ cos(6; — 0) = R. Se obtiene el mismo estimador de ambos pardmetros cuando
i=1

se calculan por el método de los momentos.

Distribucion normal enrollada

Una forma de generar distribuciones circulares a partir de distribuciones lineales,
es “enrollando” una distribucién lineal alrededor de un circulo de radio unidad. Si
X es una variable aleatoria en la recta real con funcién de densidad g, esta puede
transformarse en una variable aleatoria circular realizando © = X (mod 27) y su

funcién de densidad asociada serfa f(0) = > g(0 + 2ix),0 € [0,2m).
l=—o00

Con este método se obtiene otra de las distribuciones méas empleadas en el con-
texto circular, que es la normal enrollada, la cual es generada a partir de la distri-
bucién N (p,0?). Su funcién de densidad puede escribirse como

1 o
) = o [ 142D R cosp(d0 —p) |

T
p=1

donde 1 € [0,27) es la direccién media y k = exp(—a?/2) € [0, 1] es el pardmetro
de concentracién. Se muestra en la Figura 3 (derecha) la representacién de esta
densidad para p = 0 y distintos valores de x (0,15;0,5 y 0,85).

Test

Una vez vistas las principales distribuciones, en diversas ocasiones es de interés
contrastar si una muestra dada sigue una distribucién como puede ser la uniforme o
la von Mises o si dos muestras poseen la misma distribuciéon. En este documento se
pretende dar una pequena pincelada de algunos de los test presentes en la literatura.
Aunque aqui solo se presentan tres test, hay que tener en cuenta que existen diversas
propuestas, tanto para realizar los contrastes mencionados anteriormente como para
realizar otros contraste clasicos como pudieran ser, por ejemplo, los test para la
direccién media (véase [1] o [2]).

Cuando el objetivo es contrastar la hipdtesis nula Hy : F = Fy, con Fy la
distribucién circular uniforme, lo légico es pensar en el test clasico de Kolmogorov—
Smirnov, donde dada una muestra ordenada 9(1) < ... < (9(”), el estadistico que se

emplea es el méx(D;F, D), con D;f = 1121?i<X (i/n—U;)y D, = 1@'{2{ (U; — (i—1)/n),

siendo U; = F(0;) = 0;)/2m. El problema de este estadistico, en el caso circular,
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«a 0.10 0.05 0.01 o 0.10 0.05 0.01 «a 0.10 0.05 0.01
Vi | 1.620 1.747 2.001 || U? | 0.152 0.187 0.268 || U2, ., | 0.152 0.187 0.268

Tabla 2: De izquierda a derecha: Cuantiles del estadistico de Kuiper para contrastar
uniformidad, del estadistico de Watson para contrastar si la muestra sigue una von
Mises de parametros conocidos y para contrastar si dos muestras siguen la misma
distribucién.

es que depende del punto que se escoja como 0. Para solucionar este inconveniente

Kuiper define como estadistico para el contraste de uniformidad V,, = D;" + D,,.

A partir de este estadistico, tomando la correccién V,* = /nV, (1 + % + 0,%)7

para determinar cuando se debe rechazar Hy, su distribucién puede ser aproximada
a través de los cuantiles que se dan en la Tabla 2 cuando n > 8.

En general, si se quiere realizar el contraste Hy : F' = Fp, con Fy una distribucién
circular continua se puede emplear el test U? de Watson, cuyo estadistico asociado

es
2

2 2w
2 _ _ _ _
U, = n/o [Fn(H) Fy(6) /O (£ (V) Fo(ﬁ))dFo(??)] dFy(0),

donde F,,(0) = (1/n)> Z(0; < x) es la funcién de distribucién empirica e Z la
=1

(3
funcién indicatriz.

En el caso de querer contrastar si la muestra sigue una distribucién von Mises
de pardmetros (u, k), los cuantiles de U2 se pueden aproximar como se muestra en
la Tabla 2 cuando n > 20.

Finalmente, el test de Watson también se puede emplear para realizar el con-
traste Hy : F} = Fy, con Fy, Fs distribuciones circulares y continuas. El estadistico
empleado en este contraste es

2

2 2
/ [Fm<9>—Fn2<9>— / (Fos (9) — Foy (9))dE, (9)| dF(6),
0 0

2 _ ning
ni,ng

n

siendo F,,(0) = (n1F,, + n2Fy,)/n, n1 el tamano muestral de una muestra, ng el
de la otra y n = n; + ny. De nuevo, la distribucién de este estadistico puede ser
aproximada cuando n > 17 y sus cuantiles se muestran en las Tabla 2.
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Intuitivamente, a simetria é a distribucién regular das partes dunha cousa ou de
obxectos semellantes a unha e & outra banda dun eixe, arredor dun centro, etc. Son
exemplos disto a simetria bilateral dun humano, a simetria rotacional dunha peza
de barro obtida mediante xiro nun torno, ou as simetrias dos poliedros regulares.

En xeral, queda claro que a anterior definicién non é moi precisa, e que é necesario
especificar que tipo de simetria ten un obxecto. Para aclarar mellor esta definiciéon
a teorfa de grupos aparece de xeito natural, e dirase, de novo de xeito informal, que
un obxecto ten unha G-simetria, onde G é un grupo, se as transformaciéns de G
deixan o obxecto en cuestién invariante.

Por exemplo, un poligono regular de n lados dise que ten unha D,,-simetria, onde
a D vén de diédrico, que é o nome co que se cofiecen estes grupos. O grupo diédrico
inclie as rotaciéns de dngulos que sexan multiplos de 27/n, e tamén outras como
as reflexions con respecto 6s eixos que dividen 6 poligono en duias partes iguais.

Para ir introducindo algunha terminoloxia, un obxecto que ten unha simetria ro-
tacional dise que ten unha O(2)-simetria. Serfa unha O(3)-simetria as que producen
os movementos rixidos do espazo que deixan fixo a orixe de coordenadas. En xeral,
o grupo O(n) (grupo ortogonal) é o grupo dos movementos rixidos que deixan fixo
un punto do espazo n-dimensional.

O emprego da teoria de grupos é ubicuo hoxe en dia en Matematicas, por exemplo
porque é unha estructura subxacente a moitos dos obxectos de estudo, tales como
espacios vectoriais ou estructuras alxébricas ou xeométricas mais complexas. Felix
Klein chegou incluso a dicir que a xeometria non é outra cousa mais c¢6 estudo
das propiedades dun espacio que permanecen invariantes pola accién do grupo de
transformacions dese espacio.

A simetria tamén é moi importante noutras ciencias como a Fisica. Emmy Noet-
her probou un teorema fundamental a este respecto: as propiedades de simetria dun
sistema fisico correspéndense con leis de conservacion. Este resultado é importante
no sé polo interese fisico que ten, senén tamén por unha cuestion mais profunda:
podense atopar simetrias non soamente en figuras e obxectos xeométricos, senén ta-
mén en elementos mais abstractos como as ecuaciéns diferenciais, que en definitiva
son as que rixen as leis da mecdnica newtoniana. De feito, o premio Nébel P. W.
Anderson expresou no seu dia o feito de que s6 é un pouco esaxerado dicir que a
Fisica é o estudo da simetria.

PALABRAS CLAVE: Simetria; superfice; curvaturas principais constantes.
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O concepto de forma ten un problema similar 6 da simetria. Todo o mundo ten
unha idea intuitiva do que é pero na practica é moi dificil de definir. Un diccionario di
algo asi como que a forma é a realizacién concreta con que se presenta un fenémeno,
con caracteristica propias que os diferencian doutros. Esta definicién poderémola
concretar mais adiante no caso da xeometria diferencial de subvariedades. En todo
caso, hai algo que € claro: a simetria influencia de xeito decisivo a forma, facendo que
a ultima sexa moito mais regular e autosemellante, ou en sentido vago, “constante”.
O problema que abordamos neste traballo, en sentido moi xeral, é o seguinte:

[ Ata que punto a forma constante dun obxecto implica que ese obxecto
postie unha simetria?

Trataremos de afondar nesta cuestién para un exemplo relativamente sinxelo que
estard 6 alcance de calquera graduado en Matematicas, e que ten como concepto
preliminar as superficies regulares de R3.

Superficies homoxéneas

Recordemos brevemente que unha superficie M de R3 é un subconxunto que
localmente se pode describir mediante unha parametrizaciéon x: U € R? — M C R3,
onde U é un aberto, e tal que que a diferencial Dx ten rango 2. Esixese ademais
que a topoloxia inducida por estas parametrizacions coincida coa topoloxia de M
como subespacio de R3.

As superficies herdan por tanto a topoloxia relativa do espacio euclidiano e por
tanto o seu cardcter métrico. Dise que unha superficie é (extrinsecamente) homozé-
nea se para calquera par de puntos da superficie existe unha isometria de R3 que
deixa invariante a superficie e que leva un punto no outro. Este serd o noso concepto
de “superficie simétrica” que trataremos de caracterizar mediante un concepto de
“forma”.

Para cada punto p € M podemos construir o espacio tanxente T,M a M en p.
Sexa &, un vector normal unitario en p. Suporemos que &, se pode extender a un
campo unitario normal ¢ polo menos nunha vecinanza de p. Como cada espacio tan-
xente é un subconxunto de R? podemos dotar este do producto interior restrinxido
a TpM, que denotaremos por (-, -). Este producto interior tamén se conece como
primeira forma fundamental.

Se X ¢é un campo de vectores tanxente a M definese o operador forma (ou
segunda forma fundamental) S de M como SX = —Dx¢, onde D é a derivada
usual de R3. Nétese que SX é tanxente pois & é unitario. Mdis intuitivamente,
notese que este operador é o que precisamente dé a forma da superficie M xa que
mide como varia o espacio tanxente (ou equivalentemente o normal) de punto a
punto. Isto coincide coa idea intuitiva de “ve-la forma”, xa que o xeito en que o
noso cerebro a interpreta é precisamente 6 percibi-la diferente tonalidade de cor que
depende do dngulo co que a luz se reflicte (no plano tanxente) en cada punto.

O operador S é autoadxunto con respecto & primeira forma fundamental, e por
tanto, polo teorema espectral é diagonalizable con autovalores reais e autoespacios
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ortogonais. Estes autovalores son os que se conecen como curvaturas principais. A
sda suma é a curvatura media H = tr.S, e o seu producto a curvatura de Gauss
K = det S. Tamén denotaremos por V a derivada covariante definida como VxY =
(D XY)T, a proxeccién tanxente & superficie da derivada usual de R3.

Trataremos de facer fincapé no que segue nun feito fundamental na xeometria: a
capacidade de expresa-los diferentes conceptos dun xeito independente da parame-
trizacién. Por iso, as expresions que presentaremos a continuacién estardan escritas
sen facer referencia algunha a unha eleccién de coordenadas.

Nesta exposicién recordaremos (ainda que non demostraremos) as ecuaciéns
fundamentais dunha superficie. Empezamos pola féormula de Gauss

DxY =VxY + (SX,Y)¢,
e o Teorema Egregium de Gauss
R(X,Y,Y, X)

<X>X><K Y> - <X7Y>2,

que establece que a curvatura de Gauss se pode escribir en funcién do tensor de
Riemann (ou simbolos de Riemann), que depende sé da primeira forma fundamen-
tal. O tensor de Riemann é xustamente o lado esquerdo da férmula que aparece
a continuacién. Este é un resultado instrumental da xeometria diferencial, xa que
implica que o concepto de curvatura se pode definir independentemente do feito de
que a superficie sexa un subconxunto do espacio euclidiano. Ademais deste impor-

tante resultado, o Teorema Egregium é equivalente 4 chamada ecuacion de Gauss
que se pode escribir como segue:

(VxVyX —VyVxX — Vy,y vy x X, Y) = (SX, X)(SY,Y) — (SX,Y)2

K =

Tamén empregarémo-la ecuacion de Codazzi, que expresa o feito de que a deri-
vada de S ¢é simétrica, e que tamén se pode escribir de xeito equivalente como

(Vx(SY) — S(VxY) — Vy(SX) + S(VyX), Z) = 0.

As ecuaciéns de Gauss e Codazzi son instrumentais en xeometria de superfi-
cies xa que expresan as condiciéns de compatibilidade do teorema fundamental das
superficies, que basicamente di que, dadas unha primeira e segunda forma funda-
mental de xeito que se satisfagan as ecuaciéns de Gauss e Codazzi, enton existe
unha superficie que ten como primeira e segunda forma fundamental precisamente
as prescritas; ademais, tal superficie é inica salvo movemento rixido do espacio.

No resto do articulo probaremos o resultado fundamental deste traballo, que foi
obxecto de numerosas xeneralizaciéns e linas de investigacién en xeometria diferen-
cial. Antes de enuncialo fagamos notar que baixo a hipétese de que M é homoxénea,
é bastante claro que a xeometria de M como subconxunto de R? é a mesma en cada
punto. En particular, séguese que os operadores forma en dous puntos distintos son
conxugados e por tanto tefien os mesmos autovalores. A constancia dos autovalores
vén a querer dicir que a forma desta superficie é “constante”. Vemos a continuacién
que o reciproco a este resultado tamén é certo:
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Teorema 1. Unha superficie conexa con curvaturas principais constantes en R3 é
un aberto dunha superficie homoxénea. Ademais, ten que ser un aberto dun plano,
dunha esfera ou dun cilindro.

Dedticese por tanto do enunciado deste teorema a clasificacién das superficies
homoxéneas de R3, xa que claramente os planos, esferas e cilindros son homoxéneos
e o teorema di que non pode haber mais.

Demostracion. Para fixa-la notacién suponiamos que M ten dias curvaturas princi-
pais constantes A e 1 e tomemos X e Y dous campos de vectores tales que SX = A X,
SY =pY e (X, X)=(Y,)Y)=1,(X,Y)=0.

A demostracion baséase na andlise de tres casos: A=pu =0, A=p #0e X\ # p.
Tratamos cada caso a continuacién.

Suponamos primeiro que A = p = 0. Isto vén a dicir, xa que S é diagonalizable,
que S = 0, ou equivalentemente, que &, o vector normal, é constante. Por tanto, M
é un plano.

Suponamos agora que A = u # 0, e denotemos r = 1/\. Asi o operador forma é
un multiplo da identidade, S = %I. Definimo-la seguinte aplicacién

O, M =R pesptré,.

O significado xeométrico desta aplicacién é que ®, desplaza a superficie orixinal
M unha distancia r na direccién do vector normal. Empregando a definicién do
operador forma resulta que D®, =1 —rS = 0. En consecuencia ®, é constante, o
cal significa que tédolos puntos de M, despois de ser desplazados unha distancia r
acabaron no mesmo punto c. Por tanto, M debe ser un aberto dunha esfera centrada
en c e de radio r.

Finalmente suponamos A # p. Escribindo a ecuacion de Codazzi, poiendo Z =
XeZ =Y, resulta (u—A\)(VxY,X)=0e (u—A)(VyX,Y)=0,cocal (VxY, X)=
(Vy X,Y) = 0. Nétese que (VxX,Y) = —(VxX,Y) pois (X,Y) = 0 e simplemente
aplicamos a regra de Leibnitz para a derivada do producto escalar. Analogamente,
(VxX, X) =0 pois (X, X) =1. Como VxX é tanxente a M e {X,Y} é unha base

do tanxente, concluimos Vx X = 0. Procedendo de xeito similar obtemos
VxX =VxY =VyX =VyY =0.

Agora empregamos estas ecuaciéns para substituir na ecuacién de Gauss e obtemos
facilmente Ay = 0. Asi que de aqui en diante podemos suponier A £ 0 e p = 0.

A férmula de Gauss di que DyY = VyY 4 (SY,Y){ = 0, co que as curvas
integrais de Y son rectas de R3. (Recordemos que unha curva integral dun campo
de vectores é unha curva que ten por vector tanxente o valor do campo do que é
curva integral nese punto; tal curva existe pois é solucién dunha ecuacion diferencial
ordinaria.)

Por outra banda, defimos coma antes = 1/\. Considerando de novo a aplicacién
®, definida anteriormente, neste caso vemos que D®,.(X) = X —rAX = 0, o cal
significa que @, é constante 6 longo das curvas integrais de X.
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Combinando este resultado co anterior, chegamos a que para un punto dunha
recta determinada por Y, o desprazamento na direcciéon normal a M dunha curva
integral de X é un punto. En definitiva, o que probamos é que M ten que ser un
aberto dun cilindro de radio r 6 longo dunha recta paralela & que determina o campo
de vectores Y. O
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Introduccién

En esta charla presentamos una aplicacién de la teoria de juegos al estudio de
modelos de votaciéon. En particular, queremos estudiar un modelo de votacion en
el cual los resultados intermedios de la eleccién se van haciendo ptublicos en tiempo
real, a medida que la gente vota. Cada votante puede elegir estratégicamente si
prefiere votar pronto o esperar a que la eleccién avance.

Un problema habitual de muchos sistemas electorales es que los votantes no
pueden coordinarse de manera efectiva. Un caso tipico es el fenémeno del “voto
initil”; en el que un candidato no llega al porcentaje minimo de votos y todos los
votos que ha recibido pasan a ser intutiles. De saber que esta candidata no llegaria al
minimo, probablemente muchos votantes habrian decidido votar a otro candidato.
Ademids, cuando el ganador final de la eleccion se elige por mayoria simple, también
pueden aparecer problemas de coordinacién si hay, por ejemplo, un partido grande
de derechas y varios partidos no tan grandes de izquierdas (es un fenémeno habitual
que la izquierda esté mas disgregada que la derecha).

En este tipo de situaciones puede ser que un perdedor de Condorcet acabe siendo
elegido, donde un perdedor de Condorcet es un candidato que perderia en un mano a
mano con cualquiera de los otros candidatos. Pensemos por ejemplo en una situaciéon
como la descrita en la Tabla 3. Con la distribucién de votos ahi representada, es
claro que la mayoria del electorado quiere un gobierno de izquierdas. Sin embargo,
a menos que consigan coordinarse, serd el candidato C' el que resulte ganador. En
caso de un mano a mano entre A y C', los votantes de B apoyarian a A, con lo que
C perderia. De modo andlogo, C también perderia en un mano a mano contra B.

Situaciones similares a la que acabamos de describir ya han tenido lugar en el
pasado, con las elecciones generales de los Estados Unidos en el ano 2000 como
ejemplo méas destacado. En ese afio el resultado estuvo muy refiido entre Al Gore
(demécrata) y George Bush (republicano). Ademds, habia un tercer candidato, el
independiente Ralph Nader, que obtuvo alrededor del 1% de los votos. Dado lo
igualado del recuento final y que Al Gore terminé perdiendo, lo més probable es
que una gran mayoria de los votantes de Ralph Nader hubieran preferido votar por

PALABRAS CLAVE: Modelos de votacidn; teoria de juegos; perdedor de Condorcet; coordinacién.
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Candidatos A B C
Ideologia | izq. izq. der.
Votantes | 30% 30% 40%

Tabla 3: Una situacién en la que un perdedor de Condorcet puede ganar.

Al Gore (cuya ideologia era més cercana a la de Ralph Nader de lo que lo era la de
George Bush).

Teniendo en cuenta que la victoria de un perdedor de Condorcet puede verse
como algo socialmente ineficiente e indeseable, jcomo podrian resolverse este tipo
de problemas de coordinacién? Esta pregunta ha sido ampliamente estudiada en el
campo de la economia politica, y en esta charla presentamos una nueva idea que
puede servir para mejorar la coordinacion de los votantes, poniéndole las cosas mas
dificiles a este tipo de alternativas socialmente no deseables.

Antes de presentar el modelo es interesante mencionar que una solucién natural
para la situacién anterior hubiera sido llevar a cabo una segunda vuelta entre Al Go-
re y George Busch. Sin embargo, una segunda vuelta tampoco es siempre garantia
de resultados socialmente eficientes. De hecho, el sistema de segunda vuelta estaba
presente en Francia en 2002, cuando tuvieron unas elecciones generales muy con-
trovertidas. En ellas se partia de una situacién social con una gran notable mayoria
de votantes que iban a votar a opciones de izquierdas, pero al mismo tiempo habia
una gran cantidad de dichas opciones. El resultado después de la primera vuelta fue
el siguiente: Jean Marie le Pen (extrema derecha) 20 %, Jacques Chirac (derecha)
17 %, Lionel Jospin (izquierda) 16 %, y otros partidos de izquierdas sumaron mas
del 30 %. Como consecuencia, a pesar de que Lionel Jospin era el claro favorito en
las encuestas, en la segunda vuelta los franceses tuvieron que elegir entre dos can-
didatos de derechas. En general, tener un sistema con (n — 1) vueltas cuando hay n
candidatos podria ser una buena forma de minimizar este tipo de resultados, pero
uno no puede esperar que los votantes acudan a votar tantas veces. A medida que
aumente el nimero de vueltas de la eleccién bajara la participacién en la misma.

El modelo

Aunque idealmente nos gustaria estudiar modelos con una cantidad arbitraria
de candidatos y una cantidad arbitraria de periodos, la complejidad de los modelos
de votacion secuencial obliga a asumir importantes simplificaciones.

Consideraremos una eleccién entre tres candidatos (o alternativas), A, By C, y
con N > 4 votantes. El sistema de votacion elegird exactamente a un candidato por
mayoria simple: cada votante emite un voto y el candidato con més votos es elegido.
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En caso de empate, el ganador es elegido mediante un sorteo en el que todos los
candidatos empatados tienen igual probabilidad de salir elegidos.

La principal desviacién con respecto a los modelos de votacion habituales es que
la eleccién es secuencial, en dos periodos. Cada votante puede elegir estratégica-
mente si votar en el periodo 1 o en el periodo 2. En este ultimo caso, el votante
conoceria el recuento de votos recibidos por cada candidato en el periodo 1. Nétese
que este sistema de votacién respeta el principio fundamental de “una persona un
voto”.

Decimos que cada votante es de un cierto tipo, que viene caracterizado por la
utilidad que le reporta que cada uno de los candidatos salga elegido. Por comodidad
asumimos que las utilidades han sido normalizadas de tal manera que el votante ¢
asigna utilidad 1 a su candidato preferido, utilidad 0 al candidato que menos le
gusta y utilidad v; € [0, 1] al candidato intermedio. Por tanto, si denotamos por II
al conjunto de todas las ordenaciones posibles de {A, B, C}, el tipo de un votante i
se compone de dos elementos: i) una ordenacién w € II de los candidatos y ii) la
utilidad v; asociada a su candidato intermedio. Normalmente nos referiremos a los
candidatos con un valor bajo de v; como partidistas y a los votantes con valores altos
de v; como antagonistas, ya que son totalmente contrarios a un candidato pero le
gustan los otros dos. Durante la exposicién diremos que un votante es un votante
AB, para indicar que A es su candidato preferido y B su candidato intermedio.

Inicialmente podemos pensar que, antes de que la eleccién comience, los tipos de
los votantes se generan de modo i.i.d. (independientes e idénticamente distribuidos)
de una cierta distribucion de probabilidad. Por tanto, saber el tipo de un grupo de
votantes no da ninguna informacion acerca del tipo de los restantes.

Definicién 1. Dos candidatos son simétricos (ex ante) si la distribucion de proba-
bilidad de la que se obtienen los tipos de los votantes trata de modo idéntico a estos
candidatos.

Estrategias

Dado un votante ¢, una estrategia o; especifica, para cada posible tipo, cual seria
su estrategia si finalmente ése es su tipo. Siendo maés precisos, la estrategia ha de
especificar la probabilidad de que i vote en el periodo 1 y en el periodo 2, ademas de
la probabilidad con la que elegiria a cada candidato en el periodo 1 y también dichas
probabilidades para cada posible resultado del recuento que se pueda encontrar tras
el periodo 1. Un perfil de estrategias para todos los votantes se denotard por o.

Definicion 2. Un perfil de estrategias es simétrico si todos los votantes del mismo
tipo siguen la misma estrategia.

La ventaja de trabajar con estrategias simétricas es que basta especificar el
comportamiento de cada tipo de votante. Durante la mayor parte del analisis nos
centraremos en el caso en el que las estrategias son simétricas. Eso si, cuando se
estudie si una estrategia es un equilibrio y se consideren desviaciones de jugadores
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con respecto a la misma, estas desviaciones si que podréan romper la simetria (esto
implica que los equilibrios que estudiaremos no seran mas débiles que los equilibrios
no simétricos, ya que se permite el mismo tipo de desviaciones).

Ahora introduciremos una propiedad de anonimato, que requiere que candidatos
simétricos sean tratados de modo idéntico. Aunque la idea es bastante natural, en
este contexto es algo compleja de formalizar. Es importante recordar aqui que toda
la informacién que un votante recibe durante la eleccién, ademas de su propio tipo,
es el resultado del recuento después del primer periodo.

Definicion 3. Un perfil de estrategias o es andénimo si, para cada votante i, cada
par de candidatos simétricos, digamos Dy y D, y cada par de tipos 6 y 0’ que
simplemente difieren en que los roles de Dy y Dy se han intercambiado, o; cumple
lo stguiente:

» S0 bajo el tipo 0 en un determinado momento de la eleccion y dada una cier-
ta informacion, el votante i votaria por el candidato D1 con probabilidad p,
entonces, bajo el tipo 0, en una situacion andloga en la que la informacion
relativa a D1 y Da se haya intercambiado, el votante i votaria por el candidato
Dy con probabilidad p.

La siguiente propiedad captura la idea natural de que los votantes en el perio-
do 2 se pueden ver atraidos hacia los candidatos més fuertes (aumentando asi la
probabilidad de que su voto sea un voto 1til).

Definicion 4. Un perfil de estrategias se dice que es débilmente mondénono si,
para cada candidato D, una vez fijado el numero de votos que en el periodo 1 han
llevado el resto de candidatos, el porcentaje de votos para D al final de la eleccion
es débilmente creciente en el numero de votos que D recibe en el periodo 1.

Un objetivo importante de nuestro estudio es entender hasta qué punto los
votantes del segundo periodo se ven influidos por el resultado que observan al final
del periodo 1. Las siguientes definiciones capturan dos grados extremos de reaccién
ante el resultado del periodo 1.

Definicion 5. Un perfil de estrategias es insensible si, para cada candidato D y
cada votante i, ninguna desviacion de i cambia el nimero esperado de votos de D
al final de la eleccion mds alld del propio voto del votante i.

Definicion 6. Un perfil de estrategias es totalmente sensible si es débilmente mono-
tono y, ademds, en el periodo 2 un votante vota por el candidato que va de primero
entre aquellos que le dan una utilidad positiva.

El concepto de totalmente sensible es una forma muy fuerte de monotonia, en la
que los votantes reaccionan yendo por el candidato que parece més fuerte después del
periodo 1 (siempre y cuando su victoria les reporte una utilidad positiva). Aunque
esta forma de monotonia puede no ser natural en general, en nuestro andlisis se
presentan dos casos particulares en los que si que es relativamente natural (aunque
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no los describiremos en este resumen). También es importante destacar que, en
general, las estrategias totalmente sensibles no son compatibles con las condiciones
de equilibrio. Esto lo ilustramos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 7. Consideremos una situacion en la que tenemos 100 votantes y, en el
periodo 1, 50 han votado por B y 49 han votado por A. Asumamos, ademds, que el
Unico votante restante, el votante i, tiene a A como su candidato favorito y a Bcomo
su candidato intermedio con v; € (0,1). Entonces, bajo una estrategia totalmente
sensible el votante © deberia votar por B, pero su utilidad esperada seria mayor si
votase por A.

Situaciones como la que acabamos de describir, donde tras el periodo 1 un vo-
tante sabe que es el tinico votante que queda por votar y que su voto decide la
elecciéon son muy improbables, pero pueden hacer el andlisis de los equilibrios del
juego subyacente muy complejos sin anadir comprensién del modelo.

Uno de los aspectos més delicados de hacer el analisis de equilibrios en modelos
de votaciéon es que la utilidad de los jugadores con cada estrategia depende crucia-
lemente de las situaciones en las que su voto hace pivotar el resultado final hacia
uno u otro candidato. Caracterizar analiticamente las situaciones en las que cada
votante puede ser pivote es muy complejo. Debido a esto, los resultados se obtie-
nen para casos especiales en los que puede haber estrategias totalmente sensibles
en equilibrio. Esto simplifica sustancialmente el analisis, ya que el comportamiento
de los votantes en el segundo periodo estd practicamente caracterizado por esta
propiedad.

Potencial del modelo

A continuacién discutimos informalmente las principales propiedades del modelo
de votacién secuencial que acabamos de describir, que lo hacen apropiado para
estudiar los problemas de coordinacion, que eran nuestra motivacién inicial.

Primero, es importante destacar que, con bastante generalidad, habra gente que
votard haciendo uso de més informacién de la que tenia al principio de la eleccion.
Siendo mds precisos: habra gente que votara en ambos periodos. La intuicién es
bastante sencilla. Por un lado, si yo sé que todo el mundo va a votar en el periodo 1,
entonces prefiero esperar al periodo 2 y hacer una decisiéon mds informada (al fin
y al cabo, mi voto en el periodo 1 no iba a servir para cambiar el voto de nadie,
pues nadie estd esperando al periodo 2). Por otro lado, si sé que todo el mundo va
a votar en el periodo 2, entonces preferiré votar en el periodo 1, ya que en ningin
caso voy a tener informacién a la hora de votar y votando en el periodo 1 puedo
influir en el comportamiento de algun votante en el periodo 2.

El argumento que acabamos de hacer captura uno de los principales incentivos
que intentamos entender con nuestro modelo: la tensién entre i) votar en el periodo 1,
para asi hacer que tu candidato parezca mas fuerte y conseguir coordinacién a su
favor y ii) votar en el periodo 2 para tomar una decisién mds informada. Para
ilustrar, pensemos en un votante AB bajo estrategias totalmente sensibles:
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1. Votando por A en el periodo 1, un votante AB serd pivote principalmente
cuando rompa un empate entre A y otro candidato (aumentando la posibilidad
de que la coordinacién final sea en A) o induce un empate (aumentando la
coordinacién en A y reduciendo la coordinacién en el candidato con el que A
ha empatado).

2. Votando en el periodo 2, el votante AB puede ser pivote si B estd por delante
de A después del periodo 1 y B y C estan muy igualados, pues un voto
adicional por B puede decidir la eleccién en su favor.

El primer punto es el efecto “hacer mas fuerte a tu candidato” y el segundo es el
efecto “evitar el voto inttil”. Uno de nuestros objetivos es entender como estos dos
efectos entran en juego. Esto sugiere ya una implicacién natural en nuestro modelo:
cuanto mas partidista sea un votante, mas importante sera el primer efecto y mas
probable sera que prefiera votar pronto.

De cara a nuestros objetivos es todavia mas importante el hecho de que, una
vez que hay “voto informado” en equilibrio, se abre la puerta para estudiar hasta
qué punto esto puede dar lugar a suficiente coordinacién como para que se reduz-
can significativamente las opciones de que un perdedor de Condorcet gane unas
elecciones.

Resumen de resultados

Para terminar este resumen, presentamos un breve esquema de los principales
resultados matematicos y numéricos obtenidos en el trabajo en el que se ha basado
este resumen y la charla impartida:

= En el caso de que los distintos candidatos que participan en la eleccién sean
bastante simétricos entre si, el efecto “hacer mas fuerte a tu candidato” tiende
a ser el dominante, con lo que la mayor parte de los votantes votan en el
primer periodo.

= Ademas, en el caso en el que los candidatos no sean simétricos y se sepa de
antemano que hay un perdedor de Condorcet (situaciones como la descrita
en la Tabla 3), se observa como en el modelo con dos etapas se consigue una
gran coordinacion entre los votantes. Cuanto més fuerte es el perdedor de
Condorcet, més votantes de los otros dos candidatos esperan hasta el segundo
periodo para votar. Como consecuencia, la probabilidad de que el perdedor
de Condorcet sea elegido se reduce significativamente con respecto al caso
en el que la votacién se lleva a cabo de modo clasico (y sin posibilidad de
coordinacién entre los votantes que no quieren que salga elegido el perdedor
de Condorcet).
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El lunes 9 de febrero a las cinco de la tarde se celebro en la Facultad de Matema-
ticas un coloquio sobre los indices de productividad cientifica, esto es, indicadores
que miden diferentes aspectos sobre las publicaciones que realiza un investigador.
Para desarrollar el tema se conté con la participaciéon de Javier Tarrio-Saavedra y
Salvador Naya, autores de “Estudo bibliométrico do SUG”, junto con Jesis R. Aboal
Vinas, investigador de la USC y Juan José Nieto Roig, investigador de la USC y
editor de la revista Fized Point Theory and Applications.

Cierto es que los indicadores bibliométricos no son un tema muy conocido fuera
de la comunidad cientifica, tal y como explicé Javier Tarrio: “ni siquiera mis estu-
diantes estan familiarizados este término y es algo muy importante si quieres ser
investigador”. Ante un publico formado principalmente por alumnos de matemati-
cas, era preciso definir el asunto. Segin Salvador Naya “los indices bibliométricos
miden la productividad y el impacto que tiene un investigador”. Ademsds, existen
diferentes tipos, como el indice H o el indice G, que calculan las citas que recibe un
autor en diversos trabajos. Sin embargo, esto no tiene en cuenta la calidad del arti-
culo. Juan José Nieto ejemplificé este problema citando una anécdota de su revista,
y es que cada dia le llegan cientos de articulos cuyo contenido es, la mayoria de las
veces, carente de valor. Nos encontramos ante la dicotomia de producir y producir
con calidad. Durante la charla, las intervenciones de todos los participantes giraron
en torno a ello. Segin Naya, un indice de impacto es mayor cuanto mas se publique,
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por lo que ya no es posible dedicar todo un afio a un proyecto, ya que se exigen va-
rios en un corto periodo de tiempo. Durante el turno de preguntas, un alumno sacé
a relucir este tema ya que, segin sus propias palabras, la revista Hola tiene un gran
indice de impacto. Claro que esto no es comparable a investigaciones cientificas.

En China existe una urgencia cada vez mayor a producir trabajos como si de una
cadena de montaje se tratara. Ante la proliferacion de articulos de este pais, jcémo
puede competir Espana? El miedo al contagio de este método empieza a acrecentarse
porque incluso para solicitar una Starting Grant de la Unién Europea se exige la
estipulacién del indice H. Perdemos calidad, pero también perdemos prestigio entre
nuestros investigadores. Haciendo referencia a un articulo del periédico El Mundo,
Nieto explicé que, segtin el indice H, sélo cuatro rectores universitarios de toda
Espana dan la nota para considerarse investigadores notables.

Durante el coloquio también se menciond el estudio bibliométrico llevado a cabo
por Naya y Tarrio-Saavedra, en el cual se recoge un ranking de las universidades
gallegas con respecto a los indices de impacto. Segin este estudio, Santiago esta en
la vanguardia de la investigacion, con Vigo pisandole los talones y Coruna en un
tercer puesto. Hay que destacar que Vigo, a pesar de ser mas nueva que las otras,
produce muchos mas articulos que el resto.

Si no existieran los indices bibliométricos no tendriamos una forma objetiva de
valorar el trabajo de los investigadores. No obstante, es precisamente esa objetivi-
dad, esa frialdad de calculo, la que supone una traba al futuro de la investigacion:
los jovenes que quieren empezar de cero.
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