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If you are a researcher, you are trying to figure out
what the question is as well as what the answer is.

Edward Witten (1951-).

If we knew what it was we were doing, it wouldn’t be
called “research”, would it?

Albert Einstein (1879-1955).
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Prefacio

Quen estd aberto a un novo saber presta
atencion ds diferentes persoas. Disponse
a escoitalas e a transformar as diferenzas
en aprendizaze.

Icami Tiba (Sao Paulo, Brasil 2010).

Escoitar aos participantes do Seminario de Iniciacién & Investigacién (SII) sem-
pre é para min unha experiencia de aprendizaxe. Primeiro por sentarme nunha
cadeira da Facultade, como a estudante que entrou vai moitos anos, e gozar da
“aprendizaze cientifica, un proceso sempre por rematar, que comenza cos NOSOS MES-
tres, seque cos nosos companeiros e remata cos nosos estudantes” (Alberto Cabada,
2013).

Os prologos das ediciéns do SII estanse a convertir nunha gran mandala, que ao
igual que o seu contido, constriense a partir dun circulo que representa a unidade
no conecemento. Rosa Crujeiras pintou no prélogo do 2012 un ciclo de citas desta
mandala ao que quixen sumar a do meu compaiieiro Alberto. En cada nova capa,
aos que nos honrades con esta encomenda, aportamos un pequeno incremento ao
seu didmetro e, lendo os sentidos prélogos de ilustres predecesores, tratamos de
redondear os traballos presentados por unha nova xeracién que estd a sementar as
matematicas do futuro.

Admiro e agradezo fondamente as persoas que fixeron nacer o SII, e 4s que
o fan medrar curso a curso compartindo achegas e inquedanzas nas exposicions e
nos debates. O nome das actas implica creatividade ao convidar a compartir sal
e zucre matematica cos vecinos, transformando presuntas diferenzas de sabores en
aprendizaxe, para conformar o mellor ment cientifico.

Os meus parabéns e danimos a todas as persoas que dan valor e sabor a esta
edicion ndmero nove: as que asinan os traballos, 4s que as convidaron, editaron
e presentaron. Desexo que as agrias incertezas do momento actual sexan sé unha
inflexién nas vosas fructiferas traxectorias cientificas, que agardo vos deixen por
xustiza unha pegada de dulce felicidade.

Santiago de Compostela, 17 de setembro de 2013.
M. Elena Véazquez Cendédn.
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Introducion

O presente volume contén os resumos das charlas que se impartiron ao longo
do ano 2013 no Seminario de Iniciacién & Investigacién (SII). Dito seminario, orga-
nizado por alumnos de doutoramento, ten lugar na Facultade de Matematicas da
Universidade de Santiago de Compostela e se encadra dentro das actividades do
Instituto de Matematicas.

O SII ten a sda orixe a comezos do ano 2005, como unha iniciativa dos alumnos
de Terceiro Ciclo da Facultade e como resposta ds necesidades de crear un seminario
que cumprise, cando menos, os seguintes obxectivos:

1. Fomentar o intercambio de conecemento.

2. Proporcionar un lugar onde dar a conecer os campos nos que cada un centra
as suas investigaciéns.

3. Facilitar a practica de falar en publico, mais en concreto dar charlas e afacerse
a escoitar e participar activamente neste tipo de eventos.

4. Proporcionar un marco onde se poidan levar a cabo as actividades necesarias
para que cada quen saiba explicar as ideas fundamentais dos seus traballos
incluso a persoas non especialistas no seu campo.

Por noveno ano consecutivo o SII acadou estes obxectivos bésicos e ademais
proporcionou un marco de intercambio de cofiecemento entre alumnos dos distintos
departamentos da Facultade. As charlas desenvolvéronse, salvo algunhas excepciéns,
de forma quincenal dende marzo ata xullo.

No referente 4 organizaciéon do SII, en 2013 tivo un novo comité organizador,
formado por catro estudantes de doutoramento, que se encargaron tanto da coordi-
nacion do evento en si: calendario de charlas, anuncio das mesmas, reserva de aula,
proporcionar o material necesario ao ponente, etc.; como da publicacion deste anua-
rio, onde se recolle un resumo de cada unha das charlas impartidas. Este mesmo
comité organizador encargouse da confeccién deste volume e figura nel como comité
editorial. Ademais é importante salientar que cada un dos resumos aqui recollidos
pasou un proceso de revisién por parte dun alumno de Terceiro Ciclo, polo xeral
dun departamento distinto ao do autor, co obxectivo de que asi os resumos sexan
comprensibles por aqueles que non son expertos no campo correspondente.
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Quixeramos mencionar neste apartado que a organizacion do seminario teria
sido, sen dubida, moito mais dificil de non contarmos coa colaboracion desinteresada
de moita xente.

En primeiro lugar, os membros do comité organizador do SII deste iltimo ano
queremos agradecer aos membros do comité do ano anterior os consellos que nos
prestaron, o empuxe para seguir organizando este seminario e o legado que nos
deixaron.

Desexamos tamén dar as grazas a todos os que participaron no SII como ointes,
e moi especialmente aos ponentes e aos companeiros que participaron no proceso de
arbitraxe: Yago Bea, Santiago Codesido, Angel Gonzélez, Nizomjon Jumaniyazov,
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Resena histdrica

Se puede decir que la dindmica de fluidos comienza en el siglo XVII con el
trabajo de Isaac Newton, que fue el primero en aplicar sus leyes de la mecanica
a los movimientos de los fluidos. En el siglo siguiente, Leonhard Euler escribe por
primera vez (1755) las ecuaciones diferenciales que rigen el movimiento de un fluido
ideal, es decir, homogéneo, incompresible y sin viscosidad. Y finalmente, Navier
(1822) y separadamente Stokes (1845), introdujeron en el modelo el término de
viscosidad llegando a las ecuaciones que hoy denominamos Navier—Stokes.

Ecuaciones de Euler y Navier—Stokes

Consideraremos que el fluido ocupa un dominio Q@ C R? o R3. En cada tiempo
t las particulas del fluido tienen una correspondencia biyectiva con las coordenadas
x = (x1, 22, 23) € Q. Caracterizamos el fluido por las siguientes funciones:

» Campo de velocidades, v(z,t) = (v1(z,t),v2(z, t),v3(x,t)), que determina la
velocidad que tiene una particula en cada punto z € Q) del dominio y en cada
tiempo t € RT.

» Las presiones, p = p(z,t), en el seno del fluido.
» La densidad, p = p(z,t), del fluido.

Las ecuaciones pretenden modelar la evolucién de un fluido a partir de la segunda
ley de Newton, que asocia la aceleracién de las particulas con las fuerzas que actiian
sobre ellas, y con la ley de conservacién de la masa.

Definimos la trayectoria de una particula o € ) que esta representada por
X (o, t) y satisface:

X (a,
OX (o) — y(X (a,t), 1),

X(a,0) = a.

PALABRAS CLAVE: EDP; mecénica de fluidos; Navier—Stokes.
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4 SII Las ecuaciones de Navier—Stokes

Si analizamos como cambia una funciéon f seguin su trayectoria, tenemos la de-

rivada material:
of(X(a,t),t) of 90X, 0f 0Xpo0f  0X30f Of
ot 9t Ot dry Ot Oxe Ot Oxy Ot

Df

+(v-V)f Di

Otra propiedad que se le va a pedir al fluido es incompresibilidad del mismo:
X (a,t) es incompresible si vol(€2) = vol(X (Q,t)) para todo Q C Q,
que es equivalente a exigir al campo de velocidades que tenga divergencia nula:
X (o, t) es incompresible <= V-v = 0.
Utilizando la segunda ley de Newton, tenemos que

D(pv)
Dt

= Fuerza,

por otro lado la ley de conservacion de la masa junto con la incompresibilidad

implica:
Dp

Dt
Estas dos leyes dan lugar a las ecuaciones de Navier—Stokes:

0.

p (L + (v-V)v) = —Vp+vAv+ f,
V.-v=0,
pt+ (v-V)p=0.
donde, v = cte > 0 es la viscosidad del fluido y f = (f!, f2, f3) una fuerza externa.

En el caso particular v = 0 obtenemos las ecuaciones de Euler.

Vorticidad, matriz de deformacion y algunas soluciones
exactas

Para un flujo incompresible, el campo de velocidades v(z,t) tiene su expansién
en serie de Taylor para un punto fijo (zo,to):

v(zo + h,to) = v(zo, to) + (Vv)(z0,t0)h + O(h?), h € R3.
La matriz Vv tiene una parte simétrica D y otra antisimétrica €2:
D = L(Vu + Vo),
Q= 5(Vo—Vob).

D se llama matriz de deformacién y €2 matriz de rotacion.
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Si el flujo es incompresible, V - v = 0, entonces trD = 0. Ademas, la vorticidad
w del campo vectorial v,

w=curly = (V3 0vz Qu vz Dva  Ou
N N 8x2 (‘93:3’ 8%3 8.731 ’ 81131 8])2

satisface .
Qh = Jwxh, Vhe R3. (1)

Utilizando estas definiciones podemos afirmar:

Proposicién 1 (Proposicién 1.5 en [1]). Sea D(t) real, simétrica y con traza nula.
Determinada la vorticidad por:

% =D(),

w(0) = wp.

y la matriz antisimétrica tal que (1). Entonces
v(z,t) = Jw(t) x z + D(t)z,

p(z,t) = —3[Dy(t) + D*(t) + Q%(t)]x - z,
son soluciones de las ecuaciones de Fuler y Navier—Stokes.
Veamos algunos ejemplos con esta proposicion:

= Los Jet Flows. Son un ejemplos de soluciones estacionarias. Tomamos wg = 0
y D = diag(v1,72, —(71 +72)), 7; > 0 por (1):
U(.ZU, t) = (715617 Y22, _(’71 + ’72)333)7

_ 7,2 72 4.2 Yit+72,.2
p(z,t) = =Gy — Fa; — 523

Podemos observar que tanto la velocidad como la presién no dependen de t.

» Otro ejemplo son los Strain Flows. Ahora tomamos wy = 0y D = diag(—~,~,0),
v > 0. Ast:

U(.’L’, t) = (_’Y‘IE17’Y$2’ 0)

Este flujo es irrotacional w = 0 y forma un flujo plano independiente de la
variable x3.

» Un wvdrtice. Tomando D =0y wy = (0,0,wp), tenemos:

1 1
v(z,t) = —§w0x2,§wox1,0 )

Este flujo es un movimiento de rotacion rigido en el plano x1 — xo.
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Cantidades globales conservadas

El dominio que consideramos es €2,, = R"(soluciones que decaen en el infinito) o
T™(soluciones periddicas) con n = 2, 3. De las ecuaciones se deduce que se conservan
las siguientes cantidades con fuerza f = 0:

an vdzx, flujo total de velocidad;

Jo, wdz, flujo total de vorticidad;

= an v - wdx, helicidad;

Jo. [v|? dz, energfa cinética con viscosidad nula (si v > 0, esta energfa decae).
n

Resultados destacados

» Existencia local (en tiempo) por el método de energia (ver [1]). Este método
nos permite abordar las ecuaciones de Euler y Navier—Stokes simultaneamen-
te, usando estimaciones que no dependen de la viscosidad v, y por tanto no
cambian en el limite v — 0. La existencia global esté relacionada con la acu-
mulacion de la vorticidad.

» Existencia de soluciones débiles. En 1934 Leray [2] introdujo la nocién de
solucién débil y probd su existencia para Navier—Stokes.

» Resultados de dato pequeno paran = 3y v > 0 (ver [3]): Si la norma HU()HH% (o

la norma L3) es suficientemente pequefia, entonces existe solucién global.

= Fxistencia global para datos iniciales particulares: Chemin, Gallagher y Paicu
[4] prueban que en dimensién 3 (con v > 0) existen soluciones globales en el
tiempo con dato inicial que no es pequeno.

Lineas de investigacion

El problema del Instituto Clay de Matematicas

Consideramos un fluido viscoso, homogéneo e incompresible:
%+(U'V)U:—Vp+VAU—|—f, v>0 zeR3 t>0,
V.-v=0,

v(z,0) = vo.
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= Kl dato inicial debe verificar las siguientes condiciones de regularidad:
05 v0i] < Cap(1+ |z))7F,

y fuerza exterior
‘agagnf’ < Ca,k,m(l + |.%" + t)_k7
para todo a, m, k > 0.

= Las soluciones admisibles son:

e Para z € R?, (v,p) € C®°(R3 x [0,00)) con decaimiento en el infinito de
la presién y de energia finita.

e Soluciones (v, p) € C*(T? x [0, 00)) periédicas y la presién de media cero.
Problema del milenio:

= Sea vy satisfaciendo las condiciones de regularidad. Demostrar que siempre
existen soluciones admisibles.

= O encontrar vy satisfaciendo las condiciones de regularidad y tal que no existe
solucién admisible con dato inicial vyg.

Para més detalles véase [5].

Otras ecuaciones

Como acabamos de ver, uno de los problemas del milenio que queda por resolver
es la existencia y unicidad global de solucién clédsica para la ecuacion de Navier—
Stokes tridimensional. Pues bien, relacionado con este problema estan la existencia
y unicidad de otras ecuaciones como las siguientes:

= Las ecuaciones de Boussinesq:
P+ (v-V)v==Vp+(0,0),
V.-v=0,
9 4 (v-V)o=0.
siendo unas ecuaciones bidimensionales tales que 6 es la temperatura del fluido.

» Ecuaciones de fluidos en medios porosos:
B =-Vp—(0,p)g,
V.-v=0,
L+ @-V)p=0,

donde g es la gravedad. Ver [6].
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= Ecuaciones de la magnetohidrodinamica:
v+ (v-V)v=—-=Vp+b-Vb—vAv,
b+ (v-V)b=10b-Vv—KkAb,
V-o=V-b=0,
siendo b el campo magnético.

= Ecuacién Quasi—geostroéfica:
P4+ (v-V)o=0,
v =V,

con V+yp = (%, —88—;[’1) (ver [7]). Usando la vorticidad, estas ecuaciones son

similares a la formulacién de las ecuaciones de Euler:
%o 4 (v-V)w=0
ot (U : )w ]

v=V+A-lu.
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Introduccion

A comienzos de los anos 70 tiene lugar el nacimiento de la supersimetria (SUSY)
[1, 2] en el ambito tedrico de la fisica de particulas elementales. Se trata de una
propuesta que, aunque sin apoyo experimental hasta la fecha, es capaz de resol-
ver algunos de los problemas mas importantes de esta rama de la fisica, como el
problema jerarquico del modelo estdndar.

Junto a la supersimetria se han desarrollado las matematicas sobre las que ésta
se asienta, que han pasado a conocerse como supermatematicas [3, 4, 5]. Se tra-
ta de una pequena modificacién de la geometria diferencial ordinaria, donde nos
encontramos con objetos andlogos: superespacios vectoriales, supervariedades, su-
peralgebras de Lie, etc. Las supermatematicas han mostrado poseer interés propio
con independencia de su utilizacién en la supersimetria, encontrando aplicaciones
en areas como la topologia o la geometria algebraica.

Origen de las supermatematicas: fisica de particulas y
supersimetria

A principios de los afios 70 se descubre la supersimetria dentro del marco de la
fisica de particulas elementales. Se trata de una formulacién tedrica que propone
que en la naturaleza las particulas aparecen por pares bosén—fermién. Bosones son
particulas de espin entero (0,1,2,...) que obedecen a la estadistica de Bose-Einstein,
y fermiones son particulas de espin semientero (1/2,3/2,...) que obedecen a la es-
tadistica de Fermi—Dirac. Todas las particulas elementales del modelo estandar se
clasifican dentro de uno de estos dos grupos. Por ejemplo, el electrén es un fermién,
asi como los quarks que forman el protén. Los fotones, cuantos que forman la luz,
son bosones. La propuesta de la supersimetria consiste en que por cada fermién del
modelo estandar existe un correspondiente bosén y por cada bosén, un correspon-
diente fermién, ambos de la misma masa. Por ejemplo, el electrén deberia tener una
particula companera de espin 0 y misma masa, llamada selectréon. No obstante, en la

PAaLABRAS CLAVE: supermatemadticas; superespacios vectoriales; supervariedades; superalge-
bras de Lie.
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naturaleza no se observan tales particulas. Por ello, se propone que la supersimetria
estd rota, y que la masa de estas particulas companeras es mucho mas elevada que
la masa de las particulas del modelo estdndar.

Sin embargo, no se ha obtenido hasta la actualidad ninguna evidencia expe-
rimental de la existencia de la supersimetria. ;Por qué creer entonces en ella? El
motivo fundamental por el cual la supersimetria ha despertado tanto interés es que
resuelve de manera natural el problema jerarquico presente en el modelo estandar
de la fisica de particulas. Este problema consiste en que la masa del bosén de Higgs
deberia sufrir una divergencia salvo que se ajusten de manera adecuada ciertos pa-
rametros del modelo estandar, algo que para muchos teéricos es muy poco natural.
Otro motivo importante es que también resuelve el problema de la unificacién de
las constantes de acople del modelo estandar a altas energias. Ademads, propone una
particula candidata a la materia oscura, el neutralino.

Por otra parte, la supersimetria goza de gran interés por ser un ingrediente
esencial en la teoria de cuerdas, la gran candidata a ser la teoria fundamental de la
naturaleza.

Vemos, por tanto, que los motivos para creer en la supersimetria son puramente
tedricos.

. Qué son las supermatematicas?

El desarrollo de la supersimetria ha requerido de unas matematicas propias so-
bre las que asentarse, que han pasado a conocerse como supermatemaéticas. Estas
consisten en una ligera modificacién de la geometria diferencial ordinaria, donde
la conmutatividad se ve sustituida por la superconmutatividad: algunos elementos
conmutan y otros anticonmutan. En términos fisicos la conmutatividad se corres-
ponde con elementos bosénicos, y la anticonmutatividad con elementos fermiénicos.
Los objetos presentes en las matematicas habituales tienen su analogo en las super-
matematicas. De este modo hablaremos de superespacios vectoriales, supermatrices,
superdeterminantes, superdlgebras conmutativas, supervariedades, superdlgebras de
Lie, etc. Las demostraciones de los teoremas en supermatematicas encuentran gran
similitud con las demostraciones de los teoremas clasicos, de tal manera que gran
cantidad de éstos seguiran siendo vélidos en las supermatematicas. En particular,
todas las construcciones presentes en las supermatematicas contienen a las contruc-
ciones habituales. Por ejemplo, un superalgebra de Lie contiene a un algebra de Lie
en su estructura. Asi, las supermatematicas se pueden pensar como una generaliza-
cién de las matematicas habituales.

Algunas definiciones

A continuaciéon se muestran algunas definiciones que ilustran las ideas funda-
mentales que subyacen en las supermatematicas.
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Definicion 1. Un superespacio vectorial V es un espacio vectorial Zo—gradado,
es decir, que se puede expresar como suma directa de dos subespacios:

V=WweW,
junto con una aplicacion denominada paridad:
a: VUV —={0,1}, ax)=0siz eV, a(zr) =1siz € V.

Se denominan elementos homogéneos a los elementos de Vi y de V1. En particu-
lar, los elementos de Vy se denominan pares y los elementos de V, impares. Las pro-
piedades sobre superespacios vectoriales se definen para los elementos homogéneos
y se extienden a los demds por linealidad. La dimension del superespacio vectorial
es, por definicion, el par (p,q), donde p es la dimension de Vi y q la dimension de
Vi, y se denota dim(V') = plq.

Ejemplo 2. RPIY = RP ¢ RY.

Definicién 3. Se denomina aplicacion lineal par (impar) a aquella aplicacion
lineal entre dos superespacios vectoriales que lleva elementos pares en pares e impa-
res en impares (respectivamente pares en impares e impares en pares).

Cualquier aplicacion lineal entre superespacios vectoriales se expresa de manera
natural mediante una matriz bloque 2 x 2:

A A

A9 Ag
Este tipo de matrices se pueden generalizar a matrices cuyas entradas sean elemen-
tos de un superédlgebra superconmutativa (ver Definicién 4), en cuyo caso podran

definirse la trasposicion, la conjugacién compleja, la supertraza o el superdetermi-
nante.

Definicion 4. Un superdlgebra es un superespacio vectorial V junto con una
aplicacion bilineal:
VxV =V

(a,b) — ab,

que verifica:

a(ab) = a(a) + a(b).

Donde a(a)+ a(b) debe entenderse mddulo 2. La actuacion de esta aplicacion se
entiende sobre los elementos homogéneos, extendiéndose a los demds por linealidad.

Definicion 5. Un superdlgebra superconmutativa es un superdlgebra que veri-

fica:
ab = (—1)*@2®pq Va,be VoUW
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Ejemplo 6. Algebm de Grassmann. En particular podemos tomar el dlgebra de
Grassmann A(R3) = (A°(R?) @ A%(R?)) @ (A'(R3) & A3(R?)).

Definicion 7. Un superdlgebra de Lie es un superdlgebra que verifica:

[xv y] - _(_1)a(:c)a(y) [yv x]:
[, [y, 21| (= 1)) 4 [z, [z, y])(=1)*EO) 4 [y, [z, 2]](-1)*@*® =0,

Vz,y,z € VUV

Ejemplo 8. El superdlgebra lineal general gl(p|q) de las matrices (p|q) x (p|q) con
elementos en R con el corchete definido del siguiente modo:

[z, y] = 2y — (—1)* Wy,

Por dltimo, puede mencionarse que las supermatematicas se pueden generalizar.
Por ejemplo, podriamos tomar espacios vectoriales gradados por un grupo arbitrario
G (en lugar de Zo).

Resultados y aplicaciones

Muchos resultados de las matematicas clésicas tienen su andlogo en las super-
matematicas. Por ejemplo, de manera similar a la clasificacién de las dlgebras de
Lie simples, existe una clasificacion de las superdlgebras de Lie simples.

Las supermatematicas han encontrado importantes aplicaciones, entre las que
destacan los resultados de dos Medalla Fields. Por una parte, Edward Witten (Me-
dalla Fields en 1990) aplica la supergeometria en el &mbito de la teoria de Morse
y las formas diferenciales. Por ejemplo, en [6] muestra que las desigualdades de
Morse pueden obtenerse a partir de cierto hamiltoniano supersimétrico en mecéanica
cudntica. Por otra parte, M. L. Kontsevich (Medalla Fields en 1998) aplica la su-
pergeometria en el ambito de la teoria de deformaciones y a la cuantizacion de las
variedades de Poisson.

Ademsds, se pueden destacar algunos resultados adicionales de la supersimetria:
la simetria especular, que consiste en una relacién que se puede dar entre dos va-
riedades de Calabi—Yau, la dualidad de Seiberg—Witten, la dualidad de Donaldson—
Witten, etc.
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Introduccién

La Teoria de Juegos es una rama de las matemaéticas que se dedica al estudio de
los problemas de decisién en los que intervienen varios decisores. Podemos dividir
los juegos en dos tipos: los juegos cooperativos y los no cooperativos. En los juegos
cooperativos, que son los que trataremos en este trabajo, un conjunto de jugadores,
que dispone de mecanismos para tomar acuerdos vinculantes, debe decidir como
repartirse los beneficios de su cooperacién. Cuando cualquier reparto es posible
decimos que estamos ante un juego cooperativo con utilidad transferible (abrevia-
damente, juego TU). Por otro lado, en los juegos no cooperativos los jugadores no
pueden llegar a acuerdos previos (por ejemplo, el dilema del prisionero).

Comenzaremos este trabajo con una serie de preliminares sobre los juegos co-
operativos, los juegos con uniones a priori y la extension multilineal de un juego. A
continuacién presentaremos un nuevo valor coalicional de Shapley que denotaremos
por I'. Llevaremos a cabo su caracterizacion axiomatica, propondremos dos inter-
pretaciones alternativas de este valor asi como la forma de calcularlo a través de su
extension multilineal.

Preliminares

Definicién 1. Un juego cooperativo con utilidad transferible (juego TU) es un par
(N,v) donde N = {1,... ,n} es el conjunto de jugadores y v : 2V — R es una funcion
que verifica que v())=0. Denotaremos por G el conjunto de juegos TU.

La funcién v se denomina funcién caracteristica del juego. Dada una coalicion
S C N, v(S) representa el pago que se pueden asegurar los jugadores de S, inde-
pendientemente de cémo actiien el resto de los jugadores.

A los jugadores i,j € N se les denomina jugadores simétricos si v(S U {i}) =
v(SU{j}) para todo S C N\ {7,j}.

Definicién 2. Un valor es una aplicacion f que asigna a cada juego TU (N,v) € G
un vector f(N,v) € R™, donde f;(N,v) es el pago asignado al jugador i € N.

PALABRAS CLAVE: juego cooperativo; valor de Shapley; uniones a priori; valor coalicional.
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Los dos valores més importantes relacionados con el concepto de juegos coope-
rativos son el valor de Shapley y el valor de Banzhaf.

Definicién 3 (Shapley, 1953). El wvalor de Shapley, ¢, asigna para cada juego
(N,v) € G y cada jugador i € N el valor:

ay = Y PO gy iy o).
SCN\{i}
donde s = |S]|.

Definicién 4 (Banzhaf, 1965). El valor de Banzhaf, B, asigna para cada juego
(N,v) € G y cada jugador i € N el valor:

N = 3 REULD v ().

SCN\{i}

Definicién 5. Sea (N,v) un juego cooperativo de n jugadores. La extension multi-
lineal (EML) de v es la funcidn real de n variables

Flarnan) =D [T o TT = a)v(s).

SCNjeS jgs

Definicién 6. Consideremos un conjunto finito de jugadores N = {1,...,n}. Deno-
taremos el conjunto de todas las particiones de N por P(N). Un sistema de uniones
a priori o estructura de coaliciones P = { Py, ..., Py} sobre N es una particion de

N (P e P(N)), esto es, Up—1Pr = N y PN P, =0 cuando k # h.

Las estructuras de coaliciones triviales son P" = {{1},{2},...,{n}}, donde cada
unién es un jugador, y PV = {N'}, que es el sistema de uniones formado por la gran
coalicién.

Dado i € N, P(i) denota la familia de las estructuras de coaliciones sobre N
donde {i} es una unién individual, es decir, si P € P(i) entonces {i} € P.

Si S C N, denotaremos por P° el sistemas de uniones a priori cuyos miembros
son Sy todos los i tal que i ¢ S. Notemos que si S = N, P¥ = PN ysi § = {i},
pPS = pn,

Sea P € P(N), para cada i € P, € P, P_; € P(i) denota la particién de N
obtenida de P cuando el jugador ¢ abandona su unién Py y se aisla, i.e., P_; =

{Pn e P:h#E}U{P\{i}, {i}}.

Definicién 7. Un juego TU con una estructura de coaliciones es una terna (N, v, P)
donde (N,v) € G(N) y P es una estructura de coaliciones sobre N.

Denotaremos por G°° el conjunto de todos los juegos TU con una estructura de
coaliciones y por G*(N) el conjunto de juegos TU con una estrucutura de coaliciones
y conjunto de jugadores N.
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Definicién 8. Dado (N,v,P) € G con P = {Py,..., Py}, tomemos i,j € Py €
P con i # j. Consideremos el conjunto {i,j} como un nuevo jugador p ¢ N y
denotemos por NY = (N \ {i,j}) U {p}. El {ij}—juego reducido (N ,v" K PY) € G
de (N,v, P) se define para cada S C N como v (S) = v((S\{p})U{i,j}) sipe S
y v (S) = v(S) en otro caso. El sistema de uniones a priori PY = {Pfj, .., PY

se define como P,ﬁj = (Py \ {3, 7}) U{p}t v Pij = Py para h # k.

Definicion 9. Por un valor coalicional en G° entendemos una funcion g que asigna
un vector g(N,v, P) € R™ para cada juego con uniones a priori (N,v, P) € G(N),
donde g;(N,v, P) es el pago del jugador i € N.

Dado un valor f en G, un valor coalicional g en G se dice que es un f-valor
coalicional cuando g(N,v, P") = f(N,v), para todo (N,v) € G.

Uno de los valores mas importantes que surgen en este ambito es el valor de
Banzhaf-Owen.

Definicién 10 (Owen, 1982). El valor de Banzhaf-Owen, 1, es el valor de G
definido como

NeP) = S % 2ml_12pk1_1 WQUTU{i}) —v(QuT)],

RCM\{k} TCP\{s}

para todo i € N y (N,v,P) € G, donde P, € P es la unidn tal que i € Py,
M={1,..,m}, m=|M|, pp=|Px| y Q= UheRPh'

El valor de Banzhaf-Owen es un valor coalicional de Banzhaf.
Proposicién 11. Para todo (N,v, P) € G y todo i € Py, Py € P,
(N, P) = B (M {k} U P oMV IO
donde
VMMEIVE(RUT) = v (UperPr UT),

para todo R C M\ {k} yT C Pj.

El valor coalicionald de Shapley I'

El valor de Banzhaf-Owen asignaba a cada jugador el valor de Banzhaf de un
cierto juego modificado. En este capitulo, proponemos un nuevo valor coalicional,
I', que asigna a cada jugador el valor de Shapley del mismo juego modificado.

La definiciéon formal del valor I' es la siguiente:
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Definicion 12. El valor coalicional I' se define como
Fi (Nu v, P)

- >y Rt QuTu i - v QU
RCM\{k} TCP:\{i}

para todo i € N y (N,v, P) € G, donde Py € P es la union tal que i € Py.
La siguiente proposicion establece una posible interpretacién para el valor I':

Proposicién 13. Para todo (N,v, P) € G* y cada jugador i € Py, Py € P,

Ti(N,v, P) = ¢; (M \ {k}U ijvM\{k}UPk> .

Caracterizacion axiomatica de I’

Presentemos una serie de propiedades para un valor coalicional g.
A1l. Eficiencia. Para todo (N,v) € G, >,cn gi(N,v, P") = v(N).

A2. Simetria. Sii,j € N son jugadores simétricos en (N,v) € G, entonces
gi(N,v, P") = g;(N,v, P").

A3. Contribuciones marginales idénticas. Si (N, v) y (N, w) son juegos TU con un
conjunto de jugadores comtn N, y algin jugador i € N satisface v(SU {i}) —
v(S) = w(S U {i}) — w(S) para todo S C N\{i}, entonces g;(N,v, P") =
gi(N,w, P™).

A4. Neutralidad ante abandonos individuales. Si (N,v, P) € G, P, € P,y i,j €
le i 7& j7 entonces gz(Na v, P) = gi(N7Ua P—J)

A5. Juego 1-cociente. Si (N,v,P) € G y P € P(i) para algiin i € N, entonces
gi(N,v, P) = gi(M,v”, P™), donde Py = {i}.

A6. Neutralidad para el juego reducido. Si (N, v, P) € G“yi,j€ P, € Pconi# j,
y I € N\ P, entonces g;(N,v, P) = g (Nij,vij,P”), donde (N”,v”,P”) es
el {ij}—juego reducido de (N,v, P).

A7. Indiferencia para las uniones PS. Si (N,v,P) € G y P = P¥ para algiin
S C N, entonces g;(N,v, P) = g;(N,v,P"),sii € S.

Se verifica el siguiente resultado:

Proposicion 14. Un wvalor coalicional g satisface A1, A2 y A3 si, y sélo si, es un
valor coalicional de Shapley, i.e. si

gi(N,v, P") = ¢;(N,v) para todo i € N y todo (N,v) € G.
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A continuacién proponemos dos caracterizaciones axiomaticas para el valor I':
Proposicion 15. El valor coalicional I satisface A1-A7.

Teorema 16. I" es el inico valor coalicional que satisface A1-Ab5. Equivalentemen-
te, I' es el unico valor coalicional de Shapley que satisface A4 y Ab.

En el siguiente teorema, obtenemos una caracterizacion axiomatica alternativa
del valor propuesto, empleando A6 y A7 en lugar de A4 y Ab5.

Teorema 17. T" es el 4nico valor coalicional que satisface A1-A3, A6, y A7. Equi-
valentemente, I es el inico valor coalicional de Shapley que satisface A6 y A7.

Interpretaciones de I'

El “Valor de Shapley Modificado” de un juego

Consideremos un jugador ¢ € Py, sea m una permutacion de jugadores en N en
la cual los jugadores en Pj,, h # k, actdan como un bloque, i.e., los jugadores de
cada una de dichas uniones actian como un tnico jugador, y IT*(N) el conjunto
de tales permutaciones. Denotaremos por B™(i)={j € N tal que 7(j) < w(i)} el
conjunto de jugadores que preceden a ¢ con el orden dado por 7. Suponemos que:

1. Los jugadores acuerdan acudir a un cierto punto de negociacion.

2. Todos los posibles érdenes de llegada en los que los jugadores de Py, h # k,
actian como un bloque son equiprobables.

3. Cuando llega un jugador, recibe como pago su contribucién marginal a la
coalicién formada por los jugadores que llegaron antes que él.
Entonces, si i € Py:

Iy(N,v,P) = ! S BT U - u(B6).

—T !
(m + pr = DRz oz, Pa! el (V)

De este modo, el valor coalicional I aparece como un “Valor de Shapley Modificado”
del juego original. Es decir, I'; es el valor de Shapley del jugador i cuando los
jugadores de Py llegan en cualquier orden (los érdenes de llegada para los jugadores
de Py son equiprobables), pero los jugadores pertenecientes a uniones distintas de
Py, solo pueden actuar como un bloque.

El Valor de Shapley de un juego modificado

El valor coalicional I" admite la siguiente interpretacién: consideremos las unio-
nes distintas de P, como votantes individuales (i.e, cada unién distinta de Py va a
ser un unico jugador individual) y los votantes pertenecientes a la unién P como
votantes independientes. De este modo, para cada votante en Py, la situacién puede
ser descrita por el (M \ {k}) U Py—juego

oMV (R T = o (UPhUT>,

heR
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para todo R C M \ {k} y todo T C P.
Entonces, tenemos que:

Ti(N, v, P) = @;i(M \ {k} U By, o™ \EIPeY i e py.

Entonces el valor coalicional I" para cualquier votante de P, viene dado por el
valor de Shapley del (M \ {k}) U Py—juego descrito anteriormente. Notemos que
el juego considerado para cada unién es diferente. I';(IV, v, P) puede interpretarse
como la probabilidad de que el jugador i € P, sea pivot! asumiendo una distribucién
uniforme de las permutaciones de (M \ {k}) U P.

Extensién multilineal de T’

Una de las principales dificultades del calculo de un valor con su definicién es
que requiere la computacién de una gran cantidad de términos. De este modo, para
calcular un valor de forma mas sencilla, se suele recurrir con frecuencia a su extension
multilineal. Sea (IN,v) un juego con estructura coalicional P={P, ..., P,,}, puede
calcularse I';, ¢ € Py, siguiendo los siguientes pasos:

1. Obtener la extensién multilineal f(qi, ..., q,) del juego (N, v).

2. Para todo h # k y para todo i € Py, reemplazar la variable ¢; por pj. Se
obtiene asi una nueva funcion de ¢;, ¢ € Py, y pp, h # k.

3. En la funcién obtenida en el paso 2, reducir todos los exponentes a 1, i.e.,
reemplazar cada p;' con n > 1, por p;. Con esto se ha obtenido una nueva
funcién multilineal:

9((q0)iep» (Pr)nte)-
4. Finalmente, para obtener el valor coalicional I', calcular:
"oy

Ty(N, v, P) =
i ) o 0g

(t, ..., t)dt.
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Los surfactantes son compuestos quimicos cuyas moléculas constan de dos par-
tes diferentes: una parte hidroéfila y una parte hidréfoba. Esta estructura marca
el comportamiento de las moléculas de surfactante cuando éstas entran en contac-
to con agua. Cuando se forma una nueva superficie en una disoluciéon acuosa de
surfactante, las moléculas de este compuesto viajan a la superficie con el fin de al-
canzar un estado termodindmico mas estable. Este hecho causa un cambio en las
propiedades de la superficie del agua, entre las cuales estd la tensién superficial.
La tensién superficial es una fuerza que actia tangencialmente por unidad de lon-
gitud en la superficie de un liquido en equilibrio como resultado de las fuerzas de
unién entre las moléculas superficiales del mismo. Al incorporarse a la superficie
de la disolucién, lo que hacen los surfactantes es romper las uniones entre las mo-
léculas de agua, reduciendo drasticamente su tension superficial. El andlisis de la
variacién de la tensién superficial (tensién superficial dindmica) de una disolucién
de surfactante en la interfase aire—agua es un tema que se ha convertido en objeto
de estudio por sus importantes aplicaciones en diversas areas como la biologia, la
medicina, el procesado de alimentos, la metalurgia, etc (ver [1]). La duracién de
este proceso dindmico puede variar desde unos pocos segundos hasta varias horas
e incluso dias dependiendo de la temperatura, la salinidad, el tipo de surfactante y
su concentracion.

Como se puede intuir, el analisis de la tension superficial dinamica estd amplia-
mente ligado al estudio del transporte de moléculas en la disolucién, que tiene lugar
mediante dos mecanismos diferentes: la difusién y la adsorcién/desorcién. Para en-
tender el proceso es importante tener en cuenta la zona llamada “subsuperficie”(ver
Figura 1), una frontera imaginaria situada a unos pocos didmetros moleculares por
debajo de la superficie, que separa la regién donde solamente tiene lugar la difusién
de aquélla en la cual se lleva a cabo la adsorcién/desorcién. Para describir el proceso
de adsorcién/desorcion existen dos modelos:

s Modelo controlado por difusion, en el que la escala de tiempo para alcanzar el
equilibrio entre la superficie y la subsuperficie es mucho menor que la escala de

PaLABRAS CLAVE: surfactante; difusién; adsorcién/desorcidn; tensién superficial; método de
elementos finitos.
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tiempo necesaria para la difusion. En este caso, se supone que las moléculas de
surfactante, una vez llegan a la subsuperficie, son adsorbidas directamente a
la superficie. Ademas, en este modelo, la relacién entre las concentraciones su-
perficiales y subsuperciales viene dada por una ecuacién llamada isoterma de
adsorcion. Dos de las isotermas mas estudiadas son la isoterma de Henry y la
isoterma de Langmuir. La primera es la méas simple y establece una dependen-
cia lineal entre las concentraciones de la superficie y la subsuperficie, mientras
que la segunda define una dependencia no lineal entre ambas concentraciones.

s Modelo cinético mixto. En este caso, las escalas de tiempo para los procesos
de adsorcién/desorcién y de difusién son comparables. El equilibrio entre la
superficie y la subsuperficie no se alcanza de manera instantanea, sino que
las moléculas de surfactante tienen que superar una barrera energética para
colocarse en una orientacion correcta o para encontrar una posicion vacante
en la superficie. En este tipo de modelos, una expresion cinética relaciona el
balance entre las tasas de cambio de la adsorcién y desorcién.

Air-water interface ¢ ¢ .

Subsurface - = x=0

it

Bulk

Figura 1: Subsuperficie e interfase aire-agua

Desde el punto de vista matemaético, el proceso de difusién es modelado por
la ecuacién de difusién en una dimension, junto con unas condiciones de contorno
e iniciales adecuadas. Ademds, la dindmica de adsorcién/desorcién se describe a
través del correspondiente modelo de adsorcion, que se acopla al sistema a través de
la condicién de contorno en la subsuperficie, que involucra a la derivada temporal de
la concentracién superficial. Las incégnitas del problema son las concentraciones en
la superficie y en el seno de la disolucién. En este estudio, nos centramos en analizar
el problema de difusién teniendo en cuenta el modelo cinético mixto lineal.

Modelado matematico del problema

Denotemos por x la distancia desde la subsuperficie y por ¢(t, x) la concentracién
de surfactante en el instante ¢ € [0,7] y en el punto = € [0,!]. La frontera z = 0 del
intervalo espacial corresponde a la localizaciéon de la subsuperficie. Denotando por
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['(t) la concentracién superficial, que depende del tiempo, y teniendo en cuenta la
ley de Fick, consideramos la ecuacién de difusion:

Oc d%c
a(taw)_D@(u‘r)*oa t>07 xe(oal)7 (1)

junto con las condiciones de contorno:

dc dar
D—(t,0) = —(t t>0 2
8.%'( Y ) dt( )7 > I ( )
C(ta l) = Cb, t>0, (3)
y las condiciones iniciales:
¢(0,7) = colw), € (0,0), (4)
'(0) = Iy. (5)

En las ecuaciones previas, D denota el coeficiente de difusion y ¢, es una constante
positiva que representa la concentracién en el seno de la disolucién. Ademas, cy(x)
es una funcién definida en [0,[], que es igual a ¢, en = [. Como la concentracién
superficial, I', es una incognita del sistema, debemos de dar una condicién adicional
para cerrar el problema. Por eso, o bien el modelo controlado por difusién o bien el
cinético mixto debe de ser considerado. En este trabajo, consideramos el segundo,
teniendo en cuenta la expresion cinética mas simple, que modela la transferencia de
moléculas de surfactante entre la superficie y la subsuperfice mediante la siguiente
ecuacién diferencial ordinaria:

dr
—(t) =k e(t,0) = kG T(1), >0, (6)
siendo k% y k}l{ las constantes de adsorcién y desorcién, respectivamente.

Asumiendo regularidad suficiente, la ecuacién (6), junto con la condicién inicial
(5), puede ser integrada para obtener:

t
I'(t) =Ty e kit 4 k% e_k?llt/ ek Te(r,0) dr.
0

Por lo tanto, la condicién de contorno (2) quedaria:

t
Dgc(tao) = kf (t,0) — ki <F0 e Mt 4 kg ekf’lft/ ek Tc(T,0) dT) . (7
r 0

Teniendo en cuenta esta nueva condiciéon de contorno, el problema que queremos
analizar ahora es (1), (3), (4) junto con (7). Con el fin de simplificar los célculos
y sin pérdida de generalidad, supondremos que ¢, es igual a cero y por lo tanto,
imponemos una condicién Dirichlet homogénea en el extremo derecho del intervalo
espacial.
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Formulacion variacional del problema

Antes de escribir la formulacién variacional del problema, introducimos los es-
pacios que usaremos mds adelante. Sean H = L%(0,1), V = {v € H(0,1);v(l) = 0},
Wo(0,T;V) = {v € L?>(0,T;V);v € L?(0,T;V")}, donde la derivada se entiende
en el sentido de las distribuciones. Ademds, denotamos por 7o : H'(0,1) — R, al
operador traza en x = 0.

Para obtener la formulacién débil del problema (1), (3), (4) y (7) multiplicamos
la ecuacién (1) por una funcién test definida en [0, 1] y que valga cero en el extremo
derecho del intervalo espacial, integramos en (0, 1), usamos la férmula de integracién
por partes y la ecuacién (7) y obtenemos el siguiente problema:

Problema Py . Dado ¢y € H, encontrar una funcién ¢ € Wy (0,7; V) tal que

(1), 0)vrxv + D((e(t),v)) + k& v0e(t) vov = ki To e 5 ygu

t
ey gy eFin ! / e*it Tyoc(r) dryov,
0

para c.t.p. t € (0,T), Vv € V y ¢(0) = c.

Teorema 1. Sean k¢, k% y D constantes positivas. Si co € H, entonces existe una
unica solucion ¢ € Wo(0,T; V') del Problema Py .

Demostraciéon:

La demostracién de la existencia y unicidad de solucién del Problema Py esta
detallada en [2], y se basa en resultados cldsicos para ecuaciones parabdlicas lineales
y técnicas de punto fijo. O

Discretizacion del problema: analisis numérico

En esta seccién consideramos una discretizacion en espacio y tiempo del Proble-
ma Py. La discretizacién temporal se realiza teniendo en cuenta una combinacién
hibrida de los esquemas de Euler explicito e implicito, mientras que, para la discre-
tizacién espacial, se utiliza el método de elementos finitos, gracias al cual se obtiene
un espacio de dimensién finita V* C V, que aproxima al espacio V.

Denotamos por h > 0 el pardmetro de discretizacién espacial, k£ > 0 el tama-
no de los elementos de la malla temporal, con nodos t, = nk, paran = 0,..., N.
Ademads, para una funcién continua f(t), usamos la notacién f,, = f(¢,) y para una
sucesion { f,}N_ denotamos §f, = (fn — fa—1)/k. Teniendo en cuenta todo esto, se
obtiene el problema discretizado que se escribe a continuacion.

Problema P"*. Encontrar ¢"* = {cﬁk fzv:o tal que cgk' = 68, paran=1,...,N
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y para todo v" € V",

(™, 0" D ((er®, ")) + ki v0(en®) o (0"

- (kf}{ro e Mitn 4k kY k e’“gf(tf‘t""yo(c’»’k))VO(U’Z),

~—

|
—

J

o

<

siendo 08 € V" una aproximacién adecuada de la condicién inicial cg.
En lo sucesivo, consideramos el siguiente espacio de elementos finitos:

Vi={o" € C([0,0); vy, 0y € Prllaict, ail), Vi=1,..., M, ") = 0}.

Teorema 2. Supongamos que se verifican las hipotesis del Teorema 1 y que c verifica
las siguientes condiciones de reqularidad:

c € C([0,T;V)NeC([0,T]; H*(0,1)) N C'([0,T]; H),
¢€ L*(0,T;V), &écc([0,T]; H).

Entonces, el algoritmo converge linealmente, es decir, existe una constante positiva
B > 0, independiente de h y k, tal que

¢ hk
_ < B(h+ k).
Og}%XNIICn |z < B(h+ k)

La demostracion se puede ver en [2].

Ejemplo: simulacién para el hexanol

Con el fin de mostrar el comportamiento de este modelo, consideramos una
disolucién de hexanol teniendo en cuenta los siguientes datos (ver [1]):

cp = 3,44mol/m?, D =716 x 1071%m?/s, [=10"%m,
T=005s, I'o=0mol/m? k% =173x10"*m/s, k% =157s71

Ademsds, suponemos que, en el instante inicial, la concentracién de surfactante en
toda la disolucién es constante, siendo su valor igual a ¢p. En la grafica de la izquierda
de la Figura 2 se representa la concentracién de surfactante en el instante final que,
como se puede observar, es casi uniforme en toda la disoluciéon. En la grafica de
la derecha de esta misma figura se dibuja la evolucién de la concentracion de la
subsuperficie a lo largo del tiempo. En un primer momento, la concentracion de la
subsuperficie desciende debido a que la superficie se encuentra vacia y las moléculas
de surfactante adsorben directamente en ella. Sin embargo, a medida que pasa el
tiempo y la superficie se va llenando, las moléculas de surfactante, que no encuentran
un puesto vacante en la superficie, permanecen en la subsuperfie, aumentando asi
su concentracion.

Una vez que la concentracion superficial es conocida, se puede calcular la tension
superficial o mediante la ecuacion superficial de estado:

o(t)=00—nROT(t),
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¢(x,0.5)
c(0,t)

336 [

05 08 12
M x10™ o 005 01 o015 02 025 03 035 04 045 05
t

Figura 2: Concentracion en el instante final (izquierda) y evolucién en tiempo de la
concentracion en la subsuperficie (derecha). Resultados obtenidos con MATLAB.

donde op = 0,072 N/m denota la tensién superficial del agua pura, § = 293 K es la
temperatura, R = 8,31 J/(K mol) representa la constante de los gases y n es una
constante que vale 1 para surfactantes no iénicos. En la Figura 3 se puede ver la
evolucién de la tension superficial. En un primer momento, la tension superficial de
la disolucién es igual a la del agua, pero, la incorporacién de moléculas de surfactante
en la superficie hace que esta tension disminuya hasta el valor de equilibrio.

0072}

0071

0.069)

alt)

Figura 3: Evolucién en tiempo de la tensién superficial, en escala logaritmica.
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Introduction

A circular observation can be defined as a point on a circle of unit radius, or a
unit vector (i.e., a direction in the plane) and is usually expressed as an angle relative
to some fixed reference point. Circular data appear naturally in a large variety of
scientific fields such as meteorology, ecology, biology and medicine, among others.
However, the periodic nature of this type of data sets apart circular statistical
analysis from standard methods for linear data.

Both for linear and circular data, smoothing methods are useful for finding
important and nonobvious structure in data. But, some of the features discovered
in this way can be spurious sampling artifacts. Moreover, as in any nonparametric
procedure, a smoothing parameter controlling the global aspect of the estimator and
its dependence on the sample must be chosen. In order to provide a graphical tool to
assess significance features of the underlying density without relying on a smoothing
parameter, the SiZer (SIgnificant ZERo crossings of derivatives) map was proposed
by [1] for linear data. This method is based on studying statistical significance of
zero crossings of smoothed estimates.

In the context of circular data, circular kernel density estimators provide a route
to visualize the data structure underlying a random phenomenon. Thus, based on
this kind of smoothers, the SiZer approach can be fitted to the circular data setting
yielding a visualization tool introduced by [4], namely CircSiZer, for the assessment
of statistically significant features for this type of data.

The aim of this work is to introduce the CircSiZer method. For that purpose,
a brief overview on kernel density estimation for circular data is provided. After
that, the construction of CircSiZer map is introduced. Finally, the performance of
CircSiZer is illustrated with some simulated and real data sets.

KEYWORDS: CircSiZer; circular data; nonparametric density estimation.
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Nonparametric circular kernel density estimation

Given a random sample of angles ©1,0,,...,0,, € [0,27) from a density f, the
circular kernel density estimator of f is defined as:

. 1 <&
) = - Kl/ - i)y S 27
f(6;v) n; 0-0;), 0<0<2r

where K, is the circular kernel function with concentration parameter v > 0 (see
[2]). As a circular kernel, the von Mises distribution can be considered. The von
Mises distribution, vM (u, k), is a symmetric unimodal distribution characterized by
a mean direction p € [0, 27), and a concentration parameter £ > 0, with probability
density function

1
9(0; u, k) = 3rlo(n) exp{rcos(@ —p)}, 0<86<2m,

2mly(k

where Iy denotes the modified Bessel function of order 0. With this specific kernel,
the density estimator is given by:

P 1

f(O;v) = SIS Zexp {vcos(d —©;)}, 0<6<2m, (1)

=1

which can be seen as a mixture of von Mises distributions centered in ©; and with
concentration parameter v.

A critical issue is the choice of the smoothing parameter v for (1), with lar-
ge values leading to highly variable (undersmoothed) estimators and small values
showing an opposite behaviour (see Figure 1).

CircSiZer map

Apart from the lack of a uniformly superior rule for selecting the smoothing
parameter, from a practical point of view, the exploration of the estimators at diffe-
rent smoothing levels (for a range of reasonable values of the smoothing parameter,
between oversmoothing and undersmoothing levels) provides more in—depth infor-
mation about the available data. However, significant features in the underlying data
structure should be effectively disentangled from sampling artifacts. Features like
peaks and valleys of a smooth curve can be characterized in terms of zero crossings
of derivatives. Hence, the significance of such features can be judged from statistical
significance of zero crossings or equivalently by the sign changes of derivatives. This
idea has been sucessfully exploited by [1] in developing a simple yet effective tool
called SiZer for exploring significant structures in density and regression curves.
Taking into account the circular nature of data, SiZer technique is developed for
circular data by [4], namely CircSiZer.



Maria Oliveira SIT 29

In the usual inferential approach in the statistical literature, the spotlight is
placed on the true underlying curve f and doing inference on it, in particular,
based on confidence bands. A crucial problem in nonparametric estimation is that
f(0;v) = E(f(0;v)) is not necessarily equal to f(6), involving an inherent bias
specially for small values of v (see Figure 1, left). The bias can be reduced by taking
large values of v, but in this case the estimator is highly variable, depending strongly
on the data sample (see Figure 1 right). As noted in [1], the bias—variance trade off
problem can be avoided by adopting the scale—space ideas which naturally lead to
make inference on the smoothed curve f(-;v) rather than on the curve f. It should
be noted that, for small values of v, the smoothed curve f(-;v) can be very different
from f. However if v is within a reasonable range, f(-;), which can be thought
as the curve at a resolution level v, shows the same valley—peaks structure as f
(see Figure 1, center). Thus, in order to assess the significance of features such as
peaks and valleys, instead of constructing confidence intervals for f’(6), CircSiZer
seeks confidence intervals for the scale-space version f’(6; ). Bootstrap—t¢ confidence
intervals are constructed as detailed in [4].

Figure 1: Mixture of two von Mises distributions, vM (7 /2,4) and vM (3w /4,4),
in the same proportion (solid line) and nonparametric density estimators for the
mixture from 100 random samples of size 250 (gray curves) with v = 0,2 (left),
v =2 (center) and v = 100 (right).

The information provided by the construction of the intervals is displayed in a
circular color map which reflects the statistical significance of the slope at (6,v)
locations. So, for a given pair (6,v), if the confidence interval is above (below) 0
then, the curve at location 6 and a smoothing level v is significantly increasing
(decreasing), so that map location is colored blue (red). If the confidence interval
contains 0, the curve at the smoothing level v and at the point § does not have a
statistically significant slope and it is coloured in purple. Regions where there is not
enough data to make statements about significance are gray coloured.
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Data analysis

In this section, the performance of CircSiZer map is illustrated with some simu-
lated data sets and one real data set from an experiment with cemented femoral
components.

Figure 2: CircSiZer maps (right column) for kernel density estimates based on si-
mulated data from a von Mises distribution (top—left), a mixture of two von Mises
distributions (center-left) and a mixture of two wrapped skew-normal and two
wrapped Cauchy distributions (bottom—left). Sample size n = 200. For reading
CircSiZer, take as sense of rotation the direction marked by the arrow. Values of
the smoothing parameter v, which are transformed to — log(v) scale, are indicated
along the radius.
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As simulated models, the following distributions have been considered: a von
Mises distribution, a mixture of two von Mises distributions and a mixture of two
wrapped Cauchy and two wrapped skew—normal distributions. In Figure 2, the
models (left column) and the corresponding CircSiZer maps (right column) are
represented. The CircSiZer maps were obtained from a random sample of size n =
200 from each model and a significance level of o = 0,05 was considered. Taking
counterclockwise as the positive sense of rotation, Figure 2 (top-right) displays a
blue area followed by a red area for a wide range of smoothing parameters, indicating
a significant increase then decrease, i.e., unimodality. In Figure 2 (center-right), the
bimodal structure is clearly brought out by the CircSiZer map, as the two peaks
and the trough can be identified by the counterclockwise blue-red—blue-red pattern
on the map that occurs for the whole range of smoothing parameters. In Figure 2
(bottom-right), it can be seen that only two modes are identified for values of the
smoothing parameter smaller than v = 10 but, for larger values of this parameter
the cuatrimodal structure is obvious.

Now, the performance of CircSiZer is illustrated by the analysis of a real data
set concerning angular positions of cracks in the cement mantle in a hip implant.
The data set (described in more detail in [3]) is obtained from an in vitro fatigue
study of six cemented total hip replacements using cadaveric femurs. Each specimen
is loaded using a stair climbing apparatus and after loading, it is sectioned in 10 mm
intervals from the level of the implant collar to the distal tip of the stem. For each
section, angular positions of the cracks relative to the center of the stem section
were documented. A counterclockwise definition of angular position of crack was
used with a zero angle representing the lateral direction as shown in Figure 3 (left).

Proximal Distal
90° 90°

ANTERIOR
i

MEDIAL

POSTERIOR

Figure 3: Left: A counterclocwise definition of angular position of crack was used
with a zero angle representing the lateral direction. Center and right: CircSiZer maps
for angular positions of cracks for one cemented implant for proximal (center) and
distal (right) regions. Values of the smoothing parameter v, which are transformed
to —logy, scale, are indicated along the radius.

The goal of the study is to determine if cracks in the cement mantle are uniformly
distributed or if there exists a directional dependence. The crack distribution for
the proximal (sections at 10-50 mm) and distal regions (sections at 80-110 mm) of
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the cement mantle is analized separately. The corresponding CircSiZer maps for the
angular position of the cracks are shown in Figure 3 for proximal (center) and distal
(right) regions which shows that the crack distribution around the cement mantle
was not uniform in both cases. Moreover, the preferred direction is different, the
cracks are concentrated around the posterior direction (270°) for proximal regions
and around the anterior—-medial direction of the mantle for distal regions.
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Introduccion

El objetivo de las ecuaciones de evolucion geométrica es mejorar una métrica
dada mediante un flujo asociado al objeto geométrico que estamos considerando. No
obstante, existen métricas que, en vez de evolucionar con él, permanecen invariantes.
Este es el caso de los solitones asociados a soluciones auto—similares del flujo.

El flujo de Yamabe, al igual que el flujo de Ricci, fue introducido por R. Ha-
milton. Dicho flujo deforma una variedad dada evolucionando su métrica mediante
la ecuacién %g(t) = —7(t)g(t), donde 7(t) representa la curvatura escalar de la
métrica ¢g(t). Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) es un soliton de Yamabe si
y sOlo si admite un campo de vectores X tal que

Lxg=(1-Ng,

donde £x denota la derivada de Lie en la direccién del campo de vectores X y A es
un ndmero real.

En esta exposicién estudiaremos la existencia de dichos solitones en los grupos
de Lie Lorentzianos de dimensién tres.

Variedades pseudo—Riemannianas

Antes de comenzar a estudiar el flujo de Yamabe y sus solitones asociados dare-
mos algunos conceptos previos necesarios para nuestro trabajo. Consideramos (M, g)
una variedad pseudo—Riemanniana n—dimensional, es decir, una variedad diferen-
ciable de dimensién n dotada de un tensor métrico g (i.e. un tensor de tipo (0,2)
simétrico y no degenerado) de signatura (v,n — v). En particular, se dice que una
variedad pseudo—Riemanniana es Riemanniana si el tensor métrico es definido posi-
tivo y es Lorentziana si su signatura es (1,n —1). Denotaremos por T, M el espacio
tangente a M en el punto p € M y por X(M) el espacio de todos los campos de
vectores diferenciables tangentes a M. Siguiendo la notacién habitual en geometria

PALABRAS CLAVE: geometria de Lorentz; flujos geométricos; solitones de Yamabe.
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pseudo-Riemanniana, un vector distinto de cero z € T, M diremos que es temporal
si g(z,2) <0, espacial si g(z,z) > 0y nulo o luminoso si g(z,z) = 0.

En general podemos dotar a las variedades pseudo-Riemannianas de diferentes
conexiones. Una coneridn en una variedad M es un operador V : X(M) x X(M) —
X(M) verificando las siguientes propiedades:

i) Vx(fY1+gY2) = X(f)Y1+ fVxY1 + X(9)Y2 + gVx Yo,
ii) vaH-ngY = va1Y + gszy'

Para cualesquiera X, X1, X2, Y, Y1, Yo € X(M) y f,g € F(M).

No obstante, entre todas las conexiones existe una de especial interés y que esta
asociada de forma directa al tensor métrico g, la llamada conexion de Levi—Civita.
Dicha conexién, que denotaremos por V, es la tnica conexién libre de torsion que
paraleliza la métrica g; i.e., dados X,Y € X(M) la conexién V verifica:

TX,)Y)=VxY -VyX-[X,Y]=0 y Vg=0.

Ademds, su expresién explicita viene dada por la formula de Koszul:

29(VxY,Z) = X(g(Y,2))+Y(9(X, 2)) - Z(9(X,Y))
+9(X,[2,Y]) +9(Y,[Z, X]) + 9(Z, [X,Y]),

donde X,Y,Z € X(M) y [, -] representa el corchete de Lie.

Cada conexién tiene asociado de forma natural un tensor curvatura de tipo
(1,3). En particular, el tensor curvatura de tipo (1,3) asociado a la conexién de
Levi—Civita esta dado por

R(X, Y)Z = V[X,Y]Z —VxVyZ+VyVxZ,

y su tensor curvatura de tipo (0,4) asociado por R(X,Y,Z,V) =g(R(X,Y)Z,V).

A partir de estos tensores curvatura y tomando una base arbitraria {eq, ..., e,}
de T,,(M) con g;; = g(es,e;), se definen el tensor de Ricci y la curvatura escalar
como

n n
p(:v,y) = Z g”R(.ﬁlf, €Y, ej)v T = Z g”p(ei, ej)? (1)
i,j=1 t,j=1
respectivamente, donde (¢%/) denota la matriz inversa de la métrica.

Como vimos, cada conexion determina una forma de definir la derivada direccio-
nal de un tensor; no obstante, existen otras formas de definir derivadas direccionales.
Una de ellas es la derivada de Lie. La derivada de Lie de una funcién es la derivada
direccional de la funcién, es decir, si f es una funcién real sobre M tenemos que
Lxf=X(f)=Vx/f. La derivada de Lie de un campo de vectores es el corchete de
Lie, es decir, si Y es un campo de vectores LxY = [X,Y].

Extendemos la definicién de derivada de Lie a un campo de tensores T de la

siguiente forma:
d

(ExT)y = | ()T,
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donde ¢ : I x M C R x M — M es el flujo local inducido por X y (¢(t))* es el
pullback a lo largo del difeomorfismo #(¢) para todo ¢t € I.

Flujo de Yamabe

El flujo de Yamabe fue introducido por R. Hamilton al mismo tiempo que el flujo
de Ricci. Dicho flujo deforma la variedad dada evolucionando su métrica mediante
la ecuacién 9

59t = —7(t)g(t), (2)
donde 7(t) representa la curvatura escalar de la métrica g(t), a una nueva métrica
con curvatura escalar constante dentro de la misma clase conforme.

Una familia 1-paramétrica de métricas g(¢) definida a partir de una métrica
inicial mediante homotecias y difeomorfismos, es decir, tal que

g(t) = o)y (t)"9(0),

donde o(t) es una funcién positiva derivable y ¥(t) : M — M es una familia 1-
paramétrica de difeomorfismos verificando la ecuacién (2) se llama solucion auto-
similar.

Si tomamos ¢(t) una solucién auto-similar del flujo de Yamabe y la derivamos
con respecto a t obtenemos la igualdad

—7(t)g(t) = o' ()¥(t)"g0 + o ()1 (t)" (Lxgo), (3)

donde gp = g¢(0), X es el campo de vectores dependiente del tiempo tal que
(

X((0)(p)) = (6(1)(p)) para cualquier p € M, y o’ = &
Puesto que 7(¢)g(t) = ¢ (t)*7(0)g(0), podemos suprimir los pullbacks en la ecua-
cién (3) con lo que obtenemos

—7(0)g0 = o' (t)go + L 1,90,

donde X (t) = o(t)X(t). Evaluando en t = 0 y tomando A = —o’(0) e Yy = —X(0)
resulta que la ecuacién se reduce a
7(0)g0 = Ago + Ly, go-

Esto demuestra que para cualquier solucién auto—similar del flujo de Yamabe existe
un campo de vectores en M verificando

Lyg= (1 —=N)g. (4)

Reciprocamente, sea X un campo de vectores completo definido en una variedad
pseudo—Riemanniana y denotemos por ¢(t) : M — M con 1(0) = idjs la familia de
difeomorfismos generada por X verificando la relacion

D00 p) = T X W),
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la cual esta definida para todo t < % si A\ > 0 y para todo t > % si A < 0.

Considerando ahora la familia 1-paramétrica de métricas

g(t) = (1 = A)p(t)*g,

tenemos que:

gt{g(t)} = Xt g+ (1 =AY (L 1 _x9)

(1—At)

= YO (A9 = Lxw))9)-

Ahora, si el vector X verifica la ecuacién (4), entonces

gtg(t) = —p(t)*(rg) = —7(t)g(t),

lo que demuestra que g(t) es una solucién del flujo de Yamabe dado por (2).

Una variedad pseudo-Riemanniana (M, g) admitiendo un campo de vectores X

tal que

EXg = (7- - A)gv

donde A es un numero real, se denomina soliton de Yamabe. Ademds, dicho campo
de vectores X verificando (4) se llama campo de vectores soliton (para (M, g)). Un
solitén de Yamabe se dice contrdctil, estable o expansivo si admite un campo de
vectores solitén para el cual A > 0, A =0 6 A < 0, respectivamente. Cuando (M, g)
es, ademds, homogénea, puesto que en dichas variedades siempre existen campos
de vectores Killing, diremos que un solitén de Yamabe es no trivial si admite un
campo de vectores soliton que no es Killing. En particular, si la curvatura escalar
no es constante entonces el soliton de Yamabe es necesariamente no trivial.

En el Teorema 4.1 de [3] Tashiro demuestra que una variedad Riemanniana
completa de dimensién n > 2 admite un campo de vectores homotético no Killing si
y solo si es localmente Euclidea; por tanto, en este caso, cualquier solitéon de Yamabe
no trivial con curvatura escalar constante es localmente Euclideo. En lo que resta del
trabajo demostraremos que el caso Lorentziano es mucho mas rico. Concretamente,
encontraremos grupos de Lie Lorentzianos de dimension tres no llanos en los que
existen ejemplos de dichos solitones.

Solitones de Yamabe invariantes a la izquierda

Todo grupo de Lie (G, g) tiene asociado de forma natural un dlgebra de Lie y
viceversa. Para clasificar las dlgebras de Lie de dimension tres equipadas con un
producto interior Lorentziano invariante haremos uso del producto vectorial indu-
cido por los para-quaternios en el espacio R}, es decir, de la aplicacién bilineal
antisimétrica dada por las relaciones:

e1 X eg = —eg, ez X e = ea, ez X e3 = eq;

donde {ej,e2,e3} denota una base ortonormal de signatura (+ + —). Con estas
consideraciones se verifica el siguiente resultado de [2]:
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Teorema 1. El producto corchete en g estd relacionado con el producto vectorial
inducido por los para—quaternios mediante la férmula [X,Y] = L(X xY), donde L
es una aplicacion lineal de g en si misma definida de forma dnica. Ademds, g es
unimodular si y solo si L es autoadjunta.

Para el caso unimodular, puesto que en el caso Lorentziano un operador auto-
adjunto no es necesariamente diagonalizable debemos considerar sus posibles formas
de Jordan asociadas. De este modo obtenemos las siguientes cuatro clases de alge-
bras de Lie unimodulares de dimensién tres:

Tipo Ia. Si L es diagonalizable con autovalores {a, 3,7} con respecto a una base
ortonormal {e1, ez, e3} de signatura (++ —), entonces el correspondiente dlgebra de
Lie esta dada por

(Qfa) : [61762] = —7es, [61,63] = —fea, [62763] = aeq.

Tipo Ib. Supongamos que L tiene un autovalor complejo. Entonces, con respecto a
una base ortonormal {ej, e2, e3} de signatura (+ + —), tenemos

a 0 0
L= 0 Y 7& ’ 5#0’
0 8 ~v

y el algebra de Lie correspondiente esta dada por

(glb) : [61762] = Bey — yes, [61763] = —ez — Bes, [62,63] = aeq.

Tipo II. Supongamos que el polinomio minimal de L tiene una raiz de multiplicidad
2. Entonces, con respecto a una base {ej, e2, e3} de sigantura (+ + —), tenemos

o 0 0
L={0 5+8 —5 |,
0 4 —4+d

y el algebra de Lie correspondiente estda dada por

(011) :  [er,e2) = 5ea — (B —3)es, ler,es] = —(B+ §)ea — €3, [ea, €3] = aer.

Tipo III. Supongamos que el polinomio minimal de L tiene una raiz de multiplicidad
3. Entonces, con respecto a una base ortonormal {ej, e, e3} de signatura (+ + —),

tenemos
1

2
0
o

h

I

Sk
o 2 &

Sl
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y el dlgebra de Lie correspondiente esta dada por

(9111) : e el = _%61 aes, [61;63]:_%61 — aeo,
[62763] = «e; + %62 _ %63.

Por otra parte, para las algebras de Lie de dimensién tres no unimodulares y
con curvatura seccional no constante existen las siguientes tres posibilidades:

(grv) : le1,e2] =0, [e1,es] = aer + Bea, ez, e3] = yer + dey;
donde a + § # 0 y, ademads, una de las siguientes condiciones se verifica:

IV.1 {e1,ea,e3} es ortonormal con (ej,e1) = —(eg,e2) = —(es,e3) = —1 y las
constantes de estructura verifican ay — 56 = 0.

IV.2 {e1,e2,e3} es ortonormal con (eq,e1) = (ez,e2) = —(es, e3) = 1y las constan-
tes de estructura verifican ay + 56 = 0.

IV.3 {e1,e2,e3} es pseudo—ortonormal con

y las constantes de estructura verifican ay = 0.

Finalmente, estamos ya en condiciones de enunciar el teorema objetivo de este
trabajo:

Teorema 2. Un grupo de Lie Lorentziano no llano de dimension tres es un soliton
de Yamabe no trivial invariante a la izquierda si y solo st es localmente isométrico
a un grupo de Lie no unimodular de Tipo IV.83 con v =0y a = % #0.
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Introduccién Historica

Series convergentes

El uso de series se remonta por lo menos al 250200 AEC. Por ejemplo, Ar-
quimedes demostré que > >° ﬁ = % cuarteando el cuadrado. A pesar de que el
concepto de convergencia no se establece formalmente hasta 1821 (Cauchy — Co-
urs d’Analyse Algébriques), la idea de convergencia ya era familiar a Euler, Newton
o Leibnitz. Sin embargo, los célculos de estos matematicos incluian a menudo series
divergentes en ciertos pasos. Parece ser que Gauss fue el primero en mostrar un
interés en las series divergentes mas alld de su utilidad o apariciéon en los calculos,
pero no progresé en el campo.

Los inicios de las series divergentes

Ejemplo 1 (Ejemplo de cdlculo cldsico). Y o7 2" = i para z € C, |z| < 1.

La formula iz estd bien definida para todo z € C, salvo si z = 1. Por tanto

S o (1) = =iy =}
n=0 1—(-1) 2°
Sin embargo existen formas alternativas de definir esta serie:

= ()= (-1 +(1-1) =0,
0 (=) =1 (—1 4D+ (1 + 1)+ (=1 41) - =1.

[y

D’Alambert fue uno de los primeros en plasmar sus sospechas sobre estos calculos
en su carta de 1768.

Hardy, en [1], hace referencia a la situacién de estos mateméaticos que se enfren-
taban a los comienzos de la teoria de series divergentes con las siguientes palabras:

Es cierto en general que los matematicos anteriores a Cauchy no se
preguntaban “;como deberiamos definir 1 —1+1—... 77, sino “; cuanto es
1—141—...7"y que este habito les llev6 a confusiones y controversias
que a menudo eran de un tono muy agresivo.

PALABRAS CLAVE: series divergentes; sucesiones; zeta de Riemann.

39



40 SII Series Divergentes

Hardy, Series divergentes, 1949.

Principios filoséficos tras la definicién de suma

A la hora de plantear una suma para el espacio de sucesiones sobre un grupo
conmutativo G, esto es, S = GV, surgen de forma natural las siguientes cuestiones:

= La suma, tal y como se entiende habitualmente, es la operacién de G. Esta defi-
ne de manera natural una funcién S,, : G™ — G de forma que S, (z1, ..., z,) =
x1 + - + x,. Por lo tanto buscamos una funcién S : S — G.

» Ademas, cuando G es grupo con una una relacién de orden (como en el caso
de los numeros reales), se suele pedir que el grupo sea ordenado, esto es, que

r<y=>zx+z<y+z Vzyzed,
0, equivalentemente, considerando la desigualdad elemento a elemento en G”,

x<y=8,(z) <Sply), Yo,y e G".

;Podemos dotar a S de una operacién S con una propiedad andloga? Es decir,
tal que:
r<y=S(x)<S(y), Yo,y €S.

Vamos a intentar definir, siguiendo estos principios, una operaciéon S' : RT_ —
[0, 0], donde Rﬂ\]_ es el espacio de sucesiones de niimeros reales positivos, que satis-
faga.

» Orden: x <y = S(z) < S(y), Vz,y € RY,
» Compatibilidad: S(x1,...,2,,0,...) = Sp(x1, ..., 2p),

maximizando ademas el conjunto sobre el cual la suma es finita.
Sea x = (x1,79,...) € RY, 2™ = (x1,...,2,,0,...). La sucesién (S(z"))nen es,
por la propiedad de orden, monétona en [0, o], luego tiene un limite s. Asi,

Sa") < S(z) <400, VneN= s < S(z) < +o0.

Por lo tanto, resulta razonable tomar S(x) = s.

Esta suma (la suma usual de series) se puede extender de forma natural a series
de nimeros reales y complejos.

Sin embargo, la propiedad de orden puede ser demasiado exigente en general,
pues no muchas series admiten una suma usual. Ademads, tenemos el siguiente teo-
rema.

Teorema 2 (Teorema de las series de Riemann). Sea > | a, una serie convergente
de niimeros reales tal que Y 2 | |a,| = +00. Entoces, para todo s € [—00, +00], existe
una permutacion o : N — N tal que > > | Ag(n) = S-
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FEl comienzo formal de la teoria de series divergentes surge con Cesaro, quien,
en 1890, dio la primera definicién generalizada de la suma de una serie.

Definicién 3. Sea )y a, una serie infinita. Sea (s,)nen su sucesion de sumas

parciales y sea
1 n
tn = ﬁ Z Sn-
k=1

Entonces, sit, — s existe, entonces se dice que ), .y an es sumable segin Cesaro
Yy ZneN an = S.

La suma de Cesaro tiene la ventaja de ser intuitiva por ser la suma esperada de
la serie.

En la época se sabia que el producto de Cauchy de dos series convergentes
no tenfa que ser convergente.

(Z an> (Z bn> =) ¢n, donde ¢, = zn:akbn_k.

neN neN neN k=1
Sin embargo Cesaro probé lo siguiente.

Teorema 4. FEl producto de Cauchy de dos series convergentes es sumable segin
Cesaro.

Métodos de suma

Propiedades de los metodos

= Regularidad: Si el método de suma coincide con el usual en las series con-
vergentes.

= Linealidad: Si r y s son sucesiones, k un escalar y S es un método de suma,
entonces S(r + ks) = S(r) + kS(s) siempre que todas las sumas involucradas
sean calculables por S.

» Estabilidad: Si s es una sucesién y s,, = s,+1 entonces S(s) = sg + S(s).

= Re—indexabilidad finita: Si cambiamos de lugar un nimero finito de ele-
mentos de una serie sumable por un método, el método proporciona la misma
suma.

Se dice que dos metodos de suma A y B son consistentes si coinciden sobre
las sucesiones sobre las cuales estan definidos.

En tal caso se dice que A es mas fuerte que B si A estd definido en toda
sucesion sobre la que estd definido B.
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Calculemos Zzozocrk para ¢,r € C, r # 1, usando algunos los axiomas de
estabilidad y linealidad:

oo o0 oo
G(r,c) ::Zcrk:c—k erhtt :c+TZcrk:c+rG(r,c),
por lo tanto
c
G —
(re) =

Métodos por sucesiones

Los métodos por sucesiones consisten en asignar a la serie una sucesion cuyo
limite, en caso de existir, se llamara suma de la serie.
Entre ellos estan las sumas (o promedios) de Cesaro. Consideremos una serie
J— e8] .
a=>_;ga;. Definamos

n

-1 _ a _ a—1

A = ap, An—g Ay,
k=0

y sea B, AY para la serie 140404 0.... Entonces la suma de Cesaro genera-
lizada C,, de a es

Sea p = (pn)nen una sucesién de nimeros positivos tal que

Pn

— = 0.
pit ot pn

Si ahora transformamos una sucesién a = (ay)nen con los pesos (p,)nen de la forma

_ DmS1 + Pm—182 + -+ P1Sm
tm = ;

Lt P

entonces, si t,, = L € R, L = Np(a) se llama promedio de Nérdlund N, de a.
Los promedios de Nordlund tienen las siguientes propiedades:

= Los promedios de Nordlund son regulares, lineales, estables y consistentes
entre ellos.

= Si definimos p~ = (njizl), entonces Cy(a) = Npey(a).

» Si h > k, entonces Nj, es mas fuerte que Ny.
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Métodos por funciones

Los métodos por funciones consisten en construir una funcién auxiliar (ana-
litica o meromorfa en general) que nos permita asignar un valor a la serie.

El método de Euler consiste en asignar a una serie » - a, (posiblemente
divergente) la funcién compleja f(z) := > 2 | ana™ que, en caso de ser analitica en
un entorno de cero, podemos extenderla por continuaciéon analitica. Si 1 pertenece
al dominio de la extensién, decimos que la suma de Euler es (Y7, a,) = f(1).

La continuacién analitica de una funcién no tiene por qué ser uinica, por tanto

podriamos tener varios valores posibles para la suma.

Ejemplo 5.

o0
1-141-14-=> a"
n=0

r=-—1

La funcién ¢ de Riemann

Euler fue el primero en hacer uso de esta funcién para el calculo de series diver-
gentes (un siglo antes que Riemann).

La funcién ¢ se define como ((s) := > >~ ; n~* y ademds admite extensién ana-
litica en C\{1}. Por otra parte,

o -Bn+1
CC‘”)—' n_%17

para n € N donde los B,, son los niimeros de Bernoulli:

oS5 r()e

k=0 v=0
Ejemplo 6.
(o]
1 By 1
1+2 =y =) =22 =
+243 4= =((-1) 5 3
n=1
Aplicaciones

El efecto Casimir

El efecto Casimir o la fuerza de Casimir—Polder consiste en que dados dos
objetos metdlicos en el vacio, separados por una distancia pequena comparada con
el tamano de los objetos, aparece una fuerza atractiva entre ambos.

En la interpretacion de la Teoria Cuantica de Campos (QFT) el responsable
de este efecto es el vacio. El vacio en QFT tiene las caracteristicas de una particula,
pero, como es de esperar, casi todas estas caracteristicas se cancelan en promedio.

Sin embargo, el valor esperado de la energia del vacio no es nulo.
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Si consideramos el campo electromagnético cuantizado como un conjunto de
infinitos osciladores armdnicos simples cuya oscilacion crea las ondas electromagné-
ticas, en su estado fundamental estos osciladores poseen algo de energia debido al
principio de incertidumbre de Heisenberg.

Como cada oscilador sélo se corresponde con una frecuencia, tenemos infinitos
osciladores en cada punto del espacio. Sumando la energia media de dichos oscila-
dores obtenemos una cantidad infinita de energia.

Al colocar unas placas metéalicas planas paralelas en el espacio, éstas limitan
la cantidad de longitudes de onda que caben entre ellas, creando una diferencia
de energia entre el exterior y el interior de las placas. Entre ambas placas sigue
habiendo una cantidad infinita de energia pero, aun asi, este infinito es inferior al
infinito exterior.

Sean A la constante reducida de Planck, ¢ la velocidad de la luz, a la distancia
entre las placas y A el drea de las placas.

El cémputo de la diferencia entre las energias esperadas del vacio por unidad de
area dentro y fuera de las placas es

= 1/ — - -
A 550 2g3-s 3. 24003

(E(s)) het=sm2=s 1 _ hen? —hen?
T Z Inf>~ = —WC(—@
n
Asi, la fuerza de Casimir por unidad de drea que ejerce el vacio exterior sobre

las placas es
Fo__d(B)_ et
A da A 240a*

La fuerza es negativa, indicando pues el caracter atractivo de la misma: dismi-
nuyendo la distancia entre placas, la energia es reducida.
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Introduccién

Historia del spin

En 1992 el experimento de Stern—Gerlach cumplié uno de los objetivos de la fisica
de particulas de principio de siglo, medir el giro de los electrones en los dtomos. Estos
son cargas en rotacion que por tanto se comportan como un pequeno imén, al que
medimos la direccion.

Se esperaba una distribucién uniforme, como pareceria indicar la intuicién clé-
sica. El resultado, sin embargo, resulté ser que el giro toma un conjunto discreto de
valores. Es decir, no hay electrones quietos.

La explicacion de este hecho se encuentra en los aspectos geométricos de la teoria
de campos con la que podemos modelar al electrén.

Campos

Formulacién matematica

Definicion 1. Sea una variedad T a la que llamamos base, y un espacio vectorial
C de valores. Definimos un campo como una aplicacion q € C*(T,C).

Consideraremos por simplicidad que T es un espacio vectorial, ya que todo el
calculo que sigue se puede generalizar con facilidad a variedades a través del fibrado
tangenteg.

Ejemplos comunes de campo son: T'= R, C = R3, la posicién de una particula
en el tiempo; T = R3, C = R3?, las velocidades de un fluido; o T = R*!, C = C, la
funcién de onda de Schrodinger de una particula.

Buscamos una nocién de wvelocidad generalizando la idea de derivada de la posi-
cién. Queremos una derivada, por tanto, de campos.

PALABRAS CLAVE: spin; teoria de campos; representaciones; algebras de Lie.
2Esta generalizacién pasa por dotar al fibrado de una conezidn, lo cual se escapa de los objetivos
del presente texto. Se puede hallar una descripcién mucho més general en [1].
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Definicion 2. Seau: T — T, definimos la derivada direccional respecto de u como
Vu:C¥(T,C) — C=(T,C)

q(z + hu(z)) —q ()
. :

Sean ahora f : T — R,u,v:T — Ty q:C®T,C). Se cumple entonces el
siguiente resultado:

it
q(z) lim

Proposicién 3. La derivada direccional es lineal respecto al campo que se toma,
(Vutrva) () = (Vuaq) (z) + f (2) (Vva) (2).

Definicién 4. Definimos una derivada de camposV : C*(T,C) — C*[T,CT*)
dada por la condicion (Vq) (z) [u(z)] = (Vuq) (z) conq € C*(T,C) yu:T - T
en virtud de la linealidad de V4 en u.

Definicién 5. Definimos la velocidad de un campo q comov =Vq € C*(T,C @ T™).

Representaciones de la rotacién?®

Relaciones de conmutacion

Las rotaciones vienen dadas por un eje n = (ng,ny, n.), ||n|| = 1y un dngulo 6 €
[—7, 7], y las notamos por R (n,8) € SO (3). Es decir, las rotaciones son elementos
del grupo especial ortogonal de 3 dimensiones.

Tal y como las hemos definido, una propiedad evidente de las rotaciones es
que R(n,7) = R(n,—7), que como veremos mas adelante es la que determina las
peculiaridades de su topologia.

Una serie de ejemplos de campos que son representacién de SO (3) son los cam-
pos de temperatura (representacién trivial o escalar), los campos de velocidades
(representacién fiel o vectorial) y los campos de tensiones (representacién tenso-
rial).

Su élgebra viene dada por so(3) = ({04,0y,0.}) (donde z,y,z hacen refe-
rencia a los tres ejes ortogonales de R3), de modo que o = >, Mio; genera a
R (n,0) = exp{fon} con la condicién exp{27o;} = Id. La operacién del dlgebra de
Lie estd dada por las siguientes relaciones de conmutacién [0, 0y] = 03, [02,0,] =
oy, [0y, 0:] = 04.

Tal y como la hemos construido, como variedad SO (3) es una bola de dimensién
3y radio 7 con los puntos opuestos identificados, es decir, SO (3) = RP?. Conocemos
asi su grupo fundamental, que es 71 (SO (3)) = Za. Por otra parte, so (3) es isomorfa
al algebra su (2) del grupo de Lie SU (2), que como variedad es S?, lo cual se puede
ver a través de la identificacién con los cuaterniones unitarios. El hecho de que
SU (2) sea simplemente conexo, estando generado por la misma dlgebra que SO (3),
nos lleva a que es el recubrimiento universal de SO (3), también llamado Spin (3).

3Para més informacién sobre grupos y dlgebras de Lie, asf como de sus representaciones, que se
usardn en las siguientes secciones, se puede consultar [2].
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Representacion espinorial

su (2) tiene, salvo isomorfismo, la siguiente representacién fiel (llamadas matrices
de Pauli), actuando sobre el espacio vectorial C?:

ifo0 1 (0 —i if1 0
9%2=58 1 0)% 3\ i o )07 0 -1/

El factor % es fundamental para mantener las relaciones de conmutacién anterior-
mente indicadas. Esto implica que todas tienen dos autovectores S* con autova-
lores :I:%, al igual que, por linealidad, tiene todo oy, arbitrario. A su vez, implica
que exp{27o;} = —Id, lo que se sigue facilmente de la férmula de Euler. Es de-
cir, la transformaciéon que corresponde a un giro completo en este espacio no es la
identidad, sino la reflexién.

Como veremos luego, son los campos en esta representacion los que causan el

spin del electron. Por ello, los llamamos espinoriales.

Representacién sobre funciones

Consideremos coordenadas cilindricas en R3: (r, z,0) respecto a un eje n dado
por la coordenada z.

Buscamos estudiar las rotaciones respecto al eje n, de tal modo que nos interesa
la dependencia de las funciones en el dngulo. Sea f € C*°(R/ (27Z) ,C) una funcién
compleja en el angulo 6.

Queremos que o, actie en el espacio vectorial de funciones como exp{éan} .

f@=rf (0 + 9~> Es decir, trasladando el éngulo.

Por el teorema de Taylor y la expansiéon exponencial? tenemos que f(0) +
0 (onf)(0) = f(0) +00sf (A) + R (é) con limy_, % = 0. Vemos entonces que
la representacién de los giros sobre las funciones es oy, = 0y.

Dinamica de campos

Formalismo Lagrangiano
Lagrangiano y accion
Definicién 6. Llamamos Lagrangiano a una aplicacion L : C x (C @ T*) — R.

Definicion 7. Llamamos accion de Hamilton al funcional sobre los campos q
dado por

S[q = /T L(q(x), V() do.

4Para grupos de Lie que admiten un &lgebra unitaria que genera al corchete de Lie mediante el
conmutador.
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Postulado. El Lagrangiano codifica la dindmica de un determinado sistema, de tal
modo que las ecuaciones del movimiento para un campo q vienen dadas por los
extremos de la accion.

Fuerzas y momentos

Definiciéon 8. Sean V, W espacios vectoriales, F : V. — W, y u,v,w € V.

Definimos la derivada de Gdteaux como el limite, si eziste, agiu) [w] =
uU=v
lim, o F(v—i—sué)—F(v) )
Proposicion 9. Debido a la linealidad en w, tenemos que Blgq(zt) e L(V,W).
=v

Definicién 10. Sea q : C*(T,C) yL: C x (C ®T*) — R. Definimos el momento
de q, Pq, Y la fuerza de q, Fq como

pq:T — L(C®T*R)=L(C,T) Fq:T — L(C,R)
= 8L((9q~,v) . 8Léq~,v)
v l(@0)=(a(z),Va(z)), 7 l(gm)=(a(z),Va(z)).

Ecuaciones del movimiento

Teorema 11 (Euler-Lagrange). Si g tiene soporte compacto y Fq y pq estdn bien
definidas como derivadas, el extremo de la accion S se corresponde a V - pq = Fg.

Esta ecuacién es una generalizacion de la sequnda ley de Newton.

Simetrias y corrientes conservadas

Definicién 12. Sea s : T — gl(C), « € R y S, : T — GL(C) de modo que
Sa () = exp{as (z)}. Decimos que s es una simetria continua de S [q] si Ja € R
tal que S[q] =S[Sy - d], Ya € [—a,a].

Definicién 13. Definimos la corriente de q por s, jq, : T — T, como jq, (z) =
Pq (7)[s (z) - q(2)].

Teorema 14 (Noether). Si estamos en condiciones de aplicar el teorema de Euler—

Lagrange y s es una simetria continua, entonces V - jq, = 0 y decimos que jq, €s
una corriente conservada.

Es interesante en muchas ocasiones considerar cantidades conservadas integrales,
en el sentido de aislar una sola dimensién del espacio base T integrando el resto.
Sea asi T'=R; & T" de modo que V = 9; & V| y jq, (t) € L* (T",C).

Integramos V - jq, = 0%, usando el teorema de Stokes, entonces

—8t/ Jaglr, dx:/ Vi - jaglr dx:/ da:/ a=0,
T T / o1’

donde « es una (dim (7”7) — 1)—forma y 07" = @.

SUsamos que podemos conmutar fT, con 0.
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Definicién 15. Definimos la cantidad integral Jo (t) = [/ Jq,lr, (t,2) dz € C®°(Ry, R)
de modo que si jq, es una corriente conservada, OJq, = 0 y decimos que es una
cantidad integral conservada.

Momento angular

Particula puntual

Para relacionar el momento angular, o cantidad de giro con las cantidades con-
servadas, consideremos primero un caso sencillo y conocido. Sea un campo que
describe las coordenadas planas q : R — R2, ¢ (¢) = (r (t),s(t)) de modo que r es
la distancia al centro, s es la distancia sobre la circunferencia, contando también el
nimero de vueltas y j = musr = psr es el momento angular o cantidad de giro.

Veamos un ejemplo de como calcular una cantidad conservada. Sea o € gl (]RQ)
el generador de los giros. Ha de cumplir exp{¢o} - (r,s) = (r, s + r¢). Entonces

(00
7=\1 0 )’

de lo que se sigue 02 = 0 y exp{¢c} = Id + ¢o. Un giro arbitrario es entonces
exp{po} - (r,s) = (r,s) + ¢ (0,7) = (r,s + r¢$) como era de esperar.

Asumiendo que los giros son una simetria del sistema, calculamos el momento
angular con el teorema de Noether, jq, = Pq [0 - q]. El momento lineal pq lo po-
demos expresar por R** = R? — Pq = (pr,ps). Entonces vemos que la cantidad
conservada asociada a los giros es en efecto el mismo momento angular que se define
en los cursos de fisica basica:

ja, = ( pr ps)<(1] 8><Z>=psr:L.

Campo espinorial
Representacion de los giros

Sea un campo en coordenadas cilindricas (¢,7,z,6) respecto a un eje n, q €
C>®(Ry x Rf x R, x Ry/ (27Z),C) ® C2. Podemos descomponerlo en autofunciones
de o, Qe = c(t,r,2) e S, donde Si son los autovectores de la representacién
de SU (2) y €™ con m € Z las autofunciones de la representacién .

Entonces

OnQm+ = c(t,r,2) on (eimeSi)

. , 1
=c(t,r z2) (o*ne"”e) Si+ec(t,r,z)e™ (op8:) =i <m + 2) At

Aplicamos el teorema de Noether I+ = jgmi, = Pqms [On  Qmt]s ¥ lnt =

[m + %] IPqms [Am+]. Vemos que m se debe a la componente espacial del momen-
to angular y i% a la componente intrinseca, es decir, la parte entera se debe a la
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dependencia espacial mientras que la semientera se debe caracteristicamente a la
representacion espinorial.

Para calcular la integral conservada necesitamos el lagrangiano de Dirac, que
encierra la cinética de una onda que describe al electrén®: L (¢,v) = —ig*-6-v, donde
6 € GL (C?) ®R* es el “vector de Dirac”, dado por (&,v; ® v) = vy 1d|c2 +||v||ov. El
lagrangiano es invariante bajo rotaciones (se sigue de las relaciones de conmutacion
de las o). Entonces el momento es pq = —iq*6 y quign = [m + %] q*6q. Como la

restriccién de 6 a R; es la identidad, finalmente Jq,, o = (m + %) fR3 q*-qdz.

Cuantizaciéon

En la mecdnica cuantica hallamos una interpretacion probabilistica de la funcién
de onda, de tal modo que la integral de la densidad de probabilidad ha de ser la
unidad: ng q*-qd®z = 1. En este caso

1
JClmian = <m:|: 2)

Es notable recordar que no hemos recurrido a la mecdnica cudntica hasta ahora. Es
decir, la cuantizacién del spin es de hecho un fenémeno cuédntico, pero el origen del
spin es un fenémeno geométrico.

La medida en la mecanica cuantica requiere que el resultado sea un autoestado
del observable. Midamos el eje que midamos siempre obtendremos una respuesta
del tipo (m + %), lo que tal y como observé el experimento de Stern—Gerlach indica
que no hay electrones quietos.

Por supuesto, hay particulas en otras representaciones de SO (3) dadas por su
spin como 7 con spin 0, 7 con spin 1 o incluso AT con spin 3/2. El hecho de
que los campos de spin 1/2 sean la materia se debe al teorema spin—estadistica,
que dice que los campos de spin semientero obedecen al principio de exclusién de
Pauli, que es lo que hace a la materia caracteristicamente impenetrable, por contra
de los campos de fuerzas, que pueden acumularse sin limite y estan representados
por campos de spin entero.

Referencias

[1] Nakahara, M. (2003). Geometry, topology and physics, IOP Publishing.

[2] Baradarajam, V. S. (1984). Lie groups, Lie algebras and their representations,
Springer.

[3] Weinberg, S. (2000). The quantum theory of fields, Cambridge University Press.

SEstrictamente describe a un electrén quiral, el Lagrangiano completo describe a las dos quira-
lidades. Una descripcién mucho mas detallada se puede encontrar en [3].
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Introduccién

En este trabajo presentamos una introduccion a las ecuaciones diferenciales de
orden fraccionario y el anélisis del movimiento de un proyectil en términos del calculo
fraccional.

Preliminares

De acuerdo con la aproximacién de Riemann—Liouville al calculo fraccional, la
nocién de integral fraccionaria de orden « (o > 0) es una consecuencia natural de
la féormula de Cauchy:

1

" = t — )" 1 f(s)ds n .
If(t).(n_l)!/o(t )" f(s)ds, t>0, eN

Definiciéon 1. La integral fraccionaria de orden o > 0 de una funcion f €

L'([a,b],R) se define como:

t — g a—1
s = [ %f(S)ds,

donde I es la funcion gamma Fuler.

Teorema 2. Sean f(t) y g(t) tales que I®f(t), I%g(t), I*Pg(t) existen. Entonces,
las siguientes propiedades basicas de la integral de Riemann—Liouville se cumplen:

1. Interpolacion (continuidad).
2. Linealidad.
3. Propiedad de semigrupo (ley de los exponentes).

4. Conmutatividad.

PALABRAS CLAVE: Caputo; Riemann—Liouville; cdlculo fraccional; proyectil.

ol
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Denotando por D" con n € N, el operador de la derivada de orden n, primero
notemos que
D"["=1 pero I"D"#1, necN,

i.e., tiene inversa por la izquierda (y no inversa por la dercha) del operador integral
correspondiente I".

Definicién 3. Para una funcion f dada en un intervalo [a,b], la derivada frac-
cionaria de orden o de Riemann—Liouville de f se define como:

D) = s (&) [ =9 sty s

donde n = [a] + 1 y [a] es la parte entera de c.
Algunas propiedades:
DI =1, a>0,

T 1
DY = ﬂﬂ’o‘, a>0, yv—1,t>0,
F'y+1-a)
tfa
D¥1l= ——— 0, ¢t>0.
N >0, t>
Definicién 4. Sea f € AC™([a,b]), siendo AC™([a,b]) el conjunto de funciones f
tales que fi es absolutamente continua ¥i = 0,...,n. La derivada fraccionaria

de Caputo de f viene dada por:

cPa o 1 ! _ gl (n)s N
D) = pmay [ (= s ) s

De acuerdo con esta definicién, una propiedad relevante es que la derivada frac-
cionaria de una constante sigue siendo cero, i.e.:

‘D*1=0, a>0. (1)

Exploramos ahora las principales diferencias entre ambas definiciones dadas para
las derivadas fraccionarias. Para la derivada fraccionaria de Riemann—Liouville:

D*(t—a)*7 =0, j=1,2,..,[a] +1. (2)

De las propiedades (1) y (2) reconocemos los siguientes enunciados sobre fun-
ciones que para t > 0 admiten la misma derivada fraccionaria de orden «, con
n—1<a<n,néeN, es decir:

D f(t) = D% g(t) & f(t) = g(t) + Y _¢;(t —a)*7,
j=1

‘D f(t) =D g(t) & f(t) = g(t) + Y _¢; (t —a)" .
j=1
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Analisis del movimiento de un proyectil en términos del
calculo fraccional

Definiciones y preliminares

La transformada de Laplace de una funcién f(t) definida para todos los
numeros positivos t > 0, es la funcién F(s), definida por:

F(s) = L{f(H)} = /0 T ety dr,

siempre que esté bien definido.
Si le aplicamos la transformada de Laplace a la derivada fraccionaria de Caputo
de una funcién f nos da:

n—1

L{C;f:;f(x)} =s"F(s) — Z sa—m—lf(m)(o)’ n—1<a<n. (3)

m=0

Si le aplicamos la transformada de Laplace a la derivada fraccionaria de Riemann—
Liouville de una funcién f nos da:

e} n—1
L{c;:lraf(x)} =s"F(s) — Z smf(a—m—l)(o)’ n—1l<a<n. (4)

m=0

Formulacién del problema

Las ecuaciones cléasicas del movimiento de una particula en el plano z —y vienen
dadas por:
d’x d%y

segun la clasica Ley de Newton, y con las condiciones iniciales:

X 0, LL’(O) = g COS ¢7
y(0) =0, 9(0) = vosen¢.

es decir, el proyectil parte del reposo, con una fuerza inicial de médulo vy y un
angulo ¢.
Podemos escribir las ecuaciones diferenciales fraccionarias para el problema del
proyectil de la siguiente forma:
d%x d%y

dtiazo’ T =9 donde 1< a <2, (6)

donde para a = 2 tenemos el caso clésico (5).
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Para la derivada fraccionaria de Caputo, se tiene que la solucién de (6) se
puede obtener mediante la transformada de Laplace (3) como sigue:

(7)

s7Y (s) — s 1y (0) — s 2g(0) = — J.
s
Usando las condiciones iniciales (7), se llega a que:
Vg COS @ g Vo sen ¢
X(s) = 2 Y(s) = T gatl 2
Por tanto:
(t) =vpcos -t (t) 9t +wvgsen¢ -t (8)
x(t) = : = - t.

Para la derivada fraccionaria de Riemann—Liouville, se tiene que la solu-
ci6n de (6) puede ser hallada usando (4):

sYX(s) — D*1z(0) — sD*2z(0) = 0,

s°Y () — D 1y(0) — sD*2y(0) = —g.

Usando ahora las condiciones iniciales:

D24(0)
D*"?y(0)

0, D*12(0) = vgcos ¢,
0, D% 1y(0) = vgsen .

que para « = 2 coincide con las condiciones iniciales (7). Obtenemos:

X(s) = UOZ%QZ)’ Y(s) = _SO:(JH vo Ssin¢'
De ahi se sigue que:
a—1 gte a1
x(t) = vp cos ¢ ()’ y(t):—m—i-vosenqﬁ o)’ (9)

Caracteristicas del movimiento de un proyectil en el calculo fraccio-
nal

Tres cantidades son particularmente relevantes para identificar, distinguir y ana-
lizar trayectorias: rango, altura méxima y tiempo de vuelo.

= El rango es la distancia horizontal recorrida por el proyectil desde que se
lanza hasta que aterriza.

= La altura maxima es la altura en el punto més alto de la trayectoria.

= El tiempo de vuelo es la cantidad de tiempo que el proyectil esté en el aire
desde que se lanza hasta que aterriza.
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Trayectoria

Caputo
Eliminando ¢ de (8), obtenemos la trayectoria del proyectil fraccional en

un « arbitrario:
gx*

=t Sx— . 10
y=tang-w (o + 1) (vg cos ¢) (10)
Si @ — 2, (10) nos da la ecuacién clésica de la trayectoria:
_ _ 9 .2 2
y=tan¢- x 5 sec” ¢ - x”.
2vug
Riemann—Liouville
Eliminando ahora ¢ de (9), se obtiene:
g zI'(«) et
=1 ST — . 11
y=tang -z IMa+1) (vocosqb) (11)

Nuevamente si @ — 2, a partir de (11) deducimos la ecuacién cldsica de la trayec-
toria:

yztand)-:c—%se@gb-x?
2vug

Rango

El rango proyectil fraccional se define como el valor de x en el punto de
impacto.

Caputo

Asi, y =0 en o = Rp. De ahi, Rp viene dado por:

Rp = (vg)a—T P ]al (sen <z5)ﬁ Cos ¢. (12)

También si @ — 2, (12) nos lleva al rango del proyectil clésico:

9 2
Rc = &sen(bcos o.
g

Riemann—Liouville
Haciendo nuevamente y = 0 en = Rp, se obtiene:

Vg COS ¢ <a vo sen d)) o=l
I'(a) g ’

Rp =

Si a — 2, a partir de (13) obtenemos el rango del proyectil clésico:

9 2
Re = ﬂsen(;ﬁcos o.
g
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Tiempo de vuelo

El tiempo de vuelo fraccional tr_gjep se define como el valor de t en el cual
el proyectil choca con el suelo.

Caputo

Por esto hacemos, y = 0 en ¢ = tp_gignt, y de ahi:

1
I'la+ vgsen g | o1
Lr—flight = ( ; ¢ . (14)

Riemann—Liouville
De modo similar obtenemos:

Q vgsen ¢
p .

Noétese que en ambos casos, el tiempo de vuelo clasico puede deducirse de las
ecuaciones (14) y (15) cuando o — 2:

tr_flight = (15)

2vg sen ¢

g ;

Altura maxima

Caputo
El proyectil alcanza su altura maxima cuando la componente vertical desapa-
rece, i.e, y = 0. Resolviendo esta ecuacion para t, llegamos a que:

I'(a)vg sen d)} a1 . (16)

g
Substituyendo (16) en y(t) en (8), obtenemos Hp:

e = (1= 1) [H2) ™ e

tight—h = [

Riemann—Liouville
De modo similar obtenemos:

(o — D)vgsen ¢
tight—h = f’
—((a — 1Dvgsen ) n (vp sen @) (a - 1)06—1.

Hpr =
F [(a+ 1)go1 () g

Referencias

[1] Abdelhalin, E. (2011). Analysis of projectile motion view of fractional calculus,
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El concepto de dependencia entre variables aleatorias ha jugado siempre un papel
central en la Estadistica. Por ello, es imprescindible contar con tests estadisticos que
indiquen cuédndo dos variables son independientes o dependientes. Este trabajo se
estructura en dos partes: en la primera se hace un breve repaso a los tests estadisticos
maés relevantes para contrastar la independencia y en la segunda se propone un nuevo
test basado en la estimacién no paramétrica de la densidad. Este nuevo test se aplica
para estudiar los incendios de Portugal de los tltimos 25 afos.

Motivacion

Contrastar la independencia estadistica es importante para determinar si exis-
te 0 no una relacién entre dos variables aleatorias de forma rigurosa, objetiva y
automatica. Es, ademas, un primer paso en el andlisis estadistico de un conjunto
de variables: si se concluye que hay independencia, el tratamiento de las variables
puede ser marginal, mientras que si no se deberd explorar el tipo de dependencia
(por ejemplo mediante modelos de regresién). Finalmente, es conveniente tener cla-
ro que la intuiciéon puede jugar malas pasadas a la hora de examinar visualmente la
independencia entre dos variables. Por ejemplo, la Figura 1 contiene los diagramas
de dispersién de muestras obtenidas de diferentes variables X e Y. Situaciones que
a priori parecen dependientes (4 y 5) resultan ser independientes y, reciprocamente,
situaciones que parecen independientes resultan no serlo (3 y 6). Este hecho refuerza
la necesidad de tener tests estadisticos rigurosos para distinguir estas situaciones.

Tests de independencia

Un test estadistico es una funcién de la muestra Xi,..., X,, de una variable
aleatoria X que nos va a permitir decidir si una hipétesis Hg sobre X es plausible a
la luz de la muestra. Los conceptos clave de todo test estadistico son los siguientes:

= Hipdtesis nula o de partida Hy: es cierta hasta que haya evidencias que de-
muestren lo contrario.

PALABRAS CLAVE: independencia; test estadistico; densidad.
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» Estadistico T: mide la discrepancia entre Hy cierta y falsa.

= Distribucién de T bajo Hyp: permite saber si la discrepancia, suponiendo que
H)j es cierta, es grande (rechazo Hp) o pequena (no rechazo Hy).

p—valor: probabilidad de obtener un estadistico 7" al menos tan desfavorable
a Hy como el observado, suponiendo que Hj es cierta. Se rechaza Hj si el
p—valor es menor que el nivel de significaciéon «, usualmente o = 0,05.

Situacion 1 Situacion 2 Situacion 3

Situacion 4 Situacion 5 Situacion 6
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Figura 1: Diagramas de dispersién de 200 observaciones simuladas de X e Y. En
las situaciones 1, 4 y 5 son independientes, mientras que en 2, 3 y 6 no.

Intuitivamente, que dos variables sean independientes significa que ninguna afec-
ta en el comportamiento de la otra. La definicién formal es la siguiente.

Definicién 1 (Independencia estadistica). Dos variables aleatorias X e Y son in-
dependientes si Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y), siendo Fxy la funcion de distribucion
conjunta de X eY y Fx y Fy las distribuciones marginales correspondientes. Si X
e Y son absolutamente continuas, esto equivale o fxy(x,y) = fx(z)fy(y), siendo
fxy la densidad conjunta y fx vy fy las densidades marginales.

Sin suponer nada mas sobre las variables X e Y (salvo que sean absolutamente
continuas), en la literatura estadistica han surgido cuatro grandes alternativas para
contrastar la independencia:

1. Usar la funcién de distribucion, considerando el proceso empirico dado por
la diferencia de distribuciones empiricas, v/n(F,(x,y) — F,(z)F,(y)).
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2. Test Chi—cuadrado. Consiste en discretizar los datos en categorias y realizar
un test Chi—cuadrado en una tabla de contingencia.

3. Usar medidas de asociacidon. Son los métodos més populares por su inter-
pretacion y facilidad de uso. Se estiman mediante las medidas muestrales de
asociacién.

4. Usar la funciéon de densidad, estimandola no paramétricamente mediante
suavizado nicleo (kernel smoothing).

Nos centraremos en las dos ltimas al ser las més relevantes para la siguiente seccion.

Tests basados en medidas de asociacién

Las medidas de asociacién miden el grado de dependencia de primer orden (o
en media) existente entre variables. La medida de asociaciéon més conocida es el
coeficiente de correlacion de Pearson, que corresponde al conocido coeficiente de
correlacién de la recta de regresién de Y sobre X, denotado por r = corr(X,Y). Al
estar determinado por una recta, este coeficiente suele ser bastante limitado y por
ello han surgido modificaciones como la Rho de Spearman, que es el coeficiente de
correlacién de las probabilidades acumuladas: p = corr(F(X),G(Y)). Otra medida
de asociacién es la Tau de Kendall, que mide el grado de concordancia (X grande
— Y grande) o discordancia (X grande = Y pequena): 7 = 2(P{(X; —X>2)(Y1—
Y2) >0} = P{(X1 — Xo)(Y1 — ¥2) <0}) — 1.

Hay procedimientos para contrastar que cualquiera de estas medidas sea nula
(Ho : r,p,7 = 0, no asociacién). Sin embargo, conviene tomarlos con cautela a la
hora de contrastar la independencia, ya que aunque ésta implica que Hg : 7, p, 7 = 0,
el reciproco no es cierto. Entre otras situaciones, esto ocurre si la dependencia entre
las variables es de segundo orden (o en varianza).

Tests basados en la densidad

Rosenblatt [5] propone un estadistico utilizando la estimacién por suavizado para
las densidades desconocidas. El estadistico mide la discrepancia de la independencia
mediante la distancia Lo entre la estimacién de la densidad conjunta y el producto
de las estimaciones marginales:

~ N N 2
R, = / <fXY;h(xuy> - fX,h(x)fY;h(y)> dx dy,
RQ

donde frn(r) = o iy K (555) (respectivamente fya(y)) v Frvin(e.y) =
# YK (thxi x K (y_hyl> son los estimadores ntcleo de las densidades des-

conocidas (ver [3] para referencias en este campo). Debido al diseno del estadistico
R, el test detecta la presencia de dependencia de una forma plena, a diferencia de
los test basados en asociacién, aunque ni Rosenblatt [5] ni posteriores referencias
proporcionan un procedimiento aplicable en la préictica o estudios de simulacion.
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Un nuevo test de independencia

El test de Rosenblatt puede ser considerado para contrastar la independencia en
otros contextos mas complejos, como por ejemplo, en el que una variable sea escalar
y la otra direccional. Los datos direccionales representan observaciones contenidas en
la g-esfera Q, = {x € R7™! : ||x|| = 1}, siendo casos particulares los datos circulares
(¢ = 1) y los datos esféricos (¢ = 2). Hay ejemplos de este tipo de datos en diversas
areas como protedmica, meteorologia, astronomia y ciencias forestales. Debido a la
geometria de €1, las técnicas estadisticas usuales no valen para datos direccionales,
siendo el ejemplo tipico que la media de 358° y 2° no es 0°.

Sean X y Z dos variables aleatorias absolutamente continuas, X con soporte en
Qg y Z en R. La hipdtesis de independencia se puede expresar mediante

Hy: fxz(x,2) = fx(x)fz(2) vs. Hy : fxz(x,2) # fx(x)fz(2).

El estadistico de contraste, al estilo del propuesto por [5], es
. R . 2
T, = / (fXZ;h,g(Xa Z) - fX;h(X)fZ;g(Z)) Wq(dx) dz,
Qg xR

donde fxz;h,g(x, z) = Ch’nqi;L)Z?:lL <1_’27§X1> x K (z—sz) es el estimador nu-

cleo direccional-lineal conjunto y fx;h(x) = C}‘%(L)Z?:lL (1_’;;&) y fz;g(z) =

nig K Z_gZi> son los estimadores ntcleo direccional y lineal marginales. La
explicacién detallada de estos estimadores se puede ver en [3] y en sus referencias.

Bajo ciertas condiciones de regularidad se puede obtener la distribucién asinto-
tica de T}, bajo Hy,

(nhg)? (T, — An) — N(0,207),

siendo A, y O’% el sesgo y la varianza asintética, respectivamente.

El test en la practica

Desgraciadamente, la distribucion asintética no sirve para calibrar el estadistico
en la préactica debido a su lenta convergencia. Es por ello que es necesario imple-
mentar un procedimiento de remuestreo para aproximar la distribucién real del
estadistico a partir de una muestra {(X;, Z;)};; de la variable (X, Z). La idea es
sencilla: bajo independencia, T;, deberia ser similar al estadistico calculado a partir
de una muestra obtenida mediante una permutacién o € S, {(Xi, Za(i))}?zl. Me-
diante este método podemos obtener B < n! estadisticos permutados con los que
es posible aproximar la verdadera distribucién de T},. Estos pasos se detallan en el
siguiente algoritmo.

Algoritmo 2 (Procedimiento del test). Sea {(X;, Z;)};_, una muestra de (X, Z).

1. Calcular el estadistico T, .
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2. Calibracion por permutaciones. Para b= 1, ..., B:

= Para una permutacion aleatoria o, obtener {(Xl, Za(i))}?zl.

= Calcular el estadistico para la muestra permutada T,
3. Obtener p—valor ~ #{Tn < T;fb}/B.

El céalculo de T, y su calibracién se pueden acelerar notablemente utilizando la
expresion cerrada,

= et (20 2~ ZWRAe) + 1 #NT100) ) 17

donde W(h) y Q(g) son matrices simétricas y Eq(h) = (277)%1hq_11'ﬁ(1/h2). La
gran ventaja es que sélo es necesario calcular una vez las matrices aQunque en el
calibrado se usen B permutaciones. La expresion es vélida para los nicleos L y K
mas habituales: von Mises y normal, respectivamente.

Estudio de simulacion

En [3] se detalla un completo estudio de simulacién del nuevo test para varias
dimensiones, tamarios muestrales y diferentes escenarios. Ademads se compara con
los test existentes para el caso circular-lineal (¢ = 1): R2 de Mardia [4], U, de
Mardia [4] y A4y de Fisher y Lee [2]. Estos test estdn basados en adaptaciones a
datos circular—lineales de las medidas de asociacion r, p y T, respectivamente.

En el caso circular—lineal, los resultados del estudio de simulacién indican que
el nuevo test es competitivo frente a R2, U, y A4, para los tipos de asociacién para
los cuales estos tests fueron disefiados. Ademads, el nuevo test es capaz de detectar
tipos de dependencia tanto en primer como en segundo orden que ninguno de los
tests competidores son capaces de detectar. En el caso esférico—lineal el test funciona
también de forma satisfactoria y no tiene competidores.

Aplicaciéon a datos reales

En [1] se analizan los 26870 incendios ocurridos en Portugal durante los anos
1985 y 2005 y se clasifican en 102 cuencas diferentes. La recoleccién de estos datos
se realiza comparando las imdgenes satelitales de Portugal al principio y al final
de la temporada de incendios. Del perimetro de cada incendio se puede obtener
la recta que maximiza la varianza de los datos proyectados en ella y que forma
su esqueleto principal, denominada primera componente principal (CP1). La CP1
induce un angulo, que es la orientacién del incendio, como puede verse en el grafico
de la izquierda de la Figura 2. Por el mismo método se puede calcular la orientacion
de una cuenca. Varias preguntas surgen para estos datos: jinfluye la orientacién
del incendio en el area quemada?, jinfluye la orientacién de una cuenca en el drea
quemada dentro de ella?, jcomo es la dependencia entre la orientacién de incendios
y area quemada por cuencas? El test propuesto contesta a estas preguntas.
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La hipétesis nula de independencia entre la orientacién de incendios y su (log)

area quemada se rechaza con p—valor = 0,000. Se rechaza también la independencia
entre la orientacién de la cuenca y el (log) drea total quemada en ella para orien-
taciones con p—valor = 0,000. En cuanto a la dependencia por cuencas, el mapa de
la Figura 2 ilustra que la dependencia no es homogénea en las cuencas y que
estd concentrada en unas pocas. Los tests se han realizado con ventanas elegidas
por validacién cruzada y con B = 1000 permutaciones.

412
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sl PC2 axis

409

¥ (km)

408 -

407 |-

p-values
@ [0.00,0.01)
406 & . . ] = [0.01,0.05)

251 252 258 254 255 256 257 B [0.050.10)
@ [0.10,1.00]

~Bumed area with perimeter vertices

X (km)

Figura 2: Izquierda: orientacién angular del incendio por medio de la CP1 del peri-
metro (extraido de [1]). Derecha: p—valores del test de independencia con los incen-
dios agregados por cuencas.
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Abstract

In this paper an inverse problem for the Sturm—Liouville operator in a finite
interval is studied and some important uniqueness theorems are presented. We also
focus on the construction of a Sturm-Liouville boundary value problem by studying
two sequences satisfying exact conditions via the Gelfand—Levitan algorithm. We
also show an exact example using this algorithm.

The following boundary value problem is called the Sturm—Liouville problem:
Ly=—y" +qx)y= Xy, x=€l0,7], (1)

{y:<o> ~hy(0) =0, @)
y'(m) + Hy(m) =0,

where ¢(z) € C(]0,7]) is a real continuous function, h and H are given real
numbers and A is a complex parameter.

If (1) is considered with the boundary condition y(0) = 0, y(7w) = 0, then
the resulting problem is called the Dirichlet problem. If (1) is considered with the
boundary conditions 3'(0) = 0, 3/(7w) = 0, then the resulting problem is called the
Neumann problem.

We denote by ¢(x, \) the solution of the equation in (1) satisfying the following
initial conditons:

0(0,\) =1, ¢ (0,\) = h.

Definition 3. If for some X = Xg, the problem (1)-(2) has a nontrivial solution
y(x, Ao), then the number Ay is called an eigenvalue of the problem (1)-(2) while
the function y(x, N) is called an eigenfunction.

Definition 4. The numbers

™
a%:/ ©*(x, Mp)de, n=0,1,2, ...,
0

KEYWORDS: Sturm—Liouville operator; Uniqueness theorems; Gelfand-Levitan algorithm.
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are called normalizing constants of the problem (1)-(2).

Definition 5. The functions determined by the formulas

1
up(x) = a—gp(a:,)\n), n=20,1,2,..,
n

are called orthonormal eigenfunctions of the problem (1)-(2).

From now on, we call the pair of sequences {\,}2°, and {a,,}22, spectral
characteristics or spectral data of the Sturm—Liouville problem.

Definition 6. The problem of finding spectral data {A,}22 and {on}52, by the
potential function and boundary conditions, is called the direct spectral problem
and, reversely, the problem of constructing the boundary value problem (1)—(2), that
is, to find q(z) and numbers h and H, is called the inverse spectral problem.

Inverse problems

The first result which played an important role in the development of inverse
problems for Sturm—Liouville operator was first obtained by V. A. Hambardzumyan
in 1929 (see [1]).

We consider the so called Sturm—Liouville problem:

Ly=—y"+q(x)y =Xy, y'(0)=0, y(m)=0. (3)

where g(x) € C ([0, 7]) is a real continuous function. It is well known that if ¢(z) = 0,
x € [0,7] in (3), then A, =n?, n >0.

Theorem 7 (Hambardzumyan, 1929). If
A =02, n>0,
then q(x) =0, z € [0, 7].

In general one spectrum is not enough to construct Sturm-Liouville problem
since two different Sturm-Liouville boundary problems may have the same spec-
trum. For example, \, = n?, n > 0 is the spectrum of the following boundary value
problems:

—y" =Xy, ¥(0) =y'(7) =0,

-y + y =Xy, ¥'(0)+y(0) =0, y'(r) + ——y(m) = 0.

2
(1+z)?
Consider two different Sturm—Liouville problems:
-y +q(z) = z € [0, 7],

)
y'(0) — hy(O (4)
y'(m) + Hy(m) = 0,
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y'(0) — hy(0) =0, (5)

where ¢(z), §(z) € [0, 7] are real continuous functions and h, H, h and H are finite
real numbers.

We denote by ¢(z,A) and @(z, A) the solutions of the equations in (4) and (5)
satisfying the following initial conditons:

0(0,\) =1, ©'(0,\) = h,

@(07 )‘> =1, 6/(07 )‘) = %7

respectively. Then we have the spectral data formed by {\,,, o, }22, and by {Xn, an}rc g
for each problem. So we arrive at another well known uniqueness theorem.

Theorem 8 (Marchenko, 1977). If

An = An, Qp=0ap, n>0,
then the following equalities hold:
h=h, H=H, q@)=q), z¢cl0,x].

We state next the theorem of Borg (see [2]). Let us be given four different
boundary value problems:

—y" +q(x) =Ny, =e€l0,7],
y'(0) — hy(0) =0,
y'(m) + Hy(m) = 0.

—y" +q(x) =Ny, = e€l0,7],
y'(0) — h1y(0) = 0,
y'(m) + Hy(m) = 0.

-y’ + E];(x) =\y, z€[0,7],
y'(0) = hy(0) = 0,
y'(m) + Hy(m) = 0.

- ”—l—?]:(ic) =)y, z€[0,n],
()~ hay(0) =,
y'(m) + Hy(m) = 0.

/

where q(z), ¢(z) € [0, 7] are real continuous functions and h, hy, h, hi, H and H
are finite real numbers. We denote by {\,}7%q, {1n}52 0, { A} and {fn }22, the
eigenvalues of these problems.
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Theorem 9 (G. Borg, [2]). If
then

Gelfand—Levitan algorithm

In order to learn to solve an inverse problem we introduce some necessary infor-
mation. Later on we use the following theorems.

Theorem 10. For the spectral data {\,}52, and {an, }22 the following asymptotic
representations hold:

\/)\n:n+7;"7+xﬁ, {xn} € 2,
on =5 +%X {xn} €lo, (6)
A F Ay, nFEmM, o, >0, n=0,1,2 ..,

where

™
Oén:/ @Q(l‘yAn)di', n=0,1,2,..
0

Theorem 11. For the solution @(x,\) of the equation (1) satisfying the initial
conditions ©(0,\) =1, ¢'(0,\) = h the following integral representation holds:

x
oz, \) = cos V Az + / K (x,t) cos VL dt, (7)
0
where K (x,t) is any real continuous function satisfying the condition:

x
K(z,z)=h+ 1/ q(t)dt.
2 Jo
We know that the spectral data of the problem (1)—(2) satisfies (6). Now we look
for a way of solving an inverse problem that is given by two sequences satisfying the
condition (6). By (7) we can see that if we get K(x,t) by the spectral data, then
we can find ¢(z), h and H using the following formulas:

d 1 (7
q(x) =2—K(z,x), h=K(0,0), H:wh/ q(t) dt. (8)
de 2 0
This information is not enough to solve the problem, that is why we define the
following function by spectral data so that we can get the function K (z,t):

[o¢]
Fla.t) = Z (cos VAnz cos v/ Apt  cosnz cos nt> ’ ()
n=0

an ad
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where

0 5, n>0,
o, =
m, n=020.

The following theorem plays a crucial role in solving the inverse problem.
Theorem 12. For each fized x € [0, 7], K(x,t) satisfies the following linear integral
equation:

K(x,t)+F(a:,t)+/xK(x,s)F(s,t)ds:0, 0<t<u. (10)
0

Equation (10) is called Gelfand—Levitan integral equation or the main integral
equation of the inverse problem theory [4]. So, we have all we need to solve the
inverse problem.

The algorithm for solving an inverse problem is as follows:

1. By the spectral data we define F'(x,t) function using (9),
2. Inserting F(x,t) into (10) we get K(z,t),
3. Employing K(x,t) in (8) we finally obtain ¢(z), h and H.

Example 13. Let’s try to solve one inverse problem using Gelfand—Levitan algo-
rithm.

E? > 17 E’ > 07

Given A, =n?, o, =< 2 "= ag =<2 "= find {q(x),h, H}.
oy, n=0, m, n=20,

According to the algorithm above we get:
11 _
2. Inserting F(z,t) into (10) we get K(x,t) = — .
3. Employing K(z,t) in (8) we finally obtain q(x) = %, h=-a, H=
l-lilmr = a;ﬂ'

Then, the function p(x,\) has the following form:

a senvAz
1+ar /X

Finally, we construct the following boundary value problem:

o(z,\) = cos V Az —

2
_y// + (L%-#)?y = \y,
y'(0) + ay(0) =0,
/() + “22y(r) = 0.

The problem is completely solved.
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