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Problemes mix limites non classiques
pour equations d’evolution

1. L. LIONS

AESTRACT. We study dxc wave equation in a bounded domain Ox (0, T) subject to
Cauchy data on 50 x (0, fl, or on part of 50 x (0, 2’). Tools frorn the theory of
optisnal control are used. We use in particular dic HUM theory, introduced in J. L.
LIoNS [1], [2], bor dxc problem of exact controllability.

1. INTRODUCTION

1.1. Soil O un ouvert borné de IR”, de frontiére (réguliére) F. Dans le
cylindre O x (O, EF), on considére l’équation des ondes

u~’—Au=O (1.1)

oú

Su 52u 52 52
u aí2~ 5x

1 8x
2

Qn dénote par

E=Fx(0, 1’) la brontiére de Qx(0, 1’)

= Fo x <O, fl un sous ensemble donné de E.
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et par

(1.2)

(1.3)
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Qn cherche u solution de (1.1),

¡¿=0 sur! (11.4)

sur So, (LS)

oúf es! une bonction donnée sur 5o et oú-2-- désigne la dérivée normale á U

dirigée vers l’extérieur de O. Paur fixer les idées on supposera que

(1.6)

La premiére question est: ce probléme admet-il une (ou plusieurs) solu.
1 ion(s)?

La réponse n’est pas tout á fait évidcnte, un élémern de la réponse ¿tan!
apporté par la tit4orie cíe la contrólabilité exacte dont nous rappelons
quelques aspects au n.0 2.

Cela permet, sous certainx conditionx sur 5o de donner les conditions
nécessaires et suifisantes surf pour que (1.1), (1.4), (1.5) admette une solution.

Mais s’íl n’y a pas de solution au probléme, il est assez nature! de le
«relaxer» de la maniére suiVante: dans l’enseinble des bonctions u Vérif’lant
(1.1), (¡.4), trouver (si elle existe) celle des bonctions qui minimixe la quantité.

I(

óu 2

Qn a alors afraire á un probléme de controle, que nous posons maintenan!
plus précisément.

1.2. Probléme de controle optimal. Qn considére le systérne don! l’é!at y
es! donné par

y —Ay=0 dans Ox(0, 79 (1.8)

y(O) = y0, i/(O) =

v={v0, v1}eH¿(O)x L2(Q), (1.9)

y=O sur!. (1.10)

Le systéme (1.8), (1.9), (1.10) adme! une solution unique e! définit donc
l’état v=y(v) du systéme.
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Sous les condiiions (1.9) on sait que (cf.
redémoniré dans J. L. Lions [2], vol. 1),

e L2(E).
dv

Qn peut donc introduire la bonetionnefle

el on cherche

J. L. Lions [4], résultat

(1.1 1)

u 8y(v) 2——f dxo
8v

mf. 5(v), y = {v0, y’ } E H¿(Q)x 0(0).

C’est ce probléme que l’on va résoudre aux n.0 3 el 4
au nY 2, un bref rappel de quelques notions de la ihéorie
exacte, telle qu’introduiie dans J. L. Lions [1].

Quelques variantes seront données au n.0 4.

(1.12)

(1.13)

aprés avoir donné,
de la conirólabilité

Remarque 1.1. Le type de problémes considérés ici inierviení noiam-
mení dans des questions liées á la géologie, qui m’ont été signalées par L.
Taraniola [1].

2. CONTROLABILITE EXACTE

2.1. Une ¡négalité. Sous «ceriains conditions» sur So on a l’inégaliié:

8y(v) 2~x =C[IItOII2HUQ¡ + ¡¡u1 IFL~ÉoxIJ, (2.1)

C>0.

Celle inégalité esí, en cjuelque sorte, une inégalité de type inverse
de celle obienue en utilisant (1.1 1), et, plus précisément, que l<application

{v0, v’}..-,9=fesí continue de H¿
3(O) x

Ceite inégalité (2.1) a d’abord ¿té obienue par L. F. Ho [1] dans le cas
suivaní: soit x

0 e IR”; on introduit

r(x0)={x¡xEr, (x—x0) v(x)=0}. (2.2)
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Alors (2.1) alieu si

= F(x0) x (0, 79 (2.3)

EF> 2R(x0jJ, R(x0) — rnáx. (x — A)< v(x), x ~ E(x%.

Ce résultat a ensuile été étendu par C. Bardos, O. Lebeau el J. Rauch [1]
qui ont obtenu les conditions nécessaires e! suflisantes pour que (2.1) ait lieu.

2.2. N’Iéthode HIJN4. Le probléme de la contróbailité exacte est —dans
un cas trés particulier— le suiVan! (on pourra consulter J. E. Lions [1], [2]
pour la théorie générale, et la bibliographie de ces travaux).

Qn considére l’équation d’état donnée par

z”—Az=0 dans 040, 79 (2.4)

z=w sur X
0

z=~0 sur X/10 (2.5)

z(0)=y
0, z’(0)= y’. (2.6)

Dans (2.6) on suppose que

y%L2(O), y’EH ‘(O) [dual de H¿40)]. (2.7)

Alors, si weL2(Xo), on peut montrer (J. L. Lions [4]; cf. aussi [211,vol. 1)
que (2.4), (2.5), (2.6) admet une solution unique z(w). La fonetion

t—*{z(t: w), z’(t: it’)}

continrie de [0, EF] —*L2(O) x H — ‘(O)
On cherche w, s’il existe, tel que

z(T; w)=z’(T; w)=0. (2.8)

Si, porir torit coriple y0, y1 Vérifiant (2.7), on peut troaver weL2(Eo) tel que
Fon ají (2.8), alors on dii qu’il y a Contrólabilité exacte á runsrant EF

La méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) monire que si (2.1) a
lieu, alors il y a contrólabilité exacte.

On opére comme suit: on part de vt y’ et on résout (1.8), (1.9), (1.10).
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Qn introduil ensuile «‘ solution de

dans Qx(0, 79 (2.9)

#W=«’V9=~ dans O,
8y sur E0
8v

sur E/So.

Qn définil enfin A par

A {tP, u’> ={«(0), —@(O)}. (2.10)

Qn définil ainsi (cela mérile quelques développements que l’on irouvera
dans J. L. Lions [2], vol. 1) un opéraleur

A e2(F; F9, F =H¿(O)xL
2(O) (2.11)

qui est syméírique (A * = A). Qn a:

O (8y(v)N2
c A {v0, v’}, {v% v’}> — J k 8v ) dE

0 (2.12)

(on mulliple l’équation (2.9) par >4v) el l’on intégre par parlies).
Les intégraiions par parties sont valables par définition, puisque ~‘ esí

solution baible de (2.9) définie par transposilion, comme dans J. L. Lions el E.
Magenes [1]). Alors

A ext un isomorpitisme de F sur F’. (2.13)

Qn considére alors l’équation

A {v
0, u,> ={y’, —y0}. (2.14)

Elle admet une solution unique. Qn calcule >4v) correspondaní á cetie
___ Oy(vsolulion: si l’on prend 8v sur Lo on a z= «‘, done (2.8) el on a consiru¡t

un contróle donnaní la contrólabilité exacte.

Remarque 2.1. En bait s<il un contróle, disons w
0, donnant lieu á (2.8), alors

il en existe une unfinité. Tous les contróles w donnant lieu á (2.8) formen! un
espace affine

WEWo+ r, (2.15)
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oú 1< est détini comrne suit. Qn considére la solution O de

0”—LXO. =0 dans Ox(0, 79
0(0) = 0’(0) = O dans O

(2.16)
0=q surX0
0=0 sur E/X0

Alors

Y = {g¡geL
2%, 0(79=0’(79=0} (2.117)

Remarque 2.2. Qn a montré dans J. L. L¡ons [3] que la condition
necessaire et suflisante poar que (1.1), (1.4), (1.5) admette une solution est que

ff~dXo=0 Vqet. (2.18)

La nécessité est évidente: on multiplie (11.1) par O ayee (2.16), 2.17).
Aprés intégrations par parties, on trouVe (2.18).
Le bah que (2.18) soit suflisant es! établi dans i’article cité.
Notre obje es mainíenaní de réxoudre (1.13), que la condition (2.18) alt lieu

ou non.

3. SYSTEME DOPTIMALITE

On va supposer désornzaix que (2.1) a lieu. Alors le probléme (1.13) adme!
une solution unique. Qn cherche á caractériser cette solution par un svstéme
d’ophmalité.

Pour cela on introduit le probléme pénalisé suix’ant:

1 015y2 110
fl(v, Y)iJ j.áv<f¿tZo+vJJ (y—Ay)2dx di (3.1)

oú y vérifie Qx(O r)

y(0)=v0, y(0)=v’ (3.2)

et

v=0 sur (3.3)

Qn a pris dans (3.1) ¿>0; c’ext lefacteur de pénalisation.
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Le probléme pénalisé est:

mf. SQ(v, y) (3.4)

oú v={tP, v’IEHUO)xL2(O), y”—AyeL2(Ox(0, 79) avec (3.2) cl (3.3).
Le probléme (3.4) admet une solution unique, notée {v~, >4.
Qn introduíi

1
— —(y~’—Ay,)

e
Lorsque c—*0, oñ a:

Y — {z~, vfl—*{v0, v’} dans H¿(0) x 0(0)

oú {v0, v1} est la solution du probléme (1.13).
Qn écrit le systéme d’optimaliié pour

d’Euler est, uiilisant la notation (3.5):

S(

5y
Sf

le probléme (3.4). L’équation

—Ay) dx dt=0 (3.7)

‘«y ayee (3.2), (3.3).
O><(O. 7)

Aprés intégrations par parties dans (3.7), on trouve

p7—Ap
5=0 dans Ox(0, ‘19

p’(O) =p~(O)=p~(79=p~(79=O dans O

8y~
Pc + —f = O sur Eo,p5=0

II résulte de (3.1) que lorsque e—*0 on a:

Sy, ¿y

sur E/E0

—* — dans O(s0)
5v 5v

oú y=y(v
0, y’) solution «optimale» correspondaní al

optimale de (1.13).
Qn déduit de (3.10), (3.11) que

v={v0, v’} solution

(3.5)

(3.6)

et

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

p~Ix demeure dans un borné de II(S) lorsque ¿—*0. (3.12)
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Cela, joint al (3.8) et (3.9) (oú l’on peut utiliser aussi bien les conditions
«initiales» á t = O que les condiiions «finales» a t= EF), montre que, lorsque
¿—*0.

{pc, p} demeure dans un borné de LW(O, EF; L2(O)xH’(0)). (3.13)

Qn peut alors passer al la limite. Qn trouve:

Théoréme 3.1. Le problérne (1.13) admet rime solution unique v={v0, v’}:
Soit y la solution correspondante. Lafonction y cxi caractérisée par la solution
{y, p} dri systéme d’optimaluté

y —Ay=0
p —Ap=0
¡‘(0) = p’(O) = p(79 ¡“(79 = O
y=0

dans Ox(0, 79
dans O

sur 5

p+~—f—0 sur i
03v

¡‘=0 sur E/So.

Remarque 3.1. Qn va mainienaní «interpréter» (3.14) —dont on recon-
nait que ce probléme n’est pas d’une lumineuse clarté.. .— et en déduire un
algorithme pour résoudre construclivemení le probléme.

4. ALGORITHME DE RESOLUTION

Qn commence par introduire la fonction auxiliaire Y solution de

F”—AF =0
F (79 = F ‘(79=0
F=f sur

5o

dans Qx(0, 79
dans O

F=0 sur

(4.1)

Considérons dans (3.14) y(O) = y0, y’(O) = y1 comme les inconnues.

Donc

dans Ox(0, 79y —Ay=0
y(0)=v0, y’(0)=v’ dans O (4.2)

(3.14)

y=0 sur E
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Alors si l’on pose

41= —p+F

on a:

dans Ox(0,T)

4479=41’(79=0
5>’

IP =— Sur
8v

dans O

E0 41=0 sur E/E

Comparons al (2.9). II s’agit du méme 41! Done

{41’(0), —¡flO)}= A {vO, y’>

A étant l’opérateur introduit en (2.10) (méthode HUM).
Revenons al (3.14). Les systémes (4.2), (4.3), (4.4) d’une part, (3.16) d’autre

part, sont identiques si

{p’(0), -p(0)}={O, 0>

Le. sí

— 41(0)> = {F ‘(0), — F (0)>

xc. 51

A {v~, v’}={F’(0), —F(0)}. (4.6)

Conclusion:

(4.5)

Théoréme 4.1.
maniére suivante:

La solution {v
0, u’> ¿Su problérne (1.13) est obtenue de la

(i) Qn réxout (4.1).
(u) Qn résout (4.6) (qui admet une solution unique d’aprés

rappels du n.0 2).
HUM; cf. les

Remarque 4.1. Pour la résolution numérique de (4.6), on renvoit al R.
Glowinski, C. 11-1. Li et J. L. Lions [1] (oú l’on trouVera d<autre résultats!).

(4.3)

(4.4)



166 J. L. Lions

Remarque 4.2. Qn a donc obtenu

¿y

—p sur E0.

Qn a ¡‘=0 sur E0 si e! seulement sif vérifie (2.18).

5. QUELQUES VARIANTES

Qn peut considérer des problémes du type (1.1>, (1.4), (1.5) mais avec une
¿quation aux dérivées partielles non linéaire au lieu de (1.1). Qn utilisera, á ce!
elle!, la méthode introduite par E. Zuázua [1] (extensión non linéaire de
HUM).

Qn peut considérer, par les méthodes ci-dessus, le probléme suivaní: on
cherche u solution de

u’+Mu=0 dans Qx(0, 79 (5.1>

avec

¿u

-—=0 sur E (5.2)
e!

Au=f sur E0. (5.3>

Qn peut égalemení considérer d’autres conditions aux limites.
II suflit «d’ajouter» les méthodes introduites précédemment e! celles de J.

L. Lions [l]-[2].
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