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Problemes aux limites non classiques
pour equations d’evolution

J. L. LIONS

ABSTRACT. We study the wave equation in a bounded domain £ x (0, T) subject to
Cauchy data on dQ2x(0, T), or on part of dQx(0, T). Tools from the theory of
optimal control are used. We use in particular the HUM theory, introduced in J. L.
LioNs [1], [2], for the problem of exact controllability.

1. INTRODUCTION

1.1. Soit ©Q un ouvert borné de R", de frontiére (réguliére) I'. Dans le
cylindre Q% (0, T), on considére I'équation des ondes

u’ —Au=90 (1.1)
ol
, ou . du & *
W=— ==, =m+...+ﬁ.
On dénote par
T=Tx(0, T) la frontiére de Qx(0, T) (1.2)
et par
Zo=T x (0, T) un sous ensemble donné de X. (1.3)
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On cherche # solution de (1.1),

u=0 sur £ (1.4
du
P sur Zg, (1.5)

ol f est une fonction donnée sur £, et ot . désigne la dérivée normale a I©
V

?

dirigée vers Textérieur de Q. Pour fixer les idées on supposera que
JeLYZy). (1.6)

La premicre question est: ce probléme admet-il une (ou plusieurs) solu-
tion(s)?

La réponse n'est pas tout a fait évidente, un élément de la réponse étant
apporté par la théorie de la contrdlabilité exacte dont nous rappelons
quelques aspects au n.° 2.

Cela permet, sous certains conditions sur L, de donner les conditions
nécessaires et suffisantes sur f pour que (1.1), (1.4), (1.5} admette une solution.

Mais s'il 'y a pas de solution au probléme, il est assez naturel de le
«relaxer» de la maniére suivante: dans lensemble des fonctions u vérifiant
(1.1), (1.4), trouver (si elle existe) celle des fonctions qui minimise la quantité.

2
f (% —_f) 0o, (1.7
Zo

On a alors affaire a un probléme de controle, que nous posons maintenant
plus précisément.

*

1.2. Probléme de controle optimal. On considére le systéme dont T'état v
est donné par

Y'=Ay=0 dans Qx (0, T) (1.8)

w0y =17, v(0)=4',
v={1°, v'} e HY{() x L}Q), _ (1.9
y=0 sur Z. (1.10)

Le systeme (1.8), (1.9), (1.10) admet une solution unique et définit donc
I'etat y=y(v) du systéme.
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Sous les conditions (1.9) on sait que (cf. J. L. Lions [4], résultat
redémontré dans J. L. Lions [2], vol. 1),

onv)
aaTeLz(E). (L.L1)

On peut donc introduire la fonctionnelle

1{ |ovle)
f(v):EJ;o = —f| dZo (1.12)
et on cherche
inf. #(v), v={1°, v'} € H}Q)x L. (1.13)

C’est ce probléme que 'on va résoudre aux n.° 3 et 4 aprés avoir donne,
au n° 2, un bref rappel de quelques notions de la théorie de Ia contrélabilité
exacte, telle quititroduite dans J. L. Lions [1].

Quelques variantes seront données au n.” 4.

Remarque 1.1. Le type de problémes considérés ici intervient notam-
ment dans des questions liées 4 la géologie, qui m'ont été signalées par L.
Tarantola [1]. .

2. CONTROLABILITE EXACTE ET HUM

2.1. Une inégalité. Sous «certains conditions» sur Xy on a linégalité:
j oy(o)
5| dv

C=0.

2
dZo = CI6°) Paye + [0} |Praa ], (2.1)

Cette inégalité est, en quelque sorte, une inégalit¢ de type inverse
de celle obtenue en utilisant {1.11), et, plus précisément, que l'application

{e°, ul}ﬁ% est continue de H§(Q) x L{(Z)—L*(Z).

Cette inégalité (2.1) a d’abord été obtenue par L. F. Ho [1] dans le cas
snivant: soit x®eR" on introduit

") ={xxel, (x—x" v(x)=0}. (2.2)
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Alors (2.1) a-lieu si

2o=T(x%) % (0, T) 2.3)
T>2R(x%), R(x%)=max. (x ~x% v(x), xe(x°).

Ce résultat a ensuite ét¢ étendu par C. Bardos, G. Lebeau et J. Rauch [1]
qui ont obtenu les conditions nécessaires et suffisantes pour que (2.1) ait lieu.

2.2. Méthode HUM. Le probléme de la contrdbailité exacte est —dans
un cas trés particulier— le suivant (on pourra consulter J. L. Lions [1], [2]
pour la théorie générale, et la bibliographie de ces travaux).

On considére Péquation d’état donnée par

'~ Az=0 dans Qx(0, T) (2.4)
z=w sur X .
z=0 sur X/ (2.5)
2(0)=)°, 20 =" (2.6)

- Dans (2.6) on suppose que-
WelL*Q), y'e H~1(Q) [dual de H}Q)]. 2.7

Alors, si we L*(Zg), on peut montrer (J. L. Lions [4]; cf. aussi [2], vol. 1)
que (2.4), (2.5), (2.6) admet une solution unique z(w). La fonction

t—={z(t; w), z(t; w)}

est continue de [0, T]—LQ) x H~'().
On cherche w, sl existe, tel que

(T, wy==2(T; w)=0. (2.8)

8i, pour tout couple y°, y* vérifiant (2.7), on peut trouver we LY(Z,) tel que
Ion ait (2.8), alors on dit qu'il y a Contrélabilité exacte a linstant T.

La méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) montre que si (2.1) a
lieu, alors il y a contrélabilité exacte.

On opére comme suit: on part de t°, v' et on résout (1.8), (1.9), (1.10).
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On introduit ensuite ¥ solution de

Yy'=Ay=0 . dans Qx(0,T) (2.9
(N =y(T=0 dans Q
dy
l!f = 5 sur EQ
=0 sur Z/Zo.
On définit enfin A par
A {80, 0} ={§(0), ~(0)}. (2.10)

On définit ainsi (cela mérite quelques développements que Fon trouvera
dans J. L. Lions [2], vol. 1) un opérateur

AeP(F; F"), F =H5Q)x L} 2.11)

qui est symétrique (A*=A). On a:

< A {0, v'}, {°, o'} > =J

Za

o)\
(W) dZ, (2.12)

(on multiple équation (2.9) par }{v) et I'on intégre par parties).

Les intégrations par parties sont valables par définition, puisque ¥ est
solution faible de (2.9) définie par transposition, comme dans J. L. Lions et E.
Magenes [1]). Alors

A est un isomorphisme de F sur F'. {2.13)
On considére alors I'équation
AP, o} ={y', - (2.14)
Elle admet une solution unique. On calcule y{v) correspondant a cette
2

ov
un contrdle donnant la contrdlabilité exacte.

solution: si 'on prend w= sur £ on a z=1y, donc (2.8) ¢t on a construit

Remarque 2.1. En fait §'il un contrdle, disons wo, donnant lieu a (2.8), alors
il en existe une infinité. Tous les contrdles w donnant lieu 4 (2.8) forment un
espace affine

wewg+ ¥, (2.15)
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ou 7 est défini comme suit. On considére la solution 6 de

0" —A6 =0 dans Qx (0, T}
0(0)=0'(0)=0 dans Q
_ (2.16)
0 =9 sur ZO
- sur Z/Z,
Alors
¥ ={glgeL¥(Zo), (T)=0(T)=0} (2.17)

Remarque 2.2. On a montré dans J. L. Lions [3] que la condition
nécessaire et suffisante pour que (1.1), (1.4), (1.5) admette une solution est que

J f9dZo=0VYge v, (2.18)
T,

La nécessité est évidente: on multiplie (1.1) par ¢ avec (2.16), 2.17).

Apres intégrations par parties, on trouve (2.18).

Le fait que (2.18) soit suffisant est établi dans Iarticle cité.

Notre objet est maintenant de résoudre (1.13), que la condition (2.18) ait lieu
ou non.

3. SYSTEME D’OPTIMALITE

On va supposer désormais que (2.1) a lieu. Alors le probléme (1.13) admet
une solution unique. On cherche & caractériser cette solution par un systéme
d’optimalité.

Pour cela on introduit le probléme pénalisé suivant:

TR S I U # _ Aypdx dt
Felv, y)—2 L;};ﬂf dXo+5- (" —Aydx (3.1)
ou y vérifie fhxe.n
¥ 0)=u°, y(0)=0" (3.2)
et
¥y=0 sur X (3.3)

On a pris dans (3.1) e>0; Cest le facteur de pénalisation,
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Le probléme pénalisé est:
inf. #.(u, y) (3.4)

ou v={1° v} e HH(Q) x L}Q), y'—Aye L*(Q x (0, T)) avec (3.2) et (3.3).
Le probléme (3.4) admet une solution unique, notée {v., y:}.
On introduit

1
Pe= — g(_);’E’—Ay,,.) (3.5)
Lorsque ¢—0, on a:
Ve={f, vt} {o° o'} dans H§(Q) x L3 (3.6)

ot {t°, v'} est la solution du probléme (1.13).
On écrit le systéme d’optimalité pour le probléme (3.4). L'équation
d’Euler est, utilisant la notation (3.5):

0y
L(% ‘f)—~ ﬂ p:(y’ —Ay) dx dt=0 (3.7)

Qx{0, T}

Vy avec (3.2), (3.3).
Aprés intégrations par parties dans (3.7), on trouve

—Ap.=0 dans Qx{0, T) (3.8)
pd0)=pi0) =pdT)=pdT)=0 dans O (3.9)
et
oye ‘
pe—i— —f 0 sur Zo,p.=0 sur Z/Z, (3.10)
1l résulte de (3.1) que lorsque é—0 on a:
aya dy
- = LT .
5 3y dans (Zo) (3.11)
ou y=y(°, v') solution «optlmale» correspondant a v={v°, v'} solution

optimale de (1.13).
On déduit de (3.10), (3.11) que

pzr  demeure dans un borné de L*(X) lorsque £—0. (3.12y
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Cela, joint 4 {3.8) et (3.9) {ou 'on peut utiliser aussi bien les conditions
«initiales» 4 t=0 que les conditions «finales» a t=T), montre que, lorsque
£—0.

{p:, p.} demeure dans un borné de L*(0, T; L*(Q) x H~(Q)). (3.13)
On peut alors passer 4 la limite. On trouve:

Théoreme 3.1. Le probléme (1.13) admet une solution unigue v={1°, v'}."
Soit y la solution correspondante. La fonction y est caractérisée par la solution
{v, p} du systéme d’optimalité

V' —Ay=0

p'=4Ap=0 _ dans Qx(0, T
p0)=p'(©)=pT)=p(T)=0 dans  Q (3.14)
y=0 sur X

p+ g—i} —f=0 sur I, p=0 sur Z/Z,

Remarque 3.1. On va maintenant «nterpréter» (3.14) —dont on recon-
nait que ce probléme n'est pas d’une lumineuse clarté..— et en déduire un
algorithme pour résoudre constructivement le probléme. :

4. ALGORITHME DE RESOLUTION

On commence par introduire la fonction auxiliaire F solution de

F'"—AF =0 dans O x(0, T)
F{N=F'(N=0 dans Q 4.1)
F=f sur ZX F =0 sur Z/Z,.

Considérons dans (3.14) y(0)=1°, y(0)=v! comme les inconnues.

Donc
y'—Ay=0 dans Qx(0, T)
WO =1, y(0)=0' dans ©Q @.2)

y=0 sur X
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Alors si l'on pose

$=—p+F (4.3)
on a.
=AY =0 dans Qx(0, T)
W(T)=¢/(T)=0 dans (4.4)
d
- a_i’ sur T, y=0 sur Z/Z.

Comparons a (2.9). Il s'agit du méme ¢! Donc

(W(0), =0} = A {t° v'} (4.5)

A étant Popérateur introduit en (2.10) (méthode HUM).
Revenons 4 (3.14). Les systémes (4.2), (4.3), (4.4} d’'unc part, (3.16) d’autre
part, sont identiques si

{r(O), —p0)}={0, 0}

i.e. si
(WO, —¥(O}={F0), —F (O}
ic. si
A {10, 0} ={F'0), —~F(O)}. (4.6)
Conclusion:

Théoréme 4.1. La solution {1°, v'} du probléme (1.13) est obtenue de la
maniére suivante:

(i) On résout (4.1).
(i) On résout (4.6) (qui admet une solution unique d’aprés HUM; cf. les
rappels du n.° 2).

Remarque 4.1. Pour la résolution numérique de (4.6), on renvoit 4 R.
Glowinski, C. H. Li et J. L. Lions [1] (ou l'on trouvera d’autre résultats!).
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Remarque 4.2, On a donc obtenu

On a p=0 sur X, si et seulement si f vérifie (2.18).

5. QUELQUES VARIANTES

On peut considérer des problémes du type (1.1), (1.4), (1.5) mais avec une
equation aux dérivées partielles non linéaire au lieu de (1.1). On utilisera, a cet
eflet, la methode introduite par E. Zuazua [1] (extension non lindaire de
HUM),

On peut considérer, par les méthodes ci-dessus, le probléme suivant: on
cherche u solution de

W'+A’m=0 dans Qx(0, T) (5.1)
avec
u= % =0 sur X (5.2)
et
Au=f sur I, (5.3)

On peut également considérer d’autres conditions aux limites.

1l suffit «d’ajouter» les méthodes introduites précédemment et celles de J.
L. Lions [13-[2].
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