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Contribuciones a la generalizacion
del problema de compensacion por grupos
de Helmert-Pranis Pranievich

10AN POPESCU

ABSTRACT. The paper presents in a generalized form the problem of the geodetic
network adjustment by the Helmert-Pranis Pranievich groups method {groups with
junction points included or not).

The adjustment problem, as well as the cofactor matrix derivation for the partial-
independent and linkage unknowns, was completely formulated by transformed
weight matrix definition and usage. ‘

A complete sequence of the computing stages for the geodetic networks divided
into groups without junction points was given for eficient programming of adjustment
processing on computer.

A practical example illustrates the identity of the solutions and the cofactors
obtained by the group adjustment proposed to those obtained by the block
adjustment.

INTRODUCCION

La aparicion de los métodos de compensacion por grupos fue impuesta
por las necesidades practicas de solucion rigurosa de grandes redes geodési-
cas. El objeto concreto de emplear estos procedimientos —obtener eficiencia
en los calculos de compensacion- fue realizado en el pasado por la utilizacién
simultanea de varios especialistas en los principales calculos de compensacion
de los grupos separados de la red bloque.

El crecimiento de las posibilidades de calculo empleando computadores
electronicos no ha disminuido la importancia de estos procedimientos.
Seguramente que, en principio, ya no se puede hablar mas de las modalidades
de resolver propuestas antes de la elaboracién de é&stas, sino que es necesario
encontrar otras vias de solucién, en conjuncién directa con la utilizacion
eficiente de los computadores.
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Por otro lado, el desarrollo de la teoria de errores de observacion,
especialmente el calculo de los cofactores (Tienstra, 1956; Linnik, 1960:
Linkwitz, 1960) y de la teoria de matrices generalizadas (Bjerhammar, 1973),
han ofrecido la posibilidad de resolver por completo los problemas de
compensacion, incluyendo la estimacion de la precision de las incognitas, de
las observaciones compensadas y de funciones de éstas, asi como la
generalizacion de ellas.

Todo esto ha hecho necesaria y también posible la reconsideraciéon del
problema de compensacién por grupos de las redes grandes.

Este articulo pone ¢n evidencia algunos aspectos de esta problematica,
considerando conocido el modelo clasico de ajuste (Pranis-Pranievici, 1956;
Lorinczi, 1964; Wolf, 1968; Ghitau, 1970; Dragomir et al, 1982).

1. DESARROLLO GENERAL DEL PROBLEMA
DE COMPENSACION POR EL METODO DE OBSERVACIONES
INDIRECTAS

1.1. El problema

Consideremos la red geodésica grande de la figura 1 (anexo A} que fue
dividida en «n» grupos.

Observacion

El nimero de grupos se puede elegir sin restricciones pero, desde el punto
de vista practico, la division en grupos tiene que ser realizada de manera que
asegure la introduccion en cada uno del niimero optimo de puntos
geodesicos. Tenemos que entender esto en conexién directa con las necesida-
des practicas impuestas y con las posibilidades de un computador (o de un
programa) de invertir una matriz de dimensiones antes establecidas. Si se
tiene en cuenta esta recomendacidn, el numero total de puntos de union entre
grupos (n.) no podra exceder el niimero maximo de puntos que entran en un
grupo separado (7 max), esto es:

AL < 1 max (11)

Nos proponemos, empleando los principios de la division en grupos de
las redes geodésicas, resolver en el caso general el problema de compensacion
de Helmert-Pranis Pranievich con el método de observaciones indirectas
ponderadas.



Contribuciones a la generalizacion del problema de compensacicn... 35

Para cualquier grupo «i», el sistema de ecuaciones de observacidn se
puede presentar en la forma:

Vi=B X+ 2 Cinij+Li (1.2)
it
con la matriz de pesos Pi(i=1, 2, ..., n).

Los vectores (Vector=matriz con una dimension) y las matrices de la
relacion (1.2) tienen la significacion presentada en anexo B (B1).

Empleando las matrices definidas en ¢l anexo B (B2) el sistema general de
ecuaciones de observacién para todos los «n» grupos, puede ser escrito de la
forma (Mihailovic, 1978):

V=BX+CX.+L (L.3)

o poner la suma de los dos primeros términos del segundo miembro en forma
de un producto de matrices,

V=[B C]- [i]u (1.3a)

con la matriz de pesos P.

1.2. Generalizacion del problema de compensacion.
Definicion de la matriz de pesos transformada

La solucién del sistema general de ecuaciones de observacion (1.3), con la
condicién de minimo,

VPV =minim - (1.4)
tiene el siguiente desarrollo:
a) El sistema general de ecuaciones normales es

BTPBX + BTPCX .+ BTPL =0
CTPBX+C7_"PCXL+CTPL=0 (L.5)

b) El vector de las incognitas de union, Xi, se obtiene resolviendo el
sistema (1.5). De la primera ecuacion se obtiene directamente

X = —(B'PB)"Y(B"PCX, + B"PL) (1.6)
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Sustituyendo el valor de X obtenido con (1.6) en la segunda ecuacién,
resulta;

C'{P—PB(B'PB)"'B"P}CX. + C"{P— PB(B'"PB)~ 'BTP}L=0 (L.7)
Podemos definir la matriz:
P—PB(B'PB)"'B"P=P{E—B(B"PB)"'B"P} =
=P{E—-PB(B"PB)"'B"} =P (1.8)

como la matriz de pesos transformada, donde E representa la matriz unidad
(compuesta) correspondiente.

Por la definicién de la matriz de pesos transformada (1.8), el vector
general de todas las incognitas de unidn, X1, resulta de (1.7), en la forma:

X.=—(CTPC)~'CTPL : (1.9)

¢) La matriz general cofactor de las incognitas de unidon se obtiene
aplicando la ley de propagacion de los cofactores (Linkwitz, 1960), teniendo
en cuenta que la matriz cofactor de las observaciones es la inversa de la
matriz de pesos (@=P 1), resulta:

Qx. =(CTPC)~1CTPP~ PC(CTPC) ™ (1.10)

Puesto que los productos matriciales P; - P! =P; - P;= Py, representan
una «matriz unidad especial»’ con ¢l significado de la denominacién
establecida por Bjerhammar (Linkwitz, 1960; Bjerhammar, 1973) se puede

demostrar la identidad P;-P;- P.=P; (relacion El-anexo E). Teniendo en
cuenta esta identidad y la estructura de las matrices P~ ! y P, resulta:

Qx; =(CTPC)"'CTPC(CTPC)~!
o, en definitiva,
Qx, =(CTPC)™! (1.11)

d) El vector general de las incognitas parcial-independientes se obtiene
con (1.6), teniendo en cuenta (1.9), en la forma

X = —(B'PB)"'B"PL +(B"PB)"'B'PC(C'PC)"'C™PL  (1.12)

e) La matriz general cofactor de las incognitas parcial-independientes
resulta con (1.12), siguiendo una via similar a la presentada antes {punto c),
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teniendo en cuenta la expresion (1.8);, después de algunas operaciones resulta
Ox=(BTPB)~! +(B"PB)” 'B"PC(C"PC)” LCTPB(B"PB)™! (1.13)

El proceso de compensacion se cierra con la etapa del calculo de los
residuos bajo la relacion (1.3), en la cual ahora todos los elementos son
conocidos y con la estimacion de la precision empleando la suma de los
cuadrados de los residuos estimados (VTPV).

Con la generalizacion presentada antes fue obtenido, conforme con la
relacion (1.11), un primer resultado importante de la utilizacion de la matriz
de pesos transformada: en la compensacion por grupos de redes geodeésicas,
los cofactores de las incognitas de unidn se obtienen directamente de la
matriz inversa del sistema normal (reunido) de las incognitas de union. Este
resultado pone otra vez de actualidad el procedimiento de Helmert-Pranis
Pranievich.

2. GENERALIZACION DEL PROBLEMA DE COMPENSACION
PARA REDES GEODESICAS DIVIDIDAS EN GRUPOS
SIN PUNTOS NUDALES

2.1. Consideraciones sobre la divisién en grupos de las redes geodésicas

La division general en grupos presentada en la Figura 1 (anexo A) y,
respectivamente, la definicion de las matrices conforme con las relaciones (B2,
anexo B) es convencional, porque desde un punto de vista practico, cualquier
grupo «i» solo puede estar en relacién con algunos grupos mas (ordinaria-
mente menos de 10 grupos). Pero también, en esta situacion, la matriz C es
bastante complicada y la divisién de las observaciones {especialmente en las
redes de triangulacion) en puntos nudales, pone dificultades que llegan hasta
la construccién de las ecuaciones de observacion (especialmente en via de
automatizacion). Para eliminar estos inconvenientes, un primer paso se hace
proponiendo que las redes geodésicas sean divididas en grupos sin puntos
nudales, esto es, que cada grupo tenga no mas de dos grupos vecinos. Esta
propuesta es materializada esquematico en la figura 2, anexo A. Para
observar las ventajas de la propuesta hecha basta comparar las dimensiones
de las matrices de los sistemas generales de las ecuaciones de observacion de
la division en grupos con puntos nudales {relacion Al, anexo A) y sin puntos
nudales (relacién A2, anexo A).

2.2. El problema de compensacién

La solucion del sistema general de ecuaciones de observacion (1.3),
teniendo las dimensiones disminuidas (conforme con la relaciéon A2, anexo A)



38 foan Popescu

procede de forma similar al desarrolio presentado en el punto 1.2, con la
diferencia de que el vector general de las incognitas de unién X, y la matriz C
tienen el aspecto presentado en el anexo C (Cl, respectivamente C2).

2.3. Particularizacién para la divisién de las redes
en grupos (n=23)

En el caso en que una red geodésica sea dividida en 3 grupos, sin puntos
nudales, el sistema de ecuaciones normales resulta en la forma:

BIP B, 0 0 X,
0 B’{Psz 0 ’ X2 +
0 0 BIP,B, X,
B{P,Cy, 0 Xz BP, L,
+ | BIP,Cy,  BIP,Cpy| - + | BIP,L, | =0
0 BIP;C;, X BIP;1L,
chpB, CILP,B, 0 X,
‘ X2 +
0 CyPyB, C;PyB, X,
[CT2P1C12+CT21P2C21 _ ChLPCay ] _ [Xu} N
CT33P,Cyy C33P2Ca3 + CLP3Csy X2

CTzPiLa +CiP,L
+[ L]
Ttnia 3217313
Después de las sustituciones correspondientes y la introduccion de las

matrices de pesos transformadas, obtenemos para las incégnitas de union el
siguiente sistema de ecuaciones:

CT12P1C|2+CT£1P2C21 CT21P2C23 ) Xlz:l "
C3P,Cs,y CT23P3Ca3 4 C3,P3Cay Ay

(2.2)

CTIZPILI + CTZIPZLZ
C'y3P3L, £ C, P31,
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Comparando la parte encuadrada del sistema (2.1) con el sistema (2.2)
resulta que tienen forma idéntica, diferenciandose el contenido en que los
productos matriciales del primer sistema contienen las matrices de pesos
iniciales Pii=1,2,3) y los del segundo sistema, las matrices de pesos
transformadas P{i=1,2,3).

La particularizacion n=3 fue hecha con el proposito de distinguir este
hecho, que constituye desde el punto de vista practico otro resultado
importante del empleo de los pesos transformados, ensefiando que:

i) En el proceso de construccion de los sistemas normales en grupos
basta hacer los productos BIP;B; siguiéndose que los productos que
contienen las matrices C;; serian hechos con los pesos transformados
calculzlidos con la relacion (1.8), después de calcular las inversas (BTP;B)™!
=N; L

ii) El sistema (2.2) puede ser resuelto de forma independiente.

2.4. Desarrollo del problema de compensacién
con la matriz C definida de nuevo

2.4.1. La matriz C definida de nuevo

La matriz C puede ser definida de nuevo como un vector compuesto en el
cual los elementos Ci(i=1, 2, 3, ..., n) son matrices en relacion con todas las
incognitas de union de la red y tienen la forma presentada en el anexo D
(relaciones D1). Desde el punto de vista practico las matrices C; son matrices
con muchos elementos iguales a cero, lo que hace facil una organizacion
especial de los calculos matriciales con el computador. )

Correspondientemente fueron definidos de nuevo o precisados los otros
apuntes generales del anexo B, bajo la forma presentada en el anexo D
(relaciones D2-D7). '

Con la propuesta de definir de nuevo la matriz C como un vector

compuesto se da un segundo paso para aumentar la eficiencia del procedi-
miento, teniendo en cuenta la programacion de los computadores.

2.4.2. Desarrollo del problema de compensacion

El sistema general de ecuaciones de observacion se puede expresar
también con la relacién (1.3). Teniendo en cuenta la nueva definicion de la
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matniz C, el sistema de ecuaciones de observacién para cualquier grupo «i» se
escribe asi: !

Vi=BX;+C: XL +L; (2.3)
con la matriz de pesos P{i=1, 2, ..., n).
La solucién del problema de compensacion tiene el siguiente desarrollio:
a) El sistema general de ecuaciones normales resulta en la forma:
BIP\B, X, +BP,C,X: +BP,L, =0
BIP2B; X3+ By P;Cy X1 + BiP, Ly =0
BiP.B,X , + B.P.C,X1 + BlP,Ly =0 (2.4)
CIP\B\ X+ CiP:By X+ - + CiP.B, X , +
+(C{P,C,+ CIP,Cy++CIP,C )X, +
+HCIP L+ CIP Ly + - + CLPLY=0
b) Por las sustituciones:
X;=—N'B{P,CX; —N7'BIP,L; (2.5)
donde i=1, 2, ., ny Ny '=(B/P,B)~"
e -introduciendo las matrices de pesos transformadas:
P,=P,~P,BN7'B/P, (2.6)

resulta

(C/PiCi+CP,Co+ - +CP,CH X+
2.7

(CYP L+ C{PLy+ -+ +CJP,L,) =0
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El vector de las incognitas de unién se obtiene directamente de la relacion
(2.7y'en la forma:

X.=—N;'CTPL (2.8)
en que
N '=(C"PC)™! (2.9)
y
C™PC= Y C/PC; C'PL=73 CIP.L; (2.10)
i=1 . i=1

¢) La matriz cofactor de las incognitas de unidn es, conforme con (1.11),
Qx=N:* 2.11)

d) El vector de las incognitas parcial-independientes para cualquier
grupo «i» es presentado en la expresion (2.5), en la cual Xy tiene el valor (2.8),
asi como por la relacion:

X =X?-GX. (2.12)
donde
G;=N;'B/"P.C; (2.13)
y
X?=—N7'B'PiL; ' (2.14)

¢) La matriz cofactor de las incognitas parcial-independientes para
cualquier grupo «i» resulta en la forma

Qx,=N '+ N 'B[P.C,N.'C/PB.N{' (2.15)
o, teniendo en cuenta los apuntes (2.13),

Ox,=N7'+GN;'G] (2.16)

f) Suma de los cuadrados de los resiGuos y formulas de comprobacion.-
Se pucden probar de forma bastante ficil (anexo E) las siguientes
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formulas de comprobacién y de cdlculo de la suma de los cuadrados de los
residuos:

i) BPV.=0
y respectivamente,
BIP.V;=0 (2.17)
i) Y CTPV,=0
i=1
y respectivamente, Y CIPV,=0 (2.18)
=1
iii) ViPVi=L{P.L;+LIPBX,+ LTP.C;X, =
=L{P,L;+LIPBX;+ LTP.C. X, = ViPV, (2.19)

i=1

Notamos que, conforme con la relacién (2.12), las incognitas parcial-
independientes se obtienen de una suma de dos vectores, en la cual el primero
es el vector de las incognitas, constituido como si fuera un solo grupo «i», y el
segundo, como un vector-correccion para el primero, debido a la influencia
de las incognitas de union. La misma constatacion queda valida para la
matriz cofactor (2.16} y presenta importancia desde ¢l punto de vista practico,
porque los términos separados pueden ser calculados independientemente,
Esta modalidad de desarrollo fue posible gracias a la utilizacion en la
solucion del problema de compensacién las matrices de pesos transformadas.

Conforme con las relaciones (2,17)2.20), para comprobaciones y calculo
del producto V7PV, s¢ pueden emplear tanto las matrices de pesos iniciales P;
como las matrices de pesos transformadas P,

3. PROCEDIMIENTO GENERAL DE RESOLUCION
Y EJEMPLO NUMERICO

La organizacién general de las etapas de calculo se presenta en el anexo F
(la figura 3).
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Para poner en practica el procedimiento de compensacion por grupos
empleando los pesos transformados fue elegida una red de nivelacion
geométrica, dividida en dos grupos (anexo G) que ha sido compensada antes
por varios métodos, incluso con la red blogue (Ghitau, 1970). Los calculos
de compensacion estan presentados en el anexo G. De la cadena logica de los
calculos, siguiendo el procedimiento presentado en ¢l anexo F, fueron sacadas
algunas operaciones, que se pueden rehacer muy facilmente.

Los resultados obtenidos, respectivamente, de las incognitas de union, las
incognitas parcial-independientes y los cofactores de éstas fueron idénticos a
los deducidos antes (Ghitau, 19701, lo que prueba, desde el punto de vista
practico, la validez del procedimiento de emplear los pesos transformados en
la compensacién por grupos de Helmert-Pranis Pranievich de las redes
geodésicas, por ¢l método de observaciones indirectas ponderadas.

De la presentacion de las etapas de calculo {anexo F) resultan también las
facilidades traidas, con la utilizacion de las ponderaciones transformadas y
los criterios de eficiencia, expuestos en el articulo, a la programacion del
problema de compensacion para un computador electronico.

ANEXO A.
DIVISION EN GRUPOS DE LAS REDES GEODESICAS

Fig. 1. Division general en grupos {con punios nudales)
Var1=Bunn Xn1+Crnm-1y2° XLatn-1)12.1 +Lax (A1)
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Fig. 2. leston en grupos sin puntos nudales
Vu.l=Bn,n'Xn.l+Cn.n—1'XLn—l.l+Ln.l (Az)

ANEXO B Bl. APUNTES MATRICIALES INICIALES

Para cualquier grupo «i» (i=1, 2, .., n) el significado de las matrices y
vectores es el siguiente:

X;=vector de incognitas parcial-independientes;

X;=vector de incognitas de unién entre los grupos «i» y «j» (X;=X i);

B.=matriz de coeficientes de las incognitas X; de las ecuaciones de
observacion,;

Cij=matriz de cocﬁc1entes de las incognitas X;; entre 1os grupos «i» y «j»
(Cij# C;

V;=vector de residuos;

L;=vector de observaciones:

P;=matriz diagonal de pesos de las observaciones (inversa de la matriz
cofactor Q;, Pi=Q; ).

B2. LA DEFINICION DE LAS MATRICES COMPUESTAS

B, 0 0 .. 0 ] e, 0 0 00 7
B |0 B20 .. 0 ; p_|0 P20 .0 ,
0 0 B; .. 0 0 0 Py .. O
0o 00 .. B,] oo o . pJ
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LT=[LyL;L5...L,]; X[ =[X12X13..X1nX23... Xon. Xu-1.n)s

Cp Cis ... Ctu 0 ... 0 0 ..0 ..0

Cyy 0 ... 0 Cp3 ...Cipp O .0 ... 0

0 C31 ] C32 0 C34 C3n . 0

0 0 ...Cu 0 ...Ca 0 .. Cu .. Cuu:
ANEXO C

C1) Vector de las incognitas de union:
X =[X12X23X34... Xp—1,n]

C2) Matriz de coeficientes de las incognitas de union

Cc, 0 0 .0 ]
Cy Cia O ... 0
C=10 Cizz Cag ... O
0 0 0 Cn—l.rl
_0 0 O Cn,nwl__
ANEXO D

D1) La nueva definicion de la matriz C como un vector compuesto

¢ €t €2 ... €10 cfi €2 ... Clo

C €31 €z ... Cao 5 €32 ... Cho
C=| G, , Ci=] v ;o Cr=

: 1 €z ... Cro oo ... Ch

C.

D2) Vector de las incognitas de unidn
T =[xxa ... %oL]
D3) Vectores de residuos

Vi=[vivs...0)];  VE=[vivy...vf
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D4) Matrices de coeficientes de las incognitas parcial-independientes:

b, bz ... by, 1 bl ... b,
by, by ... B b3, b ... b
Bi= ’ ; B, = !
by b, ... b P 1 2 ... by

D35) Vectores de las incognitas parcial-independientes:
X =[xixy.. x5, X =[xix5..x;]; ...
D6) Vectores de observaciones:
Li=[lh.. 1), Li=[E..5; ..

D7) Matrices de pesos:

Pfll 0 ... 0 P'ﬁ 0 ... 0
po= |0 P e O g |0 PR 0
ANEXO E

El) La identidad P;P; 'P;= P, (relacion (1.10)).

Conforme con la definicion de la matriz de pesos transformada (para el
Erupo «in),

P,=P;--P,B.N;'BiP, donde N7 ! =(B/P;B;)~*
tenermnos
P.P7'P;=(P;—P;B;N7'B{P)) (P{'") (P;—P,B,N'B!P)
Efectuando los productos matriciales entre los paréntesis, resulta:
PP7'P,=P;,— PiB;I;.fi‘ 'BP,~P.B.N'B/ P+ P.B.N.'BPB N 'B/P;

=P,—~P.B,N7'B/P,

=P, (conforme con la definicion);
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E2) Comprobaciones y suma de Jos cuadrados de los residuos VPV
(relaciones (2.17)-(2.20)).

a) Empleando las matrices de pesos de las observaciones.

De las primeras n ecuaciones del sistema (2.4), en la forma (para el grupo
«i»)

BIP{BX;+CiX1+L)=0 (E2.1)

resulta enseguida la comprobacién BiP;¥;=0.

De la misma manera, de la tltima ecuacion del sistema (2.4) se deduce la
comprobacion i CTP,V;=0 (vector cero). Siguiendo procedimientos simila-
res se deduc:e:nl =l;15 otras identidades en funciéon de las matrices iniciales
de pesos de las observaciones (F).

b) Empleando las matrices de pesos transformadas.

Para demostrar las identidades en funcion de las matrices de pesos
transformadas se toman en cuenta las relaciones correspondientes deducidas
en funcion de las matrices iniciales de pesos, asi como la relacion para definir
la matriz de pesos transformada, puesta en la forma (para el grupo «i»):

P;,=P,+PB;N{'BiP; (E2.2)
De B/PV;=0

resulta

BJTP;V,'=B;I(PI-+P;B,-Ni_lB}PPi) V,=B]P,V;+ BIP.B.N; 'B/P;V,

esto es, Bl P,V;=0.
Multiplicando la relacion (E2.2) a la izquierda por Cl y a la derecha por
¥, tenemos:

CPV,=C/PVi+ C'P;B,N;'BP.V;

(o]
CPV;=C/ PV, (E2.3)
de donde B> C'PV,= z cTPv; -
i=1 i=1
o Y, CIPV.=0 porque  » CiP¥Vi=0
i=1 i=1

Siguiendo procedimientos similares se obtienen también las otras identi-
dades.
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ANEXO F

Li P, B, G,

Bl O i ]—@*LB;TP.JTN} Y BiTPi

. LRSI =

¢

! ,zntCiTF;i Li=C P |
k3
Z*/ Etapa
Ts . 15 =
segunda _“E}_‘if;t; B G=C Pt N3N 3
XL=-Nc:11cTF L
QXL = Nc
T =
=17 -17
x';'{Ni Bi PicixfﬂiaiPiL}
3°/ Etapa
tercera

e =1 S N
Ni BiPi GiNe  eipp] Ne BiPiGiNe (Ni By i)

-1 T -1 11T
Qx; = Nj +N; BiPi(iN¢ (N; B; Py}

Fig. 3. Organizacion de las etapas de cdlculo.
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ANEXO G
COMPENSACION DE UNA RED DE NIVELACION GEOMETRICA

|

Fig. 5. Grupo mimero 1.

6 5

[

Fig. 6. Grupo numero 2.
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TABLA 1

Ecuaciones de observacion para el grupo nimero 1

x 1 10
(mm) 1 ) 1 2 3 4 5 7 (mm) p= Seo
—0,60 1 1 0 0 0 0 0 0,0 4.0
—0,59 2 1 11 0 0 0 0 0,7 40
—0.81 3 0 [-1 0 0 0 0 ~1,3 20
-0,19 4 0 |-1 i 0 0 0 0,0 40
-0,18 5 0o |-t | 1o o] <27 a3
2,44 6 0 0 1 0 0 1,6 0,9804
0,41 7 0 0 -1 1 0 0,0 40
=207 10 0 0 0 0 1 —-0,6 0,7874
|21 B, C, L, diag. P,
TABLA 2
Ecuaciones de observacion para el grupo nimero 2
(mm) o U *l1wo]9 8|6 | s 7 (mlm) p= %
—0,30 8 0 0 —1 1 0 0.0 4,7619
1,22 9 0 0 0 0 |- -28 40
0,05 11 0 0 | -1 0 0,0 4.0
—0,06 12 0 [-1 1 0 0 1,1 40
1,81 13 0 1 0 [—-1 0 0,9 3,4483
1,87 14 I [—=1 0 0 0 2,9 3,4483
—1,10 15 i 0 0 0 0 |-1 —-50 58824
v B, C L; diag. P,
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ETAPA 1 CALCULOS SEPARADOS EN GRUPOS
8 —4 0 0 28
—4 10 —4 0 -02
BIP,B, = . BIPL,= : -
e 0 -4 83478 —43478 | @ UV 11,7301 |
0 0 —43478 93282 ~11,1508
93307 —34483 0 0 —~19412
—34483 108966 —4 —34483 — 11,2966
BIP,B; = ’ ’ ’ . BIP,L.= ’
2252 0 —4 8 0 2 TR 4.4
0 -34483 0 122102 — 14,3035
70,1707 00914 00578 00270 |
N:!_(BIP,B)" = 0,1828 0,1157 00539 ;
02314 0,1079
| 0,1575
[0,1277 0,0556 0,0278 00157 |
0,1504 00752 00425
N—l= BTP B -1 _ ’ 4 1 .
7' =(B:F2By) 01626 00212 | °
i 00939 |
12688 —12688 ... 0
P,=P,—PB\N7'BIP,= _1’26_88 12688 ... © ;
(8x8) : ’ :
K 0 0,7874
26328 1,785 0,4397
_ ot 17885 24977 —0,3694
P2=P2——P2B2N2 BzP2= 5
(Tx7) : ' :
| 04397 —0,3694 1,4631
(14804 © _ ~1,7012
CIP.C =" . CIP,L,= ’ :
D [ 0,7874:|’ e [0,4724 }
_ [ 32200 -32220 , ~13,59627
C{P262=_—3,3220 12320]’ CiP ZLZ_[ 13,5962]’
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ETAPA 2
CALCULOS REUNIDOS PARA Xi Y Qx;

_ _ 47024 —
CTPC=CTP1C1+CIP2C2=[ ’ 3’2220}

—3,2220 4,0094

>

= — 15,2974
CTPL=C}.P1L1 +C{P2L2 :[ ’ :|

13,1238

2

NZ1=(CTPC) = [0,4733 0,3804]

0,3804 0,5551

XL:—(CTPC) CTPL=—[—2’2489:|, QXL-_—N:!;

1,4660
}
x5 =225 mm; x;=— 1,47 mm; G5 =047, g7 =0,56
ETAPA 3
CALCULOS SEPARADOS EN GRUPOS PARA X, Y Qv
—0,5927 x; = —0,60 mm;
—0,4912 x3=—049 mm;
X,=—N['BIP,L, -N7'BIP,C, X, = ’ o ’ ’
1 1 14718 1 1AL —0,6825 X3 = —0,68 mm:
1,8416 Xy = 1,84 mm;
QX1=Nf1+N1.IBTP1C1NJICTP131N171
0,1762 0,1024 00800 0,0592
Ox. = 02048 0,1597 0,1182
' 03194 02365 | °
0,3453
4= =0,18; g, =020; g, =0,32; g, =0,35;
2,4341 X30=2,43 mm;
3,4579 Xg =346 mm;

Xy=—N;'8]P [, —-N;'BIP,C,X, = -
2,3034 xg=2,30 mm;

2,5448 X6 =2,54 mm;
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QX2=N2_'1+N2_IB.{P2C2N:1C{P232N2_I

0,6271 05154 04565 04718

0x. = 0,5975 0,5123 04884 |
P ' 0,6063 04591 | °

0,5389

Grio=0,63; gx, = 0,60; gx, =0,61; gx, =0,54.
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