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Resumen

Se presentan ideas para € desarrollo de précticas
con técnicas y algoritmos Fractales. Estas técnicas
tienen especia interés en € tratamiento de
imégenes, tanto en la generacion y simulacién
como en lacompresion.

1. Introduccién

Los algoritmos Fractales se utilizan para describir
formas complegjas con una reducida cantidad de
informacion  mediante  sencillos  procesos
iterativos.

En 1977 B.B. Mandelbrot publico € libro
“The Fractal Geometry of Nature” [9]
describiendo numerosas aplicaciones de este tipo
de estructuras para la investigacion en ciencias
aplicadas, siendo una herramienta fundamental en
la modelizacion de un gran nimero de fenémenos
naturales. El término fractal, procedente del latin
“fractus’ (fragmentado, irregular), fue introducido
por Mandelbrot.

El contexto en el que se pueden desarrollar
estas practicas es muy variado, dependiendo del
curriculum ofertado por cada escuela o facultad.
Se proponen practicas que estan indicadas en
asignaturas relacionadas con tratamiento de la
sefial, simulacién y técnicas gréficas y, por
supuesto, en geometria fractal. Algunas de estas
précticas encajan en asignaturas relacionadas con
teoria de control, sistemas dinamicos y caos,
procesos estocasticos, procesos iterativos y
programacién,... En el caso concreto de la
Facultad de Informética de la U.P.M. estas
précticas se enmarcan en las asignaturas optativas
de Geometria Fractal y Sistemas Dindmicos.

Las précticas que se presentan a
continuacion se pueden encontrar implementadas
en Maple6 en e libro “Geometria Fractal,
agoritmosy aplicaciones’ [7].

2. Practica de Fractales Clasicos

El objetivo de esta practica es la generacion de
varios fractales clasicos como € Conjunto de
Cantor, Tridngulo de Sierpinski, curva de Koch,
etc, mediante un algoritmo iterativo determinista,
permitiendo la visualizacién de diferentes etapas
de la construccion del fractal. Lafigura 1 muestra
el primer paso de la construccion del tridngulo de
Sierpinski.

Figura 1. Primera etapa de la construccion del
triangulo de Sierpinski
Lafigura 2 muestrala novena etapa.
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Figura 2. Nueve iteraciones en la construccion del

Tridngulo de Sierpinski

Descripcién del algoritmo. Este algoritmo se
conoce como agoritmo de la fotocopiadora
multiple, ya que su funcionamiento es €
mismo que una maquina fotocopiadora que
contrae €l origina un nimero determinado de
veces, a diferentes escalas y sitla las copias
en diferentes lugares de la pagina. Para cada
maquina de este tipo, existe un Unico
conjunto que es invariante, es decir, d
introducir este conjunto en la méaquina, la
salida es el mismo conjunto. Lo sorprendente
de este algoritmo, es que si empezamos con
un conjunto cualquiera y retro-alimentamos
la maguina con la salida indefinidamente, el
proceso converge a conjunto invariante. De
esta forma se pueden  visudizar
aproximaciones a de los conjuntos fractales
que se definen mediante estos procesos
recursivos.

Conocimientos previos. Los conceptos que se
utilizan son muy bésicos. convergencia,
semejanzas contractivas, teorema del punto
fijo, iteracion.

Asignaturas en las que se puede realizar esta
practica. Puesto que los conceptos que se
manejan son muy sencillos y los alumnos los
manejan desde primer curso, se puede
redlizar la practica en asignaturas bésicas
como Cdculo (visudizar € concepto de
convergencia, punto fijo), Algebra (visualizar
como transforma una semegjanza o una
aplicacion lineal), programacion (como
primeras précticas para implementar
algoritmos recursivos), fractales, etc.

Primera variacion del algoritmo: Juego del
caos (M.Barnsley [1]). Es una pequefia

variacion del algoritmo anterior, en e que se
introduce un sistema de probabilidades. De
esta forma, no se aplican todas las
contracciones en cada paso, S no que se
escoge de acuerdo a esas probabilidades.
Esto permite un algoritmo menos costoso, ya
que en e caso anterior la cantidad de puntos
crece exponencialmente. Si se da un sistema
adecuado de probabilidades se pueden
conseguir  efectos de sombreado. La
descripcion del algoritmo es la siguiente: Se
toma un punto arbitrario del plano. Se tiraun
dado. Si sale 1 6 2 se dibuja un nuevo punto
a mitad de camino entre e punto inicial y €l
punto (0,0), si sale 3 6 4 se dibuja un nuevo
punto a mitad de camino entre e punto
inicial y € punto (1,0), y st sdle 5 6 6 se
dibuja un nuevo punto a mitad de camino
entre e punto inicia y e punto (1/2,3V%/2).

Este juego de tirar el dado se repite con el

nuevo punto obtenido. Iteramos este proceso
indefinidamente. Aparentemente, este juego
deberia proporcionarnos una nube amorfa de
puntos. La figura 2 muestra el resultado con
10000 puntos.
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Figura 2. Juego del Caos
Segunda Variacién: Fractales aleatorios. Si
se introduce azar en los agoritmos que
definen los fractales cléasicos se obtienen
formas més redistas. La figura 4 muestra una
islade Koch aleatoria.



dija. Dando un color a cada altura se pueden
simular paisges, nubes, islas y una gran
variedad de texturas, muy Utiles en técnicas
gréficas. En lafigura 6, las aturas inferiores
aun cierto nivel se han representado en color
azul parasimular el mar.

Figura 4. Islade Koch aeatoria

e Tercera Variacion. Movimiento Browniano
unidimensional. Un movimiento Browniano
es un movimiento en €l que la particula se
mueve de forma aeatoria. Aqui, la
regularidad no es geométrica como en los
casos anteriores, s no estadistica Para
representar este movimiento se suele utilizar
el agoritmo de desplazamiento del punto
medio, que consiste en desplazar el punto
medio de un segmento mediante una
distribucion gaussiana, de forma recurrente.
La figura 5 muestra un movimiento
browniano  unidimensional, donde los
desplazamientos hacia la izquierda se
representa como negativo y hacia la derecha,
positivo.

Figura 6. Movimiento browniano 3D

3. Conjunto de Mandelbrot

El objetivo de esta préctica es visudizar el
conjunto de Mandelbrot mediante el algoritmo de
tiempo de escape. Para dibujar € conjunto de
Mandelbrot se parte de la funcién F.(z)=z>+c.

e Descripcion del algoritmo. Se considera un
nimero k del orden de 100, y para cada c de
la ventana que vamos a dibujar (eligiendo
ventanas mas pequefias, Se representa un

P zoom del conjunto), computamos términos
e = o P de la sucesion f." (0). Si los k primeros
W . l,-'-.-,._"'f-,‘ e términos verifican todos que | f." (0)|<2 se

e decide que c estda en € conjunto de
mandelbrot M y se pinta en negro. Si, por €l

contrario, existe n<k con | f." (0)>2 se

interrumpe la computacién para ese c y se

determina que c esta fuera de M. Si a cada

numero entre Oy k seleasignaun color y se

representa cada nimero ¢ en e color que

Figura 5. Movimiento browniano unidimensional corresponde a primer n tal que| f." (0)[>2, es
e Movimiento Browniano en dos dimensiones. decir, e momento en el que se “escapd’’ de

Se modeliza con una pequefia variacion del la zona acotada, se obtienen las tipicas

algoritmo anterior. En lugar de utilizar imégenes del conjunto de Mandelbrot que
segmentos, se utiliza una rejilla (diadica, todos conocemos. En la figura 7 se muestra
triangular, etc.) y se desplaza e punto que se



una imagen del conjunto de Mandelbrot
hecha con Maple6.

Figura 7. Conjunto de Mandelbrot

e Variaciones de este algoritmo. Se pueden
realizar numerosas variaciones de este
agoritmo, modificando la forma de asignar
e color y aplicandolo a otras funciones
diferentes. Por gjemplo, para que los cambios
de color no sean tan bruscos, se puede
introducir una funcién logaritmica (como en
e método “dmj-Smooth” de D.M.Jones).
También se puede asignar € color en
relacion a otras propiedades de los puntos de
la érhitaf"(c), como puede ser la distancia de
los puntos de la érbita a una region dada, por
giemplo un astroide (método “astroid”' de
K.Mitchell, 1998). Hay numerosos métodos
de coloreado ya implementados en
programas para generar imégenes fractales,
como “fractint” (“freeware”) o “ultrafractal”
(“shareware”), pero siempre se pueden
disefiar nuevos métodos estableciendo
cualquier propiedad que se nos ocurra para
asignar €l color. Asi se obtienen iméagenes
fractales espectaculares como la que se
pueden ver en concursos y exposiciones de
imégenes fractales. Un concurso de este tipo
se ha realizado en la facultad de informética
(ver
http://www.dma.fi.upm.es/concurso/concurso
.html).

e Conocimientos previos. Operaciones con
nimeros complejos, métodos iterativos,
convergencia.

* Asignaturas en las que se puede realizar esta
practica. Esta practica y sus posibles
variaciones son adecuadas en asignaturas
relacionadas con técnicas gréficas, sistemas

dindmicos, variable complga, fractaes,

andlisisy visualizacion de datos.

4. Compresion deimagenes

Los métodos de “compresion fractal de imagenes
digitales’ estan incluidos dentro de los métodos de
compresion con pérdida de informacién. Por
técnicas de compresion fractal de imégenes se
entiende los métodos que permiten obtener
imagenes fractales (en realidad, 10 que se obtiene
son las aplicaciones contractivas -SFl-que las
generan) parecidas a las iméagenes reales que se
quieren comprimir. En vez de amacenar en
memoria la imagen real, almacenamos el SFI que
nos genera la imagen fractal, que es una
aproximacion de laimagen rea (ver [2] y [5]). El
agoritmo de descompresién de la méaguina
fotocopiadora mdltiple, mencionado en €l punto 2.
Los agoritmos que se propone implementar en
esta practica se describen en [7].

El objetivo de la préctica es iniciar a aumno
en la compresion de imégenes, con un agoritmo
de compresion fractal muy basico. A partir de
este, se propone andizar su eficacia y los
problemas que presenta, para implementar
diferentes mejoras.

El problema de la compresion es compleo.
Hay que estudiar formas de comprimir que sean
reversibles, ya que es necesario recuperar la
informacion original o con alguna modificacion
gue nos permita reconocerla. Para estudiar si un
método de compresion-descompresion es bueno,
hay que analizar diferentes criterios. ratio de
compresion, tiempo de compresion, tiempo de
descompresion y calidad de lainformacion que se
obtiene tras e proceso de compresion
descompresién. Dependiendo de la utilidad que se
vaya a dar a la informacion comprimida, sera
necesario renunciar a unas mejoras en favor de
otras. Por gemplo, s se trata de comprimir una
imagen para amacenarla 0 mandarlas por la red,
podemos incrementar el tiempo para comprimirla
a cambio de conseguir mejor ratio de compresion
y buena calidad de laimagen. Estees el caso dela
compresion fractal, que se caracteriza por tener un
tiempo de compresién muy alto, pero un tiempo
de descompresion muy pequefio, buena calidad de
imagen y un buen ratio de compresion. Estas
caracteristicas son también muy (tiles ala hora de
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guardar una informacion que no va a ser
modificada, pero si consultada asiduamente. Este
es e caso de la imégenes que aparecen en una
enciclopedia en CD, como la Encarta, cuyas
imégenes estdn comprimidas fractaimente. Sin
embargo, s se trata de transmitir en tiempo real,
como en una video-conferencia, no sera Util esta
técnica ya que primar4 tanto e tiempo de
compresion como de descompresion, aunque se
pierda algo en calidad de imagen, o incluso de
raio de compresién. En este caso se utilizan
técnicas mas tradicionales basadas en
transformada répida del coseno, como JPEG.

e Algoritmo en Blanco y negro. Se divide la
imagen en rangos R de 8x8 pixels digjuntos.
Se divide la imagen en todos los posibles
dominios D; de 16x16 pixels. Se amplia cada
rango R; & doble de su tamafio y se compara
e rango ampliado con cada uno de los
dominios de tamafio doble seleccionando el
dominio D; més parecido. Si la diferencia
entre Ry D; es menor que 15 pixels,
almacenamos la transformacién que lleva D,
en R. Si ladiferenciaentre R, y D; es mayor
que 15 pixels se divide R; en cuatro
subrangos de 4x4, y cada dominio D; en
cuatro subdominios de 8x8 pixels y se repite
€l proceso con |os nuevos rangos 'y dominios.
Este agoritmo es de implementacion
sencilla, pero tiene la desventgja de que tanto
el ratio como el tiempo de compresiéon son
malos.

e Asignaturas en las que se puede realizar esta
practica.  Tratamiento de  imagenes,
geometriafractal.

e Variacion 1. Compresién con quad-trees. Este
algoritmo es andlogo a anterior, pero en
lugar de tomar todos los rangos iguales se
hace la busqueda de rangos y dominios por
quad-trees. Este  agoritmo  meora
notablemente, en la mayoria de los casos, €
ratioy el tiempo de compresion.

e Variacion 2. Niveles de grises. El agoritmo
anterior se puede aplicar a imagenes con
diferentes niveles de grises. La complejidad
del agoritmo aumenta a introducir una
métrica mas complegja que aumentar los
célculos por cadarango.

e Variacion 3. Preclasificacion de dominios.
Clasificando previamente los dominios se

reducen notablemente las busquedas y los
calculos por cada rango, por lo que mejora e
tiempo de compresion.

4, Valoracion

El interés mostrado por los alumnos a la hora de
realizar estas précticas sobrepasa los objetivos que
nos habiamos fijado inicialmente. Por g emplo, en
compresion fractal de imagenes se presentaron
précticas realizadas en LINUX y en JAVA, en las
que se introdujeron mejoras que no se habian
explicado en clase. En e tema de fractales
clésicos, se presentaron précticas en JAVA con
applets que permiten a usuario modificar algunos
paréametros y experimentar qué sucede. Algunos
de estos alumnos siguen trabajando en estos temas
con € fin derealizar su TFC.

El existo del concurso “Iméagenes Fractales,
¢Como se hacen?’ redlizado en la Facultad de
Informatica de la U.P.M. durante el Afio Mundial
de las Mateméticas, hace patente €l interés de los
aumnos por estas técnicas.
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