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RESUMEN: En el presente articulo se desarrollan
simulaciones de procesos iterativos de punto fijo, mediante
animaciones en tiempo real realizadas con MATLAB. Asf se
muestran las posibilidades didécticas de dicho programa en este
tema ya que permite la visualizacién de gran variedad de casos y
ejemplos, contemplando la convergencia o divergencia,
velocidad y orden de convergencia, asi como casos practicos
aplicados a la vida real.

1.- INTRODUCCION.

Se desarrolla la presentacién de un tema de andlisis numérico utilizando los medios
informdticos PowerPoint y Matlab. Bésicamente consta de una gran variedad de ejemplos del
tema de resolucién de ecuaciones no lineales, comparando casos parecidos, mostrando
diferencias y sefialando analogfas. En la bibliografia aparece algin ejemplo gréfico, pero
limitdndose a los casos mds basicos. El Power Point se ha utilizado como un apoyobpara escribir
las férmulas y desarrollo matemdtico. El eje principal de la exposicion son las grificas y sobre
todo las animaciones, ambas realizadas con Matlab, que muestran como evolucionan las
distintas sucesiones hacia la solucién del problema. Se considera que en este tema en particular
las animaciones son importantes debido a que asf se puede visualizar como a partir de una
situacién inicial parecida la evolucién puede ser totalmente distinta. Ademds las animaciones se
autoexplican mientras que si se presenta el mismo ejemplo con una grifica implica un desglose
y a veces una profusa explicacién de la misma. o

Las animaciones dan un acceso sencillo e intuitivo a secciones del tema que habitualmente no se
tratan, contribuyendo asi no s6lo a aclarar y fijar los conceptos habituales sino tambicn a su

ampliacién y comparacion con los nuevos.

Ol]'a. ventaja es que dada la sencillez y brevedad de los programas pueden ser realizados v
modificados por pricticamente todos los alumnos (en nuestro caso segundo curso de ingenieria
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wenica informidtica) y repetidos tantas veees como sea necesario incluso en un ordenador con
pocos requerimicntos tanto de procesador como de memoria (se desarrollaron en un ordenador
con procesador 486 con 8M de RAM), ya quc los programas ocupan muy poco cspacio y
generan la animacion en el instante en que sc corre el programa,

2.- EL METODO DE ITERACION DE PUNTO FIJO.

a) Antecedentes matemadticos

La resolucién de una ecuacién F(x) =0 es uno de los problemas matemiticos mas antiguos y
comunes. Férmulas exactas, entendiendo por exactas aquellas en las que la solucién puede
expresarse por medio de radicales, sélo hay en un nidmero reducido de casos, como el de las
ecuaciones polinémicas hasta grado cuatro inclusive. En el resto de los casos, en general, la
solucién ha de obtenerse de forma aproximada. Aunque existen métodos para la resolucién
numérica de determinados tipos de ecuaciones, como por ejemplo las polinémicas, tiene gran
interés la construccién de métodos numéricos que permitan la aproximacién de raices en el caso
general. Este es el caso de los métodos conocidos como de iteracién de punto fijo que consisten
en la transformaciéon de la ecuacién inicial en otra del tipo f(x)= x, cuyas raices se
denominan puntos fijos, y la utilizacién para la resolucién del problema de la sucesién
X, = f(x,). Silafuncién fes continua y la sucesi6n tiene limite, éste es un punto fijo de f lo

que justifica la utilizacién del método.

Pero no todas las funciones con un punto fijo generan una sucesién que converge a dicho punto.
En general interesa que f (x} varfe poco al variar x: el caso ideal serfa f constante; entonces, para
X, arbitrario x; nos darfa exactamente el valor buscado.

Se obtendrén condiciones para la convergencia global del proceso de iteracién de punto fijo, que
en sintesis se trata de la contractividad de la funcién en un intervalo que se aplica sobre si
mismo utilizando la funcién de iteracién. Con estas condiciones se consigue, no sélo garantizar
la convergencia de la sucesién al punto fijo del intervalo sea cual sea el punto inicial tomado
dentro de este, sino la unicidad del punto fijo en él. Ademds, la constante de contractividad
asociada a la funcién y al intervalo sirve para establecer una cota del error.

Sin embargo la condicién de contractividad es dificil de verificar en la préctica, y se sustituye
por la condicién, mds exigente pero mds sencilla de utilizar, de que el valor absoluto de la
derivada de la funcién de iteracién sea menor que uno en el intervalo.

Localmente hablamos de puntos fijos atractivos y repulsores. Esta cualidad viene determinada
por el valor de la derivada de la funcién de iteracién fen el punto fijo X . Si la derivada de f ¢s

continua cn un entorno de X y ]f‘()‘(} <1, entonces, si partimos de un punto suficientemente
cercano a X la sucesién converge y el punto se llama atractivo. Si ]f‘(fj > 1 sucede lo
contrario y el punto es repulsor. Si ]f'(XX =1 es un caso dudoso.

Una vez determinada la convergencia de un método iterativo es interesante conocer la velocidad
de convergencia del mismo, para lo cual se define el concepto de orden de convergencia y s¢
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estudia s obtencién para los métodos de iteracian de punto fijo. Sc demucestra que el orden de
iteracion depende del orden de la primera derivada no nula de fen x . Con esto sc rctoma la
idea de que interesa una Tuncion que varie lo menos posible: si f'(x):(). la funcion tiene
tangente horizontal en el punto y la funcién varia muy poco en su entorno; si ademds, la funcion
ticne curvatura cero en ¢l punto (./"'(,\’) =()) y por lo tanto cs plana cn él, csta variacion cs aiin
menor; y en general. cuanto mayor sca ¢l orden de la primera derivada no nula ¢nx . menos
variari la funcion en un entorno de .

Las condiciones para la convergencia local cxigian que ’f’(f} <l.si fix)=0y f
continua. la convergencia local estd garantizada sca cual sea el orden de la primera derivada quc
no s¢ anule. Cuanto mayor sca ¢l orden de convergencia menor el nimero de iteracioncs.
También influye. aunque en menor medida, ¢l coeficiente asintético de convergencia que s6lo
tiene interés si estamos comparando sucesiones del mismo orden de convergencia.

El orden de colvergencia comicnza a ser interesante cuando es como minimo de orden dos, asi
que una vez establecidas las condiciones que ha de reunir la funcién de iteracién f para tener
convergencia de orden dos, se construird una funcién de iteracién con este orden. De las
diferentes posibilidades se toma la funcién de iteracién asociada al método de aproximacion de
raices de Newton-Raphson.

Otro punto de partida para alcanzar el mismo resultado podria ser geométrico: partimos de una
raiz aproximada x, y para hallar la siguiente aproximacién de la raiz de la curva, sustituimos la
curva F(x) por la recta tangente en x,, tomando como siguiente aproximacién de la raiz buscada
la raiz de la recta.

La convergencia local estd asegurada por la construccién del método, pero seria ttil conocer las
condiciones que ha de reunir la funcién y = F(x) en un intervalo [a,b] para que partiendo de
un punto cualquiera de €l la convergencia esté garantizada. Se observa que la presencia de
puntos singulares como maximos, minimos y puntos de inflexién perjudica en muchos casos la
convergencia del método de Newton y en otros hace que converja a una rafz que no interesa. por
lo que, bdsicamente, las condiciones son que la funcién tenga una dnica raiz en [a,b]. no
presente puntos singulares en el intervalo y que el corte de la tangente con el eje OX en el punto
de menor pendiente del intervalo esté dentro de [a,b].

Estas condiciones producen cuatro casos diferentes que se pueden reducir a uno: en nuestro caso
el de la funcion F creciente y concava hacia abajo en el intervalo [a.b]. Si partimos de un v, de
” .. .
la zona de [a,b] donde f"(x,)f(x,)<0, se genera una sucesién creciente v acotada
superiormente, por lo tanto convergente, Y ademds el limite es el punto fijo de £ Si por ¢l
. . o , -

contrario, partimos de un x, tal que f"(x,) f(x,) > 0, x, estd al otro lado de la raiz con lo que
nos remitimos al caso anterior,

Aunque se ha construido el método de Newton buscando que su orden de convergencia sea dos.
cxisten casos desfavorables como el de raices miiltiples donde ¢l orden de convergencia del
método se reduce a uno. Schéder propuso una modificacién del método que hace que este
retome su orden de convergencia cuadritico. El inconveniente es que es preciso conocer a prior
¢l orden de multiplicidad de la rafz. Otra situacién particular, aunque va no destavorable, se
produce cuando fa raiz de F(x)=0 es un punto de inflexién con tangente no horizontal. Fo oste
cuso el orden de convergencia ¢s superior a dos.
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Aunque un método de orden dos supone, en general, la necesidad de muy pocas itcraciones para
aproximar la solucidn con gran cxactitud, se plantea la obtencion de métodos de orden supcrior.
Asi. partiendo de un plantcamiento geométrico andlogo al del método de Newton, se describe la
obtencidn del método de Euler: cn lugar de sustituir la curva por la recta tangente la sustituimos
por la pardbola tangente a la curva con su misma curvatura en el punto correspondiente a la raiz
aproximada. Es importante la forma en que se expresa el algoritmo, puesto quc una forma
inadecuada conduce a importantes errores de redondeo que invalidan la férmula.

Se plantean como modificaciones del método de Euler los métodos de Halley y de Chebyshev.
todos ellos de orden tres.

b) Desarrollo grifico

Se comienza con una descripcién grifica del planteamiento del problema, mostrando la
diferencia entre la funcién asociada a la ecuacién y la correspondiente funcién de iteracion. Se
seflala cémo la raiz de la ecuacién coincide con el punto fijo de la funcién de iteracién. Se
describe brevemente en que consiste el método de iteracién de punto fijo. A continuacion se
muestran tanto grdfica como analiticamente distintas posibilidades de funciones de iteracién
para una misma ecuacion.

Pero no todas las funciones de iteracién son vdlidas para resolver el problema. Es necesario que
la funcién de iteracién genere una sucesion y que esta converja al punto fijo. Esto se expresa por
medio de tres condiciones. Se van estudiando los requerimientos uno a uno y se proponen
condiciones para cada uno de ellos. Conforme imponemos condiciones vamos viendo
graficamente c6mo se van eliminando posibles funciones de iteracién. Al final, las condiciones
que ha de reunir la funcién de iteracion pueden limitarse a dos. Se expresa de formalmente el
teorema de convergencia global. De €l se infieren grdficamente condiciones de convergencia
local. Las gréficas ejemplo permiten apreciar la importancia de la eleccién de un intervalo
simétrico centrado en el punto fijo en la demostracién del teorema correspondiente.

A continuacién se ve una animacién de los tipicos cuatro casos (convergente/divergente.
escaleraftela de arafia) de sucesiones generadas por el método, resaltando la ausencia de
convergencia cuando no se cumplen las condiciones de convergencia local aunque el punto
inicial de la sucesion esté cerca de la solucién.

Las diferencias entre distintas velocidades de convergencia y distinto orden de convergencia con
sus condiciones se pueden ver en la siguiente animacién. Asi se observa que para orden de
convergencia uno la velocidad de convergencia aumenta al “tumbar™ la curva (al disminuir la
derivada) y como se pasa a un orden de convergencia dos cuando la curva tiene tangente
horizontal en el punto fijo (la derivada es cero). También se aprecia que cuando la curva es
plana en este punto (curvatura cero, derivada segunda cero) se pasa al orden de convergencia
tres. Asi, a partir de una observacién grdfica, se da un criterio analitico para aumentar el orden
de convergencia (derivadas sucesivas de la funcién de iteracién cero en el punto fijo).

Con las condiciones analilicas obtenidas se plantea la construccién de un método iterativo de
orden dos, el de Newton-Raphson. Se deduce la funcién de iteracién del método a partir de la
funcién correspondiente a la ccuacidn. No obstante nos parece mis interesante en el actual
contexto, la segunda opcién de construccion del método que se presenta, que tience como no. una
aproximacién grafica. En clla, en cada paso sc sustituye la curva que representa la funcion por
Ja aproximacion que constituye una recta tangente a dicha curva.
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La convergencia local del método de Newton-Raphson estd asegurada por la construccion del
método, pero parece interesante estudiar condiciones de convergencia global. Como partida se
muestra en una animacién cémo perjudica a la convergencia del método la existencia en las
proximidades de la rafz de méximos, minimos y puntos de inflexién. Esto permite motivar las
tres primeras condiciones del teorema de convergencia global. La cuarta se puede justificar
diciendo que puesto que estamos hablando de convergencia global toda la sucesién ha de estar
incluida dentro de un intervalo [a,b] conocido. La cuarta condicién estd orientada a garantizar
que incluso si partimos del punto mds desfavorable del intervalo, el siguiente estd tambi¢n
dentro de él. A continuacién se demuestra analiticamente el teorema ilustrando graficamente
cada uno de los pasos de ésta demostracion.

Junto con las animaciones que presentan el método de Newton-Raphson con esta interpretacion
geométrica tradicional, es decir, con F, se presentan también las animaciénes con la funcién de
iteracion correspondiente f, que permiten apreciar mejor el orden de convergencia. Esta forma
de contemplar para un mismo ejemplo la sucesién utilizando F y f permite apreciar mejor cémo
aunque en general el orden de sucesi6n generada por la funcién de iteracién de Newton-
Raphson es dos hay casos donde esto no sucede. Asi, se ilustra el caso de raices multiples,
donde el orden de convergencia se convierte en uno y se ve como modificando de forma
adecuada la funcién de iteracion se recupera el orden de convergencia dos (modificacién de
Shéder). También se ve un caso mds favorable, donde el orden de convergencia del método de
Newton-Raphson es al menos tres, que es el caso en el que la raiz es un punto de inflexién con
tangente no horizontal.

Las animaciones permiten abordar la siguiente parte del tema de forma intuitiva y por analogia
con el método de Newton-Raphson. En el método de Newton-Raphson sustitufamos en cada
paso la curva correspondiente a la ecuacién por la recta tangente a la curva en el punto de la
sucesién (aproximacién dc la raiz). El mélodo de Euler aproxima la curva con la pardbola
tangente en el punto y que tienc en dicho punto la misma curvatura. Se ve con una animacion.
cémo efectivamente este método es mds rdpido en su convergencia que el de Newton-Raphson.
Ya de forma analilica se ven otros dos métodos de orden de convergencia tres, el de Halley y el
de Chebyshev, planteados cémo aproximaciénes del método de Euler.

Por dltimo, c6mo motivacidn para los alumnos, se ve un caso de la vida real. Se aplica la
resolucién de ecuaciones al cdlculo de las condiciones de una hipoteca o préstamo (quién no ha
tenido que pedir un préstamo para comprar un coche o un piso). Se supone que partimos de un
presupuesto mensual aproximado para afrontar el préstamo y se resuelve el problema tanto
analitica como gréficamente con las condiciones de interés y cuota que se quiera. El resultado
serd el nimero de meses que tendremos que estar pagando dicho préstamo.
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3.- CONCLUSIONES

La finalidad principal de este trabajo cs mostrar la utilizacién de métodos informiticos sencillos
v accesibles a la ensciianza y aprendizaje de las matemdticas.

Supone un avance sobre el papel impreso en el sentido de que bdsicamente se trata de
animaciones que en gran parte se explican por si mismas. Asf que no es sélo la vision de la
imagen estdtica: a clla se aiiade el movimiento que permite no sélo asimilar situaciones sino
también procesos. El alumno también puede actuar para modificar e incluso construir las
animaciones con lo que se afiade una componente activa por su parte. Asi no sélo se facilita el
apoyo del aprendizaje de la materia principal sino que permite el acceso intuitivo y comparado
con vistas a ampliaciones de la misma.
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