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SOLUCION DEL PROBLEMA DE EQUIVALENCIA DE CLASES
DE FUNCIONES CON DESARROLLO ASINTüTICO

por

BALTASAR .R . - S ALINAS

Dado un conjunto del plano comp leto Z (completado), un punto Zo perte
neciente a la clausura Q de Q y una sucesión positiva {mn f, designamos
por C

z
{mnf a la clase de funciones complejas fez), que admiten un desarrollo

, ,

00

asintótico ~ av (z - zuY tal que
V=O

n-1

I fez) - ~ a; (z - zo)V I L Mqnmn!z - zoln
V=O

(1)

(2)

para todo z E Q, n = ' 0, 1, 2, .. . y dos constantes positivas M y q depen
dientes de f. En particular,

para n = 0, 1, 2, .. . Con objeto de simplificar la notación tomaremos
Zo = O.

En esta comunicación vamos a determinar cuando Co{ m n f = Co{ mil' f.
Para que se verifique esto es suficiente que

°<1' '\ / mil' -, - '\ / m n'
- 1m v-- Lo lím V·_- < + 00

m n 11~1l

(3)

pero no necesario : Por ejemplo, si Q es un án gulo {s] [arg zl < Gl:7t /2 f de
amplitud Gl:7t < 27t y si

1

para n impar, según hemos demostrado en [6J las clases Co{ mil} y Co{ mn' }

son idénticas a Co{ n (a-2)n f y, sin embargo no satisfacen (3).
Visto e~to , vamos a indicar cómo se resuelve este pr oblema cuando Q

sea un conjunto conexo que verifique ciertas condiciones bastante. amplias.
Supongamos Q acotado y designemos por B la componente de

Z - Q que contiene el punto oo. Entonces existe una función analítica
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(4)

(0)

(2)(a, b, c) ~ 2.: .(a, b , c) E V

. dG
[ U(x, y , z) - tu»; Yo, zo)] -d dG

n.rJ~

-l-fl dG dG = 1
41': '" dn

2 En el caso de dos variables independientes está demostr ado en Goursa t, loe. cit ., pú
rrafo 518, pág. 217 basándose en la representación conforme, no generalizable a tres va
riables.

es uniformemente convergente en el dominio del punto III.(xo, Yo, zo) .
Observemos ante todo que si en la función de Green el punto (a, b, c) es

un punto fijo ¿; ella es, como función de x , y , z, idénticamente nula. En
efecto: Si (:x , y , z) ~ ¿; es consecuencia inm ediata de las propiedades 1.& y
3.a, para (x , y , z) E ¿; Y distinto de (a, b, c), resulta de la 2.&, y de la 4.& se
deduce que en este caso es

g(x , y , z ; a, b, c) == - -;- por tanto también es válida para

(x , y , z) = (a, b, c) E ¿;.

De aquí se deduce que las integrales que aparecen en (1) y (2), tienen
sentido y son nulas cuando (a, b, c) E ¿; .

Para demostrar que (4) es uniformemente convergente en el dominio del
punto Mo consideremos una porción ¿;' de ¿; conteniendo lit? suficientemen
te pequeña para que sobre ella se verifique IlJ(x , y , z) - U(x., Ya, zo)1< c .

El motivo de la present e Nota es demostrar la validez de (1) en el caso
que U no sea derivable".

La demostración se descompondrá en dos partes: a) Que (1) es función
armónica de a, b, e en el interior de V. b) Que si

(a, b, c) --+ (xo, b«, zo) E ¿;

interiormente a V es lím U(a, b, c) = U(xo, Yo, :'0)'
Demostmción de a) .
(1) se puede escr ibir

dU
En particular , si U(x,y, z) == 1, es -- == 0, y por consiguiente es válida

d n
la demostración citada es decir:
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y una esfera de centro Mo y radio p conteniendo ~' en su interior , tendre
mos para I(a, b, e) - (xo, Yo, zo)1 < p

IJL, [ U(x , y , z) - tu»; Yo, zo)] ~~ dcr I< EfJ~, I ~~ I dcr (5}

la integral que aparece en el segundo miembro está, evidentemente acota 
da, y de aquí resulta la convergencia uniforme.

Mediante el razon ami ento clásico resulta que la expresión (4) es conti
nua 'de a, b , e, en Mo y nula en este punto".

Ahora bien , si Pea , b, e) interior a V tiende a Mó(xo, y" zo), y de la de
mostrada continuidad de (4), tendremos

lím ff'2. U(x , y , z) ~~ dcr = lím f~ iu»; Yo , zo) ~~ dcr (G)

.Y, en virtud de (1) y (2)

lím U(a, b , e) = U(xo, Yo, zo) (7)

que es lo que queríamos demostrar .
Las mismas consideraciones pueden hacerse para el problma de Di

r ichlet exterior . La fun ción de Green exterior debe verificar las propiedades
. indicadas para la interior , más la de ser nul a para Pea, b, e) en el infini to.

En (1) tomando como G la fun ción de Green exte rior, y ddG la derivada se
n

.g ún la dir ección de la normal exterior , resuelve el problema exterior y es

nula en el infinito, ya que lo es dd
G

(por ser derivada de una constante)
n

La demostración es la misma que para el pr oblema interior .

3 Cfr. Goursat, loe, cit ., párrafo 504, pág. 174 Y sgts,
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SOBRE LAS COMPONENTES CONEXAS DEL ESPACIO
FUNCIONAL XX

por

JOSÉ L. VIVIENTE

"En las líneas que siguen determinamos, salvo un isomorfismo , las cla
ses de aplica ciones del espacio funcional Xx, es decir 7to (X"), valiéndo
nos únicament e del invariante de Bil enb erq-Macl.ane del espacio topoléoico
separado y conexo P01' m'cos X. El caso general demasiado ambicioso, nos
limitamos a aquel en que X no posee más que dos grupos de homotopía
no nulos".

INTRODUCCIÓN y NOTACIONES

Con Xx se designa siguiendo a Bourbaki el espacio funcional de las apli
caciones continuas de X en X; este espacio funcional le suponemos provisto
de la topología "compacto-abierto" .

Dados un entero n :::::,.. 1 Y un grupo abeliano 7t, un espacio conexo por
arcos X se dice que es un complejo de Eilenberg-MacLane K (7t, n) [lJ, si
7tt¡ (X) = 7t, Y 7ti(X) = ' O para todo i :::::,.. O e i =/= n . El tipo de homotopía de
estos espacios es el mismo, y entre ellos existe un complejo simplicial.

Designaremos con 7t = 7tm (X) y :; = 7tn (X), 1 < m < n, los dos únicos
grupos de homotopía no nulos de nuestro espacio topológico X.

El trabajo se desarrolla en la categoría de los mV-complejos, es decir
los espacios topológicos que intervienen son tales que, si designamos con
IS(X)I la realización geométrica del complejo singular total S(X) del espacio.
X, la aplicación canónica ¡S(X)¡ ~ X induzca un isomorfismo entre los gru
pos de homotopía correspondientes.

Recordaremos que el tipo de homotopía del espacio en estudio X está
caracterizado por el invariante de Eilenberg-MacLane l; E H n+l (rr, m: 7t), pues

' si, por ejemplo asociamos al espacio X su sistema de Postnikov
¿e (X) ~ s: Xi-l, Pi ~ [2J, sucesión de espacios fibrados de Potsnikov-Moore,
que en nuestro caso son tales que, para todo i < n los Xi pertenecen al mis
mo tipo de homotopía que el complejo de Eilenberg-MacLane K (7t, m)
mientras que xn es un espacio fibrado sobre Xm cuya fibra ' es K (7t, n), (l; es.
así la primera obstrucción no nula de nuestro espacio X), es claro pues que
al darnos el invariante de Eilenberg-MacLane l; E H n+l (7t , m; 7t) o lo que es.

-9-
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-equivalente una clase de aplicaciones ho mótopas de Hom (l( (n , m);
- -

J( (rr, 11, +1») , como K (n , 11,+1) es el espacio c1asificante [3J para el grupo
' - -
'1r o mejor para K (n , n) se sig ue qu e nuestro espacio fibrado (luego X en
-sent ido fun ctorial) per tenece al mism o t ipo ' de homotopía que el espacio fi-

.brado imagen recíproca del espacio fibrado universal L (n, n) = K (n, 11,) x

.x ~l( (n , m) es decir qu e el espacio K (1r, 11,) x K (n , m) en donde la Iun-
"o '¡;

-ci ón "torsora" '¡; [4J está dada por "o o "t) siendo "t) un elemento de la clase
correspondiente a ~ en Hom (K (n , m); K (n, n + 1») .

Dado el carácter functor ial de los espacios K (n , 11,) como functores co
variantes de la categoría. de los grupos abelianos {}a en la 'de los com plejos
'simpliciales C. S. S. (antigua semi-s implicia l) se puede asoc iar a cada
'U E Aut. (rr) una bien determinada aplicación simplic ia l que designaremos
'también u (por abuso del lenguaje) perteneciente al espacio funcional sim
:plicial K (n , ml (·' m ) .

Se hace uso también del hecho bien conocido que se dedu ce del isomor-

fismo existente entre W (l( (n , 11,») y K (rr, n + 1) y que consiste en asociar

de un modo natural a todo automorf ismo v E Aut . (~) una aplicación sim
plic ial que, por abuso también del lenguaje, seguiremos designando v per-

t eneciente al espacio funcional simplicial K (n , 11, + 1)K(;, 71+1 ).

1. Caracteri zacum: de los automorfismos de n (X ) realizables

En virtud de las hi pótesis hechas sobre el espacio X en est udio

es n /X) = Opara todo i =/= m , n , luego Aut. ( n (X» ) = Aut. (~) E9 Aut. (n).

S i f E X" , designamos con i; E Aut. (1r) y InE Aut . (~) las aplicaciones ca-
'n énices inducidas en Aut. (n (X»). '

P RO P OSI CIÓN 1. Dad os los autom orjism os u E Aut . (n) y v'E Aut . (x), la
-coruiici én. necesaria y suficiente para que exista (determin ada salvo una ho
motopía) una aplicación continua f pert enecienie al espacio fun cion al XX tal
que fm = u , y fn = v, es qu e V o "t) = '1) o u , en donde '1) pertenece a la cla
.se correspondiente al invariante de Eil enberg-MacLan e ~ en Hom . ( 1( (n, m);
1( (zr, n + 1») .

Demostración : "
Condición suficiente , supongamos que exista 1E Xx que induce 1", = u ,

i; = v , luego una u E K (n , m)K(. , m) y una v ,E K (n, n)K(';;, 71 ) por tanto un

K (rr, m)-automorfismo de X" es: K (n, n) X _K (n, m) y un K (n, m)-isomor
fismo entre los GW-complejos del mismo tipo de ho motopía qu e nuestro
espacio X.

Si consid eramos las proyeccion es de los espacios fib rados de Po tsnikov-
.Moore pm: Xn -7- K (1r, m) y p : L (n, n ) -7- K (n, n + 1) se tiene el diagra
.ma conmutativo

-10 -



(1)

v
X L (Te , n)

lp· )
K (Te, m)

Vo l)
) K (Te , n + 1)

-11-

análogamente .t¡ nos determina X (salvo una homotopía) en el diagrama car
tesiano

L (Te , n) L (Te , n)

Jp Jp
K (Te, n + 1)-----+> K (Te , n + 1)

SOBRE LAS COMPONENTES CONEXAS DEL ESPACIO FUNCIONAL xx

de donde por composición se tiene el diagrama conmutativo

Condición necesar ia, supongamos que dados 1l E Aut . (Te), v E Aut. (Te)

Y l) perteneciente a la clase en Hom. (K (Te , m); K (Te , n+ l») correspo n
diente al invari ante de Eilenberg-MacLane ~ se verifique la relación
Vol) = l) o 1l, veamos que entonces existe una t E Xx determina da salvo
una homotopía.

Como se ha visto, la aplicación v nos determina el diagrama conmuta
t ivo

ya que trivialmente, pmo t = u o pm y P o t = v o P (con Tse designa la
aplicación simplicial del fibrado universal L(Te, n) en sí mismo , prolongación

de la aplicación v de su espacio base), como así mismo l) o pm = p o l) por
ser el diagrama rectangular correspondiente cartesiano . Ello nos dice.
mirando el diagrama rectangular inferior , que se tiene .la relación
l) o u = v o 't] como queríamos probar.



(5}

(3}

(2)

'IjJ : 1to(XX) ------+ Aut. (1t (X»)

que compuesto con el diagrama (1) n os da el diagrama cartesia no cor res
pondiente a la aplicac ión com puesta 1) o u

REVIST A DE LA ACADEMIA DE CIENCIA S EXA CTAS, FISICO · QUIMICAS y NATURA LES

que a la clase de t E Xx asocia los automorfismos ti E Aut. (1ti (X») para
todo i ~ O. La Proposición"1 nos ha caracter izado la im agen de 'IjJ como con-

I "

- 12 -

que comparado con el diagrama (2) te niendo en cuenta que por hipótesis:
v o 1) = 1) o u nos dice qu e Xl y X2 son K (1t, m)-isomorfos ex ist iendo una
única aplicación i : X, ------+ X2 r epresentante de este isomorfismo .

Se sigue, pues , la ex istencia de una aplicación t E Xx definida como com
pos ición de las aplicaciones: <p de (3), ¡.¡. de (4), e i , precisamente"
t = ¡.¡. o i o <p, qu e es determina da, por tanto, salvo una homotopía .

En lo suces ivo design aremos con Aut., (1t (X») el subgrup o abeliano de
" ~ "

los auto morfismos de 7t (X) que adm iten un a realización por una función
continua, determinada salvo una homotopía , del espacio funcional de las
ap licac iones continuas de un espacio topológico X, separado, en sí mi sm o.

Cons ideremos la aplicación natu ral

det erminada salvo un a homo topía y tal qu e pm = <p o PI' V = VI o <p.

Asimismo la aplicac ión u no s determina el diagr ama cartesiano

X2 ---+ X

1p, : 1,p., (4}

J( (1t, m) ) K (1t, m)

de donde, te niendo en cuenta el carácter universal de la noción de espacio
fibrado im agen re cíproca , se deduce la ex istencia de una y una sola apli 
cación continua

pero la aplicación compuesta no s define también directamente el diagrama
cartesian o
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junto, en cuanto a la estructura de grupo aheliano se sigue [5] si observa
mos que la imagen de '\ji, es decir Aut. (1t (X»), coincide con el núcleo del
homomorfismo de grupos abelianos s

s: Aut. ( 1t (X») -----+ Iln+l (1t, m ; 1t)

aplicación que se define haciendo corresponder a todo par u , v E Aut. ( 1t(X»)

el elemento so'H. - vos de Iln+l (1t, m ; ; ), y donde con~ se designa como
de costumbre el invariante de Eilenberg-MacLane.

2. Teorema fundamental

T EOREMA. Dado un espacio topológico separado X, con sólo los grupos
de homotopía para las dimensiones m y n (m, n> 1) distintos de cero, se
veri fica qu e el conjunto de las clases de aplicaciones homotopas del espacio
funcional _Xx es isomorio , no can ónicamen te, al producto directo

H" (re , m ; rt) X Aut . s (1t (X») .

Demostración: Hemos visto que la prop osición 1 nos ha cara cter izado
la imagen de '\ji, es claro que el conjunto 1to(XX) quedará conocido salvo un
isomorfismo si determinamos el núcleo de la apli cación '\ji, ello resulta del
siguiente

LEMA 1. El con jun to 1to (XX) adm it e el grupo abeliano Hn (rr, m ; ~) co
mo grupo de operadores por la izquierda.

En efecto : Designemos con s el espacio fibr ado de Postnikov-Moore Xn
asociado a X, sean f, g representantes de dos clases distintas del conjunto
1to (XX), haci endo en el Lema 2 SI = ~ = s, y ser aquí la aplicación 11, E

Hom. (B1 , G2) perteneciente a H" (re, m ; ~) ya que este conjunto es, como se

sabe, isomorfo al Hom. (I( (1t, m), J( (zr, n») el Lema 1 sigue sin más que
asociar a la clase de f en 1to(XX) la clase de la aplicación g E Xx definida
por (h o p, f), .donde con p: X" -----+ X n-l expresamos la proyección del
espacio fibra do de Postnikov-Moore asociado a X.

Es inmediato que si e E H" (1t, m; ~) es el elemento unid~d se , tiene

(e o p, f) = f, y que para todo par h , q E H" (1t, m ; ~) se verifica

( ho p, ts- ». f)) = (h .' qo p, f).

La demostración del Teorema es ahora inm ediata pues en la aplicación '
. natural (5) como H" (1t, m; ~) no opera sobr e el grupo de los automorfis
mos de 1t (X), resulta que dos clases de aplicaciones f, g pert enecient es a
1to (XX) congruentes módulo H" (1t, m ; ~) dan la misma imagen por '\ji, luego
el núcleo de '\ji es isomorfo al grupo abeliano H" (1t, m ; rr), Y por tanto que
1to(XX) es isomorfo, no canónicamente el conjunto H"(1t, m; 1t) x Aut . ( 1t(X»).
C. q. d.

-13 -
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Lema utilizado en la demost rac ión del lema 1:

L EMA 2. Sean ~i (E;, B¿ p;, Gi) , i = 1, 2, dos espacios [ibrados princi
pales. Sean f y g dos aplicaciones continuas de ~¡ en ~ tales que sus restric
ciones al espacio base B¡ y a la [ibra G¡ s~an iguales. Entonces existe una y
sólo una aplicación h: B¡---7 G2 tal que pam todo x E E¡ es

(h ° PI' f) (x ) = g (x) .

En efecto:
Designemos con f = f IB¡ y g = gI B¡ las respectivas restri cciones del

enunciado . Si b, E B¡ sea E, = p-¡ (b.;), a todo x E F; le corresponde por
1 1

f y g los elementos f(x), g(x ) E F¿ donde es F; = p-¡(bJ Y b2= f(b.;) = g(b¡).
Por ser ~ un espac io fibrado pr incipal G2 opera sobre E2 de modo sim

plemente tran sitivo, es decir, existe un y un solo elemento g2 E G2 ta l que
g2 . f(x ) = g(x) ; entonces la aplicación h : B¡ ) G2 queda definida por
h(b¡) = g2'

Es preciso demostrar aun, que este elemento g2E G2 así obtenido, es in
dependiente del elemento x E F b elegido para defin ir lo. Pero ello es inme-

1

diato, pues si y E F b es otro elemento dist into de x, entonces también
1

f(y) , g(y) E F b existiendo un y un sólo elemento g/ EG2 tal que g/ :f(y)= g(y),

y como f I G¡' = g I G¡ resulta es g/ = s-
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2'

FIG. 1

1

l' o-------i

Si en la figura isomorfa se verifica que 'Ias rectas correspondientes a los
polos (1, 1') Y (2, 2') son paralelas, su producto escalar será el producto
de las distancias entre ellos, que son respectivamente, las raíces cua-

En un anterior trabajo (1), ya se hizo uso del isomorfismo (2) existente en
tre las redes eléctricas y las figuras geométricas, con objeto de haciendo uso
de procedimientos eléctricos, demostrar ciertas propiedades geométricas co-
nocidas, y generalizarlas a un espacio de n dimensiones. _

A continuación se pretende dar algunos conceptos de inmediata aplica
ción en las redes , como isomorfos de otros geométricos de singular impor
tancia, así como una muestra de la facilidad con que pueden manejarse, en
el estudio de la teoría del cuadripolo.

Comenzaremos por el concepto de paralelismo, entre dos segmentos cu
yos extremos son isomorfos de las cuatro bornas de un cuadripolo.

Sea el cuadripolo de la figura, en el que a la impedancia propia de las
bornas (1, 1') la llamaremos Zl y lo mismo a la de las bornas (2, 2') Z2 y lla
memos así mismo Z12 a la impedancia de transferencia entre las bornas
(1, 1') Y (2, 2').

RESUMEN

GEOMETRIA METRICA DE LAS REDES
ALGUNOS CONCEPTOS PRIMARIOS: PARALELISMO.

ALINEACION. COMPRESION y COMPROBACION
DE FORMULAS TRIGONOMETRICAS

por

A. SEGURA SANZ

Se obtienen las condiciones de paralelismo eléctrico que caracterizan un cuadripolo
isomorfo con un trapecio. _

Se define la transformación geométrica correspondiente a la proyección de una figura
en una dirección integrada por una componente en el espacio de la figura y otra normal
a ese espacio.
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1

I
2

Z

/ '
2 '

FlG. 2

por tanto .¡Z: = .¡Z; . ---::====
.;Z + Z2

elevando al cuadrado pasamos a la figura eléctrica: Z2' = Z2Z ~

Si pasamos a la figura geométrica veremos que con el interrupto r abier
to, no hemos hecho otra cosa que colocar un segmento de longitud ,¡Z .
perp endi cularmente en 2' a la recta (2, 2') como se ve en la figura ; por tan
to al cerrar el interruptor cortocircuito (2, 2") lo que equivale a proyectar
según (2, 2") en la figura geométr ica, con lo cual la distancia (2 2') = '.jZ2
se reduce multiplicán dose por un factor que no es sino el seno del ángulo

Ji
que forma (2 2') con (2 2") Y que vale sen a = -;:::====

Jz + Z2

'Ji

dradas de las imp edancias propias Zl y Z2; es decir , la condición de parale
lismo se traduce a la red eléctrica en la condición :

Z12 = 'JZl Z2 --+ Z122 = ' Zl . Z2

Queda pues entendido, que cuando en un cuadripolo se ver ifica dicha
condición, podemos decir , que sus bornas de entrada y salida son paralelas.

Veamos ahora a qué nos lleva esta condición obtenida.
Si en este caso cortocircuitamos (2, 2'), por ser paralela a (1, 1') tam

bién quedan cortocircuitadas las bornas (1, 1'). Esto nos hace pensar en el
transformador perfecto que tamb ién cumple esta condición.

Vamos a ver qué es lo que sucede cuando en una red se actúa sobre un
par de bornas shuntándolas con una cierta impedancia suponiendo que exis
ten entre ellas y las demás ciertas relaciones de paralelismo según los
casos.

Supongamos ahora que en el cuadripolo de la figura , se ha prov isto la
impedancia Z en la forma indicada , con un interru ptor 1; con la notación
<le antes veamos cómo se reduce la impedancia Zl al conectar el shunt Z en
(2, 2') suponiendo que (1, 1') Y (2, 2') sean paralelos, es decir , que :

Z122 = Zl . Z2



FIG. 3

Z

Z Z
: Z¡

,, + 2

I 2'

I :
<"

I <"

l' ·2

VeZ + Z;) V
~ = ---- ; . -.- = Z¡' = ---

Z Z¡ ~¡

Supongamos ahora un caso análogo, pero en el que ya no se cumple
-que Z122 = Z¡ Z2 es decir que (1 1') Y (2 2') ya no son paralelas ; y busque
mos ,cuál es el factor por el que se reduce la impedan cia propia de las bor
nas (1, 1') cuando comprimimos con una imp edan cia Z, esto es cuando shun
tamos las bornas (2, 2') con Z. Lo haremos primero geométricamente, y des-
p ués lo comprobaremos eléctricamente. .

, COIIlO -hemos dicho al cerrar el interruptor 110 que hacemos es proyectar
'según (2 2") en la figura geométrica siendo en cada caso (2' 2") un segmento
-de longitud '¡Z perp endicular al hiperplano que determinan (11' 22').

Vamos a ver cuál es el factor de reducción para las bornas (1 1') que no
-és .otro que el seno del ángulo que forman las rectas (1 1') Y (2 2") Y que
'se puede encontrar por medio de la imp edan cia de transferencia entre los
dos pares de bornas . Esta impedancia de transferencia es la misma que la
-que existe entre (1 1') Y (2 2') puesto que al conectar la impedancia Z con el
interruptor abierto,' la corriente en (1 1') no var ía y la tensión en (2 2") es
l a misma que en (22') pues por Z no pasa corriente; la impedancia propia
·de (1 1') no varía, y sigue siendo Z¡ pero la propia de (2 2") es Z2 + Z por
'tanto en el isomorfismo la impedan cia de transferencia Z12 es el producto
escalar

o = Z12 i¡ + (Z + Z2) ~ } . VeZ + Z2)
V=~~+~ ~ ~=~+ ~~-~ ;

Z¡' = Z¡ Z Z Z, + '2

-17 -

Esto puede demostrar se eléctricamente de esta forma
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El factor de reducción para las born as (1 1') Y (22') es el mismo por
ser paralelas es decir :
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El factor de reducción para (1 1') según se ha obtenido nos daba que ;

ZiZ2 + Z) - Z122
Z1' = Z (Z Z) . . Z1

1 2 +.
Análogamente para (3 3')

Z
' _ Za(Z2+Z) - Za/

a - • Za
(Z2 + Z) Za

igualando los factores se tiene:

z

2"
1

Za(Z2+Z) - Z322

(Z2+ Z) z,

FIG. 4

3 3'

ZiZ2+ Z) - Z122

Z1(Z2+ Z)

- 2_

s:
>

-
2'

~

l'

I

y entonces J Z1' =vZ1 • sen Ct pasando a la figura eléctrica

, Z1(Z2 + Z) - Z122

Z1 = Z1 Zi Z2 + Z)

Eléctri camente se demuestra como antes se hizo poniendo las ecuacio
nes de las mallas:

O = Z 12 i 1 + (Z + Z2) ~} . _ VeZ + Z2) . V _ , -.: ZiZ2 + Z) - Z12'J.:

1, Z' Z' '/,1 - (Z 2 ' - .- - Z1 - Z Z
= 1 '/,¡ + 12 '/,2 "' + Z2) Z1 - Z12 '/,¡ "'2 +

Dada una red con tr es par es de bornas (1 1'), (2 2'), (3 3') .veamos cómo
al comprimir en (2 2') con Z si los otros dos pares de bornas son paralelos es
decir Z1a2 = Z1 Za las imp edancias propi as de los pares de bornas (1 1'), (3·3')
se reducen en la misma magnitud , esto es los factores de reducción son.
iguales.
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Cuando queremos representar dos puntos eléctri camente, lo hacemos por
los extremos de una resistencia AB , pero si pretendemos representar un
tercer punto C alineado con los A y B, si colocamos una nueva resistencia
BC veremos que lo que hemos hecho ha sido representar un triángulo ABC
rectángulo en B, es decir que de este modo no podemos seguir los puntos
de la recta AB. Para solucionar este problema vamos a recurrir a dos seg
mentos paralelos AB, CD y vamos a cortocircuitar C con B, con lo cual los
nuevos puntos A', B', C' YD' quedarán alineados. En un tetrapolo en el que
las bornas (1 ] ') Y (2 2') sean paralelas y que no es otro que un transfor-

Veamos ahora cómo, como una consecuencia del paralelismo podemos
llegar a la alineación de puntos eléctricamente considerados.

que es una identidad.
Geométricamente no hay necesidad de demostrarlo, pues basta con ver

que (1 1') Y (3 3') hemos dicho que son paralelas .

por ser paralelas (1 1') Y (3 3')

Zl Z2cos2el

Zl

como

queda

simplificando :
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A

FIG. 6 '

A

Si cargamos el autotransformador por medio de una resistencia de un
ohmio sobre una espira, tendremos la escala de la base BC correlativa con
el número de espiras' del autotransformador .

Conectemos ahora como se indica en la figura un generador de corrien
te unidad entre A y C¿ con lo cual me aparecerá entre A y B una tensión,
y conectemos entre A y B un generador de tens ión de f. e. m. la misma
que me había aparecido entre A y B, con lo que a efectos de tensiones y

REVISTA DE LA A CADEMItt DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICA S y NA TURALES

DEMOSTRACIÓN DE LA FÓRMULA cos (a ---' b) = cosc cos b + sen a sen b.
. .

Sea el triáng ulo de la figura ABC, en el que con ayuda de un autotrans
formador hemos representado el pie de la altura H.

mador perfecto. cort'ocircuitamos l' con 2'; al hacer esto nos resulta que
las bornas (1 2) Y (1' 2') quedarán alineadas, quedando el transformador
convertido en un autotransformador en el que una vez cargado, la imp e
dan cia entre las bornas 1 y l ' será proporcional al cuadra do del número de
espiras que existen entre dichas bornas, 'Y/,.¡2, con lo cual en la figura geo
métrica la distancia entre los puntos correspondientes a 1 y l' será propor
cional al número de espiras 'Y/,.¡ . De este modo podemos repr esentar cual
quier núm ero de puntos alineados mediante un autotransformador sin más
que ir poni endo para cada dos puntos consecutivos un número de espiras
proporcional a la distancia que queramos representa r .

Si tenemos un autot ransformador sin cargar, no nos representará lo que
nos interesa. Para ello deberemos cargarlo; podemos hacerlo cargando una
espira con una resistencia R2; entonces, n espiras nos darán una resisten 
cia n2 R\ es decir una longitud en la figura geométrica, n R proporcional
al número n de espiras tomadas . Si por simplificar lo cargamos con un
ohmio , la longitud en la figura geométrica sería el número de espiras .

Eléctricamente..pues, decimos que tres o, en general, n puntos están ali
neados cuando cortocircuitados dos de ellos todos los demás quedan corto
circuita dos con ellos.

Veamos un ejemplo del manejo de autotransformadores .
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/' =. 2 '

I

FIG, 7

2'

2

- -11

/

z
l'

simplificando : cos (A - a) = cos A cos a + sen A sen cz

que es la fórmula que andábamos buscando.
Para demostrar la fórmula del coseno de la suma de dos ángulos 'no hay

sino suponer que el pie de la altura H cae en un punto fuera del segmen
to BC.

El estudio de los cuadripolos puede hacerse por medio del isomorfismo
entre ellos y las figuras geométricas. Vamos a ver como ejemplo algunas
deducciones que nos muestran las posibilidades de estud io tan interesante.

Sea el cuadripolo de la figura, en .el cual desde este momento supone
mos que las born as l' y 2' son eléctricamente la misma.

Por el teorema de superposición será la ' suma de la que crea G cuando
cortocircuito E y la que crea E cuando supr imo G:

sustituyendo : AC · AH . cos (A - «) = AC . AfI . cos cz • cos A +
+ AC . AH . sen cz sen A

como se verifica: VAll = V'AH + V"AH

corri entes nada me ha variado. Apliquemos el teorema de superposición:
veamos por dos caminos la tensión que tengo entre A y H ; directamente:

VA H = AC . AH . cos (A - cz)

V'AH = AH sen a • AC . sen A ;
- - 1

V"AH = AC . AB . cos A --..J! AB . AH . cos a
AB

Su figura geométrica isomorfa será el triángulo (1, I.' == 2'; 2) en el que
la impedancia de entrada en circuito abierto será Zu. ;= Z11 = (1 1]2 Y lo
mismo la de salida Z2A ' = Z 22 = (2 2T Llamemos Z12 a la impedancia de
transferencia entre los dos pares de bornas . Veamos lo que valen las impe
danc ias de entrada y salida en circuito cerrado .



.--J! _ 2

11' . 2 2'

22' = JZ22

1 l' =vZn

.¡ZlG = 1 l'V1 - ----==---

[1]

Análogamente se obtiene

IMPEDANCIAS CAR ACTERÍSTICAS

[H] Z2C = Z22 (1 - Z12
2

) = 2 2/sen2 a: Z 2C

Zl1 Z22 "

como Zl1 = ZLl y Z22 = Z 2A dividiendo [lJ y [HJ

y como

Sea el cuadripolo de la figura 1 del que se supone~ conoce Zn, Z22 y Z12'
o lo que es lo mismo en la"figura isomorfa los lados 1 l' 2 2' Y el ángulo a:
que forman, ángulo que como sabemos verifica Z1 2 = 1 l' ., 2-2' . cos rz , Esto
es , en vez de a: podemos suponer conocido el producto escalar

1 l' . 2 2' . cos a: = Z12
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Z12 = 1 l ' . 2 2' . cos a:

,
Z122

sen a: = V1 -----.--J! _ 2

1 l' . 22'

sustituyendo tendremos

de donde

Cortocircuitar las bornas (2, 2') equivale a proyectar en la figura geo
métrica según (2 2'), Y al hacerlo , la longitud (1 1') se transforma en la
altura del triángulo sobre "la base (2 2'), esto es, en (1 1") que vale

/ ...........

(1 1') sen (1 1', 2 2'). Calculemos pues el valor elel seno de este ángulo que
llamaremos a: . Sabemos que en el isomorfismo la impedancia de transferen
cia Z12 es el producto escalar de los segmentos que determinan los dos pares
de puntos isomorfos de los polos ; por tanto ,
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I

2' == l '
b)

"

x-+22'·

V Z 2

sen f3 = 1 - _ 2 12

1 l' . y 2

2"

2

FIG. 8

Z OI

x- = 1 l' - - - - -:-

a)

1 l' . Y " cos f3 = Z12 ;

2

I -
,

---- --
2' 2"

:1

1

-deher án verificarse. ' .
_ 2

{
X2 + 2 2' = y 2 V'-, -, }-
1 1 . sen f3 = x = 1 1

- 23-

-.resolviendo el sistema despejando x2 queda

La fig . b) es isomorfa del cuadripolo , y al conectar Z Ol lo que hacemos

-es proyectar según 2' 2" , con lo que (1 1') se convierte en (1 1") que deberá

'ser igual a 2 2" .

Llamemos 2' 2" = Y 11" = 2 2" = x

Sabemos que la impedancia de transferencia Z12 entre (1 1') Y (2 2") es la
misma que entre (1 1') Y (2' 2") pues no pasa corriente por ZOl por estar

'abierto el interruptor 1.

Así pues:

Al comprimir las bornas (22') con ZOl si la impedancia que medimos en
'(1 1') es también ZOl diremos que ZOl es la impedancia característica de en
t rada del cuadripolo. Lo mismo se haría para la salida .



y

2

1 l' cos (l

Z 2 - Z... o - ..J I..!

Z, = Zll sen (l = Z22 sen a.

Zll - Z22 ± l(Zll +Z22)Z - 4 Z122

2

Y'[2' (11~]2 - 4 Z122

2

Z12 = 1 l ' ~ 2 2' cos (l

__2 __2

ZOl y 1 l ' = Zn, 2 2' = Z22

esto es

_ _ 2

ZlO = 1 l' sen" a. = Zn sen" a.

sust ituyendo el valor de sen a. en la última,

Z}
ZlO = ZlA .' 72

./JI A

es decir

queda '

ahora bien , como

como

B'I B L I O G R A F I A
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ZOl =
análogamente para Z 02 '

Veamos ahora qué sucede si el cuadripolo es simétrico, esto es si Zn=Z22:
-- --

o lo que es lo mismo 11' = 2 .2'.
La fórmula [1] se transforma entonces del siguiente modo :

ecuación bicuadrada que resuelta da para X- el valor

ll~ - 2 2~ ±y(1 1/ + 2 2')2- 4 Z122

x- = W2

. como x2
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ESTRUCTURA DE ANILLOS CON UNIDADES PARCIALES

D EMOSTRACIÓN

1. Sea R un anillo con elemento unidad e =/= el

a E T , a el = a } ' (
~ a e - eJ = O

T eR, a E R, a e = . a

siendo e - el =!= O.

11. Sea R un anillo sin elemento unidad .
Entonces tendrá que existir en R al menos un elemento d ta l. que d E T

es decir tal que d el = e; e =/= d.

LEMA 11

Los elementos del sub-anillo T son divisores de cero en R.

L EMA 1

Todos los elementos de un anillo R uni dables con el; el E R forman U I)¡

ideal. El ideal de uni dables con el'
Demostración: Al conjunto de elementos unidables con el le llamamos T ~

veamos primero que T es sub-anillo de R . .

{aE T {a e' = a
En efecto si ~

b E T b e' = b

entonces (a - b) e' = a e' - b e' = a - b es decir a -- b E T Y (a b) e' = .
= a (b e') = a b luego a b E T.

Luego T es sub-anillo de R .
Veamos ahora que si a E T, b E R ~ a . b E T.
En efecto Ca b) e' = a (b e') = a (e' b) = (a e') b= a b~ a bE T, luego T

es ideal de R.

D EFI NICIÓN 1

po r

Se dice que un elemento a es unidabl e con b cuando a . b = a.
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T E OREl\L-\ n

o; d =!= c.
}

==} db - cb = (d - c) b
c b

Sea b E T entonces

Cd b) e' = d (b e') = d b

(d .. b) e' = e' (d b) = (e' d) b =

Luego la aplicación <p es un a pro yección.

Consecuencia del teorema Il :

R = N (ep)EfJ i m ep .

Veamos que i m <p = T.
En efecto sea

Sea e' una unidad parcial idempotente de R. La ap licación R ~ <p (R)
definida de la forma <p x = e' x es una proyección.

Demostración: En efecto <p2 x = <p (<p x) = <p (e' x) = e' (e' x) = (e' e') x
. = e' x = x . .

Veamos si <p (x + y) = <p x + <p y, <p (x y) = <p x . <p y .
En efecto : <p (x + y) = ' e' (x + y) = e' x + e' y = <p x + <p y.

<p (xy) = e' (xy) = e' [e' (xy)J = (e' x) . (e' y) = <p x . <p y

x E R ; <p x = e' x E i m <p

pero (e' x) e' = (e' e') x = e' x luego e' x es uni dable con e' luego e' x E T
Y por ta nto i m <p e T.

- Sea y E T~ Y = e' y , pero e' y = ep y E i m <p ==} y E i m <p es decir
Te i m ep.

"TEOREII1A 1

En todo anillo R con eleme ntos unidad y divisores de cero pu ede defi
nirse al menos un ideal de unidabl es.

Demostración: es consec uencia de los lemas 1 y In .

a . e = a

a b + a e = a. (b + e) = a, luego b + e es unidad al menos para a, y
no lo es para cualquier elemento de R pues entonces b + e = e; b = O
-contradicci ón, luego b + e es unidad par cial de R. Lo mismo pa ra a + e.

:L EII1A III

Un anillo R con elemento unidad y divisores de cero admite siempre al
menos una unidad parcial. Diremos que el es unidad parcial de R cuando el
"ideal de unidabl es con el está propiam ente contenido en R.

Demostración: Si R admite divi sores de cero exist irán al menos dos ele
'mentes a, b E R ; a. =!= 0, b =!= O tales que a . b = O; como a. E R.
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(x e") e' = x (e" e') = x e"

x e" =1= x para cualquier x E N (q¡).

x E N (q¡) x = x e' = O,

(x e") e' = e' Cx e") = (e' x) en = O " en = O,

x e" = O, pero x e" cc ' x, x = O, contradicción;

y e2* = y e,* el = (y e¡) e2* = O
z el* = (z e¡) el* = ' z (el el*) = z " O = O.

Entonces x e* = y el * + z e2* = x = y + z ~ Y el * = y ; z e2* = z.

luego

R. = N (q¡) EB T.

LEMA Vil

El ideal de unidabl es con e* en R es suma directa del ideal de unidables
con el * y el ideal de unidabl es con e2*.

Demostración: es t rivial, basándose en el teorema 1, Lema VI y def. de
suma dir ecta .

L EMA VI

Cualquier elemento e* unidad parcial de R , es igual a la suma de un
elemento unidad parcial de N (q¡) Y de un elemento, uni dad parcial en T.

Demostración: En efecto, sea x E' R tal que x e*=x, como x E R : x =
= y + z siendo y E N (q¡), z E T ; como e* e R,

e* = el* + e2*; x " e* = (y +z) (el* + e2*) = y el* + Z e2* + y e2*+z el*
e2* = e2* el

T=im q>

pero

Entonces

luego

luego

luego

L EMA V
Si e" E N (q¡) no existe ningún elemento x E' T ta l que x e" = x.
Demostración: idéntica a la del lema IV.

'como

luego

LEMA IV

Si e" E T, no existe ningún elemento x E N (q», x =1= O tal que x e" = x .
Demostración: En efecto, si x e" = ' x como e" E T, en ". e' = en,

luego
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pues si

n = núm. entero positivo.nm - (n + 1) t > O

T EOREMA IV

Si R es un an illo con elemento un idad que contiene un número finito
de unidades par ciales admite una descomposición en suma directa de idea
les no primos ni pr imarios, con elemento idemponente úni co.

nm-(n+ 1) t =nm-(n-1) (m-1)=nm-nm-m+n+ l =1'1r-m+ 1

luego tomando n > m - 1 res ulta evidente la licitud de la operación efec
tuada. Es decir , hemos demostrado la existencia, y construido, una poten
cia de el' que es idemponente .

En efecto, supongamos el caso más desfavorable t = m - l.
Ento nces

e/ = el
m

e/ : el
m- t = el

m • el
m-t :=} el

m = e1
2m-t

e/ = el
m = e1

2m- t = " = ' elnm-(n-l)t

Veamos que esta demostración es siempre factible- pues e,nm- (n+l)t es
construible ; para que lo fuera har ía falta

et(m-t) • e,n(m-t) = e,n(m-t) [e/ . etm-(n+l)t] =
= (et (m-t ) . e,') ( e,nm-(n+l)t) = e,n(m-t)+t . e1nm-(n+l)t =

= e,nm- (n-l)t . e¡nm- (n+l )t = el
t e,nm- (n+l)t =.et(m-t)

Para que ,esta demostración sea permisible es necesario que el
m

-
2t sea

construible, supongamos no fuera así, es decir , m < 2t .
Veamos ento nces que (elrm

-
t
) es idempotente.

En efecto

(elr-t . (e,)m-t = (e,)m-t e/ el
m- 2t = [ el

m-t] e/ (el
m-2t) = el

m (el
m- 2t) =

= e/ (e l
m-2t) = el

m- t c. q . d .

TEOREMA ID

Sea R un anillo y el una unidad parcial de R. Si R ti ene un número fi
nito de unidades parciales existe una unidad e* de R , unidable con todos
los elementos de R que lo son para el' e idempotente.

Demostración : Si el es unidad para T, las potencias de el también lo son.
En efecto si x el ' = x, x (el

h
) = x (e l' " el) = x el (el'" e,) = x mas como

hemos admitido la hipótesis de que el número de unidades par ciales de R
era finito, entonces (e,)m = (elY; supongamos m > t, como m y t eran ente
ros positivos m - t también lo será y por tanto e'{'-t también será unidad
parcial de R. Veamos que es idempotente.

En efecto
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R = N ('ljJJ EB RI ffi N (<P2) EB TI'

Si estos ideales contuvieran aún unidades parciales idempo tentes repe
tiríamos el proceso hasta llegar a un punto en que como por hipótesis, el

x = O + X 2 e2 E T luego 1'1e T.

Ento nces como T contiene un subanillo TI, con elemento unidad idempo
tente, puede aplicarse el teorema Il y su consecuencia.

T = N (<P2) ffi 1'1' En donde 1'1 es el ideal de unidables con el e, y N (lp2)
el ideal de unidables con (el - e2) .

Aplicando el mismo procedimiento a N (<p); N (<p) = N ('ljJJ tB.Rl ,

entonces

luego

'Pues
(e - eJ el = e e¡ - el el = el - el2 = el - el = O

Y además es unidad par a todo

x E N (<p) pues x (e - eJ = x e - x el=x e- O=a; e=x, "

y además es idemp onente, pues

Demostración: Sea R' el sub-anillo de R que admite un elemento uni
d ad e" es decir , R' = {x; x E R ; xe' = x} .

Si e' E R' , es decir e' . e' = e' por el teore ma Il y su consec uencia

R = N (<p) ffi R' .

Si e' E R' por el Teorema III exist ir ía un supera nillo T de R' tal que
contendr ía un elemento el unid ad para todo T.

Entonces R = N (<p') ffi T .

Evidentemente

(e-eJ (e-el)= e e-e e¡-e e¡ +eI2=e-el-el+el=e-el'

"Luego N (<p') cumple las hipótesis de este teorema, ap licando el mismo pro 
-cedimiento a N (lp') y a T suponiendo que N (<p') y T no contuvieran más
unidades parciales el teorema estaba demostrado. Supo ngamos que las con
tienen. Sea e" E T tal que e" y = , y para algunas y E 1', entonces por el
"Lema I esos elementos forman un subanillo 1" de T . Si e" E T volver íamos
a ap licar el t eorema Il y su consec uencia. Si no fuera así, es decir , si
e" ~ 1" por el teorema In exist iría un e2 unidad para todos .los .elementos
de un sup eranillo TI de 1" al que pertenecería evidentemente TI e T pues
si e2E T ya que e, = (e")n y e" E 1', entonces e2 = O + e2 si existiera un
'elemento x E TI, X ~ T

entonces
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número de unidades parciales de R era finito también lo sería el número
de los elementos idempotentes y llegaríamos así a una descomposición

R = RI E9 R2 E9 R, E9 ... E9 R. E9 .. . E9 Rn

de ideales de R con único elemento idempotente el unidad del ideal.
Veamos que efectivamente R es un ideal. Nos bastará ver que R¡ es el

ideal de unidables con e.:
En efecto ; sea x un elemento de R tal que x e¡ = x si x f R¡

x = Xl + ... + X¡ + ... + X II como e¡ E R¡

e¡ = O + oo . + e¡ + ooo . + O

x e¡ = O + oo . + X¡ e¡ + O = X¡ e¡ = X¡

pues
z, E R. luego x = X¡ E R.

y entonces por el teorema 1, R¡ es ideal.
R¡ no será primo, pues para que a ' b E R¡ basta que :

la' b tenga componente en R¡
11 a.» b; = O para j =/= i,

ahora bien , para que se cumpla Il basta que a y b tengan sus j-compo
nentes nulas, es decir :

a= O + ~ + O +oo. + O + a¡ + O + oo.

b = obl + O + ba + o • • + b¡-l + b, + bi+l +

ab = O + o O + O ... + o O + a¡ bi + O ... y

a = a¡
ab a¡ b, que no exige b = b,

R ¡ no sería primario excepto en el caso en que R. fuera de la forma

{ x E R.; xl! = x f y R; tal que x E' R;, j =1= i

entonces x P = O.

TEOREMA V
La unidad e¡* fijada por las condiciones:

l . Es unidad para todos los elementos unidables con ej.
Il. Es idempotente y en el ideal de sus unidables no hay otro elemento

idemponente,
es única.

Demostración: Supongamos que no fuera así y que e¡** fuera otro ele
mento de R que cumpliera las condiciones I y TI, entonces como e¡** E R

e¡** = U¡ + ~ + oo . + a¡ + ... + an

-30 -
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Si el número de unid ades idempotentes fuera p entonces R admitiría una
descomposición en suma dir ecta de n anillos (ideales) sin más elementos
idempotentes que la unidad del ideal , vini endo n dado por la expresión

p = 2" -1 ; 2/1 = P + 1; nL 2 = L (p + 1)

L (p + 1)

L (2)

R = Rl EEl R2 EEl .. . EEl R"

en ideales unitarios con un solo elemento idempotente es única salvo el
orden.

(~ ) + (~ ) + ... + (~) = 2" - l.

Definimos R/ = ~ x E R¡ I x e¡ = z ] R/ e R; luego los elementos x E R¡'
ver ifican x e¡* = x

{
x = O + O + .. . + x+O+ ... +O } *

luego ** _, " x e¡ * = a¡ x = x
e¡ - ~ + a2 + ... + a¡ + a¡+l .. . + a/l

es decir a¡ es unidad para todo x E' R/ ; por la condición JI e¡** es idernpo
tente , luego

a1
2 + ~2 + ... + al + '" + a,,2 cc ' al + a2 + ... a¡ + ... + an( ,

luego a1
2 = ~, ..., a¡2 = ' a¡, ... , a/l2 = a".

Es decir, a¡ que era unidad parcial en R; es idempotente, pero como
R¡ no admite otras unidades idempotentes que su .elemento unidad, a¡ = e¡*.

Evidentemente cualquier elemento en R cuya i-componente fuera e¡*
sería unidad para todo R¿ mas para que fuera idempotente sería necesario,
que sus restantes componentes fueran ceros o que fueran unidades ídem
potentes.

Si sus restantes componentes fueran Oentonces

e¡** = O + O + ... + O + e¡* + O + ... O

y entonces e¡** = e¡*.
Si sus restantes componentes no fueran todos nulos , es decir

e¡** = O + ... + e¡* + ... + e¡* + O + .. . + O

entonces e¡** definiría un ideal de unidables con dos elementos idempotentes
además del e¡** contradicción , luego e¡* es úni ca.

Consecuencia: Entonces en R no ha y más unidades idempotentes que las
de la forma el * + O + ... + ea* + ... + ee* + ... + O.

Entonces el número de elementos idempotent es sería

TEOREMA VI

La descomposición
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Demostración: Supongamos que no lo fuera.
Entonces R admitiría otra descomposici ón en anillos unitarios con umco

'elemento idempotente de la forma R = R¡' ED R2' ED ... ED Rn' y sea e1'* la
unidad de Rl ' ; ahora bien el '* pertenece a R y es idempotente; mas como
Ios elementos idempotentes de R o eran los de B, o suma de éstos , entonces
·e¡'* o es de la forma el '* = ee* o de la forma

e¡'* = O + e2'* + ... + em* + .. . + ep* + .. . + en*.
Si el '* es de la forma última entonces Rl ' ideal de unidables con e1*' sería

'el ideal de unidables con

O + e2* + ... + em* + .. . + e/ + ... + en*
·es decir

.y entonces

R2, Rm , u; u;e u; y por tanto e2* , em*, ep*, en* E R¡'

'contradicción , pues Rl ' sólo contenía un elemento idempotente entonces
el '* = e.*; pero entonces R/ ideal de unidables con e/* sería el ideal de
unidables con ee* = Re es decir Rl '* = Re y como el número de componen
tes en las dos descomposiciones ha de ser el mismo por depender del núme
ro de los elementos idempotentes del anillo, la descomposición ha de ser
'evidentemente única excepto el orden .

D EFINICIÓN II

Llamaremos índic e de un elemento x E R al menor número n tal que xn

sea idempotente.

LEMA VIII

El conjunto de los elemento s que admiten índice , pertenecientes a un
. -anilfo R es un dominio multiplicativo D.

.Demostración : Sea en efecto a, b dos elementos de R que admiten índi
ces y sean éstos , m , n es decir am • am = am ; b" . b" = b",

Entonces (a b)m.n • Ca b)m.n = (am • amt . (bn . bn)m = amn • bmn =(abr ·n,

luego a b E D.
El índice de a b es evident emente el m. c. m. de los índices de a y b.

LEMA IX

Todo anillo R con divisores .de cero y elemento unidad , contiene un do
minio multiplicativo D de unidades par ciales que ti ene la estructura de ani
llo respecto a las operaciones multiplicación del anillo y suma lógica.

Demostración : Como R contiene divisores de cero existirán al menos
-dos elementos a, b, a =i= O, b =i= O tales que a . b = O.

- 32 -
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p + 1
:x = . x' ecuación que por ser p pr imo tiene siempre solución .

'para cualquier valor ' de (a, /3, oo ., o) y para h ~ 1, 2, oo., n.
R es un anillo con un número finito de unidades parcia les y un único

-elemento idempotente.
Construcción de la base. En el domin io multiplicat ivo D fijémonos en

el conjunto M de todos los elementos de índice mín imo m. Es decir M está
-deñnido de la forma siguiente

M = {x I x E D , \1:
m

• •1:
m = xm f

D EFINICIÓN III

Diremos que ~ el e2 ••• en f forman una base de D si cualquier elemento
·e' E D , es decir cualquier unidad par cial de R puede expresarse de la forma

e' = e1a. el ... eh'! .. . en
6 y las

~ el e2 . . . en f son tales que
/\

eh =!= ela. el ... e¡;=l eh e¡,tl . .. e,,6

e nto nces como
a . e = a ; a(b + e) = a

l uego (b + e) es unidad par cial de R.
Supongamos que el' e2 sean dos unidades parciales de R, x elemento

unidabl e con el' Y elemento uni dable con e2, entonces (el e2) (x y)= (elx) (e2y)=
.= x y luego el e2 también es unidad parcial.

-(el +' e2,- el e2) (x + y) = el (x + y) + e2 (x + y) - el e2 (x + y) = O
= el x + e2 y + e2 x + e, y -

- ele2x - el e2 y = x + el Y + e2 x + y - e2 x - el Y .= x + y .

luego (el + e2 - el e2) es también unidad parcial de R, c. q. d.

:LEMA X

Sea R un anillo con un número finito de unidades parciales y un úni co
-elemento idempotente, el unid ad del anillo. Si el es una unidad parcial de
índi ce primo p , la cadena de potencias de el. puede generarse a partir de
-cualquier potencia de el' exceptuada elP •

Demostración: Sea el una, unidad parcial de R de índice primo p .
Veamos si ela. me genera la cadena de potencias de el'
Sup~ngamos a < p pues si a > p, a = p + a siendo a < p y entonces

·ela. = elP
• el

a = et·
Supuesto entonces a < p el prob lema consiste en hallar un número na

t ura l x tal que (el"r = el es decir e¡xa. = el ahora bien
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xr • x r = xr

x E D, x E M

ya que
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y no puede existir ningún s < m ta l que

que vamos a ver es base de D.
a. a.

Evidentemente para un e* E D , e* = ei l oo . e, t ya que e* tiene índice y
por tanto ha de pertenecer a alguno de los domin ios M, N, oo. T de D .

Ad r =!= C Cm Ch _ 1 Ch+l Ct 'emas eh el" " em •• , e h-l e h+l .• • et pues como eh E D posee m-
dice, sea éste s y S el dominio de los elementos de índice S, ento nces eh no
podría venir generado por los elementos de M , N oo. S oo ' T , pues eh de ín
dice s no podría desde luego depender de los de índice mayor que S, luego
en todo caso tendría que depender de los anteriores; pero entonces si

C e (e C e -r _ ( e \p 'eh = el' oo . e m
cm

oo . ep p como 1' .. . m - e ." ep p) = e

entonces
Chm . ..

p = ' C

y para cualquier

Veamos que m es primo, supongamos no fuera así entonces m = a.b oo . e
y elm = et·b . .. e en donde a, b, oo., e < m; y entonces (elab .. . C) = e, contra
dicción pues eab .•. E D Y exist iría por lo tanto un elemento de índice menor
que m: Definimos una base en M como el menor conjunto de elementos que
genera M. Sean estos el' e2: oo. , em' Veamos que estos elementos forman base
según la definición III. Evidentemente cualquier elemento x E M será de la
forma x = elc, . . . em

Cm por ser el oo. , em sistema generador de M y además

=!= C I: h+l I:h+l C • f' ,
eh el 1 ... e

h
_

l
eHl . . . e: pues SI no uese asi el . .. e h-1, e h+l •· • em serta

el menor sistema generador de M , contradicción; luego el'" em será la base
de M .

Consideremos ahora de todos los elementos de D de índice > m los que
tengan el mínimo y sea éste n y N el sistema multiplicativo formado por ele
mentos de D tales que x n

• xn = xn
•

Por la misma razón que antes, n será número primo y de idéntica forma
que antes definimos {em+l , .. . , em+n ~ como base de N.

Procediendo con este método hasta agotar D hemos formado un 'conjun
to de elementos de índices primos .

para cada r tal que

ha de suceder r > m.
Evidentemente M es también dominio multiplicativo pues si

el" " em E l~J , elc, e2
co oo ' em

Cm E M
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e; C~_l e
el ... e t _ l = el 1 ... et

P
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e* = ele, .. . et t

{el . . . em . • • eh ... e, f
es, una base de D, 'siendo sus índi ces números primos y t constante en D .

luego

e' e'
e* = el l et t

T EOREMA VII

La potencia de ningún elemento de la base puede representar se como
producto de potencias de los restantes elementos de la base.

Demostración: Es trivial basándose en la anterior construcción de base
y en el lema X.

m .. . p = a . h

ahora bien h no es divisor de ningún m ... p por ser todos nú meros pr imos
ni tampoco a por la misma ra zón, luego

es decir ,

pero eh es de índice h, luego

T EOR ElIIA VIII

El dominio mult iplicativo D de las unidades parciales de un an illo R con
un sólo elemento idempo tente y un número fini to de uni dades parciales
admite una correspondencia unívoca entre sus elementos y un conjunto ?t

ar io de números enteros. Si estos nú meros los consideramos módulo su ín
dice la correspondencia es biunívoca .

Demostración : Efectivamente, sea c* E D, entonces

veamos que (e, .. . c.) están un ívicamente determinados por e*. Supongamos
no fuera así , entonces

entonces

entonces

sea

ahora bien , esta igualdad obliga

e p _ ' ecx'. ':J. . _ l
t - l . .. C t _ l

contradicción por el teorema anterior , luego la correspondencia es biunívoca,
La segunda par te del teorema es trivial.
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1. INTHOD UCCIO N

2. ECUACIONES FUNDAMENTALES: NOTACIONES

(2.1)1'¡ sen V i = a cos lp sen E,
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T i COS V i = a (cos Ei - sen lp)

METODO DE CALCULO DE ORBITAS ELIPTICAS
EN ESTRELLAS DOBLES VISUALES Y APLICACION

AL PAR ADS 13169

por

En nuestr o artículo (1), se demostró la posibilidad de calcular la órbita
elíptica de un par visual de estrellas, con tres observac iones completas
(e;, p;, ti) y una in completa (ej , ti)' viéndose también que tal era el número
necesario y suficiente de datos para efectuar dicho cálculo.

Desde la publicación de aquel trabajo. hemos seguido dedicando alguna
atención al mismo problema, consiguiendo otros resulta dos que considera
mos de interés, tanto desde un punto de vista teórico como práctico. Así,
hemos tran sformado el sistema fund amental que servía para la resolución
del caso elíptico, por otro que no exige la tabulación de ninguna funci ón,
comenzando el estudio sistemático de las posibles soluciones , sin que ello
suponga, por ahora, un estudio exhaustivo del problema.

La determinación de órbitas en casos singulares, así como el número de
soluciones del sistema fundamental y la aplicación a casos concretos, que
permiten una gran abreviación, serán expuestos con detalle en algunos tra
bajos que tenemos pendient es de publicación .

Como aplicación de nu estros métodos , se inclu ye en este artículo el
cálculo completo de la órbita 'del par ADS 13169 = A 606, que ha dado
lugar a dos soluciones igualmente probables, con excentricidades de 0.497
y 0.843. Tales resultados no concuerdan con las conclusiones de W . TI. van
den Ros (2), de ser una de las excentricidades mu y pr óxima a cero, si bien
creemos con este autor , que el criterio de discriminación de Eggen (3), es
sumament e insegur o.

Finalmente, rogamos al lector disculpe In repetición de algunos con
ceptos o fórmulas ya contenidas en otros trabajos, cuya inclusión en este
nos ha sido imp rescindible para darl e unidad.

Como es bien sabido, en el movimiento kepleriano de un punto Pi (es
trella secundaria), que se mueve respecto a otro Po (estrella pr incipal) se
gún una elipse, se verifican las igualdades
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(2.8)

(2.6)

(2.7)

(2.4)

(2.3)1i (t - 1') == E.- sen ljJ sen E
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e = a2 cos rp cos i

nos queda en definitiva la ecuac ión de Thiele

que utilizaremos a continuación .

siendo i la inclinación de la órb ita aparen te respecto a la relativa . Final
mente, denotando por e la constante

Si (Pi> (ji' ti), (Pk, (jk, h) son datos de observación en la órbita aparen te,
es decir, si denotamos por P las distancias y por e los ángulos de pos ición,
en la fórmula (2.5) puede sustituirse el doble del área r i 1\ sen (Vk - Vi)'

del triángulo Po P, PI" por su correspondiente en la órbita aparente, ya .
que se tien e

11, (Ik - ti) = E; - E¡.- sen ljJ (sen Ek - sen Ei)

deduciénd ose de. esta y la fórmula (2.2), la ecuación

1'i rk sen (vl,-v¡)
11, (tk --:- ti) - 9 = Ek - E¡ - sen (Ek - E¡) (2.5)

a- cos ljJ

Por otra parte, si P es el período orbital , y T la época de paso por
periastro , la ecuac ión de Kepler se escribe en la forma

donde 11, = 21C/P representa el movimiento medio.
Restando las ecuac iones (2.3) correspondientes a las épocas ti' i.. ob

tendremos la iguald ad

donde r i = Po Pi designa el radio vector, Vi la anomalía verdadera, E, la
anomalía excéntrica, e = sen ljJ la excentricidad y a el semieje mayor de
esta elipse u órbi ta re latioa.

Para dos épocas distintas, ti, t. , tendremos los valores 1';, 1'1" Vi, VI" Ei, E~ ,

que llevados a las expresiones (2.1) nos dan
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3. CALCULO DE ORBITAS ELIPTICAS: DATOS NECESARIOS
Y SUFICIENTES

Los elementos a determinar en toda órbita elíptica de una estre lla
doble son siete, a saber: Q (ángulo del nodo), ro (anomalía o ángulo desde
el nodo al periastro), i (inclinación), e (excentr icidad), a (semieje mayor),
P (período) y T (época de paso por el periastro).

Cada observación completa (Pi, el, ti), nos proporciona dos ecuaciones
del tipo . I

PI = Pi (Q, ro, i , e, a, P, T, ti)

e¡ = e¡ (Q, ro, i, e, a, P, T, ti)

(3.1)

=s
(3.3)

=R

n (t3- t2) - F (l' - U)

n (t, - t2) - F (V)

n (ts - t2) - F (V - U)

n (t, - t3) - F (U)

6.23
n (t3 - t2) - F (V - U) = e

6.24
n (t, - t2) - F (V) = e

. 6.34
n (t, - t3) - F (U) = e
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n (t2 - t¡) - F (W - V)
- '------,--'----,---'=----,---:c-----=-=N

n (t, - tI) - F (W)

n (l3 - t¡) - F (W - U)
. n (t, - t¡) - F (W) = Q

y por tanto, serán necesarias siete ecuaciones cualesquiera de estas (un
ángulo de posición o una distancia son siempre necesarias) para determinar
los elementos de la órbita.

En este trabajo volveremos . a demostrar que con cuatro observaciones
tales como (el, tI), (P2' e2, t2), (P3' e3, t3) , (P4' e4, ti), se pueden determinar los
elementos de la órbita , es decir que tales datos de observación son tam
bién suficientes. "

Empecemos por escribir las ecuaciones (2-8) correspondientes a los pa
res de épocas (tI' t2) , (tI' tt3), (tI' t4) , (t2 , t3), (t2 , t;), (t3, t4) . Tenemos el sis
tema

6.12n (t2 - t¡) - F (W - V) =  e
6.13

n (t3 - t¡) - F (W - U) = e
6.14

n (t4 - tI) - F (W) = e
donde se han empleado las siguientes notaciones:

U=E,-E3 V=E,--E2 vV=E4-EI F(X)= X-sen X (3.2)

Y en las cuales se supone, de momento , que es 6. i k =/= 0, para todo par de
. índices (i, k). Como ya indicamos en la introducción, estos casos singula
res, con otros que pueden presentarse, serán estudiados en un trabajo pos-
terior,' que tenemos pendiente de publicación.

Para resolver el sistema (3-1), con las seis incógnitas U, V, W, n , e, PI'
comencemos eliminando PI y e, para lo cual dividamos convenientemente
las ecuaciones (3.1). Así resultará
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(3.4).

(3.5)

(3.7}

(3.8)-

sen (fJk - fJj )

sen (fJh - ej)

D.2a Pa sen (fJa - fJ2)
R=-= -----

D.24 P4 sen (e4 - fJ2)

S = D.2a = P2 sen (fJa - fJ2)
D.a4 P4 sen (fh - fJa)

F(X - Y) = F(X ) - F(Y) - <I> (X)')

<I> (XY) = -sen X + sen Y + sen (X - Y)

D.12 c. sen (fJ., - fJ;)
N =- =' · .

D.B P4 sen (fJ4 - el)

D.13 P3 sen (fJa - e;)Q = - = ---'------'---
~B P4 sen (fJ4 - fJI)

QS = RS + RN

y haciendo

Q . N
N = (1234) = 1 - (1324) = 1 + S

de dond e se obtiene

tendremos

que es la relación que buscábamo s.
Sustituyendo las expresiones (3-3) en esta igualdad , obtenemos , des

pués de sencillas operaciones, la ecuación

[n(t2- tI) - F (W - V)J [n (t4- ta) - F (U)J 
- [neta- t;) - F(W - U)J [n(t4 - t2) - F(V)J +
[n(t4 - tI) - F(W)J [neta- t2) - F(V - U)J = O (3.6).
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Las cantidades N, Q, R, S, son indudablemente calculables a partir
de los dato s de observación, por medio de las expres iones

Para simplificarla, observemos previamente, que

F(X - Y) = X - Y - sen (X - Y) = F(X ) - F(Y) +
+ sen X - sen Y - - SAn (X - Y)

y son distintas de O e 00, en virtud de las hip ótesis hechas respecto a las .
áreas D. i k .

Además , entre ellas existe siempre una relación, que viene determi
nada por la razón doble de los cuatro rayos. En efecto , escribiendo sim
bólicamente

resultará

Por tanto, si sustitutimos en (3-6) los valores de F(W - V), F(W - U),.
F(V - U), según las expresiones (3-8), nos queda -

[n(t4 - t;) - F(T/V)J <lJ (V U) - [n( t4 - t2) - F(V)J <lJ (W U) +
+ [n( t4- ta) - F(U)J <lJ (W V) = O
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(3.9}

(3.10}

(3.11)

(3.14)

(3.12)

Ílll <1> (V U) - Íl21 <1> (W U) + s; <1> (H! V) = O.

F(W - V) - NF(liV) = n [ (t2 - t1) -'- N(t4 - t~J

F(W - U) - QF(W) = n[(ta - t1) - Q(t 4 - t1)J

F(V - U) - RF(V) = n [(ta - t2) - R(t 4 - t2)J

F(l1 - U) - SF(U) = n [ (ta- t2) - S(t l - ta)J

<1> (V U) - (1 - N) <I> (W U) + (1 - Q) <1> (H! V) = O

y finalm ente , dividiendo por .6.11, nos resulta

o bien recordando las fórmulas (3-1) y multiplicando toda la ecuación por
e, tendremos

que es una ecuac ión en las tres incó gnitas U, V, VV, que no contiene el
movimiento medio n .

Esta ecuación, consecuencia de la existencia de una relación entre las
constan tes N , Q, R, S, nos demuestra que de las cuatro ecuaciones del
sistema (3-3), solamente tres de ellas son ind ependientes. Dicho sistema.
puede también escribirse en la forma sigui ente
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F(l1 - U) - 13F (V) + qF(U) = O

Esta igualdad no es úti l por contener la incógnita ÍlB ; pero puede
ordenarse en otra forma asequible a los datos de observación, sumando
y restando al primer miembro la expresión e <1> ( H! U) <I> (W V), con lo cual
se obtiene

Ílll <I> (V U) - (ÍlB - Íl12) <I> (W U) + (.6.14 - .6.1a) <1> (VV V) = O

hF(H! - V) - ltF(W - U) + F(W) = O

De igual modo, si eliminamos n entre la s dos últimas, tendremos

obteni éndose otras dos ecuaciones que no cont ienen el movimiento me- .
dio sin más que eliminar n entre las dos primeras y las dos últimas

Así, eliminando n entre las dos primeras llegaremos a la ecuación

en la que es

R(ta- tJ - RS(t 4 - ta) S(ta- t2) - RS(t 4 - t2) ( 5)
13 = q = 3-1

R(t 4 - t2) - S(t 4 - ta) R(t 4 - t2) ---=- S(t 4 - ta)

El sistema formado por las ecuaciones (3.10), (3.12), (3.14), le denomi
naremos sist ema [un.darnenial,

siendo
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I

No hay duda alguna sobre la independencia de las tres ecuaciones del
s ístema fundamental. En efecto , designándolas con la misma numeración
.acentuada y teniendo en cuenta los datos y constantes que intervienen en
cada una de ellas, podemos escr ibirlas simbólicamente en la forma

MV, V, W , N, Q) = O
MV, V, H' , N, Q, ti) = O
fs(V, V, R, S, ti) = O

(3.10')
(3.12')
(3.14')

Desde luego la ecuación (3.10) es independiente de las otras dos , por
110 contener ninguna época ti; en cuanto a las (3.12) y (3.14), basta re
cordar que entre las cuatro constantes N, Q, R, S , existen tres indepen
dientes.

Por otra parte, aunque no abordemos ahora el problema de las posi
bles soluciones del sistema fundamental, debemos notar que si se toma
'Como primer ángulo de posici ón el - 180 0

, en lugar de el' las constantes
del sistema fundamental permanecen inalteradas. Esto nos indica que en
tre las posibles soluciones, habrá que desechar éstas, ami cuando en al
gunos casos pueden ser útiles, como tendremos ocasión de comprobar en
e l par ADS 13169. '

4. RESOLUCION DEL SISTEMA FUNDAMENTAL

Aunque la resolución del sistema fundam ental, que es la cuestión que
nos proponemos en este epígrafe, puede ha cerse de diversas form as, da
mos a continuación uno de los método s que consideramos más sencillo.

Tomemos en primer lugar la ecuación (3.14) y desarrollémosla, resul
tará

V - V - sen (V - U) - pF (V) + q (V - sen U) = O

Dejando en el primer término los miembros de V, nos queda

(q - 1) V - (q - cos V) sen V - sen V cos V = (p - 1) TT - P sen TT
y si hac emos

cos TT - q
ECOS W

\ 1- q
la ecuación anterior se reduce a la

sen TT
E sen W =-

1-q
siguiente

(4.1)

(4.4)

(4.3)

(4.2)

deducen fá-

(O< m < 1)

1-p P
V - E sen (V - W) = TT + sen TT

1-q 1-q

cuenta las expres iones (3.15), seAhora bien , teniendo en
c ilmente las igualdades

(t4- t3) (R- S +RS)
1 - P = --'---'---- -'

R(t¡-t2)-S(t4-t3)

1-pm = _--.::c_

1-q

- 42-
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U - W - e sen (V - W) = m F (V) - (W - e sen W) (4.5)

Sustituyendo estas igualdades en la ecuación (4.2) y restando W en
ambos miembros, tendremos

(4.9)

(4.8)

(4.7)
sen V
1-p

e' sen W' = ----

-43 -

Asen x = {1 - N) (1 - cosU) - (1 - Q) (1 - cos]')

Acos x = (1 - N) senV - (1 - Q) sen F

cos V - p
e' cos W' = ----:--

1-p

Con estas notaciones la ecuación (3.10) adopta la forma

ep (TT U)
cos (W - x) = cos x - A

TT - W' - e' sen (TT ...:....- W') = _1_ F (V) - (W' - e' sen W') (4.ü)
m

Veamos ahora en que forma pu ede escribirse la ecuación (3.10) de ma
nera que resulte útil a nuestros cálculos.

Definamos una cantidad positiva A, y un ángulo X por medio de las
igualdades

qu e nos dará, en general, dos valores de W inferiores a 360 0

•

Finalmente, si designamos por Y el primer mi embro de la ecuacion
(3.12), tendremos el sistema fundamental transformado en el siguiente

V - W - e sen (V - W) = m F (T') - (W - e sen W)

ep (V U)
cos (W - x) = cos x - A

Y = F (W) - K F (H! - U) + h F (H! - V)

Para cada valor V tomado arbitrariamente, la primera ecuación nos
dará otro V, y llevando el par de valores TT , V, a la segunda ecuación , ten
dremos otros dos W " lV'. Las ternas (V, TT , W ), (V, V , W ') , nos darán ,
por medio de la tercera ecuación otras cantidades Y, Y' , distintas de cero
en general. Si construimos la s curvas de ejes (TT, Y), (V, y '), las posibles
soluciones del sistema fundamental están constituidas por los puntos en
qu e estas curvas cortan al eje V.

siendo ahora

que nos permite calcular V en función de V, por medio de una ecuaci ón
de Kepler, en la qu e V - W es la anomalía excéntrica, e la excentricidad
y m F (V) - (W - e sen W) la anomalía media. .

Lo mismo podríamos haber calculado V en función de V. Las ecua
ciones correspondientes son estas
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Nuestra experiencia de cálculo nos ha hecho ver que con ángulos V de
100 en 100 se obtiene la solución con error inferior .a un grado. Un segundo
cálculo con valores de V de grado en grado , para dos o tres ángulos cer
canos, permite obtener la solución con aproximación suficiente.

Este segundo cálculo puede en general sustituirse con ventaja por el
. método que describimos a continuación.

5. METODO DE APROXIMACION DEL SISTEMA FUNDAMENTAL

Cuando .se conoce una solución aproximada Uo, Va' W o, del sistema fun
damental, podemos suponer que U = Uo+u, V = . Vo+v , W = Wo+w , son
los verdaderos valores , representando u , v , w, errores bastante pequeños
para poder tomar en ellos el seno por el arco y el coseno como unidad. Así,
haciendo

tendremos

Al = 1 - cos U,
.42 = 1- cos Vo

Aa = 1 - cos lil/o

A( = 1 - cos (Vo - Uo)
As = 1 - cos (Wo- Uo)
Ao = 1 - cos (Wo- Yo)

(5.1)

F(V - U)= F(Vo- Uo)+A/ v -u)
F(W-U)= F(Wo-Uo) +As(w-u)
F(W-V) = F(Wo-Vo) +Ao(w-v)

F(U) = F(Uo) + AlU
F(V) ='F(Vo) + A2v
E(W) =F(TiVo)+Aaw

y de igual manera

<1> ( VU )= <I> ( VoUo)+v (A2- A4) +u(A 4- A])
<1> (W U) = <1> (W oUo)+w(Aa-As)+u(As- A1)
<1> (W V)= <I> (WoVo)+w(Aa- Ao) +v(As- A2)

(5.2)

(5.3)

Sustituyendo estas expresiones en las fórmulas (3.14), (3.12), (3.10), llega
remos al sistema

(A, - qA])u+ (pA2- A4)v=TIl
- kAsu+ hAsv + kA s - hAo- Aa)w = Il2 (5.4)

[Al - A4+ (1 - N) (As - Al)J u+ [A4 - A2+ (1 - Q) (A2- Ao)J v +
+ [1 - N) (Aa - As)+ (1 ----.: Q) (Ao- Aa)J =Ila

dond e sus segundos mi embros tienen el siguiente significado:

III = 1F (Vo - Uo) - P F (Vo) + q F (Uo)
H2 = F (Wo) - k F (Wo - Uo) + h F (Wo - Vo) (5.5)

TIa = <1> (VO Uo) - (1 - N) <1> (W oUo) + (1 - Q) <1> (W o Vo)

La resolución del sistema (5.4) respecto a u, .v, w, nos dará las correc
ciones que debemos aplicar a los valores iniciales para obtener otros más
aproximados. En el caso de que tratemos de mejorar una órbita, como es
natural los cálculos se simplifican notablemente.
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(6.3)

(6.2)

(6.4)

(6.5)

1 + Pi qi

q¡ = tag Vi

qi = tag Vi
q" = tag V "

e
cos i cos q>

a2 = ------

1 - Pi qi

p¡ = t ag 6¡
Pi = tag 6i

P» = tag 6k

Finalmente, el semieje mayor a, se calculará por la expresión

7. ORBITA DE ADS 1:1169 (9754), A _606

N¡=

los elementos o, <o, i, vienen .dado s por las iguald ad es

q¡M¡ + qi ivIi + qk ivI"
tao- (<o + O) = - -=----- -=------=--- -

o M¡ + Mi + M"

q¡ N¡ + qi Ni + q), N),
tag (co - O) = - - - - -"-----'--

Ni + Ni + N),

i (N¡ + Ni + N),) cos (<o +O)
tag 2 - = - ------ - ---

2 (M¡ + Mi + M,,) cos (<o- O)

Si M¡, N¡, son los det erminantes de segundo orden (siempre en el orden
de la permutación i jk)

REVISTA DE LA ACADEJIlA DE CIENCIA S EXflCT11S, FISICO - QUIMIGAS y NATURALES

El formulario ' corres pondiente , allí demostrad o, es el siguiente : Consi
deremos dos t ernas de valores correspondientes de ángulos de posición y
anomalías verdaderas, y hagamos .
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Como aplicación del método de cálculo explicado en los epígrafes an
teriores, nos hemos propuesto el de la órbita del par visual ADS 13169
(9754), A 606.

Los resultado s obte nidos demuestran que, al menos con las observacio
nes de que se dispone, existe n dos ór bitas completa mente distintas que las
satisfacen igualmente bien , y a las que denominaremos Orbita 1 y Orbita TI.

La única diferencia notable entre ellas corres ponde a la primera obser 
vación, que para la órbita 1 nos da un ángulo de posición igual a' 104 0 .1
y para la segunda órbita un ángulo de 2850. 5, es decir , con un a diferencia
de 181 0 .4. Sin embargo, por tratarse de un par de estrellas de igual mag
ni tud , se origina n frecuentes cambios de cuadra nte en las observaciones
y por tanto no puede discriminarse la ver dadera órbita.

Los datos que hemos ut ilizad o para el cálculo de esta órbita se cons ig
nan a continuación . Advertimos, sin embargo, que la observación núm. 18
fue recibida por nosotros con posterioridad al cálculo de la misma.
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Par visual ADS 13168 (9754), A 606

(Z = 19b 55m.6
(5 = + 4 0 48'

8.8 - 8.8 8.7 G5

N f) p Observador

1 1903.51 105.9 0.28 3 A
2 15.15 146.1 0.31 4 A
3 18.60 153.6 0,30 2A
4 21.08 167.0 0.29 4 A
5 23.64 171.7 0.26 3 A
6 24.67 176.1 0.25 1 A
7 39.94 233.8 0.28 4 VBs
8 43.77 246.3 0.29 1 VBs
9 44.36 250.5 0.33 3 V

10 48.66 261.0 0.26 2 VBs
11 48.71. 261.2 0.29 2 Bos
12 50.64 257.0 0.24 2 'Wilson (+ 1800

)

13 51.76 265.3 0.35 4 Baize ( + 1800

)

14 52.66 264.5 0.30 4 Bos
15 53.70 267.4 0.38 4 Baize
16 56.78 93.7 0.39 4 Baize
17 57.48 96.7 0.39 4 Bos
18 61.574 105.8 0.38 4 Bos

En pr imer lugar hemos representado gráficamente las observaciones'
en sistemas cartesianos (t , f) Y (t; p), eligiendo como básicos los siguientes
valores:

Dato núm. e

1 1904 1070 -
2 1924 174 0 0".257
3 1944 2480 0".310
4 1958 2760 0".393

Teniendo presentes las fórm ulas (3.4), (3.13) Y (3.15) se obt ienen las
constantes

N = 3.154770
Q = 2.601609
P = 0.127761
q .= -1.118295

m. = OA1l7G5
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R = 0.775187
S = 1.338976
h = 1.355026
k = 2.027514
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'Con ayuda de las cuales se procedió a un pr imer cálculo de las soluciones
del sistema fundamental , que fue efectuado para valores de V de 10 en
10 grados, llegando a la conclusión de que exist ían soluciones para V entre
105°-10'r y entre 118°-120 ° ; posteriormente se repitió el cálculo para es
tos intervalos, con objeto de llegar a resultados más prec isos.

No repet iremos aquí nu estro primer cálculo, puesto que su forma de
conducirlo es idéntica a la que veremos ahora para los intervalos señala
dos de 105°-107° Y 118° -120°, con excepción del número de decimales
utilizado en los cálculos:

ORBITA 1 ORBITA II

V
tag v

W
E ,

W - E sen W
F (V)

U
<I> (VU)
A sen '1.

A cos X.
'1.
A
W

F (W)
F (W - U)
F (W - V)

Y

105°.000 107°.000 118°.000 120°.000
1.123855 1.15 7862 1.36 084G 1.400666

48°.337 49° .184 53°.690 54. °475
0.610377 0.59651,5 0.517259 0.502335
0.387647 0.406972 0.5202'17 0.541937
0.866669 0.911197 1.176540 1.228370 '
43° .817 44.°679 49° .446 50° .320

0.602597 0.632392 0.807610 0.841366
1.416140 1.447271 1.599693 1.623456
0.055153 0.016537 - 0.223052 - 0.271331

87°.770 89° .345 97°.938 99° .490
1.417214 1.447365 1.615170 1.645983
200°.493 204 °.528 328°.286 326° .956
3.849362 3.984818 6.255351 6.251740
2.338575 2.445392 5.851964 5.821499
0.671263 0.710800 4.174512 4.065356
0.017448 -0.010095 0.046987 -0.042765

I
Interpolando linealmente entre estos pares de valores y los corr espon 

dient es a los ángulos 106° Y 119° llegamos a las siguientes soluciones del
, s istema fund amental

U V W

O RBITA I
O R BITA II

44° .3693 106° .2828 203°.0761
49° .8778 118° .9888 327° .6428

Los residuos de las tres ecuaciones fundamentales para dichos áng u
los, son :

ORBITA 1
ORBITA II

0.000003 0.000064 - 0.000016
-0.000015 -0.000134 0.000017
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ORBITA IIORBITA 1Elementos

En definitiva, los elementos obtenidos para ambas órbitas son los si
;guientes:

Período
Epoca
Excentricidad
Semieje
Ang. nodo
Anomalía
Inclinación

P = 80. a597

T = 1900.275
e = 0.497275
a ee ' 0.381113
Q = 117°.94
Ol = 284°.63
¡ = 63.°49

P = 60.a53
T = ' 1910.641
e = 0.843113
a = 0.552811
Q = 123°.16
Ol = 216°.85
i = 15°.03

Las diferencias observación-cálculo, para ambas órbitas son muy simi
lares, como se comprobará inspeccionando el cuadro adjunto, donde los
c ambios de cuadrante se han indicado con un asterisco:

CUADRO DE DIFERENCIAS O - C

ORBITA 1 ORBITA II
N

1 + 1.8 + 0.081 + 0.4* - 0.090

: 2 + 1.1 + 0.016 + 3.5 + 0.050
3 -1.8 + 0.019 - 1.0 + 0.028
4 + "4.1 + 0.020 + 4.7 + 0.022
5 -1.2 + 0.008 - 0.8 0.000

I 6 -0.7 - 0.004 -0.3 - 0.001
~

1 - 2.5 + 0.011 -1.3 - 0.002
8 -1.1 - 0.018 -0.8 - 0.011
9 + 1.6 + 0.017 + 2.7 + 0.018

10 + 2.1 - 0.083 + 3.1 - 0.083
: 11 + 2.2 - 0.065 +2.9 - 0.052
: 12 -5.9 - 0.117 -5.0 - 0.117

13 + 0.2 - 0.024 + 1.1 - 0.014
14 -2.2 - 0.010 - 1.4 - 0.069
15 -1.2 + 0.030 -0.4 + 0.005
16 - 0.2* + 0.001 + 0.6* + 0.009
17 + 1.1* 0.000 + 1.4* + 0.001
18 + 4.0* - 0.016 + 4.6* + 0.008
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SOBRE UN TEOREM A DE ALBERTO NI, BOCCHIERI
y LOINGER CONCERNIENTE AL CARACTER ALEATORIO

y DEBILMENTE UNIFORME DE LAS DENSIDADES
. DE LIOUVILLE

por

A . T. GALINDO ·

lntrotluccién.

Con el fin de justificar el uso de las asambleas microcanónicas de Gibbs
a partir de los principios de la dinámica genera l, Albertoni et al .' han intro
ducido un método de cálculo de promedios E(F) de funcionales F sobre el
espacio de las densidades microcanónicas de Liouville, que permi te a sus
autores asegurar que la "inmensa mayoría" de estas densidades son débil
mente uniform es en el sentido de Hopf'. Sin embargo, aunque en 1 se
"afirma" que E da el mismo peso a todas las densidades (consecuencia ésta
falsamente inferida del proceso de límite tras el cual se define su método),
los mencionados autores no analizan (ni siquiera formalm ente) sus propie
dades, a saber . si existe o no un conjunto suficientemente grande de fun
cionales que sean promediables E, y si su cálculo induce o no una medida
sobre el espacio de densidades. Estas cuest iones son de suma importancia,
si se desea que las consecuencias de orden físico deducidas de su teorema
sean significativas.

Un doble análisis de este problema nos va a perm itir . empero, el afir 
mar rigurosamente que el teorema de Alber toni et . al. es tot alment e trivial
e inútil para justificar los métodos de la mecáni ca esta dística , pues demos
tramos que E lleva asociada de forma natural una medida cuyo soport e es
la única densidad débilm ent e uniforme con relación a cualquier flujo .

En la sección 1 probamos que todas las funcion ales continuas y polinó
micamente acotadas pertenecen al dominio de definición de .E ; denotando
por e el conjunto de tales fun cionales, demostramos que E es una integral
de Dani ell sobre e, tal que i ] todo boreliano de L (= espacio métrico de
densidades) es sumabl e con relación a la extensión de E a las fun cionales
de Bair e, y ii] la medida asociada a esta extensión está concentra da en un
único elemento de L.

• Dirección actual: Institute of Ma themat ical Scíences, Nueva York.
1 S. Alber toni, P . Bocchieri y A. Loinger , J. of Math. Phys. 1, 244 (1960).
2 E. Hopf, Ergodentheori e, Berlín, 1937.
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En la sección II presentamos, finalmente, un enfoque de esta s cuestiones
dentro del mar co de la teoría de la medida en espacios topológicos lin eales,
y prob amos una vez más que E. induce una medida en los cilindros bore
lianos de L cuya extensión natural al e-cuerp o mínimo está concentrada
e n un punto de L .

1

1.1) Sea (Q, 2:. , ¡.¡.) un espacio con medida de probabilidad . separa ble
y sin átomos. Si fJe == L2 (Q, 2:. , ¡.¡.), denotemos por L el subconjunto cerrad o
y convexo de fJe form ado por aquellos 1E fJe tales que 1~ 0, y (e, f) = 1,
donde e (E L) es la fun ción idénticam ente igual a uno sobre Q. Estos ele
mentos 1 son las llamadas densidades de Liouville. Diremos que una fun 
cional F , definida y continua sobre L, es polinómicamente acotada, si y
sólo si existen dos números J( :::::,.,. 0, n(entero)~ 0, tales que

para v 1EL.

(Puesto que 11 / 11 ~ 1 para cada 1E L. es obvio que toda fun cional continua
y acota da , esto es, ta l que JF [/JI L 111 para V1E L, es también polinómi
camente acotada) .

. Denotemos por C el conjunto de todas estas funcionales cont inuas y po
linómicamente acotadas, y por Ca el subconjunto de C formado por aque
llas que son simplemente acotadas . Es evidente que

L a) Ca y C son álgebras de fun cionales continuas.
L b) Ca y C separan fuert emente los puntos de L.
1.c) La topología más débil en el conjunto L que hace que los ele

mentos de C, sean funcionales continuas coincide con la topología original
de L. (Obsérvese que L, por ser métrico, es también normal , y por tanto
el lema de Urys hon le es aplicable).

. 1.d) Ca y C son espac ios de Riesz.
L e) La fun cional caracter íst ica de cualquier cerrado de L pertenece a

la mínima familia de Baire que con tiene a Ca .
De estas propiedad es se dedu ce en seguida que si sobre C (o Ca) hay de

finida una integral de Dani ell , con respecto a la cual el conjunto L sea su
mable, entonces el e-cuerpo de conjuntos sumabl es baj o la exte nsi ón de
esta integral cont iene a todos los borelianos de L.

1.2) Sea rc : Q = Al U A2 U Oo. U An una equipar tición arbitraria y fi
nita de Q en elementos disjuntos de 2:. , y escr ibamos 11t1 == l /n. Sea <peA ;)
la fun ción característ ica de A¡, y consideremos la aplicación continua 1'"
de E en H" así definid a :

1'rr j == ( (lJl (Al)' f), (<p (A2) , f), Oo . , (lJl (A,,), f) )

donde (., .) denota el pro ducto escalar en fJe .
La imagen Trr L de L es el simplex de vértices (1, 0, Oo . , O), (O, 1, 0, .. ., O),

.. . , (O, .. ., 0, 1) ; si p" es la medida de probabilidad inducida (tras su opor-
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tuna normalización) sobre T..L por la medida de Lebesgue en R", defina
mos (según Albertoni et al. ) el promedio E(F) de una fun cional F sobre L ,
de la siguiente forma: '

E (F) == lí~ E..(F) == lím r <I> tr (x ]' ... , x,,) dptt

1"1-+0 1sr1-+0 )Ttt L
donde

<1> tt (Xl' .. ., X ,,) == F [n X l <p (A¡) + ... + n x" <p (A,,)].

Sea fT el conjunto de funcionales a las que es aplicable E; fT es clara
mente un espacio lineal. Es cuestión de simple cálculo (que omitimos por
brevedad) demostrar que si F es una funcional polinómica (esto es, com
binación lineal de' funcionales del tipo

Lx...~; (Al, A2' .... A;n) f (A]) . .. f (A"J d ¡J. (Al) .. . d~ (A",)

dond e P", (Al" .Am) E fJt e fJt ®~ ® fJt)entonces FE s ,y además E(F)= F[e].
Sea ahora F un eleme nto de e que se an ula: en un entorno de e; existe

pues un D> O. tal que F[f] = O si Ilf - ell < o. Por tanto, es siempre po
sible encontrar dos números M ~ 0, y n(entero) ~ O, tales que

IF [f] , ¿ P[f ] == M(lIfIl2-- 1)" para V t« L.

Como P[f] es polinómi ca , lím E" (P) existe y es igual a P[ eJ; pero
1"1-+0

P [eJ = 0, luego lím Ett (F) = 0, es decir, FE fT Y E (F) = F [e] = O.
1,,1-+0

Considere mos finalmente un a funcional F E C ta l qu e F[eJ = O; dado
E > 0, 3 D> O: IF[fJ I < E para V f E V" == H EL: 11 f - e 11 < D}.

Sea G" [fJ una funcional continua, con va lores en [0 , 1J, y tal "que

/ 1 si fE L - V~

G" [n = '" _°si fE V"/2

(la existencia de G" está ase gurada por el lema de Uryshon).
Entonces IF[f] - F[f] G,\ [f] I < E para Vf E' L ; pero segú n lo an t.er ior ,

E(FG ,,)= 0, luego lE..(F)I < 2 E para 11tI < Dl(E). De aquí que E(F) ex iste
y es igual a F[eJ ( = O). "

Por tanto , dada un a F E e arbitrar ia, F - F [eJE fT Y como toda fun
cional constan te perten ece a fT, Y fT es lineal , queda así demostrado que
ee s . Además, del carácter lineal 'de E resulta E(F) = F [eJ para ~ F E e:

1.3) En vist a de los resultad os de 1.1) y 1.2) es obv io el comprobar que,
E es una integral de Dani elP sobre e, pu es si {Fn flo> e e y P; 1 0, ento nces

3. L. II. Loomis An Introduction to Abstr act IIarm onic Analysis, New York , ~953 . ,
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E(F,,) = Fn[eJ i n, Por otro lado , el boreliano {e} es sumable (pues se
gún Le), la funcional caracte rística de { e} es de Bair e, y además está ma
yorada por la de L, que es sumable); como dicha fun cional característica
de { e } es lími te de una sucesión {G n } 1

00 monótona decreciente, de elemen
tos de Co, tales que Gn[eJ = 1, result a así que, si v es la medida (de pr oba
bilidad, pues v(L) = 1) inducida sobre los subconjuntos de Baire en L pOI'
la extensión de E a las funcionales de Baire sumables, entonces v({e }) = 1.
Luego v está concentrada en { e} , c. q. d.

no 1) Sea ffe r el espacio real de Hilbert formado por las funciones rea
les de L2(Q, 2:" ¡.¡..). A todo subconjunto finito 'lf == { epI ' qJ2, o. o, ep,,} C ffe r se le
puede asociar una aplicación 1~ , continua y lineal de ffe r en R", así definid a :

'1' ", ep == ( (epI' ep), ... , (ep", ep)) par a V <p E ffe ro

Dada una función <l? definida en R¿ continua y con soporte compacto, la
funcional ep' (ep) == <I> ('1' ", ep) definida sobre ffen es continua, y acotada. Su res
t ricción a L (C ffe r) es pues, un elemento de Co• La funcional <1> ' se denomina

una funcional cilíndrica con respecto a 'l' , y la denotaremos por [1", ; su res
tricción a L escribiremos F", .

Definamos E ([1'V ) == E (F'V ) ; según 1, t enemos:

-
Por consiguiente, E induce una medida de probabilidad v en los cilindros

borelianos':" de ffe r (esto es, en los subconjuntos de ffe r cuya funcional ca
ra cterística es es cilíndrica con relación a algún 'l' , y cuya <1> asociada es ca
ra cterís ticas de algún boreliano de Rn) .

Sea {epi }1
00 un subconjunto numerable y denso en ffe r (nótese que ffe r es

00

separable, por serlo (Q, 2:" ¡.¡..); entonces ffe r - { e} = U '1'-1 X"' dond e
, 'V"

'Vn == {ep,,} , y Xn == '1' 'Vn ffe r - '1' ' 'V~ { e} o Por tanto { e} pertenece al a-cuer-

po mínimo 2:,' que contiene a los borelianos cilíndricos; como v ( ffe r 

- {e} )= 0, pues '1'~~ K; no contiene a e para ningún n, resulta v ( { e }) = 1
'rn- -

aquí v denota , evidentemente, la extensión dev a 2:, ').

Demostremos, finalm ente, que L E 2:,', con el fin de asegurar que la res

tricción de -:; al e-cuerpo en L form ado por las intersecciones de elementos
de 2:,' con L, tiene sentido : sea {A n } 1

00 una sucesión de elementos de 2:,
'densa en la pseudométrica de (Q, 2:" ¡.¡..); consideremos ' la sucesión
{ e, ep (A;>. ep (A2) , oo ., ep (An) Oo, } de elementos de ffe r (ep (A i) denota la fun-

4 I. M. Gel 'fand y N. Ya. Vilyenkin , Obobshchyennyye Funktsii, Vol. 4. Moscú, 1961.
5 K. O. Friedri chs, H. N. Shapiro et al., Int egration of Fun ctionals, Lecture notes,

N. Y. U., 1957.
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por
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o o
h - - -h----

¡(x + h) = e dx f(x )e ox

TEüRIA GENERAL DE PERTURBACIONES
EN MECANICA CLASICA

éY
El operador ---

éYx

Definimos este operador por la propiedad de ser lineal y que su conmu-.
tador con :i; sea igual a la unidad. Su campo de apli cación es toda func ión
analítica de x en un cierto dominio , considerando x como un punto interior
al mismo: ., . .

Con estas ' propiedades, el conmuta dor [~, f(x ) ] ~ éYf(x ) , 'siendo (Yf(x) :
éYx . éYx éYx

la derivada de la función , y podremos representar él desarrollo de una fun
ción f(x) así:

En un trabajo anterior (1), presentaba Garrido un método opera cional'
para las perturbaciones en mecáni ca clásica, siguiendo una formulación ha 
miltoniana y utilizando frecuentement e la invariancia de los paréntesis de
Poisson baje transformaciones can ónicas. Pero en él se consideraba que tan
to la hamiltoniana no perturbada como la perturbación, no dependían ex-
plícitamente del ti empo. '

Vamos ahora a generalizar la teoría desarrollada en (1) para 'el caso de
sistemas no conservativos, con lo cual además se extiende la validez del prin-.
cipio de acción dada por Garrido en un trabajo post erior (2).

Presentamos aquí un método operacional para estudiar el efecto de las per tur baciones
en mecánica clásica. El método es semejante al que se ut.ilizaba en mecánica cuántica .

Utilizamos pues el formulismo hamiltoniano. Se desarrolla en este trabajo el caso,
más general en que tanto la hamiltoniana no per turbada como la perturbación dependen,
explícitamente del tiempo. Se ilust.ra la teor ía con un ejemplo.
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Aplicaciones a la m ecánica

Sea F(q¡, Pi, t) una función de las variables canónicas qil Pi Y de t: Su

pongamos que pertenece al campo de aplicación de los operadores: y
oq¡

Si definimos el operador de Liouiville por

(2)

éll{ en
Y tenemos en cuenta las ecuaciones de Hamilton q' - -' p' - - - •

i - élpi' i - élq¡ ,

dF élF
- = - + [QF]
dt élt

donde [Q F] representa el conmutador de Q y F; [Q F]
general, si F no depende explícitamente del tiempo ,

dnF = [Q, Q ..., [Q, F]n
dt

n
-- n veces -- .

(3)

Q F - FQ ; en

Limitémonos por simplicidad al caso de dos variables canónicas conju
gadas. Entonces, a partir del valor de F(q(O), p(O» = F(qo, Po) en el instante
inicial t = O, hallaríamos su valor para un tiempo posterior t, es decir , su
evolución temporal

F(q(t), p(t» = etnF(q(O), p(O» e- tn

mediante la aplicación del operador Q tal como figura en (4).

(5)

El operador S (t)

Sea el caso más general en que la hamiltoniana del sistema dependa ex
plícitamente del tiempo, [J = .[J (q(t), p(t), t) y sea F(q(t) p(t), t) una fun
ción del grupo de variables canónicas q(t) Y p(t). El operador Q tendrá en
este caso una doble dependencia temporal; la dependencia explícita .del
tiempo, a través de H y la dependencia dinámica a través de las variables
q(t) y p(t).

Sea S (t) el operador que genera la evolución dinámica del sistema. En
tonces podremos expresar, tanto F como Q en el instante t en función de
sus valores antes de la evolución dinámica .

F(q(t), p(t» = S(t) F(q(O), p(O) S-l (t)
Q (q(t), p(t» = S(t) Q (q(O), p(O),t) S-l (t) (O)

.Q (q(O), p(O) t) es el valor de Q (q(O), p(O) O) despu és de sufrir la evolución ci
nemática debida a su dependencia explícita del tiempo.
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Derivando la primera de las ecuaciones (6) respecto al tiempo , teniendo
en cuenta el carácter unitario de S(t) , se obtiene

dF(q(t), p(t» = [ dS(t) S- l(t), F(q(t), p(t» ]
dt dt

(7)

q ue comparándola con (3) nos da

dS(0 .
d S-l(t) = Q (q(t), p(t), t) " (8)

t .

pero por la segunda de las ecuaciones (6) Q (q (t), P (t), t) = S(t).
'Q (qo, P» t) S-l(t) por tanto obtendremos en (8) despu és de multiplicar por
S(t) por la derecha los dos miembros,

dS(t) . ,
dt = S(t) Q (qo, po, t) (9)

Si como caso particular la hamiltoniana no depende explícitament e del
t iempo, la integración de (9) nos da para S(t) la expresión

S(t) = etn

Perturbaciones

(10)

(11)

Supongamos que la hamiltoniana de un sistema puede descomponerse
en dos partes H = H, + H1 y que el problema de la evolución engendrada
por H, ha sido resuelto exactamente, esto es, conocemos qo(t ) y Po(t ).

Admitimos también que la perturbación H1 comienza a actuar en t = O,
de modo que en este instante las q(O) y p(O) del movimi ento perturbado coin-
cide con qo(O) y Po(O) respectivamente. .

Si representamos por S(t) y So(t) los operadores de evolución del movi
miento perturbado y sin perturbar respectivamente

F(qo(t), Po(t)} = So(t) F(qo; Po) S-lo(t)
.Y

F(q(t), p(t» = S(t) F(qo , Po) S-10( t)

,de donde obtenemos que

F(q(t) , p(t» = Sl(t) F(qo(t), Po(t» Sl-1(t) (12)

Ilamando Sl(t) al operador unitario

Sl(t) = S(t) So-l(t) (13)

Derivando (13) resp ecto a t Y. teniendo en cuenta las fórmulas aná logas
dS ss,

.a (9) para -;¡¡ y ---;¡¡.' tendremos

dS1(t)
dt = Sl(t) Q1 (qo(t), po(t), t) (14)
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ESTUD.IO ·DINAMICO DEL PLASMA TERMONUCLEAR

por

FRANCISCO GASCÓN LATASA*

INTRODUCCION

El gran desarrollo industrial conseguido en la primera mitad del siglo
xx, tenía como base la utilización de combustibles fósiles: carbón, petró
leo y derivados. Sin embargo, es bien conocida la desigual distribución
de estas materias primas en la superficie terrestre. Hay muchas naciones
que carecen de estos elementos básicos, y las restantes ven como sus re
servas disminuyen rápidamente.

El descubrimiento de la fisión nuclear y posterior control de las reac
ciones, vino a poner remedio a esta situación. Hoy en día, ' naciones como
Inglaterra; ' están explotando esta nueva fuente de energía en escala .indus
trial. España deberá tener en marcha sus reactores antes de diez años .

.Las reservas de combustibles nucleares son relativamente grandes y
el precio de la energía producida por este procedimiento va tendiendo a
igualarse a la de la energía hidraúlica. Sin embargo, estos reactores de fi
sión tienen un inconveniente extraordinario: las cenizas radioactivas; éstas
representan un .verdadero peligro para la humanidad, teniendo en cuenta
que todavía no se ha resuelto el problema de deshacerse de ellas.

Todo esto nos obliga a emprender una rápida carrera que han comen- :
zado todas las naciones para lograr una nueva forma de obtener energía:
el aprovechamiento de la enorme cantidad de energía desarrollada en la
bomba de hidrógeno, mediante un aparato que denominamos, por ana
logía con la fisión nuclear, reactor de fusión controlada o reactor termo
nuclear, que produzca energía barata, controlada y sin peligro. La reali
zación de este aparato lleva consigo un gran número de dificultades técni
cas y teóricas [1].

La elevada temperatura requerida produce la ionización total de los
átomos del combustible, encontrándose la materia en el denominado cuar
to estado o plasma, compuesto por electrones y átomos totalmente ioni
zados.
. W. Crookes (1878) intuyó este nuevo estado de la materia en sus expe

rimentos con descargas eléctricas en gases. l. Langmuir desarrolló una
teoría para estos gases ionizados denominándolos "plasma". Los trabajos.

~ En la actualidad en el Estudio General de Navarra, Pamplona.
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de Rutherford y Oliphant (1934) y otro s investigadores y astrofísicos con
tribuyeron de manera notabl e en el desarrollo de esta ciencia nueva. Sin
embargo, hasta 1951 no se vio la importancia de la fusión y entonces pasó
a ser investigación secreta . Empezaron a publi carse algunos trabajos en
1957 y el número de físicos y publicaciones dedicados a este problema
creció ·exponencialmente. Hoy en día , aunque los libros aún escasean, los
trabajos publicados en revistas son muy numerosos, particularmente des
pués de la Conferencia de Ginebra. para usos pacíficos de la energía
atómica.

Los problemas encontrados en el estudio de los gases ionizados son de
varios tipos . Difieren del estudio de los gases ordinarios por estar some
tidos a campos electromagnéticos que les obligan a- realizar complicados
movimientos.

Debido a su reciente desenvolvimiento, la mayoría de los problemas
del plasma están desarrollados cualitativamente y solamente se han en
contrado solucion es cuantitativas en algunos casos ideales.
. La investigación sobre la puesta a punto de reactores es mi problema
fascinante, difícil y potencialmente muy importante. Esperamos que la
predicción del físico indio H. J. Bhabha, en 1955 en la Conferencia de
Ginebra , de que el problema estar ía resuelto antes de 20 años, se confirme
para bien de la humanidad. ,.

Este trabajo que presentamos, esperamos sea un jalón para la solu
ción del problema planteado. En el primer capí tulo damos un método
opera cional que nos permite resolver el problema general de perturbacio
nes en la Mecáni ca Clásica , t eoría que apli camos en el capítulo segundo
al estudio de la dinámica del plasma en campos electromagnéticos y al
estudio fundamental de los . invariantes adiabáticos que pueden per
initirnos calcular tiempos de confinamineto en los reactores, valid ez de la
aproximación del centro guía, etc.

Creemos que el método de perturbaciones tan importante en los proble
mas que se plantea la física moderna , nos permitirá atacar problemas ca
pitales tales como el de estabilidad de las descargas en reactores, movi
miento de satélites artificiales, etc.
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(1)oq¡ = -

C A P Í T UL O 1

En un trabajo anterior [2J , se ha presentado un método operacional
para el cálculo de perturbaciones en mecánica clásica siguiendo la formu
Jaci ón hamiltoniana y utilizando frecuentemente la invariancia de los pa
réntesis de Poisson bajo transformaciones canónicas. Pero en él, se limi
taba el estudio al caso en que tanto la hamiltoniana no perturbada como
l a que presentaba la perturbación, no dependían explícitamen te del
t iempo.

Poco después [3J , Garrido pr esentó un prin cipio de acción que daba
las variaciones de las vari ables canónicas conjugadas mediante las deri
vadas de la acción del sistema . Se escr ibía así

TEORIA GENERAL DE PERTURBACIONES EN MECANICA CLASICA

·donde TtV era la acción del sistema y o representa var iaciones respecto a
un parámetro cualquiera. Si las var iaciones eran calculadas con relación
.al t iempo, se obtenían las ecuaciones de Hamilton del movimiento. Pero

. también se puede variar el parámetro de acoplamiento A entre un movi
.miento no perturbado de acción TiVo y el perturb ado cuya acción es :

liV = W o + A W 1

De esta forma se desarrolla la imagen de in terución en la mecáni ca clá
.sica y se obti ene un método para calcular .perturbaciones basado en la
utilización de lagrangianas. Sin embargo, la valid ez del prin cipio de ac
-ci ón (1) fue demostrada basándo se en el t rabajo [2J lo cual limi ta la ge
neralidad de (1) a sistemas conservativos.

. Vamos ahora a genera lizar la teoría estudiada en [2J para el caso en
'que tanto la hamiltoniaria no pertu rbada como la de per turbación, depen
·dan explícitamente del tiempo. Obtenemos esencialmente las mismas ex
presiones, para el cálculo de perturbaciones, 'que las deducidas para el
'caso en que ambas hamiltonianas eran constantes.

La imp ortancia de est.e trabajo no estriba ún icamente en ser una gene
'ralizaci ón de [2J sino en que, además, mediante los resultados aquí ohte 
'nidos y la demostración de equivalencia desarrollada en [3] , es posib le
-a ñrmar que el principio de acción (1) es válido para todo sistema , conser-
vativo o no conservat ivo . .
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o
EL OP ER ADOR 3x

Sabemos que una función analít.ica en un cierto domi nio y en la fron
tera del mismo, puede desarollarse en serie de Taylor alre dedor de un
punto cualquiera de este dominio. La serie res ultante es convergente y
tiene por suma la fun ción .

3
Definimos el operador ox por las siguientes pro piedades:

a) Ser un operador lineal.

b) El conmutador [ (Y: ,(X)] = 1 ; donde representamos la variable (x)

entre paréntesis para distinguirla de cuando actúa como operador e 1= .
opera dor identidad.

e) El campo de aplicación de dicho operador es toda función de la
variable x, que sea analítica en un cierto dominio, cuando consi deramos
que x es un punto interior al mismo.

e
Por ser (yX un operador lin eal , tendremos

(Y o
3x (e x ) = e ex (x )

siendo e una constante cualquiera . Entonces

[~ , ex] =~ (e x) - (e x)~ = e (~ (x)- (X)~) = e[~,x] - e
ox ox ex (YX (YX OX

Estudiemos ahora la acción del operador ~ sobre x2

o X

_(Y_ (a;2) = ~ (x.x) = (~ x) x = (1+ (x) _0_) x = x + x~ x =
OX (YX (YX (Yx OX

= x + X(l + x ~) = 2 x + x2 _(Y_
(YX (YX

Por tanto, generalizando el resultado para una potencia n de x ten
dremos

e e
- - (x n) = n x n- 1 + x n _ -
OX ex

y puesto que nxn
-

1 es la derivada de x n respecto a x , podemos escribir

e (Yxn (Y
- (x n) = _..- + x n -

(YX OX 3x
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luego

(3)

(4)

(5)

(2)

(6)

en tér-

élx

él f(x)

a a a;¡:;" .
= - - ;¡:;" - x" - - = -

aX aX aX

[él~ , [(x)J
De donde deducimos que

!(x + b.x) !::;¿ (1 + S» él~ ) ¡(x) (1 ., s» él~)

y con esta misma aprox imación , eviden temente
a a

/':"x-- -/':"x-
f(x + b.x) !::;¿ e élx [ ex) e él·y.
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. af
¡(x + b.x)!::;¿ ¡(x) + b.x élx

Relación I"1ourosam ent e cierta para el límite en que S» -o>- O.

Teni end 1 laci , ( J) d 1 valor a/(x )I'eni en o en cuenta a re aCIOn :.., que nos a e
él.?;

. d d él 1 . ' (4) dmmos el opera 01' élx ; a expresi ón nos que a

/(x + b.x) !::;¿ !(x) + b.-a: ( : x [ex) - f(x) : x)

según el cri teri o establecido' para defini r funciones de un operador .

que considerando solamente los té rminos lin eales en b.x pod emos es
cribir

a
luego el conmutador del operador -- con una fun ción f(x) de su campo

eY X
de aplicación nos da la deri vada de l a fun ción con respecto a x .

Sea b.x un in cremento infinitesimal de la var iable x y supongamos
que x + b.x es un punto interior del dominio donde !ex) es analítica.

Teniendo en cuenta solamente los términos lin eales en S» podemos
escr ibir

En general, si !(x) es un a fun ción que pertenece al campo de aplicación

del operador a~ "o sea , es desarrollabl e en serie de potencias de x , por

las propiedades dichas, tendremos

a . a[(x ) . él
ax ¡ (x ) =~ + f(x) él..r
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hn a" an-1 a an

+ .-. -n-¡ -ax-n ¡(x ) - n -a-x-n--1 ¡(x) -a-x + ... (- I)" ¡(x ) -ax-n + ... =

(7)

!::>L (1 + I1x aa
x)

j(x + I1x ) (1 - I1x a~ )=(1 + I1x a~r¡(x) (1- I1x a:)

s a
2 ~x- -2 ilx-

= e ax ¡(x) e Sx

Repitiendo la operac ión 11, veces de modo que n!1x = h Y tomando
h

11, suficientemente gra nde pa ra. que I1x = - ---+ O, tendremos
11,

..s. _ h _ s_
j (x + h) = e DX ¡(x ) e D.'C (8)

que es la expresión del desarrollo de Taylor en función del operador ~.
s D ~

h - -h-
Vamos a ver que la expresión e DX ¡(x) e Sx nos da realmente el

h _ s_
desarrollo del Tay lor. Para ello desarrollamos los operadores e DX y

a
-h-

e Sx en serie de ·potencias y ap liquémoslos a la fun ción ¡(x )

a a
h- - h - h (a a )

e Sx j (x) e Sx = j(x ) +~ ax ¡(x) - ¡(x) ax +

te ('02 a a '02
)

+ 2 ! a:i'" ¡(x ) - 2 ax ¡(x) ax + ¡(x) a:i'". +

af(x + I1x ) [ a j- a .. a
ax . = ax ' ¡(x + I1x) . = ax !(x + I1x ) - ¡(x + I1x) ax

sustituyendo en (7) nos queda

¡(x + 2 I1x) .~ ¡(x + I1x) + S» (~ ¡(x + I1x) - ¡(x + /1:¡;) _'0_)!::>L
ax ax

donde - - 

x + I1x.
Puesto que

Reptiendo el proceso efectu ando tomando como función f (x) la
. ¡(x + I1x), tendremos ,

af(x+ I1x)
f(x + 2 I1x ) !::>L f(x + 11'X) + I1x ---=-~a-x-'---=-

a¡(x ' :¡" 'Úx)
representa la derivada de la fun ción ¡(x) en el punto

ax



y además [_a_ a2f(X) ] = a3

¡(x )
_ax ' ax2 ax3

y que según sab emos es la derivada n-esima de f (x ).

Comparando esta expresión con la (9), vemos que ésta es realmente el
desarrollo de Taylor de f(x ). .

Si llamamos D; al operador que aplicado a una fun ción nos da su deri
vada , el desarrollo de Taylor de un fun ción f (x ) lo podemos representar

[
a [ a [ a ]]] [a a

2
a a . a

2]

ax ' ax ' ax ' ¡(x) = ax ' ax 2 ¡(x ) - 2 ax f(x ) a;c + ¡(x) ax2

a3 a2 a a 'iia 3

= -f(x)- 3 - f(x) - + 3 - f(x)-- f(x)-
ax 3 ax2 ax ax ax- ax3

(9)

rx)

(10)

(11)

- 69-

hD
f(x + h) == e x f(x )

[ a [a [ Ci ]]" ( n ) a,,-m a'"
Cix' ax "" a;; , f (x) .. . = ~ (_ 1)m . ni ax,,-m ¡(x ) ax'"

n veces

., h" n ( n) a,,-m éJ llI= - (- l )m · x _ _
~ n! ~ m ax,,-m I( ) ax'"

ESTUDIO DI NAMICO DEL PLASMA TERMONUCLEAR

[~,[~ f(x)J]=[~ (~f(x) - ¡(x)~)] ==
ax ax' ax ' ax ax

a2 a a a2

= ax2 f(x) - 2 ax ¡(x) ax + ¡(x) ax2

Para el conmutador triple tenemos

En general, pues

[~ , [~ , f (X)]] = [~ , !E) ] = a
2

f(x)
ax ax ax ax ax-

pero por otra parte este dobl e conmutador es '

ao

donde en tendemos que el operador - o es el operador unidad.
ax. a

Calculemos ahora los sucesivos conmutadores del operador ax con

[:x' f(X)] = a~~X)
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(12)x + oo'
él f(x )

élx

h

1 !

e
h - ( h él h2

a~x = e é3x f(x ) x - - - x +--x
1 ! ax 2 ! éla?

"h" él") h~ (. . h. él h2
él

2

+ oo ' (- 1) - . - x = e é3x {(x ) x --{(x ) - x + -f(x)-
n ! a.x" . 1 ! él x 2 ! éla?

)' por otra par te

é3 é3
h- - h -

e é3x f(xr é3x

(
h él h" él")¡(x ) x - - ¡(x ) - x + .oo (- 1)" - f(x ) -- x
1 ! él x n ! élx"

é3 x é3x
h- -h-

e é3x ¡(x) e é3x

Agrupando ahora los productos por las sucesivas potencias de h, ten
dremos

.() h(a. él)t x x + - - t(x ) x - f(x ) - x
1! élx élx

h
3 (él3

él él 3
2

)+ 9 1 ~ ....2 f(x ) x - 2 -~- f(x )- x + f(x) - x + .oo
~ <:J;¡'; <:JX 3x 3~

h" él" ) ( h él h3
él

2 h" . :::1" )+ oo . (_ 1)" - ¡(x ) - x = 1 + __ + __ + oo . + _ _0_ + .oo
n! ax" 1! élx 2 ! élx 2 n! élx"

de tal modo que al operar , lo mismo podemos hacerlo con una que con
otra, No ocurre así con la expresión (11), pues tomando , por ejemplo, el
caso sencillo de multiplicar f(x + h) por la variable x, la expresión

hD
f(x + h). x no es la misma que e "' . f(x) . x . Basta fijarnos que la des-

arrollar eh D", enserie de potencias del operador D"" tendremos una seri e
de operadores derivada, actuando sobre un producto de funciones, y que
habrá que derivar según las reglas conocidas.

En cambio la expresión (8) nos da el inismo resultado ¡(x + h). x que
é3 é3

h- -h-
e é3x f(x ) é3x x. En efecto .

(
h él f(x ) 11,2 ~ ¡(x ) )

f(x + h) x = ('(x ) + - .- . + - + oo . x = f(x ) x +
l ! élx 2! élr

La ventaja de la expresión '(8) sobr e la (11), es que la (8) nos da una
completa equivalencia entre f(x + h) y su expresión simbólica
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y . en cada uno de los paréntesis de esta expresión, como x siempre figura
.a la derecha del operador, podemos sacarlo factor común y nos "quedará,

D",'" fCx) ,

- 71 -

[ ~x ; fCx) ] ... ... ]

h _ o_ _h_o_
fCx + h) = e é3x fCx) e OX

hD
fCx + h) = e '" fCx)

h ( a a )fCx) x + - - fCx) - f(x) - xl! ax . . ax,

h2
( a2 a a (32 )+ - - f(x) - 2- fCx)- + fCx)-. o: +2 ! ax2 . ax ax a;"(;-

'son equivalentes numéricamente en el sentido de que ambas dan correcta- o
mente el valor de fCx +.h), pero no lo son operacionalmente pues si inten
tamos multiplicar por la derecha ambos miembros de estas ecuaciones por
funciones arbitrarias de x, la primera daría una igualdad mientras que el
resultado que se obtendría de -la segunda sería falso.
- De aquí podemos deducir la norma general a seguir con estas expre-

-siones. Siempre que tengamos que realizar operaciones algebraicas con;

fCx + h) manejaremos la primera expre~ión '_en que entra a~ ; pero una .

vez terminadas todas las manipulaciones algebraicas, .si queremos hallar
o

- h -- hD
'el valor numérico del resultado , bastará suprimir e ox y escribir e '"

o
• h-- t:

'en lugar del e OX que queda , interpretando D", como el operador derivada ,
lo cual simplifica mucho la aplicación del método que vamos a ·presentar .

Esta regla práctica para calcular los .valores numéricos puede probar
se directamente . En efecto, como es fácil de demostrar sencillamente des
haciendo muchos de los pasos verificados más arriba

. o 'o
h -- -h--

fCx + h) = e ox fCx) e OX

fCxf+1:-1 hll[_a ; [~; ... [~ ;fCX)]." " ']
11 =1 n! ax ax ax

n veces

donde la notación indica n conmutadores. Pero

Como cada uno de los paréntesis representan las sucesivas der ivadas
de fCx), vemos la equivalencia de esta expresión con la (12).

Así pues las expresiones
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(13»

CiHq. = -
I Cip¡

respecto al tiempo tomará la forma

º = 1: ( CiH ~ _ CiH _0 )
I ap¡ Ciqi Ciq¡ Cip¡

teniendo en cuenta las ecuaciones de Hamilton

CiH
p¡= -

Ciq¡

la derivada total de F ( q¡(l), Piel), t)
operacional

REVISTA DE LA ACA DE.lII.4 DE CIENCIAS EXACTAS , FISICO· QUIMICAS y NATURALES

En el párrafo anterior hemos definido el operador ~ y sus pro pie
Cix

dad es más importantes. De la misma manera definiríamos ahora los ope-

d Ci a d t d' . t r "ra ores ---:;- y ---:;-, cuan o queramos es u lar SIS emas mecamcos cuyo -
u~ up¡ -

estado quede definido por el conjunto de variables canónicas conjugadas.
q¡ y Pi' Aunque la formulación y consecuencias son ap licables a cuelquier
número de coordenadas, con frecuencia prescindiremos del subíndice "i"
para simplicar los cálculos y notacion es.

Si tenemos una fun ción del grupo de variables canónicas conjugadas.
F(q¡, pi' t), esta función dependerá , en general, explícitamente del tiem
po, e implícitam ente del t iempo a través de q¡ y Pi que son fun ciones de
él. Supondremos que esta fun ción F(q¡ (l), P. (t), t) pertenece al campo de-

l" ", d 1 d Ci aap icacion e os opera ores - y -"
Ciq¡ CiPi

Si defini mos el operad or de Liouiville por

igualdad que es válida sólo numéricamente pero no opera?i?nalmente. y
por consiguiente, para obtener el valor de f(x + h) es sufici ente calcular-

00 h" h D
- f(x + h) = f(x) + 1:- , D"," f(a;) = e '" f(x)

n=l n .
como queríamos probar.

dF( q¡(t), p¡(t), l ) CiF( q¡(l), p¡(t), t) (CiF( q¡(t), p¡(t), t)

d t Ci t + ~ q¡ Ci q¡(t) +

+ p¡ aF( q¡(l), p¡(t), t) ) .= CiF ( q¡(t), p¡(t), t ) + ( CiH CiF ( q¡(t), p¡(t), t )

Ci p¡(t) Ci t . ~ Ci p¡(t) Ci q¡(t)

aH CiF ( q¡(l), p¡(t), t ) ) _ CiF ( q¡(t), p¡(t), t )
Ciq¡(t) Ci p;(t) - at + [º, F]
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Supondremos en todo lo que sigue que la fun ción F (q ¡(t), p¡(t), t) no
dep ende explícitamente del ti empo ; ent onces

d F( qi(t), Pi(t), ti
dt = rº, F ( q¡(t), Pi(t), ti 1

d
2F

= ~(!!!'-) = [º. dF] = [º, [º, F] ]
dt2 dt dt ' dt .

F ( q (2dt), P (Tdt») = e d t n F ( q (dt), P (dt») e -td n (16)

Análogamente hallaríam os el valor de F en un instante infinitam ente
próximo al que acabamos de calcular , es decir , al cabo de un lapso de ti em
po dt después del anterior ; o lo que es lo mismo, el valor de F después de
transcur rir un tiempo 2 dt desde el momento inicial

F ( q (dt), P (dt» ) = F ( q (O), P (O») + dt [º , F] =
t=o

= (1+ dl º ) F ( q (O), P (O») (1 - dt º ) = e dt n F ( q (O), P (O») e -dt n (15)-

luego el conmutador del operador de Licuiville con una función , que no
depende explícitamente del tiempo, es la derivada total de la fun ción res
pecto al tiempo .

Igualmente
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Debe notarse que el conmutador [º ,F] no es otra cosa que el parénte 
sis de Poisson [N, F] qi. p i de la hamiltoniana del sistema con la fun ción
dad a .

A partir del va lor F ( q(o), p(o» ) = F(qo, Po) de F en un in stante ini 
cial t = 0, podemos calcular el valor de esta fun ción en un in stante infi
nitam ente próximo, mediante el teorema de Taylor , pa ra cuya aplicación
debemos tener presente que, puesto que calculamos el valor de la función
F en un instante de tiempo próximo al in icial , de modo que dt -r--s- 0, po
demos despreciar infinitésim os de segundo orden y escribir el desarrollo
de Taylor en la forma

de esta forma, por saltos, podremos calcular el valor de F en un t iempo
cualquiera , a partir del valor que tu viera en un in stante inicial.

Si la hamiltoniana , N , fuese fun ción explícita del tiem po, evidentemen
te el º que figura en (16) sería el ope ra dor Liouivill e desp ués de tra nscurrir
el ti empo dt , mientra que el que figura en (15) lo ser ía en el in stante
dt = ' 0, siendo por tanto diferentes . En cambio, si TI no fuese fun ción explí 
cita del t iempo, e, según (13), tampoco lo sería . Además , de la propiedad
de invariancia del pa réntesis de Poisson, res pecto a la evolución temporal.

'y e~ gen eral
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-EL OPERADOR S (t)

(18)

(19)

(17)

- í 4; - .

d S(t) d S-l (t)
F(qu, Po) S - 1 (1) + S(t) F(qo,po) d (20)

di l

. F ( q (t» = e t n F (q (O), P (O») e -j u

F( q(t), p(t») = S(t) F(qo, Po) S-l ( l )

Q( q(t), p(t), t ) = S(t) Q (qo, po, t) 5-1 (1)

d F( q(t), p(t»)

dt

siendo qo y Po los valores de q(t) y p(t) en él instante inicial de la evolu
ción, t = O. El operador Q (qu, Po, l ) es el valor del operador Q (qó , P» O)
después de haber sufrido la evolución cinemática. Por tanto , el operador
S(t) al aplicarlo al Q (qo, P» t) lo único que hace es producirle la. evolución
dinámica, con lo que obtendremos la evolución completa. Como la F no es
f unción explícita del tiempo, no tiene que sufr ir la evolución cinemática
p revia .

Derivando la (18) con respecto al t iempo tenemos

y si por sucesivos intervalo s infinitesimales de tiempo s alcanzamos un tiem
po finito t , tendremos como expresión del valor de F en el tiempo t, .si H no
depende explícitamente del tiempo , la siguiente

'que es una transformación canónica , se deduce que Q es ind ependiente del
tiempo.

Así pues, si a11 = O el operador Q que figura en (16) es el mismo queat
·que el de (15), por lo que la (16) podrá escr ibirse en la forma

F ( q (2dt), P (2dt») = e tdtU F ( q (O), P (O» ) e -w n

El operador Q ap licado como indica la (17), da la evolución temporal de
l a función F (q, p) a partir de su valor en un intento inicial.

Supongamos , como caso completamente general, que la hamiltoniana de
-un sistema es fun ción explícita del tiempo, H = H ( q (t), P (t), t) .

Sea F una fun ción del grupo canónico de variables conjugadas,
F =: F( q (t), P (1») , que no depende explícitamente del tiempo.

El operador de Liouiville, será en genera l función explícita del tiem
] )0 , Q = Q ( q (t), P (1), l ) , por serlo /1, y además por contener las
q (t) y p (t), tendrá , igual que F , respecto al tiempo dependencia dinámica .

Llamemos S(t) al operador que genera la evolución dinámic a del sis
tema . Entonces, podremos expresar , tanto la fun ción F como el operador Q

en el instante t en función de sus valores , antes de la evolución dinámica ,
en la forma .



que comparado con la (14), vál ida incluso para sistemas no conservativos,
cond uce a
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de donde

(21)
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dS (t)
dt = S (t) º (qo, po, t)

luego

dS(t)
d S-l (t) = S (t) º (qo , po, t) S-l (t)
.t

dS(t) S-l (t) = º (t)
dt

Y sustituyendo el valor de º (t) dado poi' la (19)

dS dS-l(t)
S -1 (t) - S -1 (t)+ S - l(t) S (t) = O

dt dt

[ el ~;l) S-l (t), F(t) ] = [º (t), FU)]

SU) S -1 (t) = 1

dF(t) dS (t) · dS (t)
- d-t-' = - d-t- F(O) S-l(t) - S(t) F(O) S-l(t) -d-t- S-l(t) ==:=

d~t) . . - d~t) " .
= - d-'- S-l(t) S (t) F(O) S-l(t) - S (t) F(O) S -l(t) - d- S-l(t) ~

t . t

_d_S-,--,(t)_ s- (t) F(t) _ 1"(1) dS (t ) S-l (t) = [ d S (t) S-l (t) F(t)]
dt dt. dt'

dS -l(t) dS(t)
-----'....:.- = - S -let) S -lel)

dt dt

F( q(t ), p(t») , = F(t), y , F(q~ , Po) = F(O),

o sea

valor que sustituido en la (20), y llamando para abreviar

nos da

luego

obtenemos al derivar respecto al t iempo

dS dS -l(t)
¿US -l (t) +S(t) dt =0

te niendo en cuenta la identidad
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(23}

(24}

F( q(t), p(t») =S(t) F(qo, Po) S-l(t)=
= S(t) So-l( t)So(t) F(qo, po) So- l(t) SoCt)S-l(t)

y teniendo en cuenta la (23) queda

F(t) = S(t) So-l(t) F ( qoCt), PoC t») So(t) S-l (t) =

= Sl(t) F ( qo(t), Po(t») Sl-l( t)

-76-

Puesto que decimos que la hemos resu elto exactamente , esto equivale
a decir que conocemos el operador So(i), que naturalmente satisface a la

dSoCt)
ecuación dt = So(t) ºo (qo, po , t), donde e, es el operador de Liouville

correspondiente a H;
Si S(t) es el operador de la evolución total , o sea el que engendra la

evolución del sistema perturbado cuya hamiltoniana es H, la ecuación de
la evolución será

donde tanto H, como H, dependen explícitamente del tiempo y que la ecua
ción de la evolución temporal engendrada por H¿ hamiltoniana no per
turbada, ha sido resuelta exactamente, es decir , se han hallado los valo
res qo(t), P» (t) para el movimiento de un sistema cuya hamiltoniana es:
Ho, mediante las ecuaciones de Hamilton

Supongamos que la hamiloniana de un sistema puede descomponerse
en dos partes

RE VIS TA DE LA A CADEMIA DE CIENCIAS EXA CTAS, FIS ICO - QUIMICAS y NATURALES

Si como caso particular suponemos que la hamiltoniana no depende
explícitamente del ti empo, º tampoco depende , y la última ecuación tiene
por solución inm ediata

A PLICACIÓN A PERTURBACIONES

tºS(t) = e

Admitamos que las condiciones ini ciales para el movimiento no pertur
bado coincidan con las del movimiento total. Este requerimiento se satis
face sin más que suponer que en el instante , t = O, H = ' Ro, es decir, la
perturbación y por tanto la hamiltoniana perturbadora III empieza a actuar'
a partir de t = O.

La solución del movimiento no perturbado la escribiremos operacional -o
mente en la forma
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(25)

donde el subíndice 1 en la t lo hemos puesto únicamente para evitar con
fusión con el límite superior de la integral.

La (25) podemos resolverla por aproximaciones sucesivas en potencias
de º1 (qo(t;), PO(t1), tI) pues éste es pequeño y tendremos :

Aproximación cero:

Derivando respecto al tiempo esta expresión, tendremos :

_d_S....::..:1(~t) = d S(t) S -l(t) _ S(t) S -l(t) d So(t) S 2-1(t) =
dt dt o o dt o

- 77 ~

SlCO(t) = 1

Aprox imación uno : Sustituimos el valor de SI (t) de la aproximación
cero en la (25) y tendremos

Sl C1 (t) = 1 +~t dt1S1CO(tI º1 ( qo(t;); Po(t;), tI) = 1 + ~t .u, º 1 ( qo(t;), PoCt;) 't1)

Aproximación dos : Sustituimos en la (25) el Sl(t) de la aproximación
uno y queda .

S lC\t) = 1 + t dt1S(1(t) º1 ( qo(t l ) , Po(t;), tI) = 1 + t dt1 º '1 (q~(t;) , p'~(t;),i1 ) +
Jo . Jo

Integrando la ecuacion diferencial obtenida desde el instan te inicial ,
t = O, hasta el instante en que nos interesa y teniendo presente
que Sl(O) = 1, tendremos

=S(t) º (qo, po, t) SO-l(t) - S(t) So-l (t) So(t) o, (qo, po, t) SO-l(t)=

= S(t) (º(qo , po, t) - o, (qo, po, t») SO-l(t) = S¡(t) So(t) º1 (qo, po , t) SO-1

donde º1 (qo, po, t) = º (qo , po, t) - Qo (go, po, t) y puesto que So(t) genera.
la. evolución dinámi ca para el movimi ento no perturbado

donde
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y para la enésima aproximación , análogamente tendríamos;

S/ n (t) = 1 + ltdt, e, ( Qo(t0, po(t0, tI) + ...

+ t dt] t dt2 .. . rz: e, ( qo(tn), Po(tn), tn) .. . o, ( qo(t0, Po(t¡), tI) (26)Jo Jo Jo .
fórmula que nos permite calcular el operador S](t) hasta el orden de apro
ximaci ón que deseemos.

Calculado Sl t) únicament e nos resta aplicarlo en la forma indicada en
la (24) a la función calculada previam ent e para el movimi ento no pertur
bado F( qo(t), poCt)) y obtendremos la función buscada F ( q(t), p(t) ) .

Al aplicar el operador e, ( qo(tn), Po(tn), tn) a la fun ción F (qo(t), Po(t)
8 qoCt) .

nos encontramos con expresiones del tipo () o sea derivadas
8 qo t;

de una función respecto a la misma fun ción en otro instante de ti empo .
Para resolver este problema escribiremos las soluciones del movimiento
no perturbado como fun ción de las condiciones ini ciales en el instante
t = O:

qo(t) = qo(qo, po , t) Po(t) = Po(qo, po, t)

de las que podemos calcular qo(tn) y Po(tn). Podremos ahora expre
sar qo(t) y Po(t) en función de los nuevos valores iniciales qo(tn) y Po(tn) en
el instante t = t; del siguiente modo:

qoCt) = qo( qo(tn), Po(tn) , t - tn)

Po(t) = Ps ( qo(tn), Po(tn), t - t,,)

que nos permiten el cálculo deseado.

Consideremos, por ejemplo, como movimi ento no perturbado el corres-
2 k 2

pondi ente a un oscilador armónico cuya hamiltoniana es H¿ = : m + ;.

Según sabemos las soluciones que obtendremos para qo(t) y Po(t) serán

po
qo(t) = qocos wot + -- sen wot

mwo

Po(t) = - mqowosen tDot + P«cos wot

k
donde w o

2
= - . De estas expresiones obtenemos

m.

Po(tn)
qo(t) = qo(tn) cos W o (t - t,,) + sen W o (t - tn)'. mwo _
Po(t) = - m qo (tn) lOo sen W o (t - tn) + P o (t,,) cos W o (t - tn)
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t

él Po(/.)
~ ( ) = - m w o sen wo (t - 1..)
CI 'l»1..

FIG. 1

o

F(o)

= cos W o (t - t ,)

F(q(t,),p(t1» ---_:...---

F(9o(t1),po(tt) -----

Con talio lo expuesto anteriorment e, el problema del estudio de un mo
vimiento perturbado queda completamente resuelto . Es útil, no obstan
te, dar una interpretación gráfica del procedimiento seguido. Para ello,
tomaremos unos ejes coordenados en los que se representa el tiempo en
abcisas y en ordenadas los valores de la función F ( q(t), p(t)) .

En el ins tante ini cial t = O, la función es F(O). Si a esta función le
aplico la hamiltoniana no perturbada H¿ el sistema evolucionará siguien
do la línea de evolución a. En un instante determinado tI' la función tiene
el valor F(QO(tl) , p( t;)), correspondiente al movimiento no perturbado .

Si desde el instante inicial t = O hubiese aplicado la hamiltoniana to
talo perturbada H, el sistema hubiese evolucionado según una línea b, y
en el instante tI tendría el valor F ( Q(tI), p(tI) ) , correspondiente al movi
miento perturbado .

Ahora bien , hemos r esuelto el movimi ent o no perturbado, o lo que
es lo mismo, conocemos la línea a, pero no la b. Entonces, el método de
perturbaciones nos indica el salto que debemos dar para pasar de
F ( qo(t), Po(t)) a F ( q(t), p(t)) con lo que conoceremos el valor de todos los
puntos de b, a partir de los de a, en defini tiva, el movimi ento total.

ESTUDIO DINAMlCO DEL PLASMA TERMONUCI_EAR
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luego

él qO(t)

él qO(tn)

él qo(t) 1

( )
= -- sen wo(/. - tn)

él P» t; m w o



m

J

_ p2
H¿ = 2m

-donde p es, como antes , el momento conjugado de q, ligados por la rela-
-ción p = mi¡.

'De las ecuaciones de Hamilton. obtenemos para este movimiento no
.per turbado, las soluciones .

Po(/) = po

' k
Llamando w 2 = -- tendremos para la hamiltoniana perturbadora

m

- so--
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Po(t) ~ Po(tI) = po

PO(tl) -
qo(t) = (t - t;) + qo(t;)

111

-donde qo y P» son los valores de q y P en el instante inicial, t = O.
Si realizamos una traslación del origen de tiempos desde t = O hasta

t = tI' las ecuaciones del movimiento no per turbado podrán escribirse en
-función de las nuevas condiciones iniciales q(t;) y 1)(tI) de la siguiente
.forma

J uego

Sea un punto material de musa m con unas ligaduras tales que sólo
le permiten el movimiento en una dir ección, y somet ido a una fuerza pro- 
:porcional a su distancia a un punto fijo (oscilador lineal armónico).

La función hamiltoniana para este sistema es

p2 k q2
H=- + -

2 m 2

-donde q es la distancia de la partícula al punto o centro de atracción,
p = mi¡ su momento conjugado y k la cons tante de proporcionalidad en
-tre la fuerza y la distancia .

Para hallar las ecuaciones del movimi ent o de la partícula por el mé
lodo de perturbaciones expuesto, sup ondremos que la perturbación con
-siste en la introducción de la fuerza at ract iva . Por tanto el movimiento no
perturbado será el de una partícula libre, cuya hamiltoniana sabemos

't iene por expresión

:EJEi) IPLO 1



{m W 2 }
CJ -2- qo(t¡)2

CJqo(t¡)

CJ {~qo(tJ} CJ

CJpo(tI) CJqo(t¡)

= - m w 2(~t + q) CJ
m 1 o CJPoCt¡)

El operador de Liouville correspondien te será

ssrcnto DI .'V:1MICO DEL PLASMA TERMONUCLEA R
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Por tanto el operador de evolución en la imagen de interacción, en
primer orden de perturbación, será:

Para la perturbación de segundo orden el operador de evolución toma
la forma

que puesta en función de las soluciones del movimiento no perturbado, en
e l instante tI dará la expresión

fa
l ' ( P) CJ81(1 (t) = 1 - m w 2 d tI qo + _o tI

• Q m CJpo(t¡)

operador que aplicado a las soluciones del movimiento no perturbado per
miten obtener las soluciones del movimiento total , en primera aproxima-
ci~ .

'y al aplicarlo sobre qo(t),puesto que ya hemos obtenido el resultado de
aplicar los dos primeros sumandos, nos limitaremos a aplicar el último,
.resulfando
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EJEMPLO TI

k'
Llamando w 2 = -- nos queda para hamiltoniana per

m
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p2 kq2

H =-+-
o 2m 2

Po
qoCt) = qo COS wot+-- senwot

mwo

po(t) = - m qo Wosen wot+P» cos wot

k
donde W 0

2 = 
m .

turbadora

qonde el momen~o conjugado -de la coordena da ,q viene , dado por p = mq ..
Para resolver este pr oblema por el método de pertu rbaciones, supon-o

gamos que el movimiento no perturbado es el del oscilador armónico , cuya
hamiltoniana y ecuaciones del movimiento , según hemos visto en el ejem
plo 1 son

,Sea el oscilador lineal armonico del ejemplo anterior al que se le apli-·
ca una fuerza periódica en el t iempo y en la' dirección del movimiento
f = k' se~ ¡ t.

La fu n ción ham iltoniana para este sistema, ' oscilador lineal armónico,
perturbado en el tiempo es

p2 k q2 ,. .
H = - +-,- k q sen ¡ t

2m 2 ,

(
w2t' w't' ) po ( , w

3
t
3

W
5
t
5

)
a(2(t) = q 1 - - - +-' - +-- wt - --+--
1 o , 2! 4! mw' " 3 ! 5 !

," po '
q(t) = qoCOS wt+-- sen w t

mw

que es la solución completa de ,la ecuación de la evolución de la coorde
nada para el oscilador lin eal armónico. '
: '. El valor , del. momento conjugado p(t) podíamos obtenerlo de una forma

análoga, o teniendo en cuenta la relación ,p = »«
p(t) = - m qow sen wt+po cos wt

i . : Luego el valor deIa coordenada en la 'perturbación de segundo orden
será:

Como vemos, cada nueva perturbación nos da un t érmino del desarro-·
110 en serie del seno ,y coseno de wt, luego efectuantuando infinitas pertur
baciones llegaremos a

r



: '

. ' J

• : :. .' • ~ j

nos dará

él [- 1nw2 qo(t;) sen :1 tI] a
él Po(tI) ,', . . a POUI)

a .: . ; ae " .
--- = ' mw~ sen ",: ( l" l .' :
a po(t I) • a Po( tI )

a[- mlO2 qo(tI) sen 1 tI]

a qO(tL)

y el operador de evolución en primer orden de la perturbaci ón-

Al aplicar .S (l(t) sobre la qo(t) del movimiento no perturbado,
en primera aproximación .

q(l(t) = qoCt)-t :: lt sen '( t ,sen ~vo (t - tl>' , ~t? · :== .;,.: ""

qo(t) = qo(tl) cos lOo (t - tl)+_P_o_(t_;)_ sen lOo (t~ i~) "
m·wo

• ::' . ,.! t . , ' .

E.TEMPLO III

mw2 1 .mw 2
.( .

p(t)=-1nqolOo senwot+pocoswot- 2 2 cos wOt + " 2\ ~ ' COS l t
w o - 1 w o _ .(

p2 kq2 ' ,: .
H = -- + - - (k' + (5 k') q sen .( t

2 m 2
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La segunda y siguientes perturbaciones son nulasiPor lo' que la solu 
ción encontrada para la q (t) en primer orden de la perturbación será la
ecuación de la evolución completa para la coordenada de posición. . , .

Análogamente podemos calcular la ecuación de la evolución para el
momento conjugado , o 'bien a partir de la identidad p = "!,q . ,

hamiltoniana que depende explícitamente de tiempo, E,~ gp!W~.do,r. de -Lioui-
ville correspondiente será . .' ,J.; . ': ; . " ,

Supongamos que al oscilador lineal armonice perturbado en el tiempo
del ejemplo II , le aplicamos un a fuerza complementaria r= (5 k' sen 1 t o
o sea , la fuerza t sufre una alterac ión debida. a que el 'coeficiente k' .ha su-
frido un incremento (5 1f'. ' .." " .

La hamiltoniana de este sistema será . , .
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a
2 m W '8 W sen 1 t --

1 a po((1)

m W 2
1

+ • 2 COS 1 t
W O- - I

. k'
Como hemos definido w 2 = --, tendremos '8k' = 2 m 'IV '8 w, luego la

111,

hamiltoniana perturbadora tendrá la forma

. 111 = II - H; = - 2 m W '8 W q sen 1 t

dependiente explícitamente del tiempo. El operador <le Liouiville será

a (- 2 m W '8 W qo(tJJ sen '( 11] a
º'1 ( qo(tJ, PoCt';), 11 ) = - --=--- - - ---=-...:....-- - --=-- ----( a pou;) a Po(t;)

a
d po(11)

51(1 (1) = ] + 2 m W '8 wlt

d t1 sen '( t I aa po(t1)

de donde obtenemos

q(1) = qo(1) + 2 m lV '8 W t sen 1 11 -
1
- sen lVo (t - tI) dl 1 =.' Jo mW o

po ( 2 ) 1
qo cos wol + - - ·sen wol - lV +2 W '8 W (2 2) sen wot +

rn Wo Wo LVo- '(

+ (w 2 + 2 w '8 10) 1 • sen 1 1
tV0

2
- 1"

que es la solución completa para la coordenada de posición por anularse
las sucesivas perturbaciones. Para el momento conjugado , análogamente
tendremos

mi
p(1) = - m quwo sen wol + P»cos wol - (102 + 2 w '8 10) ., • cos tVol +

W O- I -
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m '(
+ (w2 + 2 LV '8 LV) • • cos 1 t.

WO - '(

por tanto

Antes de sufrir la alteración, es decir en el movimiento que considera
mos como no perturbado, la hamiltoniana tenía por expresión

p2 kq2
Il¿ = -- + -- - k' q sen 1 1

2m 2
función que dependen explícitamente del tiempo y cuyas ecuaciones del
movimiento hemos visto son

P» W
2
1 w

2

qo(t) = qo cos wot + -- sen wot - ( 2. 2) sen wol+ . ., sen l ' I
m Wo Wo Wo -1 wo' -1-

m w\
po(t) = - mqowo sen UJot + po cos wol - cos wol +

'W 0
2-l
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ESTUDIO DI NAMICO DEL PLA SMA TERMONUCLEAR

ECUACIONES DE MAXWELL y DE MAGNETISMO

(II-l)

(II:.2)

(1l-3)

(II-4)

\l .B = o
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1 aE
\l x B= 4 T1:.l + - 

e a1

\l .E = 4 TI: p

\l xE = __1_ aB
e a1

C A PÍ T U L O 11

TEORIA DE ORBITAS EN PRIMER ORDEN

El estudio de la diná mica del plasma term onuclear suele hacerse [4]
bien por procedimientos esta dísticos, bien por el estudio de la dinámica
de las partículas individuales. . .

En el método estadíst ico, mediante aplicación de la ecuac ión de Boltz
man, se llega a obtener la fun ción de distribución en el espacio de las fa
ses. No obsta nte, este procedimiento sólo es apropiado si las fluctu aciones
de la fun ción de distr ibución son mucho menores que la propia función
tanto en el espacio de velocidades como . en el de configuración. Es decir.
la ecuación de Boltzman no es ap licable ni a reg iones del espacio de ve
locidades en las que la veloc idad media es varias veces la velocidad media
térmica, ni a regiones del espacio con configuración demasiado pequeñas.
Este procedimiento será valioso en· el caso de plasmas densos, donde el nú 
mero de colisiones sea lo suficientemente grande para mantener la distri
bución de velocidades próxima El la distribución de equi librio.

Sin embargo, si la densidad de partículas y el número de choq ues son
pequeños y los campos fuertes, será mucho más conveniente emplear el
segundo mé todo, o sea, el estudio del movimiento del as partículas indi
viduales [5] que es lo que vamos a realizar .

Recordemos algunas ecuac iones que vamos a utilizar. Usaremos el sis
tema de unidad es de Gauss, o sea, mientras no se advierta lo contrario,
unidad es electrostáticas (u. e. e.) para las magnitudes eléctricas y unida
des electromagnéticas (u. e. m.) paraIas magnéticas.

Las ecuaciones del campo electromagnético en el vacío (Eo= 1 " ¡J.=1) son :
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M = ~NiñiliA i
i

(H-5)

- Ne v
.1= - 

e

- 1 ap
V. .J + -- = O

e at

p = Ne

.,. ~ .

[J. = ñl A

donde ñ es el vector unidad, normal a la sup erfi cie que enci erra el circui
to y cuyo sentido viene ligado al de 1 pqr la regla del sacacorchos.

Ordinariamente los materiales magnéti cos se comportan como si estu
vieran formados por muchos dipolos magnéticos siempre que consideremos
un volumen finito. El momento ma gnético total será la suma vectorial de
eU?s, y si consideramos la unidad de volumen , el momento magnético por
unidad de volumen , también llamado ma gnetización e imantación, será:

donde N es el número de partículas por cm", deducimos inmediatamente
de la (11-5) que se conserva el número de partículas .

Sabernos que si una corriente de intensidad 1 recorre un pequeño cir
cuito cerrado de área A, equivale a un dipolo magnético de momento:

que es -la ecuación de. la conservación de las car gas, que como la hemos
deducido de (H-]) y (H-4) no es independiente .

Consideremos también la ecuación que da la fuerza ejerc itada por un

campo electromagnético sobre una partícula de carga e y velocidad v:

F= e [E + v : 11]
de la que -obtendremos la hamiltoniana de la partícula .

Añadiendo a estas ecua ciones, las de definición de p y .1

luego

donde E es la intesidad del campo eléctrico en u. e.e. (1 uee = 300 vol/cm),
B es la inducción magnética en gauss, p es la densidad de carga en u.e .e .,
y la densidad de corriente en u.e.m. y e la velocidad de la luz en unida
des c.g.s.

Multiplicando escalarmente los dos miembros de la (H-4) por V y susti-
tuyendo el valor de V.E de la (H-1), tendremos

. -
. - - 1 aE -

V. (V x B) = 4 1C V. J + - V. - = 4 1C V. J
e al

1 a - - 41C ap
+--V.E=41CV.J+--· =0

e at e al
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-siendo Ni el número de dipolos por cm" y n i , I¿ A¡ sus ' magni tud es indi
viduales características .

Si un trozo de material magnético se" coloc« en un campo magnético
-exteri or , los dipolos tienden a orientarse const ribuyendo a la intensidad
-del campo . Esta contribución la obtend remos más fácilment e calculando
-en primer lugar la 'corriente producida por la distribución de estos pe~
-queños circuitos. ;

Consideremos una sup erficie de área S, limi tada por una curva cerra
-da e, como indica la fig. 2. Vamos a calcular la intensidad de corriente
-q ue atraviesa esta superficie, como consecuencia de la que recorre los cir-
c uitos. Es natural que los circuitos tal como el 2, producen un efecto nulo

dl

S
~) 3

e

FIG. 2

<de corriente, pues la corriente que circula por ellos atraviesa la superficie
do s veces y en sentido contrario. Solamente aquellos circuitos que 1'<;>
-dean la curva e, como los r y 3 contribuyen a formar la int ensidad to tal
-que atraviesa la superficie.

El número promedio de circuitos del tipo i que rodean al elemento di-

J erencial de longitud, dl , de e, será: Ni A¡ dl . n i y siendo I, la corriente
aportada por cada uno , la corriente total que atravesará - Ia sup erficie S
'será :

18 = i ~ t, Ni A i ei. ni = 1dI -M = 1(\7 x 1lf) . ds (H-G)

'hab iendo aplicado el teorema de Stokes y siendo d:~ el vector diferencial
-de área.

Si definimos la densidad de corriente media , .1m , por :

t, = 11m. ds

"Comparándola con la (H-6) resulta:

1i: .ds = L(\7 -ilf). ds

- 87 -
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(H-8)

(H-7)} = \l xMm

H=B - -±TI JIf
tom ará la forma

y ,puesto que la superficie S se ha elegido de una forma completamente ar
bitraria, queda:

"
, Esta es pues la densidad media de corriente asociada con la magnetiza-
ción; si los circuitos considerados los suprimimos y los reemplazamos por
esta densidad de corriente media, la inducción magnética permanecerá
inalterable.

La ecuación (H-7) es la base de partida para , el tratamiento clási co de-

los medios magnéticos . Dividamos la corriente total en dos partes: la Jm ,

cuya ' interpretación acabamos de ver y la Te de los circuitos externos . Po
niéndolo de manifiesto en la cuarta ecuación de Maxwoll (H-4) y teniendo.
en cuenta la (H-7), obt enemos :

- . - 1 aE . - 1 aE
\l x B = 4 TI J", + 4 TI l , + - - = 4 TI \l x M + 4 TI .le + --,

e al e al,

y si definimos una magnitud ¡¡ por :

- 1 aE
\l x JI = 4 TI .Te = - --

e al
La ecuación \l, B = O Y la expresión de la fuerza de' Lorentz son, de-

suyo, inmutabl es, Pu esto 'que es B y no Ti , la que aparece en la fórmula de

Lorentz , Ti no puede medirse dir ectam ente, y es por tanto una cantidad
puramente matemática ,

Físicam ent e la magnetización M es fun ción de B y la (H-8) define ¡¡ en

función de B. En algunos casos esta relación fun cional puede escribirse

.aproximadarnente por la simple relación lin eal , ¡¡ = ~ B, dond e ¡;. es
una constante para cada medio. ¡;.

, Si ltl es paralelo ,a B (paramagnetismo) que es el caso de los dipolos
ma gnéticos permanent es (en ellos el mom ento magnético está asociado
con el giro del electrón), entonces 1-1. > 1. La alineación de los dip olos la
dificulta la agitación térmica ; la t eoría de Langevin del paramagnetismo
contrapone la agitación térmi ca a la fueza ejercida por el campo para.
alinear los dip olos. A la temp eratura ambiente y con campos ordinarios
la alineación es pequeña y ¡;. - 1 t:;:,L 10-6 para materia condensada . En los
materiales ferromagnéticos la alineac ión es mucho mayor y ¡;. llega a va
ler varias decenas de milla r .

Cuando lfi es antiparalelo a B (diamagnetismo), ¡;. < 1 ; esto sucede
en los átomos con capas elect rónicas complet~s o casi completas, en los.
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Como introducción y por ser el caso más sencillo, vamos a estudiar el
movimiento de una partícula en un campo eléctrico constante y uniforme.
Por comodidad, elijamos unos ejes coordena dos de tal modo que el vector-

E tenga la dirección del eje Z. Supongamos que en el mom ento inicial,

Estudiamos el movimiento no relativista de una partícula de carga e·

y masa m.' en un campo ma gnético , cuya inducción B será, en gene ral,
función del ti empo y de las coordenadas, y al que pueden sup erponerse,
otros campos de fuerzas tal es como eléctricos, gravita torios, etc.

Usaremos el métod o de perturbacion es para la Mecánica Clásica , de-.
sarrollado por Garrido [2] y generalizado por nosotro s en eljiapit ulo pri
mero , limitándonos a la teoría de órbitas en primer orden [6] si bien la
extensión a otro ord en cualquiera, se puede realizar sin aparente difi
cultad.

Como supondremos que las variacion es de los campos van a ser pe
queñ as durante un período de Larmor, causarán una pequeña perturba 
ción en la velocidad an gular y radio de giro durante una rotación . Es
pues, conveniente estudiar el movimiento del centro de giro, o centro
guía, llamado deriva. Tal deriva nos indi cará el movimi ento prome-.
dio de las cargas que en el caso de que sea dependi ente del signo de la.
carga , originará una densidad de corri ente.

Goma suponemos el plasma de 'poca densidad, las iteracciones ent re
las partículas serán despreciables frente a las acciones de los campos exte
riores, por lo cual estudiaremos el movimi ento de una par tícula aislada y
el efecto macroscópico será la suma de los efectos sobre cada partícula in-.
dividual.

Para simplificar el problema general , estudiaremos por separado las di
ferentes causas que originan el movimiento de la partícula en campos cua
lesquiera . Primeramente supondremos un campo ma gnético uniforme en
el espacio, variable o no con el tiempo, al que se le superponen otros cam-.
pos de fuerzas. En segundo lugar veremos el efecto producido por un cam
po cuya inducción es fun ción de las coord enadas .

que existe uniformidad en la distribución de las órbitas electrónicas, sien 
CIo nulo, por tanto , su momento ma gnético total y en cambio aparece un
momento magnético (igual que en las sustancias paramagnéticas, aunque-

.en éstas quede velado por el mom ento magnético orbital resultante) de-

bido a la inducción de sentido contrario a H. Sin embargo, el ejemplo más
interesante para nosotros es el de una partícula cargada libre en un cam
po magnético, cuyo estudio vamos a realizar.
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1
L = T - V = '9 m ¿: i }+ e E z

- i

y

- e E z

aL .
p,,¡ = -",-.- = m x¡

CI X ¡

La energía cinética de la partícula es :

t = ~ rn ¿: x 2
') ,
"""," i

FlG. 3
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E

z

1
11 = -- ¿: v:- e E z

2m ¡ " 1

Para resolver el problema por el método de perturbaciones supondremos
q ue en un principio, movimiento no perturbador , no actúa el campo eléé-

Po r tanto la Hamiltoniana tendrá la form a:

y los momento s conjugados :

lue go la Lagrangiana será:

y la potencial :

:t = 0, la partícula se encuentre en el punto Xo,' Yo, .ZQ , con una velocidad VD

cuyas componentes son vxo , V yO V zo•



de la que , por aplicación de las ecuaciones canónicas, obt enemos fácil men
te las ecuaciones del movimi ento no perturbado :

d
Q'(t ') = e E - -. dpz (t').

.... ~. " ~ " : \

P"'Q
= xo(t) = - t+x,

m

ESTUDIO DINAMICO DEL PLASMA TERMONUCLEAR

J
t [P:x:o (t') ]

d (t-t') +xo( t')

x(t) = xo(t) + e E dt' m d (') -
o v., t

- 91-

. r~ (t) ~ O p", o (t) =p",o

. auo. r. , (t) =PuQ
p ",¡O ( t) = - ax¡ ': (t) = °

r-, (t) = O pzo (t) =pzo

p", v-, v-.
Xo (t) = - =- X o (t) = - t + X o

m m m

. afIo Pu v-, Puo
Xi (t) = - Yo (t) = - =- Yo(t) = - t + Yo

ap",¡ m m m

pz pzo r-.
i o (t) = - = - z, (t) = - " t + z,

m m m

S (t ) = 1 + tdt'.l. eE a(,) = 1 + e E (dt' da (')Jo 2Ipzo t Jo v-, ,t

y aplicándolo sucesivamente a cada coordenada o momento , ' del movi
miento no perturbado , obtenemos las ecuaciones del movimiento en esta
primera aproximación para la perturbación :

y. obtener la solución completa o aproximada hasta el orden deseado.
Perturbación de primer orden : Calculemos el operador de evolución

en primer orden: .

A este movimiento no perturbado le añadimos el campo eléct rico, luego la
Hamiltoniana perturbadora será :

EJl = H-llo = - e E z

pudiendo ya calcular el operador ,

trico, por tanto la partícula se mueve libremen te. Al ser E = 0, la Hamil
toniana _no per turbada será:



a[p",o(t ')]

aPzo(t') = P»«(l') = PvoP, (1) ~ Pn (1) + e Ef' dt'

J
I a[p zo(t') ]

p/t) = P««(t)+ e E o dt' ap.¿(l')
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J
I [ PVO(t

') J '
. a m (t- t') +YaCt') PVO

y(t)=Yo(t)+ e E dt' " (t') = Yo(t) = - t. +Yo
o °pzo rn

I [ Pzo(t') J. .: J a (t- t')+zaCt')
z(t)= zo(t)+ e E dt' m a (t') = zo(t) + e Elt(t-l') dt' = '

o pzo 11~ o

pzo 1 e E
= Zo + - t + - - t2

m 2 m

La Legrangiana de una pa rt ícula en este campo es":
mq .2 e -

L = 2:. --' -1- - A . q¡
2 e

l
t

a[p",o(t')]
P» ( l) = P"'o (t) + e E dt' a (t')

o pzo .

' . Supongamos un campo magnéti co uniform e, constante y cuya direc
ción coincide con el eje Z :

Los términos hallados en. pr imer orden de la perturbación no depend en
de pzo ' luego las perturbaciones de segundo orden y sucesivas son cero
para todas las coordenadas y moment os ; por tanto , la solución encontra 
da en primer orden de la pertur bac ión corresponde a la solución exacta
del problema pro puesto , como es bien conocido.

Una partícula cargada en un campo eléctrico constante, describirá una
trayectoria parabóli ca. En un plasma producirá un a separación de car
gas por depend er el sentido de la fuerza del signo de la carga; dará ori
gen pu es, a una densidad de corriente creciente con el tiempo.

CAMPO MARNÉTICO CONSTAN TE
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y

w

FIG. 4

eB
m e

1. 1. 1. .
H = - (p", + mWYT + -, - P 2 + - pz2

2m 2m v 2m

P» = mi

La hamiltoniana del sistema, será pues :

PXJ
x (t) = - - t + X oo 1ri

A = - iBy

B

z

ESTUDIO DINAMICO DEL PLASMA TE R.lCONUCLEAR

Aplicaremos el método de perturbaciones, suponiendo que la perturba
ción consiste en la introducción del campo magnético . La Hamiltoniana no
perturbada por tanto es :

¡'1 1. • 1. 2 1. 2
:l o = - - p",. + - - P + -- 1).

2rn 2m v 2m '

cuyas soluciones, según hemos visto en el apartado anterior son :

y si hacemos

obtenemos los momentos conjugados ,

p", = mx-mwy

P» = my

do nde A es el potencial vector , que teniendo en cuenta la identidad ,

rot A = _B, obtenemos , en este caso, como una solución :



En la perturbación de segundo orden, tendremos para las distintas coor
denadas :

,
"

,( ,

-,'..
PlJO(t) = PUO

r-. (t) = r-.

v-;
z (t) = ' Zo (t) = Zo + - - t

m

( P"'o ' ) ( w 2 t2
) PlJO ( ' w3 t3 )+ --+Yo 1--- + - - wt- -,--

mw 2! mw ' 3!

m 00
2 y2

W = 00 px Y + - - 
2

p,o
zo (t) = -- t + z"

m

Puo
Y~ (t) = ---;;;:;: t + Yo

, ¡

RE VISTA DE LA A CADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, ' FISICO - QUIMICAS y NA T URALES

(
Puo ) a .[ : (PlJo )] a

n'(t') = w - t' + Yo '" (t') - W pxu + i¡1.w 2
- t' + Yo '" (t')

1n oXo , 1n Opyo

y

La Hamiltoniana perturbadora será:

l t (Puo ' ) ( Pxo ) w PlJO t
2

x (t) = x o(t)+w o dt' m t'+yo = xo+ - +w Y t + -- -
m o : m 21
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w p~ i t
! w

2
py j"t Jt

y(t) = Yo(t)+__.0; , ' (t- t') dt' - o t'(t-t') dt'-w2 Yo (t-'-t') dt' =
m o m o

Para la perturbación "de primer orden, el operador de evolución vendrá
dado por : ' , ,

,i . ¡ l ;; J" ¡- :¡ j ..1, 1 : ' J , ! ' I

{"" :",:,"(' P- ' ).. .. , .. ' , ~o

= Yo- - - + Yo
mw

con el cual obtenemos para las coordenadas del movimiento perturbado, en
este primer' orden , las expres iones :
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Para la y (t) :

(t- t'Y ]

2!

(
p",u ) ( lO2t2 lO't' )- +y 1---+--
mlO o 2! 4!

. . ' (P'" ')
y(t) = Yo- m:+yo -l-

Para la z(t) :

lu ego

r-:
z (t) = zo + - t. m

(P ) Lt P lO'lt::1:0 'w4. Vo "
- +yo - (t- tj3 dt' +- - t(t-t')dt =
mlO 3! o m 3! o

(
p",u ) lO't' Puo toÓtÓ

-+y - - +---
m.u: o 41 mlO 5!

apuo (t') ' .

(
P"'o . ) 13 lO

3
Puo t'

= - w 2
- + lO Yo - - -
'm 3 1 m , 4!

Jo
t 'l- . ,. c. ¡ o ( P~O i )lO ( t~t'Y ~2 ( P:ro ) 1t

= - dt W P:ru + 1ll.lO- - ' t' + Yo -'- - -=- - - +w Yo t2 dt' -
0 0 m . m 2 2m o

. 3 , l t. . . 2 . jot 3 J.tW . 2 I I W - ~ 12 ( w '3'
- -;- Pvot l rU - -')- P:ro l dt - -;;- Puo t dt =

,.,In o ~m . o ,.,m o

lu ego

r .. r. , ( w2t2 lO't' ) ( P"'u )( w 3t3
) .x (t ) = x + -- - - - 1 - - - + - - + -- + Y lOt - --

o mw m lO 2 ! . 4 ! mw o . 3 !

ESTUDIO DI NA.\IICO DEL PLA.SMA TERMONUCLEAR

Para la x (t) :
. ' . . . [- Puo (t')

l t [ _ . , . : o ( Puo . . )] 'a lO Yo (t') (t- t')+w .
- dt' lO P" ·:..L 1nw · " . rn:ro ' - t +yo
Om apuo (t')
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(
p:&. )
-+Yo sen wt
nw

v-.
z(t) = zo- t

m

(
P:&J ) PlIO

m
.w +Yo cos un + -- sen w t

mw

p:&.
1I(t) = - - +

11LW

PlIO PlIO
x( t) = xo + - - - cos wt +

mw 'mw

La trayectoria es pues una hélice, o sea una circu nferencia de plano normal
V1. m e

a l campo, radio r = - = -B- v1. (radio de Larmor), descrita con la fre-
lO e

cuencia 10 = eB (íecuencia de Larmor) y cuyo centro se mueve en la direc
rnc

ción del campo con la velocidad constante iD-
,La partícula en su rotación es equivalente a una corriente de intensidad

e lO 1 e2B
/ = - -= - - -

e 21t 21t me2

REVISTA DE L,l ,lG ,lDEJI I ,l DE GIENGI,lS EX ,lGT ,lS, FlS IGO , QUIMIC,lS y NATURALES

PlI = PlIo cos io ! - (PJ:o+ m w Yo) sen w l

donde lV1. es la energía cinética asociada con la componente de la velocidad
perpendicular al campo .

El signo de la carga no influye en el de la int ensidad , pues si la carga es
p ositiva (fig. 5a) gira en sent ido contrario al de las agujas de un reloj, y
éste será el sentido de la corriente, y si es negativa (fig . 5b) gira en el sen
tido de las agujas de un reloj, por ta nto el sent ido de la corriente será el
opuesto.

El campo magnético producido por una partícula carga da en un campo

magnético exterior, ser á igual al de un dip olo magnético de mom ento IJ.

luego el mód ulo del momento magnético será :

1 mV1.2 W 1.
IJ. = 10 :!'/ = -- --- = --

2 B B

P or el mismo proced imiento obtenemos para los momentos conjugados:

P« = . P»,

Tanto para la x(t) como para la y (t ), pueden calcularse las sucesivas per
t urbaciones viéndose que cada nueva perturbación añade un nuevo tér
mino del desarrollo del seno y del coseno de wl, mientras que para la z(t)
todas las sucesivas perturbaciones son nulas, luego la soluci ón completa
será :
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, " .. ' )

. . j

1.

b

a

FIG. 5

VJ.

)

- VJ.

'S UP EP OSICI ÓN DE' UN CAl\ipo ELÉCTRICO CONSTANTE

- NW.l . -
M = - B

B2

Hemos visto que una partícula somet ida a la acción ,de un campo mag
n ético uniforme y constante describe una hélice a lo largo de una línea de
-fuerza . El centro guía se mueve a lo largo de una línea de fuerza con la ve
l ocidad constante VII'

Este resultado conduce a una relación algo extraña entre Ji y Ji si Ji se
'define por la (U-S). No obstante, en este trabajo .no emplearemos la ,canti-

-dad u, pero la densidad de corriente 1:., la usar emos explícitamente tenien

·0.0 en cuenta que 1m = ' "V X M, pues apar ecen otras corr ientes diferent es en
'un plasma de partículas libres.

Estas otras corrient es aparecen como consecuencia del movimi ento del

<centro guía . La corriente antes indicada 1m aparece siempre que el antedi
cho centro se considere fijo ; de hecho, nosotro's hemos supuesto que se man
-tenía inmóvil.

Vamos a estudiar varias causas que originan estas corrientes adicionales.

Si suponemos que ha y N partículas por unidad ' de volumen, la magneti
:zación será :

:a ntiparalelo a B. Vemos pues, que una carga moviéndose en un campo mag
n éti co se comporta como una substancia diamagnética , siendo este resultado
i ndependiente de la carga.
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y

él
+ eE II - - - 

@pz (t')
o

D' (t') = e El. él
élp", (t')

o

1 (- e _)2H=- p--A -eE x - e E z2m e 1. 11

B

z
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Si suponemos que la perturbación es la introducción del campo eléctri
co, la Hamiltoniana perturbadora será:

H' = ' H - HU, = - e El. x - e EI¡ Z ,

y las ecuaciones del movimiento no perturbado serán las (II-9). Ahora, po
demos calcular las sucesivas perturbaciones, a partir del operador

Con esta expresión para el potencial eléctrico , la hamiltoniana de la par-
tícula será: -

Si a este campo E, le superponemos un campo eléctrico JI y elegimos. los

ejes coordenados de modo que E sea perpendicular al eje Y (fig. 6), el poten

cial eléctrico, teniendo en cuenta la identidad E = - grad el> , será:

el> = -El. x - EII Z

Donde El. y EII , representan las componentes d'e E en la dir ección normal

y paralela a la inducción magnética B, respectivamente.
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(II-l O)

r., (t')
--- COS w (t- t')+

mw

éJp ", (t'),

e E I t
= zo(t) + - _II (t- t') dt'=

m l o

[
p", (t') ]

+ ' + Yo(t') sen w(t-t')
mw

J Pu (t')
éJ ) Xo(t')+- -'-

\ mw

- 99 -

e El. c Elo E xB
'7

= j-- = 1- - = c---
mw B H2

( P"') ( Pu e E J.) e E--'-+Yo' cos w t + --'-+- - sen w t+- _J.- t
mw mw mw2

- mw

p ",. ,
=,-- +

mw

Primera perturb ación

x ~t) = X o (l) + e El. J~ t dt' -------- - --,---------- =

, {pz (t') }
éJ zo(t')+ ' (t- t')

z(t) ,= Zo(t) +e E II ~ " . . ' éJP~ (t')

Pu e El. (P u e El.) (P"')
= xo+--'-+--2 - --'-+--. cos wt + - -'- + Yo sen w t

mw mw mw mw2 mw

e EJ.l t
e El. e El.= xo(t)+-- sen w(t-t') di' = xo(t)+-- - -- cos w t =

mw o ' mw2 mui'

e EJ.l
t

e EJ.l
t

e El. e El.= yo( t)+-~ dt'+-- cos w(t-t') dt' =yo(t)+-- t+- - sen w t =
mw o mw o rnw mui'

v. 1 e EII
= zo+- -' - t +- - '- t2

m 2 m

Las sucesivas perturbaciones son todas nulas, luego las ecuacion es ob
te nidas corre sponden exactamente a las del movimiento de la partí cula. Así
pues, la trayectoria es un a hélice cuyo paso de rosca aumenta con el tiem
po y cuyo centro de giro se desplaza con la velocidad constante VE que lla
maremos velocidad de deriva , cuya expresión es :

{
P",, (t') [P",, (t') J Pu,(t')

éJ --+ --+yo(t') cos w(t-t')+- -sen w(t-t')

f t mw mw mw
y(t)=Yo(t)+e El. dt' ( ') =

o éJp", t,
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E xB
VE = e B2

pues en estos ejes A', la trocoide que resultaba referida a los ejes A, se nos
transforma 'en una circunferencia. Si llam amos V' a la velocidad de la par
t ícula respecto a A I Y la descomponemos en la dirección perpendicular, V' .l Y

paralela, V'II> .al: B, podemos ver fácilmente la tr ayectoria , t anto de la pa r
tícula como la del centro guía en los distintos casos . P OI' ejemplo, consi de
remos una partícula negativa , si :

1. 0). - E l! = O . Es decir , el campo eléctrico es perpendicular a B. En
tonces el paso de rosca de la hélice es constante , movién dose el centro guía
con movimient o uniform e a lo largo de las líneas de fuerza. En este caso

La fórmula (11-10) es válida si ¡El < IBI, pues en caso contrario car ece de
sentido.

La deriva originada , es pues independiente del signo de la carga , o sea
que en un plasma neutro la corriente tota l es nul a , mientras que en uno
cuya densidad de partículas positivas y negativas sea diferentes, es decir en

un plasma cargado, la corriente es perp end icular a E y B.
L a forma de la trayectoria en los diversos casos particular es, es más sen

cilla de estudiar, refiri end o las ecuaciones del movimiento a un os ejes mó
viles A' que se desplazan con relación a los fijos A con la velocidad :
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FIG. 9

B

a). 'Si V'II = O, la trayectoria referida a los ejes A' será una circunferencia
contenida en un plano paralelo al XOY. Respecto a los ejes A, el movi
mient o será una troco ide, como indican las figuras 7a y 7b.

b). Si -V 'I I = O, la trayectoria en A' será una hélice, o sea una circun
ferencia cuyo centro se desplaza normalmente a su plano (XOY) con la ve
lacidad constante 1." 11' Hespecto al A el movimiento será igualm ente una cir
cunferencia cuyo centro se desplaza con la velocidad constante Va =V'II +VE
paralela al plano YOZ (fig. 8, a y b).

2.0
) . - EII =!= O. Es decir , el campo eléctrico no es per pendicular ti B.

Las ecuaciones del movimiento tendrán la forma completa calculada. En
este caso

a). Si V ' I I = O, respecto de A', la trayectoria será una circunfere ncia
. eE

cuyo centro se desplaza en la dirección de 13 con la velocidad V'b = _ _ 11 t
E- m

e
o sea, con la aceleración _ _ 11 ; tratándose de una hélice cuyo paso de rosca

m
aumenta con el tiempo . En el sistema A la trayectoria del centro guía es
una pará bola contenida en el plano YOZ (fig. 9 a y b).
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- e E.L - -
x = - -2 (w t - sen w t)

1nw
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e E.L' · --
y = --2 (l - cos w t)

mw

B

correspondiendo pues a una cicloide.

Si en el instante inicial , t = O, la V.L = O Y parte del origen de coorde
nadas, la proyecc ión sobre el plano XOY de la trayectoria es :

b). Si V 'II =!= O, con relación a A' será igual que en el apartado anterior,
pero aquí el paso de rosca, en un instante dado, es mayor , pues a la velo

e EIIcidad V ' b = -- t hav que sumarle la cantidad constante V'II' En el A, el
. 'in "

centro guía describirá una curva semejante a una parábola, pero con más
pendiente (Iig. 10, a y b).



FIG. 11

(U-U)
e

V
p
-= __o

. e

Por tanto , la componente F II , originará , como antes una aceleración en la
-dir ecci ón de las líneas de fuerza del campo magnético y la componente per-
pendicular una velocidad de deriva de valor - -. -

z

B

ESTUDIO_ DINAMICO DEL PLASMA TERMONUCLEAR

.Y si suponemos que la perturbación :consiste en la adición de esta fuerza , la
Hamiltoniana perturbadora vendrá expresada por:

FI' = - F.lx - F11 z

-com pletamente análoga a la del ap~rtado anterior si sustituimos

F = eE

v = - F.lx - F llz

luego la Hamiltoniana de la partícula será :

1 (- e _)2
H = 2m p --c- A - F.lx - F "z

SUPERPOSICIÓN DE FUERZAS EXTERIORES

Si a una partícula cargada situada en un campo magnético uniforme se

le aplica una fuerza exterior, F, constante y uniform e de componentes Fu Y

F.l paralela y perpendicular respectivamente a B, el potencial de este cam
po de fuerzas es:
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En .el caso particular en que la fuerza exterior sea la gravedad, F = m g,.
tendremos :

me -;¡ x B
lJ =- - - -

o e B'

cuya dirección depende del signo de la carga , dando pues or igen en un;
plasma neutro a una corr iente 'de densidad ;

Jo = Ne v;¡
donde N es como siempre el número de partículas cargadas por cm'.

SUPERPOSICIÓN DE UN CAMPO ELÉCTRICO VARIABLE CON EL 1IEMi-u

Supongamos que al campo uniforme y constante jj le añadimos un cam-.
po eléctrico también uniforme y de dirección constante, pero cuyo módulo.
es función del t iempo .

z

B

y

FIG. 12

Por comodidad de cálculo, ya que no pierde generalidad, supongamos;

que el E(t) tenga la dirección del eje x.
La Hamiltoniana de la partícula será:

1 (- e _)2H = - p - - A - e E(t) x
2m e

y considerando como siempre que la perturbación es la adición del campo
eléctrico, la Hamilton iana perturbadora será :

JI' = - e E(t)x

-104 -
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m-l~)

(lI-14)

{

r , ' \ 1P» \. ,
a zo(t')+ ~ . (t-t') í

ap"o(t')

H' = - e Eox cos (v t +<p)

Q'(t') = e E(t') a
ap" (t')

o

y las coordenadas en primera perturbación:

{
PYo(l') PVo(t')

a xo(t')+ cos w(t-t')+
mw mw

~ [1):~) +~o(t')] sen w (t-L') }

xCi) = xo(t) i- t' J).tE(t') dí'------------'--------
a1J x (-t')

o

= :::. / l )+ _ c_ t EU) seI1 1¡;{L- t') dI' (1I-"i2)
11l W Jo ' "

y por tanto

E = i E¿ cos (v+<p)

siendo E, la amplitud , v la frecuencia y <p la corrección de fase. La Hamilto
niana perturbadora será:

luego

si nos diesen la función E(i), sustituiríamos en los integrando s anter iores y
calcular íamos las coordenad as en las sucesivas perturbaciones.

Como caso particular interesante , estudiemos el efecto producido por un

campo eléctrico de dir ección T y cuyo módulo es función periódica del tiem
po o sea un campo de la forma:

{
]J xo(t') [ Px/t') J ]Jyo (t') }.

t a - --+ --+Yo(l') l'O ;: w(t-t')+--- sen w(t-t')

(
rnw 1Ii W mw

y(t)=yó(i)+e E(t') di' . , r') '. -----------=
• o JI Lo '- ••

=YoCt)+_C- (tE(t') cos w (t-t') dt' - _ C_ t E(l.')ar
mw • o m wJo
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(II-15)

y

e Eo vt vt + 2(p
= yo(t) - 2 sen 2 cos +

111W v 2

1 e Eo (v-w)t (v+ w)t + 24>
+ - -sen cós

v-w mtv 2 2

1 e Eo (v+ w)t (v-:w)t.+ 2<p
(II-16)- - sen

2
cos

2V+ 1O mw

z(t) = zo(t) (II-17)

1 e Eo (w + v) t+ 2<p (w- v) t
= xo(t)+ -- sen

2
sen

2-v + w 111W

1 e Eo (w +v)t (v- w) t + 2<p
-- sen

2
sen

2v+ tv mw

FIG. 13

B
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Primera perturbación:

e E i t
x (t) = xo(t)+-· _o . cos (vt/+<p) sen w(t-t/) dt.' =

mw o'

z

Las sucesivas perturvaciones son todas nulas, luego las ecuaciones ante
r iores son las que describ en exactamente el movimiento de la partícula . Es
t udiaremos los dos casos particulares más importantes [7J.
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a) Si suponei.ios, por ejemplo, que la frecuencia del campo eléctrico v
y la de Larmor w son iguales (resonancia) las (Il-15), (Il-16) Y (Il-17) quedan
reducidas, poniendo ya de manifiesto los valores de los momentos en fun-
ción de las coordenadas a: ' .

Yo' Yo Xo
x(t) = xo+ --, - - cos wt+-- sen wl' +

w w w

,e Eo t - ' e Eo+ - - -2 sen (wt+q» - ') ' sen wt'sen qJ
mw , ",mw"

Xo Xov» = Yo - - + - cos wt +
w w

Yo " e Eo uit tUL +2qJ
+ - - sen wt - -- 2 sen - cos +

w mw 2 2
, e E¿ t e Eo+ --~ cos (wt +qJ)+ 2 2 sen wt cos qJ

mw z mw

y si la corrección de fase es nula, qJ = 0, o sea E = E¿ para t = 0, las fór
mulas anteriores se nos reducen a las siguientes expresiones :

Yo 'Vo Xo e Eo t
x(t) = xo+- - -:- - -- cos wt+-- sen w t+ - - -- sen w t

W w w mw 2

Xo Xo
y(l) =: Yo - - +- ,- cos ui t +

w w
- Yo e E¿ e E¿

+ -- sen wt - sen wt + -----,-- wt cos '1j)t
lO 2n¡,w2 2rn,w2

'

v
Si la partícula parte del punto X o = 0, Yo = ro = _ ,_0_ con , la velocidad

w
in icial xo = vo, Yo= °y se introduce el campo eléctrico cuando la partícula

" .. Vo ' Vo
se encuentra en X o ::::; ro sen Po = --' 'sen <1)0' Yo = - cos Po con la veloci-

w w
dad xo = Vocos Po Yo = , - Vosen Po, puesto que iba con movimiento circu
lar uniforme con centro en el origen de coordenadas, las ecuaciones del mo
vimiento se reducen a

, Vo , l e E,
" x(l) = ,- sen (w t + <Po)+-2 -- t sen .tez

w m lO

Vo 1 e Eo '
y(t) = - cos (w t +<Po) - - - - o (sen iot - w t cos wt)

w 2 m lO " '

donde hemos to mado como ori gen de tiempos , el instante en que comienza
a actuar el campo eléctrico. - ,

- 107 "7"
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La energía cinética de la partícula, supuesto cI>a = O tiene el valor

1 1 1
W = 2 m(x

2 +yl) = 2 mva2 + 2 Eaevat +

1 e2 1 e2 Eo2

+ - - E 2t2+ - - -sen2wt +8 m o 8 mw2

1 e Ea 1 e2 Ea2+- V -- sen 2wt +- - - t sen 2w t
'4 a w 8mw

los tres últimos términos por ser oscilatorios tienen poca importancia; el se-
. 4mv

agundo y tercero son iguales para tI = E ti empo en el que el impulso.
e a

dado por el campo a la par tícula e EotI es 4 veces el momento ini cial mvo.
Como este tiempo tI es corto y el tercer término aumenta con el cuadrado.
del tiempo, este término determin a prácticamente la absorción de la ener
gía de la radiofrecuenoia por la partícula .

b) Si ia frecuencia del campo eléctrico es mu y pequeña respecto a la
frecuencia de Larmor , entonces

(~ r~ l
y las (Il-15), (II-16) Y (II-l7) tomarán respectivaments la forma

. ~ e E, 1
x(t) = X'(l) - ------ cos (w l+<p)+

t i' - v mw 2

1 e E, 1
+ ---- - cos (vt+<r) +

w- v mw 2

1 e E, 1 1 e s, 1
+ ----- cos (vt +<p) - - ---·- - -cos (wt-<p)~

w+ v mw 2 w+ v mw 2

e Eo e Ea
~ xa(t)+--3 V sen <p cos w t - - -2- COS <p cos wt +

mw mw

e Ea py (p y e Ea )
+ -- cos (vt+<r) = xa+ - -'- - --'-+-- cos <p cos w t +

mur mw mw mw2

(
Px e s, ) e s, .

. + --'- + Ya+-- vsen <p sen w t+ - - 2 cos (vt +<p)
rnw mw3 mw

e Eo e Ea
y(l) = yo(t) - -- sen (vt-r<p) - - - sen (---q¡)+

mwv mwv
1 e n, 1 1 e s, 1

+- - - -- - sen (vt+<p) - -- - - - sen (wt+<p)+
v-w mw 2 v-w wm 2
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m e2 aE
vP=~at

La primera es la deriva originada por la introducción del campo el éctr i
co y la segunda es la llamada deriva de polarización. Esta última depende
del signo de la carga por lo que dará origen a una densidad de corr iente, en
un plasma neutro de densidad p, dada por

_ pe2 aEt. = ¿; Ne V p = - -
-i-r- eB2 at

Donae ~ especifica lbs sumandos corres pondientes a las cargas de' distintos
+-

s ignos.

que en general tendrán la form a

ES1'UDIO DINAMICO DEL PLA SMA TERMONUCLEAR

1 e s, 1 1 e s, 1
+---- - 2 sen (vt +w:v)+- - -- - sen (wt-q¡) !::;¿

v+w mw v + w mw 2

e E¿ e E¿
es: Yo(l)+-- sen <P+ - - 2 cos <p sen w t +

rnwv mw

e Eov e Eo p ., e Eo
+-- sen <p cos wt - -- sen (vt+<p) = - __o - :+-- sen cp +

mw3 mwv mw n~wv
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Pz

z(t) = zo(t) = Zo + -_.- t
m

para cuya deducción hemos admitido que

El movimiento resultante es pues un movimiento en espira l al que hay
qu e añadirle las velocidades .

V
p

= x ' = _ e_ a[Eo cos (vt +(¡» ] = _ e _ aE = m e
2

aE
mw2 at m'lff ei e B2 al
'. e Eo e E '.E , '

VE = y' = - -- cos (vt + <p) = - -. -- = - e - -
mw mw B ,

( P". ) ( e Eov ) . (Pu. e Eo) e s,--+Yo + -- sen <p cos wt+ --+-- sen w t - - ,- sen (vl+ cp)
mw mw3 mw mw 3 mwv
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CAMP O MAGNÉTICO VARIABLE CON EL TIEMPO .

Estudiaremos el movimiento de una partícula cargada en un campo mag

nético uniforme en el espacio y de dirección constante, k, pero cuyo mó
dulo es función del ti empo. Sea pues

B = B(t) K

z

B(t)¡

y

FIG. 14

Por la segunda ecuación de Maxwell sabemos que un campo magnético va
riable con el tiempo, origina un campo eléctr ico, cuya intensidad obedece
a la ecuación

- .
- 1 aB B -

'\l xE = --- = -- k
c at c

En el caso de, un campo magnético con cierta simetría, producido , por
ejemplo, por un solenoide largo cuyo eje coincida con el eje 02 , una solu
ción apropiada de esta ecuación es:

i3 i3
E- = -2c y E = - - x E - O

w y 2c z -

componentes del vector :

- iJ - -
E = z;; (i Y - j x)

El efecto de la variación temporal del B es pues equivalente al del cam

po eléctr ico E, y si suponemos que 13 es constante, podemos aplicar la (H-l O),
obteniendo para la velocidad de deriva :

- c-- B- -
V D = Ji2 E x B = - 2B (i x + j y)

- 110'-:"
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(H-18)

aB", aB", aB",
-- - -

ax ay az

VB =
aBy aBy aBy

ax ay az
aBz aBz aBz-- --
ax ay az

- 111 --:.

CAMPOS MAGNÉTICO S NO HOMOGÉNEOS

y si llamamos El a la proyección, del vector de posición del centro guía, so
bre el plano X O Y, tendremos finalmente :

ecuación que integrada conduce a

1t R2 B = constante

Luego el centro guía deriva en el plano perpendicular a la dirección del
campo magnético, hacia el eje OZ, con una velocidad directamente propor-.
cional a la distancia y a la velocidad de var iación del campo . Esta deriva es:
independiente de la carga de la partícula , luego no produce corriente en un
plasma neutro .

La (H-18) podemos también escribir la en .la forma

dR iJ
-;¡¡: = - 2B R

luego el movimiento en dirección al eje de simetría del centro guía, pre
serva el 'flujo magnético entre ambos, o sea, el centro guía se mantiene so-o
bre la superficie del tubo de fuerza primitivo aunque éste se contraiga .

Hasta ahora, hemos estudiado el movim iento de una partícula cargada,
en campos electromagnéticos uniform es, constante s o var iables con el tiem
po. Considerem os, ahora , un campo magnético constante, pero cuya induc-

ción B es fun ción de las coordena das . La var iación de B en función de las
coordenadas, en una región pequeña alrededor de un punto , vendrá dada,

por el tensor V B de nueve componentes
,k·.

Por tanto, para quedar determi nada la falta de uniformidad , se prec i
san nueve números, que son los componentes del tensor antedicho . Ahora.
bien , los nueve componentes no son independi entes, pues tres de ellos es-



me V2
11 - - me V

2
11 , - '

e R B2 e2 x B = e B R e3

donde B es el ra dio de curvatura de la línea , e2 el vector

unidad en la dirección de la normal princ ipa l, el en la
direcc ión del campo y VII la' componente de la velocidad
paralela al campo. Esta fuerza originará de acuer do con
la (Il -Ll) una der iva en la dirección de la binormal a la
línea de campo, cuya velocidad ven drá dada P?r :

R

FIG. 15

e, élel
- - = --
R as

la velocidad de deriva puede escribirse

, 'WII -
Vcu<v, = 2e -- B x (n . "il)n

e B2
,

·donde nes 'él vector unidad ,en la dirección del, campo magnético.

-112 -
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Como esta velocidad depende del signo de la carga, originará una corriente
eléct rica dentro del plasma, aunque fuese neutro.

Llamando s a la longitud sobre la lín ea del campo y teniendo pre
sente que

se, élBy
Si las componentes del tensor "il B, - -o - y - - no son nulas, las lí-

zél élz
neas de campo presentan una cierta curvatura. Si una partícula se mu eve,
arrollándose, a lo largo de una de tales líneas, experimentará una fuerza
centrífuga

'C AMP O CURVO

tán ligados por la ecuación de Maxwell "il . B = 0, luego el número de com
ponentes independi entes para especificar el campo son ocho.

Par a simplificar la obte nción de la solución, supondre mos sucesivamente
nulas algunas de las componentes-y estudiaremos el efecto producido por
l as otras.

aBo; aBy
Los componentes -",- y - - , r efieren el virage o torsión del haz pr ó-

ay élx
ximo a la lín ea central. Estos términos producen ligeras variaciones en la
form a de la órbita, pero no produ cen deriva en pr imer orden , por lo que
n o los estudiaremos.
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ESTUDIO DINAMICO DEL PLASMA TERMONUCLEAR

La densidad de corriente debida a esta curvatura de las líneas de campo
'en un plasma neutro será pues:

- 2WII ~ x B W II - - 
Jcurvo = -¡j2 -----¡¡- = 2c [j2 B x (n . \7) n

CAMP O CON GR ADIE NTES P AR ALEL O A jj

Veamos el efecto prod ucido sobre una partícula por un campo con un

:gradiente paralelo a B. En este caso

iYB:c

iYx '

no son nulas y por estar ligadas por la ecuación \7 . 7J

iYBz iYB:c iYB:J
--=------

iYz iYx ay

El haz de líneas de campo será divergente. Supongamos que la línea cen
tral del haz sea recta. Una partícula que describa una órbita de Larmor en
to rno a la lín ea central se encontrará en cada punto de su trayectoria con

z

'1

FIG. 16

una inducción que dependerá de las coordenadas x e y. Esta inducción ten
·drá una componente B, paralela al eje Z, una componente ra dial Br y una
t angencial Bo ' Si llamamos { Br} al valor promedio de Br en un círculo de
Larmor, teniendo en cuenta que el flujo de inducción que sale por la super-
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ficie lateral de un cilindro centrado de radio 1' , es igual al flujo neto a tra
vés de las bases, tendremos :

(Il-20).

. d (W1 ·)o bien - -- = O
ds. B

• 3Bz
= -1t1~ --

3z2 1t 1' { B1' f

dWJ. W J. dB
-- =-- -

ds ' B ds

de donde

luego

La ecuación del movimiento a lo largo de una línea de campo , siendo s:
la distancia contada sobre ella será :

dVII ds dVII dV1 1 dW II W J. 3B
m - = 111-- - - = 111VII - - = -- = -----

dt dt ds ds ds B 3s

y como la .energía total es constant e por ser el campo estático, 111 = W II +W J. :

dW II dW 1
--= - - -

ds ds

el efecto es el mismo que si hubiese un potencial ¡J. B. Al acercarse la partí-
cula a un campo fuerte, disminu ye su velocidad y si es lo suficientemente
fuerte puede llegar a reflejarse, como le ocurre a toda materia diamagnética -

W1
¡J. = -B- = const ,

y la (1l-19) tomará la forma :

FI¡ = - VII (!J. . B)

l ' 3B{Bd = z_

2 3z

Una partícula que describiría una órbita de Larmor de radio l' si sólo.
actuase la compon ent e Bz , se encuentra sometida a una fuerza adi cional:

e v J. e v J. l ' 3Bz 1 mv\ . 3Bz
F

"
= .--B1' = ----- = - -- - -

e e 2 3z 2 B 3z

que en general tendrá la forma:

1 mv 2 J. - !J. -
F

II
= - 2 Ji3 (B . V) B = - B (B . V) B = (!J. . V) B (Il-19}

3Bz 3B
puesto que como la variación del campo es lenta -- C>L - -.3z 3z

luego



ESTUDIO DINA.lIICO DEL PI-ASMA TERJIONUCLEAR

-115 -

pz = mipy = my

, ('\2 CJ
- mwo w o Yo /. ) ( ')

CJPx l
o

Px = mx - mto y

H = m u/ 2 X2y2+1nw w ' x y2+W' x y P1 20 00 o x

De rot A = B (x)k_obtenemos · las compo nentes del vector potencial que
nos permite el cálculo de la lagrangiana , momentos conjugados y hamilto
niana , resultando para estas últimas

Un ejemplo típico es la desviación de los rayos cósmicos por el campo
magnético terrestre. Así mismo, el denominado método de espejos magnéti
cos para el confinamiento del plasma en reactores term onucleares.

Queremos estudiar el efecto producido sobre una partícula cargada por
un campo magnético no uniforme de tal form a que los ún icos elementos del

- CJBz CJBz
tensor \l B no nulos son - - y --. Por tanto B, varía en una dirección

CJx CJy
perpendicular al eje Z, luego B, = B, (x , y). Elijamos un sistema de coor
denadas de tal forma que se verifique

CAMPo CON GR ADIENTE PERPE NDICU LAR A jj

w = W o + x w 'o

o bien

CJB z :f O CJB~ - O
CJx CJy

y suponga mos así mismo que las otras dos componentes del campo se anu
len, B; = By = O, entonces, B = B, = B (x). Además, la variación del cam
po es tan pequeña que podemos escr ibir

dB
B(x) = B(O) + x --¡¡;;- = B¿ + x B',

Px2 py2 pz2 m 9

TT = --+--+--+- w - y2+W y P»
2m 2m 2m 2

Si elegimos como movimiento no perturb ado el producido por el campo
magnético uniforme Bo, la hamiltoniana perturbadora y el operador de Lioui 
vill e tomarán la forma
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él él
- lO'O p"'. el') yo(t') - rnlO'02 xo (q yo(l') '0'1 e')

élp",. (l') 0P"'o t

- 2rnlOoio', xo( t') Yo(l') él - u/ P et') x (l') él
élp y. el') o "'. o élp y. (t')

que aplicado a las ecuaciones del movimiento no perturbado y consideran
21t

do la evolución en un período de Larmor no perturbado, T = -- , condu
lOo

cen en primera aproximación a
x (T) = xo

r ( ) 2 I v: rlO o P "'. to o y . lO o 2 2 '
Y ('l) = Yo+1t-- --+Yo +1t - 3 - ., = 1/0+ 1t - 3 (Xo +)10)

lOo 111,Wo lOo 111," ' lOo

luego la velocidad media será

x = O

;- _ y(T) - Yo _ 1 lO'o . 2 • 2 _ 1 . 2 • 2 m e 'VB
y - T - - ')-~ (xo + :Vo) - ----;) (xo + Yo) - B 2

'" Wu '" e o

z

VB
JI' 8 0

;.-------y

~VS
x.

FIG. 17

.La trayectoria de la partícula es como indi ca la fig. 17 ; al acercarse a
regiones de campo intenso, el radio de curvatura disminuye, derivando la
partícula en dirección perp endicular a B y al gra diente del campo , con la
velocidad

e W.L -
'Va = B" nx 'VBe "

dando lugar a una densidad de corriente, llamada de gradiente:

W.L -
Jo = ~nx 'VB
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CAPÍTULO 111

INVARIANTES ADIABAtreos

INTRODUCCIÓN

En la física del plasma la llamada aproximac i ón del centro guía, con
sidera el movimiento de las partículas cargadas en un campo electromag
nético variable , como un giro alrededor de un centr o -del centro guía
que a su vez se mueve en el espacio. La separación de los dos movimien
tos , el del centro guía y el de giro de la partícula alrededor del mismo, so
lamente es válido si las variaciones del campo magnético en el espacio y
en el tiempo son pequ eñas.

Para estudiar estos movimientos es muy importante el concepto de in
variante adiabática. Se ha dado una formulación precisa de la noción de
invariantes adiabáti cas por Chandrasekhar [8] y Leonard [9]. Kurlrud [lOJ
cree qyue hay muchas magnitudes que son invari antes adiabáticas de al
tos órdenes, aunque sólo conozcamos su invari ación para órdenes bajos.

En la aproximación del centro guía ~\l invari ante adiabático de giro se
supone constante. Es interesante conocer el error cometido ' cuando se hace
este supuesto . Por esto, intentaremos estudiar la constancia aproximada
de invariantes adiabáti cos. Los invari antes adiabát icos son estrictamente
constantes del movimiento si los campos son constantes .

Lenard probó la invariancia adiabática de la integral de acción de un
oscilador unidimensional no lin eal para todos los órdenes. Su trabajo es
una generalización del de Kulsrud quien estudió el mismo concepto para el
oscilador arm ónico. En el trabajo de Lenard la hamiltoniana dependiente
del tiempo corresponde, para un ti empo fijo, a un movimiento periódico. '

En este trabajo generalizaremos los resultados obtenidos por otros auto
res en varios puntos. Introducida la representación de interacción desarro
llada en el capítulo I para la Mecánica Clásica , vamos a establecer crite
rios generales que deben satisfacer las hamiltonianas dependi entes lenta
mente del tiempo para poseer invariantes adiabáticos de orden m, y pr e
sentamos un método general basado en técnicas similares a las usadas para
evaluar perturbaciones dependient es del tiempo en Mecánica Cuántica,
para calcular el grado de constancia aproximada de tal es invariantes adia
báticos para hamiltonianas que dependen lentamente , pero de una forma
finita , del tiempo. Finalmente apli camos estos método s a los invari antes
adiabáticos que aparecen en el plasma termonuclear, evaluando el error
cometido en la aproximación del centro guía.
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I MAGEN DE INTERACCIÓN

(IIl-4)

(IIl-3)

(IIl -2)

(111-1)

1I(1) = II I

t - to
't'= ---

i

lI(O) = li,

dA = ~ ( affe aA _ affe aA )
dt. I ap¡ aq¡ aq¡ ap¡

donde H = H (q, p , 1.) es la hamiltoniana del sist ema referido al ti empo fí
sico t. La misma ecuación escrita en términos de la nueva variable t iem
po 't' y de la hamiltoniana H('t') es

dA
d't' = t (Q ('t'), A] (IIl-5)

- 118 -

Vamos a estudiar la evolución del sistema ba jo la acción de la hamil to
niana H('t') cuando 't' va desde 't' = O hasta 't' = 1. Desarrollaremos el ope
ra dor de evoluc ión correspondiente en potencias de 1'-1.

Una cantidad R es un invariante adiabático de orden m si puede en
contrarse una constante positiva M tal que durante el int ervalo de tiem
po 1'(1' -r-s- 00) la variación de R satisface a

1
I ~RI < Tm R

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXA CTAS, FISICO - QUIMICAS y NATURALES

Aunque ya hemos estudiado en el capítulo pr imero la imagen de in
teracción para la Mecánica Clás ica , volveremos a hacerl o brevemente para
pod er describir las ecuaoiones correspondient es en términos del t iempo
ficticio 't' y de la hamiltoni ana ficticia H(r).

La evolución dinámica temporal de una fun ción Ji = A (q, p) del gru
po de variab les canónicas conjugadas, es decir, la evolución t emp oral to
tal si la función A no depende explícitamente del tiempo, está dada por

•

y designemos por H('t') el valor de la hamiltoniana ffe (t) en el instant e
t = to + 't' T. l/('t') es un a función continua de e que supondremos dada . La
evolución sufr ida por el siste ma desde el tiempo to hasta el tiempo tI' de
pend e únicam ente del pa rá metro T.

Si definimos el' parámetro E = ~ ; el límite E ---+ O implica el decre

cimiento indefini do en la velocidad de cam bio del parámetro externo. Mien
tras el tiempo físico t va de tu hasta t; el tiempo fict icio 't' lo hace desde
't' = O hasta 't' = l. Así pues

Supongamos que la hamiltoniana del sistema , ffe (1.), depende explícita 
mente del tiempo. De hecho, ta l ha milton iana , ffe (1.) , varía continuamente
con el tiempo desde un valor inicial H; en el instan te to , hasta un cierto va
lor final III en el instante tI' Hagamo s

I NVARI ANTES ADL-\BÁTICOS



(III-6)

(III-/)

(III-S)

(III-9)

(III-ll )

(III-13)

(III -12)

(III-I O)

po = p (O)

s (O) = 1

Il' (,,) = H(,,) - Il,

qo = q (O)

S (,,) = 1 + T~-;;d'" S(") Q (qo, Po,"')

La hamiltoniana perturbadora está definida por

La ecuación diferencial y la condición de con torno pueden incluirse am
bas en la siguiente ecuación integral
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La condición de contorno que deb e satisfacer Se,,) es evidentemente

De la (III-7) teniendo en cuenta la (III-5) obtenemos la ecuación di íe
.r encial a que satisface el operador de evolución

dS (,,) t-a;;- = 1 Se,,) º (qo, po, ,,)

ESTUDIO DI NAMICO DEL PL,lS.lI,l TER.1IONUCLEAR

º (,,) = ~ (aH ~ _ aH ~)
i ap¡ aq¡ aq¡ ap¡

La evolución t emporal puede obtenerse introduciendo el operador di
'ferencial Se,,) escrito como una función del operador de Liouiville Q. Tal
-operador S(,,) está definido por

-donde qo y po son los valores de las variabl es del grupo canónico en el ori
.gen de tiempos (" = O), es decir

-d on de el paréntesis cuadrado indica el conmutador de las cantidades que
contiene. El operador Q es el operador diferencial de Liouiville definí
-do por

Consideremos H, = 1I (O) conio la hamiltoniana no perturbada y So(r)
'como el operador de evolución engendra do por l l ; Definimos el operador
-de evolución en la imagen de interacción SI(") por

hamiltoniana que depende explícitamente del ti empo . De ella podemos cons
truir otro operador diferencial de Liouiville que llam aremos Q' (qo, po, ,,).

De la (III-II) teni endo en cuenta la (III-5) obtenemos la ecuación in te
:gral a que satisface SI(,,).
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(III-15)H' ( qo(e), Po('t), 't) = ~ h,('t) e íW¡'tT
j
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Q ' [e'] == So(, )Q' (qo, po, r) SO-l('t) (III-14) .

es el operador de Liouiville en la imagen de interacción . Tal operador
depend e del tiempo de dos maneras: Primeram ente porqu e H'('t) t iene una
dependencia t emporal explícita; en segundo lugar , porque el opera dor
de evolución no perturbado So('t) actuando sobre el gr upo de variables ca-o
nónicas conjugadas que entra n en la definición Q' (qo, P» r) inducirá en el
mismo la dependencia t emporal del movimi ento no perturbado.

donde

Sup ondremos que el movimiento no perturbado enge ndrado por H¿ es:
periódico. Hay dos clases de movimiento periódico. Cons ideremos UJ). sis
tema con un solo gra do de lib ertad . Pa ra tal sistema, el espac io de las;
fases es un plano bidim ensional. El pr imer t ipo de movimiento peri ódico.
designado con el nombre de lib ración , se realiza siempre que q y p son
funciones periódicas del tiempo con la misma frecuencia .Sus órbitas en
el espacio de las fases son cerra das. En el segundo t ipo, la coordenad a q
no es propiamente periódica, sin embargo, cuando q se in crementa en una;
cier ta cantidad, la configuración del sistema permanece esencialmente in 
muta ble . Este movimiento se denomina simplemente rotación . Los valores .
de la coordenada de pos ición, que en este tipo de periodicida d es invaria
blemente el ángulo de rotación , no están acotados, sino que crecen indefi
nidamente . En el caso de tratarse de sistemas con más de un grado de li 
bertad, el movimiento del sistema se llama periódico si la proyección de la'.
órbita del sistema en el espacio de las fases sobre cada plano (q¡, Pi) es
simplemente periódico en el sentido definido para movimientos de un solo
grado de libertad . Supondremos que la ecuación de Hamilton-Jacobi es se
parable al menos en un grupo de variables canónicas. Entonces los movi
mientos pro yectados son independientes entre sí y su naturaleza puede ser
examinada fácilmente.

Es bien conocido, que para movimi entos periódicos cuando el valor de
la coorde nada de ángulo cam bia en una unidad, la correspondiente coorde
nada canónica conjugada flescr ibe un ciclo completo . Para el caso de la.
libra ción, la coordena da vuelve a su valor origina l; mientras que para
TA, rotac i ón el comporta mient o es más complicado. En general es pues po
sible expresar un movimiento peri ódico de coordena das separables corno
una serie de Fourier . Lo mismo puede decirse de una función de las coor
denadas separa bles tal como, por ejemplo, la hamiltonian a perturbadora.
Nos lim itaremos a los casos en que as í ocurra . .

Suponemos, ahora , que se satisfacen las condiciones necesarias para,
que el movimi ento periódico no perturbado introduzca una dependencia
temporal en H' ( qo(e), po(r), 't) tal que, esta fun ción pueda representarse
como una suma de términos armónicos simp les conteniendo coeficientes
variables que aparecen debid o a la dependencia temporal de H'. Así pues
podemos escribir .
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(III-16)

(III-17)'

(III-lB}

L" L,,' ~,, (n-l
n'" (n o' (n O"... + T o d't o d't .. . o d't _. ['t ] .. . _. ['t] + ...

1"1'" l -(n-lt - d ' d" 'd (n o' [ ~(n] Q' [ ' ] ='t 't... 't -- , . .. 't
o o o

t- L" L" fo"= -, d't' se: d't(n {Q' ['t'] Q' ['t"] .. . Q' ['t(n] }_
n. o 0.0 .

donde el símbolo { }_ indi ca una ordenación cronológica, esto es, vuel
ve a poner en orden el producto de los operadores Q, ordenándolos por
tiempos de tal forma que en el producto los operadores aparecerán de iz
quierda a derecha según los valores crecientes del tiempo.

Estudiemos ahora el valor de una integral cuyo integrante es un opera
dor' periódico que varía rápidamente con el ti empo, es decir , tiene una:.
frecuencia elevada; esta integral es

El término general de esta serie es igual a una integral múltiple de un
producto cronológico ordenado de operadores de Liouiville Q' ('t). Este hecho,
es un teorema bien conocido de Mecánica Cuántica, que ha sido extendido
recientemente a la Mecánica Clásica [3] . Así pues, el término enésimo de
la serie (III-17) sat isface la relación

CO NS TANCIA APROXIMADA DE INVARIANTES ADIABÁTICOS

y, por tanto, su evolución temporal estará dada por Sl('t) A(qo, Po) SI-1('t).
Como es usual, la ecuación integral para SI('t) se resuelve por iteracción ..
Por este procedimiento encontramos para SI('t) el siguiente desarrollo

Los coeficientes hj ('t) no dependerían del tiempo si la hamiltoniana per
turbadora no tuviera dependencia explícita respecto al t iempo. Las cons
tantes Wj representan las frecuencias fund amentales y todos sus arm óni-.
cos del movimiento periódico no perturb ado.

Supongamos que la función A(q, p) es una consta nte del movimiento.
no perturbado. Por serlo , verificará

r: iwj"T
RtC't) = Jo o, ('t) e d't

donde Q/ (r) es el operador de Liouiville correspondiente al coeficiente hiC't)
de la (I1I-15). Este int egrando es de alta frecuencia porqu e consideramos que
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es

(III-20)

(III -19)

1
Tm"

'supuesto que H'(-c) y sus m primeras derivadas son cero para -c = O Y
' 't = 't , puesto que en cada una de las integraciones que realizamos el coe-

ficiente de la integral resultante 'queda multiplicado por ~"' .
Por simple inspección del desarrollo en serie obtenido para Skc) y

posterior integración por partes m veces de cada una de las integrales
-contenidas en cada uno de los términos de la ser ie (III-17), deducimos
que el movimiento engendrado por JI = H, + H'(-c) cuando las condicio
nes mencionadas anteriormente se satisfacen, es equivalente al movimien
to periódico genera do por H, perturbado por una hamiltoniana del 0 1'-

1
·den 1'",+1' Para ver esto es suficiente imaginar que una vez que hemos

llegado a una expres ión similar a (III -19) para los términos del desarrollo
-de Sl -c), deshacemos las transformaciones que inicialment e nos condu-

T ~"d-c' Q' [,,'] = 1T fa"d-c' Q/ (-c') eiw¡,,'T

= ~ l' (- 1)",+1 (" iw¡"T d",+1Q/ (-c') _'_
"7 (iw¡T)m+1 Joe d"-c'",+1 d ,-

Luego, con las hipótesis hechas, el segundo sumando de (III-l7) podrá
'escribirse en la sigui ente forma

d",+IQ/ (-c)
.ínt egral que es muy pequ eña para T grande. El operador

d"'+l h¡(-c)
-el operador de Liouiville de --_'-..:....:-

-o sea, que es del orden 1~m ' Aplicando idént ico procedimiento de inte

" gración por partes a cada una de las n integrales del término general (III -18)
-de (III-l7) encontra remos que, para T grande, ta l término es del orden

T es muy grande. Integrando Rkc) n veces por partes y supuestos o/(-c) y
.sus m primeras derivadas, nulas en los instantes -c = O Y -c = -c tendremos
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(III-21)

d
m+l º / (o¡;) dt}A ( q(O), p(O»)

d:r;m+l
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. 1

es: A ( q(O) , p(O») +{~~ (~)m+l reiw;o¡;T
T j W¡ Jo

y puesto que A es constante del movimiento no perturbado

A (q(t), p(t») = Slt) A (q(O), p(O») Sl-l(t ) =

!::>!.{ 1 + \ "'" (~)m+l t eiW;O¡;T d
m+l

º/ (t) dt} ' A ( q(O), p(O») .
T f w ! Jo dtm+l

'CÍan desde la imagen de Heisemberg (III-17) a la imagen de in teracción ,
es decir, partiendo de (III-19) que pertenece a la imagen de interacción
deduciremos la hamiltoniana de la correspondi ent e imagen de Heisem
berg: esta última hamiltoniana es igual a H, más una perturbación que

1 .
se comporta como Tm+l '

Así pues , deducimos que todas las constantes del movimiento de la
hamiltoniana inicial H, son invariantes adiabáticas de orden m + 1 de
la hamiltoniana H(t) dependiente lentamente del ti empo , supuesto que
H(t) y sus m primeras derivadas son cero en el principio y final del in
tervalo tI - to = ' T que suponemos muy grande.

La exposición precedente incluye como ejemplo particular el caso de
invariancia adiabática para todos los órdenes, cuando H(t) y todas sus
derivadas son nulas en los extremos del intervalo temporal grande. Pode
.mos deducir para este caso .que la diferencia entre SI(t) y 1 es más peque-

ña que cualquier potencia de ~,. Sabemos que en ciertos casos [11] ta l

.diíerencia se comporta como e-T.
Las condiciones anteriores pueden simplificarse si T es grande, ' pero

finito . Entonces, las constantes del movimiento periódico son invariantes
.adiab áticos de orden m + 1 de la hamiltoniana f1e(t), si esta hamiltoniana
y sus m primeras derivadas son cero en el principio y final del intervalo
.de tiempo.

La técnica pr esente proporciona un método de evaluación de la cons
tancia aproximada de los invariantes adiabáticos para T grande pero fi-

. E f 'd . 1 ,. d d 1 1.nito. n e ecto , SI espreciamos os termmos e 01'. en TJm ' 1'3m , . ..

1
frente a T": ' la (III-17) podrá escribirse en la siguiente forma

1

1 "'" I i )m+lf iW.o¡;T
5 1(1) = 1 + Tm ~ 1-. e ¡

j \ w¡ o
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eh } =

d't, A (q(O), p(O) ]

(III-22)

dm+I º/ ('t)
d'tm+I

1

_ A (q (O), p(O)) {_11:(~)m+l J' eiW¡'tT
T'" . W¡ o

1

,1

[
"'" T J oeiW¡'tT

= A (q(O) , p(O)) + -'7 (íW¡T)m+I
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w = W (q, P)

Hasta aquí hemos estudiado la invari ancia ad iabática de las constantes:
del movimiento de movimientos periódicos engendrados por un a hamilto
niana no perturbada Ho, cuando la per turbación HI satisface ciertas condi
ciones . No obstante, en la mayoría de las ap licaciones al plasma termonu
clear, la hamiltoniana total no puede dividirse en dos partes con las con
diciones requeridas. En su lugar tenemos una hamiltoniana total que la.
llamaremos H = H('t) que es una func ión lent a del tiempo .

Consideremos primeramente la hamiltoni ana obtenida fijando el valor
de " en H(,,) y la evolución engendrada por el mismo. Fijemos, por ejem
plo , el parámetro ti empo en el origen de t iempos 't = O. La hami ltoni ana
H(O) == HO engendrará un movimiento periód ico .

Estamos interesados en las constantes del movimiento de HO y particu
larmente en las variables de acción de tal movimiento periód ico. Reso lva
mos en prim er lu gar el problema instantán eo realizando una transforma
ción canónica tal que los nuevos momentos sean todos cíclicos. Seguimos.
la teoría de Ham ilton -Jacobi y consideramos la transformación engendra
da por la fun ción característica de Hamilton , transfo rmación que redu ce'
auto mát icamente los .nuevos momentos a cons ta ntes en el tiempo, puesto
que la hamiltoni ana es cíclica en todas las coordena das. Los nuevos mo
mentos no están espec ificados exce pto en el sentido de que deben ser cons 
tantes del movimiento. No obstante, la natu raleza de la solución in dica.
cómo deben seleccionarse los momentos.

Por razones de simplicidad nos limitaremos a estudiar un solo grupo
de variables canónicas conj uga das . Sean q y p la coordenada y momen
to antiguos y Q y P los nuevos. La función característica de Hamilton se
toma como func ión de las coor denadas antiguas q y los momentos nue
vos P.

luego este conmutador nos permite calcular el error cometido al tomar la
magnit ud A como constante del movimiento.

Debe notar se que en todo lo precedente no hemos requerido que HI fue
ra pequeño. Ha sido suficiente sup one r que el dsarrollo no t en ga términos
cons tantes .



ESTUDIO DINAMICO DEL PLASMA TERMONUCLEAR

donde la integración está extendida a un perí odo completo de movimiento .
De la (ill-25) pod emos deducir la expresión de P en función de J, y con
su ayuda escribir la fun ción cara cterística en la forma

(I11-23)

(III-29)

(III-25)

(III-28)

(ill-26)

(III-27)

. (III-24)
aw

Q=
ap

w = W (q, J)

lI D( , aW) = pq aq

~
aw (q, P)

J = dq
aq

aW
p= -

aq

p2
HD = -- + V(q) V(q) = V(q, O)

2m
y así la func ión característica de Ham ilton para lJD satisface a
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_ 1_ ( aW )2 + V( ) = P
2m aq .q

q ue puede integrarse inmediatamente

W(q, P) = ¿2m! i p - V(q) dq

y satisface la siguiente ecuación diferencial

Los nuevos momentos constantes P pueden elegirse de modo que sean
funcio nes independientes de las variables de acción J que también son
constantes del movimiento .

Las variables de acción se definen por

donde la constante P es el valor instantán eo de la energ ía aunque no es pre
ciso que así ocurra. La fun ción car act erística de Hamilton engendra una
transformación de contacto y las ecuaciones de la t ra nsformación son

Llamaremos e a la coordena da can ónica conjugada de la variable de
acción .

Consideremos, como ejemplo el movimiento de una partícula cargad a
de masa m en un potencial dep end iente del ti empo V(q, 't'). Presentemos
ahora el movimiento instantáneo engendrado por el potencial en el tiem
po 't' = ' O. Las hamiltonianas son
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(III-32)

(I11-31)

(I11-30}

q son variables in-

J
mw

W (q , a) = m w ct~ a q dq = - 2- q2 ctg a

élW - Vmwa = - arc sen -- q
élJ 2J

Y de considerar en la integral (III-29) que a y
dependientes.

que es la función generatriz, bien conocida, para realizar una transforma
ción canónica a las var iables angulares de acción para el oscilador ar-
mónico [12].

Hasta aquí hemos aplicado la bien conocida teoría de Hamilton-Jacobi
a la hamiltoniana instantánea . Nada nuevo hemos hecho. No obstante
nuestra hamiltoniana H(..) es una función que depende lentamente del t iem
po . La técnica seguida en esta parte del trabajo consiste en realizar for
malmente la misma transformación canónica engendrada por la fun ción
característica de Hamilton aún en el caso de que la hamiltoniana dependa
explícitamente del t iempo [13J.

En el plasma termonuclear nos interesa la invariancia adiabática de las
var iables de acción definidas por (IlI -25) donde la integral está extendida
a un ciclo completo del movimiento per iódico realizado por la partícula .
l~O obstante, si el potencial depende del t iempo el movimiento del sistema
no es claramente per iódico y el contorno de integración no está determi
nado ele una manera precisa . Por tanto , las variables de acción no están
definidas propiamente en este caso. No obstante, podemos considerar las
variables de acción instantánea que son las úni cas que tienen un sentido
claro.

La ambigüedad en la definición de las var iables de acción nos perm iie
establecer diferentes tipos de conexión entre P y J cuando la hamiltoniana
es dependiente del t iempo. Todos estos caminos diferentes indican que J
es invariable adiabático, pero conducen a diferentes valores para el erro r
cometido al tomar J como constante del movimi ento, cuando se conside
ran intervalos de tiempo T finitos.

Por ejemplo, podemos estudiar el proced imiento usado por Vande r
voort [14] que llega al resultado de Hertwick y Schlüter para el cambi o
en el invariante adiabático de una partícula cargada girando en un cam
po magnético dependiente del tiempo. Por medio de la relación (III-29)
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relación obtenida de

_ mw 2

Para el oscilador armónico tenemos que V(q) = - 2- q2; En este caso

p = w J. No obstante podemos rea lizar un tipo diferente de transforma
ción que se produce cuando escribimos

mw q2
J = - 2- sen2 a
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vemos que J es una fun ción de P y una fun cional de l' para el movimi ent o
instantáneo . Por tanto escribimos

(I1I-35}

(I1I-34}

(I1I-33}

(III-36¡

(III-37)

.T = J (P, [VJ)

P = w .1

J = J (P, [V (, )J

En el caso del oscilador armónico

Este método implica definir .1 de ta l forma que se reduce a la variable
de acción angular para el movimiento instantáneo. Este método termina,
eliminando J entre la generalización de (III-29) y (I1I-34) Y considerando la.
tr ansformación can ónica engendrada por la función característica de Ha
milton, expresada en fun ción de q y J, que resulta.

Así pues, podemos encontrar la fun ción generatriz de la tran sformación
HT(q, J, r) a las nu evas var iables de acción angular para este caso, si
guiendo form almente el mismo camino seguido para el movimiento instan-o
táneo y así tenemos en el ejmeplo del oscilador armónico, la relación

La variable canónica conjuga da de J será

aW (q, J, ,)
.(1 = - - - 

a.1

Ahora admitimos que esta relación es válida aun cuando el pot encial
es una fun ción explícita del ti empo.

La hamiltoniana t ransforma da es

H' = H'((1 , .1, ,) = H (.1, , ) + aw
al

donde H(.1 , r) = H(, ) == Tl(q, p. ,). Dada ' la form a como se ha definido la·
fun ción generatriz W , es fácil ver que la hamiltoniana H(J, , ) es cíclica en
todas las coordenadas.

La función generatriz W depende explícitamente del ti empo a través:
. aw 1 aW

del tiempo fict icio t , Por tanto -- = -- - - - es pequeño si Tes',
al T a,

grande.
Ahora es cuando definimos la hamiltoniana no perturbada por

. aw
Ho' = H(J, , ) Y por tanto la perturbadora será H/(,) == -- que debe aho-al
ra supondremos escrita en fun ción de e y J. Como ya hemos visto H1' ( , ) es:
pequeña, condición que no es necesaria para obt ener inaviantes adiabáti-.
cas en el caso general como hemos indicado en la primera parte de este
capítulo. La pequeñez de H/ (, ) nos permite aproximar el desarrollo del
operador de evolución SI(' ) en la imagen de interacción dada por la (I1I-13)
por el primer término , aunque el operador de Liouiville º1[,J no admita,
un desarrollo en funciones oscilatorias rápidas sin términos contantes .
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(III -42)

(III-40)

(III -39)

(I1I138)

8o(t) = ~t dt wo(J, t) + 60

s == W - 6 J

Sl( t) - 1 es: T ~ld't' e, ['t']

-actnan do sobre Jo. Este es el erro r cometido cuan do consideramos los in
var iantes adiabáticos como constantes .

Evaluamos o, ['t] Jo. Para ello, debemos calcular el paréntesis de Pois-
. 1 -

.son entre T W( 60('t), Jo, 'tI Y Jo, y entonces obtener sus derivadas con

.respecto a la aparición explícita de 't en W . Tendremos pues :

1 d dW
e, ['t'] Jo = T a;- 2{Jo (III -41)

·donde~ actúa sobre la aparición explícita de 't.
él't

Desearí amos saber si esta expresión es oscilatoria rápida en el ti empo
'para grandes valores de 1'. Veamos en primer lugar que no ti ene términos
constantes. En efecto, de la ecuación de definición para J se deduce que
-cuando q realiza un .ciclo completo, es decir , cuando (j cambia en una uni
·dad, la función característica aumenta en J.Luego

'permanece inmutable cuando (j aumenta es una unidad ; por tanto , repre
-senta una función periódica que puede desarrollarse respecto a (j en serie

·de Fouri er . De aquí deducimos que él:: es igual a J más una serie de Fou-

él élW
rier en w sin términos constantes, y que -- --- es una serie de Fouri er

élt él(j
'Sin términos constantes, puesto que J no depende explícitamente ' del
!tiempo.

-donde Jo y 60 son los valores iniciales de estas variables. Recordemos que
·t = 't T Y que el intervalo de variación de 't' es de O a l.

El ma yor término de la variación de J , 6. J == J (1) - Jo, está dado por
.Ia acción de

-q ue será en general función del tiempo. La var iable de acción J es cons
:tante del movimiento no. perturbado.

"Las soluciones para este movimiento no perturbado son

Estudiemos el movimiento no perturbado que evoluciona bajo la acción
-de Ho' . La frecuencia asociada con el movimi ento periódico es

sn;
W o = W O (J, 't) = ---a:J



(3-45)

(III -44)

(III-46)

(IIÍ-43)

cuyo mó

el campo

qI JI J2 JI + 2 1t mwq2
W = -- + - arc sen ------ +

21t 2 1t

H = ...!... [(PI + mwq2't +'P22]
2m

en funci6n de las variables de acci6n es
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+ JI + 2 1t mwq2 .¡4 1t mw J2_ (JI + 2 1t mwq2't (III .47)
8 1t2 mw

y realizando la transformaci6n can ónica ~ngendrada p~r esta funci~n ,. la
hamiltoniana total , poniendo ya de m!1mflesto la pequenez de la variaci ón
del campo magntéico con el tiempo, tiene la forma

-12\)-

- 1 al 'El potencial escalar obtenido de la relación E + - - = - \7 <1> es
e at

donde PI = mqI- mwq 2' y, P2 = mq2' ,
La funci6n característica de Hamilton para la hamiltoniana instantá

nea, o sea, independiente del tiempo

luego la hamiltoniana de una partícula de carga e en este campo será

MOMENTO MAGNÉTICO E INVARIANTE LONGITUDINAL

Sea un campo magnético uniforme, en la direcci6n del eje 'l»

dulo varía con el ti empo B= k. B(t). Si no hay espacio-carga,

eléctrico engendrado E, según hemos visto en el capítulo II, es

Una vez llegado a este punto, es inmediato deducir integrando por par
tes sucesivamente, como, hemos hecho en la primera parte de este capítulo
que J es un invariante adiabático de orden m si las m - 1 prim eras deri
vadas de H(!) son cero en 1:= OY en 1:= 1, es decir, en los instantes ini
cial .y final

Igualm ente las expresiones (III -27) y (III-28) nos permiten evaluar in
mediatamente las variaciones del invariante adiabático en el inter
valo t= O, -t = ' T.



REVISTA DE LA AOADEMIA bE OIENOIAS EXAoTAs, nstco- QDIMlOAS y NATURALES

.:.- ;130 -

(ID-53)

(IH-50)

(IIl-49)

(IIl-48)

!J.=-------

W('t) "J2 m10 61 V-ffiJ2
H = + -- sen 2 1t 62 -

21t T mw

w 61J1" 10 JI \Q;2
------- --cos21t62

2 T w 4 T 1t W 1tmw

Tomando como hamiltoniana no perturbada

1
2

m (1¡1 + 1¡2~ e J2

B 21tme

La constancia aproximada del momento magnético nos permite deducir
la existencia del "invariante adiabático lon gitudinal" . Consideremos" una
par tícula moviéndose entre dos espejos magnéticos. La partícula se en
cuentra atrapada entre las dos r egiones de campo relativamente fuerte. En
adición al giro alrededor del "centro guía, la partícula oscila entre los es
pejos. En ausencia de campos eléctricos paralelos, la componente paralela
al campo de la velocidad del centro guía obedece a la ecuación de movi
miento cuya hamiltoniana es

p2
H = 2m + [J. B (q, r)

puesto que

601(t) = 602 W 0
2 W 2 (ID-51)

Y considerando "la hamiltoniana perturbadora H1 = H - HO, obtenemos
para la variación del mom ento magnético en el intervalo t = O, t = T:

1 "

1t e tt01w 0
2

'\ ri:11 i1J ( ~'t' " )ti [J. = - "" y ~-- d't' - cos 't 1t 602 + T w (e") d't" "
e 1tm o W o ·

e J01 W o 2

4 1t me

W('t) J2 {f; ('t)61 JI
HO= -----

2 1t2 T w
que engendra las ecuaciones del movimiento

J02(t) = "J02

602(t) = 602 + 2
1
1t ltw ('t') dt' = ' 602 + 21~ ~'tW('t') d't'
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donde ¡J. es el momento magnético , q la distancia a lo largo de la línea de
fuerza y B (q, -r) el campo magnético dependiente de la distancia y del tiem
po. Tal hamiltoniana es del tipo general (III-27).

Supongamos que el campo magnético varía lentamente con respecto al
período de oscilación entre los puntos de reflexión de los espejos magnéti
cos. Puesto que el periodo de Larmor es mucho más corto que el de oscila
ción, el momento magnético ¡J. puede tomarse para estas oscilaciones como
una rigurosa constante del movimiento.

Para el cálculo real de la función característica de Hamilton, necesita
mos conocer la expresión de B en función de q. Una vez conocida esta fun
ción es bastante fácil , siguiendo la teoría general presentada anteriormen
te , evaluar el error cometido considerand o el invariante longitudinal como
constante del movimiento cuando el campo magnético varía en el t iempo
en una cantidad finita aunque lenta.
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