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SOLUCION DEL PROBLEMA DE EQUIVALENCIA DE CLASES
DE FUNCIONES CON DESARROLLO ASINTOTICO

por

Barrasar R.-SALINAS

Dado un conjunto del plano completo Z (completado), un punto z, perte-
neciente a la clausura @ de @ y una sucesién positiva {m,}, designamos
por C. {m,t ala clase de funciones complejas f(z), que admiten un desarrollo

asintotico Z a, (z — z)’ tal que
v=0
n—1

10— 3 @ e — ay | = Mgmafs — af M

para todo z € @, n = 0, 1, 2, ... y dos constantes positivas M y q depen-
dientes de f. En particular,
la,| =< Mg™m, (2)
para n = 0, 1, 2, ... Con objeto de simplificar la notacion tomaremos
Zy =
En esta comunicacién vamos a determinar cuando C,im,} = Ciim,’t.
Para que se verifique esto es suficiente que

m,
\/ < + ® (3)
m,

pero no necesario. Por ejemplo, si @ es un dngulo {z| |arg z| < aw/2t de
amplitud e < 2% y si

i
= Ly e s (my = 1)
para n par y .
l ’
My = At y T —1]!

para n impar, segin hemos demostrado en [6] las clases Cim,t y Cim, 't
son idénticas a C,{n* "} y, sin embargo no satisfacen (3).

Visto esto, vamos a indicar cémo se resuelve este problema cuando @
sea un conjunto conexo que verifique ciertas condiciones bastante amplias.

Supongamos 2 acotado y designemos por B la componente de
Z —Q que contiene el punto co. Entonces existe una funcién analitica

St




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

En particular, si U(z,y, z) = 1, es = 0, y por consiguiente es valida

dn
la demostracién citada es decir:

1 dG
LA = y :
An ff\ T ds = 1 (@ brcie (a, b, ¢) &>, 2)

El motivo de la presente Nota es demostrar la validez de (1) en el caso
que U no sea derivable®.

La demostracién se descompondré en dos partes: a) Que (1) es funcién
armonica de a, b, ¢ en el interior de V. b) Que si

(@b o)im (o n by 2 e >

interiormente a V es lim U(a, b, ¢) = U(x,, Yo, ).
Demostracion de a)
(1) se puede escribir

G T
i / U _d" Lo ks f{ U _c—lq_ 0 (3)
dg JJ> 3 dr Y93 T dn 3

dn

donde la primera integral es un potencial de doble capa, y la segunda es
evidentemente una funcién arménica en el interior de V (derivando bajo el
signo integral respecto a a, b, ¢, resulta inmediatamente). Por tanto (1) es
armoénica de a, b, ¢ en el interior de V. q. e. d.

Demostracién de b)
La integral

s e : - dG
[ / [Tz, y, 2)— U, o ] —= do 4
es uniformemente convergente en el dominio del punto M,(,, ¥,, ).

Observemos ante todo que si en la funcién de Green el punto (a, b, c) es
un punto fijo X ella es, como funcién de z, y, z, idénticamente nula. En
efecto: Si (2, y, z) € 3 es consecuencia inmediata de las propiedades 1.* y
3.% para (z, y, z) € 2 y distinto de (a, b, ¢), resulta de la 2.2, y de la 4.* se
deduce que en este caso es

1 gk b,
gy, o bic) = == — por tanto también es valida para

@o 1 =) ={w b, @) E 2]

De aqui se deduce que las integrales que aparecen en (1) y (2), tienen
sentido y son nulas cuando (a, b, ¢) € 3.

Para demostrar que (4) es uniformemente convergente en el dominio del
punto M, consideremos una porcién >’ de 3 conteniendo M,, suficientemen-
te pequeiia para que sobre ella se verifique |U(z, y, 2) — U(x,, ¥, 2)| < &

2 En el caso de dos variables independientes estd demostrado en Goursat, loc. cit., pé-

rrafo 518, pdg. 217 baséndose en la representacién conforme, no generalizable a tres va-
riables.
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y una esfera de centro M, y radio ¢ conteniendo X’ en su interior, tendre-
SN
mos para [(a, b, ¢) — (Zy, Yo, 20)| < ¢
< efj
5

dG
f f [0, 4, ) — U@, g0 )] 5 do
S dn
la integral que aparece en el segundo miembro estd, evidentements acota-
da, y de aqui resulta la convergencia uniforme.
Mediante el razonamiento cldsico resulta que la expresién (4) es conti-
nua de a, b, ¢, en M, y nula en este punto’.
Ahora bien, si P(a, b, ¢) interior a V tiende a My(x,, y,. %), y de la de-
mostrada continuidad de (4), tendremos

dG dG |
Jim f/ U, y,9) < de = lim fL Ul o) — o (6)

Y, en virtud de (1) y (2)
lim U(a, b, ¢) = U(x,, Yo, %) (7

que es lo que queriamos demostrar.

Las mismas consideraciones pueden hacerse para el problma de Di-
richlet exterior. La funcion de Green exterior debe verificar las propiedades
indicadas para la interior, mas la de ser nula para P(a, b, ¢) en el infinito.

dG

dn

ds (5)

En (1) tomando como G la funcién de Green exterior, y i la derivada se-
0
gin la direccion de la normal exterior, resuelve el problema exterior y es

RUCEES): dG
nula en el infinito, ya que lo es T (por ser derivada de una constante)

La demostracion es la misma que para el problema interior.

3 Cir. Goursat, loc. cit., parrafo 504, pig. 174 y sgts.




SOBRE LAS COMPONENTES CONEXAS DEL ESPACIO
FUNCIONAL X*

por

JosgE L. ViviENTE

“En las lineas que siguen determinamos, salvo un isomorfismo, las cla-
ses de aplicaciones del espacio funcional XX, es decir m, (X¥), valiéndo-
nos unicamente del invariante de Eilenberg-MacLane del espacio topolégico
separado y conexo por arcos X. El caso general demasiado ambicioso, nos
limaitamos a aquel en que X mo posee mds que dos grupos de homotopia
no nulos”.

INTRODUCCION Y NOTACIONES

Con X* se designa siguiendo a Bourbaki el espacio funcional de las apli-
caciones continuas de X en X ; este espacio funcional le suponemos provisto
de la topologia “compacto-abierto”.

Dados un entero m = 1 y un grupo abeliano «, un espacio conexo por
arcos X se dice que es un complejo de Eilenberg-MacLane K (=, n) [1], si
7, (X) = w, y mi(x) = 0 para todo 2 > 0 e ¢ = n. El tipo de homotopia de
estos espacios es el mismo, y entre ellos existe un complejo simplicial.

Designaremos con ©# = 7w, (X) y ©# = =, (X), 1 < m < n, los dos unicos
grupos de homotopia no nulos de nuestro espacio topolégico X

El trabajo se desarrolla en la categoria de los GW-complejos, es decir
los espacios topol6gicos que intervienen son tales que, si designamos con
[S(X)| la realizacién geométrica del complejo singular total S(X) del espacio.
X, la aplicacién canénica |S(X)| — X induzca un isomorfismo entre los gru-
pos de homotopia correspondientes.

Recordaremos que el tipo de homotopia del espacio en estudio X estd
caracterizado por el invariante de Eilenberg-MacLane & € H*™ (x, m: =), pues
si, por ejemplo asociamos al espacio X su sistema de Postnikov
L (X)1X:, X, p;t [R], sucesién de espacios fibrados de Potsnikov-Moore,
que en nuestro caso son tales que, para todo 2 < n los X* pertenecen al mis-
mo tipo de homotopia que el complejo de Eilenberg-MacLane K (w, m)
mientras que X* es un espacio fibrado sobre X™ cuya fibra es K (x, n), (€ es
asi la primera obstruccién no nula de nuestro espacio X), es claro pues que

al darnos el invariante de Eilenberg-MacLane & € H** (&, m; ) 0 lo que es

S TgEi
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equivalente una clase de aplicaciones homdétopas de Hom (K (&, m);
K (w, n+1)), como K (w, n+1) es el espacio clasificante [3] para el grupo

7 0 mejor para K (w, n) se sigue que nuestro espacio fibrado (luego X en
:sentido functorial) pertenece al mismo tipo de homotopia que el espacio fi-

brado imagen reciproca del espacio fibrado universal L (x, n) = K (x, n)x
X TDK (m, m) es decir que el espacio K (m, 1) X .K (m, m) en donde la fun-
«cién “torsora” t [4] estd dada por ;o n siendo n un elemento de la clase
correspondiente a & en Hom (K (n, m); K (m, n+ D)

Dado el cardcter functorial de los espacios K (=, n) como functores co-
variantes de la categoria de los grupos abelianos &, en la de los complejos
simpliciales G. 8. S. (antigua semi-simplicial) se puede asociar a cada
u € Aut. (w) una bien determinada aplicacién simplicial que designaremos

también u (por abuso del lenguaje) perteneciente al espacio funcional sim-
plicial K (7, m)X= ™.

Se hace uso también del hecho bien conocido que se deduce del isomor-
fismo existente entre W (K (x, n)) y K (wn, n+1) y que consiste en asociar
de un modo natural a todo automorfismo v € Aut. (w) una aplicaciéon sim-
plicial que, por abuso también del lenguaje, seguiremos designando v per-

teneciente al espacio funcional simplicial K (wt, n+ L)X ),

1. Caracterizacién de los automorfismos de w(X) realizables
En virtud de las hipGtesis hechas sobre el espacio X en estudio
es m(X) = 0 para todo ¢ 5= m, n, luego Aut. (w (X)) = Aut. () ® Aut. ().

Si f € X¥, designamos con f, € Aut. (w) y [, € Aut. (;) las aplicaciones ca-
nénicas inducidas en Aut. (7w (X)).

Prorosicion 1. Dados los automorfismos u € Aut. () y v € Aut. (%), la
condicién necesaria y suficiente para que exista (determinada salvo una ho-
motopia) una aplicacién continua f perteneciente al espacio funcional X* tal
que f, = u, y f, = v, es que von = nou, en donde o pertenece a la cla-
se correspondiente al invariante de Eilenberg-MacLane € en Hom. (K (7, m);
K (w, n+1)).

Demostracién :

Condicién suficiente, supongamos que exista f € X* que induce f,, = u,
fo = v, luego una u € K (w, m*™™ y una v € K (n, n)*™™ por tanto un

K (w, m)-automorfismo de X* ~ K (7_{, n) X K (m, m) y un K (=, m)-isomor-

fismo entre los CW-complejos del mismo tipo de homotopia que nuestro
espacio X.

Si consideramos las proyecciones de los espacios fibrados de Potsnikov-

Moore p,: X" — K (z, m) y p: L (%, n) — K (m, n + 1) se tiene el diagra-
ma conmutativo
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x‘“\\ : L[i.n)
Bl f Sxe f L (7.n)

R P‘
K( TP“ K ( jliE
T my fin+t
rZ '
w \
\K(n,m) K(fnst)

ya que trivialmente, pmof = Uopn y p 07 = vop (con f se designa la

aplicacién simplicial del fibrado universal L(w, n) en si mismo, prolongacién

de la aplicacién v de su espacio base), como asi mismo no P, = P on por
ser el diagrama rectangular correspondiente cartesiano. Ello nos dice,
mirando el diagrama rectangular inferior, que se tiene la relacion
Mol = Vox COMO queriamos probar.

Condicién necesaria, supongamos que dados w € Aut. (x), v € Aut, ()

y n perteneciente a la clase en Hom. (K (x, m); K (w, n+1)) correspon-
diente al invariante de FEilenberg-MacLane & se verifique la relacidn
Vown = mou, veamos que entonces existe una f€ X* determinada salvo
una homotopia.

Como se ha visto, la aplicacién v nos determina el diagrama conmuta-
tivo

ik (1—:—, n) > (;, )
P P
Y V) T 7
K(m, n + 1) K(m,n + 1)

andlogamente n nos determina X (salvo una homotopia) en el diagrama car-
tesiano

X > L (%, n)

Pm P (1)

K (m, m) K(m,n+ 1)
m

de donde por composicién se tiene el diagrama conmutativo

y

X > L(x,n)

P p
K (m, m) 5 K(m,n + 1)
o

SR A
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pero la aplicacién compuesta nos define también directamente el diagrama
cartesiano

G : L (w, m)
P P ()
K (m, m) K(m, n + 1)

de donde, teniendo en cuenta el cardcter universal de la nocién de espacio
fibrado imagen reciproca, se deduce la existencia de una y una sola apli-
cacion continua

e G 3)

determinada salvo una homotopia y tal que pm = ® o P13, ¥ = Y10 9.
Asimismo la aplicacién u nos determina el diagrama cartesiano

X, X
7}
P2 15 Pm (4:)
N7 u Y2
K (m, m) K (7, m)

que compuesto con el diagrama (1) nos da el diagrama cartesiano corres-
pondiente a la aplicacién compuesta 7 o u

X L (=, m)

Pa p
Y oo
K (7, m) K(m,n + 1)

nol

que comparado con el diagrama (2) teniendo en cuenta que por hipéGtesis
von = nou nos dice que X; y X, son K (n, m)-isomorfos existiendo una
tinica aplicacién ¢: X; —> X, representante de este isomorfismo.

Se sigue, pues, la existencia de una aplicacién f € X* definida como com-
posicién de las aplicaciones: ¢ de (3), p de (4), e i, precisamente
f=poioop, que es determinada, por tanto, salvo una homotopia.

En lo sucesivo designaremos con Aut._ (w (X)) el subgrupo abeliano de

)
los automorfismos de w (X) que admiten una realizacién por una funcién
continua, determinada salvo una homotopfa, del espacio funcional de las
aplicaciones continuas de un espacio topolégico X, separado, en sf mismo.
Consideremos la aplicacién natural

Y: m (XX) — Aut. (= (X)) (5)

que a la clase de [ € X* asocia los automorfismos f; € Aut. (= (X)) para
todo 7 = 0. La Proposicién 1 nos ha caracterizado la imagen de ¥ como con-

o
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junto, en cuanto a la estructura de grupo abeliano se sigue [5] si observa-
mos que la imagen de v, es decir Aut. (= (X)), coincide con el nicleo del
‘:

homomorfismo de grupos abelianos
g Aut. (z (X)) — H™ (z, m; )

aplicacién que se define haciendo corresponder a todo par u, v € Aut. (w(X))

el elemento Eow — v o & de H™ (x, m; ), y donde con € se designa como
de costumbre el invariante de Eilenberﬂ \iacLane

2. Teorema fundamental

TeoreEMa. Dado un espacio topolégico separado X, con sélo los grupos
de homotopia para las dimensiones m y n (m, n > 1) distintos de cero, se
verifica que el conjunto de las clases de aplicaciones homotopas del espacio
funcional X* es 1isomorfo, mo canénicamente, al producto directo

H" (x, m; ©) X Aut. : (m (X)).
Demostraciéon: Hemos visto que la proposicién 1 nos ha caracterizado
la imagen de v, es claro que el conjunto =, (X*) quedard conocido salvo un

isomorfismo si determinamos el nicleo de la aplicacién ¥, ello resulta del
siguiente

Leva 1. El conjunto , (X¥) admite el grupo abeliano H® (w, m; ) co-
mo grupo de operadores por la 1zquierda.

=

En efecto: Designemos con £ el espacio fibrado de Postnikov-Moore X"
asociado a X, sean f, g representantes de dos clases distintas del conjunto
w, (X*), haciendo en el Lema 2 § = § = & y ser aqui la aplicacién h €

Hom. (B,, G,) perteneciente a H" (x, m; m) ya que este conjunto es, como se

sabe, isomorfo al Hom. (K (m, m), K (x, n)) el Lema 1 sigue sin mas que

asociar a la clase de f en w; (X*) la clase de la aplicacién ¢ € X* definida
por (hop, f), donde con p: X* —— X' expresamos la proyeccién del
espacio fibrado de Postnikov-Moore asociado a X

Es inmediato que si e € H* (&, m; ©) es el elemento unidad se tiene
(eops ) = f, y que para todo par h, q € H" (w, m; T) se verifica

(hop, (qop, ) = (h-qop, )

La demostracion del Teorema es ahora inmediata pues en la aplicacion

-natural (5) como H" (w, m; w) no opera sobre el grupo de los automorfis-
mos de = (X), resulta que dos clases de aplicaciones f, g pertenecientes a
Ty (X*) congruentes médulo H" (wr, m; w) dan la misma imagen por v, luego

el nicleo de v es isomorfo al grupo abeliano H* (m, m; =), y por tanto que

7,(X¥) es isomorfo, no canénicamente el conjunto H*(w, m; =) x Aut. (=(X)).
C. q. d.
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Lema utilizado en la demostracién del lema 1:

Lema 2. Sean & (E;, By, p;, Gy), i = 1, 2, dos espacios fibrados princi-
pales. Sean £y g dos aplicaciones continuas de & en &, tales que sus restric-
ciones al espacio base B, y a la fibra G, sean iquales. Entonces existe una y
sélo una aplicacién h: B, —— G, tal que para todo x € E, es

(hopy, P (@) = g ().

En efecto:

Designemos con f = f |B; y g = g| B, las respectivas restricciones del
enunciado. Si b, € B, sea Fb‘= p~" (b)), a todo x € F”, le corresponde por
[ ¥ g los elementos f(x), g(x) € F, donde es F,, = p7'(by) y b,={(b;) =g(by).

Por ser & un espacio fibrado principal G, opera sobre E, de modo sim-
plemente transitivo, es decir, existe un y un solo elemento ¢, € G, tal que
g: - [(®) = g(x); entonces la aplicacion h : B, —— G, queda definida por

(b)) = g..

Es preciso demostrar aun, que este elemento g, € G, asi obtenido, es in-

dependiente del elemento x € F, elegido para definirlo. Pero ello es inme-

diato, pues si y € F, es otro elemento distinto de x, entonces también
(), 9(y) € F, existiendo un y un sélo elemento g, € G, tal que g,":(y)=g(y),
y como f | G, = g | G, resulta es g, = g..

2
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GEOMETRIA METRICA DE LAS REDES
ALGUNOS CONCEPTOS PRIMARIOS: PARALELISMO,
ALINEACION, COMPRESION Y COMPROBACION
DE FORMULAS TRIGONOMETRICAS

por

A. SEGURA SANZ

RESUMEN

Se obtienen las condiciones de paralelismo elécfrico que caracterizan un cuadripolo
isomorfo con un trapecio.

Se define la transformacién geométrica correspondiente a la proyeccién de una figura
en una direccién integrada por una componente en el espacio de la figura y otra normal

a ese espacio.

En un anterior trabajo (1), ya se hizo uso del isomorfismo (2) existente en-
tre las redes eléctricas y las figuras geométricas, con objeto de haciendo uso
de procedimientos eléctricos, demostrar ciertas propiedades geométricas co-
nocidas, y generalizarlas a un espacio de n dimensiones.

A continuacién se pretende dar algunos conceptos de inmediata aplica-
ci6én en las redes, como isomorfos de otros geométricos de singular impor-
tancia, asf como una muestra de la facilidad con que pueden manejarse, en
el estudio de la teoria del cuadripolo.

Comenzaremos por el concepto de paralelismo, entre dos segmentos cu-
yos extremos son isomorfos de las cuatro bornas de un cuadripolo.

Sea el cuadripolo de la figura, en el que a la impedancia propia de las
bornas (1, 1" la llamaremos Z, y lo mismo a la de las bornas (2, 2) Z, y lla-
memos asi mismo Z;,, a la impedancia de transferencia entre las bornas
1,1y @ ).

7.2 e

Lic o

ZI

Fig. 1

Si en la figura isomorfa se verifica que las rectas correspondientes a los
polos (1, 1) y (2, 2) son paralelas, su producto escalar sera el producto
de las distancias entre ellos, que son respectivamente, las raices cua-

SN
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dradas de las impedancias propias Z; y Z,; es decir, la condicién de parale-

lismo se traduce a la red eléctrica en la condicion:
Zy=WN17, —> Iy = Z, 7,

Queda pues entendido, que cuando en un cuadripolo se verifica dicha
condicién, podemos decir, que sus bornas de entrada y salida son paralelas.

Veamos ahora a qué nos lleva esta condicién obtenida.

Si en este caso cortocircuitamos (2, 2), por ser paralela a (1, 1) tam-
bién quedan cortocircuitadas las bornas (1, 1°). Esto nos hace pensar en el
transformador perfecto que también cumple esta condici6n.

Vamos a ver qué es lo que sucede cuando en una red se actia sobre un
par de bornas shuntdndolas con una cierta impedancia suponiendo que exis-
ten entre ellas y las demds ciertas relaciones de paralelismo segin los
©asos.

Supongamos ahora que en el cuadripolo de la figura, se ha provisto la
impedancia Z en la forma indicada, con un interruptor I; con la notacion
de antes veamos c6mo se reduce la impedancia Z, al conectar el shunt Z en
(2, 2) suponiendo que (1, 17) y (2, 2) sean paralelos, es decir, que:

U —
I
”
;- L2
Z
/, sEmr J‘:
Fic. 2 2

Si pasamos a la figura geométrica veremos que con el interruptor abier-
to, no hemos hecho otra cosa que colocar un segmento de longitud « Z
perpendicularmente en 2’ a la recta (2, 2) como se ve en la figura; por tan-
to al cerrar el interruptor cortocircuito (2, 2”) lo que equivale a proyectar
segtin (2, 2”) en la figura geométrica, con lo cual la distancia (R ") = N,
se reduce multiplicdndose por un factor que no es sino el seno del dngulo

: i
que forma (2 2) con (2 2”) y que vale sen o = «/—/_
NI + Z,
por tanto VIi= N7, —Y—— iZ_
NI + Z, -
elevando al cuadrado pasamos a la figura eléctrica: Z,” = Z, Z—i—7—

e




GEOMETRIA METRICA DE LAS REDES. ALGUNOS CONCEPTOS PRIMARIOS

El factor de reduccién para las bornas (11°) y (2 2) es el mismo por
ser paralelas es decir:

4 2

7 2

Fic. 3

Esto puede demostrarse eléctricamente de esta forma

O=Zmi1+(Z+Z2)i2 : V(Z + Z,) a2
i . 0 L = 29 7y = 17,17,
V==27u+ Zs4% (Z + Z,) Z,— Zy,
V(Z + Z | %4 .
= ( 2)’ . s le = 3Z1
77, & A7

Supongamos ahora un caso andlogo, pero en el que ya no se cumple
que Z,' = Z, Z, es decir que (1 1) y (22) ya no son paralelas, y busque-
mos cudl es el factor por el que se reduce la impedancia propia de las bor-
nas (1, 1" cuando comprimimos con una impedancia Z, esto es cuando shun-
‘tamos las bornas (2, 2') con Z. Lo haremos primero geométricamente, y des-
pués lo comprobaremos eléctricamente.

- Como hemos dicho al cerrar el interruptor I lo que hacemos es proyectar
segtin (2 2”) en la figura geométrica siendo en cada caso (2’ 2”) un segmento
de longitud #/Z perpendicular al hiperplano que determinan (11" 22").

Vamos a ver cudl es el factor de reduccién para las bornas (1 1) que no
es otro que el seno del dngulo que forman las rectas (1 1) y (R2”) y que
se puede encontrar por medio de la impedancia de transferencia entre los
dos pares de bornas. Esta impedancia de transferencia es la misma que la
que existe entre (1 1) y (2 2) puesto que al conectar la impedancia Z con el
interruptor abierto, la corriente en (1 1°) no varfa y la tensién en (2 2”) es
la misma que en (2 2) pues por Z no pasa corriente ; la impedancia propia
de (T 1) no varfa, y sigue siendo Z; pero la propia de (2 2”) es Z, + Z por
tanto en el isomorfismo la impedancia de transferencia Z, es el producto
-escalar:

— Ve e e T
NZyNZy + Z cos a = Zy; sena:\/l—— 2 =\/‘(“+ ) =
ZZ, + Z) 22, + Z)

Sl
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y entonces ¥/Z, = v/Z, - sen o pasando a la figura eléctrica

Z(Z, + ) — I
22, + 7)

Eléctricamente se demuestra como antes se hizo poniendo las ecuacio-
nes de las mallas:

0=2Zyi, + (Z + Z) u} : V(Z + 7, v 20 ) 7
i . _

. . = s
Vi=Ziu " 7,0 L e e A T

) = 7,

Dada una red con tres pares de bornas (1 1%), (2 2), (3 8) veamos c6mo
al comprimir en (2 2) con Z si los otros dos pares de bornas son paralelos es
decir Z,; = Z, Z, las impedancias propias de los pares de bornas (1 1), (3 8"

se reducen en la misma magnitud, esto es los factores de reduccién som
iguales.

7/ o——— ———0

J 3’

Fic. 4

El factor de reduccién para (1 1°) segun se ha obtenido nos daba que:
Ll + D) — I
. 7 =

Andlogamente para (3 3")
2(2,+1) — Zy' 7
Gz

o=

igualando los factores se tiene:

2(Z,+2)— 1y _ Z(Z+1)— Ly

22, +7) (Z,+2) Z,

= 8=
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simplificando :
Y Vi . L
2,(2,+1) 2(2,+1)
queda
2 2
ZIZ ks Za‘z
Z, Zs
€omo

2,'=17, Z, cos® o
T =075 1c0S o,

por ser paralelas (1 1) y (3 3)
Z, Z, cos’ a Zy Z, cos® o

Z Z,

que es una identidad.

Geométricamente no hay necesidad de demostrarlo, pues basta con ver
que (1 1) y (3 3) hemos dicho que son paralelas.

ALINEACION DE PUNTOS

Veamos ahora c6mo, como una consecuencia del paralelismo podemos
llegar a la alineacién de puntos eléctricamente considerados.

v/ A B c

A
] oo ———0 2
g G
7 o——r e
FIG.5‘

Cuando queremos representar dos puntos eléctricamente, lo hacemos por
los extremos de una resistencia AB, pero si pretendemos representar un
tercer punto C alineado con los A y B, si colocamos una nueva resistencia
BC veremos que lo que hemos hecho ha sido representar un tridngulo ABC
rectdngulo en B, es decir que de este modo no podemos seguir los puntos
de la recta AB. Para solucionar este problema vamos a recurrir a dos seg-
mentos paralelos 4B, CD y vamos a cortocircuitar C con B, con lo cual los
nuevos puntos A°, B’, ¢’ y D’ quedardn alineados. En un tetrapolo en el que
las bornas (1 1°) y (2 2) sean paralelas y que no es otro que un transfor-

SEIgRE
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- mador perfecto, cortocircuitamos 1° con 2'; al hacer esto nos resulta que

las bornas (12) y (1’2) quedarén alineadas, quedando el transformador
convertido en un autotransformador en el que una vez cargado, la impe-
dancia entre las bornas 1 y 1° sera proporcional al cuadrado del ntimero de
espiras que existen entre dichas bornas, m?, con lo cual en la figura geo-
métrica la distancia entre los puntos correspondientes a 1 y 1° serd propor-
cional al nimero de espiras m,. De este modo podemos representar cual-
quier nimero de puntos alineados mediante un autotransformador sin mas
que ir poniendo para cada dos puntos consecutivos un ndimero de espiras
proporcional a la distancia que queramos representar.

Si tenemos un autotransformador sin cargar, no nos representard lo que
nos interesa. Para ello deberemos cargarlo ; podemos hacerlo cargando una
espira con una resistencia R®; entonces, n espiras nos dardn una resisten-
cia m? R?, es decir una longitud en la figura geométrica, n R proporcional
al nimero n de espiras tomadas. Si por simplificar lo cargamos con un
ohmio, la longitud en la figura geométrica seria el niimero de espiras.

Eléctricamente, pues, decimos que tres o, en general, n puntos estdn ali-
neados cuando cortocircuitados dos de ellos todos los demds quedan corto-
circuitados con ellos.

Veamos un ejemplo del manejo de autotransformadores.

DEMOSTRACION DE LA FORMULA cos (a — b) = cos a cos b + sen a sen b.

Sea el tridngulo de la figura ABC, en el que con ayuda de un autotrans-
formador hemos representado el pie de la altura H.

A

A

B H (4]
Fic. 6

Si cargamos el autotransformador por medio de una resistencia de un
ohmio sobre una espira, tendremos la escala de la base BC correlativa con
el numero de espiras del autotransformador.

Conectemos ahora como se indica en la figura un generador de corrien-
te unidad entre 4 y C, con lo cual me aparecerd entre A y B una tension,
y conectemos entre A y B un generador de tensién de f. e. m. la misma
que me habfa aparecido entre 4 y B, con lo que a efectos de tensiones y

=Sy
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corrientes nada me ha variado. Apliquemos el teorema de superposicién :
veamos por dos caminos la tensién que tengo entre 4 y H; directamente:

Vg = AC - AH - cos (4 — o)

Por el teorema de superposicién serd la suma de la que crea G cuando
cortocircuito E y la que crea E cuando suprimo G:

V’AHzﬁsena-;{—C-senA;

Wi =G B cos A iAB - AH . cos «
AB
como se verifica: V,y = Viy + Vin
sustituyendo : AC - AH - cos (A—o)= AC - AH - cos o - cos A +
-+ A_C-;l—f—l-senasenA

simplificando: cos (A — o) = cos 4 cos o + sen 4 sen ¢

que es la férmula que anddbamos huscando.

Para demostrar la férmula del coseno de la suma de dos édngulos no hay
sino suponer que el pie de la altura H cae en un punto fuera del segmen-
to BC.

El estudio de los cuadripolos puede hacerse por medio del isomorfismo
entre ellos y las figuras geométricas. Vamos a ver como ejemplo algunas
deducciones que nos muestran las posibilidades de estudio tan interesante.

Sea el cuadripolo de la figura, en el cual desde este momento supone-
mos que las bornas 1” y 2’ son eléctricamente la misma.

Sooeoo | bl 2 b4 2
Z =2
F Al e —— 2° g0
Li= 27
Fic. 7

Su figura geométrica isomorfa serd el tridngulo (1, 1’ = 2/, 2) en el que
la impedancia de entrada en circuito abierto serd Z,; = Z, = L1 y lo
mismo la de salida Z,, = Z, = (2 2. Llamemos Z;, a la impedancia de
transferencia entre los dos pares de bornas. Veamos lo que valen las impe-
dancias de entrada y salida en circuito cerrado.

LSy B
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Cortocircuitar las bornas (2, 2) equivale a proyectar en la figura geo-
métrica segin (2 2), y al hacerlo, la longitud (1 1) se transforma en la
altura del tridngulo sobre la base (22, esto es, en (11”) que vale

A

(11) sen (117, 2 2). Calculemos pues el valor del seno de este angulo que
Jlamaremos . Sabemos que en el isomorfismo la impedancia de transferen-
cia Z,, es el producto escalar de los segmentos que determinan los dos pares
de puntos isomorfos de los polos; por tanto,

de donde

sustituyendo tendremos

— szg
N‘/ZIL = l l’ l e ——.’—__:
I Lo
y como
il Vi
22 N Zy

T 2
[I] Zlf == Zu (l o —L—) — S sent o — Z.M

Anjlogamente se obtiene

7.2 5
1I /e =Z3(1——m—)=22’sen2 =
Lol =t Tl R

como Z, = Z, y Z» = Z,, dividiendo [I] y [II]

ZlC’ ZlA ZlC Z2C o 1 Z):Z2
= = = sen” = =i
i T, 7ol 5 7l

IMPEDANCIAS CARACTERISTICAS

Sea el cuadripolo de la figura 1 del que se supone se conoce Zy, Zy y Zp,
o lo que es lo mismo en la figura isomorfa los lados 11’ 22 y el 4ngulo «
que forman, angulo que como sabemos verifica Z, = 11" - 2 2" - cos a. Esto
es, en vez de ¢ podemos suponer conocido el producto escalar

11 o 2% oo = Ay

S et

e
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Al comprimir las bornas (2 2) con Z, si la impedancia que medimos en

(1 1’) es también Z, diremos que Z, es la impedancia caracteristica de en-
trada del cuadripolo. Lo mismo se haria para la salida.

2[’

,Il

7

Zos B

Fic. 8

La fig. b) es isomorfa del cuadripolo, y al conectar Z; lo que hacemos
©s proyectar segun 2’ 2”7, con lo que (1 1°) se convierte en (1 1) que debera
'ser igual a 2 7.

7”

Llamemos 2’2" = y =2 2" = g

Sabemos que la impedancia de transferencia Z;, entre (1 1) y (2 2”) es la
misma que entre (1 1°) y (2°2”) pues no pasa corriente por Z, por estar
-abierto el interruptor I.

Asi pues:

P Z 2
11 -y -cosB = Zy; senB:\/l—__—gm—
117 .9
«deberan verificarse
2 )
{37:24-22’=y2 \/]_ Zs |
L o fen /8 = =1Ll ll’uyg j

resolviendo el sistema despejando z* queda
2 Zy'

BT e
2+22

=L O
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ecuacién bicuadrada que resuelta da para a* el valor

Ee | 2 SASTTER
5 ll ’+\/(ll' DN =4 Ty
= - [1]
2 2
como T — i Zuy I le—"7, 20—/
Zi i_ '< 11+Z&)2 =i/

ZU] o 15)

&

analogamente para Z02

Veamos ahora qué sucede si el cuadripolo es simétrico, esto es si Z;,=Z

o lo que es lo mismo 11’ = 2 o

La férmula [I] se transforma entonces del siguiente modo:

Vocan il

Ll =7
como
2
Zpo=11 .22 cosa =11"cos «
queda
1/—11Vcos’a=11sena
es decir

ahora bien, como

)
ZIC = 1l 1” Sel’l2 )= le Sen2 a y Z11 = ZlA

sustituyendo el valor de sen « en la ultima,

7
Zio =2y »— 2
114
esto es
2 = Ziy - Zog.
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ESTRUCTURA DE ANILLOS CON UNIDADES PARCIALES
por

Luis Garcfa bDE ViEpmMA ALONSO

DerINICION T

Se dice que un elemento a es unidable con b cuando a * b = a.

Lema 1

Todos los elementos de un anillo B unidables con e;; e, € R forman um

ideal. El ideal de unidables con e;.
Demostracién: Al conjunto de elementos unidables con e, le llamamos T',

veamos primero que I es sub-anillo de R.
a L @ es—ua
=
& 1F bzel —\b
entonces (a — b)e’ = ae’—be =a—Dbesdecira—b€ET y(ab)e =
=a(be)=abluegoabeT.
Luego T es sub-anillo de R.

Veamos ahora quesia € T, bER=a -b € T.
En efecto (ab)e’ = a(be)=a(eb)= (ae)b=ab=ab€T, luego T

es ideal de R.

En efecto si {

Lema II

Los elementos del sub-anillo T son divisores de cero en J.

DEMOSTRACION

I. Sea R un anillo con elemento unidad e = e,

a€T, ae,=a
= — —H()
TCB,aER,aeza} ale &)

siendo e — e; == 0.

II. Sea R un anillo sin elemento unidad.
Entonces tendrd que existir en R al menos un elemento d tal que d € T
es decir tal que d e; = ¢; ¢+ d.

Lon
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Sea b € T entonces

@b)e = d(be)=db
Ty o T (vl

(d:b)e’:e’(db):(e’d)b:cb}:””) Ul e 0Vl

Lema IIT

Un anillo R con elemento unidad y divisores de cero admite siempre al
menos una unidad parcial. Diremos que e, es unidad parcial de R cuando el
ideal de unidables con e, estd propiamente contenido en R.

Demostracién: Si R admite divisores de cero existirdn al menos dos ele-
mentos @, b € R; a0, b 5~ 0 tales que a -+ b = 0; como a € R.

a-e=a

ab + ae=a(b+ e =a, luego b + e es unidad al menos para a, y
no lo es para cualquier elemento de R pues entonces b + e =e; b = 0
contradiccién, luego b + e es unidad parcial de R. Lo mismo para a + e.

TeoreEMA [

En todo anillo R con elementos unidad y divisores de cero puede defi-
nirse al menos un ideal de unidables.

Demostracién : es consecuencia de los lemas I y TII.

TeorEMa IT
Sea e’ una unidad parcial idempotente de R. La aplicacién R — ¢ (R)
definida de la forma ¢ £ = e’z es una proyeccion.

Demostracién: En efecto o’z = ¢ (9 2) = ¢ (¢ ) = ¢ (e’2) = (e’ e)
= B =

Veamos si@ (x + y) =9z + oy, 9 (YY) = 9 - ¢ .
En efecto: o (x + y) = e (@ +y) =€z +ey=9z+ 9y. :
?(zy) =e(ay) =e @yl =(2)(yY=0z-0y
Luego la aplicacién ¢ es una proyeceion.
Consecuencia del teorema IT:
R =N(p)®imo.
Veamos que i m ¢ = T.
En efecto sea
TER;ox=¢e x€Eimo

pero (e’ x) e’ = (e’ e) x = ¢’ = luego e’ = es unidable con e’ luego ¢’z € T
y por tanto 1 m o C T. ‘

Seaye€T—>y =¢€y,peroey=9y €Eime=y €Eime es decir
TC imao.
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luego
T =1mo
Entonces
R=N(poT.
Lema IV

Si e” € T, no existe ningtin elemento z € N (¢),  # 0 tal que z ¢” = z.

r ”

Demostracién : En efecto, si z ¢” = @ como e” € T, e” . e’ = e,

luego
(ica)ielt="a (e el ="wiel

€0mo
tEN(@ z=2x¢ =0,
luego
(x el)eil= efi(w et="(etn)ieti—r0laelt=—10;
luego
x e’ =0, pero z e” =z, x = 0, contradiccion;
luego
x e” = x para cualquier = € N (o).
Lema V

Si e” € N (¢) no existe ningin elemento x € T tal que x e” = x.
Demostracién: idéntica a la del lema IV.

Lema VI

Cualquier elemento e* unidad parcial de R, es igual a la suma de un
elemento unidad parcial de N (¢) y de un elemento, unidad parcial en 7.

Demostracién: En efecto, sea = € R tal que x e*=x,como z € R: z =
=y + z siendoy € N (9), z€ T; como e* € R,

eti=e* L e* x-e* = (yla)le® &P —lyet Fret Eyet e
e* = e e

[

Z €

yez*=y62*€1=(y€1)€z*=0
Fota— (@leiet —cz(e o) =z 0= 10

Entonces z e* = ye* + ze* =ax =y + 3=y e* = y; ze* =z

Lema VII

El ideal de unidables con e* en R es suma directa del ideal de unidables
con e;* y el ideal de unidables con e,*.

Demostracién: es trivial, basdndose en el teorema I, Lema VI y def. de
suma directa.

— T =
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TrEoreEMA IIT

Sea R un anillo y e, una unidad parcial de R. Si R tiene un ntmero fi-
nito de unidades parciales existe una unidad e* de R, unidable con todos
los elementos de R que lo son para e;, e idempotente.

Demostracién: Si e; es unidad para T, las potencias de e, también lo son.
En efectosiz e; = z, ¢ (e/*) = x (e; ... e)) = x e, (e; ... e;) = & mas como
hemos admitido la hipétesis de que el nimero de unidades parciales de R
era finito, entonces (e,)” = (e,)'; supongamos m > ¢, como m y ¢ eran ente-
ros positivos m — ¢ también lo serd y por tanto e’ también serd unidad
parcial de R. Veamos que es idempotente.

En efecto
(el)m—t 5 (el)m—t = (el)m—t elt elm—zt = [elm—-t] elt (elm—‘_’t) e elm (clm—-zc) =
= o (T = e @0 o

Para que esta demostracién sea permisible es necesario que e,"™* sea
construible, supongamos no fuera asi, es decir, m < 2t.

Veamos entonces que (e;)*™* es idempotente.

En efecto
eln(m—t) 5 e1n(m—t) = eln(m—t) [elt o elnm—(n+l)t] =
= (eln(m—t) & elt) (elnm—(n-{-l)t) — 61-n(m—t)+t 5 e}nm—(n%—l)t =
= elnm—(n—l)t 5 elnm—(n+1)t at elt elum—(n+1)t = eln(m—t)
pues si
O =G
elt . elm—t = elm 3 elm—t — elm = elZm—t
ere—renm—te Tt — et )

Veamos que esta demostracién es siempre factible pues e, ®™¢ gs
q P P 1
construible ; para que lo fuera harfa falta

nm—(n + 1)t >0 n = num. entero positivo.

En efecto, supongamos el caso méas desfavorable t = m — 1.
Entonces

nm—(mn+ 1) t=nm—(n—1) (m—1)=nm—nm—m+n+l=n—m-+1

luego tomando n > m — 1 resulta evidente la licitud de la operacién efec-
tuada. Es decir, hemos demostrado la existencia, y construido, una poten-
cia de e,, que es idemponente.

TeorEMA IV

Si R es un anillo con elemento unidad que contiene un nimero finito
de unidades parciales admite una descomposicién en suma directa de idea-
les no primos ni primarios, con elemento idemponente tnico.

ol
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Demostracién: Sea R’ el sub-anillo de R que admite un elemento uni-

dad e”es decir, R” = {z; 2 € R; ze’ = z}.

Si e’ € R, es decir e’ - ¢/ = €’ por el teorema II y su consecuencia
R = N (9) @ R".

Si e’ € R por el Teorema III existiria un superanillo T de R’ tal que

contendria un elemento e, unidad para todo T.

Entonces R = N (@) @ T.
Evidentemente
(e —e) €N (o)
pues
(= ieieii=Netelile ol i—tion —iol 2 el et — ()

y ademés es unidad para todo
4 € N (o) pues z (e —e)=we— o ei=rve0=we=m,

y ademds es idemponente, pues
(e—e)) (e—e)=e e—e e—e e, +e’=e—e—e,+e,=e—e;.

Luego N (¢") cumple las hipétesis de este teorema, aplicando el mismo pro-
cedimiento a N (¢") y a T suponiendo que N (¢") y T no contuvieran més
unidades parciales el teorema estaba demostrado. Supongamos que las con-
tienen. Sea e” € T tal que e” y = y para algunas y € T, entonces por el
Lema I esos elementos forman un subanillo 77 de T. Si ¢” € T volveriamos
a aplicar el teorema II y su consecuencia. Si no fuera asi, es decir, si
e” € T” por el teorema III existiria un e, unidad para todos los elementos
de un superanillo T, de 7” al que perteneceria evidentemente 7, C T pues
si e, €T ya que e, = (e”)" y ¢” € T, entonces e, = 0 + e, si existiera un
elemento cET,x¢T

entonces
T = 2+ @ = we, = (@ - 3,) (0 e) = 28 = T
luego
=0+ z,e, €T luego I, C T.

Entonces como 7T contiene un subanillo 7,, con elemento unidad idempo-
tente, puede aplicarse el teorema II y su consecuencia.

T =N (9,)® T,. En donde T, es el ideal de unidables con el e, y N (9,)
el ideal de unidables con (e, — e,).

Aplicando el mismo procedimiento a N (¢); N (¢) = N (v;) ® R,
entonces

R=N®u)®R®N (3)® T..

Si estos ideales contuvieran atin unidades parciales idempotentes repe-
tirfamos el proceso hasta llegar a un punto en que como por hipétesis, el

2 g
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nimero de unidades parciales de R era finito también lo seria el nimero
de los elementos idempotentes y llegariamos asi a una descomposicién

R=R ®R,®R,®..®R,® ... DR,

de ideales de R con tnico elemento idempotente el unidad del ideal.

Veamos que efectivamente R; es un ideal. Nos bastard ver que R; es el
ideal de unidables con e;:

En efecto; sea = un elemento de R tal que = e; = « si = ¢ B,
=%+ ...+ x + ... + x, como e; €R,

xlep = 0+ xre, 0= 2 e =1 T
pues
x; €ER;, luego xz = x; € R;
y entonces por el teorema I, R; es ideal.
R; no serd primo, pues para que a - b € R; basta que:

I a-b tenga componente en R;
II a -b;, =0 para |1,

ahora bien, para que se cumpla IT basta que a y b tengan sus j-compo-
nentes nulas, es decir:

a=0+a +0+ ... + 04+ a4+ 0 + ...
b=4b1+0+b3+....+b,._1+b,-+b,.+1+...

a=a,~
ab = a; b; que no exige i

R; no seria primario excepto en el caso en que R; fuera de la forma
V@ il rta—ia it viiE By tals quespiCaR =~

entonces z* = 0. ,

TEorEMA V

La unidad e* fijada por las condiciones:

I. Es unidad para todos los elementos unidables con e;.

II. Es idempotente y en el ideal de sus unidables no hay otro elemento
idemponente,
es unica.

Demostracién: Supongamos que no fuera asi y que e** fuera otro ele-
mento de R que cumpliera las condiciones I y II, entonces como e** € R

Gl =l Al e gy e
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ESTRUCTURA DE ANILLOS CON UNIDADES PARCIALES

Definimos R/ = {z € R; |z e, = z} R/ C R, luego los elementos x € R,”
verifican z e* = z
=040+ ..4+2z+0+ ... +0

luego
Sl = e e AT e R T

}xe,**:a,-cc:x

es decir a; es unidad para todo x € R/ ; por la condicién II ¢** es idempo-
tente, luego
RS e S 02— g R B

2 P e RIS
liegolose =t W S0 S —a sl —

Es decir, a; que era unidad parcial en R; es idempotente, pero como
R; no admite otras unidades idempotentes que su elemento unidad, a; = e*.

Evidentemente cualquier elemento en R cuya i-componente fuera e*
seria unidad para todo R;, mas para que fuera idempotente serfa necesario.
que sus restantes componentes fueran ceros o que fueran unidades idem-
potentes.

Si sus restantes componentes fueran 0 entonces
e =04+04+...+0+e*+0+ ...0
y entonces e** = e*.
Si sus restantes componentes no fueran todos nulos, es decir
e =0+ ...+ e+ ... +e*+0+..+0

entonces e** definirfa un ideal de unidables con dos elementos idempotentes
ademds del e** contradiccién, luego e* es tinica.

Consecuencia: Entonces en R no hay mds unidades idempotentes que las
deglafformace ® & c()a i LRl Lo it sl ()

Entonces el nimero de elementos idempotentes seria

(1) +(3)+ - +(3) -2

Si el niimero de unidades idempotentes fuera p entonces R admitiria una
descomposicién en suma directa de n anillos (ideales) sin més elementos
idempotentes que la unidad del ideal, viniendo m dado por la expresién

p=2a—1;2"=p +1;nL2=L(p + 1)
Li(p' £ 1)
L (2)

n =
TreorEMa VI

La descomposicién
R=R ®R,®..®R,

en ideales unitarios con un solo elemento idempotente es tnica salvo el
orden.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

Demostracién: Supongamos que no lo fuera.

Entonces R admitirfa otra descomposicién en anillos unitarios con tinico
elemento idempotente de la forma R = R/ ® R,/ ® ... @ R, y sea e,* la
unidad de R, ; ahora bien e,* pertenece a R y es idempotente; mas como
los elementos idempotentes de R o eran los de R; o suma de éstos, entonces
€% 0 es de la forma e,* = e,* o de la forma

G =ik % de e e St LR dE e

Si e/* es de la forma tltima entonces R, ideal de unidables con e* seria
¢l ideal de unidables con

QI e Bt e Ren ik I i es e e
es decir

[900 =1 IR B L @R @ @I @ @) IR
Yy entonces

R:’: Rm7 Rp) RuC Rll )’ por tanto 62*7 em*7 611*1 en* e Rll

contradiccién, pues R, s6lo contenia un elemento idempotente entonces
e/* = e*; pero entonces R, ideal de unidables con e;* seria el ideal de
unidables con e,* = R, es decir Ry/* = R, y como el nimero de componen-
tes en las dos descomposiciones ha de ser el mismo por depender del ntime-
ro de los elementos idempotentes del anillo, la descomposicién ha de ser
-evidentemente tnica excepto el orden.

Derinicion 11

Llamaremos indice de un elemento x € R al menor nimero n tal que z"
sea idempotente.

Lema VIII

El conjunto de los elementos que admiten indice, pertemecientes a un
anillo R es un dominio multiplicativo D.

Demostracién: Sea en efecto a, b dos elementos de R que admiten indi-
ces y sean éstos, m, n es decir a™ - a™ = a™; b" - b" = b".

Entonces (@b ilaibir = (0 Jar-i(br Sbpie— a2 = bi=(ab)i®
luego a b € D.

El indice de a b es evidentemente el m. ¢. m. de los indices de a y b.

Lema IX

Todo anillo R con divisores de cero y elemento unidad, contiene un do-
minio multiplicativo D de unidades parciales que tiene la estructura de ani-
llo respecto a las operaciones multiplicacién del anillo y suma ldgica.

Demostracién: Como R contiene divisores de cero existirdn al menos
dos elementos a, b, a =~ 0,b 5~ 0 tales que a - b = 0.

o] e



ESTRUCTURA DE ANILLOS CON UNIDADES PARCIALES

entonces como
aslei—sa===a(b = Ee)i—"q
luego (b + e) es unidad parcial de R.

Supongamos que e;, e, sean dos unidades parciales de R, 2 elemento
unidable con e,, y elemento unidable con e,, entonces (e, e,) (z y)=(e,x) (e)=
= zy luego e, e, también es unidad parcial.

ate—ae)@ty=a@+y+a@t+ty)—aa@+y =0=
=T+ ey tertey—
—eer—e ey =x+ey+erty—er—ey=zc-+y.

luego (e; + e, — e, e,) es también unidad parcial de R, c. q. d.

Lema X

Sea R un anillo con un nimero finito de unidades parciales y un tnico
elemento idempotente, el unidad del anillo. Si e; es una unidad parcial de
indice primo p, la cadena de potencias de e;, puede generarse a partir de
cualquier potencia de e;, exceptuada e’

Demostracién: Sea e, uns unidad parcial de R de indice primo p.
Veamos si e,* me genera la cadena de potencias de e;.

Supongamos o << p pues si « > p, a = $ + a siendo a < p y entonces
= Gl o= G

Supuesto entonces « < p el problema consiste en hallar un ndimero na-
tural o tal que (e;*)° = e; es decir e** = e, ahora bien

e, =¢ e =¢ e’ =¢elesdecirza=p + 1

- daap

a

a5 ecuacién que por ser p primo tiene siempre solucién.

Derivicion 11
Diremos que {e; e, ... e,} forman una base de D si cualquier elemento
€ €D, es decir cualquier unidad parcial de R puede expresarse de la forma
efi—ie e S ol e iyiElay
{eie, ... e,t son tales que
/\ =
G== B G O B G (U

para cualquier valor de (o, 8, ..., 8) y para h = 1, 2, ..., n.

R es un anillo con un numero finito de unidades parciales y un tnico
elemento idempotente.

Construccién de la base. En el dominio multiplicativo D fijémonos en
el conjunto M de todos los elementos de indice minimo m. Es decir M esta
definido de la forma siguiente

M=1{z|xz€D, 2" .a™ = g™}

S oo




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES:

y para cualquier
z €D, x €M
para cada r tal que

ha de suceder r > m.
Evidentemente M es también dominio multiplicativo pues si

e; ..., em EM, e el ... e, " EM
ya que
(GE o @20 =

y no puede existir ningtin s < m tal que

(elet e syt —ie:

Veamos que m es primo, supongamos no fuera asi entonces m=a.b ... e
y e™ = e*?° en donde a, b, ..., e < m y entonces (e % = e, contra-
diccién pues e € D y existirfa por lo tanto un elemento de indice menor
que m. Definimos una base en M como el menor conjunto de elementos que
genera M. Sean estos e, €, ..., e,. Veamos que estos elementos forman base
segiin la definicién III. Evidentemente cualquier elemento x € M serd de la
forma & = e ... e, POT Ser e, ..., e, sistema generador de M y ademads

G =B oo ei’_‘;‘l e:’;;“ ... e pues si no fuese asi e; ... €4, €nps -.. €n seria
el menor sistema generador de M, contradiccién ; luego e, ... e, serd la base
de M.

Consideremos ahora de todos los elementos de D de indice > m los que
tengan el minimo y sea éste n y N el sistema multiplicativo formado por ele-
mentos de D tales que =" - 2" = z".

Por la misma razén que antes, n ser4 niimero primo y de idéntica forma
que antes definimos {e,.,;, ..., €n.,t como base de N.

Procediendo con este método hasta agotar D hemos formado un conjun-
to de elementos de indices primos. B

{61, coey €m €ng1y oy Gpn o oal el et}

que vamos a ver es base de D.

Evidentemente para un e* € D, e* = e?l e;l‘ ya que e* tiene indice y
por tanto ha de pertenecer a alguno de los dominios M, N, ... T de D.

Ademas e, 5= e ... €™ ... ech"_‘l1 eZﬁ‘ ef‘ pues como e, € D posee in-
dice, sea éste s y S el dominio de los elementos de indice s, entonces e, no
podria venir generado por los elementos de M, N ... S ... T, pues e, de in-
dice s no podria desde luego depender de los de indice mayor que S, luego

en todo caso tendria que depender de los anteriores; pero entonces si

=

c . ;
e = e et coIMON(EiE s e e e (e,,(")" =

entonces
P =e

==



ESTRUCTURA DE ANILLOS CON UNIDADES PARCIALES

pero e, es de indice h, luego
e 2 —nek
es decir,
m...p = a-h
ahora bien h no es divisor de ningtn m ... p por ser todos nimeros primos
ni tampoco a por la misma razon, luego

e G c
€n 7= €11 ... €

luego
O O

es una base de D, siendo sus indices niimeros primos y ¢ constante en D.

TrorEMa VII

La potencia de ningin elemento de la base puede representarse como
producto de potencias de los restantes elementos de la base.

Demostracién: Es trivial basdndose en la anterior construccién de base
y en el lema X.

TroreEma VIII

El dominio multiplicativo D de las unidades parciales de un anillo R con
un sélo elemento idempotente y un nimero finito de unidades parciales
admite una correspondencia unfvoca entre sus elementos y un conjunto n-
ario de nimeros enteros. Si estos niimeros los consideramos mdédulo su fn-
dice la correspondencia es biunivoca.

Demostracién: Efectivamente, sea e* € D, entonces

c t

e —=teG s e,
veamos que (¢; ... ¢,) estdn univicamente determinados por e*. Supongamos
no fuera asf, entonces

’, ’

C (4
eXi=iprEl map v
sea
crc;
entonces
¢, = ¢ + p
entonces
¢’ (%
e11 e:—tl—I: e e,
ahora bien, esta igualdad obliga
o oL
eli—er e

t—=1

contradiceién por el teorema anterior, luego la correspondencia es biunivoca.
La segunda parte del teorema es trivial.
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METODO DE CALCULO DE ORBITAS ELIPTICAS
EN ESTRELLAS DOBLES VISUALES Y APLICACION
AL PAR ADS 13169

por

Raraer Cip Paracros

1. INTRODUCGGCION

En nuestro articulo (1), se demostrd la posibilidad de calcular la érbita
eliptica de un par visual de estrellas, con tres observaciones completas
(8;, oi, ;) y una incompleta (6;, t;), viéndose también que tal era el nimero
necesario y suficiente de datos para efectuar dicho célculo.

Desde la publicacién de aquel trabajo. hemos seguido dedicando alguna
atencién al mismo problema, consiguiendo otros resultados que considera-
mos de interés, tanto desde un punto de vista teérico como préctico. Asi,
hemos transformado el sistema fundamental que servia para la resolucién
del caso eliptico, por otro que no exige la tabulacién de ninguna funcién,
comenzando el estudio sistematico de las posibles soluciones, sin que ello
suponga, por ahora, un estudio exhaustivo del problema.

La determinacién de drbitas en casos singulares, asi como el nimero de
soluciones del sistema fundamental y la aplicacién a casos concretos, que
permiten una gran abreviacién, serdn expuestos con detalle en algunos tra-
bajos que tenemos pendientes de publicacién.

Como aplicaciéon de nuestros métodos, se incluye en este articulo el
cdlculo completo de la érbita del par ADS 13169 = A 606, que ha dado
lugar a dos soluciones igualmente probables, con excentricidades de 0.497
y 0.843. Tales resultados no concuerdan con las conclusiones de W. H. van
den Bos (2), de ser una de las excentricidades muy préxima a cero, si bien
creemos con este autor, que el criterio de discriminacion de Eggen (8), es
sumamente inseguro.

Finalmente, rogamos al lector disculpe la repeticién de algunos con-
ceptos o férmulas ya contenidas en otros trabajos, cuya inclusién en este
nos ha sido imprescindible para darle unidad.

2. ECUACIONES FUNDAMENTALES: NOTACIONES

Como es bien sabido, en el movimiento kepleriano de un punto P; (es-
trella secundaria), que se mueve respecto a otro P, (estrella principal) se-
gin una elipse, se verifican las igualdades

7; cos v; = a (cos E; — sen ¢) r; Sen v; =a cos ¢ sen E; (2.1)
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donde r; = P, P; designa el radio vector, v; la anomalia verdadera, E; la
anomalia excéntrica, e = sen ¢ la excentricidad y a el semieje mayor de
esta elipse u 6rbita relativa.

Para dos épocas distintas, £, &, tendremos los valores 7, 7., v;, v, E;, E
que llevados a las expresiones (2.1) nos dan

r; 1 sen (v,—v;)

e = sen (B, — E)—sen ¢ (sen E, —sen E;)  (2.2)

Por otra parte, si P es el periodo orbital, y T la época de paso por
periastro. la ecuacién de Kepler se escribe en la forma

n(t—T)=E—sen ¢ sen E (2.3)

donde n = 27/P representa el movimiento medio.

Restando las ecuaciones (2.3) correspondientes a las épocas &;, &, ob-
tendremos la igualdad

n (t, —t)y = E,— E,— sen ¢ (sen E, — sen E)) (R.4)
deduciéndose de esta y la férmula (2.2), la ecuacién

7; 15 sen (v,—0,)
n (1) — CO(S ; — E,—E,—sen (B, — E) (2.5)

Si (g, ;5 1), (ex, 6, &) son datos de observacién en la drbita aparente,
es decir, si denotamos por o las distancias y por 6 los dngulos de posicién,

y

en la férmula (2.5) puede sustituirse el doble del drea r; 7, sen (v, — vy),
del tridngulo P, P; P,, por su correspondiente en la ¢rbita aparente, ya
que se tiene

Aw = piorsent, — 6) = », 7. sen (v, — v;) cOS ¢ (R.6)

siendo ¢ la inclinacién de la ¢érbita aparente respecto a la relativa. Final-
mente, denotando por C la constante

C = & cos ¢ cos ¢ (.7
nos queda en definitiva la ecuacién de Thiele

A
()

que utilizaremos a continuacién.

n (.

= l:—Ei'—Sen (Ek—Ei) (28)

i1

iz

e
=<

i
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METODO DE CALCULO DE ORBITAS ELIPTICAS EN ESTRELLAS DOBLES VISUALES

3. CALCULO DE ORBITAS ELIPTICAS: DATOS NECESARIOS
Y SUFICIENTES

Los elementos a determinar en toda orbita eliptica de una estrella
doble son siete, a saber: @ (dngulo del nodo), » (anomalia o dngulo desde
el nodo al periastro), ¢ (inclinacion), e (excentricidad), a (semieje mayor),
P (periodo) y T (época de paso por el periastro).

Cada observacién completa (g;, 6;, t;), nos proporc)iona dos ecuaciones
del tipo

Pi = Pi (Q’ w, i) e, a, P; T’ ti)

=10, (@ o, 2, e a P T:1)

y por tanto, serdn necesarias siete ecuaciones cualesquiera de estas (un
dangulo de posicién o una distancia son siempre necesarias) para determinar
los elementos de la drbita.

En este trabajo volveremos a demostrar que con cuatro observaciones
ta‘les como (61: tl)v (Pza 627 t‘.’)i(Pi&a 63) t3)7 (P-h 947 ti)a 56 pueden detel‘minal‘ IOS
elementos de la érbita, es decir que tales datos de observaci6n son tam-
bién suficientes.

Empecemos por escribir las ecuaciones (2-8) correspondientes a los pa-
res de épocas (&, t,), (&, tty), (t, t), (&, L), (L, t), (&, t,). Tenemos el sis-
tema

n(tz—tl)—F(W—V)=Acl,2 n (t;, — ) F(V_U)=%
Wit —t) — F (Wil = Aclf‘ n(t—t) —F (V) = é‘“ (3.1)
nl—)—FWN=22 a@—w—F @)=

donde se han empleado las siguientes notaciones:
U=E—E, V=E—E, W=E—E, F(X)=X—sen X (3.2)

Yy en las cuales se supone, de momento, que es Ay = 0, para todo par de
indices (¢, k). Como ya indicamos en la introduccién, estos casos singula-
res, con otros que pueden presentarse, serdn estudiados en un trabajo pos-
terior, que tenemos pendiente de publicacion.

Para resolver el sistema (3-1), con las seis incégnitas U, V, W, n, C, ¢,
comencemos eliminando p; y C, para lo cual dividamos convenientemente
las ecuaciones (3.1). Asi resultard

D= —FW=7 _ nG—t)—FT—U)
" (G —t)—F () n (6 — ) — F (V) 3
iy EE—U)— n (s —t)—F (V —U) =
e e i =0
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Las cantidades N, Q, R, S, son indudablemente calculables a partir
de los datos de observacién, por medio de las expresiones

e Ay _ casen (6. — 6y B Ay _ pasen 0 — 6,)

- Ay e. sen (6, — 6,) Ay es sen (0, — 0,) (3.4)
T ~Ai _ ps sen (6; — 6,) Gz AT _ pasen (6: — 6,) ;

= An  p.sen (6, — 6) s o, sen (6, — 6y)

y son distintas de 0 e oo, en virtud de las hipétesis hechas respecto a las.
areas Ay.

Ademads, entre ellas existe siempre una relacién, que viene determi-
nada por la razén doble de los cuatro rayos. En efecto, escribiendo sim-

bélicamente
Conn = sen (6, — 6, ,_sen (6, — 6)
sen (6, — 6, sen (B, — 6,)
tendremos
= (1234 = 1 — (1324 = 1 + A
N S
de donde se obtiene
0S = RS + RN (3.5)

que es la relacién que buscdbamos.

Sustituyendo las expresiones (3-3) en esta igualdad, obtenemos, des-
pués de sencillas operaciones, la ecuacién

[t —t) —F (W —V)] [n(t,—t)—F (U)] —
— [n(t; — t,) — F(W — U)] [n(t,— t,) — F(V)] +
[n(t, —t) — F(W)] [n(t; —t) — F(V —U)] = 0 (3.6)

Para simplificarla, observemos previamente, que
FX—Y)=X—Y—sen X—Y) = F(X) — FY) +

+ sen X —sen Y — sen (X —Y)
y haciendo
@ (XY) = —sen X + sen Y + sen (X —Y) (8.7
resultara
F(X—Y)=FX) —FY)— ® (XY) (3.8)

Por tanto, si sustitutimos en (3-6) los valores de F(W — V), F(W — U),
F(V — U), segin las expresiones (3-8), nos queda -

[n(ts — t) —F(W)] @ (V U) — [n(t, — t;) — F(V)] @ (W U) +
+ [t — 1) — F{O)] @ (W V) =0

— e

E
= 3
|
3

e
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0 bien recordando las férmulas (3-1) y multiplicando toda la ecuacién por
C, tendremos

Ay @ (VU)— 8y @ (WD) + Ay @(W V) = 0. (8.9)

Esta igualdad no es 1til por contener la incégnita Ay ; pero puede
ordenarse en otra forma asequible a los datos de observacién, sumando.
y restando al primer miembro la expresién C ® (WU) ® (WV), con lo cual
se obtiene

Ay @ (VU — (A — A) @ (WU) +(Au —A) @ (W V) =0
y finalmente, dividiendo por A, nos resulta
O VU —(1—NOWU + 1 —0 DWWV =0 (3.10)

que es una ecuacién en las tres incégnitas U, V, W, que no contiene el
movimiento medio n.

Esta ecuacién, consecuencia de la existencia de una relacion entre las
constantes N, Q, R, S, nos demuestra que de las cuatro ecuaciones del
sistema (3-3), solamente tres de ellas son independientes. Dicho sistema
puede también escribirse en la forma siguiente

F(W — V) — NE(W) = n [(t — t;) — N(t, — t)]
F(W —U)— QF(W) = n [(t;— t;) — Q(t, — &)]
F(V — U)— RE(V) = n [(t; — t) — R(t,— t)]
F(V —U)— SF{U) = n [(&— t,) — St — &)]

(3.11)

obteniéndose otras dos ecuaciones que no contienen el movimiento me-
dio sin més que eliminar n entre las dos primeras y las dos dltimas
Asi, eliminando m entre las dos primeras llegaremos a la ecuacion

hE(W — V) — EE(W — U) + F(W) = 0 (3.12)
en la que es
g — 6 — Q(f, — ¢ t, =N
s U0 = Gl
Qt, — t;) — N(t; — &) Qty — t,) — N(ts — t)
De igual modo, si eliminamos n entre las dos tdltimas, tendremos
F(V—U)— pE(V) + qF(U) = 0 (3.14)
siendo
R(t; — t,) — RS(t, — t,) S(ty — t,) — RS(t, — 1)
e — (= . (3-15)
R(t, — t,) — S(t. — t) Rty — t) — S(la— 1y

El sistema formado por las ecuaciones (3.10), (3.12), (3,14), le denomi-
naremos ststema fundamental.
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No hay duda alguna sobre la independencia de las tres ecuaciones del
sistema fundamental. En efecto, designdndolas con la misma numeracién
acentuada y teniendo en cuenta los datos y constantes que intervienen en
cada una de ellas, podemos escribirlas simbdlicamente en la forma

U, V, W,N, Q) =0 (3.10)
U, Y, W, N, 0,t)=0 (3.12)
MU R S ) =0 (3.14)

Desde luego la ecuacion (3.10) es independiente de las otras dos, por
no contener ninguna época t;; en cuanto a las (3.12) y (3.14), basta re-
cordar que entre las cuatro constantes N, Q, R, S, existen tres indepen-
dientes.

Por otra parte, aunque no abordemos ahora el problema de las posi-
bles soluciones del sistema fundamental, debemos notar que si se toma
como primer dngulo de posiciéon 6, — 180°, en lugar de 6;, las constantes
del sistema fundamental permanecen inalteradas. Esto nos indica que en-
tre las posibles soluciones, habrd que desechar éstas, aun cuando en al-
gunos casos pueden ser ttiles, como tendremos ocasién de comprobar en
el par ADS 13169.

4. RESOLUCION DEL SISTEMA FUNDAMENTAL

Aunque la resolucién del sistema fundamental, que es la cuestion que
nos proponemos en este epigrafe, puede hacerse de diversas formas, da-
mos a continuacién uno de los métodos que consideramos més sencillo.

Tomemos en primer lugar la ecuacién (3.14) y desarrollémosla, resul-
tard

V—U—sen(V—U)—pF (V) + q(U—senU) = 0
Dejando en el primer término los miembros de U, nos queda

(gq—1)U—(q—cosV)senU—sen VeoslU = (p—1)V—psenV
Yy si hacemos

cos V— sen V
g cos W S el esen ¥ = (4.1)
\ L= g 1—q
la ecuacién anterior se reduce a la siguiente
: I owon et Ly 4.2)
I'—q =0 ¢

Ahora bien, teniendo en cuenta las expresiones (3.15), se deducen f4-
cilmente las igualdades

_ (t—t;) (R—S+RS) " (- @E-SThY)

= e
L s oa—p L 1oy mEaeny D)
Sl = =
——— © <m < 1) (4.4)
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METODO DE CALCULO DE ORBITAS ELIPTICAS EN ESTRELLAS DOBLES VISUALES

Sustituyendo estas igualdades en la ecuacién (4.2) y restando W en
ambos miembros, tendremos

U—U —csen(U—W)=mF (V)— (T — e sen D) (4.5)

que nos permite calcular U en funcién de V, por medio de una ecuacién
de Kepler, en la que U — U es la anomalia excéntrica, ¢ la excentricidad
y mF (V) — (& — ¢ sen ¥) la anomalia media.

Lo mismo podriamos haber calculado ¥ en funcién de U. Las ecua-
ciones correspondientes son estas

V-0 —¢sen(V—T) = ;L F (U) — (& — ¢’ sen T) (4.6)
siendo ahora

! 11y_cosU——p ; - sen U o

g cos ————l_p g sen —-——l_p 4.7)

Veamos ahora en que forma puede escribirse la ecuacién (3.10) de ma-
nera que resulte util a nuestros calculos.

Definamos una cantidad positiva X, y un &ngulo z por medio de las
igualdades

Aseny = (1 —N) @ —cosl) — (1 — Q) (1 — cosV)

(4.8)
Acosy = (1L—N)senU — (1 — Q) senV
Con estas notaciones la ecuacién (3.10) adopta la forma
o VU
cos (W —x) = cosx— % (4.9)

que nos dard, en general, dos valores de W inferiores a 360°.

Finalmente, si designamos por Y el primer miembro de la ecuacién
(8.12), tendremos el sistema fundamental transformado en el siguiente

U—T —esen (U —W)=mF (V)— @ — e sen T)

@ (VU)
x
Y=F(W)—KF(W—U0)+hF W —V)

cos (W —x) = cos x —

Para cada valor V tomado arbitrariamente, la primera ecuacién nos
dar4 otro U, y llevando el par de valores V, U, a la segunda ecuacién, ten-
dremos otros dos W, W’. Las ternas (U, V, W), (U, V, W’), nos darén,
por medio de la tercera ecuacién otras cantidades Y, Y’, distintas de cero
en general. Si construimos las curvas de ejes (V, Y), (V, Y’), las posibles
soluciones del sistema fundamental estdn constituidas por los puntos en
que estas curvas cortan al eje V.

e
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Nuestra experiencia de cdlculo nos ha hecho ver que con dngulos V de
10° en 10° se obtiene la solucién con error inferior a un grado. Un segundo
calculo con valores de V de grado en grado, para dos o tres dngulos cer-
canos, permite obtener la solucién con aproximacién suficiente.

Este segundo cédlculo puede en general sustituirse con ventaja por el
método que describimos a continuacién.

5. METODO DE APROXIMACION DEL SISTEMA FUNDAMENTAL

Cuando se conoce una solucién aproximada U, V,, W,, del sistema fun-
damental, podemos suponer que U = Uy+u, V = Vi+v, W = W +w, son
los verdaderos valores, representando w, v, w, errores bastante pequeiios
para poder tomar en ellos el seno por el arco y el coseno como unidad. Asfi.
haciendo

Ay =1l —wes U A, =1—cos (V, — Uy
Ay —il—cos W, A; = 1 — cos (W, — U (5.1)
A — s =—cos W, A;=1—cos (W, — V)
tendremos
F(U)=F(U,) + Au F(V—U0)=FV,—Uy)+A,(v—u)
F(V)=FE(V, + A F(W—U)=F(W —U)+ A (w—u) (5.2)

E(W)=F(W )+ 4w FW—WV)=F(W—V)+ 4 (w—0u)
y de igual manera
@ (VU)=® (V,Uy)+v (A—A,)+u(Ad—A,)
© (WU)=2 (WUy)+w(d—A:)+u(d—A,) (5.3)
O (WV)=0 (W, V)+w(d,—As)+0v(4—A,)

Sustituyendo estas expresiones en las férmulas (3.14), (3.12), (3.10), llega-
remos al sistema

(A, — qAu+ (pA, — A v=H,
— kAu+hAdp+ kA, — hA, — Ay = H, (5.4)
L e D e (e I ] e
o [1 = M (A3 = A5)+(]‘ = Q) (Ac == As)] =H,

donde sus segundos miembros tienen el siguiente significado:

H =FWV,—U)—pF (V) + qF (Uy)
= B (W) — b B\(W,—U,) + hEW,— V) (5.5)
H, = ® (Vo Uo) e | D (.Wo Uo) A (1 e Q) @ (Wo Vo)
La resolucién del sistema (5.4) respecto a u, v, w, nos dard las correc-
ciones que debemos aplicar a los valores iniciales para obtener otros més

aproximados. En el caso de que tratemos de mejorar una érbita, como es
natural los célculos se simplifican notablemente.
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METODO DE CALCULO DE ORBITAS ELIPTICAS EN ESTRELLAS DOBLES VISUALES

6. CALCULO DE LOS ELEMENTOS DE LA ORBITA

Supongamos resuelto el sistema fundamental y obtenidos los valores de
U, V, W, que lo satisfacen.

En este caso, las ecuaciones (3.11) nos permitirdn calcular el movimiento
medio n y por tanto el periodo P = 2x/n, asi como la constante C, en
virtud de las tres ultimas igualdades (3.1). La obtencién de la excentricidad
y una de las anomalias excéntricas, por ejemplo E;, puede conducirse de
un modo andlogo al seguido en el método de Thiele-Innes.

Son sobradamente conocidas las expresiones

Ajk Sen (E] == E,,) e vAi]' Sen (Ek = E,)
Aij + Ajk G Aik

esen E; =

Ay cos (B — Ej) + Ay cos (BE; — E) — Aa
Ay + Ap— A

ecos E; =

de las que se deducen, para los indices : = 2, j = 3, k = 4, después de
dividir ambos numeradores y denominadores por Ay, y simplificar

R sen (V — U) — RS sen U
RS + R— S

esen B, =
(6.1)
RScosU + Rcos (V—U)— S
RS + R— S

ecos E, =

Estas igualdades sirven para calcular la excentricidad e, y la anomalia
E;, sin ambigiiedad, y por consiguiente E,=E—(W—U), E,=E—(V—U),
E,=E,+U.

La obtencién de la época de paso por periastro T es inmediata por me-
dio de cualquiera de las ecuaciones

E,—esenE, =n (t;— 1)

Por otra parte, deducidos tres valores v;, por la igualdad

; 1+e E;
tag it 1_etag 5

~

bastard aplicar el método descrito en nuestro trabajo (4) para obtener los
elementos 2, o, 1.
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El formulario - correspondiente, alli demostrado, es el siguiente: Consi-
deremos dos ternas de valores correspondientes de dngulos de posicién y
anomalias verdaderas, y hagamos

p: = tag q: = tag v,
p; = tagb; 4 q; = tagv; (6.2)
pr = tag 0 q. = tag v,

Si M;, N;, son los determinantes de segundo orden (siempre en el orden
de la permutacion k)

Pi + q; 1 —p;q Pi— L0,
W.— = (6.3)
Pr + G 1E=——0 0] Pr— Qx 1+ pi g
los elementos @, o, %, vienen dados por las igualdades :
M, + q; M; + q,. M,
tag(m+9)=—q v QM + G My
M, + M, + M,
q: N;: + 9N, + q. N,
D —— Q = = .
tag (0 ) N{ i Nj i ka (6 41)
o = (N; + N; + N,) cos (0 +9)
% o " M, + M, + M) cos (=—29)
Finalmente, el semieje mayor a, se calculard por la expresién
(5
e (6.5)
: COS & COS @

7. ORBITA DE ADS 13169 (9754), A 606

Como aplicacién del método de calculo explicado en los epigrafes an-
teriores, nos hemos propuesto el de la o6rbita del par visual ADS 13169
(9754), A 606.

Los resultados obtenidos demuestran que, al menos con las observacio-
nes de que se dispone, existen dos érbitas completamente distintas que las
satisfacen igualmente bien, y a las que denominaremos Orbita I y Orbita IL

La tnica diferencia notable entre ellas corresponde a la primera obser-
vacién, que para la érbita I nos da un 4ngulo de posicién igual a 104°.1
y para la segunda 6rbita un 4ngulo de 285°.5, es decir, con una diferencia
de 181°.4. Sin embargo, por tratarse de un par de estrellas de igual mag-
nitud, se originan frecuentes cambios de cuadrante en las observaciones
y por tanto no puede discriminarse la verdadera drbita.

Los datos que hemos utilizado para el cédlculo de esta érbita se consig-
nan a continuacién. Advertimos, sin embargo, que la observacién num. 18
fue recibida por nosotros con posterioridad al calculo de la misma.
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METODO DE CALCULO DE ORBITAS ELIPTICAS EN ESTRELLAS DOBLES VISUALES

Par visual ADS 13169 (9754), A 606

g — 95516 0 = + 4° 4%
8.8 — 8.8 8.7 G5

N t f 0 Observador
1 1903.51 105.9 0.28 3 A
2 15.15 146.1 0.31 4 A
3 18.60 153.6 0,30 2 A
4 21.08 167.0 0.29 4 A
5 23.64 7T 0.26 3 A
6 24.67 176.1 0.25 1 A
7 39.94 233.8 0.28 4 VBs
8 43.77 246.3 0.29 1 VBs
9 44.36 250.5 0.33 3V
10 48.66 261.0 0.26 2 VBs
11 48.71 261.2 0.29 2 Bos
12 50.64 257.0 0.24 2 Wilson (+180°)
13 51.76 265.3 0.35 4 Baize (+180°)
14 52.66 264.5 0.30 4 Bos
15 53.70 267.4 0.38 4 Baize
16 56.78 93.7 0.39 4 Baize
17 57.48 96.7 0.39 4 Bos
18 61.574 105.8 0.38 4 Bos

En primer lugar hemos representado graficamente las observaciones
en sistemas cartesianos (¢, 6) y (¢, o), eligiendo como bdsicos los siguientes

valores :

Dato num. ¢ 0 0
1 1904 ] 107° =
2 1924 174° 07.257
3 1944 248° 07.310
4 1958 276° 07.393

Teniendo presentes las férmulas (3.4), (3.18) y (8.15) se obtienen las

constantes

N =
Q:
p:

3.164770
2.601609
0.127761

q = —1.118295
m = 0.411

=y

R = 0.775187

S = 1.338976

h = 1.355026

E = 2.027514
765
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con ayuda de las cuales se procedié a un primer cdlculo de las soluciones
del sistema fundamental, que fue efectuado para valores de V de 10 en
10 grados, llegando a la conclusién de que existian soluciones para V entre
105°-107° y entre 118°-120° ; posteriormente se repiti6 el cdlculo para es-
tos intervalos, con objeto de llegar a resultados més precisos.

No repetiremos aqui nuestro primer cdlculo, puesto que su forma de
conducirlo es idéntica a la que veremos ahora para los intervalos sefala-
dos de 105°-107° y 118°-120°, con excepcién del niumero de decimales
utilizado en los calculos:

OrBiTAa I Orpira II §
Vv 105°.000 107°.000 118°.000 120°.000 é..
tag ¥ 1.123855 1.157862 1.360846 1.400666 2
ug 48°.337 49°.184 53°.690 54.°475 : |
£ 0.610377 0.596515 0.517259 0.502335 5
¥ —csen ¥ 0.387647 0.406972 0.520247 0.541937 '%
F (V) 0.866669 0.911197 1.176540 1.228370 §
U 4358117 44 °679 49° 446 50°.320 3
@ (V) 0.602597 0.632392 0.807610 0.841366 i
A sen x 1.416140 1.447271 1.599693 1.623456 =
A COS % 0.055153 0.016537 —0.223052 —2iesil %
7 87°.770 89°.345 97°.938 99°.490 2
A 1.417214 1.447365 1.615170 1.645983 3
% 200°.493 204°.528 328°.286 326°.956 3
F (W) 3.849362 3.984818 6.255351 6.251740 %
F W —U) 2.338575 2.445392 5.851964 5.821499 #
FW—Y) 0.671263 0.710800 4. 174512 4.065356 E
Ve 0.017448 —0.010095 0.046987 —0.042765 :

Interpolando linealmente entre estos pares de valores y los correspon-
dientes a los angulos 106° y 119° llegamos a las siguientes soluciones del
sistema fundamental

U | % w
Orprra 1 44°.3693 106°.2828 203°.0761 ;
Orprra II 49°.8778 118°.9888 327°.6428 |

Los residuos de las tres ecuaciones fundamentales para dichos angu-
los, son:

H, H, H,
OrprTa 1 0.000003 0.000064 | —0.000016 ’
Orprra II | —0.000015 | —0.000134 | 0.000017 )

Qe
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En definitiva, los elementos obtenidos para ambas o6rbitas son los si-
:guientes:

Elementos OmpiTa I OrsiTa II
Periodo P = 80.%597 P = 60.53
Epoca T = 1900.275 T = 1910.641
Excentricidad e = 0.497275 e = 0.843113
Semieje a = 0.381173 a = 0.552811
Ang. nodo Q = 117°.94 QF—S D316
Anomalia o = 284°.63 o = 276°.85
Inclinacién 1 = 63.°49 = —ox 03

Las diferencias observacién-cdlculo, para ambas érbitas son muy simi-
Jares, como se comprobard inspeccionando el cuadro adjunto, donde los
cambios de cuadrante se han indicado con un asterisco:

Cuapro DE DIFERENCIAS O — C

OrgiTa I OrprTa II
N Af Ao Af Ao
1 + 1.8 + 0.087 + 0.4*% — 0.090
2 + 1.1 + 0.016 + 3.5 + 0.050
3 — 1.8 + 0.019 = 1.0 + 0.028
4 45 ALl + 0.020 4L Al + 0.022
5 — 1.2 4+ 0.008 — 0.8 0.000
6 — (0.7 — 0.004 — 0.3 — 0.007
7 =25 + 0.011 — .3 — 0.002
8 — Ll — 0.018 — 0.8 — ({0t
9 + 1.6 + 0.017 + 2.7 + 0.018
10 + 2.1 — 0.083 + 3.1 — 0.083
1 + 2.2 — 0.065 +2.9 — 0.052
12 — 59 —— (Rl — B0 = (g
13 + 0.2 — 0.024 Je Al — 0.014
14 — 29 — 0.070 — — 0.069
15 — 1. + 0.030 — 0.4 + 0.005
16 — 0.2 -+ 0.001 + 0.6* + 0.009
17 + 1.7% 0.000 4 + 0.001
18 + 4.0* — 0.016 + 4.6% -+ 0.008
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SOBRE UN TEOREMA DE ALBERTONI, BOCCHIERI
Y LOINGER CONCERNIENTE AL <CARACTER ALEATORIO
Y DEBILMENTE UNIFORME DE LAS DENSIDADES
DE LIOUVILLE

por

A. T. GaLinno”

Introduccién

Con el fin de justificar el uso de las asambleas microcandnicas de Gibbs
a partir de los principios de la dindmica general, Albertoni et al.* han intro-
ducido un método de cdlculo de promedios E(F) de funcionales F' sobre el
espacio de las densidades microcandnicas de Liouville, que permifs a sus
autores asegurar que la “inmensa mayoria” de estas densidades son débil-
mente uniformes en el sentido de Hopf. Sin embargo, aunque en ' se
“afirma” que E da el mismo peso a todas las densidades (consecuencia ésta
falsamente inferida del proceso de limite tras el cual se define su método),
los mencionados autores no analizan (ni siquiera formalmente) sus propie-
dades, a saber. si existe o no un conjunto suficientemente grande de fun-
cionales que sean promediables E, y si su cdlculo induce o no una medida
sobre el espacio de densidades. Estas cuestiones son de suma importancia,
si se desea que las consecuencias de orden fisico deducidas de su teorema
sean significativas.

Un doble analisis de este problema nos va a permitir. empero, el afir-
mar rigurosamente que el teorema de Albertoni et al. es totalmente trivial
e inttil para justificar los métodos de la mecanica estadistica, pues demos-
tramos que E lleva asociada de forma natural una medida cuyo soporte es
la tinica densidad débilmente uniforme con relacién a cualquier flujo.

_En la seccién I probamos que todas las funcionales continuas y poliné-
micamente acotadas pertenecen al dominio de definicién de E; denotando
por C el conjunto de tales funcionales, demostramos que E es una integral
de Daniell sobre C, tal que i/ todo boreliano de L (= espacio métrico de
densidades) es sumable con relacién a la extensiéon de E a las funcionales
de Baire, y ii/ la medida asociada a esta extensién estd concentrada en un
Unico elemento de L.

* Direccién actual: Institute of Mathematical Sciences, Nueva York.
1 8. Albertoni, P. Bocchieri y A. Loinger, J. of Math. Phys. 7, 244 (1960).
2 E. Hopf, Ergodentheorie, Berlin, 1937.
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En la seccién II presentamos, finalmente, un enfoque de estas cuestiones
dentro del marco de la teoria de la medida en espacios topoldgicos lineales,
y probamos una vez mas que E induce una medida en los cilindros bore-
lianos de L cuya extensién natural al s-cuerpo minimo estd concentrada
en un punto de L.

I

I.1) Sea (@, X, p) un espacio con medida de probabilidad, separable
y sin dtomos. Si & = L, (2, X, p), denotemos por L el subconjunto cerrado
y convexo de & formado por aquellos f€ & tales que f =0, y (e, ) = 1,
donde e (€ L) es la funcién idénticamente igual a uno sobre Q. Estos ele-
mentos f son las llamadas densidades de Liouville. Diremos que una fun-
cional F, definida y continua sobre L, es polindmicamente acotada, si y
s6lo si existen dos numeros K = 0, n(entero) = 0, tales que

|F [f]ll = K Ilfll" para V[fEL.

(Puesto que llfll = 1 para cada f € L. es obvio que toda funcional continua
y acotada, esto es, tal que |F [f]| =< M para V | € L, es también polinémi-
camente acotada).

- Denotemos por C el conjunto de todas estas funcionales continuas y po-
linémicamente acotadas, y por C, el subconjunto de C formado por aque-
llas que son simplemente acotadas. Es evidenie que

l.a) C, y C son algebras de funcionales continuas.
1.b) C, y C separan fuertemente los puntos de L.

l.c) La topologia mdas débil en el conjunto L que hace que lo- ele-
mentos de C, sean funcionales continuas coincide con la topologia criginal
de L. (Obsérvese que L, por ser métrico, es también normal, y por tanto
el lema de Uryshon le es aplicable).

1.d) G, y C son espacios de Riesz.

1.e) La funcional caracteristica de cualquier cerrado de L pertenece a
la minima familia de Baire que contiene a C,.

De estas propiedades se deduce en seguida que si sobre C (o C;) hay de-
finida una integral de Daniell, con respecto a la cual el conjunto L sea su-
mable, entonces el s-cuerpo de conjuntos sumables bajo la extensién de
esta integral contiene a todos los borelianos de L.

I2) Sea m: @ =4, U4,U ... UA, una equiparticién arbitraria y fi-
nita de 2 en elementos disjuntos de 3, y escribamos || = 1/n. Sea o(4))
la funcién caracteristica de 4; y consideremos la aplicacién continua 7
de L en R, asi definida:

I 1= (@@ (@M@, ..., (@ (@4 D)

donde (.,.) denota el producto escalar en .
La imagen T_L de L es el simplex de vértices (1, 0, ..., 0), (0, 1, 0, ..., 0),
-5 (0, ..., 0, 1); si o_es la medida de probabilidad inducida (tras su opor-
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tuna normalizacién) sobre T_L por la medida de Lebesgue en R,, defina-
mos (segun Albertoni et al.) el promedio E(F) de una funcional F sobre L,
de la siguiente forma:

E@E) = lim E_(F) = lim D (X1, iy Tp)ndp:

|7]—>0 |7|=>0 JT.L
donde
@ (s .0, TH=EF [nz0(A4) + ... + naz, 0(4,)].

Sea & el conjunto de funcionales a las que es aplicable E; & es clara-
mente un espacio lineal. Es cuestién de simple cdlculo (que omitimos por
brevedad) demostrar que si F es una funcional polindmica (esto es, com-
binacién lineal de funcionales del tipo

f -Pm. ()\1, )\g, ey R,,,) f (k]) f(km) d 25 (AO dp. ()\.”)
QT

donde P,, (... 0,) € X ® X ® — ® H)entonces FE &, y ademds E(F)=F[e].
Sea ahora F un elemento de C que se anula en un entorno de e; existe

pues un & > 0. tal que F[f] = 0 si If —ell < &. Por tanto, es siempre po-
sible encontrar dos niimeros M = 0, y n(entero) > 0, tales que

IF[f]l = P[f] = M(lIfl*— 1) para VfielL.

Como P[f] es polinémica, lim E_(P) existe y es igual a P[e]; pero

|[=>0

P[e] =0, luego lim E, (F) =0, es decir, FEF y E(F) = F [e] = 0.

|0
Consideremos finalmente una funcional F € C tal que F[e] = 0: dado
e>0,35>0: |[F[f]| <e para Vf€ V.= {f€L: lf—el < 5¢.
Sea G, [f] una funcional continua, con valores en [0, 1], y tal que

i — K
Ga[ﬂz/ISIfEI; e
\Osi]‘EVU,/2

(la existencia de G, estd asegurada por el lema de Uryshon).

Entonces |F[f] — F[f] G, [f]| < e para V f € L; pero segin lo anterior,
E(FG )= 0, luego |E_(F)| <?2¢ para |n| < 3,(c). De aqui que E(F) existe
y es igual a F[e] (= 0).

Por tanto, dada una F € C arbitraria, F — F [e] € & y como toda fun-

cional constante pertenece a &, y & es lineal, queda asi demostrado que
C C &. Ademds, del caricter lineal de E resulta E(F) = F [e] para V F € C.

[.3) En vista de los resultados de I.1) y I.2) es obvio el comprobar que
E es una integral de Daniell® sobre C, pues si {F,},> CC y F, !0, entonces

3. L. H. Loomis An Introduction to Abstract Harmonic Analysis, New York, 1953.

SOt
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E(F,) = F,[e] 1 0. Por otro lado, el boreliano {e! es sumable (pues se-
gin 1.e), la funcional caracteristica de {ef es de Baire, y ademds estd ma-
yorada por la de L, que es sumable); como dicha funcional caracteristica
de {e! es limite de una sucesién {G,},” monétona decreciente, de elemen-
tos de C,, tales que G,[e] = 1, resulta asi que, si v es la medida (de proba-
bilidad, pues v(L) = 1) inducida sobre los subconjuntos de Baire en L por
la extensién de E a las funcionales de Baire sumables, entonces v({et) = 1.
Luego v estd concentrada en {ef, c. q. d.

II. 1) Sea &, el espacio real de Hilbert formado por las funciones rea-
les de L@, 3, p). 4 todo subconjunto finito ¥ = {q;, @, ..., .t C &, sele
puede asociar una aplicacién 7, , continua y lineal de &, en R,, asi definida :

T, ¢ = ({9, ®), ..., (@, ¥)) para Vo € K,.

Dada una funcién @ definida en R,, continua y con soporte compacto, la
funcional @’ (¢) = @ (T ,9) definida sobre &,, es continua, y acotada. Su res-
triccién a L (C &,) es pues, un elemento de C,. La funcional @’ se denomina

una funcional cilindrica con respecto a ¥, y la denotaremos por F, ; su res-
triccién a L escribiremos F,, .

Definamos E (F\p) =E (F,); segin I, tenemos:

E(F,) = Fy[e] = F, [e]

Por consiguiente, E mnduce una medida de probabilidad v en los cilindros
borelianos*® de &, (esto es, en los subconjuntos de &, cuya funcional ca-
racteristica es es cilindrica con relacién a algin ¥, y cuya @ asociada es ca-
racteristicas de algun boreliano de R,).

Sea {¢;};° un subconjunto numerable y denso en &, (nétese que &, es
separable, por serlo (2, 3, p); entonces &, — {et = 9 szl X,, donde
v, = {o,t, y X, =Tv, % —Tv, {el. Por tanto {et pertenece al c-cuer-

po minimo > que contiene a los borelianos cilindricos; como v (&, —

— {et)= 0, pues T\‘p1 X, no contiene a e para ningin n, resulta ;({ et) =1

aqui vy denota, evidentemente, la extension de v a ).
Demostremos, finalmente, que L € 3/, con el fin de asegurar que la res-

triccién de y al s-cuerpo en L formado por las intersecciones de elementos
de >’ con L, tiene sentido: sea {4,!,° una sucesién de elementos de >
densa en la pseundométrica de (Q, 3, p); consideremos la sucesién
{e, o (4). 9 (4y), ..., 9 (4,) ... | de elementos de &, (¢ (4;) denota la fun-

4 I M. Gel’fand y N. Ya. Vilyenkin, Obobshchyennyye Funktsii, Vol. 4. Mosci, 1961.
65 K. O. Friedrichs, H. N. Shapiro et al., Integration of Functionals, Lecture notes,
. Y. U

N 1957
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ci6n caracteristica de 4;). Sea v, = {e}, v, = {0 (4,)t (» = 1). Demostre-
mos que

L AT:T L

n=>0 wn w n

En efecto, supongamos que ¢ €M Tl‘p1 Tw L; entonces (e, @) =1; y

¢ = 0, pues de lo contrario In: (¢ (4,), ) < 0, y por tanto ¢ T;pl qu L.
Luego ¢ € L; la relacién de inclusién inversa es obvia. Observando c'iue
T 5 L es un intervalo en R, (imagen continua de un conexo), se deduce de

n

la expresién anterior que L es interseccién de cilindros borelianos; por
ende L € >, ¢. q. d.




TEORIA GENERAL DE PERTURBACIONES
EN MECANICA CLASICA

por

L. M. Garmrino, F. Gascén y F. J. Sancmo

RESUMEN

Presentamos aqui un método operacional para estudiar el efecto de las perturbaciones
en mecdnica clésica. El método es semejante al que se utilizaba en mecdnica cuéntica.

Utilizamos pues el formulismo hamiltoniano. Se desarrolla en este trabajo el caso
mis general en que tanto la hamiltoniana no perturbada como la perturbacién dependen.
explicitamente del tiempo. Se ilustra la teoria con un ejemplo.

En un trabajo anterior (1), presentaba Garrido un método operacional
para las perturbaciones en mecénica cldsica, siguiendo una formulacién ha-
miltoniana y utilizando frecuentemente la invariancia de los paréntesis de
Poisson bajc transformaciones candnicas. Pero en él se consideraba que tan-
to la hamiltoniana no perturbada como la perturbacién, no dependian ex-
plicitamente del tiempo.

Vamos ahora a generalizar la teorfa desarrollada en (1) para el caso de
sistemas no conservativos, con lo cual ademds se extiende la validez del prin-
cipio de accién dada por Garrido en un trabajo posterior (2).

El operador -2
ox
Definimos este operador por la propiedad de ser lineal y que su conmu-
tador con x sea igual a la unidad. Su campo de aplicacién es toda funcién

analitica de « en un cierto dominio, considerando £ como un punto interior

al mismo.
of(z) . of(x)
siendo ——
ox

: ©)
Con estas propiedades, el conmutador [——, f(x) ]: EslN
ox od-2
la derivada de la funcién, y podremos representar el desarrollo de una fun-
cion f(x) asi:

)

°
e T e (1)

S P
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Aplicaciones a la mecdnica

Sea F(q;, p;, 1) una funcién de las variables canénicas g;, p; y de ¢: Su-

pongamos que pertenece al campo de aplicaciéon de los operadores b? y

%. Si definimos el operador de Liouiville por

y tenemos en cuenta las ecuaciones de Hamilton ¢, =

dF  9F
— e
: dt ot o
donde [Q F] representa el conmutador de @ y F; [Q F] =
general, si F no depende explicitamente del tiempo,

aiE = [Q, Q- =10 F:l]]
dt* n veces

Limitémonos por simplicidad al caso de dos variables canénicas conju-
gadas. Entonces, a partir del valor de F(q(0), p(0)) = F(q,, p,) en el instante
inicial # = 0, hallarfamos su valor para un tiempo posterior ¢, es decir, su
evolucién temporal

F(q®), p(®)) = ¢ F(q(0), p(0)) e=** (5)

mediante la aplicacién del operador © tal como figura en (4).

El operador S(t)

Sea el caso més general en que la hamiltoniana del sistema dependa ex-
plicitamente del tiempo, H = H (q(t), p(t), t) y sea F(q(t) p(t), t) una fun-
cién del grupo de variables canémicas q(t) y p(f). El operador @ tendrd en
este caso una doble dependencia temporal; la dependencia explicita del
tiempo, a través de H y la dependencia dindmica a través de las variables
9@ y p(®.

Sea S(t) el operador que genera la evolucién dindmica del sistema. En-
tonces podremos expresar, tanto F como Q en el instante ¢ en funcién de
sus valores antes de la evolucién dindmica.

F(q@), p(®) = S(t) F(q(0), p(0) S~ (0)
2 (9@, p(®) = S() 2 (¢(0), p(0),5) S () (6)

Q (q(O}, p(0) ©) es el valor de @ (q(0), p(0) 0) después de sufrir la evolucién ci-
nematica debida a su dependencia explicita del tiempo.

— 58 —
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Derivando la primera de las ecuaciones (6) respecto al tiempo, teniendo
en cuenta el cardcter unitario de S(t), se obtiene

dF(q(®), p@®) _ [ dsS(?) ]

pr S, Flg@®), p(&) (™

que comparandola con (3) nos da
as(t)
dt

pero por la segunda de las ecuaciones (6) 2 (g (¢), p (©), &) = S(b).

Q (q,, po, t) STH(t) por tanto obtendremos en (8) después de multiplicar por
S(¢) por la derecha los dos miembros,

ds(t)
dt

S—l<t) = Q (‘I(t), p(t>7 t) (8)

= S(t) 2 (o, Poy ©) )

Si como caso particular la hamiltoniana no depende explicitamente del
tiempo, la integracién de (9) nos da para S(¢) la expresién
S(t) = e°
Perturbaciones

Supongamos que la hamiltoniana de un sistema puede descomponerse
en dos partes H = H, + H, y que el problema de la evolucién engendrada
por H, ha sido resuelto exactamente, esto es, conocemos q,(t) y po(?).

Admitimos también que la perturbacién H; comienza a actuar en ¢t = 0,
de modo que en este instante las ¢(0) y p(0) del movimiento perturbado coin-
cide con g,(0) y p,(0) respectivamente.

Si representamos por S(f) y S,(¢) los operadores de evolucién del movi-
miento perturbado y sin perturbar respectivamente

F(qo(®), po(8)) = Su(®) F(go, po) S7o(2) (10)
F(q(®), p(®) = S(8) F(q, po) S™o(®) (1)

de donde obtenemos que
F(q@®), p(®) = 8.(2) F(qo(®), po(2)) S:7(D) (12)
llamando S,(¢) al operador unitario
S,(8) = S@®) So() (13)

Derivando (18) respecto a ¢ y teniendo en cuenta las férmulas andlogas

A

0

2O ST

, tendremos

dSy(1)
dt =z Sl(t) Q (%(t): Po(t)7 t) (14)

=g —
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siendo

Q (g0 (), po (), ©) = S, () [2 (qu, Po ) — 2 (qo, Po )] Sy7Y()

Q (%; Do t); Q (%7 Po t):
los operadores de Liouiville correspondientes a H y H, en funcién de los
valores iniciales de ¢, y p,.

La ecuacién (14) podemos integrarla, teniendo en cuenta la condicién
$,(0) = 1 y obtenemos la ecuacién

SO =R ﬁ dt” §y(1) € (qu(t) po(t), ) (15)

que puede resolverse por iteracién obteniendo las sucesivas aproximacio-
nes en potencias de @ (qu(t), po(t), £) que no depende sino de las variables
o, Po del movimiento no perturbado.

Al aplicar @, (qu(?), po(?), 1) a la funcién F(qy(t), py(t)nos encontraremos
9qu(1)
9qu()

misma funcién en otro instante de tiempo. El problema puede resolverse to-

mando como condiciones iniciales de q,(t) y p,(t), los valores que toman en
el tiempo ¢ = t'. De modo que,

qﬂ(t) = %(qna,), pu(ll)r bi— l/)
Po() = po(@(®), o), t — 1)

y podemos realizar el cdlculo deseado.

CON expresiones como o sea derivadas de una funcién respecto a la

Ejemplo

Consideremos un oscilador arménico unidimensional al que se le aplica
una fuerza periédica en la direccién del movimiento f = k’ sen y L.

Para este caso, tendremos
B g

H = I Seniy |
2m 2 1 f

siendo p = mq el momento conjugado a q.

2 2
: = P kg
Consideremos como hamiltoniana no perturbada H, = — + 5 la del
oscilador arménico lineal, cuyas soluciones son
qo(t) = g, cos o, t + sen w; ¢
20
po(t) = — ... m g, o, sen o, t + Py COS g ¢

60—
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7

: k - :
siendo o,® = o Llamando o® = = nos queda para el hamiltoniano per-

turbador H, la expresién
H =H—H,=—mo*qsenyt

y el operador de Liouiville correspondiente serd

: d[—mao'q (senyt] 9
Q 2 = =T
1((10(0: Po(D); t) 2 po(t) 9 qo()
o[— m o g (t) sen y t] 2 %
= —— = mo’sen y ¢

9 (1) 9po 3 p(t)
y el operador de evolucién, en primer orden de perturbacion

t
SHE =31 =5 | |l oF San g (=
: ﬁ )

con lo cual obtenemos para la primera perturbacién

2

® t ;
q® @) = q (1) + f sen y U’ sen o, (t — t') dt’.
0)0 0
e o>
= (, COS 0, [ + SN s oo S SONM O Ui SO l
m o, wy (02 — %) (Op 17

las siguientes perturbaciones son nulas, por tanto esta solucién en primer
orden de la perturbacién serd la solucién correcta.

Andlogamente podriamos calcular la expresién de p(t), o bien a partir de
la identidad p = mq

; m o y m o v
p()=—m q, oy sen o, t + P, €0s ®, t — ——— €08 0y { + —— €08 y L.
W=y W) —

— e




ESTUDIO DINAMICO DEL PLASMA TERMONUCLEAR

por

Francisco Gascon LaTasa*

INTRODUGCION

El gran desarrollo industrial conseguido en la primera mitad del siglo
xx, tenia como base la utilizacién de combustibles fésiles: carbén, petro-
leo y derivados. Sin embargo, es bien conocida la desigual distribucién
de estas materias primas en la superficie terrestre. Hay muchas naciones
que carecen de estos elementos bdsicos, y las restantes ven como sus re-
servas disminuyen rdpidamente.

El descubrimiento de la fisién nuclear y posterior control de las reac-
ciones, vino a poner remedio a esta situacién. Hoy en dia, naciones como
Inglaterra, estdn explotando esta nueva fuente de energia en escala indus-
trial. Espafia deberd temer en marcha sus reactores antes de diez afos.

Las reservas de combustibles nucleares son relativamente grandes y
el precio de la energfa producida por este procedimiento va tendiendo a
igualarse a la de la energfa hidradlica. Sin embargo, estos reactores de fi-
sién tienen un inconveniente extraordinario: las cenizas radioactivas; éstas
representan un verdadero peligro para la humanidad, teniendo en cuenta
que todavia no se ha resuelto el problema de deshacerse de ellas.

Todo esto nos obliga a emprender una rdpida carrera que han comen-
zado todas las naciones para lograr una nueva forma de obtener energfa:
el aprovechamiento de la enorme cantidad de energia desarrollada en la
bomba de hidrégeno, mediante un aparato que denominamos, por ana-
logia con la fisién nuclear, reactor de fusién controlada o reactor termo-
nuclear, que produzeca energfa barata, controlada y sin peligro. La reali-
zacién de este aparato lleva consigo un gran ndmero de dificultades técni-
cas y tedricas [1].

La elevada temperatura requerida produce la ionizacién total de los
dtomos del combustible, encontrdndose la materia en el denominado cuar-
to estado o plasma, compuesto por electrones y &tomos totalmente ioni-
zados.

~ W. Crookes (1878) intuyé este nuevo estado de la materia en sus expe-
rimentos con descargas eléctricas en gases. I. Langmuir desarrollé una
teorfa para estos gases ionizados denomindndolos “plasma”. Los trabajos

%

En la actualidad en el Estudio General de Navarra, Pamplona.
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de Rutherford y Oliphant (1934) y otros investigadores y astrofisicos con-
tribuyeron de manera notable en el desarrollo de esta ciencia nueva. Sin
embargo, hasta 1951 no se vio la importancia de la fusién y entonces pasé
a ser investigacién secreta. Empezaron a publicarse algunos trabajos en
1957 y el numero de fisicos y publicaciones dedicados a este problema
creci6 exponencialmente. Hoy en dia, aunque los libros ain escasean, los
trabajos publicados en revistas son muy numerosos, particularmente des-
pués de la Conferencia de Ginebra para usos pacificos de la energia
atémica. ;

Los problemas encontrados en el estudio de los gases ionizados son de
varios tipos. Difieren del estudio de los gases ordinarios por estar some-
tidos a campos electromagnéticos que les obligan a realizar complicados
movimientos.

Debido a su reciente desenvolvimiento, la mayoria de los problemas
del plasma estidn desarrollados cualitativamente y solamente se han en-
contrado soluciones cuantitativas en algunos casos ideales.

La investigacién sobre la puesta a punto de reactores es un problema
fascinante, dificil y potencialmente muy importante. Esperamos que la
prediccién del fisico indio H. J. Bhabha, en 1955 en la Conferencia de
Ginebra, de que el problema estaria resuelto antes de 20 afios, se confirme
para bien de la humanidad.

Este irabajo que presentamos, esperamos sea un jalén para la solu-
ci6n del problema planteado. En el primer capitulo damos un método
operacional que nos permite resolver el problema general de perturbacio-
nes en la Mecdnica Cldsica, teoria que aplicamos en el capitulo segundo
al estudio de la dindmica del plasma en campos electromagnéticos y al
estudio fundamental de los -invariantes adiabaticos que pueden per-
mitirnos calcular tiempos de confinamineto en los reactores, validez de la
aproximacién del centro guia, etc.

Creemos que el método de perturbaciones tan importante en los proble-
mas que se plantea la fisica moderna, nos permitird atacar problemas ca-
pitales tales como el de estabilidad de las descargas en reactores, movi-
miento de satélites artificiales, etc.
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CarpiTULO
TEORIA GENERAL DE PERTURBACIONES EN MECANICA CLASICA

INTRODUCCION

En un trabajo anterior [2], se ha presentado un método operacional
para el calculo de perturbaciones en mecénica cldsica siguiendo la formu-
lacién hamiltoniana y utilizando frecuentemente la invariancia de los pa-
réntesis de Poisson bajo transformaciones canoénicas. Pero en él, se limi-
taba el estudio al caso en que tanto la hamiltoniana no perturbada como
la que presentaba la perturbacién, no dependian explicitamente del
tiempo.

Poco después [3], Garrido presenté un principio de accién que daba
las variaciones de las variables canénicas conjugadas mediante las deri-
vadas de la acci6n del sistema. Se escribia asi

W oW

= opi = —=—— M

5({1‘ o a(]l

«donde W era la accién del sistema y & representa variaciones respecto a
un pardmetro cualquiera. Si las variaciones eran calculadas con relacién
al tiempo, se obtenfan las ecuaciones de Hamilton del movimiento. Pero
también se puede variar el parametro de acoplamiento X entre un movi-
miento no perturbado de accién W, y el perturbado cuya accién es:

W =W, + AW,

De esta forma se desarrolla la imagen de interacién en la mecdnica cld-
'sica y se obtiene un método para calcular perturbaciones basado en la
utilizacién de lagrangianas. Sin embargo, la validez del principio de ac-
cién (1) fue demostrada basdndose en el trabajo [2] lo cual limita la ge-
neralidad de (1) a sistemas conservativos.

Vamos ahora a generalizar la teorfa estudiada en [2] para el caso en
‘que tanto la hamiltoniana no perturbada como la de perturbacién, depen-
dan explicitamente del tiempo. Obtenemos esencialmente las mismas ex-
presiones, para el célculo de perturbaciones, que las deducidas para el
caso en que ambas hamiltonianas eran constantes.

La importancia de este trabajo no estriba unicamente en ser una gene-
ralizacién de [2] sino en que, ademds, mediante los resultados aqui obte-
nidos y la demostracién de equivalencia desarrollada en [3], es posible
afirmar que el principio de accién (1) es vdlido para todo sistema, conser-
vativo o no conservativo.

— il
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)
E1. OPERADOR ——

ox
Sabemos que una funcién analitica en un cierto dominio y en la fron-
tera del mismo, puede desarollarse en serie de Taylor alrededor de un
punto cualquiera de este dominio. La serie resultante es convergente y
tiene por suma la funcién.

) Sl 2
Definimos el operador T las siguientes propiedades:

—————————————

I DA

a) Ser un operador lineal.
b) El conmutador [5%—, (a:)] = I; donde representamos la variable (x)

entre paréntesis para distinguirla de cuando actia como operador e I =
operador identidad.

¢) El campo de aplicacién de dicho operador es toda funcién de la
variable z, que sea analitica en un cierto dominio, cuando consideramos.
que x es un punto interior al mismo.

1) :
Por ser = un operador lineal, tendremos
0 )
—(cx)=¢c— (¢
. S )

siendo ¢ una constante cualquiera. Entonces
) 0 o ) 0 )
[ax’”]— ox ) c0) ox _C(ax @) ) ax)— C[B;’w]—c
; £ C)
Estudiemos ahora la accién del operador — sobre z°

%—(xz)=a—i—(:c.m)=(—§;x)x= (1 i (m)%)x=x+x—a:=

0 )
= Hrlllt ¥ = SR e
( ax) 7 ox
Por tanto, generalizando el resultado para una potencia n de x ten-
dremos

o
S ) — n—1 45 n
= (@)=n=x 4

ox

y puesto que nz" es la derivada de z" respecto a «, podemos escribir

ox" =
xﬂ
)

)
—_— a:n —
ox &) x oxr

— 66 —
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luego

) A ) 1) ox"
——— 5 m —_— ————— ‘,EH o Ill e —
: ox ox ox ox

En general, si f(z) es una funcién que pertenece al campo de aplicacién
del operador g O Sea, es desarrollable en serie de potencias de x, por
X

las propiedades dichas, tendremos

o oflia s o @

Pl s s s ®?)

De donde deducimos que
5 g0

) T
luego el conmutador del operador —— con una funcién f(z) de su campo
oX

de aplicaciéon nos da la derivada de la funcién con respecto a x.
Sea Az un incremento infinitesimal de la variable z y supongamos
que z + Az es un punto interior del dominio donde f(z) es analitica.

Teniendo en cuenta solamente los términos lineales en Az podemos
escribir '

3 ' : 0
f@ + Az) = f(@) + Aa a’,_ 4
T
Relacién rigurosamente cierta para el limite en que Az — 0.
Teniendo en cuenta la relacién (2) que nos da el valor

en tér-
L i

: ) 1
minos del operador B la expresién (4) nos queda
&)

g B ; )
fo+ Ay () + e (S ) — )=

que considerando solamente los términos lineales en Az podemos es-
cribir

o + A)~ (1 A %) ) (1 _Ae %) )

y con esta misma aproximacion, evidentemente

AT

AT = (6)
flx + Ax)~e or  f(x)e oz
segtin el criterio establecido para definir funciones de un operador.

e
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sustituyendo en (7) nos queda

flx + 2 Ax) ~ f(x + Az) + Az

(2

P
T

l+A$_8;

n suficientemente grande para qu

que es la expresién del desarrollo
Vamos a ver que la expresion

desarrollo del Taylor. Para ello

CIENCIAS EXACTAS,

Reptiendo el proceso efectuando tomando como funcién f(z) Ia
f(x + Ax), tendremos,
- : ¢ of(x + Ax) ; i
f(@ + 2 Ax) ~ f(z + Aw) + Az = ) i
df(x + Aw) . Pas e :_L
donde e representa la derivada de la funcién f(x) en el punto '3
z 4
xz + Az. |
Puesto que
of(x + Ax) B 3 . 5 5
= = ! h N = —— Tl AV o I e—
= v e s o

& OE\a 6)
Az) (1 — Az a):(l + Az E) () (1 — Mep _87)

Repitiendo la operacién n veces de modo que n Az = h y tomando

flx + h) =¢

0
e e
e 3z en serie de potencias y apliquémoslos a la funcién f(x)
6) o
Sl el h ) @)
or > o — f(7) E s et et
"o e )+ 2 (2 fw) — 1) = ) +
h? 2? = ) ) 3>
21 (87‘“ ey ? 5 sy F1e aﬁ) -
hn an (‘) n—1 > a S ( an
+ .- n'! 8.’1,‘" f-3'4 ==L axn—l Z(m) aa, + ( 1) /x) axn + ... =

FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

(g e 45 Az) — f(z + Az) e )__

h
e Az T_) 0, tendremos

=

h —h

f(x) e

ox ox

(8)

de Taylor en funcién del operador =

e}

or

A

(¢

e =
or  f(x)e nos da realmente el

0

h——

e

desarrollamos los operadores e

ST

SR
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—-m Sm

=3B (n) 2w ©

n=0 m=0

0

donde entendemos que el operador es el operador unidad.

ox°

5 S ; 2 .
Calculemos ahora los sucesivos conmutadores del operador on,.con 1)

0 ) f(a)
B o] =

o0&
S afaxwx}_aﬂfcx)
["a?[‘a;’ f@)”‘[a’ e

pero por otra parte este doble conmutador es

|2 [2 w]]H2 & w—wd)]-

= axz f(.’l/)—- =k /(.,C) a:.[fﬂ

Para el conmutador triple tenemos

[_aaZ’ = f(x)]]] [aa

e R Py P B ) -
2 @] @)
y ademés e o ] ey

En general, pues

a a a ' =St = al m am
[ [ e =22 w
I veces

y que segun sabemos es la derivada n-esima de f(z).

Comparando esta expresién con la (9), vemos que ésta es realmente el
desarrollo de Taylor de f(x).

Si llamamos D, al operador que aplicado a una funcién nos da su deri-
vada, el desarrollo de Taylor de un funcién f(x) lo podemos representar

G = c = i@ (1)

— {9 —
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La ventaja de la expresién (8) sobre la (11), es que la (8) nos da una
completa equivalencia entre f(x + h) y su expresién simbdlica

A

ox ox
h . —h
e oz /(x) e ox

de tal modo que al operar, lo mismo podemos hacerlo con una que con
otra. No ocurre asi con la expresién (11), pues tomando, por ejemplo, el
caso sencillo de multiplicar f(x + h) por la variable z, la expresion

()
f(x + h). 2 no es la misma que e ° . f(x). z. Basta fijarnos que la des-

arrollar e ° en serie de potencias del operador D,, tendremos una serie
de operadores derivada, actuando sobre un producto de funciones, y que
habrda que derivar segin las reglas conocidas.
En cambio la expresién (8) nos da el mismo resultado f(x + h). z que
o

S
e %r f(x) ez x. En efecto.

T : h 9 f(x) | () ) :
(.13—}-hl?=("‘+———+— — ¢+ )z = [(@) 2+
/ ) IS ey 21 ar f(@)
h 9 f(z)
s r A paa g Eoh (l?)
‘ 1! ox
Yy por otra parte
h = h— h =0 e 3
e 2z f(x) ox, G —on 0T —
1, - ¢ 7(.1:)(3: 1! aa;1 2! aaf‘”x
)
he— o = h ) h? 22
e (s v — d =0 3'; f Pl e — fi
= n! ox" J) o (ik@l 1! () ox Sh 21 ) oz’
hia " i@ hiso: hie ok
e || e e
( ) n! @) Qx" x) ( 1! 2z 21 ox® % 4 n! ox" - )

_}_l, 5 _a—l, : hn e n
(T(x) 2 o f(x) - el - () — x)

- Agrupando ahora los productos por las sucesivas potencias de h, ten-
remos ‘

e lé o z %)
@)% + 7 (= @) o — flo) 0]

- }L2 a“ ) ) aa
B o (al’z f(x)@—gaf(w)?x—x + f(x) o a;) T

e e
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Yy en cada uno de los paréntesis de esta expresién, como x siempre figura
a- la derecha del operador, podemos sacarlo factor comun y nos quedara

i B o
@)+ < (= 1) — (@) o) =
% "

83 a a a_
+ . a: 2 B j VR + f( e
9| (axz f(x) 50 f(x) Py f(x) Py ) T+

Como cada uno de los paréntesis representan las sucesivas derivadas
de f(x), vemos la equivalencia de esta expresién con la (12).

Asi pues las expresiones
) 0

@+ h)=c 0 f)e o

hD
f@+h=c °f@

son equivalentes numéricamente en el sentido de que ambas dan correcta-
mente el valor de f(z + h), pero no lo son operacionalmente pues si inten-
tamos multiplicar por la derecha ambos miembros de estas ecuaciones por
funciones arbitrarias de x, la primera darfa una igualdad mientras que el
resultado que se obtendria de la segunda seria falso.

De aqui podemos deducir la norma general a seguir con estas expre-
siones. Siempre que tengamos que realizar operaciones algebraicas con

: : o )
f(xz + h) manejaremos la primera expresién en que entra 5p 0 pero una
x

vez terminadas todas las manipulaciones algebraicas, si queremos hallar

Zoup : h D
el valor numérico del resultado, bastard suprimir e 8z y escribir e °
o

en lugar del e 2z que queda, interpretando D, como el operador derivada,
lo cual simplifica mucho la aplicacién del método que vamos a presentar.

Esta regla practica para calcular los valores numéricos puede probar-
se directamente. En efecto, como es facil de demostrar sencillamente des-
haciendo muchos de los pasos verificados més arriba

o
e iy s el
f@+h)=e 0z f(x)e 0o
=i ?i_ n _a_ —i. _a__ 705 [ ]
[(x) + i h [81‘ : [ax Tl [a.r , ](_x)]
N Vveces y

donde la notacién indica n conmutadores. Pero

[% [‘5; [% @] ] = D." {(=z)
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igualdad que es vélida sélo numéricamente pero no operacionalmente. Y
por consiguiente, para obtener el valor de f(x + h) es suficiente calcular-

i + 1) = @ + XD fla) =o' * f(@)

como queriamos probar.

APLICACIONES A LA MECANICA CLASICA

: L 2 ;
En el parrafo anterior hemos definido el operador g 7 Sus propie-

dades mdas importantes. De la misma manera definiriamos ahora los ope-

radores aiq y a—ap, cuando queramos estudiar sistemas mecanicos cuyo-:
i i

estado quede definido por el conjunto de variables candnicas conjugadas.

¢: y pi- Aunque la formulacién y consecuencias son aplicables a cuelquier

ntimero de coordenadas, con frecuencia prescindiremos del subindice “2

para simplicar los cdlculos y notaciones.

Si tenemos una funcién del grupo de variables candnicas conjugadas-
F(q;, p;, t), esta funcién dependerd, en general, explicitamente del tiem-
po, e implicitamente del tiempo a través de ¢; y p; que son funciones de
él. Supondremos que esta funcién F(q; (t), p; (t), {) pertenece al campo de

)

aplicacién de los operadores et o

q: op:
Si definimos el operador de Liouiville por
oH 2 oH @
0 = e e e e E
Z« (api 2q; 9q; 'api) )
teniendo en cuenta las ecuaciones de Hamilton
£ ey o
. o(; LS op;

la derivada total de F (q0), p(0), t) respecto al tiempo tomars la forma
operacional

dF (g0, pD), t)  F (qt), p(1), 1) ( _ OF(qd1), pd), )
dt = X T4\ X0)
., PP, p), t)) R (q), plo), t) ( oH  oF (qt), pi0), t)
: 2 pi(t) 7 ot ‘ * “=\3 () CREQ) =

8H  8F(q(t), pit), t) ) _OF(q®), p), t)

0 5 pD) ot el
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Supondremos en todo lo que sigue que la funcién F (qi(t), pi(t), t) no
depende explicitamente del tiempo; entonces

d F(qi(t), pt), t)
dt

luego el conmutador del operador de Licuiville con una funcién, que no
depende explicitamente del tiempo, es la derivada total de la funcién res-
pecto al tiempo.

Igualmente

= [Q, F(qt), pit), t)1 (14)

((1;14 % j—t(%) = [9; %] = [@, [9 F] |

y en general
_dnl,‘
dt"

= [Q .. [2 [2 F] | ]

n veces

Debe notarse que el conmutador [Q,F] no es otra cosa que el parénte-
sis de Poisson [H, F], , de la hamiltoniana del sistema con la funcién
dada.

A partir del valor F ( q(0), p(o) ) = F(qy, p,) de F en un instante ini-
cial ¢ = 0, podemos calcular el valor de esta funcién en un instante infi-
nitamente préximo, mediante el teorema de Taylor, para cuya aplicacién
debemos tener presente que, puesto que calculamos el valor de la funcién
F en un instante de tiempo préximo al inicial, de modo que dt —> 0, po-
demos despreciar infinitésimos de segundo orden y escribir el desarrollo
de Taylor en la forma

F (q (dt), p (dt)) = F (q (0), p (0)) +dt (@ F] =

=0

= (1+dtQF (q(0), p(0) (1 —dt @) = e®F (q(0), p (0))e ™ (15)

Anilogamente hallarfamos el valor de F en un instante infinitamente
proximo al que acabamos de calcular, es decir, al cabo de un lapso de tiem-
po dt después del anterior; o lo que es lo mismo, el valor de F' después de
transcurrir un tiempo 2 dt desde el momento inicial

F (q (2dt), p (1dt)) = e™*F (q (db), p (di))e**° (16)

de esta forma, por saltos, podremos calcular el valor de F en un tiempo
cualquiera, a partir del valor que tuviera en un instante inicial.

Si la hamiltoniana, H, fuese funcion explicita del tiempo, evidentemen-
te el @ que figura en (16) seria el operador Liouiville después de transcurrir
el tiempo dt, mientra que el que figura en (15) lo seria en el instante
dt =0, siendo por tanto diferentes. En cambio, si H no fuese funcién expli-
cita del tiempo, @, segin (13), tampoco lo seria. Ademds, de la propiedad
de invariancia del paréntesis de Poisson, respecto a la evolucién temporal

e
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que es una transformacién candnica, se deduce que @ es independiente del

tiempo. ;
oH : : .
Asi pues, si = 0 el operador @ que figura en (16) es el mismo que
que el de (15), por lo que la (16) podrd escribirse en la forma

r ((1 (Rdt), p (26“)) — (TR (q (0), p (0))8 —2dt ©

y si por sucesivos intervalos infinitesimales de tiempos alcanzamos un tiem-
po finito ¢, tendremos como expresién del valor de I en el tiempo ¢, si H no
depende explicitamente del tiempo, la siguiente

F(q@) = e *F (q(0),p0)e " (17)

El operador @ aplicado como indica la (17), da la evolucién temporal de
la funcién F (g, p) a partir de su valor en un intento inicial.

EL oPERADOR S (1)

Supongamos, como caso completamente general, que la hamiltoniana de
un sistema es funcién explicita del tiempo, H = H(q (1), p (©), 1).

Sea F una funcién del grupo candénico de variables conjugadas,
F = F(q@®,p @), que no depende explicitamente del tiempo.

El operador de Liouiville, serd en general funcién explicita del tiem-
po, @ =Q (q (@), p (1), t), por serlo H, y ademds por contener las
q (t) y p (t), tendrd, igual que F, respecto al tiempo dependencia dindmica.

Llamemos S(¢) al operador que genera la evolucién dindmica del sis-
tema. Entonces, podremos expresar, tanto la funcion F como el operador @

en el instante ¢ en funcién de sus valores, antes de la evolucién dindmica,
en la forma

F(q®), p(9)) = S F(qo, p) S™* (V) (18)
Q(q@®), p(®), t) = S(&) 2 (qu, po, ) ST (1) (19)

siendo g, y p, los valores de q(f) y p(t) en el instante inicial de la evolu-
cién, t = 0. El operador (g, p,, {) es el valor del operador < (g;, p, 0)
después de haber sufrido la evolucién cinemdtica. Por tanto, el operador
S(t) al aplicarlo al @ (qy, p,, t) lo tinico que hace es producirle la evolucion
dindmica, con lo que obtendremos la evolucién completa. Como la F no es
funcién explicita del tiempo, no tiene que sufrir la evolucién cinemética
previa.

Derivando la (18) con respecto al tiempo tenemos

dF(q), p®) dSE© 5 aS= (0 :
di = di F(QU: ]74)) S ([')+S(t> F<qu1)0 di N (‘0)

e
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teniendo en cuenta la identidad
SHS= @ =1

obtenemos al derivar respecto al tiempo

S S-1

= — ST+ S(t) (> =0
luego

ds “(t

SE @ ms 5s O SRS = 0
de donde
aSE@l s ( o
- S = S0

valor que sustituido en la (20), y llamando para abreviar

F(q@®, p(®)), = F®©, y, F(g, p) = F(0),

nos da
PO~ B0 b 50— 50 FO S0 S 570) =
a0 : Sl
= 22 Sy 50 F0) () — 50) FO) $70) = 57(0) =
as()

S d S
20 51 @r)—Fo—2 s u)-[ “ S0) F(t)J

que comparado con la (14), valida incluso para sistemas no conservativos,
conduce a

d S(t)
[ — 5O F(z)] [2 (9, F()]
0 sea
dsS(t
d() S () = ()

y sustituyendo el valor de @ (¢) dado por' la (19)

ds(t
d( D 5 () = SO (g po S O

luego

aS(t) 7 :
s S(?) 2 (qo; Pos ) (RD)

ST
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Si como caso particular suponemos que la hamiltoniana no depende
explicitamente del tiempo, @ tampoco depende, y la tltima ecuacién tiene
por solucién inmediata

S(t) = o

APLICACION A PERTURBACIONES

Supongamos que la hamiloniana de un sistema puede descomponerse
en dos partes
H = H, + H, (22)

donde tanto H, como H, dependen explicitamente del tiempo y que la ecua-
cién de la evolucién temporal engendrada por H, hamiltoniana no per-
turbada, ha sido resuelta exactamente, es decir, se han hallado los valo-
res ¢, (t), po () para el movimiento de un sistema cuya hamiltoniana es
H,, mediante las ecuaciones de Hamilton

oH, = o
0, 2 0

Admitamos que las condiciones iniciales para el movimiento no pertur-
bado coincidan con las del movimiento total. Este requerimiento se satis-
face sin mas que suponer que en el instante, { = 0, H = H,, es decir, la
perturbacién y por tanto la hamiltoniana perturbadora H, empieza a actuar
a partir de ¢t = 0.

La solucién del movimiento no perturbado la escribiremos operacional-
mente en la forma

F(qi(0), po)) = So(t) Flgo, po) So~* () (23)

Puesto que decimos que la hemos resuelto exactamente, esto equivale
a decir que conocemos el operador Sy(t), que naturalmente satisface a la
dSq(t)
dt
correspondiente a H,.
Si S(t) es el operador de la evolucién total, o sea el que engendra la
evolucién del sistema perturbado cuya hamiltoniana es H, la ecuacién de
la evolucién serd

4o() =

ecuacion = Sy(t) 2 (qo, po, 1), donde 2, es el operador de Liouville

F(q(0), p(®)) =S@®) F(qo, po) S7(t)=
= S(0) S (DS«(1) F(qo, po) Si7'(1) So(H)ST(8)
y teniendo en cuenta la (23) queda
F(@®) = S(8) S,7(t) F(q:(®), po(t)) S(t) S7(®) =
= SO F(q(), po(0)) Si7(2) R4

s =
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donde
Sl(t> = S(t) So_l(t)

Derivando respecto al tiempo esta expresién, tendremos:
dS@®)  dS@) | Lo ladiSi(E)

= S0 S0S50

=S(t) 2 (g0, Po, 1) S (&) — S(&) Si™* @) Su(®) % (o, Po, 1) So” ()=
=S(t) (2qo, Por ) — 2 (@0, Do D) S0 = Su(®) So(8) A (go, Poy ) S

donde @, (g, Po, 1) = 2 (qo, Por ) — 2 (qo, Po» ) y puesto que Sy(t) genera
la evolucién dindmica para el movimiento no perturbado
d 5,(t)
dt

Sty =

= Si(8) & (qo(0), po(D),t)

Integrando la ecuacién diferencial obtenida desde el instante inicial,
t = 0, hasta el instante en que nos interesa y teniendo presente
que S,(0) = 1, tendremos

&@=1+[Vwﬁm4%Mm@»q (25)
0

donde el subindice 1 en la ¢ lo hemos puesto Winicamente para evitar con-
fusién con el limite superior de la integral.

La (25) podemos resolverla por aproximaciones sucesivas en potencias
de Q, (qg(tl), po(ty), &) pues éste es pequenio y tendremos:

Aproximacién cero:
S ) = 1

Aproximacién uno: Sustituimos el valor de S, (f) de la aproximaci6n
cero en la (25) y tendremos

t ¢
S () =1 +f d6;S,(ir 9, (%(tl): Pa(ly), tl) =1 +f dt; @ (qo(t), Polt) t1)
0 0

Aproximacién dos: Sustituimos en la (25) el S,(f) de la aproximacién
uno y queda

i t
Sl(z(t) = 1 o= f dtlS(1<t) Q1 (q0(tl)7 pﬂ(tl): t]) = ] = [dtl Ql (qn(tl)v pﬂ(\tl)y ll) iz
0 J0
t £
Els f dt1f dity & (%(tz), Po(l), tz) Q (%(toy Po(te), t1)
0 0

S
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y para la enésima aproximacién, andlogamente tendriamos:

i
560 =1+ [dn 0, (a0 pe 1) + ..
0

=3 Y‘ tn—1 :
et / dt, ﬁ i) ﬂ dt, @ (qo(t), Palta)s ) .- @ (lt), Pty 1) (26)
J0

formula que nos permite calcular el operador S,(¢) hasta el orden de apro-
ximacién que deseemos.

Calculado S,() Gnicamente nos resta aplicarlo en la forma indicada en
la (%4) a la funcién calculada previamente para el movimiento no pertur-
bado F(q,(t), ps(t)) y obtendremos la funcién buscada F (q(®), p(t)).

Al aplicar el operador 2, (qu(tn), po(ty), t,) a la funcién F (qu(D), po(®))
9 qu(%)

2 o tn)
de una funcién respecto a la misma funcién en otro instante de tiempo.

Para resolver este problema escribiremos las soluciones del movimiento

no perturbado como funcién de las condiciones iniciales en el instante
= ()¢

nos encontramos con expresiones del tipo

o sea derivadas

‘_Io(t) = %(q‘h Pos t) po(t> = Pu(%, Pos t)

de las que podemos calcular q(t,) y po(t,). Podremos ahora expre-
sar qy(t) y po(t) en funcién de los nuevos valores iniciales q:(t) Yy po(t,) en
el instante ¢ = ¢, del siguiente modo:

90() = ¢(qo(ta), polt), t —t,)
Po(t) = Po(qo(tn), po(tn)’ )= tn)
que nos permiten el cdlculo deseado.
Consideremos, por ejemplo, como movimiento no perturbado el corres-
2 k 2
el :
2 m 2
Segin sabemos las soluciones que obtendremos para qi(t) y po(t) serdn

pondiente a un oscilador arménico cuya hamiltoniana es H, =

qu(t) = q, cos wt + sen wyt
'Log
Po(t) = — m@gyw, sen wit + P, Cos Wyt
k
donde w;* = T De estas expresiones obtenemos
Po(ty)
t) = t,) cos w, (t — t,) + sen w, (t — ¢,
9D = aft) cos w, (t— 1) + — o (t— 1)
Po(t) = — mq, (1,) w, sen w, (t — t,) + p, (t,) cos w, (t — t,)

e

- VT L5
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| 'j luego
2 qu(?) : 3 pa(t) ,
' ————— = cos e e B
i 5 (L) cos w; ( ) 5 4oL mw, sen w, (¢ )
' 0 qut 1 3 pu(t
1) = sen wy(t — t,) ~p—0() = cos wy(t — t,)
3 po(ty) MW, 0 pu(t,)
Con todo lo expuesto anteriormente, el problema del estudio de un mo-

te, dar una interpretacién grafica del procedimiento seguido. Para ello,
tomaremos unos ejes coordenados en los que se representa el tiempo em
abeisas y en ordenadas los valores de la funcién F( ¢(t), p(0)).

@ vimiento perturbado queda completamente resuelto. Es 1til, no obstan-

F(q(t), p(t)

Eattoipltl— Ho
F(GIo("O: Po(tim ________

Fo)

i
I
i
t

0]

Fic. 1

En el instante inicial ¢ = 0, la funcién es F(0). Si a esta funcién le
aplico la hamiltoniana no perturbada H,, el sistema evolucionard siguien-
do la linea de evolucién a. En un instante determinado ¢, la funcién tiene
el valor F(qy(t), p(t)), correspondiente al movimiento no perturbado.

Si desde el instante inicial ¢ = 0 hubiese aplicado la hamiltoniana to-
tal o perturbada H, el sistema hubiese evolucionado segin una linea b, y
en el instante ¢, tendria el valor F(q(t,), p(#)), correspondiente al movi-
miento perturbado.

Ahora bien, hemos resuelto el movimiento no perturbado, o lo que
es lo mismo, conocemos la linea a, pero no la b. Entonces, el método de
perturbaciones nos indica el salto que debemos dar para pasar de
F(q,(t), ps(t)) a F(q(t), p(t)) con lo que conoceremos el valor de todos los
puntos de b, a partir de los de @, en definitiva, el movimiento total.

- T T = A e s W=

g
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Erempro 1

Sea un punto material de masa m con unas ligaduras tales que sélo
le permiten el movimiento en una direccién, y sometido a una fuerza pro-
porcional a su distancia a un punto fijo (oscilador lineal arménico).

La funcién hamiltoniana para este sistema es

g

2m Z

2

donde ¢ es la distancia de la particula al punto o centro de atraccion,
p = mq su momento conjugado y k la constante de proporcionalidad en-
tre la fuerza y la distancia.

Para hallar las ecuaciones del movimiento de la particula por el mé-
todo de perturbaciones expuesto, supondremos que la perturbacién con-
siste en la introduccién de la fuerza atractiva. Por tanto el movimiento no
perturbado serd el de una particula libre, cuya hamiltoniana sabemos
tiene por expresion
2

p

2m

o, =

donde p es, como antes, el momento conjugado de ¢, ligados por la rela-
cién p = mq.
‘De las ecuaciones de Hamilton, obtenemos para este movimiento no
perturbado, las soluciones .
o) = P
Po
y=—1+
q(t) = 9o
donde ¢, y p, son los valores de ¢ y p en el instante inicial, =0.
Si realizamos una traslacion del origen de tiempos desde ¢=0 hasta
t=t,, las ecuaciones del movimiento no perturbado podrén escribirse en

funcién de las nuevas condiciones iniciales q(t) y p(t) de la siguiente
forma

Po(l) = Po(tﬁ = Do
Polls)

m

([0(0 = (G ll) + €[0<t1>

luego
af]o(”) t—1
p(ty) - m

k . ;
Llamando w® = = tendremos para la hamiltoniana perturbadora

2
H =H—H ="-—¢

~

g
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que puesta en funcién de las soluciones del movimiento no perturbado, en
el instante ¢, dard la expresién

Hl(qﬂ(tl)l po(t)) = méwz Qo (&)

El operador de Liouville correspondiente sera

(et , o {Z%aw)
Opy(ts) dq(ty  agy(t) Bpy(ty)

m w? ( b t, + ) 4
=.— w“ _— —_—
m D

Por tanto el operador de evolucién en la imagen de interaccién, en
primer orden de perturbacién, serd:

[l
Sl(l (ﬂ — 1 —m w [d 4 (qo L & 1'1)
J 0 m

Q (qﬂ(tl)lpﬂ(tl)ltl) =

%)
Opa(ty)

operador que aplicado a las soluciones del movimiento no perturbado per-
miten obtener las soluciones del movimiento total, en primera aproxima-
«€ién

Q') = SO 4.0 870 = 90— [ ay (g L2 ) SO

m opy(ty) 3
t2 w2p0 t3 w‘lti po ‘wat:"
= qy(1) — wq, ? S 31 = q"(l Lo ) i maw (wt = )

Para la perturbacién de segundo orden el operador de evolucién toma
la forma

t t tl. :
Sy = 1+ [ Q,(t)dt, + f i, f at, 0,(t) 2,(t)
J0 0 0

y al aplicarlo sobre qy(t),puesto que ya hemos obtenido el resultado de
aplicar los dos primeros sumandos, nos limitaremos a aplicar el wltimo,
resultando

—1; |
. "d ) { — mw® qy(t) -Fl }
—maw® | dt t, qots =
[ [t a0 o
t t 414 445
: Do ) Qe s T
— =Lln X Sk
w]; tlﬁ = (q°+ B0 e

== 87 =
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.. Luego el valor de la coordenada en la ‘perturbacién de segundo ordem
Serd:

: ( Wit it Po WG W
) = = + + — +
410 = 21 41 ) mw 31 5l
Como vemos, cada nueva perturbacién nos da un término del desarro--
llo en serie del seno y coseno de wt, luego efectuantuando infinitas pertur--
baciones llegaremos a

q(t) = g, cos wit+ sen wt

mw
que es la solucién completa de la ecuacién de la evolucién de la coorde-
nada para el oscilador lineal armonico.
. El valor del momento conjugado p(t) podiamos obtenerlo de una forma:
andloga, o teniendo en cuenta la relacién p = mg

p(t) = — m ¢, w sen wi +p, cos wi

Ejempro 11

Sea el oscilador lineal armonico del ejemplo anterior al que se le apli-
ca una fuerza periodica en el tiempo y en la direccién del movimiento
[ =Kk seny &

La funcién hamiltoniana para este sistema, oscilador lineal armdnico-
perturbado en el tiempo es

2 ATy
P kq :
= = 0 Scir
Pty = 2 q h

donde el momento conjugado de la coordenada g viene dado por p = mg.

Para resolver este problema por el método de perturbaciones, supon-
gamos que el movimiento no perturbado es el del oscilador arménico, cuya:
hamiltoniana y ecuaciones del movimiento segin hemos visto en el ejem-
plo I son

2 ’C 2
e Lo
Am 2
qo(t) = ¢, oS Wyt + sen w,t
W,
Po(t) = — mqy w, sen w,l+p, Cos w,t
. k 5 Ty
donde w,* = — - Llamando w® = nos queda para hamiltoniana per-
m m
turbadora
H =H—H, = — mw* qsen yt

=iigy s

N
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A%y

hamiltoniana que depende explicitamente de tiempo, El operador de:Lioui-
ville correspondiente serd

o[— mw® q,(t,) sen v t,] )
0 po(ty) 0 polty)
o[— maw® qy(t,) sen vy t] ) : AR O
— = mw? sen yt; =—=r
0 polty)

3 quty) 9 po(ty)

y el operador de evolucién en primer orden de la perturbacién:

Ql(qo(tx): pD(t1>7 'tl) 7

t o)
SC(@) = l+f dt, mw® sen v t, ————
; 0 - e ) po(tl)

Al aplicar SU(t) sobre la q,(t) del movimiento no perturbado, nos dard
e primera aproximacion.

Wi [ / i
q“(®) = qq f sen vy t, sen w, (t — &) dt; =
u"U 0 PR :
Ps w’ y w?
= (o COS Wel+——— 8en Wt — ————— SeN Wt+—— sen y i
A, wy (we—°) , We—" T
puesto que
- : j Po(t) e
qs(t) = qo(ty) cos w; (t — t1)+n—~ sen w, (t — t)
LW, ‘

La segunda y siguientes perturbaciones son nulas, por lo que la solu-
cion encontrada para la ¢ (f) en primer orden de la perturbacién serd la
ecuacion de la evolucién completa para la coordenada de posicién.

Andlogamente podemos calcular la ecuacién de la evolucién para el
momento conjugado, o bien a partir de la identidad p = mg
ma®

p(H)=—mq, Wy sen w,t + Py COS Wol — S COSWIL Eos
LUO At ’u)U e

Jmaw’ y
5 COS v ¢

EiemprLo 11T

Supongamos que al oscilador lineal armoénico perturbado en el tiempo
del ejemplo II, le aplicamos una fuerza complementaria =% k" sen vy ¢ o
o sea, la fuerza f sufre una alteracion debida a que el coeﬁcmnte k" ha su-
frido un incremento 3 k.

La hamiltoniana de este sistema serd

2 2

p kq

+ —_—
2 m 2

— (K + 3 FK)qgsenyt
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Antes de sufrir la alteracion, es decir en el movimiento que considera-
mos como no perturbado, la hamiltoniana tenia por expresién

e kq'l
H, = ‘)Pm S8 el giseT

funcién que dependen explicitamente del tiempo y cuyas ecuaciones del
movimiento hemos visto son

wy w”
qo(t) = g, cos wyt + SO Wills = s = SENUD Ut BT L
m w, wy(w, — Y% Wy — Y
: m wy
Po(t) = — Mmgyw, sen wyl + P, COS Wyl — ————— €OS Wyl +
(Bl == ¢
m wy
i e COS oyl

Woe—il

7

Como hemos definido w* = ’I—II,_’ tendremos 8k’ = 2 m w & w, luego la
hamiltoniana perturbadora tendrd la forma
H=H—H =—2muw?dwqseny!
dependiente explicitamente del tiempo. El operador de Liouiville serd

O [—2mwd w qt) sen v 4] o

Q‘l (qo(tl)v po([‘l)v ll) =

o Po(['l) 2 Po(tl)
o0 [—Rm w3 w qly) sen y ] ) 5 s : o
o = 2mw w Sen C ey
3 qo(ty) 3 poty) 553 Polth)
por tanto
Sty = 1 2 ) f ldt t 2
Cl)y=1+<2mwow dERSel il e
e S " 3 po(ty)

de donde obtenemos

& 1
by — ty + 2m w d w | sen y ¢
a0 = ) oo [fseny i

sen w, (t — ty) di; =

o
¥
= o COS Wyt + sen wyt — (W*+2 w & w) ———— sen wyt +
0 wy (we—y)
+ (w® + 2 wd w) 5 sen y 0

w — ¥
que es la solucién completa para la coordenada de posicién por anularse
las sucesivas perturbaciones. Para el momento conjugado, andlogamente
tendremos

. m y
p(l) = — mqyw, sen w,l + p, cos wyl — (W* + 2 w d w) ———, €S Wyl +
Wi —s

0 i
= gl
+ (w* + 2w & w)y——, cos y I
wy — ¥

(I

=g ==
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ESTUDIO DINAMICO DEL PLASMA TERMONUCLEAR

GapiTruro II

TEORIA DE ORBITAS EN PRIMER ORDEN

El estudio de la dindmica del plasma termonuclear suele hacerse [4]
bien por procedimientos estadisticos, bien por el estudio de la dindmica
de las particulas individuales.

En el método estadistico, mediante aplicaciéon de la ecuacién de Boltz-
man, se llega a obtener la funcién de distribucién en el espacio de las fa-
ses. No obstante, este procedimiento sélo es apropiado si las fluctuaciones
de la funcién de distribucién son mucho menores que la propia funcién
tanto en el espacio de velocidades como en el de configuracién. Es decir,
la ecuacién de Boltzman no es aplicable ni a regiones del espacio de ve-
locidades en las que la velocidad media es varias veces la velocidad media
térmica, ni a regiones del espacio con configuracién demasiado pequefias.
Este procedimiento serd valioso en el caso de plasmas densos, donde el ni-
mero de colisiones sea lo suficientemente grande para mantener la distri-
bucién de velocidades proxima a la distribucién de equilibrio.

Sin embargo, si la densidad de particulas y el nimero de choques son
pequenos y los campos fuertes, serd mucho mds conveniente emplear el
segundo método, o sea, el estudio del movimiento del as particulas indi-
viduales [5] que es lo que vamos a realizar.

Ecuaciones bE MAXWELL Y DE MAGNETISMO

Recordemos algunas ecuaciones que vamos a utilizar. Usaremos el sis-
tema de unidades de Gauss, o sea, mientras no se advierta lo contrario,
unidades electrostdticas (u. e. e.) para las magnitudes eléctricas y unida-
des electromagnéticas (u. e. m.) para las magnéticas.

Las ecuaciones del campo electromagnético en el vacio (g,=1 ,, p=1) son:

Vel = e
= 1 3B
VXE=— H-2
= G Oal L)
VaBE—=0 (I1-3)
= == = 9F
VxB=4x] + ? (11-4)
= g

SoSgERa
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donde E es la intesidad del campo eléctrico en u.e.e. (1 uee = 300 vol/cm),
B es la induccién magnética en gauss, o es la densidad de carga en u.e.e.,
J la densidad de corriente en u.e.m. y c la velocidad de la luz en unida-
des c.g.s.

Multiplicando escalarmente los dos miembros de la (II-4) por V y susti-
tuyendo el valor de V.E de la (II-1), tendremos

= - QE i
v.(,va)=4nv.1+~1—v.3=4ﬁv.1
C
: Ppad = — A3
el 0o p gy Bt
¢ ot ¢ ot
luego
V. — = 1I-
Jiet o 0 (1I-5)

que es la ecuacién de la conservacién de las cargas, que como la hemos
deducido de (II-1) y (II-4) no es independiente.
Consideremos también la ecuacion que da la fuerza ejercitada por un

campo electromagnético sobre una particula de carga e y velocidad v:

ey

de la que obtendremos la hamiltoniana de la particula.

Anadiendo a estas ecuaciones, las de definicién de o y J

Ne v

@ = Wz J=
C
donde N es el ntmero de particulas por cm?® deducimos inmediatamente
de la (II-5) que se conserva el numero de particulas.
Sabemos que si una corriente de intensidad I recorre un pequeiio cir-
cuito cerrado de drea A, equivale a un dipolo magnético de momento:

w=mnlA
donde 7 es el vector unidad, normal a la superficie que encierra el circui-

to y cuyo sentido viene ligado al de I por la regla del sacacorchos.

Ordinariamente los materiales magnéticos se comportan como si estu-
vieran formados por muchos dipolos magnéticos siempre que consideremos
un volumen finito. El momento magnético total serda la suma vectorial de
ellos, y si consideramos la unidad de volumen, el momento magnético por
unidad de volumen, también llamado magnetizacién e imantacién, serd:

j_[ — EN;’ITL,»IL-AI-

=
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ESTUDIO DINAMICO DEL PLASMA TERMONUCLEAR

siendo N; el nimero de dipolos por cm® y n;, I, A, sus magnitudes indi-
viduales caracteristicas.

Si un trozo de material magnético se coloca en un campo magnético
exterior, los dipolos tienden a orientarse constribuyendo a la intensidad
del campo. Esta contribucién la obtendremos mads facilmente calculando
en primer lugar la corriente producida por la distribucién de estos pe-
(queiios circuitos.

Consideremos una superficie de area S, limitada por una curva cerra-
da ¢, como indica la fig. 2. Vamos a calcular la intensidad de corriente
que atraviesa esta superficie, como consecuencia de la que recorre los cir-
wcuitos. Es natural que los circuitos tal como el 2, producen un efecto nulo

dl

Cc

Fic. 2

e corriente, pues la corriente que circula por ellos atraviesa la superficie
dos veces y en sentido contrario. Solamente aquellos circuitos que ro-
dean la curva ¢, como los 1 y 3 contribuyen a formar la intensidad total
que atraviesa la superficie.

El nimero promedio de circuitos del tipo ¢ que rodean al elemento di-

ferencial de longitud, dl, de ¢, serd: N; 4; dl . n, y siendo I, la corriente
aportada por cada uno, la corriente total que atravesara-la superficie S
‘Serd:

i

pis [ZIiNiAij.?Lizfﬂ.ﬂ:f(Vxﬂ).% (11-6)

habiendo aplicado el teorema de Stokes y siendo ds el vector diferencial
«le drea.

Si definimos la densidad de corriente media, TEe por:

Is:fI,,.cTs

<omparandola con la (II-6) resulta:

fimﬁs'zf(v.zv—[).%

=
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y puesto que la superficie S se ha elegido de una forma completamente ar-
bitraria, queda:

7. — V<M ' (IL-7)

Esta es pues la densidad media de corriente asociada con la magnetiza-
cién ; si los circuitos considerados los suprimimos y los reemplazamos por
esta densidad de corriente media, la induccion magnética permanecera
inalterable.

La ecuacién (II-7) es la base de partida para el tratamiento cldsico de

los medios magnéticos. Dividamos la corriente total en dos partes: la J,,

éuya interpretacién acabamos de ver y la J, de los circuitos externos. Po-
niéndolo de manifiesto en la cuarta ecuacién de Maxwell (II-4) y teniendo:
en cuenta la (II-7), obtenemos:

= = LD e ok
VxB=4xJ, +4xn)J,+ ——=4aVxM+4xJ, + — b
CE ol G ol
y si definimos una magnitud H por:
H=B—4xM (IL-8)
tomara la forma
— = oF
Vxll = 4T - — =
C (¢

La ecuacién V.B = 0 y la expresién de la fuerza de Lorentz son, de
suyo, inmutables. Puesto que es B y no H, la que aparece en la féormula de

Lorentz, H no puede medirse directamente, y es por tanto una cantidad
puramente matemadtica.

Fisicamente la magnetizacién M es funcién de B y la (II-8) define H en
funcién de B. En algunos casos esta relacién funcional puede escribirse

aproximadamente por la simple relacién lineal, H = — B, donde p es
: &
una constante para cada medio.

Si M es paralelo a B (paramagnetismo) que es el caso de los dipolos
magnéticos permanentes (en ellos el momento magnético estd asociado
con el giro del electrén), entonces p. > 1. La alineacién de los dipolos la
dificulta la agitacién térmica; la teorfa de Langevin del paramagnetismo
contrapone la agitacién térmica a la fueza ejercida por el campo para
alinear los dipolos. A la temperatura ambiente y con campos ordinarios
la alineacién es pequefia y p.— 1 ~~ 10~° para materia condensada. En los
materiales ferromagnéticos la alineacién es mucho mayor y p llega a va-
ler varias decenas de millar.

Cuando M es antiparalelo a B (diamagnetismo), u < 1; esto sucede
en los dtomos con capas electrénicas completas o casi completas, en los

88
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que existe uniformidad en la distribucién de las érbitas electrénicas, sien-
do nulo, por tanto, su momento magnético total y en cambio aparece un
momento magnético (igual que en las sustancias paramagnéticas, aunque
en éstas quede velado por el momento magnético orbital resultante) de-

bido a la induccién de sentido contrario a B. Sin embargo, el ejemplo mds
interesante para nosotros es el de una particula cargada libre en un cam-
po magnético, cuyo estudio vamos a realizar.

MOVIMIENTO DE UNA PARTICULA CARGADA EN CAMPOS ELECTROMAGNETICOS

Estudiamos el movimiento no relativista de una particula de carga e

y masa m en un campo magnético, cuya induccién B serd, en general,
funcién del tiempo y de las coordenadas, y al que pueden superponerse,
otros campos de fuerzas tales como eléctricos, gravitatorios, ete.

Usaremos el método de perturbaciones para la Mecdnica Cldsica, de-
sarrollado por Garrido [2] y generalizado por nosotros en el capitulo pri-
mero, limitdndonos a la teorfa de drbitas en primer orden [6] si bien la
extensién a otro orden cualquiera, se puede realizar sin aparente difi-
cultad.

Como supondremos que las variaciones de los campos van a ser pe-
quenas durante un periodo de Larmor, causardn una pequeila perturba-
cién en la velocidad angular y radio de giro durante una rotacién. Es
pues, conveniente estudiar el movimiento del centro de giro, o centro
guia, llamado deriva. Tal deriva nos indicard el movimiento prome-.
dio de las cargas que en el caso de que sea dependiente del signo de la
carga, originard una densidad de corriente.

Como suponemos el plasma de poca densidad, las iteracciones entre
las particulas serdan despreciables frente a las acciones de los campos exte-
riores, por lo cual estudiaremos el movimiento de una particula aislada y
el efecto mocroscopico serd la suma de los efectos sobre cada particula in-
dividual.

Para simplificar el problema general, estudiaremos por separado las di-
ferentes causas que originan el movimiento de la particula en campos cua-
lesquiera. Primeramente supondremos un campo magnético uniforme en
el espacio, variable o no con el tiempo, al que se le superponen otros cam-
pos de fuerzas. En segundo lugar veremos el efecto producido por un cam-
po cuya induccién es funcién de las coordenadas.

CAMPO ELECTRICO CONSTANTE

Como introduccién y por ser el caso mas sencillo, vamos a estudiar el
movimiento de una particula en un campo eléctrico constante y uniforme.
Por comodidad, elijamos unos ejes coordenados de tal modo que el vector

E tenga la direccién del eje Z. Supongamos que en el momento inicial,

= Sggie—
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t = 0, la particula se encuentre en el punto x,, ¥, %, con una velocidad v,
cuyas componentes SOD U, Vy V..

W

Fic. 3

La energia cinética de la particula es:

1
= =0y X

& i

y la potencial:

I«':-fF.Iez_eE:

luego la Lagrangiana serd:

e — == =y > e SN

1
y los momentos conjugados:

2 :
z = Mmx;
p 7 x

Por tanto la Hamiltoniana tendrd la forma :

1
H = 2—eFE z
2m Eipzi
Para resolver el problema por el método de perturbaciones supondremos
que en un principio, movimiento no perturbador, no actia el campo eléc-

RO
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trico, por tanto la particula se mueve libremente. Al ser E = 0, la Hamil-
toniana no perturbada serd:

il = 2pe

om i

de la que, por aplicacién de las ecuaciones canénicas, obtenemos facilmen-
te las ecuaciones del movimiento no perturbado:

(P () = 0 Pzq (8) =Day
: oH" 2
P=ig Ois i A, Py H=0 P, (t) =Py,
~ﬁzo (t) 7 0 p-’-’o (t) zpzu
: P P
Tllise e © o x"(t)-mH"““,
e . o
2 ap,, | (&) = e Yo () = el O
. . Py
Ui e

A este movimiento no perturbado le afiadimos el campo eléctrico, luego la
Hamiltoniana perturbadora serd:

H=H—H =—¢Ez
pudiendo ya calcular el operador,
2
o = F
L ap., (t)

y obtener la solucién completa o aproximada hasta el orden deseado.
Perturbacién de primer orden: Calculemos el operador de evolucién
en primer orden: '

¢ o £ )
So= 1w | dfileln—— =
@ f 0 f )

y aplicdndolo sucesivamente a cada coordenada o momento, del movi-
miento no perturbado, obtenemos las ecuaciones del movimiento en esta
primera aproximacién para la perturbacion:

= —0+5®)| Pa

’ m = =
)=z + e E odt TR =

t+x,

=g
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: Pue(®)
O (E S0 YD) P
yO=y()+ e E Odt’ N0 = %® = —— 1+,
: [ pzo(tl)
o0 | ———(t—t)+z(t)
. : i Erndeleilnlfmn vl
Z(t)=z(t)+ e E ] dt 39 (©) = z(t) + mv/{;(t—t)dl =
ik 1 eE
= Gy Ar =~ t + 5 Wt
t
[Pz (1]
P= () = pay (1) + e E O dt T Py () = ey
t
3Pz, (8)]
1) = t E e A
pII ( ) p?lu ( ) + € : dt a p:o(_t/) puo (t> pﬂo
¢ 9[p, (1)) -t
D) = p.,()+eE | dt———— =p. )+eE | d' = p,+eE ¢
Pt) = p-y () o Y jo P

0

Los términos hallados en primer orden de la perturbacién no dependen
de p.,, luego las perturbaciones de segundo orden y sucesivas son cero
para todas las coordenadas y momentos; por tanto, la solucién encontra-
da en primer orden de la perturbacién corresponde a la solucién exacta
del problema propuesto, como es bien conocido.

Una particula cargada en un campo eléctrico constante, describird una
trayectoria parabélica. En un plasma producird una separacién de car-
gas por depender el sentido de la fuerza del signo de la carga; dard ori-
gen pues, a una densidad de corriente creciente con el tiempo.

CAMPO MARNETICO CONSTANTE

Supongamos un campo magnético uniforme, constante y cuya direc-
ci6n coincide con el eje Z:

B="LB
La Legrangiana de una particula en este campo es:
mq;’ (i e
L=2>) S g
i < (€
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donde 4 es el potencial vector, que teniendo en cuenta la identidad,

rot A = B, obtenemos, en este caso, como una solucién :

A=_—3iB Yy
Z
BA
Y
X
Fic. 4
y si hacemos
eB
= b
m c

obtenemos los momentos conjugados,
Pz = Mx — MWY
Py = My
p. = Mz
La hamiltoniana del sistema, serd pues:

1
2m

i
[t

1 5
= — + G “
H 5 (ps + mwyy + o

Aplicaremos el método de perturbaciones, suponiendo que la perturba-
cién consiste en la introduccién del campo magnético. La Hamiltoniana no
perturbada por tanto es:

1 1
== = e
2m [ 2m Py 2m P-

cuyas soluciones, segin hemos visto en el apartado anterior son:
D=y

m

Xy (f) = =t Ly ng(..{) = pzﬁ
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Py,

'on @ = L+ 1y, Py (O = py,

Pz

%o (t) 5 ¢+ Zy pzo (t) == pzo

La Hamiltoniana perturbadora serd:

mmZ y2

H =op.y +

( Py ) ) [ (pyu )] 0
vy, ) 7 e g Z L/ A
&) = w m L o, (t) e m = Oy, (1)

Para la perturhacmn de prlmel orden el operador de evolucién vendra

dado por:
t y
pUn a
¢ = ‘ dt/ ( ! ) A (1
Sit) = 1+w ﬁ B e 3z, ()

t ;
Pyo o
st [w = T maw? ( 4 )]
ﬁ p 0 m t +y0 apyu(t')

con el cual obtenemos para las coordenadas del movimiento perturbado, en
este primer orden, las expresiones:

L [Py Py
x(t) = () +w | dt’
JO m

w py, t*
—+w yn) £+

m 2|

l"l‘yo) = 370-!- (

bt t
Y = gt = ) di—wt y, f (t—t) dt’ =

l‘,-; 1 . ( p"—‘o : ) ( Pz, ) ( W 2 ) Puy ( wh ta)
ek - sy e
= mw T Y o 2] 2 mw \zaf

mao 3!

Pz
z(t) = 2 () = 5 +

t

En la perturbacién de segundo orden, tendremos para las distintas coor-
denadas:

b A
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Para la z(t):

Py, (¥) (Y ]

s D ! a[w Yo ()Gl S o
=) dt’ | W Pay + MW"\ —— 4y, - =

 uy ()

t { ) , 0% t
e Py () w? [ P=
e G lu;f ) +7hw?( o )_-_ Ry s ) 2| dtt —
./0 Pay m P m 2 o\ 0

wh t W S o 2
e e el 2 ’ i ” Ay 2 =t
21 Pyt j; v dt D pﬂ"uj t* di om Pynj 2 dit =

0 0
( 0% ) £ WEp Rl
= —w F W e
m I 31 m 4!
luego
Py Py, ( W WH ) ( Pz, )( W )
Gl(ih)) = Ay = — 1 — S i + 9, J\wt. —
® : mw mw 21 4! ma : 3!

Para la y (7):

*T pl’l)
—jo [wpg, +mw? s U4y )
[ Py (T W Py (E Y0 (=x ]

(t—ty — (t—t) — wiyy(t)
Y

3lm 2
apl/u (t,)

2 apnd t
Tl )w4 ft Py W f 3 S
— ES —t) dt' + HEE t(t—t> die=
(mw YoJ g1 Jo (G m 3! JO

Pay WA S DN
(e

ty, | ——+
4]  mw 5!

Q)

2m

A
maw

Pay Pay Wit Wi
y( ) Yo muw Yo mw Yo 1 21 41

Py ( W W3S )
Wk

luego

31 51

Para la z(1):
Pz

A= ¢

——gnE=—
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Tanto para la xz(f) como para la y(¢), pueden calcularse las sucesivas per-
turbaciones viéndose que cada nueva perturbacién anade un nuevo tér-
mino del desarrollo del seno y del coseno de wt, mientras que para la z(t)
todas las sucesivas perturbaciones son nulas, luego la solucién completa

7

sSera:

on pvu 1)%
L) = a7y = cos wt + +y, ) sen wt
mw  mw naw
pIJ p"‘.u pl/u
iy = — ots +1, ) cos wt + sen wt
mw maw mw
Pz
() = 3 t
O-—a

Por el mismo procedimiento obtenemos para los momentos conjugados:
pT = ])TIJ

Py = Py, €08 WL — (p,, + Mw Yy,) sen wl

Ve =
La trayectoria es pues una hélice, o sea una circunferencia de plano normal
. . V) mc . .
al campo, radio r = — = B v, (radio de Larmor), descrita con la fre-
w (4

: eB g :
cuencia w = — (fecuencia de Larmor) y cuyo centro se mueve en la direc-
mce
cién del campo con la velocidad constante z,.
La particula en su rotacién es equivalente a una corriente de intensidad

e w 1 B

i A Gl

a2 2t mc’

luego el médulo del momento magnético serd:

o oy S
ter e s

donde W, es la energia cinética asociada con la componente de la velocidad
perpendicular al campo.

El signo de la carga no influye en el de la intensidad, pues si la carga es
positiva (fig. 5a) gira en sentido contrario al de las agujas de un reloj, y
éste serd el sentido de la corriente, y si es negativa (fig. bb) gira en el sen-

tido de las agujas de un reloj, por tanto el sentido de la corriente serd el
opuesto. ’

El campo magnético producido por una particula cargada en un campo

magnético exterior, serq igual al de un dipolo magnético de momento p.

—0G

A

e

SR B
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antiparalelo a B. Vemos pues, que una carga moviéndose en un campo mag-
nético se comporta como una substancia diamagnética, siendo este resultado

independiente de la carga.

Fic. 5

Si suponemos que hay N particulas por unidad de volumen, la magneti-
zacién serd:
T NW, . -
= -

Este resultado conduce a una relacién algo extrafia entre B y H si I se
-define por la (II-8). No obstante, en este trabajo no emplearemos la canti-

dad H, pero la densidad de corriente J,, la usaremos explicitamente tenien-

‘do en cuenta que J, = V x M, pues aparecen otras corrientes diferentes en

un plasma de particulas libres.
Estas otras corrientes aparecen como consecuencia del movimiento del

centro gufa. La corriente antes indicada J,, aparece siempre que el antedi-
cho centro se considere fijo; de hecho, nosotros hemos supuesto que se man-
tenfa inma6vil.

Vamos a estudiar varias causas que originan estas corrientes adicionales.

‘SUPEPOSICIGN DE UN CAMPO ELEGTRICO CONSTANTE 3 £ \Eatesy

Hemos visto que una particula sometida a la accién de un campo mag-
nético uniforme y constante describe una hélice a lo largo de una linea de
fuerza. El centro gufa se mueve a lo largo de una linea de fuerza con la ve-
locidad constante v,.

— g
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Si a este campo B, le superponemos un campo eléctrico E y elegimos los
ejes coordenados de modo que E sea perpendicular al eje Y (fig. 6), el poten-
cial eléctrico, teniendo en cuenta la identidad E=— grad @, serd:

®=—E x—E,z

Donde E E,, representan las componentes de E en la direccién normal
1y Ly P P
y paralela a la induccién magnética B, respectivamente.

Z

Fic. 6

Con esta expresién para el potencial eléctrico, la hamiltoniana de la par-
ticula sera:

Si suponemos que la perturbacién es la introduccién del campo eléetri-
co, la Hamiltoniana perturbadora seré:

H =H—H =—¢eE, x—eE, 3

y las ecuaciones del movimiento no perturbado serdn las (II-9). Ahora, po-
demos calcular las sucesivas perturbaciones, a partir del operador

)
Q'(t'):eElap——.{_ 0

@

BRI CHSAT P ES IR SE e e 3 e

e i b NS A el o o R
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Primera perturbacién

0

Py, &) p,, (@)

5
¢ t)+ s w (t—t/
| %o () — e COS 0 (t—t)+

[ P, @) ]
i3 + 1y, () | sen w(t—t")

mw

z () =2, (t) + e E, ‘/.tdt’ =

; op. (&)
e B g e B e B
= a:o(t)+m—wlf sen w(t—t) dt" = x,(t)+ mwi = w: cos wt =
0

Py, el ( Py, eEl) ( D, )
4 = 4 cos wt + +1, | sen wt

= xu—f- = ;
mw muw mw mw e
a{P% (&) [pxo ) ] . Py, (1)
+ (e A
mw maw +4u(t) |cos w(t—t) SmECll w(t—t’)

t
y(t)=y,(t)+e E at’ — =
y(O)=y,(t) Lfo .. @)

, eE, 1t e & e E e E
= y(O)+ lf dt/ +——— fcos w(t—t') dt’' =y (t)+—— t+—— sen wt =
0

mw mw 0 mw mw

P, ( Pz, ( Py, ek eE,
= mw - mw +yu e mw S mw? SenL Wigk maw ;
. { p-, ) )}
zo(t)+ (=
m ek, [t
(1) = z(D)+e Ey f dt’ = z(t)+ / (t—t) di’=
0 .- %, (© m |,
-, I @y
= Z+ A i
m 2 m

Las sucesivas perturbaciones son todas nulas, luego las ecuaciones ob-
tenidas corresponden exactamente a las del movimiento de la particula. Asi
pues, la trayectoria es una hélice cuyo paso de rosca aumenta con el tiem-
po y cuyo centro de giro se desplaza con la velocidad constante 7z que lla-
maremos velocidad de deriva, cuya expresién es:

=c (I1-10)
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La férmula (II-10) es vélida si |E| < |B|, pues en caso contrario carece de
sentido.

La deriva originada, es pues independiente del signo de la carga, o sea
que en un plasma neutro la corriente total es nula, mientras que en uno
cuya densidad de particulas positivas y negativas sea diferentes, es decir en

un plasma cargado, la corriente es perpendicular a E y B.

La forma de la trayectoria en los diversos casos particulares, es mds sen-
cilla de estudiar, refiriendo las ecuaciones del movimiento a unos ejes mo-
viles A’ que se desplazan con relacién a los fijos A con la velocidad :

BZ
pues en estos ejes 4, la trocoide que resultaba referida a los ejes 4, se nos

transforma en una circunferencia. Si llamamos v” a la velocidad de la par-
ticula respecto a A’ y la descomponemos en la direccién perpendicular, v’; y

paralela, v’, al B, podemos ver facilmente la trayectoria, tanto de la par-
ticula como la del centro guia en los distintos casos. Por ejemplo, conside-
remos una particula negativa, si:

1.°. — E,, = 0. Es decir, el campo eléctrico es perpendicular a B. En-
tonces el paso de rosca de la hélice es constante, moviéndose el centro guia
con movimiento uniforme a lo largo de las lineas de fuerza. En este caso

zl | Av:l
i L P

AB B

all
fel
s
m
>
o

18 R SUaT

Frc. 7 Fic. 8
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a). Si v’ = 0, la trayectoria referida a los ejes A’ serd una circunferencia
contenida en un plano paralelo al X0Y. Respecto a los ejes 4, el movi-
miento serd una trocoide, como indican las figuras 7a y 7b.

b). Si v, = 0, la trayectoria en A’ serd una hélice, o sea una circun-
ferencia cuyo centro se desplaza normalmente a su plano (X0Y) con la ve-
lacidad constante v’,. Respecto al A el movimiento serd igualmente una cir-
cunferencia cuyo centro se desplaza con la velocidad constante ,=%" + 7z
paralela al plano YOZ (fig. 8, a y b).

R.°). —E, £ 0. Es decir, el campo eléctrico no es perpendicular a B.
Las ecuaciones del movimiento tendrdn la forma completa calculada. En
este caso

ST ] ST eE"
1 AVp= = €
= oy
B N
EN
|
I,ﬁ ’-ﬁ-\\
'
$ E Eu i‘.’-?‘(\
] == ~
: J
|
| A =
E, =
= Vii=Ve+Vy
i L
.__‘\:_\
/IE E" \,‘ \‘\\?Vb
1 N %
: .\(/_5934 b}
: E
: A b
E,
Fia. 9
a). Si v, = 0, respecto de A’, la trayectoria serd una circunferencia
s eE
cuyo centro se desplaza en la direccién de B con la velocidad 7/, = = =y

EII

0 sea, con la aceleracion ; tratdndose de una hélice cuyo paso de rosca

aumenta con el tiempo. En el sistema 4 la trayectoria del centro guia es
una pardbola contenida en el plano YOZ (fig. 9 a y b).

— 101" —
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b). Si v’ == 0, con relacién a A’ serd igual que en el apartado anterior,
pero aqui el paso de rosca, en un instante dado, es mayor, pues a la velo-
e Ey :
cidad v, = —— ¢ hay que sumarle la cantidad constante v’,. En el 4, el
m

r 11 . > Z
centro gufa describird una curva semejante a una pardbola, pero con maés
pendiente (fig. 10, a y b).

S0 E
A czvu"’e'n_wl'lt
AS /"
B S
I-‘\\
A o
i En ! =
: i
i
L A a :
B AWV e
B
ESTEN
/ﬂ \\\s‘\ '
’E En = ‘%(_))?_ Ve
: Ve ey
i
! A b
EL
Fic. 10

Si en el instante inicial, ¢ = 0, la v, = 0 y parte del origen de coorde-
nadas, la proyeccién sobre el plano X0Y de la trayectoria es:

ek,
= wt — sen wt
ma* ( )
eE, ‘l
Yy = — Cc0oSs wi
Y maw? ( )

correspondiendo pues a una cicloide.

inl st vl bl e s L 6 B M.S.Hﬂ

D N

e indail o
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SUPERPOSICION DE FUERZAS EXTERIORES

Si a una particula cargada situada en un campo magnético uniforme se
le aplica una fuerza exterior, F, constante y uniforme de componentes Fy, y

F, paralela y perpendicular respectivamente a B, el potencial de este cam-
po de fuerzas es:

V —a= FJ_:C S F”Z
luego la Hamiltoniana de la particula serd:
L= o =\
H =?’)’r;(p—TA) —le—— 12
Z
18
i |k
S -
F
|
|
]
I
I
! y
]
X b=
Fic. 11

Yy si suponemos que la perturbacién-consiste en la adicién de esta fuerza, la
Hamiltoniana perturbadora vendrd expresada por:

II’ =—F_L(12—FHZ

completamente andloga a la del apartado anterior si sustituimos

BE=¢F

Por tanto, la componente F,, originard, como antes una aceleracién en la
. . 7 2 ! g

direccién de las lineas de fuerza del campo magnético y la componente per-

pendicular una velocidad de deriva de valor

FxB
= (I-11)
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En el caso particular en que la fuerza exterior sea la gravedad, F = m g,
tendremos:

3 me 7 xB }
g e Bz v

cuya direccién depende del signo de la carga, dando pues origen en um
plasma neutro a una corriente de densidad:

= e
e —=Netos

donde N es como siempre el niimero de particulas cargadas por em’.

SUPERPOSICION DE UN CAMPO ELECTRICO VARIABLE CON EL TIEMio

A S S R B VT b

wrllle

Supongamos que al campo uniforme y constante B le afiadimos un cam-

po eléctrico también uniforme y de direccién constante, pero cuyo médulo
es funcién del tiempo.

o il

z

AR ;

/ 7 E
X¥E(t)
Fic. 12 i

i

Por comodidad de célculo, ya que no pierde generalidad, supongamos:
que el E(t) tenga la direccién del eje z.
La Hamiltoniana de la particula ser4:

== e —\? z
H—%(]Q—TA)——GE(I)QT

y considerando como siempre que la perturbacién es la adicién del campo
eléctrico, la Hamiltoniana perturbadora ser4:

H = — e E(tH)x

— 104 —
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y por tanto
o)
(1) = e E(l) ———
op. (1)
y las coordenadas en primera perturbacion :
a { P, @) @
’ ey / A
xy(t)+ - a0 w(t—t")
+[—pr° ) ] (t—1") }
+u(t) | sen w(t—
0 = are [ B ar mo "9
() = z,(l) +e ) =
\ To(l) ¢ J ( a’?l. ([/)
t
= 2 08k e ﬁ E(t) senw(t—t") dt’ (11-12)
B0 Ty v, (1)
= G e + +J0(l)J COS w(z—L)+ sen w(t—t’)
y(t)=y;,(1)+e/ E(t") d — s e o =
<0 p:o \")
13 e t
- t 7 Al 2= S i .(‘l 4 A B

Yo(0)+ — /{; E(t") cos w(t—t") dt mwﬁ E(t) dt (11-13)

S P, () |

¢ Za(“'/)”"T‘ =) (
A = % i f = z,(2 11-14))
= s0+e [ EO @ i O Ay

si nos diesen la funcién E(?), sustituirfamos en los integrandos anteriores y
calculariamos las coordenadas en las sucesivas perturbaciones.

Como caso particular interesante, estudiemos el efecto producido por un

campo eléctrico de direccién ¢ y cuyo médulo es funcién periédica del tiem-
po o sea un campo de la forma:

E = i E, cos (v+9)

siendo E, la amplitud, v la frecuencia y ¢ la correccién de fase. La Hamilto-
niana perturbadora sera:

H = — e Exx cos (v t+9)
luego
Q(t) = e E, cos (v t'+9)

deifs
op, (1)
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Primera perturbaci(')n:
O =)= t (v’ +9) t—t') dt'=
(1l X COS Sen wl( L
( . maw 0 : s )

e E, (w+vy) t+29 (w—v) t
n sen =

= 0 S e 2 2
1 e B W+ v)t (y—w) t+20
= > sen ( ) sen — .) (II-15)
y+w  mw 2 2

7z

S

&

G it s B g s " dt’
Y(@) = yo(t — vi'+¢ = 0cos (vt +¢) cos w (t—t') dt’ =

0
(6)—2 e E, vt vt -+ 20
= il)=2 = 5eN——C0S> ~—— '+
Yo maw v 2 2

1 e E, (y—w)t  (y+w)+2¢
sen coS

y—1wW MW 2 2
1 e E v+ w)t y—w)t+ 2
— sen ( ) COS ( ) (11-16)
y+w mw 2 2
{0 = 20) (II-17)

. Las sucesivas perturvaciones son todas nulas, luego las ecuaciones ante-
riores son las que describen exactamente el movimiento de la particula. Es-
tudiaremos los dos casos particulares més importantes [7].
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a) - Si suponei:os, por ejemplo, que la frecuencia del campo eléctrico v
y la de Larmor w son iguales (resonancia) las (1I-15), (II-16) y (II-17) quedan
reducidas, poniendo ya de manifiesto los valores de los momentos en fun-
cién de las coordenadas a: '

, Al s
()= Xyt e cos wi+—— sen wt +
w w W
elB, o) e B, /
— sen (wl+e) — -, Sen wi sen
mw R 2 2mw’ ol
Xo %o
t) = ek e COSYANT
y(t) yn_ o -
Yo : e E, wt wi + R
4+ —— sen wt — 2 sen e
w mw 2 2
el At e b,

== = el wt cos @

— ¢0S (Wwi+9)+
2 ( @) 2maw

mw

y si la correccién de fase es nula, ¢ = 0, o sea E = E, para t = 0, las fér-
mulas anteriores se nos reducen a las siguientes expresiones:

; Vo Vo %o ek,
T T e - C0S W= SeNQOlE— == = SEIWE
W w ) mw 2
() %y i+
{ = = +——cos w
Y Y 5 7
Vo e E, e E,
+ —— sen wt — ——— sen wi + ———— Wi €os Wl
w 2maw 2mav”

z Uy :
Si la particula parte del punto @, = 0, yo = Ty = ~ la velocidad
v

inicial %, = vy, v = 0 y se introduce el campo eléctrico cuando la particula
‘ Vy
w
dad %, = v, cos &, v, = — v, sen 2, puesto que iba con movimiento circu-
lar uniforme con centro en el origen de coordenadas, las ecuaciones del mo-

vimiento se reducen a

cos @, con la veloci-

Uy
se encuentra en x, = 7, sen P = —— sen Py, Y, =
0 0 0 w

)= =k sen (wt+ @ )+—l— obh ¢t sen wt
) )
, Vg i el
y(t) = = (wt+ Dy) — T (sen wt — wt cos wt)

donde hemos tomado como origen de tiempos, el instante en que comienza
a actuar el campo eléctrico.

— 107 —



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

La energia cinética de la particula, supuesto @, = 0 tiene el valor

1 1 1
W = =58 m(x*+47) = i M= ey

2 2
i|ame? l=—et L Ed
+— —— B} P+— 2 wt
SE e B e et
1 e E, 1= st D

+—— vy —— sen Qwit+—— t sen 2wt
-+ )

m
los tres tltimos términos por ser oscilatorios tienen poca importancia ; el se-

: dmy, . ;
gundo y tercero son iguales para ¢, = o tiempo en el que el impulso

- i 0 JeEh
dado por el campo a la particula e By, es 4 veces el momento inicial mMuy.
Como este tiempo #, es corto y el tercer término aumenta con el cuadrado

del tiempo, este término determina pricticamente la absorcién de la ener-
gia de la radiofrecuencia por la particula.

b) Si la frecuencia del campo eléctrico es muy pequefia respecto a la
frecuencia de Larmor, entonces
2
Y
w

y las (II-15), (II-16) y (II-17) tomar4n 1espectivamente la forma
1 e Eu

) = @o(t) — ———
al =l w—y mw

1 e Es 1
= — Cos (vi+9) +

1
5 cos (wt+ o)+

wW—y mw
1 eBo 1 1 eE, 1

—  COS (vi+o) — cos (wt /2%
w+y mw 2 ( ?) w+y mw 2 =)

e E, e B,
3 ¥ Sen @ cos wi — 5 COS @ cos wi +
w mw

'
+

~ a;g(t)-i—

+

e E, Py, Py, ek
5 COS (Vi+9) = x,+ = +
muw mw mw  mw

18- e E,
ol

5 C0S q9) cos wt +

D
0

F Yo+ - vsenqn) sen wit +
) mw

20 cos (vt + o)

n muw

e E

E
= sen (vt o) — = sen o)+
mwy mawy
1 e Bl = el sl

== sen (vt — —=— Sen" (vt T
y—w mw 2 (vi+a) y—w wm 2 o)

y() = Yo(t) —
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L eE ] o T B
—— sen (vt +@)+ ——Sen (W)l
v+w mw 2 y+w mw 2 ( ?)
e E, e E,
o (0 + sen ¢+——— cos ¢ sen wi +
mwy w’
e Ey e E, Do e B,
3 — sen @ cos wi — sen (yt+¢) = — sen ¢+
mw mwy mw  mwy
P ) (e E.y ) Py e E, € Eu
0 0 g Q 7 —
o )\ =2 sen o ) cos wit+ + _Jsen wt sen (vl+o)
( — Yo T b T e Ay
P
A0) = =) = % ¢
para cuya deduccién hemos admitido que
2 Doy 2 v —
w? — v = w y T = 0

El movimiento resultante es pues un movimiento en espiral al que hay
que afiadirle las velocidades

3 e 9[E, cos (vt+o)] e 9B mc 9E

s = mw? ot T mw’ ot "B ot
e E, e E ik
D=l M GO mw =

que en general tendrdn la forma
~ ExB
=0
= m¢* oF
U = —_—
- eB* ot
La primera es la deriva originada por la introduccién del campo eléctri-
co y la segunda es la llamada deriva de polarizacién. Esta dltima depende
del ‘signo de la carga por lo que daré origen a una densidad de corriente, en
un plasma neutro de densidad p, dada por

L
— e e e
= 4— 2 CB:' ot
Donde 3 especifica los sumandos correspondientes a las cargas de distintos

. +—
Signos.
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(/AMPO MAGNETICO VARIABLE CON EL TIEMPO

Estudiaremos el movimiento de una particula cargada en un campo mag-

nético uniforme en el espacio y de direccién constante, k. pero cuyo mé-
dulo es funcién del tiempo. Sea pues

B =BtHK

Fic. 14

Por la segunda ecuacién de Maxwell sabemos que un campo magnético va-
riable con el tiempo, origina un campo eléctrico, cuya intensidad obedece
a la ecuaci6n

En el caso de,un campo magnético con cierta simetria, producido, por
ejemplo, por un solenoide largo cuyo eje coincida con el eje 0Z, una solu-
ci6n apropiada de esta ecuacién es:

B B
b= —— B B —0
2c

componentes del vector:
E-—Gy—i9
Fl efecto de la variacién temporal del B es pues equivalente al del cam-

po eléctrico E, y si suponemos que B es constante, podemos aplicar la (II-10),
obteniendo para la velocidad de deriva:

= c
Vp-=

e B - =
ExB——ﬁ-(zm-i—]y)

B2
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y si llamamos R a la proyeccién, del vector de posicién del centro guia, so-
bre el plano X 0 Y, tendremos finalmente :

B
Upi= — °B R (I1-18)

Luego el centro guia deriyva en el plano perpendicular a la direccién del
campo magnético, hacia el eje 0Z, con una velocidad directamente propor-
cional a la distancia y a la velocidad de variacién del campo. Esta deriva es:
independiente de la carga de la particula, luego no produce corriente en umn:
plasma neutro.

La (II-18) podemos también escribirla en la forma

di; = B
dt 2B
ecuacién que integrada conduce a
n R* B = constante
luego el movimiento en direccién al eje de simetria del centro guia, pre-

serva el flujo magnético entre ambos, o sea, el centro guia se mantiene so-
bre la superficie del tubo de fuerza primitivo aunque éste se contraiga.

CAMPOS MAGNETICOS NO HOMOGENEOS

Hasta ahora, hemos estudiado el movimiento de una particula cargada
en campos electromagnéticos uniformes, constantes o variables con el tiem-
po. Consideremos, ahora, un campo magnético constante, pero cuya induc-

cién B es funcién de las coordenadas. La variacién de B en funcién de las
coordenadas, en una regién pequefia alrededor de un punto, vendrd dada.

por el tensor V B de nueve componentes
i

2B, 2B, 0B,

ox oy oz

VE - oB, oB, 2B,
oL oy oz

oB, 2B, 2B,

oz oy 0z

Por tanto, para quedar determinada la falta de uniformidad, se preci-
san nueve numeros, que son los componentes del tensor antedicho. Ahora
bien, los nueve componentes no son independientes, pues tres de ellos es-
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tan ligados por la ecuacién de Maxwell V . B = 0, luego el nimero de com-
ponentes independientes para especificar el campo son ocho.

Para simplificar la obtencién de la solucién, supondremos sucesivamente
nulas algunas de las componentes -y estudiaremos el efecto producido por
las otras.

0B, 2B,

oy Y ow
ximo a la linea central. Estos términos producen ligeras variaciones en la
forma de la 6rbita, pero no producen deriva en primer orden, por lo que
no los estudiaremos.

Los componentes refieren el virage o torsién del haz pro-

CAMPO CURVO

0B, 0B,

)
20 z
neas de campo presentan una cierta curvatura. Si una particula se mueve,

arrolléndose, a lo largo de una de tales lineas, experimentard una fuerza
centrifuga

Si las componentes del tensor V B, no son nulas, las li-

F=——+H1F%,
R

donde R es el radio de curvatura de la linea, e, el vector

unidad en la direccién de la normal principal, e; en la
direccién del campo y v, la componente de la velocidad
paralela al campo. Esta fuerza originard de acuerdo con
la (II-11) una deriva en la direccién de la binormal a la

Fic. 15 p . z
linea de campo, cuya velocidad vendrd dada por:
) 2 3
= ci s 1B mevy; = = me Vip =
Vauro. = = = b=
S e B? eRB ° e B

Como esta velocidad depende del signo de la carga, originard una corriente
eléctrica dentro del plasma, aunque fuese neutro.

Llamando s a la longitud sobre la linea del campo y teniendo pre-
sente que

e Oe
R 35
la velocidad de deriva puede escribirse
- e 6 v
Ucurv. /C e Bf_:, X (7’1 2 )n’

donde n es el vector unidad en la direccién del campo magnético.
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|
|

La densidad de corriente debida a esta curvatura de las lineas de campo
en un plasma neutro serd pues:

= _2wqax§_o W,
cury. Bg R = <C B2

Bx(n.V)n

CAMPO CON GRADIENTES PARALELO A B
|

] . r

i Veamos el efecto producido sobre una particula por un campo con un
! : %

| . gradiente paralelo a B. En este caso
3

s on B
i oz

om0y
: no son nulas y por estar ligadas por la ecuacién V . B = 0, tendremos:

! 9B, SBL i op

0z ow oy

El haz de lineas de campo serd divergente. Supongamos que la linea cen-
tral del haz sea recta. Una particula que describa una 6rbita de Larmor en
torno a la linea central se encontrard en cada punto de su trayectoria con

A At A TV AT

B, B

Fic. 16

una induccién que dependerd de las coordenadas x e y. Esta induccién ten-
«dra una componente B, paralela al eje Z, una componente radial Br y una
) tangencial B,. Si llamamos {Br} al valor promedio de Br en un circulo de

Larmor, teniendo en cuenta que el flujo de induccién que sale por la super-
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ficie lateral de un cilindro centrado de radio 7, es igual al flujo neto a tra-
vés de las bases, tendremos: .

luego

Ui = —T 0%

Una particula que describiria una 6rbita de Larmor de radio r si sélo
actuase la componente B,, se encuentra sometida a una fuerza adicional:

n eV, i elv e B It S oBr
Ul i o e R BEDRER e

que en general tendrd la forma:

1 7o = T =
Fh=——— (B,V)B:———(B.V)B=(M.V)B (TI-19)
By B
Wi oB. oB
puesto que como la variacion del campo es lenta = =

La ecuacién del movimiento a lo largo de una linea de campo, siendo s
la distancia contada sobre ella serd:

dvy, ds dv, dv,, dw,, W, °B

mes el s Es R

y como la energfa total es constante por ser el campo estéatico, W=W; +W,:

dWy, dw
a5 = ds
luego
dW_L_W_l.ﬁ n _(L(WL)_O
B AT Dy ds B E
de donde
w= B = CONSt.
y la (II-19) tomard la forma:
F, = — (;E)

el efecto es el mismo que si hubiese un potencial p. B. Al acercarse la parti-
cula a un campo fuerte, disminuye su velocidad y si es lo suficientemente
fuerte puede llegar a reflejarse, como le ocurre a toda materia diamagnética.
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Un ejemplo tipico es la desviacién de los rayos césmicos por el campo
magnético terrestre. Asi mismo, el denominado método de espejos magnéti-
cos para el confinamiento del plasma en reactores termonucleares.

CAMPO CON GRADIENTE PERPENDICULAR A B

Queremos estudiar el efecto producido sobre una particula cargada por
un campo magnético no uniforme de tal forma que los tinicos elementos del
0B, 0B,

ox Y oy
perpendicular al eje Z, luego B, = B, (z, y). Elijamos un sistema de coor-
denadas de tal forma que se verifique

oB, i 0B,
ow Vs
y supongamos asi mismo que las ofras dos componentes del campo se anu-
len, B, = B, = 0, entonces, B = B. = B (z). Ademds, la variacién del cam-
po es tan pequenia que podemos escribir

tensor V B no nulos son . Por tanto B, varfa en una direccién

oy

dB
B(z) = B(0) + = R B, + z B/,

o bien
w = w, + T W,
De rot 4 = B (x)k obtenemos las componentes del vector potencial que

nos permite el calculo de la lagrangiana, momentos conjugados y hamilto-
niana, resultando para estas tltimas

Pz = Mx — MWY o =) i = e
2 2 2
p:t p’.’l pz m 2 9
= e R L ) )
2m 2m 2m 2 4 Y b

Si elegimos como movimiento no perturbado el producido por el campo
magnético uniforme B,, la hamiltoniana perturbadora y el operador de Lioui-
ville tomardn la forma

I

m 5 7
H, = — w'? 2%y + mw, whz " +wiyx y P,

2
/7 /7 7/ s a
Q0 = wis @)y () S ) e
(@
e 7 Ay a Vi 2 a
— m'd a) Yl 5o — e W B o
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cen en primera aproximacion a

w' ( P,

Wy

y@ = yotx

My

luego la velocidad media serd

. %T}— Yo 1w,

b

1 D
Z
VB 4
¥
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1S} )
£ ’ N\ / cslic! a2 N2 t’ B —
Wy pl’a @) Z/o(l ) . ) ma’y Ty () ?/0( ) apxu )
— 2mav, w’y (L) Yo(t) Dy why p, (1) 2o(t) i
2 0 o Lo 0 apy (1,> 0 Py apyo (l')

que aplicado a las ecuaciones del movimiento no perturbado y consideran-

T
de Larmor no perturbado, T = e condu-

0

g6 (1)) =
o /
W g 0 W o . 9 o)
L)t = gyt o (Gt )
w, m- Wy

z =0
me VB

1 9
G t90) = won (%0 + 3o") Eenee E;

X.

regiones de campo intenso, el

velocidad

v,

J a

Fic. 17

La trayectoria de la particula es como indica la fig. 17; al acercarse a

radio de curvatura disminuye, derivando la

particula en direccién perpendicular a B y al gradiente del campo, con la

dando lugar a una densidad de corriente, llamada de gradiente:

Sk C W_L = VB

= 5 B2 n X

L S
B n X

— I —

==

b = il
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Carpfrurno III

INVARIANTES ADIABATICOS

INTRODUCCION

En la fisica del plasma la llamada aproximacién del centro gufa, con-
sidera el movimiento de las particulas cargadas en un campo electromag-
nético variable, como un giro alrededor de un centro —del centro guia—
que a su vez se mueve en el espacio. La separacién de los dos movimien-
tos, el del centro guia y el de giro de la particula alrededor del mismo, so-
lamente es valido si las variaciones del campo magnético en el espacio y
en el tiempo son pequefias.

Para estudiar estos movimientos es muy importante el concepto de in-
variante adiabatica. Se ha dado una formulacién precisa de la nocién de
invariantes adiabdticas por Chandrasekhar [8] y Leonard [9]. Kurlrud [10]
cree qyue hay muchas magnitudes que son invariantes adiabdticas de al-
tos ordenes, aunque s6lo conozcamos su invariacion para ordenes bajos.

En la aproximacién del centro guia ¢l invariante adiabatico de giro se
supone constante. Es interesante conocer el error cometido cuando se hace
este supuesto. Por esto, intentaremos estudiar la constancia aproximada
de invariantes adiabaticos. Los invariantes adiabdticos son estrictamente
constantes del movimiento si los campos son constantes.

Lenard prob¢ la invariancia adiabatica de la integral de accién de un
oscilador unidimensional no lineal para todos los érdenes. Su trabajo es
una generalizacién del de Kulsrud quien estudié el mismo concepto para el
oscilador arménico. En el trabajo de Lenard la hamiltoniana dependiente
del tiempo corresponde, para un tiempo fijo, a un movimiento periddico.-

En este trabajo generalizaremos los resultados obtenidos por otros auto-
res en varios puntos. Introducida la representacién de interaccién desarro-
llada en el capitulo I para la Mecanica Clasica, vamos a establecer crite-
rios generales que deben satisfacer las hamiltonianas dependientes lenta-
mente del tiempo para poseer invariantes adiabaticos de orden m, y pre-
sentamos un método general basado en técnicas similares a las usadas para
evaluar perturbaciones dependientes del tiempo en Mecdnica Cuéntica,
para calcular el grado de constancia aproximada de tales invariantes adia-
baticos para hamiltonianas que dependen lentamente, pero de una forma
finita, del tiempo. Finalmente aplicamos estos métodos a los invariantes
adiabaticos que aparecen en el plasma termonuclear, evaluando el error
cometido en la aproximacién del centro guia.
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INVARIANTES ADIABATICOS

Supongamos que la hamiltoniana del sistema, F (1), depende explicita-
mente del tiempo. De hecho, tal hamiltoniana, ¢ (t), varia continuamente
con el tiempo desde un valor inicial H, en el instante f,, hasta un cierto va-
lor final H, en el instante {,. Hagamos

e
T =t— ¢t T =G (T1I-1)
y designemos por H(x) el valor de la hamiltoniana & (¢) en el instante
t = t, + ¢ T. H(x) es una funcién continua de = que supondremos dada. La
evolucién sufrida por el sistema desde el tiempo ¢, hasta el tiempo i, de-
pende tnicamente del pardmetro T.

il Yol ey

T . el limite ¢ — 0 implica el decre-
cimiento indefinido en la velocidad de cambio del pardmetro externo. Mien-
tras el tiempo fisico ¢ va de , hasta &, el tiempo ficticio = lo hace desde

= = 0 hasta - = 1. Asi pues
H@) =2 HE = (1I-2)

Si definimos el pardmetro e =

Vamos a estudiar la evolucién del sistema bajo la accién de la hamilto-
niana H(z) cuando ¢ va desde = = 0 hasta = = 1. Desarrollaremos el ope-
rador de evolucién correspondiente en potencias de 1.

Una cantidad R es un invariante adiabdtico de orden m si puede en-
contrarse una constante positiva M tal que durante el intervalo de tiem-
po T(T — o) la variacién de R satisface a

L

T (1I1-3)

|AR| <
IMAGEN DE INTERACCION

Aunque ya hemos estudiado en el capitulo primero la imagen de in-
teraccién para la Mecdnica Clésica, volveremos a hacerlo brevemente para
poder describir las ecuaciones correspondientes en términos del tiempo
ficticio © y de la hamiltoniana ficticia H(x).

La evolucién dindmica temporal de una funcién 4 = 4 (g, p) del gru-
po de variables canénicas conjugadas, es decir, la evolucion temporal to-
tal si la funcion A no depende explicitamente del tiempo, estd dada por

.

dA 2(836’ 04 o aA)

= (IIL-4)

op; 9gq; 9q; op:

donde H = H (q, p, ¢) es la hamiltoniana del sistema referido al tiempo fi-
sico £. La misma ecuacién escrita en términos de la nueva variable tiem-
po = y de la hamiltoniana H(z) es
dA

=T
dz

[0 (3), 4] (IIL-5)
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donde el paréntesis cuadrado indica el conmutador de las cantidades que
contiene. El operador Q es el operador diferencial de Liouiville defini-
-do por

(ot sv (008 Ok 0Lk R gl _
o % (api 9q; 9g; 317,-) (ITI-6)

La evolucién temporal puede obtenerse introduciendo el operador di-
ferencial S(z) escrito como una funcién del operador de Liouiville Q. Tal
.operador S(z) estd definido por

4 (q(&), p(®) = S(z) A(qu, p) ST (v) (IIL-7)

«donde ¢, y p, son los valores de las variables del grupo canénico en el ori-
gen de tiempos (z = 0), es decir

g = q(0) P = p (0) (I11-8)
La condicién de contorno que debe satisfacer S(z) es evidentemente
SHO = 1L : (II1-9)

De la (III-7) teniendo en cuenta la (III-5) obtenemos la ecuacién dife-
rencial a que satisface el operador de evolucién

ds ()
dz

La ecuacién diferencial y la condicién de contorno pueden incluirse am-
‘bas en la siguiente ecuacién integral

=T S(z) @ (qo, Pos %)

SGiE T f dz’ S(x) @ (o, poc) (I11-10)
0

Consideremos H, = H (0) como la hamiltoniana no perturbada y Sy(z)
como el operador de evolucion engendrado por H,. Definimos el operador
-de evolucién en la imagen de interaccién S,(z) por

A(q), p@) = S () Si() 4 (g0 po) ST Si(0) (IL-11)
La hamiltoniana perturbadora estd definida por
H'(z) = H(z) — I, (II1-12)

hamiltoniana que depende explicitamente del tiempo. De ella podemos cons-
truir otro operador diferencial de Liouiville que llamaremos € (q, po, 7).

De la (I[-11) teniendo en cuenta la (III-5) obtenemos la ecuacién inte-
gral a que satisface S,(7).

Sl T f S0 (I1-13)
0
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donde

Q" [7] = Sy(v) 2 (qos Do 7) So (%) (TII-14)
es el operador de Liouiville en la imagen de interaccién. Tal operador
depende del tiempo de dos maneras: Primeramente porque H'(z) tiene una
dependencia temporal explicita; en segundo lugar, porque el operador
de evolucién no perturbado S,(z) actuando sobre el grupo de variables ca-
nénicas conjugadas que entran en la definicién @ (qo, po, 7) inducird en el
mismo la dependencia temporal del movimiento no perturbado.

MOVIMIENTO PERIODICO

Supondremos que el movimiento no perturbado engendrado por H, es
periédico. Hay dos clases de movimiento periédico. Consideremos un sis-
tema con un solo grado de libertad. Para tal sistema, el espacio de las
fases es un plano bidimensional. El primer tipo de movimiento periddico.
designado con el nombre de libracién, se realiza siempre que g y p son
funciones periédicas del tiempo con la misma frecuencia .Sus Orbitas en
el espacio de las fases son cerradas. En el segundo tipo, la coordenada ¢
no es propiamente periédica, sin embargo, cuando ¢ se incrementa en una,
cierta cantidad, la configuracién del sistema permanece esencialmente in-
mutable. Este movimiento se denomina simplemente rotacién. Los valores
de la coordenada de posicién, que en este tipo de periodicidad es invaria-
blemente el dngulo de rotacién, no estdn acotados, sino que crecen indefi--
nidamente. En el caso de tratarse de sistemas con mis de un grado de li-
bertad, el movimiento del sistema se llama periddico si la proyeccién de la
6rbita del sistema en el espacio de las fases sobre cada plano (gq; p:) es
simplemente periédico en el sentido definido para movimientos de un solo
grado de libertad. Supondremos que la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi es se-
parable al menos en un grupo de variables canénicas. Entonces los movi-
mientos proyectados son independientes entre si y su naturaleza puede ser
examinada facilmente.

Es bien conocido, que para movimientos peri6dicos cuando el valor de:
la coordenada de dngulo cambia en una unidad, la correspondiente coorde-
nada canoénica conjugada describe un ciclo completo. Para el caso de la
libracién, la coordenada vuelve a su valor original; mientras que para
la rotacién el comportamiento es mas complicado. En general es pues po-
sible expresar un movimiento periédico de coordenadas separables como
una serie de Fourier. Lo mismo puede decirse de una funcién de las coor-
denadas separables tal como, por ejemplo, la hamiltoniana perturbadora.
Nos limitaremos a los casos en que asi ocurra.

Suponemos, ahora, que se satisfacen las condiciones necesarias para
que el movimiento peridédico no perturbado introduzca una dependencia
temporal en H’ (qy(t), py(z), =) tal que, esta funcién pueda representarse
como una suma de términos armonicos simples conteniendo coeficientes
variables que aparecen debido a la dependencia temporal de H’. Asi pues
podemos escribir
w, ol

H'(qy(7), po(z), ©) = 2,: h,(z) e
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Los coeficientes h; (z) no dependerian del tiempo si la hamiltoniana per-
turbadora no tuviera dependencia explicita respecto al tiempo. Las cons-
tantes w; representan las frecuencias fundamentales y todos sus arméni-
cos del movimiento periédico no perturbado.

CONSTANCIA APROXIMADA DE INVARIANTES ADIABATICOS

Supongamos que la funcién A(q, p) es una constante del movimiento:
no perturbado. Por serlo, verificard

Su() A(gs, p) $7(3) = A(qey o) (IIL-16)

Y, por tanto, su evolucién temporal estard dada por Si(c) A(qu, po) Si7'(z).
Como es usual, la ecuacién integral para S,(r) se resuelve por iteraccion.
Por este procedimiento encontramos para S;(z) el siguiente desarrollo

T T i
Sl(r) — Tf d-’ [1:'] -+ ™ f d—(f dz” @ [1”] Q7 [‘—L’] CLI
0 0 0

T it g(n-1
.“+wfmjﬁwmfmwgwqm:[q+m (IIL-17)
0 0 0

El término general de esta serie es igual a una integral multiple de un
producto cronolégico ordenado de operadores de Liouiville @ (7). Este hecho.
es un teorema bien conocido de Mecdnica Cudntica, que ha sido extendido
recientemente a la Mecdnica Cldsica [3]. Asi pues, el término enésimo de-
la serie (III-17) satisface la relacién

T i T(n-1
wfmjﬁwmf&wqaqmghq=
0 0 0

1 T T T
= f & f e f G 1@ 7] @[] . O] (I-18)
0 0 J O §

n!

<

donde el simbolo { }_ indica una ordenacién cronoldgica, esto es, vuel-
ve a poner en orden el producto de los operadores @, ordendndolos por:
tiempos de tal forma que en el producto los operadores aparecerdn de iz-
quierda a derecha segtn los valores crecientes del tiempo.

Estudiemos ahora el valor de una integral cuyo integrante es un opera-
dor periédico que varia rdpidamente con el tiempo, es decir, tiene una.
frecuencia elevada; esta integral es

T
.t T
mwzj@mnwtm
0

donde 2/(z) es el operador de Liouiville correspondiente al coeficiente h,(zy
de la (III-15). Este integrando es de alta frecuencia porque consideramos que
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T es muy grande. Integrando Rj(c) n veces por partes y supuestos 2/(z) y
sus m primeras derivadas, nulas en los instantes = = 0 y © =« tendremos
B

=

(____ l)m.+l l'w].’CT dm-‘.—l Qj, (T)
Ric) = e e )€ e e Ot (III-19)
(aw;T) i dr
: . a9/ (<)
integral que es muy pequefia para 1 grande. El operador e es
d™ hi(z)

el operador de Liouiville de do

Luego, con las hipGtesis hechas, el segundo sumando de (TII-17) podré
.escribirse en la siguiente forma

T

L ; w, o T
Tf CZT., (0% [T’] il 2 17 f CZ-T, Qj/ (T’) esz S
0 j 0

T (— 1™ " qwel g Q7 (2
LN ﬁ S )

T —

T &
e > (D2 (el dmt ()
T e e g de

0 sea, que es del orden Aplicando idéntico procedimiento de inte-

mm *

gracién por partes a cada una de las n integrales del término general (III-18)
de (III-17) encontraremos que, para T grande, tal término es del orden

1
Tmn

(IT1-20)

supuesto que H'(c) y sus m primeras derivadas son cero para t = 0y
-t = <, puesto que en cada una de las integraciones que realizamos el coe-

s : s 1
ficiente de la integral resultante queda multiplicado por T

Por simple inspeccién del desarrollo en serie obtenido para Si(w) Yy
posterior integracién por partes m veces de cada una de las integrales
contenidas en cada uno de los términos de la serie (III-17), deducimos
que el movimiento engendrado por H = H, + H'(r) cuando las condieio-
nes mencionadas anteriormente se satisfacen, es equivalente al movimien-
to periédico genmerado por H, perturbado por una hamiltoniana del or-

den Para ver esto es suficiente imaginar que una vez que hemos

1
Tm+l i
llegado a una expresién similar a (III-19) para los términos del desarrollo
de Si(z), deshacemos las transformaciones que inicialmente nos condu-
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cian desde la imagen de Heisemberg (III-17) a la imagen de interaccién,
es decir, partiendo de (III-19) que pertenece a la imagen de interaccién
deduciremos la hamiltoniana de la correspondiente imagen de Heisem-
berg: esta dltima hamiltoniana es igual a H, mds una perturbacién que
se comporta como -

Asi pues, deducimos que todas las constantes del movimiento de la
hamiltoniana inicial H, son invariantes adiabdticas de orden m + 1 de
la hamiltoniana H(t) dependiente lentamente del tiempo, supuesto que
H(t) y sus m primeras derivadas son cero en el principio y final del in-
tervalo ¢, — ¢, = T que suponemos muy grande.

La exposicién precedente incluye como ejemplo particular el caso de
invariancia adiabética para todos los O6rdenes, cuando H(f) y todas sus
derivadas son nulas en los extremos del intervalo temporal grande. Pode-
mos deducir para este caso que la diferencia entre S;(f) y 1 es mas peque-
fia que cualquier potencia de —%— Sabemos que en ciertos casos [11] tal
diferencia se comporta como e’.

Las condiciones anteriores pueden simplificarse si 7 es grande, pero
finito. Entonces, las constantes del movimiento periédico son invariantes
adiabéticos de orden m + 1 de la hamiltoniana &(t), si esta hamiltoniana
y sus m primeras derivadas son cero en el principio y final del intervalo
de tiempo.

La técnica presente proporciona un método de evaluacién de la cons-

tancia aproximada de los invariantes adiabaticos para T grande pero fi-
1

T'lm 2 ]’3 m

nito. En efecto, si despreciamos los términos de orden

1
frente a i la (IMI-17) podré escribirse en la siguiente forma

1
! sl dmit Q. (%
31(1)=1+—1-—Z( . ) fe ; (—L—dc’ (IT1-21)
0

Tm j wj d T m-+1

y puesto que A es constante del movimiento no perturbado
A(q), p(@) = Siv) 4 (q(0), p(0) Si7(x) =

o m—+1 g ) T m-+1 Ao
ol el o e R R O el )

] W; d T1n+1

1
l /I, m+1 iwj'ET dm+1 Qj, (T> }"V
{ 1 Tm Z] (’Lb‘j) ‘/;c ———d—bm‘ﬁ—_d?- 2

1 y m+1 1 iijT dm+1 Qj’ -
~ 4 ((0), p(0)) +{ - ;(L) ﬁ Sl d SO }A(q(O). p(0))

15 W; dz=™*
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St
> m+1 iw T dm+1 (014 (‘C) s
— A(q), poy 4 L 3 (L it el doniiy -}—
(Q( ) p( )) { ™ 2] ( wj) JO e d=m d=

1
, T sl dnH Q) |
= 4 (q(0), p(0)) + [Z W Joe _—d‘_ﬁl(i de, A(q(0), P(O)]

; (TT1-22)

luego este conmutador nos permite calcular el error cometido al tomar la
magnitud A4 como constante del movimiento.

Debe notarse que en todo lo precedente no hemos requerido que H, fue-
ra pequefio. Ha sido suficiente suponer que el dsarrollo no tenga términos
constantes.

FUNCION CARACTERISTICA DE HAMILTON DEPENDIENTE DEL TIEMPO

Hasta aqui hemos estudiado la invariancia adiabética de las constantes
del movimiento de movimientos periédicos engendrados por una hamilto-
niana no perturbada H,, cuando la perturbacién H, satisface ciertas condi-
ciones. No obstante, en la mayoria de las aplicaciones al plasma termonu-
clear, la hamiltoniana total no puede dividirse en dos partes con las con-
diciones requeridas. En su lugar tenemos una hamiltoniana total que la
llamaremos H = H(z) que es una funcién lenta del tiempo.

Consideremos primeramente la hamiltoniana obtenida fijando el valor
de « en H(z) y la evolucién engendrada por el mismo. Fijemos, por ejem-
plo, el pardmetro tiempo en el origen de tiempos = = 0. La hamiltoniana
H(0) = H® engendrarda un movimiento periddico.

Estamos interesados en las constantes del movimiento de H° y particu-
larmente en las variables de aeci6n de tal movimiento periédico. Resolva-
mos en primer lugar el problema instantdneo realizando una transforma-
ci6n candnica tal que los nuevos momentos sean todos ciclicos. Seguimos.
la teoria de Hamilton-Jacobi y consideramos la transformacién engendra-
da por la funcion caracteristica de Hamilton, transformaciéon que reduce
automdticamente los nuevos momentos a constantes en el tiempo, puesto
que la hamiltoniana es ciclica en todas las coordenadas. Los nuevos mo-
mentos no estdn especificados excepto en el sentido de que deben ser cons-
tantes del movimiento. No obstante, la naturaleza de la solucién indica.
como deben seleccionarse los momentos.

Por razones de simplicidad nos limitaremos a estudiar un solo grupo
de variables candnicas conjugadas. Sean ¢ y p la coordenada y momen-
to antiguos y Q y P los nuevos. La funcién caracteristica de Hamilton se
tomaP como funcién de las coordenadas antiguas ¢ y los momentos nue-
vos P.

W = W (g, P)

— T

1
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y satisface la siguiente ecuacién diferencial

oly ) =P (I11-23)

0
4 (q’ 8

donde la constante P es el valor instantdneo de la energia aunque no es pre-
ciso que asi ocurra. La funcién caracteristica de Hamilton engendra una
transformacién de contacto y las ecuaciones de la transformacién son

oW oW

= = -9/
P 3q QIS 5p (II1-24)

Los nuevos momentos constantes P pueden elegirse de modo que sean

funciones independientes de las variables de accién J que también son
constantes del movimiento.

Las variables de accién se definen por

oW (g, P)
A= ——— dq
3q (II1-25)

donde la integracion estd extendida a un periodo completo de movimiento.
De la (IMI-25) podemos deducir la expresién de P en funcién de J, y con
su ayuda escribir la funcién caracteristica en la forma

W =W (q,J) (I11-26)

Llamaremos 6 a la coordenada candnica conjugada de la variable de
accién.

Consideremos, como ejemplo el movimiento de una particula cargada
de masa m en un potencial dependiente del tiempo V(g, 7). Presentemos
ahora el movimiento instantdneo engendrado por el potencial en el tiem-
po « = 0. Las hamiltonianas son

2

H(z) = e V(q, <)
2
= 21:1 v ) Vig) = V(g, 0) (I11-27)
y asi la funcién caracteristica de Hamilton para H° satisface a
1 oW \?
V(i) =P TI1-28
2m ( oq ) + 9 ( )

que puede integrarse inmediatamente

W(q, P) = v2m f VP — V(q) dq (I11-29)
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maw®

9
P — w J. No obstante podemos realizar un tipo diferente de transforma-
ci6n que se produce cuando escribimos

Para el oscilador arménico tenemos que V(q) = ¢*. En este caso

7w gy
= — ITI-30)
) 2 sen® (L0

relacién obtenida de

il oW 4 m w
= bunse sy 4
y de considerar en la integral (II1-29) que 6 y ¢ son variables in-
dependientes.

(II-31)

m w

Wi(gq, ) = m w ctg qu == q* ctg 0 (III-32)

que es la funcién generatriz, bien conocida, para realizar una transforma-
ci6n canénica a las variables angulares de accién para el oscilador ar-
ménico [12].

Hasta aqui hemos aplicado la bien conocida teorfa de Hamilton-Jacobi
a la hamiltoniana instanténea. Nada nuevo hemos hecho. No obstante
nuestra hamiltoniana H(z) es una funcién que depende lentamente del tiem-
po. La técnica seguida en esta parte del trabajo consiste en realizar for-
malmente la misma transformacién canénica engendrada por la funcién
caracteristica de Hamilton atn en el caso de que la hamiltoniana dependa:
explicitamente del tiempo [13].

En el plasma termonuclear nos interesa la invariancia adiabatica de las
variables de accién definidas por (I11-25) donde la integral estd extendida
a un ciclo completo del movimiento peri6dico realizado por la particula.
No obstante, si el potencial depende del tiempo el movimiento del sistema
no es claramente periédico y el contorno de integracién no estd determi-
nado de una manera precisa. Por tanto, las variables e accién no estdn
definidas propiamente en este caso. No obstante, podemos considerar las
variables de accién instantdnea que son las tinicas que tienen un sentido
claro.

La ambigiiedad en la definicién de las variables de accién nos permiie
establecer diferentes tipos de conexién entre P y J cuando la hamiltoniana
es dependiente del tiempp. Todos estos caminos diferentes indican que J
es invariable adiabédtico, pero conducen a diferentes valores para el error
cometido al tomar J como constante del movimiento, cuando se conside-
ran intervalos de tiempo T finitos.

Por ejemplo, podemos estudiar el procedimiento usado por Vander-
voort [14] que llega al resultado de Hertwick y Schliiter para el cambio
en el invariante adiabatico de una particula cargada girando en un cam-
po magnético dependiente del tiempo. Por medio de la relacion (III-29)
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vemos que J es una funcién de P y una funcional de V para el movimiento
instantdneo. Por tanto escribimos

=T (P TV (ITL-33)

Ahora admitimos que esta relaciéon es vdlida aun cuando el potencial
es una funcién explicita del tiempo.

o= dHOZANZ (@ (TI1-34)
En el caso del oscilador armoénico
P=wl (I1I-35):

Este método implica definir J de tal forma que se reduce a la variable
de acciéon angular para el movimiento instantdneo. Este método termina
eliminando J entre la generalizacién de (III-29) y (III-34) y considerando la
transformacién canénica engendrada por la funcién caracteristica de Ha-
milton, expresada en funcién de ¢ y J, que resulta.

Asi pues, podemos encontrar la funcién generatriz de la transformacion
W(q, J, =) a las nuevas variables de accién angular para este caso, si-
guiendo formalmente el mismo camino seguido para el movimiento instan-
tdneo y asi tenemos en el ejmeplo del oscilador armonico, la relacién

La variable candnica conjugada de J serd

oW (q,J, 7) :
R (III-36)
La hamiltoniana transformada es
oW
HE = SH(O ) —H ) (III-37)

donde H(J, <) = H(z) = H(q, p. 7). Dada la forma como se ha definido la
funcién generatriz W, es facil ver que la hamiltoniana H(J, ) es ciclica en
todas las coordenadas.

La funcién generatriz W depende explicitamente del tiempo a través:

; S oW 1 oW L,
del tiempo ficticio t. Por tanto T pequeiio si I' es:
i T

grande.
Ahora es cuando definimos la hamiltoniana no perturbada por

QW
Hy = H(J, =) y por tanto la perturbadora serd Hy(t) = 5t

ra supondremos escrita en funcién de 6 y J. Como ya hemos visto H,(z) es:
pequefia, condicién que no es necesaria para obtener inaviantes adiabati-
cas en el caso general como hemos indicado en la primera parte de este
capitulo. La pequefiez de H,(z) nos permite aproximar el desarrollo del
operador de evolucién Si(z) en la imagen de interaccién dada por la (III-13)
por el primer término, aunque el operador de Liouiville @, [<] no admita
un desarrollo en funciones oscilatorias rdpidas sin términos contantes.

que debe aho-
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Estudiemos el movimiento no perturbado que evoluciona bajo la accién
de H,. La frecuencia asociada con el movimiento periédico es

oty
oJ

que seréa en general funcién del tiempo. La variable de accién J es cons-
tante del movimiento no perturbado.

Las soluciones para este movimiento no perturbado son

w, = w, (7, ) = (III138)

i = Bi(t) = f L) (III-39)
0

.donde J, y 6, son los valores iniciales de estas variables. Recordemos que
t = T y que el intervalo de variacion de « es de 0 a 1.

El mayor término de la variacién de J, A J = J (1) — J;, estd dado por
la accién de

1
S()—1~T f v ©, [+] (IT1-40)
0

actuando sobre J,. Este es el error cometido cuando consideramos los in-
variantes adiabaticos como constantes.

Evaluamos @, [z] J;. Para ello, debemos calcular el paréntesis de Pois-
son entre Tl W ( Gg(r),'JU, ) y Jy, y entonces obtener sus derivadas con
respecto a la aparicién explicita de = en W. Tendremos pues:

o oW
T oz 09,

Q [<] Jy = (II-41)

donde

actta sobre la aparicién explicita de «.

L

Desearfamos saber si esta expresién es oscilatoria réapida en el tiempo
para grandes valores de T. Veamos en primer lugar que no tiene términos
constantes. En efecto, de la ecuacién de definiciéon para J se deduce que
cuando g realiza un ciclo completo, es decir, cuando § cambia en una uni-
«dad, la funcién caracteristica aumenta en J. Luego

S=WwW—06J (I1I-42)

permanece inmutable cuando § aumenta es una unidad; por tanto, repre-
senta una funcién periédica que puede desarrollarse respecto a 6 en serie

: : o ¢ : :
‘de Fourier. De aqui deducimos que —— es igual a J més una serie de Fou-

20
: S o W
rier en w sin términos constantes, y que ——

es una serie de Fourier

ot o6
sin términos constantes, puesto que J no depende explicitamente del
tiempo.
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Una vez llegado a este punto, es inmediato deducir integrando por par-
tes sucesivamente, como_hemos hecho en la primera parte de este capitulo
que J es un invariante adiab4tico de orden m si las m — 1 primeras deri-

vadas de H(x) son ceroen = Oy en t = 1, es decir, en los instantes ini-
cial -y final

Igualmente las expresiones (III-27) y (III-28) nos permiten evaluar in-
mediatamente las variaciones del invariante adiab&tico en el inter-
valot = 0, t = T.

»

MOMENTO MAGNETICO E INVARIANTE LONGITUDINAL

Sea un campo magnético uniforme, en la direccién del eje gs, cuyo mo-
dulo varia con el tiempo B = k. B(f). Si no hay espacio-carga, el campo

eléctrico engendrado E, segtin hemos visto en el capitulo II, es

il B = =

E = ? (2 G—] ql) (III-43)

: : SesEanc ol
El potencial escalar obtenido de la relacién E + SEee oo VD es
B(t)
o . LG (II1-44)
luego la hamiltoniana de una particula de carga e en este campo serd
1 m u
H=— [+ mwg) + pt] + 2“’ 0 g (3-45)

donde p, = mg, — mwgq,, vy, P2 = M{,. : : :
La funcién caracteristica de Hamilton para la hamiltoniana instants-
nea, o sea, independiente del tiempo

1 :
= [(pr + mwe,) + pe'] (II1-46)
en funcién de las variables de accién es
J J. Ji + 2 © mw
W = q11+ 2arcsen 4 q2+
R e v 4T mwJ;

L + 2 © mwg,
e

Vi mw J,— (J; + 2 © mwgy) (TI1-47)
8 w* mw

y realizando la transformacién canénica engendrada por esta func19n,_}a
hamiltoniana total, poniendo ya de manifiesto la pequefiez de la variacién
del campo magntéico con el tiempo, tiene la forma
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L J.
H = W)l et mw,el \/ s sen 2 0, —
2T 1 mw

w 6], w I \/ I,
2l 4T tw Y wmw SR (s

Tomando como hamiltoniana no perturbada

wDh wk 6k

H = o S (11I-49)
que engendra las ecuaciones del movimiento
Joz(t) = Joz
IR e Wi ;
B2(t) = Oz + 2_‘“_/; w () dt’ = 0, + ﬂj; w(7) dv (I1I-50)
1 1
Ju(® = Ju w:—a 'w—2
1 1
0(®) = e wuz_ w * (II-51)

y considerando la hamiltoniana perturbadora H, = H — H°, obtenemos
para la variacién del momento magnético en el intervalo ¢ = 0, t = T:

i 1
= L eolwuz Jm L ’ d) o ”woqm
I = - \/ﬂmj;dT = cos(rw6w+Tﬁw(r)dr)

1
2

e Jy w, e 1 :
A \/ = f dv 22— sen (2 Tl + T f w () df") (I1-52)
4 T me Tm w , 0

puesto que
1 ey
- 2"”(%‘*“]2’)_ el
L B 2mme

La constancia aproximada del momento magnético nos permite deducir
la existencia del “invariante adiabatico longitudinal”. Consideremos una
particula moviéndose entre dos espejos magnéticos. La particula se en-
cuentra atrapada entre las dos regiones de campo relativamente fuerte. En
adicién al giro alrededor del centro guia, la particula oscila entre los es-
pejos. En ausencia de campos eléctricos paralelos, la componente paralela
al campo de la velocidad del centro gufa obedece a la ecuacién de movi-
miento cuya hamiltoniana es

2

H =

T ACHD (-53)
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donde p. es el momento magnético, q la distancia a lo largo de la linea de
fuerza y B (g, <) el campo magnético dependiente de la distancia y del tiem-
po. Tal hamiltoniana es del tipo general (III-27).

Supongamos que el campo magnético varia lentamente con respecto al
periodo de oscilacién entre los puntos de reflexién de los espejos magnéti-
cos. Puesto que el periodo de Larmor es mucho mds corto que el de oscila-
cién, el momento magnético . puede tomarse para estas oscilaciones como
una rigurosa constante del movimiento.

Para el céalculo real de la funcién caracteristica de Hamilton, necesita-
mos conocer la expresién de B en funcién de g. Una vez conocida esta fun-
cién es bastante facil, siguiendo la teoria general presentada anteriormen-
te, evaluar el error cometido considerando el invariante longitudinal como
constante del movimiento cuando el campo magnético varia en el tiempo
en una cantidad finita aunque lenta.
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