


INDICE

Págs.

BALTASAR R . -SALINAS . - Existencia de puntos de lVeie1'St:rass de fun­
ciones renales . 1I1áxim os y m ín im os en espacios casi numerable-
m ente compactos . . . . . . . . . . . . . .. .. . .. . . .. .. . b

.r . O CHOA MÉRIDA . - A cota ciones de momentos .. . lJ

PEDRO P I CALLEJA . - Sobre formali zación de pamdojas lógi cas 15

MIGUEL LAPLAZA . - lnm ersum. de un anillo conmutativ o en otro con
elemen to unidad '" 21

A . Dou ~L\.s DE XEXAS. - Sobre el prin cipio de Saint- Venant en las
mga.s .. . .. . . .. .. . .. . . .. .. . .. . ... .. . ... .. . ... .. . ... ... .. . .. . .. . 29

DANIEL JIl\IÉNEZ MADUR GA. - Estudio sistem áti co sobre pr ecipitacio-
n es rítmicas empleando la gelatina com o medio de disp ersión ' " 3a

J . CASAS y J. M. a S AVlHÓ i\' . - Sobre la teoría de seporaci én deisotopos
por termodi fusión ... .. . ... ... .. . .. . ... .. . .. . .. . ... .. . .. . . .. .. . 117

HORACIO MARCO MOLL . - Notas his tológicas del fallo del Foen icu lurn
v ulgare Mille1' .. . .. . .. . 153

Nota n ecrol ógica '" '" '" . .. 159



EXISTENCIA DE PUNTOS DE WEIERSTRASS
DE FUNCIONES REALES

MAXIMOS y MINIMOS EN ESPACIOS CASI
NUMERABLEMENTE COMPACTOS

por

BALTASAR R.-SALINA S

Multitud de cuestiones planteadas por la Física, Biología, Economía,
etc., conducen a la determinación de los extremos de una función real
y de las condiciones en que éstos se alcanzan. Esto no tiene nada de raro,
pues, la maravillosa organización de la Naturaleza sigue , o por lo menos
parece seguir, leyes de máximo y mínimo para pasar de uno a otro estado.
El problema que se plantea así se suele resolver determinando los llamados
puntos de Weierstrass:

DEFINICIÓN 1. Dada una función real f sobre un espacio topolór¡ico X,
se dice que X J E X es un punto de lVeierstmss de f si uno de los extremos
de f(X) es idéntico a Ot1'0 de los extremos de f (U) cualquiera que sea el en­
torno U de xo• De manem más precisa diremos que x, E X es un inmto de
Weierstrass maximal (m inim al) de f si el extremo sup erior (in ferior) de
f(X) es idéntico al mismo ex trem o de f(U) pam todo en torn o U de xo•

Como norma general supondremos siempre aquí que X es un espacio to­
pológico y que f es una función real definida exclusivamente sobre X.

La importancia que tienen los puntos de Weierstrass queda puesta de
manifiesto. por lo menos en parte, por la proposición siguiente: :

Si f(xo) es el extremo superior (infe1'Í01') de f, es decir, el máximo (míni­
mo) de f, entonces x, es un punto de Weierstmss maximal (minimal) y f '
es superiormente (inferi01mente) continua en xo• Reciprocomenie, si X G es
un punto de Weierstrass maximal (minimal) de f y f es una función supe­
riormente (inferiormente) continua en x, resulta que f(xo) es el m áximo
(m ín im o) de f (1).

La existencia de los puntos de W eierstrass queda garantizada así:

TEOREMA 1. Si X es un espacio numerablemente compacto, no vacío ,
toda función real f sobr e X posee al menos un punto de lifleierstrass maxi-
mal y otro minimal. .

(1) Por razones de brevedad omitiremos las demostraciones, la mayor parte de las
cuales se encuentran desarrolladas o indicadas en (12).
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(2)

(1)
n_

U Gk = X =} U Gk = X .
J J

2. Si i F, I k = 1, 2, ... } es una su cesión de conjuntos cerrados de X
con intersección vacía, ex iste un número finito de interiores FJo, Ft .. , Fno
de dichos con jun tos qu e tien en uuerseccuni vacía, es decir,

CO RoLAmo 1. Si X es un espacio ruimerablement e compacto, no vacío,
toda fun ción superiormente (in ferio1'men te) cor: tint~a f tiene máximo ~mí­

n imo), en otra s polabras , el extrem o supert01' (m fe1'lOr) de f(X) es accesible,

ConoLAHIo 2. Si X es un espacio ru umerablemente compacto , no vacío,
toda fun ción real con tinua f ti ene máximo y mínimo .

El teorema 1 se puede generalizar en esta forma:

T EOREMA 2. Si X es un espacio ruim erablem ent e compacto y A es un
punto de acumulación de f(X), existe un punto x, E X tal que A es punto de
acumulación de f(U) cualquiera que sea el entomo U de xo•

El corolario 1 y el teorema 1 adm iten los recíprocos siguientes:

TEOREMA 3. Si X es un espacio topológico sobre el que toda [uncum
real superiormente (in ferio1'm en te) continua tiene nuucimo (mínimo), X es
numeroblemente compacto.

COROLAIUO 3 Si toda fun ción real definida en el espacio topo Lógico X
pos ee, al m enos, un punto de Weie1'strass maximal (m in im al), X es nume­
rablemetue com pacto.

Por el contrario, el r ecíproco del corolario 2 no es válido según se ve con
el ejem plo siguiente: )

E.TEMPLO 1. S ea X el intervalo cerrado lo = [O,lJ de la recta real R y §
la topología enqerulrtula por los conjuntos 1 - H que son diferencia de un
in terv alo abi erto 1 e R y del conjunto numerable JI = i l/n I n = 1, 2, .. . f .
Entonces , el espacio topológico X = (X, § ) no es n umerablemerüe com­
pacto y , sin em barqo , posee la propiedad de qu e toda función real continua
sobre X tiene máx imo y mínimo.

Este ejem plo nos induce a buscar un a clase, lo más amplia posihle, de
espacios t op ol ógicos que com pren da a los numerablem ente compactos y so­
bre los qu e tod a función real cont in ua tenga máximo y mínimo . Una ligera
modificación en la definición de espacio U-cenado nos conduce al concepto
de espacio casi numerablemenie com pacto o débilmente compacto según
M ARDESIC y P API C [11].

DEFI NICIÓN 2. Diremos qu e un espacio topológico X es casi numerable­
m ente compacto cuan do se verijique una cualquiera de las siguientes con-
diciones equivalentes: .

1. Si i Gk ! k = 1, 2, ... f es un cubrimiento abi erto y numerable de X

existe un número finito de ci áusuras GJ , 8"2' ..., Gn de dichos abiertos que
cubren conjuntamente a X, es decir, .
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6. Para todo conjunto numerable X, = { x¿ x ., . .. } e X y toda familia
{Vk I k = 1, 2, .. . } de en t.01'1WS V k de X, = {xk , X k+1, ... } existe al menos
un punto de acumulación o adherente de cada Vk , es decir,

5. Sea A el conjunto de los puntos aislados de X. Si {Gk' I k = 1, 2. ... }
es una sucesiéai de derivados. con intersección vacía, de conjuntos abiertos
de X, se puede encontrar un número finito G1 , G~, .. ., Gn de dichos conjun­
tos de modo que

7. Si ninguna familia infinita {G
Á
! A E /\} de con jun tos abi ertos. no

'vacíos y disjuntos de X es localmente finita.

TEOREMA 4. Si X es un espacio casi ruunerablemerüe compacto, ' no va­
'CÍo . y si f es una ftln ción real coniinuo: sobre X , f tiene máximo y mínimo .
. El recíproco de este teorema tampoco es cierto según se deduce del ejem­
plo siguiente:

EJEMPLO 2. Sea X la 1'eunton de los conjunto,s. numerables A::=
={ al' a~• ... , a,u ... } y B = {b. , b~, ... , bu, . .. }, y § la topología engendra­
-da P01' todos los subconjuntos de A y los conjuntos An U Bn donde
An = {al' a2, •• • , an } y B, = {bu b2, • • • , bu}. Entonces , X = (X, §) es un es­
pacio topolóqico sobre el que toda función real continua es, constantc y, sin
embarqo , no es casi riumerablemerüe compacto.

No obstante, según veremos a continuación, el recíproco del teorema 4
es válido para una cierta clase de espacios que denominaremos completa­
mente casi requlares .

. . DEFINICIÓN 3. Un espacio topológico X se dice completamente regular
si para cada punto x, de X y cada en tom o U de x, existe una función real
continua f tal que f(x) = O para x E X - U Y f(x o) =/= O. Diremos que X es
completament e casi reqular si pam cada purüo x, de X y cada entomo U de

4. Si {G
k

I k = 1, 2, .. . } es una sucesión de cláusuras de abiertos de
X con interseccurn: vacía, existe un número finito G1, G~ , .. ., Gn de dichos
abiertos que tienen intersección vacía, es decir,

3. Si {Fk
O I k = 1, 2, ... } es un cubrimiento numerable de X , formado

por interiores de conjuntos cerrados , existe' un núme1'O finito F1 , F¿ ,Fn

-de dichos conjuntos que cubren conjuntamente a X, es decir ,
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x, ex iste na fun ción real continua f tal qu e f(x) = O pam x E X - U Y
f(xl) =F O pam algún punto xlE U.

TEOREMA 5. Si X es un espacio topológico completamente casi regular
sobre el qu e toda fun ción real con tinu a ti en e máximo o mínimo X es casi
num erabl e com pacto.

En particular, es te t eorema comprende al demostrado por MARDESIC y
PAPIC en [Ll ] para espacios completamente regulares puesto qu e existen
espacios topológicos, completamente casi regulares, sobre los que toda fun­
ción real continua ti en e máximo y mínimo y que no son ni siquiera regu­
lares . Uno de estos espacios es el construido en el ejem plo 1.

La demostración del teorema 5 permite probar también esta generali­
zación:

TEOREMA 6. S ea K una clase de fun ciones reales definidas en X, tal que:
1. Si f l Y f2 p e1'lenecen a K y Cl y e, son núme1'OS reales re­

sulta Cl f l + C2 f2 E K, es decir, K es 1In espacio lineal.
2. Si la suc esión {fn f e K converge hacia f de forma que para cada pun­

to x, E X existe un entero no y un en torno U de x, tales que fn(x) = f
n

(x)
para n ::::".. no y x E U, resulta f E K. o

3. Para cada con jun to abi erto G =F 0 existe una función f =F O, perte-
neciente a K, tal qu e G :J {x I f(x) -=/= Of.

4. Toda función f E K pos ee al m enos un punto de Weierstrass .
Entonces , X es casi rucmeroblemeni e com pacto.

De los teoremas 4 y 5 se obtiene la siguiente caracterización de los espa­
cios topológicos sobre los que toda función real continua tiene máximo y
mínimo.

~ A
TEOREMA 7. S ea X el espacio topológico definido por la topología !J

A ~

en gen drada por la familia §b de los conjuntos G = f-lCA) de X que son
imagen r ecípro ca de un con jun to abierto arbitrario A de ~ por una función
f E e (X, ~) (2). Entonces, toda fun ción f E e (X, R) ti ene máximo y míni-

A

mo si y sólo si X es casi numerablemente com pacto.
Por consiguiente, esta caracterización la hemos dado prescindiendo de

ciertos conjuntos abiertos de X y formando una estructura.topológica en la
que intervienen solamente los abiertos esenciales en dicha cuestión. Recien- .
temente. AOVARO ha dado en [1] Y [2J otra caracterización considerando una
clase especial de cubrimientos abiertos y numerables de X.

El teorema siguiente permite extender estos resultados relativos a espa­
cios casi numerablemente de una manera análoga a como se procede en la
teoría de funciones reales cuando en las condiciones que se exigen sobre
un conjunto se prescinde de un subconjunto de medida nula.

TEOREMA 8. S ea X = (X, §) un espacio topológico definido por la to­
pología § sobre el con jun to X y 8e una familia de subconjuntos de X tal
que:

(2) Designamos por e (X , R) el conjunto de las aplicaciones continuas de X en R.

-8-
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1. 0 E a .
2. La 'reunión de H1 U H2 de dos coniurü os H1 y H2 de fle pertenece a fle _

3. S i el conjunto abiert o G está con tenido en un con junto HE fle r e­
su lta G = 0 ·

Entonces , la familia *{} de los conjuntos *G qu e son reunién. y (GA - HA )-

de conjuntos GA- HA con GAE {} Y H ,¡ E fle define un esp acio top ológico­
*x = (X , *(}). S i X es casi num erablem eni e compacto (o N- cerrado) este'
espacio topológico *x lo es también: Adem ás, *x n o es numeroblemente
com pacto si fle satis iace la con dición :

4. Exist e wi coniurüo infinito H, E fle tal qu e H, - { x f E fle pam todo­
punto x de acumulación (en X) de Ho•

Partiendo de este teorema se pueden cons truir espacios casi numerabl e-o
ment e compactos que no son numerablement e compactos pero tampoco re­
gulares. Un espacio topológico X, casi numerablemenie com pacto, regular'
y no numerablem ente com pacto se puede' construir así:

EJEMPLO 3. S ea X el con jun to de fun ciones reales y m edibles x, defini­
das en R, qu e verifican Ix(t)¡ L. 1 pam todo tE n , y X el espacio topológico·
(X, (}) definido sobre X P01" la topoloqia {} enqen drada 1)01 ' la. familia de'
con jun tos :

e : E/={x l x(t)EI, x E Xf ,

donde 1 es un inter valo abi erto en lo = [-- 1, 1J Y t E n .
De manera semejante a como se definen los espacios suces ionnlmente

compactos se pueden definir los espacios casi sucesionalmente compactos así :

D EFIXICI ÓX 4. - Diremos qlle un espacio topológico X es casi s1tc'esion al­
m ente com pacto si pam cada sucesión { Gn f de abi erto s de X existe un punto
x, y una suc esión parcial {Gnk f tal es qu e cada en torno U de x, ti ene in ter-
sección no vacía con cada uno de los conjuntos , excep to a lo más un número·
finito , de di cha suce sión perciol:

Lo mismo que par a los espacios numerablement e compactos y sucesio­
nalment e compactos resulta:

TEOREMA 9. - Todo espacio casi suces ion almerüe com pacto es casi nu­
m erablemenle com pacto. Recíprocament e, cada espacio casi numerablem ent e
compacto qu e veri fique el primer axioma de con tabi lidad (o numeraoilidadr
es casi sucesionalmente com pocto'" ,

De forma análoga a como se demuestra que-el espacio topológico X de!
ejemplo 3 es casi numerablemente compacto resulta:

TEOREMA 10. - Sea A un sub espacio del producto topológico TI X A tal
. ~ A

que la proyección de A en II X A coincida con este espacio cualquiera qu e
A'EA' .

sea el subconjunto finito o numerable 1\' de »; Entonces, A es casi sucesio-
nalmente compacto si y sólo si cada espacio X.\ es casi su cesionalment e com­
pa cto.

(3) Hacemos notar que la casi compacidad sucesional resiste la operación de "agu­
jereamiento " de abiertos reali zada en el teorema 8.

- 9 -
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En el caso del producto topo lógico de dos espacios casi numera blemente
. 'compactos solamente podemos dar el siguiente teorema debido substancial­

mente a R. W. BA GLEY, E. H. CONN"EL y J. D. M CKNIGHT JR .:

TEOREMA Ll . - El producto topológico X x Y de un espacio casi nu­
-m eroblem en ie compacto X y de nn espacio casi sucesionalmenie campac to Y,
es casi numerablemenie compacto.

Sería interesante encontrar un espacio topo lógico X casi numerable- ·
m ente compacto y completamente regular ta l que X x X no sea casi nu­
merablemente compacto y, por consiguiente, que alguna func ión real con­
t inua sobr e X x X careciese de máximo y minimo!".
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ACOTACIONES DE MOMENTOS

(5)

(4)

(2)

(1)

y = P(x)

-11-

C·) Acotaciones de la Vari anza, Eúclides. Nov. 1956.

X 2k - 1 _ X 21,- 1

<de dond e se deduce m2 k L. _ XIX,, " 1

X n - - Xl

-en donde

por

.M O,l\IEN T OS DE ORD E N PAR

, Cota superior. - Supondremos conocidos los valores ext remos de la va­
.riable Xl sr X n , con Xl < X," así como la media de la distribución que será
'In¡ = O. La curva algébrica será

X 21' _ X 2k X
n

2k - 1 _ X
I
21' - 1

P(X) = X 21' - n 1 X + XnX I (3)
X" - Xl X " - Xl

P (a;) = O, 'no tiene más raíces reales que las X = Xl ' X = x". luego
P(x¡) L. O para los puntos de (Xl' X n)

Por ser f(x , y) = O algébrica , la esperanza matemática de f(t "1) será
igual a un polinomio lineal entre mom entos de distintos órdenes, y la rela­
-ci ón (1) nos permite acotar uno de ellos en función de los restantes.

A continuación, nos proponemos hallar , mediante el método descrito,
co tas superiores e inferiores de los momentos de una distribución lineal.

El método que vamos a emplear para hall ar cotas de momentos de un
'orden cualquiera, fue utilizado ya en un caso particular (*), consiste en lo
-siguiente : Dada una distribución bidimensional discreta por P('¿ = X ;,

'f) = ' y¡) = Pu . tomemos uno s ejes coordena dos y consideremos las z¿
y¡ como las coordenadas de un punto A ;,j del plano. Representemos en el
plano la nube de puntos A;,¡. Sea f(x, y) = O. la ecuación de una cur va al­
gébr ica tal que {(x ;, y¡) tenga signo constante, p . ej. f(x ;, y¡) > O, para todos
los i , i posibles. Como Pi,¡ > O también f(x; , y¡). p ;,¡ > O y, como con­
'secuencia ,



(6)
(7)

(S}

(_1-1)
2k .

>ll

X n - Xl

X/ k - l _ X
1
2k - 1

Xl X n +

X n - Xl

Xn-XI

X
n
21' - 1 _ X

1
2k - 1

m2k + X IX n

X 21' _ X 2k

( " )2k el mínimo de y será
X ,, -X¡

111'2 L. - Xl X n

m 4 L. - Xl Xn(Xn
2 + Xl Xn + Xn

2k-I,_-;:,-__--;:-;-

x=V

E[P(~)J =

+ (1 - PI- Pn)

X
n
21' - 1 _ X

1
2k - 1

y = XIXn ------=-- +
Xn -XI

2k- ll _

P [ ~ = V~;:k~:;:]= 1 - PI - p"

-12 -

2k-I,----:~--:::_

[
X 2k- I _ X2k- 1 X 2k - X 2k yx 2k _ X l

2k ( 1 )]'= ( l -PI-Pn) XIX" n 1 + n 1 n 1
X n - X, X n - Xl ". ( X n - Xl'fk 2h - :

la cota anterior es accesibl e y por tanto imposibl e de mejorar . Dando en (5) ·
a k los val ores 1 y 2 se obtiene:

H = E,[P(~)J =

RE VISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIA S EXACTAS, FISlCO·QUIMiCAS y NATURALES

Cota in ferior . - En este caso supondremos conocidos los valores Xl ' X n ,

las probabilidades p(~ = x¡) = PI' P('; = X n) = P» y la media m i = O de­
la distribución. .

Hallemos el mínimo de la curva y = P(x) siendo P(x) el polinomio dado.
por (3). P'(x ) = O ti ene como úni ca raíz real la

para esta distribución:

Es evidente, que de todas las distribuciones que cumpla n las hipótesis
iniciales P(~ = Xl ) = PI' P(~ = X n) = P». la que hace mínima E [P(~)J es la,
definida del siguiente modo: P('; = Xl) = PI' P(~ = Xn) = pn,

luego para cualquier distribución que cumpla la tot alidad de las hipótesis:
iniciales. se verificará

haciendo en (S) k = 1 resulta ~k > ~[(PI + Pn) (z , - xn'f - (Xl + x n'fl4 .

de donde se deduce
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(13)

(15)

(14)

(16)

la ecuación P(x) = O ti ene como únicas raí ces reales las X = Xl simple y la
x = z dobl e, por tanto P(x i) ~ O para todo X i de (Xl ' Xli) Y por consigui ente
E[P(;)] ::::". O, de donde se deduce m2k+l > C (9') .

-1e (z-xJ {[ Xl(?'- x / k)+2hz21'(xl-z)]m2+.::2xl[z2k_X121'+2hz2k-l(x¡-z)]} (10)

como C depende del parám etro z, convendrá hallar el máximo de C cuando
z varía .

haciendo en (13) k = 1, resulta

- 13-

Cota sup erior . - Sin má s que cambiar en (13) y (14) las Xl por Xli se ob-
tienen las .

dC 1
dz (z _ xJ3[2x / z2k-XI2k)+4h2z2k-l. . (x l-zY+2l;(XI2.-Z2)z2k-l] . (m',! +Xl'::) (1] )

qu e se puede escribir en la forma ~~ = M . (~ + x lz).

M = O care ce de ra íces reales distintas de la .:: = Xl' · que es tr iple, pues

~~ = (z - Xl.y· Z2k-2 es siempre positiva o nula , y M = O por tanto no pu e­

de tener ninguna raíz real distinta de la z = Xl' El máximo de C tiene lugar ,

por tanto, para z = - ~ (12). Sustituyendo el valor de z dado por (12) en
. XI

(10) Y (9')

MOMENTO S DE ORDEN IMP AR

Cota' inferior. - Supondre mos conocidos, el extremo Xl' la media
m I = O Y la varianza m',! de la distribu ción. La curva algébrica será la
y = P(x) con

X (Z2k ....:.- X 21') _ 2k z2k(z _ X ) [z(2X 2k+1 _ X 2Z2k-1 _ Z2k+1)
P(X)=X21'+I+ l ¡ 2 l X2+ I I 2 +

(z - XI) (Z - Xl) (9)

2kz2k(Z2- X 1
2
) ] Z2XI[Z2k - xt' + 2hz2k- I (XI - z)]

+ X + - ----=--- - - - -,------'------'-=-
(z - XJ2 . (z - x;f



SOBRE FORMALIZACION DE PARADOJAS LOGICAS

por

PEDRO PI CALLEn

Es bien sabido que la cuestión a que se refieren las llamadas antinomias.
de la lógica es tan antigua como el mundo civilizado, pues en nuestra civili­
zación occidental , ya los griegos clásicos se ocuparon de ellas, quienes qui­
zás las heredaron de civilizaciones anteriores. Y no son muy distintas sus.
versiones modern as de la del mentiroso cretense que al decir "yo miento " ,
ci miente o bien dice la verdad P Su raíz está , como decía H. POINCARÉ, en
las propos iciones que podríamos llamar autop redicat ivas.

Pero así como para los antiguos la cuestión fue un medio de disputa para
los sofistas, entre los modernos y particularme nte aplicada a la teoría de­
conjuntos, creada por G. CANTOR en el siglo pasado, ha sido incentivo para
el progreso de la Lógica matemática (véase por ejemplo, la Crítica del ra­
zon amiento matem ático de S. C. KLEENE en lnt roduction. to Metamathema­
tics , Cap. III , North Holland , Amster dam, 1952).

Recordando como se formaliza y soluciona en las modernas teorías lógi­
cas la llamada paradoja de B. RussELL (introducida por éste en Th e prin­
cip les of mathematics , Camb rid ge, Hl03) sobre conjuntos que puedan o no
considerarse como elementos de sí mism os, considero en este trabajo la for­
maliza ción de la que llam é "contrapara doja de RUSSELL" (P . PI CALLEJA:
El tercero incluido en la con traparadoja de RUSSELL, Math ematica Notae,
9, págs. 152-154), en not a cuyo interés acaso se justifica por los comen­
tarios de E. WITT (Zblt. für Math. , 39, p. 244: 1951), de H. B. CURRY (Math .
.Rev., 13, p. 5, 1-1952) y de B. LEVI (A propósito de la n ota del Dr. PI CA­
LLEJA. Sobre paradojas lógi cas y principi o del Tertuun. Non Datur, Math.
Notae, 9, pgs. 155-159). .

También trato aquí de la formalización de la llamada paradoja de MI­
GUEL DE CERVANTES (Don Quijote de la Man cha , Cap. LI, 1615), siguiendo­
sugerencias de A. CHURCH (In troduction. to Mathematical Logic, Vol. 1,
p. 105, Princeton , 1956).

Mediante una objetivación ya considerada por F. GONSETH, la paradoja
de RussELL se hace más asequible en la siguiente forma de análogo conte­
nido lógico:

Llamemos biblioteca al conjunto bien definido de catálogos encuader­
nados que se obtiene agregando a los contenidos en una determinada habi­
tación otr o X formado en el momento. Entonces tendrá sent ido precis o
hablar de todos los catá logos de esa biblioteca , una vez asegura da la exis­
tencia de X. Supongamos además que a cada catá logo corresponda biuní-
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vocamente un título grabado en sus tapas y apliquemos la siguiente clasi­
fic ación : a) Si el catá logo reproduce su título impreso en su interior, lo
llamamos auto ci tado ; b) Si el catálogo no reproduce su título en su inte­
r ior, lo llamamos no-autocitado .

Si llamamos catálogo 1'Oj O al que t iene sus tapas de este color, ninguna
elucubrac i ón lógica sobre pre dicabilidad imp edirá sea posible cons iderar
f ormado el catálogo X por uno R en cuyo interior figuren impresos exclu­
-sivamente los t ítulos de todos los catálogos rojos de la biblioteca , inclu­
yendo o excluyendo el del mismo X=R según lo formemos o no de ta pas rojas
. Sin embargo, en caso parecidamente análogo, se da la paradoja de
RUSSELL de ser imposible encontrar en la biblioteca o form ar el catálogo
X = N, tal que en su interior figuran impresos exclusivamente los títulos
·de todos los catálogos n o-au tocitados de dicha biblioteca , pues si contiene
e l t ítulo del mismo catá logo N, éste será aut ocitado y no debe figurar,
mientras que si el título no figura en su interior , dicho catá logo N será no­
a utocita do, por lo que su título hubi ese debido esta r impreso en su in­
terior.

Otra amena objetivación de la anterior paradoja consiste en considerar
un barrio de casas , cada una de las cuales tiene un distinto encargado a
'quien se prohibe habitar la casa de la cual es encargado. Si ahora se man­
da que todo s los encargados de las casas del barrio se concentren habi tan­
,00 una misma casa, no se podrá saber dónde deberá habi tar el encargado
-de esta última casa de los encarga dos.

Sin embargo, el conflicto en uno y otro caso no es lógico, sino extral6­
.gico. La lógica se ocupa exclusivamente de la form a de los razonamientos,
'estableciendo las reglas por las cuales proposiciones oportunamente enca­
denadas por relaciones de interd epend encia deben incluirse en una deter­
mina da tabl a de verdad, por ejemplo, para la lógica bivalente, entre los
dos valores de verdad o falsedad . Pero aunque tra te de su tran sform ación .
n o pertenece a ella la formación de juicios, pues la decisión inicial de ver­
·dad o de falsedad depende de la interpretación concreta que se dé a la
teoría lógica , intervini endo en ella la intuición o la experiencia , a veces
el albedrío median te un convenio arbit rar io.

Claro está que la lógica se preocupa de justifi car la existencia de siste­
mas de proposicion es no contradictor ias , es decir, que -las reglas que se
a dmitan de la lógica no incluyan por sí mismas lo absurdo . Este es el pro­
blema de la decisión ("Entscheidungsproblem") de HILBERT, uno de los fi­
nes principales de sus Grundlaqen. (D. HILBEHT Y P . BEHNAYs: Grurullaqen.
-der Mathematik , 2 vols ., Springer, Berlín , 1934), sin que en ellos se alean ­
zase la respuesta definitiva .

En el caso de las objetivaciones cita das anterior mente, la conclusión ob­
te nida es la forzosa inexistencia del catálogo N de todos los catá logos no­
a utocitados o la imposibilidad de albergar en una misma casa a todos los
encargados de las casas del barri o no habitables por ellos. Son ejemplos
·de conjuntos mal definidos, según afortunada expresión de J. REY PASTan
(Elemen tos de la T eoría de Funciones, p. 331, Madrid , 1947).

En distintas forma lizaciones lógicas de la teoría de conjuntos, queda
también naturalm ente solucionada la paradoja de RUSSELL. Tomemos como
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ejemplo , va la formalización de ZEIUltELO-SKOLEM-FRAENKEL contenida en la
obra de Á. FRAENKEL e Y. BAR-lJILLEL: Foundatums of set th eoJ'Y (North­
Holland, Amsterdam, 1958) o más didácticamente en A. FRAENKEL: A bstract
set theory (North-Holland, Amsterdam, 1961) o en P. R, HALJIIOS: Naive
Set Th eors¡ (Van Nostrand, 1960), ya la formalización contenida en el trata­
do de N. BOURBAKI: Théorie des ensem bles (Caps. 1 y 11, Hermann, París,
1954) con descripción previa de la matemática formal basada en los axio­
mas de P. BERNAYS.
• Es característico de la formalización axiomática citada primeramente el
axioma de especificación (o "Ausonderungsaxiom"), en donde a todo con­
junto G (género próximo) y a toda condición p(x) (diferencia específica) co­
rresponde un conjunto e cuyos elementos son los de G para los cuales se
verifica p(x), es decir: e = 1x E G tal que p(x) L

. Entonces, para el conjunto N = {x E G tal que x ~ z ] resulta que N ~ G,
pues si N E G llegamos a un absurdo: en efecto, de N E N se deduce que se
cumple p(x), es decir que N ~ N, y del mismo modo, de N ~ N se deduce
que no se cumple p(x) , es decir que N E N, y en todo caso obtenemos una
contradicción. Así, pues , nada contiene todo , es decir, no existe la totalidad
discursiva.

En la formalización de BOURRAKI, después de los axiones implícitos de la
. lógica y del axioma de extensionalidad, se in troduce como teorema el si­
guiente criterio deductivo: Sea R una relación , x una letra, y una letra dis­
tinta de x que no figura en R ; entonces la relación

(x ) [ (x E y) <=? R]

es unívoca en y. Esto permite, si resulta teorema , establecer como relación
eolectitiizante Coll:z:R , la que por definición es

CoiI:z:R = (3~y)(x) [ (x E y) <=? R],

que. no contiene x. Con ello se puede introducir una constante auxiliar a,
distinta de x y de las constantes de la teoría lógica considerada, que no fi­
gure en R, mediante el axioma (x) [(x E a) <=? R] , definiendo (x E a) <=? R,
es decir, R es collectivizante en x si existe un conjunto a cuyos elementos
sean precisamente los que tienen la propiedad H . Así resulta que mientras
la relación x E y es colectivizante en R, no lo es x ~ w, es decir No
Collix ~ x) es un teorema. Pues si x ~ x fuera colectivizante, introduciendo
(x) (x ~ w) {=> (x E a) llegaríamos al absurdo (a ~ ~a) <=? (a E a).

Consideremos ahora nuestra contraparadoja de RUSSELL. La generalidad
de los autores pasa por .alto o acota no da lugar a antinomia alguna, el caso
que corresponde a los catálogos autocitados en la primera objetivación vista.
No obstante, es interesante examinar el "exceso de fortuna" que origina su
consideración y su relación con el principio del tercero excluido . Este pa­
rece exigir que un par de condiciones contradictorias como las de catálogo
autocitado o no-autocitado se atribuya en alternativa exclusiva. tanto a todo
catálogo de los contenidos en la habitación , como al X formado en el mo­
mento. Pues bien, si queremos que X = A sea un catálogo tal que en su
interior figuren precisamente impresos los títulos de todos los catálogos
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autocitados de la biblioteca , dicho X = A tanto podrá consi dera rse catálogo>
autocita do (figurando su t ítulo impreso en su int erior), como no-autooita­
do (no figurando su título impreso en su interior) y para resolver la cuesti ón
no será decisivo el principio del tercero excluído. Si enca rgáramos a un es­
cribiente (o a una máquina electrónica) la form ación de A , ésta no podría
ser automática en lógica bivalente, al poner al escribiente en el apuro de­
decidir si debe o no debe inscribir el t ítulo del mismo.

Para comp render intuitivamente la solución de esta paradoja ; limitemos
nuestra biblioteca a los catá logos ya existentes en la biblioteca (dejando de
considera r el X que puede hacer impredicabl e la biblioteca). Entonces aun
cuando podamos apartar todos los catálogos no-autocitados, el cat ólogo N
antes definido , no podrá existir en la biblioteca y será ejemplo de conjun to
m al definido . mientras que será posible encontra r en la biblioteca , ta nto un .
catálogo no-autocitado A,,, como un catálogo autocitado A,,, en cuyo interior
figuren impresos precisam ente los títulos de todos los catálogos autoc ita dos
de la biblioteca ; am bos tendrán el mismo texto que contendrá el tí tulo de
As> pero no el de An • Así, para un catálogo ya existe nte, sea el An o el A.,
rige el principio del tercero excluido; sin embargo, este principio n o es cons­
tructivo para formar el conjunto A de títulos que constituye el t ext o ante­
rior . Empleando el sentido común, diríamos que nu estro escribiente había
recibido una orden incompleta , pero este hecho está de acuer do con la
posición brouweriana o intuicioni sta en relación al principio del tercero
excluido. En cambio, la limitación de considerar sólo una biblioteca ya exis­
tente . anterior al formalismo lógico que podamos ap licarle , está de acuer ­
do con la teoría de los tipos lógicos de R U S SELL , o con los ax iomas de
extensionalidad y de especificación con que se construye la teoría de con­
juntos.

Sea , en efecto , el conjunto A = 1x E G tal que x E x }. Ahora A EG no
implica la contradicción dada por la conjunción ;t E A /\ A ~ A an tes vista,
sino sólo la alternativa inclusiva A E A V A ~ A, con lo que si E es una
relación dada previamente para definir A, dicha proposición p(x ): x E x ,
tanto si la cumple corno si no la cumple A, será no contra dictoria, ' pero ésta
no podrá servir para defini r el conjunto A, median te el ax ioma de exten­
siona lidad.

y también podemos decir que aunque x E ;Y; parezca- caso particular de
la relación colectivizante x E y en la axiomáti ca de BOURB AKI (allí dice que
y es una letra distinta de x), el axioma introductor

(x) [ x E a {=} x E x] defini endo (x E a) {=} (x E x),

no cumple el ax ioma de extensionalidad y por tanto la relación

(x) [ (x E y) {=} (x E x)]

no tiene por qué ser unívoca en y .
Ocupémonos fina lmente de la famosa paradoja de CERVANTES, res pecto a

la cual no podemos quejarnos sea desdeñada en los modernos textos de
lógica matemática. A ella hace referencia CHURCH en la obra citada, ini cian­
do un camino para su formalización que modifico convenientemente para
adapta rlo mejor a lo propuesto por CERVANTES . .
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Empleando palabras de éste para describir el caso sometido a juicio de
Sancho Panza , Gobernador de Baratar ia , recordemos que: "Un caudalos o
río dividía dos t érminos de un mi sm o señorío . .. y sobre este rí o esta ba una
puente, y al cabo de ella una horca y un a como casa de audiencia, en la
cual de or dina r io había cua tro jueces qu e juzgab an por la ley qu e puso
el du eño del rí o, de la puente y del señorío , qu e era de esta ma nera : Si al­
guno pasare por est a puente de una parte a otra, _ha de jurar pr imero a
dónd e y a qu é va ; y si jurare verdad, déjenl e pasar , y si dij er e mentira ,
mu era por ello ahorcado en la hor ca qu e allí se muestra , sin remisión al­
guna. Sabida esta ley , . . . sucedió, pues , qu e tomando juramento a un h om­
bre, juró y dijo qu e para el juram ento que ha cía , que iba a morir en aquella
horca qu e allí estaba, y no a otra cosa . Repararon los jueces en el juram ento
y dijeron : Si a este hombre le dejamos pasar libremente, mintió en su ju­
ramento, y conforme a la ley debe morir ; y habiendo jurad o verda d, por la
mi sma tey debe ser libre" . .-

Formalicemo s en las siguientes proposiciones el caso propuesto resp ecto
al hombre suj eto del mismo: p = cru za la pu ente ; 'l = es aho rcado;
r = es cierto el prop ósi to jurad o ; S = la ley es obe decida.

Ahora bi en , cua lquiera qu e sea el valor de verdad y la interpretación
concre ta de las prop osiciones p, q , T , S , resulta una ta utología , es decir un
teore ma, la prop osición com puesta siguiente, seg ún el método de las tablas
de verdad in cluido enW. O. QUINE : Mathem atical Logic , Cap. J, (Har ­
vard , Cambridge, Mass., 1958) :

P /\ (1" ~ P /\ q) : ~: [s ~ (q ~ }J /\ no 1")J ~ 'no s.
--+-l. V V V V V V V V V 1" V 1" V 1" 1" V 1"
-r-s- 2. V V V V V V V V 1" V V 1" V 1" 1" V V

3. V F 1" F V V V - V V V V V V V V 1" 1"
4. V F F F V V V V F V V V V V V V V
5. V F V F V F 1" V V V F V V F F 1" F
6. V 1" V F Y F F V F V F V V F F V V

--+- - V V F V V F F V V F F F YV V V F( .
--+- 8. V V F V V F F V F V F F V V V V V

9. F F V 1" 1" 1" V V V F Y F F F 1" V F
la. F F V F F F V V F Y V 1" F F F V V
11. 1" F F V F F V V V F V F F F V V F
12. F F F Y F F V V F V V F F 1" V V V
13. F F V F F F 1" V V V F V F 1" F 1" 1"
14. 1" F V 1" 1" 1" F V 1" V F V 1" 1" 1" V V
15. 1" 1" F V 1" F 1" V V V 1" V F 1" V 1" 1"
16 . 1" F F V 1" 1" 1" V F . Y F V 1" 1" V V V

I~ t

I
'__, ,_ 1

1__-
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Si ahora damo s por sentado que el hombre cruzó la pu ente p E V Y juró
el propósito dicho (r ~ p /\ q) E V considerados como constantes, estare­
mos en los casos 1, 2, 7 Y 8 de la tabla (modus ponens). Los casos 1 y 2
corresponden a la supuesta determinación de los jueces de ahorcar al hom­
bre y en ninguna de ambas la ley puede ser cumplida, pu es s => da respecti­
vamente los valores V F, F V. Los casos 7 y 8 'corresponden a la supuesta
determinación de los jueves de no ahorcar al hombre y en ninguna de am­
bas tampoco la ley pu ede ser cumplida, pu es s => vuelve a dar respectiva­
mente los valores V F, F V.

rlQué hacer P Sólo alabar , como dic e R . RODRÍGUEZ A NNONI en su am eno
libro Al mm'gen de la clase (Librería General, Zaragoza , 1959; p. 141), la
fidelidad de Sancho 'Panza al cri stiano y cabal concepto que Don Quijote
le diera al sentenciar, primero cazurramente y luego misericordiosamente:

-"Digo yo, pu es, agora, replicó Sancho, que deste hombre , aquella par­
te que juró verdad la dejen pasar, y la que dijo mentira la ahorquen; y
desta manera se cumplirá al pie de la letra la condición del pasaje" .

-"Pues, señor Gobernador, replicó el preguntador, será necesario que
el tal hombre se divida en partes , mentirosa y verdadera, y si se divide, por
fuerza ha de morir ; y así , no se consigue ¿ósa alguna de lo que la ley pide,
y es de necesidad expre sa que se cumpla con ella."

- "Venid acá , señor buen hombre, respondió Sancho; este pasajero que
decís , o yo soy un porro , o él ti ene la misma razón para morir que para
vivir y pasar la puente; porque si la verdad le salva, la mentira le condena
igualmente; y siendo eso as í como lo es, soy de parecer que digáis a esos
señores que a mí os enviaron , que pu es están en un fil las razones de
condenarle o absolverle , que le dejen pasar libremente, pu es siempre es ala­
bado más el hacer bien que mal ; y esto le diera firmado en mi nombre, si
supiera mejor firmar ; y yo en este caso no he hablado de mío , sino que
se me vino a la memoria un precepto, entre otros muchos, que me dio mi
amo don Quijote, antes que viniese a ser gobernador de esta ínsula, que fue,
que cuando la justicia estuviese en duda, me decantase y acogiese a la
misericordia ; y ha querido Dios que agora se me acordase, por venir en
este caso como de molde" .
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por

M IGUEL L AP L AZA

P RE CEDENTES

El art ículo de ma yor ex tens ión publicado sobre es te tem a es el traba jo
de Bailey Bro wn y Neal H. Mc. Coy , Ring wit h 1mÚ elem en t w ich con tains a
qiv en ring (Duke Mat hernat i cal lournal , volumen Ul, págs . 9 a 20 , año 1946).
Usa como punto de par tida , el m ismo anillo . de qu e se parte en esta com u­
nicación , indicando allí que el primero qu e lo usó fue J. 1. Dorron en su
tra ba jo, Concerninq adjunctions to algebras (Bu lle tin o/ the Arn e1'ican Mo­
thernatical Socie ty, vo lu m en 38, págs . 85 a 88; año ] 932). El trabajo de
Bailey Brown y Nea l H. Me Coy fu e con sultado después de la elaboración
de esta comunicación -que se rea lizó sin n inguna consulta previa- y no
ha habido ti em po mater ial de exam inarlo a fondo; los resu ltados ' com unes
se alcanzan en el presen te tratado por un cam ino más natural y med iante.
conce ptos más senc illos. '

El t rabajo cita do de J. L. Dorron demuest ra un teorema qu e coincide
exactamen te con nuestra prop osición 1.

Siguiendo esta misma técni ca , J . Szendrei, en su trabajo On the exten­
sion o/ rings ioi l hou l di visors o/ zero (reseñado en Math ematical Review ,
12-1947), demuestra un teorem a , qu e es un caso par ticular de la prop osi­
ción I O. No se ha pod ido disp on er del or ig inal de este trab ajo, pero la r e­
seña citada permite asegurar qu e la t écni ca de dem ostración ha sido di­
fer ente.

Una consecuencia inter esante para este t raba jo se enc uentra .en el a rtícu-,
In de Carl W ... Kohl s , .On tl~e ernbe dding, 01 a qen eralized reqular 1'ing in
a 1'in g w it h identiu] (ver Mathematical Heview, 18-375) ; en las ' notas fina­
les nos referiremos más detall adamente a este traba jo.

Unaconstrucci ón similar a la de Dorron , per o con 'otros fin es, ha sido
empleada por L. Rédei , en su t rabajo , Rinqko nstruktion en du rc h. schie je«
Produkt (ver Mathem atical Review , 14-443).

DEFINICIO~ES
¡

Sea R un an illo conmutativo y N el anillo de los núm eros ente ros. De­
signare mos a los elementos del anillo R con let ras griegas . Cons ideremos
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PROPOSICI ÓN 1

el ---7- (a, O)., El isomorfismo se define:

PROPOSI CIÓ N 2 '

Si el anillo R es subani llo de un an illo R¡, qu e posee elemento unidad e.,
ex iste un ideal en A, a., t al qu e A / a¡ es isomorfo al subanillo de
R¡ engendrado por los eleme ntos de R y por e., suban illo qu e designaremo s
(R, e;).

Consideremo s la corres pondencia entre A y (R , e¡) , definida por:

(a, n) ---?: el + n e¡

Esta correspondencia es un homomorfismo: '

(a,-n) ---7- el + n e¡{ (a, n) +({3, rn)= (a+ (3 , rn+n)---7-(a+n e¡) + ({3 + rn c¡)

({3 , 1~1) ---7- {3 +~ e, (a, n) ({3, rn)= (a {3 + rn a+n (3, n rn)---7-(a+n e¡) ({3 +rn e¡).

Este homomorfismo es un homomorfismo sobre (R ,'-e¡), ya que todo ele­
mento de (R, e¡) es de la forma o: + n e., y, por lo tanto , es siempre imagen
de un elemento de A : (a, n) .

Por lo tanto:

Su comprobación es inmedi ata .
La segunda parte de la proposición es inmediata , tomando la defini ción

usual de product,o de un en tero por un elemento de un anillo.

Corolario, - Todo anillo R admite una extens ión con elemento unidad ,
tal qu e no existe 'n inguna otra exte ns ión con elemento unidad qu e esté es­
trictamente contenida en la primera , si sus elementos unidad son los
mismos.

(R, e¡) !:::>L A la¡

en qu e a¡ es el núcleo de este homomorfism o, o sea

'(a, n ) E,a¡~ a + 'n e¡ = O en R¡

El anillo A t iene un subanillo isomorfo al R ; todo eleme nto del anillo A
puede descomponerse en la suma de un elemento de este subanillo y de un
elemento de la forma n (0,1), siendo n un número entero .

Se demuestra sin difi cultad qu e A es un anillo conmutativo , con elemen­
to unidad (0,1). Los ideal es de A se design arán con las primeras letras mi­
núsculas del alfa beto latino. Normalmen te se omit irá el signo de multipli­
cación en el producto de elemen tos del anillo A.

el anillo A , constit uido por los eleme ntos del conjunto R x N (producto
cartesiano), con las op eraciones

(0:, n) + (.8, 111) = (a + (3, 'In + n) ;
(a, n) x ({3, rn) = (a {3 + rn a + n (3, rn n) .
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PnoPoSICIÓN 3

Existe un subconjunto e de A , qu e no es en gene ral un ideal . ni un sub­
.anillo, que depende solame n te de 17 , tal qu e el ideal ail definido en la pro­
posici ón 2, está contenido en e para cualquier ni'

Definimos e como el conjunto de ele me ntos de A , qu e cumplen la s dos
-eondiciones siguiente s :

1) Si (a, n) E e ---+- (a + n) H= O.

Entendiendo esto , en el sentido -de qu e pa ra todo elem ento de 17 , la surua
·del producto de .este elemen to por a y del producto de este elemen to por
-el entero n es el elem ento nulo de 17.

11) Si n = O---+- a = O.

Veamos que a¡ e e:
En primer lu gar, ningún eleme nto de a¡ es de la forma (a, O), a ==!= O, ya

'que entonces a = O en 17¡ y, por tanto, a = O en 17. ASÍ, todos los elem en-
tos de a¡ cumplen la condición TI. _

Además , si (a, n) E a¡ ---+- a + n e¡ = O---+- Ca + n c¡)R = O ---+- (a + 11) 17=
= (a + n el) 17 = O, luego todo elemen to de a¡ cumple as imismo la con­

·dición 1.

'P ROPOSICIÓN 4

Si a es un ideal de A , conte nido en el conjunto e, A la es un anillo con
·elemento unidad , que contiene un subanillo R' isomorfo al R , y si e' es el
-elemento unidad de A la , se verifi ca que (H' , c')= A/a.

A la posee eleme n to unidad , ya qu e A lo posee . Designemos por ~ (a , n) f
'el elemento de A la determinado por (a, n).

La correspondencia: a ---+- ~ (a, O) f
-es un isomorfismo:

a ---+- Ha, O) f{ a+ f3 ---+- Ha+ f3 , OH = Ha, O) f + Hf3 , O)f
. f3 ---+- Hf3, O) f a f3 ---+- ~ (a e, O) f = Ha. O) f Hf3, O) f

Si
a ---+- ~ (a, O)f = O -r-s- (a , O) E a e e ---+- a = O

"Resulta inmediata la última parte, considerando qu e todo eleme nto de A la
puede descoinponerse en la forma: ~ (a, n)} = i (a, O)} + n {(O, 1)}.

:P noPoSICIÓN 5

. Si e contiene :el -elemento (a, TI) , e contiene el ideal de A engendrado
:por el elemen to (a, n), O sea , e:> A (a, n).

Si (a, n ) E e---+- {. 1) (a + 11:):R ~ O
II) a = O - SI n = O.

:..- 23 -
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Todo elemento de la forma ((3, m) (a, n) satisface a 1) de la proposición 3:
((3, m) (a, n) = [(a + n) (3 + m a, m nJ = (m a, m n)

(m a + m n ) R = m (a + n ) R = O.

Además, satisface a II) , ya que:

f
n = o --+ a = o --+ m a = o

si m n = O--+ Ó --+ m a
m, = O ) rn a = 0

P R OP OSICIÓN 6

La condición necesaria y suficiente para que el conjunto de los ideales
de A conten idos en e se re duzca al ideal nulo, es que e se reduzca al con­
junto constituido por el elemento nulo de A : (O, O).

La proposición 5 muestra que la condición es necesaria; es in mediato
que la condición es suficiente.

PROPOSICIÓN 7

Un anillo admite una inclusión cano ruca estricta' en otro con elemento
un idad , si y sólo si e se re duce al conjunto constitu ido por el elemento
nulo de A.

Diremos qu e un anillo adm ite una inclusión canónica estricta en otro
anillo R' con elemento unidad e', si el subanillo de R' engendrado por el
subanillo isomorfo a R en R' y por e', es único salvo isomorfismos, y este
an illo contiene estrictamente a R (o a sus isomorfos). .

Si e se reduce al conj unto constituido por el elemento nu lo de A , la
propos ición 1 muestra que existe un anillo con uni dad que lo incluye, y
las proposiciones 2 y 6 demuestran - junto con las hipótesis- que todas las
inclusiones son isomorfas.

Si existe una inclusión canónica en sentido estricto, o sea que si el
elemento un idad no pertenece ya a H, el conjunto e debe reducirse al ele­
mento nulo, pues en caso contrario,' la proposición 4 nos muestra que ha­
bría al menos otra inclusión canónica además de A .

P R OP OSI CIÓN 8

Todo ideal de A, contenido en e es un idea l princ ipal.
Sea b un ideal de A, contenido en e; consideremos el conjunto P de

números enteros n, tales que exista un a, de modo que (a, n) E P.
P es un ideal en el anillo de los números enteros :

si

n E P, (a, n) E b } --+ _ _ _ _ --+ _
m E P, ((3, m) E b (a (3, n m) - (a, n) ((3 , m) E b n m E p' .

si p es un número entero cualq uiera:

(p a, p n) = (O, p) (a, n) E P b --+ P n E P

- 24-
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En efect o : si

para cualquier
y

y
si

y siendo e un ideal: (/3 + a, n) - (a;, n) = (/3 , O) E e -+ /3 = o.
Veamos la segunda parte: Si el anulador de R. ,en R se reduce al ele­

mento nulo, las condiciones 1) y II) que deben cumplir los elementos ele e
se reducen a la 1), ya que en este caso TI) se deduce de 1).

O. sea que en este caso :

(«, n) E e~ (a; + n) R = O
(/3 , m) E A , (a;, n) (/3, m) = (m a, m n)

(m a, mn)R = m ea + n)R = O
(/3, m) E e; (/3 + m) R = O

[ (a - (3) + Cm - n)J R = (a;' + n) R - (/3 + m) R = O.

PROPOSICIÓN 9

Si e es un ideal diferente del ideal nulo en A, el anulador de R en R se­
redu ce al elemento nulo. ' Si el anulador de R se redu ce al elemento nulo ,
e es un ideal en A. .

Veamos la primera part e de la proposición:
Sea

e = A (a;, n), n =1= O

si /3 R = 0-+ (/3 + a; , n) E e ya que

1) (.8 + a; + n) R = /3 R + (a + n) R = O
11) n =f=Ó

y como
(.8 , p) E b -+ (/3, p) = (/3, m n o)

PROPOSICIÓN 10

Si R no admite una inclusión canónica estricta en un anillo con elemen­
to unidad, se pueden hallar un a infinidad de anillos R;, con elemento uni ­
dad e., que incluyen al R, y tales que (R, ej ) no es isomorfo a (R, el) para

- 2-5-

se deduce que
(m a; , m no) - (/3, m no) = (m a; - /3 , O) E b e e.

y por lo tanto : .

/3 -m a = 0-+/3 = '/JI. a; -+ (8, p)= (O, m ) (a, n o)

Si P es un ideal en el anillo de los números en teros, es un ideal principal,
y por tanto existe un . número no, tal que todo elemento de b es de la
forma (a; , m no).

Como no pertenece a P, existe un a; tal que (a, no) E b.

Veamos que:
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·i diferente de j. (El sentido que debe darse al H que está dentro de los pa­
réntesis es el conjunto de elementos del anillo isomorfo al R que está in­
c luido en cada RJ

La proposición 7 demuest ra que e contiene al menos un ideal de A ,
'que según la proposición 8 será del ti po A (a, n) , n =t O.

El ideal del tipo A(a n;, n n;) está incluido estr ictamente en el ideal
A (a, n) para n j > 1 y por tanto A (a »; n n;) e A (a, n) e e.

Hagamo s R, = A/A(a n;, n n;)

·si

R ';;;;, R; --+ A/A (a n;, n n ;) ~ A /A (a n i, n ni) --+
--+ A(a n;, n n;) = A (a ni' n n) --+ (n i a, ni n) = (n; a, n; n ) ((3, x) =

= (x n; a, X n n;) --+ ni = X n;
y análogamente

n; = y n i --+ X y = 1 : --+ x = ± 1
y siendo

ni > O, n; > O--+ X = Y = 1 --+ n¡ = n;.

PROPOSI CIÓN 11

Si el anulador de E en R es el elemento nul o, existe una sola extensión
mínima (salvo isomorfismos) con elemento unidad , ta l que el anulador de
R en esa extensión sea el elemento nulo.

Existe una extensión que cumple estas condiciones que es: A/C. ya que
segú n la proposición 9, e es un ideal de A ; además si para todo elemento

.(3 E E , {( a, n) f {((3, O)f = {(a (3 + ,8 n, o } = O--+ Ca (3 + n (3, O) E e--+
--+ a (3 + n (3 = O--+ (a :1: n ) R = O--+ (a, n) E e --+ { (a, n ) f = O.

Una extensión de este tipo es úni ca salvo isomorf ismos: en efecto, sea

(R, e) ~ A/ai--+ a ¡ ~ e ; si (a, n ) E e

para todo elemento (3 de R, (a, n) ((3, O) = (O, O) ¿

--+ {( a, n) f {((3, OH = O

Y siendo el anulador de R en (H, e) el elemento nulo, (a, n) E a,
y por tanto ee a¡ y de aquí se deduce que e = a,

PROP OSICIÓN 12

. R no ti~ne divisores de cero si y sólo si e es un ideal primo, lo que es
Igual a decir que A/C es un dominio de int egrid ad . .

Si e es un ideal primo, Ale es un dominio de int egridad , R es isomor­
fo a un subanillo de A/C -proposición 4- y por tanto no puede tener
~ivisores de cero.

- 26-
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Si R no ti ene divisores de cero, el anulador de R en R se reduce al ele­
mento nulo, y por lo tanto - proposición 11- e es un ideal. Veamos 'que
es un ideal primo:

Supongamos que (f3 , m) (¡ , ]1) = (¡ f3 + m ¡ + ]1 f3, m p) E e
si (f3, m) «e, (1',]1) ~ e

existen un os elementos de R, E, r¡, tales que (f3 + m) E =i= O; (¡ + p) r¡ =i= O,
Y siendo R dominio de integridad (¡ f3 + m ¡ + P f3 + m p) E r¡ = [ (.8 +
+ m) E] [(1' + p) r¡] =i= O,
lu ego, ó (f3, rn) . ó (-(, ]1) pertenece a e.

PROPO SI CIÓN 13

Si R no ti en e divisores de cero, existe un a exte ns ión mínima única , sal­
vo isomorfismos , de R que po see elemento unidad y es dominio de in­
teg r idad.

La propos ición 11 nos dice que si existe, esta extens ión es única y es
isom orfa a A je ; la proposición 12 asegura que Afe cumple las condiciones
-exigidas.

P ROPO SI CIÓN 14

R posee eleme nto unidad , si y sólo si e es un ideal en A, del tipo A (a, 1).
Si e = A (a, 1), el elemento de R e = - el es un elemento un ida d, ya

que para cualquier elemento f3 de R: (a + 1) f3 = 0""-'+ f3 = - f3 a =- e f3.
Si R ti en e elemento unidad, el anula dor de R en R se reduce al elemen­

t o nulo, y según la proposición 9, e = A (a, n), n ~ l.
Si e es el elemento unidad de R , (-e , 1) E e, luego (- e, l )= (a, n) (f3. m)

y debe ser nm = 1, Y por lo tanto n = 1, per o (-e, 1) E e; (a, 1) E e lu e­
go (-e, 1) - (a, 1) = (- a - e, O) E e ....-.+ - C( - e = O ....-.+ a = - e y
por lo tanto e = (- e, 1) A.

NOTA S FIN ALE S

El trabajo que qu eda por efectuar es encontrar las propiedades que se
trasmiten de R a A y que son invariantes en homomorfismos; estas propie­
dades serán generales de todas las extensiones mínimas de R con elem en­
to unidad.

Carl W . Kohls (On the em bedding of a qen eralized recular Ting in a 'Y"ing
with identity. ver Mathematical Review, 18-375) ha encontrado qu e la re­
gularidad de R en sentido de von Neumann es condición necesaria y sufi­
dente de la regularidad de un anillo similar al A.

La sencilla estructura del anillo A respecto al R, parece indicar que este
estudio no resultará difí cil , si bi en no hay segur ida d de qu e se conserven
muchas propiedades.
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por

(7)g E G,
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g(x, y), (x. y) E R.

'SOBRE El. PRINCIPIO DE SAINT-VENANT EN LAS VIGAS

."

't"ik .k = - F ¡; k = 1, 2, 3 ; i = 1, 2, 3; 't"ik = s « . (2)

Ó,'t"jk - (1/1 + e) 't"ll .ik = O ik ( - ~/ l - e) div F - (F i•k + F k.i) . (3)

Las condiciones de contor no son : carencia de fuerzas sup erficiales en
la superficie lat eral de VI' y si l es fini to , se supone que las car gas en las
bases del cilindro son iguales y opuestas :

- '"33 (x, y , - l) = 't""'1 (x , y, l) = g(x , 'lj), (x, y) E R. (4)

Además , se supone que las fuerzas de volumen F sat isfacen a :

FI •a = F2•a = Fa = 0, X E V, (5)

Introduzcamos el espacio G de funciones numéricas g definida" en R ,

tG= ~ g¡Jig(x . y) dxdy = Ji xgdxdy' = Ji ygdxdg=O, gECoo(VI ) } . (6)

Sea R un dominio acotado y cerado del plano (O ; x, y), sea O el centro
de gravedad de R y sea la viga :

V¡ = (x I ( X I . x2) E R, - l ~ X -<:: l)

x = (Xl' x%, xa) = (X, y , xa) (1)

.Y análogamente V oo ' Se supone 1 suficientemente grande respecto del diá­
metro de R.

Un tensor de esfuerzos : 't" = ( 't"¡k) i, k = 1, 2, 3. es una solución en VI
-del sistema de nueve ecuaciones reducibles a seis :
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(8}

(9}

(12}

(lO}xEV

(x , y) E R. "

i , h = 1, z, 3.1:¡" E coa (V).

111:(:x, y, O) 11 < E ,

{
11:33(X, y , 0)':""- (<;33(X, y) + ax +- by + e) I
! 1:¡k(X, y , O) - <;;¡lx, y) I < E, i , h = 1,2, 3: i7{ =F 83,

para todo (x . y) E R Y i» L.

y como puntos suficien temente ale jados de las bases , tomaremo s los de la
sección centra l, Xa = O.

Supongamos qu e el contorno de H sea ana lítico v tomemos como espacio
de t en sor es permisibles el Coa (V). o sea ,

Entonces , si el principio de Saint-Venant es verda dero, se tiene también­
qu e para todo E, E> O, exi ste L tal qu e

Enton ces, una formulación matemática cor recta del principio de Saint­
Venan t pu ede ser la siguiente :

"Dados arbit rar iame nte Fl x , y). v, E coa (H), .i = 1,2 : dada arbit rar ia­
mente g(x . y), 9 E G ; Y dado arbitrariamente E, E > O, existe IJ tal que para
l ::::::.. L se ti ene

J1x(g - r;)dxdy = a, f[ y(g - r;) dxdy = b,I [ (g - r;) dxdy = c. (11)

Recíprocam ente, si se verifican las (12) también es verdadero el prin-.
cipio de Saint-Venant. .

.De este resultad o se deduce com o fácil corolari o qu e en el enunciado
del principio de Saint-Venant (9), puede supone rse F I == 172 == O. sin que
var íe el alcance del principio.

. He.aquí otro r esultad o qu e da una pr op iedad del tens or de esfuerzos equi-
valente a la validez del pr in cipio de Sa in t-Venant. .

Sean PI = F2 = O, sea 9 E G y sea 'ti el ten sor de esfuerzos cor respon­
dientes a q y al sistema (2), (3) homogen eizad o, o sea F = O.

- 30 -

Se desconoce si este principio es verdadero o falso. --
En un artí culo qu e publicaremos próximam ente , y cuyo resum en consti­

tuye el presente, se demuestran los dos resultado s qu e siguen :
Sea 1: el t ensor de esfuerzos corresp ondien te a FI , F2 y a la carga en las:

bases f(x, y), f E coa (H) . Sea r; el ten sor de esfuerzos corre spon diente a F y'
sat isfaciendo la s hipótesis de elasticidad plana ,

sien do u los desplazamien tos cor respondientes.
Sean,
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Entonces, si el principio de Sa int-Venant es verda dero.. se tien e también
que para todo E, E> .0, existe L tal que ,

1I 1)' 33 (x , y ,O) !I < E , (x, y) E n, 1 :>- L,

y recíprocmnentc.
Probablemente, la mejor manera de frustrar el principio de Saint-Venan t

sería construyendo un contraejemplo , es decir, construye ndo un tensor de­
esfuerzos en V 00 ' acotado , con F = O Y condiciones de contorno también
homogéneas, y que no fuese t' == O. Recíprocamente, si se demostrase que­
tal tensor no existe, qu edaría entonces demostrado el principio de Saint-.
Venant.
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ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS
EMPLEANDO LA GELATINA COMO MEDIO DE DISPERSION

POR

DANIEL JIMÉNEZ M ADUR GA

INTR ÜD U C CIO N

La na turaleza ofrece con profusión enorme, ejemplos de period icida d
rítmica; estos casos han llamad o la atenc ión de los investi gad ores y hom­
bres de ciencia.

Los médicos , en la observaci ón atenta del organismo humano, percibie­
ron las distintas capas o estratos que presentan los "corpora amylacea" de
los sistemas ner viosos centrales, pulmón , próstata, cálculos , tanto uri na­
r íos como biliares.

Los botánicos estudia ron la ri ca gama de configuraciones anulares y
radiadas que exhiben los vegetales. '.

Geólogos y na turali stas los oolitos, las distintas coloraciones y veteados
del ága ta y la an hidr ita de los yacimientos de sal Gema de Stassfurth.

Más aún: seres vivos como las bacter ias del vinagre, las acctobacteri as ,
forman depósito s distanciad os, cuando se les coloca bajo determinadas con­
diciones en un gel de síli ce. Seres vivos qu e en su mi sma nutrici ón y de­
sarrollo adoptan un a formación en capas de precipitación periódica .

A pesar de su espectacula r idad , no hubieran entra do es tos fenómenos
en el campo de la investi ga ción con la int ensidad y profundidad con qu e se
vienen desarrollando , de no ha berse lograd o reproducir en los La borato­
rios con técnica perfecta.

Son varios los centenares de libros, ar tículos y notas publicado s sobre
estas materias.

Merece destacarse entre toda s las publicacion es, la revista "Kolloiden
Zeitschrift", que ha dado cabida en sus páginas a to dos los mejores espe­
ciali stas en este tema. Sus directores y colabora dores han noti fi cado, me­
dian te oportunas recensiones y referencias, todo lo qu e se escribía en las
demás . revistas, o se discutía en los coloquios y congresos acerca de las
precipitaciones periódicas.

Los investi gadores alemanes, en los Laboratorios de Coleidoquímica.
son los que más han escrito sobre esta especie particular de precipitad o.
Existen también autores japoneses cuyos trabajos realizados principalmen­
te en los Laboratorios de Ffsico-Ouímica de Osaka, no s han llegad o a tra­
vés de las traducciones inglesas o francesas.
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Otros muchos , en diversas nacionalidades, han contribuido al mejor co­
nocimiento de este interesante fenóm eno.

Las fechas en que aparecen estas publicaciones van desde el año 1892
hasta 196]1.

El problema de las pr ecipitaciones periódicas fue colocado -en la órbita ,
de la investigación: impulsado por Pringsh eim",

Comenzó por emplear tubos en U llenos de gelatina. Por ambas ramas
del tubo en U hacía penetra r soluciones de diferent es sales que al entrar
en contacto reaccionaban determinando la form ación de un precipitado,
que lentamente iba creciendo en espesor . La dirección que tomaba el cre­
cimiento era de la solución de sales de mayor peso molecular a las de
menor peso molecular .

Había de t ranscurrir un año completo , antes de que viese la luz pública
el primer estudio de E. Liesegang sobre un fenóm eno que los científicos
habían de vincular, próximamente, a sn apullido".

Fue el año 1892 cuando se publicaron sns primeras exper iencias. El
hecho de incorporar a la solución de gelatina , una de las sales, puede con-o
siderarse como una variante de gran imp or tan cia , ya que es aceptada ge­
neralmente por los autores.

Por esta r incorp orado , aunque no form an do parte del mismo medio de'
difusi ón , se llama elect rolito interno él la solución disuelta de antemano en
la gelatina . Después se adiciona la solución de otra sal capaz de reaccionar
y dar un precipitado y toma. el nombre de electró lito externo.

En un principio se utiliz ó como electro lito interno el cloruro sódico al
que se le iba adicionando nitrato de plata . Se ensayaron distintas correen­
tracciones y proporciones en tre ambos , hasta lograr demostrar que la pro­
fundidad de difusión no dependía de la concentración , sino de la naturale-
za dp los electrolitos empleados. ' .

Hasta aquí todo tra nscurre dentr o de lo que podríamos llam ar interpre­
tac ión obvia de los fenómenos exper imentales .

Natural parece que cuando una sal difunde a través de un medio que
contiene otra con la que es capaz de form ar un precipitado, se form e éste
(le una manera continua, dando lugar a.. una zona de precipitado de mayor
o menor amplitud, pero de tal man era que no ofrezca solución de conti­
nuidad.

Esa ex tensión gradual y un iform e se observa en muchos casos, sin em­
bargo, si colocamos sobre una lámina de vidrio una delgada capa de gela­
tina en la que previamente se ha disuelto el dicromat o potásico, la gelatina
mani pulada está lo suficientemente fluid a para poder esparcirse con per­
fecta uniformidad en toda la placa . A cont inuación se añ ade una gota de
nitrato de plata concen trado . Dicha gota de nitrato de plata va extendién­
dose de tal manera, que alreacciona r con el dicromato potásico forma y se
deposita un precipita do de crornato de plata. Pero este precipitado de ero-

' 1 Ostwald. Wi. Zs. phys ik Chmie 27, 265, 1892.
2 Pringsheim, N. Según ref. de Liesegan g. Jahrl. f. Wi s. Botanik . 1895.
3 Liesegang . R. E. Chemische Reaktionen in Gallerten . 1898.
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mato de plata no se ha formado de man era continua, sino que ofrece alt er­
nancias espaciales, las cuales carecen de la sal pro ducida por la reac ción.

Llegan así a form arse numerosos anillos qne resultan aproximadamen­
te circulares e incluso se consigue obtener anillos circulare s perfectos. Una
modificación interesante consiste en colocar sobre la misma placa, con ge­
lat ina bien purifi cada , exenta de sales y dentro de un recipiente de elevado
contenido en humedad , sendas gotas a relativa distancia entre sí, una de
dir.romato potásico y otra de nitrato de plata.

t
O
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..

' ; ' ... .
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Arsénico ­
Bario ­

Cadm io ­
Calcio ­

Cerio:
Cromo ­

Cobalto -
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PARTE TEORICA

ANTECEDENTES HISTOHICOS SOBRE PRECIPITADOS HITMICOS

Hace ya bastantes años que dejó de ser una cur iosidad de Laboratorio
o una novedad la obtención de precipitaciones rítmicas .

En la copiosa bibliografía que hemos tenido a mano y en nuestro pro­
pio trabajo, hemos podido disponer de unas 125 sustancias diferentes. las
cuales presentaban ritmos definidos' .

No todas ellas aparecieron en medio gelatinoso ; algunas han necesitado
medios como el agar-agar, o el gel de sílice ; en cambio otras no precisaron
tan siquiera medios gelatino sos".

Aluminio: presentó ritmos en forma de silicatos e hidróxido .
Plata - óxido, cloruro, bromuro, ioduro, nitrato , sulfato, arse-

niato, fosfato, (pirofosfato, Ierrocianuro, telurato, silicato
y ferricianuro .
en forma de sulfuro.
sulfato, oxalato y bicromato .
sulfuro y pirofosfato.
hidróxido, carbonato , fosfato .
hidróxido, ácido cérico.
en forma de hidróxido .
sulturo, oxalato, cromato, ferrocianuro cobaltoso , ferro­
cianuro luteocobéltico, terricianuro cobáltico.

Cobre - óxidos: cuproso y cúprico, ferro cianuro cúprico, iodu­
ro , fosfato, pirofosfato , arseniato , oxalato , carbonato ,
cromato .

Estallo - en forma metálica.
Hierro - carbonato, azul de l'urnbull, hidróxido, fosfato, arse­

niato.
lodo - elemental.

Hidróxido de magnesio

Manganeso'- sulfuro, fosfato, piroíosíato, cromato.
Mercurio - en forma metálica, cloruro básico , ferro cianuro, carbo­

nato, sulfuro oxalato.
Níqu el- en forma de .sulfuro, ferricianuro.

4 Veil, S. Bull . Coe. Chim. Franee. 1950, 222.
5 Dreaper , Kollid . Z. 14-163, 1914. Ostwald. wi, Kollid. Z. 40-144, 1926. Ghosh. 1.

1. Indían Chem. Se. 7, 509, 1930.. .
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Arsenuüo de uranio

cromato , píro íos íat o, cloruro , sulfuro .

ioduro, iodato, hidróxido, bisulíato, cloruro , Iluoru ro,
bromuro, carbonato, sulturo, fosfato, oxalato, íerroc ia­
nuro, cromato, ars eniato, acetato.
carbona to, oxalato.
ioduro y cromato .
ferrocianu ro y oxalato .

Zinc-

Plomo -

Estrtmcio ­
Talio ­

Thorio -

6 Liesegang, E., Z. f. Chem ie und In d del' Kolloide. 1, :354, 1906.
7 Hast check , S ., f. Chemie und Ind. del' Holloide . 2, 57, 1907.
S Okaya , T., P roc. Physic, maí h . Soco Japan , 19, 657, 1937.
9 Ammon. Kolloid . Z. 78, 204, 1935.

Wolfmfato de zirconio

En el reino mineral , sobre todo, muchas reacciones de doble descom­
posición conducen a pr ecipitaciones rítmicas, con sólo situar las sustan­
cías reaccionan tes en condiciones adecuadas.

Para lograr esas condiciones adecuadas favorabl es, se han empleado
técnicas diferent es, manteniendo principios comunes.

Liesegang, E. , reducía su técnica a la preparación de diversos medios
gelati nosos impregnados de dicrornato potásico, añadiendo despu és, sobre
la placa , una gota de nitrato de plata concentrado".

Hatscheck' modificó ligeram ent e esa técnica empleando como medio
de difusión la gelatina en la que iba dis uelto -rin electrolito interno , que
llenaba el tubo de ensayo sobre el cual se rea lizaba la experiencia . En la
parte super ior se ponía la solución del electrol ilo extern o que reacciona.

Después de una labor prolongada se acumuló un acervo riquísimo de
materiales. No todos ellos tuvieron lugar en la gelat ina, debiendo emplear­
se el agar -agar o el gel de sílice. De estos últimos no nos ocuparemos y
y solamente haremos alguna alusión cuando 10 creamos conveniente para
aclaración de nuestro trabajo.

Existe una profunda divergencia en los. sistemas empleados: distinto
número de pr ecipitados, distin ta periodicidad en el r itmo, lo mismo que
en los vacíos interzonas. El comportamiento es tan distinto , que llega
hasta desapar ecer la periodicidad .

Con el cromato de plomo se forman bandas si se traba ja en agar-agar,
pero no en la gelatina.

El cromato de plata, por el contrario: forma las bandas en la gelat ina
y no en el agar-agar.

Okayas" sumerge los tubos de ensayo (o más genera lmenle tubos capi­
lares) en un recipient e que contiene la solución del electr ólito extern o ;
así queda la par le inferior del t ubo en contacto con la disolución.

Ammon y Ammon" empleó en sus trabajos hidróxido magnésico. En
una serie de tubos de ta maño variado puso cloruro magnésico. La parte
superior del tubo .estaba llena de amoníaco concentrado. No empleó placas
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para obtener an illos de hidróxido de mag nesio en difu sión superficial,
ya que no encontraba una adecuada solución para mantener una concen­
tración determinada de electrolito externo. La naturaleza del amoníaco
dificultaba el proceso de las placas . Para obte ner res ultados positivos.
otros autores sint iero n la necesidad de añadir t ubitos estrechos a las pla­
cas (que adoptan la form a de un rec ipiente prismático) y llenarlos de
hidróxido amónico teniendo siempre en cuenta que fuese el tam añ o lo
suficientemente grande para que permaneciese constante la concentración.

Mlle. Suzanne Veil" ap licó la corrien te eléctrica . Sobre las placas pre­
paradas según las habituales técnicas, colocaba unos electrodos de plata.
Penetraba una corriente de bajo potencial con preferencia de seis volt ios.
Sus an illos adoptaban formas caractertsticas , aunque no negaban a ser
elipses perfectas.

Tamb ién Okaya, T.1l emp leó la corriente eléctr ica trabajando sobre
tubos estrechos. estudiando particularmente el infl ujo de la diferencia de
potencial en la formación de precipitados. .
. La adición de sustancias, bien al electról ito interno , bien al externo,
introdujo algunas pequeñas modificaciones . Así Serb-Serbina" estableció
dos categorías de cuerpos activos en orden a su actuación en las precipta­
cienes rítmicas :

a) Los que se disuelven moleculnrrnen te, como son los alcoholes,
aminas , fenoles .

1J) Coloides hidrófilos pr otectores, como la sapo nina y demás. Aqu é­
llos no modifican la forma cristalina del precipitado , aumentan el grado
de dispersión , retrasan la formación de cristales, disminuyen la separa­
ción de los estratos . Los segundos, es decir, los coloides hidrófilo s, modi­
fican la formación de cristales.

Modernamente estos últimos años, investigadores de la Universidad
IndiR'de Allahbad, principalmente Behari, Mathur y Sathieshwar Gohosh13

han obten ido capas de precipitado de r itmo inverso o decreciente. Comien­
zan con una separación in terzonas que va dism inuyendo hasta aparecer
nu merosos precipitados, que prácticamente no ofrecen solución de conti­
nu idad.

TEOHIA SORRE LOS PRECIPITADOS RITMICOS

Cuando term inaba el siglo pasado y a menos de un lustro de di stancia
del descubrimiento de las precipitaciones periódicas Willhem Ostwald pro­
puso -la teoría que aun hoy se considera la mejor interpretación de los
fenómenos explicados.

10 Veil S., C. R. 191, 611, 1930 ; 194, 454, 1932...
11 Okaya, T. 19, lII, 1937. Proc. Physic. math , Soco Japan.
12 Serb -Serbina, Kolloid. Z., 62, 79, 1933.
13 Mathur, B. y GhOBh, S., Kolloid . Z. 159, 143, 1958.
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Según W illhem Ostwald , con anterioridad a la form aci ón del precipi­
tarlo. ti ene existencia el cromato de plata en estado de sobresaturaci ón" .
La precip itación subs iguiente despon jando de dicromato potásico toda la
región pr óxima al anillo . a ambos lados del mismo, obliga al ni trato de
plata, en su progresión a través de la gelatina, a recorrer cierta distan cia
antes de encontrar nuevamen te dicromato potásico. .

Esta conce pción explica bien las lagunas de cromato de plata comp ren­
.didas entre dos anillos consecutivos que reciben a veces el nombre de
zonas de silenc io. El Cr 01 Ag2 no precip ita , mientras no alca nce y despu és
sunere, el límite metaestable de solubilidad .

. Una modifi cación de esta teoría la propone Hedges. De modo más ge­
neral , y haciendo precisión del medio , habrá precipitación siempre que
ésta exija peculiares condiciones para producirse, sobreviniendo cada vez
qu e alcance su valor cr ít ico con relación a una. de las susta nc ias que cons ­
tituyen el sistema" , Cuando la concentración de una de las sustancias de
una disolución llega a alcanzar una situac ión det erminada , se forma en­
tonces el precipitad o.

En soluciones coloidales , el aumento de la concentración provoca, en
un momento dado , un a coagu lació n. que hace pos ible la formación de rit­
mos en los precip itados .
. H. Bechold comprobó que existe un a serie de factores sin depend encia
de la sobresaturación que actúa n juntos' o separados en la formación de
bandas . Como factores determinantes de la precipitación rítmica se adu­
cen , la solubilidad parcial del Cr04 Ag2 en el NOJ{16, la influencia de la
gelatina en las sales que entran en la combinación .

Pretendió demostrar Stansfield qu e uno de los elementos de más im ­
portancia se debe a la concentración de las sustancias emplea das.

En las experiencias basadas en el' cromato de plata, pueden obtenerse
bandas, bien por difusión de un a solución concentrada de nitrato de plata
en una gelatina débilmente croma da , bien por difusión de una solución
de dicromato potásico en una gelatina con débil concentración de nitrato
·de plata . .

La separación creciente de las ba ndas de precipi tado la atribuye a la
dilución progres iva de las soluciones, ya qu e un a solución concentrada
difunde con ma yor rapidez qu e una diluida.

Brad íord lo explica por la teo ría de adsorc ión". Observó que desde la
form ación del primer precipitado hay un empobrecimiento de la sustan­
cía reaccionante contenida en la capa próxima de la gelatina. El líquido
'exter ior continúa difundiéndose en la gelatina hasta qu e al volver a en­
contrar la sustanci a reaccionante da un nuevo precipitad o. La experiencia
demuest ra que la distancia entre dos capas suces ivas de precipitado de-

14 Z. Ph ysik , Chemie 27, p. 265, ' 1892. Lehrbuch d. allgem. Chemie, Leipzig 2,
página 7,78, 1899.

15 Hedges, El Kolloid. Zs, 52, 219, 1930.
16 Bechold, H. Zs, Physik. Chem. 52, p. 185, 1905.
17 Bioch, J ., 10, p . 369, 1916 ; Kolloid Zs. 30, p. 364, 1922. Nature 128, p. 223,

1931.
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pende más bien de la sustancia disuelta en la gelatina que de la disuelta
en el líquido sup erior.

Al operara con sustancias coloreadas se observa claramente el empo­
hrecimiento ióni co al formarse precipitados con una soloración sensible­
mente más débil.

Miss Foster aplicó la teoría de la difusión de ondas": introdujo en su
experimentaci ón el ión cluro logrando .que se formaran anillos que apa­
recían y_desaparecía periódicamente, pudiendo adivinar otro sistema de
círculos concéntricos de diferente longitud de onda.

Wolfgang Ostwald atribuye el fenómeno .de la periodicidad al juego de
tres diferentes ondas de difusión", La primera engendrada por la gota que
difunde, el electrolito, en el caso más generalmente estudiado, nitrato de
plata . La segunda formada por electrolito interno , es decir, dicromato po­
tásico. La tercera por fin , proviene del producto disuelto en el líquido de la
reacción, a saber: nitrato potásico. .

El juego de las tres ondas es capaz de producir interferencias que van
señalando momentos y lugares de pre cipitación. Sin embargo, como obser­
vó Suzane Veil , en la precipitación rítmica de algunos carbonatos no existe
más que una sola onda, lo que hace imposible el fenómeno de in­
teríerencías".

Muchas , incluso creemos podría decirs e de todas , de las reacciones típi­
cas de precipitación, se fundan en la ley de acción de masas, en las llama­
das reacciones limitadas.

Hinshelwood, al que también sigue Scott Blair", no cree que exista un
límite metaestable, sino solamente una región de concentración donde la
pre cipitación viene a ser muy probable. En la inmediata proximidad del
ordinario límite de solubilidad, la precipitación aumenta muy rápidamente
cuando nosotros alcanzamos cierta región de concentración.

Por eso ni siquiera reconoce como válida la fórmula:

y la gráfica con que representa el fenómeno se parece más a las curvas
del tipo de probabilidad.

La idea de una región metaestable podría ponerse de manifiesto en la
localización de las partículas del precipitado en concordancia , casi perfecta,
con la distribución normal de la curva de Gauss.

Las micelas del gel pueden actuar corno centros de cristalización para
la formación de pr ecipitados, exactamente como las partículas coloidales
de adecuado tamaño , se ha comprobado que provocan la cristalización de
líquidos subenfriados. .

La teoría de la coagulación sirve a Dhar y Chatterji para proponer su in­
terpretación de los fenómenos rítmicos". En general: sobresaturación, difu-

18 Fost er, Miss, Journal of Phys. Chem. 23, 645, 1919.
19 Ostwald Wo. Kolloid. Zs. , 36, p. 380, 1925; 40, p. 144, 1926.
20 VeB, S. Ilidem.
21 Scott Blair, Phyl. Magazine 49, 90, 1925.
22· Dhar y Chatterji, A. C. Kolloid, Zs. 37, 2, 1925; 37, 89, 1925.
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sión, adsorción, coagulació n, peptización , presión osmótica, maduración del'
gel, tensión superficial, etc ., t ienen sus partidarios cuando se trata de obte ­
~er una explicación satisfactor ia de las exper iencias que nos ocupan.

A. Packter" pretendió demostrar que la protección (por adsorción) de
un sol y la difu sión , son factores importantes en la precip itación rítmica
de medios gelat inosos. Aplicando los res ultados obtenidos de su experimen-.
raci ón , se observa que no se cump le la ley de equilibrio:

demuestra que, cuando la reacción catió n-amió n es mayor que 1,2 se obser- ·
va la floculación .

Recientemente Gore da importancia fundam ental al medio, a los geles;
a través de los cua les va difundiend o el electr ólito . Así los geles tendrán
una función primordi al regulando la difusión , previniendo la mezcla r ápi-.
da de las sustancias reaccionantes , fijando o determinando el precipitado.
donde éste se form a , restr ingiend o la zona de los iones para llevar a un
mínimo los factores que ocasionan la turbulencia" .

Weimarn afirma que pasan a través del estado coloidal durante el pro ­
ceso de precipitación y se sabe que cuando un pr ecipita do coloidal se form a
al juntar soluciones de dos electrolitos reaccionantes , el precipitado se car ­
gará positivamente cuando el electrolito reacciona nte presente en exceso
sea el que pr oporcione el cat ión , y se cargará negativamente el electro lito·
presente en exceso sea el que proporcione el a nión". Después de todo con­
cluye .Gore que la formación de precipitaciones rítmicas es un caso especial
de coagulaci ón periódica .

Finalmente, la formación de bandas de tipo inverso, la han llegado a.
explicar como consecuencia de la alta peptizabilidad de la materia precipi-.
tante en un medio que tiene gel e iones que reacciona n . La variedad, no
agotada en nuestra enumeración, de opin iones, los intent os sucesivos y
constantes ha sta fecha mu y rec iente, indican bien a las claras que nos en­
contramos ante un fenómeno sumamente comp lejo, siendo nu meros os los
factores puestos en juego y que suscitan vastos pr oblemas en el terreno de­
la Química-Física .

23 Packter, A., Kolloid, Zs. 142, 109, 1955.
24 Gore, V., Kolloid. Zs. 159, 135, 1958; 150, 27, 1958.
25 Veímarn , P . Zs. P. Chemie und Ind del' Kolloidc 8, U18, 1911.

factores puestos en juego y que suscitan vastos problemas en el terreno de-
la Química-Física . .
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-ESTUDIOS MA TEl\IA TICOS DE LAS LEYES QUE RIGEN LOS PROCESOS

Las soluciones basadas en las teorías propuestas, no llegaban a sat is­
facer plenamente y por eso se in tentaron otras soluciones medi ante fórmu­
lag de tipo empírico . Algunas de dichas fór mul as se aco mo dan más o meno s
a los hechos observados en la na tural eza y a los qu e cuida dosamente se han
l og-rado reprodu cir en los Labora tori os .

Pf\SO a exponer esas soluciones matemáti cas no siguiendo el orden cro­
nol ógico de su aparición , sino ag r upá ndolas conforme a las magnitudes qu e
intervienen . Posteri ormente en nuestro estud io de la sistemática , aparecerá
-con clarida d nuestro mo do de proceder. -

R. E. Liesegang supone que los espacios recorridos por el fr ente de pre-
-cipitados forman una progresión aritmética. -

Su idea podría expresarse:

S = d (11, - 1) + So

s = espacio rec orrido por la enésima onda.
d = razón de la progresión formada .
11, = número del precip itado .

Si alguna duda podr ía caber en los precipitados de cromato de plata , no
-exist e ninguna cuando se opera con l\Ig(OlI)2'

Tln gran conjunto de autores , entre los que pode rnos citar : Wagner, C26
;

Jablczynski , K27
; Roman and Romalah2s; l\Iath ur, B29, y Kohn30

, admiten
-q ue las distancias del or igen a cada una de las bandas. son los té rminos
-de una pregresión geométrica de razón:

1'>1

Tom ando l ogari tmos se llega a un a expres ión :

In Sn - In So = 11, k1

'o sea :

La re lación pu es, entre la distancia y el núm er o de anillos , es un a ecua ­
-ci ón de ti po exponenc ial.

26 Wagner, C. J . Colloid. Sc. 5, 85, 1950.
27 Jablczynski , K. Bull. Soco Chem. Fr ance, 4, 33, 1952, 1923.
28 Raman and Ramalah , Proe . lu dian Acad, Se. 94, 455, 1939.
29 Mathu r , B. and Lakshmanen. J. Kolloid . Sci. 15, 205, 1960.
-30 Kahn und Mainzhansen. Kolloid. Z. 79, 316, 1937.
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Siendo n el valor medio del número de capas y tratándose de un mismo.
electrólito : .
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La relación existente en tre el espacio recorrido y la longitud de onda se
considera constante.

Después de diferenciar la ecuación :

s =k'¡-t

Sería erróneo interpretar la ecuación anterior como la difer encia de dos'
áreas (corona circular) dividida por la diferencia de tiempos, cuando se
quiere señalar úni cam ente al relación de cuadindos de dos longitudes toma-o
das según una dirección determinada. .
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33 Jabl czynski, KolJoid. Z. ibidem.

Al estudiar el fenómeno en su form a má s general, incluyendo tubos y­
placas, puede tratarse de la difu sión en una o dos direccion es, lo que nos
conduce a una aparente diferencia en la formulación.

Así Jablczynski aduce algunas ecuaciones que merecen una previa
aclaraci ón" .

Midiendo la caída de concentración por

d c
d s

áIo lar go de un espacio determinado y teniend o en cuenta qu e esa misma.
calda va disminuyendo á medida que aum ent e el espacio, se llega, desp ués.
iI 'jntegrar a: .

res ulta la relación:
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r - ? teD e;d t
(

r r - R 2

Int egrando : o d l'
Ro.,R,

mo = la concentración molar del electrolito extern o que difunde.
m = La concentración molar del mismo electr ólito después de penetrar en"

el gel impregnado de iones qu e intervendrán en In form ación de pre­
cipitado. cuando ha recorrido el

s = espacio en el
t = tiempo .

- 47 -

S2 m S2 , moe - - - ' In - = - --: S2 = 4]( t In -
4Dt ' mo 4 D t. ' m

34 Eversole y Dau gthey . J . Phy sic. Chim . 39, 289, 1935.

(1'. - 1';)3 - 3 R0
2 (1'" - 1';) r

----- --- - - - --- = /\. 1
t; - t1

qu edando definitiva :

d l' ]
- ,- = 2 K D noe: - :;-- [;:;-

1 t '1'" - 1 0·

Como:

l ' = rad io
d = espesor

d l ' r 2 Te Ho el el e
-- = - · /\. D - - ----

d i 2 Te 1' d 111'

de Co
-- = - - - =--
d r 1.'.l - H0

2

Q = Te l' el
y sign ificando:

Corno sale fuera de nu est ro estud io, ya que nos reducimos al avance del'
frente, de precipitados en una sola dirección , nos contentamos con hacer la:
observación que precede.

Aunque de forma diferente llegan Eversole y Daugth ey a la misma re-­
lución espacio tiempo" .
donde :

Si el electrolito difundiese en dos direcciones, varia ría n las ecuaciones:
anteriores.

Siendo :



El japon és Okaya" considerando como constante la energía de preci­
pita ción, por 10 menos dentro de un mismo sistema , establece una fórmu­
la de tipo potencial. cuya deducción veremos más tarde

. 1n2
= l(2 n (1 - G n 2 + J n 3 + n 4 k n)
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Por comparaci ón entre las relaciones espacio-tiempo y t iempo-número
-de band as, quedarí a:

EL RITMO DE LOS PRECIPITADOS

De man era par ecida siendo :

In 1" = 2 ( ~: rn + In /i:2

REVI ST,\ DE L..\ ,IOADEMI. \ DE GI ENCI ,IS EXA CTAS, FIS1CO-QUlMICAS y NATURA LES

'.de dond e :

t;
--=I(

tn - 1

In t " - In t ":"1 = In 1\
In t" - In ( "_1 = /(1

In i , - In (o = n K,

E~ una relación apenas estudiada quizá por la notable dificultad del
'Cálculo del t iempo, no pudi endo apoyarse de antemano en las ecuaciones
-de la mecáni ca ondulatoria.

Sin embargo, mediante similares raciocinios a los anteriormente ex­
pue~tos , podemos escribir :

LA RELACION TIEl\lPO-NUMEHO DE PRECIPITADOS

La aparición de bandas en los tubo s de ensayo o anillo s en las placas
y tubos, es fenómeno intermitente.

Fenómenos intermitentes nos rodean por todas partes. Estos fenóm e­
no s intermitent es pueden clasificar se en rítmicos y arrítmicos . Los pri­
meros son aqu ellos que sistemáticamente vuelven a repetirse en tiempos
iguales: un pulso normal , un reloj que marcha bien ... En este sentido
'no son rítmicas las precipitaciones que estudiamos. Quizá el nombre de

35 Okaya. l. , Sur les anneaux de Liesegang. Proc. Phi c. Math, Soco Jap . 17, III,
1 , 1937.
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Nosotros nos ocupamos de las onduladas planas . En la parte experi­
mental hemos procurado evitar las poliperiodicidades, múltiples anillos
y bandas formadas por sustancias qu ímicas diferentes o, por lo menos.
no iguales cristalográficamente.

De no someter los react ivos a condiciones particulares, se verifica muy
a menudo una coexistencia de fases diferentes. Quizá esto haya enmasca­
rado la aparic ión de las leyes del movimi ento de ondas o las estruct uras
anulares de los precip itados.

Bien entendido , en todo caso, que 'las palabras "número de ondas" ,
"número de ciclos" , no significan números abstractos, sino magni tudes
de conta je que ellos representa n.

Entre las precipitaciones r ítmicas podemos distingui r :

Arborescentes
Radiales .-¡~~~;r7~asOndulada s .... .. .. .. , ....

espirales
. helicoidales .
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t iempo

número de ciclos '

Su inversa , que rec ibe

número de ciclos
tiempo

4) Su inversa:

1)

2)

3)

cadencia estaría más en consona ncia con los hechos que nos ocupan, o
simplemente peri odicidad , ya que únicam ente señalamos en las precipita­
ciones unas leyes en las que intervien e el t iempo . Por ta nto , decir preci­
pitaciones r ítmicas equivale a decir que son fun ción del t iempo.

Ostwald descubri ó una curiosa peri odicidad en el t iempo : el ataque
del cromo por el ácido clorídri co, y más cur iosos aún son los fenómenos
que se ver ifican al oxidar el mercurio con agua oxigena da o ácido nítri co
y dan lugar al conocido y célebre experimento del cora zón artificial.

No es éste el aspecto más importante, n i el que más nos interesa en
nuestro tra ba jo.

Al decir r ítm ico o periódico queremos significar, aquí, algo también
espacial. Debemos advertir la existencia de una re lación de tipo geomé­
trico entre las distancias de los anillos y ondas . Rit.mo por tanto, no sólo
temporal , sino espa cial.

El ritmo que' siguen los precipitad os si lo relacionáramos con el espa­
cio "e mediría en ondas, y si lo relacionam os con el t iempo se medi ría en
ciclos. Hay, por consiguiente, cuatro direcciones a cons iderar, y son:

. , ' . número de ondas
Concentración de ondas, que equivale a l ' d

ongItu
el nombre de longitud de onda.
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MAGNITUDES QUE INTERVIENEN
EN LAS PRECIPITACIONES RITMICA S

Al tralar de sistematizar los estudios referent es a las precipitaciones
per iódicas, nos encontramos con que vienen apareciendo tr es magnitudes :

espacio
tiempo
número de anillos o bandas de precipitación .

Ordenadamente hemos ido agrupando las ecuaciones que las relacio­
nan . Para que el estudio tenga la debida profundidad de contenido y sus
bases sean sólidas, tengo por necesario analizar previamente dichas mag­
nitud es.

Siguiendo las ideas expresadas por el Dr. Palad os en el II Congreso­
de Aproximación filosófico-científica , celebrado en Zaragoza en noviem­
bre de 1958, hay que dejar bien acla rados los conceptos, símbolos, magni­
tudes que intervienen al pretender interp retar los primeros fenómenos fí-·
sicos. La ciencia opera con magnitudes susceptibles de medida; las demás
magnitudes escapan a las consideraciones de los físico-químicos y caen
dent ro del campo de la pura filosofía .

"Parece natural " que para saber de qué se trata , se empezara por dar
de pilas una definición y cuando esto no fuera posible, dar una descrip­
ción de los rasgos caracterís ticos, de tal modo que supiéramos conocer '
carla magnitud siempre que topásemos con ella, además de formar un
concepto o idea de la misma, Pero la tendencia ' de todos los físicosquími­
oos basada en los principios de la llamada Filosofía operacional o lógica­
positivista , consiste en proscribi r tales definiciones, como cosa vitupera­
ble por su carácter metafí sico.

Sin entrar en la discusión de los puntos particular es afirmativos, me
complace ver expuestas unas ideas afirmativas en mis estudios anteriores
de filosofía.

T IEMPO

El concepto de tiempo va incluido genera Imente en la idea que se tiene
de lo rítmico y periódi co. La medida de la magnitud tiempo es algo esen­
cial cuando se tr ata del estudio de algún fenómeno periódico . Por esto se
exp lica la presencia de dicha magnitud en las ecuaciones que pretenden
interpretar estos fenóm enos de precipitación.

El tiempo es una magnitud continua y escalar unidimensional. Por ser'
magnitud continua su valoración tiene que realizarse mediante clasifica­
ción. Para medir una determinada cantidad de tiempo establecemos arbi­
trariamente una unidad , por ejemplo el segundo , el minuto, el día ... , con
lo cual apreciamos las diferent es porciones en que puede dividirse. Una
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vez diferenciadas esas porciones, podemos con tarlas como si tratase de
un a ma gnitud discreta .

La formación de anillos en las placas o capas en los tubos de ensayo
pr esupone una duración , un ti empo du rante el cual se han esta do for­
mando.

Las mismas evoluciones de los iones que avanzan en prese ncia de los
otros iones an tes de rea cciona r y cuando reacc ionan, constit uye el tiempo
intrínseco pr opio del fen ómeno que vamos estudiando.

No tratam os de este tiempo. Este es algo objet ivo y real independiente
de nuestra man era el e concebir y expresar . No en tra en el campo de nu es­
tro estu dio ni sirve para la 'formulación matemáti ca de los fenómenos.

El t iempo que vamo s representando por 1 en las fórmulas y que luego
volveremos a precisar , expresión de los hechos, se, sale fuera de la reali ­
dad . aunque nos hayamos fundado en ella, para conocerlo y expresarlo .
De otra manera consi dero imposibl e una interpretaci ón físico-qu ímica de
la realidad investigad a .

Dentro de la Físico-Quími ca observam os conceptos diferentes de tiem­
po, ya que nuestro conocimiento de los hechos de In naturaleza, va modi­
ficándose.

La mecánica clás ica , la ondula toria, la cuá ntica, la rel ati vista , .etc . .. . ,
todas ellas ti enen un concepto peculiar de tiem po, con su sigriificado pro­
pio y no enteramente ' conforme con los demás conceptos. Como el con­
cepto se funda en la realidad (y no es la misma realidad objetiva e inva­
riable) ha ido modificándose nu estro conocimiento a medida que avanza
nuestra interpretación de la naturaleza .

El tiempo es una magnitud esca lar monodimensional . Necesitamos por
consiguiente, para valorar el tiempo , una esca la que ordene los distintos
valores del tiempo . Esta es la escala de referencia : pOI' otra pa rte eH única
y vendrá identifi cad a con la del mismo sistema cons tituido por los diver­
sos casos del pro blema .

Siendo el tiempo una magnitud escalar hay que distinguir (como en
toda magnitud de este tipo) el ordinal y el cardina l.

El ordinal que dice relación con la posición en la magnitud del tiem­
po, nos señala el cuándo de la verificación del fenómeno . En nu estro caso
el momento preciso de la verifi cación elel fen óm eno , la forma ción de la
banda refiri éndo se a un tiempo anterior y otro posterior. Nos señala el
cu ándo del ti empo, instante en. que aparece el precipitado . instante en
que comienza nuestra valoración , nos falta un nombre ad ecuarlo y propio .

El mom ento en que se pone en contacto el amoníaco con la sal de mag­
nesio y el hecho de la aparición de las capas, nos da el ordinal de la mag­
nitud tiempo . Así como para el espac io se seña la ron .dos categor ías: el
ubi y el situs, exte ns ión y situación, cardina l y ordina l, aquí echamos
de menos expres iones diferentes que coloquen al cardina l y al ordina l
ti emp o donde les pueda corresponder .

El tiempo que transcurre entre la formación de la capa nA y n B queda­
rá determinad o si conocemos los dos ordina les:

i, y t,

ESTUDIO SISTEM,ITlCO SOBRE PRECIPITA CIONES RITM ICAS E!tIPI.E,INDO 1.,\ GELATINA •.•
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La diferencia entre los dos ordinales tB - 1,1 nos dará el cardinal del
tiempo. Por eso, generalme nte , preferimos expresar las ecuaciones por la
diferencia de ordinales para , de esa manera , conseg uir un mayor gra do
de genera lizac ión.

En las fórmulas an am órficas, un o de los hitos temporales quedará so­
br eentendido por las hipótesis del problema . Así evita remos en lo posibl e
su ambigüeda d .

E SNCIO

El espacio tal como debemos cons idera rlo en Físico-Química, es una
magni tud continua poli escalar y, por tanto, requiere para su definición
varios número s escalares homogén eos . Como ma gnitud escalar distingui­
mos en ella dos determinaciones: la cardinal y la ordinal. En el espacio
la cardinal es la exensi ón y la ordinal es el emplazamiento o localización .

Los filósofos, ya de antiguo preocupamos con el concepto del espacio,
habían 'señalado el Sit1/S que equivale a la ex te ns i ón y el ubi que podría
trad ucirse por la localización o emplazamiento. En particular nosotros da­
remos el nombre de espacio, a la extens ión, a la determinación cardinal
del escalar espacio.

Aunque nuestro estudio en su parte experimental, se realiza en plan os
y tubos de ensayo, o de diám etro más re d ucido, .es decir , supe rficies y
volúm enes, con todo, el espacio que cons ideramos es el de un a sola di­
mensión .

Si se tratase de superficies 'circulares o esferas se tra taría de las longi­
tudes en dirección de un o cua lquiera de sus radios .

Las demás observaciones hechas sobre la magn itud tiempo, podr ían
repeti rse respecto de la magnitud espacio.

MAGNITUD DE CONTAJE

A medida que van ap areciendo los an illos o capas de hidróxido de ma g­
nesio, nosotros podremos o habremos de ten er en cuenta : espacio recorri­
do. número de anillos formados que constituyen las magnitudes a qu e nos
hemos referido. Al número de anillos aparecidos no se le suele cons iderar
como una magnitud especial o propia. Por nuestra parte y en este estudio
sí que lo consideramos como magnitud , pu esto que creemos que se halla
dentro de un concepto general de magnitud (todo aquello que admite dife­
rentes caS?s) de contaje. Para toda magnitud qu e en realidad constituya
una magnitud de contaje, siguiendo las or ientaciones del Dr . Gálvez, le
llamaremos nuja.

En el espacio y en el tiempo hemo s tenido necesidad de señalar arbit ra­
riamente las unidades de medida: kilómetro , hora , ' cent íme tro, segundo. ..
En cambio en las ondas materi ales , magnitud nuj a , forman una magnitud
discreta en las que nos viene seña lada de manera natural, la unidad : onda .
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El número de ondas materiales existen tes en el pro ceso, señalarán el
valor de dicha magnitud.

Recientemente al aplicar la ecuación de De l3roglie al problema de las
precipitaciones rítmicas, nos encontramos con la siguiente expres ión ma­
t em ática del fenómeno:

a2

8M-=Nht L

en ella:

JI = peso molecular.
a = la distancia contada desde el ori gen de los precipitados.
t = el ti empo que tardan en formarse .

N¿ = el número de Loschmid.
h = la constante de acción de Max Planck .

Pues bien , aplicando el análi sis dim ensional y prescindiendo de la uni­
da d de contaje, nos encontraríamos con que habría que afirmar la identidad
entre : peso molecular y masa. En efecto, pu esto que 8 y NL son números
abstractos , quedaría peso molecular:

Peso molecular U T- 1 = U T- 2 TM ; peso mol ecular = ma sa .

Esta necesidad de la magni tud de conta je la vemos nosotros im plí cita­
mente aceptada en el énfasis pu esto al trat ar de encontrar una nueva defi­
nición de mol.

Shin Lee de la Universidad de Yale, intenta redefinir el mol como "a
unit of nu mb er equal to Awogadros numher " . Definición que pu ede a plicar
se ta nto a especies químicas como físicas.

El mol según la definición antedicha , es una pal abra semejante a cente­
na )' millón que son unidad es de puros números. A la defini ción dada por
Guggenheim, E. A. "can tida d de susta ncia que contiene el mismo número
de moléculas que átomos hay en L2 gramos de 12C" , se le pone el reparo
de expre sar ' "cant idad de susta ncia." en contraposición a "an ,absltract
number?" .

La magnitud de conta je que introducimos en nu estro estudio, no es el
de número de ondas, ya que el de número de ondas es la medida de dicha
magnitud. Tampoco son las ondas materiales, pu esto que las ondas mat e­
r iales no son sino el sujeto que posee dicha magnitud . Ni siquiera es la
cant idad de ondas que podrían ser medidas por volumen , peso , etc. La
magnitud contajs , viene a ser el fundament o que nos permite comparar las
ondas existentes con un a onda, unidad natura l de dicha magnitud.

37 " J. of Chernical Education", 38; 549-556, 1961 ; 38: ' 8G-87, 1961.
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MAGNITUDES DE HELACIO N

Quedaría deficiente nuestra exposición si nos contentáse mos con seña­
lar únicamente las tr es extensidades, tres magnitudes que de pOI' sí no
dicen relación unas con otras , y pueden entenderse como independient es
entre si.

Existen seis magni tudes de relación que deben estudiarse antes de en­
trar en la comprensión del fenómeno.

La relación:
Espacio
Tiempo

La trinidad onto lóg ica . ' dos magnitudes relacionada s por otra relacionan­
te , en nuestro caso espacio y tiempo , que se relacionan por medio de la
velocidad. Pudiera considerarse su inversa y tendríamos la lentitud que
igualmente puede relacionarse así:

Espacio .
'1" . = Len ti tudlempo

Comparandoeltíempo con el número de odas, tendremos el período de
onda, qué podrí a definirse como el tiempo empleado en una longitud de
onda:

Tiempo
Número de ondas

La relación inversa:
Número de ondas

Tiempo

será la frecuencia de ondas, es decir , el número de ondas producidas en el
movimiento por cada segundo unidad de tiempo .

El esapcio y el número de bandas vendrá relacionado por otras dos mag­
nitudes:

Espacio
- - - -=- ---

Número de ondas

es decir , el espacio recorrido por una onda vendría a ser la longitud de
onda . Su inversa es una magnitud que tiene más difícil expresión; noso­
tros la llamamos "espesura de onda" o "frondosidad" :

Número de ondas
-. .Espaoio

-l}.!".num ero de ondas en la unidad de longitud, es decir , la densidad de
ondas. Evitemos este nombre por venir generalmente ligado a la masa
y por eso hemos preferido el de espesura de onda.
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VELOCIDAD

I 1 I> 1---"-1el numerador es pos
, VI

v= v +at
t~O

1+1
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d i i d i d v
a =- -= - v- I

di d s di

de donde

de donde

d v
a= --

d t
d v

(2= -

ds

Si

'it ivo :
p> O.

Como la velocidad va disminuyendo en valor ab soluto a medida qu e
avanza el tiempo, nos encontramos ante un movimiento de lentitud unifor­
memento retrasado con relación al espacio; su r etrasación es positiva .

Interesa también determinar la velocidad en funci6n de las distintas
'constantes que ordenan y clasifican los movimientos uniformemente varia­
-dos. En el proceso de la precipitación rítmica de Mg (OH)2 en medio de ge­
latina, nara el movimiento de lentitud uniformem ente variada con relaci ón
al espacio, hallaremos la expresión de la velocidad como 'funci6n de la cons­
.tante de retrasación .

. Expresadas las velocidades en los distintos movimientos uniformemente
variados, quedará:

1.2 > i.

por tanto el denominador es positivo en cua lquier hip6tesis.

I v2 1 > I V1 I de donde 1_1 _1< 1-1 - \
V 2 V I

numerador negativo por lo tanto p < O, se trat a de un movimiento de len ­
titud uniformem ente acelerado con relación al espacio. Como el valor abso­
luto de la velocidad va aumentando con el tiempo, se dice qu e el movimien­
lo tiene retrasación negativa .

V2- 2 - V I- 2

p=----
2 (t2 - t1)

El tiempo lo consideramos en todo mom ento en escala progresiva y no
a ecesiva, por tanto siempre se rtatará de un valor positivo para el tiempo.
Verificamos los valores o mediante el análisis de la fórmula con la condición
señalada '

Cuando pretendimos an ali zar la na turaleza del movimiento si es apresu­
:rado o retrasado, acudimos al valor de la constante retrasaci6n que hemos
d esignado por p.

Tomamos la f6rmula qu e nos da el retrasamiento en función de lentitu­
-des y tiempos (4)



'Ot=o eatv

1

In v = a: t + e

y

v~~O + l ' t

d '0-1 d '0- 1 .

0= -- = - -'0- 1

. d t d t
1

de donde

v = O

d v .
- = .a: d t
v

In vt=O = e

v =

v =

l ' =

V t=O

In v

d '0- 1

p=~;

- --=a:t;

de donde

de donde

De la fórmula general quedaría :

-1 ( \ 1 ( \2i; - i , = VI 52 -. 5lJ + 2 P 52 - 5lJ

t, -t¡ = ~ - P (.52 -:- SI?

que coincide con la 5 = k '¡- t expresada pOI' algunos aut ores.
En el segundo de los casos, al considerar

v-1 = CX) el' tiempo /2 - t I = 00

es decir. se nos señala un tiempo infinito para que las ondas materiales en
su movimiento de avance alcancen una distancia determin ada . Solamente
así llegamos a dar una explicación satisfactor ia al problema que presenta­
ron estos ritmos decrecient es encontrados en los últ imos años.
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En el último caso que nos ocupa a nosotros, el doble signo de la raíz
indica los dos posibles valores de la velocidad como representa ción de los
dos fenómenos interpretados por esta fórmula. Así en la pr ecipitación de
r itmo creciente y decreciente la lentitud es directam ent e proporcional a la
ra iz cuadra da del tiempo.

Estas fórmulas que nos expresan las magnitu des espacio-tiempo y la
magnitud relacionante lentitud, con la mayor amplitud, admite ciertas con­
diciones que nos dan las ecuaciones anamórficas de gran utilidad prácticas .
Por el cará cter empírico con que se han estudiado, se procuró simplemen­
te presentarlas sin buscar sus relaciones fund amentales y posibles conexio­
nes en orden a interpretar la naturaleza del fenómeno .

Casos extremos de lentitud son:

REVIST,i DE L,i AC,tDEMIA DE CIENCI,iS EX,tCT,lS , FISICO-QUIMICAS y N,iTURALES
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TIPOS DE MOVIMIENTOS UNIFORi\lEMENTE VARIADOS

dv---;¡:;- = constante = a:

Los fenómenos de precipitación de Mg (OH)2 que observamos tanto en,
láminas de vidrio o placas como en tubos de ensayo o de diám etro reducido,
aun 'capilar , nos hace pensar en un campo ondulatorio con un ritmo o ca-o
dencia determinada, pr esentando un movimi ent o progresivo , teniendo en,
unos casos un límite espacial definido y en otr os casos no alcanzando la.
formación de un anillo una longitud determinada. El movimiento i ónico­
que avanza, iones oxidrilo que se desplazan a travésde gelatinas enr ique­
cidas con sales magnésicas; determinan una serie de problemas de in torés .
en Química . .

Quienes intervinieron en un estudio mat emático y cuantitat ivo del fe-o
nórneno recurrieron , como antes expuse, a las ecuaciones de la mecáni ca.
ondulatoria de Broglie y de SchrOrlinger .

El estudio se hizo generalmente en sales de plata , de ordinar io cromatos .
que pr oducen gran número de anill os. Nosotros hemos pr eferido trabajar
con sales magnésicas, acetatos mejor que cloruros, según indi camos en la .
parte práctica . Acetato o cloruro de Magnesio formaban a menudo el elec-.
trolito interno y el externo ha sido el NI-I,OI-I.

Nuestra idea primordi al ha sido consegu ir una sistematización de leyes..
empíricas que rigen la formación de las precipitaciones periódicas, puesto
que comprobamos que el desplazami ento iónico obedece a una ley de movi- .
miento uniformemente variado de un tipo característico .

La regular idad con que se suceden los precipitados y la cadencia espa-.
cial clarament e percibida nos hicieron pensar en un movimiento de propa­
gación uniformement e var iado. Con todo se nos ofrecía una dificultad que­
era el no ver cómo encajaba en los movimient os que tradicionalmente es-o
tudian los físicos.

Los movimientos se clasifican en los textos de Física por la relación que­
guarda su velocidad con el ti empo . Clasificación el todas luces incompleta ,
ya que hace caso omiso de las posibles relaciones entre los incrementos de·
velocidad con los del espacio, pues como antes advertimos son tr es las mag-.
nitudes que, intervienen en todo movimiento. Más aún, en el mismo movi-.
miento debemos tener en cuenta otra magnitud, a saber: la inversa de la.
velocidad o lentitud capaz, a su vez, de caracterizar un movimiento .

Así podemos establecer movimiento uniform ement e variado con rela ción.
al tiempo. Viene caracterizado por ser constante la derivada de la velocidad .
con respecto al tiempo y recibe el nombre de aceleración :

dv
a = -a:t = constante.

En el movimiento uniformement e variado con relación al ' espacio es,
constante la derivada de la velocidad con relación al espacio y recibe el
nombre de apresuración:
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Existen además otros movimientos uniformemente variados, y son aque­
'llos en que la lentitud o inv ersa de la velocidad varía con la relación a las
-ot ras dos magnitudes consideradas, espacio y tiempo.

Así hay un movimiento de lentitud uniformemente variado con respecto
.al tiempo , cuando permanece constante la derivada de la lentitud con res­
,pert o al tiempo :

. = constantel ' =

En el movimiento de lentitud uniformemente variado con respecto al es­
'pacio permanece constante la derivada de la lentitud con respecto al espa­
-cio, y la llamaremos retrasación :

d v-1

- - = constante = p
d s

Estos movimientos se forman de manera diferente que los dos anteriores
'Y no deben confundirse con los de aceleración y apresuración negativa.

Nuestra interpretación sistemática ,de las precipitaciones periódicas tie­
-ne presente estas consideraciones y por eso establecemos la marcha de las
ondas materiales como un caso de movimiento de lentitud uniformemente
'variado con relación al espacio . Todo movimiento si ha de ser uniforme­
nnente variado ha de suponer constante una de ellas cuatro magnitudes an­
tes expresadas .

Tradicionalmente se viene hablando en los movimientos uniformemente
variados. de uno acelerado y de otro retardado. Según lo que veníamos di ­
-ciendo sería más correcto hablar de movimientos apresurados y retrasados
-aharcando así la posibilidad completa de casos. Si la velocidad y la acele-
-ración tienen el mismo signo, nos hallamos ante un movimiento apresura-
'do ; si lo tienen contrario el movimiento es retrasado.

Los movimientos uniformemente variados con respecto al tiempo (velo­
-cidad lo mismo que lentitud) presentan en un solo movimiento dos fases di­
.Ierentes, una retrasativa y otra apresurativa. No son .dos movimientos, sino
uno solo que tiene dos fases diferentes.

Consideremos por ejemplo el caso del móvil lanzado en tiro oblicuo. To­
'mando todo el movimiento en su conjunto subida-bajada veríamos que for­
man un solo movimiento uniformemente variado , ya que la aceleración
'permanece invariable, determinada en valor absoluto y signo. El sentido
'positivo o negativo, no dependen de otra casa sino del sistema de ejes refe­
renciales . El signo de la aceleración es por consiguiente arbitrario, ya que
-en todo mom ento dice relación a los ejes coordenados.

La retrasación y la apresuración no son fun ción de los ejes. Esta es po­
-sit iva si el valor absoluto de la velocidad aum ent a con el ti empo empleado
-en pI movimiento. La retrasación es positiva si el valor absoluto de la velo-
-cidad disminuye con el tiempo empleado. La retrasación es positiva, si el
valor absoluto de la velocidad aumenta con el ti empo empleado en el movi­

'miento. La retrasación es positiva si el valor absoluto de la velocidad dis­
:m inuye con el tiempo empleado. La retrasación será negativa si el valor
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'C U ADR O RESUMEN DE LOS MOVIMIEN TO S U NIF ORMEMI!:NT E VA RIADOS

(4)

(6)

(5)

"

d v- I

dt = constante.

d f {
retrasativa

os ases: .
apres uratíva

Tien e

d v-1 ,

l' = -- = constante ' l' '< O· apresurado2 d s . ' 2 •

].o Cuando la velocida d va ría uniformemente con respecto a l tiempo :

dv
a = -- = constante.
. d t

'ro d f { re trnsativa .
lene os ases: t '

apres ura nva

4.° Cuando la len ti tud va ria uniformemen te con res pecto al espacio :

d v-1

PI = -d- = constante ; PI > O: retrasado
. S

2.° Cuando la velocida d varía uniformem ente con respecto al espac io :

dv
apresu rado (2)a l =~ = constante a l > O:

d v
(3)a2 =~ = con stante a2 < O: retrasado.

,'3 .° Cuando la len titud varía uniformemen te con respecto a l tiem po :

Los movimientos reseñados en los lugares 5.° y 6.°, son los que tien en
a plicaci ón en los fenómenos de precipitaciones periódicas.

Creernos que tanto el 5.° como el 6.°, siempre que 1" permanezca cons­
tante, interpretan el avance de ondas materiales que forman las capas rít­
micas de precipitado.

Hemos propugnado ' una sistematización, con el objeto de conseguir un
'conocimient o más profundo del fenómen o que- ven íamos estudiando. Esta
s istematización, en su segunda parte exige una coordinación ,o "sín tesis de
las diversas magnitudes que intervien en . Quedaron analizadas, en capítulos
anteriores, las tres extens idades : espacio, ti empo y. número de>~,an_Hlos o
bandas. Como ma gnitudes extensivas qu e son pu eden medirse directamente

.absoluto de la velocidad aumenta al aumentar el tiempo. Siempre conside­
ramos al t iempo positivo.

Más ad elante qu edarán aclarados estos con ceptos al examinar las Iórmu ­
las qu~ proponemos . Dejamos esto para más adelan te a fin de evita r repe-
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:38 Weimarn , P. Kolloiu. Z. 37, 78, 1925.

d~
dn

'-- -
el l

d t
d ­

dn
dn

dn
d­

el t

d tdn

d n ­
d-dt

Hay ot ras cua tro intensidades de seg undo grado qu e dan lugar no a
movimientos , sino a est ructuras :

dA dA d )..-1 d A~l

a S
,

d n
,

ds
,

rln

sin tener que relacionarlas con otros. Su expresión es directa y no mediante­
un cociente indicado .

Los símbolos qu e utilizamos para las intensidades de primer grado son :

v; A; V

v-1 ; A-1; '1-1

LA DIFUSION EN LAS PRECIPITACIONES RITMICAS .

Estas últimas intensid ad es no han recibido ningún nombre particular..
Por fin , estab lece mos otras cuatro in tensid ad es de seg undo gra do que­

relacionan el ti empo y el número de anillos . Tampoco éstas han rec ibido.
ningún nombre particula r .

Relaci onadas a SlI vez estas in ten sidades de primer grado, se obtienen
dore de segundo grado . El número doce es el número de combinacion es bi­
nari as de seis elementos .

De estas intensidades de segundo ord en , cua tro dan lugar a los movi-.
mientes qu e qu edaron descritos en las páginas anteriores:

d v d v d 1) -1 d v-1

a = -- ; o: = --; r = - .-; p =--a¡ d s d t d.s

De las 12 intensidad es de seg undo gra do solamen te ha cemos uso de dos
de ellas en n ues tro estudio, a saber: retra sación y derivada de la longitud:
de onda con r especto al espacio .

La cons ta nc ia de estas dos magnitudes nos sirve n de fundamento para
establecer las fórmulas mat emáticas a las qu e, con 'suficiente aproximación,
obedecen los fen ómenos de precipitación rítmica. '

Corno constan te en casi todos los intentos de in terpre tac ión de los íe­
nómenos de precipi tac ión rí tmica , se mantiene la opin ión de qu e no son
otra cosa qu e fenómenos producidos por la difusión.

Iones que va n penetrando en un medi o gela t inoso y a un care n te de­
geles , que va n difundi end o hasta pon er se en con tac to".
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No se demu estra cómo es influenciada la difusión por la presencia de
'imp urezas. que son importantes en la form ación de estructuras en la gela­
t ina . y otros geles o cómo ay uda .Ia difusión a dar diferentes coloraciones
y tonalidades a las bandas.

t os iones existentes en cada volumen elemental de la disolución , se
hallan animados con la misma velocidad geom éricn uni taria , que viene a
ser la velocidad aritmética media con que se desplaza el electrolito externo
-a través de la gelatina .

Velocidad mat erial se ha llamado al producto de la velocidad geométr i­
-ca por la concentración".

Así escribire mos :

Velocidad mat erial = D e

A pesar de que en un principi o las concentraciones son 'idénticas en
'todos los puntos que contienen el ion difunden te, in mediatament e después
-del primer precipita do (por otra parts sensiblemente instantán eo) varía la
velocidad materi al con la situación , de manera que conocida ésta, llegare­
mos a saber con bastante aproximación la cantidad de sustancia que se des­
plaza en el sen tido de la velocidad geométrica en la unidad de tiempo .

Considerando una superficie S tanto en las placas como en los tubos de
-ensa yo, capilares, entonces su pro ducto por la velocidad material nos dará
-el caudal de iones que atraviesa la superficie considerada .

Así:
C = S D e

Tend encia peculiar de la materia es dist ribuirse uniformemente por el
'medio que atraviesa, aunq ue no llegará a lograrse esa uniformid ad com­

- pleta, porque se encuentran los iones que avanzan con los iones preexisten­
tes en el medio gelatinoso que les hacen precipitar en diferentes formas.

El fenómeno de difusión se efectúa por el paso de la materi a desde -los
p untos en que es mayor la concentración, a aquellos en que es menor.

Esta relación comparativa de concentrac iones no la establecimos refi­
r i éndonos a electr ólito in terno y elect rolito externo, sino el contenido de
un as de las soluciones (elect rolito externo).

Corno en las reacciones químicas se habla de equilibrios _dinámicos, lo
mismo deberíamos admitir aquí señalando que también existe t ran sferencia
·de materi a de los puntos de menor concentración, aunque siempre sigue
prevaleciend o el sentido de las concentra ciones decrecientes (siempre de la
man era antes expresa da). -

En todo caso la difusión ser ía ta nto más intensa cuanto mayor sea el
.gradiente de concentraciones, supuestas iguales las restantes condiciones .
Siendo e la concentración iónicadel elemento que difunde y D la velocidad
.geom étrica que no varía con el tiempo, tendremos la expresión de la pri­
m era ley de Fick:

de
dC=SD-dt

d x

• Báscones, tesis doctoral.

- 61 -
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en la que vienen relacionadas las magnitudes de longitud, tiempo y con­
centración .

Los coloides en su movimiento esencialmente caótico v desordenado se
rigen por estas leyes . No es de extrañar, por lo tanto, que la mayor parte
de los investigadores empleen la fórmula

. l!
D=­

2 t

expresada de distintas maneras cuando tratan de interpretar los fenómenos
de precipitación rítmica.

El problema que en todo caso debemos solucionar es la determinación
de la -mínima cantidad de materia necesaria en un instante v en un lugar
determinado , para que se pueda producir la precipitación . . .

Siempre que se logre rebasar el producto de solubilidad de la sustancia
de que se trate, obtendremos un precipitado. Así es conveniente conocer­
en primer lugar la concentración más probable en un instante determinado.

Supuesta s las sucesivas pre cipit acion es, se observa necesariamente una
disminución ele iones que difunden , por esto el cálculo resultará en exceso
difícil.

En un régimen lentamente vari abl e (llamado régimen permanente) se
puede calcular la concentración como fun ción de las condiciones iniciales
del problema.

La más probable distribución de las partículas es la que resulta cuando
las concentraciones son proporcionales a las probabilidades correspondien­
tes. Así se obtiene como .valor más probable de la concentración en un
punto

REVISTA DE L,\ ACADEMIA DE CIENCIAS EXA CTAS, FISlCO-QUIMlCAS y NATURALES

En esta fórmula e es el caudal que atraviesa la superficie S . en el sen­
Lido que consideramos.

Quizá mayor importancia para nuestro estudio es la segunda ley de Fick,
que nos indica la forma de distribuirse los iones que van avanzando a lo­
largo de los tubos o en direcciones radiales en las superficies planas . El
avance únicamente lo consideramos en longitud. La expresión diferencial
de l¡l segunda ley de Fick es:

o bien:
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Entend emos por S y t el espacio y el tiempo.

Por S v=co el espacio recorrido cuando la velocidad es infinita , es decir,
en el proc eso de precipitación rítm ica cuando la lentitud es nul a , el mo­
mento en que comienza la rea cción.

RELACION ENTRE EL COEFICIENTE DE DIFUSION,
AGITACION BROWNIANA y RETHASAMIENTO

Creemos que el valor de la fórmula se limita en nuestro caso a los pri ­
meros iones que difunden. En los sucesivos intervalos hahría que tomar en
consideraci ón la disminución de iones producida al originar se el precipi­
tado.

Entre los iones que siguen pasando a través de las sucesivas capas , gran
núm ero de ellos se empl ea en aumen tar los precipitados y así las capas:
aumentan en espesor. Después de atravesar la última capa volvería a sernos
útil la fórmula anterior , aunque no pudiéramos determinar nu evas precipi ­
ta oiones.

Es conocida la relación entre el coeficient e de difusión y la agitación
del movimiento browniano. En el movimiento browuiano no hay constan­
cia en la velocidad. pero sí en la agitación . Una agitación constante carac­
teriza dicho movimiento. Identificando el coeficiente de difusi ón de la ley
de Fick con la agitación del movimiento browniano, nos hallaremos ante
una ordenación mo cro scópica en el movimiento de pa rtículas materiales.

ESTUDIO SISTEMATI CO SOBRE PRECIPIT,ICIONES RITM IC,I S E.IIPI-E'¡.YDO I_A GEI-ATINA ...

Los valores de los símbolos son: e = concent ración
P = parámetro
1" = distancia
t = tiempo
J) = volumen

T.a agitación hrowniana es dir ectamente proporcional al cuadra do de
los desplazamientos medio s e inver samente proporcional a los t iempos en
ellos invertidos.

'Los desplazamientos de' las micelas se considera n en los diversos casos
según una media aritmética, geométrica, cuadrática, etc .. pero nunca los
desplazamientos singulares de las micelas . La constancia es la de la agita­
ción , pues ni la velocidad ni la aceleración son constantes. Expresando la..
agitación con la generalización debida , t endremos : '
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Al esta blecer el origen en el momento de la velocidad infinita , nuestra
'ecuación, entre tiempos y espacios, ha venido a reducir se a:

1 12 - tI
-- P = •

2 (S2 - SI)-

Siendo, por tan to, [C] = T L- 2

-que nos indica podemos inden ti íicar el coeficien te de difusión y la agitación
browniana con el inverso del coeficiente de retrasación.

Por otra parte no podemos sorprendernos de esta coincidencia, ya qu e
l os iones acetato , magnesio, amonio, ox idr ilo, cloruro ... , situados en un
medio liofilico. como la gelatina, t anto los electr ólit os internos como los
externos, que paulatinam ente van penetrando en el citado medio, se ti enen
'que mover con form e a las leyes del movimiento browniano .

Por ser esencialmente caótico y desord enado , según nos indica el cálcu­
lo de probabilidades, la situac ión de las micelas está más o menos determi­
nada en cada uno de los momentos.

Aparte de esto, y en cierta manera oponiéndose a esta t endencia desor­
'denada que rige el cálculo de probabilidad es, nos encontramos con algo
totalment e distinto, es decir , con una ordenac ión con un ritmo , en qu e van
relacionando espacio , tiempo y número de anillos . El avance de ondas obe­
dece a un principio ordenado qu e justifica el que llegue a producir se el
n úmero de anillos del precipitado , situac ión espacial de los mismos y el
t iempo que emplearon en "la form ación . Todo ello, naturalmente, condicio­
nado a la permanencia de cier tos factores. Aquí podemos prescindir de
valores medios y si en la práctica los utili zamos se debe a qu e pretendemos
compensar los errores personales y deficiencias de instrumentos de trabajo.

AVANCE DEL FRENTE ONDULATORIO

R ELACIONES E SPACIO-TIEMPO

Ecuacion es [uruiameniales

Observando los fenómenos de precipitación ' llegamos a establecer la
consta ncia de una magnitud que llamamos retrasación y viene representa­
da por la letra p

siendo
d v- 1

p = -­
d s

tendremos también :
d -v - 1 = p el .s

J median te una int egración nos resultará:

v- 1 = p S + CI

- 64-



podernos expresar

ESTUDIO SIS TE MATICO SOBRE PR ECIPIT ACIONES RITMICAS EMPLE ANDO LA GEI.A TIN,1.. .

Cuando el espacio S sea igual a cero , quedará:

l';;o= C,
P or tanto

Como
V-l =~

el s

d t 1-- 1-- = I +I'lS
. d s .=0 '" .

d t = V;';o d s + s d s

y mediante integración quedará :

t = ' V;';o 5 + ! P52 + C2

Si hacemos el espacio igual a CCT O , condiciones ini ciales del problema,
hallaremos el valor de:

C2 = ts=o

t = ts=o + V-:;;05 + ! P 52

- V:;-';o + ,vV,,;' 0+ 2 p (t - ts=o)
s = - - ---------- - -

Por estas dos ecuac iones se rigen los fenómenos de los movimi entos de
lent itud uniformemente variados con relación al espacio. Ahora bien , ¿el
ritm o de las precipitaciones rí tmi cas obedece a esta ley p

Dos hechos fund amentales deberán encontrar una solución satisfacto-
ria a través de la aplicación de las cita das ecuaciones :

Prim er hecho: Ritmo espacial creciente con relación al tiempo.
S equndo hecho: Ritmo espacial decreciente con relación al tiempo.
Ambas clases de periodi cidad se pueden observar en la natural eza y de

manera sistemática las hemos reproducido en la par te experimenta l.
Los estudios realizados con anterioridad él 195G solamente consideraron

los fenóm enos de tipo creciente, ya que todavía no se habían tomado en
'Consideración los otro s de tipo decreciente o inverso, según se les llama.
Además ni la Geología ni la Biología nos ofrecen r itmos inversos con la
mism a profu sión que los dir ectos, de tal manera que los podemos conside­
rar como fruto de los trabajos de Laboratorio.

Las consideraciones de los investigadores han gira do casi exclusiva­
men te alrededor de las leyes de difusión y no han hecho más que adaptar
las leyes deFick a la penetración del electrolito en fun ción del t iempo,
cuando aquél atrav iesa un medio gelificado.

Aunqu e se han logrado realizar precipitaciones r ítmicas en ausencia
de geles" , sin embargo no han sido expresados mediant e fórmulas mate-

39 Tezak , B. J . Ch . Physique 55, 307, 1958.
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máticas más que los procesos verificado s en medios de gelatina, agar­
agar o 'Ícido silícico.

La l'ons lanle del m ovimien to

El movimiento de avance del frente ondulato rio viene expresa do por ~

t (s, t , v- I
) = O

La consta nte de retrasación deberemos .calcularla en cada caso particu­
lar , at endi endo a la s múltiples circunstancias que condicionan sus distin­
tos posibles valores.

No es tarea sencilla señalar todo s los factores que pu eden modi ficar
el v alor di' p. Entre otros podremos citar :

Los medios constitutivos de. las jal eas, la naturaleza y concentrac ión de
la gelatina, su riqueza en cloruros, gra do de acidez, pureza, concentra ­
ción, temperatura , gra do de humedad , naturaleza fl p, la luz, elec trolilo in­
terno que previam ente difunde en la gelatina , electrolito externo, pesos
moleculares, diám etro de los tubos, .naturaleza de los vidr ios, espeso r de
las placas. etc. .. .

La exp res ión del va lor de esta constante puede ado ptar distin tas for­
mas interesantes según las re laciones que nos sirva n de punto de partida.

Para hallar el valor de cada una de las constantes qne intervienen en
las ocuaciones fun damentales acudimos a tres pa res de datos ejem plares,
va lores traducibles en números y que, por tanto, nos dan valores numé­
ricos de'

Partiendo de la constancia de p to ma mos tres casos ejempla res :

es decir , tres valores del espacio con sus cor res pondientes del tiempo .
Así simplificando la s consta ntes tendremos:

tI = lo + vo- I
S[ + t ? s/

lt = lo + V
O

- I
052 + .1 p 05 2

2
2

t , = lo + vo-
I 053 + 1 p 05/2"

. tI SI 051
2

l2 052 s/'

lo
t 3 053 05 3

2

=
1 S I S 2

I

1 s'!, S~2

1 s:! s:/
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Este valor podríamos hallarlo con solo derivrar la última fila , tanto en
el numerador como en el denominador .

Con los datos ejemplares : SI VI -
I

; S 2 S2-
1 es decir , conocidos -los espacios

y las lentitudes en dos dos casos distintos tendremos:. . .

(2)

p =

1 t, .$1
2

1 t2 S 2
2

1 i , S 32
VO- l =

1 Sr}SI

1 S 2 S2
2

1 S 3 sa2

1 S I t,

1 S2 i,
1 S 3 ta

p = (1)
1 SI S 2

1

1 S 2 S 2
2

1 S3 s/

1 SI t,
1 S2 i.

O 1 1)a-1

p 2
S121 SI

1 S 2
2 '

S2

O 1 2s3

11 v-I

o =, . el s

I
1 Ú ¡-I

I1 :1'.,- 1.

.\ p - - - - - - - - (3)
1 S i I

I 1 '1
I s"

- 67-

S2- SI
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Si los datos ejemp lares fueran :

que escribiendo en forma de determinante quedará :

el valor de la constante de retrasación ser ía :



p

REVISTA DE LA AC,WEMI,t DE GlENOIAS EXACTAS, FISI CO-QUIMW-,tS y NAT URALES

(5)
1 SI t i - S1

2

2 1 S2 /2 - S 2
2

O V
l
- l

1 S¡2 - t i ±"y 1 S 1
2

- ti
2 O O 1 1 S1

2
- t iS] 5 1 S]

1 52 S 2
2

- t2
2 1 S2 S2

2
- t« - 1 s? S2

2 1 S2 5 2
2

- i,
O 1 1 O 1 O 1 S] s/ 1 O - ta

p =
([I- ta) + (Sa- Sl)±(t3-t1)2 + (Sa- s1)2 V2-2+2 ([I- ta) (S3-S1)

. (5l - s¡Y
Siempre hemos hallado la cons tante de retrasamiento por medio de da­

tos ejemplares que hemos podido expresar de seis man eras diferentes ; pues-
to que aun siendo 10 los casos posibles .

. ce Raa = (aS) = 10)

varios de ellos se reducen a uno solo . Como el número (3) con los siguiente s
datos :
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(4)

Ecuación que nos dará el valor de :

- Vl -
l ± .¡ V I -

2 ± 2 (t2 - t;)

I ~

Expresánd olo en forma de determinante se escribirá:

De man er a semejante siendo los datos ejemplares : SI ti ; t2 V 2- 1 ; s, va-
l

hall aríamos el valor de p relacionando la (3) y la (4), con lo que la consta nte
de retrasación vendrá dada por la siguiente ecuación :

Si los datos ejemplares fueran: S I ti; S2 t2 ; ta va- l eliminando Sa entre las
(1) y (2) podríamos .obtener:

Con los datos ejemplares: ti Vl -
1

; / 2 1)2-
1 es decir, conocidos los tiempos

y las lentitudes en dos casos distintos tendremos:
La ecuación general ap licada al caso presente:

t2 = /1 + 1)1-1 ( S2 -- SI) + t p ( S2 - sJ

y deduciendo en la ecuación (3)
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d A = A' d n

d S = A,,=oel 11. + A' n d n

de donde
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- \ =0 ± J A: =o + 2 (S - 5 "=0) A'

A'

dA
-- = A' de donde

dn

A = Cn= O 1

n=

Ahora bien , como según lo que antes hemos estudiado:

d S
A = -- será

dn

ESTUDIO SISTEM,tTICO SOBRE PRECIPITACIONES RIT.I/ICAS EMPLEANDO L,t GELATINA ..•

t I V - 1 • t2
V - l . Sa Va-

1
1 , 2 ,

SI V -1 •
S2 V2- 1 ; Sa ta1 ,

S I 1 \ - 1 ; S2 'V
2

- 1 ; Sa va-
1

Como el número (4) :
i. V -a . 12

V -l . Sa la1 , 2 ,

t , 'U1- 1 ; 12 'V'l- l : s :~ va-
1

i . 1.)] - 1 ; / 2 l ' - l.
/ 3

/1 -1
q • 3

En el caso de ser 11. = O:

5 = 5 n=O + A,,=on + t A' n 2

A = A' n + C1

Cuando el fenómeno comienza n = O

Es la relación más fácil de comprobar mediante re petidos experimentos.
Según las observaciones que señalamos en la parte práctica de nu estro estu­
dio, hay algo qe permanece constante cuan do comparamos el espacio con
el número de anillos. Esta constancia se observa aun modificando extra ordi­
nariam ente las condiciones del problema . Las variaciones del medio y la
variación de los electr ólitos reaccionantes, no produjeron ninguna modifi­
cación. Siempre permanece constante una magni tud que es la derivada de
la longitud de ond a con erspecto al número de anillos o capas de precipi­
tado. En los fenómenos de precipitación rítmica estudiados hay una peculiar
estructura .

No conocemos un nomb re adecua do para dicha magnitud y con objeto
de no introducir vocablos nuevos que se presten a discusión , la llam aremos
simplemente A' con lo que viene a in dicarse su origen de derivada de la lon­
gitud de onda . Siendo constante el valor de la magnitud de onda con res ­
pecto al número de bandas o an illos, podremos escribir:
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A'Sn=ll ;

Para establecer con "la mayor amplitud posible las leyes que rigen Las
relaciones espacio-número de capas , acudimos a la llamada regla de siete
simple, no queriendo hacer depender las fórmul as del valor de los paráme­
tro s, ya que así pierden genera lidad. concretándose excesivamente.

Empleamos seis datos conocidos de las dos magnitudes, seis casos ejem­
plares y con uno de los temáticos que nos den, estamos en condiciones de
averiguar el último, solución del problema.

Su nombre de regla de siete , por completa analogía con la regla de tres:
tres datos conocidos. dos ejemplares y uno temático, para hallar el restante.

Pues bien. aplicando esta regla y con los casos ejemplares :

Los valor es de los mismos dependen de las circunstancias en que se va­
yan realizando las precipitaciones.

De manera semejante a la explicada en el capítulo anterior obtendr ía­
mos los yalores de los tres parámetros:

n/ 111 SI.
11;, 52n2-

113
2 n :1 S3

s =
n=O n/ n , 1

n22 n2 1
n 2

11:\ 1.; 3

. n 2
SI 11

-n2
2

52 1
n 2

053 13

).. =
'1=0 n12 nI 1.

n~ 1n2-
n32 n ) 1

s) n I 1
52 n.¿ 1
53 n3 1

)..' =
n l

2n=O n I 1
n22 n2 1
n32 n.J 1

En estas dos ecuaciones fundamentales puestas en forma explícita se
deben determinar tres parámetro s :
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y los temá ti cos: n y S ' tendremos un ' sistema de ' cuatro ecuacion es
en cuatro incógnitas :

s = So + ). n + ·t).' n2
!
¡

SI = , So + ), ~ + t ).' n /

S2 = , So' + ). 'Yt:! + t ).' 11.}

Sa =: So + \ ,TI;¡ +' t ).' 113
2

Resuelt o este sistema podemos ponerlo en forma de determinante :

I
1 S n n 2

] SI nI n 1
2

O

I
1 ' S2 'Yt:! Ti.}
1 S3 n 3 n 2

3

Al desarr ollar vemos que nos da un aecuaci ón de primer grado en S y
de segundo en n , así :

O 1 O O ] O n n 2

1 SI n I n 2 1 SI ' 11
1 n /1

O] n 2,2
S + 1 ' 'Yt:!2 =

S2 'Yt:! S2 112

1 S3 n 3 n 3
2 1 S3 TI;¡ n 3

2

y la ecuaci ón de ségundo grado en n :

O O O O O 1 O 1 S O O
1 111

o 1 11 2 1 n 1 11]S I 111-

11
2 +

SI 11'1 " 1 1.+ SI
O

1 S2 1~ 'Yt:!2 ] S2 'Yt:! 'Yt:!2 1 S2 1~ 1~2

Y/:12 113
2

e,
y/3

21 S3 11:1 1 S3 11:t 1 83 Y/3

" ,

Siguiendo un pr oceso aná logo .al empleado por el Dr. Gálvez y que re-
cientemente publicó la Revista de la ' Real Academia " ~l e Ciencias Exactas
Físicas y Naturales, de Madrid" pondremos los casos posibles y las solucio­
nes a todos los casos que pueden presentarse. Quedarán en forma de deter-
min ante de cuarto orden . ,

Para evitar confusiones y proceder- de man era sistemática , llamaremos:

a = pareja temáticá u ejemplar espac io-n úme ro de capas.
b = par eja temática 'o ejemplar . n .° de capas-longitud de onda .
e = par eja temática o eje~~lar espacio-longitud de onda .

Expresamos por tan to las magnitudes relacionadas espacio-número de
ca pas con la magnitud relacionante, longitud de onda .

Hemos expresa do ya el caso

l.°a a a a
2.° b a a a

40 . Gálvez, E. R. de la Real Academia de Ciencias. Madrid, LIV, 1.0, 1960.

"':" 71 '-



REVISTA DE L,l ,lCtl DE.I1I,l DE CIEse/ AS EXA CTAS, FIS ICO·QUIMICtiS y ~ATURAI_ES

Procedemos a derivar la primera fila de (1) con respecto al núm ero de
capas y así obtendremos la (2).

o A 1 2n
1 SI .n l

n¡2

O=
1 S2 n 2 ~2

1 S3 n 3 ~2

RELACION TIEMPO-NUl\lEnO DE ANILLOS

No es fácil determinar el momento de la aparici ón de las diferentes ban­
das de precipitado. Los pr ecipitados cristalinos suelen acompañarse de
otros precristalino s y aun amorfos. Todo ello dificultaba la determin ación
exacta del factor temporal. Además no todos los pr ecipitados tienen uti­
lidad para el establecimiento de la ley. Así el sistema de hidróxido de mag­
nesio, empleado más a menudo por nosotros, resulta poco práctico a causa
de la relativa lentitud con que se van formando los anillos.

Otr os sistemas, por ejemplo el cromato de plata , llegan a producir va­
ria s decenas de bandas en el espacio de media hora.

Teóricamente resolvimos el problema mediante el estudio de las relacio­
ns anteriores espacio-tiempo, espacio-número de an illos, con sólo eliminar
el espacio en las dos expres iones anter iores :

S" = S,,=o + A,,=o(n - no) + ! A' (n - no'!
i; = l ..=o + V;~o (S" - So) + ! p (S" - -SoY

l" - ts=o = V;~o L =o(n .- no) + ! (n - no¡2J +
+ ! p [\=0(n - 110Y + ! A' (n - noYJ2

Llamando a los diferentes coeficientes:

Y~~OA n=o = a

! ( V;~o A' + P A,,=o) = b

} P A,,=oA' = e

1 ,. d- oA- =8 .

Así quedarí a :

t; - ts=o = a (n - no) + b (n - 11o'f + e (n - no,! + d (n - no)'

El tiempo es, por consiguiente, una función de cuarto grado del núm ero
de bandas.
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(;) C 2" 'M '
- - = a \7" C t v Q" V C

(;) t.

Para resolver esa ecuacron diferencial nos es mu y cómodo utilizar las:
fun ciones caracterí sticas de la integral de probabilidad . Integrada la ecua­
ción siendo a2 consta nte y teniendo en cuenta las condiciones ini ciales,
tendremos:

!J. e = - a2 gra d C

u (x) = V: U (x)

1

.¡ 2 a t
x = --===

siendo

el C di ( )--¡¡[ = - I V !J. C ;

C = Co 17. 1l (x)

P OI' tanto puede escribirse :

/ a Co

e igualmente la concentración de los iones nitrato.
A la movilidad de los ion es plata en el instan te "t" le llamamos : !J. y a

la distancia sobre el eje del tubo cont ada a par tir de la separación de los­
medios : 1.

Efectuada la integración :

V = 4 1t a Co a2 t U (l - ]J)
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Como la carga negativa de los iones cromato se mu eve con una mo­
vilidad ti, se puede. deducir que existe una corriente cuyo potencial efecti­
vo vendrá dado por la fórmula:

(;)2 'V
~=4 1t EaC

Nuestra deducción hecha por un camino totalmente distinto , coincide
exactamente con la de Okaya , con sólo tener en cuenta que la expres ión

K (n), polinomio en "ene", puede ser del tipo 11 = k~, en cuyo caso ser ía
11

igualmente una ecuación de cuarto grado.
El término de segundo gra do es igual a cero, con lo que sería un caso

particular de la fórmula hallada por nosotros.
El punto de partida del investigador jap onés es la constancia de In ener-·

gía de precipitación .
Se emplea el sistema del cromato de plata .
Sea C, la concentración ini cial de nitrato de plata .
Si designamos por el coeficiente de disociación i ónica, la concentración

de los iones plata vendrá a ser :
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El trabajo efectuado por los iones que pasan por unidad de superficie
S a una distancia 1 en el ti empo 1, se pueden expresar por la fórmula:

ro = 4 1r (o: CO EY a21t t 1l (1- p) k 1,· d t
t= O

Para que los iones de signo diferente reaccionen químicamente el uno
'sobre el ot ro, un. ión cromato con dos ion es plata , es menester que cada
uno de ellos deposit e una cantidad bien definida de ' energía de precipi­

't ac i ón .

Esta energía ser á constante por lo menos dentro de un mismo sistema .
Considerada la capa n que se ori gina a la distancia 1" en PoI tiempo tu,

ose llega a' una fórmula : .

L,,2 = [0 n (1 - G n2 + .J n :l + n~ J( (n))

C:oÍ110 se ve, siendo K (n) un polinomio fun ción de n , puede identifí­
-carse con la fórmula encont ra da por nosotros.

PARTE PHACTICA

Los prec ipi tados rítmicos ondulados , U IllCOS de que nos hemos ocupa ­
'do, se han obtenido en el lab oratorio .mediante procedimientos diverso s,
'según quedó indicado. Se ' han emplea do placas y tubos de distinto diá­
metro. Hemos utili zado más a menudo los tu bos, ya que te n ían la ventaja
de pro porciona r gran número de anillos, cuyas distancias podían medirse
',con relativa facilid ad . El progreso de los ion es qu e dan lugar a los preci­
pit ados, se puede realizar en medios gelificados por ejemplo: .agar-agar ,

.gel de sílice , gelati na, almidón, etc .. . Como se hizo notarr , pueden reali­
zarse también , aun en ausencia de geles. La exper imentación hecha por
nosotros va exclusivament e en gelatina . En la gela tina va disuelta una de
'las sustancias que inte rvienen en la reacción .y qu e, por su carácter se
llama electr ólito interno. La otra sustancia , por venir adicionada exterior­
mente, se llama elect rolit o externo. Siendo, por tanto , tres los factores
'importantes en las precipitaciones rítmicas, estudiamos el influjo de ellos, .
para así ver mejor el cumplimien to de las leyes establecidas en la parte
-teóri ca. :Así estudia mos la gelatina, naturaleza y concentración, electro-
-lito extern o e interno en diferen tes concentraciones y para sistemas dis-
t intos, influjo de la luz y de la temperatura. .

P rocuramos, con t odos los resulta dos obten idos, elegir las condiciones
óptimas (tubos, placas y sustancias) para proceder a las medidas de es­
.:paria y ti empo.
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~-GET. A TlNA S

Todos los objetos empleados en la par te experime nta l fuer on some tidos
:a una limpieza meti culosa.

Una vez lavados se pasaron por mezcla crón ica caliente, a una tempe­
'ratura de alrededor de 60°.

Eliminamos los res iduos de la mezcla cr ómica en cor riente de agua ; se
lavaron después con ag ua destilada .

Post eriormente se comprobaba su limpieza mediante el vapor, que no
Jlegaba a condensarse en las paredes de los re cipientes y demás utensilios .'

El proceso es seme jante al qu e observamos en este laboratorio de Co­
Ie idoquímica cuando se trata de preparar coloides de oro al formol.

Remos empleado cinco clases de gelatina, aunque no indistintamente .

A. Gelatina plata, ph = 7. Fusión 32°_34° (en soluciones de 20).
. R. Gelatina industri al , ph = G. Fusión 32° .

C. Gelatina in dustrial , ph = 5. Fusión 30°.
D. Gelatina .Doesder . .Laboratorios J . Suñol. Granulada , ph = 7.
R . Gelatina Schne ider, ph = 5,5. Fusión 34°.

La preparación la hacíam os de la ma nera siguiente:
Se pesab a un a determinad a cantidad de gelatina que se aproximaba a

10s 14 gramos. Se hacía la pesada en un gra natar io .
Echa mos en un matraz erlen meyer la gelatina y lo llen ábamos de ag ua.

'Se ma nten ía a una temperatura de unos .20° a 25° por espacio de 48 horas .
Por decantación nos quedábamos con la gelatina.

~r,ás t arde modificamos la técni ca emplea ndo un apa rato de nlt ra fil­
t rRClOn .

Hacíam os un número suficiente de lavado s, con lo que la gelatina que­
daba desprovista de la fracción soluble qu e lleva consigo. Seg ún se calcu­
.16, aproximadam ente un 20 % de la gela tina qu e habíamos pesado era
eliminada con el agua de los lavados. .

. La gelatina qu e queda en el matraz se pone con agua ha sta completar
un peso de 100 gra mos. Se deja durante 24 horas. Se pone a hañomaría
.y se obtiene la gelatina dispuesta para su empleo .

En otras ocasiones hemos pu esto la gelatina ya lavada , con el electro­
lito interno antes de completar el peso de los 100 gramos . Cuando se ha
conseguido una perfecta fluidez, se procede al llenado de los tubos . Hemos
'empleado gran variedad de ellos, tanto por la calidad del vidri o como ,
sobre tod o, por el tamañ o de los res pectivos diám etros.

Los tubos eran or dinariamen te de pequeño diám etro , a veces capila ­
res , y en otras ocasiones tubos de ensavo de tamañ o corr iente.

Los capilares los llenábamos por su~ciÓn . Introducidos en el recipiente
que contiene la gelatina, qu edab an llenos por succión . El extremo inferior
lo rerrábamosoon parafina . .:
'. .Los tubos de ensayo, de pequeñ o diámetro, no capilares, los llenába­
mo s con la pipeta. evitando siem pre la in trodu cción de burbujas de aire.
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El contenido debe resultar perfectamente homogéneo para el estudio
cuantitati vo de los fenómenos.

Dejamos enfriar. a la temperatura ambiente, para que se tra nsforme al
estado de gel. Procuramos evitar los movim ientos a fin de conseguir la
superficie superior horizontal.

A continuación se lleva a la cámara húmeda don de tenemos una te m­
peratura suficientemente baja y un alto contenido de humedad .

De cámara hú meda nos han servido diversos rec ip ientes.
Los ensayos para la prueba de gelatinas los hicimos con cloruro mago.

n ésico como electr ólito interno.
En sendos matraces erlenmeyer colocamos seis gramos de gelatina de­

carla una de las muestras a comparar; adiciona mos 2, O~ gramos de Cl2Mg
6H?O y señalamos los matraces con las letra s correspondientes a cada un a­
de las mu estras.

Terminadas las operaciones antedichas, hicimos tres series de seis tu­
bo", de cada uno de los matraces (ensayo, pequeño diám etro, capilares).

Prescindimos de la segunda serie .
Procedemos al llenad o de los tu bos de las series restantes, pasadas

24 horas después de su colocación en la cámara húmeda.
En la parte superior ponemos el hidróxido amónico de densidad'

0,91 = 24 B conteniendo aproximadamente 25 % en NH~.

Antes de elegir la gelatina más conveniente para nuestros ensayos..
procuramos observar en ellas las característ icas sigu ientes :

a ) Número de bandas .
b) Dimensiones de las mismas.
e ) Nitidez y precisión .
d ) Duración después de obtenidas.
e ) Separación entre las bandas .
1) Velocidad de aparición.

La primera observación que hic imos fue que en todas las gelatinas se­
produjeron precipitados r ítmicos de hid róxido de magnes io.

Con todo, ni las ser ies de los tubos de ensayo, ni los de los capilares
resultaron completamente iguales. .

Entre los tub os de las mismas ser ies desecham os los que se apartaban
m ás del promedio.

Gelaiino. A : dio 7 bandas en los tubos de ensayo, y 11 en los tubos'
capilares . Bandas estrechas que partían casi desde el punt o de contacto
de los electrolitos in tern o y externo.

Se co~servaron bien las de los t ubos de ensayo ; las primeras de los
t ubo" capi lares fueron desapareciendo len tam ente entur biando la gelatina.
Las bandas eran perfe ctamente pe rpendiculares al eje del tubo. Tard aron
en aparecer ocho días .

Gelatina B: 5 bandas en los tubos de ensayo; 6 en los tubos capilares .
Menos definidas que en la gelatina A. Menor separación entre las bandas.
Se conservaron bien .
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INFLUJO DE . LA CONCENTRACION DE LA GELATINA

Gelatina C: 4 bandas en los tubos de ensayo, si bien la primera con
muy pequeña distinción del pr imer gran prec ipitado. En los tubos capi­
Ia res apa recieron igualmente 4 bandas. Cayeron pronto.

Gelatina D: 6 bandas en los tubos de ensayo y hasta 13 en los capila ­
r es . Los precipitad os claros y definidos. P resentaban completa regula ri da d
y tardaron siete día s en aparecer las ba ndas en los tubos de ensayo, y
quin ce días en aparecer las 13 de los tubos cap ilares.

Empleamos en nuestro estudio indistinta mente las gelatinas

A y D

Si no hay un choque fuert e o numerosas vibraciones, se conse rvan las
bandas durante mucho tiempo.

5
7
6
6
5

Núm. de bandas
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2
3,5
5
7

lO

Gelatina en tanto por ciento

Como observación de tipo general, hemos comproba do qu e se consi­
guen precipitados rítmicos siempre qu e la disolu ción , más o menos con­

, centrada de gelatina, llega a gelificar.
No hemos visto en ningún caso un límite inferi or , por descenso del

t anto por ciento de gelatina, si es qu e se ha conseguido el mínimo nece­
sari o para gelificar.

La concentración excesivamen te eleva da ha impedido la produ cción
de ba ndas . El hecho de tener que traba jar con gelatinas no completame n­
te purificad as hacía perder exactitud a las determinaciones de la verda de­
ra concentración.

Desde que usam os el ultrafiltro como diali zad or , conseguimos un a ' ma­
yor fijeza en los diferentes ensayos .

Siempre restamos un 20 % al peso de gelat ina, ya qu e cons idera mos
'Ser aprox imada mente el porcentaj e de la fra cción soluble .

No tomamos en consideración la pequeña cantida d de impurezas que
podía r etener el papel de filtro , puesto que las alteraciones, no muy ele­
varlas, de con centra ción no se reflejan en el número de bandas, ni en el
tiempo de la producción, ni en la forma adoptada por los precipitados .

Seri e de seis tubos.
Utilizamos como electrolito interno acetato ma gn ésico del 2 % y como

electrolito externo hidróxido de ma gn esio, del 25 % de conce ntración
en NH3 •

La temperatura de la exper iencia fue de 2-1. o .
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Modificando el electr ólito interno y permaneciendo las mismas condi­
cienes que en la experiencia anter ior , el tiosulfato ma gn ésico es del 3 %'

t
8
r
t
4

Núm. de bandas-

2
:3 .5
5
t

10

Gelatina en tan to p OI' ciento

El número de bandas que señalamos es el qu e contin úa claramente di­
ferenciado , despu és de pasar unos 10 días , ya qu e al principio aparecen'
numerosas bandas opalescen tes , las cuales se van juntando a medida que­
transcurre el tiempo .

Algunas veces ap arece n deformaciones . en los anillos, pero no creo­
pue dan atribuirse, como causa pri ncipal al menos, a la concentraci ón de'
la gelat ína ; más bien aquéllas obedecen él la na tural eza de la gelatina, va-'
r iaci ón de temperaturas, movimiento -de- la cáma ra, etc.

Después de múltiples experi mentos debemos afirma r' que con el aumen­
to de la concent ración de la gelatina var ía ligeram en te el número de ban­
das , aumentan en anchura y profun didad y a umenta n as i mi smo los in­
tervalos de separación entre los distint os precipitad os .

Esta última peculiaridad la hemos ten ido en cuenta al pretender obt e-.
ner pocas ban das, anchas y distanciadas que facilitan el contaje y la me­
dida de -las distancias, de manera que se aproxima más al cumplimiento­
de las leyes del mov imiento de len titud uniformemente va riado con res-­
pecto al espac io, siendo constante In magnitud re trasuc i ón.

Remos observado que los resultados obte n idos utilizando la gelat ina:
recién preparada y gelificada con el electr ólito in terno, diferí an , no poco;
de los que se conseg uían cuando ID. habíam os dejado re posar por algún:
tie mpo .

. La perm an encia prolongada , antes de poner en con tacto con el elect ro-o
lito intern o, ocasiona la formación de precipi tad os rruis compactos e irre­
gulares'.

o No pudimos encontrar una ley qu e determinase la relación exis tente:
entre el número de bandas aparecida s y el ti empo que permanecía la ge­
latina antes de ser utilizada .

Los mejores resultados se conseg uían al dejar re posar' la gela tina du ­
rante un ti emp o que oscilaba entre 24 y 48 horas.

Así la mayoría de las exper iencias se han rea lizado con gela tinas que-:
llevaban en 1~ cámara húmeda por lo menos 24 hora s.

El influjo del ph de las soluciones emplea das es!:{¡ consi de rado implíci- -
tamente, al estudiar la misma na turaleza de las gela tinas . .. .

El punto de partida de las experiencias es de ordina rio gelatinas neu-­
tras: en su totalidad de elevado punto de fusión .

Influjo de ph lo acusan los siste mas empleados , cualq uiera que sea la:
naturaleza de los componentes. Así en el croma lo de plata , car bona to de-
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FIG. 1
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plata, iodato de plomo , hidróxido de magnesio... ; por otra parte es na-o
tural que influ ya no poco el ph en las precipitaciones rítmicas, pues trae­
como consecuencia la modifica ción de la solubilidad en los productos.
reaccionantes.

La gelatina ordinaria tiene un ph que oscila entre 5,5 y (1 ,4.
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VARIACION DEL COEFICIENTE
CON LA CONCENTRACION DE LA GELATINA

Utilizamos gelatina plata de: 2; a,5 ;.5; 10; 12 %'
El electrolito int erno fue el cloruro de mag nesio del 3 %'
Electrolito externo , hi dróxido amónico del 25 %'

. IJa temperatura fue de 2°-1.
En las experie ncias calculamos los resultados sobre una serie de seis

't ubos, de los que desechamos los dos que .daban valores extre mos.
A partir de la separación medim os las distancias :

A B e D E F .

0,05 0,1 0,08 0,05 0,05 0,05
0,35 0,35 0,3 0,3 0,3 0,4
0,75 0;7 0,65 0,G5 0,7 0,9
1,2 1,2 1,1 1,15 1,3 1,85
1,9ó 1,9 1,9 1,95 2,3 3,2
2,9 2,95 3,1 3,2 3,7 4,95

Los valores hallados después de los correspondientes promedios , son
los sigui entes :

A./ = 0,0835
AH' = 0,0957
Ac' = 0,1104
An' = 0,12]9
AE' = 0,1425
V = 0,187

ENSAYOS EN PLACAS

La técnica del trabajo en placas ofrecía algunas difi cultades que gra -
·d ualment.e hemos logrado resolver. •

Empe zamos por obtener vidrios de diferentes grosores, ya que no res ul­
·taría fácil obtener variedad de calidades den tro de la natural eza de los
'vidrios. .

Limp iamos escrupulosamente las placas que iban a estar en contacto con
la gelatina . Colocado el vidrio en mezcla cromática , se elevó la temperatura

, ·a unos 60°.
. Lavada primeramente con agua corriente , se pasó después por agua des-
'tilada . Permaneció la placa dentro de la cápsula , donde se calentó con la

- 80-



ESTUDIO SISTEJIATICO SOBRE PRE CIPITA CIONES lliTMICAS EMPLEANDO LA GELATINA ...

FIG. 2

mezcla crómica mientras, sostenida mediante un agita dor de vidr io, se re­
cogía en un fra sco la mezcla cr ómica utilizada. El lavado lo hicimos en la
misma cápsula. Una vez lavada y pasada pOI' la comprobación del vapor,
la llevamos a la estufa hasta un perfecto desecado. La placa la tomábamos
siem pre por sus dos extremos opuestos, donde. ciertamente no habí a de
llegar el precipitado de cromato de plata o hidróxido de magnesio.

Hecha la disolución de gelatina con concentraciones que han oscilado
entre el 5 % y el 15 %, se extiende sobre la placa.

No podría esperar se tampoco al mom ent o de la gelificaci ón , pues en­
tOIl CPS resultaba impo sible obtener la homogeneidad . Buscamos un mom en­
to de fluid ez, próximo a la gelificaci ón . El vidrio se mantiene a una tempe­
ratura muy baja , para que se enfríe rápidamente la gelat ina fluid a . Así
extendida sobr e el vidrio , se lleva a una cámara húmeda, dond e gelifica .
En la gelatina se coloca , antes de extenderla sobre la placa , una disolución
de dicromato potásico aproximadamente 0'2 molar.

En la cámara húmeda se mantiene la posición horizontal.
Al colocar una gota de disolución de nitrato de plata, se ohti enen her­

mosos pr ecipitados rojos de cromato de plata. Forman anillos concéntricos
que van extendiéndose hasta el borde de la placa. Entre los anillos de ero­
mato de plata se van formando también otro s más estrechos de cloruro de
plata, debidos al contenido en cloro de la gelatina.

- 81-
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Esta poliper iodicidad hacía menos interesante las placas de cromato y
pretendimos lograr las placas de hidróxido de magnesio.

Se pudo observar que si utilizamos amoníaco como electrolito interno
y cloruro de magnesio como electrolito extern o, no hay producción de ani­
llos. P OI' esto hubimos de seguir utilizando el hidróxido de amonio como­
electrólito externo. Sin embargo el carácter volátil del amoníaco dificulta­
ba su empleo. No podríamos colocar simplemente una gota de hid róxido
amónico y esperar que su difusión a través de la gelatina originase ritmos.
de precipita do. Solamente conseguíamos el primer precipitado de bastante
gro~or. .

Placas de 1n por 12. En cada uno de los lados de dicha placa se colocan
tira" de vidr io pegadas a la placa con bálsamo de Canadá . Así quedaba un
recipiente prismático de pequeña capacidad ocupa do por la gelatina . Una
vez lleno y rebosando la gelatina, se hacía deslizar la placa de vidrio agu­
jereada de tal manera , que quedase justamente llena sin ningún espacio
vacío, evitando las burbujas de air e.

Para mantener la concentración de hidróxido amónico se colocaba alre­
.dedal' del orificio de la placa superior un tubo corto sujeto a ella . .

Ese tubo corto se tapaba con un corcho . Este pr ocedimiento presentaba
un inconveniente y era su reali zaoi ón; además las capas no eran muy
homogéneas.

. Simplificamos el método de dos maneras: Primeramente tomamos dos
placas de vidr io de las dimensiones arriba señaladas , una de ellas con un
orificio de pequeño diámetro. Las placas estaban limpias y secas . Sobre la
placa no agujereada , mantenida en posición hor izontal , echamos gelatina
en " U parte central. Inclinamos hacia adelante la placa con la gelatina y
pasa mos la placa agujereada , delizándola de tal forma que quedase una
pequeña película de gelatina .

Obtenida esa delgada película , la llevamos a la cámara húmeda, dond e
al depositamos sobre un matraz erlenmeyer , lleno de hidróxido amónico
del 25 % de concentración en amoníaco. Como es obvio , una vez transcu­
rrido suficiente tiempo, se coloca para gelificar , y se deja el tiempo con­
venien te para un envejecimiento de la gelatina. El orificio del sistema pla­
ca-gelatina-placa, se deposita en la boca del matraz de man era que se ponga
en contacto con la disolución ele hidr óxido amón ico o simplemente a fin
de recibir el amoníaco gaseoso.

Este procedimiento dio excelentes resulta dos, ganando extra ordinaria­
mente en la preparación de los ensayos.

Trabajamos a distintas tem peraturas : 20°-4 Y 2°-1; con gelatina del
8 % al ]2 % obtuvimos anillos de hidróxido de magnesio perfectamente
definid os. El número de an illos no pasó de cinco. Var iando las concentra­
ciones del electrolito interno, desde 0'5 % al 5 s: siempre se lograron bue­
nos resultados . El electrolito externo fue siempre un hidróxido amónico del
25 % de concentración en amon íaco.

El cambio de los electr ólitos internos : acetato, sulfato , t iasulfato , no
hizo variar el proceso, siendo los resultados prácticamente los mismos en
orden a la sepa ración de los anillos y al número de ellos. Entre todos estos
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TNFLUJO DEL ELECTHOLlTO INTERNO y SU r,ONCENTRACION

Sea cualquiera el electrolito interno se obse rva siempre una dependen­
cia en tre la concentración y la densidad de anillos.

En numerosas pruebas se demuestra qu e la constante:

ds
A = -_­

cL n

10
ii
4
3

°O

Núm . de bandas

Precipitado continuo
"
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0,25
0,23
0,20
0,15
0.12
0,10
0,08
0,06

e 03Na2 en tant o por ciento

anion es del magn esio, usarn os preferen tem ent e el ace tato , porque se obs er­
va el fen ómen o con ma yor nitidez.

A veces los anillos formados ernn puntuales a un a simple vista y siem ­
pr e muy delgndos. Finalmente pensamos modifica r el procedimiento con
r esultad o satisfac tor io. Deposi tad a la cana de ge lati na sobre una. placa , la
dejam os gelifl car. de man era que se form e una película consistente en la
parte superior . Después introdu cíam os esta nlaca qu e n eva la gelatina en
un recipiente con ag ua muy frí ll. Se coge despu és la placa agujereada y
denfro dpl ag ua se le hnce desli zar sobre In, placa de gelatina , de suerte
qu e se evite la nrod ncción de burbuja s en tre nmha s placas . Así se cons igue
una capa de gelat ina cuyo espesor osc ila entre 1,5 Y 2,1) milímetros.

Il esde el el mom ento en qu e se logró un espesor aceptable, eliminando
el excesivo influjo de la s paredes del vidri o. se pu ede trabajar con estos
elpr t.rolitos en tan buena s condic iones como con los eleclrolitos de Ag.

El mi smo número de anill os se elevó ha sta siete. a veces hasta nueve
o rlir-z . conservando las propi edad es para el estudio de. las leyes qu e ri gen
este fenómeno

es fnn ción de la concentración .
Experimentam os por ejemplo, la variaci ón del COJNa~ en orden a obtener

carhonato de plata .
Empleamos gela tina del 3,8 % a la temperatura de 2 ° ± 1. .
El electrolito externo es nitra to de plata de 5 % de conc entración .
Los datos vien en como promedio de un a ser ie de' tres tubos a los quince

días de com enzada la exper ienc ia .
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El electrolito interno es 'el' acetato de magnesio cuyos porc entajes vamos
variando según se indi ca ti 'continuación :

2
4
6
6
8
8
8

II
10

7
9
6
5

4
6
6
7
9
8

12
10

8
9
8
5
5

Núm . de bandas

Núm. de bandas

Precipita do continuo
"

20
15
10
5
4

· " 3
2
1
0,9
0,8
0,6
0,4
0,2

(CHaCOO)2 !tia J;. CHP )

20
. 15

10
5 .
4
3
2 ,
1
0,9
0,8
0,6
0',4 .
0,2
0,1
0,05

Cl2Ma en ·tanto PO I" ciento

Preparamos una nueva serie de seis tubos en la que pusimos como elec-:
trolito interno el .tiosul íato de magnesio.

El cloru ro magnésico ofrece mayor margen de variación en orden a ob ­
tener precipitados de hidróxido de magnesio.

Con gelatina d el 3,5 % tra bajamos a la temperatura de 2° ± l.
Como.electrclito intern o el cluror uro de magnesio.
Electro lito externo hidróxid o de amonio con 25 % en NHa•

,,' En una seriedeseis tubos elimina mos dos de ellos utilizando en los re­
sulta dos .un pr omedio de los' otr os cua tro, a los quin ce días de comenzada
la exper iencia . .
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"

: . l •.'- "

~ . ,

6
3

8
6 ' .

5
3

7.
8

, 8:
9
7
7
5

7
, .:,:.::. ::7,¡

Núm . de ba~das

Núm . de bandas

25
12,5
6,25
3,125

25
12,5

6,25
3,125
1,06

Sp.jl/g 6Hp

5
4
3
2
1
0,5
0,1

Porcentaje del NlIa

No hemos visto en ningún caso que exista una ley matemática ' que lig~~
el número de bandas con la concentración del eJectrolito interno: Unica­
merite hemos llegado a experimentar y comprobar que dentro de ciertos
límites de concentración el número de bandas llega a ser máximo . Son las
condicione s más favorables.

INFLUJO DEL ELECTHOLITO EXTER·NO

Los porcentajes fueron modificándose, perm an eciendo los demás datos
coom en experi encias anter iores : .

Si se manti ene la concentración del electroJito externo dentro de lími tes
conv enientes, la variación en el núm ero de precipitados es relativament e
pequeña . Sin duda no llega a a lcanzar la importancia de la modifi cación del
electr ólito interno. . ..

Haremos mención ún icamen te de dos pruebas con ace ta to magn ésico y
sulfato magn ésico.

La experiencia se h izo con gelatina del 3,5 % en una serie de seis tub os
de los que eliminamos uno. "

El electroli.to interno fue ace tato magn ésico con una concentración del
5 % aproximadamente. Se verificó en cámara húmeda con temperatura
de 2° - 1. )

Porcentajes de NlIa Núm. de bandas

Manteniendo las .mismas condiciones de temperaturn e idénticas conce n­
traciones para la gelatina y el sulfato de magnesio (em pleado en lugar del
acetato) fuimos modificando las conce n traciones del":hidróxid o amónico .
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Gelatina 3.%' Temperatura 7° ± 5 0 . Electrolito I03R . Electr ólito exter­
no (CH3COO)gPb. 3H20 . Bandas de (103) 2 Pb.

CI Núm . de bandas
C2

153-- 24
160

17
- - 25

32

119
-- 23

320

51
-- 22

320

17
-- 16

160

17
-- lO

320

19

21

Núm . de bandas

Precipitado sin distinción
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Cl

C2

25

19()

18

190

16

190

Semejantemente ocurre con el cloruro magnésico sin que el número de
bandas var íe de manera notable.

El número de bandas está contado a los catorce días de comenzada la
exper iencia. En general creemos puede trabajarse en mejores condi ciones,
con concentraciones elevadas del electroli to externo. Por esta razón hemos
procurado en la parte exper imenta l, que no disminuyese de manera notable
la concentración del amoníaco, emplean do para ello cantidades superiores
a las necesarias para la reacción. Cuando se util izaron tubos estrec hos re­
novamos el amoníaco de la cámara superior.

Tan importante como la concentración de cada uno de los electrolítos
es la relación entre el electrolito interno y el externo. En todo caso debe
mantenerse dicho cociente entre determinados límit es para que puedan pro­
ducirse los precipitados en forma de bandas o capas .

Gelatina 3,5 %. Temperatura 7° ± 5° . Electrolito int erno AsOaNa2• Elec­
trolito externo NOaAg 5/17 N. Bandas de AsOaA ga
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:LA TF.MPERATUR.\ EN L .\S PRECIPITACIONES

15
16
20

Núm . de bandas

2°
14°
22°

14
-- 18

190

12
- - 16

190

10
- - 1G

190

8
- - -- 15

190

G
13

190

4
11

190

1
-- 4

190

Temp eraturas el! grados centígmdos

Sobre la 'impor t.ancia de la temperatura en los ritmos de precipitados
.hernos hecho las siguientes observaciones:

A) Con aum ento de temperatura se da también mayor rapidez en la
.apnr ición de las bandas.

B) Su número aumenta .
(') Intervalos más estrechos entre las mismas bandas.
Hemos experimentado la variación con la temperatura en el cromato

,de plata, iodato , arseniato y carbonato de plata, hidróxido de magnesio ,
.ferricianuros de cobalto' y níquel.

lodato potásico del 5 % como electró lito interno ; nitrato de plata del
3,4 % electrolito externo en medio gelatinoso del 3 % de concentración .
.Se obtienen precipitados de yodato de plat a .

Semejanternente ocurre con el CI2Mg. Aunque la relación de concentra ­
-ciones C,/Ci influye en el número de bandas, no creemos completamente
'exacta la afirmación de Lincoln y Hillyer: si la relación de las concentra­
-cion es del electr ólit o externo e interno permanece constante se obti ene la
misma distribución de los precipitados con tal que sean los mismos la con­
centración de la gelatina y la temperat ura . Es menor el influjo de la. con­
cent ra ción de electrolito exte rno.
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LA LUZ EN LOS FENOMENOS DE PRECIPITACION RITMICA

13
15
15

7
10
11

Núm. de bandas

Núm. de bandas

2°
14°
22°

Tempe1'aturas en grados centígrados

Tempe1'atu1'as en g1'ados cent íg1'ados

2°
14°
22°

Las observaciones sobre el hidróxido de magnesio se hicieron , sobre 4
tubos de una seri e de G, empleando el acetato ma gnésico como electrólito
interno , en concentración del 3 %; como electró lito externo el hidróxido
amónico del 25 % en amoníaco y la gelat ina del 4 %'

Cambiamos el electrolito interno poniendo arse niato sódico del 2 % y
aum entamos la concent ración del ni trato de plata a G %, conservando la
gelatina en la mi sma proporción que en la exper ienc ia anterior. Utilizamos
tres tubos de la seri e de G.

Como indicábamos al principi o destacan más las otras dos cualidades
del fenómeno , velocidad de aparición en las bandas y proximidad entre
ella e; .

El número de bandas está medido después de 12 días de comenzad o el
exper imento . Generalmente no sufre n modifi caciones en el tran scurso del
tiempo.

Los sistemas estudia dos son foto sensibles, aunque no todos acusan de
igual manera los efectos luminosos. Las precipitacion es que se verifi can a
la luz forman capas más delgadas. En mucha s ocasiones ni siquiera llegan
a formarse enteramente capas o bandas de precipitado. Junto a las paredes
'de los tubos se adhieren los precipitados qu edando reducidos a meros ani-
llos similares a los obt enidos en placas. ::. ,

Es dificil cons eguir bu eno s precipitad os útiles para el cálculo de ritmo
directo . Por el contrar io con ferricianuro se han obtenido depósitos caracte­
rí sticos de ritmo inverso.

, En el verano de 1959 obtuvimos varias ser ies bastante perf ectas en tubos
de estrecho diámetro. Se ver ificó la expe r ienc ia a una temperatura media
cerca na a los 23°. Expuestos los tubos a la luz solar y con variacion es de
tem peratura no se pudieron cumplir las leyes que ri gen los procesos, ya
que quedab an modifi cad os por las fr ecuentes fluctuacion es.

Los precip itados de ri tm o decreciente fuer on de ferricianuro de níquel
y ferricianuro de zinc.
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R IT MOS INVER S OS

Tnten tamos obte ner precip ita dos de ritmo decrecien te con sales de mag­
nesio e hidróxido amó nico. Pa ra ello fuim os variando las condiciones de las.

Circunstanc ias particulares im pidieron emplear esas experie ncias en or­
den a la investigación.

Como fenómeno general observé en todos los sistemas Iotosensihles;
hechos con diversos electrolitos y diferentes concentraciones (tanto en los,
electrolitos in ternos como externos) un aumento en el número de bandas,

1 'd d ' .. , 1 d s 1mayor ve OCI a en su apancion, a constante A = - z- aumenta con a. ( n
luz . se hace menor el espacio entre dos precipitaJ os consecut ivos.

Por eso preferimos experimentar en la oscur ida d, as í los intervalos :
8" - 8"-J resultab an más aptos pa ra la determinación y comp robación de­
las leyes. Con esto también quedaba e liminado el influjo de las radiaciones :
de diferentes longitudes de onda.

La posición de los tubos en la cámara húmeda no ha eejrcido in fluj o­
digno de consid era ción , en la formación de los precipitado s. Las series:
hechas en las distintas posiciones, verticales, formand o ángulo s de 45 o . 90 0

,

135 0
• 180 0

, no hizo variar ni el número, ni la calida d de los precipitados,
ni el ti empo invertido en su produ cción . Creemos que las pequeñas a ltera -o
cienes percibidas, no exce diero n de las qu e suelen presentarse dent ro de
una mi sma serie en idén ticas condiciones, Factores, no fáciles de determi-.
nar , causan las modifi cacion es an tes señaladas. .

El movimiento iónico se realiza sin tener qu e contar para nad a la sit.ua -.
ción de los tubos. La inversión de los tubos no ejerce n ing ún influjo. En
cambio la inversión de los . electró litos t iene importancia extraordinaria,
llegand o in cluso a la desap ari ción del fenómeno de precip itac iones rítmicas.

Invertidos los electroli tos, en el siste ma hi dróxido de magn esio, no se'
logra ron res ultados pos itivos por más que se modificaron extraordinaria-o
mente las condiciones del sistema.

Hicimos variar las concentraciones del hid róxid o amónico, emplea ndo.
como electrolito interno. Realizam os pruebas en conetraoiones de NH3 :

25 %, 12,fi %, 7,25 %, 3,125 %,2 %, 1 %, 0,5 %, 0,425 %, 0,1 %, 0,05 %'
En ningun a de ellas se cons iguieron precip itad os forma ndo bandas. Em-.
pleam os como electr ólitos in tern os sales de magn esio % cloruros, ace tatos, '
sulfa tos y t iosulfatos, modificando gradua lmente las concentraciones . Los'
resultados obtenidos no exper imentaron nin guna variación . Es posible .que­
los ion es ma gn esio encuentren gran difi cultad en avanzar a través del me­
dio gela tinoso. En sayamos siste mas dife rentes con . el fin de comprobar­
este fenómeno . Disolvi endo la gelat ina con Ierricianuro potásico, hemos.
obt enido bandas de ferricianuro de cobalt o, zinc, n íqu el y plata , si se po- .
nían las sales respectivas como electrolito externo. La inver sión de los elec-.
tro litos hizo desaparecer el fen ómeno .

El ión ferricianuro no penetra en la gelatina como vimos antes no pene­
traba el ión magn esio. Cabe, sin embargo . la in terpretación de que las sales.
amónico-magnés icas no permiten la precipitación del hid róxido magnés ico:
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-exneriencias fijándonos especialmente en la acidez de la gelatina. En todos
los' ras os se obtuvieron únicam ente precipitaciones periódicas crecientes.

Desistimos de conseguir buenos resultados y cambiamos el electrolito
'interno, sales crómicas en su lugar con objeto de obt ener en medio neutro
precipitados rítmicos decrecientes de hi dr óxid o de cromo. Igualmente los
resulta dos fueron negativos, por tanto recurrimos a técnicas ·ya ensayadas
por algunos inv estigadores y de cuya eficacia en orden a conseguir ri tmos
decrecient es teníam os constancia . Así pu es ensayamos con Ierriciannro ,

Seguimos el pr ocedimiento anterior tanto en la pr eparación de la gela­
t ina como en el llenado de los tubos. Empleamo s Fe(CN)6K de la casa
Merrk. Preparamos soluciones de cinco tipos distintos de concentración
-de r e(CN). K3 .

A 0,005 M
R 0,01 M
C 0,02 M
D 0,03 M
E 0,04 M.

Como se trataba de electrolito interno preferimos utilizar estas concen­
t raciones, puesto que habíam os observado que las grandes concentraciones
dan pocas bandas y no dema siado distantes. Resul tados positivos obtuvimos ,
'con disoluciones de Fe(CN)bI{3 O,OJ M. Nosotros utilizamos las cin co concen­
traciones arriba dichas. La gelatina utilizada fue de diversas concentracio­
'nes 2 %, 3 %' 5 %, 4 %, 5 % y 6 %' Como teníam os que trabajar con tem­
peraturas bajas si queríamos tener un a estabilidad relativa de temp eratura
prescindimos de ma yores concentraciones en gela tina . Como electrolito ex­
terno utilizamos sales de cobre, sales de cobalto, sales de níquel , sales de
-cinc. sales de plata : Entre las sales de cobre preferimos utilizar los Cl- en
lugar de los N03- . Estos no nos dieron resultado positivo. En las pruebas
'sucesivas se obtuvieron mejores resultados empleando los cloruros.

De las sales de cobalto utilizamos acetato s, nitratos, cloruros , con prefe­
rencia los nitratos y acetatos. Entre las sales de Zn se hicieron pruebas con
-acetato, nitratos y cloruros ; también empleamos sal de Mohr romo el elec-
tro lito externo . . .:

La poli periodicidad advertida, sobre todo en las experiencias con su lfato
Terroso amónico dificultaba la percepción de las bandas . Se observaron di­
versas variaciones en la coloración de las bandas. Esta misma coloración
-disminu ía el contraste ent re bandas y espac ios vacíos, debiendo observarlas
por reflexión o por transparencia .

Las medidas hechas no fueron tan pr ecisa s como las del hidróxido de
magnesio o el cromato de plata . Con todo fueron lo suficientemente precisas
'p.ara apreci.ar el cumplimiento de las leyes esta blecidas para las precipita­
-ciones de ritmo creciente . Como señalaremos en las gráficas las constantes
camhien de signo. Así las leyes establecidas llegan a ser de tipo tan general
'que Abarcan las dos series de fenóm enos redu ciénd olos a un solo. El hecho
-de ver cumplidas las leyes del movimi ent o de lentitud uniformemente va­
.r iado con relación al espacio en las precipitacion es de ritmo decreciente

- 90 -
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nos in clina a dar realidad fís ica a l sexto de los movimien tos estudiados en
l a parte teóri ca .

ELEr.TR ÓLIT OS FUERTES

Trabajamos preferen tem ent e con sa les ma guesicas. Aunque el n úmero
de ba ndas sea muy iníerioral qu e se logra a l tratar los cromatos con sa les
de plata , estas bandas bla ncas quedan muy destacadas en grandes espacios
vacíos de precipitad o. Por esto hemos creído mús Mil el sistema de hidró­
xido de magn esio para medir las distan cias en relación con el número de
anillo s o bandas. La ley del movimiento de lenti tud uniformem ente variad o
,con respecto al espacio se comproba ba mejor con el sistema de cromato
de pla ta, puesto qu e se producen numero sos an illos en un tiempo pe queño.

Para el siste ma de hidróxido de magn esio em pezamos los ens ayos con el
cloruro magn ésico como electrólito interno, seguimos posteriorm en te ,con
lag sales mgan ésicas ni t rato , ace tato , sulfa to y tiosulfato. De estas sales
descartamos pronto , los ni t ratos ya qu e se conseguían con difi cultad y no
·era n de mucha duración. . .

En nuest ras experiencias hemos obs ervado qu e se obtienen mejor las
bandas de precipitado a me dida qu e disminuye el grado de disociaci ón .

. 'Creemos probable que la existen cia de muchos ion es lib res es , un in conve­
nien te para lograr precipitaciones r ítmicas.

Sin duda n in guna' qu e n o es pequeño el influjo del grado de disoc iación
·de los electrolitos en or den a conseguir precipitacion es rítmicas . Es muy
probable qu e tam bié n estén con dicionadas las bandas a la naturaleza del
.an i ón como se comprobó en los ni trat os .

Siguiendo el estud io del grado de disociación , empleamos las bases fuer­
tes : hidr óxid os sódico y po tás ico. Hicimos los ensayos ta n to en tubos como
'en placas .

Prim eramente dos series en tubos de 90 exper iencias utilizando:
Electrolito interno el cloruro de magn esio en las proporc iones de: 10 %,:

8 %: 6 %; 4 %; 3 %; 2 %; ] %; 0,5 %; O,] %; 0.5 %'
Flec tro lito exte rno, en un a el hidróxid o sód ico y en otra el hidróxid o

potá sico con las concentraciones : :1 %; 3 % .Y ñ ~~ ...
Gelatinas del 3 %; 6 % y 9 %'
La temperatura fue siempre de2 q .± 1".
Después hicimos otras dos series en tubos de 90 experiencias en las qu e

modificamos -el elec tr ólito in terno empleando el acetato magnésico .
En t odos los casos obtu vimos precipitados continuos sin que se pudiera

apreciar ri tmo alguno . No había espacios propi amente vacíos, aunque se
no taba tres o cuatro bloques diferen tes .

Ensayamos despu és una concentración de hidróxido potásico en la que
los ion es oxhídrilo fueran aprox imadamente los mi sm os que - se dan , en
hidróxido amón ico, Así preparé una disolución de hidr óxido potásico , e
hidr óxido sódico . La primera conte nía 2,24 gi l y la segunda 1,16 gi l.

Al cabo de 4 días, aparecían tres precipitados diferenciados pero -tam ­
bién sin ningún espacio vac ío. La forma no sufr ió modificaciones aunque
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MEDIDAS DE ESPACIOS-TIEMPOS
NUMERO DE BANDAS EN TVBOS DE PEQUE~O DIAMETRO .

0,48
0,67
0,87
1,10
1,35
1,61
1,89
2,20
2,57
2,93
3,24

Espacio recorrido

14,4
16,9
20,1
23,9
29,4 .
34,6
41,7
49,8
61,5
72,8
84,4

Tiempo empleado

12
13
14
15
16
17
18
19
20 .
21
22

Número de bandas

Para la medid a de distancias emplea mos el catetómetro . Hacemos tres
lecturas y promediamos los res ultados . Los datos corresponden a la expe­
r iencia 53 A. El precipitado es de croma to de plata . Gelatina plata del 12 %
de concentración . Se rea liza la experiencia a la te mperatura de 20 ± 10.
Concentración del dicromato potásico 0,01 molar . Nitrato de plata con­
centrado.

De la serie de seis t ubos rechazamos dos para utilizar los cuatro re s­
tantss.

Con el fin de que las difer encias fueran apreciab les, prescindimos de las.
primeras bandas de precipitado y consideramos desde la 12 en adelante .

Hacemos los cálculos sobre las once bandas que va n desde la número 12'
a la 22.

Haciendo' el cálculo para determinar- ias respectivas consta ntes, nos en­
co,o.t-ramo<:: aprox imadamente con las ecuaciones sig uientes:

." - '. . • -Ó , : , s = 0,19 ~ 0,OG4 11. + '0,01 n 2

' .,'> ::> , .. . .. . l :~ '10,23 . +. 7,G8 s +' :5 ,~ ~

las proporciones de las bases fuert es no fuesen la misma Creíamos que e]
empleo de estas bases impedía la for mación de anillos .

Con ensa vos realizados en placas pud imo s obtene r anillos bien definí ­
dos. La parte central de la placa qu edab a cubie rta de un precipitado con­
tinuo de hidróxido magnés ico . A considerable distan cia aparecen tres ani­
llos bien definidos, también de hidróxido de magn esio. Las distancias del
an illo central al primero y tercero , nos hace pensar que podrá t ra tarse de
un ri tmo decreciente. Como no hemos conseguido má s de tres anillos, nos"
resnlt a impos ible comprobar la verificación de la ley.

Corno fen ómeno peculi ar hemos conseguido anillos intermedi os, mi cro ­
surcos, en n úmero bastante creci do según pu ede aprec iarse en la mi cro ­
fotograf ía.
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En la experiencia 5G A hacemos un cambio en la temperatur a 200 ± 2°.

15
., , 16

17
18
19
20
21
22
23
24

Núm. de bandas

Número de bandas Tiempos Dist ancias

19 32,1 2,1
20 36,7 2,3
21 42,9 2,55
22 49,6 2,8
23 59,5 3,15
24 70,8 3,55
25 87,9 4

Promedio de 5 experiencias
0,89
1,11
1,34
1,57
1,84
2,12
2,42
2,78
3,13
3,45

Espacios recorr idos en cent ímetTos

Aplicando la regla general obtenemos los parámetros de la ecuación:

So = - 0,189 ; )..0 = - 0,063 ; )..' = 0,018

Así quedaría S = - 0,189 - 0,063 n + 0,009 n2
•

De la serie de los seis tubos hemos empleado únicament e .tres.
En el apéndice incluimo s ' varias series de medida s, ver ificadas en dil e­

rentes condiciones, tanto respecto a los sist emas de precipitados como a las
'concentraciones de los electrolitos externo e interno , concentración de ge­
latina y t emperatura .

'G R ..\F JCAS

La gráfica demuestra que en el mínimo de la parábola la concentraci ón
·de ondas es infinita , según decíamos antes, la frondosidad es infinita . Así
'sucede en la realidad , ya que al comenzar las precipitaciones rí tmi cas su
núm ero es prácticamente imp osible de determinar . Contamos los pecipita ­
-dos una vez t ranscurridos algunos minutos o días' dependiendo de la natu­
raleza del sistema que se examina . A medida que aumenta el espacio, el
número de ondas es fácil de conta r .

Bandas obtenidas con cromato de plata. Se realiza la exper iencia cori
8 tubos de ensayo. Se quit an tr es por defectuosos. Se emplea gelatina del
10 %. nitrato de plata del 5 % y dicromato potásico 0,01 molar. Tempe-
ratura 2° ± 1°. .



Esta ecuaci ón representa una parábola , una de cuyas ramas no cumple
las condiciones del problema y, por tant o. debe ser bloqueada la ecuación,
mediante un factor condicionante que la haga verdadera úni cam ente para
los caso": reales. El factor condicionante es :
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]2003
336

. 12003
- - - -
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12003
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Las bandas an teriores ocupar ían los pues tos y espacios correspondien tes:

0,7 M
~~ ~

0,35 12
0,21 11
0,09 10
0,06 9
0,024 8
0,007 7

" medida que aumen ta el número de ondns también aumenta el valor­
de In longitud de las mi sma s. Al comenzar los precipitados hay muchas
ondas pero de mu y poca longitud . Se vurilica así mismo qu e la frecuencia
va disminuyendo él medida que aum enta su número.

En In grá fica siguiente espacio funci ón lineal de la lentitud sol ament e
una de las semirr ectas tiene valor en orden a la int erpretación físico-quí­
mica del fenó meno de prec ipitación rítmica. La ot ra semir rec ta que no se
verifica en la realidad , tendrá un valor puram ent e teórico. Para lograr su
ma yor ~r.neralizaciém y de ma nera que siempre tenga in terpret ación real
pone rnos como factor condicionan te

\ /

V,-1 V- 1

( YO- 1 Y-I[

Como se ve el valor imaginario del radical para signos contra r ios de
VO-

1 y Y-1 ha ce ima gin aria la ecuación.
Relaci onamos tiempos y velocidad es en un caso particular del ritmo

directo de precipitados.
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ti. plic ada .al exper imento particula r tenemos la ecuación:

21 21 V2

obse rvamos cómo el tiempo ti ende a un máximo siendo la velocida d infini­
ta . Es el momento en qu e los precipitados se suceden sin solución de con­
tinuidad formando corrio un precipitado homogéneo que no nos mu estra la
di stinci ón de capas.

- 00
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100 y-2

323

I '~ {a I
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P

1

1 VO-

2

\2 1 V - 2

- sao
't=--+

323

,\ 1 come nzar la operación, es decir , a l poners e en contacto los dos elec­
troJitos, se ve la formación de un precip itado . La reali zación del precipita ­
do rí tmico lleva un a velocida d mu y grande; a medida qu e tran scurre el'
tiempo va disminuvendo la velocida d. Cada vez se suceden con mavor len­
titmi hasta que ac~ban pOI' tener un a velocidad nula cuando el tiempo es
infini to. Esto aclara la observación de qu e no se encuentra valor para la
fun ción si el tiempo se ha hecho infini to. No hay má s precipi tado.

Siendo la relación del t iempo con res pecto a la velocidad en el caso que
nos ocupa

LG

21
Sebloqu ea la ram a de la izqui erda, ya qu e no podemos considera r a la

velocidad tendiendo a cero . En nuestro caso el aumen to de velocidad es
consta nte.

Entre la lentitud y el tiempo se esta blece una relación que an tes halla­
mos en la forma :
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O

160

21

S
160
21

00

v
- N

S = ~ _ _ 5_
21 21 F

16 S F- 2 V-1

t = - - -
21 21 - ce 00

O
4 J5

----

lG
5

21
O

O
4 J5

-- - -
5

- 00 oc'

.ne las dos ram as que tiene la cur va solame nte la de los F po sitivos se
v er ifica en el fenómeno de las precipitaciones rí tmicas de ritmo decrecien ­
t e. Tiene un límite espaci al definido aquí por un a asíntota paralela al eje
-de las velocidad es. Los valores de la velocida d va n de O a infinito . Al co­
II.1ienzo tardan en producirse los an illos o bandas de precipitarlo. Esa velo­

'~Ida~ va a ument~n~o hasta llegar a un valor infinito , ya que entonces son
infinitos los precipi tados que tienen lugar cua ndo el espacio val e 160 / 21
~ent!metros. El coeficiente angular de la tan gente a la curva es constante :
creciente en valor absoluto, lo que indica se trata de un movimiento uni­
.formemente apres urado con relación al espacio.

16
La g:ráfica demuestra cómo en el momento 21 se verifica un m áxim o

-anul ándose la lenti tud . Hecho que nos indica se trata de un ava nce de
'ondas mat eri ales y precipitaciones consiguientes de velocidad infinita. La
'Concentración de ondas no pu ede contarse por ser la velocida d de los iones
i nfinita.

No dam os más valores por tratarse de un a paráb ola cuyo eje es el mis­
1110 de coordena das. La len ti tud aumenta con el tiempo, no tendiendo am­
b o. '> magni tudes a hacerse nulas simultáneamente . La ram a de la i7:quierda
-quedará hloquead a para que la fórmula nos represente con exactit ud, en
-cualquier hipótesis , el fenómeno que venimos estudiando .

Señalamos en un movim iento de ri tmo inverso, la relación qu e existe
-entre tiempo y lentitud. Estudiando la ecuac ión después de las debid as
.t rans íormaciones qu eda:
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200 50 V S
S = 323 + 323V - 200

-oo · --
323

O
1/4 O

200
00 --

323

A medida que aumenta la velocidad va disminuyendo el espacio. A1 co­
mienzo Ron mu y numerosos los precipi tado s, ya que teóricamente llegarían
a ser infinitos. A medida que va avanzando el tiemp o los precipitados se
suc eden con más lentitud . Las diferen cias espaciales están más marcadas
a medida que la velocidad va disminuyendo . La tangente a la curva, en la
rama de la der echa (ya que la de la izqui erda queda bloqueada) tiene un
coeficiente angular constantemente decreciente en valor absoluto . El valor
de !' es mayor que O.

En la gráfica siguiente . el espac io fun ción lin ea] de la lentitud solamen­
te una de las semirrectas tiene valor en orden a la int erp retación física­
química del fenómen o de precipitación r ítmica. La otra semirrecta, que no
se ver ifica en la realidad, tend rá un valor puram ente teórico. Para lograr
su mayor genera lización y de man era que siempre tenga interpre tación
real, ponemos como factor condicionante

dt V S
d S = (10 + 3'36 S) '¡S2

Corno se ve el valor imaginario del ra dical para signos contrarios de
VO-

1 y V- l hace imaginaria la ecuación.
En las fórmulas prescindimos de los factores condicionante s por razón

de simplificar su expresión matemáti ca.
La curva solament e representa el fenómeno físico-químico en el inter­

valo
O< S < (X) • .

La otra rama de la parábol a debe quedar bloqueada mediante el factor
condicionante :

Como el valor de la constante de retr asación es mayor que cero. la fun­
ción es creciente tendi end o a valor infinito.

No t iene máxim o la fun ción y aSÍ, te óricamente, el espacio que pueden
recorrer los iones para form al' los precipitados es infinito. Es el ri tmo
creciente.

- 97 -



-98 -

REVISTA DE LA A CADEMIA DE CIENCIAS EX A CTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

dn
- -- = 00

d s

1
1

1
1

).,,=-----

a a
p=---=- -

a3 l 3 vi>

ds-;¡;;: = O;

Siendo

. 500
S = .' 7,95'7 + _~_ ).,,3

I

En la deducción que podemos hacer notamos que para p > O, a y V tie­

nen el mismo signo. Ahora bien , siendo a = --!!:- tendremos p = - ----;... Así
v v ,

la velocidad por tener siempre signo positivo no hace variar el signo p, el
cual depende exclusivamente de la apresuración . En cualquier caso que
pueda considera rse o y a tienen signo contrar io. Cuando la apresuración
a> O. la velocidad y la aceleración tendrán que tener un mismo signo.
Como consideramos siempre el tiempo positivo, la velocidad crece en valor
a~soluto con el t iempo, por lo cual concluimos que se trata de un movi­
miento acelerad o. Si fuese la apresuración negativa, p sería mayor que
c~ro y consiguientemente la velocidad y la aceleración tendrían distinto
si.gno I?~r lo cual se deduce que la velocidad va disminuyendo según la
dim ensión tempora l y se tra tará de un movimiento retardado.

Relacionamos los esapcios con las longitudes de onda. Aplicamos al mis­
mo experimento 20 y razonando como antes, tendremos :

La longitud de onda crece a medida que SR van alejando los precipitados
del punto de contacto de los dos electrolitos . Por tratarse de ritmo directo
la longitud de onda tiende a tomar un valor infinitamente grande. Como
no. se conciben longitudes de onda negati vas la rama del segundo cuadrante
deberá ser bloqueada . La realización de esta gráfica confirma más la proba­
bilidad de la fórmula que hemos adoptado. En nin gún caso creemos que
las fórmulas que relacionan exponencialmente los espacios y el número de
las handas producidas pueda venir representada mediante una ecuación de
tipo exponencial.

En las fórmul as pr escindimos de los factores condicionantes por razón
de simplificar su expr esión matemática .

1..a concent ra ción de ondas tiende a ser inifini ta en el mínimo de la cur­
va: lo que equivale a decir que la longitud de onda es infinitamente pe­
queña .

Rn el mínimo
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v<O
V >O
V > O
V<O

{
a > O,

p> O
a < O,

{
a > O,

0 < 0
. a < O,

Esta blecemos un cuadro que nos señale los casos posibles que pueden
prese nt ársenos en las prec ipitaciones r ítmicas .

Como los movimientos estudiados son uniform emente variados es decir,
que permanece en todos ellos constante p siempre se' irá verificando que
aceleraciones y velocidades tendrán el mismo signo o distinto, pero en nin­
gún caso se cambiarán, de forma que pasen a ser del mismo signo si eran ,
en el comienzo) de distinto signo . De aquí la razón de considerar única­
mente el signo de uno solo de los casos de las velocidades V, ya que no se
modificará con el tiempo su signo .

Corno conclusión deducimos que fijado el signo atribuido a p y Vo, es
decir , establecidos los valores particulares del problema, quedan por el
mismo hecho fijados los valores de la velocidad y la aceleración para cual­
quier valor del t iempo . ~o se consideran por lo tanto, diferentes fases de
un mismo movimiento, sino dos movimi entos distintos.
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APENDICES

Espacios obser- Espa cios ca/cu-
Núm. de bandas vado s (cm .) lados (cm.) Diferencias

10 1,06 1,057 0,003
11 1,08 1,081 0,001
12 1,14 1,133 0,017
13 1,22 1,213 0,007
14 1,30 1,321 0,021
15 1,45 1,457 0,003
16 1,64 1,621 0,019
17 1,80 1,813 0,013
18 2,02 2,033 0,031
19 2,30 2,281 0,019
20 2,52 2,557 0,037
21 2,80 2,861 0,061
22 3,12 3,193 0,033
23 3,42 :3,553 0,133
24 3,80 3,941 0,141
25 4,18 4,357 0,177

S = 2,357 - 0,27 n + 0,014 n2

So = 2,357
1.0 = 0;27
J.' = 0,028

Espacios obser- Espacios calcu-
Núm. de bandas vadós (cm.) lados (cm.) Dijerenc iae

10 0,1 0,088 0,012
11 0,25 0,214 0,036
12 0,40 0,358 0,042
13 0,55 0,520 0,030
14 0,70 0,700 0,000
15 0,90 0,898 0,002
16 1,10 1,114 0,014
17 1,35 1,384 0,002
18 1,55 1,600 0,050
19 1,90 1,870 0,030
20 2,15 2,158 0,008
21 2,45 2,464 0,009
22 2,75 2,798 0,043
23 3,10 3,140 0,040
24 3;45 3,500 0,050
25 3,80 3,878 0,078

· 26 4,25 4,274 0,024
27 4,50 4,688 0,188
28 5,05 5,126 0,121
29 5,40 5,580 0,182
30 5,95 6,056 0,061
31 6,40 6,554 0,154
32 6,90 7,070 0,170
33 7,45 7,604 0,154
34 8,00 8,156 0,156
35 8,45 8,726 0,276
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s = - 0,182 - 0,063 n + 0,009 n2

So = - 0,182
Aa = -0,063
A' = 0,018

Números Espacios obs. Espacios cal. Diierencias

1 0,85 0,85 0,0
2 1,05 1,06 - 0,01
3 1,35 1,35 0,00
4 1,70 1,72 + 0,02
5 2,20 2,17 + 0;03
6 2,75 2,60 + 0,15
7 3,40 3,31 + 0,09
8 4,05 4,00 + 0,05
9 4,90 4,77 + 0,13

10 5,80 5,62 + 0,18
11 6,95 6,55 + 0,40
12 7,40 7,12 + 0,28
13 8,35 8,65 -0,30
14 9,50 9,82 -0,32

So = 0,85 ; í, = 0,17 ; /,' = 0,08

N.O de bandll's Espacios obs, Espacios cal. Dijerencias

1 0,65 0,70 0,05
2 1,20 1,25 0,05
3 1,70 1,75 0,05
4 2,20 2,20 0,00
5 2,55 2,60 0,05
6 2,85 2,95 0,10
7 3,10 3,25 0,15
8 3,30 3,50 0,20
9 3,50 3,70 0,20

10 3,70 3,85 0,15
11 3,85 3,95 0,10
12 3,95 4,00 0,05

So = 0,7 ; 1.0 = 0,575 ; A' = - 0,05

Espacios Tiempos obs. Tiempos cal. Diferencias

1,45 840 830 + 10
1,85 1440 1440 0,0
2,35 2280 2302 -22
2,95 3240 3482 - 218
3,70 4920 5288 - 368
4,45 6960 7124 -164
5,25 9720 9472 +248
6,20 13020 12625 + 395
7,35 16800 16972 - 172
8,8 24000 23285 + 715

P = 44O ; V- 1 = 800; So = 792
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,Espacios obs. Espacios cal. Diferencias Tiempos obs. (horas) Tiempos cal. Diferencias

Números Espacios obs. Espacios cal. Diferencias

3 0,6 0,6 0,0

4 0,7 0,7 0,0

5 0,8 0,8375 0,0375

6 0,95 1,0125 0,0625

7 1,15 1,2250 0,075

8 1,35 1,4750 0,125

9 1,65 1,7635 0,1135

10 1,95 2,0885 0,1385

11 2,3 2,4510 0,151.

12 2,7 2,8510 0,151

A = 0,018751..
0

= 0,04375 ;So = 0,5385;

1,06 1,050 0,01 11 11 °
1,35 1,350 ° 18 .18 °
1,72 1,700 0,02 27,5 27,5 O

2,2 2,100 0,10 39 40,6 .. 1,6

2,65 2,550 0,10 .60,5 58,5 2

3,00 3,050 0,05 74,5 73 1,5

3,60 3,600 ° 102 101,5 0,5

4;25 .4,200 0,05 131 132 1

4,85 _ 4,846 0,005 173 168 5

5,60 5,550 0,05 221,5 217 4,5

'6,40 6,300 0,10 280 277 3

7,00 7,100 0,10 322 317 5

'7,85 7,950 0,10 394 397 3

8,60 ' 8,850 0,25 463 470 i

to = 369,8; V-l = 656; P = 620

30
,. . CA SO : e a a a.

Eliminamos entre (1) y (2) el número de capas n y nos quedará la longi-
'tud de onda en función del espacio : ' '

O A O O O O 1 O O O O 1 1 s O O
1 SI nI n¡2 1 SI n¡ n¡2 1 S I 111

1t¡2 1 SI n¡ n¡2

1 S2 ~ ~2 1 ~2
+ 4 1 ~2 1 ~2

O
S2 ~ S2 ~ S2 112

1 s, ~ ~2 ] Sa n a ~2 1 ' Sa ~ n 3
2 1 s, 11'3 ns2
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4.°_ CASO: a a a. b

Obtenida derivando en (1) la última fila con respecto al número de las
bandas:

1 s n n2

1 SI n'l n1
2

=0
1 SI nz nz2

O 1.3 1 2n

5.° CASO: b a a b

Derivando en la anterior la prim era fila con respecto al número de las
capas :

O A 1 2n
1 SI ~ ~2

= O'
1 S2 nz 1tz2

O 1.3 1 2na

6.° CASO: e a a a b

Eliminando el número de las capas entre (4) y (5) :

O A O O O O 1 O O O 1 O 1 S O O
l ." SI ~ ~2 1 SI ~ 11/

+ 4
1 SI ~ ~2 1 SI ~ ~2

=01 S2 nz nz2 1 S2 n2 nz2 1 S2 nz nz2 1 S2 n'2 7tz2

O 1.3 n" na2 O 1.3 1 2na O 1.3 n3 na2 O 1.3 n.~ na2

Derivando en la anterior con respecto al núm ero de bandas la primera
fila : " ,

O A 1 2n
1 SI 1l¡ . 11

1
2

O 1.2 1 2n'2
O

O 1.3 1 2113
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9.0 CASO: e a b b

Eliminando entre (7) y (8) el número de capas:

o x O O O O 1 O 2 O O 1 O 1 s O O

1 n¡2 1 n¡2 1 o 1 n¡2
SI n¡ SI 11¡ + 4

SI n¡ ni- SI n¡

O ).,2 1 211.z O ).,2 ] 2n2 O ).,2 1 211.z O ).,2 1 211.z
=0

O ).,3 1 2na O ).,3 .1 2na O ).,3 1 2n3 O ).,3 1 2~

10.0 CASO : e e e b

2)'" =
).,32 - ).,22 ).,12 _ ).,3

S3 - S2 SI - S

de donde :
a + b ).,2 + e S = O
a + b ).,1

2 + G SI = O
a ! + b 1'22 + e S = O

1 ).,1 1 ).,2 O S
S 1 ).,¡' O

1 ).,12 =0 ;
.sI

=0SI O ).,22 O
1 ).,2"

S2
S2 O 2 ).,3 1 n3

11.0 CASO: e e b b

Deducimos directamente, como en el caso 10), del valor de la cons-
tante ).,':

).,' =
).,3 -).,2 ).,12 _).,2

na-11.z 2 (SI - s)

Poniendo en forma de determinante la ecuación anterior nos quedará :

1 ).,2 O S

1 ).,/ O SI = O
O 2A2 1 n2

O 2).,3 1 n3

12. 0 CASO: b e e b

Simplemente trasponiendo las filas primera y tercera en 1])

O 2A 1 n
1 ).,1? O SI

= O
1 A2? O , S2

O 21.3 1 S3
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13.0 CASO: b e b b

Calculamos direc tamente del valor de la constante A'

A -A Al- A
A' = a 2

na- 1l:! 11¡. - n

y poniendo en forma de determinante, quedará :

o A 1 n
2 :2 ] n

1 Al 1
2

SI
= O1.2 1 n 2 O 1.2 1 n 2

2 Aa 1 ~ O Aa 1 ~

14.0 CASO: a e b b

Eliminando la longitud de onda en tre 11) y 13):

O O 1 n: 2 O 1 O O 1 O O S

1 Al 1
n I 1 Al - O SI 1 Al O .sI.l.

4 = ();
O 1.2 1 + O 1.2 1 O 1.2 11l:! n2 1l:!
O 1.3 1 na O 1.3 1 n3 O 1.3 1 n3

15.0 CASO: a a e b

Sustituyendo en 6) primera fila por tercera , y tercera por primera :

1 S n n2 2 1 s n n2 2 1 s n 11. 1 s n n2

1 SI 111 11¡.2 1 SI n I 11.1
2 1 SI 11.1 11

2 1 SI 11.1 11¡.2
1

O 1.2 O . O· O O 1 O O O O 1 1 SI O O
O )'a ] 2n3 O 1.3 ] 2'11 3 O 1.3 1 211 3 O 1.3 1 ') ._n

3

16.0 CASO: a e e ' b

Eliminando la longitud de onda entre 12) y 10):

O O 1 n 2 1 O O S O 1 O O '

1 1./ O S I r 1./ O SI 1 A1~ O SI+ 4 =01 ~. O S2 1 1.2' O S2 ] 1.22 O S2

O 21.3 1 113 O 21.3 1 n 3 O 2Aa 1 n 3

17. 0 CASO: e a e b

Deduciendo de la anterior 16) permutando las filas primera y segunda ~

1 1.2 O S 2 1 1.12 O O 1 1.2 O S

O O 1 7t¡ 1 O O SI O 1 O O
1 ~? O +4

1 1.
2
• O 1 1.29 O

=0
S2 S2 S2

O 2Aa 1 ~ O 2Aa 1 na O 2Aa 1 na
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]8 .0 CASO : b a e b

Eliminando entre 15) y ] 7) el espac io:

O A 1 2n 2 O A I 2n O A ] 2n O A 1 2n

1 SI n, n/ 1 SI n 1 n / + 8
1 SI n, n¡2 1 SI n I n¡2

O A2 O O O O 1 O O O O 1 1 O O
= Ül

S2

O A3 1 2~ O A3 ) 2n3 O A3 1 2n3 O A3 1 2~

]9.o CASO: e a e e

Deducida de la 10):

A2 1 A2 O S
1 S

O O
s" A" = O;

n¡ S I
= O1 " 1 '- 2 O

1 2
, S2

S3 3 1 A2 O S33

20.0 CASO: b a .c e

Cambiando én 17) la pr imera fila por la cuarta : .

O 2A 1 n 2 O 2A 1 n O :?A 1 n

O O 1 n¡
+ 4

1 O ' 0 SI O 1 O O
= O,

1 A/ O A/ O 1 A2 OS2 1 S2 o S2

1 A/ O S3 1 A2 O S3 1 A2 O S33 3

21. 0 CASO: a a e e

Eliminando la longitud de onda entre los dos anteriores 19) y 10), que-
daría :

O
I

4, 2 O OO 1 n O O 1 n O O 1 O O 1

1 O O 1 n¡ 1 O O 1 n¡ 1 O O SI O 2 O O
-

1 A22 O ~2 O 1 A2' O4 V O S2 16 1 S2 1 S2 S2

1 Aa"O Sa 1 Aa2 O Sa 1 Aa2 O Sa 1 Aa2 O Sa

O O .1 n 1 O O S O 2 O O
1 O O 1 nI O O 1 O O O 1 O
4 1 A/ O 1 )~'2'.!. O 1 V O +

S2 S2 S2

1 Aa" O Sa 1 Aa? O S 1 Aa' O s,3

O O 1 O 2 O O 1 O 2 1 O O .s 2 O 2 O O
1 1 O O SI O 2 () O 1 O O 1 O O O ] O+-
4 1 A2~ O 1 A22 O - 1 A/ O 1 A22 OS2 . S2 4 S2 S2

1 A3'1 O S3 1 A3
2 O S3 ] A3' O S3 ] A/ O S3
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O O 1 O O O 1 O O O O s O 2 O O
1 1 O O SI O 2 O O O O 1 O O O 1 O
2 1 A2' O 1 A2~ O 1 A/ O 1 A2~ O =0

52 52 S2 S2

1 A3~ O 53 1 A3' O 53 1 Aa2 O 53 1 Aa2 O S3

22.0 CASO: b a a b

1 A2 O S ,/+1 A" O s 1 A~ O s
O O 1 nI O O ] nI O O 1 S I

O O 1 ± O O 1 O 2 O O ±
~ S2

1 Aa2 O S3 1 Aa2 O Sa 1 A;' O S3

1 A2 O S ] A2 O s
1 1 O O S I O 2 O O+--

'~
= O

2 O O 1 O O 1 ~

1 Aa' O S3 1 A3
2 O 5a
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CONCL U SIONE S

] , a SE' hace estudio crítico de las ecuaciones matemáticas de tipo em­
pírico, que se han empleado hasta ahora , para expresar los fenómenos de
las pr ecipitaciones rítmicas.

2.a Se deducen las magnitudes que intervienen . Tres extensidades: es­
pacio, tiempo y número de band as ; seis intensidades de primer gra do: ve­
locidad, lentitud, longitud de onda , frondo sidad , frecuencia, período.

Doce intensidades de segundo grado de las que sólo utilizamos dos.
3.a Al estudiar el fenómeno químico de las pr ecipitaciones rítmicas

aparece un movimi ento de tipo parti cular que se identifica como de lenti­
tud uniform emente variado con respecto al espacio.

4.a Se estudia dicho movimiento y sus diferencias y analogías con otros
igualment e variados .

n.a Encontramos la constante del movimi ento, discuti endo los diversos
casos de aplicación que pueden ofrecerse.

IP Mediante variados experimento, coincidentes entre sí, se demues­
tra, por una parte la constancia de la magnitud ret rasación, y por otra la
constancia de la der ivada de la longitud de onda con relación al número
de band as obtenidas.

T? Se sistematizan las fórmulas que relacionan las magni tudes : exten­
sidades e intensidades que intervienen en los fenóme nos .

~v Al aparecer las recientes experiencias de r itmo invrso, comproba­
: mos que también es posible aplicar las mismas fórmulas deducidas, con

solo modificar el signo de la constante.
9.a Se establece una relación ent re las precipitaciones de ri tmo crecien­

te y las de ritmo decreciente.
LO." Se obti enen fórmulas más generali zadas que las empleadas hasta

ahora en el estudio de ciertos fenómenos.
l I ." Se solucionan los casos posibl es en la relación espacio, número de

bandas.
12.a Se encuentra una nueva relación, tiempo número de bandas.
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SOBRE LA TEORlA DE SEPARACION DE ISOTOPOS
POR TERMODIFUSION

P o r

E STADO DE LA CUESTI ÓN

Las columnas de Clusius-Dickel para sepa raci ón de isótopo s por difu­
sión térmica son hoy día unos de Jos métodos más usados para el enrique­
cimiento de algunos isótopos estables en fase gaseosa.

Se han dado varias teorías para describir su funcionami ento . Primero
primero por los mismos Clusius y Dickel (1 a) y a continuación Jensen,
W aldman , Bard een , Majudmar , Debye, V. (2 a) a (2 f). Por último C. Jones,
Furry y Onsager , en un conocido trabajo (3 a), dan una descrip ción com­
pleta del comportamiento y rendimient os de estos aparatos, así como muy
útiles recomendaciones para el diseño de columnas de producción de isó­
topos estables, en alto grado de pureza , y en gran escala.

Las columnas citadas consisten genera lmente ·en dos tubos concéntr i­
cos. mante nidos a temperaturas distintas mediante dispositivos de calefac­
ción y refrigeración adecuados. Entre los dos se encuentra la mezcla isotó-
pica a separar. '

Debido al gradiente de temperatura , en una sección horizontal del tubo,
se producen, a causa de la difusión térmica, diferencias en las concentra ­
ciones de las dos especies moleculares presentes.' .

Superpuesto a este efecto y debido al campo de "temperaturas existen­
te, se originan en dicha sección diferencias de densidad ; inm ediatamente
aparecen corrientes verti cales de convección, diri gidas hacia los extremos
del tub o. Debido a las diferencias existentes en las concentrac iones, que
señal ábamos antes, estas corrientes transpor tan distinta s cantidades de las
especies pr esente s. Se obti enen, pues, por la superposición de estos efec­
tos. un efecto transversal de separación de masas y un efecto de transpor­
te, acumulativo , hacia los extremos del tubo.

El proceso, en estos términos, debería continuar indefinidam ente ; pero
la difusión ordinaria , que no había sido tenida en cuerita se opone a que
se establezcan diferencias de concentración entre dos secciones paralelas del
tubo. De un compro miso entre estos tres efectos, se establece un estado
de equilibrio, obteniéndose en los extremos del tubo · unas concentraciones
distintas de las dos especies isotópicas.

El estudio de las magni tud es de int erés en una separación en columna
lo hacen fundam entalmente Jones y Furry en función de-los "coeficiente s
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), ce T",

Se observa que todos los gases , salvo algunas moléculas de carácter fuer­
temente polar, tienen índices de viscosidad comprendidos ent re n = 1 Y
n = ' 1/2, correspondientes, respectivamente, a una interacción de Maxwell
y a un modelo deesferas duras elást icas, que se pueden considerar como
los dos' casos límites del .potencial de interacción. . '

Jones y Furry ya recomiendan en su trabajo la obtención de los factores'
de forma correspondientes al modelo de esferas duras elásticas. Registra
la bibliografía, .sin embargo, sólo un int ent o experim ental de Grove
(5 a), que mide experimentalmente los factores de' forma usando columnas
de gran diversidad de radio s y temperaturas . Las columnas usadas en su
trabajo son del tipo de hilo caliente, que sustituyen al cilindro interior. La
mezcla, usada es H e y Ha de índice de viscosidad n!::>L 0,6. Especialmente el
factor -,h' es difícil de medir experimentalmente ~T los resultados no son
muy precisos.

R. Simon (5 b) da también indicaciones para la elección del índi ce más
apropiado .

2 n + 3
v =

2n- ]

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EX,ICTAS, FISU;O·QUIMIIJ,IS r NATUll ALES

H = H(O h'

en que

En que h' , kc' Y k / , llamados [actores de [ornui, dependen sólo de los
radios y temperaturas 'de la column a y del tipo de interacción molecular
del gas que la ocupa. Los términos Il' " , /(/0 y [( deO no dependen del modelo
molecular.

Para la obtención de los factores de forma , estos autor es han estudiado
el fenómeno sobre la base de una intera cción de tipo Maxweliano : fuerza
entre molécula", ce 7'-V ('1' = distancia entre dos moléculas).

Con esto obtienen los valores de los coeficientes del transporte y facto- .
res de forma que sirven luego para analizar el comportamiento de lasco­
lumnas y aparatos de producción en gra n escala .

Registra la biblio grafía multitud de comprobaciones experimentales de
la teoría (3.b), (4 a), (3 a). La conclusión general es que va de acuerdo con
el experimento pero , sólo en los casos en que la interacción de la mezcla
sea próxima a la maxweliana. Cuando las desviaciones son ma yores ya no
es apropiada . . '

Suponiendo para la mezcla una intera cción F =. l( 7'-v , los coeficientes
del gas var ían con la temperatura :

del transporte" H, K, y K; que toman en cuenta los fenómenos antes cita­
dos. Usualmente los escriben en la forma
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NUESTRO P ROPÓSI T O .

En este t rabajo pr etendemos la puesta a pun to de la teoría para el otr o
'caso límite 11. = 1/ 2. Esto puede permitir en la pr áct ica el conocimiento del
rango de variación máxima que pueden tener las magni tud es de interés .
en la separación .

El sentido de las desviaciones es ya conocido experimentalmente. Por
-ejr-mplo. la presión de la mezcla que dá la mayor separación va disminu­
yendo conforme lo hace el índice de viscosidad. El conocer el comporta­
.miento en el caso 11. = ] / 2 es de utilidad porqu e permite una interpolación
'con el otro caso límite 11. = 1. .

Análogamente pueden deducirse los valores límites de los transportes,
tiempo de equilibrio, rendimientos y demás problemas de diseño .
. . Nosotros pretendemos adaptar la formulación del problema según Bar­

-dern (2 e) a nuestro caso de interacción con el objeto de obtener los factores
de forma y transportes en le caso 4e columnas con pequeña diferencia de
.radios, que son de gran utilidad cuando se trata de gases inestables en
'grandes variaciones de temperatura . Estas columnas y las de 'hilo calient e
son los dos úni cos tipos empleados en la práctica.

FORMULACION DEL PROBLEMA

NOTA CIONES

r I = radio del cilindro exte rior .
TI = temperatura del cilindro exterior.
r 2 = radio.. del cilindro interior .
T2 = temperatura del cilindro interior.

CI' C2 == fracciones molares 'de Ías dos especies present.es en la mezcla .
2 1tQ = flujo de calor por condu cción, por unidad de longitud del tubo.

T , Z , q> = 'coorrlenadas, polar es deun punto -de la columna.
L = longitud de la generatriz de los cilindros ..'
r¡ = coef riente de viscosidad de la mezcla.
).. = coeficient e de conductividad .

DI2 = coeficiente de difusión mutua .
a = constante de difusión térmica .
p = densidad de la mezcla.
v = velocidad de convección del gas como un todo.

VI = velocidad de convección de ~a especie l..
tl2 = velocidad de convección de la especie 2.
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Una vez establecido este campo de temperaturas, en cada punto del
tuho se produce un flujo de especies 1 debido a difusión térmica dado por:

Tomemos coordenadas polares en el eje del tubo. La distribución de
temperaturas en una sección cualquiera del tubo es la dada por con­
ducción

(7)

(5)

(4)

(2)

(1)

(6)

-+

div /1 = °

- 120-

Q2 d 't) d v d p
~dTTdt=~ +pg

v (r l ) = /) (TI) = O

v (r2) = o (1'2) = O

La restricción es, indudablemente, muy fuerte, pero Bardeen (b) ha de­
mostrado que los errores a que conduce son muy pequeños;

Expresando esta condición de transporte estacionario en coordenadas ci­
líndricas y la relación (1) entre r y 1', en cada punto dehe cumplirse

_0_, ~[~ _ a Cl C2 ] = )., p r ~
o t x él r T 02 V él z

con v (O, O, v: (r») .
.ti. continuación, para simplificar el tratamiento , se hace la hipótesis,

siguiendo a C. Jones (a), que el flujo en cada punto no se modifica con el
tiempo .

-+ -+
11 = P [o Cl - D (grad ~l - a Cl C2 grad lag 1')] (3)

el movimiento del gas, viscoso, producido por esta distribución de tempe-
-+

raturas, es una convección que, al alcanzarse el estado de régimen, ~ ~ = O
viene regido por la ecuación hidrodinámica

• -+ dp
(div 'IJ grad) v = 11 z + P g

02 C
Hemos despreciado - D él z~ ; en (6) aclararemos el sentido de esta

hipótesis . y

or 'r A él T

(
d t )2'7tQ =2'7t1')., -~

que permite escribir operacionalment e :

él Q él
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que con la expesion del campo de temperaturas (1) y de la velocidad (9}
se convierte en

Puesto qu e estamos tratando un probl ema de separación, nuestro in-o
terés fundamental está en obtene r el transporte ha cia arriba del tubo , de­
una de las especies mol eculares prese ntes , en general no isotópicas.

A través OE' la coro na circ ula r comprendi da entre r y r + dr de una.
sección cualquiera del tubo ha y un transporte

(9).

(14)

(11)-

(13)·

(12)-j
. r

'tI = 21t a P Cl v r d r
T.

.d 'tI = P CI V 2 1t r d r

21t f'T' d ( PD )"
'tI = (j3.T Cl~ -),,- G (7') d ,1

•
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Para toda la sección

Integrando por partes qu eda:

él Cl
'tI = Ji CI C2 - K,~

que sustituida en la ecuación (7) y derivando resp ecto a T

d 1 d 1) d 1 d ( pD ) dp
.dT~dTT d:T )"pfJd:T -),,-G (T) = gd:T

y en los límites G (TI) = G ('1'2) = O de (8)

G' (1\) = G' ('1'2) = O de (8) y (9)

Por medio de la función G (T) definida por

~ G (T) = 1')" Q3_ /1 r = Q' [ .~ _ a. Cl Ca J
él z ? D él '1' T (8)

¡;l3 C
y con la hipótesis de qu e él z él

l
'j" = O, o lo qu e es igual qu e el cambio de-

concentración con la altura es el mi smo en todas las seccio nes del tubo , se·
obtienen de la ecua ción (6) :

él p D él Cl , 2. él Cl-,-, ---- G (1) = )" p Q r v --
éll x él z él z

1 él (pD )
)" p Q21.2~ -),,- G (T)



y con ella se re suelven los aspectos principa les del comportamiento de la
-columna.

'que puede esta blecerse de forma parecida a (la). Con ello la ecuaci,~n del
t rans porte ser ía en resumen :

(18)

(17)

(16)

, '( 15)

. . j

-K~
d a z

:....- 122 -

A TI D
T J2' r l<J ' ]'J12' P T

REVIST,l DE I,A ,1GA DEMIA DE CIENCIAS EXACT.1S, FISlCO·Í)UIMIGAS y NATURALES

.son independientes de la tempera t ura .

'E LECCIÓN DE LA INTER ACCIÓN MOLECULAR Y OBT ENCIÓN DE LA FUNCIÓN. :C ..cT)

Para la resolución de la ecuación (10), en que intervienen todos los
'coeficientes de trans por te del gas es indispensabl e ,el' conocer cómo .depen­
-den de la temperatu ra.

Ello indudablemente lleva a escoger un modelo de interacción molecular.
En esta elección se tropieza con muchas dificultades. La interacción por un
'lado debe ser analíticamente sencilla para qu e la resolución -de las ecuacio­
'nes sea viable y por otro responder a una realidad física.

Nuestra intención , ya expuesta antes, es escoge r como modelo para el
.gas de esferas duras elást icas, al que corres ponde , en la ley de Fuerza

K •
.F = -- , un exponente '1 = oc.

r V

Para nuestro caso el índice n de viscosidad, referido en general,' 8:1 ex-
. 2,n + 3

.ponente por la expresión '1 = , val e t .
2 n -l

De acuerdo con ello las can tidades

La ecuaci ón de transporte no es corre cta. Hecordemos rque 'el "t érmino

D a
2 c: ; que tom ab a en cuenta el efecto de la difu sión ordinaria fue des-az"

preciado en (6). Como la difu sión de ' concentraci ón tiend e a oponerse a
-que haya diferencias de concen tración en dos planos paralelos, el término
requerido es :

-con
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,
(20)

(21)

(22)

(23)

(24)

(29)

(25)

(28)

)

1/ 3

'1'1
/2

.

i = 1,2

(
4
3

, A
t = Q ]'1 /2

r = . 1'02 e-t'

t/ 1'1
- = -
t2

2
1'2

Conviene ahora usar la nueva variable

Para los parámetros ti y t, pueden obtenerse las relaciones

También de (19) se deduce opera cionalmente

d (4 A )2/3 1 d
d T = 3 Q r » 2tdl

y los parámetros

- 123-

Por lo tan to al ecuación (1), que da la distribución de temperaturas pue­
de ser integrada

2 100" l ' = - (~ __A_) 1 '3/2 + const. (19)
o 4 QT'"

con el coeficiente de G(1) ind ependient e de la tempetarura.
En los lími tes se verifica para y(t)

y(l ;) = y( l2) = y'(t ;) = y'(l!) = O

si se introduce la nu eva constante 1'0 dada pOI':

en los que la expresión entre paréntesis es ind ependiente de la temperatura.
Con esta s sustituciones, la ecuación (19) toma la forma

Usando ahora los cambios de variable introducidos en (20) y (23), la
ecuaci ón (10) queda reducida a:

d e" d 1 d dy 1
--;¡¡-l di -t- dt e

t
' dt = T (27)

siendo y(t) una nu eva funci ón relacionada con la G(T) por la expresión :

1 (4 A )3/' 't1 D
y(t) = -16 3 Q fl /2 A~'g r -: G(T)

P. o



(33)

(32)

(31)

(30}

t--+O

l = S e- l
' dl

g = S e-21
' d/.

con

10 = [3 Z = 1

d 1 d 1 ~y ]
---- - - - - = --
dt [2 dt -t dl,2 t3

u = 1,6 1) =

- 124 - "

z = 1

- 1 (1 )y =3T Zf' e-g

u = ~ e:" (S e-l' dl) dl

v = ~ e- l
' dl

tV = e- t'

Para la ecuación general (27) se obtienen como soluciones particulares

pon lo tanto si

Con t próximo a cero podemos escr ibir para (27) en primera apro­
ximación

Esta ecuación ti ene como solución particular y¡ = - 411 t' y como s~lu-
ción de la homogé nea : .

RE VISTA. DE L,l A CAD EMI,l DE CIENCIAS EXLiCTA S, FISICO- QUIMICAS y NATURALES

caso que vamos a estudiar .

Recordemos qu e de (24) se verificaba

OBTENCIÓN DE S OLUCION ES PABA LOS CASO S J<;XTR EMOS

Las columnas de separación que se presentan en la práctica son de dos
tipos.

El primero es del tip o Clusiu s-Dickel, en el cual la relación de radios

.-..!2.. es muy ~rande, pu esto que el cili ndro interior se reduce a un hilo
T

2
•

delgado .
El segundo tipo es un conjunto de dos cilindros coaxiales de muy poca

r
diferencia de radios; en él la relación _1_ es muy próxima a 1. Este es el

T2
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'cuyos desarrollos en ser ie de potencias de t , son

-que, desde luego , forma un conjunto linealmente independiente de ecua­
cienes.

(35)

(34)

-125 -

w =z-tIJ

\1 = V

z = z

- 1­y=y+-v
12

[ - 1 - -]u = - 30 u - - (z - w)
. 6

[
1 1 1 ]t - - t' + - f - - tl O +4 14 60 ...

[
1 1 1 ]1 - l3 + - t6 - - t9 + - l12 _
2. () 24 .. .

z = 1

v =

u = [~_~t6 +~t9_~. ~ + ... ]
6 60 720 2640 12

w=

- [ 1 1 19 ]12 y .= - t + - t' - - f + - t l O
-4 4 1G8 ...

Desarrollados todos , rápidament e convergentes puesto que t es, en los
'casos usados en la práctica ligeram ent e menor que 1.

Vamos a expresar las soluciones en una forma más simétrica, suponien-
-do perturbada la 1." aproxim ación de la siguiente forma :

- 1Y = - 4 t' [1 -+- a3 t3 + ab t6 + ]
u = t6 [1 -+- b, t3 + b, t6 + ]
v = t [1 -+- C3 t3 + c&t6 + ]

w = t3 [1 + d3 t3 + d¿ t6 + ]
z = 1

La determinación de los coeficientes de perturbación puede hacerse iden­
t ificando los desarrollos (35) con unas combin aciones lineales de los (34).

La combinación lineal escogida es:
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~38)

(39)

(40)

(37)

1
1
O
O

c4=-. ~.

d= ~
6 6

t1
r

l21

lt.¡ l - ¡

lt
2
1- ¡

1"'1'

1
e = -

6 14

t..t
1lt¡"-1

nt'2"- ¡

1
e = --
-3 4
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t¡m

I ?m

'¡n t
1

11l - ¡

m t~m-¡

7
b = --

3 8

b =~
6 GG

o (m, n, 7) =

tm t" Ir lk 1
t ¡m I " t¡1 1 k ' 1¡ -i

D. (m, n, 1: lr) = t2m l " I 2
1 l k 1'2 2

mt¡m-l nt/'-¡ lt¡I-1 1>t/'-1 O
ml~m-¡ ñ t2" - ¡ U}-¡ . kI21'-1 O

9aa= ---
14

109
Q 6 =--

.. . 420

La identificación lleva a:

: !..-Ó ,

con coeficientes las a¡, b., G¡, (l;, de (37).
El denominador de la solución e.5 un determinante de un tipo análogo.

ffl·,.anterior y pu ede expresarse también como una combinación lineal de
determinantes del tipo

La soluci ón general, que cumple las condiciones de contorno (29) es la
darla por la expresión '-

y "adj y es el determinante adjunto del elemento " y" .
Las expresiones y , u, v, ect., son las series de potencias (35) y los sub­

índices indican el valor de la fun ciones, o derivadas , para los valores
t = t, Y I = I ~ respectivamente. --

La manipulación de este determinante es complicada y se requiere du­
-rante su desarrollo cierto número de cambios de variables hechos para
simplificar, en lo posibl e: los cálculos.

El determinante cfl pu ede expresarse como una combinación lineal de
determinantes del tipo
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Para el determinante atl] (y) obtene mos inmediatamente la expresión

(42)

(4.0)

(43') .

a dj (y) =0 (fil3) + [c3 o (64:3) + b3 o (913)] +

- 4! cIl = ~ (4613) + [b 3 ~ (4913) + aa ~ (7613r] + ...

o(613) = 48 lBu4 (15 + 2 u2
.:.- u4

)

o(643) = 192 t11 l ¿l (3 - 5 u2 + u4 + !lO)

0 (913) = ' 384 t11 u4 (9 + 21 u2 + :3 u4
_ u6)

", o(673) = 96 l14 u 4 (21 - 35;~2 + :10 /1.4 + 2 u6 + !l8 + u 10)

0 (943) ,= :-:- 96)'14 /1.4 (45 - 3 'H2
- - 102 u! + M 1¿6 + 25 uB + 'u IO

)

o(916) = 192 tU u4 (45 + 69 u2 + 144114+ 261¿6 + u8 + ¡¿10)
: 0(19) = - o(916)

o(12, 1, ::3) = 96 t14 u4 (99 + G27 /(2 + 72G !l4 + n ou6-25 u B_n
IO

)

(41)
+ .[c¡0 (673) + b. c3·0 (943) + (b3 d3 - do) o(9Hi) + 1>0 0 (12, .1, 3)] + ...

t; - tI
u = - - ­

/2 + tI

Con ello, los re sultados numéricos obtenidos son:

-
La ex pres ión (41) para el desarrollo ele adj (y) pu ede escribirse ahora,

utilizando los valores de la s a., b., e, y di dad os en (37) y los cambios de
variable dados en (42) así

adj (y) = 48 . 15 t8 u4
_( 1+ ~ ¡¿2) (1 - +1/2)

= 1- ( 3 (4+ 8u2 - ~ 1(.4 - ~ ¡¿O)
. . 5 25

expres ión en qu e, cada parén tesis agrupa términos del mi smo gra do . La
in sp ección de las potencias de t. y t2 qu e apare cen en los desarrollos mu es­
tra qu e cada o(i j h) es una función hom ogén ea de t , y t2 de gra do
m + n + l - 2.

La forma de los desarrollos de los o(m , n, l) aco nseja expres arlos en
función de dos nuevas variables

tI + t2
en qu e h emos prescindido de los términos en [}, pu esto qu e t = ~ 1

2
Para el desarrollo ,del determinante elé se obtiene :

Teni endo en ; cuenta qu e los ~ (m , n, l h) son fun cion es homogén eas de
,t , t,l Y t2 de grado m + n + l + k - 2, hemos agrupado en cada parén te­
sis los términos del mi sm o grado.



(46)

(45)

t = t (1 + 11 s)

-128-

2t-tl - /'2
S =

tI + t2

t2 - tI
u=

t2 + ti

l15 B
+ _u_ (l 2'] [A B C 2 2 D ' 3 37 . - S 5 + 5 u s + ' 5 1/. S + !i /L S +

(t - tI'! (t - q = [4u' (1 - s2f
i, ¿ t ¿ 12

-l¿s¿ + 1
dt = u t ds

Entonces el desarrollo de el det c--Ié valdría:

REVISTA DE I,A ACA DEMIA DE CIENGI,lS EX,l CT,IS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

En el desarr ollo de cfl (l) vamos a conservar únicament e 101": dos pr ime-

TO S t érminos puesto que el tercero es del orde n de 19~ 1. .
Para la integración posterior de los result ados conviene hacer en (43')

las sustituciones :

El cálculo de los D. (m, n , 1, k) se facilita porque se anula la función y
'su primera derivada D.'t en t = tI t = t2. Con lo cual (t - tJ2 (t - t2'f puede
-sacarse factor de todos los D.. Por un método de coeficientes indeterminados
_puede. obtenerse el resto del desarrollo , como un polinomio en t.

Con los cambios de variable (45), se obtienen los siguien tes resultados :

D. (4613) = (t - tJ (t - /z'f [Ao t2 + Ro t + CD]

AD = 32 t6 u4 (3 - u2
)

Ro = 128 17 u 4 (3 - u2
)

(;0 = 16"iB u4 (15 - 14 u2
- u 4

) .

1l(4913) = (t - tJ( t - t2'f [A l t5 + Bltl + Cl t3 + Dl t2 + Elt + F l ]

Al = - 32 l6u4 (3 - u2
) BI = _.- 128 [ 7 1¿4 (3 - u2

)

'Cl = - 64 lBu 4 (15 - 2 u2
- u4

) DI = -- 128 [9 u4 (15 + 4 u2
- 3 u4

)

R¡ = - 32 llou4 (35 + 42 11.2 + 3 u 4
) (a - u2

)

.FI = - 128 l11 u4 (15 + 7 1/.2 - 19 u4
- 3 'uB)..

. D. (7613) = (t - t l'f U- t2'f [A 2{3 + B2/·
2 + C2t + f)2]

.42 = +48 'iB u4 (15+2 u2
- u4

) C2= 32tlO u 1 (3 - u2
) (19 - 6 u2+3 u4

)

B2 = 16 ~32 lOu4 (3 - 11?) D2 = 64 t11 11
4 (15 - 17 u2 + 5 u' - 3 u6

)



• r '

(51)

(48)

. (49)
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- .
en que toda la ex pres ión encerrada entre parén tesis es indep endiente de la
temperatura . Por ello esa ex pres ión debe ser eva lua da ' a la temperatura

. - 1'1 + 1'2
media ..del gas en la columna T = ') como la más re p resenta tiva.

. Para poner en concordancia ' nuestros resultados con los coeficientes del
caso, tratado por C. Jones, en qu e se considera el gas ence rrado ent re pa­
redes planas y expre sar las correcciones como factor es multipli cativos, re-
cordemos que el coeficiente para este caso era : ":

ll (o= (2 w
y p2C( 9 B (D.} ' )2 (50)
s: "lJ 7'

con

. SOBRE LA TEOUlA DE SEP,lRA ClON DE ISOTOPOS POR ' TER~LODIFUSlON

TRAN SPO R T E DEBIDO A DIFUSIÓN TÉH MICA. - CÁLCULO DE . TI

en que:

A, = 45 - 24 u2
- u4 B, = 12 (3 - 'U~) C, = (6 - 2 u2)

As = 30240 + 36792 u~ -- 27708 1/,' - 1644 '1./6

B¿ = 42336 + 26280 u2
- 14148 u' - ¡56 u6

Cs = 32760 - 4872 u~ - 3528 'U~

Ds = 17928 - 6312 '/12 - 176 u'
Es = 5292 -1764 u 2

F, = ' 588 - 196 u 2

Con esto tenemo s calculada la solución general de la ~yuación (38)

. det cfl
y = ' ~nadj (y)

en que la expres ión det dé es la (46) Y la de. adj (y) la (43).

2 7t: f'T' P D C( G(T)
1I = - (j3 -7'- - -1'- el,!

:. • TI ~

.Teniendo en cuenta las dep enden cias de los. coeficientes gas de la t em­
p ératura , el valor de y(t), (28) Y el cambio (20), la ecuacióp.puede ·escr ibirse
en fnn ción de las n uevas variables por la expresión .. .. . " .

.- [' I p2f/ tSJ ' Jt. y(t)II = 2 7t: r , C( -- di
"lJ .' t t . ;:

1 . •

. . ,
De la ecuac ión del t ransporte (14) hab íamos visto qu e la con tr ibución

a la mi sm a de, la difusió n térmica era el té rmino JI el ~ en qu e



6 127 1" s 1 f 2 a y
h' = -- - - - - - - - ".--- d

8 =" t [e+1j2 t,' + e-1j2 t,'l [e+1j2 t,' - e-1j2 t,'] 1 ~ l t
U· • ~

(54)

~ . = (a)f t = (t)(7"')

los valores de r1 + r 2 y r1 - r 2 han sido obtenidos de (22) T representa el
valor de t a la temperatura

(56)

':O"' ....

(53)

(52)

1

H(O = 21t {
61

H = H(O • h'

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCI AS EXA CT,l S, FISICO-QUIMICAS y NAT URALES

y si escribimos

Resulta para h' el valor
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t = 'i (1 + n2)l j2

= 2u
u=

1 + u2

y la expresión definitiva para entrar en cálculo es:

: 6 127 (1+u2
)' -

h'=-- t' x
8 . 4 u2

f 2y dt

- T1 + 1'2
T = 2

Para la evaluación de la integral del segundo miembro hace falta esco­
ger una dependencia con la temperatura del factor a de difusión térmica .
La bibliografía (6a), (3a) señala muy distintas dependencias pero en los ran­
gos ordinarios de trabajo , las variaciones están ordinariamente compren-o
didas entre ']'O y T .

Nosotros supondremos que T /2 no depend e de la temperatura.
Entonces

h' = 61 27 t' lt,y (.tl, dt
8 · t [e-t,' j2 + e-t,'j2] [e-t ,' j2 - e- t,' i2] t,u2

Teniendo en cuenta que
..... , :.~~ ., ~ 1.1 ! ¡ ~ ~ ..... s ¡ ~ ' .' ¡



SOBRE LA TEORIA DE SEPA R,1CION DE ISOTOPOS "POR TE RMÓDIFUSION

y de los valores de det e://; calculados ' en (46), Y sacando factores comunes,

queda como expresión del valor de /2 = r2 cret ·dé la expresión :J .

(62)
.'.~

. !

'u6 (63)

n= ·2:k + .1'

- i :·n -

I \.e = 1 - 2 t3 (1 + 3 1.1.2) + ... .

y entonces :

Jt"det e://; dt = 32 [e://; - ts.:93 '+...:.r.
.. 45 J1. __ ( 126 '. .... ~ ' .. ~) ..'

c7L 45 - - - lr· - -' - ·U .
7 . ' :". :; 7, . ':' '.:

41472 • 28152 223293 = 6 + 1.1,- - u· - ----
18·45·/ J(1·45·/ 18:45·7

siendo

"Pasaremos a continuación a evoluar las diversas: 'expresiones que apa-
recen en (57). . . .' " .

Desarrollando en serie , y con las substituciones (56) obtenemos los
valores

~ [ exp(- ~ (1
3)

+ exp(- ~ t23)]= :J '.- ~ .(t13+t23)+:G (t/+t26)+ . . .

'" " .. . .(58)

~[exp(- ~ ~/)" + exp(- .~ t2
3)J= ~ (t23~ t13) [ J- ~ (t13+t23)+ ... ]

Para la evaluación de la in tegral / = t , y dt recordemos que en la
1t.

., . det e://; 1 d . d ta t l' 1expreslOn di ( ) e enomma 01' es una cons 11 e y su va 01' está ca cu-a ] y ..
lado en (43).

Para el cálculo de la integral del numerador , haremos primero el cam­
bio a la variable S , dado por las (60) y a cont inuación haciendo uso de
las integrales

C+
1
(\ - s2'f s" ds = { ~_o 16 (61)

J- , n = ·2 k
(n + 1) (n + '3) (n + 5)



(67)

(65)

(64)

Il = lf!0 h'

(1 + u 2
) '

( 1 - +u
2r(] + ~ u

2
)
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REVISTA DE LA ACADEMIA .DE CI ENCI AS EXACTAS, FISIGO-QUI.1flCAS y NATURALES

(
"'1 )4( 1 )2

•. ' . 1 + 3 u
2

1. - [; u
2

que. en el caso en que In 1,¡/-r2 = O (caso plano) da la correccion al H",
obtenido por Jonee y Furcy con una interacción Maxwelliana. El término
restante es una corrección de cilindricidad.

En la parte final de este trabajo damos unas tablas comparativas de los
valores de hui: ~ en: función de las temperaturas y una comparación con
los resultados para el otro caso límite, n = 1.

siendo h' una función sólo de los radio s y- de las temperaturas. Por eso la
literatura lo conoce con el nombre de "factor de forma" o "corrección de
forma al transporte" . ,

En ' su expresión :aparece un término multiplicativo

(1 + u2
) '

Consideremos ahora brevem en te' la expresión final obtenida .
El factor H de transporte obtenido por nosotros lo ha sido en la siguien­

te forma:

A continuación llevando a la expresión de h' dada en (57) 16s valores
calculados de (62), (58) Y (43) obtenemos :



(69)

(70)

.(72)
1

3 2 }P 9 t ll (1 + U2'j1/2
2 D . .

r¡ .
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Furry. para el caso plano y dependencia de Maxwell de la fuerza da

(2 wy p3 g2 B (6. Tf
K; (O = ----,----'-----"-- - - -

donde
2 7t r,,, D

[(c = (7)T 7 {G(T)}2 d1'
1

SOBRE LA TEORIA DE SEPARA ClON DE ISOTOPOS POR TERMODIFUSION

en que las barras colocadas sobre el factor entre paréntesi s, independi ente
de la temperatura , indican que debe ser evalnadoa la temperatura media
de la columna .

Análogamente a (56)

9 ! r¡2 D ,/2

Y si e~presamos nosotros K/ O) = K; / k,,' obtenemos para kc'

210 , 37 ~ 9 ! (1 +U2)15/2 - 1, 8 . lt,__2

k ' = t11 ° t y( t) dt
e 49 u2 (1'1 - r2YCr1 + r2) t, .

Siguiendo un procedimiento aná logo al de H comenzaremos por la eva­
luación de la expresión

de una manera análoga a la expuesta en el capítulo anterior para el cálculo
de H, podemos. considerando las dependencias de los coelicientes del gas
con la temperatura , cambiar de var iables en esta integral. Usando la nueva
var iable (42) obtenemos la expresión

T R ANSP OR TE S DEBIDOS A CONVECCIÓN . - C..\LCULO DE K,

En la ecuación de transporte (1i), el térm ino que tomaba en. cuenta los
transportes debidos a convección era

. - K .!~
c él z



(79)

(75)

(74)

(73)

en serie.'
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,
4 .-':' " 28

,
\ ..".... - ' fj2S ,u 17 (45)2 . 2 t 3 $ e

' 9 ' 5·7·9

$ e = G + 6,0515 u2 -9,1723 u( + 0,7162 u6

Del valor dado en ( 43) para adj (y) obtenemos

_2 ' (1 )2( 1 )2adj(y) =~ :34 ~ 52
; .• '28 1 + -3 u2 1 - 5 u 2

. 44 8
4 + -U2_-.-U4

_ 3 5 5
0, = 1 - t . 2 - --=---l---=---

l--u2

' 5
-

Ahora sólo resta calcular el valor de la integral
. : : l '

~ la segunda , 1

REVISTA " DE~' ,T,A ItqAD~JlfA , D[!: , CIENCI AS EXA CTAS, FISlCO-QUIM ICAS y NAT URALES

vamos aevaluar separadamente ambas integrales. La primera da:, .

~T~ ü 17 . 2
8

• • . . (45)'2 éIl
e

" JI. 1 08388 2 00 99 . 49 5 :7 :9 elLe = . - , t U + , 5, U (78)

+ 0,0533 u 6

; . '¡

quedá~dono's con los' dos ' priineros términos del desarrollo
La integración de (75) nos conduce :

: , t ~. un L:(1 + U s) ao2
d S +

+ ~ {+l t 2S u 17 -- 2 a il' bo) ds
4 )-1

det cIl
,o ,. f

,lo ~ podemos pone~ . en la forma

después 4e h~cer ' los cambios de variables (7&)
• . \ '. 1.' ".; .. '

Usando las integrales \,' '

1+1 r n=2 f( + 1(l - S2)4 Sil rls = .
-1 ' . ' : '= '. : 768 . (,77)--'------=----=-=-- ----- n=2 K .

(n +) (n+3) (n + 5) (n + 7) (n+9) ,



(81)

(80)

L "
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2 1t ~T"u, = -Q- ) .. p D r d T
T,

(1 + u,2)lS/2

(1+ +u
2r(1 - +u

2
)

kc' = --:------=-------::~----

k
co

' = ------.:__...:........_-- -

TRANSPORTES DEBIJ)OS A DIFUSION ORDINARIA-TERMINO Ka

El término - ~ de la ecuación de transporte (16) fue añadido al finala z . •
<del proceso de evaluación de la misma, para tomar en cuenta el efecto de
la difusión ordinaria. Este efecto se había despreciado anteriormente en el
t rat amiento (14).

Para el término KJ obteníamos

SOBRE LA TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR TERMODIFUSION ·

U
kc1' = k co' 2 (9,0316 - 6,4777 u2

- 1,01442 u 4
)

3 + u
Las tabulaciones corr espondient es al factor de forma kc' se mu estran al

final de este trabajo.
Análogamente a lo que ocurría con el factO!: h' , la expresión

(1 + U2)lS/2

da la corrección que hay que aplicar al término K/o , del caso plano en el
caso de interacción que nos ocupa.

El resto son correcciones de cilindricidad .

Con estas expresiones, los valores de adj (y'f de (73) y los valores calcu­
Iados de (r1 - rJ-7 (r1 + r2t 1 . (7'01 (72), el valor de Ke' dad o en (71) se
transforma

'o bien teniendo en cuenta la forma en que hemos puesto



(84)

(83)

(82)

(85)

1

(_p_D_) == _(p_D_) = _

l =
t

kd' =~ = - - - - ---­

K d (O)

[ exp (- t;_) + exp (_ ~3)J [ exp (_ t~3 l exp (_ t; )
= [2 t 31l (3 + u~ [1 - t 3 (1 + 3 1(.2) + ...]]-1

Tambi én , de (56)

REVIST,1 DE L,1 ,1C.-lDEMIA DE CIENCI, 1S EXI1CTA S , FIS ICO-QUIMICI1S y NA T URA LES
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qu e como los anter iores H y K, puede ponerse así:

y en resumen obtenemos para Kd' después de simplificar los resultados

En la integral para kd' no interviene la fun ción y (O, como era de es­
perar, puesto que para su obt ención se hu despreciado el efecto de la di­
fusión ordinaria (14). Esto hace más fácil su obtención : Por desarrollo en
serie y con las sust ituciones (20) se obti ene

Las barras sobre ios paréntesis indican que las cantidades que encierran
son independientes de la temp eratura y se evalúan a la temperatura media
del gas en la columna. ,

Teniendo en cuenta la forma en que habitualmente escribimos los térmi­
nos del transporte:



(86),

1'/ /2_ 1'11/2

U = 1'/ /2 + 1'/ 12
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u =

T ABULACIO NES '

SOBRE LA TEORI ,1 .DE SEP,IR,I CION DE ISOTOPOS POR 1'ERMODIF USION

Con

Los valores u y u que aparecen en la pr imera columna , representan

En las Tablas 1, JI, III , se dan los valores de los diversos términos de los;
desarrollos en serie para los factor es de forma puestos del siguiente modo :.

En las tabla s IV, V, VI constan de los .valores de h', k/ , k/ en el caso­
n = t para diversos valores de las temperaturas y radios de la columna.
En las tablas VII,' VIII y IX se dan los valores de las mismas magni tudes:
correspondientes a n = "l. .

Finalmente en tabla X y tabla XI se da la magnitud (lid' / K/'j l' en los ca­
sos n = 1/2 Y n = 1. La presi ón óptima de separación es directam ente'
proporcional a ella .





" • SOBRE: LA' , TEORlk DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR TERMODll'USION

TABLA IV. ' - VALORES DE h' (n = 1/ 2)

rdr1 --+
,

1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6

- T2/T 1U.

0,1 ' 11/9 1,05136 1,0288 1;02128 1,01752 1,01526 ' 1,01376
D,2 3/2 ' 1;11819 1,07183 1,05638 1,04865 1,04401 ' 1,04092
0,3 ' 13/2 1,11819 1,07183 1,05638 ] ,04865 1,04401 1,04092
0,4 7/3 1,31806 1,21419 1,17957 ] ,16226 1,15188 1,14495
D,5 3/1 1,46941 1,32688 1,27937 1,25562 1,24137 1,23187
0,6 ' 4/1 ' "1',67824 1,48422 1,41955 1,38722 ' 1,36782 1,35488

TABLA V . - VALORES DE kc' (n = 1/2)

'r2/r1 --+ 1 1/ 2 1/3 1/4 1/5 1/6

u. T2/ T1

D,1 11/9 ' 1';16363 1,08756 1,06219 1,04952 1,04191 1,03683
1),2 3/2 1;35535 1',19864 1,1464 1,12026 1,10461 ' 1,09411
0,3 13/7 1,59374 1,34616 1,26364 1,22238 1,19762 1,18112
0,4 ' 7/3 1,89675 1,54116 1,42263 1,36336 '1,3278 1,3041
0,5 3/ 1 2,23899 1,77731 1,62341 ] ,54647 1,5003 1,46953
D,6 4/1 '2,84911 2,17863 1,955]3 1,84340 1,77635 1,73166

TABLA VI. - VALORES DE k/ (n = 1/2)

r-l». --+ 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6

u. TdT1

0,1 11/9 ' 0,9838 0,9921 0,9948 0,99625 0,99708 1,0012 \
0,2 3/2 0,9684 0,98505 0,9906 0,99337 0,99504 ' 0,99615
'0,3 ,13/ 7 : 0,95405 ' 0,97894 0,98724 0,99139 0,99388 ', ,0,99554
0,4 '

'\ 7/3 0,9407 ' , 0,9738 0,98483 0,99035 0,99366 0}99586
'0;0 ".. 3/1 ' 0,92873 0,96991 0,98364 0,9905 0,99462 0;99737
0;6 " : 4/1 0,9181 , 0,96725 0,98363 0,99182 0,99674 1,0000',
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TABLA VII. - VALOHES DE h' , n = 1

: 'Tt/ rl -+ 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6

11 TjTI

0,1 11/9 1,1020 1,0515 1,03467 1,02025 1,0212 1,01783
0,2 ' 3/2 ' , 1,2090 1,1075 1,07366 1,05675 1,0466 1,03983'
0,3 ;' 13/7 1,3200 1,1548 1,10363 1,07805 1,0627 1,05247
0,4 ' ' 7/ 3 1,4390 1,2315 1,16233 1,12775 1,1070 1,09317
O,n " , 3/1 1,5660 1,3025 1,21466 1~17075 1,1444 1,12683
.0,6 " 4/1 ' 1,7090 1,3850 1,2770 1,2230 1,1906 1,1690

TABLA VIII. - V ALORES DE kc' , n = 1

; '·rd rl -+ 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6

- Tt/TI11

0,1 . 11/9 1,1720 1,0860 1,05733 1,04300 1,0344 1,02867
0;2 3/2 1,3440 1,1720 1,11466 1,0860 1,0688 1,05733'
0,3 . 13/7 1,5160 1,2580 1,1720 1,1290 1,1032 1,0860
0,4 7/3 1,6880 1,3440 1,22933 1,1720 1,1376 1,11467
0,5 3/1 1,8610 1,4305 '1,2810 1,2152 1,1722 1,1435 ~

0,6 4/1 2,0330 1,5165 1,3443 1,2582 1,~066 1,17217

, TABLA IX. - V ALORES DE ka', n = , 1

: ,rd rl -+ 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6

11 Ti/TI

0;1 11/9 0,96783 0,98433 0,98983 0,99258 0,99423 0,99533
0,2 ' , 3/2 0,9374 0,97040 0,98140 0,98690 0.99020 0,9924
0,3 13/7 0,90987 0,95887 0,9752.0 0,98337 0,98827 0,99154
0,4 ,, 7/ 3 '0,88550 0,95000 0,97150 0,98225 0,98870 0,9935
0,5 3/ 1 0,86593 0,944H3 0,97126 0,98443 0,99233 ' 0,9976
o.c.i. 4/1 0,85104 0,94404 0,97504 0,99054 0,99984 1,0060
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SEPARACIÓN EN FUNCIÓN DE LA PRESIÓN

Las columnas de estudio usadas corrientemente en el laboratorio Ü'~nen
una ' parte "activa" que es l a porción del tubo en que actúan simultánea­
mente la refrigeración y la calefacción. En los extremos' hay unos :peque ños
espacios "muertos" de volumen despreciable frente al de la columna . Para
este tipo de columnas se encuentra que el , factor de separación una vez
al canzado el equilibrio, varía <jan la presión según la relación

SOBRE LA TEORIi l DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR ·TERMODI FUSION, ....

TABLA X. - VALORES DE (k d' / k3í~ , n ='::;:
" . _l' •

, ,

i/61'2/ 1'¡ ---+ 1 1/2 1i3 1/4 1/5

u. T!/T¡

0,1 ' 11/9 0,9589 0,9713 0,9S:H 0,9871 , ,;0,9891 .. ,, 0,9813
0,2 3/2 0,9104 0,9521 0,9641 0,96035 6,9742 . ' Ó~9768
0,3 13/7 0,8796 0,9235 0,9401 0,9489 0,9544 0,9582
0,4 Ú3 0,8392 0,8816 0,9121 0,9232 0,9300 0,9348
0,5 3/1 0,8025 0,8595 0,8823 0,8946 0,9 023 : ':i 0,9076
0 ,6 4/1 0,7534 0,8163 0,8322 0,8564 0,8655 0,8717

TABLA XI. - VALORES DE (kd'/ kc"j/' , n = ] /2
, ,

1'2/1'¡ ---+ 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6

u TjT¡

0,1 ' 11/ 9 0,9592 0,9757 0',9846 0,9877 0,9901 0,9918
0,2 3/2 0,9139 0,9539 0,9686 0,9764 ' 0,9811 0,9843
0,3 13/7 0,8802 0,9343 0,9550 0,966] 0,9729 0,9775
0,4 7/3 0,8510 0,9169 0,9428 0,9568 0,9655 0;9716
O, n 3/1 0,8259 0,90.15 , 0,9320 0,9487 0,9592 0,9664
0,0 4/1 0,8044 0,8882 0,9228 0,9420 0,9541 0,9625

..
~ -,

(100)

- 141,-,-

71=

a/p2
'In Q = ---­

1 + lJ/p'

definiendo e l fact or de separación ,como

(1. ~ cJUTO'
" . . .

(1 '~ C) BUO



": . ~ i . ;.;: . '

. :

(200)

(500»

(700)

(400)

(600):

(300Y

72 ./70 r¡z R (-1) .10l) (D . p) ~K'd '
p2MA.X = - -----.10-6 X --

D,T . D,1;J g " M K'c

(
/1T L 11,' )

In QXA.X = 0,4183 T /:::,,1' J[{c' K/ (1;12

.7.12 = F In QM. AX

", f

: :-¡' ' : T ' Temperatura media del gas en la columna , Debetomarse la.
"experimenta l. , ' " , l ' ' , ' > : " ,

R Constan te de los gases .
'/) Viscosidad, .
D Coeficiente de difusión.
M Masa molecular de la mezcla

h' , kc' , kd' Factores de forma.
L Longitud del tubo.

(1;12 Constante de difusiÓn térmica.

( ' r-
\ " ,

que ,'pádemos escribir :
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y e~, factor de s~paración correspondiente a esta pr esión vien e dado por'

Una columna tiene su máximo factor de separac ión para una presión

REVISTA"DE LA ACA DEMIA DE CIENCIA S EXA CTAS, FISICO- QUlMIGAS y ' NA T URA LES

en que F no depende más que de los radios y temperaturas de los dos ci-­
indros .
: ' Las ,e?<pr esiones ,anter iores están ya dadas en unidades prácticas, Todas',

lasmagnitudes deben expresarse en c. g. s. y la presión en Atmósferas .
" ,Los; ~ símbolos que aparecen en los párrafos anteriores , represe~tan :

- a
In QM..A.X = 2 b'!"

que con los valores de Q, y b calculados en (200) y las expresiones de los,
coeficientes de transporte 1I, K y K, (50) (68) (83)

en cue el es la concentración de la especie ,1 en la muestra tomada del ex­
t remo superior de la columna, ' A, Y en el inferior, B.

: La teoría prevee para a y b los valores

LIl
a = --'- p2

Kc
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COMPARACION CON LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES

Se han hecho tres comparaciones de nuestros resultados teóricos COIt
resuHados exper imentales.

El primero para una med a CfT l .' 20 Ne [M. Huber (7 a) 1959] en concen­
traciones C1 = 0,13, C2 = 0,27.

el Metano t iene un índice de viscosidad 11, ce: 1 v el 2°Ne de aprox ima- .
damente n ·!:::o!.. +.Este 'es un caso en que los resultados experi mentales de la.
presi ón ópt ima de sepa ración, deben esta r comprendidos entre los dados.
por Furry y los de este tra bajo.

De (500) se deduce inmediatament e que, para una columna de dimen­
siones y temp eraturas, 1'1 y r 2 , 7\ y 7'2, fijas, sólo hay un término que tome­
en cuenta la interacción molecular que es Kc'/ K/. Los demás términos son
constantes del aparato o valores medios de los coeficientes de transpor te­
del gas. Por lo tanto, las únicas discrepancias que pueden ocurrir entre el
caso de interacción Maxwelliana y el que se estudia en este tra bajo, son
debidas a aquel término. En las tablas X y XI damos una ser ie de valores :
que permiten apreciar las discrepancias entre amhos casos.

En ninguno de los casos dados en la tabla , las discrepancias entre los,
dos conjuntos de valores 11, = 1 Y 11 = í son super iores al 1,5 %'

Ya era previsible, aunque sólo de 'forma' cualita tiva, .el 'sentido de las:
desviaciones de los valores de la pr esión óptima de separación cuando el'
índic e de fuerza se hace menor que uno . Lo que no se conocía era el valor '
real de tales desviaciones. .

Ahora pued e comprobarse cuant itativamente cómo el tip o de interac-·
ci ón de la mezcla gaseosa influ ye en la separación.

Para pequeñas columnas del aboratorio las diferencias son poco impor- .
tantes, pero no así para las instaluaciones de separación en grnn escala, de­
varias etapas, en que la pr esión llega a ser del orden de 4 a 8 at mósferas .

En lo referent e al factor máximo de separación, dado por (GOO), las pre­
dicciones teóricas ya no son buenas. Hay muchos factores que influyen en!
la altura del máxim o. Entre ellos los espacios muertos de la columna entre­
las tomas de muestras, etc., la falta de verticalidad, irregular idades en la
const rucción , las falt as de cilindr icidad que originan convecciones par á-.
sitas, etc.

'Otra razón de imp or tancia para la falta de exactitud de la teoría en:
. este aspecto es la dependencia del factor de forma h' con la tem peratura .
En este trabajo hemos supuesto que h' variaba con la temperatura propor­
ciona lmente a T-12. Esto en general no es cierto. En los gases de moléculas.
no polar es y de poca interacción, esta hip ótesis decididamente es falsa . En
el Ne depende mu y poco de la temperatu ra (6 a).

Por lo tanto, es de esperar que se obtengan datos de poco valor para h'~
excepto en gases en que 0:12 dependa de la temperatura con T'!".



D = 0,5225/p cm2/seg.

(p en atm.)

lnQ = ----

Los datos experimentales responden siiempre a una ecuación

a/p2

1 + b/p'

-y de (500)

ax=b+y

'que puede ajustarse por el método de mínimos cuadrados . o gráficamente.
si se dispone de puntos suficientes.
~ . Si~uiendo el primer procedimiento hemos obtenido con los "tres puntos

-experimentalss de Huher el valor

bI / 2 = 0,7106 -'- : '

bI
/ 2 = 0,7127 (Furry)

bI
/ 2 = 0,6914 (este trabajo)

t eniendo en cuenta que la expresión (J(a' / Ke')I/2 vale en los dos casos

(K,// K e',//2 = 0,870 n = 1
(K / / K e112 = 0,844: n= 1/2

'Con esto se obtiene:

1) : 107 = 3018 poise

T = 3830 K

R EVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, nSICO-QUIMIeAS y NATURALES
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'tomando en abscisas p2/In Qy en ordenadas p' se obtiene una recta de
'ecuación

La columna empleada por 1\L Huber tiene las siguientes características:

Longitud del tubo: L = 1490 mm.
Radio del tubo exterior : 7\ = 27,4 mm.
Temp eratura del tubo exterior : 1\ = 425o K.
Radio del tubo interior: 7'2 = 12 mm .
Temperatura del tubo interior: T, = 2850 K.

Ambas temperaturas se consiguen mediante vapores de orto-dicloro­
'benceno y circulación de agua , respectivamente .

La temperatura media experimental del gas en la columna es de

'que' coincide bastante bien con la calculada teóricamente.
Para la evaluación de los coeficientes de transporte del gas hemos adop­

tado un potencial de Lennard Jones (6-12) y seguido el método de Hirchs­
'felder. Los parámetros 0"]2 y C]2! K para la mezcla los hemos tomado de los
'dato", exp erimentales de Fischer (8 a).

0"]2 = 2,87 Á c¡dK = 850
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..
p = 79.2 mm. Hg
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Se encuentra e neste caso una buena coincidencia de las predicciones
teór icas con los dat os experimentales .

El segundo anál isis de datos experimentales de separación ha sido
hecho para una mezcla , no isotópica también , de NHsrWe, M. Huber (7 a),
usando la misma columna .

De sus dat os experimenta les se obt iene un valor para la presión en
el máximo de

Furry
Exper .
Este tra bo

D = 0,6468/p cm2/seg.107
• l) = 2410 poise

quedando en resumen ,

p 642 mm . Hg
p = 640 mm . Hg
p = 632 mm. Hg

b1
/

2 = 0,7197

Para el c álculo teórico de las constantes de las mezclas, ya que no se
dispone de dat os experimentales, hemos usado los valores de 0'12 y C12

dados por Clusius y medidos a partir de la constante de la difu sión tér­
mica. Aunque la molécula de NH3 tiene un carácter polar mu y marcado
(¡Jo .= 1,4 debyes), se ha comprobado que la mezcla 9.e moléculas polares
y no polares respond e mu y bien a un pote ncial Lenn ard-Jones si los pa­
rám etros son adecuados . Se ha obte nido

Teniendo en cuenta que las fracciones molares de los dos componentes
son CI = 0,6 Y Cs = 0,4, la ma sa molecular de la mezcla es

111 = CI MI + Cs Ms = 18,21

Con lo que se obt iene

p (max .) = 650 mm . Hg (Fur ry)
p (max.) = 644 mm . Hg (Exp .)
p (max.) = 640 mm . Hg (Este trab .)

Para la mezcla isotópica 2WeFWe se ha hecho una tercera y más ajus­
tada comprobación . En la figura 1 se ve un esquema de la columna uti­
Iizada .

.. Los datos experimentales han sido obte nidos por nosotros. En las gr á­
fica s 1 y 2, se muestran la curva de la separación en función de la pre ­
si nóy la obte nción de sus constantes.

La mezcla estudia da es Ne nat ural y la columna utilizada ha sido cons­
-tr uídacon dimensiones iguales a la emp leada por Huber .

La mezcla es cons iderada como binaria, toda vez que la concentra ción
;d e:2We es mu y pequeña . .

Se ha obt enido para el factor máxim o de separación una pr esión de
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111 = · 20,17

SOlmE LA TEORI A DE SEP,lR.4CION DE ISOTOPOS POR TER.UODIFUSION

Las constantes del Ne son conocidas muv exactamente v el potencial
Lennard Jon es (6-12) responde exactame nte ··a la realidad pa ra un os pa­
rámetros

al = 2,789 A

Con las concentraciones de los isótopos del Ne que aparecen en la
mezcla se obtiene un a masa molecular de

Obteniéndose:

107
• 11 = 3680 poise D = O,0706/ p cm2/seg.

Los factores de forma y la expresión (K d ' / /(/J12 para la temperat ura
media

T = 383 °K

son los mismos que los calculados anteriormente.
Con estos datos se obtiene t eóricamente:

p = 795 mm. Hg (Furry)
p = 786 mm . Hg (Este trab .)

Las concordancias entre teoría y experimento son en gene ral buenas.
Sin embargo par a poder verificarlas es necesario disponer de un con­

junto de datos exp erimentales de los coeficientes de transporte del gas, de
suficiente aproximación.

El cálculo teórico de esto s coeficiente s pu ede realizarse de manera S8­

tisíactoria para moléculas no polares, mediante el potencial de Lennard­
.Tones. Para mol éculas polares el modelo ad ecuado es el potencial de
Sockma yer (9 a), que también da una buena coincidencia. Y análogamen­
te para los coeficientes de difu sión .

Para el problema del cálculo de la viscosidad de una mezcla la exacti­
tud de los cálculos ya no es tanta. La mezcla de moléculas polares y no
polares puede representarse por un Lennard-Jon es solamente si se tienen
datos experimentales de al2 y El2/ k. . Entre todos los datos que registra la
bibliografía, hemos escogido los obt enidos a partir de la constante de
difusión térmica.

CONCLUSIONES

L a Se obtienen las expresion es de los coeficientes de transporte, ad e­
cuadas al caso de gases de índice de viscosídad n = 1/2.

2.a Se resuelve la ecuación diferencial que permite el cálculo de los
factores de form a .

3.a Se dan las expresion es analíticas de los factores de forma k; y 1./
debidos, respectivamente, a convección y difu si ón ordinaria . Para el
factor h', corre spondiente al t ra nsporte de difusión térmica, se ha esco­
gido una depend encia de la temperatura ce. T'!' ,
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4.a Se expresan todos los resultados anteriores' en forma de correc­
ciones multiplicativas a los términos de transpor te dados, para el caso
plan o e interacción maxwelliana , por Jones y Furry. El primer término
del desar rollo toma en cuenta el nuevo modelo de interacción y el segun ­
do la cilindricidad de la columna.

5.a Se dan tabl as comparativas de los result ados obtenido s pOI" nos-
otros para los factor es de forma con los del caso n = 1. .

G." Se expone un estudio comparativo de las pr esiones óptimas de se­
paración en los dos casos límites, tabulando la combinación de factores de
forma (Kd' / Kc'Y/4 en los dos casos, en contrándose que para los rangos de
temperatura de la tabla, las desviaciones del caso n = 1/2 son inferiores
a lo .supuesto por Iones. La mayor discrepan cia entre los dos casos es de
un 1,6 %' .

T," Se han hecho tres comprobaciones de la teoría con los datos expe­
rim enta les. El acuerdo en genera l es satisfactorio. Debe tenerse en cuenta
al hacer tales comprobaciones, que los datos exper imentales de los coefi­
cientes de viscosidad y difusión son pr eferibles siempre a los calculados
teóricament usando el potencial Lennard Jones. En caso de no existir .
como ocurre con la segunda mezcla estudiada, hemos tomado las cons­
tantes E12' er12 del potencial , medidas, a par tir de difusión térmica, por con­
siderarlo pr eferible.
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- ] 51 -



NOTAS HI STOLOGICAS DEL TALLO DEL FOENICULUM­
VULCARE Miller

por

H ORACIO Mvnco M OLL

INTRODUCCIÓN

La planta Foeniculum. »ulqare Miller , vulgarment e conocida bajo el"
nombre de hinojo , con una sinonimia muy rica en España, especialmente en
la reg ión vasca, es una planta muy extendida en todas las regiones de­
nuestra Península , siendo muy pro pia de eriales y terrenos en barbecho.
En Aragón tiene una amplia extensión, con su desarrollo pleno en los meses:
de agost o y septiembre.

Esta planta , muy conocida en la ant igüedad , ya que era utili zada por los:
egipcios, es diurética , car minativa , digestiva y lactagoga.

El objeto del presente tra bajo es proporcionar una nota descrip tiva ,
acerca de las características histológicas y organogénicas del tallo de estas ,
plantas.

M ATE RIA L Y TÉ CNICA

Fueron recolectados fragmentos de tallos aéreos y de la porción rizoma-o
tosa de los mismos, en ejemplares que se desar rollan en los barbechos y­
eriales situados en las t ierras del Ayuntam iento de Garrapinillos (Zaragoza).

La técnica utilizada , fue la de realizar simples cortes con el microtomo·
de mano y tinción diferencial a base de floroglucina clorhídrica. Igual­
mente se incluyeron cortes , sin pr evia tin ción , a base de una rápida deshi­
drata ción e inclusión dir ecta en bálsamo de Canadá.

Otros fragmentos de tallo, fueron fijados en solución de Karpechenko.
(según la fórmula de la solución A y B, en la relación 11 :4). La inclu sión
se realizó según la técnica del alcohol butíli co y los bloques incluidos en
parafina , se seccionaron a 15 micras de espesor . La tinción utili zada fu e
la de safranina y azul de anilina diferencial. Los dibujos fueron realizados:
en cámara clara , con el papel al nivel de la mesa. Las microfotografías en
cámara Leitz, microscopio orto lux, utilizando placas Vaíca , Universal Orto-

. 17°
cromática, sensibilidad 27°, scheiner -- Dm.

10
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'C AHACTEHE S CONS TI TUCION ALES

El tallo aéreo del Foeniculumi »uloare, se pr esenta con una sección per­
i ectnment e circular . Ini cialmente se aprecia la existencia de una epidermis,
'con un fuert e engrosamiento de la membrana cutin izada; las células epidér­
micas prácticam ente se hallan carentes ele cloroplastos . Inmediatamente por
-dehajo de la cita da capa, se dispone otra monoestratificada, que representan
una formación colenquima tosa de célula incoloras, con una membrana ce­

-lulósica fuertemente engrosada . Acto seguido se observan unas acumulacio­
nes de par énquima clorofílico muriforme, con un a elevada concentración de
-cloroplastos. En corte transversal se aprecian que estos paquetes se hallan ,
por término medio, en número de uno s veinte; la longitud de los citados
paquetes columniformes [fig. 2, g) de la lám . IJ , es de unas 250 micras.
El número de capas de células pa renquimatosas, según se aprecia en las
pr eparaciones objeto de estudio, es algo var iable, pero suelen ser del orden
de unas tres o cuatro capas. El número ele cloroplastos contenidos en cada
.c élula parenquimat osa oscila entre diez a t rece o catorce (fig. 1).

FIG. 1. - Foen ictt/um vU/!l a1"e . Detalle de la porción perif érica del
tallo con la epidermis cutinizada ep); la capa subhipodérrnica co­
Ienquímatosa , ese); el haz colenquimatoso interparenqulmico , hci) ;
Y las células de los par énquimas muriformes, pm). Dibujado en
cámara clara, con el papel al nivel de la mesa. Ohj. 45 x; oc. 10 x.

Reproducción 2j 3 del original.

Separando estos paquetes de tejido par enquimatoso clorofílico, se puede
'apreciar la presencia de unos cordones de haces colenquimatosos [ fig. 1 Y
'2 de la Lám. 1 y fig. 3 de la lám. IIJ, con membranas engrosadas, que
-corresponden a la variedad de col én quima laminar y que se conexiona con la
-capa colenquimatosa monoestratificada periférica o capa subhipodérmica.
_ Por debajo y enfrente de esto cordones _colenquimatosos, se aprecia
la existencia de uno s tubos ' secre tores [lám. 1, en las fig. 1 Y 2 d)J, que
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se hallan tapizados por una capa mono estratificada de células secretoras,
de form a apl anada en el sentido de la disposición longitudinal del tubo
.secretor . Estas células muestr an un nú cleo perfectamente identificabl e y en
algunas preparaciones, puede ser ' observado el producto coagulado en la
luz del ductus secreto r [fig. 2 d) de la lám . IJ. Los conductos secretores se
hallan rod eados por un conjunto de células parenquimatosas, del tipo in­
coloro, como ya habí a comprobado en las Umbelíferas SIFTOi\' (6). Enfrente
de los tubos secretores, se distin guen los haces líbero leñosos, el líber diri­
gido hacia la parte exte rna y los haces leñosos hacia .la parte interna .
En realidad hay un cambium, que a modo de anillo se dispone en con­
tacto con el haz liberiano. Los haces leñosos [Iig. 2 Y lám. III , fig. 6 ;

FIG. 2. - Foeniculum vulgare . Detalle de dos gr upos de haces leñosos. Estos aparecen
.rodeados por un colénquima del tipo lagunar . a) vasos leñosos ; b) colénquima ; e) tub o
vascular rodeado por una agr upación cilíndrica de parénquima incoloro. Papel al nivel de

la mesa. Ohj, 45 x ; oc. 10 x. Reproducci ón 2/ 3 del original.

Iám. J, fig . 1 Y 2 f)], son sumamente engrasarlos y la lignina se dispone en
agrupación helicoidal. Separando a estos haces y dispuestos en forma de
un anillo más o menos zigzagueante, se distingue realmente otra capa de
colénquima, de membranas no tan fuertemente engrosadas como en el caso
de los cordones interparenquimatosos, que coadyuvan al sostenimiento .de
estos tallos .

Junto a' estos paqu etes vasculares, hemos observado la existencia de uno
o dos condu ctos especiales (fig. 2, e), de luz con sección transversal oval ,
'cuyas paredes exhiben una mezcla de lignina y celulosa, como se ha podid o
.comprohar , utilizand o los reactivos diferenciales de estas sustancias. Estos
tubos se hallan rod eados por unas célula s dispuestas en un cilindro mono­
estratificado , de membrana celulósica, ap enas engrosada y con los caracteres
propios de células pert enecientes al parénquima incoloro , prob ablemente
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se debe de tratar de un xilerna parenquimatoso que rodea a un elemen to­
vascular.

En la parte central, se disponen un conjunto de células 'con membranas.
celul ósicas, que constituyen la médula.

La porción subterránea del tallo , presenta , como puede apreciarse en la
lárn . II,fig. 4. una capa suberosa o peridermo , de grosor relativamente
considerable, irregularmente dispuesta sobre el parénquima cortical. El"
anillo de tejido de sostén, que se observa en la parte aérea , ha desaparecido.
totalmente en esta región y únicamente se observanlos hac es lib ero-leñosos'
independientes, aunque mu cho má s alargados, form ando una especie de ra­
dios separados por un parénquima incoloro interradial , con membranas:
no lignificadas. El limite del líber no está perfectamente delimitado .

El endodermo del tallo subterráneo no es prácticamente visible, en par­
ticular sobre los tallos ya bastante desarrollados . Igualmente el parénquima
que rodea a los vasos leño sos, tampoco se encuentra lignificado. Se puede
observar cómo la médula se halla sumamente reducida, mientras que el"
par énquima cortical está fuertemente desarrollado .

De todo ello se saca la conclusión , de que la parte subterránea tiene­
una misión puramente de reserva , por 10 que los elementos lignificados
quedan reducidos al mínimo y localizados en los vasos leñosos, por lo que·
su diferencia está basada fundamentalmente en sus actividades de ord en
fisiológico .

En el peridermo se distinguen las lenticelas R o\ RERLANDT (3), con una'
ma rcada depresión [l ám . II , fig. 4 a)J, que facilitarán el inter cambio ga-,
seoso de esta parte subterránea del tallo.

DISCUSIÓN

En los tallos aéreos es de ha cer resaltar la disposición particular de los
fuertes cordones colenquimatosos interpar enquímicos. Ya Esxu (2) esta­
blece que el desarrollo del colénquima está perfectamente delimitado en las:
Umbelíferas, con la presencia de un pro cambium.. Es evidente qu e la dispo­
sición de estos cordones, que separan a los paquetes ele parénquima clorofí­
lico. sean los determinantes de la disposición anular del colénquima mono­
estrat ificado, situado inmediatamente por debajo de la capa epidérmica y
por 10 tanto se confirma lo propuesto por AMRR ONN (1) y MAJUNDAR (4). Es­
tamos por lo tanto de acuerdo con 10 preconizado por HABERLANDT (3) de qu e'
el procambium comprende a todos aquellos meri sternos que determinan la
formación de células ala rgadas de los cuerpos primarios.

En trabajos realizados sobre Oenanthe [istulo sa, se observa en lo posible'
algunasemejanza con el del Foeniculum. culqare , pues aunque el tallo aéreo
presenta una serie de salientes y la sección por tal circunferencia es den­
.telada , se sitúa sobre estas proyecciones el conjunto colenquimatoso, que
separa a los paquetes de par énquima clorofílico, al igual que se ha podido
apreciar en los tallos de la Sanicula e1l1'opea COSTANTIN (1 bis), por lo qu e­
siendo en Foeniculum. ou lqare el tallo de sección circular , se sigue mante­
niendo esta disposición típica.
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LAMIl\"A

FIGs . 1 Y 2. - Corte del tallo de Foeni culuin uulqare, a ) epidermis; b) hi ­
podermis o colénquima suhepidérmico : e) haces coleIHluima tosos inlel'paren­
quim ato sos ; d ) conducto secre tor; e) camblum : f) haces vasculares, y

!1) paqu eles de par énquima murilorrne. Aument o 200 x.



LAWI\A JI

FIG. 3. - Ohservución a may al' numeuln de l haz co lenqu ima toso . a). b ) cé ­
lulas del pur énquirna muri íorme. Aumento DOO x .

FI G. 4 . - Ohservuei ón de la zon a periférica d'e l tull o s uh le rrúneo , obser ­
vánd ose en a) una lenliceln. Aumento 200 x.



LAMINA III

FIG. 5. - Parle cen tra l del ta llo subterráneo en el que pueden observarse
en (1 ) el xilema secundario y en b ) el xilema prim ario. Aument o 200 x.

Ftc . 6. - Corte longitudinal de tallo. Se aprecia en a ) los vasos leiiosos
espirulados . Aumen to' 200 x.



SOBRE T,A TEORTA DE SEPARA GION DE TSOrOPOs POR TERMODIFUSION

Comprobamos igualmente cómo se sigue una cier ta identidad entre los
.haces lib ero -leñosos de la Ocnanthe jistulosa con los del Foeniculum »ul­
_·gare, en el sentido de qu e en el tallo subterráneo, los radios medulares no
.se encuentran lignificad os, así como en los cor res pondientes a la Ang clica
.pyren oea REICHARDT (5).

CONCLUSIONE S

1. o El tallo de Foeniculum. uu lqare va provisto de un procambium ,
-determinante del desarrollo de los cordones colenquimatosos interparen-
-químicos , del clorofílico muriforme, continuado por el anillo monoestrati-
ficado subepidérmico.

2.° Ausencia de este colénquima en los tallos rizomatosos.
3.° Preponderante desarrollo del parénquima de reserva subterráneo.
4.0 Conductos secretores, tapizados por una capa monoestratificada de

,células pavimentosas de tipo glandular.

CONCLUSION S

1.0 ~he stem of the Foeniculum. uu lqare Miller is supplied with a
pro cambium; with defines the development of the collenchymatosical inter­
parechymical cords of the chlorophyIlical muriíorm, Iollowed on by the
monostratified subepidermical ringo

2. o Lack of this collenchyma in the rhizomatic stems.
3.o Prevailing development of the spare underground parenchyma.
4.° Secreting du ctes arrased by a monoestratified layer of paving cells

-of the glandular type.
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NOTA NECROLOGICA

El día 8 de ene ro de 1903 falleció en Madrid, cris tianamente, después de­
larga y penosa enfermedad, el Ingeni ero de Mina s y miembro corres pondien­
te de esta Acad emia de Cien cias Exactas, Físico Químicas y Naturales de
Zaragoza , Excmo. Sr. D. José Romero Ortiz y Villacián.

Ingeniero . de Mina s en 1909 e Inspector Gen eral del Cuerpo Nac ional a
que pertenecía en 1954, ocupó importantes cargos, incluso después de ser '
jubilado . en febrero de 1956.

Perteneció a las plantillas del Distrito Minero de Zaragoza y formó parte
de la Junta del Uranio, dentro del Instituto Minero, de la de Investigaciones
Atómicas , y, por último, del Instituto de Energía Nuclear en el que siguió
trabajando , después de jubilado, hasta su fall ecimiento.

Fue Vicepresid ente y Presid ente honorario de la Sección de Sismología y
Física del Interior de la Tierra adherida a la Uni ón Internacional de Geo- .
desia y Geofísica, Asesor minero de la Confederación Sindical Hidrográfica
del Ebro desde su fundación ha sta la reorganización de dicho organismo en
1932. y publicó importantes trab ajo s técnicos, premi ad os , algunos, en los
concursos públicos que motivaron su redacción , organizados por el Minis ­
teri o de Industria , Instituto de In genier os Civiles de España y Real Acade- .
mia de Ciencias de Madrid . .

Era Caball ero de la Orden de Carlos III y estaba en pos esión de la Gran
Cruz del Mérito Civil.

Durante su resid encia en Zaragoza desempeñó el cargo de Académico Se­
cretario de esta Acad emia de Cien cias , cesando en él cuando fijó su residen- o
cia en Madrid:

Fue un científico notable, especializado en Geología y dentro de ésta .
ciencia en Petrología y Microscopía, materias en las qu e rayó a gran altura.

Su bondad y caballerosidad le hizo acreedor al resp eto y afecto de cuan­
tos le trataron.

Desc~nse en paz .
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