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EXISTENCIA DE PUNTOS DE WEIERSTRASS
DE FUNCIONES REALES

MAXIMOS Y MINIMOS EN ESPACIOS CASI
NUMERABLEMENTE COMPACTOS

por

BarTasAr R.-SaLinas

Multitud de cuestiones planteadas por la Fisica, Biologia, Economia,
etc., conducen a la determinacién de los extremos de una funcién real
y de las condiciones en que éstos se alcanzan. Esto no tiene nada de raro,
pues, la maravillosa organizacién de la Naturaleza sigue, o por lo menos
parece seguir, leyes de médximo y mfnimo para pasar de uno a otro estado.
El problema que se plantea asi se suele resolver determinando los Ilamados
puntos de Weierstrass:

Derizicion 1. Dada una funcién real £ sobre un espacio topolégico X,
se dice que x, € X es un punto de Weierstrass de f si uno de los extremos
de £(X) es idéntico a otro de los extremos de f(U) cualquiera que sea el en-
torno U de x,. De manera mds precisa diremos que x, € X es un punto de
Weierstrass maximal (minimal) de f si el extremo superior (inferior) de
f(X) es idéntico al mismo extremo de I(U) para todo entorno U de x,.

Como norma general supondremos siempre aqui que X es un espacio to-
polégico y que f es una funcién real definida exclusivamente sobre X.

La importancia que tienen los puntos de Weierstrass queda puesta de
manifiesto, por lo menos en parte, por la proposicién siguiente: :

St f(xy) es el extremo superior (inferior) de £, es decir, el mdximo (mini-
mo) de f, entonces x, es un punto de Weierstrass maximal (minamal) y £
es superiormente (inferiormente) conlinua en x,. Reciprocamente, si x, es
un punto de Weierstrass maximal (minimal) de £ y f es una funcién supe-
riormente (inferiormente) continua en x, resulta que f(x;) es el mazimo
(mintmo) de £ @.

La existencia de los puntos de Weierstrass queda garantizada asi

TeoremMa 1. Si X es un espacio numerablemente compacto, no vacko,
toda funcién real £ sobre X posee al menos un punto de Weierstrass mai-
mal y ofro minimal.

@)  Por razones de brevedad omitiremos las demostraciones, la mayor parte de las
cuales se encuentran desarrolladas o indicadas en [12].
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Cororario 1. St X es un espacio numerablemente compacto, no vacio,
toda funcién superiormente (inferiormente) continua f tiene mdximo (mi-
nimo), en otras palabras, el extremo superior (inferior) de £(X) es accesible.

Cororario 2. St X es un espacio numerablemente compacto, no vacio,
toda funcién real continua f tiene mdximo y minimo.
El teorema 1 se puede generalizar en esta forma:

Teorema 2. St X es un espacto numerablemente compacto y A es un
punto de acumulacién de £(X), existe un punto x, € X tal que X es punto de
acumulacion de f(U) cualquiera que sea el entorno U de X,.

El corolario 1 y el teorema 1 admiten los reciprocos siguientes:

Teorema 8. St X es un espacio topolégico sobre el que toda f[uncidn
real superiormente (inferiormente) conlinua tiene mdximo (minimo), X es
numerablemente compacto.

CoroLario 3. St toda funcién real definida en el espacio topolégico X
posee, al menos, un punto de Weierstrass maximal (minimal), X es nume-
rablemente compacto.

Por el contrario, el reciproco del corolario 2 no es valido segin se ve con
el ejemplo siguiente : : )

Esempro 1. Sea X el intervalo cerrado I, = [0,1] de la recta real R y &
la topologia engendrada por los conjuntos I — H que son diferencia de un
intervalo abierto I C R y del conjunto numerable H = {1/n | n=1, 2, ...}.
Entonces, el espacio topolégico X = (X, §) no es numerablemente com-
pacto y, sin embargo, posee la propiedad de que toda funcién real continua
sobre X tiene mdximo y minimo.

Este ejemplo nos induce a buscar una clase, lo mds amplia posible, de
espacios topoldgicos que comprenda a los numerablemente compactos y so-
bre los que toda funcién real continua tenga mdximo y minimo. Una ligera
modificacién en la definicién de espacio H-cerrado nos conduce al concepto

de espacio casi numerablemente compacio o débilmente compacto segin
Marpesic y Paric [11].

DerinicioN 2. Diremos que un espacio topolégico X es casi numerable-
mente compaclo cuando se verifiqgue una cualquiera de las siguienies con-
diciones equivalentes :

I St iGe |k = 1,2, ...} es un cubrimiento abierto y numerable de X
existe un nimero finito de cliusuras Gy G, ..., G, de dichos abiertos que
cubren conjuntamente a X, es decir,

UG, =X=UG, = X. (1)
1 1

2. Si{F; |k =1,2, ...t es una sucesién de conjuntos cerrados de X
con wnterseccién vacia, existe un nimero finito de interiores F F2, .., F.°
de dichos conjunlos que tienen interseccién vacia, es decir,

AF,.=F>NF =@ @)
1 1 -
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EXISTENCIA DE PUNIOS DE WEIERSTRASS DE FUNCIONES REALES
3. Si{Fl|k =12, ...} es un cubrimiento numerable de X, formado

por interiores de conjuntos cerrados, existe un numero finito ¥y, F,, |, F,
de dichos conjuntos que cubren conjuntamente a X, es decr,

Kk

HCB

i S i =5 (3)
]

4. Si 16, |k =12 ...} es una sucesion de cldusuras de abiertos de
X con interseccién vacia, existe un numero finito G,, G, ..., G, de dichos
abiertos que tienen interseccion vacia, es decr,

G == D (4)
1 1

5. Sea A el conjunto de los puntos aislados de X. Si {6 [ k = 1, 2, cet
es una sucesion de derivados, con interseccion vacia, de conjuntos abiertos
de X, se puede encontrar un numero finito Gy, Gy, ..., G, de dichos conjun-
tos de modo que

n oo
UG —TATSERI G (5)
1

1
6. Para todo conjunto numerable X, = {x,, x,, ...} CX y toda familia

1Vy [k =1, 2 ...} de entornos Vi de X, = {Xy, Xy, ...} existe al menos
un punto de acumulacién o adherente de cada Vy, es decw,

NV, =& 0 AVy=0. (6)
K- k=1
7. Si minguna familia infinita {G, | X € A} de conjuntos abiertos, mo
vacios y disjuntos de X es localmente finita.

TeoreEmMa 4. Si X es un espacio casi numerablemente compacto, no va-
cfo. y si f es una funcién real continua sobre X, f tiene mdzimo y minimo.

El reciproco de este teorema tampoco es cierto segiin se deduce del ejem-
plo siguiente:

Erempro 2. Sea X la reunién de los conjuntos mnumerables A =
— la, 8. ..., 8, ...t y B = {by, by, ..., by, ...}, y G la topologia engendra-
da por todos los subconjuntos de A y los conjuntos A,U B, donde
A.="{a, 8y .. et y By = {by;, by, ..., b.t. Entonces, X = (X, G) es un es-
pacio topolégico sobre el que toda funcién real continua es constante y, SN
embargo, no es cast numerablemente compacto.

No obstante, segiin veremos a continuaci6n, el reciproco del teorema 4
es valido para una cierta clase de espacios que denominaremos complela-
mente cast requlares.

~ Dermvicion 8. Un espacio topoldgico X se dice completamente regular
st para cada punto x, de X y cada entorno U de x, existe una funcién real
continua f tal que £(x) = 0 para x € X — U y f(x,) 5 0. Diremos que X es
completamente casi reqular si para cada punto x, de X y cada entorno U de
7
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X, existe na funcién real continua £ tal que f(x) = 0 para x € X — U y
f(x;) %= 0 para algin punto x, € U.

TeoreMa 5. Si X es un espacio topolégico completamente casi reqular
sobre el que toda funcién real continua tiene mdximo o minimo X es casi
numerable compacto.

En particular, este teorema comprende al demostrado por MARDESIC Yy
Papic en [11] para espacios completamente regulares puesto que existen
espacios topoldgicos, completamente casi regulares, sobre los que toda fun-
cién real continua tiene méximo y minimo y que no son ni siquiera regu-
lares. Uno de estos espacios es el construido en el ejemplo 1.

La demostracién del teorema 5 permite probar también esta generali-
zacion :

TeoreEmA 6.  Sea K una clase de funciones reales definidas en X, tul que:

L. St f, y f, pertenecen a K y ¢, y c, son nimeros reales re-
sulta ¢, f;, + ¢, 1, € K, es decir, K es un espacto lineal.

2. Stla sucesién {f,} C K converge hacia f de forma que para cada pun-

to X, € X existe un entero n, y un entorno U de x, tales que f,(x) = (%)
paran =n, y x € U, resulta f € K.

3. Para cada conjunto abierto G == @ existe una funcién f == 0, perte-
neciente a K, tal que G D {x | f(x)=£0}.

4. Toda funcién f € K posee al menos un punto de Weierstrass.
Entonces, X es casi numerablemente compacto.

De los teoremas 4 y 5 se obtiene la siguiente caracterizacién de los espa-
cios topolégicos sobre los que toda funcién real continua tiene mAximo y
minimo. :

~

: A
TeorEMA 7. Sea X el espacio topolégico definido por la topologia G
A

A
engendrada por la familia G, de los conjuntos G = f(A) de X que som
umagen reciproca de un conjunto abierto arbitrario A de R por una funcién
f€C (X, R) @. Entonces, toda funcién f € C (X, R) tiene mdzximo y mini-

. P . D .
mo sty sélo st X es casi numerablemente compacto.

Por consiguiente, esta caracterizacién la hemos dado prescindiendo de
ciertos conjuntos abiertos de X y formando una estructura_topolégica en la
que intervienen solamente los abiertos esenciaies en dicha cuestién. Recien-
temente, Aquaro ha dado en [1] y [2] olra caracterizacién considerando una
clase especial de cubrimientos abiertos y numerables de X.

El teorema siguiente permite extender estos resultados relativos a espa-
cios casi numerablemente de una manera andloga a como se procede en la
teoria de funciones reales cuando en las condiciones que se exigen sobre
un conjunto se prescinde de un subconjunto de medida nula.

Teorema 8. Sea X = (X, &) un espacio topolégico definido por la to-

pologia G sobre el conjunto X y F una familia de subconjuntos de X tal
que:

® Designamos por @ (X, R) el conjunto de las aplicaciones continuas de X en R.

ARt

i
i
1
1
i
]
N




EXISTENCIA DE PUNTOS DE WEIERSTRASS DE FUNCIONES REALES

5 HE G

2. La reunién de H; U H, de dos conjuntos H, y H, de & pertenece a .

3. Si el conjunto abierto G estd contenido en un conjuntio H € & re-
sulta G = @-

Entonces, la familia * G de los conjuntos *G que son reunién U (G, —H,)

de conjuntos G,— H, con G € ¢ y H € K define un espacio topolégico
*X = (X, *G). St X es casi numerablemente compacto (o H-cerrado) este
espacio topolégico *X lo es también. Ademds, *X no es numerablemente
compacto si K satisface la condicion:

4. Existe un conjunto infinito H, € & tal que H, — {xt € & para todo
punto x de acumulacién (en X) de H,.

Partiendo de este teorema se pueden construir espacios casi numerable-
mente compactos que no son numerablemente compactos pero tampoco re-
gulares. Un espacio topoldgico X, casi numerablemente compacto, reqular
y no numerablemente compacto se puede construir asi:

Esempro 3. Sea X el conjunto de funciones reales y medibles x, defini-
das en R, que verifican |x(t)] = 1 para todo t€ R, y X el espacio lopoloqzco
X, 9 defzm(lo sobre X por la topologia G anen(h'ada por la familia de
conjuntos :

(G5 BE—la | rare ] s e X

donde 1 es un intervalo abierto en I, = [— 1, 1] y t € R.

De manera semejante a como se definen los espacios sucesionalmente
compactos se pueden definir los espacios casi sucesionalmente compactos asi:

DeriNicioN 4. — Diremos que un espacio topolégico X es cast sucesional-
mente compacto st para cada sucesién 1G,t de abiertos de X existe un punto
X, y una sucesién parcial {G,, t tales que cada entorno U de x, tiene inter-
seccion no vacia con cada uno de los conjuntos, excepto a lo mds un nimero
finito, de dicha sucesién parcial.

Lo mismo que para los espacios numerablemente compactos y sucesio-
nalmente compactos resulta:

TeoreMA 9. — Todo espacio cast sucesionalmente compacto es casi nu-
merablemente compacto. Reciprocamente, cada espacio casi numerablemente
compacto que verifique el primer axioma de contabilidad (o numerabilidady
es cast sucestonalmente compacto®.

De forma andloga a como se demuestra que el espacio topoldgico X del
ejemplo 3 es casi numerablemente compacto resulta:

TeorEMA 10. — Sea A un subespacio del producto topolégico JI X tal
que la proyeccion de A en H X cowncida con este espacio cualquzu‘a que
sea el subconjunto finito o numerable A de N. Entonces, A es casi sucesio-
nalmente compacto si y sélo st cada espacio X es cast sucesionalmente com-
pacto.

() Hacemos notar que la casi compacidad sucesional resiste la operaciéon de “agu-
jereamiento” de abiertos realizada en el teorema 8.

= e
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En el caso del producto topolégico de dos espacios casi numerablemente
compactos solamente podemos dar el siguiente teorema debido substancial-

mente a R. W. Bagrey, E. H. CoxneL y J. D. Mcrnigar JR. :

TeoreEMa 11. — El producto topolégico X X Y de un espacio casi nu-
‘merablemente compacto X y de un espacio cast sucesionalmente campacto Y,
es cast numerablemente compacto.

Seria interesante encontrar un espacio topologico X casi numerable-
mente compacto y completamente regular tal que X X X no sea casi nu-
merablemente compacto y, por consiguiente, que alguna funcién real con-
tinua sobre X X X careciese de maximo y minimo®.
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ACOTACIONES DE MOMENTOS
por

J. OcmoA MiERIDA

El método que vamos a emplear para hallar cotas de momentos de un
orden cualquiera, fue utilizado ya en un caso particular (*), consiste en lo
siguiente: Dada una distribucién bidimensional discreta por P(t = x;,
n ='Y;) = pi;, tomemos unos ejes coordenados y consideremos las
y; como las coordenadas de un punto 4,; del plano. Representemos en el
plano la nube de puntos 4,,;. Sea f(z, y) = 0, la ecuacién de una curva al-
gébrica tal que f(x;, y;) tenga signo constante, p. ej. f(x:;, y;) > 0, para todos
los i, j posibles. Como p;; > 0 también f(x;, y;). p;; > 0 y, como con-
‘secuencia,

>, f(_fl?n ?jj) - Piy >0 @Y)

Por ser f(z, y) = 0 algébrica, la esperanza matemdtica de f(t, n) serd
igual a un polinomio lineal entre momentos de distintos érdenes, y la rela-
«¢i6n (1) nos permite acotar uno de ellos en funcién de los restantes.

A continuacién, nos proponemos hallar, mediante el método descrito,
cotas superiores e inferiores de los momentos de una distribucién lineal.

MOMENTOS DE ORDEN PAR

Cota superior. — Supondremos conocidos los valores extremos de la va-
riable @; y x,, con z, < x,, asi como la media de la distribucién que serd
m; = 0. La curva algébrica sera

y = P(x) )
en donde
xﬂzr; — $"2k—1 S5 x12lc—1
P(X) = X* — X Loy 3)
xn T ‘rl xn e xl

P(x) = 0, no tiene mas raices reales que las = = x;, = = x,, luego
P(x;) = 0 para los puntos de (z,, x,)

2k—1

E[P®] = my + —————— - 2,3, =0 4
xu S a;l
‘,EL?,k—l Sy 2k—1
de donde se deduce my, = — 2,7, ——————— (5)
xn e .1'1

(*) Acotaciones de la Varianza, Euclides. Nov. 1956.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

la cota anterior es accesible y por tanto imposible de mejorar. Dando en (5)
a k los valores 1 y 2 se obtiene:

m, = — x; x, (6)
my=— 2, 2, + @, T, + &) ; )
Cota inferior. — En este caso supondremos conocidos los valores g s

las probabilidades P(t = z,) = p,, PE = z,) = P, ¥y la media m, = 0 de
la distribucién.

Hallemos el minimo de la curva y = P(xz) siendo P(z) el polinomio dado
por (3). P(xz) = 0 tiene como tnica raiz real la

2k-1 —
2k 2k
wn xl r . e
T = — . el minimo de y serd
(ajll x]
e =15 st = S I e
y sk o ‘,EHZI:—I xl‘.’.k—l xﬂz:; xlzl: i anIz xlzk ( l e )
T sV % -
T, — 2 LTy (x, — 2" 2k

Es evidente, que de todas las distribuciones que cumplan las hip6tesis
niciales P(€ = x,) = p,, P(§E = x,) = p,, la que hace minima E[P(®)] es la
definida del siguiente modo: P(t = x,) = 1 IHE = ) = 0,

2Kk—1.

el=ye=oe] -1
para esta distribucién:

H = E[PO)] = ‘

=1,

= (1 _p ) - n2k—1 AL m12k—1 = xn2k e xlzk < xnﬂk AT x12k 1 _ l )
=(1—p; 1 .
; Lo = o (€, =z \ 2Lk

luego para cualquier distribucién que cumpla la totalidad de las hipétesis:
iniciales, se verificara

e i
E[P(®)] = my + zx, ——— > H
G0

de donde se deduce

2k~

x" 1 xIQk—I
My > — (p; + p,) —F = Ak
2K 2k S 2k 2k
Xy L= il
+ 1—p—p)—— [ ——— |
\ P p ) z, , (_.17,, xl)zl,- (2]1 (8)l

haciendo en (8) k = 1 resulta my, > %[(pl + Po) (@ — x.)} — (2, + x,7]

=]
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MOMENTOS DE ORDEN IMPAR

Cota infertor. — Supondremos conocidos, el extremo z;, la media
m, = 0 y la varianza m, de la distribucién. La curva algébrica serd la
y = P(x) con

T (22F S p Ry Ok, ! (22— g2l k)
P, HE = ) ; ) ey [ - .
33— X Vh i r
\ 1 . 1 (9)
EZYE — x?) V. Zay[7* — x™ + 2k Nz, — 2)]
=
(&— 2 (82— z)f

la ecuacién P(x) = 0 tiene como unicas raices reales las « = x; simple y la
4 = z doble, por tanto P(x;) = 0 para todo x; de (x,, ,) y por consiguiente
E[P(¥)] = 0, de donde se deduce my,; > C (9)

=l
C= =T Wl G =m, ™) FRlz (=) s 2 [la X t 2Ll ()i (0)
como C depende del parametro z, convendra hallar el mdximo de C cuando
z varia.

Zi = (z—_lﬁ[i)xl( 2 ) AIPZE T . (2P + 20222 ] - (matxiz) (1)
que se puede escribir en la forma g—(_; = M= (s F 22):

M = 0 carece de raices reales distintas de la z = x;, que es triple, pues
% = (5 — x,)** 2% es siempre positiva o nula, y M = 0 por tanto no pue-
de tener ninguna rafz real distinta de la z = z,. El maximo de C tiene lugar,

le (1R). Sustituyendo el valor de z dado por (12) en

1

por tanto, para z = —

(10) y (99
< e 1 o% 4%
Moy = xlgk_l(mg it x12> (m? S ) (13)
haciendo en (18) k = 1, resulta
my
My > M, — —— (14)
&Ly
Cota superior. — Sin més que cambiar en (13) y (14) las x, por x, se ob-
tienen las
== 7n2 5 2k 4k
Moy = .’I:,,2k_1(m2 aL .’I?,,z) (m‘l — Zn ) (15)
My =10 — "xi (16)




SOBRE FORMALIZACION DE PARADOJAS LOGICAS
por

Pebpro Pr CArresa

Es bien sabido que la cuestién a que se refieren las llamadas antinomias:
de la l6gica es tan antigua como el mundo civilizado, pues en nuestra civili-
zacién occidental, ya los griegos cldsicos se ocuparon de ellas, quienes qui-
7z4s las heredaron de civilizaciones anteriores. Y no son muy distintas sus
versiones modernas de la del mentiroso cretense que al decir “yo miento”,
¢miente o bien dice la verdad? Su rafz estd, como decia H. PoiNCARE, en
las proposiciones que podriamos llamar autopredicativas.

Pero asi como para los antiguos la cuestién fue un medio de disputa para
los sofistas, entre los modernos y particularmente aplicada a la teoria de
conjuntos, creada por G. Cantor en el siglo pasado, ha sido incentivo para
el progreso de la Légica matemdtica (véase por ejemplo, la Critica del ra-
zonamiento matemdtico de S. C. KLeenE en Iniroduction to Metamathema-
tics, Cap. III, North Holland, Amsterdam, 1952).

Recordando como se formaliza y soluciona en las modernas teorias 16gi-
cas la llamada paradoja de B. RusserL (introducida por éste en The prin-
ciples of mathematics, Cambridge, 1903) sobre conjuntos que puedan o no
considerarse como elementos de si mismos, considero en este trabajo la for-
malizacién de la que llamé “contraparadoja de Russerr” (P. Pi CALLEJA:
El tercero incluido en la coniraparadoja de Russerr, Mathematica Notae,
9, pags. 152-154), en nota cuyo interés acaso se justifica por los comen-
tarios de E. Wrrr (Zblt. fir Math., 89, p. 244:1951), de H. B. Curry (Math.
Rev., 13, p. 5, [-1952) y de B. Levi (4 propdsito de la nota del Dr. P1 Ca-
LLEJA. Sobre paradojas légicas y principio del Tertium Non Datur, Math.
Notae, 9, pgs. 155-159).

También trato aqui de la formalizacién de la llamada paradoja de Mi-
GUEL DE Cervantes (Don Quijote de la Mancha, Cap. LI, 1615), siguiendo
sugerencias de A. Crurcm (Introduction to Mathematical Logic, Vol. I,
p. 105, Princeton, 1956).

Mediante una objetivacion ya considerada por F. Gonserm, la paradoja
de Russerr se hace més asequible en la siguiente forma de andlogo conte-
nido 1égico:

Llamemos biblioteca al conjunto bien definido de catdlogos encuader-
nados que se obtfiene agregando a los contenidos en una determinada habi-
tacién otro X formado en el momento. Entonces tendrd sentido preciso
hablar de todos los catdlogos de esa biblioteca, una vez asegurada la exis-
tencia de X. Supongamos ademds que a cada catdlogo corresponda biuni-
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vocamente un titulo grabado en sus tapas y apliquemos la siguiente clasi-
ficacién: a) Si el catdlogo reproduce su titulo impreso en su interior, lo
llamamos autocitado ; b) Si el catdlogo no reproduce su titulo en su inte-
rior, lo llamamos no-autocitado.

Si llamamos catdlogo rojo al que tiene sus tapas de este color, ninguna
elucubracién légica sobre predicabilidad impedird sea posible considerar
formado el catdlogo X por uno R en cuyo interior figuren impresos exclu-
sivamente los titulos de todos los catdlogos rojos de la biblioteca, inclu-
yendo o excluyendo el del mismo X =R segun lo formemos o no de tapas rojas

Sin embargo, en caso parecidamente anadlogo, se da la paradoja de
Russern de ser imposible encontrar en la biblioteca o formar. el catdlogo
X = N, tal que en su interior figuran impresos exclusivamente los titulos
de todos los catalogos no-autocitados de dicha biblioteca, pues si contiene
el titulo del mismo catdlogo N, éste serd autocitado y no debe figurar,
mientras que si el titulo no figura en su interior, dicho catdlogo N serd no-
autocitado, por lo que su titulo hubiese debido estar impreso en su in-
terior.

Otra amena objetivacién de la anterior paradoja consiste en considerar
un barrio de casas, cada una de las cuales tiene un distinto encargado a
«quien se prohibe habitar la casa de la cual es encargado. Si ahora se man-
da que fodos los encargados de las casas del barrio se concentren habitan-
do una misma casa, no se podrd saber dénde deberd habitar el encargado
de esta ultima casa de los encargados. »

Sin embargo, el conflicto en uno y otro caso no es logico, sino extralé-
gico. La légica se ocupa exclusivamente de la forma de los razonamientos,
estableciendo las reglas por las cuales proposiciones oportunamente enca-
denadas por relaciones de interdependencia deben incluirse en una deter-
minada tabla de verdad, por ejemplo, para la légica bivalente, entre los
dos valores de verdad o falsedad. Pero aunque trate de su transformacién.
no pertenece a ella la formacién de juicios, pues la decisién inicial de ver-
dad o de falsedad depende de la interpretacién concreta que se dé a la
teoria légica, interviniendo en ella la intuicién o la experiencia, a veces
el albedrio mediante un convenio arbitrario.

Claro estd que la logica se preocupa de justificar la existencia de siste-
mas de proposiciones no contradictorias, es decir, que las reglas que se
admitan de la l6gica no incluyan por si mismas lo absurdo. Este es el pro-
blema de la decisién (“Entscheidungsproblem”) de HmwserT, uno de los fi-
nes principales de sus Grundlagen (D. HiLert y P. Bernavs: Grundlagen
der Mathematik, 2 vols., Springer, Berlin, 1934), sin que en ellos se alcan-
zase la respuesta definitiva.

En el caso de las objetivaciones citadas anteriormente, la conclusién ob-
tenida es la forzosa inexistencia del catdlogo N de todos los catdlogos no-
autocitados o la imposibilidad de albergar en una misma casa a todos los
encargados de las casas del barrio no habitables por ellos. Son ejemplos
de conjuntos mal definidos, segun afortunada expresién de J. Rey Pastor
(Elementos de la Teoria de Funciones, p. 331, Madrid, 1947).

En distintas formalizaciones lGgicas de la teorfa de conjuntos, queda
Yambién naturalmente solucionada la paradoja de RusserL. Tomemos como
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ejemplo, va la formalizacién de ZerMELO-SkoLEM-FRAENKEL contenida en la
obra de A. Fraenker e Y. Bar-Hiren: Foundations of set theory (North-
Holland, Amsterdam, 1958) o més diddcticamente en A. FRAENKEL: Absiract
set theory (North-Holland, Amsterdam, 1961) o en P. R. Harmos: Naive
Set Theory (Van Nostrand, 1960), ya la formalizacién contenida en el trata-
do de N. Boursaki: Théorie des ensembles (Caps. I y II, Hermann, Paris,
1954) con descripcién previa de la matemética formal basada en los axio-
mas de P. BErNAvs.

Es caracteristico de la formalizacién axiomaética citada primeramente el
axioma de ‘especificacion (o “Ausonderungsaxiom”), en donde a todo con-
junto G (género préximo) y a toda condicién p(x) (diferencia especifica) co-
rresponde un conjunto C cuyos elementos son los de G para los cuales se
verifica p(x), es decir: C = {z € G tal que p(2)}

Entonces, para el conjunto N = {z € G tal que = ¢ z} resulta que N ¢ G,
pues si N € G llegamos a un absurdo: en efecto, de N € N se deduce que se
cumple p(x), es decir que N ¢ N, y del mismo modo, de N ¢ N se deduce
que no se cumple p(x), es decir que N € N, y en todo caso obtenemos una
contradiccién. Asi, pues, nada contiene todo, es decir, no existe la totalidad
discursiva.

En la formalizaciéon de Boursaki, después de los axiones implicitos de la
légica y del axioma de extensionalidad, se introduce como teorema el si-
guiente criterio deductivo: Sea R una relacién, & una letra, y una letra dis-
tinta de  que no figura en R ; entonces la relacién

() [(=z € y) & R]

es univoca en y. Esto permite, si resulta teorema, establecer como relacién
colectivizante Coll R, la que por definicién es

Coll.lR = @y (o) [(x € y) & R],

que: no contiene x. Con ello se puede introducir una constante auxiliar a,
distinta de = y de las constantes de la teoria l6gica considerada, que no fi-
gure en R, mediante el axioma (x) [(x € a) & R], definiendo (z € a) & R,
es decir, R es collectivizante en x si existe un conjunto a cuyos elementos
sean precisamente los que tienen la propiedad R. Asi resulta que mientras
la relacion x € y es colectivizante en R, no lo es x ¢ @, es decir No
Coll,(xz ¢ x) es un teorema. Pues si x ¢ = fuera colectivizante, introduciendo
(@) (x € ) © (z € a) llegariamos al absurdo (a € .a) & (a € a).

Consideremos ahora nuestra contraparadoja de Russerr. La generalidad
de los autores pasa por.alto o acota no da lugar a antinomia alguna, el caso
que corresponde a los catdlogos autocitados en la primera objetivacién vista.
No obstante, es interesante examinar el “exceso de fortuna” que origina su
consideraciéon y su relacién con el principio del tercero excluido. Este pa-
rece exigir que un par de condiciones contradictorias como las de catdlogo
autocitado o no-autocitado se atribuya en alternativa exclusiva. tanto a todo
catdlogo de los contenidos en la habitacién, como al X formado en el mo-
mento. Pues bien, si queremos que X = 4 sea un catdlogo tal que en su
interior figuren precisamente impresos los titulos de todos los catdlogos
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autocitados de la biblioteca, dicho X = 4 tanto podra considerarse catdlogo:
autocitado (figurando su titulo impreso en su interior), como no-autocita-
do (no figurando su titulo impreso en su interior) y para resolver la cuestién
no serd decisivo el principio del tercero excluido. Si encargdramos a un es-
cribiente (0 a una mdquina electrénica) la formacién de 4, ésta no podria
ser automatica en l6gica bivalente, al poner al escribiente en el apuro de
decidir si debe o no debe inscribir el titulo del mismo.

Para comprender intuitivamente la solucién de esta paradoja, limitemos
nuestra biblioteca a los catélogos ya existentes en la biblioteca (dejando de
considerar el X que puede hacer impredicable la biblioteca). Entonces aun
cuando podamos apartar todos los catdlogos no-autocitados, el catélogo N
antes definido, no podré existir en la biblioteca y serd ejemplo de conjunto
mal definido. mientras que serd posible encontrar en la biblioteca, tanto un .
catdlogo no-autocitado 4,, como un catdlogo autocitado 4,, en cuyo interior
figuren impresos precisamente los titulos de todos los catdlogos autocitados
de la biblioteca ; ambos tendrdn el mismo texto que contendrd el titulo de
A,, pero no el de 4,. Asi, para un catdlogo ya existente, sea el A, o0el 4,
rige el principio del tercero excluido ; sin embargo, este principio no es cons-
tructivo para formar el conjunto A de titulos que constituye el texto ante-
rior. Empleando el sentido comtn, dirfamos que nuestro escribiente habia
recibido una orden incompleta, pero este hecho estd de acuerdo con la
posicién brouweriana o intuicionista en relacién al principio del tercero
excluido. En cambio, la limitacién de considerar s6lo una biblioteca ya exis-
tente, anterior al formalismo 16gico que podamos aplicarle, estd de acuer-
do con la teoria de los tipos légicos de RusseLr, o con los axiomas de
extensionalidad y de especificacién con que se construye la teorfa de con-
juntos.

Sea, en efecto, el conjunto 4 = {z € G tal quex € zt. Ahora 4 € G no
implica la contradiccién dada por la conjuncién 4 € A A A ¢ A antes vista,
sino sélo la alternativa inclusiva 4 € A v A € 4, con lo que si € es una
relacién dada previamente para definir 4, dicha proposicién p(x): = € z,
tanto si la cumple como si no la cumple A, serd no contradictoria, pero ésta
no podré servir para definir el conjunto 4, mediante el axioma de exten-
sionalidad.

Y también podemos decir que aunque x € x parezca caso particular de
la relacién colectivizante x € y en la axiomdatica de Boursaki (alli dice que
y es una letra distinta de z), el axioma introductor

(@)[r€a © x€x] definiendo (z€ a)& (x€ x),
no cumple el axioma de extensionalidad y por tanto la relacién
(@) [(= € y) & (z € 2)]
no tiene por qué ser univoca en .

Ocupémonos finalmente de la famosa paradoja de CERVANTES, respecto a
la cual no podemos quejarnos sea desdeiiada en los modernos textos de
l6gica matematica. A ella hace referencia Caurce en la obra citada, inician-
do un camino para su formalizacién que modifico convenientemente para
adaptarlo mejor a lo propuesto por CERVANTES.
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Empleando palabras de éste para describir el caso sometido a juicio de
Sancho Panza, Gobernador de Barataria, recordemos que: “Un caudaloso
rio dividia dos términos de un mismo sefiorio... y sobre este rio estaba una
puente, y al cabo de ella una horca y una como casa de audiencia, en la
cual de ordinario habia cuatro jueces que juzgaban por la ley que puso
el duefio del rio, de la puente y del sefiorio, que era de esta manera: Si al-
guno pasare por esta puente de una parte a ctra, ha de jurar primero a
dénde y a qué va; y si jurare verdad, déjenle pasar, y si dijere mentira,
muera por ello ahorcado en la horca que alli se muestra, sin remisién al-
guna. Sabida esta ley, ... sucedid, pues, que tomando juramento a un hom-
bre, juré y dijo que para el juramento que hacia, que iba a morir en aquella
horca que allf estaba, y no a otra cosa. Repararon los jueces en el juramento
y dijeron: Si a este hombre le dejamos pasar libremente, mintié en su ju-
ramento, y conforme a la ley debe morir; y habiendo jurado verdad, por la
misma ley debe ser libre”.

Formalicemos en las siguientes proposicionss el caso propuesto respecto
al hombre sujeto del mismo: p = cruza la puente; g = es ahorcado;
r = es cierto el propdsito jurado; s = la ley es obedecida.

Ahora bien, cualquiera que sea el valor de verdad y la interpretacion
concreta de las proposiciones p, ¢, 7, s, resulta una tautologia, es decir un
teorema, la proposicién compuesta siguiente, segiin el método de las tablas
de verdad incluido en W. O. Quixe: Mathematical Logic, Cap. I, (Har-
vard, Cambridge, Mass., 1958):

(g & p Anor)] = nos.
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Si ahora damos por sentado que el hombre cruzé la puente p € V y jurd
el propésito dicho (r < p A q) € V considerados como constantes, estare-
mos en los casos 1, 2, 7 y 8 de la tabla (modus ponens). Los casos 1 y 2
corresponden a la supuesta determinacién de los jueces de ahorcar al hom-
bre y en ninguna de ambas la ley puede ser cumplida, pues s = da respecti-
vamente los valores V F, F V. Los casos 7 y 8 corresponden a la supuesta
determinacién de los jueves de no ahorcar al hombre y en ninguna de am-
bas tampoco la ley puede ser cumplida, pues s = vuelve a dar respectiva-
mente los valores V F, F V.

¢Qué hacer? Sélo alabar, como dice R. RopRiGUEZ ANNONI en Su ameno
libro Al margen de la clase (Libreria General, Zaragoza, 1959; p. 141), la
fidelidad de Sancho Panza al cristiano y cabal concepto que Don Quijote
le diera al sentenciar, primero cazurramente y luego misericordiosamente :

—“Digo yo, pues, agora, replic6 Sancho, que deste hombre, aquella par-
te que jur6 verdad la dejen pasar, y la que dijo mentira la ahorquen; y
desta manera se cumplira al pie de la letra la condicién del pasaje”.

—“Pues, sefior Gobernador, replicé el preguntador, serd necesario que
el tal hombre se divida en partes, mentirosa y verdadera, y si se divide, por
fuerza ha de morir; y asi, no se consigue cosa alguna de lo que la ley pide,
y es de necesidad expresa que se cumpla con ella.”

—“Venid acd, sefior buen hombre, respondis Sancho ; este pasajero que
decis, 0 yo soy un porro, o él tiene la misma razén para morir que para
vivir y pasar la puente; porque si la verdad le salva, la mentira le condena
igualmente ; y siendo eso asi como lo es, soy de parecer que digais a esos
sefiores que a mi os enviaron, que pues estdn en un fil las razones de
condenarle o absolverle, que le dejen pasar libremente, pues siempre es ala-
bado més el hacer bien que mal; y esto le diera firmado en mi nombre, si
supiera mejor firmar; y yo en este caso no he hablado de mfo, sino que
se me vino a la memoria un precepto, entre otros muchos, que me dio mi
amo don Quijote, antes que viniese a ser gobernador de esta insula, que fue,
que cuando la justicia estuviese en duda, me decantase y acogiese a la
misericordia; y ha querido Dios que agora se me acordase, por venir en
este caso como de molde”.
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por

MicueL Laprraza

PRECEDENTES

El articulo de mayor extensién publicado sobre este tema es el trabajo
de Bailey Brown y Neal H. Mc. Coy, Ring with unit element wich contains a
gwen ring (Duke Mathematical Journal, volumen 13, pags. 9 a 20, afio 1946).
Usa como punto de partida, el mismo anillo de que se parte en esta comu-
nicaci6n, indicando alli que el primero que lo usé fue J. L. Dorron en su
trabajo, Concerning adjunctions to algebras (Bulletin of the American Ma-
thematical Sociely, volumen 38, pags. 85 a 88; ano 1932). El trabajo de
Bailey Brown y Neal H. Mc Coy fue consultado después de la elaboracién
de esta comunicacion —que se realizé sin ninguna consulta previa— y no
ha habido tiempo material de examinarlo a fondo ; los resultados comunes
se alcanzan en el presente tratado por un camino mas natural y mediante
conceptos mas sencillos.

El trabajo citado de J. L. Dorron demuestra un teorema que coincide
exactamente con nuestra proposicién 1.

Siguiendo esta misma técnica, J. Szendrei, en su trabajo On the exten-
sion of rings without divisors of zero (reseiiado en Mathematical Review,
12-1947), demuestra un teorema, que es un caso particular de la proposi-
ci6n 10. No se ha podido disponer del original de este trabajo, pero la re-
sefa citada permite asegurar que la técnica de demostracién ha sido di-
ferente.

Una consecuencia interesante para este trabajo se encuentra en el articu-
lo de Carl W. Kohls, On the embedding of a generalized regqular ring in
a ring with identity (ver Mathematical Review, 18-375); en las notas fina-
les nos referiremos mds detalladamente a este trabajo.

Una construccién similar a la de Dorron, pero con otros fines, ha sido
empleada por L. Rédei, en su trabajo, Ringkonstruktionen durch schiefes
Produkt (ver Mathematical Review, 14-443).

DErINICIONES

Sea R un anillo conmutativo y N el anillo de los nimeros enteros. De-
signaremos a los elementos del anillo R con letras griegas. Consideremos
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el anillo 4, constituido por los elementos del conjunto R x N (producto
cartesiano), con las operaciones
(a0, ) + (B, m) = (e + B, m + n);
(¢, ) x (B, m) = (B + ma + n B, mn).
Se demuestra sin dificultad que 4 es un anillo conmutativo, con elemen-
to unidad (0,1). Los ideales de 4 se designardn con las primeras letras mi-

nusculas del alfabeto latino. Normalmente se omitira el signo de multipli-
cacion en el producto de elementos del anillo 4.

Prorosicion 1

El anillo A tiene un subanillo isomorfo al R ; todo elemento del anillo 4
puede descomponerse en la suma de un elemento de este subanillo y de un
elemento de la forma n (0,1), siendo » un nimero entero.

_El isomorfismo se define: a —> {a, 0).
\

Su comprobacién es inmediata.

La segunda parte de la proposicion es inmediata, tomando la definicién
usual de producto de un entero por un elemento de un anillo.

Corolario. — Todo anillo R admite una extensién con elemento unidad,
tal que no existe ninguna otra extensién con elemento unidad que esté es-
trictamente contenida en la primera, si sus elementos unidad son los
mismos. ‘

Prorosicion 2

Si el anillo R es subanillo de un anillo R;, que posee elemento unidad e,
existe un ideal en A4, a;, tal que A4/a; es isomorfo al subanillo de
R; engendrado por los elementos de R y por e;, subanillo que designaremos
(.Ry et')'

Consideremos la correspondencia entre A4 y (R, e,;), definida por:

(e, M) —> o + ng
Esta correspondencia es un homomorfismo:
(@ 1) a + ne (o W+B, M=o+, mtn)>(atn e)+(B+me)
(B, m) —> B+m e; |(a, n) (B, m)=(a B+m a+n B, n m}—>(a+n e) (B+m e,).

Este homomorfismo es un homomorfismo sobre (R,e;), ya que todo ele-
mento de (R, e;) es de la forma o + 7 e;, y, por lo tanto, es siempre imagen
de un elemento de 4: (o, n).

Por lo tanto:
(R, &)~ A/
en que a; es el nicleo de este homomorfismo, o sea

(¢, M) € a; <> a + ne, =0 en R,
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ProrosICION 3

Existe un subconjunto C de 4, que no es en general un ideal. ni un sub-
anillo, que depende solamente de R, tal que el ideal a;, definido en la pro-
posicién 2, estd contenido en C para cualquier R;.

Definimos € como el conjunto de elementos de A, que cumplen las dos
condiciones siguientes:

I) Si(e,n)EC—>(a+n)R = 0.

Entendiendo esto, en el sentido de que para todo elemento de R, la suma
del producto de este elemento por o y del producto de este elemento por
¢l entero n es el elemento nulo de R.

M Sin=0—>a=0.

Veamos que a; C C:

En primer lugar, ningin elemento de a; es de la forma («, 0), « == 0, ya
«que entonces o = 0 en R; y, por tanto, « = 0 en R. Asi, todos los elemen-
tos de a; cumplen la condicién II.

Ademsds, si (¢, n)€Ea;—>a + ne=0—>(a tne)R =0—> (¢ + n) R=
d: (0 + ne)R = 0, luego todo elemento de @; cumple asimismo la con-
«dicién L.

Prorosicion 4

Si a es un ideal de 4, contenido en el conjunto C, A/a es un anillo con
elemento unidad, que contiene un subanillo R” isomorfo al R, y si e’ es el
elemento unidad de 4 /a, se verifica que (R, e)=A4/a.

A /a posee elemento unidad, ya que A lo posee. Designemos por {(a, n)t
el elemento de 4 /a determinado por (o, n).

La correspondencia: o —> {(«, 0)t
S un isomorfismo :

«— 1(a, 0)}{<z+,3_> 1(a+B, 0)F = {(a, O} + 1(B, O)}
B=—= 108, Wl e @ =1l Ok =il Ol 0)}

g o Ol =0z 00— =10

Resulta inmediata la dltima parte, considerando que todo elemento de 4 /a
puede descomponerse en la forma: {(z, n)} = {(z, 0)t + n{(0, 1)t.

Proposicion 5

Si C contiene ‘el elemento (o, n), C contiene el ideal de 4 engendrado
por el elemento (o, n), o sea, C D A4 (a, n). ]

= Bpee k-0
1(“’")609{H>a=0 Sl

==aggi
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Todo elemento de la forma (8, m) (, n) satisface a I) de la proposicién 3:
(B, m) (a, n) = [(@ + N) B + ma, mn] = (ma, mn)

ma+ mn)R =m(« + n)R = 0.
Ademads, satisface a II), ya que:

=0 o= 0 = e = {0)
si mm=0—>06 —m a = 0.
=l =0

ProprosicioNn 6

La condicion necesaria y suficiente para que el conjunto de los ideales
de A contenidos en C se reduzca al ideal nulo, es que C se reduzca al con-
junto constituido por el elemento nulo de 4 : (0, 0).

La proposicién 5 muestra que la condicién es necesaria; es inmediato
que la condicién es suficiente.

ProposicioN 7

Un anillo admite una inclusiéon candnica estricta en otro con elemento
unidad, si y sélo si C se reduce al conjunto constituido por el elemento
nulo de 4.

Diremos que un anillo admite una inclusién canénica estricta en otro
anillo R” con elemento unidad e, si el subanillo de R’ engendrado por el
subanillo isomorfo a R en R’ y por e/, es unico salvo isomorfismos, y este
anillo contiene estrictamente a R (o a sus isomorfos).

Si C se reduce al conjunto constituido por el elemento nulo de A4, la
proposicién 1 muestra que existe un anillo con unidad que lo incluye, y
las proposiciones 2 y 6 demuestran —junto con las hipdtesis— que todas las
inclusiones son isomorfas.

Si existe una inclusi6n canénica en sentido estricto, o sea que si el
elemento unidad no pertenece ya a R, el conjunto C debe reducirse al ele-
mento nulo, pues en caso contrario, la proposicién 4 nos muestra que ha-
bria al menos otra inclusién canénica ademas de 4.

ProrosiciON 8

Todo ideal de A4, contenido en C es un ideal principal.

Sea b un ideal de A4, contenido en C; consideremos el conjunto P de
numeros enteros n, tales que exista un «, de modo que (a, n) € P.

P es un ideal en el anillo de los nimeros enteros:

si

S

n€P, (e, N)ED
m € P, (B, m)EDb

si p es un numero entero cualquiera:

}—>(a—,3,n—m)= (a,m)— (B, m)€Eb—>n—mE P,

(pa,pn)=(0,p) (e, )EPb—>pnEP

o
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Si P es un ideal en el anillo de los nimeros enteros, es un ideal principal,
y por tanto existe un nimero n,, tal que todo elemento de b es de la
forma (a, m ny).

Como 7, pertenece a P, existe un « tal que («, ng) € b.

Veamos que:
b = A (a, ny)

@5 p)ye b8 p) = (B mn)

En efecto: si

y como
(m o, m ny)=(0, m) (o, 1) € b
se deduce que
@i, ) (B ) = (e B 0) ERhi @6
y por lo tanto:
B=ma — 05> 8= mic== (8, p= (0, m)i(e, ny)

Prorosicion 9

Si C es un ideal diferente del ideal nulo en A, el anulador de R en R se
reduce al elemento nulo. Si el anulador de R se reduce al elemento nulo.,
C es un ideal en A.

Veamos la primera parte de la proposicién:
Sea
C=4(,n, n+0

siBR=0—>(B + o, n)€C ya que
D B+a+nR=BR+(a+n)R=0
IS pi=—10
y siendo C un ideal: (8 + a, n) — (o, n) = (B, 0) € C —> B = 0.
Veamos la segunda parte: Si el anulador de R en R se reduce al ele-

mento nulo, las condiciones I) y I) que deben cumplir los elementos de C
se reducen a la I), ya que en este caso II) se deduce de I).

0.sea que en este caso:
(e, M)EC< (e + )R =0
para cualquier (B, m) € A, (a, n) (B, m) = (m a, mn)

y (ma, mn)R = m (a2 + n)R =0
si B,meC; B+ mR=0
y [e—B) + (m—n)]R=(+n)R— (B + mR = 0.

Prorosicion 10

Si R no admite una inclusién candnica estricta en un anillo con elemen-
to unidad, se pueden hallar una infinidad de anillos R;, con elemento uni-
dad e;, que incluyen al R, y tales que (R, e;) no es isomorfo a (R, e;) para

g
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1 diferente de j. (El sentido que debe darse al R que estd dentro de los pa-
réntesis es el conjunto de elementos del anillo isomorfo al R que est4 in-
cluido en cada R)).

La proposicién 7 demuestra que C contiene al menos un ideal de 4,
‘que segun la proposicién 8 sera del tipo 4 (o, n), n == 0.

El ideal del tipo A(az m;, n n;) estd incluido estrictamente en el ideal
A (o, m) para n; > 1 y por tanto 4 (a n;, n n;) C 4 (o, n) C C.

Hagamos R; = 4 /A(a n;, n n,)
'si
R, =R, — A/A (am;, nn) = A/A (any, n n)==
= Al n, ) = AR wn)s = (e, v n) = @ ain, ) (B o) —
= (01 @y 48 A0 — iy = 6810
Yy andlogamente
n=yn—=xy=1,=>2= £1

y siendo
=0 s = i = o= =20 =

Proposicion 11

Si el anulador de R en R es el elemento nulo, existe una sola extensién
minima (salvo isomorfismos) con elemento unidad, tal que el anulador de
R en esa extensi6n sea el elemento nulo.

Existe una extensién que cumple estas condiciones que es: 4/C, ya que
segun la proposicién 9, C es un ideal de 4 ; ademds si para todo elemento

BER, {(e:mt 1(B, Ot = {(@B + Bn, 0L =0—> (B + nB, 0)€C—
“>aB+7‘l,3=Oﬁ'(a+71)R=0_>(a,n)EC_>{(a,n)} = {0,

Una extensién de este tipo es tinica salvo isomorfismos: en efecto, sea

(R,e)= A/a,—>a,CC; si (a,n)€EC
para todo elemento 8 de R, (2, n) (8, 0) = (0, 0) =
= e W (8 O =0

y siendo el anulador de R en (R, e) el elemento nulo, (a, n) € a,
Y por tanto CCa y de aqui se deduce que C—a

Prorosiciéon 12

. B no tiene divisores de cero si y s6lo si C es un ideal primo, lo que es
igual a decir que 4/C es un dominio de integridad. ,
Si C es un ideal primo, 4 /C es un dominio de integridad, R es isomor-

fo a un subanillo de 4/C —proposicién 4— y por tanto no puede tener
divisores de cero.

— Ol e—
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Si R no tiene divisores de cero, el anulador de R en R se reduce al ele-
mento nulo, y por lo tanto —proposicién 11— C es un ideal. Veamos que

es un ideal primo:

Supongamos que (8, m) (y,p) = (yB + my + p B, mp)E€ C
si(B, mEC; (v,p)§C

existen unos elementos de R, ¢, n, tales que (8 + m)e=~=0; (v + p) v 7+ 0,
y siendo R dominio de integridad (y 8 + my + p B + m p)en = [(B +
+ m)e] [(r + p)n] 70,

luego, 6 (B, m) 6 (v, p) pertenece a C.

ProposicionN 13

Si R no tiene divisores de cero, existe una extensién mfinima tunica, sal-
vo isomorfismos, de R que posee elemento unidad y es dominio de in-
tegridad.

La proposicién 11 nos dice que si existe, esta extensién es unica y es
isomorfa a A/C; la proposicién 12 asegura que 4/C cumple las condiciones
exigidas.

Prorosicion 14

R posee elemento unidad, si y s6lo si C es un ideal en 4, del tipo A (a 1).

Si € = A4 (a, 1), el elemento de R ¢ = — 2 es un elemento unidad, ya
que para cualquier elemento 8 de R: (« + N)B=0—>B=—La = e B.

Si R tiene elemento unidad, el anulador de R en R se reduce al elemen-
to nulo, y segtin la proposicién 9, C = 4 (o, n), n = 1.

Si e es el elemento unidad de R, (—e, 1) € C, luego (—e, 1)=(a, n) (B, m)
y debe ser mm = 1, y por lo tanto n = 1, pero (—e, 1) € C; (a, 1) € C lue-
w2 =, 1) — (@ == WEE — — et =l = —0
por lo tanto C = (—e, 1) 4.

NoTAS FINALES

El trabajo que queda por efectuar es encontrar las propiedades que se
trasmiten de R a A y que son invariantes en homomorfismos ; estas propie-
dades serdn generales de todas las extensiones minimas de R con elemen-
to unidad.

Carl W. Kohls (On the embedding of a generalized reqular ring in a ring
with identity, ver Mathematical Review, 18-375) ha encontrado que la re-
gularidad de R en sentido de von Neumann es condicién necesaria y sufi-
ciente de la regularidad de un anillo similar al A.

La sencilla estructura del anillo A4 respecto al R, parece indicar que este
estudio no resultard dificil, si bien no hay seguridad de que se conserven
muchas propiedades.
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SOBRE EI. PRINCIPIO DE SAINT-VENANT EN LAS VIGAS
por

A. Dou M{s pE XEXAS

Sea R un dominio acotado y cerado del plano /0 ; x, y), sea O el centro
de gravedad de R y sea la viga:
Vi—=(zit (@ m)ietR — li=qpil)
donde : 2
T = (xlv xe: 373) = (x) y: x3> (1)
y anélogamente V _ . Se supone [ suficientemente grande respectc del did-
metro de R.
Un tensor de esfuerzos: = = (t3) %, k = 1, 2, 3, es una solucién en V;
«del sistema de nueve ecuaciones reducibles a seis:
Tikk — —F,-, lf = ]., 2, 3, 'L = 1, 2, 3, Ti — Tri- (2)
Aty — (1/1 + o) T = Oi (— 0'./1 ot G) div F — (Fl'.k 9E F,‘._l-). (3)
Las condiciones de contorno son: carencia de fuerzas superficiales en

la superficie lateral de V;, y si ! es finito, se supone que las cargas en las
bases del cilindro son iguales y opuestas:

=y 733 ("E3 y) = l) = 133 ("L‘1 y1 l) = g(x; 'l]), <$, y) e R (4>
Ademds, se supone que las fuerzas de volumen F satisfacen a:
F1,3= o3 = F, = 0, T €V, (5)

Introduzcamos el espacio G de funciones numéricas g definidas en R,

gG={glffg(x._ y) dacdy = ffa;gda;dy — ffygdxdg_:o’ gecw(vl)}' (6)
R B R

El principio de Saint-Venant dice lo siguiente: Si en una parte pequeiia
de la superficie de un sélido eldstico, se aplican cargas superficiales en equi-
librio estdtico. su influencia en puntos del sélido suficientemente alejados
«de la parte perturbada es despreciable.
~ En nuestro caso de la viga V;, I 5= 0o, se supone que la parte perturbada
la componen las bases del cilindro por igual, viniendo dada la carga pertur-
badora por una funcién

9(z,y). (z.y>€R, gEG, )

o
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y como puntos suficientemente alejados de las bases, tomaremos los de la
seccion central, z, = 0.

Supongamos que el contorno de R sea analitico v tomemos como espacio:
de tensores permisibles el C= (V). o sea,

e € C= (V. 5 el 8 (8)

Entonces, una formulacién matemdtica correcta del principio de Saint-
Venant puede ser la siguiente:

“Dados arbitrariamente Fj(z. y). F; € C* (R), i = 1,2 dada arbitraria-
mente g(x. y), g € G; y dado arbitrariamente ¢, ¢ > 0, existe L tal que para
I = L se tiene

PG on O e e o) i (9)

Se desconoce si este principio es verdadero o falso.

En un articulo que publicaremos préximamente, y cuyo resumen consti-
tuye el presente, se demuestran los dos resultados que siguen:

Sea < el tensor de esfuerzos correspondiente a F,, F, y a la carga en las
bases f(z, y), f € C (R). Sea < el tensor de esfuerzos correspondiente a F y
satisfaciendo las hipGtesis de elasticidad plana,

ulg.s(x) = “2;,3(_51‘} :'U;;g (@)E=20; T EV (10)

siendo  los desplazamientos correspondientes.
Sean,

ffx(g—g)dwdy - a,f[y(g—g) dzdy = b, [[(g—g) dxdy = c. (11)

Entonces, si el principio de Saint-Venant es verdadero, se tiene también
que para todo e, e > 0, existe L tal que

{ | (2, y, 0) — (sx(z, y) + az + by + o) | (12)
| Tilf(‘r) yv O) e gik(m’ y) | < €, i; 7{ T ]) 27 3: 11{ # 331
para todo (z.y) ER y [> L.

_ Reciprocamente, si se verifican las (12) también es verdadero el prin-
cipio de Saint-Venant.

De_es’ge resultado se deduce como fdcil corolario que en el enunciado
del principio de Saint-Venant (9), puede suponerse F, = F, = 0. sin que
varie el alcance del principio.

He aqui otro resultado que da una propiedad dei tensor de esfuerzos equi-
valente a la validez del principio de Saint-Venant.

_Sean F; =F, = 0, sea g € G y sea n el tensor de esfuerzos correspon-
dientes a g y al sistema (2), (3) homogeneizado, o sea F = 0.
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Entonces, si el principio de Saint-Venant es verdadero, se tiene también
que para todo e, e > 0, existe L tal que,

L (05, 0RO oS RS T

y reciprocamente.

Probablemente, la mejor manera de frustrar el principio de Saint-Venant
seria construyendo un contraejemplo, es decir, coastruyendo un tensor de
esfuerzos en V _, acotado, con F = 0 y condiciones de contornn también
homogéneas, y que no fuese = = 0. Reciprocamente, si se demostrase que-
tal tensor no existe, quedarfa entonces demostradn el principio de Saint-
Venant.

ol =




ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS
EMPLEANDO LA GELATINA COMO MEDIO DE DISPERSION

POR

DanieL JiminEz MADURGA

INTRODUCCGCGION

La naturaleza ofrece con profusién enorme, ejemplos de periodicidad
ritmica ; estos casos han llamado la atencién de los investigadores y hom-
bres de ciencia.

Los médicos, en la observacion atenta del organismo humano, percibie-
ron las distintas capas o estratos que presentan los “corpora amylacea” de
los sistemas nerviosos centrales, pulmén, préstata, cdlculos, tanto urina-
rios como biliares.

Los boténicos estudiaron la rica gama de configuraciones anulares y
radiadas que exhiben los vegetales.

Geodlogos y naturalistas los oolitos, las distintas coloraciones y veteados
del 4gata y la anhidrita de los yacimientos de sal Gema de Stassfurth.

Mdas aun: seres vivos como las hacterias del vinagre, las acetobacterias,
forman depésitos distanciados, cuando se les coloca bajo determinadas con-
diciones en un gel de silice. Seres vivos que en su misma nufricién y de-
sarrollo adoptan una formacién en capas de precipitacién periédica.

A pesar de su espectacularidad, no hubieran entrado estos fenémenos
en el campo de la investigacién con la intensidad y profundidad con que se
vienen desarrollando, de no haberse logrado reproducir en los Laborato-
rios con técnica perfecta.

Son varios los centenares de libros, articulos y notas publicados sobre
estas materias.

Merece destacarse entre todas las publicaciones, la revista “Kolloiden
Zeitschrift”, que ha dado cabida en sus paginas a todos los mejores espe-
cialistas en este tema. Sus directores y colaboradores han notificado, me-
diante oportunas recensiones y referencias, todo lo que se escribia en las
demés revistas, o se discutia en los coloquios y congresos acerca de las
precipitaciones periddicas.

Los investigadores alemanes, en los Laboratorios de Coleidoquimica,
son los que mds han escrito sobre esta especie particular de precipitado.
Existen también autores japoneses cuyos trabajos realizados principalmen-
te en los Laboratorios de Fisico-Quimica de Osaka, nos han llegado a tra-
vés de las traducciones inglesas o francesas.
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Otros muchos, en diversas nacionalidades, han contribuido al mejor co-
nocimiento de este interesante fenémeno.

Las fechas en que aparecen estas publicaciones van desde el afio 1892
hasta 1961".

El problema de las precipitaciones periédicas fue colocado en la 6rbita
de la investigacién. impulsado por Pringsheim’.

Comenz6 por emplear tubos en U llenos de gelatina. Por ambas ramas
del tubo en U hacia penetrar soluciones de diferentes sales que al entrar
en contacto reaccionaban determinando la formacién de un precipitado,
que lentamente iba creciendo en espesor. La direccién que tomaba el cre-
cimiento era de la solucién de sales de mayor peso molecular a las de
menor peso molecular.

Habia de transcurrir un afio completo, antes de que viese la luz ptblica
el primer estudio de E. Liesegang sobre un fenémeno que los cientificos
habian de vincular, préximamente, a su apallido®.

Fue el afio 1892 cuando se publicaron sus primeras experiencias. El
hecho de incorporar a la soluci6n de gelatina, una de las sales, puede con-
siderarse como una variante de gran importancia, ya que es aceptada ge-
neralmente por los autores.

Por estar incorporado, aunque no formando parte del mismo medio de
difusién, se llama electrolito interno a la solucién disuelta de antemano en
la gelatina. Después se adiciona la solucién de otra sal capaz de reaccionar
y dar un precipitado y toma el nombre de electrolito externo.

En un principio se utilizé como electrolito interno el cloruro sddico al
que se le iba adicionando nitrato de plata. Se ensayaron distintas concen-
fracciones y proporciones entre ambos, hasta lograr demostrar que la pro-
fundidad de difusién no dependia de la concentracién, sino de la naturale-
za de los electrolitos empleados.

Hasta aqui todo transcurre dentro de lo que podriamos llamar interpre-
tacién obvia de los fenémenos experimentales.

Natural parece que cuando una sal difunde a través de un medio que
contiene ofra con la que es capaz de formar un precipitado, se forme éste
de una manera continua, dando lugar a una zona de precipitado de mayor
o menor amplitud, pero de tal manera que no ofrezca solucién de conti-
nuidad.

Fsa extension gradual y uniforme se observa en muchos casos, sin em-
bargo, si colocamos sobre una ldmina de vidrio una delgada capa de gela-
tina en la que previamente se ha disuelto el dicromato potdsico, la gelatina
manipulada estd lo suficientemente fluida para poder esparcirse con per-
fecta uniformidad en toda la placa. A continuacién se anade una gota de
nitrato de plata concentrado. Dicha gota de nitrato de plata va extendién-
dose de tal manera, que al reaccionar con el dicromato potdsico forma y se
deposita un precipitado de cromato de plata. Pero este precipitado de cro-

1 Ostwald. Wi. Zs. physik Chmie 27, 265, 1892.

2 Pringsheim, N. Segiin ref. de Liesegang. Jahrl. f. Wis. Botanik. 1895.

3 Liesegang. R. E. Chemische Reaktionen in Gallerten. 1898.
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mato de plata no se ha formado de manera continua, sino que ofrece alter-
nancias espaciales, las cuales carecen de la sal producida por la reaccién.
Llegan asi a formarse numerosos anillos que resultan aproximadamen-
te circulares e incluso se consigue ohtener anillos circulares perfectos. Una
modificacién interesante consiste en colocar sobre la misma placa, con ge-
latina bien purificada, exenta de sales v dentro de un recipiente de elevado
contenido en humedad, sendas gotas a relativa distancia entre sf, una de

dicromato potdsico y otra de nitrato de plata.
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PARTE TEORICA

ANTECEDENTES HISTORICOS SOBRE PRECIPITADOS RITMICOS

Hace ya bastantes afios que dej6 de ser una curiosidad de Laboratorio
o una novedad la obtencién de precipitaciones ritmicas.

En la copiosa

bibliografia que hemos tenido a mano y en nuestro pro-

pio trabajo, hemos podido disponer de unas 125 sustancias diferentes, las
cuales presentaban ritmos definidos®.

No todas ellas aparecieron en medio gelatinoso; algunas han necesitado
medios como el agar-agar, o el gel de silice; en cambio otras no precisaron
tan siquiera medios gelatinosos’.

Alumanio:
Plata —

Arsénico —
Bario —
Cadmio —
Calcio —
Cerio:
Cromo —
Cobalto —

Cobre —
Estaiio —
Hierro —

lodo —

present6 ritmos en forma de silicatos e hidréxido.
oxido, cloruro, bromuro, ioduro, nitrato, sulfato, arse-
niato, fosfato, ‘pirofosfato, ferrocianuro, telurato, silicato
y ferricianuro.

en forma de sulfuro.

sulfato, oxalato y bicromato.

sulfuro y pirofosfato.

hidréxido, carbonato, fosfato.

hidréxido, acido cérico.

en forma de hidroxido.

sulturo, oxalato, cromato, ferrocianuro cobaltoso, ferro-
cianuro lufteocobaltico, terricianuro cobéaltico.

6xidos: cuproso y ectprico, ferrocianuro ciprico, iodu-
ro, fosfato, pirofosfato, arseniato, oxalato, carbonato,
cromato.

en forma metdlica.

carbonato, azul de Turnbull, hidréxido, fosfato, arse-
niato.

elemental.

Hidréxido de magnesio

Manganeso —
Mercurio —

Niquel —

4 Veil, S. Bull.

sulfuro, fosfato, pirofosfato, cromato.

en forma metdlica, cloruro basico, ferrocianuro, carbo-
nato, sulfuro oxalato.

en forma de sulfuro, ferricianuro.

Coc. Chim. France. 1950, 222.

5 Dreaper, Kollid. Z. 14-163, 1914. Ostwald. Wi. Kollid. Z. 40-144, 1926. Ghosh. J.

J. Indian Chem. Sc.

7, 509, 1930...
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Plomo — ioduro, iodato, hidréxido, bisulfato, cloruro, fluoruro,
bromuro, carbonato, sulturo, fosfato, oxalato, ferrocia-
nuro, cromato, arseniato, acetato.

Estroncio —  carbonato, oxalato.
Talio — ioduro y cromato.
Thorio —  ferrocianuro y oxalato.

Arseniato de wuranio

Zinc —  cromato, pirofosfato, cloruro. sulfuro.

Wolfrafato de zirconio

En el reino mineral, sobre todo, muchas reacciones de doble descom-
posicién conducen a precipitaciones ritmicas, con sélo situar las sustan-
cias reaccionantes en condiciones adecuadas.

Para lograr esas condiciones adecuadas favorables, se han empleado
técnicas diferentes, manteniendo principios comunes.

Liesegang, E., reducia su técnica a la preparacion de diversos medios
gelatinosos impregnados de dicromato potasico, ahadiendo después, sobre
la placa, una gota de nitrato de plata concentrado®.

Hatscheck” modific6 ligeramente esa técnica empleando como medio
de difusién la gelatina en la que iba dis uelto un electrolito interno, que
llenaba el tubo de ensayo sobre el cual se realizaba la experiencia. En la
parte superior se ponia la solucion del electrolito externo que reacciona.

Después de una labor prolongada se acumulé un acervo riquisimo de
materiales. No todos ellos tuvieron lugar en la gelatina, debiendo emplear-
se el agar-agar o el gel de silice. De estos tGltimos no nos ocuparemos y
y solamente haremos alguna alusién cuando lo creamos conveniente para
aclaracién de nuestro trabajo.

Existe una profunda divergencia en los sistemas empleados: distinto
nimero de precipitados, distinta periodicidad en el ritmo, lo mismo que
en los vacios interzonas. El comportamiento es tan distinto, que llega
hasta desaparecer la periodicidad.

Con el cromato de plomo se forman bandas si se trabaja en agar-agar,
pero no en la gelatina.

El cromato de plata, por el contrario, forma las bandas en la gelatina
y no en el agar-agar. :

Okayas® sumerge los tubos de ensayo (0 mds generalmente tubos capi-
lares) en un recipiente que contiene la solucién del electrolito externo ;
asi queda la parte inferior del tubo en contacto con la disolucién.

Ammon y Ammon’ emple6 en sus trabajos hidréxido magnésico. En
una serie de tubos de tamafio variado puso cloruro magnésico. La parte
superior del tubo estaba llena de amoniaco concentrado. No empleé placas

Liesegang, E., Z. f. Chemie und Ind der Kolloide. 1, 354, 1906.
Hastcheck, S., f. Chemie und Ind. der Kolloide. 2, 57, 1907.

8 Okaya, T., Proc. Physic. math. Soc. Japan, 19, 657, 1937.

9 Ammon. Kolloid. Z. 73, 204, 1935.
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para obtener anillos de hidréxido de magnesio en difusién superficial,
ya que no encontraba una adecuada solucién para mantener una concen-
tracion determinada de electrolito externo. La naturaleza del amoniaco
dificultaba el proceso de las placas. Para obtener resultados positivos.
otros autores sintieron la necesidad de anadir tubitos estrechos a las pla-
cas (que adoptan la forma de un recipiente prismatico) y llenarlos de
hidroxido aménico teniendo siempre en cuenta que fuese el tamafio lo
suficientemente grande para que permaneciese constante la concentracién.

Mlle. Suzanne Veil® aplic6 la corriente eléctrica. Sobre las placas pre-
paradas segun las habituales técnicas, colocaba unos electrodos de plata.
Penetraba una corriente de bajo potencial con preferencia de seis voltios.
Sus anillos adoptaban formas C(Uﬂ(‘[el“lQhCﬂQ aunque no llegaban a ser
elipses perfectas.

También Okaya, T." empled la corriente eléctrica trabajando sobre
tubhos estrechos. estudiando particularmente el influjo de la diferencia de
potencial en la formacién de precipitados.

La adicién de sustancias, bien al electrolito interno, bien al externo,
introdujo algunas pequefias modificaciones. Asi Serb-Serbina® establecié
dos categorias de cuerpos activos en orden a su actuacién en las precipta-
ciones ritmicas:

a) Los que se disuelven molecularmente, como son los alcoholes,
- aminas, fenoles.

b) Coloides hidréfilos protectores, como la saponina y demds. Aqué-
llos no modifican la forma cristalina del precipitado, aumentan el grado
de dispersién, retrasan la formaci6n de cristales, disminuyen la separa-
cién de los estratos. Los segundos, es decir, los coloides hidrdéfilos, modi-
fican la formacién de cristales.

Modernamente estos tltimos afios, investigadores de la Universidad
India de Allahbad, principalmente Behari, Mathur y Sathieshwar Gohosh®
han obtenido capas de precipitado de ritmo inverso o decreciente. Comien-
zan con una separacién interzonas que va disminuyendo hasta aparecer
numerosos precipitados, que practicamente no ofrecen solucién de conti-
nuidad.

TEORIA SOBRE LOS PRECIPITADOS RITMICOS

Cuando terminaba el siglo pasado y a menos de un lustro de distancia
del descubrimiento de las prempliacmneq periédicas Willhem Ostwald pro-

puso la teorfa que aun hoy se considera la mejor interpretacién de los
fendmenos explicados.

10 Veil S., G. R. 191, 611, 1930; 194, 454, 1932...

11 Okaya, T. 19, III, 1937. Proc. Physic. math. Soc. Japan.
12 Serb-Serbina, Kolloid. Z., 62, 79, 1933.

13 Mathur, B. y Ghosh, S., Kolloid. Z. 159, 143, 1958.
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ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS EMPLEANDO LA GELATINA...

Segiin Willhem Ostwald, con anterioridad a la formacién del precipi-
tado. tiene existencia el cromato de plata en estado de sobresaturaci6n™.
La precipitacién subsiguiente desponjando de dicromato potésico toda la
regién préxima al anillo, a ambos lados del mismo, obliga al nitrato de
plata, en su progresién a través de la gelatina, a recorrer cierta distancia

antes de encontrar nuevamente dicromato potdsico.

Fsta concepeién explica bien las lagunas de cromato de plata compren-

didas entre dos anillos consecutivos que reciben a veces el nombre de

zonas de silencio. El Cr O, Ag, no precipita, mientras no alcance y después
supere, el limite metaestable de solubilidad.

Una modificacién de esta teoria la propone Hedges. De modo més ge-
neral, y haciendo precisién del medio, habrd precipitacién siempre que
ésta exija peculiares condiciones para producirse, sobreviniendo cada vez
que alcance su valor critico con relacién a una de las sustancias que cons-
tituyen el sistema”. Cuando la concentracién de una de las sustancias de
una disolucion llega a alcanzar una situacion determinada, se forma en-
tonces el precipitado.

En soluciones coloidales, el aumento de la concentracién provoca, en
un momento dado, una coagulacién que hace posible la formacién de rit-
mos en los precipitados.

H. Bechold comprob6 que existe una serie de factores sin dependencia
de la sobresaturacién que actian juntos o separados en la formacién de
bandas. Como factores determinantes de la precipitacién ritmica se adu-
cen, la solubilidad parcial del CrO, Ag, en el NO,K™ la influencia de la
gelatina en las sales que entran en la combinacién.

Pretendi6 demostrar Stansfield que uno de los elementos de mds im-
portancia se debe a la concentracién de las sustancias empleadas.

En las experiencias basadas en el cromato de plata, pueden obtenerse
bandas, bien por difusién de una solucién concentrada de nitrato de plata
en una gelatina débilmente cromada, bien por difusién de una solucién
de dicromato potdsico en una gelatina con débil concentracién de nitrato
de plata. ‘

La separacién creciente de las bandas de precipitado la atribuye a la
dilucién progresiva de las soluciones, ya que una solucién concentrada
difunde con mayor rapidez que una diluida.

Bradford lo explica por la teorfa de adsorcién. Observé que desde la
formacién del primer precipitado hay un empobrecimiento de la sustan-
cia reaccionante contenida en la capa préxima de la gelatina. El liquido
exterior continda difundiéndose en la gelatina hasta que al volver a en-
confrar la sustancia reaccionante da un nuevo precipitado. La experiencia
demuestra que la distancia entre dos capas sucesivas de precipitado de-

14 7. Physik, Chemie 27, p. 265, 1892. Lehrbuch d. allgem. Chemie, Leipzig 2,
pégina 778, 1899. :

15 Hedges, El Kolloid. Zs, 52, 219, 1930.

16 Bechold, H. Zs, Physik. Chem. 52, p. 185, 1905.

17 Bioch, J., 10, p. 369, 1916; Kolloid Zs. 30, p. 364, 1922. Nature 128, p. 223,
1931.
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pende mds bien de la sustancia disuelta en la gelatina que de la disuelta
en el liquido superior.

Al operara con sustancias coloreadas se observa claramente el empo-
brecimiento i6nico al formarse precipitados con una soloracién sensible-
mente mas débil.

Miss Foster aplic6 la teoria de la difusién de ondas®; introdujo en su
experimentacién el i6n cluro logrando que se formaran anillos que apa-
recian y- desaparecia periédicamente, pudiendo adivinar otro sistema de
circulos concéntricos de diferente longitud de onda.

Wolfgang Ostwald atribuye el fenémeno de la periodicidad al juego de
tres diferentes ondas de difusién®. La primera engendrada por la gota que
difunde, el electrolito, en el caso mas generalmente estudiado, nitrato de
plata. La segunda formada por electrolito interno, es decir, dicromato po-
tasico. La tercera por fin, proviene del producto disuelto en el liquido de la
reaccién, a saber: nitrato potasico.

El juego de las tres ondas es capaz de producir interferencias que van
sefialando momentos y lugares de precipitacién. Sin embargo, como obser-
v6 Suzane Veil, en la precipitacion ritmica de algunos carbonatos no existe
mas que una sola onda, lo que hace imposible el fenémeno de in-
terferencias®.

Muchas, incluso creemos podria decirse de todas, de las reacciones tipi-
cas de precipitacién, se fundan en la ley de accién de masas, en las llama-
das reacciones limitadas.

Hinshelwood, al que también sigue Scott Blair”, no cree que exista un
limite metaestable, sino solamente una regi6n de concentracién donde la
precipitacién viene a ser muy probable. En la inmediata proximidad del
ordinario limite de solubilidad, la precipitacién aumenta muy rdpidamente
cuando nosotros alcanzamos cierta regién de concentracion.

Por eso ni siquiera reconoce come vdalida la férmula:

= T

y la gréafica con que representa el fenémeno se parece mas a las curvas
del tipo de probabilidad.

La idea de una regién metaestable podria ponerse de manifiesto en la
localizacién de las particulas del precipitado en concordancia, casi perfecta,
con la distribucién normal de la curva de Gauss.

Las micelas del gel pueden actuar como centros de cristalizacién para
la formacién de precipitados, exactamente como las particulas coloidales
de adecuado tamaifio, se ha comprobado que provocan la cristalizacién de
liquidos subenfriados. :

La teoria de la coagulacién sirve a Dhar y Chatterji para proponer su in-
terpretacién de los fendmenos ritmicos®. En general: sobresaturacién, difu-

18 Foster, Miss, Journal of Phys. Chem. 23, 645, 1919.

19 Ostwald Wo. Kolloid. Zs., 36, p. 380, 1925; 40, p. 144, 1926.

26 Veil, S. Ilidem.

21 Scott Blair, Phyl. Magazine 49, 90, 1925.

22  Dhar y Chatterji, A. C. Kolloid, Zs. 37, 2, 1925; 37, 89, 1925.
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sién, adsorcién, coagulacion, peptizacién, presién osmética, maduracién del
gel, tensién superficial, etc., tienen sus partidarios cuando se trata de obte-
ner una explicacion satisfactoria de las experiencias que nos ocupan.

A. Packter® pretendi6 demostrar que la proteccién (por adsorcién) de
un sol y la difusién, son factores importantes en la precipitacién ritmica
de medios gelatinosos. Aplicando los resultados obtenidos de su experimen-
tacién, se observa que no se cumple la ley de equilibrio:

MX + 2NH; — (M-2NHy)" + X=

demuestra que, cuando la reaccién cation-amién es mayor que 1,2 se obser-
va la floculacién.

Recientemente Gore da importancia fundamental al medio, a los geles
a través de los cuales va difundiendo el electrolito. Asi los geles tendrén
una funcién primordial regulando la difusién, previniendo la mezcla répi-
da de las sustancias reaccionantes, fijando o determinando el precipitado-
donde éste se forma, restringiendo la zona de los iones para llevar a un
minimo los factores que ocasionan la turbulencia®.

Weimarn afirma que pasan a través del estado coloidal durante el pro-
ceso de precipitacién y se sabe que cuando un precipitado coloidal se forma
al juntar soluciones de dos electrolitos reaccionantes, el precipitado se car-
gard positivamente cuando el electrolito reaccionante presente en exceso
sea el que proporcione el catién, y se cargard negativamente el electrolito
presente en exceso sea el que proporcione el anién®. Después de todo con-
cluye Gore que la formacién de precipitaciones ritmicas es un caso especial
de coagulacién periddica.

Finalmente, la formacion de bandas de tipo inverso, la han llegado a
explicar como consecuencia de la alta peptizabilidad de la materia precipi-
tante en un medio que tiene gel e iones que reaccionan. La variedad, no
agotada en nuestra enumeracién, de opiniones, los intentos sucesivos y
constantes hasta fecha muy reciente, indican bien a las claras que nos en-
contramos ante un fenémeno sumamente complejo, siendo numerosos los
factores puestos en juego y que suscitan vastos problemas en el terreno de
la Quimica-Fisica.

23 Packter, A., Kolloid, Zs. 142, 109, 1955.

24 Gore, V., Kolloid. Zs. 159, 135, 1958; 150, 27, 1958.

25 Veimarn, P. Zs. P. Chemie und Ind der Kolloide 8, 138, 1911.
factores puestos en juego y que suscitan vastos problemas en el terreno de
la Quimica-Fisica. ;
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ESTUDIOS MATEMATICOS DE LAS LEYES QUE RIGEN LOS PROCESOS

Las soluciones basadas en las teorias propuestas, no llegaban a satis-
facer plenamente y por eso se intentaron otras soluciones mediante f6rmu-
las de tipo empirico. Algunas de dichas formulas se acomodan mas o menos
a los hechos observados en la naturaleza y a los que cuidadosamente se han
logrado reproducir en los Laboratorios.

Paso a exponer esas soluciones matematicas no siguiendo el orden cro-
nolégico de su aparicién, sino agrupandolas conforme a las magnitudes que
intervienen. Posteriormente en nuestro estudio de la sistemadtica, aparecerd
‘con claridad nuestro modo de proceder.

R. E. Liesegang supone que los espacios recorridos por el frente de pre-
-cipitados forman una progresion aritmética.

Su idea podria expresarse:

S=dn—1) + s,

s = espacio recorrido por la enésima onda.
d = razon de la progresion formada.
n = mnumero del precipitado.

Si alguna duda podria caber en los precipitados de cromato de plata, no
‘existe ninguna cuando se opera con Mg(OH),.

Uln gran conjunto de autores, entre los que podemos citar: Wagner, C*;
Jablezynski, K*:; Roman and Romalah®; Mathur, B®, y K&hn®, admiten
que las distancias del origen a cada una de las bandas. son los términos
«de una pregresion geométrica de razén:

e
S,

K
Sn—l :

Tomando logaritmos se llega a una expresién:
In'S,—InfSy =k

Sn = S e","

La relacién pues. entre la distancia y el nimero de anillos, es una ecua-
¢16n de tipo exponencial.

26 Wagner, C. J. Colloid. Sc. 5, 85, 1950.

27 Jablezynski, K. Bull. Soc. Chem. France, 4, 33, 1952, 1923.
28 Raman and Ramalah, Proc. Indian Acad. Sc. 94, 455, 1939.
29 Mathur, B. and Lakshmanen. J. Kolloid. Sci. 15, 205, 1960.
30 Kohn und Mainzhansen. Kolloid. Z. 79, 316, 1937.
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Qin casi modificaciones aparece al relacion:

E en ella el valor de:
e
a="-@r+ ),

siendo » = un numero entero.

Los logartimos de las abscisas de los puntos de precipitacién son equi-
distantes. Al introducir en las férmulas otras variables como la concentra-

cién i6nica de la sustancia que difunde, por ejemplo, se observan algunas
modificaciones en las ecuaciones.

Haciendo constante la concentracion se vuelve a las mismas ecuaciones
de tipo exponencial.

Jablezynski expresa:

De ella podra deducirse:

e e

T, — 1Ty A—1

No se forma la progresién geométrica tomando como término de la
misma, la distancia al origen, sino que los términos son la diferencia entre
los radios (hablamos aqui de circulos en placa) de dos anillos consecutivos.

Fl nimero de orden de los anillos (el ordinal de la magnitud de contaje)
queda determinado de la siguiente manera:

A= e —
z = numero de orden

n.., = al ntimero de precipitados correspondientes a la distancia s + d.
n. = al ntimero de precipitados correspondientes a la distancia s.

Asi resultaria:
1 d
Zim D (1 i —-)
k S

Aunque algunas formaciones de tipo espiral, precipitaciones que se ase-
mejan al caparazén de ciertos molascos, inducen a admitir una funcién lo-
garitmica (como las expresadas antes) sin embargo las precipitaciones cir-
culares o las formaciones en capas ritmicas en los tubos sefialan que el
nimero de capas es una funcién de segundo grado con respecto al espaci
2 Asi admitimos como mds probable la férmula:

0.

s,1=su-{—)\n+—i—)k'n2

~

31 Baner, Kolloid. Z. 64, 181, 1933.
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que se dedujo del modo siguiente, segin la ley de Fick:

G e s ey,
: ot 0 s
donde: 3
u = concentracion del ion que difunde 3
t = tiempo de difusién =)
D = coeficiente de difusién

s = espacio recorrido

De la ecuacién anterior se deduce aproximadamente :

A s At 12
. ~ e o p = constante a
As, S g . S 1 I
s = It =& 713 2 + p
AFSS

= /'l v u; ,‘:‘J
R e L)

A s, nn—1) . nnm—1)n—2) ;
N gt 31 or

3
Siendo el nimero p muy pequeiio podemos despreciar las potencias ma-~ :
yores de p* y asi nos quedaria una ecuacién :

5= 5 (1 +np + n(n_—i)pg)
2 :
0] S ";
sn=so+so(1—~}2—)pn+—:;—n2p2 ¥

Como

£

sy = constante

S
(] = ——2~) p = constante ; —93— p* = constante,

~

y llamando a cada una de dichas constantes:

1
Sy 52l e e,

quedard la ecuacién potencial :

1
S — ol }\’n.+—9—)\ n’

~

Més adelante quedard justificada esta nomenclatura.
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RELACION ESPACIO-TIEMPO

La ecuacion de Morse y Pierce, ya citada, ha sido aceptada por la ma-
yorfa de los investigadores que han tratado de formular, mediante ecua-
' ciones matematicas, los fenémenos de las precipitaciones ritmicas.

Para la formacién de las bandas de CrO,Ag; en los tubos, la expresaron
de la siguiente manera:

5

siendo los respectivos valores :

S = espacio recorrido por la onda desde el origen hasta
la formacién de la correspondiente capa en él.
t = tiempo.

La formacion que adoptan los precipitados como un paquete de ondas

que avanzan siguiendo un ritmo determinado, sugirié la idea de aplicar la
teoria de De Broglie con su ecuacién de ondas:

h

donde :

m = la masa de la particula que se mueve
v = la velocidad media

A = longitud de onda

h = la constante de Planck.

Asimilan el proceso de las precipitaciones ritmicas, a un movimiento
ondulatorio, lo que equivaldria a asegurar que se trata de una versién ma-

croscopica del mundo de las magnitudes infinitamente pequenas, dentro
de las cuales se mueven los autores de la mecdnica ondulatoria.

Asi recientemente Schaaffs® escribe la férmula:

2

a
8 M A = h N,

Por otra parte, como

Saas e _
Siws e Y HRIIES; s

cabe identificar ambas férmulas®.

32 Schaaffs. W, Kolloid. Z., 161, 115, 1958

A




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Siendo n el valor medio del nimero de capas y traténdose de un mismo:
electrolito :

1 © a;
—_— \ ¢ 1Y !
7 = o Ar i

i=1

2

= h N,

La relacién existente entre el espacio recorrido y la longitud de onda se
considera constante.

Después de diferenciar la ecuaciéon:

§ = BT
s A st h s
Np =N =
Dl el m
Como son constantes
2 i h
—— vy también —;
[} < m
resulta la relacién:
S
—— = constante.

A

Al estudiar el fenémeno en su forma mas general, incluyendo tubos y
placas, puede tratarse de la difusién en una o dos direcciones, lo que nos
conduce a una aparente diferencia en la formulacién.

Asi Jablezynski aduce algunas ecuaciones que merecen una previa
aclaracién®.

Midiendo la caida de concentracién por

a lo largo de un espacio determinado y teniendo en cuenta que esa misma
caida va disminuyendo a medida que aumente el espacio, se llega, despubs
a mtfegrar a:

5 2

S 3
=2kD (/},
l
o también segin otra expresion a:
S — S 5
— =i
t,— 1t

Serfa erréneo interpretar la ecuacién anterior como la diferencia de dos
areas (corona circular) dividida por la diferencia de tiempos, cuando se
quiere sefialar inicamente al relacién de cuadrados de dos longitudes toma-
das segtin una direccién determinada. '

33 Jablezynski, Kolloid. Z. ibidem.
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Si el electrolito difundiese en dos direcciones, variarian las ecuaciones:
anteriores.
Siendo:
O —ind
y significando:
r = radio
d = espesor

dim e KD 2t Rodidie
B = 2xrd dr
dic 4,0,"
dnr A R
Como :
dr 1
= ORI IR Ch
dt G M
Integrando : —ﬂ alip = { — 2 KEDRC dir
: JR, R, :
s Ol e 2R

= ; =—06kDC,R,

quedando definitiva:
(e e Sl (=)

- —K
tn. = [’1 :

Como sale fuera de nuestro estudio, ya que nos reducimos al avance del
frente de precipitados en una sola direcci6n, nos contentamos con hacer la
observacién que precede.

Aunque de forma diferente llegan Eversole y Daugthey a la misma re-
lacién espacio tiempo®.
donde :

m s? m s? Mg

7
3 S T i s
My = 4Dt’1n My Do 4thl7n

m, = la concentracion molar del electrolito externo que difunde.

m = La concentracion molar del mismo electrolito después de penetrar en
el gel impregnado de iones que intervendrdn en la formacién de pre-
cipitado, cuando ha recorrido el

s = espacio en el
= tiempo.

Il

...
I

34 Eversole y Daugthey. J. Physic. Chim. 39, 289, 1935.
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LA RELACION TIEMPO-NUMERO DE PRECIPITADOS

Es una relacién apenas estudiada quizd por la notable dificultad del
<dlculo del tiempo, no pudiendo apoyarse de antemano en las ecuaciones
-de la mecdnica ondulatoria.

Sin embargo, mediante similares raciocinios a los anteriormente ex-
puestos, podemos escribir:

tn

=K
tn—l

oy (=il ot = Tl K

In'ti=—tnt. — K

Int, —Int = nK,
de donde:

s = (A

De manera parecida siendo:
k 2
1
Intt—2 (———) et In T,

tl — IX‘; (,411'31&

Por comparacién entre las relaciones espacio-tiempo y tiempo-ntimero
de bandas. quedaria:

t = k e?}m

El japonés Okaya® considerando como constante la energia de preci-
pitacién, por lo menos dentro de un mismo sistema. establece una férmu-
la de tipo potencial. cuya deduccién veremos mds tarde

LP=Kn0—Gn +JInd + n* kn)

EL RITMO DE LOS PRECIPITADOS

La aparici6n de bandas en los tubos de ensayo o anillos en las placas
Y tubos, es fenémeno intermitente.

Fenémenos intermitentes nos rodean por todas partes. Estos fenéme-
nos intermitentes pueden clasificarse en ritmicos y arritmicos. Los pri-
meros son aquellos que sistematicamente vuelven a repetirse en tiempos
iguales: un pulso normal, un reloj que marcha bien... En este sentido
no son ritmicas las precipitaciones que estudiamos. Quizd el nombre de

35 Okaya. I, Sur les anneaux de Liesegang. Proc. Phic. Math. Soc. Jap. 17, III,
1, 1937.
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cadencia estaria mds en consonancia con los hechos que nos ocupan, o
simplemente periodicidad, ya que tinicamente sefalamos en las precipita-
ciones unas leyes en las que interviene el tiempo. Por tanto, decir preci-
pitaciones ritmicas equivale a decir que son funcién del tiempo.

Ostwald descubrié una curiosa periodicidad en el tiempo: el ataque
del cromo por el acido cloridrico, y més curiosos atin son los fenémenos
que se verifican al oxidar el mercurio con agua oxigenada o &cido nitrico
y dan lugar al conocido y célebre experimento del corazén artificial.

No es éste el aspecto mdas importante, ni el que més nos interesa en
nuestro trabajo.

Al decir ritmico o periédico queremos significar, aqui, algo también
espacial. Debemos advertir la existencia de una relacién de tipo geomé-
trico entre las distancias de los anillos y ondas. Ritmo por tanto, no so6lo
temporal, sino espacial.

El ritmo que siguen los precipitados si lo relaciondramos con el espa-
cio se mediria en ondas, y si lo relacionamos con el tiempo se medirfa en
ciclos. Hay, por consiguiente, cuatro direcciones a considerar, y son:

numero de ondas
longitud
2) Su inversa, que recibe el nombre de longitud de onda.

1) Concentracién de ondas, que equivale a

numero de ciclos
tiempo

3)

tiempo

4) Su inversa: = = 3
numero de ciclos

Bien entendido, en todo caso, que las palabras “nimero de ondas”,
“ntimero de ciclos”, no significan numeros abstractos, sino magnitudes
de contaje que ellos representan.

Entre las precipitaciones ritmicas podemos distinguir:

Arborescentes

Radiales
planas

Onduladas ............... esff’*'mcas
espirales
helicoidales.

Nosotros nos ocupamos de las onduladas planas. En la parte experi-
mental hemos procurado evitar las poliperiodicidades, multiples anillos
y bandas formadas por sustancias quimicas diferentes o, por lo menos.
no iguales cristalograficamente.

De no someter los reactivos a condiciones particulares, se verifica muy
a menudo una coexistencia de fases diferentes. Quizd esto haya enmasca-
rado la aparicién de las leyes del movimiento de ondas o las estructuras
anulares de los precipitados.
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MAGNITUDES QUE INTERVIENEN
EN LAS PRECIPITACIONES RITMICAS

Al tralar de sistematizar los estudios referentes a las precipitaciones
periddicas, nos encontramos con que vienen apareciendo tres magnitudes:

espacio
tiempo
nimero de anillos o bandas de precipitacién.

Ordenadamente hemos ido agrupando las ecuaciones que las relacio-
nan. Para que el estudio tenga la debida profundidad de contenido y sus
bases sean sélidas, tengo por necesario analizar previamente dichas mag-
nitudes.

Siguiendo las ideas expresadas por el Dr. Palacios en el II Congreso
de Aproximacién filos6fico-cientifica, celebrado en Zaragoza en noviem-
bre de 1958, hay que dejar bien aclarados los conceptos, simbolos, magni-
tudes que intervienen al pretender interpretar los primeros fenémenos fi-
sicos. La ciencia opera con magnitudes susceptibles de medida; las demds
magnitudes escapan a las consideraciones de los fisico-quimicos y caen
dentro del campo de la pura filosofia.

“Parece natural” que para saber de qué se trata se empezara por dar
de ellas una definicién y cuando esto no fuera posible, dar una descrip-
cién de los rasgos caracteristicos, de tal modo que supiéramos conocer
cada magnitud siempre que topdsemos con ella, ademas de formar un
concepto o idea de la misma. Pero la tendencia de todos los fisicosquimi-
cos basada en los principios de la llamada Filosofia operacional o légica:
positivista, consiste en proscribir tales definiciones, como cosa vitupera-
ble por su caracter metafisico.

Sin entrar en la discusién de los puntos particulares afirmativos, me

complace ver expuestas unas ideas afirmativas en mis estudios anteriores
de filosofia.

Tiemro

El concepto de tiempo va incluido generalmente en la idea que se tiene
de lo ritmico y periédico. La medida de la magnitud tiempo es algo esen-
cial cuando se trata del estudio de algin fenémeno periédico. Por esto se
explica la presencia de dicha magnitud en las ecuaciones que pretenden
interpretar estos fenémenos de precipitaci6n.

El tiempo es una magnitud continua y escalar unidimensional. Por ser
magnitud continua su valoracién tiene que realizarse mediante clasifica-
cién. Para medir una determinada cantidad de tiempo establecemos arbi-
trariamente una unidad, por ejemplo el segundo, el minuto, el dia..., con:
lo cual apreciamos las diferentes porciones en que puede dividirse. Una
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vez diferenciadas esas porciones, podemos contarlas como si tratase de
una magnitud discreta.

La formacién de anillos en las placas o capas en los tubos de ensayo
presupone una duracién, un tiempo durante el cual se han estado for-
mando.

Las mismas evoluciones de los iones que avanzan en presencia de los
otros iones antes de reaccionar y cuando reaccionan, constituye el tiempo
intrinseco propio del fenémeno que vamos estudiando.

No tratamos de este tiempo. Este es algo objetivo y real independiente
de nuestra manera de concebir y expresar. No entra en el campo de nues-
tro estudio ni sirve para la formulacién matemdtica de los fenémenos.

El tiempo que vamos rppresen’rando por ¢t en las férmulas y que luego
volveremos a precisar, expresién de los hechos, se sale fuera de la reall-
dad, aunque nos hayamos fundado en ella, para conocerlo y expresarlo.
De otra manera considero imposible una interpretacién fisico-quimica de
la realidad investigada.

Dentro de la Fisico-Quimica observamos conceptos diferentes de tiem-
po, va que nuestro conocimiento de los hechos de la naturaleza, va modi-
ficAndose.

La mecanica clasica, la ondulatoria, la cudntica, la relativista, etc. ...,
todas ellas tienen un concepto peculiar de tiempo, con su significado pro-
pio v no enteramente conforme con los demds conceptos. Como el con-
cen’ro se funda en la realidad (y no es la misma realidad objetiva e inva-
riable) ha ido modificindose nuestro conocimiento a medida que avanza
nuestra interpretacién de la naturaleza.

Fl tiempo es una magnitud escalar monodimensional. Necesitamos por
consiguiente, para valorar el tiempo, una escala que ordene los distintos
valores del tiempo. Esta es la escala de referencia ; por otra parte es tinica
y vendrd identificada con la del mismo sistema constituido por los diver-
sos casos del problema.

Siendo el tiempo una magnitud escalar hay que distinguir (como en
toda magnitud de este tipo) el ordinal y el cardinal.

El ordinal que dice relacién con la posicién en la magnitud del tiem-
po, nos sefiala el cudndo de la verificacién del fenémeno. En nuestro caso
el momento preciso de la verificacién del fenémeno, la formacién de la
banda refiriéndose a un tiempo anterior y otro posterior. Nos seiala el
cuindo del tiempo, instante en que aparece el precipitado, instante en
que comienza nuestra valoracién, nos falta un nombre adecuado y propio.

El momento en que se pone en contacto el amonfaco con la sal de mag-
nesio y el hecho de la aparicion de las capas, nos da el ordinal de la mag-
nitud tiempo. Asi como para el espacio se sefialaron dos categorfas: el
ub? y el situs, extensiéon y situacién, cardinal y ordinal, aqui echamos
de menos expresiones diferentes que coloquen al cardinal y al ordinal
tiempo donde les pueda corresponder.

El tiempo que transcurre entre la formacién de la capa n, y n; queda-
T4 determinado si conocemos los dos ordinales:

ly y tp

= Efres
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La diferencia entre los dos ordinales iz — ¢, nos dard el cardinal del
tiempo. Por eso, generalmente, preferimos expresar las ecuaciones por la
diferencia de ordinales para, de esa manera, conseguir un mayor grado
de generalizacion.

Fn las férmulas anamdérficas, uno de los hitos temporales quedard so-

breentendido por las hipétesis del problema. Asi evitaremos en lo posible
su ambigiiedad.

Espacio

El espacio tal como debemos considerarlo en Fisico-Quimica, es una
magnitud continua poliescalar y, por tanto, requiere para su definicién
varios numeros escalares homogéneos. Como magnitud escalar distingui-
mos en ella dos determinaciones: la cardinal y la ordinal. En el espacio
la cardinal es la exensién y la ordinal es el emplazamiento o localizaci6n.

Los filésofos, ya de antiguo preocupamos con el concepto del espacio,
habfan sefialado el situs que equivale a la extensién y el ubi que podria
traducirse por la localizacién o emplazamiento. En particular nosotros da-
remos el nombre de espacio, a la extensién, a la determinacién cardinal
del escalar espacio.

Aunque nuestro estudio en su parte experimental, se realiza en planos
y tubos de ensayo, o de didmetro mds red ucido, es decir, superficies y
vohimenes, con todo, el espacio que consideramos es el de una sola di-
mension.

Si se tratase de superficies circulares o esferas se trataria de las longi-
tudes en direccion de uno cualquiera de sus radios.

Las demds observaciones hechas sobre la magnitud tiempo, podrian
repetirse respecto de la magnitud espacio.

MAGNITUD DE CONTAIJE

A medida que van apareciendo los anillos o capas de hidréxido de mag-
nesio, nosotros podremos o habremos de tener en cuenta: espacio recorri-
do, nimero de anillos formados que constituyen las magnitudes a que nos
hemos referido. Al ntimero de anillos aparecidos no se le suele considerar
como una magnitud especial o propia. Por nuestra parte y en este estudio
si que lo consideramos como magnitud, puesto que creemos que se halla
dentro de un concepto general de magnitud (todo aquello que admite dife-
rentes casos) de contaje. Para toda magnitud que en realidad constituya
una magnitud de contaje, siguiendo las orientaciones del Dr. Galvez, le
llamaremos nuja.

En el espacio y en el tiempo hemos tenido necesidad de sefialar arbitra-
riamente las unidades de medida: kilémetro, hora, centimetro, segundo...
En cambio en las ondas materiales, magnitud nuja, forman una magnitud
discreta en las que nos viene sefialada de manera natural, la unidad: onda.

SO
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El nimero de ondas materiales existentes en el proceso, sefialardn el
valor de dicha magnitud.

Recientemente al aplicar la ecuacién de De Broglie al problema de las
precipitaciones ritmicas, nos encontramos con la siguiente expresién ma-
tematica del fenémeno:

8 M “T N
en ella:

M = peso molecular.

a = la distancia contada desde el origen de los precipitados.
t = el tiempo que tardan en formarse.

N, = el numero de Loschmid.

h = la constante de accion de Max Planck.

Pues bien, aplicando el andlisis dimensional y prescindiendo de la uni-
dad de contaje, nos encontrariamos con que habria que afirmar la identidad
entre: peso molecular y masa. En efecto, puesto que 8 y N, son niimeros
abstractos, quedaria peso molecular:

Peso molecular L* T7' = L* T-* TM ; peso molecular = masa.

Esta necesidad de la magnitud de contaje la vemos nosotros implicita-
mente aceptada en el énfasis puesto al tratar de encontrar una nueva defi-
nicién de mol.

Shin Lee de la Universidad de Yale, intenta redefinir el mol como “a
unit of number equal to Awogadro’s number”. Definicién que puede aplicar
se tanto a especies quimicas como fisicas.

El mol segtin la definicién antedicha, es una palabra semejante a cente-
na y millén que son unidades de puros nimeros. A la definicién dada por
Guggenheim, E. A. “cantidad de sustancia que contiene el mismo nidmero
de moléculas que dtomos hay en 12 gramos de “C”, se le pone el reparo
de expresar “cantidad de sustancia” en contraposicién a “an abstract

number”?.

La magnitud de contaje que introducimos en nuestro estudio, no es el
de nimero de ondas, ya que el de nimero de ondas es la medida de dicha
magnitud. Tampoco son las ondas materiales, puesto que las ondas mate-
riales no son sino el sujeto que posee dicha magnitud. Ni siquiera es la
cantidad de ondas que podrian ser medidas por volumen, peso, etc. La
magnitud contaje, viene a ser el fundamento que nos permite comparar las
ondas existentes con una onda, unidad natural de dicha magnitud.

37 “J. of Chemical Education”, 38, 549-556, 1961 ; 38. 86-87, 1961.
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MAGNITUDES DE RELACION

Quedaria deficiente nuestra exposicién si nos contentdsemos con sena-
lar Unicamente las tres extensidades, tres magnitudes que de por si no
dicen relacién unas con otras, y pueden entenderse como independientes
entre si.

Existen seis magnitudes de relacién que deben estudiarse antes de en-
trar en la comprension del fenémeno.

T.a relacién:

Espacio :
———— = Velocidad .
Tiempo

La trinidad ontolégica, dos magnitudes relacionadas por otra relacionan-
te, en nuestro caso espacio y hempo que se relacionan por medio de la
velocidad. Pudiera considerarse su inversa y tendriamos la lentitud que
igualmente puede relacionarse asi:

—,}—::.iw = Lentitud
Tiempo

Comparando el tiempo con el nimero de odas, tendremos el periodo de
onda, que podria definirse como el tiempo empleado en una longitud de
onda:

Tiempo

Nimero de ondas
La relacion inversa:
Namero de ondas
Tiempo

serda la frecuencia de ondas, es decir, el nimero de ondas producidas en el
movimiento por cada segundo unidad de tiempo.
El esapcio y el nimero de bandas vendrd relacionado por otras dos mag-
nitudes:
Espacio

Numero de ondas

es decir, el espacio recorrido por una onda vendria a ser la longitud de
onda. Su inversa es una magnitud que tiene mds dificil expresién ; noso-
tros la llamamos “espesura de onda” o “frondosidad” :

Numero de ondas
Espacio

El niimero de ondas en la unidad de longitud, es decir, la densidad de
ondas. Evitemos este nombre por venir Oeneralmente hrrado a la masa
y por eso hemos preferido el de espesura de onda.
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VELOCGCIDAD

Cuando pretendimos analizar la naturaleza del movimiento si es apresu-
rado o retrasado, acudimos al valor de la constante retrasacién que hemos
designado por p.

Tomamos la férmula que nos da el retrasamiento en funcién de lentitu-
des y tiempos (4)

Fl tiempo lo consideramos en todo momento en escala progresiva y no
recesiva, por tanto siempre se rtatard de un valor positivo para el tiempo.
Verificamos los valores o mediante el andlisis de la f6rmula con la condicién
sefialada

Gl

por tanto el denominador es positivo en cualquier hipotesis.

| vo| > | v,| de donde ‘ ‘
numerador negativo por lo tanto o < 0, se trata de un movimiento de len-
titud uniformemente acelerado con relacién al espacio. Como el valor abso-
luto de la velocidad va aumentando con el tiempo, se dice que el movimien-
to tiene retrasacién negativa.

I
< —
Vs v,

Sio | v,

1 | }'

< | v | de donde ’—uﬁ‘ = I"-v—“gel numerador es pos
2 1 1 |

itivo :

o= 0O

Como la velocidad va disminuyendo en valor absoluto a medida que
avanza el tiempo, nos encontramos ante un movimiento de lentitud unifor-
memente retrasado con relacién al espacio; su retrasacién es positiva.

Interesa también determinar la velocidad en funcién de las distintas
-constantes que ordenan y clasifican los movimientos uniformemente varia-
«dos. En el proceso de la precipitaciéon ritmica de Mg (OH), en medio de ge-
latina, para el movimiento de lentitud uniformemente variada con relacién
al espacio, hallaremos la expresién de la velocidad como funcién de la cons-
tante de retrasacién.

Expresadas las velocidades en los distintos movimientos uniformemente
variados, quedara:

d -
a = dlu de donde v =9, + at
iy dudl o an
ST o dtds b,

= e
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de donde
d v
== —adit Inv=2qat + ¢
) i
Inop,_. =C NSy ==t [
de donde "
ln ()} |
=5« de dondestof—in S ezt -
vt:o it r
dov? ]
= T =t 02, + Tt
1
v =— ——
Ursde il
d vt d vt a0V ;
0 = — 2 0 = = V-
; ds : dt dt
1
e

W RN

En el dlfimo caso que nos ocupa a mnosotros, el doble signo de la raiz
indica los dos posibles valores de la velocidad como representacién de los
dos fenémenos interpretados por esta férmula. Asi en la precipitacion de
ritmo creciente y decreciente la lentitud es directamente proporcional a la
raiz cuadrada del tiempo.

Estas férmulas que nos expresan las magnitudes espacio-tiempo y la
magnitud relacionante lentitud, con la mayor amplitud, admite ciertas con-
diciones que nos dan las ecuaciones anamorficas de gran utilidad practicas.
Por el cardcter empirico con que se han estudiado, se procurd$ simplemen-
te presentarlas sin buscar sus relaciones fundamentales y posibles conexio-
nes en orden a interpretar la naturaleza del fenémeno.

Casos extremos de lentitud son:

v =0 y I = &3
De la férmula general quedaria :
1
by—ty = v;7" (5, —8,) + 5 P (85 — 8.
el (5=

- 2
que coincide con la s = k &/  expresada por algunos autores. '
En el segundo de los casos, al considerar |
v =00 eltiempo f,—f = 0 '
es decir. se nos sefiala un tiempo infinito para que las ondas materiales en i
su movimiento de avance alcancen una distancia determinada. Solamente
asi llegamos a dar una explicacién satisfactoria al problema que presenta-
ron estos ritmos decrecientes encontrados en los dltimos afios.

—En e
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TIPOS DE MOVIMIENTOS UNIFORMEMENTE VARIADOS

Los fenémenos de precipitacién de Mg (OH), que observamos tanto en
laminas de vidrio o placas como en tubos de ensayo o de didmetro reducido,
aun capilar, nos hace pensar en un campo ondulatorio con un ritmo o ca-
dencia determinada, presentando un movimiento progresivo, teniendo en
unos casos un limite espacial definido y en otros casos no alcanzando la
formaci6n de un anillo una longitud determinada. El movimiento i6nico
que avanza, iones oxidrilo que se desplazan a través de gelatinas enrique-
cidas con sales magnésicas, determinan una serie de problemas de interés.
en Quimica.

Quienes intervinieron en un estudio matematico y cuantitativo del fe-
nomeno recurrieron, como antes expuse, a las ecuaciones de la mecdnica
ondulatoria de Broglie y de Schrodinger.

F1 estudio se hizo generalmente en sales de plata, de ordinario cromatos:
que producen gran nimero de anillos. Nosotros hemos preferido trabajar-
con sales magnésicas, acetatos mejor que cloruros, segun indicamos en la
parte préctica. Acetato o cloruro de Magnesio formaban a menudo el elec--
trolito interno y el externo ha sido el NH,0H.

Nuestra idea primordial ha sido conseguir una sistematizacién de leyes.
empiricas que rigen la formacién de las precipitaciones periédicas, puesto
que comprobamos que el desplazamiento idnico obedece a una ley de movi--
miento uniformemente variado de un tipo caracteristico.

La regularidad con que se suceden los precipitados y la cadencia espa--
cial claramente percibida nos hicieron pensar en un movimiento de propa-
gacion uniformemente variado. Con todo se nos ofrecia una dificultad que-
era el no ver cémo encajaba en los movimientos que tradicionalmente es--
tudian los fisicos.

Los movimientos se clasifican en los textos de Fisica por la relacién que-
guarda su velocidad con el tiempo. Clasificacién a todas luces incompleta,
ya que hace caso omiso de las posibles relaciones entre los inerementos de-
velocidad con los del espacio, pues como antes advertimos son tres las mag-
nitudes que intervienen en todo movimiento. Mds aun, en el mismo movi-.
miento debemos tener en cuenta otra magnitud, a saber: la inversa de la
velocidad o lentitud capaz, a su vez, de caracterizar un movimiento.

Asi podemos establecer movimiento uniformemente variado con relacién
al tiempo. Viene caracterizado por ser constante la derivada de la velocidad
con respecto al tiempo y recibe el nombre de aceleracion:

dv
a = ——— = constante.
dt

En el movimiento uniformemente variado con relacién al espacio es:
constante la derivada de la velocidad con relacion al espacio y recibe el
nombre de apresuracion :

0)
— = constante = «
S

e




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Fxisten ademés otros movimientos uniformemente variados, y son aque-
llos en que la lentitud o inversa de la velocidad varia con la relacién a las
-otras dos magnitudes consideradas, espacio y tiempo.

Asf hay un movimiento de lentitud uniformemente variado con respecto
al tiempo, cuando permanece constante la derivada de la lentitud con res-
pecto al tiempo:

d v
r = ———— = constante
di

En el movimiento de lentitud uniformemente variado con respecto al es-
pacio permanece constante la derivada de la lentitud con respecto al espa-
¢io, y la llamaremos retrasacién :

dv™
ds

= constante = o

Estos movimientos se forman de manera diferente que los dos anteriores
Yy no deben confundirse con los de aceleracién y apresuracién negativa.

Nuestra interpretacién sistemdtica-de las precipitaciones periddicas tie-
ne presente estas consideraciones y por eso establecemos la marcha de las
ondas materiales como un caso de movimiento de lentitud uniformemente
variado con relacién al espacio. Todo movimiento si ha de ser uniforme-
mente variado ha de suponer constante una de ellas cuatro magnitudes an-
tes expresadas.

Tradicionalmente se viene hablando en los movimientos uniformemente
variados. de uno acelerado y de otro retardado. Segin lo que veniamos di-
-ciendo seria mds correcto hablar de movimientos apresurados y retrasados
-abarcando asi la posibilidad completa de casos. Si la velocidad y la acele-
raci6n tienen el mismo signo, nos hallamos ante un movimiento apresura-
‘do; si lo tienen contrario el movimiento es retrasado.

Los movimientos uniformemente variados con respecto al tiempo (velo-
«cidad lo mismo que lentitud) presentan en un solo movimiento dos fases di-
ferentes, una retrasativa y otra apresurativa. No son dos movimientos, sino
uno solo que tiene dos fases diferentes.

Consideremos por ejemplo el caso del mévil lanzado en tiro oblicuo. To-
mando todo el movimiento en su conjunto subida-bajada verfamos que for-
man un solo movimiento uniformemente variado, ya que la aceleraci6n
permanece invariable, determinada en valor absoluto y signo. El sentido
positivo o negativo, no dependen de otra casa sino del sistema de ejes refe-
renciales. El signo de la aceleracién es por consiguiente arbitrario, ya que
-en todo momento dice relacién a los ejes coordenados.

La retrasacién y la apresuracién no son funcién de los ejes. Esta es po-
‘sitiva si el valor absoluto de la velocidad aumenta con el tiempo empleado
-en el movimiento. La retrasaci6n es positiva si el valor absoluto de la velo-
'cidad disminuye con el tiempo empleado. La retrasacién es positiva, si el
valor absoluto de la velocidad aumenta con el tiempo empleado en el movi-
miento. La refrasacién es positiva si el valor absoluto de la velocidad dis-
‘minuye con el tiempo empleado. La retrasacién serd negativa si el valor
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absoluto de la velocidad aumenta al aumentar el tiempo. Siempre conside-

ramos al tiempo positivo.
Més adelante quedardn aclarados estos conceptos al examinar las férmu-
las que proponemos. Dejamos esto para més adelante a fin de evitar repe-

L.UADRO RESUMEN DE LOS MOVIMIENTOS UNIFORMEMENTE VARIADOS

1.° Cuando la velocidad varia uniformemente con respecto al tiempo:

dv
a = ——— = constante.
dt
=) retrasativa
Tiene dos fases: :
apresurativa

2.° Cuando la velocidad varia uniformemente con respecto al espacio:

dv
Gl s = constante o, > 0: apresurado (R)
S
dv
@ =g = constante @ < 0: retrasado. (3)
S
3.° Cuando la lentitud varia uniformemente con respecto al tiempo:
dv?
——— = constante. 4
= constante (4)
Tiene dos fases: { retrasatw‘a
apresurativa

4° Cuando la lentitud varfa uniformemente con respecto al espacio:

do?

o1 = s = constante ; 01 > 0: retrasado (5)
dv? :

02 = T = constante ; 02 < 0: &pI‘GSUI‘&dO (6)

Los movimientos resefiados en los lugares 5.° y 6.°, son los que tienen
aplicacién en los fenémenos de precipitaciones periddicas.

(ireemos que tanto el 5.° como el 6.°, siempre que p permanezca CONs-
tante, interpretan el avance de ondas materiales que forman las capas rit-
micas de precipitado.

Hemos propugnado una sistematizacién, con el objeto de conseguir un
conocimiento mds profundo del fenémeno que- veniamos estudiando. Esta
sistematizacién, en su segunda parte exige una coordinacién o sintesis de
las diversas magnitudes que intervienen. Quedaron analizadas, en capitulos
anteriores, las tres extensidades: espacio, tiempo y nidmero de anillos o
bandas. Como magnitudes extensivas que son pueden medirse directamente
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sin tener que relacionarlas con otros. Su expresién es directa y no mediante
un cociente indicado.

Los simbolos que utilizamos para las intensidades de primer grado son:
BRI
Vi syl
Relacionadas a su vez estas intensidades de primer grado, se obtienen

doce de segundo grado. El niimero doce es el nimero de combinaciones bi-
narias de seis elementos.

De estas intensidades de segundo orden, cuatro dan lugar a los movi-
mientos que quedaron descritos en las paginas anteriores:

a =

bl

Godedur d L 00
dt z

T L) ==
ds dt B ds

Hay otras cuatro intensidades de segundo grado que dan lugar no a
movimientos, sino a estructuras:

dy dn gl

dissd a s dn

Estas dltimas intensidades no han recibido ningin nombre particular.

Por fin, establecemos otras cuatro intensidades de segundo grado que
relacionan el tiempo y el nimero de anillos. Tampoco éstas han recibido.
ningin nombre particular.

dﬁ_ E En_ dmn

A0 = o e e =

d ¢
dn i n dd~— dit

De las 12 intensidades de segundo grado solamente hacemos uso de dos
de ellas en nuestro estudio, a saber: retrasacién y derivada de la longitud
de onda con respecto al espacio.

La constancia de estas dos magnitudes nos sirven de fundamento para
establecer las férmulas matemédticas a las que, con suficiente aproximacién,
obedecen los fenémenos de precipitacién ritmica.

LA DIFUSICN EN LAS PRECIPITACIONES RITMICAS

Clomo constante en casi todos los intentos de interpretacién de los fe=
némenos de precipitacién ritmica, se mantiene la opinién de que no son
otra cosa que fenémenos producidos por la difusion.

Tones que van penetrando en un medio gelatinoso y aun carente de
geles, que van difundiendo hasta ponerse en contacto®.

38 Weimarn, P. Kolloid. Z. 37, 78, 1925.
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No se demuestra cémo es influenciada la difusién por la presencia de
impurezas, que son importantes en la formacién de estructuras en la gela-
tina, y otros geles o cémo ayuda la difusién a dar diferentes coloraciones
y tonalidades a las bandas.

Los iones existentes en cada volumen elemental de la disolucién, se
hallan animados con la misma velocidad geomérica unitaria, que viene a
ser la velocidad aritmética media con que se desplaza el electrolito externo

a través de la gelatina.

Velocidad material se ha llamado al producto de la velocidad geométri-
ca por la concentracién*.

Asi escribiremos:
Velocidad material = D ¢

A pesar de que en un principio las concentraciones son idénticas en
todos los puntos que contienen el ion difundente, inmediatamente después
del primer precipitado (por otra parts sensiblemente instantdaneo) varia la
velocidad material con la situacién, de manera que conocida ésta, llegare-
mos a saber con bastante aproximacién la cantidad de sustancia que se des-
plaza en el sentido de la velocidad geométrica en la unidad de tiempo.

Considerando una superficie S tanto en las placas como en los tubos de
ensayo, capilares, entonces su producto por la velocidad material nos dard
¢l caudal de iones que atraviesa la superficie considerada.

Asi:

G=8SiDc

Tendencia peculiar de la materia es distribuirse uniformemente por el
medio que atraviesa, aunque no llegard a lograrse esa uniformidad com-
pleta, porque se encuentran los iones que avanzan con los iones preexisten-
tes en el medio gelatinoso que les hacen precipitar en diferentes formas.

El fenémeno de difusién se efectia por el paso de la materia desde los
puntos en que es mayor la concentracién, a aquellos en que es menor.

Esta relacién comparativa de concentraciones no la establecimos refi-
riéndonos a electrolito interno y electrolito externo, sino el contenido de
unas de las soluciones (electrolito externo).

Como en las reacciones quimicas se habla de equilibrios dindmicos, lo
mismo deberiamos admitir aqui sefialando que también existe transferencia
de materia de los puntos de menor concentracion, aunque siempre sigue
prevaleciendo el sentido de las concentraciones decrecientes (siempre de la
manera antes expresada).

Fn todo caso la difusién seria tanto mdas intensa cuanto mayor sea el
gradiente de concentraciones, supuestas iguales las restantes condiciones.
Siendo ¢ la concentracién iénica del elemento que difunde y D la velocidad
.geométrica que no varia con el tiempo, tendremos la expresién de la pri-
mera ley de Fick:

GG S5)-
dx

-

Béscones, tesis doctoral.
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En esta férmula C es el caudal que atraviesa la superficie S. en el sen-

tido que consideramos.

Quizd mayor importancia para nuestro estudio es la segunda ley de Fick,
que nos indica la forma de distribuirse los iones que van avanzando a lo
largo de los tubos o en direcciones radiales en las superficies planas. El
avance unicamente lo consideramos en longitud. La expresién diferencial
de la segunda ley de Fick es:

d*c

diz

dc
el

en la que vienen relacionadas las magnitudes de longitud, tiempo y con-
centracién. [

Los coloides en su movimiento esencialmente caético vy desordenado se
rigen por estas leyes. No es de extrafiar, por lo tanto, que la mayor parte

de los investigadores empleen la férmula
; P

D=—

t

expresada de distintas inaneras cuando tratan de interpretar los fenémenos
de precipitacién ritmica.

El problema que en todo caso debemos solucionar es la determinacién
de la minima cantidad de materia necesaria en un instante v en un lugar
determinado, para que se pueda producir la precipitacién.

Siempre que se logre rebasar el producto de solubilidad de la sustancia
de que se trate, obtendremos un precipitado. Asf es conveniente conocer
en primer lugar la concentracién mas probable en un instante determinado.

Supuestas las sucesivas precipitaciones, se observa necesariamente una
disminucién de iones que difunden, por esto el céleulo resultars en exceso
diffcil.

En un régimen lentamente variable (llamado régimen permanente) se

puede calcular la concentracién como funcién de las condiciones iniciales
del problema.

La més probable distribucién de las particulas es la que resulta cuando
las concentraciones son proporcionales a las probabilidades correspondien-

tes. Asi se obtiene como valor més probable de la concentracién en un
punto

g e P
C = \/ L f G e stitidw
Tl
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Los valores de los simbolos son: C = concentracién
P = parametro
r = distancia
t = tiempo
v = volumen

Creemos que el valor de la f6rmula se limita en nuestro caso a los pri-
meros iones que difunden. En los sucesivos intervalos habria que tomar en
consideracién la disminucién de iones producida al originarse el precipi-
tado.

Entre los iones que siguen pasando a través de las sucesivas capas, gran
numero de ellos se emplea en aumentar ios precipitados y asi las capas.
aumentan en espesor. Después de atravesar la ultima capa volveria a sernos
atil la férmula anterior, aunque no pudiéramos determinar nuevas precipi-
taciones.

Fs conocida la relacién entre el coeficiente de difusién y la agitacién
del movimiento browniano. En el movimiento browniano no hay constan-
cia en la velocidad, pero si en la agitacién. Una agitacién constante carac-
teriza dicho movimiento. Identificando el coeficiente de difusion de la ley
de Fick con la agitacién del movimiento browniano, nos hallaremos ante
una ordenacién mocroscépica en el movimiento de particulas materiales.

RELACION ENTRE EL COEFICIENTE DF DIFUSION,
AGITACION BROWNIANA Y RETRASAMIENTO

T.a agitacién browniana es directamente proporcional al cuadrado de
los desplazamientos medios e inversamente proporcional a los tiempos en
ellos invertidos.

Los desplazamientos de las micelas se consideran en los diversos casos:
segin una media aritmética, geométrica, cuadratica, etc., pero nunca los
desplazamientos singulares de las micelas. La constancia es la de la agita-
ci6n, pues ni la velocidad ni la aceleracién son constantes. Expresando la
agitacién con la generalizacién debida, tendremos: -

=S
e

Fntendemos por s y ¢ el espacio y el tiempo.

Por S,_.. el espacio recorrido cuando la velocidad es infinita, es decir,
en el proceso de precipitacién ritmica cuando la lentitud es nula, el mo-
mento en que comienza la reaccién.

g
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Al establecer el origen en el momento de la velocidad infinita, nuestra
ecuacion, entre tiempos y espacios, ha venido a reducirse a:

—

tL— &
o & — 50

Siendo, por tanto, [C] = T L™
que nos indica podemos indentificar el coeficiente de difusiéon y la agitacién
browniana con el inverso del coeficiente de retrasacién.

Por otra parte no podemos sorprendernos de esta coincidencia, ya que
los iones acetato, magnesio, amonio, oxidrilo, cloruro..., situados en un
medio liofflico, como la gelatina, tanto los electrolitos internos como los
externos, que paulatinamente van penetrando en el citado medio, se tienen
‘que mover con forme a las leyes del movimiento browniano.

Por ser esencialmente caético y desordenado, segin nos indica el célcu-
lo de probabilidades, la situacién de las micelas estd méds o menos determi-
nada en cada uno de los momentos.

Aparte de esto, y en cierta manera oponiéndose a esta tendencia desor-
denada que rige el cédlculo de probabilidades, nos encontramos con algo
totalmente distinto. es decir, con una ordenacién con un ritmo, en que van
relacionando espacio, tiempo y ntimero de anillos. El avance de ondas obe-
dece a un principio ordenado que justifica el que llegue a producirse el
numero de anillos del precipitado, situacién espacial de los mismos y el
tiempo que emplearon en la formacién. Todo ello, naturalmente, condicio-
nado a la permanencia de ciertos factores. Aqui podemos prescindir de
valores medios y si en la practica los utilizamos se debe a que pretendemos
compensar los errores personales y deficiencias de instrumentos de trabajo.

AVANCE DEL FRENTE ONDULATORIO

RETACIONES ESPAGIO-TIEMPO

Ecuaciones fundamentales

Observando los fenémenos de precipitacion llegamos a establecer la
constancia de una magnitud que llamamos retrasacién y viene representa-
da por la letra o

siendo
d v

ds

tendremos también :

y mediante una integracién nos resultara:
vi=ps+ C

— 64 —
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Cuando el espacio s sea igual a cero, quedard:

= G
Por tanto
V= Vikos
Como
y-1 = di
ds
podemos expresar
dt £
d 3 G I’/ s=0 + p 5

dt =Vids + sds
y mediante integracién quedard:
t=V3iS + Lo S + C,

Si hacemos el espacio igual a cero, condiciones iniciales del problema,
hallaremos el valor de:
CZ = ts:()

b=t Ve i SEEELIoS:
— Vi + VVEF 20 (t— )

S =

P

Por estas dos ecuaciones se rigen los fendmenos de los movimientos de
lentitud uniformemente variados con relacién al espacio. Ahora bien, gel
ritmo de las precipitaciones ritmicas obedece a esta ley?

Dos hechos fundamentales deberdn encontrar una solucién satisfacto-
ria a través de la aplicacién de las citadas ecuaciones:

Primer hecho: Ritmo espacial creciente con relacién al tiempo.
Segundo hecho: Ritmo espacial decreciente con relacién al tiempo.

Ambas clases de periodicidad se pueden observar en la naturaleza y de
manera sistemética las hemos reproducido en la parte experimental.

Los estudios realizados con anterioridad a 1955 solamente consideraron
los fenémenos de tipo creciente, ya que todavia no se habian tomado en
consideracién los otros de tipo decreciente o inverso, segin se les llama.
Ademds ni la Geologia ni la Biologia nos ofrecen ritmos inversos con la
misma profusién que los directos, de tal manera que los podemos conside-
rar como fruto de los trabajos de Laboratorio.

Las consideraciones de los investigadores han girado casi exclusiva-
mente alrededor de las leyes de difusién y no han hecho mas que adaptar
las leyes deFick a la penetracién del electrolito en funcién del tiempo,
cuando aquél atraviesa un medio gelificado.

Aunque se han logrado realizar precipitaciones ritmicas en ausencia
de geles®, sin embargo no han sido expresados mediante férmulas mate-

39 Tezak, B. J. Ch. Physique 55, 307, 1958.
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maticas mds que los procesos verificados en medios de gelatina, agar-
agar o Acido silicico.

La constante del movimiento
Fl movimiento de avance del frente ondulatorio viene expresado por:

fs, £, 0™ = 0

La constante de retrasacién deberemos calcularla en cada caso particu-
lar, atendiendo a las multiples circunstancias que condicionan sus distin-
tos posibles valores.

No es tarea sencilla sefialar todos los factores que pueden modificar
el valor de o. Entre otros podremos citar:

Los medios constitutivos de las jaleas, la naturaleza y concentracién de
la gelatina, su riqueza en cloruros, grado de acidez, pureza, concentra-
cién, temperatura, grado de humedad, naturaleza de la luz, electrolito in-
terno que previamente difunde en la gelatina, electrolito externo, pesos
moleculares, didmetro de los tubos, naturaleza de los vidrios, espesor de
las placas. ete.

La expresién del valor de esta constante puede adoptar distintas for-
mas interesantes seglin las relaciones que nos sirvan de punto de partida.

Para hallar el valor de cada una de las constantes que intervienen en
las ecuaciones fundamentales acudimos a tres pares de datos ejemplares,
valores traducibles en nimeros y que, por tanto, nos dan valores numé-
ricos de-

,Oy [‘09 I”U_l

Partiendo de la constancia de ¢ fomamos tres casos ejemplares:

Gesh ty S, ly Sq

es decir, tres valores del espacio con sus correspondientes del tiempo.
Asi simplificando las constantes tendremos:

by= 1ty + vy 8 + 308
bo= Ay 05t St % 0 Sy
b=t + v 8 + % 0 Sy

(5 S1 S1
K
L3 S3 S3

St Sh

1
1 SoE s,
1

S

3
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S s
1 t, Sy
) L e
G T B
G
Saiie Sy
Iy
1 $1 1
= ty
Iy, t,
P = 5 (1)
i SiGits s
1 S S b
1 (e
h— 1 by — 1
S5 —8 S3— S
eoa 1 3 a
G =
Si los datos ejemplares fueran:
Stilii =S5 bosu - SayUaniy
el valor de la constante de retrasaciéon seria:
G i
=) (i
0yl V5
o =2 (2)
1 S1 Sy
I Sy Sy”
QR R s,

Este valor podriamos hallarlo con solo derivrar la dltima fila, tanto en
el numerador como en el denominador. :

Con los datos ejemplares: s, v;'; s, s,7' es decir, conocidos: los espacios
y las lentitudes en dos dos casos distintos tendremos:

d vt Vst — U

o
v

s S

1

5

que escribiendo en forma de determinante quedara:

1 DiE|
=55 e ?

\ O e S . (3)
|1 S |
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Con los datos ejemplares: & v,™"; {; ' es decir, conocidos los tiempos

y las lentitudes en dos casos distintos tendremos:
La ecuaci6n general aplicada al caso presente:

Lt

b=t + v (S —8) +

e (5 $1)°
Ecuacién que nos dard el valor de:
— O Y A —5)

e

=1
— v, — v

S S e e e

R (t,— t)

Expresdndolo en forma de determinante se escribira:

1
1 Vs
——
-

. @
.

Si los datos ejemplares fueran: s, t; s, £, t; v, ' eliminando s, entre las
(1) y (2) podriamos obtener:

G 15 S,
2 ' B )
E Vi
o=
-5 §8— 17 = 5 8 —10 | DT il ey sh =74
s s e 1 iss,t = | e N S s 2 s S e i
0 1 1 01 0 s s e © — 1,

De manera semejante siendo los datos ejemplares: s, f;; &, v,7!; 55 vy
hallarfamos el valor de o relacionando la (8) y la (4), con lo que la constante
de retrasacion vendrd dada por la siguiente ecuacién :

(b—ts)+ (ss—s) = (t; 8+ (Se—s1) 0,2+ 2 (b—ts) (55—51)
(8y — 87

Siempre hemos hallado la constante de retrasamiento por medio de da-
tos ejemplares que hemos podido expresar de seis maneras diferentes pues-
to que aun siendo 10 los casos posibles

(CR} = () = 10)

varios de ellos se reducen a uno solo. Como el nimero (3) con los siguientes
datos:

S gR
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[0 s L e A s )
S OHEGS G S
SO Rt SR = USSR

Como el nimero (4):

RELACIONES ESPACIO-NUMERO DE ANILLOS O BANDAS

Es la relaciéon mas ficil de comprobar mediante repetidos experimentos.
Segun las observaciones que sefialamos en la parte practica de nuestro estu-
dio, hay algo ge permanece constante cuando comparamos el espacio con
el nimero de anillos. Esta constancia se observa aun modificando extraordi-
nariamente las condiciones del problema. Las variaciones del medio y la
variacién de los electrolitos reaccionantes, no produjeron ninguna modifi-
cacién. Siempre permanece constante una magnitud que es la derivada de
la longitud de onda con erspecto al niimero de anillos o capas de precipi-
tado. En los fendmenos de precipitacién ritmica estudiados hay una peculiar
estructura.

No conocemos un nombre adecuado para dicha magnitud y con objeto
de no introducir vocablos nuevos que se presten a discusién, la llamaremos
simplemente X" con lo que viene a indicarse su origen de derivada de la lon-
gitud de onda. Siendo constante el valor de la magnitud de onda con res-
pecto al nimero de bandas o anillos, podremos escribir:

d X
——— =) dedonde dX=XNdn
dn

N =N e (B
Cuando el fenomeno comienza n = 0
e — (] dedonde A =Xx_ + A n

n=0 n=>0
Ahora bien, como segun lo que antes hemos estudiado:

d
A= - serd ds=A_dn + AXndn
dn 2=

Ln +ETXnt 1+ G

En el caso de ser n = 0:

— A, E VX +2(—S_)HN

n=0 — n=0
)\/
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Fn estas dos ecuaciones fundamentales puestas en forma explicita se
deben determinar tres parametros:

N S

n=>0 ’ n=0 ’ )‘

Los valores de los mismos dependen de las circunstancias en que se va-
yan realizando las precipitaciones.

De manera semejante a la explicada en el capitulo anterior obtendria-
mos los valores de los tres pardmetros:

92
i e
T e s g
T LY sl

8= :
el Moo e sl
ol
T ]

9
TS, 1
Te s A
sy 1L

o=
e e e |
g |
e =]
Sy Tl
Sy iy Al
Sy Nttt
A=

= = At
e 1T 1
7113 Tl

Para establecer con la mayor amplitud posible las leyes que rigen las
relaciones espacio-nimero de capas, acudimos a la llamada regla de siete
simple, no queriendo hacer depender las férmulas del valor de los pardme-
tros, ya que asi pierden generalidad, concretdndose excesivamente.

Empleamos seis datos conocidos de las dos magnitudes, seis casos ejem-
plares y con uno de los temdticos que nos den, estamos en condiciones de
averiguar el ultimo, solucién del problema.

Su nombre de regla de siete, por completa analogia con la regla de tres:
tres datos conocidos. dos ejemplares y uno temético, para hallar el restante.

Pues bien. aplicando esta regla y con los casos ejemplares:

NEeSen 1 S aes)

0=
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y los teméticos: n y s tendremos un sistema de cuatro ecuaciones
en cuatro incégnitas:

s =8 + An +-3 N nk

S1 =8 + An 4+ X n?
Sy = S+ Any + N n}
Sy = S + Amy, + XN nt

Resuelto este sistema podemos ponerlo en forma de determinante :

liess n  n
| By e e
lIESsEs TREye

1 Sala a2

=

Al desarrollar vemos que nos da un aecuacién de primer grado en s y
de segundo en n, asi:

0 1 0 0 0 n n’

S e Shiang s

1
1 S 2
1

»

_l.
(o o
Il
(=)

Sty 2 S Y Tpe

Y la ecuacién de segundo grado en n:

=0 0 1 0= 1 0 1 S 0 O
e s s T I aneen’ =52 —ny it
o || GFEE 2| Ak o=
I 5 i = A0 1 S e 1 Sl T
s e =iy 1 So e 1 Ssnae

Siguiendo un proceso analogo al empleado por el Dr. Galvez y que re-
cienfemente publicé la Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas
Fisicas y Naturales, de Madrid® pondremos los casos posibles y las solucio-
nes a todos los casos que pueden presentarse. Quedardn en forma de deter-
minante de cuarto orden.

Para evitar confusiones y proceder de manera sistematica, llamaremos:

a = pareja tematica o ejemplar espacio-numero de capas.
b = pareja tematica o ejemplar. n.° de capas-longitud de onda.
¢ = pareja temdtica o ejemplar espacio-longitud de onda.
Expresamos por tanto las magnifudes relacionadas espacio-nimero de
capas con la magnitud relacionante, longitud de onda.
Hemos expresado ya el caso
ESaa S a
2SS he gl

40 . Gélvez, E. R. de la Real Academia de Ciencias. Madrid, LIV, 1.°, 1960.
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Procedemos a derivar la primera fila de (1) con respecto al nimero de
capas y asi obtendremos la (2).

0 2 1 n
15t e e
NSRS e
1

So N

RELACION TIEMPO-NUMERO DE ANILLOS

No es facil determinar el momento de la aparicién de las diferentes ban-
das de precipitado. Los precipitados cristalinos suelen acompaifiarse de
otros precristalinos y aun amorfos. Todo ello dificultaba la determinacién
exacta del factor temporal. Ademdas no todos los precipitados tienen uti-
lidad para el establecimiento de la ley. Asi el sistema de hidréxido de mag-
nesio, empleado mds a menudo por nosotros, resulta poco praetico a causa
de la relativa lentitud con que se van formando los anillos.

Otros sistemas, por ejemplo el cromato de plata, llegan a producir va-
rias decenas de bandas en el espacio de media hora.

Teéricamente resolvimos el problema mediante el estudio de las relacio-
ns anteriores espacio-tiempo, espacio-ntimero de anillos, con s6lo eliminar
el espacio en las dos expresiones anteriores:

S" = Sn:O = )\nzo (n == n'U) i E]-f )‘, (n T n0)2
o=ty + VI, (5. —S) + £ (S — S
Lt =1V (= n)i = % (Wil k
+ 2o [A_,(n—m)f + LN (n— n]?

n=>0 \

Llamando a los diferentes coeficientes:

V:iﬂ)\n:o =
% (Vs_=10 >‘I a7 P Au:(]) = b
‘ }T P }‘11:0 N=c
1
e

Asi quedaria:

fh—lmg=a(Mm—ng) + b(n—nf + ¢c(m—nf + d(n— np)

El tiempo es, por consiguiente, una funcién de cuarto grado del nimero
de bandas.
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Nuestra deducciéon hecha por un camino totalmente distinto, coincide
exactamente con la de Okaya, con s6lo tener en cuenta que la expresion

: 4 = : 1 s
K (n), polinomio en “ene”, puede ser del tipo y = k ——, en cuyo caso seria
I 1 n :
igualmente una ecuacién de cuarto grado.

El término de segundo grado es igual a cero, con lo que seria un caso
particular de la férmula hallada por nosotros.

Fl punto de partida del investigador japonés es la constancia de la ener-
gia de precipitacién. :

Se emplea el sistema del cromato de plata.

Sea €, la concentracién inicial de nitrato de plata.

Si designamos por el coeficiente de disociacion iénica. la concentracion
de los iones plata vendrd a ser:

a G,

e ignalmente la concentracion de los iomes nitrato.

A la movilidad de los iones plata en el instante “t” le llamamos: p y &
la distancia sobre el eje del tubo contada a partir de la separacién de los
medios: [.

‘@

dc :
i div (w ¢); we=—a grad C
a

Por tanto puede escribirse:

o ¢
ot

=a2Vie +t VaiVe

Para resolver esa ecuacién diferencial nos es muy cémodo utilizar las:
funciones caracteristicas de la integral de probabilidad. Integrada la ecua-
cién siendo «® constante y teniendo en cuenta las condiciones iniciales,
tendremos:

c=c¢au(x) siendo w(x)= \/—2 U (x)
T

1
s L SL
V2at

Como la carga negativa de los iones cromato se mueve con una mo-
vilidad p, se puede deducir que existe una corriente cuyo potencial efecti~
vo vendra dado por la férmula:

ol
N =4 wealc

Efectuada la integracion:
V=4zacatu(l—p)

EE GO
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El trabajo efectuado por los iones que pasan por unidad de superficie
'y a una distancia [ en el tiempo ¢, se pueden expresar por la férmula:

t
0)=47:(a6052a2f tu(l—p)kudt
t

=0

Para que los iones de signo diferente reaccionen quimicamente el uno
'sobre el otro, un i6n cromato con dos iones plata, es menester que cada
uno de ellos deposite una cantidad bien definida de- energia de precipi-
tacion.

Esta energia serd constante por lo menos dentro de un mismo sistema

Considerada la capa n que se origina a la distancia [, en el tiempo ¢,,
:se llega a’ una férmula: -

L} =Kn({0—Gn* + Jn + n* K (n))

Como se ve, siendo K (n) un polinomio funcién de n. puede identifi-
ccarse con la férmula encontrada por nosofros.

PARTE PRACTICA

Los precipitados ritmicos ondulados, tnicos de que nos hemos ocupa-
‘do, se han obtenido en el laboraterio mediante procedimientos diversos,
segiin qued$ indicado. Se han empleado placas y tubos de distinto dia-
metro. Hemos utilizado mas a menudo los tubos, ya que tenian la ventaja
de proporcionar gran nimero de anillos, cuyas distancias podian medirse
-con relativa facilidad. El progreso de los iones que dan lugar a los preci-
pitados, se puede realizar en medios gelificados por ejemplo: -agar-agar,
gel de silice, gelatina, almidén, etc... Como se hizo notarr, pueden reali-
zarse también, aun en ausencia de geles. La experimentacion hecha por
nosotros va exclusivamente en gelatina. En la gelatina va disuelta una de
las sustancias que intervienen en la reaccién y que por su cardcter se
llama electrolito interno. La otra sustancia, por venir adicionada exterior-
mente, se llama electrolito externo. Siendo, por tanto, tres los factores
importantes en las precipitaciones ritmicas, estudiamos el influjo de ellos,
para asi ver mejor el cumplimiento de las leyes establecidas en la parte
tedrica. Asi estudiamos la gelatina, naturaleza y concentracién, electro-
lito externo e interno en diferentes concentraciones y para sistemas dis-
tintos, influjo de la luz y de la temperatura.

Procuramos, con todos los resultados obtenidos, elegir las condiciones
optimas (tubos, placas y sustancias) para proceder a las medidas de es-
Ppacio y tiempo.
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GELATINAS

Todos los objetos empleados en la parte experimental fueron sometidos
a una limpieza meticulosa.

l/na vez lavados se pasaron por mezcla cronica caliente, a una tempe-
ratura de alrededor de 60°.

Eliminamos los residuos de la mezcla cromica en corriente de agua; se
lavaron después con agua destilada.

Posteriormente se comprobaba su limpieza mediante el vapor, que no
llegaba a condensarse en las paredes de los recipientes y demds utensilios.

El proceso es semejante al que observamos en este laboratorio de Co-
leidoquimica cuando se trata de preparar coloides de oro al formol.

Hemos empleado cinco clases de gelatina, aunque no indistintamente.

Gelatina plata, ph = 7. Fusién 32°-34° (en soluciones de 20).
Gelatina industrial, ph = 6. Fusion 32°.

Gelatina industrial, ph = 5. Fusién 30°.

(zelatina Doesder. Laboratorios J. Sufol. Granulada, ph =
Gelatina Schneider, ph = 5,5. Fusién 34°.

=S 0w e

I.a preparacién la haciamos de la manera siguiente:

Se pesaba una determinada cantidad de gelatina que se aproximaba a
los 14 gramos. Se hacia la pesada en un granatario.

E chamos en un matraz erlenmeyer la ﬂeldhna y lo llendbamos de agua.
‘Se mantenia a una temperatura de unos 20° a 25° por espacio de 48 horas
Por decantacién nos queddbamos con la gelatina.

Mas tarde modificamos la técnica empleando un aparato de ultrafil-
tracion.

Haciamos un numero suficiente de lavados, con lo que la gelatina que-
daha desprovista de la fraccién soluble que lleva consigo. Segiin se calcu-
16, aproximadamente un 20 9% de la gelatina que habfamos pesado era
eliminada con el agua de los lavados.

La gelatina que queda en el matraz se pone con agua hasta completar
un peso de 100 gramos. Se deja durante 24 horas. Se pone a bafiomaria
y se obtiene la gelatina dispuesta para su empleo.

Fn otras ocasiones hemos puesto la gelatina ya lavada, con el electro-
lito interno antes de completar el peso de los 100 gramos. Cuando se ha
conseguido una perfecta fluidez, se procede al llenado de los tubos. Hemos
empleado gran variedad de ellos, tanto por la calidad del vidrio como,
sobre todo, por el tamafo de los respectivos didmetros.

Los tubos eran ordinariamente de pequeno didmetro, a veces capila-
res, y en otras ocasiones tubos de ensayo de tamafo corriente.

Los capilares los llendbamos por succién. Introducidos en el recipiente
que contiene la gelatina, quedaban llenos por succién. El extremo inferior
lo cerrdbamos con parafina.

Los tubos de ensayo, de pequefio didmetro, no capilares, los llendba-
mos con la pipeta. evitando siempre la introduccién de burbujas de aire.
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El contenido debe resultar perfectamente homogéneo para el estudio
cuantitativo de los fenémenos.

Dejamos enfriar, a la temperatura ambiente, para que se transforme al
estado de gel. Procuramos evitar los movimientos a fin de conseguir la
superficie superior horizontal.

A continuacién se lleva a la camara himeda donde tenemos una tem-
peratura suficientemente baja y un alto contenido de humedad.

De cdmara himeda nos han servido diversos recipientes.

Los ensayos para la prueba de gelatinas los hicimos con cloruro mag-
nésico como electrolito interno.

Fn sendos matraces erlenmeyer colocamos seis gramos de gelatina de
cada una de las muestras a comparar; adicionamos 2,03 gramos de Cl,Mg
6H,00 y sefialamos los matraces con las letras correspondientes a cada una
de las muestras.

Terminadas las operaciones antedichas, hicimos tres series de seis tu-
bos de cada uno de los matraces {ensayo, pequefio didmetro, capilares).

Prescindimos de la segunda serie.

Procedemos al llenado de los tubos de las series restantes, pasadas:
24 horas después de su colocacién en la cAmara humeda.

Fn la parte superior ponemos el hidréxido aménico de densidad
0,91 = 24 B conteniendo aproximadamente 25 9% en NH,.

Antes de elegir la gelatina mds conveniente para nuestros ensayos,
procuramos observar en ellas las caracteristicas siguientes:

a) Numero de bandas.

b) Dimensiones de las mismas.

¢) Nitidez y precisién.

d) Duracién después de obtenidas.
e) Separacién entre las bandas.
7) Velocidad de aparicién.

La primera observacién que hicimos fue que en todas las gelatinas se
produjeron precipitados ritmicos de hidréxido de magnesio.

Con todo, ni las series de los tubos de ensayo, ni los de los capilares
resultaron completamente iguales.

Enfre los tubos de las mismas series desechamos los que se apartaban
mds del promedio.

Gelatina A: dio 7 bandas en los tubos de ensayo, y 11 en los tubos
capilares. Bandas estrechas que partian casi desde el punto de contacto
de los electrolitos interno y externo.

Se conservaron bien las de los tubos de ensayo; las primeras de los
tubos capilares fueron desapareciendo lentamente enturbiando la gelatina.

Las bandas eran perfectamente perpendiculares al eje del tubo. Tardaron
en aparecer ocho dias.

Gelatina B: 5 bandas en los tubos de ensayo; 6 en los tubos capilares.

Menos definidas que en la gelatina A. Menor separacién entre las bandas.
Se conservaron bien.
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Gelatina C: 4 bandas en los tubos de ensayo, si bien la primera con
muy pequefia distincién del primer gran precipitado. En los tubos capi-
lares aparecieron igualmente 4 bandas. Cayeron pronto.

Gelatina D: 6 bandas en los tubos de ensayo y hasta 13 en los capila-
res. Los precipitados claros y definidos. Presentaban completa regularidad
y tardaron siete dias en aparecer las bandas en los tubos de ensayo, y
quince dias en aparecer las 13 de los tubos capilares.

Empleamos en nuestro estudio indistintamente las gelatinas

A yD

~ Si no hay un choque fuerte o numerosas vibraciones, se conservan las
bandas durante mucho tiempo.

INFLUJO DE LA CONCENTRACION DE LA GELATINA

Como observacién de tipo general, hemos comprobado que se consi-
guen precipitados ritmicos siempre que la disolucién, mas o menos con-
centrada de gelatina, llega a gelificar.

No hemos visto en ningtin caso un limite inferior, por descenso del
tanto por ciento de gelatina, si es que se ha conseguido el minimo nece-
sario para gelificar.

La concentracién excesivamente elevada ha impedido la produccién
de bandas. El hecho de tener que trabajar con gelatinas no completamen-
te purificadas hacia perder exactitud a las determinaciones de la verdade-
ra concentracion.

Desde que usamos el ultrafiltro como dializador, conseguimos una ma-
yor fijeza en los diferentes ensayos.

Siempre restamos un 20 % al peso de gelatina, ya que consideramos
ser aproximadamente el porcentaje de la fraccién soluble.

No tomamos en consideracién la pequefa cantidad de impurezas que
podia retener el papel de filtro, puesto que las alteraciones, no muy ele-
vadas, de concentracion no se reflejan en el nimero de bandas, ni en el
tiempo de la produccién, ni en la forma adoptada por los precipitados.

Serie de seis tubos.

Utilizamos como electrolito interno acetato magnésico del 2 9% y como
electrolito externo hidréxido de magnesio, del 25 9 de concentracién

en NH,.

o

La temperatura de la experiencia fue de 2-1

Gelatina en tanto por ciento Num. de bandas

2

3,5

5

i
10

T D =T D
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Modificando el electrolito interno y permaneciendo las mismas condi-
ciones que en la experiencia anterior, el tiosulfato magnésico es del 3 9%.

Gelatina en tanto por ciento Num. de bandas
2 7
3.5 8
) 7
7 il
10 +

El nimero de bandas que senalamos es el que continta claramente di-
ferenciado, después de pasar unos 10 dias, ya que al principio aparecem
numerosas bandas opalescentes, las cuales se van juntando a medida que
transcurre el tiempo.

Algunas veces aparecen deformaciones en los anillos, pero no creo:
puedan atribuirse, como causa principal al menos, a la concentracién de:
la gelatina ; mds bien aquéllas obedecen a la naturaleza de la gelatina, va-
riacién de temperaturas, movimiento de la cdmara, etc.

Después de multiples experimentos debemos afirmar que con el aumen-
to de la concentracién de la gelatina varfa ligeramente el nimero de ban-
das, aumentan en anchura y profundidad y “aumentan asi mismo los in-
tervalos de separacién entre los distintos precipitados.

Esta dltima peculiaridad la hemos tenido en cuenta al pretender obte--
ner pocas bandas, anchas y distanciadas que facilitan el contaje y la me-
dida de las distancias, de manera que se aproxima mis al cumplimiento:
de las leyes del mov imiento de lentitud uniformemente variado con res-
pecto al espacio, siendo constante la magnitud retrasacién.

Hemos observado que los resultados obtenidos utilizando la gelatina
recién preparada y gelificada con el electrolito interno, diferian, no poco,
de los que se conseguian cuando la habfamos dejado reposar por algin:
tiempo.

La permanencia prolongada, antes de poner en contacto con el electro-
lito interno, ocasiona la formaci6n de precipitados mds compactos e irre-
gulares.

No pudimos encontrar una ley que determinase la relacién existente
entre el nimero de bandas aparecidas y el tiempo que permanecia la ge-
latina antes de ser utilizada.

Los mejores resultados se consegufan al dejar reposar la gelatina du-
rante un tiempo que oscilaba entre 24 y 48 horas.

Asi la mayoria de las experiencias se han realizado con gelatinas que-
llevaban en la cdmara himeda por lo menos 24 horas.

Fl influjo del ph de las soluciones empleadas estd considerado implici-
tamente, al estudiar la misma naturaleza de las gelatinas.

El punto de partida de las experiencias es de ordinario gelatinas neu-
fras: en su totalidad de elevado punto de fusién.

Influjo de ph lo acusan los sistemas empleados, cualquiera que sea la
naturaleza de los componentes. Asi en el cromato de plata, carbonato de-
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plata, iodato de plomo, hidréxido de magnesio...; por otra parte es na-
tural que influya no poco el ph en las precipitaciones ritmicas, pues trae
como consecuencia la modificacién de la solubilidad en los productos
reaccionantes.

La gelatina ordinaria tiene un ph que oscila entre 5,5 y 6,4.

61,
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VARIACION DEL COEFICIENTE
CON LA CONCENTRACION DE LA GELATINA

Utilizamos gelatina plata de: 2; 3,5; 5; 10; 12 %.

El electrolito interno fue el cloruro de magnesio del 3 9.

Electrolito externo, hidréxido amdnico del 25 9.

La temperatura fue de 2°-1.

En las experiencias calculamos los resultados sobre una serie de seis
‘tubos, de los que desechamos los dos que daban valores extremos.

A partir de la separacion medimos las distancias:

A B C D E F
0,05 0,1 0,08 0,05 0,05 0,05
0,35 0,35 0,3 0,3 0,3 0,4
0,75 0,7 0,65 0,65 0,7 0,9
15,2 1,2 1,1 1,15 1,3 1,85
1.95 1,9 1,9 1,95 2,3 3,2
2.9 2,95 3,1 3,2 3,7 4,95

Los valores hallados después de los correspondientes promedios, son
los siguientes:

A/ = 0,0835
A" = 0,0957
Ac = 0,1104
A = 0,1219
As = 0,1425
Ar = 0,187

ENSAYOS EN PLACAS

La técnica del trabajo en placas ofrecia algunas dificultades que gra-
-<dualmente hemos logrado resolver. : ;
Empezamos por obtener vidrios de diferentes grosores, ya que no resul-
taria facil obtener variedad de calidades dentro de la naturaleza de los
vidrios.
_ Limpiamos escrupulosamente las placas que iban a estar en contacto con
la gelatina. Colocado el vidrio en mezcla cromatica, se elevé la temperatura
a unos 60°.
. Lavada primeramente con agua corriente, se pasé después por agua des-
tilada. Permaneci6 la placa dentro de la cdpsula, donde se calent6 con la
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mezcla cromica mientras, sostenida mediante un agitador de vidrio, se re-
cogia en un frasco la mezcla crémica utilizada. El lavado lo hicimos en la
misma cépsula. Una vez lavada y pasada por la comprobacién del vapor,
la llevamos a la estufa hasta un perfecto desecado. La placa la tomdbamos
siempre por sus dos extremos opuestos, donde ciertamente no habfa de
llegar el precipitado de cromato de plata o hidréxido de magnesio.

- Hecha la disolucién de gelatina- con concentraciones que han oscilado
) entre el 5 % v el 15 %, se extiende sobre la placa.

No podria esperarse tampoco al momento de la gelificacién, pues en-
tonces resultaba imposible obtener la homogeneidad. Buscamos un momen-
to de fluidez, préximo a la gelificacién. El vidrio se mantiene a una tempe-
ratura muy baja, para que se enirie rdpidamente la gelatina fluida. Asi
extendida sobre el vidrio, se lleva a una cdmara himeda, donde gelifica.
En la gelatina se coloca, antes de extenderla sobre la placa, una disolucion
de dicromato potdsico aproximadamente 0’2 molar.
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En la cdmara himeda se mantiene la posicién horizontal.

Al colocar una gota de disolucién de nitrato de plata, se obhtienen her-
mosos precipitados rojos de cromato de plata. Forman anillos concéntricos
que van extendiéndose hasta el borde de la placa. Entre los anillos de cro-
mato de plata se van formando también otros més estrechos de cloruro de
plata, debidos al contenido en cloro de la gelatina.

=gl =
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Fsta poliperiodicidad hacia menos interesante las placas de cromato y
pretendimos lograr las placas de hidréxido de magnesio.

Se pudo observar que si utilizamos amoniaco como electrolito interno
y cloruro de magnesio como electrolito externo, no hay produccién de ani-
llos. Por esto hubimos de seguir utilizando el hidréxido de amonio como
electrolito externo. Sin embargo el cardcter volatil del amoniaco dificulta-
ba sn empleo. No podriamos colocar simplemente una gota de hidréxido
amonico y esperar que su difusién a través de la gelatina originase ritmos.
de nrecipitado. Solamente conseguiamos el primer precipitado de bastante
grosOr.

Placas de 16 por 12. En cada uno de los lados de dicha placa se colocan
tiras de vidrio pegadas a la placa con balsamo de Canada. Asi quedaba un
recipiente prismdtico de pequena capacidad ocupado por la gelatina. Una
vez lleno y rebosando la gelatina, se hacia deslizar la placa de vidrio agu-
jereada de tal manera, que quedase justamente llena sin ningin espacio
vacio, evitando las burbujas de aire.

Para mantener la concentraciéon de hidroxido aménico se colocaba alre-
dedor del orificio de la placa superior un tubo corto sujeto a ella.

Ese tubo corto se tapaba con un corcho. Este procedimiento presentaba
un inconveniente y era su realizacién; ademds las capas no eran muy
homogéneas.

Simplificamos el método de dos maneras: Primeramente tomamos dos
placas de vidrio de las dimensiones arriba sefialadas, una de ellas con un
orificio de pequefio didmetro. Las placas estaban limpias y secas. Sobre la
placa no agujereada, mantenida en posicién horizontal, echamos gelatina
en su parte central. Inclinamos hacia adelante la placa con la gelatina y
pasamos la placa agujereada, delizdndola de tal forma que quedase una
pequefia pelicula de gelatina.

Obtenida esa delgada pelicula, la llevamos a la camara himeda, donde
al depositamos sobre un matraz erlenmeyer, lleno de hidréxido aménico
del 25 9 de concentracién en amoniaco. Como es obvio, una vez transcu-
rrido suficiente tiempo, se coloca para gelificar, y se deja el tiempo con-
veniente para un envejecimiento de la gelatina. El orificio del sistema pla-
ca-gelatina-placa, se deposita en la boca del matraz de manera gue se ponga
en contacto con la disoluci6n de hidréxido aménico o simplemente a fin
de recibir el amonfaco gaseoso.

Fste procedimiento dio excelentes resultados, ganando extraordinaria-
mente en la preparacién de los ensayos.

Trabajamos a distintas temperaturas: 20°-4 y 2°-1; con gelatina del
8 9% al 12 9, obtuvimos anillos de hidréxido de magnesio perfectamente
definidos. El niimero de anillos no pasé de cinco. Variando las concentra-
ciones del electrolito interno, desde 0’5 9 al 5 9%, siempre se lograron bue-
nos resultados. El electrolito externo fue siempre un hidréxido aménico del
25 9% de concenfracién en amoniaco.

El cambio de los electrolitos internos: acetato, sulfato, tiosulfato, no
hizo variar el proceso, siendo los resultados précticamente los mismos en
orden a la separacién de los anillos y al niimero de ellos. Entre todos estos
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aniones del magnesio, usamos preferentemente el acetato, porque se obser-
va el fenémeno con mayor nitidez.

A veces los anillos formados eran puntuales aun a simple vista y siem-
pre muy delgados. Finalmente pensamos modificar el procedimiento con
resultado satisfactorio. Depositada la capa de gelatina sobre una placa, la
deiamos gelificar, de manera que se forme una pelicula consistente en la
parte superior. Después introduciamos esta placa que lleva la gelatina en
un recipiente con agua muy fria. Se coge después la placa agujereada y
denfro del agua se le hace deslizar sobre la placa de gelatina, de suerte
que se evite la produccion de burbhuias entre ambas placas. Asi se consigue
una capa de gelatina cuyo espesor escila entre 1,5 v 2,5 milimetros.

Desde el el momento en que se logrd un espesor aceptable, eliminando
el excesivo influjo de las paredes del vidrio, se puede trabajar con estos
electrolitos en tan buenas condiciones como con los electrolitos de Ag.

Fl mismo nimero de anillos se elevd hasta siete, a veces hasta nueve
o diez, conservando las propiedades para el estudio de las leyes que rigen
este fenémeno

INFLUJO DEL ELECTROLITO INTERNO Y SU CONCENTRACION

Sea cualquiera el electrolito interno se observa siempre una dependen-
cia entre la concentracién y la densidad de anillos.

En numerosas pruebas se demuestra que la constante:

ds
dn

es funcién de la concentracién.

Experimentamos por ejemplo, la variacién del CO,Na, en orden a obtener
carhonato de plata.

Empleamos gelatina del 3,8 9 a la temperatura de 2° + 1.

El electrolito externo es nitrato de plata de 5 % de concentracién.

Los datos vienen como promedio de una serie de tres tubos a los quince
dias de comenzada la experiencia.

C 0,Na, en tanto por ciento Num. de bandas

0,25 Precipitado continuo

0,23 % 2

0,20 10

0,15 : 5

0,12 4

0,10 3

0,08 0

0,06 0
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El cloruro magnésico ofrece mayor margen de variacién en orden a ob-
tener precipitados de hidroxido de magnesio.

Con gelatina del 3,5 9% trabajamos a la temperatura de 2° + 1.

Como electrolito interno el cluroruro de magnesio.

Eleetrolito externo hidréxido de amonio con 25 % en NH,.

En una serie deseis tubos eliminamos dos de ellos utilizando en los re-
sultados :un promedio de los otros cuatro, a los quince dias de comenzada
la experiencia.

CLMg en tanto por ciento Num. de bandas

20
15
10
5
4
3
2
1
0,9
0,8
0,6
0,4
0,2

=
Ur D WO N O H 0000 DO N
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El electrolito interno es el acetato de magnesio cuyos porcentajes vamos
variando segun se indica a continuacién :

(CH,C00), Mg 4 (H,0) Num. de bandas

20 Precipitado continuo
15 % 2
10
5
4
3
2
1
0,9
0,8
0,6
0,4
0,2
0,1
0,05

=
Or U1 00 © 00 © D 0 O 3O G >

Preparamos una nueva serie de seis tubos en la que pusimos como elec-
trolito interno el tiosulfato de magnesio.
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ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS EMPLEANDO LA GELATINA...

Los porcentajes fueron modificindose, permaneciendo los demds datos
coom en experiencias anteriores:

S,0.Mg 6H,0 Nuam. de bandas

3
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No hemos visto en ningin caso que exista una ley matematica que ligue
el nimero de bandas con la concentracién del electrolito interno. Unica-
mente hemos llegado a experimentar y comprobar que dentro de ciertos
limites de concentracién el nimero de handas llega a ser maximo. Son las
condiciones mas favorables. :

INFLUJO DEL ELECTROLITO EXTERNO

Si se mantiene la concentracién del electrolito externo dentro de limites
convenientes, la variacién en el niimero de precipitados es relativamente
pequena. Sin duda no llega a alcanzar la importancia de la modificacién del
electrolito interno.

Haremos mencién tGnicamente de dos pruebas con acetato m
sulfato magnésico.

La experiencia se hizo con gelatina del 3,5 9% en una serie de seis tubos
de los que eliminamos uno.

agnésico y

El electrolito interno fue acetato magnésico con una concentracién del

5 % aproximadamente. Se verific6 en cdmara himeda con temperatura
de 2° — 1. )

Porcentajes de NH, Num. de bandas

25

12,5
6,25
3,125
1,06

o &~ N

3l

Manteniendo las mismas condiciones de temperatura e idénticas concen-
traciones para la gelatina y el sulfato de magnesio (empleado en lugar del
acetato) fuimos modificando las concentraciones del” hidréxido aménico.

Porcentaje del NH, Num. de baffdas
25 g
12,5 6
6,25 5 ;
3,125 3




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Semejantemente ocurre con el cloruro magnésico sin que el nimero de
bandas varfe de manera notable.

El nimero de bandas estd contado a los catorce dias de comenzada la
experiencia. En general creemos puede trabajarse en mejores condiciones,
con concentraciones elevadas del electrolito externo. Por esta razén hemos
procurado en la parte experimental, que no disminuyese de manera notable
la concentracién del amoniaco, empleando para ello cantidades superiores
a las necesarias para la reaccién. Cuvando se utilizaron tubos estrechos re-
novamos el amoniaco de la cdmara superior.

Tan importante como la concentraciéon de cada uno de los electrolitos
es la relacién entre el electrolito interno y el externo. En todo caso debe
mantenerse dicho cociente entre determinados limites para que puedan pro-
ducirse los precipitados en forma de bandas o capas.

Gelatina 3,56 9%. Temperatura 7° + 5°. Electrolito interno AsO;Na,. Elec-

'S

trolito externo NO,Ag 5/17 N. Bandas de AsO,Ag,

C,
Num. de bandas
G,
153
24
160
17
25
32
119
23
320
51
‘ 22
320
17
16
160
17
10
320

Gelatina 3 %. Temperatura 7° + 5°. Electrolito I0,K. Electrolito exter-
no (CH,C00),Pb. 3H,0. Bandas de (10;), Ph.

Cl
Num. de bandas
02
26
Precipitado sin distineién
190
18
il 21
190

16
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ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS EMPLEANDO LA GELATINA...

14
18
190
12
R £ 16
190
10
16
190
8
g 15
190
6
s 15
190
4
Sl 11
1950
1
4
190

Semejantemente ocurre con el CLMg. Aunque la relacién de concentra-
ciones C./Ci influye en el nimero de bandas, no creemos completamente
exacta la afirmacién de Lincoln y Hillyer: si la relacién de las concentra-
ciones del electrolito externo e interno permanece constante se obtiene la
misma distribucién de los precipitados con tal que sean los mismos la con-
centracién de la gelatina y la temperatura. Es menor el influjo de la con-
centracién de electrolito externo.

LA TEMPERATURA EN LAS PRECIPITACIONES

Sobre la importancia de la temperatura en los ritmos de precipitados
hemos hecho las siguientes observaciones:

A) Con aumento de temperatura se da también mayor rapidez en la
aparicién de las bandas.

B) Su nimero aumenta.

C) Intervalos mas estrechos entre las mismas bandas.

Hemos experimentado la variacién con la temperatura en el cromato
«de plata, iodato, arseniato y carbonato de plata, hidréxido de magnesio,
ferricianuros de cobalto y niquel.

Iodato potésico del 5 9% como electrolito interno; nitrato de plaia del
3,4 % electrolito externo en medio gelatinoso del 3 9% de concentracién.
Se obtienen precipitados de yodato de plata.

Temperaturas en grados centigrados Num. de bandas
2° 15
14° 16
22° 20

s e




ACADEMIA DE CIENCIAS

REVISTA DE LA EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES
Cambiamos el electrolito interno poniendo arseniato sédico del 2 % y
aumentamos la concentracién del nitrato de plata a 6 9%, conservando la
gelatina en la misma proporcién que en la experiencia anterior. Utilizamos

fres tubos de la serie de 6.

Temperaturas en grados centigrados Num. de bandas
2° 13
14° 15
22° 15

Las observaciones sobre el hidréxido de magnesio se hicieron, sobre 4
tubos de una serie de 6, empleando el acetato magnésico como electrolito
interno, en concentracion del 3 % ; como electrolito externo el hidréxido
amdnico del 25 9% en amoniaco y la gelatina del 4 %.

Temperaturas en grados centigrados Nuvm. de bandas
2° 7
14° 10
22° 11

Como indicdbamos al principio destacan mas las otras dos cualidades
del fenomeno, velocidad de aparicién en las bandas y proximidad entre
ellas.

El ndmero de bandas estd medido después de 12 dias de comenzado el
experimento. Generalmente no sufren modificaciones en el transcurso del
tiempo.

LA LUZ EN LOS FENOMENOS DE PRECIPITACION RITMICA

Los sistemas estudiados son fotosensibles, aunque no todos acusan de
igual manera los efectos luminosos. Las precipitaciones que se verifican a
la luz forman capas mds delgadas. En muchas ocasiones ni siquiera llegan
a formarse enteramente capas o bandas de precipitado. Junto a las paredes
de los tubos se adhieren los precipitados quedando reducidos a meros ani-
llos similares a los obtenidos en placas. :

Es dificil conseguir buenos precipitados ttiles para el cdleulo de ritmo
directo. Por el contrario con ferricianuro se han obtenido depésitos caracte-
risticos de ritmo inverso.

En el verano de 1959 obtuvimos varias series bastante perfectas en tubos
de estrecho didmetro. Se verific6 la experiencia a una temperatura media
cercana a los 23°. Expuestos los tubos a la luz solar y con variaciones de
temperatura no se pudieron cumplir las leyes que rigen los procesos, ya
que quedaban modificados por las frecuentes fluctuaciones.

Los precipitados de ritmo decreciente fueron de ferricianuro de niquel
y ferricianuro de zinc.
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ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS EMPLEANDO LA GELATINA...

Circunstancias particulares impidieron emplear esas experiencias en or-
den a la investigacién.

Como fenémeno general observé en todos los sistemas fotosensibles,
hechos con diversos electrolitos y diferentes concentraciones (tanto en los
electrolitos internos como externos) un aumento en el nimero de bandas,

aumenta con la:

mayor velocidad en su aparicién, la constante A =
) dn

luz. se hace menor el espacio entre dos precipitados consecutivos.

Por eso preferimos experimentar en la oscuridad, asi los intervalos:
S, — S,_; resultaban mds aptos para la determinacién y comprobacién de-
las leyes. Con esto también quedaba eliminado el influjo de las radiaciones:
de diferentes longitudes de onda.

La posicién de los tubos en la cdmara humeda no ha eejrcido influjo:
digno de consideracién, en la formacién de los precipitados. Las series:
hechas en las distintas posiciones, verticales, formando dngulos de 45°. 90°,
185°. 180°, no hizo variar ni el nimero, ni la calidad de los precipitados,
ni el tiempo invertido en su produceién. Creemos que las pequenas altera-
ciones percibidas, no excedieron de las que suelen presentarse dentro de-
una misma serie en idénticas condiciones, Factores, no faciles de determi--
nar, causan las modificaciones antes sefialadas. ,

El movimiento i6nico se realiza sin fener que contar para nada la situa--
cién de los tubos. La inversién de los tubos no ejerce ningin influjo. En
cambio la inversién de los electrolitos tiene importancia extraordinaria,
llegando incluso a la desaparicion del fendmeno de precipitaciones ritmicas.

Invertidos los electrolitos, en el sistema hidréxido de magnesio, no se:
lograron resultados positivos por mdas que se modificaron extraordinaria-
mente las condiciones del sistema.

Hicimos variar las concentraciones del hidréxido amdnico, empleando.
como electrolito interno. Realizamos pruebas en conetraciones de NH;:
25 %, 12,5 %, 7,26 %, 3,126 %, 2 %, 1 %, 0,5 %, 0,425 %, 0,1 %, 0,06 %.
En ninguna de ellas se consiguieron precipitados formando bandas. Em-
pleamos como electrolitos internos sales de magnesio % cloruros, acetatos,:
sulfatos y tiosulfatos, modificando gradualmente las concentraciones. Los
resultados obtenidos no experimentaron ninguna variacién. Es posible que:
los iones magnesio encuentren gran dificultad en avanzar a través del me-
dio gelatinoso. Ensayamos sistemas diferentes con el fin de comprobar
este fenémeno. Disolviendo la gelatina con ferricianuro potdsico, hemos.
obtenido bandas de ferricianuro de cobalto, zinc, niquel y plata, si se po-
nian las sales respectivas como electrolito externo. La inversién de los elec--
trolitos hizo desaparecer el fenémeno.

El i6n ferricianuro no penefra en la gelatina como vimos antes no pene-.
traba el i6n magnesio. Cabe, sin embargo, la interpretacion de que las sales.
amoénico-magnésicas no permiten la precipitacién del hidréxido magnésico.

Rirmos iNvERSOS

Intentamos obtener precipitados de ritmo decreciente con sales de mag-
nesio e hidréxido amdénico. Para ello fuimos variando las condiciones de las.

—




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

experiencias fijandonos especialmente en la acidez de la gelatina. En todos
los casos se obtuvieron unicamente precipitaciones periédicas crecientes.

Desistimos de conseguir buenos resultados y cambiamos el electrolito
interno, sales crémicas en su lugar con objeto de obtemer en medio neutro
precipitados ritmicos decrecientes de hidréxido de cromo. Igualmente los
resultados fueron negativos, por tanto recurrimos a técnicas ya ensayadas
por algunos investigadores y de cuya eficacia en orden a conseguir ritmos
decrecientes teniamos constancia. Asi pues ensayamos con ferricianuro.

Seguimos el procedimiento anterior tanto en la preparacién de la gela-
tina como en el llenado de los tubos. Empleamos Fe(CN); K de la casa
Merck. Preparamos soluciones de cinco tipos distintos de concentracién
de Fe(CN), K.

A 0,006 M
B0 01 M
G 0,02 M
D 0,03 M
E 0,04 M.

Como se trataba de electrolito interno preferimos utilizar estas concen-
traciones, puesto que habiamos observado que las grandes concentraciones
dan pocas bandas y no demasiado distantes. Resultados positivos obtuvimos
‘con disoluciones de Fe(CN), K, 0,01 M. Nosotros utilizamos las cinco concen-
traciones arriba dichas. La gelatina utilizada fue de diversas concentracio-
nes 2 %, 3 %. 5%, 4 %, 5% y 6 %. Como teniamos que trabajar con tem-
peraturas bajas si queriamos tener una estabilidad relativa de temperatura
prescindimos de mayores concentraciones en gelatina. Como electrolito ex-
terno utilizamos sales de cobre, sales de cobalto, sales de niquel, sales de
ccinc, sales de plata. Entre las sales de cobre preferimos utilizar los Cl- en
lugar de los NO,”. Estos no nos dieron resultado positivo. En las pruebas
sucesivas se obtuvieron mejores resultados empleando los cloruros.

De las sales de cobalto utilizamos acetatos, nitratos, cloruros, con prefe-
rencia los nitratos y acetatos. Entre las sales de Zn se hicieron pruebas con
acetato, nitratos y cloruros; también empleamos sal de Mohr como el elec-
trolito externo.

La poliperiodicidad advertida, sobre todo en las experiencias con sulfato
ferroso amonico dificultaba la percepcién de las bandas. Se observaron di-
versas variaciones en la coloracién de las bandas. Esta misma coloracién
<disminuia el contraste entre bandas y espacios vacios, debiendo observarlas
por reflexién o por transparencia.

Las medidas hechas no fueron tan precisas como las del hidréxido de
magnesio o el cromato de plata. Con todo fueron lo suficientemente precisas
para apreciar el cumplimiento de las leyes establecidas para las precipita-
ciones de ritmo creciente. Como sefialaremos en las graficas las constantes
cambien de signo. Asi las leyes establecidas llegan a ser de tipo tan general
‘que abarcan las dos series de fenémenos reduciéndolos a un solo. El hecho
‘de ver cumplidas las leyes del movimiento de lentitud uniformemente va-
riado con relacién al espacio en las precipitaciones de ritmo decreciente
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ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS EMPLEANDO LA GELATINA...

nos inclina a dar realidad fisica al sexto de los movimientos estudiados en
la parte tedrica.

ELECTROLITOS FUERTES

Trabajamos preferentemente con sales magnésicas. Aunque el nimero
de bandas sea muy inferior al que se logra al tratar los cromatos con sales
de plata, estas bandas blancas quedan muy destacadas en grandes espacios
vacios de precipitado. Por esto hemos creido mas 1til el sistema de hidré-
xido de magnesio para medir las distancias en relacién con el nimero de
anillos o bandas. La ley del movimiento de lentitud uniformemente variado
con respecto al espacio se comprobaba mejor con el sistema de cromato
de plata, puesto que se producen numerosos anillos en un tiempo pequeno.

Para el sistema de hidréxido de magnesio empezamos los ensayos con el
cloruro magnésico como electrélito interno, seguimos posteriormente con
las sales mganésicas nitrato, acetato, sulfato y tiosulfato. De estas sales
descartamos pronto, los nitratos ya que se conseguian con dificultad y no
eran de mucha duracién.

En nuestras experiencias hemos observado que se obtienen mejor las
bandas de precipitado a medida que disminuye el grado de disociacién.
‘Creemos probable que la existencia de muchos iones libres es un inconve-
niente para lograr precipitaciones ritmicas.

Sin duda ninguna que no es pequeiio el influjo del grado de disociacién
de los electrolitos en orden a conseguir precipitaciones ritmicas. Es muy
probable que también estén condicicnadas las bandas a la naturaleza del
anion como se comprobé en los nitratos.

Siguiendo el estudio del grado de disociacién, empleamos las bases fuer-
tes: hidréxidos sédico y potasico. Hicimos los ensayos tanto en tubos como
en placas.

Primeramente dos series en tubos de 90 experiencias utilizando:

Electrolito interno el cloruro de magnesio en las proporciones de: 10 % :
BEOL= 6ROl 400 - 320/ = 200 1L96-50,5" %6201 945 0.5-%:

Flectrolito externo, en una el hidréxido siédico y en otra el hidréxido
potdsico con las concentraciones: 1 %; 3 % v 6 %.

Gelatinas del 3 %; 6 % y 9 %.

La temperatura fue siempre de 2° + 1°.

Después hicimos otras dos series en tubos de 90 experiencias en las que
modificamos el electrolito interno empleando el acetato magnésico.

En todos los casos obtuvimos precipitados continuos sin que se pudiera
apreciar ritmo alguno. No habfa espacios propiamente vacios, aunque se
notaba tres o cuatro bloques diferentes.

Fnsayamos después una concentracién de hidréxido potésico en la que
los iones oxhidrilo fueran aproximadamente los mismos que se dan. en
hidréxido aménico. Asi preparé una disolucién de hidréxido potdsico e
hidréxido s6dico. La primera contenfa 2,24 g/1 y la segunda 1,16 g/I.

Al cabo de 4 dfas, aparecian tres precipitados diferenciados pero ‘tam-
bién sin ningtn espacio vacio. La forma no sufrié modificaciones aunque
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empleo de estas bases impedia la formacién de anillos.

Con ensayos realizados en placas pudimos obtener anillos bien defini-

dos. La parte central de la placa quedaba cubierta de un precipitado con-
tinuo de hidréxido magnésico. A considerable distancia aparecen tres ani-

llos bien definidos, también de hidr6xido de magnesio. Las distancias del

anillo central al primero y tercero, nos hace pensar que podrd tratarse de

un ritmo decreciente. Como no hemos conseguido mds de tres anillos, nos

resulta imposible comprobar la verificacién de la ley.
Como fenémeno peculiar hemos conseguido anillos intermedios, micro-

surcos, en numero bastante crecido segun puede apreciarse en la micro-

fotografia.

MEDIDAS DE ESPACIOS-TIEMPOS
NUMERO DE BANDAS EN TUBOS DE PEQUENO DIAMETRO

Para la medida de distancias empleamos el catetémetro. Hacemos tres

lecturas y promediamos los resultados. Los datos corresponden a la expe-
riencia 53 A. El precipitado es de cromato de plata. Gelatina plata del 12 %
de concentracién. Se realiza la experiencia a la temperatura de 2° + 1°.
Concer(li’fracién del dicromato potédsico 0,01 molar. Nitrato de plata con-
centrado.

De la serie de seis tubos rechazamos dos para utilizar los cuatro res-
tantes.

Con el fin de que las diferencias fueran apreciables, prescindimos de Ias.

primeras bandas de precipitado y consideramos desde la 12 en adelante.

Hacemos los cdlculos sobre las once bandas que van desde la nimero 12

a la 22.
Numero de bandas Tiempo empleado Espacio recorrido
12 14,4 0,48
13 16,9 0,67
14 20,1 0,87
15 93,9 1,10
16 29,4 1,35
17 34,6 1,61
18 : 41,7 1,89
19 49,8 2,20
20 61,5 2,57
21 : 72,8 2,93
22 84,4 3,24

Haciendo el calculo para determinar las respectivas constantes, nos en-
contramos. aproximadamente con las ecuaciones siguientes:
.58 = 0,19 — 0,064 n + 0,01 n?
t =10,23 + 7,685 + 5 s

—

las proporciones de las bases fuertes no fuesen la misma Creiamos que ef
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ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS EMPLEANDO LA GELATINA...

En la experiencia 56 A hacemos un cambio en la temperatura 20° + 2°.

Numero de bandas Tiempos Distancias

19 32,1 2,1

20 36,7 2,3

21 42,9 2,55

22 49,6 2,8

23 59,5 3,15

24 70,8 3,55

25 87,9 4

De la serie de los seis tubos hemos empleado unicamente tres.

Fn el apéndice incluimos varias series de medidas, verificadas en dife-
rentes condiciones, tanto respecto a los sistemas de precipitados como a las
.concentraciones de los electrolitos externo e interno, concentracién de ge-
latina y ftemperatura.

'‘GRAFICAS

La gréfica demuestra que en el minimo de la pardbola la concentracién
de ondas es infinita, segin deciamos antes, la frondosidad es infinita. Asi
sucede en la realidad, ya que al comenzar las precipitaciones ritmicas su
ntimero es practicamente imposible de determinar. Contamos los pecipita-
dos una vez transcurridos algunos minutos o dias dependiendo de la natu-
raleza del sistema que se examina. A medida que aumenta el espacio, el
numero de ondas es facil de contar.

Bandas obtenidas con cromato de plata. Se realiza la experiencia con
8 tubos de ensayo. Se quitan tres por defectuosos. Se emplea gelatina del

10 %, nitrato de plata del 5 9% y dicromato potasico 0,01 molar. Tempe-
ratura 2° £ 1°.

Espacios recorridos en centimetros Num. de bandas

=

Promedio de 5 experiencias

0,89 ; 15
1,11 . 16
1,34 17
1,57 18
1,84 19
2,12 20
9,42 21
2,78 22
3,13 23
3,45 24

Aplicando la regla general obtenemos los pardametros de la ecuacién:
S, = —0,189; 2 = —0,063; A" = 0,018
Asi quedaria S = — 0,189 — 0,063 n + 0,009 n’.
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Las bandas anteriores ocuparian los puestos y espacios correspondientes :

0,7 14
0,52 13
0,35 12
0,21 11
0,09 10
0,06 9
0,024 8
0,007 7

Esta ecuacién representa una pardbola, una de cuyas ramas no cumple
las condiciones del problema y, por tanto, debe ser bloqueada la ecuacion,
mediante un factor condicionante que la haga verdadera tinicamente para
los casos reales. El factor condiciorante es:

m—mn__)n"n— M)

(n i nczoo)2 ('I’L — 7’1,._:0)2

A medida que aumenta el nimerc de ondas también aumenta el valor

de la longitud de las mismas. Al comenzar los pT‘ECIPItﬂdOb hay muchas
ondas pero de muy poca longitud. Se verifica asi mismo que la frecuencia
va disminuyendo a medida que aumenta su niimero.

Fn la grafica siguiente espacio funcién lineal de la lentitud solamente
una de las semirrectas tiene valor en orden a la interpretacién fisico-qui-
mica del fenémeno de precipitacién ritmica. La ofra semirrecta que no se
verifica en la realidad, tendrd un valor puramente tedérico. Para lograr su
mavor generalizacién y de manera que siempre tenga interpretacién real
ponemos como factor condicionante

/ v, V1
\ (VL VR
Como se ve el valor imaginario del radical para signos contrarios de
I g
V, ' v V! hace imaginaria la ecuacidn.

Relacionamos hempos y velocidades en un caso particular del ritmo
directo de precipitados.

s 12003 5 100 (A V
: 336 336 V2 12003
—_ —_ o0
336
1
; 00
12003
o 0
1
0 o
12003 =i
_— X0
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ESTUDIO  SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS EMPLEANDO LA GELATINA...

Al comenzar la operacion, es decir, al ponerse en contacto los dos elec-
trolitos, se ve la formacién de un precipitado. La realizacién del precipita-
do ritmico lleva una velocidad muy grande; a medida que transcurre el
tiempo va disminuyendo la velocidad. Cada vez se suceden con mayor len-
titud hasta que acaban por tener una velocidad nula cuando el tiempo es
infinito. Esto aclara la observaciéon de que no se encuentra valor para la
{uncién si el tiempo se ha hecho infinito. No hay mdas precipitado.

Siendo la relacion del tiempo con respecto a la velocidad en el caso que
nos ocupa

16 d
=0 21 V2
observamos c¢émo el tiempo tiende a un mdximo siendo la velocidad infini-
ta. Es el momento en que los precipitados se suceden sin soluciéon de con-
tinuidad formando como un precipitado homogéneo que no nos muestra la
distincién de capas.
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Se bloquea la rama de la izquierda, ya que no podemos considerar a la
velocidad tendiendo a cero. En nuestro caso el aumento de velocidad es
constante.

Entre la lentitud y el tiempo se establece una relacién que antes halla-
mos en la forma:

1 l
1 &
i ol L Vo
el Vi
Aplicada al experimento particular tenemos la ecuacién:
e —300 o 100 V2 t v
E = 303 323 AESREY — oo
0 SO 2
800
= 0
323 =
0 2 /2




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENGIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

No damos més valores por tratarse de una pardbola cuyo eje es el mis-
mo de coordenadas. La lentitud aumenta con el tiempo, no tendiendo am-
bas magnitudes a hacerse nulas simultdneamente. La rama de la izquierda
quedara bhloqueada para que la férmula nos represente con exactitud, en
cualquier hipétesis, el fenémeno que venimos estudiando.

Sefialamos en un movimiento de ritmo inverso, la relacién que existe
entre tiempo y lentitud. Estudiando la ecuacion después de las debidas
transformaciones queda:

s ST 1 y-1
= o 21 — - =
A )
0 Jato
e :
21 S
=
0 L
15)

3

La grafica demuestra cémo en el momento se verifica un maximo

21
anuldandose la lentitud. Hecho que nos indica se trata de un avance de
ondas materiales y precipitaciones consiguientes de velocidad infinita. La
concentracion de ondas no puede contarse por ser la velocidad de los iones
infinita.

oo 160 5 14 S
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21
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De las dos ramas que tiene la curva solamente la de los V positivos se
verifica en el fenémeno de las precipitaciones ritmicas de ritmo decrecien-
te. Tiene un limite espacial definido aqui por una asintota paralela al eje
de las velocidades. Los valores de la velocidad van de 0 a infinito. Al co-
mienzo tardan en producirse los anilios o bandas de precipitado. Esa velo-
«cidad va aumentando hasta llegar a un valor infinito, ya que entonces son
mﬁn,ltos los precipitados que tienen lugar cuando el espacio vale 160/21
centimetros. El coeficiente angular de la tangente a la curva es constante,
<creciente en valor absoluto, 1o que indica se trata de un movimiento uni-
formemente apresurado con relacién al espacio. '
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A medida que aumenta la velocidad va disminuyendo el espacio. Al co-
mienzo son muy numerosos los precipitados, ya que teéricamente llegarian
a ser infinitos. A medida que va avanzando el tiempo los precipitados se
suceden con mds lentitud. Las diferencias espaciales estin mdas marcadas
a medida que la velocidad va disminuyendo. La tangente a la curva, en la
rama de la derecha (ya que la de la izquierda queda bloqueada) tiene un
coeficiente angular constantemente decreciente en valor absoluto. El valor
de o es mayor que 0.

Fn la grafica siguiente. el espacio funcién lineal de la lentitud solamen-
te una de las semirrectas tiene valor en orden a la interpretacién fisica-
quimica del fenémeno de precipitacién ritmica. La otra semirrecta, que no
se verifica en la realidad. tendr4 un valor puramente tedérico. Para lograr
su mayor generalizacién y de manera que siempre tenga interpretacion
real, ponemos como factor condicionante

4L (10 +336S \/——S
aS 2610) VS

Como se ve el valor imaginario del radical para signos contrarios de
V., y V! hace imaginaria la ecuacidn.

En las férmulas prescindimos de los factores condicionantes por razén
de simplificar su expresién matemaética.

La curva solamente representa el fenémeno fisico-quimico en el inter-

valo
0< S <oc.

La otra rama de la pardbola debe quedar bloqueada mediante el factor
condicionante :

(Sl SE=s SV:oo ) (S e SV:oo )
(Sl T SV:oo )2 (Sl = S V=00 )2

Como el valor de la constante de retrasacién es mayor que cero, la fun-
¢i6n es creciente tendiendo a valor infinito.

No tiene méximo la funcién y asi, te 6ricamente, el espacio que pueden
recorrer los iones para formar los precipitados es infinito. Es el ritmo
creciente.
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Relacionamos los esapcios con las longitudes de onda. Aplicamos al mis-
mo experimento 20 y razonando como antes, tendremos:

e |
= Sl
)1 S,

1 S

500

S =7,957 + A

|

La longitud de onda crece a medida que se van alejando los precipitados
del punto de contacto de los dos electrolitos. Por tratarse de ritmo directo
la longitud de onda tiende a tomar un valor infinitamente grande. Como
no se conciben longitudes de onda negativas la rama del segundo cuadrante
deberd ser bloqueada. La realizacién de esta grafica confirma méds la proba-
bilidad de la férmula que hemos adoptado. En ningin caso creemos que
las férmulas que relacionan exponencialmente los espacios y el nimero de
las bandas producidas pueda venir representada mediante una ecuacién de
tipo exponencial.

En las férmulas prescindimos de los factores condicionantes por razén
de simplificar su expresiéon matemat:ca.

La concentraci6n de ondas tiende a ser inifinita en el minimo de la cur-
va: lo que equivale a decir que la longilud de onda es infinitamente pe-
quena.

En el minimo

ds dn
= 0 ————— =
dn ds
Siendo
e a
p a3 t3 vé

En la deduccién que podemos hacer notamos que para ¢ > 0, « y v tie-

. : ; i a e ’

nen el mismo signo. Ahora bien, siendo « = —— tendremos p = — —-. Asi
(%) ()

la velocidad por tener siempre signo positivo no hace variar el signo o, el
cual depende exclusivamente de la apresuracién. En cualquier caso que
pueda considerarse o y « tienen signo contrario. Cuando la apresuracién
o> 0. la velocidad y la aceleracién tendrdn que tener un mismo signo.
Como consideramos siempre el tiempo positivo, la velocidad crece en valor
absoluto con el tiempo, por lo cual concluimos que se trata de un movi-
miento acelerado. Si fuese la apresuracién negativa, o serfa mayor que
cero y consiguientemente la velocidad y la aceleracién tendrian distinto
signo por lo cual se deduce que la velocidad va disminuyendo segin la
dimensién temporal y se tratard de un movimiento retardado.
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ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS EMPLEANDO LA GELATINA...

Establecemos un cuadro que nos seiiale los casos posibles que pueden
presentarsenos en las precipitaciones ritmicas.

a >0, V<o
>0
a < 0, V>0

a >0, V>0
0 <0 .
; ar<a () V<o

Como los movimientos estudiados son uniformemente variados es decir,
que permanece en todos ellos constante o siempre se ird verificando que
aceleraciones y velocidades tendréan el mismo signo o distinto, pero en nin-
glin caso se cambiardn, de forma que pasen a ser del mismo signo si eran,
en el comienzo, de distinto signo. De aqui la razén de considerar unica-
mente el signo de uno solo de los casos de las velocidades V, ya que no se
modificarda con el tiempo su signo.

Como conclusién deducimos que fijado el signo atribuido a o y V,, es
decir, establecidos los valores particulares del problema, quedan por el
mismo hecho fijados los valores de la velocidad y la aceleracién para cual-
quier valor del tiempo. No se consideran por lo tanto, diferentes fases de
un mismo movimiento, sino dos movimientos distintos.
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§
APENDICES
Espacios obser- Espacios calcu-
Num. de bandas vados (cm.) lados (cm.) Diferencias
10 1,06 1,057 0,003

A 11 1,08 1,081 0,001

q 12 1,14 1,133 0,017

: 13 1,22 1,213 0,007

14 1,30 1,321 0,021

3 15 1,45 1,457 0,003

16 1,64 1,621 0,019

B 17 1,80 1,813 0,013

3 18 2,02 2,033 0,031

p 19 2,30 9,281 0,019

_ 20 2,52 2,557 0,037

i 21 92,80 2,861 0,061

i 29 3,12 3,193 0,033
I 23 3,49 3,553 0,133
1 % 24 3,80 3,941 0,141
|8 25 4,18 4,357 0,177

§ S = 2,357 —0,27 n + 0,014 n?

$ S, = 2,357

1 =W
- » = 0,028

i Espacios obser- Espacios calcu-

1 Num. de bandas vados (cm.) lados (cm.) Diferencias
1 * 10 0,1 0,088 0,012
It 11 0,25 0,214 0,036
) 3 12 0,40 0,358 0,042
a 13 0,55 0,520 0,030

g 14 0,70 0,700 0,000
8 15 0,90 0,898 0,002
‘ g 16 1,10 1,114 0,014
i 17 1,35 1,384 0,002

2 18 1,55 1,600 0,050
‘ g 19 1,90 1,870 0,030
E 20 2,15 2,158 0,008
,g 21 2,45 2,464 0,009
. 22 2,75 2,798 0,043
%4 93 310 3,140 0,040
- 24 3,45 3,500 0,050
I 25 3,80 3,878 0,078

3 26 4,95 4,974 0,024
i 7 4,50 4,688 0,188

g 28 5,05 5,126 0,121

| 29 5,40 5,580 0,182

3 30 5,95 6,056 ~ 0,061

L] 31 6,40 6,554 0,154

32 6,90 7,070 0,170

i 33 : 7,45 7,604 0,154

34 8,00 8,156 0,156

ii 35 8,45 8,726 0,276
B
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

S = — 0,182 — 0,063 n + 0,009 n?
S, = —0,182
A, = — 0,063
2" = 0,018
Numeros Espacios obs. Espacios cal. Diferencias
1 0,85 - 0,85 0,0
2 1,05 1,06 =001
3 1,35 1585 0,00
4 1,70 1,72 + 0,02
5 2,20 2,17 + 0,03
6 2,75 2,60 + 0,15
7 3,40 3,31 + 0,09
8 4,05 4,00 + 0,05
9 4,90 4,77 + 0,13
10 5,80 5,62 + 0,18
11 6,95 6,55 + 0,40
12 7,40 (12 + 0,28 -
13 8,35 8,65 — 0,30 :
14 9,50 9,82 — 0,32 :
S, = 0,85; 7= 03 % = 0,08 E
N.o de bandas Espacios obs. Espacios cal. Diferencias
1t 0,65 0,70 0,05 :
2 1,20 1,25 0,05 3
3 1,70 1,75 0,05 !
4 2,20 2,20 0,00 k
5 2,55 2,60 0,05 ,s
6 2,85 2,95 0,10 T
7 3,10 3,25 0,15 £
8 3,30 3,50 0,20 £
9 3,50 3,70 0,20
10 3,70 3,85 0,15 2
11 3,85 3,95 0,10
12 3,95 4,00 0,05 i
SH=2017i5 A, = 0,675 A =—0,05
Espacios Tiempos obs. Tiempos cal. Diferencias 1;;
1,45 840 830 + 10 |
1,85 1440 1440 0,0 3
2,35 2280 2302 — 22
2,95 3240 3482 — 218
3,70 4920 5288 — 368
4,45 6960 7124 — 164 3
5,25 9720 9479 + 248 ‘
6,20 13020 12625 + 395
7,35 16800 16972 172
8,8 24000 23285 + 715 4
o=440; V1=2800; S, =792
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Numeros Espacios obs. Espacios cal. Diferencias
3 0,6 0,6 0,0
4 0,7 0,7 0,0
5 0,8 0,8375 0,0375
6 0,95 1,0125 0,0625
7 1,15 1,2250 0,075
8 1,35 1,4750 0,125
9 1,65 1,7635 0,1135
10 1,95 2,0885 0,1385
11 2,3 2,4510 0,151
12 2,1 2,8510 0,151

S, = 0,5385; 2, = 0,04375; A = 0,01875

Espacios obs. Espacios cal. Diferencias Tiempos obs. (horas) Tiempos cal. Diferencias
1,06 1,050 0,01 11 11 0
3 1,35 1,350 0 18 18 0
1,72 1,700 0,02 27,5 27,5 0
2,2 2,100 0,10 39 40,6 1,6
E 2,65 2,550 0,10 60,5 58,5 2
; 3,00 3,050 0,05 74,5 73 1,5
3,60 3,600 0 102 101,5 0,5
4,25 4,200 0,05 131 132 1
£ 4,85 4,846 0,005 173 168 vt
',j 5,60 5,650 0,05 221,56 217 4,5
i 6,40 6,300 0,10 280 277 3
7,00 7,100 0,10 322 317 5
7,85 7,950 0,10 394 397 3
8 8,60 8,850 0,25 463 470 7
B f, = 369,8; Vl=656; o =620

S BSOS e aEllae @

Eliminamos entre (1) y (2) el ntimero de capas n y nos quedard la longi-
tud de onda en funcién del espacio:

00" 0 2 (=010 00 (SIS RS S (= ()
sy s st 1=y e [ s i s
ISy~ st & ] siompo il s om w2l T 0
L ey =St =2 st el sy s Ta
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Caso: a

a

a b

DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

Obtenidé derivando en (1) la tltima fila con respecto al nimero de las

S n
81 n,
S1 Ny
As 1

Caso: b a

nZ
2
n
12 = 0
Ny

2n

a b

Derivando en la anterior la primera fila con respecto al nimero de las

REVISTA
4
bandas:
1
1
i
0
5.9
capas:
0
1
1
0
612

Eliminando el nimero de las capas entre (4) y (5):

O="0——=0F 102|220 051
1 s my n L sy m
.
0

St T N I 5 70
2
U

A N 0)\;1

A 1
S1 Lo
Ss 2
As 1

Caso: ¢ a

0 0
N’ 1
n, 0

Caso: a a

2n

Ny
2n,

a a b

QR=S==()
S M M
S; My My
A ng ongd
bEsh

(ol

Sl

S1 M
S, My
r1s

Derivando en (1) las filas tercera y cuarta con relacién al nimero de

bandas:

(=)W=l o ol ot

8.°

fila :

(=)=l (=)

s n
5 n,
)\3 1
Caso: b

A 1
G n
As 1
As 1
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Derivando en la anterior con respecto al nimero de bandas, la primera
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ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS EMPLEANDO LA GELATINA...

9.° Csso: ¢ a b b
Fliminando entre (7) y (8) el nimero de capas:

OEEE (AR 2RO O 0 |2 (5 0 A 85 () S TR SR () ()
=5, = 1 s iy m = I 55 my net f[1sitmg oy 00
0 X 1 2n (eSO, 0 X 1 2|0 A 1 2n,|
W oy I s (00 % il 2N, 0% 0k 2n3i QREREIGEs2ng

e Crsps 6 6@ b
)\32 T >\22 )\12 S )\g

2N = =
Sl S5 SimtS

de donde :
a+ bR +cs=0
a+br+cs,=0
al +b):+cs=0

; e 5l

e he Ve
| . )\1} Lo e ) 22 0 QAT
| : 52 gt oy 1 s

e Chsoz - & o W

Deducimos directamente, como en el caso 10), del valor de la cons-
tante A\": :

SESUETS ﬁ'&%‘ﬁmﬁk‘ﬁ‘-\h@fﬁm-\dﬂauHn}“num' il s e e s

)\, & k3 AR )\2 N )\12 S )\2
ng—my  2(ss— )

Poniendo en forma de determinante la ecuacién anterior nos quedara:

1 x 0 s
1 A 0 sl _ g
: 0 2% 1 0|
; ‘s 0 2)\3 l ﬂ.3
I8
‘;‘% i’ Caso:= b cic b
i i, Simplemente trasponiendo las filas primera y tercera en 11)
!‘ % Pea = 1y n
§ 1l N 0 sl _ oo
;_{ 1 A 0 S,
lé O 2)\3 1 33
5

g — iy =
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y poniendo en forma de determinante, quedard:

O 0O O

Eliminando la longitud de onda entre 11) y 18):
1

1
1
1

Sustituyendo en 6) primera fila por tercera,

Eliminando la longitud de onda entre 12) y 10):

1

0
0
1

=) =) e =)
=

o =

'A\;Cn

(5]

it =) e (=)

Calculamos directamente del valor de la constante A’

A
A
As

1
1
1
0

1
A
A
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FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

y tercera por primera:

,n?.

Ny

2

0 0

2n,

Deduciendo de la anterior 16) permutando las filas primera y segunda:
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IS Gasor bisiaci b

Eliminando entre 15) y 17) el espacio:

| 0o om0 1 o 0oh 200 1on
p 1 s 7 n?| 1 & m n i IS o il el g e ®
¥ R0 0 PESQREIE0 07080 I sy R0 =0 iSies
? Do i o o, 1% 2n, 0 % L 2millonn: s 2n,
3 O BIN L e
| :
Deducida de la 10):
1 2
L 0 g ?1 :
E | 1 & Ml o= 0; : - G
| 1 p 1 Ao 0 Sp
% 2 1 I\ 0 G
2L CasEe i @6 G
Cambiando én 17) la primera fila por la cuarta:
0= =2 1 n |2 i() 2\ 1 ol @ 2 1 n
0 0 1 n 1 0 0 si| |0 1 0 (AP RN
| L 0 e
1‘ 1 A0 & 1 Noeil Gl 4Ll N i) Ss
/ ESEREASOE = a CC
. Eliminando la longitud de onda entre los dos anteriores 19) y 10), que-
i daria:
ORN0L 1 s L0001 o2 j0n0n ] 0o el 0
EORROS ey 808 001~ 0808 s SH0ES2ERORS 08 T
: I ) s g R 0 s i 0 e[l N0 sy
E SEIE= (s Lo 0 0 s (s
J
‘ 0 0 1 n 1 0 0 s 0 2 0 0
B 0 L G 0 0 1 000 O
R 0 o 0 a0 s
. 1 st () Ss 1 A 0O & |l N () Ss
G 000 L 02 1 0 0 sf2jo 2 00
R0 0 G 0 2 0 01 |00 1 0 (00 L 0fF
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ESTUDIO SISTEMATICO SOBRE PRECIPITACIONES RITMICAS EMPLEANDO LA GELATINA...

CONCLUSIONES

1.* Se hace estudio critico de las ecuaciones matemdticas de tipo em-
pirico, que se han empleado hasta ahora para expresar los fenémenos de
las precipitaciones ritmicas.

2.* Se deducen las magnitudes que intervienen. Tres extensidades: es-
pacio, tiempo y nimero de bandas; seis intensidades de primer grado: ve-
locidad, lentitud, longitud de onda, frondosidad, frecuencia, periodo.

Doce intensidades de segundo grado de las que s6lo utilizamos dos.

3.* Al estudiar el fenémeno quimico de las precipitaciones ritmicas
aparece un movimiento de tipo particular que se identifica como de lenti-
tud uniformemente variado con respecto al espacio.

4* Se estudia dicho movimiento y sus diferencias y analogias con otros
igualmente variados.

5. Encontramos la constante del movimiento, discutiendo los diversos
casos de aplicacién que pueden ofrecerse.

6.* Mediante variados experimento, coincidentes entre si, se demues-
tra, por una parte la constancia de la magnitud retrasacién, y por otra la
constancia de la derivada de la longitud de onda con relacién al nimero
de handas obtenidas.

7.* Se sistematizan las férmulas que relacionan las magnitudes: exten-
sidades e intensidades que intervienen en los fenémenos.

8.* Al aparecer las recientes experiencias de ritmo invrso, comproba-
mos que también es posible aplicar las mismas férmulas deducidas, con
solo modificar el signo de la constante.

9.* Se establece una relacién entre las precipitaciones de ritmo crecien-
te y las de ritmo decreciente.

10.* Se obtienen férmulas mds generalizadas que las empleadas hasta
ahora en el estudio de ciertos fenémenos.

11.* Se solucionan los casos posibles en la relacién espacio, numero de
bandas.

12.* Se encuentra una nueva relacién, tiempo nimero de bandas.
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SOBRE LA TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS
POR TERMODIFUSION

Por

J. Cssas y J. M.* Savirdn

EsTADO DE LA CUESTION

Las columnas de Clusius-Dickel para separacién de isoétopos por difu-
sién térmica son hoy dia unos de !os métcdos mas usados para el enrique-
cimiento de algunos is6topos estables en fase gaseosa.

Se han dado varias teorias para deseribir su funcionamiento. Primero
primero por los mismos Clusius y Dickel (1 a) y a continuacién Jensen,
Waldman, Bardeen, Majudmar, Debye, V. (2 a) a (2 f). Por ultimo C. Jones,
Furry y Onsager, en un conocido trabajo (3 a), dan una descripcién com-
pleta del comportamiento y rendimientos de estos aparatos, asi como muy
utiles recomendaciones para el disefio de columnas de produccién de iso-
topos estables, en alto grado de pureza, y en gran escala.

Las columnas citadas consisten generalmente en dos tubos concéntri-
cos. mantenidos a temperaturas distintas mediante dispositivos de calefac-
cion y refrigeracion adecuados. Entre los dos se encuentra la mezcla isoto-
pica a separar.

Debido al gradiente de temperatura, en una seccién horizontal del tubo,
se producen, a causa de la difusién térmica, dlferencmc en las concen’rm-
ciones de las dos especies moleculares presentes.

Superpuesto a este efecto y debido al campo de temperaturas existen-
te, se originan en dicha seccién diferencias de densidad; inmediatamente
aparecen corrientes verticales de conveccién, dirigidas hacia los extremos
del tubo. Debido a las diferencias existentes en las concentraciones, que
seflaldbamos antes, estas corrientes transportan distintas cantidades de las
especies presentes. Se obtienen, pues, por la superposicién de estos efec-
tos. un efecto transversal de separacién de masas y un efecto de transpor-
te, acumulativo, hacia los extremos del tubo.

El proceso, en estos términos, deberia continuar indefinidamente ; pero
la difusi6n ordinaria, que no habia sido tenida en cuenta se opone a que
se establezcan diferencias de concentracién entre dos secciones paralelas del
tubo. De un compromiso entre estos tres efectos, se establece un estado
de equilibrio, obteniéndose en los extremos del tubo unas concentracwnes
distintas de las dos especies isotépicas.

El estudio de las magnitudes de interés en una separacién en columna

lo hacen fundamentalmente Jones y Furry en funcién de-los “coeficientes
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del transporte” H, K, y K, que toman en cuenta los fenémenos antes cita-
dos. Usualmente los escriben en la forma

H = HC v’ Ko DRE G K, = K, k;

En que k', k' y k/, lamados factores de forma. dependen sélo de los
radios y temperaturas de la columna y del tipo de interaccién molecular
del gas que la ocupa. Los términos H®, K.© y K,® no dependen del modelo
molecular.

Para la obtencién de los factores de forma, estos autores han estudiado
el fenémeno sobre la base de una interaccién de tipo Maxweliano: fuerza
entre moléculas oC r¥ (r = distancia entre dos moléculas).

Con esto obtienen los valores de los coeficientes del transporte y facto- .

res de forma que sirven luego para analizar el comportamiento de las co-
lumnas y aparatos de produccién en gran escala.

Registra la bibliografia multitud de comprobaciones experimentales de
la teoria (3-b), (4 a), (3 a). La conclusién general es que va de acuerdo con
el experimento pero, s6lo en los casos en que la interaccién de la mezcla
sea pr6xima a la maxweliana. Cuando las desviaciones son mayores ya no
es apropiada. '

Suponiendo para la mezela una interaccién F = K r7, los coeficientes
del gas varian con la temperatura:

fCT", )T, DT

en que
_2n+ 3
Y 2n—1

Se observa que todos los gases, salvo algunas moléculas de caracter fuer-
temente polar, tienen indices de viscosidad comprendidos entre n =1 y
n = 1/2, correspondientes, respectivamente, a una interaccién de Maxwell
y a un modelo de esferas duras eldsticas, que se pueden considerar como
los dos casos limites del potencial de interaccién.

Jones y Furry ya recomiendan en su trabajo la obtencién de los factores
de forma correspondientes al modelo de esferas duras eldsticas. Registra
la bibliografia, sin embargo, s6lo un intento experimental de Grove
(5 a). que mide experimentalmente los factores de forma usando columnas
de gran diversidad de radios y temperaturas. Las columnas usadas en su
trahajo son del tipo de hilo caliente, que sustituyen al cilindro interior. La
mezcla usada es He y H, de indice de viscosidad n ~ 0,6. Especialmente el
factor- b’ es dificil de medir experimentalmente y los resultados no son
muy precisos.

R. Simon (5 b) da también indicaciones para la elecci6n del indice mds
apropiado.
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NUESTRO PROPGSITO

En este trabajo pretendemos la puesta a punto de la teoria para el otro
ccaso limite n = 1/2. Esto puede permitir en la practica el conocimiento del
rango de variacién méxima que pueden tener las magnitudes de interés
en la separacién.

El sentido de las desviaciones es ya conocido experimentalmente. Por
ejemplo. la presion de la mezcla que d4 la mayor separacién va disminu-
yendo conforme lo hace el indice de viscosidad. El conocer el comporta-
miento en el caso n = 1/2 es de utilidad porque permite una interpolacién
con el otro caso limite n = 1.

Andlogamente pueden deducirse los valores limites de los transportes,
tiempo de equilibrio, rendimientos y demds problemas de disefio.
~ Nosotros pretendemos adaptar la formulacién del problema segtin Bar-
dem (2 ¢) a nuestro caso de interaccién con el objeto de obtener los factores
de forma y transportes en le caso de columnas con pequeiia diferencia de
radios, que son de gran utilidad cuando se trata de gases inestables en
grandes variaciones de temperatura. Estas columnas y las de hilo caliente
son los dos tnicos tipos empleados en la préctica.

FORMULACION DEL PROBLEMA

NoTAcCIONES

r;, = radio del cilindro exterior.
T, = temperatura del cilindro exterior.
7, = radio del cilindro interior.
T, = temperatura del cilindro interior.
¢, ¢, = fracciones molares de las dos especies presentes en la mezcla.
2 © Q = flujo de calor por conduccién, por unidad de longitud del tubo.
T, z, @ = ‘coordenadas polares de un punto .de la columna.
L = longitud de la generatriz de los cilindros.
n = coeficiente de viscosidad de la mezcla.
A = coeficiente de conductividad.
D, = coeficiente de difusién mutua.
constante de difusién térmica.
densidad de la mezcla.
v = velocidad de conveccion del gas como un todo.
v, = velocidad de conveccién de la especie 1.
v, = velocidad de conveccién de la especie 2.

!
II
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Tomemos coordenadas polares en el eje del tubo. La distribucién de
temperaturas en una seccién cualquiera del tubo es la dada por con-
duccién

T
2713Q=27t’l')\(‘— Z?' ) @)
que permite escribir operacionalmente:
) 0 2
or rax ol )

Una vez establecido este campo de temperaturas, en cada punto del
tubo se produce un flujo de especies 1 debido a difusién térmica dado por:

— —
=g [u ¢, — D (grad ¢, — a ¢, ¢, grad log T)] (3)
el movimiento del gas, viscoso, producido por esta distribucién de tempe-

i3
iz — dv

raturas, es una conveccién que, al alcanzarse el estado de régimen, i 0

viene regido por la ecuacién hidrodindmica :

: > dp
(div 4 grad) v = = +og (€Y)
con v (0, 0, v. (7).
A continuacién, para simplificar el tratamiento, se hace la hipétesis,
signiendo a C. Jones (@), que el flujo en cada punto no se modifica con el
tiempo.

dn ol =0 (5)

La restriccién es, indudablemente, muy fuerte, pero Bardeen (b) ha de-
mostrado que los errores a que conduce son muy pequefos.

Expresando esta condicién de transporte estacionario en coordenadas ci-
lindricas y la relacién (1) entre » y T, en cada punto debe cumplirse

) o D dier rmicicsll o Ao 2 ¢ ;
B [aT T ] ¢ as &)
: * ¢
Hemos despreciado —D ——-; en (6) aclararemos el sentido de esta

hipétesis. Y
Q di——n “dv dp
3P il bt dee A @
) = w {1 =
o)y =0 U)y=10
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Por medio de la funcién G (T) definida por

2 ¢ o Nk [F2a GRCIE Gy
Ta. i I”‘Q[afr_ T ] (©>
T o' ¢ .
y con la hipétesis de que S 0, o lo que es igual que el cambio de-

concentracion con la altura es el mismo en todas las secciones del tubo, se-
obtienen de la ecuacion (6):

@ oD  d¢ it L
R e

1 ) o D )
IN 0 G oA ( A oD
que sustituida en la ecuacién (7) y derivando respecto a T

g a d(pD
O e a o df oRidT

&

(9)-

b :

y en los limites G (T,) = G (T,) = 0 de (8)

G (I = G (T) = 0 de (8) y (9)
Puesto que estamos tratando un problema de separacién, nuestro in-
terés fundamental estd en obtener el transporte hacia arriba del tubo, de-
una de las especies moleculares presentes, en general no isotépicas.

A través de la corona circular comprendida entre r y » + dr de una
seccién cualquiera del tubo hay un transporte

dic = L2 ndan (11)-

Para toda la seccion
11=27tj zpc]v?'dr (12):

que con la expesion del campo de temperaluras (1) y de la velocidad (9):
se convierte en

2w (L. d e D =
‘cl—Q—a./T L ( - G(’[’)) a1 (13)
Integrando por partes queda:
2
LT (14
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con
a0 ,
e s ./T e e
or ' oD
K-—" | - lgmprdL. (15)
Q e l

La ecuacién de transporte no es correcta. Recordemos que ‘el término
2
2,

D s

preciado en (6). Como la difusién de concentracién tiende a oponerse a

‘que haya diferencias de concentracion en dos planos paralelos, el término
requerido es:

; que tomaba en cuenta el efecto de la difusién ordinaria fue des-

A

G _ 19

que puede establecerse de forma parecida a (13). Con ello la ecuacmn del
fransporte seria en resumen:

2 ¢ 2 ¢ 2

1=HCIC-J—K:;—K¢E ‘ (17)

y con ella se resuelven los aspectos principales del comportamiento de la
-columna.

ELECCION DE LA INTERACCION MOLECULAR Y OBTENCION DE LA FUNCION G (T)

Para la resolucién de la ecuacién (10), en que intervienen todos los
coeficientes de transporte del gas es indispensable el eonocer cémo depen-
den de la temperatura.

Ello indudablemente lleva a escoger un modelo de interaccién molecular.
En esta eleccién se tropieza con muchas dificultades. La interaccién por un
lado debe ser analiticamente sencilla para que la resolucién de las ecuacio-
nes sea viable y por otro responder a una realidad fisica.

Nuestra intencién, ya expuesta antes, es escoger como modelo para el
‘gas de esferas duras eldsticas, al que corresponde, en la ley de Fuerza

F = o un exponente y = oc.

v

Para nuestro caso el indice n de viscosidad, referxdo en general al ex-

ponente por la expresién y = Ogn—_*'? vale %.
& —
De acuerdo con ello las cantidades
A M D : i 1
2 s e’ o T (18)

:son independientes de la temperatura.
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SOBRE : LA TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR TERMODIFUSION

Por lo tanto al ecuacién (1), que da la distribucién de temperaturas pue-
de ser integrada

2logr = —(—iﬂ—QDI\W ) T°"* + const. (19)
Conviene ahora usar la nueva variable
- (4
y los pardmetros
= (%- 0 ;1/2 )“3‘9/2 @1)
=12

en los que la expresién entre paréntesis es independiente de la temperatura.
Con estas sustituciones, la ecuacién (19) toma la forma

T —rlent ! (R2)

si se introduce la nueva constante 7, dada por:

= (23)
Para los parametros ¢ y ¢, pueden obtenerse las relaciones
ho i t2— 12 = 2log, — (24)
t22 ]12 1 y eSO tols Tg
También de (19) se deduce operacionalmente : :
2/3
L ng g )
dT i 0 2:6: dit

Usando ahora los cambios de variable introducidos en (20) y (23) la
ecuacion (10) queda reducida a:

diseloads 1 d d 1
____?_—,_____eb“___y.= : (27)

siendo y(f) una nueva funci6n rvelacionada con la G(T) por la expresion:

l (4. A )3“ n D
EEe s Q 1”2 pAgTry

con el coeficiente de G(T) independiente de la tempetarura.
En los limites se verifica para y(t)

yt) = y(t) = y'(t) = y'(t.) = 0 (29)

— 123 —

y@®) = G(T) (28)




REVISTA DE LA ACADEMIA DEA CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

OBTENCION DE SOLUCIONES PARA LOS CASOS EXTREMOS

Las columnas de separacién que se presentan en la practica son de dos
tipos.

El primero es del tipo Clusius-Dickel, en el cual la relacién de radios
T4 :

es muy grande, puesto que el cilindro interior se reduce a un hilo

Ty
delgado.
Fl segundo tipo es un conjunto de dos cilindros coaxiales de muy poca

T3

diferencia de radios; en él la relacion es muy préxima a 1. Este es el

Py

caso que vamos a estudiar.

Recordemos que de (24) se verificaba

Ty
=il =
7
f=— = (30)
por lo tanto si

-

L >1 4H4—t—>0 t—0

7

Con ¢ préximo a cero podemos escribir para (27) en primera apro-
Ximacién

dt & dr -t adr ae D

t* y como solu-

e i : 1
Esta ecuacién tiene como solucién particular y, = — 10

cién de la homogénea:
W=l = U= e =l (32)

Para la ecuacion general (27) se obtienen como soluciones particulares

— 1 1 . —13
=gl i) en i=sera

—12

e—=ce
w=§ et (§e?dt)dt g ="Nte=2dl
v = e"dt : (33)
w = e*
|

—
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SOBRE LA TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR TERMODIFUSION

cuyos desarrollos en serie de potencias de ¢, son

— 1 1 19
Ry=—1]t+ e e
z = 1 168 ]
a — __._ti__ 7 tﬁ 4k 4:1 tg— 689 . L +
e 60 720 26405 IRE = i
(34)
o=t 1 * + ~J;—t’—— 1 £+ ;
L 4 14 60
=t 1 1 1
= a3 PSR GRS sl 0 L 1At
w——l it 2 l G t+24t ]
%= 1

Desarrollados todos, rapidamente convergentes puesto que ¢ es, en los
casos usados en la practica ligeramente menor que 1.

Vamos a expresar las soluciones en una forma mds simétrica, suponien-
‘do perturbada la 1.* aproximacién de la siguiente forma:

1 [l + at® + a4+ ..]

©[L + by t® + b t* + ...]
= t [+ 68 + ct® 4+ ...]
= 1L+ dst® +dgt° + ...]
= 1

ar Sl 1 21 =

La determinacién de los coeficientes de perturbacién puede hacerse iden-
tificando los desarrollos (35) con unas combinaciones lineales de los (34).
La combinacién lineal escogida es:

._,— 1 =
Y o
= AR
u=—30[(_-—6(:—w)]
y =0 (35)

que, desde luego, forma un conjunto linealmente independiente de ecua-
<ciones.

— 95—
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La identificacién lleva a:

o P T 1
(e )3t iy S e ¥
« 8 4 2
14 | o
109 503 e o
= I (G = = o= =
%= 420 = E=LEp O

La solucién general, que cumple las condiciones de contorno (29) es la
dada por la expresién

oA
RS 38)
e 38)
en la cual:
Y U v w 1
Y1 Uy Dy W, 1
Sl = LT Vs W, ] (39)

Vs e oy )
S s e Uy et ()
y “adj y” es el determinante adjunto del elemento “y”.

Las expresiones ¥, u, v, ect., son las series de potencias (35) y los sub-
indices indican el valor de la funciones, o derivadas, para los valores
t =t y t = [, respectivamente.

La manipulacién de este determinante es complicada y se requiere du-
rante su desarrollo cierto ntimero de cambios de variables hechos para
simplificar, en lo posible. los cdlculos. :

El determinante of puede expresarse como una combinacién lineal de
determinantes del tipo

£ GENE A [

, P st o bof i)
Nl ) = i L," i ]
TR e R )

L e e ot ()

con coeficientes las a;, b;, ¢, d;, de (37).
El denominador de la solucién es un determinante de un tipo andlogo

al. anterior y puede expresarse también como una combinacién lineal de

determinantes del tipo

’]m Ifz‘ [11 1
tqm [.7" [”l 1
o (m, n, ) = : 5 -
— v( 2 ) e e e ) (40)
s e ‘
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SOBRE.. LA. TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR TERMODIFUSION

Para el determinante adj (y) obtenemos inmediatamente la expresién

adj (y) = & (613) + [c; 3 (643) + by B (918)] +
‘ (41)
+-[¢; 0 (673) + b; ¢; 0 (943) + (by dy — dy) 5 (916) + bg & (12, 1, SRR

expresiéon en que, cada paréntesis agrupa términos del mismo grado. La
mspeccién de las potencias de ¢, y , que aparecen en los desarrollos mues-
tra que cada 3 (ijk) es una funcién homogénea de ¢, y t, de grado
m+n + 1 —2.

La forma de los desarrollos de los & (m, n, l) aconseja expresarlos en
funcién de dos nuevas variables

t,— 1, ey
w=—2> [=—2 49
l, + 1 2 )

Con ello, los resultados numéricos obtenidos son :

5 (613) = 48 Fut (15 + 2 w? — u)

5 (643) = 192 " u* (8 — 5w + ut + u’)

3 (913) =384 (9 + 21 u® + 3t — )

5 (673) = 96 * u* (21 — 35« + 10 u* + 2 + W + u®)

3 (943) = — 96 £ ut (45 — 3 — 102 ut + 34w + 25w + ‘u'’)
3 (916) = 192 t* u (45 + 69 w2 + 144 u* + 26 u° + ® + u®)
5 619) = — 5 (916)

5 (12, 1, 3)=96 £ u* (99 + 627 w2+ 726 u*+ 110 ©’—25 u*—u)

La expresién (41) para el desarrollo de adj (y) puede escribirse ahora,
utilizando los valores de las a;, b, ¢; y d; dados en (37) y los cambios de
variable dados en (42) asi

= 1 T
adj (y) = 48 . 15 ¢ u* (1 e 3 'u,z) (] e u‘)

=]—7“(4+ SR

16 16 <
1? U= o5 ‘u“) (43)

= S itatr
en que hemos prescindido de los términos en °, puesto que ¢ = R L

Para, el_ desarrollo del determinante £ se ohtiene:
— 4! o = A (4613) + [bgA (4913) + a, A fTGlSI] S 43 -

Teniendo en'cuenta que los A (m, n, I k) son funciones homogéneas de

[, t yt, de grado m + n + | + k — 2, hemos agrupado en cada parénte-
sis los términos del mismo grado.

—og




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS Y NATURALES

El calculo de los A (m, m, [, k) se facilita porque se anula la funcién y
su primera derivada At en t = t, t = t,. Con lo cual (I — &) (¢ t.y puede
sacarse factor de todos los A. Por un método de coeficientes indeterminados
puede obtenerse el resto del desarrollo, como un polinomio en &.

Con los cambios de variable (45), se obtienen los siguientes resultados:

A(4618) = (1 — P (t — LY [4, ¢ + Bt + Gy

A, = 321 u (83— w)

B, = 128 1" u* (3 — )

C, = 16 £ u* (16 — 14 w* — u)

A@918) = (t— 6 @ — P[4, ¢ + Bt + C ¢ + D, + E, ¢ + Fi
Al = B O () Bi— -8 7A@ )

C,= — 64w (15—2w—u) D =—128Cu (156 + 4u?—3u)
E, = — 32135 + 420 + 3ud) (B —ud)

B — PR w9t — 8

A (7618) = (t — & (t — ) [A + B2 + Gt + D]
A= 148 P b (1542w — )  C,=327¢° u* (3 — ud) (19 — 6 w?+3 ub)
B,=16:32% w*(3—uw) D,= 641" u* (15— 174 + 5 u* — 3 uf)

En el desarrollo de £ () vamos a conservar unicamente los dos prime-

Tos términos puesto que el tercero es del orden de £ << 1.
~ Para la integracién posterior de los resultados conviene hacer en (43"
las sustituciones:

=l —1I; =
§ = t =
oAb 2
b b e )
U = = u S
t, + ¢ %
(e —t)y == ¢ (45)
==
— =5 =11
di = utds
Entonces el desarrollo de el det £ valdria:
— 4l A =—16tvw" (1 —s»[A4, + Bius + C,w's*] +

sz us
7

+ (1—s%[4; + Bius + C,u’s* + D, u’s® +
(46)

+ B, wt st + F,u’ s°] + ...

— 128 —
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-SOBRE LA TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR ' TERMODIFUSION

en que:

4, =45 24w —ut B, —11R@—w) C, = (6 —2w)
A; = 30240 + 36792 v’ — 27708 u* — 1644
B, = 42336 + 26280 u* — 14148 u* — 156 u°

C; = 32760 — 4872 v* — 3528 u*

D. = 17928 — 6312 w2 — 176 u*

E; = 5292 — 1764 u2

F. = 588 — 196 2

ov

o

o

ot

Con esto tenemos calculada la solucién general de la ecuacién (38)

s det A o
Y udi @) Gt

en que la expresién det £ es la (46) y la de adj (y) la (43).

TRANSPORTE DEBIDO A DIFUSION TERMICA. — CALcuro b H

De la ecuacién del transporte {14) habfamos visto que la contribucién
a la misma de la difusién térmica era el término H ¢, ¢, en que

27 (T oD a G(T)
il / S (48)
@ Jr

i 1
Teniendo en cuenta las dependencias de los coeficientes gas de la tem-
peratura, el valor de y(¢), (28) y el cambio (20), la ecuacién puede escribirse
en funcién de las nuevas variables por la expresién :

1 2 z5 tz t
H=or [L"—] e f il (49)
t, >

H =

1

0 [

en que toda la expresién encerrada entre paréntesis es independienté de la
temperatura. Por ello esa expresién debe ser evaluada a la temperatura
Jie

media del gas en la columna 7 = como la mds representativa.

Para poner en concordancia nuestros resultados con los coeficientes del
caso, tratado por C. Jones, en que se considera el gas encerrado entre pa-
redes planas y expresar las correcciones como factores multiplicativos, re-
cordemos que el coeficiente para este caso era: :

: 9 2 B AT 2
con ;
W =7, — 1
P (“ j—’i) : G
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Teniendo en cuenta que
e Feivali] \ cel] v g

1 ‘ %) ' ' o

~_T—T, . ‘
u T+ T, (52)
2
1 =
o - 2T { 2ig) L N P C ) (53)
6! 1 2
Y si escribimos ‘

H =HC -}

Resulta para h’ el valor

=5 9
sy 1 [
: 1

Il R

Y
Ldt

(54)

= Tll_ [e+1/2 tl’ s e—l/Z t;] [e+l/2 tl’ g e—l/z tZ“]

9

u

II
—~

o~
N2

Rl

= (Q)F

r, han sido obtenidos de (22) t:representa el

los valores de 7 + 7, ¥ 71
valor de ¢ a la temperatura

e T, + T,
2
Para la evaluacién de la integral del segundo miembro hace falta esco-
ger una dependencia con la temperatura del factor « de difusién térmica.
La bibliografia (6a), (3a) sefiala muy distintas dependencias pero en los ran-
gos ordinarios de trabajo, las variaciones estdn ordinariamente compren-

didas entre T° y T".
Nosotros supondremos que T"* no depende de la temperatura.

Entonces
6127 1 t
’ — el X T \
f 9 = I[et + et [et/f— et j; y(t) dt  (55)
=t (1 + )2
e 2u (o5
1+ v
y la expresién definitiva para entrar en cdlculo es:
I e
B 6127 1+w) =
i
2
f y dt
1 1
(87)

e A e R b i i

|
| &
&
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Pasaremos a continuacién a evoluar las diversas ‘expresiones que apa-
recen en (H7). J

Desarrollando en serie, y con las substituciones (56) obtenemos los
' valores

~

1 1 1
—é"[ exp (— = tﬁ) + exp (— =i tZS)] =.1— —_(z13+[23)+i. (t16+t36)+
& 4 16

S (58)
1 I 1 S 1
?[ op (_ 2 “3) G (_7 t)] S zf)[l*; G+ +...
y entonces: 4 ‘
ool ) B (- ool !
3 o4 (L f o ) oL -
: 3
=27 ul (1 -+ —';— u2) @ (59)
siendo o ‘ :
C=1—2¢0 + 3u) + ...
t, :
9 Para la evaluacién de la integral I = f ~ y dt recordemos que en la
bl

5 et A : 5
EXDIESIOn = ) el denominador es una constante y su valor esti calcu-
lado en (43).

Para el cdlculo de la integral del numerador, haremos primero el cam-
bio a la variable s, dado por las (60) y a continuacién haciendo uso de
las integrales

: G 1 =0 = L= |
|3 f (1 — s s"ds = { - 16 -8 ‘ (61)

G (R . i
: GrEDG i e

Yy de los valores de det of calculados en (46), y sacando factores comunes,

queda como expresi6n del valor de I, = j
1

det ot la expresion:

t, DLER ;
f det A di = 32 [d{‘.—ts_fB Sl '

82

N AR ; (62)
1 .9 .
4:5 C7f — (45 _ﬁ. u’;? _.—,;*:.u‘),: e
{ : S Al e Rt
2
G 41472 e 281562 e 223 ot (63)

16.45.7 16.45-7 16.45-7
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A continuacién llevando a la expresién de h’ dada en (57) los valores
calculados de (62), (58) y (43) obtenemos:

: a + g :
h = (1 1 2)4(1 g 1 uz) e g) (()‘1)
=1 T
5 : 3
expresién que, teniendo en cuenta
T =
7 —t2 = 2log, 'rl =27 u (3 + u) (65)
2
puede ponerse en la forma defini'iva
; : 75
@ —Fhy Eetha oo s i
Ty
: @ + e .
hs = (1 1 2)4(1 1 2) . 35 - 35 . (€5)
e 3 w 5 w
94 33 367 368 1 A7
he = L (’*‘ Ul —,—‘ u )~ u“) ()
® w8+ uw)-\ 35 . 70 350 1075

EET[E=n
St 5

" Consideremos ahora brevemente la expresion final obtenida.

Fl factor H de transporte obtenido por nosotros lo ha sido en la siguien-
te forma:

H=HK (67)

siendo h’ una funcién sélo de los radios y de las temperaturas. Por eso la
literatura lo conoce con el nombre de “factor de forma” o “correcciéon de
forma al transporte”. :

Fn su expresién aparece un término multiplicativo

(L + u?)

(e 5ol
1+ uz) (1. e uz)
' )
que, en el caso en que In 7/r, = 0 (caso plano) da la correccién al HC,
obtenido por Jones y Furry con una interaccién Maxwelliana. El término
restante es una correccién de cilindricidad.

En la parte final de este trabajo damos unas tablas comparativas de los

valores de hy, hy en funcién de las temperaturas y una comparacién con
los resultados para el otro caso limite, n = 1.

— 132 —
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SOBRE LA TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR TERMODIFUSION

TRANSPORTES DEBIDOS A CONVEGCION. — CArcuro oE K,

En la ecuacién de transporte (17), el término que tomaba en cuenta los
transportes debidos a conveccién era

donde

K, = [ S e ‘68)
JT >\

de una manera andloga a la expuesta en el capitulo anterior para el cdlculo
de H, podemos. considerando las dependencias de los coeficientes del gas
con la temperatura, cambiar de variables en esta integral. Usando la nueva
variable (42) obtenemos la expresion

on . a7 . 3 2 t,
= "’{ :‘17) t”}roeﬁ tyfdt (69)

en que las barras colocadas sobre el factor entre paréntesis, independiente
de la temperatura, indican que debe ser evaluado a la temperatura media
de la columna.

Anélogamente a (56)

3 3,2 3 2
9 1\ — _p 9 }:11_ ﬂ_ Zn 1 a\11/2
{vf t} {nzD,t_ 7D 1+ u

Furry. para el caso plano y dependencia de Maxwell de la fuerza da
(2 w) ¢ g" B (A TY '

K,C = = (70)
9l D T?
y si expresamos nosotros K, = K, /k. obtenemos para k,
o . 37 .9l (] \15/3 " 8 t, 3
e 0o - 10 f t 40 dt
4° u’ (r—m) (11 + 1) Jo,

Siguiendo un procedimiento andlogo al de H comenzaremos por la eva-
luacién de la expresién

T 1

W gy (1 Bt u2)7€
3

(12

(g

Cr— s A ()
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Del valor dado en (43) para adj (y) obtenemos

1 ¥ 1 3l
ad](y) 52 28 (l Sis —? 7.L2) (1 = ? 'll,?') th ,us D
3 4k i:_- ll S g u“
D.=1—1t-2 T (73)
il 3 u*

Ahora solo resta calcular el valor de la integral

2
,[1 det A* dt.

det el —la, = babsi (74)

lo. podemos poner en la “forma,f-

Si

(det d%)z — g Dlaabi e (75)

quedandonos con los' dos: primeros términos del desarrollo en serie.
La integracion de (75) nos conduce:

97 f (1 +us)atds +

+1
= —f 5 (— 2 ay by) ds

después de hacer los canlbi_ps de variables (75)
Usando las integrales
f+1(1—52)4 e {=0 n=2K+ 1
—1 e [ e 768 2000 (77)
(n4+1) (n+3) (n+5) (n+7) (n+9)

(a%)

vamos a evaluar separadamente ambas integrales. La primera da:

5 o 5:723:'9» (457 of,; oA, =1 — 0,8388 u> + 0,0599 vt (78)
+ 0,0533 u®
y la segunda :
U 2y o g,
g 5-7-9
B. =6 + 6,05615 u2 — 9,1723 u* + 0,7162 u° (79)
S IOV (S

s BB A 1

b i

a2
)
3
A
i

gl Sl e
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SOBRE LA TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR TERMODIFUSION

Con estas expresiones, los valores de adj (y) de (73) y los valores calcu-
lados de (r,— 1) (rn + 1) - () (72), el valor de K./ dado en (71) se
transforma

(LSS H o Dallit

J_ag(_Lg) C.
(l+3u)1 5u

0 bien teniendo en cuenta la forma en que hemos puesto

kS =

(80)

T

k= Fky + k) lu ERE

2

( il Auz)ls /2

1 2 1
1+ 2 l_q____q 2

" (9,0816 — 6,4777 w* — 1,01442 u)

kco' o

— (10,8388 *+0,0589 u‘+0,0533 u)

'l{'cl, o kcol 3

Las tabulaciones correspondientes al factor de forma k. se muestran al
final de este trabajo.

Andlogamente a lo que ocurria con el factor k', la expresion

1 + w)® /2

(] Ll 9(1——l—1ﬁ)2
gl 5

da la correccién que hay que aplicar al término K.C, del caso plano en el
¢aso de interaccién que nos ocupa.

El resto son correcciones de cilindricidad.

TRANSPORTES DEBIDOS A DIFUSION ORDINARIA-TERMINO K,

Cy

El término — de la ecuacién de transporte (16) fue afiadido al final

del proceso de evaluacién de la misma, para tomar en cuenta el efecto de
la difusi6n ordinaria. Este efecto se habia despreciado anteriormente en el
tratamiento (14).

Para el término K, obteniamos

T
K= ZQ“ . Drar (81)
T

1
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que como los anteriores I y K. puede ponerse asi:

D t
K:=3=w ( St ) T [ e dt (82)
. s,

Las barras sobre los paréntesis indican que las cantidades que encierran
son independientes de la temperatura y se evalian a la temperatura media
del gas en la columna.

Teniendo en cuenta la forma en que habitualmente escribimos los térmi-
nos del transporte:

K =K O (83)
K,0 = 2m—1)eD-2x (v + 1)
2
1 K, S 2
i = o e~ dt (84)
1

KO  (n—r) @+ 1)t
Las expresiones de (1, + 7)™ (r, — r,)™! 1, vienen dadas por:

1

el Sl ol 2} )

= [2t3u B+ u)[1—t30 + 3u’) + ...]]’1

(85)

También, de (56)

t T S

En la integral para k, no interviene la funcién y (), como era de es-
perar, puesto que para su obtencién se ha despreciado el efecto de la di-
fusi6n ordinaria (14). Esto hace mAs facil su obtencién. Por desarrollo en
serie y con las sustituciones (20) se obtiene

il 1
f ettt dt =2t u [(] SR == (O Bl Gk —7—u6) + ]
tl

Y en resumen obtenemos para K, después de simplificar los resultados

ki =k, + K, In A
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SOBRE LA TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR TERMODIFUSION
Con
@ , W —ut+8/T (86)
G 1 2 Lot 2 \ !
5 1 u (3 + u
( I == u2) ( )

TABULACIONES

En las Tablas I, IF, III, se dan los valores de los diversos términos de los.
desarrollos en serie para los factores de forma puestos del siguiente modo :

5 ! r
k= hy' + he' In + ...
Ty
! T
k= kg 4 Efdn—— 4+ .
Ta

:
ki= K + K, In— +...
) 1 T

2

Los valores u y u que aparecen en la primera columna, representan

=5 Iy . YRRy T
SOE T, + T, s JIHB L

En las tablas IV, V, VI constan de los valores de k', k/, k; en el caso:
n = } para diversos valores de las temperaturas y radios de la columna.
En las tablas VII, VIII y IX se dan los valores de las mismas magnitudes
correspondientes a n = 1.

Finalmente en tabla X y tabla XTI se da la magnitud (K, /K,)"/* en los ca-

sos m = 1/2 y n = 1. La presi6n 6ptima de separacién es directamente
proporcional a ella.
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Tapra I. — VALORES DE hy/, hy
Furry Este trabajo
U het ha b’ he'
0,1 0,0501 1,001 0,101 1,0062 0,0451
0,2 0,1010 1,006 0,203 1,0255 0,0927
0,3 0,1535 1,013 0,307 1,0593 0,1456
0,4 0,2087 1,024 0,415 1,1103 0,2077
0,5 0,2679 1,039 0,527 1,1844 0,2850
0,6 0,3333 1,061 0,648 1,2902 0,3880
Tapra II. — Varores pE k', k.
Este trabajo
U Il ks [ i
0,0501 1,000 0,172 1,0115 0,1521
0.1010 1 0,344 1,0419 0,3134
0,1535 1 0,516 1,0986 0,4951
0,2087 1 0,688 1,1856 0,7112
0,2679 1 0,861 - 1,3156 0,9234
0,3333 1 1,033 1,5082 1,3409
Tasra III. — VALORES DE Ky, Ka
Furry Este trabajo
u ko kot ko ko
0,0501 1,0008 —0,033 1,0004 —0.,0166
0,1010 1,0034 —0,066 1,0017 —0,0333
0,1535 1,0079 —0,098 1,0038 —0,0498
0,2087 1,0145 —0,129 1,0069 —0,0662
0,2679 1,0239 —0,158 1,0111 —0.,0824
0,3333 1,0370 —0,186 1,0164 —0,0983
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TaBra IV. — Varores pE b’ (n = 1/2)

|

N 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
W e
0,1 © 11/9  1,05136  1,0288 1,02128  1,01752  1,01526  1,01376
0,2 3/2  1,11819  1,07183 1,05638 1,04865 1,04401 = 1,04092
0,3 ' 13/2 1,11819 ' 1,07183 1,05638 1,04865  1,04401 1,04092
0,4 7/3 © 1,31806 1,21419 = 1,17957 1,16226  1,15188  1,14495
0,6 3/1  1,46941  1,32688 1,27937 1,25562 1,24137 @ 1,23187
0,6 4/1  "1,67824  1,48422  1,41955 < 1,38722  1,36782  1,35488
TaBra V. — Varores bE k. (n = 1/2)
17y —> 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
e T
0,1 11/9 °'1;16363  1,08756  1,06219 1,04952  1,04191 @ 1,03683
0,2 3/2 1,35535  1,19864  1,1464 1,12026  1,10461  1,09417
0,3 13/7 1,59374 1,34616 ' 1,26364 1,22238  1,19762  1,18112
0,4 7/3 1,896756  1,64116  1,42263 1,36336 1,3278 1,3041
0,5 3/1 ©52,23899 1577731 1,62341 1,54647 @ 11,5008 1,46953
0,6 4/1 2,84911 2,17863 1,95513 1,84340 1,77635  1,73166
Tasra VI. — Varores bE k, (n = 1/2)
Ty/1y —> 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
W LT
0,1 11/9. 0,9838 0,9921 0,9948 0,99625  0,99708  1,0012°
0,2 3/2  0,9684 0,98505  0,9906 0,99337  0,99504  0,99615
0,3 13/7  0,95405  0,97894 0,98724 0,99139  0,99388  0,99554
0,4 7/3  0,9407 0,9738 0,98483  0,99035  0,99366 = 0,99586
0,5 3/1  0,92873 0,96991 0,98364  0,9905 0,99462  0,99737
06 & . 4/1  0,9181 0,96725  0,98363 0,99182  0,99674 1,0000.
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Tapra VII. — VaLores pE h/, n = 1

oy —> 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6

T e

11/9 11,1020 1,0515 1,03467 1,02625  1,0212 1,01783
« +3/2:0 - 1,2090 1,1075 1,07366  1,06675  1,0466 1,03983
o 13/7 © 1,3200 1,1548 1,10363  1,078056  1,0627 1,06247
7/3 11,4390 1,2315 1,16233  1,1277 1,1070 1,09317
3/1  1,6660 1,3025 1,21466  1;17075  1,1444 1,12683:
4/1- 1,7090 1,3850 1,2770 1,2230 1,1906 1,1690

Sooo oS
o O s T 00—

TaBra VIII. — Varores oE k,/, n = 1

oy = 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6

T,

-~
~

1179 rsslal 720 1,0860 1,05733  1,04300 1,0344 1,02867
3/2 1,3440 1,1720 1,11466  1,0860 1,0688 1,05733

13/7  1,5160 1,2580 1,1720 1,1290 1,1032 1,0860
7/3  1,6880 1,3440 1,22933  1,1720 1,1376 1,11467
3/1 1,8610 1,4305 1,2870 1,2152 1,1722 1,1435
4/1  2,0330 1,56165 1,3443 1,25682 1,2066 17207 1

. =

cocoococoo
o> DT Co B0

Tara IX. — Varores bE k', n = 1 i

o 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6
7

|

R e LIS

11/9 ~ 0,96783  0,98433 0,98983  0,99258  0,99423  0,99533
3/2  0,9374 0,97040  0,98140  0,98690  0.99020 0,9924
13/7  0,90987 0,95887 0,97520 0,98337  0,98827  0,99154
7/3 0,88550  0,95000 0,97150  0,98225  0,98870  0,9935
3/1 ° 0,86593 0,94493  0,97126  0,98443  0,99233  0,9976
~4/1  0,85104 0,94404 0,97504 0,99054  0,99984  1,0060

coDooo
T GO

Sy G
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i
§ A
1 Tapra X. — VALores pE (ko/k), n = 1
] .
P 7Ty —> 1 1/2 1/3 1/4 1[50 16
0 L0
i 0,1 11/9° = 10,9589 0,9713 0,9837 0,9871 = .0,9891 .. . 0,9813
: 0,2 3/2  0.9104 0,9521 0,9641 0,96035 0,9742  0,9768
0,3 13/7 0,8796 0,9235 0,9401 0,9489 0,9544 0,9582
0,4 7/3  0,8392 0,8816 0,9121 0,9232 0,9300 0,9348
0,5 3/1 0,8025 0,8595 0,8823 0,8946 0,9023: . :i 0,9076
0,6 4/1  0,7534 0,8163 0,8322 0,8564 0,8655 0,8717
Tapra XI. — Vavores pE (k;//k)) n = 1/2
Ty = 1 1/2 1/3 1/4 1/56 1/6
u T,/T,
O] (OR 019592 0,9757 0,9846 0,9877 0,9901 0,9918
0,2 3/2  0,9139 0,9539 0,9686 0,9764 0,9811 0,9843
] 0,8 13/7 0,8802 0,9343 0,9550 0,9661 0,9729 0,9775
i 0,4 7/3  0,8510 0,9169 0,9428 0,9568 0,9655 - 0,9716
. 0,5 3/1 0,8259 0,9015 0,9320 0,9487 0,9592 0,9664
: 0,6 4/1  0,8044 0,8882 0,9228 0,9420 0,9541 0,9625
i SEPARACION EN FUNCION DE LA PRESION
% Las columnas de estudio usadas corrientemente en el laborato,r'io,tilgnen
; una parte “activa” que es la porcién del tubo en que actian simultinea-
g mente la refrigeracién y la calefaceién. En los extremos hay unos:pequenos

espacios “muertos” de volumen despreciable frente al de la columna. Para
este tipo de columnas se encuentra que el factor de separacién una vez
alcanzado el equilibrio, varia con la presi6n segin la relacién

s e
o 1+ b/p

definiendo el factor de separacién como

(o -

1 — ¢,/ 4t
e

1 — /B0

(100)
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en que ¢; es la concentraciéon de la especie 1 en la muestra tomada del ex-
tremo superior de la columna, 4, y en el inferior, B.

La teoria prevee para a y b los valores

Grag P’ b = (Kis/K,) p* (200)

Una columna tiene su maximo factor de separacién para una presién
Pyyx = b ' (300Y
Y el factor de separacion correspondiente a esta presién viene dado por:

a

I Qusx = 5 b (400):

que con los valores de ¢ y b calculados en (200) y las expresiones de los,
coeficientes de transporte H, K, y K, (50) (68) (83)

72 V70 T* R (n-100(D-p) A [ Kd i
2 ok e e ek 0 500) :
Dxemit by M K 00
— Al L
1 = .
n Quax (0 4183 T n VKR ) e (600
que podemos escribir:
e = FIn Quax (700)

en que F no depende méas que de los radios y temperaturas de los dos ci-
=
lindros.

st b i 4

 Las expresiones anteriores estdn ya dadas en unidades practicas. Todas:
las magnitudes deben expresarse en ¢. g. s. y la presién en Atmésferas.

. Los simholos que aparecen en los parrafos anteriores,representan : ;
o i lE
‘T Temperatura media del gas en la columna. Debe tomarse la: d
experimental. {

R Constante de los gases. §

{ 7 Viscosidad. g
D Coeficiente de difusién. |

M Masa molecular de la mezcla = ¢, M; + ¢, Ms. i

R, k!, k Factores de forma. a
L Longitud del tubo. :

a; Constante de difusién térmica. |
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De (500) se deduce inmediatamente que, para una columna de dimen-
siones y temperaturas, », y », T, y T, fijas, s6lo hay un término que tome-
en cuenta la interaccion molecular que es K./K,. Los demds términos son
constantes del aparato o valores medios de los coeficientes de transporte-
del gas. Por lo tanto, las tunicas discrepancias que pueden ocurrir entre el
caso de interaccién Maxwelliana y el que se estudia en este trabajo, son
debidas a aquel término. En las tablas X y XI damos una serie de valores:
que permiten apreciar las discrepancias entre amhos casos.

En ninguno de los casos dados en la tabla, las discrepancias entre los.
dos conjuntos de valores n = 1 y n = 1 son superiores al 1,5 %.

Ya era previsible, aunque sélo de forma cualitativa, el sentido de las
desviaciones de los valores de la presién 6ptima de separacién cuando el
indice de fuerza se hace menor que uno. Lo que no se conocia era el valor:
real de tales desviaciones.

Ahora puede comprobarse cuantitativamente cémo el tipo de interac-
cién de la mezcla gaseosa influye en la separacidn.

Para pequefias columnas del aboratorio las diferencias son poco impor--
tantes, pero no asi para las instaluaciones de separacién en gran escala, de-
varias etapas, en que la presion llega a ser del orden de 4 a 8 atmdsferas

En lo referente al factor méximo de separacién, dado por (600), las pre-
dicciones tedricas ya no son buenas. Hay muchos factores que influyen en:
la altura del maximo. Entre ellos los espacios muertos de la columna entre
las tomas de muestras, etc., la falta de verticalidad, irregularidades en la
construceién, las faltas de cilindricidad que originan convecciones pard--
sitas, etc.

Otra razén de importancia para la falta de exactitud de la teoria en:
este aspecto es la dependencia del factor de forma h’ con la temperatura.
En este trabajo hemos supuesto que h’ variaba con la temperatura propor-
cionalmente a T"/°. Esto en general no es cierfo. En los gases de moléculas.
no polares y de poca interaccién, esta hipétesis decididamente es falsa. En
el Ne depende muy poco de la temperatura (6 a).

Por lo tanto, es de esperar que se obtengan datos de poco valor para k',
excepto en gases en que o, dependa de la temperatura con T2

COMPARACION CON LOS RESULTADOS EXPERIMENTALES

Se han hecho tres comparaciones de nuestros resultados tedricos com
resultados experimentales.

El primero para una mecla CH,/® Ne [M. Huber (7 a) 1959] en concen-
traciones ¢, = 0,73, ¢, = 0,27.

el Metano tiene un indice de viscosidad n =~ 1 y el *Ne de aproxima-
damente n ~ 1. Este es un caso en que los resultados experimentales de la.

presion 6ptima de separacién, deben estar comprendidos entre los dados,
por Furry y los de este trabajo.
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La columna empleada por M. Huber tiene las siguientes caracteristicas:

Longitud del tubo: L = 1490 mm.

Radio del tubo exterior: r», = 27,4 mm.
Temperatura del tubo exterior: T, = 425° K.
Radio del tubo interior: », = 12 mm.
Temperatura del tubo interior: 7, = 285° K.

Ambas temperaturas se consiguen mediante vapores de orto-dicloro-
benceno y circulacién de agua, respectivamente.
La temperatura media experimental del gas en la columna es de

T = 383° K

‘que coincide bastante bien con la calculada tedricamente.

Para la evaluacién de los coeficientes de transporte del gas hemos adop-
tado un potencial de Lennard Jones (6-12) y seguido el método de Hirchs-
felder. Los pardmetros o;, y &,/K para la mezcla los hemos tomado de los
datos experimentales de Fischer (8 a),

Ol —1 2 STEAS en/K = 85°

Con esto se obtiene:

n : 10" = 3018 poise D = 0,5225/p cm®/seg.
(p en atm.)
Y de (500)
b'? = 0,7127 (Furry)
b'? = 0,6914 (este trabajo)

teniendo en cuenta que la expresién (K, /K.,)* vale en los dos casos

(KK = 0,870 n=1
(KJ /K * = 0,844 =512
Los datos experimentales responden siiempre a una ecuaci6n
= a/p’
In Q = o

tomando en abscisas p*’/In Q y en ordenadas p* se obtiene una recta de
-ecuacion

ax = b + y
‘que puede ajustarse por el método de minimos cuadrados o gréficamente
si se dispone de puntos suficientes.

Siguiendo el primer procedimiento hemos obtenido con los fres puntos
experimentales de Huber el valor

b'* = 0,7106
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SOBRE LA TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR TERMODIFUSION

quedando en resumen,

p = 642 mm. Hg Furry
p = 640 mm. Hg Exper.
p = 632 mm. Hg Este trab.

Se encuentra e neste caso una buena coincidencia de las predicciones
tedricas con los datos experimentales.

El segundo andlisis de datos experimentales de separacién ha sido
hecho para una mezcla, no isotépica también, de NH;/*Ne, M. Huber (7 a),
usando la misma columna.

De sus datos experimentales se obtiene un valor para la presién en
el maximo de

b B =R 0197

Para el célculo tedrico de las constantes de las mezclas, ya que no se
dispone de datos experimentales, hemos usado los valores de oy Y En
dados por Clusius y medidos a partir de la constante de la difusién tér-
mica. Aunque la molécula de NH, tiene un cardcter polar muy marcado
(v = 1,4 debyes), se ha comprobado que la mezcla de moléculas polares

y no polares responde muy bien a un potencial Lennard-Jones si los pa-
rametros son adecuados. Se ha obtenido

10" - v = 2410 poise D = 0,6468/p cm?/seg.

Teniendo en cuenta que las fracciones molares de los dos componentes
son ¢; = 0,6 y ¢, = 0,4, la masa molecular de la mezcla es

Me="coM -t e M, — 1821
Con lo que se obtiene

p (max.) = 650 mm. Hg (Furry)
p (max.) = 644 mm. Hg (Exp.)
p (max.) = 640 mm. Hg (Este trab.)

Para la mezcla isotépica ®Ne/”Ne se ha hecho una tercera y més ajus-
tada comprobacién. En la figura 1 se ve un esquema de la columna uti-
lizada.

. Los datos experimentales han sido obtenidos por nosotros. En las gri-
ficas 1 y 2, se muestran la curva de la separacién en funcién de la pre-
si néy la obtencién de sus constantes.

La mezcla estudiada es Ne natural y la columna utilizada ha sido cons-
truida con dimensiones iguales a la empleada por Huber.

La mezcla es considerada como binaria, toda vez que la concentracién

de *Ne es muy pequeia.

Se ha obtenido para el factor maximo de separacién una presién de

p = 792 mm. ﬁg
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Las constantes del Ne son conocidas muy exactamente y el potencial
Lennard Jones (6-12) responde exactamente a la realidad para unos pa-
rametros

o = 2,789 A a/k = 35,7 °K

Con las concentraciones de los is6topos del Ne que aparecen en la
mezcla se obtiene una masa molecular de
M =: 20,17
Obteniéndose :

10" - n» = 3680 poise D = 0,3706/p cm?/seg.

Los factores de forma y la expresiéon (K,/K.))/* para la temperatura
media

T =383 °K
son los mismos que los calculados anteriormente.
Con estos datos se obtiene teéricamente :

p = 795 mm. Hg (Furry)
p = 786 mm. Hg (Este trab.)

Las concordancias entre teoria y experimento son en general buenas.

Sin embargo para poder verificarlas es necesario disponer de un con-
junto de datos experimentales de los coeficientes de transporte del gas, de
suficiente aproximacion.

El célculo tedérico de estos coeficientes puede realizarse de manera sa-
tisfactoria para moléculas no polares, mediante el potencial de Lennard-
Jones. Para moléculas polares el modelo adecuado es el potencial de
Sockmayer (9 a), que también da una buena coincidencia. Y andlogamen-
te para los coeficientes de difusion.

Para el problema del cadlculo de la viscosidad de una mezcla la exacti-
tud de los cdlculos ya no es tanta. La mezcla de moléculas polares y no
polares puede representarse por un Lennard-Jones solamente si se tienen
datos experimentales de o, y en/k. Entre todos los datos que registra la
bibliografia, hemos escogido los obtenidos a partir de la constante de
difusién térmica.

CONCLUSIONES

1.* Se obtienen las expresiones de los coeficientes de transporte, ade-
cuadas al caso de gases de indice de viscosidad n = 1/2.

2.* Se resuelve la ecuacién diferencial que permite el calculo de los
factores de forma.

3.* Se dan las expresiones analiticas de los factores de forma k. y ki
debidos, respectivamente, a conveccién y difusién ordinaria. Para el
factor h’, correspondiente al transporte de difusién térmica, se ha esco-
gido una dependencia de la temperatura cC T%*.

g
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4.* Se expresan todos los resultados anteriores en forma de correc-
ciones multiplicativas a los términos de transporte dados, para el caso
plano e interaccién maxwelliana, por Jones y Furry. El primer término
del desarrollo toma en cuenta el nuevo modelo de interaccion y el segun-
do la cilindricidad de la columna.

5.* Se dan tablas comparativas de los resultados obtenidos por nos-
otros para los factores de forma con los del caso n = 1.

6.* Se expone un estudio comparativo de las presiones Optimas de se-
paracion en los dos casos limites, tabulando la combinacién de factores de
forma (K, /K,)!* en los dos casos, en contrdndose que para los rangos de
temperatura de la tabla, las desviaciones del caso n = 1/2 son inferiores
a lo supuesto por Jones. La mayor discrepancia entre los dos casos es de
un 1,6 %.

7.* Se han hecho tres comprobaciones de la teoria con los datos expe-
rimentales. El acuerdo en general es satisfactorio. Debe tenerse en cuenta
al hacer tales comprobaciones, que los datos experimentales de los coefi-
cientes de viscosidad y difusién son preferibles siempre a los calculados
teéricament usando el potencial Lepnard Jones. En caso de no existir.
como ocurre con la segunda mezcla estudiada, hemos tomado las cons-
tantes e, o, del potencial, medidas, a partir de difusién térmica, por con-
siderarlo preferible.
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NOTAS HISTOLOGICAS DEL TALLO DEL FOENICULUM
VULGARE Miller

por

HoraAcio Marco Mori

INnTRODUCCION

La planta Foeniculum vulgare Miller, vulgarmente conocida bajo el
nombre de hinojo, con una sinonimia muy rica en Espafa, especialmente en
la regién vasca, es una planta muy extendida en todas las regiones de-
nuestra Peninsula, siendo muy propia de eriales y terrenos en barbecho.
En Aragén tiene una amplia extensién, con su desarrollo pleno en los meses:
de agosto y septiembre.

Esta planta, muy conocida en la antigiiedad, ya que era utilizada por los
egipcios, es diurética, carminativa, digestiva y lactagoga.

El objeto del presente trabajo es proporcionar una nota descriptiva,
acerca de las caracteristicas histologicas y organogénicas del tallo de estas:
plantas.

MATERIAL Y TECNICA

Fueron recolectados fragmentos de tallos aéreos v de la porcién rizoma--
tosa de los mismos, en ejemplares que se desarrollan en los barbechos y
eriales situados en las tierras del Ayuntamiento de Garrapinillos (Zaragoza).

La técnica utilizada, fue la de realizar simples cortes con el microtomo-
de mano y tincién diferencial a base de floroglucina clorhidrica. Igual-
mente se incluyeron cortes, sin previa tincién, a base de una répida deshi-.
dratacién e inclusién directa en bélsamo de Canadd.

Otros fragmentos de tallo, fueron fijados en solucién de Karpechenko.
(segtn la formula de la solucién A y B, en la relacién 11:4). La inclusién
se realizé segun la técnica del alcohol butilico y los bloques incluidos en
parafina, se seccionaron a 15 micras de espesor. La tincién utilizada fue
la de safranina y azul de anilina diferencial. Los dibujos fueron realizados:
en camara clara, con el papel al nivel de la mesa. Las microfotografias en
cdmara Leitz, microscopio ortolux, ut111/and0 placas Vafca, Dm\'ersal Orto~

DIN.

cromatica, sensibilidad 27°, scheiner
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‘CARACTERES CONSTITUCIONALES

Fl tallo aéreo del Foeniculum vulgare, se presenta con una seccion per-
fectamente circular. Inicialmente se aprecia la existencia de una epidermis,
con un fuerte engrosamiento de la membrana cutinizada ; las células epidér-
micas practicamente se hallan carentes de cloroplastos. Inmediatamente por
debajo de la citada capa, se dispone otra monoestratificada, que representan
una formacién colenquimatosa de célula incoloras, con una membrana ce-
lulGsica fuertemente engrosada. Acto seguido se observan unas acumulacio-
nes de parénquima clorofilico muriforme, con una elevada concentracién de
cloroplastos. En corte transversal se aprecian que estos paquetes se hallan,
por término medio, en nimero de unos veinte; la longitud de los citados
paquetes columniformes [fig. 2, ¢g) de la ldm. I}, es de unas 250 micras.
El nimero de capas de células parenquimatosas, segiin se aprecia en las
preparaciones objeto de estudio, es algo variable, pero suelen ser del orden
de unas tres o cuatro capas. El ntmero de cloroplastos contenidos en cada
célula parenquimatosa oscila entre diez a trece o catorce (fig. 1).

Fic. 1. — Foeniculum wulgare. Detalle de la porcién periférica del

tallo con la epidermis cutinizada ep); la capa subhipodérmica co-

lenquimatosa, esc); el haz colenquimatoso interparenquimico, hei);

y lag células de los parénquimas muriformes, pm). Dibujado en

cdmara clara, con el papel al nivel de la mesa. Obj. 45 x; oc. 10 x.
Reproduccion 2/3 del original.

Separando estos paquetes de tejido parenquimatoso clorofilico, se puede
apreciar la presencia de unos cordones de haces colenquimatosos [ fig. 1 y
2 de la Ldm. I y fig. 3 de la lam. II], con membranas engrosadas, que
corresponden a la variedad de colénquima laminar y que se conexiona con la
-capa colenquimatosa monoestratificada periférica o capa subhipodérmica.

Por debajo y enfrente de esto cordones. colenquimatosos, se aprecia
la existencia de unos tubos secretores [lam. I, en las fig. 1 y 2 d)], que
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se hallan tapizados por una capa monoestratificada de células secretoras,
de forma aplanada en el sentido de la disposicién longitudinal del tubo
secrefor. Estas células muestran un niicleo perfectamente identificable y en
algunas preparaciones, puede ser observado el producto coagulado en la
luz del ductus secretor [fig. 2 d) de la lam. I]. Los conductos secretores se
hallan rodeados por un conjunto de células parenquimatosas, del tipo in-
coloro, como ya habia comprobado en las Umbeliferas Strrox (6). Enfrente
de los tubos secretores, se distinguen los haces libero lefiosos, el liber diri-
gido hacia la parte externa y los haces lefiosos hacia la parte interna.
En realidad hay un cambium, que a modo de anillo se dispone en con-
tacto con el haz liberiano. Los haces lefiosos [fig. 2 y ldam. III, fig. 6;

Fic. 2. — Foeniculum vulgare. Detalle de dos grupos de haces lefiosos. Estos aparecen

rodeados por un colénquima del tipo lagunar. a) vasos lefiosos; b) colénquima; ¢) tubo

vascular rodeado por una agrupaci6én cilindrica de parénguima incoloro. Papel al nivel de
la mesa. Obj. 45 x; oc. 10 x. Reproduceién 2/3 del original.

lam. I, fig. 1 y 2 f)], son sumamente engrosados y la lignina se dispone en
agrupacion helicoidal. Separando a estos haces y dispuestos en forma de
un anillo més o menos zigzagueante, se distingue realmente otra capa de
colénquima, de membranas no tan fuertemente engrosadas como en el caso

de los cordones interparenquimatosos, que coadyuvan al sostenimiento de
estos tallos.

Junto a estos paquetes vasculares, hemos observado la existencia de uno
0 dos conductos especiales (fig. 2, ¢), de luz con seccién transversal oval,
cuyas paredes exhiben una mezcla de lignina y celulosa, como se ha podido
comprobar, utilizando los reactivos diferenciales de estas sustancias. Estqs
tubos se hallan rodeados por unas células dispuestas en un cilindro mono-
estratificado, de membrana celulésica, apenas engrosada y con los caracteres
propios de células pertenecientes al parénquima incoloro, probablemente
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se debe de tratar de un xilema parenquimatoso que rodea a un elemento

vascular.

En la parte central, se disponen un conjunto de células con membranas.

celulésicas, que constituyen la médula.

La porcién subterrdnea del tallo, presenta, como puede apreciarse en la
l&m. II, fig. 4. una capa suberosa o peridermo, de grosor relativamente
considerable, irregularmente dispuesta sobre el parénquima cortical. EIl

anillo de tejido de sostén, que se observa en la parte aérea, ha desaparecido:

totalmente en esta regi6n y tinicamente se observan los haces libero-lefiosos:
independientes, aunque mucho mds alargados, formando una especie de ra-
dios separados por un parénquima incoloro interradial, con membranas:
no lignificadas. El limite del liber no estd perfectamente delimitado.

El endodermo del tallo subterrdneo no es practicamente visible, en par-
ticular sobre los tallos ya bastante desarrollados. Igualmente el parénquima
que rodea a los vasos lefiosos, tampoco se encuentra lignificado. Se puede
observar c6mo la médula se halla sumamente reducida, mientras que el
parénquima cortical estd fuertemente desarrollado.

De todo ello se saca la conclusién, de que la parte subterrdnea tiene
una misiéon puramente de reserva, por lo que los elementos lignificados
quedan reducidos al minimo y localizados en los vasos lefiosos, por lo que
su diferencia estd basada fundamentalmente en sus actividades de orden
fisiol6gico.

En el peridermo se distinguen las lenticelas HaserrLaxpT (3), con una
marcada depresion [lam. II, fig. 4 a)], que facilitardn el intercambio ga--
seoso de esta parte subterrdnea del tallo.

Discusiox

En los talos aéreos es de hacer resaltar la disposicién particular de los
fuertes cordones colenquimatosos interparenquimicos. Ya Esau (2) esta-
blece que el desarrollo del colénquima estd perfectamente delimitado en las
Umbeliferas, con la presencia de un procambium. Es evidente que la dispo-
sicién de estos cordones, que separan a los paquetes de parénquima clorofi-
lico. sean los determinantes de la disposicién anular del colénquima mono-
estratificado, situado inmediatamente por debajo de la capa epidérmica y
por lo tanto se confirma lo propuesto por Ampros~ (1) y Masunpar (4). Es-
tamos por lo tanto de acuerdo con lo preconizado por HagerraxpT (3) de que
el procambium comprende a todos aquellos meristemos que determinan la
formacién de células alargadas de los cuerpos primarios.

En trabajos realizados sobre Oenanthe fistulosa, se observa en lo posible
alguna semejanza con el del Foeniculum vulgare, pues aunque el tallo aéreo
presenta una serie de salientes y la seccién por tal circunferencia es den-
telada, se sitia sobre estas proyecciones el conjunto colenquimatoso, que
separa a los paquetes de parénquima clorofilico, al igual que se ha podido
apreciar en los tallos de la Sanicula europea Cosraxtin (1 bis), por lo que
siendo en Foeniculum vulgare el tallo de seccién circular, se sigue mante-
niendo esta disposicién tipica. i
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LAMINA 1
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Figs. 1 y 2. — Corte del tallo de Foeniculum ovulgare. a) epidermis; b) hi-

podermis o colénquima subepidérmico; ¢) haces colenquimatosos interparen-

quimatosos; d) conducto secretor; e) cambium; f) haces vasculares, y
g) paquetes de parénquima muriforme. Aumento 200 x.
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LAMINA II

Fic. 3. — Observacion a mayor aumento del haz colenquimatoso. a), b) cé-
lulas del paréngquima muriforme. Aumento 900 x.

Fig. 4. — Observacién de la zona periférica del tallo subterréneo, obser-
vandose en «) una lenficela. Aumento 200 x.




LAMINA III

Fic. 5. — Parte cenfral del tallo subterrdneo en el que pueden observarse
en a) el xilema secundario y en b) el xilema primario. Aumento 200 Xx.
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Fic. 6. — Corte longitudinal de tallo. Se aprecia en a) los vasos lefiosos
espiralados. Aumento 200 x.
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SOBRE LA TEORIA DE SEPARACION DE ISOTOPOS POR TERMODIFUSION

Comprobamos igualmente c6mo se sigue una cierta identidad entre los
haces libero-lefiosos de la Oenanthe fistulosa con los del Foeniculum wvul-
.gare, en el sentido de que en el tallo subterrdneo, los radios medulares no
'se encuentran lignificados, asi como en los correspondientes a la Angelica
pyrenoea ReicHARDT (5).

CONCLUSIONES

1. El tallo de Foeniculum wvulgare va provisto de un procambium,
‘determinante del desarrollo de los cordones colenquimatosos interparen-
«quimicos. del clorofilico muriforme, continuado por el anillo monoestrati-
ficado subepidérmico.

2.° Ausencia de este colénquima en los tallos rizomatosos.

3.° Preponderante desarrollo del parénquima de reserva subterrdneo.

4.° Conductos secretores, tapizados por una capa monoestratificada de
células pavimentosas de tipo glandular.

CONGLUSIONS

1.° The stem of the Foeniculum vulgare Miller is supplied with a
procambium, with defines the development of the collenchymatosical inter-
parechymical cords of the chlorophyllical muriform, followed on by the
monostratified subepidermical ring.

2.° Lack of this collenchyma in the rhizomatic stems.

3.° Prevailing development of the spare underground parenchyma.

4.° Secreting ductes arrased by a monoestratified layer of paving cells
of the glandular type.
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NOTA NECROLOGICA

El dia 8 de enero de 1963 fallecié en Madrid. cristianamente, después de:
larga y penosa enfermedad, el Ingeniero de Minas y miembro correspondien-
te de esta Academia de Ciencias Exactas, Fisico Quimicas y Naturales de
Zaragoza, Excmo. Sr. D. José Romero Ortiz y Villacidn.

Ingeniero de Minas en 1909 e Inspector General del Cuerpo Nacional a
que pertenecia en 1954, ocupé importantes cargos, incluso después de ser
jubilado. en febrero de 1956.

Pertenecié a las plantillas del Distrito Minero de Zaragoza y formd parte
de la Junta del Uranio, dentro del Instituto Minero, de la de Investigaciones
Atémicas, y, por tltimo, del Instituto de Energia Nuclear en el que siguid
trabajando, después de jubilado, hasta su fallecimiento.

Fue Vicepresidente y Presidente honorario de la Seccién de Sismologia y
Fisica del Interior de la Tierra adherida a la Unién Internacional de Geo-
desia y Geofisica, Asesor minero de la Confederacién Sindical Hidrogréfica
del Ebro desde su fundacién hasta la reorganizacién de dicho organismo en
1932, y publicé importantes trabajos técnicos, premiados, algunos, en los
concursos publicos que motivaron su redaccién, organizados por el Minis-
terio de Industria, Instituto de Ingenieros Civiles de Espana y Real Acade-
mia de Ciencias de Madrid.

Era Caballero de la Orden de Carlos III y estaba en posesién de la Gran
Cruz del Mérito Civil.

Durante su residencia en Zaragoza desempeiié el cargo de Académico Se-
cretario de esta Academia de Ciencias, cesando en él cuando fijé su residen-
cia en Madrid:

Fue un cientifico notable, especializado en Geologia y dentro de ésta
ciencia en Petrologia y Microscopia, materias en las que rayé a gran altura.

Su bondad y caballerosidad le hizo acreedor al respeto y afecto de cuan-
tos le trataron.

Descanse en paz.
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