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NOTA SOBRE LA RESOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET
CONOCIENDO LA FUNCION DE GREEN

por

RaraerL. AcguiLé FusTER

Sean en el espacio euclideo de tres dimensiones tres ejes cartesianos rec-
tangulares Oz, Oy, Oz, y un volumen V limitado por una superficie cerrada
>, de la cual haremos la siguiente hipdtesis: Que en cada punto de ella,
excepcién hecha de un nimero finito de curvas (de area superficial nula)
y de puntos de ella, hay una normal determinada.

Sea G(z, y, z; a, b, ¢) la funcién de Green relativa a este contorno ; tiene
las siguiente propiedades:

120 (G875 35 oy, @) = Ci(@) o, @5 98, 07 Pk

2.* Es funcién arménica de x, y, z (y de a, b, c) excepto para = = a,
W=yl =6

S e Gl sz th e) — 05 IstlE i Epsiy )R ey, (a, b, ¢c) ¢ 2.

43 Gl iyt z; a; ob, e = /v tiglmiy, = a; b.ic)

= W EEETE s 0 — DD,

y 9(z, y. z; a, b, ¢) funci6n armdénica de z, y, z excepto sélo si los puntos
(z, y, 2) y (a, b, ¢) coinciden en un punto de >.

El problema de Dirichlet consiste en determinar la funcién armdénica en
el interior de V, que al tender, interiormente a V, hacia un punto
(z, y, 2) € X el limite sea U(x, y, 2), siendo U una funcién arbitraria conti-
nua sobre .

Mediante la funcién de Green se resuelve este problema, y la so-
lucién es:

Ua b o) = Tlnff W o ‘;i i )
>

(% indica la derivada segun la direccién de la normal a > interior a V).

La demostracién clasica que dan los tratados de Andlisis, suponen

[la= : . : S
que Z—n existe sobre > (salvo en un conjunto de medida superficial nula)!

(W existen en virtud de la condicién 3.%).
1 La demostracién puede verse, p. ej., en Goursat: Cours d’Analyse Mathématique,
III tomo, 5.2 edicién, péarrafo 534, pag. 270.
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En particular, si Uz, y, 3) = 1, es (—lfn_ = 0. y por consiguiente es valida
(¢

Jla demostracion citada es decir: :
d s : :
jl—f[ —(‘;— do:—#l (a, b, e) €V (@ 5b;c) &> (2)
T = 5

El motivo de la presente Nota es demostrar la validez de (1) en el caso
que U no sea derivable®.

La demostracién se descompondré en dos partes: a) Que (1) es funcién
armonica de a, b, ¢ en el interior de V. b) Que si

_ _ (@b, re) im0 by 2)IE >
interiormente a V es lim U(a, b, ¢) = U(x,, Yo, 2).
Demostracién de @)
(1) se puede escribir

. Hi :
L U‘ZV_T)WLU SR 5
A JJ3 e dn S Al g (3)

donde la primera integral es - un potencial de doble capa, y la segunda es"
evidentemente una funcién arménica en el interior de V (derivando bajo el
signo integral respecto a a, b, ¢, resulta inmediatamente). Por tanto (1) es
armonica de a, b, ¢ en el interior de V. q. e. d. '

Demostracion de b)
La integral

: 1G
[ f (U 4, D — U, yo, ) 3 do (4

es uniformemente convergente en el dominio del punto M(x,, T )

Observemos ante todo que si en la funcién de Green el punto (a, b, ¢) es
un punto fijo X ella es, como funcién de x, y, z, idénticamente nula. En
efecto: Si (z, y, ) § 3 es consecuencia inmediata de las propiedades 1.* y
3.%, para (z, y, z) € X y distinto de (a, b, ¢), resulta de la 2.2, y de la 4.° se
deduce que en este caso es

1 il Pl
9@, y, z;a, b, c)=— —, por tanto también es valida para

(‘x' 1/7 Z) = (a7 ba C)G 2 3
De aqui se deduce que las integrales que aparecen en (1) y (2), tienen
sentido y son nulas cuando (a, b, ¢) € 3. . :

Para demostrar que (4) es uniformemente convergente en el dominio del
punto M, consideremos una porcién 3’ de 3 conteniendo M,, suficientemen-

2 En el caso de dos variables independientes estd demostrado en Goursat, loc. cit., pa-

rrafo 518, pag. 217 bas4dndose en ‘la representaciéon conforme, no generalizable a fres va-
riables.
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NOTA SOBRE LA RESOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET CONOCIENDO LA FUNCION DE GREEN

te pequefia para que sobre ella se verifique |U(x, y, 2) — Uz, Yo, 2)| < €
Yy una esfera de centro M, y radio o conteniendo X’ en su interior, tendre-

mos para |(a, b, ¢) — (@, Yo, 2)| <o¢
L

ff [U(z, y, 2) — U(x,, Yo, z)] (5—)(' ds
S dn
la integral que aparece en el segundo miembro estd, evidentemente acota-
«da, y de aqui resulta la convergencia uniforme.

Mediante el razonamiento clésico resulta que la expresién (4) es conti-
nua de a, b, ¢, en M, y nula en este punto’.

Ahora bien, si P(a, b, c) interior a V tiende a My(x,, o, %), y de la de-
mostrada continuidad de (4), tendremos

’ L s N ..
lim f’/; U(:L‘, Y, Z) i de = lim fj; U(_"I/'us Yo, 4’(!) i do <())

Y, en virtud de (1) y (2)
lim U(a, b, ¢) = Ulx,, Yo, %) @)

«que es lo que queriamos demostrar.

Las mismas consideraciones pueden hacerse para el problema de Di-
richlet exterior. La funcién de Green exterior debe verificar las propiedades
indicadas para la interior, mds la de ser nula para P(a, b, c) en el infinito.

a6

dn ds (5)

En (1) tomando como G la funcién de Green exterior, y = la derivada se-

gin la direccién de la normal exterior, resuelve el problema exterior y es
Dy dG :
mula en el infinito, ya que lo es e (por ser derivada de una constante).
an
La demostracién es la misma que para el problema interior

3 Cfr. Goursat, loc. cit., parrafo 504, pdg. 174 y sgts.
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GENERALIZACION DEL METODO DE WIMAN-VALIRON
A UNA CLASE DE SERIES DE DIRICHLET

por

F. Sunyer BarAGuUER

INTRODUCCION

No es necesario sefialar la importancia del método de Wiman-Valiron en
el estudio de las funciones enteras cuando se las representa por medio de
una serie de potencias. En este trabajo nos proponemos desarrollar un mé-
todo semejante cuando la funcién entera f(s) puede representarse por una
serie de Dirichlet perteneciente a una clase muy empleada, sobre tcdo des-
pués de los trabajos de Mandelbrojt, Schwartz y otros.

Como es bien sabido el método empleado por Wiman-Valiron es la com-
paracién de la serie que representa la funcién entera con umna serie tipo,
convergente tan sélo en el circulo unidad. Por lo tanto, nuestro objetivo
serd la construccién de una clase de series de Dirichlet convergentes tunica-
mente en un semiplano, y que puedan servir de series de comparacién,
nim. 1, y luego comparar una de estas series con la que representa la fun-
cién f(s) nim. 2. El primer paso, o sea la construccién de la serie de com-
paraciéon no ofrece ninguna dificultad, y tampoco resulta dificil la compa-
racion entre esta serie y la que representa f(s), no obstante este segundo
paso requiere una mayor atencién y el empleo de algunos razonamientos
que creo interesantes.

Esta generalizacion, ademds del interés de todas las gemeralizaciones,
tiene el siguiente: Entre los muchos resultados que se pueden demostrar
por este método, y que quedan incluidos por lo tanto en una misma teoria,
existen algunos demostrados por varios autores, cada uno por un procedi-
miento diferente, y que quedaban sin relacién entre ellos.

Ademds entre otros resultados nuestra generalizacion permite un estu-
dio de las propiedades de la funcién f(s) en las proximidades de un punto
s, tal que la expresion |f(s,)|/M(sy, ) N0 sea muy pequedia, donde $,= g+,
Yy MG, ) = max |f(c+1t)].

—co<t<+oo

Finalmente me interesa sefialar que la casi totalidad de los resultados
que se pueden obtener por la teoria de Wiman-Valiron pueden trasladarse
a la clase de series de Dirichlet que estudiaremos, pero, para no hacer in-
terminable este trabajo. la inmensa mayoria de ellos no serdn ni tan sélo
enunciados. De todos modos, una vez obtenida la generalizacién, los resul-
tados se demuestran sin dificultad.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES
1. Sea
G2 "
—A S
fG) =N el (1)
0

una funcién entera representada por una serie de Dirichlet convergente en
la totalidad del plano, en la que supondremos que la sucesién {\,} sa-
‘tisface a ' ‘
0 =2 <Au ; lim (A,;; — X)) > 0.
Puesto que con estas condiciones la densidad superior de la sucesién {1, !}
‘es finita, la serie (1) serd no solamente convergente, sino absolutamente
-convergente en la totalidad del plano.

En este trabajo representaremos por u(s) al término maximo de
(1), o sea

—X o
(o) i=1 ma x| 2l ieliiis
; n>0
por N = N(s) el méximo entero que verifica
—X o
o

w(o) = |ex e
¥y finalmente pondremos A(s) = X

Y(or).
Si tomamos como serie de comparacién la

H()\n) =16

F(s)=§(’ e

)
«donde H(X) = co y H())/A —> 0, cuando A —> oo, entonces puede repetirse
casi palabra por palabra, la comparacién entre los poligonos de Newton
de las funciones (1) y () que habitualmente se hacen en las series de poten-
cias. De modo que, si suponemos que H()\) tiene una derivada decreciente
‘que tiende a cero cuando A — 0o, podremos enunciar el siguiente resultado:

TeorEMA A. — Dado un valor s, en general serd posible hallar dos nii-
meros k y q tales que

(=]

s = q + H(\())

Y que los términos mdximos de f (c) y de k F (s — q) son iguales Y correspon-
den a un mismo Ay, mientras que los otros términos son mayores en la se-
gunda que en la primera. Los valores de o superiores a un valor v dado,
por los cuales mo se cumple la propiedad anterior, estdn comprendidos en
«conjunto formado por menos de N(v) segmentos, y la longitud total de estos
-Segmentos es acotada por una cantidad independiente de v. o

A los valores de ¢ que cumplen la propiedad indicada al principio del
teorema anterior los llamaremos valores ordinarios respecto a F, o simple-
mente valores ordinarios; mientras que los comprendidos en los intervalos
‘sefialados al final del mismo teorema serédn llamados excepcionales.

: En adelante, y para obtener resultados més concretos supondremos en
ia serie de comparacién (2)

HQ) = ) (Oi==a =<1

S
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Por otra parte, como suponemos que lim (A,;; —2,) >0 y X, < Xy, €8
evidente que serd posible hallar un ndmero positivo h tal que se cumpla
siempre la desigualdad

At — A > b

Es evidente que. mediante la intercalacién de nuevos términos en la su-

cesién {A,! es posible obtener una sucesi6n que ademds de las propiedades
que acabamos de sefalar, verifique

n+l xn 4

En adelante supondremos que la sucesién ha sido, ya modificada de ma-
nera que cumpla esta tltima condicién, y continuaremos representédndola
por {A,t. Esta modificacién no disminuird la generalidad de los resultados
que obtendremos sobre las propiedades de la funcién f(s), puesto que basta
suponer nulos' los ¢, correspondientes a valores de n para los cuales A, son
términos afiadidos, para que la f(s) quede inalterada.

2. [Evidentemente son vélidas las siguientes igualdades

oo oo

J(s) = uce has Zcm "‘*”

£y C—/»N(s S,) v —AyiaSo e—(k'\""”_}»‘\') (s—s,)

i Oy €
N
—Ay(5—sS —Ayr, S
= € % 0) [—J C.\'—Hze Nt —
Y =
SEih s 3
e (5 — $8y) Z()\\uﬁ.“)\.\') Crinie it (3)

== (b sk SRS S8 e

T 1 - (XN+11 e )\.\’) (S YT Sﬂ))]

— O sy 5 g () 5 — s, s
donde N = N (o)) (50 = o + ity), : ‘
g(s) = [(s) + Mf(s) @
Y
Gyl Zlcw,, Mava®o (v )_)__ o Ay n—hyllo — o,

2

De esta desigualdad, aplicando el teorema A4 y suponiendo que s, es un
valor ordinario, resulta

{x (s, 89| <7 p (o) Z———————O\NM ) My pahiy— Oy ) (o= @)+ Mughullo —

~

%l (5
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

En primer lugar vamos a acotar el valor de la parte del segundc miem-
bro de esta ultima desigualdad correspondiente a la suma de los términos
en los cuales » = 0. A fin de simplificar las férmulas representaremos por
d, a la expresién

Awin — A
2

el“N+n = == O = W) g = 0D) 5 |7LN+“ — Myllo — g

es decir, a los términos del segundo miembro de (5) divididos por u(s,). En-
tonces, si N, representa el madximo entero menor que

a

T
BN . 2

donde B es un numero que determinaremos posteriormente, tendremos,
puesto que o — q = a A"

d2N1+i )\,\'+2N1+i _lN

o— = 9 e anesee LS e
log dei 2 08 A e o alh o A
N+ N+N +i N 1 1

—1 =13 a Loiye
— a Ay (k.\'—"—‘.’N1+i A ,\'+N1+i)+>‘N+2NI+£ )‘;\’+Nl+i

o

——1
Ahora, si suponemos que |[¢ — o] = K Ay> , teniendo en cuenta las desi-
gualdades h < X,.,; — X, = 2h, resultard finalmente

dle+i
logd—< 2log4 + K-B— o (1 — o) K,BB

N1+i

donde K, y K, son dos constantes que dependen de la sucesién {A,} y
B —1 cuando N — co. Por lo tanto, eligiendo convenientemente B, resulta
cuando N es suficientemente grande,

d2N1+i
log———— < — 18

le—'ri

ltl{:or consiguiente, mediante un razonamiento sumamente conocido, re-
su

CI e 2N,
Side<——— > d_
0 e—1 0

Como quiera que para los términos del segundo miembro de (5) en los
cuales n < 0, puede obtenerse un resultado igual, se seguird, mediante f4-

. . - i-—l
ciles deducciones que, si |¢ — o] < K22
a

a——)
2w (o0)-

3(
I (s, s0)l < Ky

et




GENERALIMACION DEL METODO DE WIMAN-VALIRON A UNA CLASE DE SERIES DE DIRICHLET

Por otra parte puesto que la serie (1) es absolutamente convergente en
la totalidad del plano, poniendo
M(s, ) = max |f(c + i),
—oJt<l+0o

se sigue
w(e) = M(s, ),

y por lo tanto, suponiendo como siempre que |¢ — g < K e

a

4G, 3] < KDM@l 2 Moo, P (6)

donde, segiin dijimos, A (s) = Ay = Ay -

Finalmente, de (3) y (6) se deduce
3 a

i)
l9(s9)] < KM(an, DIAG]Z 2

3. Segtin hemos dicho en la introduccién, de estos resultados se sigue
que casi todos los teoremas de la teoria de Wiman-Valiron pueden trasladar-
se a esta clase de series de Dirichlet. En particular podriamos enunciar y de-
mostrar toda una serie de resultados sobre el comportamiento de f(s; en las
proximidades de los puntos en que toma valores cuyo médulo es compara-
ble a M(s, f). Pero como su enunciado requeriria mucho espacio y la defini-
cién de nuevas notaciones, nos limitaremos a enunciar tres resultados de
otra clase pero que nos parecen suficientemente representativas e intere-
santes

TroreEMA 1. — Considerando unicamenie wvalores ordinarios de ¢ se
cumple
1 A(G, f)
m———=
g=—00 M(G’ f)

donde A(s, ) es el maxzimo de la parte real de f(s + i) cuando t varia de
— 00 a + 00.

TeoreMa 2. — Considerando vnicamente valores ordinarios de o se
cumple
lim ————M(G’ £ =
o=c MM(s, )
TeoreMA 3. — Dado un milmero e positivo arbitrariamente pequefio, las
desiqualdades

M(s, ) < [M)]/*"0(o)
M, ) < [log w(a)]"**u(s)

son satisfechas para todos los valores de o suficientemente “préximos” a
— 00, excepto en un conjunto en el cual la variacién total de ¢ es acotada.

=g




VARIEDAD DE RIEMANN TRIANGULABLE
DE UN ESPACIO PROYECTIVO

por

PEDRO ABELLANAS

1. HipGTESIS Y NOTACIONES

a) k, es un cuerpo real cerrado.

b) k es el cierre algebraico de k,. Por consiguiente: k = ki), siendo-
FAb U= ) [

¢) Zj, ..., x, son indeterminadas independientes sobre k.
‘ 15 Y . 1 Z, x :
A —— Ll s e A — — Y — e, —,i=1, .., n.
7 : i Z; Z; Z;

e) K=k (z, ..., ). 3

) Representaremos por X;, i = 0, ..., n, al espectro de 4, [17. En par-
ticular, representaremos por X;° al espectro de 4, formado tinicamente por los
ideales primos de dimensién cero. A los elementos de X; los representare-
mos por letras negritas: X;, ¥i, ..., con el subindice <.

9) Al anillo local "de x, respecto de A4, lo representaremos por
Ai, y a su ideal méximo por M, (x,). »

‘h) Si f'E A, a la clase de restos f + X, la representaremos por f(x,).

2. VARIEDAD DE RIEMANN DE UN ESPACIO PROYECTIVO N-DIMENSIONAL SOBRE K
Derinicién 1. Llamaremos espacio X, obtenido por recoleccién de los-
espacios X;, al,conjunto de todos los elementos, que representaremos por:

X, Y, ..., obtenidos. a partir de los puntos de los espacios X;, i = 0, ..., m, ,
mediante la, siguiente definicién de igualdad:

X, = X, Adi, = Aj, 1y
i i
En particular representamos por X° al espacio obtenido por recoleccién
de los espacios X, i = 0, ..., n, mediante la definici6n (1).
Dermnicion 2. Si X est4d formado por los puntos (X;, X;, ...) siendo.
X, € X;, ..., diremos que X, es la proyeccién de X sobre X, y escribiremos:
X, = proy, (¥)

* Los nimeros entre corchetes' se refieren a’la literatura citada al final del articulo.

e
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: : 1 .
El conjunto formado por las funciones S; = (—— i at

y y eeey

) forma
& T Z;

un sistema de coordenadas de uniformizacién para X;. Si existe x; =
= proy,.(X) lamaremos coordenadas de X respecto de S; a los ntimeros de k:
1

o 2w 2w)

Z; T

Sea x un punto de X° y sean

Z; Z;
X) =
)

Z

: 1
(%) = a; = a; + 10;” T 09 = @y = Gt A=
; : .

t
’ ”

(e O (5 TR T T O SORSOETN O el G (2)

las coordenadas de x respecto de S;.
La aplicacion

’

5 7 ” ’ ” ”
;: x_>(aui1 aoiya’li7a1iv-~~aani:ant)

-establece una corespondencia biunivoca entre los puntos de X° que poseen
proyeccién sobre X y los puntos del espacio afin 2n-dimensional, R;, so-
bre k,. ;

Se puede obtener una recoleccién de los espacios R; mediante la siguien-
te definicién: dos puntos:

A‘ = (aﬂi’: a’Di”, a’lila a’li”y teny am', am'”
Ai = (bDj,7 b[)j/'y blj,1 blj”v T0L3) bni,1 bni”
de R; y R;, respectivamente, se consideran como iguales cuando existe un
punto x de X° tal que
0 (X) = A;,  oX) = 4 (3)
El espacio R obtenido por recoleccién de los espacios R, ¢ = 0, ..., n,
mediante la definicién (3) se llama variedad de Riemann del espacio pro-
yectivo n— dimensional sobre k, respecto del subcuerpo real cerrado k.
Si A es un punto de R formado por recolecci6n de los puntos 4,=4;=...,

de R;, R; ..., diremos que 4, es la proyeccién de 4 sobre R; Yy escribire-
mos:

A; = proyg A.
De las defiiniciones (1) y (3) resulta.bel siguiente :
Lema 1. La correspondencia:
o: X—>4 (€))
entre X° y R definida por
o; (proyx X) =proym 4, (5)
S et



VARIEDAD DE RIEMANN TRIANGULABLE DE UN ESPACIO PROYECTIVO

(siendo X; un espacio cualquiera, de los i = 0, ..., n, sobre el que existe la
proyeccién de X) es una correspondencia biunivoca.

De la definicién (1) se deduce que a cada x € X le corresponde un anillo
local de K, que representaremos por A, Al ideal méximo de 4, lo repre-
sentaremos por M

Lema 2. Si x, y € X°, una condicién suficiente para que ambos puntos
posean proyeccién sobre un mismo X es que exista una indeterminada.
x;, tal que x; € Ax, y:

Xj :(: 0 (M,), Xj :‘: 0 (MV)

3. TRIANGULACION DE LA VARIEDAD DE RIEMANN

Derinici6n 3. Si x e y son dos puntos de X° tales que existan las pro-
yecciones de ambos sobre X y no existan las proyecciones de ambos sobre
X? para § <4;¢, 7 =0,1, .., n, sellama simplex unidimensional de vér-
tices A y B, siendo 4 = o (X) y B = o (y), y se representa por [4, B], al
conjunto de todos los puntos C, de R tales que:

proyn; C = A proyz; A + pproym B, A + p = 1; A, p€ k; 0=r=1. (6)

Si no existe ningtin espacio X sobre el que posean proyecciones X e Y,
no existe ningin simplex de vértices 4 y B.

Lema 3. Si x e y poseen proyecciones sobre X todos los puntos del
simplex [X, y] poseen también proyeccién sobre X, salvo en el caso en
quelie L Uhidac— b ta, <0

DeEmosTRACION. — Si 7 es el menor de los nimeros 0, ..., n tal que X e Y
posean proyeccién sobre X el lema es consecuencia inmediata de la defini-
ci6n anterior. Supongamos, por tanto, que no sea éste el caso y que exista
un Xy, I <17, sobre el que tengan proyeccién X e y. Siempre podemos su-
poner que ! = 0, pues, en otro caso bastaria efectuar un cambio de varia-
bles evidente. Sea, por tanto,

z; (X) = a, = a/ + 1a, ; (
de donde,

prOyRﬂ "4 = (al’: al”: a2’7 a2”: Sty a'n,7 an”>; ai/' ai” E kﬂv U= -l—s
0O 121 = (o e s e S - e NG T =

Sea C un punto arbitrario de [4, B] y

Vb= bl b @)

prOyRO C = (cl/r Cl”v 02/7 02”1 258) Cﬂly cn”)
En virtud de la definicién 3 serd:

c;’ = N Dl — 8ol 0 b s s =R e e == RE(8)
Sean :

5 1 :
o =0 =0 gy ——(1)=b=b + b5 ¥, a, b, b € Ky (9)
i i
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€.

i s . T
o (9= af = o + g~ () = b

i
— b* + b, o, b*, b €k (10)
Por consiguiente sera:

’

= et 3 e %7 %7 % %

pro)/Ri A~ Sy (aD* 3 aO ] al ) a’l gk elasely an ] an >
P ¥ ’ 72

prOYRi B — (bﬂ* (] bﬂ*/,y bl*,v 1)1*/17 SJSKeNy: bn* ) bn*,)

Vamos a calcular las coordenadas de la proyeccién de C sobre R, Para
ello sea z = o7 (C), z € X°. Esto significa que:

t 1

z; (2) = ¢ + e, Ly

en donde las ¢/, ¢;” vienen dadas por las (8). Sean :
l % 5/ . wn '1:1' 7 o 77 /
S (@) = ¢* = ¢ + e, o (7)) = &% = @7 S5 06y (11%:

Entonces sera:
PrOYR:Ci=(CF5 6 et et R e ie, S0 (12)

Todo se reduce a probar que, para todo C € [4, B], todas las coordenadas:
de (12) son ntimeros de k,. Ahora bien, de (11) se deduce:

1 1 1 Ci Ci
ST (\Z) & = /7 o ” = 2 ” T 72 ” Z
; ;(Z) ¢/ + ¢ GG B e i
de donde:
(74 (ol
C gLt _, Y7 Y : 112/ s
e e | G
De (12) resulta: llc,*ll = 1 y, anélogamente, [la*[l = _1, B = _1_
lle;ll i llall Il B:l

De (9) y de estas tltimas relaciones y de (8) se obtiene :
leo*ll = Nag®ll - IBg*]| = [R2NBe*l + w2 lagll + 2% w(a® b* + a*” b*7)],

con lo que (1R) se puede escribir del siguiente modo :

%7 )\ a’U*, “bl)*” + M bu*, “ag*“ N
G = — 2 S (13)
A b*I + p? lla*l + 2 X w (a* bo* + ag*” b*”)
L A a*” Ibgll + w be*” llag*|

N b*ll + p lla*ll + 2 A p (a* be* + ag*” b,*") (13%
Por otra parte de (10) y (7) se obtienen:
: o a* + a*” a*” a* a — a*” aF

b lag®| i Tt el

e
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E AN §7 % L7 VA NV A
P e ||l:*ﬁo e To -
y teniendo en cuenta (11) y (11°) resulta:
¢ = d [N g Ib* ] +Ap[(a* b — a* b*”) (a” — b*")
+(@* b* +a*” by*”) (¢* +b,*)] +° b* lla*|l] 5
e = d [N g Ib*l+ (@ b* — a” b*) (a* — b*)
+(a0* b* +a*” by*”) (@ + b)) +p b*” lla*|l]
siendo
= 1 : [X b*l + p®lla®l + 2% w (a® b* + a*” b*")]. (17)
Por poseer A y B proyecciones sobre R, no puede ser lla,*| = 0, ni

bl = 0, por consiguiente (17) prueba que para todo (A, p) tal que
A+ p =1), 0=xr=1, el denominador de d es distinto de cero. luego
(16) representan ntimeros de %, con la salvedad indicada en el enunciado
del Lema.

Derinici6n 4 Los puntos 4,, ..., 4, de R se llaman vértices linealmen-
te independientes, cuando verifican las dos condiciones siguientes:

1.° Existe un ¢ tal que todos ellos poseen proyeccién sobre R.. 2.° Las
proyecciones de 4,, ..., A, sobre R; son linealmente independientes en R;,
siendo 7 el menor indice tal que todos los puntos 4,, ..., 4, posean proyec-
ci6n sobre R,.

DerFinicion 5. Si A4, ..., 4, son vértices linealmente independientes, se
llama simplex n-dimensional de vértices 4,, ..., 4,, y se representa por
S» = [4y, ..., A,], al conjunto de todos los puntos P de X° tales que

A
P € [4,, Q] siendo Q un punto que recorre el simplex s, ,=[4,,...,4;...,4,].
De las definiciones 4 y 5 inmediato el siguiente corolario del Lema 3:

Cororario 1. Si A,. .... A, poseen proyeccién sobre R, todos los pun-
tos P del simplex [A,, ..., A,] poseen también proyeccién sobre R,.

Cororario 2. Si P € [Ay, ..., A,] y j es el menor indice para el que
Ay, ..., Ay, poseen proyeccion sobre R, se werifica que

Proyy; P =X Proyg; Ay + ... + A Proys; dp, & ..o + =1, 0=3=1.

7
4. DESCOMPOSICION SIMPLICIAL DE LA VARIEDAD DE RIEMANN R.

Sean: &y a’ i — 1% 2n dos puntos de R tales que Proyz 3 =
=@, ..,1,...,0) y Proys a = (0, ..., —1, ..., 0), en donde las coorde-
nadas son todas nulas excepto la i-ésima, que es 1 en el primer caso y — 1
en el segundo.

Consideremos los N = 2* simplices (2n — 1) -dimensionales
Sl = (ah exeiely a2n)7 SO0%) SN = (allz CLAOE ai‘n,>'

o —
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La unién de los simplices 2n-dimensionales:

S[= (0. Sl-); 1: 1,2,...,}V
siendo Proyz 0 = (0, ..., 0), es un entorno del punto 0 de R.
Sea ¢ un punto genérico de s,:

ProYmg €= (Cuy Citn -=1=Cn> GARE Gl i e e
e =10 =ci=1

Sea x un punto de R tal que
Broymy Xe —H(ACorACh 5 PAC,, A C, ) E="A"="00, A€k

Se verifica que

Pl (1 e ¢/ ¢ ¢ + ¢ el —eeltec
i YRi = N 9 P 2 9 B
; A (el + e A(c? + ¢ ch G : (e
o A C; e Cih ¢ ¢ + ¢ el —cel+ec
BP 4= @2 e e el e o
f= v =1

Derinicién 6. Llamaremos simplex 2 n-dimensional de sequnda espe-
cie, T, al conjunto de todos los puntos p de R tales que
®; (o e c + ¢elel —celtec

PrOYI:i P = <)\*_—_— Ar , ) y eee ) (18)

9 0 2
¢t + ¢ ¢t + ¢? ¢ + ¢ ¢ + ¢

=1 0= =i o 2L Prop, c=(ciaf )€ S

siendo s un simplex (2 n — 1)»-dimensional de R,. En particular, si toma-
mos como simplex s el simplex s; anterior, al simplex definido por (18)
lo representaremos por T;.

TeoreMa. El conjunto formado por los simplices S, ..., Sy, juntamen-
te con los simplices de sequnda especie T, ..., Ty, es una descomposicion
stmplicial de R.

DEMOSTRACION. Sea ¢ un punto arbitrario de R. Pueden ocurrir dos
COSas :

lsessiseaEProve dqi—"(0,:0:. == v, Gn):

2.° No existe Proyy, q.

1> Sead=|q|+|g[+ ... +]ga]. Si) <1 el puntoq pertenece a uno de
los simplices S.i=1, .., N, y s6lo a uno si no pertenece a una de sus
caras. Si A > 1, q pertenece a un simplex T;, y sélo a uno si no pertenece a
una de sus caras. Finalmente, si A = 1, q pertenece a la cara comun a un
simplex S; y un simplex 7.

_2.° Supongamos que exista Proyz 4 = (0, 0, G G5 ---» qn, Gx)- Las dos
primeras coordenadas deben ser nulas, puesto que no existe Proys, 4.

Loop -
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Vamos a determinar un punto ¢ de R tal que
RroyaCl—E(CINCHRCcf i e,
y que se verifique:
@1 @ A= (5] BF — cnci e

(o e =g 19
C,»z fi Cf' q- ciz L Ciz’ 9> ( )

El sistema (19) es equivalente al siguiente:
= QaCi—qie, ¢ = ciql + ¢ Q.. (20)
Poniendo
q= (¢ ¢ & - 1,0, .., g 0)
q = (¢, &= @) gy 0 Ly M, )

’

’ L ’
Cl= (Clv Cly ey Ciy Civ QLK) Cn~ Cn)

el sistema (20) se puede escribir en la siguiente forma :
?: Ci? + C,-’—li’ + (1 == C,- T C,'I)a,

siendo 0 = (0, ..., 0), lo que prueba que ¢ pertenece al plano bidimensio-

nal de R, determinado por los punto q, ¢, y 0. Si este plano corta a las ca-
ras Say, ..., Se,, de los simplices To, ..., Tz, el punto q pertenecerd a los
bordes de todos estos simplices Ta, ..., Tz, c. q. d.
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CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LAS VALORACIONES
NO TRIVIALES SUBORDINADAS DE UNA VALORACION DADA

por

J. SancEo San Romin

1. — En un trabajo anterior”, hemos considerado la cuestién siguiente:

Sea > un cuerpo conmutativo, [J un anillo para el cual es > cuerpo
de fracciones, y p un ideal pr1m0 de []. Entonces, una valoracién v dada
de 3, define otra valoracién v’ del cuerpo > de fracciones del anillo cociente
O/p, usando este criterio: el anillo R,, de valoracién de X', es el conjunto
de elementos (¢ + p [1,) de X con « € R, anillo de valoracién de v. Llama-
mos a v’, valoraci6n subordinada de v.

~ Como principales resultados que utilizaremos ahora, se obtuvieron los

siguientes:

“A) Si o no es trivial, el ideal m = p [J, estd contenido en el 1deal P
maximo de R, (Teor. 2 de 2):

B) La condicién anterior m C P,, se cumple si y sélo si el ideal p yaoe
€n un ideal primo de R, (Teor. 5).

.. C) Aunque se cumpla m C P,, la valoracion v’ es trivial si y s6lo si el
anillo local [0, C R, (Teor. 6).

D) Si se cumple m C P,, existe un subgrupo aislado S del grupo de
valores, que contiene los valores de las unidades de [1,, y cualquier ele-
mento de S es menor que cualquier valor de las no unidades de [J,.

2. — Pues bien, comenzamos ahora considerando una cuestién reciproca
del resultado B), consistente en buscar las condiciones que ha de cumplir
el anillo [, para que dado un ideal primo P; de R,; la interseccién [ A P;
sea un ideal de [J. A lo cual contesta el teorema siguiente : :

“Teorema 1.: Para que la interseccién [1 N P; sea un ideal de [J, es con-
lelOIl necesaria y ‘suficiente que los valores de los elementos de [] estén
contenidos en (T; + @), donde ©; y T; son respectivamente, la superclase de
valores de los elementos de P; y el subgrupo aislado correspondiente.

' En efecto, es necesaria, pues si [1 N P; = p; es ideal de [], es pumo evi-
dentemente entonces, por el resultado B) anterior, se deduce : p: 05 C P,
Yy por el D) se ‘tiene “que: [, C T, + 9 luego a fortiori:[1 CT; {'Q,

* J. Sancho San Romdn: Sobre valoraciones subordmadas de una valoracion de un

cuerpo, en las especzalzzacwnes de éste. Rev Mat. Hlspano Americana, 4. ser., XVIII,
mims. 5-6, 1958.
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Para ver que es suficiente, sea ¢ €] N P; y a € [1. Como v(a)ET; + @,
el valor v(aq) = v(a) + v(q) puede presentar dos casos: 1) v(a) > 0, y en-
tonces v(aq) = v(q) luego v(aq) € 2;; 2) v(a) < 0, luego + v(a) ET; y
— v(a) > 0, de donde: v(q) — [— v(a)] € Q;. En ambos casos se concluye:
aq € P;. luego: ag€ 0N P; c. q. d.
La condicién precedente se cumplird para todos los ideales primos P;
de R,, si y sélo si: [0 C R,, pues para P, = P, es T; + ,=(0)+ (> 0).
Por esta razon, supondremos en lo sucesivo que se cumple: [1C R,.

Esta hipétesis es corriente cuando 3 representa el cuerpo de una varie-
dad algebraica afin.

3. Sea v valoracién de rango finito k, e indiquemos con p; los ideales
primos de [] que yacen en los P; de R,, y con X; los cuerpos de fracciones
F (@/py.

La situaciéon queda manifestada en el cuadro siguiente:

(0)e=IT Gilae G @ (@R,
120 =18 Ty oy DL D)
Pv = kapk—13 :)7913 (O)

Teorema 2: Las valoraciones subordinadas de v en los cuerpos X, no
son triviales, excepto si >; = 3.

En efecto, si p, = px D p: en sentido estricto, entonces [1— p; C R, —P,,
luego: [»; € R, y en virtud del resultado C) anterior, se sigue que v, es no
trivial. Por el contrario, si p; = p,, [, C R, y v/. es trivial.

La interseccién geométrica de este teorema es clara. Cuando [J es el
anillo de una variedad algebraica afin D,, cada p; define una subvariedad D,
de modo que se tiene una cadena de subvariedades: D, C D,_,C... C D,,
y las valoraciones subordinadas de v en los cuerpos de éstas, son no trivia-
les excepto si D, es el centro de v sobre D,.

4. — Demostremos ahora la siguiente proposicién:

Teorema 3: La valoraci6n v, de X, subordina en cualquier 3; inferior
(1 > 1) una v;” que es la misma v, subordinada de v.

En vez de realizar una comprobacién directa de este aserto, vamos &
probarlo estableciendo previamente las relaciones que ligan a v;" con las co-
nocidas valoraciones asociadas a v y P;. Escribiendo R en vez de R, éstas
son: la valoracién de 3 de anillo Rr;, y la valoracién w; de 3/ (cuerpo de
residuos de Rr;) de anillo R/P;; la v se dice compuesta de ambas.

. Pues bien, 3, se puede considerar subcuerpo de ;. En efecto,
2/=Rr|PRe; y 2=0v;/p; Oy, 5 pero Os; C Re; y p; Ooi=[l; N P.R>; (ya que:
PR» A0 = PR,NRNO =P,NO = py), luego: 3; =~ [h;/PRr, C /.
Ahora, es evidente que v/ es la valoracién inducida por w; en 3, ya que
el anillo de v/ es:

R O Ow/p:Os, = R N Os/P;Re; = R N Osy/P,.

— 9%
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Por las mismas razones, la valoracién v,” de X; subordinada de v/, viene
inducida por la valoracién w;” del cuerpo de residuos de (R/P)ryr; cuyo
anillo sea R/P;/P;/P;. Pero dicho cuerpo es isomorfo al de residuos de Rr;
(ya que es (R/P;r;r; ~ Re;/P;Rr;) y dicho anillo lo es a R/P;. Es decir, w,”
es isomorfa a w;’, luego v;,” es la misma v, subordinada de v, ¢. q. d.

Notemos en fin, que v, tendrd por grupo de valores un subgrupo, propio
o no, de T,.

Desde un punto de vista geométrico, D; es e! centro de la valoracién de
>\, de anillo Rr;, sobre la variedad D,, y el teorema anterior indica que D; es
también el centro de la valoracion de >;, de anillo (R/P)r;»;.

Como en este caso, el grupo de valores T, es suma directa de k grupos
discretos, se tiene una situacién particular cuyo estudio detallado es una de
las cuestiones pendientes sobre este asunto.

~

— D=




UNA FUNCION NUMERICA EN LOS RETICULOS FINITOS
QUE SE ANULA PARA LOS RETICULOS REDUCIBLES

por

BarTtoromi FroONTERA MARQUES

INTRODUCCION :

Suponemos conocidos los fundamentos de la teoria de semiordenacio-
nes y de la teoria de reticulos. Haremos por lo tanto uso de expresiones del
tipo @ € M (a pertenece a M), a C b (a anterior o igual a b, a inferior o igual

a b, o a contenido en b), aMNb (a interseccion b), a U b (¢ reunion b),
N a;, U a;, etc., que se interpretardn de la manera usual. Designaremos in-
i€l €T
distintamente un reticulo por (R, N, U) o simplemente por R segin que
nos interese o no destacar las operaciones N, U. En un reticulo que posea
elemento minimo o elemento méximo, llamaremos a tales elementos respec-
tivamente elemento cero y elemento unidad, representiandolos por 0 y por 1.
Las siguientes definiciones serviran para dejar establecida la significacién
que se ha de dar a los demds términos empleados en este trabajo. Expon-
dremos ademds algunas propiedades elementales que interesa tener presen-
tes y cuya demostracién puede encontrarse en cualquier tratado sobre la
materia @ [1], [2], [3].

Diremos que un subconjunto C de elementos de un reticulo R constituye
una cadena, cuando para todo a y b pertenecientes a C, es a Cb o b C a.

Una cadena que tenga un elemento minimo a y un elemento maximo b se
dice que es maximal, cuando no existe ninguna cadena de a a b que con-
tenga todos los elementos de C y ademds otros. Una cadena se dice que es
finita cuando contiene un ndmero finito de elementos. Recibe el nombre
de longitud de una cadena el niimero de sus elementos disminuido en una
unidad. Un reticulo R se dice que es de longitud finita cuando para todo
par de elementos a, b € R con a C b, todas las cadenas que unen @ con b
son finitas y estdn acotadas por un cierto nimero N. El reticulo formado
por los nimeros naturales con la relacién de orden definida por:

aC b & a es divisor de b

(1) Los ntimeros encerrados entre paréntesis angulares remiten ;a-la. resefia biblio-
gréfica.

—— 27—
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es un reticulo de longitud finita aunque existen en él cadenas infinitas.
Por el contrario, el reticulo representado en la fig. 1 no es de longitud fi-
nita, a pesar de que todas sus cadenas son finitas. Las longitudes de las
cadenas maximales que unen 0 con 1 forman, en este ejemplo, una suce-
si6n no acotada. El reticulo de los ndmeros naturales carece de elemento.
unidad. Si se adjunta a este reticulo el nimero 0 considerado como multi-
plo de todos los mimeros, se obtiene un reticulo con elemento unidad que
deja de ser de longitud finita.

Dos elementos distintos @, b de un reticulo que estdan en la relaciom
a C b y para los que no existe ningtn elemento x tal que sea a EC
se dice que son contiguos. Se dice también que a es configuo infertor de b
y que b es contiguo superior de a. En particular en un reticulo con elemen-
to 0, los elemento contiguos de 0 reciben el nombre de dtomos y en un
reticulo con elemento 1, los contiguos de este elemento reciben el nombre
de antidtomos.

Un subconjunto M de elementos de un reticulo R con la propiedad de
que para todo par de elementos z, y€M es zMNyE€ M, sUy€EM,
se dice que es un subreticulo de R. Si a y b son dos elementos de R que
estdn en la relacién a C b, es facil ver que el conjunto de los x tales que
a Cz Cb constituye un subreticulo el cual recibe el nombre de inter-

valo a/b.

En un reticulo de longitud finita con elemento 0 se da el nombre de
dimensién d(x) de un elemento x, al miximo de las longitudes de las ca-
denas que unen 0 con z. Si un reticulo R de longitud finita posee elemento
unidad, se dice que d (1) es la dimensién de R.

Un reticulo R se dice que es modular, cuando para todo a, b, ¢ € R se
verifica :

Si es a C ¢, entonces es aU (bNe¢) = (aUb)Ne.

Los reticulos modulares de longitud finita gozan de la propiedad de
que todas las cadenas maximales que unen dos elementos a, b (a C D) tie-
nen la misma longitud. Si un reticulo modular de longitud finita posee

—oRuE=
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elemento 0, se podra definir entonces la dimensién d(z) de un elemento
como la longitud de una cadena maximal (y por lo tanto de fodas las ca-
denas maximales) que unen 0 con z.

Un reticulo R se dice que es complementario cuando contiene elemento
0 y elemento unidad y ademds para todo elemento a € R, existe por lo
menos un elemento b € R tal que aNb =0, aUb = 1.

Dados dos reticulos (R, Ny, Uy), (R, My, U,), el conjunto formado por to-
dos los pares (n,, n,), siendo n, € Ry, n, € R., junto con las operaciones N, U
definidas por:

(my, my) N (N, Ny) = (my N, My, My N, M)
(m,, my) U (ny, mp) = (my Uy 1y, my U, Ny),

constituye un reticulo que recibe el nombre de producto directo de R, y
R, y se designa por R, x R,.

Un reticulo R se dice que es reducible cuando es isomorfo a un produc-
to directo de dos reticulos, cada uno de los cuales consta de mas de un
elemento. En caso contrario se dice que es irreducible.

Funcién de Mobius generalizada. Damos en este apartado un resumen
de los resultados obtenidos por Weisner [1], cuyo conocimiento es indis-
pensable para el fin que nos proponemos.

Sea R un reticulo de longitud finita, que goce ademds de la propiedad
de que todo intervalo x/y de R es finito. En adelante nos referiremos sola-
mente a reticulos de este tipo, llamados por Weisner “Jerarquias”.
 Consideremos el conjunto de todos los intervalos z/y de R. En este con-
junto vamos a definir las funciones P(z/y), Q.(z/y) (para todo entero
k=1) y p(zfy) de la siguiente manera:

P(z/y) = ntimero de contiguos inferiores de y pertenecientes al inter-
valo z/y.

Q.(z/y) = ndmero de veces que z es interseccién de k elementos dis-
tintos, contiguos inferiores de y.

lsixz=y
4 @19 =1 S 100, (a6 o £y

o=

Como consecuencia inmediata de las definiciones dadas se observa que
es P(z/y) = 0 si es x = y, P(z/y) =~ 0 si es z 5~ y. Para todo k > P(z/y) es
Qu(xz/y) = 0, de donde la suma > (— 1)* Q. (z/y) consta de un nimero fini-
to de términos. ke

Se puede comprobar que entre las funciones acabadas de definir se
«cumplen las siguientes identidades:

Pl
2 0G/y= ( (”Z ¥) ) Gl 2 ) 1)
(lsiz=uy
rEzE;U w (r/y) = { 0sixz+y @

=599
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Consideremos ahora funciones univocas cualesquiera, f, g, ... definidas,
ya sea para todo intervalo x/y de R, o bien solamente para los intervalos
de la forma a/z, siendo a un elemento fijo de R. Se demuestra ficilmente
que si fy, f,, son tales que para todo z se cumpla X f, (a/r) = = f, (a/r), en-

s r€a/x

T€a /T

tonces es f, (a/x) = f. (a/x) para todo z D a.
La propiedad mads interesante de la funcién p. es la siguiente:

Si f y g son dos funciones ligadas entre si por: (3)
gla/z) = X f(a/r), entonces es (3a)

r€a /T
flofz) = 2 gla/r) v (/). (3b)

Esto permite obtener para toda funcién definida para los intervalos del
tipo a/z (a fijo), otra funcién definida en el mismo dominio y ligada con ¢
por (3a). Esta funcién es tinica y sus valores se obtienen mediante (3b).

El principio de dualidad es aplicable a todo lo dicho en este apartado,
de manera que a cada funcién corresponde una funcién dual, y a cada pro-
piedad de las funciones corresponde una propiedad dual. A modo de ejem-
plo damos las definciones de P’ (z/y), Q:’ (z/y) y v (x/y), funciones duales
respectivamente de P(z/y), Q.(z/y) y w(z/y).

P'(z/y) = nimero de contiguos superiores de x pertencientes al inter-
valo z/y.

Q. (z/y) = nimero de veces que y es reunidn de k contiguos superiores:
de z, distintos. en el intervalo z/y.

1Fsi =y

@iy = | =
T i e wemsiory

Se demuestra que para todo intervalo z/y es u (z/y) = w/(z/y), o, dicho
de otro modo, que la funci6n p es dual de si misma.

Si consideramos el reticulo formado por todos los enteros positivos con
la relacién C definida por

aC b & a es divisor de b,

un intervalo z/y estd formado por todos aquellos nimeros que. son multi-
plos de x y divisores de y. Se comprueba ficilmente que en este reticulo los
valores que toma la funcién p. para los intervalos z/y dependen solamente

1
del cociente %, y son los siguientes:
p(xly) = (— 1) si % = P;... P, siendo p,, ..., p, nimeros primos.

distintos entre sfi y distintos de la unidad.
w (z/y) = 0 en los demds casos.

0

.
SO et
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La funcién p. se reduce en este caso a la funcién de Mcbius de los ntime-
ros naturales que se define de la manera indicada. Esto justifica el nombre
de funcién de Mobius generalizada, dado a la funcién p introducida por
‘Weisner.

La funcion F. — Lo expuesto en el apartado anterior se referia a reticu-
los de longitud finita en los que todo intervalo era finito. Para lo que aqui
digamos serd necesario particularizar més y considerar solamente los reticu-
los de estas caracteristicas que poseen elemento 0 y elemento 1. Inmediata-
mente se ve que al imponer estas condiciones nos quedamos con los reticulos.
finitos y solamente con éstos.

Teniendo presente que todo intervalo x/y es un reticulo cuyos elemen-
tos 0 y 1 son z, y respectivamente, y habiendo definido para todo reticulo:
de longitud finita con elemento 0 la dimensién de un elemento cualquiera,
podemos definir una funcién d para todos los intervalos de un reticulo finito-
de la siguiente manera:

d(z/y) = dimensién de y en el intervalo z/y.

Segtin esta definicion, en todo reticulo R con elemento 0 es d(0/r) = di-
mension de r en R.

Aplicando a esta funcién la propiedad (3) vemos que tiene que existir
una funcién F tnica ligada con d por (3a) y (3b), es decir:

d(a/x) = > F (af7)
T€a |z
Fofn)= 3 d(afn)p (r/s)
Para un reticulo finito R podemos definir F (R) = F (0/1), siendo 0 y L
los elementos cero y unidad de R. Més explicitamente definimos:
BE(R)— % d (0/7) p. (r/1), y poniendo d (r) en vez de d (0/r)
TER
F®) =3 d@) /D).
El objeto del presente trabajo es demostrar que, si R es reducible, en-

tonces es F' (R) = 0. La demostracién serd muy ficil una vez que hayamos:
probado los siguientes lemas.

Lema 1. — En todo reticulo finito R se chmple:
i p (r/1) = 1 si R es el reticulo de un solo elemento,

g w (r/1) = 0 siR tiene mds de un elemento.

Este lema es una consecuencia de la propiedad (2), de la cual se deduce:
haciendo # = 0, y = 1, y teniendo en cuenta que es 0/1 = R.
Lema 2. §i el reticulo R es un producto directo de dos reticulos finitos-
Ry, R, y esr = (r, ) €ER, 1, €ER,, 7,€R,, entonces es
p (/1) = pi (n/1) pa (13/10),
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siendo p, py, v, las funciones de Mobius generalizadas, y 1, 1,, 1,, los ele-
mentos unidad de R, R,, R,, respectivamente.

De acuerdo con las definiciones dadas en el apartado anterior, designa-
remos por O, (r/1) (y respectivamente por Q. (1;/1y), Qi (r,/1,), el nimero
de veces que r (resp. 7, 7,) es interseccién de /i antidtomos de R (respecti-
vamente R, R,). Serd pues

p(r/l) = ? = 1)k Qx (7'/1): 4 (7'2/10 = O}? (— l)k 0 (7‘1/]1>'
) % E 002G ).

Para la demostracién de este lema distinguiremos tres casos:
1° r=1=(11).

Por definicién es p (1/1) =1, p;, (1,/1) = 1, s (1,/1,) = 1, de donde
w (1 ,-/1) = p; (1,/1) - tha (12/12)-

20 = gy, Bies Il o e 2= AL as s

Para estudiar este caso y el siguiente, hace falta tener en cuenta el hecho
evidente de que los antidftomos de R son precisamente los elementos de una
de las dos formas (a;, 1,), (1,, a,), siendo a,, a,, antidtomos de R;, R,, respec-
tivamente.

Supongamos por ejemplo que sea r = (1, 1,), 7, 7 1,. Se comprueba fa-
cilmente que si r es interseccién de antidtomos de R, éstos pueden ser sola-
mente de la forma (a,, 1,) y que decir que 7 es inteseccién de k antidtomos
de R es equivalente a decir que 7, es interseccién de %k antidtomos de R;.

Por lo tanto, Q; (7/1) = Q* (r/1y), y
w(r/1) = %(— 1F Qs (r/1) = ?(— I Qi (1f1;) = pa (/1))

Como es p, (1,, 1,) = 1, tenemos:
p (/1) = py (m/1) = m (/1) « 1 = py (11/1y) po (12 1)
St (= ) B =

En este caso, si r es interseccién de & antidtomos (k = 1), tiene que ha-
ber entre éstos, por lo menos, uno de cada clase, ya que, de lo contrario
seria ; = 1, 6 7, = 1,. Para calcular Q, (r/1) tendremos que considerar to-
das las descomposiciones posibles de k de la forma k = k, + k, (k> 1,
k, = 1) y contar para cada una de ellas el ntimero Qx, » (r/1) de veces que
r es interseccién de k antidtomos, de los cuales hay k, de la forma (a,, 1,)
y k. de la forma (1,, a,). Poniendo » = (r, 1,) N (1, 7,), es facil ver que lo
antes dicho ocurre cuindo y solamente cudndo r, es interseccién de k, an-
tidtomos de R, y 7, es interseccién de k, antidtomos de R,, de modo que
0. D) — Qi (/1) - @ (r:/1,) y por lo tanto

Qs (T/D = X Qr:l, ics (7'/1) — Qlkx (7'1/11) . Q% (12/1,),

k itk =k k. +k,=k

iCoo
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0

p (/1) = 3 (— 1F Q. (/1) =]:2] € 0 (GGl TG =

k= i,

(=)

= > on e DR 0, (/1) (/1) =

=1 k +k,=k

=3 3 1050, (/1) - (— IR0, (/1) =

k=1 kx

= S 10, (/1) - (— D 0, (/1) =

3 (1508 (1)) =

I
k=

= ( 3 (— 1m0 (7-1/11)) . (

k=1

=y (O 60y s (@l s Gy Gl

Lema 3. $Si el reticulo R es un producto directo de dos reticulos R;, R,
yesr = (r, ) €ER, 1 € R, 1, €R,, entonces es d (r) = d, () + dy(r,), sien-
do d, d;, d,, las dimensiones en R, R;, R,, respectivamente.

Demostracién: Sea C una cadena maximal de longitud méxima de
0=(0,0)ar = (r,n). Si (g, ¢) Yy (s, S son elementos consecutivos de
C y es (¢, ) C (51, $5), debido a la maximalidad de C, tendrd que ser
(q1, o) contiguo inferior de (s;, s;), y por lo tanto, o bien g, contiguo infe-
rior de s, y ¢, = s,, 0 bien ¢, contiguo inferior de s, y ¢, = s;. Las primeras
y las segundas componentes de los elementos de C constituyen pues cadenas
maximales C, y C, en R, y R, respectivamente, y como el paso de un elemento
al contiguo en C se hace variando una sola de las componentes, la longitud
de C sera igual a la suma de las longitudes de C, y C,. Ahora bien, si C es de
longitud méxima en R, C, y C, son de longitud méxima en R, y R, respecti-
vamente, ya que si por ejemplo C;, es una cadena maximal de 0; a 7, més
larga que C,, a partir de C, y C, se puede formar una cadena maximal de
(0, 0,) a (1, 1) de longitud mayor que la de C, contrariamente a lo supuesto.
Lan longitudes de C, y C, son pues, por definicién, iguales respectivamente
a d, (1) y d; (1)), y como por la misma razén la longitud de C es d(r), serd
d(r) = dy(r)) + dy(r,) como queriamos demostrar.

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema que nos pro-
ponemos.

Teorema. Si para todo reticulo finito R definimos la funcién
F(@R) = X d(r) - p (r/1), se verifica que es F (R) = 0 siempre que R sea re-
TER
ducible.
En efecto: Si R es reducible podemos poner R ~ R, x R,, siendo R, y
R, reticulos finitos, cada uno de ellos con mds de un elemento. Para el
cdlculo de F (R) podemos sustituir R por R, x R,, y por aplicacién de los
lemas 2 y 3 tendremos:
FR=2dmp@/) = 2 dnr) w0 m)/, 1] =

rneR:
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= %R [d, (1) + do (19)] p (11/1D) po (12/12) = .gt dy(1y) v (11/15) po (12/15) +
r€R. r__:enzl

-+ rgndz(rz) p (1/15) pa ("'2/ 1) = ER t (15/15) E‘R d, (1) pa (7'1/ 1) +

1 1

+ 32 (/1) 2 dy (1) pe (/1)
rXGRl rlGB
Al ser, por el lema 1, X p, (nn/1) =0, X p, (r/1,) = 0, cada uno de
T ER,

los sumandos anteriores se reducird a 0 y serd F (R) = 0, c. q. d.

Conclusién: Acabamos de dar una condicién necesaria para la reduci-
bilidad de un reticulo finito. Que esta condicién no es suficiente lo demues-
tran los dos ejemplos siguientes : 1

Ejemplo mim. 1. Sea el reticulo R, repre-
sentado por el diagrama de la figura 2. Se
comprueba facilmente que las funciones p d,

w d, toman los valores dados en la siguiente c
tabla :
r 0 a b c 1 >
d (1) 0 1 2 2 3
1 0 1 | —1] —1 1 o
p.('r/ ) Fic. 2
dr)p (r/D| O 1 | —2 | —2 3 GER, d(r) w (v/1) = 0.

Es como vemos F (R,) = 0 y, sin embargo, el reticulo es irreducible por
ser primo el nimero de sus elementos.

Ejemplo miim. 2. Consideremos el reticulo R, representado por:
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Vemos igualmente que es F (R;) = 0 y sin embargo R, es irreducible
puesto que tiene 11 elementos, y 11 es nimero primo.

Observemos que el reticulo del ejemplo nim. 1 es modular, pero no
complementario, ya que los elementos a, b, ¢ (fig. 2) carecen de comple-
mento.

El reticulo del ejemplo nim. 2 es, contrariamente al anterior, comple-
mentario, pero no modular. Que es complementario se comprueba en se-
guida observando la siguiente lista de pares de elementos complementarios,
en la que cada elemento del reticulo aparece por lo menos una vez.

0l e b gk e il id hil s e il

Que no es modular se comprueba por ejemplo de la siguiente manera:

Consideremos los elementos b, ¢ y g (fig. 3). Observando el diagrama,
comprobamos inmediatamente que es b C ¢ y que, sin embargo,

bEUi(giayc)s— b S ci—ih,
(U g)Rtc = I'Mic="c-+h

No hemos podido encontrar hasta ahora ningin ejemplo de reticulo mo-
dular y complementario (tipo proyectivo), para el cual se anule la fun-
cién F y sea al mismo tiempo irreducible, lo cual nos lleva a la conjetura
de que la anulacién de dicha funcién sea condicién suficiente para la redu-
cibilidad en este tipo de reticulos. Queda pendiente de solucién el problema
de demostrar tal conjetura* o, por el contrario, encontrar el contraejemplo
conveniente.
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VALIDEZ APROXIMADA DEL TEOREMA ADIABATICO
DE LA MECANICA CUANTICA

por

L. M. Garrmo Y F. J. SancmO

SUMMARY

In this paper we study the conditions that make the quantum mechani-
cal adiabatic theorem valid to m-th order and the degree of aproximate
validity of the same when time depending Hamiltonian varies at slow though
finite rate.

INTRODUCCION

A. Lenard (1) demostré la invariancia en todos los drdenes para el
oscilador cldsico unidimensional y no lineal y para el teorema adiabético
de la mecénica cuantica.

En su trabajo original, Born y Fock (2) habian demostrado la invariancia
adiabdtica en primer orden solamente.

Para una formulacién precisa del concepto de invariante adiabatico, se
ha de introducir un pardmetro T, tal que cuando T — oo, el hamiltoniano
del sistema fisico experimenta una variacién muy lenta. Generalmente T
suele ser el intervalo de tiempo, muy grande, en el cual se considera la evo-
lucién del sistema.

El teorema adiabatico de la mecdnica cudntica establece que un sistema
que inicialmente estd en un estado propio del hamiltoniano que tiene una
lenta dependencia del tiempo, pertenecerd al final de la evolucién en el
estado propio del hamiltoniano instantdneo que se deduce por continuidad.

El propésito de este trabajo es doble. Por una parte, establecer las con-
et : : 1

diciones de validez del teorema hasta el orden m + 1 en potencias de -
Llegaremos a demostrar que esto tiene lugar cuando las m primeras deri-
vadas del hamiltoniano son nulas en los instantes inicial y final de la
evolucién. Este resultado incluye el de Lenard como caso particular, puesto
que si el nimero de derivadas del hamiltoniano que son nulas, es infinito,
tendremos invariancia adiabdtica en todos los 6rdenes.

En segundo lugar, calcular el grado de aproximacién en el cual es véilido
el teorema adiabdtico para el orden m, cuando T es grande pero finito. La
expresién que obtenemos nos permite calcular el error que se comete al
considerar que el teorema es valido, puesto que en la practica T es siempre

= qgE -
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finito. Para llegar a esto, estudiaremos una serie infinita y veremos que el
primero de sus términos es el mayor, en las circunstancias que hacen vélido
el teorema hasta el m-ésimo orden. :

TEOREMA ADIABATICO DE LA MECANICA CUANTICA EN M-ENESIMO ORDEN

Supongamos que el hamiltoniano H(t) del sistema, pasa de un modo
continuo desde un valor H, en el instante inicial ¢, hasta un valor H; cores-
pondiente al tiempo ;.

Si T = t,— t, es el intervalo de tiempo en que tiene lugar la evolucion.,
introducimos un tiempo ficticio = que resulta de medir el tiempo fisico (,
tomando por unidad el parametro T. Sea H(x) el valor del hamiltoniano en el
tiempo ¢ = ¢, + t T, que serd una funcién continua de « y tal que

H (0) = H, H@ =1 @)

La evolucién del sistema dependerd del pardmetro T que nos mide la ve-
locidad de variacién del hamiltoniano.

Vamos a suponer, por simplicidad, que para todo valor de < el espectro
del hamiltoniano sea un espectro discreto de valores propios E, (z), E, (<) ...
Sean P, (z), P, (z) ... P; (x) los proyectores sobre los subespacios correspon-
dientes a las funciones propias instantdneas, que por hipétesis los conside-
raremos como funciones continuas del tiempo ficticio r. Admitimos tam-
bién que el conjunto de valores propios instantdneos E; (z), se mantienen
no degenerados durante todo el periodo de variacién, es decir Ei(t) —
— E{(x) 5= 0 para i =] y que los Py(x) tienen derivadas continuas y defini-
das en todo el intervalo de variacién de <.

Para dar una visién mds completa incluiremos la demostracién del teore-
ma adiabético como suele aparecer en la literatura (3). Sea V() el opera-
dor de evolucién correspondiente al halmitoniano H(z), expresados ya como
funcién del pardmetro =. La ecuacién diferencial a que satisface V(r) es:

., dV(@
v L H () V(7)) ()
dnz
El hamiltoniano H(z), podemos representarlo en funcién de sus valores
propios instantdneos y de los respectivos proyectores, por la expresién
H(z) = X Ej(z) Py(z) ©)

En el caso trivial de que los subespacios correspondientes a los distintos
valores propios de H, no varien con el tiempo, el teorema es inmediato, pues
entonces, los proyectores P; son constantes del movimiento, por tanto

P{(x) = P(0) = P, para | = 1, 2,

Y P; = V7i(z) P,V(z). La ecuacién (2) puede integrarse directamente obte-
niendo para V(z) la expresion:

V(x) = S exp (— i/ T o(v) P, )
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donde @,(x) = j; LE,'('r:') dz’ y se ha hecho uso de la propiedad de ortogonali-

dad de los proyectores.

En el caso general de que los subespacios correspondientes a los estados
propios de H(z) varien con el tiempo, la ecuacién (2) no puede integrarse
.de la misma manera para obtener el operador de evolucién. En este caso,
sea A(r) el operador unitario que nos da la evolucién en el tiempo de los
proyectores Py(z).

Py(z) = A(z) Py(0) A7(v) (®)

Mediante la transformacién unitaria A(z), los estados propios del hamil-
‘toniano inicial H,, se transforman en los estados propios instantineos de
H(z) que se deducen por continuidad.

El operador unitario A(z) estd definido sin ambigiiedad por la condicién
inicial 4(0) = 1 y por la ecuacién diferencial

d A(z)

L #
: d=z

= K(x) A(<) (6)

Siendo K(z) un operador hermitico apropiado.
Derivando (5) respecto a <, y comparando el resultado con la ecuacién (6),
obtenemos la ecuacién a que satisface K(x).
., dP7)
i K@, P (7)
T

donde [K(z), P;(z)] representa el conmutador, entre K(z) y Pj(x) del modo
usual con el que se define.

La expresién (7) no define K(r) de una manera univoca pues seguiria
siendo valida sumando a K(z) el operador X P,(z) fi(z) Pi(z) donde las f.(z)
k

representan operadores arbitrarios. La arbitrariedad que nos aparece al de-
finir K(z) la eliminamos, imponiéndole la condicién suplementaria

Py(z) K(<) Py(x) = 0 (8)
para todo § y todo valor de «.

Con esta restriccién y teniendo en cuenta (7), nos queda para K(z) la ex-
presion
d P,'(‘C)

dr

K& = it 3 P,(x) (9)

Efectuemos ahora la transformacién unitaria 47(z) sobre estados y ob-
servables de la imagen de Schridinger, y obtendremos los estados y obser-
vables correspondientes a una nueva representacién. En esta nueva repre-
sentacion, el operador H(z) y K(z) se transformardn en

HE(x) = A7 H(5) A(R) = 2 E(x) P(0); K“(x) = A7) K(2) A(x) (10)

=330
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La primera de estas relaciones nos dice que las constantes del movimien-
to correspondientes a H, también lo serdn H(x).

El transformado del operador de evolucién V(z) serd
V(=) = A7 (=) V(v) (11)
Si derivamos (11) respecto a t, teniendo en cuenta (2) y (6), obtenemos

.4V

7 = (TH%(x) — K%(z)) V*(x) (12)
T

Esta ecuacién diferencial, junto a la condicién inicial V(#(0) = 1, nos de-
fine el operador V(“(z); la ecuacién (12) podemos interpretarla como la de
definicion de un operador de evolucién del movimiento generado por un ha-
miltoniano TH((c) — K*(z) constituido por dos partes; una parte corres-
pondiente al hamiltoniano no perturbado H° = TH(z) y una perturbacion
H: = — K4(z).

Introduzcamos ahora la imagen de interaccion en esta representacién de

ej?s moviles y sean Vi(z) y Vi(z) las dos partes en que descomponemos
VA(z).

V(D) = Vi(e) V(o) (13)

donde V() es el operador de evolucion del movimiento no perturbado,
correspondiente al hamiltoniano no perturbado H'(z)

d V()

L 7
2 7

= T H(z) Vy(z), Vi(0) = 1 (14)

Puesto que el espacio de vectores propios de H*(z) permanece constante

en el tiempo, podemos integrar (14) directamente y obtendremos para V(t)
la expresi6n

i/ T (c)

Vi) = Se P,(0) (15)

Para hallar la ecuacién a que satisface Vi(z), derivando (13) respecto a =
tenemos

= d V- : dV, , dVl) s
e =ik l—> 7 16)
1 f i lﬁ(dr Vl+[°dr (16)

que dmultiplicada por la izquierda por V,7'(z) y teniendo en cuenta (13)
nos da:

d Vi(=
29— K V0

donde K[7] = V,"i(x) K (x) Vi(x) (17)
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La ecuacién diferencial (17), junto con la condicién inicial V,(0) = 1,
equivale a la ecuacién integral

Vi) = 1 + %[ K[+ Vi(<)de’ (18)
Jo
que podemos resolver por iteracién y obtener
e = 1l % f K] del f [ Kl Kli<ddce
0
7 T T/ g(n—1
ST ( 3 )n[ doiifieds @ [ eI S K[z(*] .l (19
Jo 0 Jo : ;
Introduciendo en cada una de las integrales multiples que aqui nos apare-
cen, el operador cronolégico { t ., podemos escribir (19) de la siguiente
forma :
NG (i T
Vilo)i=—"1 "+ —/- K[| d<’ + —(—ﬁ—) / d<’ / dv’ {K[<] K[<"] t. +
<030
L)

= —(———) f de'... [ < {K[<] K[<z7] ... K[z®]t.+... (20
n! A 0 - <
donde se entiende que la accién del operador cronoloomo aphcado a un
producto de operadores que dependen del tiempo I\[r] Kifick]=-—hitilos
ordena en un producto en el cual los factores _aparecen de derecha a iz-
quierda en orden creciente del tiempo, esto es < > 7 > .

Teniendo en cuenta (15) para el operador V(x), tendremos para K[z] la
expresion

il (1) —
Kis] = 3 o @O =eDF 4y p oy K(o) Pu(s) A®)
iFk

En virtud de la condicién (8) 1mpuesta al operador K(z), si lepresentamos
por K;(z) = Py(x) K(x)P,(z), la ecuacién (21) nos dice que Kj;(xr)=0. Por tanto
obtendremos para V,(z) la expresién

5 SR =
Vo=l - L;] N e f dx-f de.
h e
i v/ a, ()T
Lz e e (2 k@) |
7 n T 5 T i 21]( T T
T) ,/Odt ...ﬁdr( (2 ctlk K(jk(.‘t)>
M=
(zs i, (T(®) K{: (T(n)) }++ (22)
donte. = _<£<>+‘P<L

— A
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Supongamos ahora que el hamiltoniano H(z) que varia lentamente en el
tiempo, sea tal que sus m primeras derivadas se anulen parat = 0y r = 1.
Entonces segtin se demuestra en el apéndice, K(r) y sus m — 1 primeras
derivadas, también se anulardn para dichos valores de = y lo mismo le
ocurrird a K ().

Consideremos una de las integrales que aparecen en la expresién (21)
del operador V,(z), y efectuemos m integraciones por partes, tomando el in-
tervalo total de variacién de 7, de 0 a 1. El hecho de anularse K(/(z) y sus
m — 1 primeras derivadas, nos conduce a:

fl . daall] m L. — K{lé
[”w,»k(r)TK(,}(T) d1=( 'vl) [@“ﬁk(“”i( 150 d ( 1 _g_( :(r)))
='0 ik T J0

de \ ou(x) do \op(x) " dr \ou(x)
Ei(z) — Eu(x) i d

—— m veces
(23)
donde w,(z) = = e 0l que por la hipGtesis hecha acerca

de los valores propios instantdneos, serd distinto de cero para todo valor
de z.

El segundo término de (22) se compone de suma de integrales del tipo
(23) donde por ser Kf(x) = 0 en todas ellas aparece el término exponencial
y al efectuar las m integraciones por partes en cada una de ellas, obtendre-
mos términos del orden de T-™. Si repetimos el razonamiento de efectuar
m integraciones por partes en cada una de las integrales dobles que aparecen
en el tercer término de (21), obtendriamos un término de orden T->" y en ge-
neral, para el n-ésimo sumando una contribucién a V,(1) del orden T-™*.

VAU = 15

(_l)m : .1[1' d = 1 — 1l 2m ’1, 9 1 1 - I =
i %fo @+ 5 (57) (?)ﬁdfﬁdr {FE) F)hs + o

+ %(}1)(%)1)1& ...ﬁldt(n JF(@) .. FG™E, + ... (24)

donde F(z) representa

= et (] L _d_(Ks::@)
ik dz oz(t)  dr \ ou(7) o dr U)ik(f))

m veces

2
&
 ;
A
=

B
=
. (g

3Para I muy grande, podemos despreciar las sucesivas potencias 7",
I=m ... frente a T~™, con lo cual nos quedara para V(1) la expresién

V=1 =16

siendo G 2(%1_)’” % ]E {["ZZ’;ZZ)T %{o)i(r) d_(i:( —C(ii—'c [%] )](1) }
(29)

g —
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VALIDEZ APROXIMADA DEL TEOREMA ADIABETICO DE LA MECANICA CUANTICA

El operador de evolucién total V(“(x) en la representacion de ejes movi-
les serd, teniendo en cuenta (13), (15) y (25)
Vi(z) = Vi(z) Vi(x) 22 Vi(z) + T VG =
=i/l Tg () —i/fi Tg ()

:2(

i

P0) + T™' S e P,(0)G (26)
]

y teniendo en cuenta (11) nos queda para el operador V(1) la expresion

i/ T

—i[fi Tp (1) . L A T (1)
V(1) = AQ) VA1)~ S e EEA) RO D e A1) P(0) G
J J

(R7)

Para T — oo, solamente queda el primer término del segundo miembro
para la expresién de V(1) de lo cual se deduce el teorema adiabatico de la
mecanica cuéntica: Un sistema que inicialmente se encuentra en el estado
proyectado por P;(1). La expresién (27) nos dice que esta invariancia adia-
bética es de orden m+1, cuando las m primeras derivadas de H(z), en los
instantes inicial y final, son nulos.

APENDICE I

Vamos a ver aqui, como la anulacién de las m primeras derivadas de H
en un instante determinado = = t, supone la anulacién de K(z) y de sus m-1
primeras derivadas para ese mismo instante:

dH
Consideremos en primer lugar que e =0 para = = 5
T

De la expresion del hamiltoniano H(z) = X Ex(r) Pg(r) derivando respec-
K
to a = y tomando los valores correspondientes A © = =, obtendremos

) el

Si ahora derivamos respecto a z, y tomamos los valores correspondientes
At = 7, la identidad

|9 d|(2) A = ) (A-?)

donde |¢;z es el estado propio de H(z) correspondiente al valor propio Ej(z).
Obtendremos la siguiente expresién:

d|os) dPk(1) )
dr )'c='r = ( dr 1:1,]q}irl> : (A-S)'

(3~ Pate)

1

gt
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dPy(x)

La relacién (A-3) nos dice que el estado (

T

) lo;z; > se encuentra
T =1

. 5 . %)
en el subespacio complementario al cubierto por |p 5y que el resultado
dPx(x)

) a un estado |9 > nos da un estado contenido
T G— Gy

en el subespacio cubierto por |9k, 7~ siempre que k 5= j.

de aplicar (

Si ahora proyectamos la ecuacién (A-1) para ( ) sobre un
; —

=iy

estado propio arbitrario |¢; 75, tendremos

-

T1 (LT

La suma que aparece en (A-4) podemos descomponerla en la correspon-
diente a los valores k =~ { y al término cuyo subindice es j; y asi quedard

dPx(= dPy(x
) ](Pj‘51.> + 3 EK(T]) ( K( ) ) |ij1'1\ +Ei(71) (ﬁ) I‘Pj Ty = 0
T=1, K#] dr T="1T; dr T —
(A-5)

(dE,.(T)

dz

Derivando -respecto a « y tomando los valores correspondientes a

: : dPg()
t=m la identidad X Pg(t)=1, nos queda > =0 de la cual.
Lt & T T—;
podemos despejar el término correspondiente al subindice j.
dPy( dpP
( @) ) fy K<r>) L5
dz T="T, K#j dz T="T,
: : : dPj(x)
Sustituyendo la expresi6n asi obtenida para ( e en (A-H),
T="T

llegamos a la siguiente relacién :

dPx(z)
dr

(256

- dr )T=‘t, |97 7> + g],(EX(":l)—Ei(Tl)) ( )Tzrl lo;; > = 0 (A-T)

Corpo por hipétesis, el espectro de H es discreto y no degenerado, para.
cualquier instante de tiempo, Ex(t) — E;(x) = 0 para todo k = {.

=

Rl AT A (e B e (el A
v R ST i e

i

il
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VALIDEZ APROXIMADA DEL TEOREMA ADIABETICO DE LA MECANICA CUANTICA

Tenemos pues en (A-7) una suma de estados que son mutuamente orto-
gonales, puesto que lo son los distintos subespacios oy = diigi=it, 2ititent
los cuales se encuentran. Por tanto para que (A-7) se cumpla, ha de ser

dE( daP
( A9 ) =0 y ( K(T>\) =0 para k = .
dT AT —"1T; : dT /=1,
Pero por (A-6) estas relaciones pueden extenderse a
dEj dPJ T
(—@—) =0 y ( © \) =0 para todo ;. (A-8)
dr T=T o dn oo

Si esto es asi, teniendo en cuenta la expresion (12) de K(z) en funcién de
los proyectores y sus derivadas tendremos que

K(z) =0

Supongamos ahora que para el tiempo t=r,, se anulen la primera y se-
gunda derivada del hamiltoniano H.

Teniendo en cuenta la expresion del hamiltoniano H = X E, P y los re-
K

sultados obtenidos en (A-18), tendremos la expresién de la segunda derivada
de H para t=r+;, reducida asi:

d’H d’Ex d’Pg
0= ( ) = 2( ) PK<TI>+ %Ex<fl)< ) (A-9
T=1, Lie T=T T=T,

d<’ dr* d<*

y al derivar dos veces respecto a t, tomando los valores correspondientes
a t=1,, la identidad (A-2) llegamos a la relacion

ds’ ds*

Las relaciones (A-9) y (A-10) son andlogas & las (A-1) y (A-2) que nos
han servido de punto de partida para llegar a que la anulacién de la pri- *

dE;
mera derivada de H en t = 7, supone la anulacién de ( g ) y
T T=7T;

dr
gamos a la anulacién de

dP
( ' ) para todo j. Por tanto siguiendo el mismo razonamiento lle-
T—T,

d< d<

T="1T

1

d’E; d’P; :
( ) =0 y ( ) =0 para todo g (A-11)
T="T,
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La primera derivada de K(z) correspondiente a t© = t, teniendo presen-
te (A-8) y calculada a partir de (9) se ve inmediatamente que es nula. Por

dK(x)

= se anulan.
dus o/
1

Siguiendo el mismo razonamiento demostrariamos que la anulacién de las

m primeras derivadas de H(z) para un tiempo determinado. lleva consigo la

anulacién de K(z) y de sus m — 1 primeras derivadas en ese instante. Con

esto queda justificado el razonamiento seguido para demostrar la invarian-

cia aproximada del operador de evolucién correspondiente a H,.

tanto en este caso, tanto K(z;) como (

s SisedBris ol

fiibt

|

il

=t
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SOLUCION DEL PROBLEMA DE EQUIVALENCIA DE CLASES
DE FUNCIONES DE DESARROLLO ASINTOTICO

por

BarrAsar R.-SALINAS

Dado un conjunto del plano complejo Z (completado), un punto z, perte-

neciente a la clausura @ de @ y una sucesién positiva {m,}, designamos.
por C_ {m,} a la clase de funciones complejas f(z), que admiten un desarrollo.
“o

asintotico Zav (z — z) tal que
v=0
n—1

‘ f(z) — Z a,(z— z)| = Mg"m,|z — z|" (L)

para todo z€Q,n = 0, 1, 2, ... y dos constantes positivas M y ¢ depen-
dientes de f. En particular,
la,| =< Mq*m, ()

para n = 0, 1, 2, ... Con objeto de simplificar la notacién tomaremos
Zy = O

En esta comunicacién vamos a determinar cuando C,{m,} = C,{m,’}.
Para que se verifique esto es suficiente que

m,’ — m,’
0 < lim \/—— = lim \/ < + o© (3):
gy Tn"n ’rn‘ﬂ

pero no necesaria. Por ejemplo, si @ es un dngulo {z| |arg z| < an/2! de
amplitud ox < 27 y si

; 1 .
el e = (my’ = 1)
para m par y

= l ’
m“ =T ,n(2—a)n. y UL ]'

para n impar, segin hemos demostrado en [6] las clases Co{m,}t y Cofm,
son idénticas a C,{n“?"} y, sin embargo no satisfacen (3).
Visto esto, vamos a indicar c6mo se resuelve este problema cuando @
Sea un conjunto conexo que verifique ciertas condiciones bastante amplias.
Supongamos @ acotado y designemos por B la componente de

Z —Q que contiene el punto co. Entonces existe una funcién analitica

AT ==
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w(z) que aplica conformemente B sobre {w||w| > 1t con w(oo) = o¢. Si 0
es un punto frontera de @, a partir de las funciones

o(r) = sup {loglw(z)|| |z| = r, 5 € B} (4)
Yy

eta’(r)
o(t) = int ; (5)

>0 7

regularizamos la sucesién {m,} poniendo

: o(t/n)
S = S,}ISI? e

— o(t/n)*
e Sl A

Entonces, C,im,t C Cyim,’t siy sblo si

= m.
lim LEEPS (8)
n—>00 5 4

En el caso que @ sea un conjunto conexo no acotado llegamos a resulta-
dos analogos cuando Z — @ posee una sola componente no acotada B v
z = oo es un punto frontera simple de B. Entonces, existe una funcién ana-
litica w(z) tal que s(z) = log w(z) aplica conformemente B sobre el semi-
plano {s|Re.s > 0f, haciendo corresponderse los puntos fronteras oo de
ambas regiones. Si 0 es un punto frontera de @ a partir de las funciones
o(r) y 9(t), definidas por (4) y (5), regularizamos la sucesién {m,} poniendo

t/n)*
S(t) = sup M 9)

n=>0 ’m,,
o(t/n)" ‘
S(t) ' (10)

Asi una condicién necesaria y suficiente para que Cyim,! C Cyim, } vie-

ne expresada, como antes, por (8); pero en este caso se presentan las dos
novedades siguientes:

ST

E)I-n—ns (%) = + o0, (11)
v

2 m,

se tiene S(¢f) = + oo, m, = 0 y la clase C,{m,}! contiene solamente funcio-
nes constantes.

2. Bi
0 < Tim ns (;

oL ) < + o0,
Vm,

la clase Cy{m,} = C o /n)}.




SOLUCION DEL PROBLEMA DE EQUIVALENCIA DE CLASES DE FUNCIONES (ON DESARROLLO ASINTOTICO

En general, no es ficil de calcular w(z) y o(7) pero en el caso que 0 sea
un punto angularmente accesible de B y la frontera de esta regién sea una
curva I' formada por los arcos

Il

It =
r, = |

4

et i =S =
=r1e? | 6, = 6, (), =l

w
|

con 0 < 6,(r) — 0,(r) = 2, o, = sup {[z|| z€T}, y 6.0 y 6(r) funciones
de variacién acotada, se puede efectuar la regularizacién de {m,}! sustitu-
yendo o(r) para 7 =< g, por la funcién ¢*(r) definida por

rd'r

*(r) = 3
log o*(r) = & o) (13)

siendo cl
6(r) = 6.(r)— 6,(r).

Para llegar a estos resultados nos ha sido preciso:
I Obtener una desigualdad entre las cotas minimas

Z%[f(z)~z ayzv]

v=0

M, = sup

del desarrollo asintético Y, @,z de una funcién compleja f(2).
0
Con este fin hemos establecido la desigualdad

o(7)
o, (@) = XN ——G(o) (14)
para r = p = o, y una consonante },, dependiente de @, entre la funcién o(r
Po ) P V/

la andloga ¢,(r) para la componente @, que contiene 0, de la interseccién
de @ y {z|lz| = ot

II. Hacer un estudio sobre la sucesién de polinomios de Faper P, (z)
asociada a @, cuando este conjunto es acotado, de la forma siguiente:
Si

w(z) =2 Z -
v=0
Y
o9 (n)
w(z)n = z" Z C,
ZV
v=0

®n un entorno de co, ponemos

n
P(z) = 3 ¢® 2

v=0

— 49—
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Estos polinomios tienen propiedades muy notables que recuerdan a las:
de los polinomios de TcrHERYCHEFF para @ = [— 1, 1]. Si la frontera de B
es una curva cerrada ', a € A =Z —B y
w(z) — w(a)
(e =T ——————
Zz—a
es una funcién continua para z == a y de variacién acotada sobre I' se pue--
de expresar P,(a) mediante

P.(a) = "%‘ _/1“ w(2)"d0,(2)

en donde esta integral en el caso que a € ' se debe tomar igual a

1
DB, +— | w(z)"di.(z)
7 T
v 1’\’
si designamos por T'* la suma de los arcos de T' que tienen ambos extremos:
en a y no pasan por este punto, y por 8, = los dngulos exteriores formados:
por las tangentes en a de T'.
De esto resulta, si a es un punto frontera multiple formado por los ele-
mentos frontera ¢.*, &%, ..., a," y B «, B, ..., Bn ® (= 2w) son los dngu-
los exteriores de las tangentes de en ellos, que

lim [P,,(a)— 5 Bkw((zk‘)"] =0, (16)
k=1

n—>co

Otro resultado que también hemos obtenido, bajo hipétesis que no de-
tallamos. es el siguiente: Si a es un punto frontera simple de B y B
(0 < B=2) es el angulo exterior que forman las tangentes de la curva
I' = Front. B en a, resulta

P,®(a)
k!

D)
V2B (Bl)

para n/k—00 y uniformemente respecto de k, siendo
Tz +1)

(k= 1) a7

)i e ;
N 2rxale

En el caso de que @ no sea acotado en lugar de estos polinomios hemos:

empleado unas funciones enteras E,(z) andlogas a las funciones de MiTTaG-~
LEFFLER.




SOLUCION DEL PROBLEMA DE EQUIVALENCIA DE CLASES DE FUNCIONES CON DESARROLLO ASINTOTICO
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L’EQUAZIONE DIFERENZIALE DEL DINI
zy +y =siny

por

G. SANSONE

Riassunto di due conferenze tenute a Zaragoza, al Seminario Matem4-
tico del C.S.I.C. in colaborazione con C.P.E. ed A.S., nei giorni 5 e 7
maggio 1962*.

1. L’equazione

zy” + y = siny, (y' = dy/dx) @

ammette un solo integrale y (z) che soddisfa la condizione y (0) = a,,
olomorfo in un cerchio con centro nell’origine e di raggio

R = min [2/[sin ay|, 2/|cos a,|].

2. Sono integrali particolari dell’equazione (1), y = k =« con k intero.

Se y () & un integrale della (1) auche y (z)+2 k wey (b) y(—x)— =
sono integrali della (1)

Queqte proprietd consentono nel caso reale d1 studiare gli integrali
della (1) per = > 0.

3. Restando sempre nel campo reale, la soluzione dell’equazione (1)
che soddisfa le condizioni y (z,) = v, J(xu) = vy, (z, > 0), soddisfa 1'qua-
zione integrale

-

{.(100 ——) sin y (s) ds,

S

y @) =19 + oy

&
0

che si integra col metodo delle approximazione succesive.
Vale la limitazione
ly ()| <4 + B |logz| + |I, @V x)—1{, (4, B costanti),
done I, (z) rappresenta la funzione di Bessel
2oy o +
@ @I
* La materia di queste due conferenze & apparsa in due lavori di G. Savsove:

a) Sopra Uequazione differenziale del secondo ordine del Dini x y”+y’ = sin y, compor-
tamento degli integrali per x —> 00, Ann. di Mat pura ed appl., (4), 50(1960), 439-4€6;

’

b) Les intégrales de I’équation de M Dini x y” + y' = sin y pour x — 0; Ann. Univ.
Sc. Budapestinensis, Sec. Math., T. III-IV (1960-61), 281-290.

L(z)=1+

\

E=asateic
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4. Per gli integrali della (1) sussiste la formula fondamentale

=

x Yy (x) + [ y?*(s) ds + 2 cos y(x) = @, Yo" (w) + 2 cos y(a,).

T
°

5. Limitandoci agli integrali y(z), z > 0: 0 < y(x) < 2 =, se essl sono
oscillanti, si ha
lim y(z) = p =, lim y(z) = (2 — p) =, l=p=2.
T—>00

6. Fissato P, = (@, Yo), >0, 0 <y, <2 =, se y(x) & un integrale
della (1) uscente da P,, se esso & non oscillante, si ha

lim y(x) = 2 1 =, I intero. (©))
T

Fissato P, ad ogui intero ! corrisponde almeno un integrale per P, che
soddisfa la (2).

7. Per I = 1, I'integrale y(x) che soddisfa la (2) & unico.

8. Gli integrali non oscillanti per P, che soddisfano le condizioni
lim y(z) = 2 wr, lim y(z) = 0, limitano gli integrali oscillanti uscenti da P,
T—>00 >0

e per i quali & 0 < y(x) <2 =.
9. Se y(x) & un integrale della (1) si hanno tre possibilita:

lim y(x) = + oo, Iim y(z) = — %, lim y(z) = y, (finito).
z=>+0 z—>+0 z—>+0

10. Se y(x) & un integrale della (1), e lim y(z) = ¥, valgono per y(x)
le equazioni integrali: iy

y(x) = vy +j;:(10g—sa;) y(s) ds,

n y~? (x) +f y*(s) ds = 2 [cos y, — cos y(x)].

11. Se y(x) & un integrale della (1), e per due valori x, x, di =z,
0 <@ < si ha |y(x) — y(z)|> 2 =, allora lim y(r) = 0.
z—>+40

12. Existq un numero positivo & tale che dal punto (x,, w), 0 < 7, = o
parte un solo integrale limitato, y(z) = =. Se x, > & da (x,, =) oltre I'inte-
grale y(z) = = partono due integrali y(z) tali che il lim y(z) & finito.

=40




SOPRA UN’EQUAZIONE CHE SI PRESENTA NELLA
DETERMINAZIONE DELLE ORBITE DI UN SINCROTONE

por

G. SANSONE

Riassunto di due conferenze tenute a Zaragoza, al Seminario Matema-
tico del C.S.I.C. in colaborazione con C.P.E. ed A.S., nei giorni 7 e 8
maggio 1962*.

1. Il problema del sincrotrone & un caso particolore del seguente pro-
blema. Sono date 1’equiazione

z+ 9@z =pQ), (% = dx/dt), (1.0)

una costante positiva o, e quatro costanti positive a, b, ¢, d tali che
ad—bc=+0.

Fissata una coppia (z,, ¥, si consideri la soluzione x = x (f) dell’equa-
zione (1.0) che soddisfa le condizioni iniziali

z (b)) = % (t) = Yo,

e sui valori = (f, + »), % (f, + o) si eseguisca la trasformazione lineare:
G: zy=azx(ly + o) + b x ({ + o), y=cx (h+o)+d x (+o). (1.1)

Si consideri la soluzione z = z (¢) della (1.0) che soddisfa le condizioni
iniziali

x (ty + ©) = m,, (b + ®) =y,

¢ sul valori z (§, + 2 »), % (£, + 2 o) si eseguisca la trasformazione
G:xy=0ax (,+2 0)+b x ((,+2 0), Y = cx (H+2 0)+d x ((,+2 w). (1.2)

Si iteri il procedimento: sia & = x (¢) la soluzione dell’equazione (1)
che soddisfa le condizioni iniziali

z (6 + m— Do) =z, 2(h+—Do) =y, ,
¢ sui valori z (f{, + n o), % ({, + n o) si eseguisca la trasformazione
%: z,=ax (L+no)+bdb x (f,+n0), y,=cz (L+no)+dx (,+n o) (1.n)
* La materia di queste due conferenze & apparsa in una memoria di G. SANSONE:

Sopra un’equazione che si presenta nella determinazione delle orbite di un sincrotrone,
Mem. Ace. Naz. dei XL, Roma, (4), 8(1957), 1-74.
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Si chiede di determinare le terne x,, ¥, (, tali che le soluzioni consi-
derate restino tutte limitate.

Nel caso del sincrotrone ¢ a = 1, ¢ = 0, d = 1 e diremo che in questo
caso si vuol risolvere il problema (P).

2. Giova considerare il problema (P) per ’equazione

T + 9 (x)T = p, (2.1)
con p costante, nelle seguenti ipotesi:
1) lim ¢ (z) = —o0, lim ¢ (x)=0o0;
oo T—>00

Gl

2) o(@<0 se 2<az, 9@>0 s6e >¢a 9(@=0 a<0;

3) o (x) lipschitziana in- qualunque intervallo finito;

4) z ¢ (x) decrescente in (—oo, 8], crescente in [B, ), « < B <0

5 mr>9@=>=Mxz per z=—L m>0 M>0;

6) o (x) & derivable in (— oo, B]; ¢ (z) & pure derivable in [B, oo],
salvo al pitt un numero finito di punti in ogni intervallo finito.

All’equazione (2.1) si puod associare il sistema:

%=, y=p—2z9o (), (R.2)

e posto Bo(B) = —H, secondoché p<—1II, p=—H, p>—H
il sistema (2.2) non ha punti singolari, ha un sol punto singolare, ha due
punti singolari.

Lo studio geometrico delle curve integrali del sistema (2.2) & fatto in
maniera completa e si determinano delle regioni negative per il proble-
ma (P), e dei punti che risolvono invece il problema (P).

3. Si darmo dei risultati di natura topologica per I’equazione (1.0) com
|p ()|= ps, e si determina una regione negativa per il problema (P).

4. Supposto p (t) periodica, p (t + 2 @) = p (), ® > 0, se z (f) & una
soluzione dell’equazione (1.0), essa & anche soluzione dell’equazione in-
tegrale:

x (1) =mil?x—mﬁwk t,0z® iN¥—9 (z@)db + P1); (41)

E(t, O)=cos A (B+o — ) se 0 =0 =1t; k(t, 6)=cosh(B—o—t) se t=0=20 ;
ANCOSTanIie s sARGi=— =t S B gm

1 it
e jopw) cosh s lidin e s O'p(ﬂ) sin A (1—49) d .

N

Sotto opportune ipotesi per |\* — ¢ ()| e per P(i) si prova l’esistenza di
una e una sola soluzione dell’equazione (4.1). :

20

5. Nel caso di p(t) periodica, di periodo 2w, p(t)=p(— t),[ p(H)dt=0,
0

se mx>o (x)> Max per 2 <—L <0, fissato un intero N> 0 e arbi-
trario si pu6 determinare un numero p, tale che se |p(t)| < p, I’equazione
(1.0) aumette almeno N soluzioni periodiche di periodo 2 .

e e




METODOS DE CALCULO Y MEJORA DE ORBITAS
DE BINARIAS VISUALES

por

Micuer. Liso PUENTE

INTRODUCGCION

1. GENERALIDADES

Una estrella doble visual, binaria visual o par visual es el conjunto de
dos estrellas que se proyectan muy préximas en la béveda celeste, pero no
solamente por un efecto de perspectiva, si no por que estdn lo suficiente-
mente proximas para formar un sistema fisico perfectamente definido, en
virtud de lo cual, ambas describen sendas Grbitas alrededor del centro de
gravedad del sistema. Por regla general, se toma a la mds brillante como

“estrella prmcxpal” y punto de leferencm del sistema, y entonces la estrella
“satélite”, o secundaria, describe en torno de la principal la llamada érbita
relativa.

La proyeccién de esta 6rbita sobre el plano tangente a la esfera celeste
en el punto ocupado por la estrella principal, se denomina 6rbita aparen-
te; esta proyeccién puede considerarse como cilindrica dada la distancia a
que se encuentran los pares visuales y las magnitudes de las distancias en-
tre las estrellas componentes.

Estas oérbitas son, en general, elipticas y aunque la estrella principal no
ocupa ordinariamente el foco en la orbita aparente, el radio de vector de la
estrella satélite se mueve, no obstante, siguiendo la segunda ley de Kepler
(ley de las areas).

La determinacién de la O6rbita aparente se efectia mediante la me-
dida de angulos de posicién @, y distancias aparentes po; las primeras se:
miden a partir de la direccién Norte (fig. 1) como origen, en sentido norte-
este como postivo. Por tanto, en una época ¢, dada, la posicién de la estre-
lla satélite queda fijada, respecto de la principal, por este valor de ¢ y los
de 6 y o medidos en esa época; asi pues, una observacién completa viene
definida por la terna de valores 6, o, ¢, simultdneos.

Se dice que una estrella satélite tiene movimiento directo cuando se
mueve en el sentido de los dngulos de posicién crecientes; si va en sentido
contrario, el movimienlo se denomina retrégrado.

Conocida una serie de observaciones completas, se pueden trazar las
curvas 0 = 6 () y o = p (t) que mejor pasen por el conjunto de puntos re-
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presentativos de las distintas observaciones, trazado que debe ser muy cui-
dadoso y que, en cierto modo, requiere alguna habilidad personal; sobre
estas curvas (fig. 2), mejor que sobre la elipse que pudiera construirse, se

085S ERVADOR

NORTE

=

A"@ 7=

!

Z

puede comprobar el cumplimiento de la ley de las dreas por los datos de la
observaciéon. En este supuesto, los datos tomados sobre las propias curvas
sirven mejor para el trazado de la elipse aparente, que los propios datos
directos de observacién, afectados de errores, mucho mds notorios en la
medida de distancias aparentes ¢;, que en las de los 4ngulos de posicién 6,
ya que es mucho mayor la precisién de estas medidas que las de las dis-
tancias, debiendo, en consecuencia, evitarse cuanto sea posible, la introduc-
cién de éstas en el calculo de érbitas; en el presente trabajo, como luego B
veremos en uno de los métodos, se hace uso solamente de las distancias
para el célculo del semi-eje mayor de la érbita.
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Para fijar la posiciéon de la drbita relativa, podemos tomar un triedro
con el plano XO0Y en el plano de la aparente (fangente a la esfera celeste en
el punto ocupado por la estrella principal) el eje Ox en direccién norte
(fig. 1) y el OY en la direccién Este. La direccién positiva del eje 0Z serd
la visual observador-estrella. En estas condiciones, se definen:

a) Elementos estdticos de la cénica relativa, que fijan su posicién
y forma.

b) Elementos dindamicos, que definen el movimiento de la estrella
satélite en la comica relativa.

Estos elementos son:

a) Estéticos:

I) Angulo de posicién del nodo (), determinado por la direccién norte
y la recta de interseccién de los planos de ambas Grbitas.

II) La inclinacién (z), dngulo del plano de la érbita relativa con el
X0Y.

III) La anomalia (w), dngulo que forma la linea de los nodos, con el
semieje mayor de la conica relativa.

IV) Excentricidad (e = sen o)
V) semieje mayor (a)

Los elementos I) y II) fijan la posicién del plano de la érbita relativa
respecto del plano X0Y, quedando indeterminado, en el problema de las
binarias visuales, el signo de la inclinacién, mientras no se conozca una
velocidad radial. La anomalia o, determina la posicién del eje mayor de
la cénica relativa en su propio plano, respecto de la recta de los nodos,
y finalmente, esta cénica queda definida por el semieje mayor a, y su
excentricidad e.

b) Dindmicos:

I) Epoca de paso por el periastro (T), que fija el origen de los tiempos
en el movimiento eliptico.

IT) Periodo, duracién de una revolucién completa (P), o movimiento
medio (n, en grados; u, en radianes) que es el desplazamiento angular
anual, y cuyo producto por el periodo es, naturalmente igual a 360° o 2 =«
radianes, respectivamente.

El problma que, en general, se plantea es el de determinar los siete
elementos 2, 1, o, e, a, T, P, de la cénica relativa, a partir de un ndmero
adecuado de observaciones del tipo (8, ¢, t) realizadas en la érbita apa-
rente.

Esta cuestién fundamental tiene dos aspectos perfectamente definidos:
El célculo inicial de una érbita, u érbita provisional, y otro, el de mejora
de una orbita provisional calculada por cualquier método. -
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La calidad de una 6rbita calculada queda definida por la magnitud y
reparto de las diferencias observacion-calculo entre las 6§ y o observadas
y las correspondientes calculadas, como efemérides, para las mismas épo-
cas de las observaciones, utilizando los valores de los elementos de la
érbita calculados.

- Asi pues, el problema de mejorar una 6rbita provisional, mis o menos:
satisfactoria, es fundamental para lograr una érbita buena. En este senti-
do, creemos que nuestro trabajo presenta grandes ventajas sobre los la-
boriosos métodos en uso, especialmente porque prescinde del uso de las
distancias medidas en la drbita aparente, excepto para el cdlculo del se-
mieje y ademds presenta una nueva ventaja en cuanto a la verificacién
de los valores de las funciones necesarias para el calculo de los elementos.
de la 6rbita, ya que disponemos de unas ecuaciones que permiten saber,
antes de llegar al cdlculo de los elementos y al de las diferencias observa-
ci6n-calculo en qué grado de exactitud estamos respecto de la drbita que
pasa por los puntos prefijados.

2. RESENA DE METONOS DE CALCULO Y MEJORA DE ORBITAS.

Son numerosos los métodos existentes para efectuar el cdlculo de 6rbi-
tas de estrellas dobles visuales pasando de la Grbita aparente a la relativa;
entre ellos deben citarse, el método analitico de Kowalsky, del que el Dr Vi-
dal Abascal (1) da una nueva deduccién, distinta de la de Smart. Para este
método, el Dr. Cid Palacios (2) expuso otra deduccién de gran sencillez.
Basado en la aplicacién de series de Fourier el mismo Dr. Cid ha dado
otro método para el cdlculo de érbitas.

F1 Dr. Rabe (3) ha dado un método para el cdlculo de érbitas prescin-
diendo de introducir las derivadas de orden superior de las coordenadas,
y mediante la introduccidn de érbita auxiliar. Zagar (4) y Picart (5), han
desarrollado sendos métodos analiticos. El mptodo de E. Martin (6) es:
un método de paso de la érbita aparente a la relativa, y el de Zelma-
now (7) es andlogo al de Zwiers.

El método de Thiele-Innes (1), abre las puertas a un nuevo modo del
cileculo de 6rbitas, tomando tres observaciones completas del tipo (z.y.t),
y la constante de las dreas, pero la inseguridad de este dato hace que la.
bondad de este método desmerezca un tanto.

El método del Dr. Cid Palacios (8) es el primero que establece el ni-
mero necesario y suficiente de datos para la obtencién de drbias, y supone
gran avance en la resolucién del problema, pues permite el cilculo de la
orbﬁa relativa conociendo tres observaciones completas (6, o, ) y una in-
completa (6, t), presentando, no obstante, el inconveniente de tener que:
introducir tres 'distancias en el célculo, que, como ya hemos dicho, son
magnitudes medidas con menor precisién que los dngulos de posicién.

Cualquiera que sea el método aplicado para obtener los elementos de:
una ¢rhita, ocurre que esta, en general, no es plenamente satisfactoria,
por lo que es necesario mejorar la drbita obtenida hasta llegar a un grado
de bondad tan alto como sea posible; para ello se utilizan métodos gene-
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ralmente muy laboriosos, con numerosos tanteos, atendiendo a la mar-
cha de las diferencias observacion-cdlculo y dependiendo en parte de ld

intuicién del calculador, ajustando y rectificando los elementos de la 6r-
bita de acuerdo con las variaciones de dichas diferencias, lo que obhga
a su cdlculo cada vez que se dan nuevos valores a los elementos.

Entre los numerosos métodos para la mejora de érbitas, podemos citar

el de Klinkerfues (9); la variante de este expuesta por el Dr. Vidal Abas-
cal (1), asi como el del Dr. Cid (10), de mejora de su propio método ; los
-de Rabe, Comstock, Thiele, etc., etec.

3. MEgETopo DE CGALCULO Y MEJORA OBJETO DEL PRESENTE TRABAJO

Lo expuesto anteriormente indujo al Dr. Cid a proponernos el estudio

-del cdlculo de orbitas utilizando el menor nimero posible de distancias,

bien entendido que una al menos, es necesaria para.el cdlculo del semieje,
si bien este se conduce en la practica, como ya veremos, en forma tal, que
se hace uso de toda la lista de p; disponibles para su cdlculo y en el pre-
sente método, se prescinde totalmente de las distancias para el cdlculo
de los otros seis elementos.

Por todo ello, hemos abordado el problema de cdlculo de 6rbitas co-
nocidos:

a) Una observacién completa (6, p, £) y cinco incompletas de la forma

(®, t); es decir, conociendo seis dngulos de posicién y una distancia.

b) Dos observaciones completas y tres incompletas, o bien: cinco:an-
gulos y dos distancias.

Es decir, en ambos casos disponemos de tantos datos como elementos
hay que determinar en la érbita, y las respectivas épocas de observacion.
Por tanto, con las incégnitas P, e, T, Q, o, ¢, a, comunes para ambos

.casos, disponemos de lo datos:

a’) 617 6"1 937 941 651 667 pl,
b) ely 62» 63: 941 0;, 1, Ps»

s

y en ambos casos, las épocas de las observaciones.

Teniendo en cuenta la estructura de la ecuacién de Thiele-Innes (4.1)
y de las magnitudes que en su método de calculo de érbitas (1) intervie-
nen, van a ser las incégnitas principales en nuestro método, el movimien-
to medio en radianes (p) y las diferencias de anomalias excéntricas en la
conica relativa, E;,— E;, (z = 2, 3, 4, 5, 6), que llamaremos respectiva-
mente U, V, W, X, e Y.

Valiéndonos de la ecuacién de Thiele podemos establecer un grupo de
quince ecuaciones de condicién (4.3), en las que cada F (Z) es
Z —sen Z, lo que nos liga a todos los datos disponibles en el problema

con las que hemos llamados incégnitas fundamentales y ademds con las
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magnitudes desconocidas ¢, g, 5, 01, ps- Y s Para poder llegar a ligar
las seis incégnitas p, U, V, W, X e Y, con las magnitudes conocidas ex-
clusivamente, tenemos que eliminar inexcusablemente todas las citadas
como desconocidas, cosa que haremos sistematicamente a través del paso
(4.5), hasta obtener un grupo de ecuaciones (4.6), que ligan directamente
a nuestras incégnitas principales con razones dobles de rayos perfecta-
mente conocidos en nuestra hipéesis. Claro estd, que al obrar asi, nos ha
desaparecido ciertamente la tnica distancia p, conocida, pero esto carece
de trascendencia, pues al llegar a los elementos orbitales, salvo el semieje,
éstos serdn comunes a la 6rbita objeto de estudio y a todas sus homotéticas.

De todo el conjunto de ecuaciones (4.6) solamente son independientes
entre si las tres primeras de la primera columna, y las que se obtienen
de ellas y de sus correspondientes en la segunda columna, al expresar que
entre los primeros miembros de cada pareja existe la misma relacion que
entre las razones dobles de sus segundos miembros; a saber, si A; es el
valor de un segundo miembro en la primera columna, A, — 1, es el valor
del correspondiente en la segunda columna.

En virtud de ello, se puede plantear el sistema de ecuaciones funda-
mentales que, expuesto en forma simbdélica en (5.2) hemos desarrollado
en (5.3) y con éste, la cuestién astronémica queda resuelta, pues me-
diante este tdltimo citado sistema quédan determinadas las incégnitas p,
U, V, W, X e Y, mediante las cuales podemos calcular los elementos de
la 6rbita, sin intervencién de las distancias, excepto para el semieje.

Para el caso de cinco &ngulos y dos distancias, el cdlculo se conduce
practicamente lo mismo, y como ahora no existe E;, desaparecen todas las
ecuaciones que contienen Y, bien sola, bien en diferencia con otra, y en
el sistema (5.3) no figuran las ecuaciones tercera y sexta; entonces, para
determinar también en este caso el problema, si serd necesario hacer in-
tervenir las dos distancias conocidas, pues la quinta ecuacién necesaria
para determinar en este caso, el problema, la obtendremos de cualquiera
de las ecuaciones de la cuarta fila de (4.5), de cuyos segundos miembros
conocemos ahora todas sus magnitudes; por ello creemos més efectivo el
método en el caso de conocerse seis dngulos de posicién y una distancia.

Como indicaremos mds adelante, es conveniente hacer constar que
estos métodos, junto con el expuesto por el Dr. Cid (8), para el caso
de cuatro 4ngulos y tres distancias, agotan la posibilidad de combinaciones
en los datos, 4ngulos y distancias, para el estudio de esta cuestion.

También hemos tratado de obtener una simplificacién substancial en
las tres ecuaciones tltimas del sistema fundamental, y a través de la for-
ma (5.8) obtenida anteriormente por el Dr. Cid, hemos llegado a la més
simple de (5.10), muy 1til, y de cardcter universal, por ser independientes
de los dngulos de posicién.

Sea cualquiera el método de resolucién del sistema fundamental, con-
viene insistir en que sus propias ecuaciones, o bien sus tres primeras y
las de (5.10), permiten conocer la aproximacién con que se entra con unos
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valores aproximados, o la calidad de sucesivas aproximaciones, sin ne-
cesidad de llegar a calcular los elementos orbitales y las diferencias obser-
vacion-calculo.

Estos sistemas fundamentales que determinan las incégnitas de nues-
tra cuesti6n, no son de fécil solucién directa, al menos de momento, y
por ello, y pensando en adoptar el método para mejora de drbitas, hemos
abordado su soluci6n partiendo de unos datos provisionales o primarios
obtenidos por un método cualquiera, operando por aproximaciones suce-
sivas, admitiendo que los valores exactos son iguales a sus respectivos
aproximados més una correccién, de tal forma, que el orden de magnitud
de esta es tal, que nos permite sustituir el seno de las correcciones por
el arco, y su coseno por la unidad; mediante estas hipétesis llegamos a
obtener un sistema de ecuaciones, de no gravoso cdlculo, que define las
seis correcciones de las incdgnitas (7.6), y que ademds, se puede reducir
muy facilmente a un sistema de tres ecuacions en tres de las correcciones ;
ademds, tiene unos coeficientes cuyos elementos son necesarios calcular
para conocer el orden de aproximacién de los datos primarios, o de los
iniciales en cada entrada.

Para el cilculo de los elementos de la érbita, una vez conocidos g, U,
V, W, X e Y, hemos seguido inicialmente el método de Thiele-Innes (1),
para inmediatamente eliminar las distancias en las ecuaciones que nos
han de servir para el cédlculo de las anomalias excéntricas de la érbita re-
lativa, obteniéndolas en funcién, exclusivamente, de las incégnitas del
sistema fundamental. A expresiones analogas se ha llegado para el cdlculo
de la excentricidad, si bien en éstas intervienen ya las anomalias excén-
tricas calculadas.

Una vez conocidos P, e y T, y para eludir nuevamente la intervencién
de las distancias, hemos seguido el método expuesto por el Dr. Cid en su
trabajo sobre “Célculo y mejora de érbitas parabdélicas en los pares visua-
les” (12), de gran comodidad y velocidad de trabajo.

Finalmente, ha sido ya ineludible la intervencién de o, para el cdlculo
del semieje por las bien conocidas férmulas (6.17), si bien esto carece de
importancia, pues en las aplicaciones précticas, lo que se hace es calcular
unas p; para la érbita de semieje ¢ = 1, homotética de la dada, compa-
rdndolos con los de la observacién de la misma época, y el promedio de
los cocientes p;/p/ =k;, es el valor del semieje de la é6rbita en cuestion.

Hemos aplicado primeramente nuestro método al par visual
ADS.1631 = X 208, que ha sido muy cuidadosamente estudiado por
Baize (11) el cual ha obtenido una 6rbita de dificil mejora, y por ello la
hemos tomado como prueba de contrastacién del método que nos ocupa,
no para obtener una érbita mejor que la muy buena dada por Baize, si
no para ver si el método daba directamente una comparable con ella.
Hemos detallado, creemos que suficientemente, el método operativo
y creemos que una de las cosas sobre las cuales conviene llamar la aten-
cién es el cuadro (8.8) comparativo de los sucesivos residuos que en las
ecuaciones fundamentales (5.3) van dejando los valores iniciales y los pos-
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teriormente. obtenidos en las dos entradas realizadas. Claramente se ve
en este cuadro la firme marcha hacia una mayor precisién de los sucesivos
valores de las incégnitas encontrados, con substanciales disminuciones en
el orden de magnitud. También pueden servir de verificacién de la bon-
dad en la marcha de los- cdlculos, la concordancia entre los cuatro valores
de E, encontrados, con una diferencia mdxima de algo mas de 18 centé-
simas de grado, y en la no menos notoria en los valores de la excentrici-
dad, con diferencia maxima de 0.0048, y en los de (p T); cuya méxima os-
cilacion es de 0.002435. s

El paso de la 6rbita obtenida por los puntos iniciales tomados -como
-datos, es plenamente corecto como lo demuestran las diferencias 0-C de
los cuadros (8.11), (8.18), y (8.15), observiandose perfectamente en los pri-
meros la correccién del cdleulo por el paso exacto de la érbita por las ter-
nas de puntos determinantes de los elementos angulares.

Finalmente, la distribucién de las diferencias a lo largo de toda la 6r-
bita es correcta y perfectamente comparable con la mejorada por Baize.

Con el fin de contrastar su capacidad para la mejora, también hemos
aplicado nuestro método al par visual ADS.51569 que, con el nimero cinco
de “nuevas 6rbitas” publica el Dr. Baize (11), entendiendo que se trata de
unos datos primarios de sus elementos.

Sobre la curva 6 (f) (fig. 3) se ha hecho la eleccién de los datos

&, = 1915 1922 1930 1942 1946 1954
6, = 274° 42° 162° 225° 280°, 57° (3.1)

entrando en nuestro método con el valor de p = 0.198828 que se deduce
de los elementos de Baize, y con U, V,, W, X; e Y, calculados para las
épocas fijadas a partir de dichos elementos.

Los sucesivos residuos que en el sistema (5.3) dan los datos iniciales y
los obtenidos en las tres entradas efectuadas (vid. paragrafo 9), han sido

miciales entrada 1 entrada 2 entrada 3
+ 0.063369  + 0.002791 — 0.014094 ' + 0.000873
+ 1.364952 — 0.511994 — 0.029923 — 0.000755
+ 0.121947 4+ 0.085170  + 0.027615  + 0.000093
— 0.001022  + 0.013432 + 0.003218 — 0.000853 (3.2)
+ 0.000035  + 0.060939 — 0.002564 4+ 0.000189
+ 0.000220 — 0.114955 — 0.005953  + 0.000391

Con los iltimos datos (9.15) que han dado tan pequefios y uniformes
residuos en las ecuaciones fundamentales, hemos procedido al cdlculo de
los elementos angulares, adoptando finalmente para estos los valores pro-
medios. A continuacién exponemos el cuadro completo de valores, y las
diferencias O-C en &ngulos de posicién, para los puntos (8.1) tomados
como datos:

-_.;-"E
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' Elementos de la Orbita:

PE—23()276 e = 0.2577 T = 1949,93
Terna Terna Orbita I
253 2030 (medias)
= 333°68 334°31 333°99
Q = 255 25221 2547
1 = bH6°82 56°5 56°68

diferencias 0-C para las 6; tomadas como datos

1 0.00 067 033
2 0.00 0.00 0.00
3 0.00 0.00 0.00 (3.3)
A G Ty o )Y
5  + 0.69 0.00 + 0.36
G M) — 0.04 + 0.07

Calculadas las diferencias 0-C par todos los datos de observaciones dis-
ponibles (bien escasas por cierto) se han encontrado valores que represen-
tan una mejora respecto de los de la érbita inicial obtenida por Baize, y
que expondremos en el cuadro comparativo a continuacién; pero la in-
dole de las diferencias nos ha inducido a buscar una mayor mejora, no so-
lamente ralizando una cuarta entrada de aproximacién, si no también
rectificando, al propio tiempo, la eleccién de los puntos datos, tomando
ahora los angulos de posicién (fig. 4)

0;: = 276°0 41°h 162°0 225°H 282°0 y 55°0

correspondiendo, respectivamente, a las mismas épocas para los que se
tomaron los iniciales.

En estas circunstancias, hemos llegado a obtener los elementos si-
guientes:

Orbita II.
P = 30°77 e = 0246 T = 1949,80 o = 331°16 Q = 26°67
v ='58°57
que dan las diferencias 0-C siguientes para valores de §; en los datos:

0.00
0.00
0.00
+ 0.09
— 0.20
— 0.04

habiendo utilizado para la determinacién de los elementos angulares de la
orbita, la terna 1.2.3, como claramente se ve en las diferencias expuestas:

D O W
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A continuacién expresamos, en cuadro comparativo, las diferencias 0-C
para todas las observaciones disponibles de &ngulos de posici6n:

Iniciales Orbita Orbita

(Baize) I 11

1 + 4°7 + 4°3 + 2°8
2 — 6.2 — 1.1 — 0.7
3 — 4.7 — 8.1 — 6,9
4 + 9.9 + 4.1 + 4.8
5 + 5.6 + 4.2 + 3.3
6 — 5.2 — 0.4 — 1.2
7 — 9.1 — 0.8 — 1.0
8 + 3.0 + 7.6 + 74
9 264.1 265.8 256.4 (no hay mediday
10 + 4.2 — 5.6 — 5.1
11 — 3.5 — 438 — 2.8

y cuyo examen habla claramente de la mejora obtenida en este aspecto.

Realizado el célculo del semieje, que resulta ser a = 0”24, hemos calcu-
lado las diferencias 0-C para las distancias aparentes, y encontramos los si-
guientes residuos que comparamos también con los obtenidos por el Doctor
Baize:

Diferencias 0-C para las p;:

Orbita
Baize I

1 + 0701 + 0706
2 + 0.06 + 0.01
3 0.00 + 0.02
4 + 0.01 + 0.02
5 — 0.02 — 0.06
6 — 0.06 — 0.10
7 + 0.02 + 0.03
8 — 0.01 + 0.03
9 07199 0714 (no hay medida)
10 — 0.03 — 0.08
11 — 0.02 — 0.03

La comparacién de estas diferencias 0-C para nuestra érbita II permite
comprobar una sistemdtica disposicién de signos en estos residuos. Después
de detenido estudio de éstos, creemos es bastante evidente la existencia de
un tercer cuerpo que perturba el moviminto, dando lugar a disminuciones
y aumentos de la distancia con una periodicidad que, en principio, puede
evaluarse aproximadamente en 16.5 afios.

i ap e
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La presencia de este tercer cuerpo explicaria también que en la época
1944.87 la distancia aparente entre las dos estrellas observadas fuese me-
nor que 0”1, de acuerdo con la observacién realizada por Van Biesbroeck,
desapareciendo asi la irregularidad sefialada por el Dr. Baize para la citada
observacién.

DESARROLLO DEL METODO

4. ECUACIONES DE RELACION

La conocida ecuacién de Thiele-Innes, se puede escribir en la forma:

W — 0 = F By~ seni(F, — Bl = =i sen (g " oh ST

C

en donde o;, 6;, E; son respectivamente la distancia y el 4ngulo de posicién
en la drbita aparente, y la anomalia excéntrica en la cénica relativa, corres-
pondientes todas ellas a la época ¢, y en donde ¢ = @ - cos i - cos o, po-
niendo, como ya se ha dicho, e = sen ¢ y expresando el movimiento medio

u, en radianes.

Yamos a suponer, inicialmente, que conocemos los datos

A e R i TR P

D ST LR (4.2)
f1

es decir, los dngulos de posicién en la érbita aparente corespondientes a
seis épocas conocidas, y el radio, en dicha 6rbita, correspondiente a una
cualquiera de ellas, que, para fijar ideas, supondremos partenece a la pri-
mera observacién.

Llamemos U, V, W, X, Y, a las diferencias E, — E,, E,— E,, E,— E,,
Es— E, y E, — E, respectivamente, con lo cual serdn: V— U = E,— E,,
We=—Us—"ErF X lji—F e p Seyaes s sl s B ey —Els — S
NG S Lo PR ey S — e TR OXE e s Sy e —
=, — E eY — X —F -

A estas diferencias entre anomalias excéntricas corresponden, en la ecua-
cién de Thiele, valores de (¢; — t;) y de (§; — 6,), de los mismos subindices ;
poniendo, para abreviar, t;, —t, = T;, y 6, — 6, = 6, y haciendo F (Z) =
=Z—senZ (Z=UV, W, . V—_U . W—V..X_W. Y-——X),

aplicando sucesivamente estas diferencias a la ecuacién (4.1), podremos es-
cribir el siguiente sistema de ecuaciones de relacién:

—
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P1P2

pTa—F (U) =

sen 0y

p Ta—F (V) = &= sen 6

P1Ps

ST B = 2 enios
ST o= "1:5 sen 0y,
e 07— "f‘ Son 0,

W R D) - %sen B,

P2Ps

wTo—F (W —U) = —sen b,

P2P5

p.TSZ—F(X—U)=—C—SGI1652

P206

c

wTo—F (Y —U) = — sen 6,

. O3Ps
LLT%‘—'F(V" —V) = i Sen643
D e pfssen 6

Ty iy —P?seneﬁg

T F ey = 2 enlhy

il ALy prﬁ sen 0 (4.3)
4 P50

o To—F (Y — X) = 22 seng,

En estas ecuaciones son conocidas las diferencias de tiempos T, y los
senos de las diferencias 6, en todas ellas, y en nuestro supuesto, la distan-
cia p, que figura en las cinco primeras ecuaciones. Es necesario ahora eli-
minar todas las distancias desconocidas, pero al propio tiempo se nos eli-
minard la conocida g, cosa esta que carece de importancia, pues entonces,
los resultados que obtengamos serdn comunes a la Grbita objeto de estudio
y a todas sus homotéticas, y la fijacién de la que nos interese se hard al fi-
nal del célculo, introduciendo adecuadamente el valor de la distancia co-

nocida.

Para facilitar la mecénica operativa vamos a hacer

% 1?5 —F ([]) = [l]]*

y utilizaremos simbolos andlogos para todas las demas. En estas condicio-

nes, el sistema (4.3) toma la forma simbdélica siguiente:



[U] = chPe sen 6, [V—U] = ?2;3 sen 0, [W—V] = 93:4 sen 0,,

V] = 2% en g, W e 2 o xy s 9355 sen Oy,

[W] = ) sen 6, [X—U] = 92095 sen 0., R = 930\95 sen 0,
Pl g 6., et pzf“ sen 0, [X—W] = ‘0*55 sen 0,

D) %ff sen 0, A &;’ sen 0,

[Y—X] = Pl sen 0.

C
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(4.4)

Para ordenar el proceso de eliminacién de las g;, dividiremos cada una

de las ecuaciones de la primera columna de (4.4) por las de las

demdas co-

lumnas que tengan comiun con ellas una o, == o;. Es decir, por ejemplo, la
_ primera ecuacién [U], la dividiremos por cada una de las ecuaciones de la
segunda columna, con lo cual en estos cocientes no figurard la distancia p,.
Operando andlogamente con las restantes de la primera columna y orde-
nando los resultados por filas cuyas ecuaciones contengan cada razén p,/o;

(x = 2, 3, 4, 5, 6) comun, se obtiene:

[Vl o, sen 6, [W1] o, Sen 6, [X] p, Sen 0 [Y] p, Sen 6
[V—U] = o, sen 6, [W—U] i 0, Se0 6, [X—U] T, o, sen 6, [Y—U] o 0, Sen 0,
[U] _py Sen 0y [W] _ pyseno, [X] oy Sen 0y [Y] _py sen Oy
[V—U] o, senf, [W—V] o, senf, [X—V] o, sen6, [Y—V] o senq,
[U] _ py Sen 0,y [V] _ py Sen 0, [X] _ pysen (i [Y] _py Sen 01

° [W—U] o, senp, [W—V] o, seng, [X—W] o senf, [Y—W] o, seng,
U] S asn 0oy V] | fpn e Oa (W] e e 0y [Y] e 01
[X—U] s sen 6, [X—V] ps Semif. " IX—W Il o sen @,  [[Y—X]| 0 S€n 0
[U] o, Sen 6, [v] p; Sen 6, [W] o, Sen 0, [X] p; Sen 0
[Y—U] = 0 Sen 6, [Y—V] v s Sen 6, [Y—W] 0 s Sen 6, [Y—X] 3 P S€n 0
Dividiendo ahora cada ecuacién de estas por cada una de las siguientes

de su misma fila, se eliminan todas las distancias, incluso la dato en el pro-
blema, y en los segundos miembros aparecen razones dobles de cuatro de

los seis rayos fijados por las §; conocidas en el caso que nos ocupa.

pgE

(4.5)
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Su ordenacién la hacemos por filas, de tal forma, que los segundos
miembros de las ecuaciones de una misma fila, contengan los mismos ra-
yos. Como se trata de seis elementos tomados cuatro a cuatro, las quince
razones dobles distintas que pueden aparecer, servirdn también para la
ordenacién total, y no hacemos intervenir las que no confienen 6;, que son
precisamente las que tienen factores de la forma [V — U], [W — V], ete.
exclusivamente, por ser inmediata combinacién lineal de las que vamos
a consignar. Efectuando las divisiones en la forma dicha, obtenemos las
treinta ecuaciones siguientes:

*(4.6)

Inmediatamente se

O —

observa que cada ecuacién de la tercera columna es
el cociente de las otras dos de su fila. También es facil comprobar que las
siete ultimas ecuaciones de las dos primeras columnas son combinaciones
lineales de las tres primeras de su correspondiente columna.

Ahora bien, en las ecuaciones de la segunda columna se ha hecho un
cambio de signo en sus segundos miembros, compensando esta variacién
cambiando el orden de los arcos en la diferencia del primer factor del de-

[V] [W—U] sen 6, sen 0, [U] [W—V] sen 6, sen 6,, [U] [W—V] sen 6, sen ,
[W] [V—U] senogsen6, [W][V—U]  seno,seno, [V] [W—U] sen o, seno,
[V] [X—U] _sen 6y, sen 6y, [U] [X-—V] sen 0, sen 6., [U] [X—V] sen 6, sen 6,

[X] [V—U] ~ sen 05 5600, [X] [V— ] ~ sen 0, 8en 6., [V] [X—=U] “sen 6, sen 0.,

[V] [Y— ’] sen 6, sen 6, [U] [Y—V] sen 0,, sen 0, [U] [Y— V} sen 6, sen 6,
[Y] [V—U] seno,sent, [Y][V—U]  senggsenq, [V] [Y—U] sen o, sen 6,
(W] [A—U] sen 6, sen 6, [U] [X—W] sen 6, sen 6, [U] [X—W] sen 6, sen 0,
[X] [W—U] seng seno, [X] [W—U]  seno,senf, [W] [X—U] sen o, sen o,
[W] [Y: U] sen 6, sen 6, [U] [Y—W] sen 6,, sen 6, [U] [Y—W] sen 6, sen 6,
(Y] [W—U] senf,seno, [Y][W—_U]  seno,sen6, [W][Y—U] seno, seno,

[X] [Y—U] seng, senp, [U] [Y—X] sen 6, sen 6, [U] [Y—X] sen 0, sen 0,
[Y] [X—U] seno,seno, [Y][X_U]  seng,sens, [X] [Y—U] seno, sene,
[W] [X— ’] sen 6, sen 6., [V] [X—W] sen 0, sen 6, [V] [X—W] sen 6, sen 6,
[X] [W—V] sen by8en 6, [X] [W—V] " sen 0, 8en 0, [W] [X—V] " sen 6,, Sen 0.,
[W] [Y—V] seno,seng, [V] [Y—W] sen 6, sen 6, [V] [Y—W] sen 0, sen 6,
[Y] [W—V] sen O 8en 0, (Y] [W—V] " sen B sen0n « W [Y—V] “sen 0,, Sen 0,
[X] [Y—V] seng,seng, [V][Y—X] sen 0, sen 6, [V] [Y—X] sen 0y sen o
[Y] [X—V] seno,seno, (Y] [X_V]  senogseno, [X] [Y—V] seng, sen g
[X] [Y—W] sen g, senq, [W] [Y—X] sen 0, sen 0, [W] [Y—X] sen 6, sen b,
(Y] [X—W] sen 0, sen 6, [Y] [X—W] " sen 0, sen 6, [X] [Y—W] “sen 0, Sen O,
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nominador, quedando asi invariable el valor de la fraccién. Si ahora lla-
mamos A; al valor de cada razén doble de las ecuaciones de la primera
«columna, el valor de la razén doble en su correspondiente de la segunda es
1 — A;; pero como se ha hecho el cambio de signo aludido, dicho valor es,
en definitiva, A, — 1

5. ECUACIONES FUNDAMENTALES

Por todo lo anterior, podemos establecer un sistema de seis ecuaciones
independientes, con las incognitas w, U, V, W, X, Y, compuesto por las
tres primeras ecuaciones de la primera columna de (4 ()) y las tres que re-
sultan de expresar que entre los primeros miembros de la tres primeras
parejas de ecuaciones existe la misma relacién que entre las razones dobles
«de sus segundos miembros.

Poniendo para abreviar,

sen 6 sen 0, sen 0, sen 0., sen 6, sen 6

Gy = e gy = Gy e (5.1)
sen 6, sen 6, sen 6, sen 6 °  sen B, sen 6

'se puede escribir el sistema fundamental para el caso de conocer seis angu-
los de posicién, en la forma siguiente:

V1 w=u] [0 [W-]

vl (W—U] — o, [W] [V—U] =0 m— _lm

! (V] [X—U] (U] [X—V]
V] [X—U] — a, [X] [V=—U] =0 e
1ARRSS L See AL 1Al [X] [V—U] [X] [V—U]
| S DARREIN el UL Ay
WA — e AL = O M=o Y] =0

0 bien en forma desarrollada,

(0T EW)) (uTp— F(W — U)) —e(pla —F(W)) (0T — F(V — U)) =0
(pLe E(V)) (0Tw— FX — 1)) —as(0la — FX) (0Te— E(V — 1)) =0
(Ol B (0T v B0 SN (006w FOD) (ol Bl S0
( ply— F(U)) (P*Tﬁ e A selOn) —<E"T31 i F(V)) (P*Tu e AW U)) &

2 (P'Tu _F<W)) (P‘Taz 0 U)) =0 (5.3)
(wln — FU)) (uIy— FX— V) —(pTa — F(W) (0T — FX — U)) +

+ (I — F(X)) (0T — F(V — U)) =0
{uly —FU)) (vIs— FQY — V) —(pTq — FV)) (pI. — F(Y — D)) +

+ (pla — EY)) (0T — F(V — U))=0

En el caso de conocerse tres observaciones incompletas y dos completas,
«©s decir, conociendo cinco valores de 6, y dos distancias correspondientes a

s e
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dos de algunas de las cinco citadas, y que para fijar ideas supondremos
corresponden a la primera y a la dltima observaciones, en el conjunto de
ecuaciones (4.4) no existen las que contienen Y, pues en este caso no existe
el valor E;; en el grupo de ecuaciones (4.5) se suprimen todas las de la
ltima fila y por tanto, en el sistema (5.3), habran de segregarse las ecua-
ciones tercera y sexta; para obtener la quinta ecuacién que nos hace falta
para determinar en este caso, el problema, basta considerar que ahora se
conocen todas las magnitudes de los segundos miembros de las ecuaciones
de la cuarta fila de (4.5) .Tomando, por ejemplo, la primera ecuacién de
esta fila del aludido conjunto de ecuaciones y poniendo,

o1 sen By

(5.4)
os sen 0, 0

hy

el sistema fundamental para el caso de conocerse cinco dngulos y dos dis-
tancias, estd formado por la ecuacién

(!" I F(U>) — 0 ('t" T,

FX—T)) =0 (5.5)

y las ecuaciones primera, segunda, cuarta y quinta del sistema fundamen-
tal (5.3). i

Asi pues, se han establecido los sistemas de ecuaciones fundamentales
que resuelven el problema de calculo de 6rbita conocidos

a) seis &ngulos de posicién y una distancia, y
b) cinco angulos de posicién y dos distancias

ya que todos los elementos orbitales pueden calcularse a partir de las in-
cognitas p, U, V, W, X, e Y, o bien p, U. V, W, X, respectivamente.

Es interesante hacer constar aqui, que el método expuesto por el Doc-
tor Cid (8) para el caso de cuatro dngulos y tres distancias, junto con los
aqui desarrollados para cinco dngulos y dos distancias y seis dngulos y una
distancia agotan las posibilidades de desarrollo de estos temas, toda vez
que no parece légico desarrollar métodos con datos en los que intervengan
menos dngulos que distancias, ya que la intervencién de éstas, por la difi-

cultad de su exacta medida, pueden introducir importantes errores en los.

célculos.
Antes de proceder a desarrollar el calculo de los elementos de una 6rbita,

interesa estudiar la posibilidad de dar otra forma a las tres ultimas ecua--
ciones de (5.3), sino para su aplicacién al proceso resolutivo del sistema, si:

para su utilizacién en la comprobacién de resultados y para algunas sim-
plificaciones en los célculos de los elementos de la érbita.

Teniendo en cuenta las relaciones encontradas por el Dr. Cid (8), que
ligan a una F (Z), para Z diferencia de dos de ellas, con estas mismas en la
forma

F(V —U) = F(V)— F{U)— ® (U, V)

= Ton

%
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podemos sustituir las funciones diferencias que aparecen en los segundos:
factores de los términos de las tres tltimas ecuaciones del sistema (5.3).
Para operar en la cuarta ecuacién de este sistema, tendremos en cuenta
que se verifican

F(W—V) = FW)—FV)— @ (V, W)
F(W—U) = F(W)— F(U)— ®© (U, W) (5.6)
F(V —U) = FWV)—FEU — ® U, V)

siendo

V—U

¢

® (U, V)= 4sen —g sen % sen =sen U —sen V-+sen (V— D)

U w
® (U, W) = 4 sen 5 sen T sen —

wW—v

= sen U — sen W +sen (W— U) (5.7)

@ (V, W) = 4 sen l; sen — sen

=gsen V— sen W+sen (W.— V)

Operando ahora en la antedicha ecuacién, sale

(v T — FU)) (0 To— FEW) + EV) + © (V, W)) —
— (0 Ta— FOV)) (uTa— F(W) + FU) + ® (U, W)) +
LB (T B ) o (U, D)0

Desarrollando y ordenando respecto de p, los coeficientes del polinomio
que resulta son:

Coeficiente de p?:
T T ST — (G e e (G =) &
= (t«i SR t1) (ts S tz) =0

coeficiente de p.;

FO) (— T — Tat+ T)+ F(V) (Ta+To — T)+ F(W) (— Tu+ Ty — Te)+
+ T, @ @ VV)— T, © (Ua W> + T, @ (U, V) =
=T,oWV, W) —T,® U, W) + T, U, V).

pues son nulos los paréntesis que multiplican a F(U), F(V) y F(W); tér-
mino independiente de p.:

HW)E@Y) = E(U) E(V) — E(U) DWW == BB W) B (U)o
+ F(V)® (U, W) + F(V) F(W) —F{U)F(W)—F(W)® (U, V)=
=—FUO® WV, W) + FV)® U, W) —F(W)® (U, V).
con lo cual, la cuarta ecuacién de (5.3) toma la forma

@ (V, W) (P‘ T21_F(U)) — ® (U, W) (HTal—F(V)) +
+ @, 7) (p Tu——F(I’V)) =0 (5.8

Sl
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Ecuaciones de este tipo han sido obtenidas por el Dr. Cid en un trabajo,
en vias de publicacién, para mejorar la resolucién del caso de determina-
«cibn de una drbita conocidas tres observaciones completas y una in-
completa.
Naturalmente, las ecuaciones quinta y sexta de (5.3) dan origen a sendas
ecuaciones andlogas a la (5.8) y en el caso de conocerse cinco dngulos y un

par de distancias, estas ecuaciones se reducen a dos.

Reconsideremos ahora la ecuacién (5.8) y sustituyamos en ella las F(Z)
por su igual Z —sen Z (Z = U, V, W) y las funciones ® por sus expresio-
nes en forma de producto resefiadas en (5.7), con lo cual la ecuacién (5.8),
después de agrupar convenientemente sus términos, toma la forma
siguiente :

©V, W) (b I

U= (U, Tl V) = QU (o T MO

4 W w—v U w wW—U
+ 4 (sen ) sen o sen B sen U — sen ) sen 2 sen ) sen V +
U v — 1l
+ sen o Sen o sen o sen W) =0 (5.9)

Sustituyendo ahora sen U, sen V y sen W por sus valores en funcién
del arco mitad, el ultimo sumando de la expresién anterior (5.9) se puede
eseribir en la forma

U v v_V( W=V U WU _V_ VU W)
8 sen 9 sen 9 sen 2 sen B} CcOS By sen B) COS E‘FSBI] COS —2

y facilmente se ve, al desarrollar los senos de las semi-diferencias y operar,
que el paréntesis de esta ultima expresién es idénticamente nulo, y en este
caso, la ecuacién (5.8) se simplifica, quedando asi:

(WIn —0) @ (V, W) — (uT0 — V) @ (U, W) + (uTo—W) @ (U, ¥V)=0 (5.10)

Yy andlogamente

Wla =)@ (V,X) — @Iy — V)@ U, X) + (@l —X)® (U, V)=0
Iy =)@ (V. Y) — (@la— V) O (U, Y) + la—Y)O2 (U, V) =0

Estas tltimas ecuaciones, de facil manejo, son universales, toda vez que
en ellas no entran los datos 6, y entendemos no han sido obtenidas hasta
ahora, o por lo menos, no hemos podido comprobar su anterior existencia.

El sistema (5.10) carece de su tercera ecuacién en el caso de estudiarse
el problema tomando conocidos cinco dngulos y dos distancias.

sl
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METODOS DE CALCULO Y MEJORA DE ORBITAS DE BINARIAS VISUALES

6. CALCULO DE LOS ELEMENTOS DE LA ORBITA

Vamos a referirnos detalladamente al caso de conocer seis dngulos de
posicion, pues la cuestién se resuelve practicamente lo mismo para el caso
de conocer cinco dngulos y dos distancias.

El sistema (5.3) nos permite conocer los valores de las incégnitas p, U,
V, W, XeY.

Una vez conocido p, por simple transformaciéon de unidades conocemos
el movimiento medio n, en grados y el periodo viene dado inmediatamente
por

2= 2% o bien por P = 360
@ n

(6.1)

Las ecuaciones (4.5) nos permitirian conocer inmediatamente los cinco
radios g., o3, s, s Y e, Yy de aqui, por las relaciones (4.3) obten-
driamos ¢ que como hemos dicho es igual a* cos ¢ - cos @; pero vamos a
dejar este camino para no introducir los valores de las distancias, bien sea
de la conocida, bien sea de las calculadas, en evitacién de errores inherentes

a la menor precisién con que se obtienen las distancias.

Siguiendo inicialmente el método de Thiele-Innes, podemos establecer
la ecuacién de Kepler para los siguientes valores:

E, ;

E,—sengsenE, = v (t,— 1) E,—sengsen B, = u(t;, — 1)
E,—sengsen E;, = p (6 —T)
E, sengsen E, = p (t, —T)

sen ¢ sen E, = v (&, — T) E,—sengsen E, = p (t; —T)

restando miembro a miembro estas tres parejas de ecuaciones, obtenemos

U—seno(sen E,—sen E)=u T, V — sen ¢ (sen E; — sen E))=uTy,
(V — U)— sen ¢ (sen E; — sen E,) = pT, (6.2)

Ahora bien, las ecuaciones primera, segunda y sexta de (4.3) se pueden
escribir en la forma

o

U—sen U = uT, — sen V=il == o

(6.3)
(V—U)—sen (V—U) = pTp ——

siendo
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Restando ahora de cada una de las (6.2) su correspondiente en (6.3),
obtenemos:

i A12
sen U — sen ¢ (sen E; — sen E,)) = —
- AlS
sen V — sen ¢ (sen E; — sen E;) = c
A23

sen (V — U) — sen ¢ (sen E; — sen E,) =

pero los segundos miembros de estas expresiones son, segin (4.4) respec-
tivamente iguales a [U], [V] y [V — U], y por tanto podemos establecer
el siguiente sistema, independiente de las distancias:

sen U — sen ¢ (sen E, — sen E;) = [U]
sen ¥V — sen ¢ (sen E; — sen E,) = [V] (6.4)y
sen (V — U) — sen ¢ (sen E;, — sen E;) = [V — U]
sumando la primera y la tercera de éstas, y restando de su suma la segun-
da, se obtiene la relacién
[U] + [V—U] —[V] =senU + sen (V—U)—sen V = @ (U, V) (6.5)
de acuerdo con lo expresado en la primera de (5.7)

Multiplicando ahora la tercera de (6.4) por sen U, y restdndole la pri-
mera multiplicada por sen (V — U), sale

[V—U] sen U—[U] sen (V—U)=sen ¢ sen E, (sen U+sen (V—U)—sen V)
es decir
[V—U]sen U— [U] sen (V —U) = sen 9 sen E, @ (U, V) (6.6)

Y, finalmente, multiplicando la tercera de (6.4) por cos U, suméndole
el producto de la primera multiplicada por cos (V — U) y restando a esta
suma la segunda, se obtiene andlogamente.

[V—U]cosU +'[U] cos (V—Uy— [V] =sengqcos E, ® (U, V) (6.7)
dividiendo ahora la ecuaci6én (6.6) por la (6.7), nos da

[V—U] sen U— [U] sen (V — U)
[V—U] cos U + [U] cos (V—U)— [V]

tg E, =

(6.8)

e e
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que nos permite calcular E,. Andlogamente se obtienen

[W —V] sen V— [V] sen (W —V)

8 s “[W —V]cosV + [V] cos (W—V)— [W]
[X — W] sen W.— [W] sen (X — W) _
tg E, = = : (6.9)
[X — W] cos W+ [W] cos (X — W) — [X]
. [Y — X] sen X — [X] sen (Y — X)
S e oy
ahora se puede obtener E, por cualquiera de los cuatro valores
E,=E,—U E =E-—V E,=E, — W E,=E —X
o SRR :
B = (6.10)

En la préctica ocurre que, dada la aproximacién con que se conducen
los célculos, los cuatro valores obtenidos para E; difieren algo, por lo .que
resulta m4s préactico tomar un promedio de los resultados.

Conocidas las anomalias excéntricas, de las (6.6) y (6.7) se obtienen los
siguientes valores de la excentricidad e:

[V—U]sen U— [U] sen (V— 1)
el=senio=

sen E, @ (U, V) =
_ [V—1U] cos U + [U] cos (V— U)— [V]
% cos E, @ (U, V)

(6.11)

Yy sus andlogas para los pares de valores W, V; X, W; e Y, X, que permi-
ten también calcular un valor medio de la excentricidad.

La aplicacién de la ecuacién de Kepler a las épocas datos del problema,
sirve para obtener seis relaciones de la forma

pt; + esen B, —E; y
T = (=1, 2, 38, 4, 5, 6) ST (6.12)

e

de las que se deduce un valor medio de la época de paso por el periastro.

A partir de aqui, y para evitar nuevamente la intervencién de las dis-
tancias en los cdlculos, vamos a utilizar el método expuesto por el Doctor
Cid (12) y cuyas primicias debo agradecerle piblicamente, ya que ha dado
una nueva orientacién a este trabajo, y una vez mas sus directrices han sido
tan valiosas como decisivas.

P
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Siguiendo pues, el método citado, si llamamos como es costumbre 4, B,
F, G, a las constantes de Innes, para la érbita homotética con la dada y
de semieje a = 1, tendremos: ;

A=/ cos o cos Q@ — sen o sen Q cos %
B=' cos o sen @ + sen o cos 2 cos ¢
F=—sen o cos @ — cos ® sen Q cos ¢
G=—sen o sen & — cos ® cos L cos ¢

sumando al producto de la segunda por cos v el de la cuarta por sen v
y sumando a la primera por cos v, la tercera por sen v obtenemos

B cos » + G sen v = sen Q cos (o + v) + cos Q sen (o + V) COS ¢
A cosv + Fsenv = cos Qsen (o + v) — sen Q sen (o + v) cos ¢

Siendo r el radio vector en la érbita relativa, y teniendo en cuenta que

o cos (f — Q) = rcos (0 + v)
psen (§ — Q) = rsen (o + v)cost
se tiene

Bcosv + Gsenv = — sen f
i

|

Acosv+Fsen‘v——T—cose

y de aqui, inmediatamente,

A IT lg ) ( )

p=1=tgh y q=tgo.

Conociendo tres partes de valores de 6 y v; correspondientes, aplicados
a la expresién (6.15), se puede plantear un sistema de tres ecuaciones que
definen las incégnitas A /B, F/B y G/B, cuyos valores llevados a las conoci-
das férmulas

B ]
Bl s o B B s

; ) (4 — G) cos (o + Q)
o=

2 (4 + G)cos (o—0Q)

!
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dan, en definitiva, los valores

gM; + ¢M; + @M,
M, + M; + M,

tg (o + @) = —

qiNi iz (Iij 37 (]ka
Ni + N,' + Nk

tg (0 — Q) = — (6.16)

v (N: + N; + Ny cos (o + Q)

G T ey

que definen o, @, e 7, siendo

4 P + @) ('—p,q) (p1— q) A + piqy)

Vg

_(m+%) (1 — pxqs) (Px — q») (I + pegw)

utilizando siempre para su calculo el orden ¢, 7, k.

Hemos obtenido todos los elementos de la 6rbita, excepto el semieje, sin:
la intervencién de la tnica p conocida (en el caso de seis angulos) o de las
o:, para el caso de cinco angulos. Para el calculo de a, tanto en uno como.
en otro caso, bastaria utilizar las férmulas

a(l—é) cos (o + v) A
b 1+e cos v Y ‘o_rcos(_ﬂ——Q) G

para obtener de ellas el valor de a, sustituyendo el valor de » dado por la
segunda, en la primera, y de aqui, despejar el valor del semieje a.

En la préctica, teniendo en cuenta que de cada par visual que se estudie-
se conocerd una serie mas o menos larga de observaciones, el método ope-
rativo, de acuerdo con el citado por el Dr. Cid en su trabajo (12), serd el
siguiente :

Con las expresiones (6.17) se calcularan los o/ para el valor a = 1, que:
corresponderdn a la érbita homotética con la dada y de semieje unidad.
Comparando estos resultados con los p; de la érbita objeto de estudio, se
establecerdn los cocientes

LT (6.18):

Pi
posibles; el promedio K de los diversos k; obtenidos es, precisamente, el
valor del semieje en la érbita estudiada, y las distancias se calculan directa-
mente mediante la expresion

Pi = KP-',
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7. RESOLUCION DE LOS SISTEMAS FUNDAMENTALES

Hemos intentado la resolucién de estos sistemas fundamentales, pero la
estructura de sus ecuaciones, en donde ademds de intervenir el movimiento
medio figuran las funciones U, V, W, X e Y, sus diferencias y los senos de
‘todas ellas, ha impedido obtener resultados satisfactorios de estos intentos,
y ante ello, y pensando en que el método expuesto sirva inicalmente, no
para el calculo de Grbitas, si no para su mejora, hemos optado por la intro-
:duccién de unos primeros valores aproximados, obtenidos por cualquier mé-
todo, y calcular sus correcciones; teniendo en cuenta que como estos valo-
res aproximados no verifican, en general, las ecuaciones de los sistemas
fundamentales, el orden de magnitud de los segundos miembros, distintos
«de cero en este caso, nos dard idea sobre el grado de aproximacién con
que se entra en el cdlculo de las correcciones.

Para este, y llamando m, u, v, w, & e y, a las correcciones que habran
-de calcularse para los valores iniciales aproximados, p,, U, V,, W, X, YO,
respectivamente, supondremos que, en los desarrollos donde entren las pri-
meras, son suficientemente pequefias para poder sustituir el seno por el
arco y el coseno por la unidad.

Supongamos por todo lo anterior que

o= py +m W =W, + w

U=U, + p W=0G mme (7.1
V=V, + v e —aY i

Yy que podemos hacer

Sen i — U cosu = 1

sen v = v coStuR="l!

sen w = w €oS = Hlisas (7.2)
SentrE—=1 cosire—§=

seny = vy cosy = 1

Teniendo en cuenta, por ejemplo, la segunda de (7.1), podemos escribir

TU] = (p.Tgl—F(U)) = (pp + m) T, U+ sen U =
= (w + m) T, — (U, + w) + sen (U, + u) =~
~ [Uy] + mTy —u (1 —cosUy). - . . (7.8)
Efectuando desarrollos andlogos opara todas las Z; y Z; — Z, y llamando
;= 1—cos U, :
> — L —Gos: ¥, B, —1—cos (Vo —T,) (7.4)
= 1— cos W, s = 1 — cos (W,— U C; =11 — cos (W, — V)

= I—cos X,
s = dl— ey Y

M=l Cos (X U C, =11 —cos (X, — V)
—i | S coS z(YO —_— UU) C5 = ]l == COSA (Y(] — Vg)

los valores de las distintas expresiones pT‘7 — F(Z) toman los valores apro-
ximados siguientes:

:a;ug;'mik
mbutuba

et
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[U] ~ [U] + mITy — A [V—U] =~ [V,— U] + mTy— Byw + B
[V] = [Vo] + mTy, —Ap [W —U] >~ [W,— U] + mT,— Baw+ Byu
W]~ [W,] + mT,, —Aw [X—U]=>~ [X,— U] + mTy, — Bz + B
[X] ~ [X,] + mTy,—Ax [Y—U] >~ [Y,— U] + mTy — By + B
[Y]2 [Yo] + mTy — 4gy (7.5)

(W —V] >~ [W,— V] + mT; — Caw+ C
X — V]~ [X,—V,] + mT,—Cx + Cp
[Y—V] >~ [Y,—V,] + mT, — Cy + Cu

Llevando ahora estos valores aproximados a las ecuaciones del sistema
fundamental (5.3), y despreciando al operar, como infinitésimos de orden
superior, los productos donde figuren dos o mds factores de las correcciones
tendremos, para la primera ecuacién por ejemplo,

(V] + mTy, — A0) ((W,— U,] + mT,— Baw + Bu)—
— ay ([W] + mT, — Aw) ([V, — U,] + mTy, — B + Bu) = 0

desarrollando ahora en las antes citadas condiciones, y ordenando los tér-
minos en m, u, v, w, &, Y, se obtiene, y por analogfa, para todas las ecua-
ciones de (5.3), el sistema siguiente :

m (Te[Vy] + Ty [Wy— U] — o, (To[W,] + Ty [V, — Uy])) +

+ 2 (Bs [Va] — ou Bo [Wo])— v (4, [Ws — U] — ay B, [Wo]) —
==t (B:: [VD] Uy 443 [Vu oy Uu]) = 931 D/’Vo] [Vn ST Uu] =4 [Vo] [I;Vo Ty Uo]

m (TS’-’ [VU] o5 T31 [Xo e Uo] — Uz (Taz [XD] = T51 [Vo Sk Ua])) +

LB GBI e A% ) B

Sl (B4 [Vu] — Q3 Ai [Vn o Uo]) = Qg [Xoj [Vo o Uu] =T [Vo] [Xo S Uo]
7.6

m (Te [Vi] + To [Yo— U] — o (T [Yo] + T [Vo—U,]) + e

+ u (B; [Vo] — a5 By [Yo]) — v (4s [Yo — Uy] — og5 B [Yo]) —

— Y Bs [Vo] — ag As [V — Us]) = a [Yo] [Vo— U] — [Vo] [Yo — U]

M (L[ Un] + T Wo]—Tou[ Vo] + Tl Wo—V,] + Tu[ Vi—Us]—Ta[ W—Us]) +
+u (B W —Bo[Vo]— A WV, 1)+ v (Co[Uy] + AL W—U, B[ W,]) +
HW(B;[Vo]—Ci[ U] —Ao[ ViU )= [ Vo] [We—Us]—[Uo] [Wy—Vo ][ W] [ Vi~ Us]

M (Tg[Uy] + Tn[Xo|[—Ts[ Vo] + Tu[ Xo—V,] + Toi[ Vi—Us]—To[ Xo—Us]) +
+ U (B‘.’[Xoj—B4[V0]—A1[Xu—ve])+'U (Cu[Uy] +A.[X—Uy —B.[X,]) +
+x (B,[V,] —C[U,]—A[Vi—U,])=[V.] [Xi— U] —[U[Xo—Vo = [Xe] [Vo—Us]

m (Tca[Un] ar Taz[Yo]“—Toz[Voil F Tzll:Yo_Vu] e Tsl[Vo_Uu] "“T31]:Y0_Uo])+
+ u (By[Y,]—B.[Vy]—A,[Yo—V, 1)+ 0 (C[Us] + Ao[Yo—Us]—B,[ Y1)+
+ YB[Vo] =G [U]—A;[ Vi Ud = [ Vol [ YU ]—[U] [Yo—Vo]=[Y, 1 [Vo—Us T

SRSt e
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En este sistema debe observarse:

1.° Los términos independientes son los valores distintos de cero que
toman las ecuaciones del sistema (5.3) para los valores aproximados, de en~
trada, de las incégnitas p, U, V, W, X, Y.

2.° Los pares de ecuaciones 1-4, 2-5, y 3-6, contienen respectivamente,
y s6lo en cada par, las incégnitas (correcciones) w, «, y, lo que permite
eliminarlas y reducir el sistema a otro de tres ecuaciones con las incégnitas
w, u, v, facilitindose con ello la resolucién del sistema general.

Una vez calculadas las correcciones m, u, v, w, x, y, mediante las ex-
presiones (7.1) se calculan los nuevos valores de p, U, V, W, X e Y, y en-
tonces se comprueba el orden de magnitud que se obtiene al sustituir estos
valores en las ecuaciones (5.3); si la reduccién obtenida no es suficiente, se
vuelve a entrar con los nuevos valores obtenidos en el sistema (7.6), cuya
resolucién nos dard unas nuevas correcciones y subsiguientes nuevos va-
lores del movimiento medio y de las diferencias de anomalias excéntricas,
con suficiente aproximacién, en general, para permitir su utilizacién en el
cdleulo de la orbita desarrollado en el pardgrafo sexto.

En el caso de conocerse cinco dngulos de posicién y dos distancias, el
sistema para el cdlculo de correcciones estd constituido por las ecuaciones.
primera, segunda, cuarta y quinta de (7.6) y la que, en forma analoga a la
expuesta se obtiene de la ecuacién (5.5), y que es la siguiente:

m Ty —BTy)—u(Ad,—BB)—zx BB, =B[X,— U] — [Up]

operando con este sistema en la misma forma que se ha dicho en el caso
anterior.

APLICACION DEL METODO

8. ORBITA DEL PAR VISUAL ADS: 1631 = X . 208:

Se ha tomado como érbita experimental la correspondiente al par visual
que se cita estudiada muy cuidadosamente por Baize (11) con muy buenos
resultados en las diferencias observacion-célculo y de la que el citado autor
da los siguientes elementos:

391*30

1930.58

0.64

= 1741

50°2

160°%

20°0

= 0°9200

Como datos para resolver el problema y como valores iniciales aproxima-

dos, obtenidos éstos aproximadamente, y aquellos tomados de las curvas
0 (1) y o () (fig. 2), se han tomado los siguientes:
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Datos en la 6rbita aparente Valores iniciales aproximados
L v b B P+
! 1 1820 23° 1796 fole = s
1 2 H1868 111362 U, = 30°
38 1890  bH4° V, = 55°
4 1914 108° W, = 90°
! 5 1934 200° X, = 135°
6 1955 264° Y, = 180°
7 I. Valores de las razones dobles (5.1)
gr e e ) 515035 iy
! gs e e o e e
; . = 85°  senf, = 0.996195 el
‘ il el Dot = 0

., = 177°  sen b, = 0.053326 &

e el el D obipear im0

0, = 241° sen 0; = —0.874620

0. = 228°  sen 6, = —0.743145

II. Valores de las expresiones uT; — F(Z) = [Z].
[.LT(‘I' I‘ad.s [Z:l

T, = 43  0.750491 U, = 30° = 0.523599 0.726893
] T, = 70  1.221730 V, = 55° = 0.959931 1.080952
T,= 94  1.640609 W, = 90° = 1.570796 1.069813
T, = 114  1.989675 X, = 135° = 2.356194 0.340587
: T, = 135  2.356194 Y, = 180° = 3.141593  —0.785398
: o= o7 01471239 Vo— U, = 25° = 0.436382 0.457525
i T, = 51  0.890118 W,— U, = 60° = 1.047198 0.708946
: e — gl 1239184 X, — U, = 105° = 1.832596 0.372514
§ T, = 92  1.605703 Y, — U, = 150° = 2.617994  —0.512291
T,= 24  0.418879 W,— V, = 35° = 0.610865 0.381590
| T,= 44  0.767945 X,— V, = 80° = 1.396233 0.356490
/ T, = 65  1.134464 Y,— V, = 125° = 2.181662  —0.228044
1 L. Valores de las magnitudes (7.4)
!
A, = 0.133975
4, = 0.426424 B, = 0.093692
A, = 1.000000 B, = 0.500000 C, = 0.180848
i A, = 1.707107 B, = 1.258819  C, = 0.826352
: A, = 2.000000 B, = 1.866025 C, = 1.573576
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Estos valores llevados a las ecuaciones fundamentales (5.3) dan los si-
guientes valores para sus segundos miembros, que debieran ser nulos si se
tratase de los valores exactos de la érbita:

1> v — 0.012491 .. 2.2 ... — 0.965185 3.* ... — 0.044882
420 0.000413 B 0.012287 Bz saes 0.028659 (8.1)

Esto nos dice que, especialmente la diferencia E; — E; = X, que entra
en las ecuaciones segunda y quinta, necesita una estimable correccién, y de-
ben ser de menor entidad las correcciones de las otras variables.

Los valores de los cuadros I), II), TII), llevados a las ecuaciones del sis-
tema de resolucién de correcciones, nos da las ecuaciones siguientes:

— 9.638676 m +0.380988 u—0.141824 v +0.187528 w= +0.012491

1 0.991331 m—0.491367 w+ 0.333536 v—0.048506 w =—0.000413

— 435.739531 m+1.080614 u+0.121260 v +5.495284 x= +0.965185
4 5.842489 m——1.376574 u+0.727608 ©v—0.020990 x=—0.012287 (8.2)

4 6.147887 m-+2.121294 u+ 0.114245 v—0.721234 y= +0.044882

— 14415068 m +2.060117 u—0.998940 v +0.041788 y= +0.028659

eliminando en cada pareja las incégnitas w, z, y, se llega al sistema de tres
ecuaciones con las incégnitas m, u, v, siguiente:

—0.281632 m — 0.073665 u + 0.055619 v = + 0.000529
+ 22.959964 m — 7.541983 u + 4.000958 v = — 0.047262  (8.3)

—10.139729 m + 1.574461 u — 0.715695 v = + 0.022946
que resuelto, nos da los valores

m = — 0.003266 u = — 0.024888 v = — 0.039984
y sustituyendo estos valores en (8.2) tenemos

w = — 0.081106 z = — 0.077559 y = — 0.169646

y teniendo en cuenta las expresiones (7.1), tenemos, para valores de las
w, U, V, W, X, Y, los siguientes:
p = 0.014187 U, = 0.498711 V, = 0.919947 W, = 1.489690
Xot =2.218635 .Y, — 2.971947

Operando ahora con estos valores en la misma forma que han sido tra-
tados los valores iniciales, se obtiene un cuadro andlogo al II), del que
extraemos los valores de p, T; v de p, T; — F(Z),

IV) p, Ty = 0.610041 p, T = 0.383049 py Iy = 0.340488
v I'y = 0.993090 wy T = 0.723537 p Ty = 0.624228
v Ty = 1.333578 vy Iy = 1.007277 pa Ty = 0.922155
pa I = 1.617318 vy Ty = 1.305204

we T = 1.915245
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METODOS DE CALCULO Y MEJORA DE ORBITAS DE BINARIAS VISUALES

[U]= 0589628 [V,— U]= 0370703 [W,— V,]= 0.310160
[Vi= 0.868712 [W,— U= 0.569120 [X,— V,]= 0,243129
[Wil= 0.840607 [X,—U,J= 0205565 [Y,— V,]=—0.243406
[X,]= 0.098451 [Y,— U,]=—0.548335

[Y,] =—0.887869

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (5.3), nos encontramos con
nuevos valores en los segundos miembros, y que a continuacién compara-
mos con los resenados en (8.1)

Residuos con valores

Ecuacion maclales nUeVOos
1 — 0.012491 — 0.001434
2 — 0.965185 — 0.141758
3 — (0.044882 — 0.010238
4 + 0.000413 + 0.000082 (8.5)
5 + 0.012287 + 0.001273
6 + 0.028659 + 0.003691

Claramente se ve que los nuevos valores de las incégnitas se aproximan
m4s a los verdaderos que los iniciales, pues se han reducido considerable-
mente los residuos. Teniendo en cuenta que ahora las magnitudes (7.4) son

A, = 0.121796

A, = 0.394137 B, = 0.087417

A, = 0.918982 B, = 0.452129 C, = 0.157960
A, = 1.650194 B, = 1.207608 C, = 0.789478
A, = 1.985645 B, = 1.784842 C, = 1.462846

Llevados estos valores y los del cuadro IV) al sistema (7.6) para calcular
las nuevas correcciones, obtenemos las siguientes ecuaciones, andlogas a las
obtenidas anteriormente en (8.2)

—7.417602 m + 0.2756845 «—0.107386 v+ 0.149296 w= + 0.001434
+0.8875691 m—0.3567063 w4 0.243965 v—0.041036 w =—0.000092
—318.223330 m + 0.9735617 u—0.006475 v +4.320699 x= +0.141758
+6.248176 m—1.070069 w+ 0.5637909 v—0.028163 ==-—0.001273 (8.6)
+4.6156435 m +1.660429 w+0.106204 v—0.508104 y = + 0.010238
—12.393425 m +1.698483 u—0.724024 v+ 0.048098 y= +0.003691

eliminando com antes las incognitas w, v, y, se llega al siguiente sistema
de tres ecuaciones en m, u, v:

— 0.171875 m — 0.041989 w + 0.032016 v = + 0.000045
+ 13.718666 m — 4.596029 u + 2.323989 v = — 0.001508 (8.7)
— 6.075156 m + 0.892058 u — 0.362771 v = + 0.002367

e I




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

que, resuelto, da para las nuevas correcciones, los valores
m = — 0.001645 w = — 0.024845 » = — 0.040052

y éstos en las (8.6) dan
w = — 0.055150 x = — 0.082553 y = — 0.124429

de todos los cuales, aplicando (7.1) salen los nuevos valores de las incégnitas
fundamentales

0.012642 U
1.434540 X

[l

0.473866 V = 0.879895
2.196082 Y = 2.847518 |

[

78

w

Formando ahora con estos nuevos valores los ya reiterados cuadros and-
logos a los IT) y IV) tenemos:

V) wT, = 0.539306 w Ty = 0.338634 w T, = 0.301008 ]
w Ty = 0.877940 w T, = 0.639642 w Ty = 0.551848 _
wTy = 1.178948 w T, = 0.890482 w Ty = 0.815230 4
w Ty = 1.429788 v Ty = 1.153864 w T, = 0.250840 !
w T, = 1.693170 w Ty = 0.263382

U = 0.473866 [U] = + 0.521771 @ (U, V)= 0.080624 *
V = 0.879895 [V] = + 0.768716 @ (U, W) = 0.285177
W = 1.434540 [W] = + 0.735139 @ (U, X) = 0.634093 1
X = 2.196082 [X] = + 0.044502 @ (U. Y) = 0.861142 :
Y = 2.847518 [Y] = — 0.864493 i

V — U = 0.406029 [V—U] = + 0.327569 @ (V, W) = 0.306581 §

W — U = 0.960674 [W—U] = + 0.498545 @ (V, X) = 0.927636 8

Xe— U — 1122216 [X —U] = + 0.156824 ® (V, Y)= 1.403108

Y — U = 2.373652 [Y — U] = — 0.525122 3

W —V = 0554646 [W —V] = + 0.273004 @ (W, X) = 0.869973 &

X —V = 1.316187 [X—V] = + 0.203422 3

Y —V = 1.967623 [Y — V] = — 0.230101 ® (X, Y) = 1.127270 :

X— W = 0.7615642 [X — W] = + 0.179336 i

Y — X = 0.651436 Y — X] = + 0.218275 i

Comprobando ahora los residuos que dejan estos valores en las ecuacio- E
nes fundamentales (5.3), los comparamos con los antes obtenidos (8.5), |

cambiando la denominacién de aquellos que titulamos “nuevos”, por la de i

“intermedios”,

Residuos con valores
Ecuacién  iniciales wtermedios nuevos
1 — 0.012491 — 0.001434 + 0.000070
2 — 0.965185 — 0.141758 - — 0.007408
3 — 0.044882 — 0.010238 — 0.002642
4 + 0.000413 + 0.000092 + 0.000023 (8.8) -,
5 + 0.012287 + 0.001273 + 0.000187 1
6 + 0.028659 + 0.003691 + 0.000469 £
T
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y a la vista de la reduccién sufrida por los residuos y la homogeneidad re-
lativa de su orden de magnitud, los tomamos como aceptables para el cdlculo
de la drbita por el método expuesto en el pardgrafo sexto, de la forma
siguiente :

Mediante las f6rmulas (6.8) y (6.9) calculamos las tangentes de las ano-
malias excéntricas correspondientes a las épocas datos del problema, y se
obtiene :

— 0.056601 — 0.194441

tg B, - L Spesale g e sag
8 % = T 0.002107 bseisle, B BT o 000a0n v
— 0.320600 ‘ 0.149993
E,=———— = __ (. ORI — b A I 5 32
e 0.643835 g B = — ot = + 0.10426

y de estos valores, se obtienen

E, = 272°.1319 = 4.749597 rad. (sup. a 2 = = 1.533588)
E; = 295°.3944 = 5.155607 rad. (sup. a R # = 1.127578)
E, = 327° 2262 = 5.711156 rad. (sup. a 2 = = 0.572029)

E. = 10°.9934 = 0.191871 rad.

y con las (6.10) obtenemos:

E, =E,— U = 244°9813 Lo que nos permite adoptar los valores
E,=E,— V =244°.9802 E, = 245°.0402 = 4.276758 rad. (sup. 2 = =]
E,=E — W = 245°.0322 E, = 48°.1909 = 0.841090 rad. [= 2.006427
£, = E,— X = 245°.1672 :

El periodo se obtienen inmediatamente a partir de
p = 0.012642 rad. 7 — Rl 86 e PR — 507

Para el célculo de la excentricidad, las férmulas (6.11) y sus andlogas
nos permiten obtener

0.056601 0.194441
& R L o ieveore el
0.329600 0.149993
e, = 0470950 0.6998 e, = 0.214966 0.6977
y el valor medio de la excentricidad es e = 0.7005

Las seis ecuaciones de la forma (6.12) que podemos plantear nos dan
(T = 24198244  (nT), = 24.199818  (pn T), = 24.199594
(n T), = 24.198480 (n T), = 24.197844 (v T); = 24.200279

que permiten obtener el valor medio (p T) = 24.199043, y de aqui el paso
por el periastro, ek
T = 1929.44

g




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

Conduciendo ahora el célculo por el método del Dr. Cid (12), ya resefia-

do, tenemos sucesivamente,

G = tg E;/2

1+ 0.424475 — 1.568474
2 + 0.7265643 — 0.963471
3 + 1.376380 — 0.632242
4 —3.077680 — 0.294077
5 4+ 0.363970  + 0.096231

o
D

+ 9.514360 + 0.447225

tg v;/2

V;

— 3.733715  209°.9874
— 2.293520  227°.1150
— 1.505036  247°.2030
— 0.700043  290°.0128
+ 0.229076 25°.8048
+ 1.064608 93°.5846

q: = tg v,
+ 0.5770567
+ 1.076713
+ 2.379258
— 2.745573
+  0.483522
— 15.963038

De aqui se pasa inmediatamente al siguiente cuadro de valores a utili-

zar en el cdlculo w, @, e ¢:

v JUs S U Dk Pi i

1 +1.001532 — 0.152582 + 0.244946 +
2 +1.803256 — 0.350170 + 0.782278 +
3 +3.755638 — 1.002878 + 3.274763 —
£ —5.823268 — 0.332107 -+ 8.449995 —
5 +0.847492 — 0.119552 + 0.175987 +

6 —6.448678 +25.477398 —151.878090

1I— p:i g
0.755054
0.217722
2.274768
7.449995
0.824013

+ 4+ + + +

L + p:q

1.244946
1.782278
4.274763 (8.9)
9.449995
1.175987

+152.878090 —150.878090

Como para el calculo de los elementos o, @, 7, solamente es necesario
utilizar tres pares de valores de p; y ¢;, vamos a calcular dichos elementos
con la terna de puntos 1-3-5 primeramente, y para ellos tenemos

M, = + 5.022537 N, = — 0.668315
M, = — 0.185373 N, = + 0.030598
My, = — 5.113957 N = + 0.5696277
2M = —0276793 XN = — 0.041440
con estos valores y los de p; y ¢: obtenemos
tg (0 + Q) = — 0.055894 tg (0 — Q) = — 0.592253 que nos dan
(@ + Q) = 176°.8009 (0 — Q) = 148°.9415 12 =1 22°°6715
y de aqui:
o = 162°.8712 Q = 13°9297 1 = 45°.3430 (8.10)

con cos © = 0.702861.

Calculando ahora con estos elementos los &ngulos de posicién de los
puntos-dato, de partida, encontramos las siguientes diferencias observaci6n-

calculo:

b
|
b |
d_
3
&
i
&
4
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) o + V;

372°.8586
389°.9862
410°.0742
452°.8840
188°.6760
266°.4558

S Ot = W 0~

tg (0 + v)

+ 0.228270
+ 0.577029
+ 1.194891
— 19.8500

+ 0.152595
+ 4.14934

MEJORA DE ORBITAS DE BINARIAS VISUALES

tg (6: — 9

+ 0.160442
+ 0.405571
4+ 0.839842
— 13.951791
+ 0.107253
-+ 2.917709

6, — @

9.1149
22.0760
40.0266
94.0997

186.1217
251.07

f, 0-C
23.0 0.0
36.0 0.0
54.0 0.0
108.0 0.0(8.11)
200.0 0.0
265.0 ' — 1.0

Estas diferencias observacién-cdlculo muestran patentemente que la 6r-
bita calculada pasa correctamente por los puntos prefijados, excepto por el
ultimo, y concretamente por los tres que han servido para calcular sus
elementos.

Vamos a tomar ahora como puntos definidores los de la terna 2-4-6 y-
para ellos tenemos andlogamente :

M, = — 938.290415 N, = — 190.653614
M, = — 277.082352 N, = — 7.425175
Me— 12.166398 M, = — 2717198
2 M =-—1227.539165 XN = — 200.795987

y estos valores junto a los de p; y ¢; nos dan

tg (0 + Q) = — 0.045055 (0+9Q)=177°.4203 cos (o +9Q)=—0.998986
tg (0 — Q) = — 0.704785 (0—Q)=144°.8244 cos (0o—Q)=-—0.817390
ot = 0:190017 /2 = 24°.0903

y de estos,

o = 161°.1223 OF—N1 6222979 1 = 48°.1806 (8.1R)

siendo en este caso cos ¢ = 0.66678h, y las diferencias observacién-cdlculo-
son :

yEEaEE O (o o) te 0, = ) g0, 0-C
B L1097 0196367 01309351 70 4596 93T (i
2 282373 + 0.537033 + 0.358085 19.7016  36.0 0.0
88 3953 938 on ) A0 (ABE 86 83401 Th3 (B )19
4 91.1851 —50.4708  — 33.6532 91.7021 108.0 0.0 (8.13):
5 186.9271 + 0.111493 + 0.074342 184.2516 20056 — 0.5
6 264.7069 + 38.657112 <+ 2438507 247.7021 264.0 0.0

Vemos e n este caso que la érbita obtenida pasa exactamente por los tres:
puntos definidores de sus elementos, y reparte aceptablemente los errores.
en los otros puntos.

=S QQi




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

A la vista de los errores obtenidos en (8.11) y (8.13) vamos a aceptar
como definitiva la dérbita que tenga como elementos los promedios de los
(8.10) y (8.12) que son

o = 162°.08 Q = 15°0 i = 46.77 (8.14) -}i

con cos i = 0.684937. 1

Para estos valores, las diferencias osbervacién-cdlculo son: r'

i ad+o. te@+v)  O-—9 6—0 6 00

1 12.06 + 0.213651 0.146337 8.3 23.3 —0.3 |

D 29.19 + 0.558652 0.382641 20.9 36,9 + 0.1 g

3 49.28 + 1.161790 0.795753 38.6 53.6 + 04 :}I

4 92.09 — 27.4021 — 18.7687 93.0 108.0 0.0 (8.156) &

5 187.88 + 0.138406 0.094799 1854 2004 —04 t
6 255.66 + 3.911740 2.67929 249.5 2645 — 0.5

Vemos que con estos elementos se reduce a su mitad la sexta diferencia
observacién-célculo de (8.11) y la distribucién de los errores puede ser Lk
aceptada sin reparos. §

Nos queda finalmente, el cdlculo del semieje a, de la 6rbita para el cual,
en este caso solamente disponemos de una observacién de distancia, y el
valor que este tinico cdlculo nos dé, debe ser aceptado con reservas, pero
al calcular todas las diferencias 0-C para toda la lista de puntos osberva-
dos (11) utilizaremos cuanto se ha dicho al final del aprdgrafo sexto, a este :
respecto. )

De las férmulas (6.17) se obtiene

cos (B, — Q) 1 + e cos v,

cos (o + v;) 1— é

a = p;

AR S AL B i R R U

Como en este caso son

o= 1496 4
f,—Q = 8°.35 cos (f, — @) = + 0.989399 5
o + v; = 12°.06 cos (0 + v)) = + 0.977229 k|
v; = 209°.99 cos v; = — 0.866113 a
1— ¢ = 051 |
se obtiene ‘

a=1751 (8.16)

Para completar el estudio, vamos a calcular todas las diferencias 0-C,
de los datos disponibles (11) de esta ¢rbita para lo cual disponemos los
usuales cuadros de valores:

=
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t

1821.39
32.73
38.66
43.16
51.37

1856.54
63.00
68.50
76.52
83.00

1889.61
98.33
1906.16
10.70
14.79

1920.27
23.78
26.25
32.50
38.45

1941.71
45.48
51.53
54.98
57.72

para a=1
or
1.271
1.187
1.139
1.101
1.026

M,

282.35
290.50
294.76
297.99
303.89

307.61

312.25
316.20
321.97
326.62

331.37
337.64
342.55
346.33
349.47

363.41
355.91
367.70
2.20
6.47

8.82
11.52
15.87
18.07
20.32

Para 9,
o + v 6, — @
12.47 8.6
16.20 11.3
18.34 121/
20 08 14.0
23.53 16.6
25.92 18.4
29.24 2019
32.38 23.5
37.38 7.
42.73 32.3
48.93 38.2
69.47 49.3
70.68 62.8
82.83 79.5
94.40 96.4
114.69 123.9
131.08 141.9
144.18 153.7
179.33 179.5
208.75 200.6
221.40 2L
233.96 223.2
249.06 240.8
255.08 248.7
260.43 266.2
Para o;

b;
23.6
26.3
2 (el
29.0
31.6

33.4
36.9
38.5
42.7
47.3

53.2
64.3
77.8
94.5
111.4

138.9
156.9
168.7
194.5
215.6

226.1
238.2
265.8
263.7
271.2

(Con las mismas épocas que para ;)

Pi
oilei calcu.
1.5673 2.02
1.692 1.89
1.930 1.81
1.661 1.75
1.636 1.64

e RE

0-G
0.0
+ 0.2
mrAlRlL
+ 0.7
— 0.6

0.0
— 0.8
+ 0.5
+ 0.6
+ 0.9

+ 0.4
— 0.3
— 2.0
— 0.7
— 14

+ 3.9
+ 1.0
+ 5.1
— 2.3
— 0.9

— 2.7
— 42
— 5.3
— 0.3
+ 2.9

0-C

— 0.02
+ 0.12
+ 0.39
— 0.03
+ 0.04 -

(8.17)
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0.976 1.556 1.56 — 0.04
0.909 1.49% 1.45 — 0.09
0.849 1.671 1.35 + 0.07
0.760 1.643 1:21 + 0.04
0.674 1.867 1.07 + 0.19

0.588 1.683 0.94 + 0.05
0.468 1.642 0.75 + 0.02
0.376 1.839 0.60 — 0.02
0.311 1.187 0.49 — 0.12
0.276 1.800 0.44 — 0.08

0.269 1.388 0.41 — 0.05
0.266 1.126 0.43 — 0.13
0.277 1.552 0.44 — 0.01
0.305 1.537 0.49 — 0.02
0.322 1.766 0.51 + 0.06

0.329 2.004 0.52 + 0.14
0.338 1.6564 0.54 + 0.02
0,360 1.5564 0.87 — 0.01
0.375 1.490 0.60 — 0.04
0.394 1.266 0.62 — 0.12

K = promedio de Pi, = semieje adoptado = 17.59
(°H

Finalmente, los elementos definitivos de la 6rbita y las efemérides cal-
culadas son:

Elementos Efemérides
P = 500%.97 _Epoca 0; Pi

e 0.70

T = 1929.44 1962.0 07674
o = 16R°.08 1964.0 0.696
Q
v
a
n

15°.0 1966.0 0.725
46°.77 1968.0 0.752
1”7.59
0°.7186

L b sz i

9. ORBITA DEL PAR VISUAL ADS. 5159 = A. 2817:

a) Orbita I..

De este par da Baize (11) una “nueva 6rbita”, quinta de las que publica
en la referencia citada, en la que aparecen unas fuertes diferencias obser-
vacién-calculo en los dngulos de posicién. Para experimentar la capacidad
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METODOS DE CALCULO Y MEJORA DE ORBITAS DE BINARIAS VISUALES

de mejora de nuestro método, objeto del presente trabajo, no hemos du-
dado en aplicarlo al citado par visual, tomando como datos iniciales los
obtenidos a partir de los propios elementos del Dr. Baize, para las épocas.

1915 1922 1930 1942 1946 1954  siendo
o74° 42 g2 i ooh iRl 57 (9.1)

e
6,‘ =
los respectivos dngulos de posicién adoptados de la curva § (t), de acuerdo
con el trazado de la fig. 3.* ’

I Las razones dobles (5.1) toman los valores

ay = — 0.074243 ap = + 8.686065 oy = — 0.460435

En estas condiciones, Jos valores iniciales calculados para realizar la pri-
mera entrada, son: ;

p = 0.198828 U, = 103° .31 Vo, = 2027 .47 ik
W, = 311°.30 X, = 3b2°.94 Y, = 469°.53 9.2)
‘ que llevados a las ecuaciones fundamentales (5.3) dan los siguientes re-
i siduos
‘l 1.2 ecua. ... +0.063369 2.2 ecua. ...+1.364952 3.% ecua. ...+0.121947
45 7 0001022 5° 7 . .+0.0000385 52 7 .. +0.000220(9.3)

y nos permiten escribir el siguiente sistema de ecuaciones para el céalculo
de las primeras correcciones de los valores (9.2)

__19.300423m —1.828136u -+ 0.306648v +1.736514w =—0.063369

+53.632367m —0.951012u +1.452805v —2.789121w = +0.001022
—950.083298m —0.058248u —0.195001v + 1.314293 x =—1.364952

1 71.876553m —0.168869u +0.1836200 —2.315609 x =—0.000035 (9.4)

—11.625074m + 0.262393u —0.4200800 —0.514990 y =—0.121947

_73.012166m —1.679609u —0.161027v +1.726572 y = +0.000220

Fliminando en este sistema las incégnitas w, x, y, entre cada par de
-ecuaciones que las contienen obtenemos g

.+ 14.091196 m — 2.420238 u. +'1.211162 v = — 0.062733 :
__909.287676 m — 0.154094 u — 0.090782 v = — 1.364972  (9.5)
— 33.402632 m — 0.238589 u — 0.468110 v = — 0.121881 &

La resolucién de estos dos tltimos sistemas conduce a las primeras co-
rrecciones, que expresamos en radianes,

+ 0.006631 w = — 0.033442 D)
+ 0.036578 x = + 0.192764 Y

y a los nuevos valores de las incégnitas fundamentales

pa = 0.205459 U, = 101°39 V, = 191°25 W, = 313°40'
X; = 363°98 Y, = 482°69 9.7)

—0.195780
+ 0.229763  (9.6)

m
w

[l

(1 1)
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

Para comprobar la marcha de la mejora, llevamos estos valores a las
ecuaciones fundamentales (5.3) obteniendo los residuos

1.2 ecua. ... +0.002791 2.* ecua. ...—0.511994 3.* ecua. ...+ 0.085170

4% =0 0l3432 th & R () 060039 62| 2l 0 [ 140550(91B)

que comparados con los primarios (9.3) nos hacen ver que, si bien han
empeorado los de las tres ultimas ecuaciones, han mejorado substancial-
mente los de las tres primeras, y en consecuencia, con los valores (9.7)
planteamos un nuevo sistema para el cdlculo de unas segundas correccio-
nes, y que es el siguiente:

—9.068986m —0.881849u + 0.287769v + 0.808803w '=—~0.002791
+50.730402m —1.227072u +1.401821v —2.164417w =—0.013432

—316.008010m —1.253771u +2.019427v +0.5631913 x = +0.511994
+67.682777Tm +0.117107u —0.068230v —1.804485 £ =—0.060939
+10.700009m —0.166636u —0.757999v —0.731715 y =—0.085170 (9.9)
—63.538575m —1.760623u —0.543377v +2.098627 y =—0.114955

Su resolucién conduce a las nuevas correcciones

m = — 0.001230 u = + 0.057247 v = + 0.099905
w = + 0.009631 xz = — 0.012418 y = — 0.018116  (9.10)

y éstas a los valores en segunda aproximacién siguientes:

w = 0.204229 U, = 104°67 V, = 196°98 W, = 313°95
X, = 363°27 Y, — 481°66 (9.11)

Llevados éstos, como en el caso de los (9.7) a las ecuaciones fundamen--
tales dejan los residuos siguientes:

1.* ... — 0.014094 2.% ... — 0.029923 3.* ... + 0.027615
4> ... + 0.003218 5.2 ... — 0.002554 6.* ... — 0.005953 (9.12)

que representan una mejora muy uniforme respecto de los (9.8). Esta firme:
marcha de los residuos, nos induce a realizar una tercera aproximacion,
preparando el nuevo sistema para el cdlculo de terceras correcciones con
los datos (9.11), y que ahora toma la forma

—12.541044m —1.300809u + 0.164153v +1.224680w = + 0.014094
+52.240828m —1.094595u +1.430091v —2.389263w =—10.003218
—303.404129m —1.230362u + 1.590675v +0.812687 z =+ 0.029923
+70.280585m + 0.093420u —0.084319v —1.923876 =z = +0.002554  (9.13)
+2.250334m +0.167117u —0.680931v —0.688525 y =—0.027615
—67.188744m —1.751548u —0.484326v +2.013162 y =—0.005953
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METODOS DE CALCULO Y MEJORA DE ORBITAS DE BINARIAS VISUALES

y su resolucién nos lleva a las terceras correcciones siguientes

m = + 0.000024 u = + 0.008103 v = + 0.030311
w = + 0.016294 xz = — 0.001398 y = + 0.012174 (9.14)

que permiten obtener los valores de las incognitas fundamentales

us = 0.204253 U, = 105°14 Vv, = 198°71 W, = 314°88
X, = 363°19 i R0l (9.15)

y llevados. como siempre, a las ecuaciones fundamentales, dan los siguien-
tes residuos

1.2 ... + 0.000873 2.* ... — 0.000755 3.* ... + 0.000093
4® ... — 0.0003563 5.* ... + 0.000189 6.*... + 0.000391 (9.16)

La homogeneidad y el orden de magnitud de estos residuos, asi como
la marcha de las sucesivas correcciones (9.6), (9.10) y (9.14), nos inducen
ya a realizar el cdlculo de la érbita, en forma igual al realizado para el par

anterior (vid. pardgrafo 3), y por lo cual no detallamos su operativa.
El periodo es

Para las anomalias excéntricas encontramos los siguientes valores
E, = 403°35 E; = 496°81 Bp — 61352 y E. = 661°02
que nos llevan a los de E,
298°21 298°10 298°15 y 297°83,
por lo cual adoptamos el valor medio E, = 298°07, y consecuentemente,
E, = 780°42
Para la excentricidad obtenemos, independientemente, los valores
0.2577 0.2581 0.2560 y  0.2684,
cuya media nos da
e = 0.2577.
El paso por el periastro es (valor medio)
T = 1949.93

S oY Sy




REVISTA DE LA ACADEMIA DE .CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

Para calcular los valores de o, @, 7, hemos tomado primeramente la ter-
ma de puntos dato 1.2.3, cuyos valores auxiliares (vid. pardgrafo 6), son

p. = — 14.300700 p: = + 0.900404 ps = — 0.324920
g = — 4.005127 g, = + 1.396478 g, = — 0.672041

de los cuales se obtienen
M, = + 1.538723 M, = + 70.413664 M, = + 133.971417
N, = — 1.387986 N, = + 32.7725679 N, = + 5.668103
De todos ellos se obtienen inmediata y sucesivamente

tg (0+92)=—0.010363 ©+9Q=3859°41  cos (o +@)= +0.999947
tg (0—Q)——1.282391 0—Q=307°95  cos (0—Q)= +0.614933
te? /2 = 0.292591 tg i/2=0.540917 i/2=28°41

de todos los cuales se obtienen los elementos

o = 333°68 Q = 25°73 U= 56882 (9.17)

Con estos elementos, las diferencias 0-C en dngulos de posicién para
los puntos datos, son las siguientes:

v, + o tgw+o) tg6:—92 6—Q i 0-C
207°70 + 4586410 + 2.510050 248°27 274°00 0.00
28.07 + 0.533278 + 0.291852 16.27 42.00 0.00
119.78 — 1.747510 — 0.956377 136.27 162.00 0.00
R12.83 + 0.644950 + 0.352968 199.44 225.17 — 0.17 (9.18)
260.84 + 6.201620 -+ 3.394023 253.58 279.31 -+ 0.69
47.77  + 1.101690 + 0.602933 31.09 56.81. ~+ 0.19

.y nos demuestran la bondad del célculo por el exacto paso por los puntos
i.2.3 tomados como definidores y vemos que la 6rbita calculada pasa li-
geramente mal por los otros tres, pero especialmente por el quinto punto.
kn vista de ello definimos ahora los elementos angulares de la 6rbita con

los puntos 2.3.5 (p; = — 5.671812, ¢; = — 3.237680), y encontramos los
valores
o = 334°31 Q) = 2572 e 1 = 56°H5 : (9.19)
Yy para ellos, las diferencias 0-C en las 6, datos resultan
Punto 0-C

1 — 0.67

2 0.00

3 0.00

4 — 0.22 - (9.20)

5 0.00

6 — 0.04

oG =
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METODOS DE CALCULO Y MEJORA DE ORBITAS DE BINARIAS VISUALES

A su vista y compardndolas con las obtenidas en (9.18) adoptamos la
orbita con los elementos comunes a ambas,

P = 30°76 e = 0.2577 T = 1949.93 (9.21)
y los promedios de los serefiados en (9.17) y (9.19), que son:

© = 333°99 Q = 25°47 i = 56°68 (9.21)

Estos elementos permiten obtener las diferencias 0-C, (§, — datos) si-
guientes :

Ug + w tg (’Di + 0)) tg (61 T Q) 9,‘ TRy Q 6[ O‘C

208°01 4 4.708670 + 2.586312 248°86 274°33 — (.33
28.38  + 0.540247 + 0.296739 16.53 42.00 0.00
120.09 — 1.7256780 — 0.947912 186.53 162.00 0.00
213.13  + 0,652638 + 0.358472 199.72 225.19 —0.19 (9.22)
261.15 + 6.422630 + 3.527677 264.17 279.64 + 0.36
48.08 4+ 1.113740 + 0.611749 31.46 56.93 + 0.07

En vista de la magnitud y buena distribucién de las diferencias obteni-
das aplicamos los elementos (9.21) a todas las observaciones disponibles,
obteniendo las diferencias 0-C en 6, que se relacionan:

N —— ] M, Vet 0 0; 0-C
1= 26.42 - 309211 255356 244°88§ 270°35 + 4°25
2 33.53 32.30 27.35 15.86 41.33 — 1.13
3 3958 103.09 102.99 112.79 138.26 — 8.14
4 40.656 115.61 112.36 126.83 152.30 + 4.10
5 4474 163.46 143.86  158.14 183.61 + 4.19
6 48.55 208.04 171.30 175.20 200.67 — 0.37
7 53.57 266.77 212.94 199.59 225.06 — 0.76
8 5542 288.41 232.64 215.73 241.20 + 7.60
9 56.46  300.58 24553  230.85 (255.82)

10 64.26 31.72 26.51 15.32 40.79 — 5.59

11 66.38 56.65 58.51 41.88 67.35 —4.75

Estas diferencias son todas de menor valor absoluto, en general, que
ha obtenido Baize (11), y si bien su distribucién hacia el final (puntos 10 y
11), no sigue la mejora obtenida en el conjunto, hay que pensar que, por
ser un par de escaso numero de oshervaciones, y éstas de no mucha con-
fianza por al igualdad de ambas estrellas, la falta de mejores resultados
puede provenir de la eleccién de los puntos sobre la curva, siendo ésta un
tanto incierta por la apuntada razén.
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REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

Por ello, hemos decidido hacer una cuarta entrada, partiendo de la
6rhita definida por los elementos (9.21), que hemos visto es m4as aproxi-
mada que la incial, pero modificando los valores de las 6; datos, para las
mismas épocas que se resefien en (9.1).

b) Orbita II.
Hemos tomado para esta nueva entrada (fig. 4) los valores de los angu-
los de posicién.
9, — 27620 415 1620 ° 2256 2820 “y * 65.0

tomando como valores iniciales de las incégnitas fundamentales los obteni-
dos en (9.15), siendo ahora los valores de las razones dobles, los siguientes:

o = — 0.095848 oy = + 8.828232 as = — 0.377269

Partiendo de todos estos datos se establece el sistema que define las
nuevas correcciones

—13.523075mu —1.425066u +0.209840v +1.326672w = +0.014007

+53.001085m —1.043701u +1.399948v —2.4565960w ='+0.000853

—302.905242m —1.330977u +1.585283v +0.889000 z = +0.007652
+71.075863m +0.088378u —0.081571v —1.976579 x =—0.000192  (9.24)

—3.598721m + 0.124617u —0.640952v —0.545985 y = +0.032472

— 67.870957Tm —1.735616u —0.495336v +1.993853 y = +0.000389

La resolucién de este sistema permite obtener las nuevas correcciones

m = — 0.000090 u = —0.022214 v = — 0.029362 w = — 0.009576
z = — 0.002916 y = — 0.029493

que conducen a los nuevos valores de las incégnitas principales

p. = 0.204163 U = 103°87 V = 197°03 W = 314°33
X = 363°03 Y = 480°66

cuyos residuos en las ecuaciones (5.3) del sistema fundamental son
12...—0.001490 2. .. —0.002463 3.* ... — 0.000004
4* . 4+ 0.000293 5.*...—0.000034 6. ... — 0.000067

y en virtud de su orden de magnitud procedemos al célculo de los elemen-
tos de la 6rbita II, utilizando la terna 1.2.3 para el cdlculo de los angulares,
obteniendo :

P = 30°77 e = 0.246 T
Q

= 1949.80 o = 331°16
0 =26-75 1 = H8°HT
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METODOS DE CALCULO Y MEJORA DE ORBITAS DE BINARIAS VISUALES

Calculadas con ellos las diferencias 0-C para los nuevos valores 0; datos,
encontramos las siguientes:

Punto 0-C

o ] AR

0.00
0.00
0.00
+ 0.09
— 0.20
— 0.04

A

—

B O D =

R e

o’

T
o

AP
D

que mejoran muy substancialmente los obtenidos con la drbita I, y que
han sido resefiados en (9.22)

El promedio de los cocientes p;/p/, ¥y que adoptamos como semieje es
0.243.
B En definitiva, los elementos que adoptamos para la érbita del par visual
1 ADS. 51569 = A. 2817 son los siguientes:

SRR

= S o = 331°16
@ = 0.246 Q— 26570
T = 1949.80 = B
(n = 11°689) 0= (0
con los siguientes resultados finales:
Observaciones 0-C
191483 276 048 A 2nm oo hii0g
‘g 31.94 40.2 ).20 A2 — 0.7 + 0.01
27.99 129.4 0.17 VBs 1 — 6.9 + 0.02
29.06 156.4 0.19 VBs 1 + 4.8 + 0.02
33.15 187.8 0,20 o 1 + 3.3 — 0.06
19696 P00 09 WBs L i 0
2 41.98 224.3 0.26 VBs 2 — 1.0 + 0.03
i 43.83 248.8 0.20 VBs 1 + 74 + 0.03
44 87 =0"1 VBs 1 (256.4 0714)
52.66 35.2 0.11 VBs 2 — 5.1 — 0.08
1954.79 62.6 0.13 VBs 3 — 2.8 — 0.03

La comparacion de las diferencias 0-C en 6, con las obtenidas en (9.23)
3 habla claramente de la mejora obtenida con esta nueva aproximacién, pre-
via la rectificacién de los dngulos de posicién que han servido de nuevos
datos. Los comentarios a la sistemética de signos en los residuos para las
distancias aparentes han quedado consignados en la introduccién.

Seminario Matemético

Secci6n de Astronomia y Geodesia.
Zaragoza, marzo de 1962
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ESTUDIO TEORICO Y EXPERIMENTAL DE LA DIFUSION
EN COLOIDES DE ORO

por
Francisco Biscones PrNa

Laboratorio de Quimica inorgénica de la Facultad de Ciencias de Zaragoza

INTRODUCCION

A partir de los estudios de Fourier acerca de la propagacién del calor,
muchos otros investigadores han trabajado en resolver los problemas que
la difusién plantea en el campo cientifico, con proyeccién en muchas oca-
siones en el terreno de la técnica.

Figuras tan relevantes y conocidas como Graham, Fick, Smoluchowsky,
Einstein, etc., han arrojado luz sobre este tan sugestivo tema, al que mo-
destamente hemos consagrado, si bien con todo interés, nuestro esfuerzo
intelectual.

En este trabajo, distinguiremos tres partes principales: en la primera,
que podriamos llamar histérica, repasaremos brevemente las ideas que so-
bre difusién se han tenido a lo largo de estos tltimos cien afios, sefialando
las mds valiosas contribuciones para el esclarecimiento del problema, e
indicando cudl es el estado actual de la cuestion.

En la segunda, o tedrica, dejaremos sentados los puntos que en el cdlculo
de probabilidades hacen relacién con este asunto, llegando a su aplicacién
al problema que nos ocupa.

Por fin, en la parte tercera, la experimental, mostraremos la técnica
empleada en el laboratorio para la obtencion de coloides, para el logro de
una difusién de los mismos en condiciones adecuadas, para el estudio de
concentraciones coloidales en condiciones variables de tiempo y distancias ;
analizando los resultados obtenidos y contrastdndolos con los tedricos, ex-
traeremos finalmente las conclusiones a que haya lugar.

—101=—




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

PARTE HISTORIGCA

Podemos situar el momento inicial del estudio de la difusién, en los
trabajos matemdticos de Fourier, mediante los cuales se resolvieron los
problemas teéricos que planteaba la propagacién del calor (1) a través de
paredes y de sélidos en general (2).

Graham y Fick, intuyeron la analogia entre la propagacién del calor
a través de cuerpos sélidos y el paso de materia por difusién a través de
s6lidos, liquidos y gases, en los que la concentracién correspondiente a
dicha materia no es uniforme.

Fruto de los estudios en estos dos cientificos fue el establecimiento de
las llamadas “leyes de la difusién” tan conocidas entre los cientificos.

Einstein, en la primera década de este siglo, dio un paso mas, inter-
pretando el mecanismo de la difusion y dando un método experimental
muy acertado y practico para la determinaci6n del coeficiente de difusién
que siempre se presenta en las férmulas de Fick. Anteriormente a Einstein,
Van T'Hoff, V. Henry y algunos més, prepararon el camino para el logro
que el famoso padre de la relatividad alcanzé en este tema de la difusion.

La naturaleza estadistica de los fenémenos de la difusién nos ha su-
gerido su estudio aplicdndole el cdlculo de probabilidades.

Veamos, aunque rapidamente, estas aportaciones que, por cierto seria
muy conveniente darles una forma concordante y. exponerlas con un Cri-
terio y nomenclatura uniformes. Al menos, se nos permitira insistir sobre
el pensamiento de los autores que se citan, pero uniformando su lenguaje
y expresiones escritas, asi como acoplando sus conceptos, mediante una
notacién que no todos ellos emplearon.

VELOCIDAD INSTANTANEA Y VELOCIDAD UNITARIA

Las disoluciones y los coloides, que en fin de cuentas son los que mas
a mosotros nos interesan, pueden considerarse como moléculas o agrupa-
ciones moleculares que se hallan animadas incesantemente de moyvimiento
dentro del disolvente o del medio de dispersion.

Considerando a la velocidad como espacio recorrido partido por tiem-
po empleado, las velocidades a estudiar en los sistemas coloidales son
variables con los tiempos de observacién, por lo cual para los cdlculos que
precisamos, hemos de tomar velocidades correspondientes a tiempos
iguales.

En casos anédlogos suelen utilizarse velocidades instantdneas; pero sién-
donos éstas desconocidas, usaremos velocidades unitarias (o desplazamien-
tos en unidad de tiempo), siguiendo asi el criterio de todos los autores.
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VELOCIDAD GEOMETRICA Y VELOCIDAD MATERIAL

El vector representativo de la velocidad que en cada punto y a cada
instante posee una molécula o una micela, dentro del medio de dispersién,
mide su velocidad geométrica (3).

Para nuestras deducciones y célculos supondremos que todas las molé-
culas o0 micelas existentes en cada unidad o elemento de volumen, se hallan
animadas de la misma velocidad geométrica unitaria, cuyo médulo coincide

con la velocidad media aritmética. A esta velocidad la representaremos por

D.

Si se define como wvelocidad material (3) al producto de la velocidad
geométrica por la concentracién ¢, serd

Velocidad material = D. ¢

En el caso de que las concentraciones sean distintas en los diversos pla-
nos del medio estudiado, la velocidad material también variard con la situa-
¢i6n, y mediante su conocimiento tendremos una medida de la cantidad
‘de materia que se desplaza en el sentido del vector D. en la unidad de
tiempo.

‘CAUDAL MATERIAL
Cuando consideremos una seccién de area ¢, el producto

D. c. q.

nos dard la caudalosidad material (4) que la atraviesa, pues facilmente se
ve que dicho producto corresponde a la materia que pasa a través de g. en
la unidad de tiempo.
A su vez
Dsc gt

serd el caudal material es el tiempo ¢.

EXPRESION DE LA CONCENTRACION

Conviene también hacer notar que, pudiendo darse la concentracién
.como cantidad de soluto o de coloide en unidad de volumen, expresada, ya
por masa, ya por el contaje de particulas y siendo este dltimo método el
‘que nos parece mas practico, a él nos atendremos de ordinario.

Cuando se hable pues, de concentracién en un plano, entendemos que
es el valor medio resultante al considerar las concentraciones en los diver-
s0s puntos que componen el plano. En realidad, alli donde hay micela, la
concentracién es maxima, mientras que serd 0 la concentracién en los pun-
tos donde no existe particula coloidal.

‘GRADIENTE DE CONCENTRACION

Para que se efectie el transporte de materia por difusién a lo largo de
un medio de dispersién, es necesaria una diferencia de concentraci6n en
los divrsos planos del medio.

— 103 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

Pues bien, a la variacién de esta concentraciéon a lo largo del medio lo
llamados gradiente de concentracién, que se representa por el cociente
diferencial : ﬂ

dx
" El sentido en el que se efectia la difusién es siempre aquel segin el que
decrece la concentracién, debido a la tendencia natural a igualarse la dis-
tribucién material en todo el medio.

Por tanto, el signo del gradiente serda + si las variaciones de concen-

tracién y de x son cocrecientes, o sea si a A c¢ 2 0, corresponde A x 2 0,

y serd — si ambas variaciones son contracrecientes, es decir si. a A ¢ Z 0,
corresponde A z S 0.

Conviene tener esto en cuenta para interpretar facilmente el signo me-
nos que suele aparecer en las ecuaciones de difusion.

Tras estas aclaraciones, entramos de lleno en nuestro tema de la di-
fusion.

MECANISMO DE LA DIFUSION

Por cuanto llevamos dicho resulta facil comprender que, de no existir
condiciones exteriores que mantengan fija la distribucién inicial de las
concentraciones materiales —supuesta variable con la situacién dentro del
medio de difusién— la materia tiende por si (5) a repartirse de tal modo
que su concentracién llegue a igualarse en todo el medio, siempre que dis-
ponga de tiempo suficiente para que la difusién se efectie.

Esta tendencia se efectiia gracias y mediante el proceso de la difusién.

Supongamos un cilindro lleno de una disolucién, o de un coloide, de
tal forma que la concentracién inicialmente vaya disminuyendo de izquier-
da a derecha, o sea ¢, > ¢z > c.

i 1 ]

{

Fic. 1

Después de un tiempo suficiente, por efecto de la difusién, se puede
apreciar una distribucién de concentraciones que supera en valor al inicial,
en la parte derecha del cilindro, mientras que es inferior en la regiém
izquierda del mismo.
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ESTUDIO TEORICO Y EXPERIMENTAL DE LA DIFUSION EN COLOIDES DE ORO

El fenémeno de la difusién se efectda, pues, por el paso de la materia
desde los puntos en que es mayor la concentracién, a aquellos en que lo.
es menor. Pero esto no quiere decir que no haya transferencia de materia
de puntos menor a otros de mayor concentracién sino, que la cantidad de
materia que pasa durante un mismo tiempo a través de la misma super-
ficie, siempre es mayor en el sentido de las concentraciones decrecientes
que en el contrario. Ademds la difusién serd tanto mds intensa, en dicho
sentido cuanto mayor sea el gradiente de concentracién, supuestas iguales
todas las demds circunstancias. Esto se ha querido indicar en la anterior
figura, significando los vectores punteados el paso de materia a través
de D en ambos sentidos, y el vector definitivo la suma algebraica de ambos:
vectores, equivalente a la materia difundida.

VARIACIONES TEMPORALES DE LA CONCENTRACION. PRIMERA LEY DE FIck

Consideremos el cilindro antedicho, cuya seccién es ¢ unidades
cuadradas

|
©

EL s Ldc
L dC
L - dCy

dx
Fic. 2

e

—

Sea D la velocidad geométrica, que suponemos invariable con el tiem-
PO, supongamos que todas las moléculas de un elemento de volumen estan
animadas con la velocidad D.

dc : : Skt
Sean ¢ y ¢ + e las concentraciones micelares en los planos infinite-
5

simalmente préximos X y X + dx, situados a izquierda y derecha del pla-
no en el que se estudia la difusién.
El caudal material favorable a la difusién, que atraviesa durante dt el
plano serd:
d@— ) civqdt

El caudal material destavorable a la difusién, en ese mismo tiempo y a
través del mismo plano seré :

de

dCdzD(c+ == ) q. di

Por tanto, el caudal material que, en fin de cuentas, traslddase por di-
fusi6n en el sentido en el que ésta se efectia, o por asf decir el caudal-saldo,
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ser4 la diferencia entre el favorable y el desfavorable a la misma difusién,
0 sea:
dc

dx

que es la expresién conocida, de la primera ley de Fick (6).

dC = dC,— dC, = — D. dt

VARIACIONES ESPECIALES DE LA CONCENTRACION. SEGUNDA LEY DE FICK

La primera Ley de Fick que nos hemos permitido repasar, sélo nos dice
la cantidad de materia —caudal— que difunde a través de ¢ en el tiempo
dt, pero nada nos indica sobre la forma de distribucién de la concentracién
micelar a lo largo del cilindro. Esto es lo que intenta la segunda Ley de
Fick, lograndolo en forma diferencial (7).

La expresién diferencial de esta ley sabemos que es:

9 ¢ & c
1)
ot d &
a la que se llega muy facilmente por célculo fisico matematico, y que nos
dice la relacién entre concentracién, tiempo y posicién espacial.

Esta ecuacién, por otra parte, es andloga a la de Fourier para la pro-
pagaci6n del calor a través de paredes.

Por integracién de la misma se obtienen las soluciones de los casos préc-
ticos (8).

Ahora bien, estas soluciones dependen de las condiciones impuestas a
los limites de integracién, y en realidad, hasta el presente (9) s6lo se han
logrado expresiones para condiciones fisicas que limitan mucho el campo
de la experiencia.

Asi, por ejemplo, si un tubo, practicamente indefinido, en el que se
considera fija la concentracién en uno de sus extremos, 4, que es en el que
se pone el problema, y en cambio es nula en el otro extremo, B, por exis-
tir s6lo en el medio de difusién, suponiendo asimismo que D sea constante,
se tendrd, segin Krampf (10) en un punto separado de la seccién de con-
tacto inicial entre el problema y medio de dispersién, una distancia X
después del tiempo ¢, la formula:

W= | L o /‘y eali dy.)
vor /

; Y ¢ es la concenfracién inicial en el punto conside-

3
2 v Dt
‘ado como el origen de la difusién, o sea ¢, = ¢4, 0 lo que es lo mismo la
concentracion del problema antes de que tenga lugar la difusion.

Actualmente sigue empleindose esta misma ecuacién de Fick, integrén-
dola para ciertos casos especiales, utilizando para ello diversos procedi-
mientos, como el empleo de operadores (11) etc.

Otra manera de enfocar la cuestién nos parece que podria resolver el
problema de forma sencilla y més general. Esta es la finalidad de nuestro
trabajo, como mas adelante se vera.

en donde y =
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EXPERIMENTAL DE LA DIFUSION EN COLOIDES DE ORO

TEORICO Y

ESTUDIO

EsTupio DEL COEFICIENTE D

Vistas ya las dos leyes fundamentales de la difusién, vamos a ocupar-
nos de la constante D, revisando con criterio coordinador las ideas, mé-
todos de célculo y consecuencias que en torno a la misma han expresado,
usado y deducido los autores mds destacados en este terreno (12).

Graham, Henri, Einstein y Langevin, sobre todo, nos interesan. Graham
por haber sido el iniciador experimental de dicho estudio; Henri por rela-

cionar D con la fuerza debida a la presién osmdtica, causa, segun él, de la

difusién ; Einstein, por aplicar a su estudio la teérica cinética y fuerzas de
rozamiento que, dando una nueva vision del movimiento browniano, en-

caminé por nuevos derroteros el problema de la difusién; y, por fin, Lan-
gevin por su deduccién sencilla y elegante, aplicando un proceso fisico-

matematico.

Graham, aunque con muy escasos medios, tiene el mérito de haber mar-
cado el camino en la experimentacién de la difusién, empleando sustancias
solubles en el agua. Dispuso dos métodos distintos, basados en el analisis
quimico (13).

A su imitacién, se usaron después diversos métodos fisicos y quimicos
para determinar las variaciones de concentracién y a su través deducir D.
Los més importantes son el de polarizacién de electrodos de Weber (14), el
polarimétrico de Voit (14), el fotoespectométrico de Thovert (15), el refrac-
tométrico de Johannisjanz (14), el 6ptico de Wiene (14), los fotocolorimé-
tricos, etc. (16).

Henry enfoc6 de una nueva forma el problema de la difusion, al rela-
cionar este proceso con la presién osmética del soluto en el medio de dis-
persién (17).

— |Tl=dN

dx
Fic. 3
Este nuevo enfoque marca, a su vez, el camino al tratamiento cinético-
molecular de la difusion, llegando a la conclusién de que
RT
Il
en donde vemos a D relacionado con valores perfectamente conocidos: R,
constante de los gases, T, temperatura absoluta del liquido y F fuerza ne-

cesaria para desplazar un mol de sustancia disuelta con una velocidad li-
mite de un centimetro por segundo en el seno del disolvente.

D=

e
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ConTRIBUCION DE FINSTEIN A ESTE CAPITULO CGIENTIFICO

Fl genial A. Einstein, tuvo en esta materia también un resonante triun-
fo. He aqui como trata este asunto (18).

Considera una vasija cilindrica llena de una disolucién diluida. En el
interior puede considerarse un émbolo movible constituido por una mem-
brana semipermeable que divide al cilindro en dos partes 4 y B. Supone
que la concentracién de la disolucién en A es mayor que en B, de tal modo
que si se quiere que el émbolo permanezca .fijo, tendrd que hacerse desde
fuera una fuerza hacia A que sea igual a la diferencia de las presiones
osméticas en A y B, multiplicada por la superficie del émbolo.

Ahora bien, como esa fuerza exterior no hay posibilidad de ejercerla,
el émbolo se moverd bajo el influjo de la mayor presién osmética en A
que en B.

7

A B

|
|
|
C | G
A B
....ll_.,

Fic. 4

De estas consideraciones, ya propuestas por Henri, se sigue que las fuer-
zas debidas a la presién osmética son las responsables de la igualaci6n de
las concentraciones en los procesos de difusién. Para mayor abundancia,
Nernst ha establecido su teoria sobre la relacién entre la movilidad de los
iones, el coeficiente de difusién y la f.e.m. en pilas de concentracién.

1 1-dTH

E

i3> E—dE

X X+ dX
Fie. 5
En el cilindro horizontal de seccién g, que contiene una suspension co-
loidal, supone Einstein que hay en un plano dado, situado a distancia =

del origen, E grdnulos o micelas por unidad de volumen, mientras que en
otro plano,  + dz, la concentracién es E dE.

E=cN N = N° de Avogadro ¢ = concentracién molar
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ESTUDIO TEORICO Y EXPERIMENTAL DE LA DIFUSION EN COLOIDES DE ORO

Aplicando a las particulas en suspensién el tratamiento de la teoria ci-
nética de los gases, la presiéon debida a los impactos sobre el plano pri-

mero Sera

mE¢c®

3

siendo m la masa de un granulo y ¢* la velocidad cuadratica media.
En el plano & + da la presién serd:

m (E — dE) ¢

T =

=
T T 3
de las dos ultimas expresiones se obtiene:
mdE¢c
d e R N
= 3
y derivando respecto de x:
dimi il s dE
dx 3 dx

Ahora bien, el gradiente de presién, multiplicado por la seccién trans-
versal del cilindro, serd el gradiente de fuerza al que se debe la difusién,

dn  dF

q dx dz

Pero la fuerza dF es la que actia sobre todas las moléculas o grdnulos
que se encuentran en el volumen elemental considerado, E. q. dz, luego la
-fuerza correspondiente a cada uno de ellos sera:

dF q-d =

/= Eq dx = E.q.dx
en donde simplificando y reemplazando tendremos:
mer. - dB

= s e

Pero segin la hidro-dindmica, siempre que sobre una molécula o par-
ticula material en el seno de un medio resistente o viscoso, actia una fuer-
za, dicha molécula o particula adquiere en el seno del liquido una velocidad
con arreglo a la expresién siguiente:

/
R,

siendo R, una constante tipica del medio viscoso y de la forma de la par-
ticula, a la que se llama resistencia por rozamiento (19), y que no estd to-
davia teéricamente calculada de una manera general. )

VD =
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Para casos como el nuestro, en que se consideran particulas muy apro-
<imadamente esféricas y de tamaiio muy grande en comparaci6n con el de
las moléculas del disolvente, la resistencia por rozamiento se rige por la
formula de Stokes:

y

R, =6wno

siendo n el coeficiente de viscosidad del liquido disolvente y o el radio de
la esfera maévil.
Asi pues, la velocidad de cada particula de las existentes en el volumen
considerado serd
medE = mc dE

3ER, dx 3EBmypedr

v =

esta velocidad media serd con la que se difunden los grdnulos en sentido
de la concentracién decreciente.

La cantidad de sustancia, por otra parte, que difundird en el tiempo
diferencial dt, se obtendrd con s¢lo multiplicar dicha velocidad por el drea
de difusién por la concentracién y el tiempo, o sea:

ice dE
3 R, dz

dC = v.E.q.dt = —q - dt

que comparada con la expresién de la primera Ley de Fick nos dice:

me’
3R,

Pero, segin la hipétesis de Perrin (20), la energia cinética de un gré-
nulo o particula en suspensién: 1/2 me*, es icual a la determinada por la

D:

teoria cinética para una molécula gaseosa: —\k, donde E, = 3/2 RT y N

es el nimero de Avogadro.
Por lo tanto,
m ¢ 2. RT

3R aNR = R

expresién, junto con todas las anteriores, muy interesante y conveniente
para determinar teéricamente D.

Por fin, nos es grato dejar consignada en esta resefa histérica, la de-
duccién por la que Langevin llega a la misma conclusién que Einstein
acerca de D, si bien, por un camino puramente fisico-matematico (21).

Si una particula se mueve con una velocidad cuyo componente horizon-

dzx
tal V, = =% gracias a una fuerza F, debida a los choques moleculares

del disolvente, sufrird una resistencia R, = 6 w np, en el caso de ser
esférica.
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ESTUDIO TEORICO Y EXPERIMENTAL DE LA DIFUSION EN COLOIDES DE ORO

La ecuacién del movimiento de dicha particula, serd:
& x
dt*

m - =F—R v,

es decir, la fuerza real de la particula se obtendrd como diferencia entre la:
fuerza total impulsora menos la fuerza de resistencia del medio viscoso.

Teniendo en cuenta que F es variable e indiferentemente puede ser po-
sitfiva o negativa, y usando el cédlculo diferencial e integral, asi como apli-
cando la teoria cinética a este problema se llega a que

RT
Méas adelante tendremos ocasién de ver mds clara aun la coincidencia entre-
las férmulas de Einstein y Langevin al comprobar que los desplazamientos

micelares debidos al movimiento browniano se nos dan por férmulas muy
afines a las anteriormente deducidas pero en las que interviene el tiempo.

D =

APLICACION A LOS SISTEMAS COLOIDALES

La contribucién de Einstein al estudio de la difusién no ha quedado atin
del todo reflejada en las anteriores lineas, ni siquiera en su parte mds im-
portante, cual es la que relaciona los desplazamientos brownianos con D.
Ahora, por exigirlo asi la conveniencia, nos dedicaremos a justificar que:
cuanto llevamos dicho puede perfectamente aplicarse a los sistemas coloi-
dales, que son objeto de nuestro estudio.

En realidad, cuanto llevamos dicho hasta aqui, se refiere a difusién de
sustancias disueltas en el seno de un disolvente. Pero también puede apli-
carse a los sistemas coloidales en los que el tamafio de las particulas en
suspensi6n, como muy bien se sabe, es mucho mayor siempre que el ta-
maifio molecular (22).

En efecto, la anterior afirmacién serd vdlida siempre que el tamafio-
de las micelas no sea tan grande que el efecto de la sedimentacién supere:
al de dispersi6n que efectia la agitacién browniana.

Conocida por otra parte, es la ley de sedimentaciéon de Perrin (23); “En
una suspensién en equilibrio la concentracion crece en progresién geomé--
trica, cuando la altura del nivel disminuye en progresién aritmética.”

Ahora bien, coloides de grano conveniente y en los que la agitacién
browniana supere notablemente al efecto de la sedimentacién, éste puede:
despreciarse practicamente, como lo dice Bary Paul en “Les atomes”, con
las siguientes palabras: “el reparto de régimen permanente de difusién
entre dos capas liquidas superpuestas, estd regulado por el equilibrio entre:
las dos acciones antagonistas del peso que tiende a llevar los grdnulos al
fondo y de los movimientos brownianos, que tienden a dispersarlos”.

En nuestro trabajo, hemos comprobado, en efecto, que para los coloides:
de oro al formol empleados, puede despreciarse el efecto de sedimentacién,
una vez tomadas ciertas precauciones.
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Ademds, los efectos de sedimentacién y agitacién browniano, depen-
den, en sentido totalmente contrario, de la dimensién o tamafio micelar.
Por esta razén hemos escogido dichos coloides de oro en los que las pro-
tonas, cuando el coloide es rojo rubi, tienen un tamano que entra en
limites mds adecuados dentro de la Coloide Quimica.

‘OTRAS VENTAJAS DEL TRABAJO CON COLOIDES

Ademds, el trabajo con coloides para el estudio de la difusién, ofrece
una serie de grandes ventajas, cuales son:

1.2 Pueden seguirse las concentraciones micelares de una manera fa-
cilisima y segura si se posee un ultramicroscopio, con sélo efectuar con-
tajes de particulas e intervalos de tiempo, en lugar de practicar largos y
pesados analisis de muestras extraidas del problema.

- 2.* Las cantidades precisadas para estos contajes son tan pequenas,
con la técnica que hemos seguido, que es suficiente una pequefia gota.

3.* Como esta gota extraida no altera, practicamente, la cantidad del
medio de difusién, puede considerarse constante la distancia de las diver-
sas muestras analizadas a la interfase, por lo que la tnica variable afecta-
da para un mismo problema es el tiempo.

4 * Utilizando esta técnica en diversos tubos de alturas distintas (de
contenido en problema, -se entiende), podrd estudiarse la difusién en su
caso mas complejo, es decir, cuando el tiempo y distancia varian.

MoVIMIENTO BROWNIANO Y DIFUSION

Seguimos las ideas einstenianas relativas (24) a la difusién, en cuanto
de mdas original tienen por su explicacién y deducciones, empleando el
movimiento browniano, que muy especialmente se aprecia en los sistemas
coloidales. Por esta razén, nos hemos permitido una quizd excesiva am-
plitud en las pdginas anteriores.

El movimiento caético en zig-zag que muesiran las particulas coloida-
les al observarlas mediante el ultramicroscopio, es el llamado movimiento
browniano, por haber sido el botdnico inglés Brown, quien en 1827 lo ad-
virtié por vez primera con los granos de polen.

Aunque ya en 1874 Carbonelle y Thirion (25), funddndose en la teoria
cinética atribuyeron tal movimiento a los impactos de las moléculas cir-
cundantes de disolvente sobre las particulas coloidales, fueron muchas las
teorias que los cientificos emitieron para explicarlo, como puede verse en
la literatura de coloide-quimica correspondiente al pasado sigio y a la pri-
~mera decena de afios del actual.

Por fin, Einstein y Smoluchowski, aunque independientemente, demos-
traron que Carbonelle y Thirion tenfan toda la razén y por tanto, que el
desplazamiento de una sustancia disuelta en otra, de una regién a otra
del disolvente, representa el tipo més sencillo de cinética quimica y se le
puede aplicar la teoria cinética. '
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ESTUDIO TEORICO Y EXPERIMENTAL DE LA DIFUSION EN COLOIDES DE ORO

En los coloides se observa perfectisimamente el dicho movimiento cuan-
do el grado de divisién micelar es adecuada, pero aun existen coloides con
6ptimas condiciones para ello, razén por la cual hemos efectuado las ex-
periencias con los coloides de oro de color rojo rubi (26), que son los de
tamafio de protona mdas reducido posible. Estas experiencias las hemos
efectuado con el ultramicroscopio de rendija.
¢ El mismo Einstein asocié este movimiento con el proceso de la difusién,
mediante estas palabras: “La teoria cinético-molecular abre ante nosotros
un segundo punto de vista para el estudio de la difusién. (Recuérdese que
el primero es el de la presion osmética). El proceso del movimiento caético
al que hemos hecho depender del contenido calorifico de la sustancia di-
solvente, hard que las moléculas aisladas en ‘el seno de un liquido, varien
en su posicién de una manera totalmente imprevisible. Este errar o, por
asi decir, moverse sin rumbo fijo de las moléculas en el liquido, tendrd
por resultado una distribucién de concentraciones tal que hard uniforme en
todos los puntos a una disolucién que inicialmente no lo era”.

DETERMINACION DE COEFICIENTES DE DIFUSION MIDIENDO
TRAYECTORIAS MICELARES

Tras la larga cita anterior, proseguimos el pensamiento del famoso cien-
tifico aleméan, hasta establecer su famosa ecuacién del movimiento
browniano.

Si en un tiempo dado, ¢, conocemos la situacion de cada una de las mo-
léculas disueltas o de las micelas de un volumen dado, quedando dicha
situacién representada por unos valores de x para un tiempo ¢ + 7, siendo
v un tiempo muy corto, podremos suponer que la relaciéon de concentra-
ciones en el mismo volumen habrd variado muy poco en dicho intervalo <.

Llamemos A;, A, ... los desplazamientos de la primera, segunda... mice-
las durante el tiempo <. Estos desplazamientos los consideraremos negati-
vos hacia la izquierda y positivos a la derecha.

Como quiera que la disolucién es diluida, los desplazamientos de las
micelas estdn condicionados por el disolvente, y nunca por las demds par-
ticulas. Aunque individualmente cada desplazamiento micelar tendra dis-
tinta magnitud que los demds, puede considerarse, que, por término me-
dio, en lugares de la disolucién con distinta concentracién, los desplaza-
mientos medios vendrdn a ser iguales en valor absoluto, puesto que son
igualmente posibles en todas direcciones.

Veamos ahora qué cantidad de sustancia difundida es la que pasa a
través de la seccion g durante el tiempo < (fig. 6).

Suponemos conocido el desplazamiento medio, A. de las micelas en el
sentido del eje del cilindro. Como, por otra parte no deben existir prefe-
rencias para el movimiento de las micelas en ninguna direccién, para
simplificar supondremos que todas ellas experimentan el desplazamiento
A, pero que la mitad lo hace hacia la derecha y la otra mitad hacia la
izquierda. : :

Tomemos el plano F del cilindro como' plano de difusién.
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Teniendo en cuenta las antedichas suposiciones, y que las concentracio-
nes medias en los volimenes comprendidos entre los planos P y los Q; y Qs
separados cada uno de ellos del P por una distancia A a izquierda y derecha,
respectivamente, son ¢, y ¢, podremos hallar las micelas que pasan em
ambos sentidos a través del plano P durante el lapso de tiempo .

En efecto, la mitad de las micelas que se hallen entre los planos Q, y P,
que seran:
LECEUAY

atravesaran el plano de difusién hacia la derecha, debido a la probabilidad
igual de que se desplacen en uno u otro sentido.

Igualmente la cantidad de micelas que pasardn a través de P de derecha
a izquierda durante el mismo tiempo t, serd también la mitad de las que
se hallen en el elemento de volumen limitado por los planos P y Q. que
serd igual a la concentracién media, o la que corresponde al plano medio.
M,, por el volumen q. A, o sea: .

te.q.A

Las micelas que se hallen fuera del volumen comprendido enftre los
planos 0, y Q., se hallardn a distancias del plano P que superan el des-
plazamiento A, y por tanto, no lo alcanzarén.

Por consiguiente, el caudal-saldo que durante el tiempo r pasard por P’
y al que se deberd la difusi6n, serd igual a la diferencia de los caudales
que en sentidos opuestos atraviesan el dicho plano en ese mismo tiempo,
0 sea:

C=1qle—c)-A (a)

Cumpliéndose que el gradiente de concentraciéon sea constante, podre
mos hallarlo mediante la siguiente expresion: :

G el
dr. = A
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de donde,
de
Ci— C— — A gx—
valor que reemplazado en (a) nos dar4:
dc
e LN AR
C = 3 q A i

cantidad de sustancia difundida a través de P durante el tiempo . Por
tanto, si queremos la expresién general del niimero de micelas difundidas
durante el tiempo dt, lo conseguiriamos, con sélo dividir la anterior ex-
presiéon por « multiplicando después por dt.

En una palabra,

dC = — ]

o
[X=}

que es la expresién dada por Einstein de la primera ley de Fick, y de la
que puede deducirse el valor de D con respecto a los desplazamientos mice-
lares que efectiian el movimiento browniano, durante un tiempo t proyec-
tados sobre el eje horizontal del cilindro de difusién considerado :

S

v

D =

(O]

que es la famosa férmula. de Einstein del movimiento browniano, si bien
ordinariamente suele expresarse de la forma siguiente:

resultante de despejar A y reemplazar D por el valor que en pérrafos ante-
riores quedd considerado como deducido para D por el mismo Einstein.

De las anteriores expresiones puede deducirse que el camino o despla-
zamiento medio recorrido por una micela no es proporcional al tiempo,
sino a la rafz cuadrada del tiempo. Se sigue de éste que los caminos efec-
tuados en dos unidades de tiempo sucesivas o siempre se sumaran, sino.
que por el contrario, en muchas ocasiones se contrarrestardn.

Para justificar nuevamente la aplicacién de estas deducciones a los co-
loides, insistiremos con las propias palabras del sabio relativista: “Segtin
la interpretacién cinético-molecular no existe diferencia alguna esencial
entre una molécula disuelta y un corpiisculo suspendido”.

Segtin anteriormente se dijo, Langevin llegé por una elegante deduc-
cién fisico-matemdtica de la ecuacién del movimiento de las particulas
coloidales en un medio viscoso-resistente:

drx
dt*

m =l — R v,

— 115 —




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

a la fé6rmula:

9

Rl
A= F
N 3w o
que es la misma f6rmula de Einstein para el movimiento browniano, como
muy fdcilmente puede comprobarse (R7).

COMPROBACION DE LA FORMULA DE EINSTEIN EN NUESTROS COLOIDES

Varios autores han comprobado experimentalmente que la férmula de
Einstein para moléculas disueltas, que resulta ser:

1o

A = 1,26 - 107

una vez sustituidas las constantes por sus valores numéricos, se cumple con
cierta aproximacién para los coloides.

Burton presenta unas tablas de valores a este respecto, en las cuales se
cotejan los valores ohservados experimentalmente con los tedricos calcu-
lados (28)

Nosotros hemos hecho también la comprobacién para los coloides de
oro al formol con los que hemos trabajado, y nuestros valores experimen-
tales y teéricos no difieren mas que los de los autores citados.

En efecto, como muestra damos dos ejemplos correspondientes a dos
problemas con los cuales hemos trabajado.

El primero, cuyos granos de oro tenian un radio micelar p =
— 1,55 - 10~° cm. trabajando a 27°C. y empleando el agua bidestilada
como medio de difusi6n, por lo que n = 8,654 - 107° poises y determinando
recorridos micelares correspondientes a un tiempo © = 1 segundo, nos re-
sultaba un valor calculado:

A 5,3 - 107" ‘cm. /seg.

(Cale)
mientras que el experimental resulta ser:

. A o U 10™* cm./seg.
El segundo, para 20 grados C., 5 = 10.087 - 107 poises, y p =
— 1,69 - 10° cm. y un segundo de tiempo resulta:
A= 6,8 10™* cm./seg.
N~ o 10~ cm./seg.
Valores, que teniendo en cuenta que los de Burton suelen ser los obser-
vados tres o mas veces superiores a los calculados, nos han dado gran con-
fianza para la experimentacion.
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A GITACION BROWNIANA Y COEFICIENTES DE DIFUSION

Es 16gico pensar que el mayor desplazamiento medio de las micelas sea
debido a choques mds enérgicos con el medio de dispersién, por efecto de
la denominada agitacién browniana (29)

Ahora bien, un mayor recorrido medio, lleva consigo una difusién mas
rapida, y, en efecto, si la agitacién browniana es,

AZ

T

A

facilmente se deduce la relacién entre D y dicha agitacién; pues, si como
ya se vio:

De aqui que podamos considerar a la agitacién browniana como una
constante para cada sistema estudiado, pues siempre hemos supuesto que
también D lo es.

Inmediata consecuencia practica serd poder determinar el desplazamien-
to medio micelar para cualquier lapso de tiempo si se conoce el recorrido
medio para un tiempo determinado.

Como, por otra parte, este recorrido medio lo podemos hallar experi-
mentalmente siguiendo las trayectorias de las particulas en intervalos de
tiempo perfectamente iguales, se cumplird:

A? A¥

T T

de donde se despeja A*. Es decir, que la determinacién de un recorrido
medio es suficiente para las series de andlisis de un mismo coloide.

Disponiendo de un ultramicroscopio y de un cronémetro, tenemos, pues,
resuelto el problema de determinar coeficientes de difusién. Problema que,
de no tratarse de coloides, tantos han intentado resolver por diversos pro-
cedimientos quimicos, colorimétricos, eléctricos, etc. con mucha dificultad
siempre y con poca fortuna y precisién las més de las veces, tenida cuenta
la dificultad de la experimentacion.

APLICACION DEL CALCULO DE PROBABILIDADES AL ESTUDIO DE LA DIFUSION

Segtin se ha visto, por efecto del movimiento browniano es imprevisible
la fijacién de la posicién alcanzada después de un tiempo por una determi-
nada particula.

Pero siendo igualmente probables o posibles todas las direcciones del
espacio dentro del medio de difusién que pueden tomar las innumerables
micelas que constituyen el coloide y estando sujetos sus desplazamientos
medios, en cualquier direccién, a las férmulas antedichas en relacién con
los tiempos, es licito suponer que la distribucién de dichas micelas es de

e
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cardcter estocéstico, es decir, que a ella se le puede aplicar perfectamente
el calculo de probabilidades.

Por tanto, podra estudiarse el fenémeno de la difusién aplicdndole las
teorias probabilisticas, como ya algunos autores han apuntado en alguno
de sus trabajos (30).

ESTADO ACTUAL DE LA CUESTION

Con lo dicho nos parece haber expuesto suficientemente las lineas gene-
rales por las que, hoy dia, discurre el problema de la difusién, que, en re-
sumen; se ha querido resolver en los casos practicos integrando la segunda
ecuacion diferencial de Fick, siempre que, previamente se conozca el coefi-
ciente D. Pero en realidad, s6lo en algunos casos con muchas restricciones,
es esto posible.

Por ofra parte, en los tltimos afios se ha eshozado la posible y més ge-
neral solucién, mediante aplicacién de la teoria matemdtica del célculo de
probabilidades, pero sin haber llevado adelante, y hasta sus ultimas conse-
cuencias, esta idea.

Esta es la finalidad fundamental del presente trabajo.
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PARTE TEORICA

INTRODUCCION

Aunque en las precedentes paginas no pretendamos, ni mucho menos,
haber recogido de una manera exhaustiva cuanto sobre difusién se ha es-
«crito, creemos que las bases y las mejores aportaciones relativas a este tema
estdn suficientemente examinadas en relacién con este trabajo.

Acordes con el propésito de sacar partido al cdlculo de probabilidades,
trataremos en esta segunda parte de explicar, en forma sencilla, aquellos
capitulos de estocéstica relacionados con las funciones de probabilidad, con
las leyes de distribucién normal en una, dos y tres dimensiones, con la
interpretacién de los pardmetros estadisticos, con las relaciones que ligan
a dichos pardmetros y mediante los cuales nos es de suma facilidad pasar
de unos a otros, ete. ete.

Esta tarea, al parecer innecesaria, nos llevard como de la mano a la més
importante meta de nuestro trabajo, que es establecer los criterios y las
férmulas para el cdlculo tedrico de las concentraciones coloidales en los di-
versos puntos del medio de dispersién, logradas gracias al proceso de la
difusién coloidal.

Consideraremos dos casos distintos: el primero, en el que la difusién
se considera producida mediante ondas esféricas: el segundo, més intere-
sante en la préctica, trata a la difusién como realizada mediante ondas
planas, y tiene en cuenta los efectos que la presencia de fondos, paredes
laterales y superficie de separacién entre coloide y agua, asf como de la su-
(]:l)erﬁcie libre del medio de dispersién —agua— pueden introducir en la
difusién

LEY DE DISTRIBUCION NORMAL DE FLUCTUACIONES MONODIMENSIONALES

Basdndose en los postulados de Haage (31), segin los cuales: “Las per-
turhaciones o errores de magnitudes cualesquiera que pueden ser considera-
das debidas a perturbaciones elementales, iguales en magnitud e indiferentes
en signo, que se asocian de forma indefinida, pudiendo llegar ésta hasta
ser en nuimero infinito” se llega a obtener la famosa funcién de Gauss:

e b e @)
Vo :
en la que y es llamada cominmente racimap de una perturbacién de valor
x, y que representa el valor de la ordenada que en la curva de campana
(figura 7) corresponde al punto de abcisa .
Como es bien sabido, h es una constante que depende de la precisién de
las medidas, por lo que suele llamarse ordinariamente, pardmetro de pre-
«cisién (32).
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Ahora bien, la funcién de Gauss nada nos dice, por si misma de la
probabilidad con la que la perturbacién o error de la magnitud considerada
se halle comprendida entre dos valores extremos z y x + dx, es decir, la
probabilidad correspondiente al intervalo dzx.

TABLA 1

- ¥ } /Y.\I."I,\'. (
’
0 s i ¢
Vo
1 i 08 2
£ e ih i .
2 h N el/4 /\’
1 h :
= h N2 NETE 0,62 (Inf.)
j
1 h i
+ W o
Sl Niae 0,37 ;
3 h | j
- T edlt |
tise Nl 0,12 x
: ! i
4 h V7 et9)16 0,08 g

+ - i 0,047

h Vo7 et
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Facilmente se comprende que el producto y - dx, siempre que dz
sea un infinitésimo, sumado a lo largo de las z, equivaldra al valor de la
funcién integral de la curva de Gauss, entre los limites a que se extienda
dicha suma. Llamando ® a dicha funcién integral, se cumplird siempre:

d® =y -dx

z + dx © + dx i z +dz | It d

‘Esta funcién que nos da la probabilidad antedicha es la que realmente
nos interesa considerar aqui.

y también

PROBABILIDAD DE UNA PERTURBACION MENOR QUE UN VALOR FIJADO

Si en (2), los limites se hacen x; y x, respectivamente, la probabilidad
de tener una perturbacién cuyo valor se halle comprendido en el intervalo
(@, x,) (33) vendra expresado por:

x, z, h i
q)z‘ = -/; i e dx

que, en el caso de que el limite interior fuera 0, nos daria la expresi6n:

v

A

g
0 Jo

que nos dice que la probabilidad de perturbaciones menores que un valor
e en un sentido, sera:
€ s ah e
® = — % ke
0 pVam

Si se quiere la probabilidad de perturbaciones cuyo valor absoluto sea
inferior a g, como quiera que el intervalo seria el correspondiente:
(— ¢, €) seria:

<I>+8 = fe —h——- e dor = 2 [s h— eV dx
S o vom e vim

Concretdndonos a nuestro caso, o sea, a que tomamos los desplazamien-
tos micelares, previamente proyectados sobre un eje, y medidos a partir
de un punto fijo —origen— la férmula que nos dard la probabilidad de des-
plazamientos menores que 7, en cualquiera de las dos direcciones, serd:

T el =
(I) = f e —hiz d x
0

0

v
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Para el caso de que 7, valiera infinito, se tendria la certeza de que to-
‘das las micelas cayeran en el intervalo, y por tanto, la probabilidad serfa
igual a 1. En efecto, la funcién (6) toma el valor 1 cuando r, es igual a infi-
nito, pues la serie a la que dicha funcién integral equivale tiene como li-
mite la unidad.

LEY DE DISTRIBUCION DE FLUCTUACIONES BIDIMENSIONALES

Asi como la ley de distribucién normal monodimensional suele aplicar-
se en el cdlculo de errores fortuitos, como en su caso mds tipico, cuando se
trata del estudio de la distribucién normal en dos dimensiones, se suele
acudir al ejemplo de la distribucién de impactos alrededor de la diana en
el tiro al blanco, para sensibilizarla y hacerla mds intuitiva.

Aunque siempre se dispara con el fin de dar en el centro de la diana,
se desvian las trayectorias de los proyectiles, dando una distribucién de im-
pactos en la que se aprecia mayor densidad en las proximidades de la
diana.

Esta separacién de impactos respecto del centro de tiro (supuestas siem-
pre idénticas las condiciones personales del tirador) podemos considerarla
como consecuencia de unas perturbaciones elementales, iguales en valor
absoluto e indiferentés en direccién, que pueden actuar en numero muy
grande, dando una resultante totalmente imprecisable en cada caso parti-
cular, pero que, estadisticamente, siguen la distribucién normal que estu-
diamos a continuacién.

Al proyectar sobre una linea recta las desviaciones bidimensionales ten-
dremos una distribucién lineal en la que las desviaciones con respecto a la
diana pueden considerarse producidas por perturbaciones elementales,
iguales a la media de las proyecciones de las perturbaciones elementales a
que nos referimos en la ley de distribucién monodimensional.

Una distribucién que cumple estos supuestos la denominamos distri-
bucién normal bidimensional.

Debido a la conveniencia de su establecimiento, por su relaciéon con la

tridimensional asi como para la investigacién de los pardmetros y medias -

estadisticas en desviaciéon bidimensionales, vamos a tratar ahora mismo
de ella (34).

Ley pE DISTRIBUCION NORMAL BIDIMENSIONAL.

Supongamos los ejes coordenados X, X" e Y, Y’ y en su plano un valor r
que mide el desplazamiento correspondiente a un impacto, cuyas proyec-
ciones sobre ejes coordenados son r,, 7, respectivamente.

Segun se vio en el capitulo de la distribucién normal en una dimensién,

la facilidad de un desplazamiento cuya proyeccién sobre el eje OX sea
T, sera

h

F = e hrx

7x ‘\/ T
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y la de un desplazamiento de proyeccién 7, sobre 0Y :

h

F — — o~ h'ry?
"y s €
) SR T it :
o |
Iy < !
|
e
X’ @) R X
Yl
Fic. 8

La facilidad de un desplazamiento cuyas dos proyecciones sean 7, y 7,
y por tanto de un desplazamiento cado, incluso en direccién, se obtendrd
multiplicando las facilidades de las proyecciones componentes, segin el
conocido principio de facilidades compuestas:

h? B R’
g o ™
¥ ¥ T 018

queriendo significar con el simbolo r el vector segiin el cual se expresa el
desplazamiento dirigido.

A esta facilidad la llamaremos facilidad superficial y equivaldra a la
«derivada de la funcién probabilidad con respecto a la superficie.

Escribiendo de esta forma diferencial tendremos:

d ® G
= e G
g d S T
«de donde se deduce inmediatamente:
I .
d® = exlEtadsS (8)

s

qque es la probabilidad de que al desplazarse superficialmente una particula
dlegue a caer en un area d S, separada del centro una distancia r.
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Esta d S serd el area de una corona circular de anchura dr. Su valor
en funcién del radio es:

diS =12k dn 9)
que reemplazando en (8) tendremos:
r + dr h2

dd = ezt Gy (10).

: T

expresién que nos da la probabilidad de un desplazamiento comprendido
entre » y r + dr en cualquier direccién.

Pero de (10) se deduce facilmente:

d o
dr

que sera la facilidad de una dispersién r en cualquier direccién del plano
y que expresaremos de la siguiente manera:

= 40 — O R (11)
dr

= 2 h? r e—-h’r’

T

en donde, la no existencia del vector superpuesto a la r, indica que el des-
plazamiento puede ser en cualquier direcci6n.

EsTupio ANALITICO DE LA FUNCION NORMAL DE DISTRIBUCION
EN DOS DIMENSIONES

Asi como la funcién de Gauss tiene su representacion analitica en la
tipica curva de campana, (fig. 7) la funcién (11) podremos representarla
graficamente estudiando sus puntos importantes.

Desde luego, dicha funcién no tiene sentido fisico para valores en que
r sea negativa, por lo cual prescindimos de la rama correspondiente.

Ademéds, cuando r es igual a 0, F también se anula.

Hallamos los valores en que F’ es 1gual a 0 que nos dardn los puntos en
que la funcién pasa por el miximo o minimo.

? s0l. r = o0 asintota.

A A 2 —h’f’. L) 2"=
Be—2hie e )= 0 ol v o0 = & :

NG
1 L S -
Para r» = W2 tendremos un maximo de la funcién cuyo valor serd:
h -2
-1z _ Sy
Fo. = ¥ 2-he T

Asimismo determinamos los puntos en los que la curva tiene infle-
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e
h /2

xiones, que resulta ser exclusivamente el valor r = para el cual

el valor de la funcién es:

TR, I? nax. J_g k|
Finjlw;u = h \/ 6 ”—3/2 = -2 < F I'Iléi?{. “

€
Se dan otra serie de puntos para representar graficamente esta funcién. ]
Corresponden a los que se hallan consignados en el cuadro (Tabl. 2).
La curva de facilidad bidimensional es asimismo la representada en |
la pagina (fig. 9). |

PROBABILIDAD DE DISPERSIONES BIDIMENSIONALES b

A partir de (11) podremos deducir muy ficilmente la expresion que
nos da las probabilidades de dispersiones comprendidas entre el origen de
coordenadas y un circulo de radio 7, es decir, de dispersiones que queden
dentro del circulo dicho.

En efecto, esa probabilidad serd igual a la suma de las que correspon-
den a las coronas infinitesimales en que podriamos considerar dividida el |
area del circulo, o sea: '

sl

s A

T r
(0J 5 = [ 2eh i testiidy:
Jo

o

Esta funcién integral se resuelve directamente por ser inmediata y de
valor:

r

D —uleal (18)

o

La dispersién entre 0 y oo abarcara todos los casos posibles y para dicho
intervalo la probabilidad serd 1, y asf resulta efectivamente por el célculo
matemaético. -

LEY DE DISTRIBUCION NORMAL DE FLUCTUACIONES TRIDIMENSIONALES

El movimiento de las micelas de un coloide en el seno de su medio de
dispersién, es totalmente cadtico, y como a impulsos instantineos que re-
cibieran de las moléculas del citado medio de dispersion.

Siguiendo durante un tiempo suficiente a una misma micela, se aprecia
que describe un desplazamiento en zig-zag que es la proyeccién sobre el
plano visual del ultramicroscopio del movimiento estérico que realmente
la anima.

Este movimiento, llamado browniano segin se vié, puede desplazar las )

particulas en cualquier direccién espacial, sin que haya direcciones pri- !
vilegiadas.
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Sin embargo, al igual que en las distribuciones anteriormente estu-
diadas, estos desplazamientos espaciales pueden considerarse como con-
secuencias de unas perturbaciones elementales, iguales en valor absoluto
e indiferentes en direcciéon y sentido y que pueden asociarse hasta en ni-
mero infinito. Asimismo, por efecto de estas perturbaciones elementales,
las micelas adquieren un desplazamiento que es su resultante, pero que-:
resulta imprevisible en cada caso particular, aunque quedando sujetos es-
tadisticamente a una distribucién normal en tres direcciones alrededor del
punto en que inicialmente se hallaban concentradas las micelas.

Supongamos, pues, el caso siguiente: en un momento dado tenemos
una cantidad muy grande de micelas concentradas en un elemento de vo-
lumen al que rodea totalmente un medio de dispersién conveniente.

Después de cierto tiempo, por efecto del movimiento browniano se ten-
dré una distribucién de las micelas en el espacio que rodea al elemento de-
volumen considerado que corresponde a lo que llamamos distribucién nor-
mal en el espacio, o en tres dimensiones.

Conviene puntualizar que esta distribucién normal serd tal, siempre
que las proyecciones de los desplazamientos espaciales sobre una direccién
lineal rectilinea cualquiera, o sobre un plano cualquiera, sigan las normas
fijadas a las faciliades lineales o superficiales en las férmulas establecidas
al tratar de las distribuciones mono-y bidimensionales.

Rz |

L B E  E R VY
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Supongamos que la particula B (figura 10) ha alcanzado la separacién
con respecto al elemento de volumen A, en el que se hallaba antes de
romenzar la difusién.

s
Esta separacién R queda fijada por las proyecciones sobre los tres ejes
coordenados R;, R, y R..
Segtin lo expuesto en distribucién normal monodimensional, la facili-
dad de una elongacién con proyeccién R, serd:

d @ = —}1_: e—h’Rx’
d R, N m
y las de elongacién de proyecciones R, y P, serdn, respectivamente :
d (D — _E__ e-—h’Ry’
; dR, N
d ® Wi
= —— e "™
d R, NAET

La facilidad de una elongacién que tenga simultineamente las proyec-
—
ciones R,, R, y R., y por tanto de una elongacién segun el vector R, sera:
R e
F;z) o 3/2 St = ~3[2 et (14)

(s

Ahora bien, esta facilidad equivaldrd, como ya sabemos, a la derivada
de la probabilidad con respecto al volumen, o sea,

d ® e .
Fp = _dV_ = T e (15)
De (15) se deduce:
It e
do =g et (16)

que ser4 la expresién de la probabilidad de que una micela por efecto- de
su movimiento browniano, caiga dentro de un elemento de volumen dV,
situado a una distancia R del origen de dispersién y segin una direccion
marcada por los componentes de R.

Si el elemento diferencial de volumen considerado fuera el correspon-
diente a una capa esférica de espesor dR, como quiera que el valor de
dicho elemento diferencial de volumen es:

dV = 4« R*dR

se tendrd, con suma facilidad, la expresién que nos da la probabilidad de

que la micela alcance dicha capa diferencial en no importa qué direccién,
a que

e R+dR h?

R gNax
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De la expresién (17) que acabamos de deducir, podemos extraer la fun-
cién que nos da la ley de distribucién normal en tres dimensiones.

En efecto, aplicando aquello de que “la facilidad es la derivada de la
probabilidad con respecto al intervalo” tendremos:

d ®
I dR

y como ficilmente se comprende y deduce de (17)

=
Il

h3

e

R - e® (18)

EsTupio ANALITICO DE LA FUNCION (18)

 También esta funcién (18) la hemos estudiado analiticamente, y re-
presentado graficamente (figura 11).

Y

4h
ewt

Mt
=Nt

it 1
2h h

Fic. 11

La gréafica y el cuadro de valores de la pagina siguiente nos relevan
de entrar en detalles.

PROBABILIDAD DE DESPLAZAMIENTOS COMPRENDIDOS ENTRE (0 Y R

Establecida y estudiada ya la férmula que nos da la funcién de la fa-
cilidad de desplazamientos tridimensionales, hemos de dar cima a estas
condiciones abundando en lo que deciamos en una y dos dimensiones, es
decir, que la curva o funcién establecida no tiene sino el valor de medio,
pues a su través nos serd posible hallar la probabilidad de desplazamientos
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TABLA 3
Y2 pegwm| yy , Y)Y
R TN e / M. R Y / Max.
0 0 0 1 4h S
1 h h \/—ﬂ_e — Max..
- B o 0,04 .
T 5 25 h o
1 h T e
— 0,087 ? 0
Gk 2 Vet 11 LR il
il 4 . K el 3
i i - 0,11 8 h 16 o/ =
5h 251\/176/ 3 9 h o o
i h —F— €7 )
200 s
4h 4 /7 el e i
. : mm T 49 h L i
1 4 h = T
: 4h N
e 0,3
2 9 ¥ mell? 2 6 0,2
1 h T ,
h N T
2 h \/—7,' 81/4 \/*‘—_
i 54 /17 214 | 92k (54 /07
0,63 oh Vo_\it A l_(°+_:/m/2) 0,115 In.
’ = oS RN VR S
h voroe 2,5 oBR
3 9 h - el i
4h L) e 0.2 :

de un determinado rango, o lo que es lo mismo, comprendidos entre el ori--
gen de dispersiones y una separaciéon extrema R.
Efectivamente, de la ecuacion (18) se deduce:
: bl o =
I i— =R el R (19)
Vo

y haciendo la suma de los productos de facilidades por los espesores infi-
nitesimales correspondientes a todas las zonas esféricas concéntricas exis-
tentes entre 0 y R, tendremos la expresiéon matemadtica siguiente:

R AR [R
s 4 K f R - e " JR (20),
0

b

que nos da la probabilidad buscada.

Extendiendo esta integral (20) entre los limites 0 e oo, abarcaremos to--

das las posibles dispersiones y la probabilidad debe ser igual a la unidad.
En efecto, asi es en la realidad pues, como segun el célculo integral:

Vo
4 B

{ R* e™® dR =

J0
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reemplazando en

iy [ R - ¢ dR
Jo

resulta:

PARAMETROS ESTADISTICOS Y VALORES MEDIOS

En las férmulas hasta aqui establecidas aparece, junto con unas cons-
tantes, la letra h, de la que dijimos solia llamarse pardmetro de precisién
de las medidas, pues su valor depende de la precisién con que éstas se han
hecho.

Su valor estd, pues intimamente relacionado con el cuidado puesto en
tomar los valores de la experiencia y con el niimero de éstos que se tomen.

Realmente h es algo experimental, pero que por comodidad expresa-
mos asi de modo general.

Como mds adelante veremos, su valor lo daremos en cada serie de ex-
periencias, usando los valores medios estadisticos, con los cuales se halla
ligado por unas férmulas mateméticas que también deduciremos.

Estudiaremos pues, los diversos valores medios que suele usar la esta-
distica (35):

VALOR MEDIO ALGEBRAICO, 0 cociente entre la suma aritmética —o de los
valores absolutos— y el ntiimero total de valores considerados.

VarLor MEDIO cuADRATICO, que es la raiz cuadrada de media aritmética
de los cuadrados de los valores.

VALOR EQUIPROBABLE 0 MEDIANO, aquel que ocupa el lugar medio o cen-
tral después de haber ordenado creciente o decrecientemente los valores ab-
solutos. Se llama equiprobable por ser igualmente probables los valores
superiores que los inferiores a él.

Varor MAS PROBABLE, aquel, que como su nombre indica, tiene la méxi-
ma probablidiad de aparecer en el conjunto de los valores obtenidos.

Tomando suficiente ntmero de medidas hechas cuidadosamente y
desprovistas de errores personales, el valor medio algebraico es siempre
cero, por lo cual prescindiremos de él. En cambio, todos los demdas y muy
especialmente los cuadraticos y equiprobables, suelen emplearse muchi-
simo (36).

Para evitar confusiones y pérdida de tiempo, estableceremos las si-

o

guientes notaciones para lo sucesivo:

€sy Tae; R,... valor medio aritmético para 1, 2, 3 dimensiones.

By o R 2s e cuadratico SR

Ec‘ /r(‘l Rﬂ o8 ” 3 mediano ” » » »

e Cra R dglios masSprobable™ R
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(CA1.cULO DE LAS MEDIAS ESTADISTICAS EN FUNCION DE h

Como quiera que estas medias estadisticas deben determinarse siempre
con datos experimentales de cada serie de observaciones, y por otra parte.
debe existir una relacién fija entre cada par de estos valores medios, va-
mos ahora a tratar de hallar estas relaciones con el fin de poder emplear
el pardmetro estadistico que nos resulte mas facil de temer en cada caso
practico.

Si hallamos las expresiones que ligan a cada uno de los valores medios
con h, podremos, despejando h en cada igualdad, e igualando a continua-
ci6n los segundos miembros tener todas las relaciones paramétricas posi-
bles. o sea, no sélo las que se establecen entre valores medios equidimen-
sionales, sino incluso las que nos relacionan los de distintas dimensiones
entre si.

I. MEgEDIAS CORRESPONDIENTES A UNA DIMENSION

Fl valor medio aritmético se obtendrd4 multiplicando cada valor abso-
luto posible por el nimero de veces que se presenta y dividiéndolo por el
némero total de casos, que es lo mismo que la suma de los productos de
cada valor por su probabilidad. Esto extendido a todo el campo de existen-
cia de valores posibles (— oc, + oc) se tendrd la expresion

Tl —h2e?
5. = T lel - e d e (21)
que a su vez equivale a
2l = s
(S x/—T' ?. O ¢ (I (S (22)
=)

A su vez (22) es una integral inmediata cuando se la transforma en su
equivalente.

bir e /'” e d(h? &)
\/ 0 h?

£ h : FIETE ey
NaTE h =

€y (23)

El valor medio cuadrético, lo hallaremos siguiendo un método muy pa-
recido, pero multiplicando previamente el cuadrado de cada valor por su
probabilidad y extendiendo la suma entre —o© y +00, 0 sea:

2 h‘ 2 2 22
& = cieEasi de (24)

v

oo
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y como segun el calculo integral.

sera

i he J?_ 1 o
N DT 29)

€c

y extrayendo la raiz cuadrada, tendremos para media cuadratica la ex-
presion :

il
ha/2

Eol=

(26)

El valor mediano o equiprobable, lo calcularemos recordando que la pro-
babilidad de los valores comprendidos entre — ¢, y &, ha de ser %, por lo
que resolviendo la ecuacion:

h “ép 0 2h ‘p
= == —h%? d = — —h3e? ]
N .,/_s & - N T /; ;i o ()

=

cuya solucion resulta ser la expresién:

i ek

0,47694...
h

Eolb
| 3 Por fin, el valor mas probable para una sola dimensién se calcula muy
facilmente, pues, por ser aquél cuya facilidad es maxima, corresponderd
al valor O segun se vio en la curva de Gauss.

e

II. MEeDIAS CORRESPONDIENTES A DOS DIMENSIONES

oo
4 i =f ne - Dhirestitdy (R9)
|
13 0
y como
R e rdr = Y
ks 2h?
serd

i Viw o Nm

d e po Sl ¥ SR iy YR O <

1 L T sy C)
. rk = 21 f 2. rerdr (3R)
3 0
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pero
2 f TEestiidr = ]1# (33)
0
1 1
me = h- Pt g (34)
y por tanto
1
= — 35
- — (3)

Para hallar la dispersién equiprobable, resolvamos la ecuacién siguiente :

i f " ohreMrdr = 1 — e (36)
0

0 sea
e—h’rp= —

(O

(37)
en donde, tomando In:
hor—ln 2

en donde
o viIn®? 3
TF ST h- k38)
La desviacién mas probable sera
et
Ty = h N/-g

como podra comprobarse en la gréifica (9)

Esta ultima conclusién parece paradéjica cuando la referimos al caso de
la diana, ya que parece seria mas probable dar en la misma diana, o lo que
es lo mismo, tener una desviacién 0, pero debe tenerse en cuenta que por
ser s6lo un punto o una superficie muy pequeiia, aunque en ella se dé la
mayor densidad de impactos, sin embargo, la mayor probabilidad corres-
ponderd a la desviacién dada ya que para ella se da una mayor superficie
de corona circular en la que serd lo méds probable que caigan los impactos.

III. ELONGACIONES MEDIAS EN TRES DIMENSIONES

4h? 2
R ————— R.R’e *dR 4
en donde
oo St l
f Rle "®dR = “on (41)
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por lo que
e L2 s
e T 2
4 [
Ri=——— R* . R "PdR 43
~ |, (43)
'y como quiera que
2 3w
4 —h?R? 2 !
ﬁ R* . e *®dR T (44)
de la que extrayendo la raiz cuadrada tendremos:
V3
R, = — )
=T 46)
Resolviendo la ecuacién siguiente:
Ve (i :
B 2 —hB? 47
3 il j; R dR (47,

©n primera aproximacién tendremos para

= L (48)
A TR

Por fin, retrocediendo al estudio analitico de la funcién facilidad en el
¢aso de tres dimensiones, cuya representacién grafica se dio, tendremos el
valor de la elongacién mds probable, expresado por

Byt (49)

RELACIONES ENTRE EL PARAMETRO DE PRECISION Y LAS MEDIAS

Despejando h en las diversas férmulas anteriormente establecidas ten-
dremos las siguientes expresiones:

1 1
= S } = 5 7
h = (50) L S (51
0,47694 z3
h= (52) h = “{f (53).
& o
peinl (54) = e (55)
T, Tp
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il 2

A partir de estas igualdades, podemos establecer las relaciones que ligan
entre si a todas las medias estadisticas y en todas las dimensiones. (37)

i i L e
N z oV Dl
v L D Rl
B 2, = 7, 5 Ty V2 +E P
S Ve oy e
=R Ao b URL T RS

Férmulas que nos permiten la aplicaciéon de las deducciones estadisticas
a las circunstancias més favorables de nuestras medidas e investigaciones.

Es decir, que sin necesidad de proyectar, pongamos por ejemplo, los
desplazamiento de particulas (que nosotros apreciamos y medimos ya pro-
yectadas sobre un plano) sobre una recta, tan sélo. con despejar las 7,, 7.,
en la relacién conveniente con e, e, etc., podemos tener la certeza de que
nuestros calculos son correctos.

La expresién

1
h Ei; (61)
que pusimos en la serie de férmulas arriba escritas, nos da h en funcién de
D y del tiempo que duré la difusién.
Como dicha expresién no la hemos justificado adin, lo haremos ahora

teniendo presente que en la practica ha sido hasta el presente de las més
usadas.

Se recordard, sin duda, la expresién establecida en la primera parte

de este trabajo y debida a Einstein:

Az = N 2Dt
en donde A, es el desplazamiento medio cuadratico de las proyecciones so-

bre un eje, que nosotros hemos expresado por ..
Por tanto, podemos poner

e N2=WN2 - W2Di—2+ Dt (62)

b= = (56) = (57)
VER i1t
h = T/? BC— (58) h = ——Rp (59)
1
= 60
h R, (60)

i e L M

St L e 4 A B e et B
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y como, seguin (51)

; 1
e ——
i e. N 2
también se cumplird:
1
h = ==
£ m ol

como queriamos demostrar.

(CONCENTRACIONES MICELARES DEBIDAS A LA DIFUSION

I. Por ondas esféricas.

Illegamos al punto més interesante de este trabajo, tras haber puesto
las indispensables bases tedricas. Trataremos de hallar las férmulas que
nos daran el valor de las concentraciones micelares en los diversos puntos
de un medio de dispersion.

El movimiento browniano desplaza a las micelas en todos los sentidos,
produciendo el fenémeno de la difusién, segin se vio en la primera parte.
Pero esta difusién se rige por las leyes estadisticas de la distribucién nor-
mal en tres dlmensmnes por cuanto se dijo en esta segunda parte.

Supongamos pues, una micela en una determinada umdad de volumen 4,
segiin la figura adjunta (38).

o ———
Se

~

GNQ'.—""
Fic. 12

La facilidad de que dicha micela alcance un punto situado a una distan-
cia R,, en una determinada direccién y senhdo o sea, la facﬂldad de un
desplazamiento representado por el vector Bl, sera

h3

) = a
14_» — — e h*R
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Imaginemos ahora que cada unidad de volumen situada a la misma dis-
‘tancia R, del elemento de volumen 0, tiene también una micela, es decir,
que la capa de espesor dR, cuyo volumen serd 4 = E* dR, contiene un nu-
mero de micelas igual a dicho volumen. La facilidad de que cada una de
dichas micelas llegue a 0 serd:

il
B dnRl

sumando las facilidades de las diversas capas, variables como es légico con
la separacién del elemento de volumen, tendremos la probabilidad de que
las micelas lleguen a 0:

—h3R3
e

R
OF = f F, - dR (63)
0

Ahora bien, si la concentracién micelar en el volumen coloidal conside-
rado, es inicialmente ¢, , , 0 sea que en cada unidad de volumen se tiene

un numero de micelas correspondientes al valor de la funcién ¢, que es

la funcién de distribucién de concentraciones con la situacién, entonces
la concentracién micelar en el elemento de volumen 0, o lo que es lo mis-
mo el nimero de micelas que llegardn por efecto de la difusién a dicho
elemento de volumen, se obtendra multiplicando la probabilidad corres-
pondiente a la que existia cuando la concentracién era la unidad (una mi-
cela por unidad de volumen) —férmula 63— por c,_, .0 sea,

t=0

R R 4 h3 g
Cr — Ct:o. (I)OR :f Coos FB dR = f C tzo——“\/—,n: R e "® 4R (64)
0 0

férmula fundamental para determinar la concentracién micelar cuando la
difusién es debida a ondas esféricas.

Fécilmente se puede apreciar que si ¢, , es un valor constante en todo
el volumen coloidal, y que si se considera R de valor practicamente infini-
to, la concentracién en el punto considerado después de un tiempo cual-
quiera, seguird siendo la inicial, pues,

) 4: h3
T

ReteliEdRe—1l!

Y en efecto, dentro de la masa coloidal, por efecto del movimiento
browniano tantas son las micelas que se escapan como las que llegan, pues-
to que no hay gradiente de concentracion.

I. Por ondas planas.
~ El caso que hace un momento hemos considerado, no es sino un caso
ideal, que nos ha seryido para ver la aplicacién de las férmulas estadisti-
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cas a este problema de la difusién. Pero, la realidad es que no se puede
dar ficilmente un caso experimental con sujecién a las condiciones im-
puestas.

En cambio, supongamos un tubo de ensayo en cuyo fondo depositemos
un volumen de coloide y sobre éste, un medio de dispersién en el que pue-
dan libremente difundirse las micelas, tal como agua bidestilada, por
ejemplo.

Supongamos que la separacién entre coloide y agua es perfecta en el
momento inicial de la experiencia. \

La difusion micelar se efecttia entonces de tal manera que, practicamen-
te, la concentracién después de un tiempo serd la misma en todos los pun-
tos de una misma capa horizontal, ya que todos sus puntos se hallan igual-
mente distantes de cada una de las capas coloidales que van enviando
—valga la expresién— oleadas de micelas. Es como si el coloide se difun-
diera por ondas planas. Y ésta es la realidad total.

Pricticamente para que una micela alcance una determinada capa del
medio de dispersién, debe recorrer el camino que separa el coloide de dicha
capa, con sujecién a las férmulas estadisticas de una dimensién.

O sea, si es x; la distancia que separa el coloide del plano en el que se
estudia la concentracién, y si se supone que existe mucho coloide, se ten-
dré que la facilidad para que llegue la micela z;, sera:

Xy
Fic. 13

La expresién que nos da la probabilidad de que la capa del medio de
dispersién considerada sea alcanzada por las micelas que ocupan el coloide
situado desde el plano «, hasta — oo, serd:

f ———e"’" i L)

El valor de esta probabilidad multiplicado por la funcién que expresa
la concentracién coloidal en el momento inicial a lo largo del tubo de en-

sayo, nos dard la concentracién existente en el plano z;, ya que a él pue-

den llegar todas las micelas de todos los diversos planos segin dicha po-
sibilidad.
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Por tanto, si la concentracién inicial era ¢, y la suponemos constante
entre z, e co (ponemos el origen de coordenadas en la superficie que se es-
tudia) tendremos

que puede descomponerse en estas dos expresiones:

@ = 0 ([ b e dre— {‘r;«/}—L——— oA dm) (67)
Jo a® Jo &

= ‘Cy ¢ (% [x, N/E— el (I:n) (68)
Jo w /

férmula esta dltima, que nos darfa la concentracién micelar en el plano:
origen por efecto de la difusién mediante ondas planas del coloide, que con
la concentracién inicial ¢, ocupara el tubo de ensayo desde la distancia @,
hasta el infinito en uno de los sentidos, siempre que el agua bidestilada
se prolangara también hacia el inifinito en el otro sentido, evitando asi la
influencia que las superficies libres entre colodie, agua y atmdsfera pudie-
ran introducir. Esta influencia la estudiaremos en su momento.

En paginas posteriores se incluyen unas curvas correspondientes a la
funcién (68), que nos dicen la perfecta simetrfa respecto del plano de se-
paracién coloide-agua, existente siempre en este caso ideal considerado.

En las citadas curvas se ha expresado la variacién de concentraciones:

al cambiar h, o lo que es lo mismo ¢, puesto que, como es légico, la difu-
si6n sera tanto mayor cuanto mds sea el tiempo de que dispone para efec-
tuarse, y por lo tanto mayor dispersién micelar se dara.

Para interpretar las citadas curvas y algunas otras similares que mas:

tarde se dardn, nos parece conveniente indicar que siendo la expresién:

'z, ] il

la misma que nos da la probabilidad, y halldindose los valores de esta fun--

c¢ién tabulados para una expresién que sin ser aparentemente la misma,
(puesto que las tablas responden a expresiones en la que no interviene h
en la funcién exponencial), sin embargo coinciden como ahora veremos.

(66)

RIS
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TABLA 4

t=t—>h=3 t=t,—>h=15

3 X cfc, = @ (X) X c/e, = @ (X)
— 0,05 0,684 — 1,0 0,983
=l 0,664 —0,9 0,972
— 0,2 0,802 —10,7 0,931
— 0,3 0,898 — 0,5 0,855
| — 0,4 0,955 — 0,3 0,738
— 0,6 0,994 — 0,1 0,684
0 0,5 0 0,5
0,05 0,416 0,05 0,455
f 0,1 0,336 0,2 0,335
] 0,2 0,197 0,4 0,198
! 0,3 0,102 0,5 0,145
0,4 0,044 0,6 0,102
] 0,5 0,016 0,7 0,069
1 0,6 0,006 0,8 0,045
| 1,0 0,017
X c/c, = @ (X) X cle, = @ (X)
. —155 0,983 — 2,0 0,921
b — L 0,921 —15 0,955
4 —0,8 0,871 —12 0,802
— 0,6 0,802 — 1,0 0,760
2 — 0,4 0,714 —0,6 0,664
— 0,2 0,611 — 0,2 0,566
— 0,1 0,562 — 0,1 0,528
) 0 0,5 0 0,5
’~ 0,05 0,472 0,05 0,486
0,3 0,3 0,416
: 0,5 0,240 0,5 0,362
3 0,7 0,162 0,7 0,311
0,9 0,102 1,0 0,260
3 1,3 0,033 1,5 0,145
3 1,6 0,017 2,0 0,079
t=t,—>h=1 t=t —>h=1/2
g h es variable en el sentido de que para observaciones hechas en tiem-
‘ pos distintos es también distinta, por tanto, resultaria que para calcular la
‘concentracion micelar en un mismo punto y después de tiempos diversos

H la funcién (a) tomaria series de valores distintos para cada observacidn,
con lo que su tabulacién resultaria imposible, o por mejor decir antipractica.

Por ello, los autores han buscado transformarla en otra que permita
dar los valores de la probabilidad, teniendo en cuenta el producto hx como
si fuera la variable independiente.
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Esta transformacion (39) puede darse en funcién de hz o de cualquiera:
de las expresiones que resulten al reemplazar la h por los diversos valores
medios que se han estudiado y que siempre tienen una definida relacién
con h segun quedé fijado.

Para no hacernos pesados daremos aqui la que corresponde al primero
de los modos dichos, o sea, en funcién de hz.

Llamando a hx = ¢, serd d e = h dz y reemplazando en la funcién (a):

(% h i 1 hx‘_:
() JE —— M Jp = —— e de (69)
) T v o

De interesarnos, pues, calcular la concentracién para la distancia x;,
habremos de efectuar primeramente el producto de x;, por el valor de h
calculado a partir de una de las medias estadfsticas. Después, en la tabla
que dé las probabilidades con respecto al valor de hx, se mirard la que co-
rresponde al valor hz, que interesa. Multiplicado el valor del paréntesis

que aparece en (68) por la concentracién inicial se tendrd la concentracién
buscada.

INFI UENCIAS SOBRE LA DIFUSION DE DIVERSOS PLANOS

I. Prano DE FoNnDO.

El caso de la difusién antes considerado es un caso ideal, pero en la
practica hemos de usar tubos de ensayo de vidrios duros de Jena. Se precisa
suficiente cantidad de coloide, para que se cumpla la condicién anterior-
mente supuesta de tener coloide hasta el infinito. Podemos asi aplicar la
ecuacién (68).

Supongamos, pues, un tubo de ensayo como el de la figura (15) en el
que ponemos coloide sobre un fondo hasta unos centimetros de altura. En-
cima del coloide hemos de depositar agua hidestilada mediante una técnica
conveniente para que no se mezclen entre si el coloide y el agua.

|

|‘l:ll1l ’1
'HZ‘O:‘*( |
[

Fic. 15

Supongamos que la cantidad de agua depositada es suficiente-
mente grande para que, practicamente, su altura sea infinita.
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Naturalmente, habrd difusién en el agua por parte del coloide, puesto
que el gradiente de concentraciones cumple la condicion de disminuir del
coloide el agua.

Ahora bien, las micelas coloidales por efecto del movimiento brownia-
no, se agitan en todas direcciones y por tanto, no sélo las que se hallan
proximas al fondo del tubo sino las que ocupan cualquier posicion, pueden
llegar hasta dicho fondo.

El choque contra la superficie que constituye el fondo del tubo, produce
la reflexién micelar, de tal modo que la presencia de dicho fondo surtird
los mismos efectos en la distribucién de las concentraciones que si de la
otra parte del fondo llegaran micelas situadas simétricamente con respecto
a él, o sea, como si hubiera otro tanto de coloide tras el fondo como el que
se encuentra encima de él.

El fondo actiia, por consiguiente, como de espejo que duplica la can-
tidad de coloide a considerar.

Se comprende esto fcilmente, pues, la facilidad de desplazamientos
iguales en sentido opuesto, es la misma, 4 y A" de la figura (16) tendran la
misma facilidad de llegar a F.

A’ A

—— e e e e e

Fic. 16

Si en A’ hubiera una micela y no existiera fondo, seguirian las cosas,
para ella, lo mismo que ocurre cuando una micela situada en 4, por efecto
del choque, sufre la reflexion en la pared del fondo. ;

En el caso de que la micela chocara oblicuamente contra el fondo, como
la 4 de la figura (17), su simétrica, recorriendo un camino también simé-
trico hacia el fondo haria el mismo papel, y teniendo en cuenta que este

Fic. 17

R A

AUl

M

Db il il




ESTUDIO TEORICO Y EXPERIMENTAL DE LA DIFUSION EN COLOIDES DE ORO

fenémeno es estadistico, no se dard variacién real de la concentracién en
puntos de una misma superficie, por lo que la difusién sigue realizdndose
por ondas planas.

Tratemos ahora de interpretar la f6rmula que nos da la concentracién
micelar en los puntos de un determinado plano del cilindro, siempre que se
den las circunstancias antedichas: o sea, el coloide se deposita sobre un
fondo, y el agua que sobre él hay se extiende indefinidamente.

Sea el plano P del cilindro de difusién, situado a una distancia =, de la
superficie de separacién entre el coloide y el agua; 7, es la distancia entre
el fondo del tubo y la superficie considerada. (figura 18).

Como el fondo hace el mismo efecto que un espejo por lo que se dijo,
duplica para los efectos de la difusién, la cantidad de coloide.

Empleando un rozamiento anadlogo al del caso ya estudiado —tanto co-
loide como agua se extendian indefinidamente— se llega a la férmula:

l hr,
© = @& V?f es=dz (70)
hr,

pero como quiera que 73 = 2 (1,—1) + 1, = 21,
tendra la forma definitiva siguiente:

’ ik h(2r,—r,) d 1 h, q 7 1)
8= @ = &F hp— ==l O 0l
( i fo ﬁﬁ e (

que es practicamente la misma que (68) en el caso de que la cantidad de
coloide puesto en los tubos sea bastante grande, puesto que el minuendo
del paréntesis es I cuando el limite superior de integracién pasa de 2.

En las péaginas siguientes se adjuntan las graficas correspondientes a una.
difusién teniendo en cuenta la- presencia del fondo de los tubos y para
- distintas. h.

‘ Podra apreciarse que para h grande (poco tiempo de difusién) apenas
hay influencias del fondo (curvas totalmente simétricas con respecto al pla-
no de separacién coloide-agua) lo cual es l6gico, por no ser facil que los
desplazamientos micelares hayan hecho alcanzar el fondo a las micelas.

r; la expresién (70)
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MAYB T A U5
X c/e,=D(X) (h=1/2)| X cfo,=® (X) (h=3):
— 06 0,944 =5 0,998
=05 0,983 195 0,994
04 0,955 =10 0,982
=03 0,898 — 08 0,957
—02 0,802 — 05 0,854
250 0,664 — 0.2 0,663
— 0,05 0,584 — 0,05 0,541
0 0,5 0 0,5
0,05 0,416 0,1 0,415
0,1 0,334 0,15 0,395
0,2 0,198 0,3 0,262
0,3 0,102 0,6 0,101
0,4 0,045 0,9 0,027
0,5 0,017 1,25 0,003
0,6 0,006 1,5 0,001
X: ¢/c,=® (X) (h=1) X ¢/ 6,=®(X) (h=1,5)
=1 0,966 =715 0,710
— o 0,954 — 1,25 0,703
=7 0,918 — 0,670
— 0,75 0,854 — 5 0,641
— 05 0,759 — 05 0,599
— 0,25 0,637 — (il 0,519
0 0,5 0 0,488
0,25 0,486 0,05 0,470
0,1 0,444 0,15 0,445
0,4 0,286 0,3 0,406
0,5 0,240 0,5 0,355
0,9 0,102 0,7 0,306
1,0 0,079 1,0 9,237
1,25 0,039 1,5 0,144
2 0,002 2 0,078
2,50 0,001 4 0,002

II. PrLANOS DE PAREDES LATERALES

Visto el notable influjo que coresponde al fondo de los tubos en la di-
fusién de los coloides, nos proponemos ahora examinar la accién de las
paredes laterales sobre el proceso de la difusion coloidal.

Suponiendo uniforme la concentracién micelar en todos los puntos de
una misma capa, al chocar una micela contra la pared lateral sufrird una
reflexién, que la desviard de tal manera, que su recorrido proyectado sobre
un eje hor17ontal por ejemplo, serd el mismo que el que tendria otra
micela que desde el mismo plano y situada simétricamente con respecto

— 146 —

T TN T

e

s £t




T




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

a la pared por la parte exterior del tubo, llegara al punto en que rebota
la micela que realmente existe. Es decir, si en el exterior hubiera coloide
igualmente concentrado que el del tubo y no existieran paredes laterales,
las micelas que se ven forzadas a reflejarse seguirian hacia afuera, pero
otras llegarian desde fuera produciendo el mismo efecto que el que ellas
mismas realizan reflejandose.

0 sea, que la presencia de paredes laterales parece no alterar el feno-
meno de la difusién cuando ésta se realiza en virtud de ondas planas, pues-
to que tampoco altera la concentracién en los diversos planos.

; T
Xq_ | e

\irgies o

\\ : A'

\\. i

; }
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g
Fic. 20

Esta feliz consecuencia nos evita la modificacién de férmulas ya dedu-
cidas, y nos permite tratar el problema haciendo caso omiso de las paredes
laterales.

TII. PLANO LIBRE DEL MEDIO DE DIFUSION

Un nuevo factor se presenta a nuestra consideracién como posible per-
turbador de la normal difusién (40) estudiada para el caso ideal de que
tanto el coloide como el agua se extiendan indefinidamente. :

Se trata de la superficie libre del medio de difusién del coloide mas
alla de ella.

Como, por otra parte, en la practica es indispensable limitar bastante
la separacién entre dicha superficie y el coloide, es decir, que no debe
ponerse mucha cantidad de agua bidestilada, se quiere apreciar conve-
nientemente la difusién en tiempos del orden de tres o cuatro meses y como
ademds, segln oportunamente se verd, nuestras experiencias se hacen to-
mando muestras en la superficie libre del agua para analizar la concen-
tracién micelar en ella misma, nos resulta indispensable conocer la influen-
cia que dicha superficie libre pueda ejercer en el valor de la concentracién
micelar tras la difusién.

Desde luego se ha estudiado la influencia de la tensién superficial en la
posible retencién de particulas micelares, pudiendo decirse que si existe
esta retencién, no es muy apreciable, ya que teniendo cuidado de tomar

— 148 —

el ifas 0 gt 4




ESTUDIO TEORICO Y EXPERIMENTAL DE LA DIFUSION EN COLOIDES DE ORO

muestras con un cuentagotas, exactamente aplicado en la superficie libre,
se han obtenido concentraciones muy parecidas a aquellas que correspon-
den a muestras extraidas introduciendo ligeramente el extremo del cuen-
tagotas en el medio de dispersién.

El efecto dOptico del menisco que se produce en dicha superficie libre
con los tubos ordinarios, parece como si alli se acumularan mas micelas.
Este efecto es el que nos ha sugerido esta posible influencia.

Supongamos primeramente, mucho coloide —hasta el infinito— y me-

dio de dispersién limitado por la superficie libre a no mucha distancia del
coloide primitivo, segin la figura (21).

= e —— = —-
)
| ]
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oA DR
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| ;
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Fic. 21

Al llegar las micelas a la superficie libre L, no pueden seguir, teniendo
que reflejarse o quedarse en la superficie misma. Su distribucién después
de un tiempo suficiente serd el resultado de dos acciones: 1.* La difusién
normal por parte de las micelas que aun no llegaron a L. 2.* La difusién
de las que se reflejan en L y difunden hacia el interior.

Ahora bien, esta segunda distribuciéon serd la misma que la que corres-
ponderia a la existencia en la parte derecha de la superficie L de las con-
diciones simétricas a las que se dan a la izquierda. Asi, cada micela que se
refleja produce el mismo efecto que otra que llegara a L con la misma pro-
babilidad, o sea, de su simétrica por la parte derecha.

Por tanto, la superficie libre produce el mismo efecto practico que si
existieran por ambos semiespacios las mismas condiciones que se dan al
semiespacio realmente coloidal.

La concentracién micelar debida a difusién por ondas planas cuando
existe superficie libre de separacién entre el medio de difusién y la atmés-
fera, parece que debe ser el doble de la calculada suponiendo que este me-
dio de dispersién se extendiera hasta el infinito.

En segundo lugar nos vamos a referir al caso mds interesante en la pric-
tica.

Es el de una difusién en tubo de ensayo y en el que, tanto la cantidad
de coloide puesto en la parte inferior del tubo con fondo, como la de agua
bidestilada superpuesta, son cantidades limitadas. Existiendo también la
superficie libre del medio de dispersién de la que se ha de tener en cuenta
la influencia.

Graficamente hacemos visible este caso en el esquema que se adjunta
en la pagina siguiente.
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Llamemos 7, a la distancia entre la superficie libre y la separacién ini- I
cial coloide-agua ; ¢, a la distancia entre el fondo del tubo y la superficie \
libre de agua bidestilada.
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La existencia de este fondo obliga a hacer los cdlculos como si hubicra
doble altura de coloide, seglin se vio o sea. a considerar la integracién entre
los limites 7, y 7. ; i
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El hecho de la existencia de superficie libre nos impone multiplicar por
dos la concentracién tedrica hallada en nuestras deducciones y expresada
por las férmulas (69), (70) y (71).

Por tanto, la férmula que nos dar4 la concentracién micelar en el plano
de separacién del agua bidestilada y de la atmdsfera serd :

9 C hru

Sk A —2 f i~ ¢
= — e dx (13)

VT Jo

formula que desarrollada y expresada en funcién de 7, y 7, toma la definitiva
forma siguiente

2 h(ng—-r]) ) 2 Iu'l ; \ y
G = @ (ﬁ [ @ i = T [ e dx) (73)
Jo VT Jo

Esta f6rmula es la que realmente empleamos en la practica.

Resulta muy fécil de aplicar la anterior férmula, ya que los valores de
las integrales se hallan tabulados. =

También se aprecia muy ficilmente que la primera de las integrales de
la diferencia que va en el paréntesis, para los valores de las r que suelen
usarse ordinariamente en la practica, tiene siempre un valor muy préximo

@ la unidad, por lo que podriamos expresar la anterior ecuacién de la ma-
nera siguiente :

D) 'hr1
c=c (l—ﬁ/ e d:p) (74)

0

‘que se apreciard coincide con la forma mds ordinariamente usada por los
aufores, y que ya se vio en la primera parte de este trabajo con sélo susti-
tuir h por su valor en funcién de D y de ¢.

Puede apreciarse por tanto, que por un camino puramente estadistico

ancias reales de nuestras experiencias he-
mos llegado a una expresion consagrada por los cientificos.
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PARTE EXPERIMENTAL

Consultando revistas y diversas publicaciones cientificas, en las que los
pacientes investigadores han ido plasmando en ndmeros, sus esfuerzos por
reducir a formulas, las leyes que el Creador impuso a los seres y a las que
éstos obedecen inflexiblemente, hemos apreciado que este problema de la
difusién ha merecido detenido examen experimental ya desde los comien-
zos de su estudio tedrico.

Las citadas experiencias se llevan siempre a cabo, unas veces estudian-
do la variaci6n de concentraciones con el tiempo, en un mismo punto del
medio de difusifn: otras veces, se estudia la variacion de concentracién:
con respecto a la situacién, pero para un mismo tiempo.

Para hallar estas variaciones de concentracién se utilizan diversas téc-
nicas analiticas, que van desde el tipico analisis cuantitativo hasta el po-
larografico y fotocolorimétrico.

La naturaleza tipica de los coloides, cuyas micelas adquieren gracias a
la iluminaci6n lateral (efecto Tyndall) el vivisimo resplandor que las indi-
vidualiza perfectamente, haciéndolas cual nitidas estrellas fécilmente con-
tables en el, a modo de firmamente maravilloso, que observa quien se aso-
ma al ocular del ultramicroscopio ; la naturaleza de los coloides, digo, nos
ofrece un modo sencillisimo de estudiar la variaciéon de concentraciones de
coloide por contaje de particulas, y por tanto, de estudiar la difusién.

Si resulta facil este estudio de concentraciones micelares, la parte expe-
rimental de este trabajo lleva consigo otros problemas técnicos, no tan sen-
cillos de resolver, y de los cuales, en gran parte, puede depender el éxito
de nuestras experiencias.

Estos problemas son: la preparacion de los aurosoles al formol, el lle-
nado de los tubos de difusién, de tal modo que el depésito del agua bides-
tilada sea sin agitacién ni mezcla, el cdlculo de los desplazamientos mi-
celares, etc.

Todos estos problemas nos parece haberlos resuelto de modo bastante
satisfactorio, gracias a la magistral direccion del Dr. Juan Martin Sauras
y a la afable y desinteresada ayuda de los compaiieros del Laboratorio, que
calahoraron en mas de una ocasién para efectuar operaciones que exigian la
presencia de mds de una persona.

El Laboratorio de Coloidequimica de la Facultad de Ciencias de Zara-
goza posee un ultramicroscopio Zsygmondy, y en él se han realizado ya
notables estudios sobre coloides (29), (37). Informados sobre las cualidades
que presentan los coloides de Au, sobre todo si se les obtiene por el mé-
todo del formol, hemos creido muy a propésito trabajar con ellos y reali-
zar las experiencias de difusién coloidal en agua bidestilada como medio
de dispersién, siempre siguiendo las dlrectrlces del Dr. Martin Sauras.
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PREPARACION DE LOS AUROSOLES AL FORMOL

El método seguido para la preparacién de los coloides de oro han sido
el de Zsygmondy, consignando en “Das Kolloide Gold” (26).

Hemos apreciado que da excelente resultado la sustitucién de algunos
de los detalles traidos por Zsygmondy, por otra parte muy costosos. Nos
referimos, concretamente, a que el refrigerante empleado en la bidestila-
ci6n del agua y que Zsymondy exige sea de oro o plata, puede ser senci-
llamente de vidrio de Jena. En efecto, toda el agua bidestilada que hemos
usado, condensd en un refrigerante en espiral, de vidrio de la casa Schott
de Jena. Los coloides con ella preparados pueden considerarse, no obstante
como ideales, pues han durado mds de un afio en perfecto estado sin haber-
se notado ni coagulacién ni pérdida del tipico color rojo rubf.

Muy prevenidos de la influencia nociva que cualquier pequeiia suciedad
ejerce en la marcha para la obtencién de estos coloides de oro, nuestro es-
fuerzo pro limpieza absoluta fue realmente notable, completando y com-
probando dicha limpieza mediante la corriente de vapor de agua a que se
somete a todo el material empleado.

Obtencién del agua bidestilada. — Respecto de ello, se ha de hacer cons-
tar que, a mds de unas gotas de disolucién 0,1 N de Mn0O.,K anadidas al
agua destilada para destruir la posible materia orgénica, y de unos troci-
tos de vidrio Pirex bien limpio, para regularizar la ebullicién, como quiera
que ésta era muy tumultuosa, anadlmoc trocitos de porcelana junto con

unzi cucharadita de C0O,Ca en polvo logrando que asi fuera totalmente tran-
quila.

Disolucién del formaldehido. — Para preparar esta disolucién partimos
de un producto, que por hallarse polimerizado nos fue preciso destilar
previamente. El formol despolimerizado, con garantia de ser un buen re-
ductor, lo recogimos sobre una pequefia cantidad de agua bidestilada.

Después disolvimos 0,4 cc. del formaldehido en 100 cc. de agua bides-

tilada, puesto que un exceso de reductor no es perjudicial en la obtencién
del oro coloidal.

Disolucion para neutralizacion del dcido clorodurico. — Hemos usado
con esta finalidad tanto el CO,K, como el CO,HK en disolucién 0,18 N. Am-
bas sales son de la casa Merck aunque nos parece atin mds conveniente el
bicarbonato que la sal neutra.

Disolucién del dcido clorodurico. — Zsygmondy indica que esta disolu-
ci6n se logra disolviendo 6 gramos de Cl,AuH .4H,0 en agua bidestilada hasta
un litro. Nosotros disponemos de un gramo de clorodurico cristalizado, que
disolvemos hasta 167 cc. de agua bidestilada.

Todos estos reactivos precisados para la obtencién de los coloides, los
guardamos en matracitos o erlenmeyers cuyas bocas tapamos con el lla-
mado papel de plata, con el fin de evitar la introduccién de sustancias or-
géanicas y el almacenamiento de polvo en los bordes de los recipientes, que
haria 1mposxb1e la obtencién de coloides en estado conveniente.
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Tampoco queremos omitir que cuantas pipetas, agitadores, envases, cuen-
lagotas, etc., hemos usado son de vidrio Jena, pues el vidrio blando ordi-
nario introducirfa iones que actuando como nticleos de asociacién de pro-
tonas coloidales nos darian coloides de oro formados por racimos de prote-
nas (polionas) cuyo color seria violeta e incluso azul en lugar de rojo rubi.
Con estas polionas resultaria imposible practicamente el contaje de mice-
las, y seria totalmente equivocada la determinacién de desplazamientos mi-
celares, en el caso de que fuera practicable.

Algunos otros detalles podriamos aqui consignar, pero en honor a la
brevedad nos parece conveniente omitirlos.

CARACTERISTICAS DE LOS COLOIDES OBTENIDOS

Con la escrupulosidad que estos detalles hacen suponer y siguiendo la
receta de Zsygmondy, hemos logrado preparar siempre coloides rojo rubi
de perfecta transparencia, y si alguna vez se ha notado algo de turbidez al
‘observarlos por reflexion los hemos desechado. ‘

Para tener una idea aproximada de las dimensiones de las micelas cons-
titutivas de estos coloides de oro que han sido el sujeto de nuestra inves-
tigacion, basta saber que, determinado el tamafio medio de su lado —re-
cuérdese que el oro cristaliza en cubos del sistema regular en uno de los
primeros coloides obtenidos, result6 ser

In="2:5811:05°
y teniendo en cuenta que, siendo la conecentracién en oro:
¢ = 1,72 - 10” micelas/cm.?

facilmente se deduce que tan s6lo 2,6 - 107° del volumen coloidal es de me-
tal precioso, o sea que puede suponerse que cada particula dispone de un
volumen de agua aproximadamente 40.000 veces mayor que el suyo pro-
pio, en el que puede moverse libremente.

Atun haremos una salvedad referente a que el tamafio de las micelas
con las que realmente hemos hecho las experiencias de difusién que damos
como véalidas, es bastante inferior a lo antedicho, debido a que para ellas
se empled el coloide que después de varios meses queda en la zona superior
de los tubos de difusién. En dicho coloide el efecto de sedimentacién es
totalmente despreciable, pues de lo contrario las micelas hubieran ido al
fondo de los tubos.

No podemos, sin embargo, dar las dimensiones de estas micelas, como
facilmente se comprendera.

TECNICA OPERATORIA DEL LLENADO DE LOS TUBOS

Tratdndose de estudiar la difusién de sustanicas liquidas no miscibles
entre si, resulta muy sencillo depositar el medio de dispersién sobre la sus-
fancia que difunde, pues basta dejar caer lentamente dicho medio de dis-
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persion sobre la superficie libre de la sustancia problema, previamente de-
positada en el fondo del tubo con suficiente cuidado para que no haya que-
«dado por las paredes del mismo.

Cuando se estudia la difusién de hidrosoles de oro en agua bidestila-
da fotalmente miscibles entre si en todas proporciones, y con suma facilidad
-a la menor agitacién, el problema de llenado de los tubos de tal modo que
las dos capas coloide y agua, queden perfectamente diferencias inicialmen-
te, no resulta tan sencillo.

Como, por otra parte, del logro de esta perfecta separacién depende que
pueda o no estudiarse el problema de la difusién, hemos puesto todo el
empefio en resolver este problema lo mas satisfactoriamente que nos ha
sido posible.

Véase como hemos procedido.

I. Depésito de coloide en los tubos

En un tubo de ensayo, perfectamente limpio y seco para que no se
altera la concentracién inicial de coloide, depositamos con sumo cuidado
una cantidad de coloide. En un principio 100rabam0s este depésito median-
te una pipeta en la que tomabamos el coloide. Con cuidado, para no tocar
con la pipeta las paredes del tubo, y para que, en el momento de intro-
ducirla no caiga ninguna gota en las mismas paredes, introduciendo coloide
mds arriba de la altura que realmente éste debe alcanzar.

M4s tarde en la boca del tubo de ensayo pusimos un dispositivo de cris-
tal en forma de tapén con agujero, por el cual ficilmente penetra la pipe-
ta, a la que sirve de gufa, resultando prdcticamente imposible que éste

toque a las paredes del tubo y que las gotas que se desprenden de la misma
-alcancen las paredeq

II. Depésito del agua bidestilada sobre el coloide

Resulta fundamental para este depdsito, y por tanto, para que pueda
estudiarse la difusién en forma conveniente, que haya total ausencia de la
agitacién que lleva consigo la caida de gotas sobre el coloide. También ha
de evitarse el deslizamiente del agua por las paredes del tubo, pues, en este
caso, deslizdndose el agua por debajo de la superficie libre del coloide, pro-
‘duce remolinos que agitan el coloide ademds de diluirlo.

Si se logra depositar lentamente las gotas de agua sobre la capa super-
ficial del coloide, sin que se rompa el equilibrio que las fuerzas de tension
superficial mantienen entre las moléculas de agua y las micelas de oro
dichas gotas se esparciran totalmente sobre el colodxe logrando esta per-
fecta separacién entre las dos capas o fases.

La primera idea que se nos ocurri6 para lograr esta superposicién fue
atilizar un tubo en U provisto de llave.

Poniendo coloide en la rama sin llave y agua bidestilada en la otra, de
modo que en la superficie libre de ésta alcance menor altura que la del co-
loide en la otra, y abriendo con mucho cuidado la llave, el coloide empujara
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hacia arriba la columna de agua bidestilada. Asi ademds se evitard el arras-
tre de micelas, que ocurrirfa en caso de dar paso al agua por la llave.

Pero este procedimiento tiene el grave inconveniente de que el paso
del coloide por vidrios esmerilados lleva consigo la coagulacién con suma
facilidad, por lo cual debimos desechar tal procedimiento.

Ideamos a continuacién una técnica que nos da al mismo tiempo la po-
sibilidad de formacién de gotas muy lentamente y que las deposita sin nin-
guna agitacion sobre el coloide.

Esta técnica se basa en el empleo del frasco de Mariotte, y en el prin-
cipio de ‘Arquimedes, mediante el cual el descenso del tubo de ensayo se
logra con'gran suavidad; como luego veremos.

En el matraz 4, figura (23), se pone agua bidestilada y mediante el
tubito L doblado y estrechado en su parte interior se mantiene en R, con-
tinuamente, la presién atmosférica.

Fic. 23

Fl sifén al que equivale el otro tubo, lleva un estrechamiento en la
rama que se introduce en el matraz, con la finalidad de que el gasto del
liquido sea el minimo posible. En el extremo exterior del sifén conviene
que el corte sea lo més circular posible y, desde luego, sin estrechamiento.
Asi se formen gotas perfectamente esféricas y su salida se efectia lenta-
mente. :

Regulando la diferencia de niveles entre R y el sifén, o sea, aprove-
chando la pequefa diferencia correspondiente a la presién de la columna
de agua RE, se logra que una gota iniciada en E’ quede suspendida per-
fectamente durante bastante tiempo por efecto del equilibrio entre las fuer-
zas de la tension superficial y las correspondientes a la diferencia de nive-
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les RE. Una gota salida del Mariotte deja un vacio en el frasco que es
reemplazado por una burbuja de aire que penetra por R. Este burbujear
nos da una media sencilla de la velocidad del llenado del tubo de difusién.
El frasco de Mariotte actia como tal, mientras el nivel del agua del matraz
es superior a R, pues al alcanzar este nivel se convierte en simple sifén.

Pero la dificultad mayor viene ahora. Se trata de recoger estas gotas
formadas en el frasco de Mariotte, sobre el coloide sin que haya mezcla
con él.

Los primeros intentos fueron de hacerlo a pulso. Es decir colocado el
frasco de Mariotte a altura conveniente, introduciamos la rama exterior del
sifén, con gota ya iniciada, en el tubo provisto de coloide. Se cuidaba de
no establecer contacto entre paredes del tubo de ensayo y rama del sifén,
para evitar que el agua se deslizara por las paredes. Con muchisimo cui-
dado se acercaba a la superficie libre del coloide la gota iniciada y pen-
diente, evitando siempre que el vidrio de la rama del sif6n tocara el coloide.
La gota se deformaba y, por fin, se esparcia sobre el coloide, sin mezclarse
con él. Asi el extremo E’ quedaba rozando el agua depositada y, descen-
diendo lentamente el tubo, al mismo tiempo ﬂu1a agua bidestilada sobre
el coloide.

De esta manera llegamos a llenar algin que otro tubo, pero resultaba
pesadisimo y muy dificultoso por el factor personal del cansancio y ner-
viosismo.

En vista de esto se idearon algunos métodos que querian evitar las di-
ficultades inherentes al trabajo a pulso.

Se pens6é primeramente, en deslizar el tubo sobre una gufa de madera,
luego, moviendo el tubo mediante una rosca, a la que va solidario.

Estas modificaciones y algunas mds que omitimos, no dieron resultado,
pues el liquido de los tubos se agitaba, con la consiguiente mezcla de las
dos fases.

Por fin, con la ayuda del Licenciado Sr. Felipe de Leén 1 (q.e.p.d.),
resolvimos el problema por un método hidraulico, que tras varias modi-
ficaciones, queda como a continuacién se expone.

V es un vaso de precipitados de dos litros, en cuyo interior va un cilin-
dro de vidrio perfectamente vertical y sujeto. Al tubo con el coloide se le
provee de dos corchos, perfectamente parafinados en toda su superficie, y
en los que se han practicado agujeros para que por su parte inferior entre
holgadamente el tubo de coloide.

Los corchos son de didmetro ligeramente menor que el del cilindro an-
tedicho. Estos corchos actian como flotadores del tubo de ensayo que trata
de llenarse.

Situado el frasco de Mariotte convenientemente, se pone su rama exter-
na perfectamente encima del tubo de ensayo y en la misma linea que el
eje vertical de éste. Echando agua en el vaso de precipitados sube el tubo
de ensayo a la par que el nivel del agua. La rama externa tiene formada la
gota, que pende. Cuando se hallan préximos el coloide y la gota pendiente
de Mariotte, se abre una llave de poco gasto, para desagiie del gran vaso.
Se regula la llegada de agua al vaso para que la gota se desparrame cuida-
dosamente sobre el COlOldL y quede establecido contacto entre esta gota
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depositada y la rama del frasco, que no debe entrar jamds en el coloide,
para evitar asi arrastre de micelas.

El lentisimo descenso del nivel del vaso regula la salida de agua bides-
tilada del frasco de Mariotte, de tal manera que siempre el extremo del
sifén enrasa perfectamente con la superficie libre en el tubo de ensayo.

Cuando quiere darse por acabado el depdsito de agua, basta hacer des-
cender subitamente el nivel del vaso, y la rama del Mariotte se desprende,
por si misma, del agua depositada.

En los esquemas puestos en la pdgina anterior hemos querido expresar
dos momentos interesantes de esta técnica del depdsito de agua en el tubo
en el que estudiaremos la difusién: el correspondiente a la primera gota (a)
y el momento final del llenado (b).

Para extraer el tubo se vuelve a llenar el vaso hasta poder tomar con:
los dedos el tubo por su parte superior.

Todo este procedimiento tiene la ventaja, ademds, de no necesitar la
presencia continua del investigador.

Con todo, se ha de cuidar uno para que en el momento de sacar el tubo
y de separar los corchos flotadores se evite todo movimiento rapido que
llevaria consigo la mezcla de las dos fases.

Si el coloide con el que se trabaja es bastante concentrado, la separacién
de las dos fases es perfectamente apreciable de manera directa. De todos.
modos, y mas esp@rialmenie cuando el coloide es muy diluido, hemos com-
probado la neta separacién y la ausencia de micelas en la fase acuosa,
mirando los tubos al haz de luz del arco voltaico, para ver si se da el efecto
Tyndall en la fase de dispersion.

En aquellos casos en que hubo agitacién a la salida de los tubos o en el
que el llenado no fue bien, hemos notado que la separacion coloide-agua
no es netamente superficial y que, pocos minutos después de extraidos los
tubos se apreciaba sobre el coloide la presencia de particulas de oro a
gran altura.

En estos casos, como es natural, hemos despreciado la preparacién.

DispoSicION DE LAS EXPERIENCIAS DE DIFUSION DE LOS COLOIDES

Vista la manera como quedan llenos los tubos en los que la difusién se-
va a efectuar, indicaremos la forma de disponer las series de tubos en los
que dicha difusién se va a estudiar. :

Teniendo en cuenta que la difusion es un proceso lento, y que, por 10»
tanto, han de mantenerse los coloides mucho tiempo en los tubos de ensa-
yo, se impone que éstos sean de vidrio duro.

Los tubos empleados son de 20 cm. de largos por 2,7 de didmetro in-
terior.

Cada serie de tubos suele constar de seis, que se colocan en una gra-
dilla de madera, una vez llenos.

Se les tapa con papel de plata.

La gradilla se guarda en lugar seguro, para evitar trepidaciones y des-
cuidos que impidan la marcha normal de la difusién, asi como para lograr-
una temperatura practicamente invariable.
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Generalmente se ha usado una altura de coloide inicialmente de 4 cm.
y la altura de agua bidestilada, afiadida por la técnica descrita, varia entre
los tres y los diez cm. sobre el coloide.

Para cada tubo se anotan cuidadosamente estas dos alturas, la fecha
y hora en que comenzé el llenado con agua, que equivaldrd al comienzo
-del fenémeno de la difusién.

También se anota la concentracién coloidal del coloide del que se parte.

Cada tubo se numera convenientemente.

El cuadro de la pédgina recoge los datos correspondientes a unas series
de tubos.

Inmediatamente después del llenado con agua, hacemos siempre anali-
sis del estado de la capa superior libre del medio de difusién. Asi nos ase-
.guramos de la inexistencia de micelas en ella.. En algin que otro caso,
sobre todo al principio, hemos debido desechar algunos tubos porque, de-
bido al llenado inconveniente, habian sido arrastradas micelas que apa-
recian excesivamente pronto en la superficie libre de los tubos.

CONCT. COLOIDE FECHA-HORA
TUBO ,/308 3 S ALT. COLOIDE ALT. H,0
A-1 50,66 mic. 24-XT1-55-13 h. 4 cm. 12 cm.
B-1 A 2 26-X11-55-19 h. A Q352
C-1 50 2 26-X11-55-20 h. HrEeio S D
D-1 2 e 24-XT1-55-17 % 3,8 7 ==
A-2 9 2 26-111-56-19 h. 4 6,512
B-2 10 2 27-111-56-16 % s T
C-2 2% 2 27-111-56-18 % PRy R 655
D-2 2 2 27-111-56-18 3 iy Bysr
A-3 8 2 28-VIII-56-10 h. 035 B0
B-3 5 2 29-VIII-56-19 % S Th 2
C-3 % 2 29-VIII-56-18 h. 30 (F
D-3 s 3 29-VIII-56-18 % sLo) sy

MEDIDAS DE LAS CONCENTRACIONES MICELARES

Ya dijimos en la primera parte de este trabajo que, tratindose de un
problema en el que la variacién de concentraciones puede estudiarse por
el método de contaje de micelas, gracias a poseer un ultramicroscopio, éste
ha sido el procedimiento que hemos seguido por ser el mdés sencillo en
nuestro caso.

Uno de nuestros propdsitos era lograr bastantes andlisis de un mismo
tubo de ensayo, en tiempos diversos.

Siempre que el nivel del plano en el que se toma la muestra no altere
pricticamente de valor, podremos seguir la difusién en él como una fun-
ci6n de tiempo.
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Por otra parte, disponiendo de varias series de tubos en los que la al-
tura de la superficie libre del medio de difusién varia de unos a otros,
podremos también estudiar la difusiéon con respecto a la distancia y en
tiempos distintos:

Veamos la técnica empleada:

I. TomA DE MUESTRA

Zsygmondy empleaba una técnica que para nuestro caso resulta pro-
hibida, pues el andlisis micelar lo efectuaba empleando cantidades de co-
loide de al menos 50 cm.?, que fluian a través del tubo de que va provisto
el ultramicroscopio, y cuando el problema habia arrastrado el agua del
lavado, y la cubeta se suponia en las condiciones propias del problema
mismo, lograba fijar, mediante unas pinzas, que cierran la llegada del co-
loide, una gota del problema en el campo visual del ultramicroscopio. En
ella efectuaba el contaje.

Nosotros hemos empleados la siguiente técnica: mediante un cuenta-
gotas perfectamente limpio y seco, tomamos una muestra de una o, cuando
mas dos gotas, del tubo que se analiza. En caso de que se presuma, debido
al mucho tiempo transcurrido desde el comienzo de la difusién, o debido
al aspecto que presenta el tubo, que la concentracién micelar serd grande,
se hace una dilucién del coloide extraido al doble, triple, etc. Esta dilucién
la efectuaremos en una placa de porcelana de las que se usan en los ensa-
yos a la gota.

La toma de muestra la hacemos en la misma superficie libre del tubo.

Teniendo perfectamente lavada la cubeta del ultramicroscopio y habién-
dola secado muy cuidadosamente, tras los tres lavados de rigor, mediante
el mismo cuentagotas usado para la toma de muestra, depositamos una
gota del problema en dicha cubeta. La disposicion de éste permite apri-
sionar la gota de coloide cuando se baja el ocular del ultramicroscopio.

- Por tanto, bloqueando el tubo de llegada de problema usado por
Zsygmondy, y con una sola gota podemos resolver el problema de calcular
las concentraciones micelares.

La gota problema, por otra parte, puede permanecer el tiempo sufi-
¢iente para hacer varias series de contajes de los que deducir la concen-
tracién.

JI. CONTAJES DE MICELAS

Ninguna manera se ve mdas cémoda y segura, a la vez, que expresar la
concentracién micelar en ntimero de micelas en un determinado volumen
de problema.

* “El ultramicroscopio lleva en su ocular un reticulo formado por nueve
cuadritos iguales, cuya equivalencia en el plano de observacién correspon-
de a 10,4 micras de lado.

Entre el arco voltaico y el objeto se interpone una rendija cuya imagen
en el dicho plano de observacién corresponde al valor de la profundidad
de coloide iluminado en el centro visual del ultramicroscopio.
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Mediante dos coordenadas variables a voluntad, se logra que, bajo la
imagen del reticulo antes dicho, caiga exactamente la de la rendija, cuya
profundidad corresponde a 2,85 micras.

Por consiguiente el volumen de coloide iluminado bajo cada cuadrito
del reticulo serd:

V = 10,4* . 2,85 = 308 micras cubicas.

Toda micela que llegue a este volumen quedara perfectamente ilumina--
da por la luz del arco voltdico mientras en el citado volumen permanezca.
Luego serda posible hallar el valor medio del nimero de micelas que hay
en ese volumen, haciendo muchos contajes en tiempos elegidos al azar:

Este valor medio serd, por consiguiente, la concentracion micelar, siem--
pre que se tome como volumen de referencia las 308 micras cubicas.

La determinacién de esta concentracién puede venir afectada por el fe--
némeno subjetivo que lleva a tomar los momentos en que se den valores
ya maximos, ya minimos de micelas existentes en el cuadrito. Esto se evi-
ta, por ejemplo teniendo que contar el nimero de micelas en momentos:
que impone una persona ajena al que observa el ultramicroscopio, tras
intervalos de tiempo que él fija a capricho, o contando hasta cinco, u otra
cifra.

Para que los valores de estos contajes tengan mayor fidelidad ha de
procurarse :

1.° Que el reticulo caiga exactamente sobre la imagen de la rendija
con perfecto enfoque, logrando esto mediante el tornillo micrométrico de-
que va provisto el ocular.

2.° Que el nimero de micelas no pase ordinariamente de tres por cua-
drito. En el caso de ser mayor este nimero debe diluirse el coloide y te-
nerse en cuenta dicha dilucién en el cdlculo de las concentraciones.

3.° Que el observador tenga la mayor rapidez posible en sus reflejos.
y se acostumbre previamente a reaccionar ante el contaje y a dar, sin
prevenciones y honestamente el ntimero justo de las micelas que ve.

Hacemos al menos tres series de contajes con 30 lecturas en cada serie,.
disponiendo los resultados segiin se aprecia en el cuadro de la pAgina si-
guiente.

En dicho cuadro, segin se apreciard, se consigna también una cantidad
de detalles de gran interés para los resultados experimentales de la difu-
sién en los coloides con los que trabajamos.

En los cuadros de “Resultados Experimentales” nos excusaremos de-
poner los resultados de cada una de las lecturas del ntimero de micelas,
dando los valores medios y a continuacién las concentraciones correspon-
dientes después de haber tenido en cuenta la dilucién.
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MEDIDA DE LA AGITACION BROWNIANA

1. Finalidad de esta determinacion.

En la primera parte de este trabajo se vio la relacion existente entre los
desplazamientos micelares y el tiempo empleado para su determinacién.

Recordemos ahora que, segin Einstein (24), la relacién entre el cua-
drado del desplazamiento medio (media de las proyecciones sobre un eje
de los desplazamientos micelares) y el tiempo, es una constante, que mide
el estado de agitacién del coloide. Trabajando a una temperatura constan-
te, el valor de esta relacién sélo depende del tamafio de la micela y de la
viscosidad del medio de dispersién usado:

Es decir:

También el coeficiente de difusién D, es igual a la mitad de la agita-
cién browniana

in la segunda parte, examinamos asimismo las relaciones que ligaban
el pardmetro de precisién h con D y con cualesquiera de los valores medios
de los desplazamientos micelares.

Para poder aplicar la férmula que nos da la concentracién micelar en el
plano superior de los tubos en los que se estudia la difusién, después de un
tiempo determinado, es decir, —la férmula (73), a la que llegamos en la
parte final de la deduccién tedrica, necesitamos conocer el valor de h.

Fste valor, variable con el tiempo para un mismo coloide, se obtiene
sencillamente determinando la agitacién browniana de una vez para
siempre.

Conocida dicha agitacién browniana se podrdn calcular desplazamien-
tos medios para tiempos distintos. Conocidas las relaciones de estos des-
plazamientos medios con h, podremos interesar la (73), pues los limites
osn también conocidos y ya indicamos c6mo se manejan las tablas de
probabilidad.

II. Técnica empleada en la determinacién de los desplazamientos me-
dios, o sea, la agilacién browniana.

Para esta determinacién experimental, seguimos la técnica de Don Juan
Martin Sauras (29).

Consiste en medir las proyecciones sohre el plano de observacién de los
desplazamientos de muchas micelas durante tiempo iguales. Esto permite
calcular el valor de la relacion:

desplazamiento® A*

tiempo t
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Mediante esta constante, determinada para un tiempo conveniente, se
puede calcular cudl serd el desplazamiento para otro tiempo cualquiera,
que es lo que nos interesa.

Los desplazamientos de las micelas proyectados sobre un plano, se ob-
tienen sefialando en el plano del dibujo utilizando la camara clara, las
posiciones de la micela en los momentos inicial y final de la agitacién
browniana. Este intervalo de tiempo suele ser de pocos segundos, contro-
landose mediante un cronémetro.

Unidas las posiciones extremas y sefialando el sentido del desplazamien-
to, hemos hecho alrededor de 120 recorridos en cada coloide de los em-
pleados.

Hemos, asimismo, tenido la curiosidad de hallar la media de las proyec-
ciones de estos desplazamientos sobre un eje cualquiera —que es lo que
hacia Einstein— y si se tiene en cuenta el signo correspondiente a las pro-
yecciones, nos resultan valores para estas medias practicamente iguales a
0. Esto nos dice que todas las direcciones son igualmente probables y que,
por tanto, estamos en un caso en que puede perfectamente aplicarse la es-
tadistica, al mismo tiempo que se nos garantiza que no hay arrastre de
las micelas.

Para poder determinar el verdadero valor de los desplazamientos, dibu-
jJamos cuidadosamente el reticulo que nos sirvié para los contajes. Tenien-
do en cuenta que el valor real de la imagen del lado del cuadradito interior
que constituye cada uno de los nueve cuadros del reticulo en el plano en
que se halla el coloide es de 10,4 micras y que su imagen dibujada con la
cdmara clara es de 11,5 mm. resulta ya muy fécil hallar la equivalencia
real de los desplazamientos dibujados en el papel.

Hallada la media aritmética de los trazos sobre el papel y reducido su
valor al desplazamiento medio real de las micelas, tendremos la media
aritmética de las proyecciones sobre un plano, correspondiente a los des-
plazamientos que en el espacio efectian las micelas durante el tiempo con-
siderado.

T T,

A

en donde se ponen 7,” y ¢’ en el primer miembro indicando los desplaza-
mientos en los intervalos temporales usados en la determinacién experi-
mental de la agitacién browniana.

Segun esto:

s

v
vt
serd la férmula que nos permite calcular el desplazamiento medio sobre un

plano después de cualquier tiempo considerado.
Como, por otra parte, y segun se vio:

v

Ta = 74
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sustituyendo 7, tendremos:

==
h = = .

27 M 1

valor que sustituido en (73) nos resuelve los problemas de célculo tedrico
de concentraciones micelares por difusion.

PRECAUCIONES EN ESTA TECNICA DE LOS DESPLAZAMIENTOS

[. Tluminacién en la cdmara clara.

El prisma de reflexién total y el espejo que constituye la cdmara clara,
trasladan el campo visible del ultramicroscopio sobre un papel claro.. Esta
imagen del campo debe ser perfectamente visible al mismo tiempo que el
papel. Asi podran seguirse perfectamente los desplazamientos micelares y
los dibujos de estos desplazamientos seran totalmente fieles.

Ahora bien, esta fidelidad exige una conjugacién perfecta de las ilu-
minaciones del coloide por un lado y del plano del dibujo por otro.

La iluminacién del coloide la realiza el arco voltdico y la del plano del
dibujo la efectia una bombilla auxiliar, Un exceso de iluminacién por
esta bombilla enmascara las micelas. Pero el exceso de iluminacién se

puede corregir de varias maneras: ya alejando el foco luminoso, ya usando

los filtros de luz que pueden colocarse entre el prisma y el espejo o, por
fin, combinando ambas cosas.

Como la iluminacién del coloide no podemos en modo alguno modifi-
carla, nuestras posibilidades son exclusivamente las citadas en el parrafo
anterior.

II. Enfoque del campo ultramiscroscépico.

Ante todo se ha de tener en cuenta que en esta operacion conviene que
las micelas puedan ser vistas durante el mayor tiempo posible, o lo que
es lo mismo, ha de procurarse que el espacio en el que son visibles sea
el maximo posible. Por esta razén prescindimos del reticulo y de la ren-
dija cuando se trata de determinar recorridos micelares. E ,

Quitando el reticulo no perderemos las micelas que quedarian ocultas
tras los trazos negros del mismo. Al suprimir la rendija serd mucho mayor
la profundidad del campo observado y, por tanto, de coloide.

Ademds, para que pueda seguirse facilmente la micela escogida, con-
viene que la concentracién sea mds bien pequeiia, por lo cual es obligado
trabajar con coloide muy diluido en el que se pueda apreciar los recorridos
de las micelas, una a una, sin interferencias con las que las circundan.

Observemos también que siendo tridimensional el movimiento micelar,
pero apreciando nosotros tan sélo la proyeccién sobre un plano, las mice-
las que se pierdan a nuestra vista, desaparecerdn, en su inmensa mayoria,
por salirse fuera de la profundidad de foco del objetivo. Esto es légico,
teniendo presente que la distancia entre los dos planos extremos de esta
profundidad es bastante menor que el didmetro del campo visual.
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Por tanto, si se logra encontrar el plano medio entre los planos extre-
mos de enfoque, tendremos la posicién 6ptima para los recorridos. Una
micela situada en tal plano tendrd el maximo recorrido que realizar tanto
hacia arriba como hacia abajo antes de perderse y podrd, en consecuencia,
ser seguida durante el tiempo mayor posible.

Pricticamente, nos ha resultado ficil resolver este problema. Hemos
procedido de la sigueinte forma: trabajamos con la rendija puesta en el
camino del rayo luminoso que ha de recorrer la luz del arco voltdico. Mo-
vemos el ocular hasta que aparezca el campo con las micelas iluminadas.
Entonces mediante giro cuidadoso del micrémetro de profundidad busca-
mos el plano en que desaparecen las micelas, anotando la lectura corres-
pondiente en el tornillo micrométrico.

A continuacién, giramos el tornillo en sentido inverso al anterior, con
lo cual aparecera el coloide. Seguimos girando hasta que desaparezca nue-
vamente. Asi habremos hallado el otro plano extremo de la imagen de la
rendija. Hacemos igualmente la lectura correspondiente a esta dltima po-
sicién del tambor micrométrico.

Situamos el tornillo en posicién media de las dos lecturas extremas an-
tedichas y ésta serd la de maximo enfoque.

Separemos a continuacién la rendija y nos disponemos a anotar los
recorridos segun ya se dijo.

III. INFLUENCIA DE LA PARED DE LA CAMARA

Siguiendo la precaucién anotada en el apartado II y disponiendo del ul-
tramicroscopio Zsigmondy, de cdmara amplia y profunda, limitando la
eleccién de las micelas seguidas, a las que aparecen en el centro del
campo, se evita el efecto de enfrenamiento, producido sobre el movimiento
de las micelas, en la proximidad de la pared de la cdmara. Este enirena-
miento es debido a la viscosidad del medio, que se halla influida por la
proximidad de paredes segin hace notar Constantin (41).
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IV. Mopo DE PROCEDER

Consecuencia de las anteriores observaciones es el modo de proceder,
tomando micelas que estén en el centro del campo visual y que se hallen
enfocadas, observandolas durante un tiempo tal que no las permita ale-
jarse hasta alcanzar los bordes del campo.

Se pueden seguir sus caminos aun en el caso de que se desenfoquen, lo
que por otra parte, no influye en el valor de la media de los recorridos;
pues ésta depende de la componente horizontal tan s6lo, y para nada de la
vertical.
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Al

Concentracién micelar: ¢, = 50,66 micelas en 308 micras cub.

Fecha y hora llenado (comienzo difusién): 24-XII-1955, 13 h.

Altura de coloide: » = 4 cm.

2

Recorridos micelares :

Tiempo t" = 2 seg.

Num. de recorridos: 117

agua 7, = 12 cm. 20, — =16 Recorrido medio »,” = 7,7 . 107¢ cm.
r, = 8 cm.
Dia-hora Tiempo : 2 h(2r —r) 9 hr, ’
de la difusién | Media | Dilycion| Conc. VD Ta h h@r,—r) i hr, e ¢/Co ¢/Co
determin. (segundos) | contaje (c) 3 J? § T 5 calc. exper.
30-XII-12 | 143.3600 | 0,092 0 0,092 720 | 0,406 | 2,3 36,2 0,9999 18,4 0,9999 = 1,8.10-3
4-1-17 5 | 269 % ” 0,41 0 0,41 984 | 0,54 1,7 27,2 0,9999 13,6 0,9999 - 8.10-3
7-1-12 | 336 ” 0,98 0 0,98 | 1098 0,59 1,5 24 0,99999 12 0,9999 —_ 1,9.10-*
19-I-18 | 630 ” 1,05 0 1,05 | 1506 | 0,81 1,0 17,2 0,99999 8,6 0,9999 — 2,1.1072
9-II-18 | 134 ” | 0,85 2 7 2016 1,08 0,8 12,9 0,9999 6,48 0,9999 — 3,4.10-2
2-TI1-17 | 685 1,05 2 2,1 2460 1,31 0,6 10,5 0,9999 5,25 0,9999 — BI2: 1052
B 1
. . ridos micel :
Concentracién micelar: ¢, = 50,6 micelas en 808 micras ctib. Hecornidosimice anes
Fecha y hora llenado (comienzo difusi6én): 26-XII-55, 19 h. Tiempo ' = 2 seg.
Alt’l’lm 'de coloide: 7 = 4 cm. Nim. de recorridos: 117
agua 7, = 9,8 cm. 2r,—nr =133 cm. Recorrido medio », = 7,7 . 10=* cni.
r, = 5,3 cm.
Dia-hora Tiempo . ) 9 *h(@r,-r) 9 hr
4 i fusi Med iluci Cone. Al o & o 2 U
it e el e B e s / s = [ e
29 di. 123 65;5.360(5, 0,6 0 0,6 486 0,263 | 3,4 45,2 0,99999 18,6 0,9999 — 1,2.10-2
5-1-17 | 238 ” 0,725 0 | 0,725 | 924 | 0,48 1,8 23,9 0,99999 9,54 0,9999 — Tedsing
19-I-19 | 576 ” 1,18 0 1,18 | 1440 | 0,77 1 13,3 0,9999 5,3 0,9999 — 2.3 %
16-11-18 | 743 7 | 1,9 0 1,9. | 1632 | 0,88 | 0,88 11,7 0,9999 4,6 0,9999 — 3,9 ”
= 96-I-18 | 1247 ” 1,65 2 3,3 | 2118 1,14 | 0,76 10,1 0,9999 4,02 0,9991 9.10-5| 6,6 '’
2-111-18 | 1607 ” 0,99 4 3,9 2400 1,29 0,69 9,1 0,9999 3,55 0,9995 SRS LT 8l




C1

Concentracién micelar: ¢, = 50 mic. en 308 micras ctb.
Fecha y hora de llenado (comienzo dif.): 26-XII-56, 20 h.
Altura de coloide » = 5 cm.

Recorridos micelares :

Tiempo t’ = 2 seg.
Nim. de recorridos: 117

i agua 7, = 7,5 em. 27, =1 =12,6 cm. Recorrido medio »‘ = 8,5 . 10~ cm.
Ty = 2,56 cm. i
Dia-hora Tiempo ) 92 h(@oiseny) 9 A
ifust Med iluci Conc. - S : I /
i | (opuntoy | el SRR CEF | VE e | bR g L et | S x| L8 G
30-XII-19% | 953.3600 | 0,563 0 0,53 | 586,2 | 0,35 2,563 142 0,9999 6,3 0,9999 — [,06.10-2
5118 | 238 ” 0,92 0 0,92 | 924 0,55 | 1,55 20 0,9999 4 0,9999 — 1855122
19-1-18 ALY 1,9 0 1,9 1434 0,86 1,02 12,7 0,9999 2,5 0,9995 5.10-43,8 ”
26-1-18 3 | 7423 ” 1,2 2 2,4 1632 0,98 0,9 11,2 0,9999 2,25 0,9985 1,4.10-3| 4,8 ”
16-11-18 3 1,3 3 3,9 2118 1897 0,69 8,7 0,9999 1,7 0,9838 1,6.10-2|7,9 ”
D1 _
Concentracion micelar: ¢, = 50 mic. en 308 micras ciib. Lecon ORI e BIESE
Fecha y hora de llenado (comienzo dif.): 24-XII-55, 17 % h. Ti V=9
Altura de coloide r = 3,8 cm. ] Rl il N
% Num. de recorridos: 117
agua 1,= 11 cm. 2r,—r =148 cm. Recorrido medio 7’ = 8,5 . 10— cm.
r,= 7,2 cm. 2
Dia-hora Tiempo g g h(2r,-r) ¢ hr
itusio Med: L one ; 2 A 2 1 g
deftlccﬁzn. ; s%ﬁggs) co:t;;.’e Dilucién C(Oc’;‘- T o h h(@r,—r.) = [ g R, = f e géu:”. l_i_/;gr
)0 TR0
2-1-56-18% | 217.3600 | 0,16 0 0,16 882 0,53 23,6 0,99999 12 0,99999 — 3,2.1073
4-1-18 | 264 % ’: 0,28 0 | 0,28 | 972 0,568 29 0,99999 11 0,9999 . 56 ”
19-1-18 | 624 % ’” 0,32 0 0,32 1500 0,9 14 0,9999 6,5 0,9999 — 6 o1 2
9-1I-18 | 11283 0,57 0 0,57 | 2016 | 1,2 12,6 0,9999 5,3 0,9999 — 1,1.10-2
23-I1-19 %| 1466 ” 0,8 0 0,8 2298 1,38 9,3 0,9999 4.7 0,9999 — L& 5
2-111-18 16563 0,8 2 1,6 2842 1,46 8,8 0,9999 4,2 0,9999 — Sy
P ————— ——: T ———
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RESULTADOS EXPERIMENTALES

Segun las experiencias correspondientes a los datos que preceden, ob-
servaremos que la difusién parece mucho mds rdpida en la prédctica de lo
que la teoria nos indica. :

Tratemos de interpretar esta anomalfa: La primera razén a la que se
nos ocurrié, en primera instancia, hacer responsable de esta discordancia,
es que la superficie de separacién entre coloide y agua no hubiera sido
neta.

Despreciadas unas series de experiencias hechas y repetidas con el mis-
mo coloide, pero poniendo especial ciudado en el llenado, a pesar de todo,
seguia la diferencia aunque algo atenuada,

A primera vista, parece que nuestra férmula para calcular la concen-
tracién micelar sea inadecuada, pues, a pesar de haber trabajado con un
coloide rojo-rubi Zsimongdy obtenido en magnificas condiciones, los
valores experimentales se separan bastante de los teéricos dados por ella.

Fl hecho, sin embargo, de apreciarse en dicho coloide, después de unas
semanas de su preparacién, indicios de sedimentacién micelar, nos hizo
suponer que se trata de un sistema atn muy polidisperso, para el que
el recorrido medio hallado y usado en los cdlculos, se distancie mucho el
recorrido medio correspondiente a un sistema monodisperso, formado ya
por las micelas del tamafio mayor, ya por las del menor. En el sistema
polidisperso, las mayores micelas légicamente sedimentaran, en cambio
las mds pequefias alcanzardn la superficie libre del tubo de difusién mucho

antes de que lo harfa el conjunto coloidal monodisperso de tamafio in-

termedio. :

Esta interpretacién nos llevé a buscar los medios de obtener sistemas
monodispersos.

Tres procedimientos se nos ocurren para ello a primera vista: 1.* Obte-
tener, mediante una ultrafiltracién selectiva, el coloide de tamafios com-
prendidos entre los de los poros de dos filtros empleados en la seleccion.

2.2 Una ultracentrifugacién de coloide que acelere el efecto de separa-
cién por tamafios de las micelas a lo alto del tubo, si bien la ulfracentrifu-
gacién de los coloides de oro presenta serias dificultades, por la pequenez
del grano micelar. 3. Esperar a qu e el coloide, dispuesto en una probeta
de poco didmetro y mucha altura, alcance el equilibrio de sendimentacién,
después de lo cual tomando el coloide existente en una capa conveniente
de la probeta, nos dard un sistema con tamaiio de micela uniforme.

Por ser este dltimo el procedimiento mas sencillo nos dispusimos a em-
plearlo. Asi, después de cuatro meses de sedimentacién del coloide de las
experiencias correspondientes a la serie 1, extrajimos de las zonas altas: de

e
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los tubos en los que el efecto de sedimentacién nos aconsejaba no prose-
guir los contajes, y lo usamos como coloide inicial de una serie de expe-
riencias, a las que corresponde, entre otras muchas, el encasillado de la
serie 2 que va a continuacién.

La atenta observacién de los resultados correspondientes a las series
2 y 3, nos indica que nos hallamos en presencia de un coloide que res-
ponde bastant e bien, aunque no matemdticamente, a nuestras deduccio-
nes tedricas. '

La determinacién de », nos indicé ya que el sistema empleado en la
serie 1 era mucho menos homogéneo que el de las 2 y 3. En efecto, para
t" = 2 segundos, resultard r,” ='7,7.10~* seg., en la serie 1, mientras que
para ¢’ = 1 seg. resulta r,” = 12,42.107* cm. en la serie 2.

Recordando que el cociente entre los recorridos medios y las raices
cuadradas de los tiempos debe ser una constante, para un mismo coloide
monodisperso, y por sencilla deduccién matematica se apreciard una se-
paracién del 230 por ciento del valor experimental con respecto al teo-
rico; razén por la cual los valores c¢/C, calculados en 1 no se aprecian
mientras si los de ¢/C, experimental, que corresponde a la difusién de
las micelas para las que el recorrido medio es el correspondiente a
12,42.10~* cm. es decir, a las micelas recogidas para formar el sistema
monodisperso de las series 2 y 3.

Los valores de las tablas correspondientes a las series 2 nos dicen que
la difusién con el coloide usado se ajustan bastante bien a la férmula
después de un tiempo suficiente. En efecto, la primera determinacién pues-
ta, si estd realizada después de poco tiempo, nos da una diferencia no-
table entre el cdlculo y la experiencia mientras que en las sucesivas deter-
minaciones, al transcurso de unos 15 dias aproximadamente, resultan va-
lores experimentales casi nunca superiores al doble de los tedricos.

Consultando los resultados que dan los autores, apreciamos en Burton,
por ejemplo, que los valores experimentales que Wiener, Exner, Henri,
etc., dan para los cuadrados de los recoridos medios, son superiores en
mas de cuatro veces a los calculados teéricamente por ellos mismos. Esto
indica que nuestros valores y la bondad de nuestra técnica son muy acep-
tables, asi como que el sistema coloidal empleado en las determinaciones
de las que las series 2 y 3 no son mas que unas muestras, puede darse
como monodisperso.

Respecto a la separacién que presenta la primera determinacién, nos
parece una buena interpretacién la siguiente. No resulta tan f4cil una
perfecta separacién inicial entre las fases coloide y agua, y es muy factible
que, & pesar del sumo cuidado puesto en el llenado y traslado de los tubos,
se nos desplace el coloide de la zona de separacién —aunque sin perci-
birlo— con lo que su llegada a la superficie libre sea adelantada, pero a
costa de dejar una zona con menos concentracién micelar. Los dos efectos
son contrapuestos para la difusién, y asi, después de un tiempo convenien-
te la difusién sigue su marcha normal perfectamente acusada en las demés
determinaciones.
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Por fin, el coloide empleado en la serie 3 es también el extraido de
la zona superior de los tubos de la serie 2. Si el coloide de la serie 2 era
prdcticamente monodisperso, el que usamos en la 3 lo serd con mayor
motivo. Asi lo parece, en efecto, pues, de la determinacién de recorridos
micelares para un segundo nos resulta en este caso r,” = 12,03.10~* cm.
casi igual a 12,42 . 10~* cm. que es el de 2, con una diferencia que no llega
al 3 por ciento.

Como quiera que los resultados obtenidos empleando este método de
separacién por tamafios del sistema coloidal, son muy satisfactorios, nos
parece innecesario emplear la técnica de la ultrafiltracién, que, aparte de

las dificultades de su realizacién, dificilmente nos darfa més apreciables
resultados.
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A2

Concentracién micelar : ¢, = 9 micelas en 308 micras ciih.
Fecha y hora de llenado (comienzo dif.): 26-I11-56, 19 h.

Recorridos micelares :

Tiempo ¢’ = 1 seg.

Altura de coloide » = 4 cm. Nigm: de recorridos:: 111
& agua 1, = 6,5 cm. 2 r,—r, = 10,5 cm. Recorrido medio »,/ = 12,42 . 10=% cm.
7, = 2,6 cm.
Dia-hor Tiemp b 'h.‘Zl‘”-—rI) 'ln'.

At dill?:slilr‘:?x Media | Ditucién | Conc. VAD Ta h h(@r,—n) o e hr A S ol c/co ¢/co
determin. (sequndos) | contaje (c) s V,T . 4 ‘ % v}— ! G S cale. exper.
31-3-17 118.3600 | 0,8 0 0,8 654 0,81 1,09 11,42 0,9999 47 0,99987 2l (SR O R (02
19-4-17% | 57431 57 0 1L 1434 1,78 0,49 5,1 0,99999 1,2 0,918 0,819 0,19
26-4-20 745 2,5 0 2.5 1638 2,03 0,43 4.5 0,9999 1,07 0,7538 0,1302 0,27
17-5-18 19472 1,4 o A 2118 2,63 0,33 3,6 0,9999 0,82 0,7238 0,246 0,3
94-5-18% | 1415% ” 0,93 3 2,79 2256 0,31 3,2 0,9999 0,77 0,7238 0,276 0,31
14-8-10 | 33756 ” 0,66 7 | 4,62 3486 4,33 0,20 2l 0,997 0,5 0,5205 0,4765 0,5

B 2
Concentracién micelar: ¢, = 10 mic. en 308 micras cub. g e b
Fecha y hora de llenado (comienzo dif.): 27 marzo 56, 16 & h. oMbl =iige
Altura de coloide » = 3 cm. Nﬁmpode I'gCOI‘I‘ing.S' 111
i agua 7, = 5 cm. 27r,—r =8 cm. Recorrido medio » * = 12,42 . 10~* cm.
r, = 2 cm. i
Dia-hora Tiempo ; 9 h(er,—r) 9 hr,

de la difusion Media | Dilucién | Conc. it Ta h h(@r,—r,) e hr i SR c/co c/co
determin. (segundos) | contaje {c) & N . i ‘1 3 e g i it calc. exper.
31-1I1-17 | 96%.3600 | 0,33 0 0,33 | 588 0,73 189 9,6 0,99999 2,4 0,99932 6,8.10=% | 0,033
19-IV-1 8| 4533 ” 2,8 (0] 2,8 1410 1,75 0,5 4 0,99990 il 0,8427 0,157 0,28
26-IV-194| 722 " 3 0 3 1608 2 0,44 3,52 0,9999 0,88 0,7866 0,213 0,3
17-V-18% | 1225 ” 2,1 2 4.2 2100 | 2,6 0,34 2572 0,9998 0,68 0,6637 0,336 0,42
24-V-18% | 1393 1,5 3 4.5 2238 2,8 0,32 2,48 0,99955 0,62 0,6194 0,391 0,45




€ 2

Concentracién micelar :

¢, = 10 mic. en 308 micras cub.

Fecha y hora de llenado (comienzo dif.): 27 marzo 56, 18,16 h.

Recorridos micelares :

Tiempo t* = 1 seg.

Altura de coloide: h = 2,7 cm.. N o
i agua 7, = 6,5 cm. 2r,—n =92 cm. Recorrido medio 7/ = 12,42 . 10~* cm.
r, = 3,8 cm.
Dia-hora Tiempo ; Conc. 9 BEsi) DR/
de la difusién Medlq Dilucion (c) VG iy h h(@r,—1) L s hr, Tide =X do ¢/co c/co
determin. (segundos) | contaje Vo 0 Vo 3 cale. exper.
31-3-17,15 | 95.3600 0,22 0 0,22 582 0,72 152 11 0,99999 4,56 0,9999 0,027
19-4-18,15| 1552 1 0 1 1410 1,75 0,5 4.6 0,9999 1,9 0,992 0,008 0,1
26-4-19,45| 721 * 1,6 0 1,6 1620 2,01 0,44 4,0 0,9999 1,4 0,9553 0,047 0,16
17-5-18,45 | 12241 1k 2 2:2 2100 | 2,6 0,34 3,0 0,99 1,2 0,931 0,08 0,22
14-5-19 19982 ilieEli 3 2,3 9238 2,8 0,31 2,8 0,9994 1,1 0,899 0,1 0,33
D 2
. : : 2 R 'ridos micel S
Concentracién micelar: ¢, = 10 mic. en 308 micras cub. SOOTLCNE e
Fecha y hora de llenado (comienzo dif.): 27 marzo 56, 18 j h. Tiempo ¢’ = 1 seg.
Altura de coloide » = 2,5 ¢ Ndm. de recorridos: 111
& agua 7, = 5,5 cm. 27r,—r =8 cm. Recorrido medio »,” = 12,42 . 10~* cm.
7, = 3 Cm
DieTor Tien ‘ 9 '!u:r:—r‘\ 9 !u'l
:;i’ l;n,a dil/uslillg{i)l Media | Dilucién C,Onc' at Ta, | h h@r,—r) | —— / e—x2 da I ] e—x* do c/co ¢/co
determin. (segundos) | contaje ic) | 5 N fo 5 X Vi : : cale. exper.
s o S e g, TR
31-3-17% 95. 3(‘00 0,13 0 0,13 582 0,72 1,2 9,6 0,99999 3,6 0,99990 Ol 0=4e| Sl A ()z8
19-4-18 % 552 1,1 2 2.2 1410 1,75 0,5 4 0,99996 1.6 0,9661 0,034 0,22
96-4-20 e 1 3 3 1620 2,01 0,44 153 21 0,99995 =39 0,938 0,072 0,3
7-5-19 19941 1155 3 3,9 2100 2.6 0,34 2,7 0,9998 1,02 0,85 0,15 0,39
94-5-19,15:1" 18392 1 4 4 2238 2.8 0,31 2,48 0,99945 0,93 0,811 0,189 0,4




A3

Concentracién micelar: ¢, = 8 micelas en 308 micras ctb.
Fecha y hora de llenado (comienzo de dif.): 28 agosto 66, 10 h.
Altura de coloide » = 3,5 cm.

Recorrido micelar :

Tiempo ¢ = 1 seg.
Nuim. de recorridos: 160
A agua 7, = 6,2 cm. Recorrido medio »/ = 12,03 . 10~* c¢m.

7 2,7 cm.

A 2 = 9,7 cm.,
1

Dia-hora
de la
determin.

Tiempo
difusion
(segundos)

Media
contaje

Dilucién

Cone.

(c)

h(@v,—r,)

9
&

Ve

h(mE—rJ
e—x? da
0

|

9 hrl
= e—x* dx
v o

¢c/co
cale.

25-10-18 3
28-9-17 3
29-11-17

7513.3600
14003
9939 7

1,2
2,6
3,3

4,17
3.1
2,62

0,9999
0,9999
0,99963

0,8991
0,7761
0,6778

0,1009
0,2238
0,3218

B3

y : : : 4 5 Recorrido micelar :
Concentracién micelar: ¢, = 5 mic. en 308 micras ctb.

Fecha y hora de llenado (comienzo dif.): 29 agosto 56, 17 & h.
Altura de coloide » = 3,5 cm.
i agua 7, =1 cm.

r, = 3,5 cm.

Tiempo ¢ = 1 seg.
Num. de recorridos: 160

2r,—n = 10,6 cm. Recorrido medio 7’ = 12,03 . 10-* cm.

Dia-hora

determin.

(segundos)

contaje

v

m

Tiempo : by 9 h(2r —r) 9 hr
de la difusion Media | pilycion ? h@2r,—r)) e—x? dx - D c/co ¢/co
: . 0 Jo

exper.

28-9-17 %
25-10-18%
29-11-173

720.3600
13694 2
2208 7

1Lt
1,4
0,6

4,72
3,46
2,73

0,99999
0,99993
0,9998

0,973
0,8961
0,8018

0,22
0,28
0,36




C3
Recorrido micelar :

Concentracién micelar: ¢, = 6 mic. en 308 micras ciib.
Fecha y hora de llenado (comienzo dif.): 29 agosto 56, 18 h. Tiempo ’ = 1 seg
= g

Altura de coloide » = 3,5 cm. Num. de recorridos: 160
2 agua 7, = 6 cm. 2r, 7, =95 cm. Recorrido medio 7/ = 12,03 . 10-* cm.

r, = 2,5 cm.

Dia-hora Tiempo i 9 hQr -t ) hr |

de la difusion | Media | Ditucidn . e : R(@r,—n)) oo @i ; oot /e

determin. segundos conta) = ¥ cale.
min (seg ) T Jo 0

4,27 0,99999 0,88679 0,1132
0,9999 0,75381 0,2462
0,99953 0,64203 0,3575

25-10-19 | 720.3600 | 1,35
28-9-18 | 1369 ” [ 0,9 3,17
20-11-117%| 22083 ” | 0,77 ‘ 2,47

D3
Recorrido micelar :

Concentracién micelar: ¢, = 5 mic. en 308 micras ctib.
Fecha y hora de llenado (comienzo dif.): 29 agosto 56, 18 i h. Tiempo ¢ = 1 seg
" = 1 seg.

Altura de coloide » = 3,2 cm. Num. de recorridos: 160
2 P . 27,—mr = 10,3 cm. Recorrido medio » = 12,03 . 10-*

Dia-hora Tiempo o 9 her —r) 9 hr, :
‘ h@r,—r) — - e—a* do Ty =X do C/%o
cale.

0 0

de la difusion Dilucién —
determin. (segundos) Vi N
.

m

28-9-18 4 | 720.3600 0,99999 0,9866 0,0133
25-X-19,15 | 1369-3600 3 3,44 0,99999 0,9340 0,0659
29-11-17 % | 2208 ” i 0,99984 0,8468 0,1530




REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO - QUIMICAS Y NATURALES

CONCLUSIONE

N

1.* Se deducen directamente los valores de la concentracién en los
procesos de difusién, sin necesidad de integrar la funcién de Fick, apli-
cando el cédlculo de probabilidades.

2.* Para aplicar las leyes de Gauss —tanto en una dimensi6n como
generalizada a dos o tres dimensiones— calculamos los pardmetros de las
mismas en funcién de la agitacién browniana.

3.* KEsta forma de tratar la difusién, permite estudiar la influencia que
ejerce la presencia de superficies limites —fondos, paredes laterales y su-
perficies libres— en la marcha normal de la difusién.

4.* Se perfecciona la técnica de medida de concentraciones micelares.
Para ello: a) se logra un llenado adecuado de los tubos mediante el uso
del frasco Mariotte y de un procedimiento hidrdulico. b) Se introduce una
técnica de microanalisis que nos d&, por contaje sencillo y posible de re-
petir cuantas veces nos interese, un mismo problema, sin que varfe préc-
ficamente en sus condiciones experimentales.

5.* Se consigue asimismo un perfeccionamiento de la técnica empleada
en la medida de la agitacién browniana, mediante la determinacién previa
del plano 6ptimo de enfoque del volumen coloidal en que se determinan
recorridos micelares.

6.* Utilizando un coloide rojo rubi Zsigmnody y empleando las téc-
nicas perfeccionadas anteriores, se corrobora experimentalmente la f6rmula
de Einstein relativa al movimiento browniano, y se logra una mejora res-
pecto de los valores obtenidos anteriormente por otros experimentadores.

7.* Se interpreta el hecho de no alcanzar ain una mayor exactitud en
las primeras experiencias con coloide, como mnosotros -esperdbamos, por
tratarse de un sistema coloidal todavia polidisperso.

8.* Seleccionando un coloide Zsygmnondy para obtener un sistema
coloidal todavia polidisperso se logra tener resultados satisfactorios.
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