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ESPACIO HILBERT,
DIMENSION

Vtr, e H e s; eL (E/n) , E'q)~ ,,/2,

lím f3 (E/n ), Ep) < O< ,,/2 .2.°

SOBRE CONVERGENCIA, EN EL
DE SUCESIONES DE SUBESPACIOS DE

y CODIMENSION FINITA

DEMOSTRACIÓN

=}) 1.0 (Reducción al absurdo).

Supongamos a. (E/'n), E'q) < O < ro/2, por ser los subespacios de dimensión finita el
ínfimo es accesible, sea x," E13/ 'nl, YI" EE'q:3 eL (x 'n' YI,,) = eL (E / 'n) E'q) (1), 1X,,,}.
1Y,,,f d.a.

Las condiciones necesarias y suficientes para que E/ ")~ E; son:

l. Consideremos el espacio de Hilbert separable real H. Sean M, N subespacios li­
neales cerrados de H. Entonces a. (M, N) = inf ~ eL (x, y): x E M, ~ EN} "=" inf ~ a. (x, N):
x EM}, f3 (M , N) = sup ~ a. (x, N) : x EM f (v . [1]). En general f3 (M, N) =/= f3 (N, M).

Con P (M) designamos el conjunto de los rayos de M, y con (O la aplicación canónica
de H - ~ o f sobre P (H).

~ x,,} d.a. indica que existen k, K tales que O< k < II x,,11< K < oc, Diremos que
1 x,,} es equivalente a ~ y" f q x, f '" ~ y" f) si 11 x, - Y"II ~ o.

,, -+ 00

Finalmente e (E, O) representa el cono cerrado, de eje E: e (E, o) = 1x: eL(x,E),.¿; ef·
En esta primera parte encontramos condiciones necesarias y suficientes para que la

sucesión E/n) -..>.. E .. Tiene que ser a :»: P (v. [2]). Empecemos con el caso q = p.

POR

M.a CARMEN DE LAS OBRAS - L. NASARRE

Departamento de Geometría y Topología. Universidad de Zaragoza

Given a real separable Hilbert space, H, it is studied in the present paper, the
necessary and sufficient conditíons, for a sequence of subspaces of a finite dimensión,
q, to converge weakly to a subspace of dimension p.

In § 2, it is proved the equivalence between the weak convergence of finite dimensio­
nal subspaces and the strong convergence of those of a finite codimension. This equiva­
lence leads us, by direct application of the results of § 1, to the necessary and sufficient
conditions for the strong convergence of subspaces of a finite codimension.
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3. Pasemos ahora al caso q > p.

rJ. (E / ni, E' o) ---+ 71'/2.
n -+ 00

-"- E; es que a partir
de E p tales que a/" I -"- al
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i) x'nE E/,n l /\ x'n -"- x :=} x E Ep,

ii ) x E E; :=} 3 x, E E/ "J 3 x, -"- X.

Por compacidad de P (E'o), 3 { Ymll f e { YI
II
f 3 Y"'n---+ y =/=-. o /\ y E E'q Y por ser

1Xmn ~ d.a.,

3 {x"ll f e {xmll f 3 x"" -"- x E e, por hipótesis.

Entonces de estas convergencias resulta (YI' J X" ) ---+ (y J x) = O :=} (Y"1l I x",) ---+ O :=}
=;. « (y"", x",'> ---+ 71' /2 , absurdo por (1). " n

Luego

2.o Sea x, E E/ nI /\ Xn -"- x =/=- O /\ X E Ep, pasando a ra yos s; -"- s con s« = O) (x,,),
s = O) (x).

i) (Reducción del ab surdo). Si x," -"- x =/=- o /\ x ~ E p, al pasar a rayos 1'1" -"- r et. E p,

1"" = O) (x ln ) , r = O)(x), entonces H e Ep et. H e l' =;' 3 s' e H e B; /\ s' et. H e r.

Por la hipótesis La rJ. (s', E/ ni) ---+ 71'/2 :=} a. (5', '-In) ---+ 71'/2 y por [3] aplicando la
convergencia de 1', -"- 1', como s' rr H e r =9 a. (s', 1'1 ) < o < 71'/2 (n > ,.), que con-

n ~ JI

t radice el resultado anterior, luego r e E ; y x E E p•

ii ) Sea r = O) (x) y Ep_1 e E , 3 r .1 Ep_ l , E; = Ep_1 E9 r.

Elegimos rn=O) ( xn) e E/ "In H e Ep_l , hecho posible pues dim (E/ ni n (H e Ep_I»)-::::"l.
Por hipótesis 1'" tiende a ser perpendicular a un ra yo cualquiera fijo m, de H e E

p
, es

decir rJ. ( r .; m) ---+ 71'/2. En particular rJ. (rn, s) -+ 71'/2 , siendo s fijo de (H e E p ) E9 E p_ I =
= H e r ya que H = E; E9 (H e Ep ) = Ep _ l E9 r E9 H e E, = l' E9 (H e 1').

Supongamos 1',,-/-"- r~ 3 1'1" e E/,n l 3 a. (1',,,, 1') ---+ 71'/2.
a. (rln' s) ---+ 71'/? con s e H e 1', que. junto con a. (rn, 1') ---+ rr/2 :=} rln -"- o [3]:=}

:=} rJ. (r'n' E p ) ---+ 71'/2, absurdo, con lo que queda vista la suficiencia.

Observación 1. La condición La se puede sustituir por (J. (1', E/ni) ---+ rr/2, r ...L E..

Observación 2. La -condici ón 2.a es equivalente a lím a. (E/o, H e Ep) > k >0, ya
n

que f3 (E/ni, Ep) = - - a. (E / nJ, H e Ep).
2 .

Una condición necesaria y suficiente para qu e E/ n)
de un v existan bases {n / ni, ..., a/ ni f de E/"i y {a, ..., .ap f
(i = 1, ..., p)

- 71'
Tomemos un r e E, como no es perpendicular a Ep, por [3] lím «(s", 1') < -- (2).

2
Supongamos lím f3 (E/'), Ep) = 71'/2 ~ (n> v) B (E p{/n l, E

p
) ---+ 1'/2 y Sin e E/ In ),

1'1 e Ep ..., rJ. (SI ' 1'1 ) = (3 (E pflnl, Ep), entonces por la compacidad de P (E p), 3 {rm l e
11 ;J n n rI (

e {rln f 3 rmn ---+ r e E, :=} « (rmn, r) ---+ o :=} «(1'mn' smn) ~ (J. (1', sm,,) :=} a. (1', smn) ---+
-+ 71'/2, absurdo por (2), y por tanto queda probada la necesidad.

<=:) Veamos:

Lema 1



SOBRE CONVERGENCIA, EN EL ESPACIO HILBERT

D EMOSTRACIÓN

~) Como E/"i-~Ep, dada { a¡,oo. , a, ~ base de Ep, 3 a/ "I, oo., a/ ") de E/ "I :;) a/" I -"- a,
" -+00

(i = 1 ... p) . Veamos que, para 11> v, ar ), ..., a/ "' son linealmente independientes.

Supongamos ,./ ".1a/ "I + ... + ,,/"1a/ "I = o ~

'),J" I (a/"I J al ) + ... + "/ "' (a/ "I I al) = O 1
................................................................... '

,,J" I (a / "I .1 a,) + ... + "/")(a/ "I I a,) = O .

<=) Hay que probar:

i) x,"E E/'n) /\ X," -"- X ~ X E E"

ii) X E Ep ~ 3 x, E E/"I :;) x, -"- x.

i) Sea x',i E E/ 'n)~ X'n = A(lnl alllnl + oo . + A/ lnl a/ 'nl /\ X'n ---"- X ~ (X'nI y) -+ (x ly) ,
'ti y EH.

En particular para al (i = 1 .oo p)

:::::;:::::::: ~~ : ~;;:;;:::~; II ::; ::::~~;~:, ~~~;~:, II ::=~: II :~ }.
Comparando este sistem a con

_ det A,
Como a/"I -"- a" los ,.,1") convergen a las soluciones de este sistema Al = - -- ~

G
~ .1../ "1 a/"I + ... + 1../"1 a/") -"- Il al + oo. + I p a, E E; Y por unicidad del límite x='[lal +
+ ... + I; ap E E,.

ii) Si X = Al a} + oo. + Ap ap E E p , como a/"I -"- a, (i = 1 oo . p) ~ Al a/ "I -"- A, a, ~
=} 3 x" = "1 n/" I + oo. + ',p a/") :;) x, -"- x,

Lema 2

D EMOSTRACIÓN

Supongamos que 3 r" e [a/ "I, ..., a/ "I] /\ r , ~ o y sea x, E r; entonces X,,= A/"I a/ "I+
+ ... + A.c"1 a/ ") y x, -"--O ~ (x¿ y) -+' O, 'ti y E H.

- 273-



.... í:

b) si s e Ep, como E/" ) e H e E, =? a. (s, E / " I) = ro/2.
Por consiguiente E/"I ~ O.

DEMOSTRACIÓN

En particular

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

Si E/"I ~ E, Y r es un rayo fijo de . H e E, =? a. (E/".I, r) -+ 'Ir/2.

- -27.4 -

Lema 5

Lema 3

~o~~~~+='=+~~~I~~~=:}
jo' (a, 1ap ) +oo.+Áp (a,1ap ) = O

tendremos Á/")-7 ÁI = O, pues G =#= 0, =? x,,~ o =? !lx,,11 = II}; Ál"l a,rn'11 L }; IÁ/"lllIa/nlll"':"+
-7 O =? Ilx,,1I -7 O ({ a/"I f d.a.),

Comparando con

Sea {al> ...,__ap f base de Ep, entonces por el lema 1 3 a/nl. oo., a/nl e EC"I linealmente
independientes para' n··> ·v /\ a/")~ a¿ Y E / ' ) = [a/nl, ..., a/nl] e E'"! : +>Ep·/n l ~ E p,p+r
y ~()r esta convergencia Iím f3 (E/ 'I, Ep) < 6 < 'Ir/2. En consecuencia E / "I n (H e Ep) =
= o (n > v) =? E/" I es completamentario de H e Ep, y podemos considerar E/") =
= (H e Ep) n E~"/.r . .
: . Veamos que E/"I -"'- o y para esto que a. (E/" I, s) -+ 'Ir/2, 'TI s e ·H .. .

a) s e H e E, =? a. (E~~r' s) -+ 'Ir/2 ya que E~"}r ~ E; Y estamos en condí­
diciones del lema 3, y com o E / ") e E~"}r =? a. (E/" I, s) -+ 'Ir/2.

Lema 4

DEMOSTRACIÓN

Reducción al absurdo). Supongamos que 3 E /'n l 3 a. (E/ 'nl, . r) < 6 < ro / 2 y sea
Sin e E/'n) 3 a. (S ,,,, r) < O < ro/2, entonces por la compacidad de este cono en la topo­
logía inducida por la convergencia débil en P (H) [4] se verifica

3 { sh" f e {SI" f· 3 Shn ~ S /\ S e C (r, 6), pero Shn e E / hn l

y por hipótesis Epn' ~ Ep ·=? S e Ep, absurdo por ser r e He E; y s, n C(r, 0)=0.



DEMOSTRACIÓN

(O fijo < :rr/ 2)

2. o Para

- 275 --

Las condiciones nec esarias y suficientes para qu e E/ ni~ E ; (q> p) son:

1.0

Teorema 3

Entonces se deduce xm " = Y",,,+ zm" ---"- y E E, y por la unicidad del límite x = y E E p •

ii) Si x E Ep, como Epln! ~ E, ~ 3 y" E E/ n! .3 y" ->.. x, además 3 z, E E/n) :3 Z,,-"­

---"- e -=? 3 x, = Y« + z, 3 x, E E/ ni 1\ x, ~ x, Por tanto E/ n! -"- E;

i) Sea Xh E E/ hnl ~ Xh Y/'n + z/'" Y"" E E/ 'n!, z/'n E E/hnJ 1\ xh" --,'- X. j Y/" f .e
e j Yh"f 3 "Y/u ~ Y E e, Yj zm" f e j z"" f 3 zmu~ o, donde la sucesión de índices
jm"f e pnf·

i ) X/~l E E/ hn!, xh" ~ X ~ x E Ep,

ii) x E E; ~ 3 x, E E/ n! 3 x" ~ x,

SOBRE CONVERGENCIA, EN EL ESPACIO HILBERT

g E/n) ~ e, g ~ r; e Epln] :3 r, ->.. o g $ E/n) -"- 6. 1\ E/"¡ e E/"I,
por tanto q > P y s ¿ q - p..

D EMOSTRACIÓN

~) Sea r = q '- p, E~'~. ~ Er: De acuerdo con la demostración del iema 4, 3 E/"i e
e E~~, y E/ "i e E~~, 3 E/ 'I~ e, 1\ E/ "!~ o y además como tim f3 (E / n!, Ep) <
< O < ,,/2, para n > v, EI;~, = E/ ni E9 E/ ni, ~ (E /n i, E/ ni) > O' > O.

<=) Sea E / ni = E/ "! E9 E/ "I, :r. (E/ni, E/ "!)::::::'" O' > O y E/ ni~ E, 1\ E/ "!~ o.

Hay que probar:

Una condición necesaria y suficiente para que E/ '! ~ E; (q > p) es:

E/ ni = E/ ni E9 EI;! p 1\ ~ (E / n!, EI;!. p) ::::::,., O' > Oy tales que E/ "!~ e, 1\ EC;.!; ~ o.

Teorema 2

DEMOSTRACIÓN

Supongamos q = p (ya que q < P no puede ser [2])

Sea E~".;" ~ o (r' > O) 1\ E~".;" e EI;~ , ~ E/ n! n E~:I" =/= o ~ 3 r; e E/ ni n
n El;}", 3 rn ~ O pues en particular r, e E~".;" , pero por el lema 2 no es posible
la existencia de este rayo, lue go s Lo r.

Lema 6

i



REVISTA DE LA ACADEM IA DE CIENCIAS EXACTA S , FIS ICQ·QUIM ICAS y NATURA LES

DEMOSTRAcr6N

~) 1.o Se demuestra de modo an álogo al caso q = p.

2.o De acuerdo con la demo stración de l teorema 4, existe E/ o) e E/ " )

;:) lím fJ (E/ " ), Ep) < O < ,,/2 {=} (n> ,,) E/ ' ) e e (E p, O) n E/,' ).

<=) En virtud de la hipótesis , re sulta inmediatamente qu e para n > v, E/ ") =
= E/ O' €:) E~".!p 1\ 'J. (E/ O), E~".!p ) :::::,.. O' > O, siendo EI :~ p = ( H e Ep) n E/," .

Entonces E/ n' -->- E p, pues se veri fica n las condiciones nec esarias y suficientes para
que esto ocurra (Teorema 1), observando que E/ '" e E/ O) y E~~)p -->- o pues E~'~p e E/O) 1\
E~".!p e He e;

Esta implicación se puede hacer de modo an ál ogo a la seguida para el caso p = q,
es decir:

i) xP" E E/ P,,} 1\ xP" -->- X ~ X E Ep,

ii) x E E, ~ 3 x" E E/ ") ;:) x, -->- X.

i) Ver teorema 1.

ii) Sea x E Ep, por hipótesis para n > " 3 E/') e e (E p, O) n E/ O', en particular

E/O) e e (Ep, O) {=} f3 (E/ O), Ep) < o~ lím f3 (E / '), Ep) ¿ O, pero esto junto con 1.o

equivale a E/ O' -->- Ep.

Por tanto si x E E, ~ 3 x, E E/O) ;:) x, -->- X 1\ E/ O) e Eqlo) ~ 3 x, EE/ O) ;:) x, -->- X.

§ 2

En esta segund a par te probamo s la equivalen cia E/ O} -->- E; {=} H e E/ " ) -+ H e Ep,
y llegamos a unas cond iciones nec esari as y su fici entes para que H e E /,' ) -+ H e Ep'

1. Lema 7

Si EIo) -+ E, FI") -->- o y El" ) ..L FI" ), en tonces El" ) EEl FI" ) -+ E.

DEMosTRAcr6N

i ) XI" E EU,,) €:) FU,,) 1\ XI" -+ x ~ X E E,

ii) x E E ~ 3 x, E El ") EEl FI" } ;:) x, -+ x.

i) Sea XI -+ x =!= o, XI E EU,,) ffi FU" } =' XI = X' I ' +X" I X' I E EU" ) y x" E FU,,)
n n W - 1' fl n u' n In·

Supongamos que ex. (x p", X"p,,) -+ O, j xp,, } e j XI" } , entonces j xp,, } y ~ X" p,,} son equi­
valentes y como J xp l d.a, ~ J x" l d .a . ~ 3 }x" l e J x" l =- s" -->- o --'

) n, ( ) Fn ( ) mn ( 1 Pn {J "!.n --,
~ Xm" -->- O, absurdo, luego ex. (x, , X"p } > k > O. Si existe un a suces ión parcial J xq lf c .
e l l ( u n ) ",r·

o ) XI" ( ;:) ::- Xq", x''.,) -+ " /2 ~ ex. (x q", X'q,,) -+ O~ j xq,, } ~ ~ X'q,,} ~ v.:-+ x EE.
SI no es aS1 j X"t,,} d.a , luego 3 ~ s", } e j X"I } ;:) X"h -->- o ~ (x, Ix". ) -+ O~

( ,, ) /2 ( ,, - n " " ..,.
~ 'J. Xh", X h" -+" 1\ 'J. X'¡"" X"",,) = rr/2 ~ ~ Xh } ~ j X'.} y por tanto X' h -+
-+ x ~ x E E. " '~, ,,

ii ) Sea x E E ~ 3 x'n E El o! ;:) x'o -+ X, pero x'"EE'"! EEl FI"!, luego da do x E E, 3
X' n E E'"! EEl Fin! ;:) X' n -+ x,



SOBRE CONVERGENCIA, EN E L ESPACIO HILB ERT

Lema 8

Si H e E/ ni -+ H e Ep, no existe una sucesión parci al H e Ep n! 3 a. (H e Epfln),
E p ) -+ O.

D EMOSTRACIÓN

Si no fue ra así , 3 /"1 e H e Epfln ! y /"' 1 e Ep 3 a. (rl , r ' ¡ ) -+ O, pero P (E p) es
compacto, entonces 3 f~'Pn } e {r'ln} 3 r'p~' -+ r' e Ep '; r:n -+ r' e e, y po r ve­
rificarse H e E/ n) -+ H e e, ==> r' e H e E

p
' absurdo.

En particular, no puede existir H e EpU,,) 3 (H e Epfl n) n s, -=1= o.

Teorema 4

D EMOSTRACIÓN

==» Visto en [1].

<=) Es decir, H e E/ n! -+ H e E ; ==> E/ n! -'o. E ;~ (a.(E/ nj, r) -+ ,,/2 /\ r .1 E ; /\
/\ n > v 3 E/ n) e e ce; o) n E/ n} (o fijo < rr/2»).

1.o Supongamos a. (E/Pnl, r ) < O < 70/2 (O fij o). Sea y... E E/ Pn } /\ sPn = co (YPn) 3
3 a. (E/Pn), r) = a. (sPn' r). Como el cono e (r, O) es débilmente compacto [4] ==>
==> 3 { Y'n } e {YPn } 3 Y' n ---'"- y -=1= o /\ ú)(Y) e e ==> co (Y'n)~ (J) (y) ./\ a.(ú) (y), r )~
L. o< rr/2 (1).

Sea 1 un representan te de r e He Ep, co (l)= r, por hipótesis 3 lnE H e E/ n) 3ln-+
-+ 1 y de las dos con vergencias concluimos (l'n IY",) -+ (z I y) /\ (l 'n IY'n) = O ==> (z J y) =
= O ==> r 1.. (J) (y ), qu e contradice (1).

2. o Consideremos tres casos q = p, q > p, q < p.

q = p. Por el lema 8 a. (H e E/ n), Ep) > k > O y como a. (H e Epln), Ep) =
=a.(E/ n),H e Ep)1\f3 (E/ n!, Ep) = ,, /2 - a. (E/n!, H e Ep) (ya qu e f3 es simétrico [1]) ==>

==> 3 O = ,,/2 - k 3 f3 (E / n!, Ep) < O < rr/2 pa ra n > v ==> Iím f3 (E/nl, Ep) < O< rr/2.
q > p. Para cualquier n, tenemos E/ n! n (H e Ep) = E~".!, y vamos a ver que 1 = p .

Como en el caso anterior, para n> v, a. (E p, H e E/,' ¡) > k > O y por tanto E; n
n (H e E/ ') = o ==> codim (Ep $ -(H e E/ ')) = q - p.

Por construcción de EI;'~/' H e E~".!, :J Ep $ (H e E/, ') y además se da la igual­
dad, pues supongamos un vector v =/= o, v .1 E~~, /\ v .1 (Ep $ (H e E/n)) ~ v .1 Ep/\
/\ v .1 H e E/ n! ~ v E H e Ep/\ v E E/ n! ~ v E (H e Ep)n E/ n) =E~~), ==> v = o.

Así H e E'"! = Ep $ (H e E/ n) y codim (H e E~".!, ) = codim (Ep $ (H e Er» ==>
q -1 = q - p ==>I = p. Entonces E/ ') n (H e Ep) = E:~~ y se verifica E~".!p r---'-:l, ya que
E(;~p .1 Ep, y como EI:~p e E/n), a. (E~n~p , r) -+ rr/2 para r .1 E,.

Tomemos dentro de E/n ) ,el complemento ortogonal a Jir;! p ' que será un E/ n}. Esta­
mos en la situación del lema 7, pues

E ln} --->. O.
q-p

- 277-
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y se verifica (H e E/ nJ) EB EI;~p ----+- ' H e Ep, pero codim (H e E/ n) EB E I."!.p ) = p,

luego (H e E/ nJ) E9 EI."!.p = H e E/ 'J~ H e E/ nJ ----+- H e E.. Por el caso anterior
E/ n, ---'>. Ep~ para n > v. f3 (E/ nJ, Ep) < O < ../2 ~ (n > ,.) 3 E/ nJ e C(E p, o) n E/ nJ.

q < p. No' pu ede ser , ya que dim (E pn (H e E/ n'») ::::,.. 1, 'ti n, absurdo por el
lema 8.

2. Teorema 5

Las condiciones necesarias y suficientes para que H e E/ nJ --+ H e E p son:

1.0 a. (1', He E/ <J ) --+ o, re H e s;
2.

0

(para n > v) a.'(H e E/n ), Ep) > k > o~ f3 (H 'e E/ '), H e Ep) < O < t: / 2.

DEMOSTRACIÓN

~) 1.0 Sea x, E r e H e E, ~ x, = x', + s"; con x'n E E/n J y x"n E H e ·E/nl.
Como hemos visto H e E/ nJ----+- H e E, ~ E/ 'I ---'>. Ep, entonces a.(E/n), r~/2 y a.(x'n,xn)----+­
--+ 1i/2 /\ a. (x'", x"n) = tt /2 ~ oc (x"n' x..) ----+- O, luego a. (E / nJ, r) ----+- tt /2.

2. o (Para n> v) f3 (Ep(Ol, Ep) < () < rr/2. En este cas o f3 (E/nJ, Ep) = f3 (E p, E/ nJ) [1] .

~) a. (H e E/ ' I, Ep) = tt /2 - f3 (E / ni, Ep) ~ a. (H e E/ nJ, E p) > ../2 - () > 0, por
tanto a.(H e E/ n" Ep ) > k > o, o equivalentementef3 (H e E/nJ,H e Ep)< 1i/ 2 - k < rr/2.

{:::=) Si oc (1', He E/ nJ) ----+- o, sea Xn E 1', Yn E H e E/ ni:;) a. (x¿ Y,.)= a. (1', H e E/ n,)
y sea r , E E/ nJ :;) x, = Y~ + r; Supongamos a. (xln' Y\) < O< ..-12 ~ a.(xl n, YI,) > 1i/2 - O,

absurdo, ~ a. (1', E/ 'J) --+ --o
2

Tomemos aho ra Xn E Ep , x, = .x'n + x"", x'n E H e E/ 'I, x", E E/ n, y a. (x.; x'n)> k> O.
Supongamos f3 (E/'nJ, Ep) ----+- 1i/2. Por accesibilidad, podemos tornar a. (X"" XI) ----+-
--+ -"/2 ~ a. (X'I , x¡ ) ----+- O, absurdo. n n

n n.

Hemos llegado a las dos condicion es necesarias y suf icientes para que E/ ni ---'>. E
p

, por
consiguiente H e .E/ nJ --+ H e Er:

3. Teorema 6

Las condiciones necesarias y suficientes para que H e E/ ni ----+- H e E p, son:

1.o a. (1', H e E/n ,) ----+- o, r e H e Ep,

2.
0

'"(para n > ,.) 3 H e E/nJ :J H e E/ nJ:;) a. (H e E/ ni, E
p

) > k > O~
~. f3 (H e E/n" H e.~p) < O < 1i/2 .

DEMOSíRACIÓN

~) 1.o Como en el ' caso q = p. "

2.o Si E/ ni.......>.. Ep, sabemos que' 3 E/ n) e E/ nJ :;) E/ ni ,.....,.. E ; /\ E~''.!p ......>.. 0, siendo
á. (E/ nJ, E~~p ' ) :> 'k > O 'y f3 (E/ ni, Ep) < () < 1i/2 (n > v}, Estamos ya en el caso ante­
rior ~ a. (H e E/ nJ, Ep) > k > o~ f3 (H e E/ 'I, H e E p) < o < rr/2 y además H e
e E/nJ :J H e E/ nJ ya que E/ nJ e E/ ni.

. {:::= ) Inmediato por el Teorema 5.
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DARSTELLUNG VON VERBANDSOPERATOREN AUF
BANACHVERBÁNDEN

RAINER J. N AGEL

Mathematisches Institut der Universitlit. Tübingen (Deutschlan d)

Abstraet

The representation theory of Banach lattices with quasi-in teri or points in the positive
cone is used to represent Markov lattice operato rs by continuous transformations of
the structure spaces. The se transformations reflect important properties of the Markov
lattice operators.

Es liegt nahe, die Darstellungstheorie von Banachverbanden, wie sie von Lotz [5] und
Schaefer [9] entwickelt wurde, auch auf die Darstellung von Homomorphismen von
Banachverbanden, also Verbandsop eratoren anzuwenden. Der Ausgangspunkt dazu ist das
bekannte Resultat von EIlis [2] (siehe auch: Phelps [7]) : Ein Markov-Verbandsoperator
von C(X) in C(Y) lasst sich du rch eine st etige Transformation von Y in X darstellen.
Wir zeigen , daj3 ein analoger Satz fü r Banach verbande mit quasi-inneren Punkten im
positiven Kegel gilt , falls man für X und Y die Strukturraume nirnrnt. Wichtige Eigens­
chaften des Markov-Verbandsoperators wie Injektivitat, Surjektivitat oder Ordnungsste­
tigkeit werden durch diese Grundraurntransforrnation bestirnrnt (2.3, 2.4). Für AL-Raurne
konnen wir ausserdern zeigen (2.6), da~ jede offene, stetige Abbildung der Strukturráume
auch einen Markov-Verbandsoperator induziert .

Schliesslich werden in Absch nitt 3 beliebige Verbandsop erato ren als Kornposition von
Markov-Verbandsoperatoren und Multiplikatoren (siehe 3.1) dargestellt .

Herrn Professor H . H. Schaefer danke ich herzlich für viele nützliche Hinweise.

1. Vorbemerkungen
s:

Wir werden die Terrninologie von [8] verwen den und verweisen für grundlegende
Defin itionen und Eigenschaften von geordneten Vektorraumen auf [6] und [8] , chapo V.
Dennoch sollen hier einige für dies e Arbeit besonders wichtige Dinge vorweg geklart
werden.

E sei ein (reeller) Banachverband rnit positivern Kegel E +. Ein Ideal ist ein solider
linearer Teilraurn von E, und das von einern El ément x E E+ erzeugte Hauptideal ist
E. = U { y E E: Iyl~nx } .

D.E IN

Definition (Schaefer [8]): Ein Element u E E+ heij3t quasi-innerer Punkt, wemt E.
dicht in E ist .

Bemerkungen : 1. Die Banachverbande C(X), X kompakt, und L"(¡L)' 1 ~ P L 00 und
¡L o-endlich, besitzen irnrne r quasi-innere Punke irn positiven Kegel.

- 281 -



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS , FISICO-QUIMICAS y NATURALES

2. Eine für die Darstellungstheorie nützliche Verallgemeinerung ist der Begri ff des
topologischert Orthogonalsystems in einem Banachverband (Scha efer [9]) .

3. Ein quasi-innerer Punkt u E E+ ist immer auch schwache Ordnu ngseinheit in E ,
d.h. es gilt (u).1- = (o) .

Defin it ion (Lotz [5], siehe auch [9]) : Eine Abbildung s: E -+ IR+ = IR+ U {oo } heif3t
eine u-normierte Bewertung vou E, wenn s [olgende Eigenschaiten besitzt:

(BI ) s(x + y) = s(x) + s(y) für alle x, y E E +.
(B,) s(inf (x, y» = inf (s(x), s(y») fUI' alle x, y E E+.

(B.) s(i'x) = Ji'1 s<lx J) [iir alle x E E, i' E IR.
(B.) s(u) = 1 [iir einen quasi-inneren Punkt u E E+.

Die Menge Xu(E) (oder kurz: X) aller u-norrnierten Bewer tu ngen von E, au fgefasst
als Teilrau m von (IR+)E, ist ein kompakter Rau m. Dieser ist bi s auf kanonische
Homoornorph ie (siehe dazu [9], Prop 2) unabhan gig von der Wahl des quasi-inneren
Punktes u und wird der Struk turrau m von E genannt. Die Auswertungsabbildung

x -+ ~ (s) = síx" ) - s(x-) ist ein Verbandsisomorp hismu s von E auf einen Vektorver band
stetiger numeris cher (d .h . mit Werten in IR U {± oo}) Funktionen auf X, und es gilt
der folgende Satz:

, A
Satz ([5], [9]) : Del' Banachverband E ist isomorph. zú einem Vekto rverbond E steti-

gel' numerischer Funktionen aui X, die [eweils den Wert ± 00 nur aui einer raren Teil-
A

menge von X mmehnzen. Fiir die von E stam mende Norm. ist E ein Ban achverband, del'
C(X) als dichtes Ideal enthiilt, Du re n diese Eigenschajt ist del' Strukturraum X von E
bis aui kanonische Homiiomorphie eindeutig bestinuni.

Bemerkungen: 1. Für E = Lo (Q, r, ¡.t), 1 L P ~ 00 und IL o-endlich, ist der Struk­
turraum hornoomorph zum Stone-Raum von r.

2. E ist genau dann ordnungsvollstandig, wenn X (kompakt und ) extremal unzu­
sammenhangend 'ist ([9] , Prop . 7). Solche Ráume heigen Stonesche Riiume.

Im folgenden setzen wir voraus, da~ der Banachverband E einen quasi-inneren Punk t
A

u E E+ besitz t und identifizieren dann E mit E. Dann ist u die Einsfunktion auf X und
E, = C(X) . Die Einsch rankung auf C(X) einer Linear form x' E E' .ist offensich tli ch ein
Radon-Mag auf X. E' kann also als Teilraum, ja sogar als Ideal in C(X)' = c!U (X ) auf­
gefasst werden. Wenn dieser Aspekt betont werden sol l, bezeichnen wir die Elemen te
von E' mit ¡.t, v, ... .

Zu jedem ab geschlossenen Ideal 1 in E gibt es eine eindeutig bes timmte abgeschlossene
Menge M e X, so da~ 1 = {x E E : x(M) = j o } } gilt ([9] , Prop. 3, Cor.) . Wir nennen
M gelegentlich den Trdger von 1. Für das du rch '¡.t E E' + defini erte abgeschlossene Id ea l
11' = { x E E: ( Ixl, ¡.t) = o} ist der Trager von 11' gleich dem Trager des Radon-Mages ¡.t.

Schlieglich sei daran erinnert, daB ein Id eal 1 ein Projek tionsband genannt wird,
wenn E = 1 E9 1.1- gilt für 1.1- das zu 1 orthogon ale Id eal. In eine m ordnungsvollstandigen
Ban áehverband ist jedes Band schon Projektionsband. Weiter ist der Trager in X eines
Ideales 1 in E genau dann offen-abgeschlo ssen , wenn 1 Pro jektiansband ist .

2. Markov-Verbandsoperatoren

, 1m fal genden seien E un d F irnm er Ban achverban de mit quasi-inneren Punkten u E E+
und v E F+. Au~erdem seien E und F dargestellt als Funktionenverbande auf den
Strukturrau men X (van E) und Y (van F) mit u und vals Einsfu nktionen. Es ist dann
E, = C(X) und F, = C(Y) (siehe Abschnitt 1).
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2.2

x E E, t E Y.fü r allex(lp(t» = Tx(t)
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Sei o L. T E ::P (E, F) ein Markov-Operator mi t Tu = V. Die Einschrankung von T
auf C(X) definiert einen Operator 'I', E .:El (C(X), C(Y» . Die Abbildung T -+ T, ist
injektiv, und es gilt folgendes Lemm a.

Lemma: Die Abbildung T -+ r , bildet Q: = {o L. T E :P (E , F): Tu = v} aui eine
extremale Teilm enge VOl! Qo: = {o L. T E :P (C(X), C(Y» : Tu = v} ab.

Beweis: Sei TE Q und T, = R + (1 - rJ.) S mit o <2 < 1 und R, S E Qo' Dann gilt
o L. R L. rJ.- t T, und ebenso o L. S L. (1 - CL )- l To • Da T, für die von E auf C(X), bzw .
fürdie von F auf C(Y) induzierteTopologie stetig ist und diese Topologien von Verbands-

normen stammen, sind auch R und S dafür stetig, als o zu R, S E Q fortsetzbar.

Theorem: Für T E ::P (E, F) sind iiquivalent:

(a) T ist Extremalpunkt von Q.

(b) T ist Markov-Verbandsop erat or mit Tu = V .

(e) Es gibt eine stetige Abbildung q>: Y -+ X, so dap Tx = x . lp für alle x E E gilt.

Bemerkung: Jede stetige Abbildung q>: Y -+ X definiert offenbar einen Markov-
Verbandsoperator von C(X) in C(Y), den wir mit T<p bezeichnen (siehe [2] für die Dis­
kussion dieses Falles). Wenn T<p stetig ist für die von E auf C(X) und von F auf C(Y)

induzierte Top ologien , dann la,Bt sich T<p zu einem Markov-Verbandsoperator T E :P (E , F)

fortsetzen, für den T, = T<p gilt. lp heif,t die zu T assoziiert e Transiormation, und ist (bis
auf kanon ische Homoomorphien) unabhangig von der Wahl des Paares u , v mi t Tu = V .

Beweis: (a ) ~ (b) : Aus dem Lem ma fo lgt, da r> die Einschrankung T, E :P (C( X), C(Y»
ein Extremalpunkt von Q, is t . Es ist bekannt , daB T, dann ein Verbandsopera tor von
C(X) in C(Y) ist (siehe z.B. [2]). Dasselbe gilt som it auch für die stetige Fortset zung
T E ::P (E, F) von To •

(b) =} (c) : Definiere eine Abbildung lp: t ---'''"lp (t) von Y in X durch

Es sei nun T E ::P (E, F) ein positiver lin earer Operator von E in F. T. ist ein
Yerbandsoperator, wenn [Tx] = T [x] gilt für alle x E E . Dies ist unter anderem aquivalent
dazu, da~ T(inf (x, y» = inf (Tx, Ty) ist für all e x, y E E (siehe [8] , chapo V).

Definit ion : Einen positiven Operator T E :P (E, F) , del' quasi-innere Punk te V Ol! E +
in quasi-innere Punkte von F+ abbildet, nenn en \Vil' einen. Markov-Operator.

Bemerkung: Ein positiver Opera tor T E ~ (E, F) ist offenbar genau dann ein
Markov-Operator, wenn Tu = v gilt für ein Paar von quasi-inn eren Punkten u E E + und
v E F+. Da die Darstellung von E und F von der Wahl der quasi-inneren Punkte in E +
und F+ unabhangig ist (siehe Abschnitt 1 oder [9] , Prop. 2), konnen wir für einen
Markov-Operator T immer ohne Einsch rankung voraussetzen, da~ Tu = v gilt für u , v
die Einsfunktionen auf den Str ukturr áume X u nd Y.

Zunachst ist es klar, daB s = lp(t) eine u-normierte Bewertung von E, also ein Element
von X ist (siehe Vorbemerkungen). Ebenso folg t die Stetigkeit von lp aus der Definit ion

. der Topo logien auf X und Y sowie aus der Stet igkeit von T. Für alle t E y und x E E
gilt dann Tx(t) = (x • lp) t.

(c) =} (a): Der Opera tor T<p: C(X) -+ C(Y) ist ein Extremalpunkt von O, (siehe
[2]). A fortiori ist dann T E ~ (E, F) mit T, = T<p ein Extremalpunkt von Q .
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2.3

In diesem und im folgenden Abschnitt bestatigt sich die Nützlichkeit des Strukturrau­
mes: Wichtige Eigenschaften von Markov-Verbandsoperatoren werden in topologischen
Eigenschaften der assoziierten Transformation reflektiert .

Satz: Es sei T E 1? (E, F) ein Markov-Verhandsoperator mit Tu = v und assoziierter
Transiormation qJ' Dann. gilt:

(i) T ist genaú dann injektiv, wenn rp suriektiv ist .
(ii) TE ist genau dann ein dichtes Ideal in F, wenn q> injektiv ist .

Beweis: (i) : Für x E E gilt genau dann Tx = o, wenn x auf qJ(Y) verschwindet. Nun
ist <p(Y) abgeschlossen in X. AIso folgt genau dann x = o aus Tx = o, wenn qJ(Y) = X ist.

(ii): Der Strukturraum des Banachverbandes E/T-'(O) ist hornoomorph zu <p(Y)
(T-' (o) ist ein abgeschlossenes Ideal in E). Deshalb konnen wir rp als surjektiv, d.h. T
als injektiv voraussetzen. Wenn dann TE ein Ideal in F ist, liegt das von Tu = v erzeugte
Ideal, also C(Y) in TE. Aus o Lo Txcz; Tu = v folgt schlieglich o Lo x ¿ u und damit
T(C(X» = C(Y). Das ist aber nur moglich, wenn q> injektiv ist. Sei umgekehrt qJ injektiv.
Dann bildet T C(X) auf C(Y) ab, und TE ist dicht in F. Wenn o Lo y ¿ Tx in F gilt,
dann ist z = y • q>-l eine stetige Funktion auf X mit o Lo z Lo x, also z E E und Tz = y.
Zusammen ergibt dies, dap TE ein dichtes Ideal in F ist.

2.4

Satz: E und F seien ordnungsvollstiindig, T E !p. (E, F) ein Markov-Verbandsoperator
mit assoziierter Transiormation q>' Dann sind iiquivalent:

(a) T ist ordnungsstetig.
(b) t:p ist eine offene Abbildung von Y in X:

Beweis: (a) ~ (b): Wir erinnern zunachst daran, dap in E und Falle Bander Pro­
jektionsbander sind ([8], V.l.3) und genau die offen-abgeschlossenen Teilmengen von X
bzw. Y als Trager besitzen. X und Y sind aber stonesch. Folglich genügt es zu zeigen,
dap <p(U) offen ist für jede offen-abgeschlossene Menge U e X.

Iv: = {yE F: y(U) = ~ o f} ist ein Projektionsband in F. Andererseits gilt Tx E Iv,
genau wenn X· <p (U) = {o} ist. Deshalb gilt

J: = r -: Iv = {x E E: x(<p(U» = ~ o f }.
Aus der Ordnungsstetigkeit von T folgt, dap J ebenfalls ein Projektionsband ist. Der
Trager von J ist <pCU), also offen in X.

(b) ~ (a): Sei xr. ! o für eine Familie (x,,) e E. Dann gilt x,,(s) ! o für alle s E X-M,
M eine magere Teilmenge von X. Für eine offene Abbildung <p: Y~ X ist dann qJ-l (M)
ebenfalls mager in Y. Da der Operator T durch rp induziert wird, gilt

Txr. (t) = xr. (<p(t» ! o

auf dem Komplement einer mageren Menge in Y. Daraus folgt Txr.! o.

Die Ordnungsvollstandígkeít von E und F wird für den Beweis der Implikation von
(b) nach (a) nicht benótigt, Setzt man F = IR, so ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar: Die isolierten Punkte in X entsprechen genau :den ordnungsstetigen reellen
Verbandshomomorphismen aui E.

2.5

1m allgemeinen induziert nicht jede stetige Abbildung <p: Y ~ X einen Markov-Ver­
bandsoperator T von E in F. Zwei Beispiele sollen die Problematik verdeutlichen:
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1. Man sieht sofort, dafJ für E = C(X) jede stetige Abbildung fp: Y -+ X einen
Markov-Verbandsoperator T E :P (C(X), F) induziert,

2. Als Gegenstüek seí der Fall betrachtet, in dem F ein AL-Raum ist. Nicht jede
stetige Abbildung fp: Y -+ X induziert dann einen Markov-Verbandsoperator T E
:P (E , F). So muf3 z.B. - falls E ordnungsstetige Norm hat - ,p immer offen sein, weil
dann die Bedingung des obigen Satzes erfüllt ist, Eine Charakterisierung derjenigen
Banachverbande E, für die rp einen Operator T E :J? (E, F) (F AL-Raum) induziert, -ergib t
sich folgendermafJen:

Der AL-Raum F, kanoniseh dargestelIt als Funktionenverb and auf Y, lafJt sich identifi­
zieren mit einem Raum U(Y, v) für ein endliehes Map v auf Y. Dabei enthalt jede
Xquivalenzklasse in L' (Y, ,,) genau eine stetige Funktion, und es ist Loo (Y, v) = C(Y) .
Sei nun rp stetig von Y in X. Dann wird dureh lL: = '1' • rp-' mit 1L (A) = v (rp-t (A)) für
jede Borelmenge A e X ein regulares Borelmajj II auf X definiert. Wir bezeiehnen den
Raum alIer Borelrnegbaren, wintegrierbaren Funktionen auf X mit 5;' (X, ll)' Da für x E E
Tx = X· ljJ stetig auf Y ist und ~Txd" = ~xdll gilt, ergibt sich:

lp induziert genau dann einen Markov-Verbandsoperator T E :P (E, L' (Y, ,.)), wenn E
in 5;' (X'll) enthalten ist.

2.6

. E und F seien nun beides Al.-Raumc. Wie im Falle der AM-Raume kéinnen hier die
anstehenden Fragen auf einfaehe Weise beantwortet werden. Dazu identifizieren wir E
und F mit U (X , 'll ) bzw. L' (Y, v) (ll ' v endliehe MafJe auf den Strukturraumen X bzw. Y),
so dafJ Loo (X, ¡.d = C(X) und Loo (Y, v) = C(Y) wird.

Lemma: Wel1n ein Radonmas ;;¡ aui Y iiquivalent zu V ist, dann ist L'(Y, V) verbands­
.isomorpn zu L'(Y, V),

Beweis: Naeh Voraussetzung ist Loo (Y, ;;¡) = Loo (Y, V) = C(Y). Daraus folgt , dafJ
Y aueh Strukturraum von L' (Y, ;;¡) ist. Die Radon-Nikodym-Ableitung von V bezüglieh
;;¡ sei die stetige Funktion z E L' (Y, ;;¡). Da z nur auf einer raren Teilmenge von Y
versehwindet, ist z quasi-innerer Punkt von U (Y, ;;¡) +. Die Abbildung x -+ zx ist eine
Verbandsiometrie von U (Y, v) auf L' (Y, ;;¡).

Theorem: Es sei E = L' (X, ll)' F = L' (Y, V) 11l1d rp eine stetige Abbildung von Y
in X. Dann sind [olgende Aussagen. iiquivalent:

(a) rp-' (N) ist rar in Y für jede rare Teilmenge N in X.

(b) rp ist oiien.
(e) TljI: Loo (X, ll) -+ Loo (Y, V) ist ordnungsstetig.

(d) Es gibt einen zu F isomorphert Banachverbarui F = L' (Y, ;;¡), so dap TljI zic einem

Markov-Verbandsoperator von E in F [orgesetzt werden kann.

Bemerkungen: 1. (d) ist aquivalent zu (d'): TljI kann zu einem Operator von LP(X'll)
in Lp(y, ;;¡) fortgesetzt werden für alIe 1 ¿ P ¿ N.

2. Siehe [4], ch . X zur Frage, ob ein ordnungsstetiger Markov-Verbandsoperator auf
Raurnen Lp<Q, ll) sich durch eine Grundraumtransformation darstelIen HifJt, wenn
Q nicht notwendigerweise der Strukturraum ist.

Beweis: (a) ~ (b): X und Y sind Stonesehe Raume (siehe Abschnitt 1). Sei nun
(p (U) weder offen noeh rar in X für eine offen-abgesehlossene Teilmenge U e Y. rp(U)
ist abgeseh1ossen, folglieh das Innere A von fp (U) offen-abgesehlossen und nicht leer..
rp-l (A) ist also eine nicht leere, offen-abgesehlossene Teilmenge von Y, für die U-rp-l(A)=I=0
ist. Daraus folgt, dafJ zwar B: = rp(U) - A aber nieht rp-l (B) rar ist,

(b) ~ (e): Diese Implikation folgt aus 4.2.
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(e) :=} (d ): Das Ma~ V • qJ-l au f X (siehe 2.5, Beispi el 2) is t absolut-stetig bezüglieh 11:
'Sei 11 (A) = o für eine Borelmenge A ~ X. Dan n gibt es eine fallende Folge von offen­
abgesehlossenen Mengen U. ::J A in X mi t j, (Un) -r-s- o. Die eh arakteristisehen Funktionen
X

n
E C(X ) = Loo (X, Id von Un ordnungs.konve rg ieren gegen o. Naeh Vorausset~ung ord­

nungskonvergiert die Folge Tq>X
n

gegen o m C(Y) = Loo (Y, V), Da Tq>Xn gerade die ch arak­
teri stiche Funktion von qJ- l (Un) íst, folgt V (<p-'(Un» -+ o. Also ist V • -qJ- I (A) = o.

Es sei nun z E U (X, 11)+ die Radon-Nikodym-Ableitung von V • <p- l bezüglieh 11' Setze
weiter lo: = su p (z, u ) und w: = lo- 1 • qJ E C(Y ). Da qJ offen ist (2.4), versehwindet w nur
au f einer raren Teilmenge von Y, so da~ das Ma~ \i: = w . V aquivalent zu V ist. Naeh
dem Lemma ist also F: = U (Y, \i) isomorph zu F.

Es bleibt zu zeigen, da~ Tq> stetig bezüglieh der du rch ¡.t und \i auf C(X) und C(Y)
defini erten Normen is t. Sei dazu x E C(X )+. Dann gilt:

ITq>x (t) d \i (t) = f (x· <p ) (zo-J • q¡) (t) d v ·(t)

';=Jx (s) z o-l (s) d (v • qJ-l (s)

= Jx (s) lo- l (s) Z (s) d 11 (s)

LoI x ( s)d ~(s).

(d ) :=} (a) : Die For tsetzung von Tq> auf einen AL-Raum ist ordnungsstetig, also ist
qJ offen (2.4) und erfüll t (a).

2.7

Als Anwendung diskutiere n wi r kurz den Isomorphiebegriff von Magraumen: Die
Isomorphie zweier endlicher Ma~raume (Q , r ,¡.t) und (O', r', ~') kann wahlweise durch
eine der folgend en Eigensch aft en erklárt werden:

(a.) Es gibt eine Bijektion a. von Q au f Q', so da~ a. und a.- I mag treu sind.
( f3) Es gibt eine Bij ektion 13 von r au f r ', so da~ f3 und f3-1 mit den algebraisehen

Operationen von r und r ' vertauschbar sind.
(y) Die Hilbertráume L' (Q, r , fL) und L' (Q', r ', 'fL' ) sind isomorph.

Jeder der obigen Isomorphiebegriffe ist echt schwacher als der ihm vorangehende
(siehe z.B. [3]). Der folgende Satz zeigt nun, da~ die Ma~algebraisomorphie (13) gerade
der Verbandsisomorp hie der zugehor ígen Lr-Raume entsprich t . Dies hat wichtige Konse­
quenzen für eine ordnungstheoreti sche Behandlung von Problemen aus der Ergodentheorie.

Satz: Unter den obigen Voraussetzungen sind [olgende Aussagen. iiquivalent:

(a) Die Mapalgebren r und r' sind isomorph.

(b) Die St ruktu rrdume von U (Q , r , -¡.t) und U (Q', r ' , ¡.t') sind homiiomorph.

(e) Die Banachverbdnde U (Q, r, ,¡.t) und U (Q' r', fL') sind isomorph.

Beweis : Die Aquivalenz von (a ) und (b ) folgt au s der Tatsache, da~ de r Strukturraum
von U (Q , r , ¡.t.) gerade der Stone-Raum der AIgeb ra r ist. Aus der Homoornorphie der
Strukturraume folgt (e) wegen 2.3 und 2.6. Die Implikation von (e) nach (b) ist klar.
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DARSTELLUNG VON VERBANDSOPERATOREN AUF BANACHVERBJNDEN

3. Beliebige Verbandsoperatoren

Weiterh in sollen die zu Beginn von Abschnitt 2 gemachten Voraussetzungen über E
und F gelten. Um auch Verbandsoperatoren T E :P (E, F) darzustellen, die nicht
unbedingt Markov-Opera toren sind, untersuchen wir zunáchst eine Klasse besonders
einfacher Opera toren aus :P (E) .

3.1

Definition: Ein Operatar T E :P (E) heiflt Multiplika tor , wenn - n . lE L. T L. n . h
gilt für ein n E IN und lE die l dentitii t aui E.

Satz: Fiir T E :P {E) sind iiquiva lent:
(a ) T is t Multiplikator.
(b) Jedes abgeschl ossene Ideal in E ist T-invariant.

(e) Es gibt z E C(X ), so dafl Tx = zx [ilr alle x E E.

Beweis: (a) ~ (c) : Da T die Differenz zweierpositiver Multiplikatoren is t , konn en
wir o L. T L. lE vorausse tzen . Daraus fo lgt dann Tu L. u, so da~ T C(X) in sich ab­
bildet. Sei T' : c/U (X) -----+ c/U (X) de r entsprechende adjungierte Operator. Dafü r gilt
ebenfalls o L. T L. IM(x) und fo lglich o L. T' a, L. a, für jedes Díracmag a" s E l X. Da
a, einen Ext remalstrahl im positiven Kegel von c/U (X) erzeugt, gib t es o L. z (s) L. IR
mit T' a, = z (s) a,. Dann ist aber Tu (s) = z (s), .also z: s -----+ z (s) eine stetige Funktion
auf X. Für diese gilt Tx = zx, x E E.

(c) ~ (b): Diese Implikation ist trivial.

(b) ~ (a): Es sei IITI! L. 1. Für jede abgeschlossene Menge M e ist x
M

E E" .
Aus der Voraussetzung folgt, da p T" x~[ (s) = o gilt fü r alle s ~ M. Angenommen, es sei

IT" Xy (sj ] :::::,.. (1 + E) X
M 1

für eine abgesch10ssene Teilmenge MI von M und ein E> o.

Dann ist wiede r nach Voraussetzung IT" XM11 :::::,.. (l + E) X
M 1

' Dies steht im Widerspruch

zur Annahme II T" I! = IITII L. 1. Folglich gilt IT"X)II L X~[ für jede abgeschlos sene
Menge M e X, woraus auch ITx l L. x für alle x E C(X) und -lE L T L. lE fo lgt .

Korollar: Der Teilraum U [-lE' lE] van :P (E) ist isamarph zu C(X).
• E IN

3.2

Grob gesprochen zeigt es sich, da~ sich beliebige Verb andsoperatoren nur durch die
Komposition mit einem Multiplikator von einem Mark ov-Verb andsoperator unterscheiden .
Ehe wir den entsprechenden Darst ellungssatz beweisen, erwahne n wir ein topologi sche s
Lemma.

Lem ma: X sei ein kam pak ter, Y ein S tanescher Raum. Jede stetige Abbildung van
einer oiienen Teilmenge va n Y in X besit zt eine stetige Fortsetzung aui Y.

Satz: F sei ordnungsvollstiindig und T E P (E , F) mit [Tu ] L. v. Dann sin á dqui­
va lent:

(a) T ist Verbandsaperatar.
(b) Die Einschriinkung T. van T aui C(X) besitzt reine Zerlegun g .Io = Q • Tu,v, wobei

Q ein pas itiver Multiplikator auf F und Tu". ein Marko v-Verbandsoperator van C(X) in
C(Y) mit Tu = v ist.

. (c) Es gibt z E C(Y)+ und eine st etige Abbildung <p : Y -----+ X , so dafl Tx = z (x . <p )
[iir alle x E E gilt .
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Beweis: Es is t im Grunde nur noeh die Implika tion von (a ) naeh (e) zu beweisen .
Setze dazu z: = Tu E C(Y)+.

Dureh

t -+ q>o(t ) mit x (q>o(t) = Tx ( t) (Z(t» -I

wird auf Yo: = { t EY: z (t) > o} eine stetige Abbildung mit Werten in X definiert. Fü r
eine stetige For tsetzung q> auf ganz Y von q>o gilt dann (e).

Bemerkungen: 1. Wenn F nicht ordnungsvoll st andig ist, kann man die Abbildung
rp in (e) nicht immer stetig wahlen, Sei z.B. E = C([o, 1]) und Tx = z (x. q» für
z (t) = t , q> (t) = sin l/t, q> (o) = o fü r all e t E [o , 1]. T is t Verbandsoperator auf E .

2. Eb enso kann man Beispie1e angeben, in den en sieh der Operator Tu,v in (b) nicht
zu einem Markov-Verbandsoper ator von E in F fortsetzen 1aBt. Sei z.B, E = L' ([o, 1], ,,),
'" das Lebesgue-Ma ñ, F = E E9 IR und T: E -+ F die kanonisehe Injektion. T ist Ver­
bandsoperator. Da es aber keinen reellen Verbandsoperator auf L' ([o, 1], ",) gibt, kann
der zugeh óri ge Operator Tu", aus (b) nicht auf E fortgesetzt werden.

3.3

Satz: Sei TE:!? (E , F) ein Markov-Verbandsoperator mit Tu = v , Für S E ~ (E, F)
sind iiquivalent:

(a ) - n . T L S L n . T für ein n E IN.
(b) S = Q . T [iir einen Multipl ika tor Q E :!? (F).

Beweis: Wir ko nne n uns im Beweis auf positive S E :!? (E , F) beschranken, Sei
a1so o L S L T und Su = z E C(X ). S und T kó nn en aufgefa gt werden a1s Abbildun­
gen von C(X ) in C(Y). Für die Adjungier ten gilt dann o L S' L T' und S' 5. = z (t) T' 5,
für alle t E Y. .Daraus fo1gert man (b). Die UmkehrungTst k1ar , da o L Q L 1p aueh
S = Q . T L. T implizier t. - -

Korollar: TE:!? (E, F) sei ein Markov-Verbandsoperator. Dann ist U [-nT, n'I'] e
• E IN

e :!? (E , F) isom orph zu C(Y).
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a) Relativist Hamiltonian

The relativist Hamiltonian geR of an atom placed in an external magnetic field should
be 'made up of the sum of the Dirac hamiltonians of the electrons, protons 'and neutrons

l . Hamíltonían 'of an atom placed in a unlfonn externa! magnetic field.
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Introduction

By

In a large number of hyperfine atomic spectroscopy experiments, atomic systems are
used placed in a uniform magnetic field and in a radiation field, obtaining a detection
signal from which information about the atomic or nuclear structure or about the
interaction of light with the matter can be obtained. Often to obtain this information
we are obliged to adjust the experimental signal with the theoretically calculated one.
For this calculation, a precise determination of the energíes, ' wave functions and the
transition probabilities of magnetic hyperfine atomic levels is necessary. .

The object of this paper is to present a revision of the relativist theory of fine and
hyperfine structures of an atomic system placed in a uniform external magnetic .field
and its application to the case where the interactions between configurations or terms
of a single configuration are negligible. For this case, the methods of calculating energies,
wave functions and transition probabilities and the actual calculating by using digital
computation techniques are explained.

In this paper, we present .a revision of the. relativist theory of the fine and hyperfine
structures of an oatomic system placed in a uniform external magnetic field and its applica­
tion to the case where the interactions between configurations or terms of one confi­
guration are neglígíble. : For this case we explain the methods of calculating energies,
wave functions and transition probabilities.

To perform these calculations, several calculation programs have been designed and
set up in FORTRAN IV language for an IBM 7090. The structure of the most important
one is described and applied to sorne concrete cases.

Abstract

CALCULATION OF ENERGIES, WAVE
TRANSITION PROBABILITIES OF MAGNETIC

ATOMIC SUBLEVELS*
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(8)

(6)

(5)

(4)

(1)

(3)

(7)

(2)

r.,--]

flt¡; = e e a . A - e 'l '

flt~ = e a . P + f3 m d.

e C ( K)
<l>n(r) = _ - __ ~ • Q (K) « 1)

41l'So K=o rK+1 (Ilnel)

Y/iAl (0, q» = ~ (11 m '11- 1j M) Y /m(0, q» xu.
m. 11

1
A(r) = - B x r , <1> (r) = O

2

~ [e a v • Pv + f3 mil d ] + ~ e [e al . -r - <1>;"] +
v 1

"'" e' [ (a , • r ,¡) (a ¡ • r ,¡) ]
.LJ 1 - a l • a ¡- +
1>1 41l'Eorl¡ ~¡

~ e e a l . A (ri ) + ~ e e a " . A (r,,) + ~ e e a ; • A (rv)'
i 7t V

flt R= ~ [e al' Pi + f3 m. d] '+ ~ [e a" . P" + f3 m,d] +
I "

i n¡.to 00 ( 4 ~ ) 1/2 [K(K+1)]1 /2
An(r) = - --- ~ y . Q (K)(mo)

470 K~/ 2 K + l KrK+1 . xx ( nllel)'

The total hamiltonian can therefore be written as

The hamiltonian of interaction be tween two electrons is 3)

and that of in teraction between a Dirac particle and a uniform external magnetic field B
is given by (2), with

where the subíndices i, t: and v refer to the electrons, protons and neutrons respecti­
vely.
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• The ' MK5A system of units is used throughout th is work.

where the vectorial spherical harmonic Y/iM (O" q» is given, as a function of the spherical
harmonics Y /m (0, q» and of the eigenfunctions of one spin ;(11' as

which is the expression of the interaction of the electron wi th the electric and magnetic
fields crea ted by the nucleus. The electric and magnetic interaction potentials can be
wrítten, as a func tion of th e multipolar moments of the nucleus 2 )

Th e in teraction of an electron wi th the par ticles of the nucleus can be written as 1)

that compris e the atom , the interact ion of the electrons with the nucleus and the other
elec trons, as weli as the interact ion of the nucleus and the electrons with the external
magnet ic field . The interaction of the nuclear particles wit h each other is not included
because it has no importan ce for the study of elec tronic st ruc tures of the atom.

In order to ob tain the to tal hamiltonian , we will analyse now the explicit form of
each of its terms. Th e hamilt on ian of a Dirac particle is given , in the MKSA* systern
as 1)



(16)

(11)

(15)

(12)

(10)

(14)

, (13)

p '
"

8 m/e'

s »:
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T r':) (e) ~ P (IC. K¡' K W / K. K¡ ' K

(K. K¡ )

e'

00

9C'.I = ~ T ( K ) (n) • ~ T / K ) (e)
' 1/

i Z e'/í r , • p¡ ]
-----.--- +

16 tt Eom / e' r¡' .

9C:,r = B • ~ [Xp) (e) + X(1) (n )],
;

8 tt Eom¡ 'e' (

p¡' p¡ (p¡ • f ' / ) (PI ' f ¡¡) ) ]
----- --- + + 2 dí.' a(r ¡¡)

r,¡ r'¡¡

Z e'

4 « f o r,

e'

4 7T Eom/ e'

~ [ 4 rr:or¡¡

e'

9C~~, = ~ [- '- - -

s- = ----- ~ [Z-I,-_~ -.!.-r/I x (Pi .- 2 P/) ] . s,
" 1 8 tt Eo m / e' r,' ¡ r'¡¡

se: = ~ [ mee' + _p_"__ Pi' ] + ~ [m pe' + _P_,,' ] +
e l/ ¡ 2 me 8 m.'e'" 2 m,

~ [ mne' +~_ P
v
' ]

2 mn 8 m'ne'

where T ( K) (n), ' X(1) (n) are tensors that op erate exclusively on the coor dinates of the
nucleus and T J K) (e ), X .(l) (e) are tensors that operate exclusively on the coo rdínates of
the electron s. 1 I

I t can be written more explicitlys ) 7)

CALCULATION OF ENERGIES

9C.f/ = 9CI
:!! + 9C=:, + 9C:f¡ + fl(~'f/+ 9C~/1 + ffe':ir , (9 )

where fKI;i, is the hamiltonian of the atom ic particles considered as fr ee, 9C::, is the
hamiltonian of the coul ombian interaction betw een the electrons and the nucleus and
between the electrons the mselves, 9Cs

el l is the sum of th e hamiltonians of sp in-orbit .and
spin-othe r orbit interactíon, 9C:il is the hamiltonian of the spin-spi n ín teract íon , 9C~fl

is the hamiltonian of hyperfine interaction for all the multipolar orders and 9C~r .is the
hamil to nian of interaction of the electrons and the nu cleus with the exte rn al m agnetí c
field. By lab or ious calculations, which can be foun d in Schwar tzs), Beth e and Salpeter- )
and Itoh- ), the foHowing expressions can be ob tained for the various terms of (9)

b ) Eff eetive hamiltonian

The calculation with 9CR is difficult, sinc e it requires the use of relativist wave func­
tions to obtain its matrix elements. To avoid th ís problem, instead of the relativist
hamiltonian, an effective ha miltonian, 9Ceff' is used, whose matrlx elements between non­
relativist states in the LS coupling are the sam e as the matrix elements of 9CR between
the equivalent relativis t states in the same coupling. With tbis non-relativist hamil tonian ,
all the relativist effects can be calculated using non-relatívíst wave functions, making
the ca lcu lation much ea sier.

The effective hamiltonian can be written



/

(20)

(21)

(25)

(26)

(22)

(28)

(24)

(29)

(17)

(19)

(18)

(27)

(

[F( r )/ r] Isi' j 111> )

[G(r)/ir ] Isi j m>

e [ 21(1 + 1) ]1/2
peol )1 = -- . [(21 - 1) (1+ 2) R+++ 6 R+_+

4 " Eo 5(21- 1)(2 1+ 1)3(21+3)

+ (1-1)(21 + 3)R__J.
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e [ 6 (1- 1) 1(1+ 1) (1+ 2) ]1/2
p l UlJ = ---- [(2 1- 1) R ++ +4 R+_ - (2 1+3) R __]

207rEo (21 - 1)(21+1)'(2 1+3)

e [ 1(1+1)]1/2
P I) )) J =.- - - - --- [_ (1+2) R+++ 3 R+_+(1 -1) R __]

10 -;r Eo (2 1+ 1)3 .

T ¡(J) (e) = P (JO!lWp0)J + p (J2JI Wp w + P IOIl) W / OlJl

c¡toe [ 2
p IIO)J = - 3";; (21 + 1)3

Cf.loe [ 1(1 +1 ) ]1/2
pum = -- _ [4 (1+ 1) (2 1- 1) F++- (2 1- 1) (21 +3) F+_+

6" (2 / + 1)3 (2 1+ 3)(2 1- 1) . .

+ 4 1(2 1+ 3) F__] (23)

with
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and

with

Taking as wave function of a single elec tron mo ving in a sphericalIy symmetrical
cent ral fiel d

where t/ ".) and V/ K! I are tensors that act in the ' spinori al and orbital space respectively,
and whose reduced matrix elements are defined by

with

where -1' := 1 ± 1 when j = 1 ± 1/2, the expressions of the hamiltonians of ,hyperfine di­
polar magnetic (K = 1) and quadrupo lar electric (K = 2) interactions, which make the
greatest contribut ion in (14), can be obtained. The caIculations produce the formulae



11. Effective hamiltonian when the quantum numbers characterislng the atomlc
state are valíd for B = O.

Brr
The terrn - -- (s, . Si) 1\ (r ,¡) can be ignore d against the other addends of (13), and

3
this in turn is very srnall against (12). Using the relation (A, 3), we find that the con'
tribution of the fine structure harniltonian to the 'energy is

(31)

(35)

(32)

(30)

(33)

(34)

r5,¡
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(
r,¡ )

- 3 - x (p,-2p¡) 1/ y L > < y S lJ s, II y s »
r '1

CALCULATION OF ENERGIES
' -~; . -;~

R++ , R+_ , R__ used in the previous expressions are de fi-

F¡¡, .= (1 -~ I\¡¡' ) i oo[F(r) G'( r) +G(r) F'(r)] r Z dr

Rij ' = ! oo[F(r) F'(r) +G(r) G'(r )] r - 3 dr.

3 (s, • r,¡) (s, • r,¡)
---- ------- = T I Z) (r, ¡) • U (Z) (s , • s¡). _

X .= J (J + 1) - L (L+ 1) -S (S,+- 1)

Btt So m! e'

e
J

= r X/2+r¡ [3 X (X +1)-4 SeS +1) L(L +1)],

T = ---- [S(S+1)(2 S+1) L(L+1) (2 L+l)] - 1f2 x

1,
~ < yL lJ z--~
i r/ j

If there no breakingof the LS or JI couplings , nor interactions between configurations
for B = 0, the effective harniltonian is conside rabl y sirnplified as show below using the
hyperfine structure base ~ IyLSJIFMF> }(1E L 0 s, F E 10 1) •

The diagonal rnatrix elernents of the coarse structure harniltonian fJt~;¡ + fJt:!¡ gíve the
ene rgies of the terms, but we do not analyse these since we do not consider the inter­
actions between configurations or terrns. So we can do without fJt~;¡ + fJt:!¡ taking as
zero of ener gies th e on e frorn th e tenn whose hyperfine levels we want to study,

The fine structure harniltonian fJt:~¡ + fJt~r¡ can be expressed as the surn of the scalar

products of two tensors that act on the orbital and sp inorial spaces respectívely, only
taking into account th at 1)

The F++, F+_, F__
ned as

In (22), (23), (24), (27), (28) and (29) we ha ve written + and - to represent
j = 1 ± 112.

Sirnilarly an exp ression like (16) can be obtained for X /I) (e).

The expressions (14) and (15) are exacto To obtain (10), (11), (12) and (13) sorne
approxirnations have be en rnade, which introduce a negligible error since the speed of the
electrons is very low cornpared to C. On the other hand, greater precision cannot be
expected because the harniltonian (6) is not exact since it is not a Lorentz invariant.



(45)

(43)

(41)

(42)

(37)

(38)

(44)

(39)

(40)

. (36)

3 K(K + 1) - 4 1(! + 1) J(1 + 1)
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gl e lí
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(1+1) (2J+1)(2J+3) / .
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1
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4F2(4P -1)

[

F(F +1) +J(1+1) -1(!+1)
< y LSJIFMF 1 fJe"': I y LSJIFMF> = s. /3 +

' ti 2F(F+1)

F(F +1) - J(1 +1) +1(1 + 1)]
gl /3N 8Mp

2 F(F +1)

where /3, /3N are the Bohr and nuc lear m agnetons respectively, and

11 = ---- [(2 L - 1) L(L + 1) (2 L+1)(2 L +3) (2 S - 1) SeS +1) (2 S +1)(2 S+3)] - 1/2x
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the cortica l and nuclear Landé factors respectively.
Conside ri ng (33), (34), (37), (38), (41) and (42), it is apparent that , if no breaking of the

LS or JI couplings for B = O exists and if we can discount all the matrix elements
of fJe;ft taken between base functions that differ by so me quantum number apart from
F, we can substitute the hamiltonian (9) with another that produces the same effect and
is given as

To obtain the contribution to the energy from the external magnetic interaction, it is
necessary to calculate both the diagonal and the non-diagonal elements of fJe';¡~ . If we
establish a system of cartesian coordinates in which the az axis follows the direction B,
and we use the Wigner-Eckart theorem, as well as (A, 1) and (A, 2), we obtain for
the matrix elements of fJe:'f¡ between base funct ions with the same va1ue for J

with

The contribution to the energy of the hyperfin e dipolar magnetic and quadrupolar
electric interaction hamiltonians can be obtained by calculating the diagonal matrix

. elements of (14) for K = 1 and K = 2, using the rela tions (A, 3), (A, 4), (A, 5) and (A, 6).
The re sult ob tained is
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(49)

(48)

(46)

(47)

e e
se"" = --(Lz+2Sz)B +--g¡/zB,

2m, 2 In,

e e
se'''' = --g¡lzB + --g¡/zB,

tlf Zm, 2 m,

se~1I = r L. 5 + 4'1 [3(L. 5)2 + (3/2) L. S_SJLZ]

. 3 (l. J) I+(3/2) l. J _12Jl
sehl = al. J + b----------

'11 2 / (2 / -1) 1 (2 1 -1)

where se"'/I is the effective coarse structure hamiltonian

111. Matrix elements of the hamiltonian se'el!'

which we wil! cal! the weak field base, and

which gives rise to a very smal! error in the calculation of the energies and wave-func­
tions, since the interactions between fine levels are normal!y smal! compared with the
interactions between hyperfine levels .within a single fine level , and it ís in the forrner
that the non-relativist calculation is made.

In order to perform any calculation of energies or wave-functions, .it is necessary to
know beforehand the matrix elements of the hamiltonian between the states of an
orthonormal base. The two most frequently used bases for obtaining the representations
of the hamiltonian of an atom with hyperfine structure, placed in an externa! magnetic
field are,

a) Matrix elements 0/1 the weak [ield base

On' this base al! the calculations of energies and wave-functions can be made perfectly
wel! using the fol!owing matrix elements

<y LSJIFMp Isel'lI í 'Y LSJIFMp> = r X/2 + '1 [3 X (X + 1) - 4 SeS + 1) L(L +1)] (50)

3 K(K +1) - 4 /(I +1) 1(J +1)
<y LSJIFMp I seh~/1 y LSJIFMp> = aK/2 + b (51)

, 8/(2/-1)1(21-1)

which are the same expressions that are obtained for the non-relativist hamiltonian and
that show that al! the relativist effects can be included in th e constants T'. 11, a, b, g¡
and g¡.

To calculate matrix elements between base functions with a different value for 1, the
non-relativist expression of the external magnetic interaction hamiltonian 1) can be used

{ Iy LSJIMJM¡> } (1 E L 0 Si

which we wil! cal! the strong field base.
The object of this section is to calculate the matrix elements of the representations of

. the hamiltonian on both bases, since one may be more useful than the other depending
on the object of the particular calculation we wish to make.

The calculation can be performed by the habitual methods, using the hamiltonians
(46), (47), (48), and (49) and the expressions shown in the appendix, so we will only
now show the results.



(53)

(52)

(54)

. (57)

[

F(F + 1) + J(1 +1) - 1(/+1)
< y LSJI FM F I fle'"ft Iy LSJIFM,> = gl3 +

, 2 F(F +1)

F(F+ 1) -J(1 +1)+I(/+1) ]
+&~ B~

2 F(F+1)

to calculate it .

1
3(J .1)z+ (3/2 )J .l-Jll! = - [3Jl - J(1+1) ] [31/- 1(/ + 1)]+

2

On this base, the fine structure hamiltonian is still diagonal, but the hyp erfine struc­
ture hamiltonian has non-diagonal eleinents, and we must use the relation a)

Bearing this in mind, the matrix elements necessary for an y calculation of energies
and wave functions on the strong fiel d base are given as

the rest of the matrix elements being n ulI.
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b) Matrix elements on the strong [ield base
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< y LSJIFMFI fle;f~ J YLSJIF -1 MF> = (g¡f3 - grf3N) B x

[

[ (1+1 + 1)1_ Fl ] [F' - (1 - 1)2] (P - M,l) ] 1/ 1

4Fl(4F! -1)

< y LSJIFMF I fle "" Iy LSJ -1 I FMF> = f3 BM, x

[

' [(F + I + 1)l _ P ] [P- (F-I )Z] [(L +S +1 }!- P] [JI- (L-S)!] ] 113
_ _ 16 Fl(F +1)2 JZ (4 JZ-1)

<y LSJIFMF I fftm, IyLSJ - 1 IF -1 MF> = - f3 B x

[

[ (1 + F)2- P] [(1 +F)2- (/ +!}2] [(L+S +1)1- P ] [P - (L - S)Z] (F! - M,l) ] 1/3

(55 )
16Jl(4 P - 1) Fl(4 F2 -1)

<y LSJIFMF I flem' Jy LSJ - 1 IF +1 MF> = f3 B x

[

[ (1 - F - 1)1- [2] [(1 - F - 1)' - (/ + 1)1] [(L +S + 1)1- P ] [11- (L - S)Z] [(F + 1)1- MF' ] ] 11'
(56)

16Jl(4P -1)(F +1 )i [4 (F +1)' -l]

where X and K are defined in (34) and (38) respectively
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(64)

(63)

(61)

(62)

(58)

(59)

(60)

4 1(2 1 - 1) J(2 J - 1)
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Iy LSJI(F)MF> = 23 C(F) I y LSJIFMF>
F

a
- [1(I +1) - M¡(MI +1)] l l l [f(1 + 1) - M¡(M, - 1)] II! +

2 ·

3 (2 M, - 1) (2 M,+1) [(1 +M,) (J - M, +1) (I - MI) (I + MI + 1)]lll
b- - - - - - - - - - - - - - - - - - - --- -

8 1 (2 1 - 1) J(2 J - 1)

[3 M/ -1(I +1)] [3 Ml -J(1+1)]
< y LSJIM,M, , fJ(~;/' YLSJIM,M,> = a M, MI + b ------------

81 (2 1 - 1) J(2 J - 1)

<y LSJ1M,MI I fJ( '~ft Iy LSJ1M,M,> = (g¡M¡+g,M,) f3 B

<y LSJIM¡M, , fJ("'"' y LSJ - 1 1M,M,> = - f3 B x

[

[J1- (L - S)Z] [(L+S+1)z-J1] [fJ - Mi] ] I/J

4Jf(4 Ji -1) "

the other matrix elements being null.

¡IV. CalcuIa tion of energies and wave functions,'

<y LSJ1M,M,I fJ(Z;/ Iy LSJ1M, - 2 MI +2> =

3 [(1 +M,)(1+M¡-1) (1 - M,+1) (1 - M, +2) (I - MI) (I - M, - 1) (I +M,+1) (I +MI+2)]111

b- ---- - - - - - - - - - - - - - - --- - - - - - - - - -

The hamiltonian of an atom with hyper fin e structur e placed in a uniform externa!
magnetic fiel d, commutes with the projection Fz on the 02 axis of the total angular
moment F= 1 + J. Consequently the eigenvalues MF of Fz are good quantum numbers
'and the matrix elements of the halmitonian ca lcula ted between two wave functions
with different values of M F are anulled . Under these con di ti ons , the total representation
of the hamiltonian is the direct sum of represen tations that conserve the quantum numo
ber M F, and the energies and wave functions of the atomic levels are obtained through
the calculat íon of the eigenvalues and eigenvectors of those representations.

If the contribution to the en ergy of the atomic s ta tes from the external magnetic
interaction hamiltonian fJ(;;¡ is much smaller than that from the fine structure hamil­
tonian fJ(:I/' fJ(;;¡ can be treated as a perturbation compared. to fJ(;//, and this makes
it possible to discount the matrix elements of fJ(';;~ between base fu nctions with different
J values. If we take as zero energies, that of the fine level from which the magnetic
hyperfine sublevels we wish to calculate are ta ken, the energies of these sublevels are
obtained by diagonalizing the representations of fJ(~;/ + fJ(;~¡. By calcul at ing the
eigenvectors of the representat íon , we get ·the wave functions of the sublevels in the
form



(70)

(66)

(65)

(68)

(67 )

(69)Q (I J (d J = - e 2: r,,

IyLSJI(MI) (MI» = 2: C(M¡, MI) IyLSJIMIM,>

AlJAlI

AlJ+ AlI - Alp

IMJMI

ArJ+},(I=> AfF

h' LS(J ) I (F) M F> = 2:C(J, F )I y LSJIFMF>
IF

<11 1e), • Q II J (e1 JIn'> = 2: (_l)M e,,-M<n I Q I1/ lel) l n'>
M

where

on the weak field base, or

on the weak field base, or

the calculation of J<n Ie), • Q(J) (el)l n'>l! will be possible when we know the ampli-

is the electric dipolar moment of the set of electrons of the atorn, V},w is the number of
photons of polarization e}, and angular frequency <O in the presence of the atomic system,
and f( oo) is the profile of the transition as a function of the frequency,

In this section we are dealing with the calculation of J<n I e}, • Q IIJ (el) l n'> 12 which '
depends directly on the structure of the atom and on the polarization of the incident
radiation.

. Bearing in mind that acco rding to the definition of the scalar product
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on the strong field base. The magnetic fiel d B causes a mix ture of all the magne tic
hyperfine subleveIs that are derived fro m a single fine leveI and have th e sa me value of .
MF• In (64) and (65) we have put the qu antum numbers th at become invalidated in the
presence of the magnetic field B in brackets. Th e coefficients C(F) and C(M¡, MI) are the
components of the column matrices , obtained by calculating the eigenvectors of the
representations of the hamil tonian on th e weak an d strong field bases res pectively.

If the con tribution to the energy of the atomic states from ge~;: is not much smaller
than that of 8C:f/~ 8C';~~ cannot be treated as a perturbation compared to 8C://; nor can we
discount th e matrix elements of ge~~~ between base functions with a different value of
J. If we take as zero energies that of the te rm from which the magnetic hyperfine
subleveIs we wish to calculate are derived , the energies of these sublevels are obtained
by diagonalizing the representations of 8C~lf + 8Cl;~1 + 8C;;: . By calculating the eingen­
vectors of the representa tion we obtain the wave functions of th e subleveIs in the form

Let us consider an atomic system placed in a radiation field and let us suppose that
one of the atoms of this 'system suffers an electric dipolar trans iti on between two states
111 > and I 11' >, exchanging a photon of angular frequency <O and polarization e},. The
probability or inte nsity of this transition can be expressed ana lytically in the form 9)

V. Calculatlon of electric dipolar transition probabllities.

on the strong field base. The magnetic field B causes a mixture of all hyperfine magnetic
subleveIs derived from a single term and having the same value of M F•

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIEN CIAS EXA CTAS, FISICO-QUlMICAS y NATURALES
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VI. App~catlon of digital computation techniques.

(75)

(74)

(72)

(71)

.'

I n > = ~ a (x) [ x > . 1n' > = ~ a (x') I x' >. ~

<n I QW ('1) 111'> = ~ a(x) a(x' ) < x I Q(í} ('111x'> ,
M ~ " . M

and so

SR. (a b e, a b' e') = (_1)' +b'W +l [(2 e +1) (2 e' + 1)]1 /2 {b e al} (73)
. e' . b'

Te manual calculation of the ene rgies, wave functions and magnetic hyperfine atomic
sublevel transition probabilities is practically impossible in most cases because it would
be too slow and complicated. We must resort therefore to using digital computation
techniques to obtain exact re sult s fa ster . To this end we have prepared and set up several
calculatíonprograms in FORTRAN IV language for an IBM 7090. Below we describe' the
constitution and functioning of the most complete of them and we give the results of
sorne calculations made with this prograrn for sorne structures selected to illustrate the
functioning-and the possibilities of the programo

is called the line factor 'j.
If the external magnetic field is not nul, In > ando111' > -will not be pure states as we

saw in section IV , but a mixture of states in the form

in which we have used the proper ty a* (x ) = a (x) because it is real.
Calculating the wa ve function s of the ini ti al and final states as shown in sec tion IV

and using expressions (68), (70), (75), as well as (71), or (72) depending on .whether we
want to calculate for the weak or strong field base respect ively, and with (73), we can
obtain the value .for the transit ion probability for each value of the external magnetic
field B. . .

. SR. (SLJ, SUJ') <y L IIQll ) (dlll Y L'>,

(
F l 'P')<y LSJIFMF 1 QW Id)j-y L'SJ'lF'M' ,> = (-l)F- MF x

M - M, O M',

SR. (JIF, J'lF') SR. (SLJ, SUJ') < y L IIQw Id )1I y L,>

(
J 1 J' )

<y LSJIM,M, 1QCI} (,1)1 y L'SJ'IM'IM',> = ~MIM' (~1)'-MJ x
M 1 -MIO M',

a) Program MHFS3

This program rapidly calculates the energíes,: wave ñmctíons -and trasition probabilities
for any magnetic hyperfine atomic sublevels , íncluding the interaction between fine levels,
on the weak and strong field bas es. It has eight subprograms called ESTR, TRANS,
SIMB3J, BIGMAT; ·LO.oPI , LOOP2; LOOP3 'and LOOP4. The last .ñve -perform the. .calcu­
lation of the eigenvalues and eigenvectors of a matrix and belong to the catalogue of
programs of the Universtiy of Madrid Calculation Center. The calculation is done to
eight significant figures .

where

tudes of transition probability < 11 1Qr,:)1'1)111'>. Using the Wigner-Eckart theorem and
(A, .1), the following expressions for the amplitudes of transition pro bability are readily
obtained '
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Figs. 1 to 11 inclusive explain the structure of the principal program and . Figs . 12 and
13 the structure of the most important sub-program, ESTR. We have decided not to
include the organigrams forthe other subprograms, as a brief comment on their object
is sufficient. Below we give the meanings of the variables that appear in the organigrams.

NCI = number of data groups for the calculation of energies and wave functions or
transition probabilities.

IND1 = 1 for the calculation of energies and wave functions.
IND1 = 2 for the calculation of transition probabílities
NESTR, NPARTS, NMULTD and NCAMPS permit the calculation of structures with

common data without having to re-read them.
NHAMIL = number of different values of MF for each structure.
ALl (J5) = L, AS1 (J5) = S, AI1(J5) = 1, NIVELS (J5) = number of fine levels between

which interaction is considered. J5 = 1 for the initial state and J5 = 2 for the final
state.

AJ (J6, J5) = J.
FM (J6, J5) = maximum value of F in a fine level.
AMJLl (J6, J4, J5) = maximum value of MI in a fine level,
AMF1 (J4, J5) = MF•

NDI1 (J6, J4, J5) = multiplicity of the sublevel Mp in a fine level.
NDIM1 (J4, J5) = multíplicity of the sublevel M; in the set of fine levels that interact.
GJ (J6, J5) = gh GI (J6, J5) = g/ -
U (J6, J5) = magnetic dipolar hyperfine structure constant.
V (J6, J5) = electric quadrupolar hyperfine structure constant.
CERO (J6, 15) = energy of a fine level,
NBASE = 1 if the calculation is done on one base.
NBASE = 2 if the calculation is done on both bases.
IND2 = 1 to do the calculation on the weak field base
IND2 "= 2 to do the calculation on the strong field base.
NOTA = explanatory heading. .
NG = number of four character group containedjn NOTA.
HI = 1. and H2 = O. to calculate magnetic fields in arithmetic progression.
H1 = O. and H2 = 1. to calculate magnetic fields in geometric progression.
HI = initial value of magnetic field.
HS = progression ratio.
HF = HI + HS x (number of values of the magnetic field - 1).
NDI (J6, J5) = NDI1 (J6, 17, J5).
AMJL (J6, J5) = AMJLl (J6, 17, J5).
AMF (J5) = AMF1 (17, J5).
NDIM (J5) = NDIM1 (J7, J5).
NDIM (J5) = NDIM1 (17, J5).
NPROB = number of different probabilities to be calculated between the same hyperfine

1evels.
H (1 1) = value of magnetic field for which the calculations are being done.
BAJ (12, 1) = J, BF (12, 1) = F, BMJ (12, 1) = MI' BMI (12, 1) = MI are the values of J,

F, MI and MI of the wave function corresponding to the row index of the matrix
element of the hamiltonian.

FREe (11, 12) = value of the energy.
ONDA(11, 13, 12, 1) = value of the wave function components.
APROB (11) = transition probalility,

Lastly we will comment on the function of each part of the programo
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PRINCIPAL PROGRAM

This is responsible for reading the data, defining the entrance arguments to the
subprograms, transfering the calculations to the subprograms, and writing out the
results.

SUBPROGRAM ESTR

This is responsible for calculating the matrix elements of the representations of the
hamiltonian, and for controlling the calculation of the eigenvalues and eigenvectors
which supply the energies and wave functions. For representations of 2 x 2 or 1 x 1
dimension, as well as controlling, it calculates the eigenvalues and eingenvectors.

The eigenvectors furnished by the subprogram BIGMAT show an arbitrariness in
their sign, which ESTR corrects using a sing ajustment for null or infinite field and a
continuity condition for intermediate fields.

SUBPROGRAM TRANS

This calculates the contribution of each of the addends of (75) to the transition pro­
babilities between two sublevels, using the formulae in section V.

SUBPROGRAM SIMB3J

This is called on by subprogram TRANS to calculate the necessary ·3j symb óls, selec­
ting its type previously.

SUBPROGRAM BIGMAT

This is a catalogued program which~alculates very rapidly eígenvalues and eigen­
vectors of matrices, giving the eigenvalues and the components of the eigenvectors in
the same order as the diagonal matrix elements are arranged in. It can be. used with
very large matrices. It uses the subprograms LOOP1, LOOP2, LOOP3 and LOOP4.

b) Application to the lev.el 6tPJ{2'of TltfJ5 al1d 2ZPJj2 of Li7.

We show here the results obtained with the MHFS3 program for t\\Í~ particular cases
which 'ove have taken as suitably representat íve. First we show °the results obtaíned,
without taking into consideration the- interaction between hyperfine levels derived from
the various fine levels of a termo o o

To perform the calculation ..ve have used the data on structural constants and Landé
factors given in C. J. Schuler et al. lOJ, B. Budick et al . lll, K. C. Brog .et al. 12) and
G. J. Ritter 13>, and the magnetic dipolar moments tables in H. E. Kuhn w .

In figures 14 andTfi, the hyperfine magnetic sublevel energy diagrarns are shown for
the sublevels 62P'¡2 of TIlOS and 22P'/2 of LF, as a function of the rnagnetic field .

In figs. 16 and 17 the wave funct íon components for sorne hyperfine magnetic sublevels
belonging to the levels 62P'b and 22P,j2of TIlOS and LF respectively are shown as a function
of the magnetic field. The results in the weak field base are given in a) and b) and
those for the strong fié Íd base in e) and d). In a) and b) we see that F is a good quantum
number for B = O and that when the magnetic field is increased, wave function com­
ponents belonging to other values of F appear originating a growing mixture of states
with the magnetic field, The varíous components of the wave functions tend asymtoticálly
to the components of the eigenstates of the magnetic interaction hamiltonian, for high
values of the magnetic field. In e) and d) we . notice that for intermediate -magnetic
fields the wave function "has components of different values of M, and MI causing a
mixture of states decreasing with the field. The wave function tends to that of apure
state when the field grows indefinitely.

Fig. 18 shows all the dipolar eleétric transition probabilitíes permitted between tbe

....:.. 309 ..L
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FIG. 14. - Energy dia grarn of th e level 6lP" .2 of TIlO' .
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FIG. 15. - Energy diagram of the level 2'P3/' of LF. .
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FIG. 17. - Wave functions of the, magnetic .hyperfine sublevels .of the level 22P,12 of LF.
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FIG. 18. .:... Transition probabilities between the magnet ic hyperfine sub levels of the levels 6ZP" , and
7'S ,¡, of Tl20' ,
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ti:>.....
01

Magnetic field (G) ".

1000 2000 3000 4000 5000 6000 1 7000 8000 9000 10000..

13 -1> 975.4 2026.9 3139.3 4301.3 5503.0 6736.8 7996.2 9276.4 10573.4 11884.4

13 -2> -883.9 -1673.3 - 2360.0 -2944.7 -3434.3 -3839.8 -4174.2 -4450.1 -4678.6 -4869.1

12 +2> 975.7 2022.9 3131.2 4289.2 5487.1 6716.8 7972.2 9248.4 10541.3 11848.0

12 + 1> 975.5 2024.1 3133.8 4293.1 5492.3 6723.4 7980.2 9257.6 10551.9 11860.1
III

Ij) 12 O> 975.4 2025.4 3136.5 4297.2 5497.6 6730.0 7988.1 9267.0 10562.7 11872.2
....

12 -1> -887.4 -1678.8 -2367.6 - 2954.8 -3446.8 -3854.9 -4191.9 -4470.2 -4701.1 -4894.0ro
.... 12 -2> --"-2799.5 -5(\01.5 -8403.5 -11205.5 -13561.6 -14552.1 -15613.7 -16733.8 - 17901.2 -19106.7
rn 11 + 1> -894.2 -1689.5 .. -2382.8 -2974.7 -3471.8 -3885.0 -4227.0 -4510.3 -4746.1 -4943.6

/1' ' O> -890.9 7 1684.2 -2375.3 -2964.8 - 3459.3 -3870.0 -4209.5 -4490.3 -4723.6 -4918.8

11 - 1> -2806.2 - 5609.8 - 8413.5 -8767.7 -8563.7 -8391.6 -8245.2 -8119.6 -8010.8 - 7915.9

10 O> -2812.9 -5618.2 -8423.6 -8752.0 ~8550 .0 -8380.0 -~235.6 \ -8111.9 -8005.1 - 7912.1

TABLB 1. - En ergies of th e magnetic hiperfine sublevels of the level 22P' /2 of Li', wh ich are influenced by the ínter áction betw een hyp erfine levels of
different fine levels .
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Ma gnet ic [ield (G)

1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

13 -1> 4.25 7.72 10.59 12.97 14.95 16.62 18.04 19.26 20.30 21.21

13 - 2> 5.09 11.17 18.29 26.42 35.51 45.45 56.10 67.34 79.07 91.18

12 +2> 4.23 7.74 10.64 13.04 15.04 16.72 18.15 19.37 20.42 21.33

12 + 1> 4.22 7.72 10.61 13.00 15.00 16.68 18.10 19.32 20.37 21.28
CIl

v 12 O> 4.21 7.70 10.58 12.97 14.96 16.64 18.06 19.28 20.33 21.24...
12 - 1> 5.57 11.18 18.26 26.36 35.41 45.30 55.89 67.07 78.73 90.77

Ol... 12 -2> 0.00 0.00 0.00 0.00 3.29 15.52 25.61 33.95 40.87 46.64
(J)

11 + 1> 5.09 11.10 18.12 26.13 35.08 44.85 55.31 66.35 77.84 89.71

11 O> 5.12 11.16 18.22 26.28 35.28 45.11 55.65 66.76 78.34 90.30

11-1> 0.00 0.00 0.00 27.97 63.79 100.60 138.21 176.47 215.27 254.51

10 O> 0.00 0.00 0.00 28.34 64.24 101.10 138.75 177.04 215.84 255.07

TABLB n. - Vari ation on th e real value (%) of th e ene rgies of th e magnetic hyperfine sublevels of the leve! 22PJ/2 of Li", consi dering interaction
between hyp erfine levels of differents fine levels.
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Magnetic [ield (G)

1000 2000 3000 4000 5000 I 6000 7000 8000 9000 10000

13 -1> 0.39 1.38 2.73 4.26 5.84 7.40 8.88 10.26 11.54 12.72

13 -2> 0.47 1.99 4.56 8.03 12.07 16.32 20.51 24.44 28.02 3123
'.

12 +2> 0.39 1.39 2.76 4.30 5.89. 7.45 8.94 10.33 11.61 12.80

12 + 1> 0.39 1.39 2.75 4.29 5.88 7.43 8.92 10.31 11.59 12.77
'"v

1 2 O> 0.39 1.38 2.74 4.28 5.86 7.41 8.90 10.28 11.57 12.75
....

12 - 1> 0.47 1.98 4.55 8.00 12.02 16.27 20.45 24.38 27.96 31.17os
.... ' 12 -2> 0.00 0.00 0.00 0.00 87.93 83.68 79.49 75.56 71.98 68.77
en

11 + 1> 0.46 1.96 4.51 7.94 11.94 16.16 20.33 24.25 27.83 31.04

11 O> 0.47 1.97 4.53 7.97 11.98 16.22 20.39 24.31 27.89 31.11

' 11 - 1> 0.00 0.00 0.00 95.74 94.16 92.60 91.12 89.74 88.45 87.27

10 O> 0.00 0.00 0.00 95.73 94.14 92.58 91.10 89.71 88.43 87.25

TABUl III. - Presence (,;) of wave fun ct ion s of level 2ZPtfz' in magnetic hypeIf ine statcs of level 2zPJ fz of LF, considcring intcraction be twecn
hypeIf ine levels of differen t fine levels .
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(A,5)

(A, 1)

(A,3)

(A,2)

(A, 6)

(A, 4)
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< yJIJ2JM ITIK) • UIKJ 1I y J/J/1'M' > = (- 1)1',+1,+1' X

I

< y JIJ,] II TrKJII y'J/J/J'> = (_1)1,+1, +l'+K [(2 J +1) (2 r + I)JI l l x

. {JI J 1'2}
r J;I K < y JI IITrKJI IY'J/ > Olzl'l

< y JIJ,] IIU~ K )II y'J/ J/ J,> = (_1)1'\+I,+l+K [(2 J + 1) (2 J' +1)]l ll x

G: --~/!; }_.:<_yJdIU CK)IIrT2> 0ljl'1

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO-QUIMICAS y NATURALES

magnetic hyperfine sublevels of the levels 6'!PJ/2 and TJStf2 of TIzoS as a function of the
magnetic field. The initial and final states of each transition have been designated in
a simplified form as J F MF> enclosing F in brackets when it is not a good quantum
number.

The results given so far show the necessity of doing the calculations in the way we
have described in sections IV and V, since the weak and strong field bases can only
be considered as eigenstates of the hamiltonian in a few cases.

So far the calcualtions have been made without consideration of interactions between
hyperfine levels derived from the different fine levels of a termo Now we show the effect
of including these interactions. Performing the calculation for the level 62PJ/2 of the TI~o5,

the effect obtained is completely negligible, owing to the great separation between the
levels 62PJ/2 and 62P¡/2 of the term 62P (0.233 743 '76 x 109 MHz). On the other hand for
the level 22P3J2 of the LF the effect is considerable, (see Tables II and III) since the
difference in energies betwen the levels 22pJ/2 and 22Ptf2 of the term 22P is 10053. MHz .
It is clear that, if we don't consider the interaction between fine levels, considerable
errors in calculation can be produced, Comparíng the results shown in Table 1 with those
in II and lII, we deduce that the interaction between fines levels produces effects of the
same magnitude on states as th ey ha ve near energy values.

a) Matrix elements of the product of zwo - tensors

1
< y 1 1 IQIJ) C'/} Iy 1 1 > = - e Q

D I"",,/} ' - "2 -

[(21 +i+l)! (21 - j)1 p lJ
< y 1 11 Q(j) 11 y 1 > = < y 1 1 I QP I y 1 1 > .

(21)1

b) Matrfx elements of the multipolar moments of th e nucleus

Appendix

Let UCKJ and TrK) be two irreductible tesorial operators to the order K, which
cornmute with the part of JI and J2 of the wave function Iy JIJ,]M> respectively. These
tensorial operators confirm the following relations.
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Abstract

Introducción

MINERALES
ASTURIANA*

FLOTACION DE
DE LA ZONA

POR

CONCENTRACION POR
POBRES EN MERCURIO

* Este trabajo constituye un resumen de la Tesis Doctoral de R. Obeso Rosete, dirigda por
V. Riera, y leída en febrero de 1972 en la Facultad de Cienci as de la Universidad de Zaragoza.

R . OBESO ROSETE y V . RIERA GoNZÁLEZ

Departamento de Química Inorgánica. Univer sidad de Zaragoza (E spaña)

The enrichment of five low-grade mercury ores (0,12-0,45 % Hg) from Northern Spain
deposits (Asturias, León, Santander) was studied by batch flotation with several flotation
agents and under different conditions . Conditions were stablished to obtain concentrates
with Hg values between 2 and 35 % and recoveries of more than 90 %.

El mercuro es un elemento escaso, estimándose su proporci ón en la corteza terres­
tre en el 10-5 - 10-6 % (1). No obstante, resulta ser uno de los elementos más conocidos
ya desde tiempos prehistóricos, debido a que el cinabrio (HgS), su mineral más impor­
tante, se encuentra en zonas muy localizadas, a pequeñas profundidades y se logra fá­
cilmente su descomposición térmica en Hg y SO,.

Los yacimientos conocidos más importantes se hallan en España (Almadén, Asturias)
y en Italia, siendo de menor importancia los de U. S. A., Yugoslavia, Méjico, Canadá,
Argelia y Turquía. Exceptuando los yacimientos españoles e italianos, en donde se explo­
tan minerales con un contenido en mercurio entre el 1 y ellO %, en los demás países
sólo ocasionalmente aparecen minerales con poco más del 1 % en mercurio, siendo su
ley más frecuente inferior al 1 % y en muchos casos próxima al 0,1 % .

,Ahora bien, teniendo en cuenta el continuo agotamiento a que están sometidos los
yacimientos más ricos, ' ha de pensarse en el aprovechamiento de minerales de baja ley
(inferior al 1 %) que, en países de minerales ricos como España, no son explotados
pero sí en muchos otros países. Así más de la mitad del mercurio que se produce en el
mundo procede de yacimientos de baja ley, siendo muy pocos de una ley del orden del
1,5 % (2), (3). Estos datos resultan muy significativos acerca de la importancia de los
minerales pobres así como de lo interesante que puede resultar su explotación.

El aprovechamiento de minerales de 'baja ley requiere, generalmente, un proceso pre­
vio de concentración; 'no' en'contrándose en la bibliografía consultada un número dema­
siado extenso de trabajos publicados sobre concentración de minerales pobres de mer­
curio. Son de destacar aquellos que tratan de la aplicación de métodos de flotación (2),
(3), (4), (S), (6), (7), análogos a los estudiados en este trabajo. Merece especial mención
la aportación realizada por R. Alvarez Viña (8), en la que se estudia la flotación de mine-
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RE VISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTA S, FISICO-QUIM ICAS y NATURALES

Se observ a un notable descens o en la pro ducción asturiana y también en la ley del
mineral ' que ya en 1970 es inferior a la mitad de la de 1963. La produción española tam-

ra les as turianos de me rcurio: dos de ti po cali zo, uno silíceo y otro cuyo componente
más abundante es la baritina, con leyes en mercu rio comprendidas entre el 0,15 y 0,80, % .
El mineral con baritina estaba molido hast a un tamaño de par tícula inferior a 0,42 mm.
e inferior a 0,30 mm. en los re sta ntes, no influyendo la diferente proporción mineral-agua
en los resultados de flotación y es ta ndo el pH óptimo comprendido entre 7 y 9. Fu eron
em pleados t res activadores: CuSO., HgCI, y Pb(NOJ ) " cuya influencia es claramente be­
ne ficiosa, mej or con el primero. Las dif erencias resultantes del empleo de tres colecto­
res: et il-xantato, amil-xantato e isopropil-xantato, han sido muy pequeñas y la mejor
proporción de 150 g.jTm. de mineral. También dieron resultad os muy parecidos los es­
pumantes aceite de pino, phoso-cres ol y alcohol exílico. Las pruebas realiz adas en serie
a escala semiindustrial dieron unos p ri mero s concentrados de ley comprendida en tre
el 8 y el 17 % y concentrados finales del 28-36 %, variando la ley de los estériles entre
el 0,03 y 0,05 % .

La cons ideración de los da tos de producción desde el año 1963 hasta 1970 (9) permite
conocer la evolució n de los yaci mientos asturianos así como su importancia si se com­
para con las producciones esp añola y mundia l (lO). (La ley del mineral asturiano que
figura en la gráfica (fig. 1) es la relación porcentual existen te entre el total del mercu­
rio obteni do y el mi neral bruto extraído de mina, del qu e sólo la parte más rica pasa
a los .hornos).
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bién muestra un ligero descenso en tanto que la mundial presenta una cierta tendencia
ascendente, que debe atribuirse al incremento y mejora de las explotaciones de mercu­
rio en otros países de un a forma más rápida que en España.

De los datos qu e acab an de exponerse se deduce la conveniencia de estudiar métodos
de tratamiento de minerales de mercurio qu e permitan un mejo r aprovechamiento de
los yacimientos que ac tu almente se explotan, a la vez qu e ha gan posibl e la explotación
de yacimientos abandonados po r la baja ley de su s menas o de m ineralizaci ones hasta
hoy no utilizadas por la misma razón.

El método elegido ha sido el de concentración por flotación por .considerar que, ade­
más de ser un método barato y de disponer del agua suficiente en las proximidades de
los yacimientos que se estudian, pueden obtenerse buenos re sultados dada la flotabilidad
de los sulfuros metálicos, en general, y ser, en este caso, el HgS la sustancia que inte­
resa concentrar. Además un método húmedo como és te ofrece la ventaja, nada despre­
ciable en la actualidad, de rebajar a límites mínimos la polución del ambiente e incluso
de anularla en su totalidad si los de por sí pequeños volúmenes de concentrados se tra­
tan por vía hidrometalúrgica para la obtención final del metal.

Para llegar a conocer las óptimas condiciones de flotación de cada tipo de mineral
se han estudiado exp erim entalmente los principales fac tores de que dependen los re­
sultados, como son: tipo y proporción de re activos (activadores , colectores, dispersant és
y espumantes), tamaño de partícula del minera l molido, rel ación mineral-agua, tiempo
de acondicionamiento y pH de la pulpa.

Naturaleza de los minerales

Han sido estudiados cinco minerales diferentes qu e se numeran del 1 al 5.
El yacimiento donde se encuentra el mineral 1 está situado al SW de Toral de los

Vados (León), el del mineral 2 al S. de Cabanzón (Santander), el del mineral 3 al S. de
Pedrosa del Rey (León) y los minerales 4 y S proceden de un mismo yacim iento situado
en Caunedo (Oviedo).

La densidad respectiva, en g.jc.c., de cada uno de estos minerales, obtenidas por el
método picnométrico empleando agua destilada como fase líqu ida son: 2,678, 3,955, 2,686,
2,773 y 2,984.

La identificación de los principales componentes de los minerales se hizo por difrac­
ción de rayos X (método de polvo) con un difractómetro PW 1051 empleando la radia­
ción K" del cobre; los resultados muestran que los principales componentes del mineral
1 son: cuarzo, calcita, galena, cinabrio, mineral illítico y azurita; en el mineral 2: bariti­
na, cuarzo, cinabrio y mineral arcilloso; en el 3: calcita, cuarzo y cinabrio; en el 4:
dolomita, calcita, cuarzo y cinabrio; y en el S: calcita, baritina, cuarzo, dolomita y cína­
brio. Estos diagramas de rayos X, así como fotografias de muestras de los minerales
y otros datos numéricos, pueden consultarse en la memoria original (11).

La determinación de los principales componentes se realizó qu ímicamente (12), con
los siguientes resultados:
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Mi ne r a l
Componente

1 2 3 4 5

Humedad 0,33 0,09 0,07 0,14 0,05
Pérdida por calcinación 5,22 0,82 42,50 27,50 33,38
BaSO. - 84,70 - - 12,36
SiOz 76,90 12,78 3,10 35,60 7,50
AlzO, 6,10 0,40 0,32 2,00 0,75
FezO, 2,86 0,45 0,60 1,70 0,63
TiOz 0,40 0,01 0,01 0,01 0,02
MnOz 0,11 0,10 0,20 0,13 0,08
CaO 3,29 0,21 53,30 21,84 40,30
MgO 0,59 0,33 0,20 9,83 3,10
NazO 0,13 0,06 0,27 0,13 0,20
K 20 0,72 0,01 0,10 0,33 0,12
PbO 3,32 - - - -

-

Parte experimental

A. Molienda y tamizado:

En primer lugar los minerales se tritu raban hasta tamaño maximo de partícu la de
1 mm. con trituradora de mandíbulas. Posteriormente, en un molino de bolas de por­
celana, se reducía el tamaño de partícula hasta el límite deseado , reU:nién dose la fracción
más gruesa con la nuev a carga del molino. La cantidad de mineral que se molía cada vez
y el ti empo de molienda depend ían de la dureza y densida d de l mi nera l.

El tamizado se realizó pasando el mineral por tamices de diferente luz de mall a , pe­
sándose el mineral y determi ná ndose el mercurio de cada una de las fra ccione s.

B. Operaciones de flotación:

Los ensayos de flot aci ón , en operacion umca, se real izaron en una celda tipo Fager­
green de 3 litros de capacidad (fig . 2) qu e también se utilizó como acondicionador de
la pulpa. El acondicionamien to se re alizó mezclando un a cantida d pesada de mineral con
un volumen de agua ' p refij ado, añadiendo volúmen es det erminados de las di soluciones
de reactivos y manteniendo en agitación esta mezcla durante un tiempo controlado, al
final del cual se procedía ya a la flotaci ón introduciendo aire a través de la pulpa con
sólo abrir la llav e L (fi g. 2), con lo qu e el ai re es succionado e introducido en la pulpa
por medio de las toberas T que hay en el rotor R. Est e ai re es agitado contra las pal e­
tas fijas P y se disp er sa en forma de pequeñas burbujas que ascienden hacia la super­
ficie en donde forman la espuma que flu ye a través de l rebosadero S y se recoge, debien­
do complet arse la extracción de espuma con ayu da de una paleta que ar rastra la parte
de espuma que no alcanza al rebosadero. En el líquido de esta es puma se midió el
pH con un med idor Radio met er , modelo 5I.

El mineral extraído en la espu ma es el enriquecido en cinabrio y recibe el nombre
de CONCENTRADO y el resto del mineral, la mayor par te, queda empobrecido en mer­
cu rio y se denomina ESTERIL.
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Discusión de los resultados

CONCENTRACION POR FLOTACION DE MINERA LES POB RES EN ME RCURIO

La molienda del mineral tiene una doble finalidad : liberarla mena de la ganga y
hacer que las partículas de mena alcancen un tamaño que les permita ser arrastradas
por las burbujas de aire hacia la superficie de la pulpa . Este proceso es caro general­
mente, por lo que ha de evitarse una molienda demasiado prolongada que encarecería
el proceso y que también po dría dar lugar a la formación de excesiva proporción de fi­
nos de ganga que serí an más fáci lmente flotables, con el consiguiente perjuicio para la
ley del concentrado. En los cinco minerales el cinabrio es uno de los componentes de
menor dureza, 2-2,5 (13), por lo que ha de resultar fácil de triturar, en tanto que el grao
do de liberación dependerá de la composición de la ganga y de la textura de la roca:
el grado de liber ación será tanto mayor cuanto menor sea la dureza y compacidad de la
ganga y cuanto mayor sea el espesor de las mineralizaci ones de cina brio, vetas o grao
nos, dentro de la roca, es decir, cuanto menor sea la superficie de contacto entre mena
y ganga . En este sentido es previsible una buena liberación en los mine rales 4 y 5 en
los que el cinabrio está poco difundido, en tanto que en los tres minerales restantes
se presenta . en granos muy finos y muy difundido , por lo que será necesaria una mo­
lienda más prolongada para alc anzar una buena lib eración. Esta molienda más intensa
só lo se realizó con el mineral 1 por ser el de mayor dureza y, por tanto, donde serí an
menores los efectos negativos debidos a los finos de ganga; así, fue molido al límite
máximo de 0,2 mm. de partícula en las pruebas preliminares y de 0,3 mm. en las prueb as
sistemáticas,"mien tras que -los restantes minerales só lo fueron molidos hasta 0,5 ~m.
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La determinación de mercurio, realizada en todos los procesos a fin de seguir su des ­
arro llo, se hizo por el métod o industrial Eschka (14), que consiste en recoger y pe sar el

A. Molienda:

B. Análisis químico:
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mercurio, en forma de amalgama de oro, de un a cantida d pesad a de muestra que se ca­
lien ta, en cr isol de porcelana, con hierro en pol vo fino que actúa de re ductor según:

HgS + Fe --7- Hg j + FeS

Ha sido necesario disp oner de muestras bi en secas, ya que en cas o contrario el agua
que se desprende durante el calen tamiento se conden sa en la tapa de oro qu e cubre al
crisol , impidiendo un buen contacto entre el oro y el mercurio que se traduce en un
error por defecto . Los minerales 2, 4 Y 5 proyect an pequeñas partículas qu e se adhieren
a la tapa, siendo necesario separarlas cuidadosamen te con un trozo de papel de filtro.

En las operaciones preliminares de flo tación con el mineral l: se calculaba el rendí ­
menito de terminando el mercu rio en el mineral a flotar y en el concentrado extra ído (15),
pero los resultados no eran lo suficientemente exa ct os debido a que durante la forma­
ción y extracción de espuma se producían salpicadura s, por lo qu e los valores obteni­
dos para la recuperación de mercurio son inferiores a los reales; además los resultados
de l análisis son menos reproducibles cuanto más concentradas sean las muestras, debi­
do a lo dif ícil de lograr una buena homogeneizac ión por tener un componente, el cin a­
brio, que con un a densidad mucho más alta que los demás, tiende siempre a despl azarse
hacia la parte in ferior de la muestra al sufrir un ligero golpe o movimiento. Por tanto,
han de ser más exactos los resultados obtenidos en fun ción del mercurio conten ido en
el estéril, que no es afectado po r las salpicaduras que se producen durante la flotación
y, de otro lado, donde es posible con seguir una homogeneización más perfecta al encon­
trarse en el est éril el cinabrio menos libe rado qu e cond uce a qu e la diferencia de densi­
dad entre las distintas partículas sea menor. Es to se ha compro bado experime ntalme nte,
encontrándose mucha mayor concordancia en tre los resultados del anál isis de dist intas
fracciones de un mismo estéri l qu e de un m ismo concentrado. Estos inconveni entes tam­
bi én se presen taron en los mine rales de partida, siendo necesaria, al menos, una doble
determinación de mercurio con resu lt ados concordan tes para que el valo r obtenido pu­
diera consid erarse como ley del mineral.

c. Reactivos de flotación:

Se han empleado, en forma de disolución acuo sa , las sus tancias siguientes:

Repr esenta ción Concentración
abre viada (g.ll.)

Activador: CuSO,.5H2O - SO
Colectores: Aerofloat 20S A-20S 50

Aerofloat 23S A-23S 50.. Aerofloat 242 A-242 56,5
KS2COC2H, Z-3 50

~. KS2COC,H Il Z·6 50
Espumantes: Aceite de pino PO 9,2 (emulsión)

Aerofroth 65 F-65 100
Dispersan tes: Almidón - 50

CaO - 50
Na2CO, - Polvo
Na2SiO, D-1 700
Na,PO,.12H2O D-2 100
Palcotan D-3 50
AlCI,.6H2O D-4 100
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El activador y todos los disp ersantes, excepto D·3, eran productos reactivos de
PROBUS . Los colectores y el F·65 han sido proporcionad os po r la American Cyanamid
Company: el P O po r APSA (Asturiana de Pinturas, S. A.) y el D-3 por The Paci fic Lum­
ber Cornpany.

Unicamente se ha estudiado un act ivador, el CuSO,.5H,O, pu esto que ya en otros tra­
bajos sobre flotación de cinabrio se encontró poca diferencia entre el efecto activador
del Cu(II) y otros cationes como Hg(II) y Pb(II) (7), (S), siendo concretamente el
CuSO, .5H,O con el que se obtienen mejores resultados (16).

Han sido empleados colectores de dos grupos: aerofloat s y xantatos, y dentro de cada
grupo uno fuerte, A-23S y Z-6, y otro débil, A-242 Y Z-3. Además, en pruebas iniciales
con el mineral 1, también se empleó el A-20S (15), parecido al A-23S. Las disoluciones
acuosas de estos colectores son bastante estables, pero al cabo de varios días llegan a
descomponerse apreciablemente por lo que siempre se emplearon disoluciones de recien­
te preparación.

De los dos espumantes empleados, P O y F·65, el último es soluble en agua y no
ofrece ninguna dificultad su dosiñcaci ón de esta forma, pero el P O no lo es y es ne­
cesario añadirlo diluido a la pulpa, ' dada la pequeña cantidad requerida para los 660 ó
1000 gramos de mineral qu e cada vez se trataban, por lo que ha sido necesario dosifi­
carlo en forma de emulsión acuosa, ya que el empleo de un disolvente adecuado supon­
dría introducir un nuevo reactivo con posibles efectos per turbadores.

Todos los dispersantes empleados son solubles en agua y se dosificaron mediante las
cor respondientes disoluciones, pero con el D·l sólo se preparaban disoluciones diluidas,
cuando eran necesarias, inme diatamente antes de su adición a la pulpa, pues de lo ' con­
trario tiene lugar una disminución de su concentración debido al proceso de hid rolisis
que se produce con el tiempo:

Na,SiO, + nH,O ---+ SiO,(n -1) H,O + 2NaOH

En este silic ato de sodio la proporción SiO,/Na;O, es 3/1 , en lugar de 1/1 correspon­
diente al Na,SiO" por lo qu e una referencia más exacta de la cantidad de D-l empleada
se obtendrá si la señalada en este trabajo como Na,SiO, se multiplica por 0,661 para
referirl a a la estequiometría 3/1 , correspondiente al Na,Si,O,. Si se multiplica por 0,492
quedaría referida al SiO, que sería otra forma exacta de expresión .

Los' dispersantes almidón, carbonato de sodio y óxido de calcio se ~emplearon sólo
con el mineral 1 en los ensayos iniciales (15).

D. Ensayos preliminares:

Previamente a los ensayos sist emáticos de flotación con los cinco minerales, se rea­
lizaron unas pruebas con el min eral 1 con el fin de disponer de una serie de datos orien­
tadores para la realización de las pruebas posteriores. Los resultados ya han sido pu­
blicados (15).

E. Granulometrías de los minerales:

Los minerales molidos se hacen pa sar a través de tamices de 0,4, 0,3, 0,2 y 0,1 mm. de
luz de malla, excepto el mineral 1 para el que se utilizan mallas de 0,2, 0,15 y 0,1 mm.
de luz. -

La ley y distribución del mercurio, as í como el peso de cada fracción, quedan expre- '
sados gráficamente para los cinco minerales (fig . 3).

En los cinco minerales estudiados se observa una cla ra tendencia del mercurio a con­
centrarse en las fracciones de pa rtículas más finas ; la causa de ello es que el cinabrio,
de dureza 2-2,5, es uno de los componentes más blandos de la roca y, por tanto, el que
más fáclimente se tritura. Este 'compor tamiento resulta favo rable porque hace innecesa-
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ria una molienda demasiado prolongada, que se traduce en unos costes inferiores a los
que ' acarrearía un mayor tiempo de . molienda, además de evitar la formación de una
proporción excesiva de finos de ganga que perjudicarían el proceso de flotación. No re ­
sulta conveniente que la ganga sea demasiado dura, a pesar de que pueda resultar nota­
blemente favorable una diferencia grande entre las durezas de mena y ganga, porque
siempre es necesario molerla para dejar al descubierto y liberar la mena; siendo así que
es en el mineral 1 (con 7 de dureza el 77 % de cuarzo que contiene) donde se necesita
moler durante más tiempo hasta alcanzar el tamaño de partícula adecuado, mientras
que en los minerales 2 (dureza de la baritina 3·3,5), 3 (dureza de la calcita 3), 4 (dureza
de la dolomita, 3,5-4) y 5 (dureza de la calcita 3), resulta más fácil la trituración de la
roca que, en definitiva, es lo que favorece la liberación y molienda del cinabrio. Otro
factor que debe considerarse es el grado de liberación del cinabrio, que depende no so­
lamen te de la dureza del mismo y de la de los demás componentes, sin o también de l
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FIG. 4. - Efecto del acti vador (Mineral 1)

FIG. 5. - Efecto del activador (Mineral 2)
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El activa dor CuSO,.5H20, empleado con los cin co minerales, ha da do los re sult ados
que gr áficamente se in dican en las figuras núm. 4 a núm. 8.

tipo de asociación entre el cinabrio y la ganga; siendo tanto más fa vorable la liberación
cuanto más localizado se encuentre el cin ab rio en la roca, resultando ser los minerales
4 y, sobre todo, 5 los que presentan es ta característica más fav orable; mientras que en
los tres minerales restantes el cinabrio se presenta en forma de impregnación muy fina,
es decir, existe una mayor superfici e de contacto entre ganga y cinabrio, lo que hará
más difícil la liberación; no obstante , teniendo en cu enta la textura de brecha del mi­
neral 3 (granos calizos con cemento, ta mbién cali zo, muy fino ), es de esperar que en él
se alcance una buena lib eración por ser un mineral bl ando y encontra rse el cinabrio
difu nd ido principalmente en el cemento, que es la par te que más fácilmente se tritura.
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Las leyes iniciales, en % de Hg, para los cinco minerales utilizados en esta serie de
ensayos, estaban comprendidas respectivamen te entre: 0,210-0,220, 0,131, 0,230-0,233, 0,445·
0,448 y 0,397-0,410.

Las condiciones en que se realizaron estas pruebas fueron: para el mineral 1, 5 mi­
nutos de acondicionamiento del activador en una pulpa de 66 g. de mineral/lOO mI. de
agua, y otros ·5 minutos de acondicionamiento del colector, 150 g. de A-238/Tm., y espu­
mante, 20 g. de P O/Tm ., en una pulpa de 33 g. de mineral/lOO mI. de agua. Para el mi ­
neral 2: 5 minutos de acondicionamiento del activador y otros 5 minutos del colector,
25 g. de A-238/Tm., y espumante, 14 g. de P O/Tm., en una pulpa de 50 g. de mine­
ral/ l OO mI. de agua. Para el mineral 3: 5 minutos de acondicionamiento del activadar y
5 minutos para el colector, 35 g. de A-238/ Tm ., y espumante, 21 g.. de Í' O/Tm., en pulpa
de 33 g, de mineral/lOO ml , de agua. Para el mineral 4: 5 min utos de acon dici onamiento
del activador y otros 5 minutos para acond icionar el colector, 75 g. de A-238/ Tm ., y el
espumante, 21 g. de P O/Tm ., en una pulpa de 33 g. de mineral/lOO mI. de agua. Para
el mineral 5: 5 minutos de acondicionamiento del activadar y otros 5 para el colector,
50 g. de A-238/Tm., y el espumante, 21 g, de P O/ Tm., en una pulpa de 33 g. de mine-
ral/lOO me de agua. · , .. ' ..

En tod os los casos resulta conveniente y necesario este activador , por ser su efecto
fav orable tanto sobre la ley del concentrado como en la recuperación de mercurio, siendo
únicamente con el mineral 1 menos notables los efectos de este reactivo. Estos resultados
están sólo parcialmente de acuerdo con Town, McClain y Stickney (4), por un lado,
que consideran poco importante el efecto del . activador en la flotación de cinabrio, resul­
tando únicamente beneficioso en el sentido de mejorar algo la ley y hacer que el cina­
brio flote con mayor rapidez (que también se comprobó P9r simple observación visual)
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Con todos los min erales se emplearon los col ecto res A-238, A-242, Z-6 y Z-3, excepto
con el min era l 1 que no se empleó A-242. Las leyes iniciales de los cinco miner ales em­
empleados en los ensayos co rrespondiente a este apartado, 'estaban comprendidas respec­
t ivamente entre: 0,210-0,235, 0,130-0,136, 0,223-0,247, 0,435-0,445 y 0,402-0,410.

Las condiciones en que se h an estudiado estos colectores fueron la s siguientes: con
el mineral 1, 300 g. de act ívador/Trn. con 5 minutos de acondicionamiento en una pulpa
de 66 g. de mineral/lOO rril, de agua y 20 g. de P O/ Tm. de mineral, que se ac ondiciona­
ba conjuntamente con el colector durante otros 5 minutos en una pulpa de 33 g. de
mineral/lOO ml.: de agua. Con el mineral 2: la pulpa .permaneció' invariable desde el prin­
cipio al final del acondicionamiento en 50 g. de mineral/lOO mI. de agua, estando en
agitación 50 g. de acrivador/Tm. durante 5 minutos y después, además del colector, 14 g.
de P O/Tm. (O cuando el colector era el A-242) durante otros 5 minutos: En los restantes
minerales siempre se ha mantenido la pulpa en 33 g. de mineral/ lOO mI. de agua durante
todo el período de acondicionamiento. Las restantes condiciones fueron, para el mineral
3: 5 minutos de ac ondicionamiento de 20 g. de F-65/Tm. de mineral (O cuando el colec­
tor era el A-242) junto con el colector. Para el mineral 4: 5 minutos de acondicionamien to
de 21 g. de P O/ Tm . de mineral (O cuando el colector era el A-242); además del colector.
Finalmente, para el mineral 5: 5 minutos de acondicionamiento de 100 g. de activa­
dor/Tm. (solamente cuando el colecto r era el A-242) y otros 5 minutos de ac ondiciona­
miento de 15 g. de P ,O/Tm. (7 g./Tm. con el A-242) junto con el colector. ,

Los resultados quedan recogidos en las figuras núm. 9 a nÚID: 13.
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FIG. 9. - Efecto de los colectores (Mineral 1)

y, por otro , con L. Str agiot t i (7) que señala la necesidad de emplear ac t ivador para con­
seguir una buena recuperación aunque baja .Iey, como sucede con el' mineral 1 (una baja
proporción del activador consigue .aumentar en un 4 % la recuperación pero la ley pero
manece baja). En general, es de destacar que mientras que el efecto del activador es
muy fav orable en los minerales 3, 4 y S, lo es poco en el ' 1 en tanto que con el mineral
2 se observa un comportamiento intermedio. Debe tenerse en cuenta que este activador
tiene un efecto antiespumante en todos los casos en que se ha estudiado, presentando
un efecto depresor sobre el cinabrio, cuando se emplea en exces o.. con los minerales
2 y 4.

Las consideraciones anteriores únicamente son válidas para las proporciones de act í­
vador empleadas, ya que para..p ropo rciones superiores no puede excluirse otro tipo de
comportamiento.
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Sin colector con el mineral 1 se obtien e un concentrado de 1,239 % de ley en me rcu­
rio y 73,75 % de rec uperación, 10 cual demuest ra una bu ena tendencia del cinabrio a
flotar, pudiend o atribuirse al aceite de pino un cierto carácter colec tor (17). De los
tres colecto res em plea dos es el A·238 el qu e da lugar a los mejores resultados, alcanzán­
dose los valores más altos pa ra ley y recuperación ya para una proporción de 20 g.jTm.
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El Z-3 muestra un cierto carácter dep resor del cinabrio para proporciones superiores a
50 g.jTm., y en proporciones más bajas no resulta eficaz. El Z-6 tiene un comportamien­
to parecido al Z-3. Para proporcion es de Z-3 o Z-6 superiores a 25 g.jTm., el peso de con­
centrado extraído es inferio r al ob tenido sin ellos , qu e es deb ido a qu e tienen una cierta
acción antiespumante.

Con el mineral 2 destacan las mejores rec upera ciones qu e se ob tienen con A-238 y
Z-3, así como leyes también más alt as , a partir de una proporción superior a 20 g.jT m.
para ambos colectores, pero el Z-3 a partir de 75 g./Tm. res ulta menos eficaz debido a
qu e manifiesta efecto depresor sobre el cin abrio. Puede cons ide rarse que la óptima pro­
porción de estos dos colectores, con resultados bastante an álogos , es de unos 50 g.jTm .
En el A-242 destaca su acción espumante debido a qu e lleva incorporado un espumante,
el ácido cresílico , por lo que con él no se emplea ningún otro tipo de espumante, ni en
este ni en los restantes minerales (únicamente una proporción muy baja con el mineral
5); esto impide u tilizar cantidades altas dei colector puesto que a causa del corre spon­
diente aumento de la proporción de esp umante , se formaría una excesiva cantidad de
espuma con el consiguiente descenso en la ley del concentrado, aun que sí aumentaría
la recuperación , tendiéndose al límite de la extracción total del mineral que se flota,
es decir, hacia la mínim a concentración, lo contrario de lo qu e con este trabajo se per­
sigue. El Z-6, en este- caso, ti ene carácter antiespumante que origina, como es de esperar,
un aumento en la ley y disminuci ón en la recuperación a medida que aumenta su pro-
porción, re sultando poco eficaz; .

Lo más característico del efecto de los cuatro colectores sobre el mineral 3 es que
todos presentan una acción espumante fuerte, ad emás del A-242, como se ob serva po r la
inversa variación de la ley y recuperación , que disminuye y aumenta respectivamente,
al aumentar la proporción de colector; también qu eda comprobada esta acción .por el
aumento del peso del concentrado extraído al aumentar la cantidad de colector. Con Z-6
es con el que se obtienen mejores resultados y el A-238 de valore s muy parecidos, en
tanto que el Z-3, a partir de 50 g./Tm., da las mismas recuperaciones que el A-238 pero
con leyes más altas. . .

Con el mineral 4 es el A-238 el que da mejores re sultados, siendo su proporción ópti­
ma la ' de 75 g./Tm . EI ·Z-6 ti ene un comportamiento paralelo aunque con valores infe­
rio res para ley 'Y recuperación. Destaca la acción depresora del Z-3 sobre el cinabrio
para proporciones superiores a 25 g./Tm. con valores bajos en la ley del concentrado.
Con A-242 parece llegarse a un límite en la recuperación para 75 g.j Tm. , inferior a la
alcanzada con A-238, con leyes bastante bajas debido a su fuerte ca rácter espumante.
En general ,y de acuerdo con la variación observada en los val ores de ley y recupera­
ción, para diferentes proporciones de colector, no es posible alcanzar mejores resulta­
dos para proporciones superiores a 75 g./Tm. en este mineral. .

El' estudio de los colectores con el mineral 5 se hac e sin activacdor, excepto con el
A-242 con el qu e ' previamente se adicionan 100 g, de activador/Tm. con el fin de dis mi­
nuir su efecto espumante y poder emplear proporciones más elevadas de colector; se
consiguió este ob jetivo hasta el punto de ser necesario añadir también 7 g. de PO/Tm.
También en este mineral se obtienen los' mejores resultados con A-238 que llega a depri­
mir al cinabrio en proporciones superiores a 50 g./ Tm. Análogamente se comporta el
2.-3, pero dando leyes y recuperaciones inferiores que el A-238. A medida que aumenta la
proporción de Z-6 aumentan también a ley y la recuperación y parece que ya para
100 g./Tm. se llega al límite de extracción, siendo la recuperación inferior y la ley supe­
rior a las que se alcanzan con A-238, qu e puede atribuirse a qu e mientras que el Z-6 tie­
ne un cierto efecto antiespumante, el A-238 se comporta de forma opuesta. En la gráfica
(fig . 13) parece ser el A-242 el colector más indicado ' para este mineral en la proporción
de 100 g.jTm., pero ha de .tenerse en cuenta qu e aquí se suma también el efecto posí­
tivo del activadar, ausente con los demás ' colect ores , pero em plea ndo A-238 con esa mis­
ma proporción de activador se ob tienen un concentrado cuya ley y recuperación son su -
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periores en 7 y 10 unidades de porcentaje respectivamente, a las alcanzadas con A-242;
es decir, que el A-238 sería el mejor colector de los cuatro para este mineral.
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H. Dispersantes:

Se han estudiado varios dispersantes de los indicados en la bib liografía como más
adecuados para impedir la flotación de los componentes de ganga de cada mineral (17).
La selectividad de los dispersantes no es sólo función de su naturaleza y de la de la
ganga, sino también de la proporción en que se empleen, pudiendo disminuir, cuando
están en' proporción excesiva, la flotabilidad del cinabrio al actuar como floculantes y
disminuir la superficie activa de la mena .

Las leyes respectivas de los cinco minerales en estos ensayos est aban comprendidas
en tre los siguientes valores: 0,210-0,215, 0,125-0,132, 0,230-0,247, 0,440-0,452 y 0,397-0,414 %.

Con cada uno de los minerales se estudiaron los dispersan tes D-l , D-2 y D-3 y, ade­
más, el D-4 con el mi neral 2. Las condicio nes, fueron las siguientes: con el mineral 1,
5 minu tos de aco ndicionamien to de ac tívador, 300 g.j Tm., y dispersan te en un a pulpa de
66 g. de mine ral/ lOO mI. de agua, y otros 5 minutos de acondicio namiento de colector,
150 g. de A-238/ Tm. , y espumante, 20 g, de P O/ Tm., en una pulpa de 33 g. de mine­
ral/lOO mI. de agua. En el mineral 2: 5 minutos de acondiciona miento de ac tívador,
50 g./Tm., y dispersante y otros 5 minutos para el colector, 25 g. de A-238/Tm., y espu­
mante, 14 g. de P O/Tm., en una pulpa de 50 g. de mineral/ lOO mI. de agua . Para el mi­
neral 3, en el caso del D-2 se acondicionaron durante 5 minutos activador, 100 g.jTm.,
y dispersante y durante otros S, colector, 35 g. de A-238/Tm ., ' y espumante, 21 g. de
P O/ Tm.; para los restantes dispersantes: 5 minutos de acondicionamiento de dispersan­
te y otros 5 para el colector, 75 g. de A-242/Tm ., en una pulpa de 33 g. de m ineral/lOO mI.
'de agua. En el mineral 4: 5 minutos de acondicionamiento de actívador, 100 g./Tm.,y
dispersante y otros 5 para el colector, 75 g .de A-238/Tm., y espumante, 21-70 g. de
P O/Tm. (cantidad variable de acuerdo con el efecto antiespumante del dispersante), en
una pulpa de 33 g. de mineral/lOO mI. de agua. Para el mineral 5: 5 minutos de acondi­
cionamiento de actívador, 100 g.jTm., y dispersante y otros 5 para el colecto r , 50 g. de
A-238/Tm., y espumante, 21 g. de PO/Tm. (28 cuando el dispersante es el ' Dd ), en una
pul pa de 33 g. de mineral/lOO mI. de agua. Los resultados se recogen gráficamente en
las figuras nú m . 14 a núm. 18.
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FIG. 16. - Efecto de los dispersantes (Mineral 3)
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Frente al mineral 1 lo más destacable es el efecto depresor sobre el cinabrio del D·3,
en tanto que proporicones variables de D-l no modifican los valores de recuperación
pero sí da lugar a concentrados algo más ricos, pudiendo considerarse óptima la pro­
porción de 600 g.jTm. El D-2 da resultados análogos para proporciones superiores a
400 g.jTm.

Según Moyer (18), el palcotan (D-3) debería resultar útil como depresor de sílice, prin­
cipal componente de la ganga del mineral 1, pero en este caso no se observa tal efecto
ya que incluso se obtiene un mayor peso de concentrado con este dispersante que sin
él. Tanto el D-l como el D-2 resultan beneficiosos, y el primero en proporciones bastante
inferiores a las indicadas para otros minerales silíceos (5), (7), (19).

En el mineral 2 destaca el efecto del D-I que da lugar a concentrados de ley bastante
superior que sin él , siendo la proporción más adecuada de 250 g.jTm., pero a partir de
500 g.jTm. comienza a hacerse notar su acción depresora sobre el cinabrio, puesto que
se alcanzan leyes y recuperaciones ligeramente inferiores. Resultados algo mejores se
obtienen con D-2 a partir de unos 1000 g.jTm., sin que aparezca acción depresora sobre
el cinabrio, pero en proporciones más bajas no se llega a valores tan altos de ley y
recuperación como con el D-!. El D-3 deprime notablemente al cinabrio, dando leyes y
recuperaciones tanto más bajas cuanto mayor sea su proporción y siempre inferiores a
las que se alcanzan sin ningún dispersante. El D-4 también deprime al cinabrio, aunque
no tanto como el D-3, y su único efecto positivo es el de mejorar sólo ligeramente la
ley del concentrado.

Con el mineral 3, el D-l hace que la ley del concentrado pase del 2 a más del 12 %,
para 1000 g.jTm., con valores más bajos para proporciones mayores que afectan al valor
de la recuperación. Este descenso en la ley para proporciones altas del dispersante se
debe a la peptización que el silicato de sodio produce sobre el mineral, que facilita la
flotación de la ganga: El D-2 no modifica la recuperación y sólo mejora muy ligeramen­
te la ley del concentrado. Este dispersante se ha estudiado conjuntamente con activador,
no así los otros, pero los resultados pueden compararse si se considera que la acción
del dispersante es independiente de la del activador (20); así, empleando activador con
el D-l se pudo ' comprobar como manteniendo la ley por encima del 12 %, se mejoraba
la recuperación hasta ser del mismo orden que la alcanzada con D-2 y activador. El D-3
sigue manifestando, frente a este mineral, su fuerte carácter depresor del cínabrío, me­
jorando sólo la ley hasta la proporción de 500 g.jTm. pero dando siempre valores en
descenso de la recuperación. Por tanto, la mayor eficacia del D-I, con respecto a los otros
dos dispersantes, es bien patente, puesto que sin modificar la recuperación da lugar a
un concentrado de ley seis veces superior a la alcanzada sin ningún dispersante . .

Frente al mineral 4, ni el D-l ni el D-2 modifican la recuperación de cinabrio en el
concentrado y su acción sólo se manifiesta en la variación de la ley que, con D-l"aumen­
ta en más de 10 unidades de porcentaje para la proporción de 250 g.jTm., volviendo .a
descender para proporciones mayores debido a la peptización del mineral por esta sus­
tancia, tal como sucedía con el mineral 3. El D-2 da siempre leyes inferiores que las ~l­

canzadas con D-l y, en el mejor de los casos, sólo es' 3 unidades de % superior a la co­
rrespondiente a la ausencia de dispersante. Nuevamente el D-3 deprime al cinabrio de
este mineral, haciendo que las leyes y recuperaciones, para diferentes proporciones, sean
siempre inferiores a las alcanzadas sin él.

'Al aumentar la proporción. de D-l ó D-3, 'con el mineral 4, fue necesario ir aumen­
tando la proporción de espumante debido al efecto antiespumante, muy notable, de es­
tos dispersantes, observado también con los · restantes minerales aunque no de forma
tan intensa (17).

Para el mineral S, proporciones crecientes de D-l hacen que aumente la ley del con­
centrado hasta en 10 unidades de porcentaje para la proporción óptima de 500 g.jTm.,
que ya no varía para proporciones más altas. La recuperación también varía del mismo
modo pero sólo con muy ligeras variaciones, llegando a descender a partir de la pro­
porción anterior debido al efecto antiespumante del D-l que, por otro lado, compensa
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el resultado' negativo en la ley del concentrado debido a la peptizaci ón.' haciendo que
se mantenga constante. La recuperación prácticamente no varía con el D-2 que só lo hace
mejorar la ley, a partir de 200 g.jT m ., en 4 unidades de % para las proporciones más al­
tas. Como en los casos an teri or es , el D,3 hace de scender la recuperación y, únicamente,
en proporciones bajas llega a mejorar algo la ley.

l . Espumantes:

Solamente se han estudiado dos espumantes, P ° y F-65, con el mineral 3 (fig. 19).
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FIG. 19. - Efecto de los espumantes (Mineral 3)

En una prueba realizada ' sin ningún espumante y solamente con A-238 en la propor­
ción de 35 g.jTm., se obtuvo un concentrado del 7,35 % de ley y 60,80 % de recuperación.

El efecto del P O se comprobó en proporciones comprendidas entre 7 y 35 g./Tm.,
disminuyendo la ley del concentrado a medida que aumenta la proporci ón del espuman­
te, llegándose a una máxima recuperación del 81,74 % con ley del 3,270 %, para 21 g./Tm.
Al ' aumentar la proporción de espumante hasta 35 g./Tm., además de descender la ley
hasta el 2,802 %, también desciende la recuperación en 4 unidades de %. La ca usa de
estos descensos en el rendimiento es la formación de excesiva espuma que fav orece el
arrastre y extracción de cantidades 'más -elvadas de partículas de ganga, disminuyendo
la selectividad del cole ctor.: '

El F-65 produce un efecto parecido al del P 0, con valores análogos en las leyes y
recuperaciones, aunque con ' el aerofroth no llega a observarse un descenso en la recu­
peráción por no haberse em pleado en proporciones excesivas para que esto ,tuviese lu­
gar. Este comportamiento similar de los dos espumantes se ve claramente . en la corres­
pondiente gráfica, donde también destaca la variación inversa característica en el par
ley-recuperación, para diferentes proporciones de espumante: .a mayor cantidad de es­
puma coresponde mayor recuperación de mena pe ro también de ganga, siendo limitada
'la recuperación ' de la' primera pero no la de la segunda, lo cual se traduce en un des­
censo de la ley . ,
t.: ·E I haber empleado como - colector A-238, ' convpropiedades espumantes . modnterfíere

''::::::' 340 ;::.:.
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Durante los S primeros minutos de acondicionamien to de activador y dispersante , la
proporción sólido-agua se ha mantenido constante en 66 gramos de mineral/Iüü milili­
tros de agua (el mineral empleado ha sido el 1); únicamente durante los últimos S mi­
nutos de acondicionamiento de colector y espumante se varió esta proporción en valo­
res de : 25, 33, 38, 44 Y SO g./IOO mI. Se realizaron cinco pruebas con Dvl y otras cinco con
D-2 como dispersantes, en proporción de 300 g./Tm., además de 300 g. de activador/Trn.,
150 g. de A-238/Tm. y 20 g. de PO/Tm. (fig. 20).

Con D-! Y proporciones finales de 25 a 44 g'/lOO ml ., no se modifican mucho los ' resul­
tajos, siendo las leyes del orden del 1,7 % y las recuperaciones de un 76 %; pero para
una proporción de SO g./IOO mI. aumenta la recuperación en más de Un 3 % y la ley
desciende ·en un 0,7 %, .es decir, es te aumento en la recuperación es a costa de un 'em­
peoramiento de la ley , siendo el efecto similar al producido po r un aumento en ' la pro­
porción de espuman te, porque al tratarse de una pulpa con mayor proporción .de par­
tículas .sólidas, da lu gar a qu e se forme un a espuma más cargada de .rnineral en donde
predomina la gan ga.

Cuando el disp ersante es el D-2, se obtienen unos re sul tados paralelos a los consegui­
dos con D-l, como fácilmente se comprueb a en la representación gráfica de -los mismos.
En las pru ebas reali zad as con D-2 las leyes son superiores y las recuperaciones inferio­
re s a las correspondientes con -Dvl , aunque las diferencias son pequeñas y pueden, at ri­
buirse al mayor efecto antiespumante .del D-2 en est a proporción -de 300 g./Tm:· :;, . ,

J. Relación sólido - agua:

en la comparación de re sultados entre ambos esp umantes, por qu e los dos se verá n afec­
tados en igual medida po r el colector.

Una vez comprobado que pueden emplearse ind is tin tamente P O ó F-65 no se ha
vuelto a estudiar su efecto en los demás m ine rales, con los que se em pleó espumante
en proporcion es adecua das, a las qu e se llegó po r simple observación de la can tidad de
espuma qu e se formaba duran te la flotación ; se adiciona ba más o menos cantidad de
P O hasta formarse un a espuma en cantidad y es ta bilida d suficiente para un a bu ena
ext ra cción, evitando proporciones altas que darí an lugar a espumación excesi va.
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De las anteriores consideraciones no pareció oportuno extender el estudio de la in­
fluencia de la relación sólido/agua a los demás minerales, por considerar muy pequeña
su influencia.

K. Tiempo de acondicionamiento:

En la bibliografía consultada son diferentes los tiempos de acondicionamiento aplica­
dos a distintos minerales, pero no puede encontrarse en ellos una relación entre estos
tiempos y los resultados obtenidos, por variarse simultáneamente otros factores como
tipo y ley del mineral o tipo y proporción de reactivos. La falta de estos datos y la con­
sideración de que el tiempo que permanecen en contacto mineral y reactivo ha de influir
en los resultados, es lo que ha decidido el estudio de la influencia de este factor. Para
ello se empleó el mineral 3, con proporciones de 100 g. de activador/Tm., 1000 g. de
D-1/Tm., 35 g. de A-238/Tm. y 60 g. de P O/Tm., realizándose cuatro operaciones de flo­
tación con dos etapas de acondicionamiento de la misma duración, en la primera se
acondicionan activadar y dispersan te y en la segunda colector y espumante (fig. 21). Para

e 90
'-O

/ 0' (3

e85
Q¡ 0o.

~ a80o

Q¡
00:
'C
:J
U
L.
Q¡ 11z
~

Q¡ 10
.J

9

O 1 3 5 10
Tiempo mino

FIG. 21. - Efecto del tiempo de acondicionamiento (Mineral 3)

etapas de 1 y 3 minutos, tanto la ley del concentrado como la recuperacion son del mis­
mo orden, con valores respectivos de un 11 % Y 82,83 %; al pasar a 5 minutos la ley
desciende significativamente hasta el 10,145 %, pero la recuperación aumenta en 6 uni­
dades de porcentaje. Con 10 minutos de acondicionamiento en cada etapa, se mantiene
la misma recuperación que para 5 minutos pero la leyes bastante inferior. Estos resul­
tados indican que para tiempos inferiores a 5 minutos flota el cinabrio con preferencia
a la ganga, lo que explica que sea cuando se alcanzan las leyes más altas; para tiempos
superiores se da lugar a que se active y colecte una mayor proporción de ganga que, al
ser también flotada, se traduce en un descenso de la ley (este efecto ya comienza a no­
tarse a partir de 3 minutos), pero sin que se modifique la recuperación por haberse lle­
gado ya al lím ite máximo de extracción para el cinabrio. Un tiempo inferior a ·3 minutos
es insuficiente para conseguir que se modifique, en toda la extensión posible, la super­
ficie del cinabrio necesitándose para ello 5 minutos que es cuando ya se llega a la rná-
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xima recuperación. Po r tanto , resulta óptimo un tiempo de acondicionamien to de 5 rni­
nutos en cada et apa; con men os tie m po no se llega a modificar suficientemente la su­
perficie del cinabrio, y con más se permite qu e la gang a sea promovida hacia la espuma
en mayor cantidad.

L. pH de la pulpa:

En toda las op eraciones de flotación rea lizadas se ha medido el pH de la pulpa, to­
mando como muestra el filtrado de una parte de la espuma extraída. La única finalidad
de estas medidas fu e la de asegurarse que los r eactivos emplea dos no alterasen notable­
mente el valor del pH del agua empleada en la preparación de la pulpa, para que, en
caso contrario, pudiesen conocerse los posibles efe ctos sobre los resultados de dicha
alteración.

Todas las medidas re a lizada s dieron valores de pH comprendidos entre 7 y 9, que,
según R. Alva rez Viña (8), re sult an ser los óptimos para obtener los mejores resultados
de flotación . R. R. Wells señala la conveniencia de emplear pulpas neutras o ligeramen­
te ácidas para alcanzar buenas re cuperaci ones en la flotación de cinabrio (5). Las peque­
ñas diferencias entre las conclusiones de estos do s au tore s pueden atribuirse al hecho
de que estudian minerales de características diferentes, lo cual no hace posible una
completa concordancia de resultados, "siendo una prueba más a favor de la necesidad
de realizar independientemente el estudio de cada tipo mineral, para poder llegar a un
buen conocimiento del comportamiento del mismo en un proceso de flotación. No 'obs­
tante, lo que sí puede deducirse de estas conclusiones diferentes es que no resultarían
favorables, en la flotación de cinab rio, pulpas cuyo pH no estuviese comprendido entre
5 y 9, es decir, próximas a la neutralidad, siendo éste el intervalo en el que está com­
prendido el pH de la s pulpas est udiadas en es te traba jo y, po r tanto, el adecuado para
llegar a buenos resultados.

Las variaciones en el pH se debiero n a las reacciones de hidrolisis de los reactivos
empleados y no a otr as sustancias específicas que hubieran podido emplearse con tal
finalidad .

M. Granulometrías de estériles:

Los 607,2 gramos de esté r il re cogido s de l mineral 1 se ta miza ron por mallas de 0,2,
0,15 y 0,1 mm. de luz , encontrándose que las dos fr acciones más finas están en una pro­
porción superior a la correspondiente en el min eral an tes de flota r , lo que indica que
en el concentrado hay una mayor proporción de mineral grueso, en contra de lo que
en principio debiera esperarse, si bien ha de considerarse que las pa rtículas de mineral
sufren una fricción durante la agitación de la pulpa en el acondicionamiento y flotación,
haciendo que tenga lu gar una reducción del tamaño de dichas partículas, con el consi­
guiente aumento dé la proporción de finos. Una com pr obación exacta de esto se tendría
haciendo una an áli sis granulométr ico del concen trado si éste pudiese recogerse en su
totalidad y no hubiese pérdidas importantes po r salpicaduras, inevitables en la realidad.
La ley del estéril di sminuye con el tamaño de partícula , siendo del 0,047 % para la frac­
ción de partícula in ferior a 0,1 mm. y del 0,10 % para la superior a 0,2 mm. Comparan­
do la distribución del mercurio en el estéril con la del mineral or iginal, se encuentra que
la proporción de mercu rio disminuyó en un 58,09 % en la fracción comprendida por de­
bajo de 0,1 mm., es deci r , que del 75,43 % de mercurio re cuperado, el 58,09 % se encon­
traba en esta fracción y sólo el 17,34 % en las res tantes , siendo las proporciones extraí­
das tanto menores cuanto mayor fue se el tamaño de partícula de · la fracción correspon­
diente , lo cual prueb a que hay molienda duran te la agitació n de la pulpa y de que el
mercurio extraído procede, pr incipalmen te, del mi neral más fino. No parece probable
que con una molienda más prolongad a , para disminuir aún más el tamaño de partícu­
la, se consigan result ados mucho mejores, ya que del 24,57 % de mercurio retenido,
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la mayor parte de él (14,37 %) está ya en la fracción de partícula más fina que sería de
donde con mayor facilidad se podría extraer; este resultado puede ser un buen indica­
dor de haber llegado a estar muy próximo al límite máximo de recuperación. Debe pen­
sarse que una molienda más intensa resultaría perjudicial para la ley del concentrado,
además de originar el aumento consiguiente en los costes.

El estéril del mineral 2, como el de los restantes minerales, se tamiza con mallas de
0,4, 0,3, 0,2 y 0,1 mm. de luz . En las tres fracciones más finas las proporciones dé mineral
son mayores que las correspondientes al mineral sin flotar y, sin embargo, la mayor
proporción de mercurio ha sido extraída de esas fracciones más finas . Esta aparente
contradición se explica sise tiene en cuenta que este es un mineral blando y que las par­
tículas, que se rozan entre sí. .y con el recipiente durante la agitación, se desgastan con
cierta facilidad , y se reduce su tamaño, aumentando la proporción de partículas más fi­
nas. Una parte importante del mercurio retenido, 10,83 % (32,18 % del contenido en el
estéril) sigue estando, como en el mineral 1, en la fracción de partículas de menor
tamaño, por lo. que no parece indicado el realizar una molienda más intensa, pudiendo
conseguirse la recuperación de una mayor proporción de mercurio de los finos por me­
dio ' de una serie de flotaciones en cadena y no en operación única como la aquí reali­
zada, Probablemente sería conveniente una nueva molienda de las fracciones de partí­
cula' más gruesa, teniendo en cuenta que en ellas se encuentran los 2/3 ,del mercurio rete­
ñido y que así se conseguiría una mayor liberaci ón y reducción de tamaño del cinabrio,
pero aún así. y .en flotación única, parece ya muy difícil rebajar la ley del estéril del
y<Ílor O,03 o que es el que corresponde a la fracción más fina, sólo un poco inferior a
la -del conjunto del estéril, 0,045 %, por lo que la flotación en serie parece la solución
más adecuada para mejorar el rendimiento. .

En el mineral 3, también un mineral blando, de nuevo la proporción de mineral en
las dos fraciones más finas es más elevada en el estéril que en mineral antes de flotar,
debido al desgaste sufrido por las partículas durante la agitación de la pulpa. Es de des­
tacar la importante diferencia en las leyes de unas fracciones a otras: en las dos de par­
tícula más gruesa son muy parecidas, 0,071 % Y 0,072 % , mientras que en las restantes
están comprendidas entre el 0,036 % Y 0,016 %, siendo la ley media del total del
0,0281 %. Esto indica que de las fracciones de partícula inferior a 0,3 mm. es fácilmente
flotable el cinabrio, quedando retenido en ellas el 7,57 %. del mercurio, en una masa
de mineral que es el 97,70 % del total flotado, correspondiendo al conjunto de ·éstas tres
fracciones una ley del 0,021 %. Considerando la textura y naturaleza de este mineral, son
explicables e~ios ' resultados, porque tratándose de un mi~eral blando y poroso habrá de
~esm~nüzarse muy fácilmente · y, por estar el Cinabrio irripregnando principalmente Ja
superficie de ' las porosidades, es por lo que puede llegarse a un buena .liberá ci ón , a pe­
sar deIo cual no se obtienen concentrados de leyes muy elevadas debido a lo muy difun­
dido que el mercurio se encuentra y a la poca dureza de la roca que contribuye a que se
formen abundantes finos de ganga. No parece probable que pueda recuperarse más mer­
curio de las fracicones más finas, porque en ellas suele quedar retenido el cinabrio no
liberado suficientemente, siendo previsible una mejor recuperación si se mulen las frac­
ciones de partícula más gruesa para conseguir la liberación del mercurio en ellas reteni­
do ; ' esto aumentaría la proporción de finos de ganga, pero no en proporción alta porque
en ' esas dos fracciones solamente está el 14 % en peso del mineral total flotado, y. el
perjuicio que causaría a ¡¡i ley del concentrado no sería muy notable.

-Al ser el mineral 4 más bien blando, también se observa en el estéril del mismo
una .disminución de la proporción de mineral en la fracción más . gruesa, aumentando
~n poco en las tres fracciones intermedias con respecto al mineral sin ' flotar pero dis­
minuyendo en la fracción más fina, lo cual demuestra que el mineral extraído en el con­
centrado es , preferentemente, el de menor tamaño de partícula. Las dos fracciones com­
prendidas por debajo de 0,2 mm. dan una ley, en conjunto, del 0,019 %, en tanto que
para .Ias tres fracciones más gruesas es del 0,136 %. Del 10,96 % del mercurio total rete­
nido en el estéril, solamente el 3,03 % está en las dos fracciones de menor tamaño de
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partícula (72,45 % del mineral), lo qu e indica que ya se está en zonas próximas al límite
de ext ra cción en esta s fr acciones" sie ndo ya difícil de liberar ese 3,03 % con una molíen­
da más intensa, mien t ras que mo liendo aún más las fracciones más gruesas sería .posi­
ble me jorar la recuperación , aproximadamente en un 6 %; si se considera que con es­
tas fraciones molidas a partícul a inferi or a 0,2 mm. la ley pa saría a ser del orden del
0,02 % en lugar del 0,136 %. Así pu es, la conveniencia de me jorar la recuperación a base
de una molienda más prolongada , dependerá úriicamente del aumento del coste que di­
cha molienda lleve con sigo, que si es su perior al beneficio consegu ido po r el aumento
en la recuperación , suponiendo . qu e no descienda mucho la ley, no será realizable. Este
parece ser el único medio de me jorar la rec uperación, porque ya se está en el límite
de extracción del cinabrio, y un a mayor liberación só lo puede conseguirse con una mo­
lienda has ta un tamaño inferior de partícula.

Al comparar en el mineral 5 la proporción de mineral en cad a una de las fracciones
del esté ril con la existente antes de realizar la flotación , se encuentra que solamen te la
fracción de tamaño de partícula superi or a 0,4 mm. su frió un a disminución apreciable,
mientras que en las restantes fracciones casi no hubo modificaciones , produciéndose
sólo un aumento muy pequeño. También esta nu eva dis tribución del mineral se debe al
roz amien to de las partículas durante la ag ita ción de la pulpa, qu e se desgastan y aumen­
tan la proporci ón de finos. En la fra cció n de par tícula in feri or a 0,1 mm. , qu e es el
50,33 % del est éril, queda so lamente rete nido el 0,76 % del mercurio, mientras que en las
fracciones restantes (casi la mitad del es tér il) qu eda el 6,07 % (88,95 % del mercurio re ­
tenido). Estos resultados ya pueden indicar la fo rma de conseguir una mejor recupera­
ción, qu e se rí a molien do más el mineral de las cuatro fraccio nes más gruesas hasta un
tamaño de partículas inferior a 0,1. mm. .para poder 'conseguir as í con ellas resultados
análogos a los de la fracció n más fina, con lo cua l sería extra ído casi todo el mercurio
del mineral. La conveni encia de reali zar es ta moli enda dependerá, como en los casos an­
teriores, de factores . económ icos. Ot ros dato s que servirían para llegar a esta misma
conclusión son: mi entras que la ley de la fracción más fina es sólo del 0,006 %, la ley
conjunta de la s re stan tes fracciones es de l 0,051 %.

Conclusiones

De los resultados obtenidos del estudio de la flot ación , en operacion única, de cinco
minerales de mercurio se deducen las conclus iones siguiente s:

1.a Es posible obtener concentrados de cin ab rio con leyes en mercurio entre 10 y 80
veces superiores a las de los minerales de partida, siendo és tas in feriores al 0,5 % .

2.a La proporción de mercu rio re cuperado está comprendida entre el 70 y el 93 %,
según el tipo de mineral. A mayor ley del mineral corresponden mayor ley del concen­
trado y mayor recuperación.

3.a En todos los casos resulta beneficiosa la utilización como activador de CuSO•.5H,0,
tanto en el sentido de aumentar la ley del concentrado como la recuperación, estable­
ciéndose que la s proporciones m ínimas necesarias para la ·óptima activación del cinabrio
en cada uno .de los minerales, están comprendidas en tre 50 y 150 g.jTm. de mineral.

4.a El CuSO•.5H,O actúa con carácter antiespumante fr ente a los cinco minerales y
como depresor de cin abrio en .los minerales 2 y 4 cuando está en proporciones superiores.
a 50 y 100 g.jTm. de mineral, respectivamente. .

s.a De los cuatro ' colectores empleados, es el A-238 el que da mejores resultados en
todos los casos, excepto con el mnieral 3 en que es posible conseguir mejores recupera­
ciones con Z-6. .

6.a Todos los colectores tienen carácter espumante frente al mineral 3 {calizo tipo
brecha), pudiendo hacer. innecesario el empleo de espumante.

't» El Z-6 frente a los minerales 2 y 5 y el A-238 fre nte al mineral 2, actúan con ca­
rácter antiespumante.
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8.80 El Z-3, con todos los minerales , excepto el 3, el Z-6 con el 1 y el A-238 con el S,
presentan efectos depreso res del cina bri o cu ando se emplean en proporciones altas.

9.80 En ningún caso resulta conven iente emplea r palcotan como depreso r de gan ga,
por ser un buen depreso r de cinabrio ya en bajas proporciones.

10." El tricloruro de aluminio, descrito en la bibliografía como depresor de baritina,
no resulta beneficioso con el mineral 2 po r ser también un depreso r de cinabrio.

lI." El silicato de sodio es el dep resor de ganga más eficaz para todos los minerales
estudiados', especialmente calizos y dolomíticos, ac tuando, principalmente, en el sentido
de mejorar las leyes de los concentrados sin alterar los valores de la recuperación; el
fosfato de sodio en los minerales 1 y 2, muestra un efecto comparable.

12.80 La ' naturaleza del espumante no influye ap reciablemente en los re sultados, pero
sí su proporción que hace variar inversamente el par de valores ley-recuperación.

13.80 . Pulpas con dif erentes proporción mineral/agua no influyen en el rendimiento,
excepto cuando esta proporción es alta pues produce el mismo efecto que un a propor­
ción elevada de espumante.

14." Se fija en S minutos el tiempo más conveniente de las etapas de acondiciona­
miento de re activos, siendo insuficiente un tiempo inferior para conseguir que la super­
ficie del cinabrio se interactúe convenientemente con activador y colector, en tanto que
tiempos superiores hacen posible que tenga lugar la reacción , más lenta, entre estas sus­
tancias y la .superficie de la ganga.
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Sp ectroscopic, magnetic and powder dif rac tion patterns measu rements . su ggest the
anhydrous acetates of Fe(I1) , Co(I1 ) and Ni(I1 ) are isomo rph s in a octahedral envi ron­
ment, behaving the aceta te anion as a bidentate .

The discovery of the peculiar magnetic proper ties of CUZ(CH3COO )4.2HzO (1, 2, 3) led
to a search "of the same kind of clustering in tetrah ydra te acet ates of Co(I1) and Ni(I1)
(4,. 5). Nevertheles the structures determined by X-rays difraction showed that such
clusters did not exis t ; the te trah ydrate ace tates of Co(I1) and Ni(I1 ) are isostructural
monoclinics, and the cation is su rrounded by an oct ah edral environment formed by four
oxygens from four wat er molecules and two oxygens from two differ ent acetate groups .
The cromophore appears to hav e a strong rombic component enough to explain the
anisotropy found by Guha (6) in the tetrahydrated acetate of Co(I1) and the anisotropy
measured by Mookherji (7) in ? monocrystal of Ni(CH 3COO),.4H ,O at 303 K. Since the
environment surrounding the cations is no t homogeneous Flippen and Friedberg (8)
measured the magnetic susceptibilities of microcryst aline samples of the tetrahydrate
Co(I1) and Ni(I1) acetates hoping to find exch ange interaction between the metallic
ions through the 0 2 - ions. Nevertheles the measurements of Xpowder in Ni(CH3­

COO)2.4H20 in the temperature range 1.2 K to 20 K did not show the existence of any
cooperative phenomenon. In the case of Co(CH 3COO), .H20 Xpowder measurements between
0.4 K an d 20 K showed up a spike at 0.6 K, as well as an increase of Xpowder a t lower
temperatures. The nature of this anomaly has not been explained, since the possible
magnetic dipole-dipole interaction between neighbouring Co(I1) ions should be of a
lower magnitude to explain the spike existing at 0.6 K.

In the case of the anhydrous acetates of t ransition elements there · is a shortage of
data on their magnetic behaviour (9, 10, 11, 12). AH data seem to indicate octahedral
environments for the Ni(I1) and Co(I1) cations, but the absence of data on their crysta­
Iline structure doesn't permit us to know the exact nature of the environment. Our plan
is to systematically study the anhydrous acetates of Fe(I1), Co(I1) and Ni(I1 ) and to
test the possibilty of an exchange interaction through the 0 2 - ions.
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We will describe in this pap er the' spectro scopíc, magnetic susceptibility measurements
(65-300 K) and X-ray powder difraction patterns in ' an attempt to add data ..to the
structural knowledge of the above cited compounds.

Experimental

The anhydrous aceta tes of Ni(II), Co(II) and Fe(II) were prepared by attacking the
metals directly wi th a mixture ofglacial acetic acid and acetic anhydride, in Soxhlet
apparatus. The initial products were of ana lytic quali ty, The ace tates obtained were
filtered in a dry, inert atomosphere and washed wi th sodium-dr ied ether in similar
con ditio ns . Since nickel acetate disso lved in anhydro us acetic acid forms a solvate of
variable composition (13), the product was dr ied an d hea ted in vacuum at 180· C for
one week to elim inate the acetate wetness. The rest of the acetates did not produce
a solvate (11, 12) thus rendering this ope ration unnecessary. The absence of acetic acid
and water was tested by infrared spect roscopy. The results of the analyses are shown
in Table I.

TABLE 1

ANALYTI CAL RESULTS

Compound % C % H % Metal

Found Calcd Found Calcd Found Calcd
Fe(CH 3-COO)2 oo, oo' oo' oo. oo . 27.49 27.62 3.65 3.48 32.38 32.11
Co(CH.-COO)2 oo . oo. oo. oo. oo. 27.36 27.14 3.46 3.42 33.46 33.29
Ni(CH .-COO)2 oo. oo ••oo oo • • oo 26.75 27.18 3.48 3.42 33.37 33.21

The infrared spectra were made in a Beckman IR-20A spectrophotometer, using KBr
pellets technique.

The visible spectra were measured in a Beckman D. U. spectrophotometer using the
diffused reflectante technique.

The magnetic susceptibilities were determined on a Faraday balance (14) in the
65-300 K r ange. The corresponding diamagnetic corrections were calculated using the
Pascal constan ts (15) and the da ta were fitted by, least squares to a Curie-Weiss law
of the type X = C/(T -l-: a).

Powder patterns were recorded using a Philips 1050/25 rotating sample camera with
Cu K

l1
radiation. ' '

Results and discussion

X-Ray difraction data

The results of th e X-Ray difraction powder dia grams for the three compounds are
shown in Table II. The relative in tensites and especially the positions of the maxima
corresponding to the three anhydrous acetates are similar, ' strongly suggesting íso­
morphism and an alogy between the three molecular structures.
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TABLE 11

I NTERPLANAR SPACI NGS (A ) AND RELATI VE I NTENSITIES

Fe(CH. -COO) 2 Co(CH.-COO)2 N i(CH.-COO)2

5.93 (69) 5.88 (66) 5.76 (36)
6.89 (71) 6.81 (69) 6.59 (37)
6.95 (60) 6.95 (73) 6.84 (54)
7.08 (73) 7.02 (71) 7.02 (34)
9.10 (61) 9.15 (60) 8.76 (44)

11.12 (100) 11.33 (100) 11.06 (100)
13.19 (61) 12.20 (80) 13.74 (45)

Visible spectroscopy

The visible spectra were obtained for the three anhydro us acetates of Fe(lI), Co(lI)
and Ni(lI) by difuse reflectante. They are al! con sistent with an octaedral environment
of ligands round the central ion. The results ob tain ed an d the as signemen ts of the
bands observed are given in Table lIL

TABLE III

VISIBLÉ" SPECTRA

Bands (cm- 1 ) Dq (cm - 1 )

Acetate Anh ydrous Tetrahydrate
Assignem ent

Anhydrous Tetrahydrate

Fe(lI) 11,050 - 5T2g(D) -* 5D2g(D) 1.105
Co(lI) 8,130 8,300 4T,g(F) -* 4T. g(F) 927 946

"15,040 15,870(sh) -* 4A2g(F)
19,230 19,610 } -* 4T, g(P )
20,410(sh) 21,050(sh )

Ni(lI) 8,100 8,930 aA2g(F) -* 3T2g(F) 810 893
13,605 13,890(sh) -* ' Eg (D)
14,815 15,265 -* 3T,g(F)
25,315 25,380

."
-* 3T,g(P)

.
In the Co(lI) compounds a double peak of the transition 4T,g(F) -* 4T,g(P ) is observed

"due to the spin-orbit coupling of the state 4T,g(P) (16). In the band which corresponds
to the transition 4T, g(F ) -* 4A2g(P), little intensity sohuld be expected since it 'r eoresents
a jump of two electrons. Thus it appears as a sho ulder in th e hydrated aceta te of cobalt
(H), but in the anhyd rous compound it appears as a definite band o

" .
The values in Table III al!ow us the ordering in Dq values as fol lows

Ni aC2 (810) < Ni(H20)~+ (870) < Ni ac2.4H20 (893)

Co aC
2

(927) < Co(H 20 P.+ (930) < Co ac2.4H20 (946)

which indicates that the monodentate (hydrated ccmpounds ) and bi dentate (anhydrous
compounds) acetate groups occupy different po sitions in the spec troche mica l serie.
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Magnetic measurements

The re su lts of the magnetic susceptibility measurem en ts in powder samples are shown
in Fig. 1. We observe that in every cas e the Xpowd" measu rem ents fulfil a Curie-Weiss law ,
within the experimenta l error (l % in Xpowd,,) '
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• V¡iJues obtained using the Danielian rneth od (17).

M- O
. ~

C-CH.
,y

M- O
2d

O

M/ ~C '-':CH3
",- ,y

O

2c

M- O-,
C-CH.

~
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FIG. 2. - Anion acetate coordination schernes.
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It may be expected that when the anion acetate beha ves as a monodentate ligand
(2b) the dif ference between the tw o CO bonds would be more accentuated that for the
free anion (2a) and so, it is found that !J,. (2b) > 200 cm r ! and !J,. (2a)~ 164 cm -l. If the
anion acetate behaves as a bidentate the equi valence between the two CO bonds would
increase making !J,. smaller ( !J,. (2c)!:::L 180-190 cm :" ).

The possibility of us íng the difference between the asymetric and symetric stretching
. ' O

frequencies !J,. = Vasym (COOh',ym(COO) of the group _c-f" to distinguish between the
"",0-

forms in which the an ion acetate can be coordinated to a metallic ion , ha s been
discussed ,18 , 1 9 , '2 0 , 21 .

Infrared spectroscopy

The magnetic moments obtained for the three anhydrous acetates are characteristic
of high-spin octahedral compounds.

In the case of anhydrous acetates of cobalt (II) the measurements of Amiel et al. (10)
lead to a value 'floe!!. which is too high even in relat ion to the highest theoretical estimate.

The measurements of Bhatnagar et al. (9) give values for O which are in disagrement
with our values, perhaps due to the temperature range in which the measurements were
made. - '

For the anhydrous acetates of Fe(II) and Ni(II ) our values for l l ell are in agreement
with those already published.

. TA BLE IV

MAGNETIC D ATA

- 353. ---

'¡.L (B . M .)
Compound f.l (K) Temp, range (K) Ret .

¡.L. flo '+L flo ~tf .
- - - - - - - - - ---

Fe(CH3·COO)2 ... .., 4.90 5.48 5.10 -2* 66-300 this work
5.30 - room temp. (12)

Co(CH.-COO)2 ... oo • 3.87 5.20 4.82 4.8* 66-290 this work
5.78

1'61
80·293 (10)

-. 5.31 34 300-420 (9)
4.93 . room temp. (11)

Ni(CH.-COO)2 ,.. ... 2.83 4.47 3.21 1-0·04* 66,300 this work
- 3.03 1-5

':5
311-'123 (9)

3.30 room temp. (11)

In Tab le IV the values for magnetic moments and Curie-Weiss constants determined
in this work, alongside those taken from the bibliography, are shown.
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TABLE V

INFRARED SPECTRA

v (cm- 1 )

Compound
" asyrn (CC) " sYln (COO) Ó.

CH
3-COO

- ... .. . ... ... 1578 1414 164
Fe(CH

3-COO),
... ... ... 1578 1396 182

Co(CH
3
-COO), ... ... ... 1573 1390 183

Ni(CH
3-COO)

, '" ... ... 1570 1388 182

As foreseen, Table V shows that the anhydrous acetates have values of Ó. which are
practically equal to each other and higher than the values of Ó. for the free anion. Con­
sequently we believe that the coordination of the acetate ion in the anhydrous acetates
of Fe(I1 ), Ni(I1) and CoUI) occurs as shown in the scheme (2c), which many anhydrous
salts reach their maximum coordination index, this case an octahedral environment.
Sorne acetates, which show metal-metal ínteraction, ha ve structure (2d) , but in the case
of the anhydrous acetates of Fe(lI), Co(I1) and Ni(I1) the magnetic measurements have
not shown any sign of this interaction.

Nevertheless, we should recall that the COO group stretching frenquencies assignation
are difficult, due to the existence of CH3 group deforming vibrationsw, 23 in the same
region. Because of this, any conclusion on the effect of the coordination on the stretching
frequencies of COO in the anhydrous acetates of Fe(I1), Ni(I1) and Co(I1) must be in­
terpreted on the basis of the X-Ray structure results, which we have not found described
in the literature.

Conclusion

The anhydrous acetates of Fe(I1), Co(I1) and Ni(I1) seem to be isornorphs, as shown
the powder difraction patterns. The infrared spectra of these compounds support the
possibility that the anion acetate behaves as a bidentate.

On the other hand, the visible sepectra suggest that the cation is found in an octahedral
envíronment, donated probably by four oxigens from the bidentate anions from one mo­
lecular group and the other two oxygens from dífferent molecules, thus forming a kind
of polymer insoluble in no strong donor organic media*. . .

The existence of the octahedral environments is confirmed by the magnetic moments
values, of the three compounds.

AchnolMledgernent

We are grateful to Fomento de la Investigación (Research Development Found) for
financial support.

* A determination of structure by X-ray difraction currently in progress support the exlstence of
such polymer, since the elernentary cell contains 20 monomeríc . molecules (24). .
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Abstraet

The reaction of Cu(lI) salts with sodium thiobenzoate gives the unstable Cu(lI)
complex, wich descomposes leading to the Cu(I) complexo The Cu(lI) compound has
been shown to exist as dimer in l,2-dicWoroethane solution. Both complexes are diamag­
netic in the solid state, suggesting that the .cooper (11) compound posses a metal-metal
bond.

Several binuclear compounds with the thiobenzoate anion have been recently described
(1), (2) , (3). In the case of Co.(C.H,-COS).l the magnetic data indicate the presence of
magnetic interactions between the two Co++ ions of the dimeric unit (2), while for
Ni.(C.H.. COS) ., a nickel-nickel bond ha s been proposed (3) . For copper it has already
been shown (4) that the reaction between sodium monothiobenzoate and Cu (11) salts
leads to the formation of the compound Cu(C.H,COS). Nevertheless it is observed that
the compound formed at the beginning is yellowish in colour and rapidly changes to a
reddish-orange (Cu(C.H5-COS) . When the yellowish compound is filtered at once and
dried under vacuum this decomposition does not occur, and the obtained compound is
identified by analysis* and molecular weight determination** as Cu,,(C.H.-COS)... a stable
compound in solid state and soluble in various polar or non-polar organic solvents. In
solution it changes at varying speeds to the extremily insoluble compound Cu(C.H,-COS),

O O
~ ~

producing among others C H -C C.C.H., and suggesting that even if it is not the

e s '" /
S-S

only reactíon, the principal descomposition process is:

(C.H.-COS).Cu. -+ 2 (C.H.-COS) Cu + C.H,.COSSOC-C.H.

In spite of the instability of the solutions of Cu2(C.Hs"COS)•• it is possible to obtain
spectra and molecular weight measurements in 1.2 dichloroethane. The 'visible spec-

t This work was supported in part by Junta de Energía Nuclear, Madrid , Spa in.
* Calculated: C: 49,77, H: 2,%, Cu: 18,81.

Found: C: 49,39, H: 3,09, Cu: 18,65.
** Osmometrically . determined in 1,2 dichloroethane in a Hitachi-Perkin. .Elmer 115 apparatus,

(CaIculated 665, Found 675).
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trum*** doesn't show any d-d bands possibly because they are masked by intense bands
fr om the ultraviol et part of th e sp ectrum attributable to the ligand (log E > 4). The
infrared spectra**** measuraments are shown in Table 1.

TABLE I

I NFRARED SPECTRA (0.1- 1 )

Compound v (SH) v (C = O) v (C = S)

Cu(C.H5-COS) ... ... ... ... ... - 1570 910
CU,(C.H5-COS)., ..: ......... ... - 1570 915 (Type A)

1690-1710 880 (Type B)
C.H5-COSH ... ... ... o " o • • Oo • 2560 1690 950
(C.H5-COS), 0.' 0 0' o•• o o . Oo , • •• 1680-1700 875

The Cu,(C.H5-COS) ., in addit ion to the band at 1570 cm- 1 which appears in the
Cu(C.H,·COS) attribut ab le to th e C = O stretching shows an other vib ra tion at 1690­
1710 cm-1 (two peaks) which probably corresponds to an uncoordinated oxygen, Thi s
may be interpreted as th e existe nce of two typ es of monothiobenzoate group, one bridged
and responsible for th e existence of the dimer (A), and the other joined sol ely th rough
the sulphur (B) (Fig. 1).

FIG. 1

The magnetic measurements of both compounds reveal that both are diamagnetic.
This is to be expected for Cu(I) but indicates that in the Cu(II) compound a metal­
metal bond exis ts such that the fundamental level is a singlet, similar to the situation
observed already in the Cu(I1 ) compounds with diphenyltriazene (5) . and arylazooximes
derívates (6).
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. **1<. .Beckrnan D. U. spectrophotometer.
**** Beckman IR .20 spectroph otometer.
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