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EXPERIENCIAS DIDACTICAS

A TECEDEIRA OU DE COMO
IMAXINAR OSIMAXINARIOS

LABRARNA, Anton

"Na clase de mateméticas, Torles concibiu un slpeto pensamento. [........ ]
O acabar xuntouse con Beineberg, porque era o tnico con quen podia
falar de semellante cousa.

- ¢Oiches?, ¢entendiches ben todo isto?

- ¢O que?

- IS0 das cantidades imaxinarias.

- S, non étan dificil. O Unico que hai que ter presente € que araiz

cadrada de menos un é a unidade de cdculo.

- |s0 é precisamente; tal cousa non existe: todo niimero, ben sexa
positivo, ben sexa negativo, se 0 elevamos 6 cadrado da ago positivo.
Por iso non pode haber ningln nimero real que sexa araiz cadrada de
algo negativo.

[ ] O curioso estd, precisamente, en que se poidan facer calculos
reais e se poida chegar a un resultado que tefia sentido, empregando
semellantes va ores imaxinarios, que de algunha maneira son imposibles.
- S, e aese efecto os factores imaxinarios deberan anularse
reciprocamente no curso da operacion.

- S, 9. O quedis estAmoi ben; pero de tddolos xeitos, ¢non resulta moi
raro?. ¢Como cho poido dicir?. nunha desas operacions, 6 primeiro hai
numeros, digamos que completamente solidos (unha medida de lonxitude
ou de peso, ou algo que podemos representarnos dunha maneira
concreta); polo menos son nimeros reais. Cando remata a operacion son
tamén nimeros reais, pero eses dous extremos. 0 comezo e o fina estén
ligados por algo que non existe. ¢Non é como unha ponte que soamente
ten os pilares das veiras e que, a pesares diso, podese atravesar como se
se extendera en todo o percorrido?. "

R. Musil, Las tribulaciones del estudiante Torless (1)
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Nesta novela autobiografica escrita en 1906, Musil reflicte algins
episodios da sia vida de estudiante no ingtituto militar austriaco, colexio da dite
socia da época.

As evocacions deste fragmento son ineludibles para un profesor de
matemdticas e as reflexions de Torless, vistas retrospectivamente e dende a
nosa posicion, na que 0s nUmeros imaxinarios son elementos comuns, poden
parecer teimas dun agudo adolescente:

"para ser edtrictamente cientifico eu deberia facerlle agunhas
demostraciéns que vostede apenas poderia comprender”

"agui non cabe outra cousa que crer. Cando saibas dez veces mais
mateméticas das que agora sabes, xa o entenderas’

foron as respostas que o profesor de mateméticas lle daria posteriormente a
Torless.

NOTASHISTORICAS.

Pero, ¢como verian isto 0os mateméticos renacentistas, que se atopaban
por vez primeira cos NUMeros imaxinarios?

Consulto o "Boyer"(2) e lévame a Cardano (1501-1576), que tenta de
desenvolver un método de resolucion de ecuacions cubicas. Vexamos un
exempro:

"Sexa 0 cubo e seis veces 0 lado igua a 19" ou, como agora escribiriamos,

x3+6x=19

Cardano idea un enxefioso método, na lifia da tradicion diofantica, que lle
val permitir convertir estas ecuaciéns en bicadradas.

facemos x = u - v e, daquela,
(u- v)*+6(u- v)=19® u®- 3u’v+3uv®- v¥+6u- 6v=19
quesereducea U°-Vv®=19 candouv =2

(obviamente x = u - v admite infinitas poshbilidades, das que toma
unicamente aquela que lle resulta smplificadora). Ten asi un sistema:

u’ - v¥ =19 5°
y® u’ - % =19® (u’)*- 19u° - 8=0
uv=2 b u

gue da como soluciéns
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1945 + 4/98@5

3 _1
=1
{965 - /98125
pensa en termos de magnitudes.
Edeahi v =-96 + +/98©5 , obtendo finamente:

x = 3/905 + /085 - 3/- 96 + /9805

Cardano consideraba as ecuacions concretas como representantes de
tipos xerais ("o cubo e a cousa € igua a un nimero”) e asi da un método xera

paraestas (x* + px =q):
x=3/q/2+(p/3)°+(q/2)% - 3|-q/ 2+/(p/3)° +(q/ 2)?

O "Boye" di que logo estudia outros casos (?), como "o cubo € igud a
cousa e a un nimero", nos que fai a sustitucién x = u + Vv, como no seguinte
exemplo:

u , das que considera unicamente a positiva, pois

x®=15x+4 , que agora smplificariase cando u.v = 5, dando como
solucions

i2+4-121
ud = J.r Edeahi v3 =2- /-121 , obtendo findmente
f2- J-121

x=32++/-121 - 3/2- J-121

ainda que isto pddese deducir por simple sustitucion na formula (o que non
€ casual, pois a ecuacion cubica sempre se smplificapara u.v = -p/3).

Pero se 0s nUmeros negativos non tifian raiz cadrada, e sendo 4 é unha
raiz de esa ecuacion, que pode obterse por simple tanteo; ¢que sentido tifia este
resultado?. Asi calificou a estas raices de negativos como "sofisticas’ e 0 seu
resultado de "tan sutil como indtil™.

Reproduzo completo o seguinte parrafo, pois non é menos fermoso que o
de Musil co que introducia este artigo:

"Os mateméticos posteriores corresponderialles a tarea de demostrar que
tales manipulacions eran verdadeiramente sutis, pero que estaban moi
lonxe de ser indtis. Hai que apuntar entre os méritos de Cardano que
alomenos adicara certa atencion a esta Situacion desconcertante”.

Outro matemético da época, Bombelli, pensou que, quizais, se as raices
cUbicas se relacionasen entre s do mesmo xeito que os radicandos:
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M2++-121=2+......... e §2-+-121=2-........

0 sumalas obteriamo-lasolucion x = 4.
Pero tamén a € todo isto parecialle "sofistica’.

(COMO IMAXINA-LOSIMAXINARIOS?

¢Non é como unha ponte que soamente ten os pilares das veiras e
gue, a pesares diso, pddese atravesar como se Se extendera en
todo o percorrido?.

Non poido deixar de pensar no extraordinario paralelismo, con catrocentos
anos de diferencia, entre a teima de Torless, estudiante de ingtituto que
remataria adicandose 6 xornalismo e & novela, e a perplexidade de Cardano, un
dos grandes matematicos renacentistas.

Revisando a xudtificacion actua que se proporciona para introduci-los
nimeros complexos ( resolve-la ecuacion x* +1=0), e compardndoa co
problema de Cardano, este Ultimo paréceme moito més "de verdade'
sicoloxicamente coherente e non artificioso. Explicome:

Da ecuacion x*+1=0 saberiamos, obviamente, que todo nimero 6
cadrado € positivo e 6 sumarlle 1 non nos pode dar 0. Polo tanto
prantexa-la slia resolucion a pesares diso seria artificioso, agas nunha
Situacién meta-a xébrica na que a ecuacion xa non € un instrumento para
resolver problemas, se non un obxeto puro (isto pertence a un
posicionamento sicol6xico diferente, posterior?).

Propofier, como fan alguns textos de bacharelato, que se busquen os
puntos de corte dunha circunferencia e dunha recta que non se cortan,
para que asi, 0 intentar resolve-la ecuacion de 2° grao nos aparezan
raices cadradas de negativos, non supOn ningn cambio sustantivo
respecto do anterior, soamente circunstancial, recreativo, de posta en
escea, 0 que en calquera caso pode ser de agradecer.

Pero Cardano sabia que a sla ecuacion s tifia solucién!, e sabia como
buscaa.Quizais haxa que impofier unha introduccidn sinxela 6s imaxinarios, se 0
facemos a unha idade temperan, ou quizais haxa que pospofier esa introduccion
ata que estemnos en condicions de imaxinal os.

'No século seguinte, Girard admitiria as raices imaxinarias para dar consistencia 4 teoria
de ecuacidns: unha ecuacion ten tantas raices como indica o seu grao.
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RESPONDEMOSEN FORMA POLAR

En caquera caso, stuados xa nun nivel suficiente (3° BUP), coas
notaciéns polar e trigonométrica podemos responde-la conxectura de Bombeli e
obter todalas solucions:

x =¥2+100 +¥/2- 11 =3[r +3/r¢,

r=r¢=4125 ; | =-j ¢=arctanit = 79¢695...°
3/125 = 2(1236.:!'I
y

) 4 = 26®65° b

32 +11i = 2@36(cos26G65° + isen266G65°) = 2 + | 1.1

y ® x=4
3/2 - 11i = 2@36(cos- 266B65° + isen - 26665°) = 2 - |b
I [o]
As outras soluciéns da raiz clubica obtémolas para J-Fk% e
-] +k360° ;
— 3 k= 1, 2 que, como era de esperar, son conxugadas duas a

duas; aida que, xirando no mesmo xeito, non aparecen na mesma orde. Isto é
importante, pois non calquer par de raices respectivas proporciona unha solucion
aecuacion. (Notese que de ser asi teriamos nove solucions e non tres).

\ 2+ « 2-y ® x=4
J / -1'866 +1'232i « -1'866 - 1232y ® x =-3732
] j

-0'134- 22321 « -0'134+2232i ® x=-0268

A xenerdlizacion (as raices de nimeros imaxinarios conxugados son
tamén nimeros conxugados) € trivial con esta notacion, podendo facerse antes
ou despois do exempro concreto, xa que para todo angulo:

cosa =cos(-a) € sena=-sen(-a)

Faltaria probar que as raices n-ésimas de dous conxugados proporcionan

angulos opostos, 0 que é moi doado:
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i 0
Se a =w , Xirando dende -j en senso contrario temos:
- - k.360°__ j +k.360°__
3 3 ’

¢(PODERIAMOS RESPONDER EN FORMA BINOMICA?
Pregintome se poderiamos tamén aborda-lo problema dende a notacion
bi r,1(’)mica_ Ainda que, igual que antes, a orden do proceso pode variarse, exporioo
asi:
1.- Caso xeral paraaraiz cubica de conxugados.
Ya+bi=p+ gifl
fa B =x+yi
ja+bi=(p+qi)’=p’+3p°ai- 3pg” - ¢’ =(p’ - 3pa°) + (3p°q- Q)i
fa- b= 0ok i)’ = 0 + 3% - 307 - yi =0 - 37) - (-3 + )

a=p*-3pg°=x>-3xy* e b=3p°q- q®=-3x’y+y?

que ten unha solucion trivia cando x = p e y = -q, quefa que efectivamente
as raices sexan conxugadas.

2.- Caso particular.

x=32+121- 82- /121 « 2+10 + 32- 1%
1 2=p’- 3pg’°
111=3p’q- ¢’
Stdanos diante dun problema dificil. Quizais sexa unha boa ocasén para

reflexionar sobre como antes gafiabamos en "eficacia’ o empregar unha lingoaxe
mais avanzada.

A busqueda de soluciéns a través do sistema
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Na suposicion de Bombelli:

R2++-121 =2+... e R/2-4/-121 =2- ..., teriamos que p =
resultando:
2=p°-3pg® e 11=3p°g-qg® dan q==1
edeahi x=2+i +2-i=4

3.- Estudiar un caso simple: ¢que sucede coas raices cadradas?

O proceso € semdllante, pero méis sinxelo, o que sup6n unha préctica
interesante.

Agora o sistema pddese resolver a través dunha ecuacion bicadrada.

Ja+hi =p+dillg 1a+bi=(p+d)”=p+2pgi- ¢ =(p*- g°) +2pdi
A/a-bi:x+yi% ,a bi = (x+yi)® =x*+2xyi - y = (X% - y?) - (- 2xy)i
a=p°-q°=x"-y*> e b=2pg=-2xy ® x=#*p e y=7Fq

4.- Xeneralizar un resultado: ¢as raices nésimas de dous complexos
conxugados son tamén complexos conxugados?

O proceso xeneralizase por medio do "binomio de Newton':

n/a+bi = p+ 0 Va- bi =x+yi
a+bi=(p+q)"= a- bi=(x+yi)"=
g—;gpnqolo é@gpn 1q1|1 + g—“gxnyolo ggxn 1y1|1 +
ako amo
n-2.2 _ _n33|+ _ ;Xn—22_ _Xn33|+
%mp 4 ggpP &5 Y &g Y
+%4é n- 4 4 8 pn 5q5| + +§9x”‘4y“ g;gxn 5y5| +

aBH n-n.n:n a0 n-ny,n:n
....... _8ngp gl _%ngx vyl
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e, analogamente cos outros casos, ten unha solucién trivial parax=p e y= -
q.

EPILOGO.

O seu comparieiro Beineberg diria, respecto das respostas do profesor:
"Eles fixéronse un camifio de milleiros de serpenteantes corredores,
0 traveso do cerebro. E limitanse a mirar o Ultimo recodo que
entrelazaron, por ver se ainda se mantén o tecido que van deixando
tras de s. Por iso ti confundelos coa tla maneira de preguntar.
Agora non poden atopa-lo camifio que leva cara atrais.”

(1) R. Musil, Las tribulaciones del estudiante Torless, Ed. Sur, Buenos Aires
1960

(2) Boyer C. B., Historia de la matemédtica, Ed. Alianza Universidad, Madrid
1992





