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La moderna teoria de I’eleccio social:
de la impossibilitat a la possibilitat

JORDI MASSO

Resum: Es presenten els dos teoremes d’'impossibilitat més importants de la moder-
na teoria de I’elecci6 social: el teorema d’Arrow per a funcions de benestar social no
dictatorials que satisfan el principi de Pareto i la propietat de la independéncia d’al-
ternatives irrellevants, i el teorema de Gibbard-Satterthwaite per a funcions d’elecci6
social no trivials i no manipulables. Es descriuen set exemples de problemes concrets
d’elecci6 social en que I'estructura particular del conjunt d’alternatives socials permet
restringir el domini de preferéncies individuals i dissenyar, per a cada un d’aquests,
funcions d’elecci6 social no manipulables en els corresponents dominis de preferéncies
restringits.
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1 Introduccio

La teoria de I’elecci6 social estudia els procediments pels quals les societats
prenen decisions collectives tenint en compte les preferéncies dels seus mem-
bres (els métodes de votacidé son exemples d’aquests procediments; en les
seccions 3 i 4 es presenten diferents problemes d’elecci6 social i procediments
per a resoldre’ls). La moderna teoria de 1'eleccié social té molts antecedents
(el llibre de McLean i Urken [42] en descriu els més importants). Entre aquests,
en destaquem tres: 1) Els tres escrits de Ramon Llull Artificium electionis pre-
sonarum (1274), En qual manera Natana fo eleta a abadessa (1283) i De arte
electionis (1299). 2) L’escrit del filosof, matematic i historiador francés Marie
Jean Antoine Nicolas de Caritat, marqués de Condorcet (1743-1794), Essai sur
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Iapplication de I'analyse a la probabilité des décisions rendues a la pluralité
des voix (1785). 3) L’escrit del matematic i fisic frances Jean Charles de Borda
(1733-1799) Mémoire sur les élections au scrutin (1781).

Es considera la publicaci6 del llibre d’Arrow (1951) Social choice and indi-
vidual values, [3], com el naixement de la moderna teoria de 1’eleccio social.!
Arrow es pregunta si és possible considerar una societat, composta per diversos
agents racionals, com si fos un Unic agent que pren decisions racionals. En
particular, es pregunta si existeixen procediments amb propietats desitjables
per a agregar preferéncies individuals, potencialment diferents, en una tnica
preferencia social. El teorema d’'impossibilitat d’Arrow respon a aquesta pre-
gunta negativament. Considerem una societat amb n agents. Cada un d’ells
té preferencies que ordenen el conjunt A d’alternatives socials. Una funcio
de benestar social assigna a cada llista de n preferencies individuals en A
(anomenada petrfil de preferéncies o perfil), una preferéncia social en A. Arrow
considera que una funci6é de benestar social hauria de satisfer les propietats
seguents:

e Racionalitat individual i social. Tant les preferéncies individuals com la
preferencia social sén relacions binaries totals i transitives en A.

e Domini universal. Qualsevol preferencia individual és legitima.

e Principi de Pareto. Si tots els agents consideren que una alternativa és
millor que una altra, 'ordenaci6 social de les dues alternatives ha de
coincidir amb I'ordenacié unanime.

e Independencia d’alternatives irrellevants. 1’ordenaci6 social entre dues
alternatives només depén de les ordenacions individuals entre aquestes, i
no de com les preferencies individuals ordenen les altres alternatives.

e No dictatorial. No hi ha un agent la preferéncia del qual coincideix sempre
amb la preferencia social, independentment de les preferéncies dels altres
agents.

El teorema d’Arrow diu que les cinc propietats sén incompatibles: no exis-
teix cap funcidé de benestar social que les satisfaci simultaniament. Hi ha una
extensa literatura, ja insinuada per Black [17] i continuada per Sen [60],2 que
proposa propietats alternatives de les funcions de benestar social amb I'objec-
tiu d’obtenir resultats de possibilitat. En aquest article no seguirem aquesta
literatura sin6 una altra, iniciada simultaniament i de forma independent per

1 Kenneth Arrow va néixer a Nova York el 1921. Actualment és professor emeérit del Depar-
tament d’Economia de la Universitat de Stanford. Arrow és un dels millors economistes del
segle xX i va rebre el Premi Nobel d’Economia I'any 1972, juntament amb John Hicks, «per les
seves contribucions pioneres a la teoria de I'’equilibri general i a la teoria del benestar».

2 Amartya Sen va néixer a Shantiniketan (I’'India) el 1933. Actualment és professor d’economia
i filosofia a la Universitat de Harvard. Va rebre el Premi Nobel d’Economia I'any 1998 «pel seu
treball en el camp de I’economia del benestar». L’any 1997 va ser guardonat amb el Premi
Internacional Catalunya concedit per la Generalitat de Catalunya.
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Gibbard [29] i Satterthwaite [58],> que modifica el context d’Arrow i situa el
problema dels incentius estratéegics en el centre de ’analisi. Sovint, per a resol-
dre el problema d’elecci6é social no és necessaria una preferéncia social, n’hi
ha prou amb seleccionar una alternativa social. En aquests casos ens interessa
que el resultat de ’agregaci6 de les n preferéncies individuals sigui una eleccio,
I’alternativa escollida per la societat en el perfil considerat, en comptes d'una
ordenacio6 total de totes les alternatives. Una funcio d’eleccio social assigna a ca-
da perfil de n preferéncies individuals, una tinica alternativa social. Una funci6
d’elecci6 social pot ser entesa com un mecanisme que sollicita a cada un dels
agents les seves preferéncies i, tenint-les en compte, escull ’alternativa social.
Pero, com que les preferéncies individuals sén informaci6 privada i I'eleccio
social pot dependre d’aquestes, quan un agent ha de revelar les seves prefe-
réncies al mecanisme, es pot preguntar: quina preferéncia em convé revelar?
En general, la resposta a aquesta pregunta depén de la conjectura que I'agent
faci sobre les preferéncies revelades pels altres agents. Una funcié d’elecci6
social genera un problema d’incentius estrategics. Les funcions d’elecci6 social
no manipulables son aquelles que eliminen el comportament estrategic dels
agents. Una funci6 d’elecci6 social és no manipulable si els agents sempre volen
declarar la seva verdadera preferéncia, ja que mai hi surten guanyant declarant
unes preferéncies diferents de les propies. Per tant, una funcié d’elecci6é social
no manipulable indueix un problema d’optimitzacié a cada agent (trobar la
resposta a la pregunta: quina preferencia em convé declarar?) que té solucio
(declarar la verdadera preferéncia és una solucié optima) independentment
de les conjectures que I'agent pugui fer sobre les preferéncies declarades pels
altres agents. A més, i des del punt de vista normatiu, la no-manipulabilitat de
la funcié d’elecci6 social assegura que aquesta utilitza la informacié correcta
(el perfil de preferencies verdaderes) i, per tant, I'alternativa escollida satisfa
altres propietats desitjables, relatives al perfil de preferéncies verdaderes.

El teorema de Gibbard-Satterthwaite diu que, excepte les trivials, no és
possible dissenyar funcions d’elecci6 social no manipulables en el domini
universal (quan totes les preferencies individuals son legitimes).

L’objectiu d’aquest article és doble. Primer, presentar els dos resultats
d’impossibilitat mencionats, que suggereixen les dificultats de dissenyar proce-
diments de presa de decisi6 collectiva satisfactoris en el domini universal de
preferencies individuals. Segon, i a causa de 'interes per identificar funcions
d’elecci6 social no manipulables en ambits d’aplicaci6 reduits, donar set exem-
ples de problemes d’elecci6 social en queé la hipotesi de domini universal deixa
de ser raonable i per als quals existeixen (sovint moltes) funcions d’elecci6o
social no manipulables en el corresponent domini restringit de preferéncies
individuals. Per a aquests casos coneixem classes, o subclasses especialment
interessants, de funcions d’eleccié social no manipulables i les seves carac-
teritzacions a partir de conjunts de propietats desitjables. Els dos primers
exemples tenen en comu que les alternatives socials no tenen components

3 Allan Gibbard és professor de filosofia a la Universitat de Michigan i Mark Satterthwaite és
professor de direcci6 estrategica i economia de I'empresa a la Northwestern University.
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privats (i, per tant, les restriccions del domini de preferéncies sébn anomenades
de béns publics), mentre que en els altres cinc les alternatives socials tenen
components privats, aquells que només afecten cada un dels agents (i, per tant,
les restriccions del domini de preferéncies sén anomenades de béns privats).
L’estructura de l'article és la segiient. En la secci6 2 definim primer les peces
fonamentals de tots els models estudiats: els agents, el conjunt d’alternatives
socials i les preferencies que els agents tenen sobre el conjunt d’alternati-
ves. Després, presentem els dos resultats d’impossibilitat més importants de
la moderna teoria de 1'elecci6é social: el teorema d’Arrow per a funcions de
benestar social i el teorema de Gibbard-Satterthwaite per a funcions d’elecci6é
social no manipulables. També relacionem les propietats de la independen-
cia d’alternatives irrellevants de les funcions de benestar social monotones
i la no-manipulabilitat de les funcions d’elecci6 social i, al final de la seccio,
suggerim la restriccié del domini de preferencies individuals com una via per
a obtenir resultats de possibilitat. En les seccions 3 i 4, el nucli de I'article,
presentem resultats de possibilitat indicant com es poden dissenyar funcions
d’elecci6 social no manipulables en dominis de preferéncies restringits. La
seccio 3 conté les restriccions de domini de béns publics. El primer resultat és
la caracteritzacio de les extensions del votant media com la classe de funcions
d’eleccid social no manipulables en el domini de preferéncies unimodals en un
conjunt unanimement ordenat. El segon resultat és la caracteritzacioé del vot
per comites com la classe de funcions d’eleccié no manipulables (i exhaustives)
tant en el domini de preferéncies separables com en el de preferéncies addi-
tives per al problema d’eleccié6 d’'un subconjunt d’entre un conjunt donat de
candidats. En la secci6é 4 presentem cinc restriccions de domini de bé privat.
Per a la primera presentem dues caracteritzacions de la regla uniforme per a
resoldre el problema de la divisi6 d'un bé homogeni i perfectament divisible
quan cada un dels agents té preferencies unimodals en la part rebuda del bé
(el component privat de les alternatives socials). Per a la segona descrivim
totes les funcions d’eleccié social no manipulables, que sén extensions dels
meétodes pivotals, per a I’eleccié d’un bé collectiu binari quan els agents tenen
preferéncies quasilineals en el consum del bé i el preu pagat. Per a la tercera
identifiquem la subhasta de segon preu com una funcié d’elecci6é social no
manipulable per a assignar un objecte indivisible a un tnic agent d’entre un
conjunt d’agents, quan aquests estan interessats a rebre ’'objecte i a pagar el
preu més baix possible. Per a la quarta presentem la caracteritzacié del nucli
(computat a partir de 'algorisme d’intercanvi de millors de Gale) com I'tinica
funci6 d’eleccié social no manipulable per a resoldre el problema d’assignar
un conjunt d’objectes indivisibles a un conjunt d’agents a qui nomeés interessa
I'objecte que ells han rebut, i no 'objecte assignat als altres agents. Per a la
quinta i ultima presentem els dos algorismes d’acceptacio diferida de Gale i
Shapley [27],% els unics (parcialment) no manipulables per a resoldre el proble-

4 Lloyd Shapley va néixer a Cambridge (Nova Anglaterra) el 1923. Actualment és professor
emerit dels Departaments d’Economia i de Matematiques a la Universitat de California a Los
Angeles. Va rebre el Premi Nobel d’Economia I'any 2012, juntament amb Alvin Roth, «per la
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ma d’assignacio6 bilateral entre dos subconjunts disjunts d’agents quan aquests
nomeés estan interessats en ’agent a qui son assignats.

2 Preliminars, impossibilitats i restriccions de domini

2.1 Agents, alternatives i preferéncies

Considerem una societat formada per un conjunt d’agents N = {1,...,n}, on
n > 2, que ha de prendre collectivament una decisié que afecta tots els seus
membres. Sigui A el conjunt de les possibles decisions o alternatives socials.
Depenent del problema de decisi6 social A pot ser un conjunt finit {x, y,..., z},
un subconjunt de RX, on k > 1, un espai métric o un espai més abstracte. Cada
agent i € N té unes preferencies (0 gustos sobre el conjunt d’alternatives)
representades per una relacié binaria R; total i transitiva en A; és a dir, i és
capac de comparar qualsevol parell d’alternatives amb un minim requeriment
de racionalitat. Per a un parell x,y € A, diem que xR;y sil’agent i considera
que I'alternativa x és almenys tan preferida com I’alternativa y. Donades les
preferéncies R;, definim primer les preferéncies estrictes de ’agent i com la
relacio binaria P; en A, on per a cada parell x,y € A, xP;y si i només si
—¥R;x (no és cert que yYR;x). Si xP;y, interpretem que I'agent i considera que
l’alternativa x és millor que (o és estrictament preferida a) I'alternativa y. Es
facil comprovar que P; és irreflexiva i transitiva. També definim la indiferéncia
com la relaci6 binaria I; en A, on per a cada parell x,y € A, xI;y siinomés
si xR;y i ¥Rix. Si xI;y, interpretem que l'agent i és indiferent entre les
alternatives x i y. Es facil comprovar que I; és reflexiva i transitiva.

Denotarem per R el conjunt de totes les relacions binaries totals i transitives
en A; per tant, R és el conjunt de totes les possibles preferencies de cada un
dels agents. Sovint, sera convenient referir-nos a situacions en que els agents
no son indiferents entre cap parell d’alternatives diferents (si x # 7y llavors
XR;y o yR;x, pero no ambdoés). En aquests casos direm que ’agent i té prefe-
rencies estrictes en A i denotarem per P el subconjunt de R de prefereéncies
estrictes en A. Un perfil (de preferéncies) R = (Ry,...,Ry,) € R™ és una llista
de n preferéncies, una per a cada agent. Un perfil descriu les preferéncies que
tenen tots els agents de la societat sobre el conjunt d’alternatives A.

2.2 El teorema d’impossibilitat d’Arrow

Arrow [3] es pregunta si és possible agregar de manera sistematica els perfils
de preferéncies individuals en una preferéncia social. La formulaci6 d’aquesta
pregunta, i la seva resposta, es considera com el naixement de la moderna
teoria de I’elecci6 social.

Una funcio de benestar social F: R™ — R és un procediment per a obtenir
preferéncies socials a partir de les preferéncies individuals. Per a cada perfil de
preferencies R = (Ry,...,Ry) € R™, la preferéncia social F(R) és una relaci6é

teoria de les assignacions estables i la practica del disseny de mercats».
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binaria total i transitiva que ordena el conjunt A, potencialment tenint en
compte el perfil de preferencies individuals R.

La mateixa formulacié d'una funcié de benestar social imposa dos supo-
sits implicits sobre el procediment d’agregacio. El primer, conegut com el de
domini universal, és que totes les preferéncies individuals s6n possibles (el
domini de F és R").> El segon és que la preferéncia social és una relacio binaria
en A amb les mateixes propietats de totalitat i transitivitat que les preferéncies
individuals: per a tot R € R™, F(R) € R. Del primer, en parlarem més endavant.
Per adonar-nos que el segon suposit implicit elimina procediments d’agregacio
potencialment interessants, considerem 1’exemple segilient, conegut com el de
la paradoxa del vot de Condorcet.

EXEMPLE 1. Considerem una societat N = {1, 2,3} amb tres agents i un conjunt
A = {x,y,z} amb tres alternatives. Per simplificar, suposarem que les prefe-
réncies son estrictes. El procediment d’agregacio M de la majoria simple (en P)
es defineix mitjancant la relacio segiient: per a cada perfil P = (P, P>, P3) € P3
i cada parell d’alternatives x,y € A,

XM(P)y < #{i € N | xP;y} > #{i € N | yP;x}.6

Interpretem xM (P)y com que socialment x és estrictament preferida a y en
el perfil P. Considerem el perfil P = (P;, P>, P3) € P3 representat per

P P, P

X b% z
Y% z x
z b'e %

on, per exemple, la primera columna significa que xP,y, yP1z i xP,z (que
en general escriurem com xP;yP; z). Aplicant la majoria simple a cada parell
d’alternatives obtenim:

e XM(P)y jaque xP,y,xP3yiyP>x.
e YM(P)z jaque yPiz, yP,zizP3y.
e ZzM(P)x jaque zPyx, zP3x 1 xP; z.

La preferencia social M(P) no és transitiva, ja que té el cicle xM(P)yM (P)
zM(P)x (és a dir, xM(P)y, yM(P)z i -xM(P)z) i, per tant, M(P) ¢ P. El
procediment d’agregacié M de la majoria simple no és una funcié de benestar
social en P. O

Arrow proposa dues propietats desitjables de les funcions de benestar
social. La primera considera que si tots els agents ordenen estrictament dues al-

5 Donat un subconjunt de preferéncies D < R, definim la funci6 de benestar social en D com
F: D" — R. Sovint ens referirem a D (o a D") com el domini de preferéncies. En particular,
considerarem funcions de benestar social F: P" — R en P.

6 Denotem la cardinalitat d'un conjunt X per #X.
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ternatives de la mateixa manera, aleshores I’ordenaci6 social de les dues alter-
natives ha de respectar 'ordenaci6é unanime dels agents. Aquesta propietat es
coneix com el principi de Pareto.

DEFINICIO 1. Una funcié de benestar social F: R" — R satisfa el principi de
Pareto quan per a tot perfil R = (R1,...,R,) € R" i tot parell d’alternatives
X,y € A, si xP;y peratotie N llavors ~yF(R)x.

La segona propietat respon al principi que I'ordre social entre dues alterna-
tives x i v només pot dependre de les ordenacions individuals entre x i vy, i
no de les ordenacions individuals entre, per exemple, x iz, yiz,iziw.Es
coneix com la propietat de la independeéncia d’alternatives irrellevants.

DEFINICIO 2. Una funcié de benestar social F: R" — R satisfa la propietat
de la independeéncia d’alternatives irrellevants quan per a tot parell de perfils
R,R’ € R" i tot parell d’alternatives x,?y € A, si per a cada i, xR;?y siinomés
si xRy, llavors xF(R)y siinomés si xF(R")y.

El principi de Pareto exclou, entre d’altres, les funcions constants. La in-
dependencia d’alternatives irrellevants elimina funcions de benestar social
potencialment interessants com el procediment de votacié per puntuacio, cone-
gut com el compte de Borda. 1’ exemple segiient ens ho mostra.

EXEMPLE 2. Considerem una societat N = {1, 2, 3,4} amb quatre agents i un
conjunt A = {x,y,z,w} amb quatre alternatives socials. Per simplificar, su-
posem que les preferéncies dels agents séon estrictes. El compte de Borda
B: P* — R és la funcié de benestar social en P que consisteix en el proce-
diment segiient: donat un perfil P = (P, P»,P3,P4) € P4, per a cada agent
s’assignen tres punts a la seva millor alternativa, dos a la segona, un a la
tercera i zero a la quarta.” Se sumen els punt obtinguts per a cada alternativa i
aquestes s’ordenen de manera descendent segons aquests punts. Aquest ordre
és B(P) € R. Considerem els dos perfils P,P’ € P4 representats per

P P P3P | P P} Pj P
X X y y y4 w y y
z w w z w z w z
w z X X X X X X
y y z w y y y4 w

Aplicant el compte de Borda a les alternatives x i y, obtenim que xB(P)y (so-
cialment, x és estrictament preferida a v en el perfil P)i yB(P’)x (socialment,
vy és estrictament preferida a x en el perfil P’). Per comprovar-ho, veiem que
en el perfil P, x obté vuit punts (tres dels agents 112 iun dels agents 3i4)i
7y obté sis punts (zero dels agents 11i 2 i tres dels agents 3 i 4), mentre que en

7 El nombre de punts assignats a l’alternativa x en la preferencia d'un agent es pot interpretar
com el nombre d’alternatives pitjors que x.
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el perfil P’, x obté quatre punts (un de cada un dels quatre agents) i y obté sis
punts (zero dels agents 11 2 i tres dels agents 3 i 4). Pero observem que

{ieN|xPy}={ieN|xP/y}=1{1,2} i
{ieN|yPix} ={ieN|yP/x}=1{3,4}.

Per tant, el compte de Borda no satisfa la propietat de la independéncia d’alter-
natives irrellevants. O

Les dificultats presentades en els exemples 1 i 2 es resolen en part en
considerar funcions d’elecci6 social, les quals es limiten a escollir, per a cada
perfil de preferencies, una tinica alternativa social en comptes d'una preferéncia
social. Les funcions d’elecci6 social passaran a ser 'objecte del nostre interés a
partir de la propera subseccio.

Finalment, una propietat no desitjable d’'una funcié de benestar social és la
de ser dictatorial, que consisteix a preseleccionar un agent (el dictador) i fer
que, per a cada perfil, la funci6é assigni com a preferéncia social la preferéncia
del dictador.

DEFINICIO 3. Una funci6 de benestar social F: R"™ — R és dictatorial quan exis-
teix un agent i € N tal que per a tot perfil R = (Ry,...,R;) € R", F(R) = R;.

El teorema d’Arrow ens mostra la impossibilitat d’agregar les preferéncies
individuals en una preferéncia social de manera satisfactoria.

TEOREMA 4 (TEOREMA D’ARROW, [3]). Suposem que #A = 3. La funcio de benes-
tar social F: R™ — R satisfa el principi de Pareto i la propietat de la indepen-
dencia d’alternatives irrellevants si i només si F és dictatorial.

Abans de passar a les idees principals de la demostraci6 del teorema, quatre
comentaris s6n pertinents.

Primer, el suposit que #A > 3 és imprescindible. Altrament, si A = {x, y} el
sistema de majoria simple F: R™ — R (en R) definit com, per a cada R € R",

XF(R)y = #{ie N | xR;y} =#{i € N| yRix},

és una funcié de benestar social no dictatorial que satisfa el principi de Pareto
ila propietat de la independéncia d’alternatives irrellevants (que quan #A = 2
esdevé una propietat innocua). May [41] caracteritza per al cas #4A = 2 la
majoria simple com I'iinica funci6 de benestar social anonima (tots els agents
son tractats de la mateixa manera), neutral (totes les alternatives sén tractades
de la mateixa manera) i monotona (si un agent canvia la seva preferencia
millorant en el seu ordre individual I’alternativa socialment millor, el resultat
de la funci6é de benestar social ha de ser el mateix).

Segon, és sorprenent pero no hi ha gaires funcions de benestar social que
siguin no dictatorials i compleixin la propietat de la independencia d’alterna-
tives irrellevants simultaniament. Si prescindim del principi de Pareto en el
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teorema d’Arrow, només apareixen a) les funcions constants que consisteixen a
preseleccionar una preferéncia R € R i establir que F(R) = R per a tot R € R"
i b) les funcions antidictatorials que consisteixen a preseleccionar un agent
i € N i definir, per a tot R € R", F(R) = R{, on R{ és I'ordre invers de R; (si
xP;y llavors yPfx i si xI;y llavors xI§y).8

Tercer, totes les variacions del compte de Borda (les regles de puntuaci6 en
qué els punts assignats a les alternatives s6n un vector (sy,...,S#4) decreixent)
satisfan el principi de Pareto i no so6n dictatorials, pero vulneren la propietat
de la independéncia d’alternatives irrellevants.

Quart, i com ja hem dit abans, el teorema té dos suposits implicits: el del
domini universal i que la preferéncia social ha de ser una relacié binaria total
i transitiva en A. En relaci6 amb el primer suposit implicit, si les preferen-
cies dels agents son estrictes, el teorema continua sent verdader; és a dir, si
#A > 3, una funcié de benestar social F: P" — R en P satisfa el principi de
Pareto i la propietat de la independéncia d’alternatives irrellevants si i només
si F és dictatorial. Hi ha una extensa literatura que es pregunta si és possible
obtenir funcions d’agregaci6 interessants debilitant els requeriments exigits a
les preferéncies socials (en particular, el de transitivitat).?

L’estructura de la demostraci6é del teorema d’Arrow és la seglient. Primer,
és immediat comprovar que qualsevol funcié de benestar social dictatorial
satisfa el principi de Pareto i la propietat de la independéncia d’alternatives
irrellevants. Per veure que I'altra implicaci6 és certa, suposem que F: R" — R
satisfa el principi de Pareto i la propietat de la independéncia d’alternatives
irrellevants. S"ha de demostrar que F és dictatorial. L’obtenci6 del dictador es
basa en I'analisi del poder que tenen alguns grups d’agents (a priori, amb més
d’un agent) anomenats coalicions decisives. Els agents d’una coalici6é decisiva
per a un parell d’alternatives poden imposar I’ordenacio social entre les dues
alternatives declarant una ordenacié unanime entre elles. La demostracio s’e-
xecuta en dos passos. Primer, es demostra que si una coalici6 és decisiva per
a un parell d’alternatives llavors és decisiva per a qualsevol parell. Segon, es
demostra que qualsevol particié d'una coalicié decisiva en dues subcoalicions
té la propietat que una, i només una, de les subcoalicions és decisiva. Aleshores,
comencant per N, que pel principi de Pareto és una coalici6 decisiva, i aplicant
reiteradament el segon pas, obtenim que existeix un Unic agent i € N tal que
la coalici6 {i} és decisiva per a qualsevol parell d’alternatives. Per tant, F és
dictatorial.!?

8 Vegeu Wilson [66].

9 Exemples de noves impossibilitats o de possibilitats (aquestes, no gaire substancials) es
poden trobar a Sen [60], Mas-Colell i Sonnenschein [37], Blau i Deb [20], Deb [23], Blair i Pollak
[19] i Pattanaik i Peleg [49].

10 Hi ha moltes demostracions alternatives del teorema d’Arrow. Per exemple, Barbera [4] es
concentra directament en coalicions decisives amb un Unic agent, anomenats votants pivotals
(aquells que tenen poder per a alterar I'ordre social). Vegeu també Barbera [6], Reny [52], Ubeda
[64], Geanakoplos [28] i Man i Takayama [36].
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2.3 El teorema d’impossibilitat de Gibbard-Satterthwaite

La noci6 de funcio de benestar social és molt ambiciosa ja que exigeix que
I'agregaci6 de les preferéncies dels agents generi una preferéncia social sobre
tot el conjunt d’alternatives. Molt sovint, pero, observem que els procediments
pels quals les societats prenen decisions collectives consisteixen a seleccionar
una Unica alternativa social a partir de les opinions individuals dels agents.

A principi dels anys setanta, i de manera independent, Gibbard [29] i
Satterthwaite [58] reformulen el context d’Arrow i introdueixen en 1’analisi
el problema dels incentius estratégics que els agents han de resoldre en revelar
les seves preferéncies: la possible manipulabilitat de la funcié d’elecci6 social.lt

Una funcio d’eleccio social f: R" — A representa un procediment per a
escollir, per a cada perfil de preferencies, una alternativa social.

Ara, en el perfil R € R™, la societat escull una inica alternativa social f(R) €
A. Per tant, té sentit preguntar-se com cada agent i avalua les consequiencies
de subministrar a la funci6 d’eleccié social una preferéncia (la verdadera
R;i) o una altra preferéncia (R; # R;). Serem exigents i voldrem que aquesta
pregunta tingui sentit independentment del grau d’informaci6é que cada agent
té sobre les preferéncies dels altres agents. La nocié de no-manipulabilitat
recull aquesta exigéncia, pero per a definir-la necessitem la notacié segiient:
donat el perfil R = (Ry,...,Rn) € R™ i la preferencia R; € R de I'agent i,
denotem per (R;,R_;) € R" el perfil de preferéncies obtingut a partir de
substituir en R la preferéncia R; per R}; per exemple, si 1 <i <mn, (R;,R_;) =
(le"'1Rl'—11R£|Ri+11'"an) e R™,

DEFINICIO 5. Un agent i € N manipula la funci6é d’elecci6 social f: R" — A
quan existeix un perfil R € R" i una preferéncia R; € R tals que

SRL,R_)Pif(Ri,R-;).

En aquest cas diem que i manipula f en el perfil R declarant R;. Una funci6
d’elecci6 social f: R™ — A és no manipulable quan cap agent pot manipular-la.

Abans de continuar, dues consideracions i un exemple son pertinents. La
primera és fer notar que perque un agent manipuli una funci6 d’elecci6 social
f:R"™ — A només cal que hi hagi un perfil i una preferencia alternativa per
a l’agent en que aquest obtingui, canviant la seva preferencia declarada, una
alternativa estrictament preferida (d’acord amb la seva verdadera preferén-
cia). La segona és observar que una funci6 d’elecci6 social indueix un joc en
forma normal en queé el conjunt de jugadors és el conjunt d’agents i el conjunt
d’estrategies de cada jugador és el conjunt de totes les prefereéncies individuals.
Aleshores, la no-manipulabilitat d'una funci6é d’elecci6 social és equivalent a
que declarar la verdadera preferéncia sigui una estratégia (débilment) dominant
en el joc induit; és a dir, independentment de les preferéncies declarades pels

11 Arrow ja és conscient d’aquest problema en el context de les funcions de benestar social,
pero ho deixa al marge de la seva analisi.
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altres agents, dir la verdadera preferéncia és sempre una de les estratégies
optimes. La propietat de no-manipulabilitat és molt exigent, pero té I’enorme
avantatge que els agents no necessiten conjecturar el comportament dels altres
agents i, per tant, no és necessari fer hipotesis sobre el grau d’informaci6 que
tenen sobre les preferéncies dels altres agents. Revelar la verdadera preferencia
és el millor que poden fer, independentment de les creences que tinguin sobre
les preferéncies dels altres agents.!? Per illustrar el concepte de manipulabilitat,
considerem I'’exemple segiient:

EXEMPLE 3. Considerem una societat N = {1,2} amb dos agents i un conjunt
A = {x,y,z} amb tres alternatives socials. Per simplificar, suposem que les
preferéncies dels agents son estrictes.!3 Considerem la funcié d’eleccio social
segiient f: P2 — {x,7y,z} en P. Fixat un perfil, suposem que cada agent veta
una alternativa (la pitjor en la seva preferencia estricta). Si només queda una
alternativa sense ser vetada, aquesta és I'escollida per f en el perfil; si en
queden dues, s’escull la millor alternativa de ’agent 2 (qui té, per tant, un vot
de qualitat). Considerem el perfil P = (P, P>) € P? ila preferéncia Pl € P de
I'agent 1 representats per

P P | P
X b% X
Y% x z
z z Y%

En el perfil (P, P»2), els dos agents veten z i surt elegida I’alternativa vy, la
preferida per 'agent 2 entre les no vetades x i y. Per tant, f(P;,P>) = y. En
el perfil (P;, P»), les alternatives vetades son vy i z i, per tant, f(P;,P2) = x.
Efectivament, 1’agent 1 manipula f en el perfil (P;, P;) declarant P; ja que
x = f(P],P2)P1 f(P1,P2) = . O

El teorema de Gibbard-Satterthwaite ens indica la impossibilitat de dissenyar
funcions d’elecci6 social interessants no manipulables. Per enunciar el teorema
necessitem dues peces addicionals de notaci6 i una definicio.

El rang d’una funci6 d’elecci6 social f: R™ — A és el conjunt

¥y ={x € A existeix R € R" tal que x = f(R)}.

Donats un subconjunt no buit d’alternatives B < A i una preferéncia individual
R; € R, denotem el conjunt d’alternatives maximals de B segons R; per

m(R;,B) = {x € B| xR;y per atoty € B}.

12 Jackson [31] dona una visié panoramica d’aquesta analisi estratégica quan s’exigeix a les
funcions d’elecci6 social propietats més débils que la de no-manipulabilitat.

13 Tal com hem fet per a les funcions de benestar social, donat un subconjunt de preferencies
D < R, definim la funcié d’elecci6 social en D com f: D" — A. Sovint ens referirem a D
(0 a D) com el domini de preferéncies. En particular, considerarem funcions d’elecci6 social
f:P" — Aen P. Al principi de la seccié 3 definirem formalment una funci6 d’eleccio6 social en
D no manipulable.
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Aquest conjunt pot ser buit, pero si A és finit i R; € P és una preferencia
estricta, aleshores #m(R;, B) = 1 per a tot subconjunt no buit B; en aquest cas,
també representem aquest unic element per m(R;, B).

DEFINICIO 6. Una funcié d’elecci6 social f: R™ — A és dictatorial quan existeix
un agent i € N tal que per a tot perfil R = (R1,...,Rn) € R™, f(R) € m(R;,7y).

Una funci6 d’elecci6 social dictatorial consisteix a preseleccionar un agent i
un subconjunt d’alternatives (el que sera el rang de la funci6), i a cada perfil
assignar-li una de les millors alternatives de ’agent en el subconjunt. Per tant,
qualsevol funcié constant és (trivialment) dictatorial.

El teorema de Gibbard-Satterthwaite (Gibbard [29] i Satterthwaite [58]) diu
que totes les funcions d’elecci6 social son manipulables, excepte les trivials
(dictatorials, o amb dues alternatives en el rang). Per tant, no podem evitar
de manera satisfactoria el comportament estrategic dels agents quan totes
les preferencies individuals sén legitimes: declarar la verdadera preferencia
no és sempre un comportament optim, independentment de les preferéncies
declarades pels altres agents.

TEOREMA 7 (TEOREMA DE GIBBARD-SATTERTHWAITE). Sigui f: R"— A una fun-
cio d’eleccio social tal que #vy + 2. Llavors, f és no manipulable si i només si
f és dictatorial.

Abans de passar a les idees principals de la demostracié del teorema, tres
comentaris s6n pertinents.

Primer, el teorema de Gibbard-Satterthwaite també té el suposit implicit
de domini universal. Aixo vol dir que els agents poden declarar com a pro-
pies totes les preferéncies en A. Si les preferéncies dels agents sén estrictes
(suposici6 plausible quan A és finit) el resultat d’impossibilitat continua sent
cert; en particular, les uiniques funcions d’elecci6 social f: P" — A en P no
manipulables amb un rang d’'una cardinalitat diferent de 2 s6n dictatorials. En
les seccions 3 i 4 veurem com, en contextos d’elecci6 social especifics, quan té
sentit fer la hipotesi que no totes les preferencies individuals s6n raonables, es
poden dissenyar funcions d’elecci6é social no manipulables no trivials.

Segon, si #ry = 1 (f és constant i, per tant, no manipulable) aleshores f és
trivialment dictatorial (tots els agents son dictadors), ja que per a tot perfil
R e R™, m(R;,ry) =7y peratotic N.

Tercer, si #ry = 2 la conclusio del teorema no és certa ja que la majoria
simple no és ni dictatorial ni manipulable. De fet, aquesta situacio és gairebé
equivalent a la d’Arrow (ho és quan les preferéncies socials son estrictes), ja
que podem identificar de forma natural la funci6é d’eleccié social amb una
funci6 de benestar social, i viceversa. Efectivament, la funcié d’elecci6 social
que consisteix a preseleccionar dues alternatives del conjunt A, per exemple x
iy,iper acadaperfil R = (Ry,...,R;) € R™ definir

x si#{ie N|xR;y}=
fw):{ Y

ISIERUSTN

vy si#{ie N|xR;y} <
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¢s no manipulable, no dictatorial i ¥~y = {x, ¥}. Recordeu que en I'exemple 1,
en queé la majoria simple generava un cicle, el conjunt A tenia tres alternatives.

Hi ha moltes demostracions diferents del teorema de Gibbard-Satterthwaite.
Algunes es basen en el teorema d’Arrow (per exemple, la de Gibbard [29]).
Es immediat comprovar que qualsevol funcié d’eleccié social dictatorial és
no manipulable. Aqui indicarem l’estructura de la demostracié de Barbera
i Peleg [13] de I’altra implicaci6, suposant que el conjunt d’alternatives és
finit i que les preferéncies son estrictes. La demostracio és per induccié en el
nombre d’agents i fa servir els conjunts d’opcions.'* Presentarem només la
demostracio del teorema per al cas n = 2. L’argument d’inducci6 esta fora de
I’abast d’aquest article.

Suposem que n = 2, #A és finit, f: P2 — A és no manipulable i #rp + 2.
Si#ry =1, f és trivialment dictatorial. Suposem, doncs, que #ry > 3. S’ha de
demostrar que f és dictatorial. L’obtenci6 del dictador es basa en I'analisi del
poder que tenen els dos agents per a imposar una alternativa. Sigui P; € P.
Definim el conjunt de les opcions (relatives a f) deixades per P; a I'agent 2 com

02(P1) = {x € A| existeix P, € P tal que f(P1,P>) = x}.

El conjunt 0, (P;) es defineix de manera similar.
Com a conseqiiéncia de la no-manipulabilitat de la funci6é d’elecci6é social
les sis afirmacions sobre els conjunts d’opcions segiients son certes.>
Primera, la funci6é sempre selecciona la millor alternativa, d’acord amb les
prefereéncies d'un agent, d’entre les opcions deixades per l'altre agent.

LEMA 8. Per a tot (P1,P>) € P2, f(P1,P>) = m(P2,02(P1)).

PROVA. Sigui z = f(P1,P>) i x = m(P2,02(P1)). Com que x € 02(P;), existeix
P, € Ptal que x = f(P1,P;). Si x + z llavors xP>z ja que z = f(P;, P>) implica
que z € 02(P1), i x = m(P2,02(P1)). Per tant, f(P1,P;)P>f (P1,P>); és a dir,
I'agent 2 manipula f en el perfil (P;,P,) declarant P;. O

Segona, la millor alternativa en el rang és sempre una de les opcions.
LEMA 9. Per a tot P, € P, m(Py,7y) € 02(Py).

PROVA. Sigui x = m(Py,7f). Com que x € 7y, existeix P = (P, P,) € P? tal
que f(P1,P>) = x. Sigui f(P1,P,) = z.Si x = z, m(P1,v¢) € 02(P1). Si x # z,
Navors f(P1,P>)P1f(P1,P>); és a dir, ’agent 1 manipula f en el perfil (P;,P>)
declarant P;. O

14 Per a demostracions alternatives, vegeu també Schmeidler i Sonnenschein [59], Batteau, Blin
i Montjardet [15], Barbera [5], Benoit [16], Sen [61], Reny [52], Ubeda [64], Eliaz [26] i Man i
Takayama [36]. Alguns d’aquests articles presenten un marc general en qué els teoremes d’Arrow
i de Gibbard-Satterthwaite sén casos particulars d'un resultat més general.

15 El raonament que segueix no avanca simetricament per als dos agents (malgrat que la
conclusio si que és simeétrica); al final es veura que és irrellevant en quin dels dos agents
concentrem la nostra atenci6. Aquesta és una caracteristica interessant del raonament en
conjunt.
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Tercera, la funci6 respecta la unanimitat en el rang.
LEMA 10. Per atotx € vy, six = m(Py,vy) = m(Pz,vy) llavors f(P1,P2) = x
PROVA. Suposem que x € vy ix = m(P1,vf) = m(P», 7). Pel lema 9, x €

01(P2) N 02(Py). Per tant, x = m(Py,01(P>)) m(P»,02(P1)). Pel lema 8,
J(P1,P2) = x. 0

Quarta, el conjunt d’opcions només depen de la millor alternativa en el
rang.

LEMA 11. Per a totx € vy, six =m(Py,vy) =m(Py,v¢) llavors 02(P1) =02(Py).

PROVA. Suposem que x = m(Py,7y) = m(Pl,rf) € ¥y 1 existeix z € 02(P1)\
02(P1) Pellema 9, x € 02(P1) N 02(P1) Sigui P> € P qualsevol preferéncia tal
que zP,xP,y peratot y € rf\{x z} (P, existeix pel suposit de domini univer-
sali#ry = 3). Aleshores, a) f(P1,P>) = z,jaque pellema 8, z = m(P»,02(Py)) =
f(P1,P2) ib) f(P{,P2) = x,jaque z ¢ 02(P]), x € 02(P;) i, per la definicio
de P, i el lema 8, x = m(P2,02(P))). Per tant, f(P;,P2)P,f(P1,P,); és a dir,
'agent 1 manipula f en el perfil (P;, P,) declarant P;. O

Quinta, el conjunt d'opcions deixades per una preferéncia o conté una tinica
alternativa o coincideix amb el rang.

LEMA 12. Per a tot Py € P, 0 bé#02(P1) = 1 0 bé 02(P1) = 7.

PROVA. Suposem que existeixen P; € Pix,y,z € vy tals que x,y € 0> (P1)
iz ¢ 02(Pp). Sense perdua de generalitat podem suposar que x = m(P;,A)
i zP1y ja que si no, podem modificar P; fins que aix0 sigui cert a causa
que, pel lema 9, la millor alternativa en el rang pertany al conjunt d’opcions
i, pel lema 11, el conjunt d’opcions només depen de la millor alternativa
en el rang. Considerem qualsevol preferéncia P, € P tal que zP,yP>w per
atotw € re\{y,z} (P> existeix pel suposit de domini universal i #ry =
3). Aleshores, f(P1,P>) = y ja que z ¢ 02(Py) i, pel lema 8 i y € 0»(Py),
f(P1,P2) = m(P»,02(Py)). Considerem una altra preferéncia qualsevol P; € P
tal que z = m(P{,7y). Pel lema 9, z € 02(P)). Pel lema 8, f(P{,P>) = z. Per
tant, f(Py,P2)P, f(P1,P,); és a dir, 'agent 1 manipula f en el perfil (Py,P,)
declarant P;. O

Sisena i ultima, el conjunt d’opcions deixades per totes les preferéncies o bé
conté una Unica alternativa o bé coincideix sempre amb el rang.

LEMA 13. O bé #0,(P1) = 1 per a tot Py € P, 0 bé 02(P1) = vy per a tot P; € P.

PROVA. Suposem que no. Pel lema 12, existeixen Py, Py € P tals que 02(Py) =
{x}io02(P1) = rp. Com que #ry > 3, pel lema 11 (el conjunt d’opcions només
depén de la millor alternativa en el rang), podem suposar que xP;z per a
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alguna z € ry. Considerem qualsevol preferéncia P> € P tal que m(P>,ry) = z.
Aleshores, a) f(Py,P>) = z, pel lema 8,ib) f(P1,P») = x ja que 02(P;) = {x}.
Per tant, f(P;, P>)P; f(Py, P>); és a dir, 'agent 1 manipula f en el perfil (P, P,)
declarant P;. O

Ara és facil demostrar que f: P> — A és dictatorial. Pel lema 13, o bé
#02(P1) = 1 per atot Py € P o bé 02(P1) = 7y per a tot Py € P. Si#02(P1) =1
per a tot P; € P, pel lema 9, 02(P1) = m(Py,7y). Aleshores, f(P1,P2) =
m(Py,7y) peratot (Py,P2) € P?; és a dir, 'agent 1 és un dictador. Si 02 (P;) = vy
per a tot P; € P, pel lema 8, f(P;,P») = m(P>,02(P1)) per a tot P, € P. Per
hipotesi, m(P2,02(P1)) = m(Pz,7y) per a tot P> € P; és a dir, 'agent 2 és un
dictador.

2.4 Relacio entre independéncia d’alternatives irrellevants i
no-manipulabilitat

En aquesta subseccié presentem, en el context de preferéncies estrictes, la
relacio entre la propietat de la independéncia d’alternatives irrellevants d’'una
funci6 de benestar social i la no-manipulabilitat de la funcié d’elecci6 social
associada, obtinguda assignant a cada perfil de preferencies 1'inic element
maximal de la preferéncia social. Es a dir, donada una funcié de benestar social
F: P" — P definim la funcié d’elecci6 social associada fr : P"* — A posant, per
atotP € P", fr(P) = m(F(P),A).

Una funci6 de benestar social F: P" — P és monotona quan té la propietat
segilient. Per a tot x € A i tot parell de perfils P, P’ € P" que només difereixen
en el fet que la posicio relativa de x millora en P’, llavors la posici6 relativa de
x en F(P’) no empitjora. Blair i Muller [18] demostren la proposicié segiient:

PROPOSICIO 14 (BLAIR I MULLER [18]). Les dues afirmacions segtients son equi-
valents:

1) F: P" — P és monotona i satisfa la independencia d’alternatives irrellevants.
2) fr:P" — A és no manipulable.

2.5 Restriccions de domini i possibilitats

En les dues properes seccions presentarem diferents problemes d’eleccié social
en que l'estructura del conjunt d’alternatives obliga a restringir el conjunt
de preferéncies individuals. L’eliminaci6 de preferéncies individuals limita la
capacitat dels agents de manipular les funcions d’elecci6 social. Aixo suggereix
la possibilitat que existeixin funcions d’eleccié social no manipulables (i no
trivials) en el domini restringit. Aquest enfocament, pero, dependra de 1'es-
tructura del conjunt d’alternatives i de la restriccié de domini de preferencies
induida. Per aquest motiu no disposem d’una teoria amb resultats de possibili-
tat generals, sin6é que aquests s6n especifics a cada una de les restriccions de
domini.
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Hi ha dues families de models que tractarem separadament. En els models
de la primera familia, que corresponen al model presentat en la secci6 2, les
alternatives no tenen cap component privat i, per tant, les preferéncies indi-
viduals continuen estant definides en el conjunt d’alternatives A, el conjunt
imatge de les funcions d’elecci6 social. Aquestes restriccions de domini les
anomenarem de bé puiblic. En els models de la segona familia les alternatives
tenen components privats ja que per a descriure una alternativa hem d’es-
pecificar aspectes, cada un dels quals només interessa a un dels agents. En
aquests casos, la restriccié de domini és conseqiiéncia (sovint, juntament amb
altres consideracions) del fet que cada agent, com que no li importa 'aspecte
privat de I'alternativa corresponent als altres agents, és indiferent entre totes
les alternatives que tracten diferent els altres agents pero el tracten igual a
ell. Per tant, sera convenient considerar funcions d’elecci6é social que escullin
alternatives depenent exclusivament de les preferéncies individuals sobre els
components privats de les alternatives socials. Aleshores, el domini d’aquestes
funcions no sera el producte cartesia (n vegades) del mateix subconjunt de
preferéncies individuals en A, sin6 que sera el producte cartesia de subconjunts
de preferéncies diferents, un per a cada agent. Per aixo, haurem de reformular
una mica el nostre model. Aquestes restriccions de domini les anomenarem de
béns privats i les presentarem en la seccio 4.

3 Restriccions de domini de bé public

Sigui D < R un subconjunt arbitrari de preferéncies en el conjunt d’alternatives
A. Una funcié d’eleccio social f (en D) és una funcié f: D™ — A que selecciona
una alternativa f(R) per a cada perfil de preferencies R = (Ry,...,R;) en el
conjunt D", Ens referim al producte cartesia D" (o al mateix conjunt D) com
el domini de preferéncies.

Estem interessats en funcions d’elecci6 social sobre dominis de preferéncies
que induexin els agents a declarar la verdadera preferencia; és a dir, que siguin
no manipulables en el seu domini. Per tant, reformulant la noci6é general, direm
que una funci6 d’elecci6 social f: D" — A (en D) és no manipulable (en D)
quan per a tot R € D", toti € N,itotR; € D,

f(Ri,R-)Rif(R;,R ;).

També considerarem altres propietats de les funcions d’elecci6é social en
un domini D. Una funci6é d’eleccié social f: D" — A és anonima quan no
depén dels noms del agents; és a dir, per a qualsevol bijecci6 0: N — N i
tot R € D", f(R1,...,Rn) = f(Rs1),---sRom)). Una funcié d’elecci6 social
f: D" — A és eficient quan per a tot R € D" no existeix z € A tal que, per a
toti € N, zRif(R) i zP; f(R) per a algun j € N. Una funci6 d’elecci6 social
f: D" - A és unanime quan per a tot R € D" tal que ey M (Ri, A) + 0,
fF(R) € Nieny M(R;, A).
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3.1 Bé public amb preferéencies unimodals: el votant media

Considerem problemes d’eleccié social en que les alternatives tenen unes
propietats que indueixen un ordre «natural» en A, unanimement acceptat
per tots els agents. Hi ha molts problemes d’elecci6 social en qué el conjunt
d’alternatives esta ordenat: la localitzacio fisica d'un bé public (un hospital,
una escola o una piscina municipal), els partits politics ordenats en I'espectre
esquerra-dreta, la temperatura en una habitacio on han de conviure (o treballar)
els agents o el minim exempt de I'impost de la renda sobre les persones fisiques.
Es important assenyalar que I'ordre ha de ser unanime. Per exemple, tots els
agents estan d’acord en el fet que una habitacio a 19 graus és més freda que a
21. Aix0 no treu, pero, que els agents discrepin sobre quina és la temperatura
ideal de ’habitacio; uns consideraran que és 19 graus i d’altres 21. En aquest
cas, el problema d’elecci6 social és escollir una temperatura de I'’habitacio
tenint en compte les preferéncies individuals. Aquesta estructura d’ordre sobre
el conjunt d’alternatives imposa unes limitacions naturals sobre el conjunt de
preferéncies individuals. Per exemple, si la temperatura ideal de 1'habitacio
de I'agent i és 21 graus, és natural que i prefereixi 23 graus que 25, ja que
és raonable suposar que les preferéncies R; tenen la propietat que existeix
una unica alternativa ideal (#m(R;, A) = 1, que denotarem per t(R;)), i que
a mesura que considerem alternatives més allunyades de la ideal (segons
I'ordre unanime), aquestes son considerades com a pitjors. Per simplicitat
considerarem que el conjunt d’alternatives A és l'interval [0,1] C R i que
I'ordre «natural» sobre [0,1] és ’ordre > dels niumeros reals. Black [17] és el
primer a suggerir que, donat I'ordre del conjunt d’alternatives, les prefereéncies
dels agents han de ser unimodals.

DEFINICIO 15. Una preferéncia R; € R és unimodal quan

1) existeix una tnica alternativa ideal t(R;): t(R;)P;y per a tot
y e [0, 1]\ {t(R)} i

2) per a tot parell d’alternatives x, y € [0,1] tals que v < x < t(R;) o t(R;) <
X <y, xPiy.

Sigui UM C R el conjunt de preferéncies unimodals en [0, 1]. Donada una
preferencia unimodal R; € ‘UM, pot passar que yP;x fins i tot si [t(R;) — x| <
|t(R;) — v |; pero, llavors, x i v estan necessariament situades a diferents
costats de l'alternativa ideal t(R;).

Una funcié d’elecci6 social f: UM™ — [0, 1] és un sistema de votacio quan
per a tot parell de perfils R,R" € UM" tals que t(R;) = t(R;) per atoti e N,
f(R) = f(R'); és a dir, els sistemes de votaci6 escullen I’alternativa social
tenint en consideracié només el vector d’alternatives ideals.

Moulin [44] caracteritza tots els sistemes de votacié no manipulables en
el domini de preferéncies unimodals. Aquesta familia conté moltes funcions
no dictatorials. Totes s6n extensions del sistema de votacio del votant media.
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Seguint el mateix Moulin [44], i abans de presentar el teorema general, presen-
tarem dos dels seus corollaris caracteritzant dues subfamilies enniuades (en
anglés, nested) que permeten desenvolupar intuicions utils per a entendre la
caracteritzacio general, pero que també son interessants per si mateixes.

Considerem el cas d'un numero n senar d’agents amb preferéncies uni-
modals en [0,1] i la funci6 d’elecci6 social f: UM"™ — [0, 1] que consisteix a
escollir, per a cada perfil de preferéncies R = (R1,...,R;) € UM", la mediana
d’entre les alternatives ideals dels n agents; és a dir, f(R) = med{t(R;),...,
t(Rn)}.16 Aquesta funcio d’eleccid social és un sistema de votacio (només de-
pén del vector d’alternatives ideals) anonim i eficient.!” Per veure que a més és
no manipulable, considerem un perfil R arbitrari de preferéncies unimodals. Un
agent i per a qui I'alternativa ideal sigui la mediana no pot manipular f en R ja
que f(R) = t(R;). Considerem ara un agent i amb una alternativa ideal diferent
de la mediana. Suposem que t(R;) < f(R) (el cas contrari és simeétric). L’agent
i només pot modificar I'alternativa escollida declarant una preferéncia R; amb
la propietat f(R) < t(R}), pero en aquest cas la nova alternativa escollida o no
canvia o és més gran que f(R) i, per tant, és igual o pitjor des del punt de vista
de la preferencia unimodal R;. L'agent i tampoc pot manipular f en el perfil R,
amb la qual cosa podem concloure que f és no manipulable.

Una funci6 d’elecci6 social potencialment interessant és la funcio f: UM™ —
[0,1] que escull, per a cada perfil R € UM", la mitjana de les n alternatives
ideals; és a dir, f(R) = Lﬁ”m"). Aquesta funci6 és manipulable ja que és
massa sensible a les alternatives ideals declarades. Per veure-ho, considerem
el cas N = {1,2} i qualsevol perfil (R{,R>) € UM? on t(Ry) = % it(Ry) = %.
Llavors, f(R) = %, pero 'agent 1 manipula f en el perfil R declarant qualsevol
preferéncia R} € UM amb la propietat que 0 < t(R}) < %. Simeétricament,
I'agent 2 manipula f en R declarant qualsevol preferencia R, € UM amb
la propietat que % < t(R5) < 1. D'altra banda, la funci6 mediana és molt
menys sensible respecte a I'alternativa ideal declarada per cada agent: per a
tot R_; € 'U.’]Vlnfl, t(Ri),t(Rz) < f(Ri,R_;) implica f(R;,R_;) = f(R;,R,i).
Aquest és un principi bastant general. Una funci6 d’elecci6 social, per a ser
no manipulable, no pot ser gaire sensible a les preferéncies individuals i, per
tant, ha de ser constant en bastants subconjunts de perfils. Aquest és un dels
motius més importants que fan dificil dissenyar funcions d’elecci6 social no
manipulables i eficients. Aquest no és el cas, pero, quan les preferéncies sén
unimodals.

Tornem ara a la funcié mediana i suposem que afegim, a les alternatives

ideals dels n agents, n — 1 vots ficticis: ”T_l vots per a l'alternativa O i els

altres “>' vots per a l'alternativa 1 (continuem suposant que n és senar).

16 Donat un conjunt senar de nameros reals {xi,...,xkx} definim la seva mediana com
med{xy,...,xx} =y,onyéstalque #{1 <k <K | xp <y} > g i#{l<k<K|xp=y}= g
Si K és senar la mediana és tunica i pertany al conjunt {x1,...,Xx}.

17 Es facil comprovar que una funci6 d’eleccié social f: UM™ — [0, 1] és eficient si i només si
per a tot R € UM", min{t(R;) | i € N} < f(R) < max{t(R;) | i € N}.
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Aleshores, la mediana entre les alternatives ideals dels n agents i la mediana
entre les n alternatives ideals i els n — 1 vots ficticis coincideixen, ja que
els "T_l zeros i els "T_l uns ficticis es cancellen entre si; és a dir, per a tot

R = (Ry,...,Ry) e UM",
f(R) =med{t(Ry),...,t(Ry), 0,...,0, 1,...,1 } =med{t(Ry),...,t(Ry)}.
—_—

"T’l vegades "T’l vegades

Podem fer un pas més, i en comptes de posar els n — 1 vots ficticis en
els extrems, i independentment de si n és parell o senar, els podem posar
en qualsevol alternativa i considerar llavors la mediana entre les alternatives
ideals dels n agents i els n—1 vots ficticis vy _1,...,v1 € [0, 1]. Per tant, donats
Un-1,...,V1 € [0,1] definim la funcié d’eleccio6 social f: UM™ — [0,1] (que
depén dels n — 1 vots ficticis considerats) assignant, per a tot R € UM",

f(R) =med{t(R1),...,t(Rn),Vn-1,..-,V1}.

Es menys obvi veure que aquesta familia de funcions (una per a cada possible
vector de n — 1 vots ficticis) coincideix amb el conjunt de totes les funcions
d’eleccio6 social no manipulables, anonimes i eficients (és facil demostrar que
tota funci6é d’eleccié social no manipulable i eficient és un sistema de votacio).

COROLLARI 16 (MOULIN [44]). Una funcio d’eleccio social f: UM™ — [0,1] és
no manipulable, anonima i eficient si i només si existeixen n — 1 vots ficticis
0<vp_1<---<v; <1 tals que, per a tot R € UM",

f(R) =med{t(Ry),...,t(Ry),Vn-1,---,V1}.

Sorprenentment, si en comptes de prefixar n — 1 vots ficticis en prefixem
n + 1, podem prescindir de la propietat d’eficiéncia en el resultat anterior (pero
llavors hem d’afegir la hipotesi que la funcié d’eleccio6 social és un sistema de
votacio).

COROLLARI 17 (MOULIN [44]). Una funcio d’eleccio social f: UM™ — [0,1] és
un sistema de votacio no manipulable i anonim si i només si existeixen n + 1
vots ficticis 0 < v, < - - - < vy < 1 tals que, per a tot R € UM",

f(R) =med{t(Ry),...,t(Ry),Vn,...,Vo}.

Observem que les funcions constants, eliminades en el corollari 16 per la
propietat d’eficiéncia, pertanyen a la classe identificada en el corollari 17, ja
que la funcié f(R) = x per a tot R € UM" correspon a la funcié6 mediana
quan els n + 1 vots ficticis son tots iguals a x. A més, cada una de les funcions
identificades en el corollari 16 (amb els seus corresponents n — 1 vots ficticis
Vn-1,..., V1) pot ser representada també amb n + 1 vots ficticis afegint als
n — 1 anteriors v, = 0ivg = 1.

Per desenvolupar una intuici6 util per a entendre la caracteritzacié sense
anonimat, considerem el cas n=2. Donats 0 <vy 2} <v(; <Vp; <Vp<1,un
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vot fictici per a cada coalici6 (subconjunt) d’agents, definim la funcié d’eleccio
social f: UM? — [0,1] com, per a tot R € UM?,

(V1,2 si t(R1),t(R2) < V1,2
t(Ro) Ssit(R1) = vz < t(R2) vy
V1) Ssit(R1) vz vy < t(Rp)
med{t(R1),t(R2),vi13} sivqz <E(R1) vy

f(R) =1t(Ry) si Vi) = t(Ry) < Vi2}
med{t(R1),t(R2),v23} Sivpy <t(R1) < vy
Vi2} sivg < t(R1)it(R2) < vy
t(Ry) sivpy < t(Rp) <vg < t(Ry1)
L Vg sivg < t(Ry),t(R2).

Notem que 7y = [v{1,2}, Vp]. Podem interpretar aquesta funcié com una manera
d’assignar el poder als subconjunts d’agents (coalicions) per a seleccionar
l'alternativa en el conjunt vy = [v{,2},Vg]. Es facil comprovar que aquesta
funcio6 es pot escriure com

f(R) = min max{t(R;),vs}.
sc{l,2} ieS

Per a presentar la caracteritzacié de tots els sistemes de votacié no ma-
nipulables en el domini de preferencies unimodals, diem que una collecci6
{vs}seonv és una familia monotona de vots ficticis si a) vs € [0,1] per a tot
§ e€?2Nib) T c Q implica v < vr. El resultat general de possibilitat és el
seguent:

TEOREMA 18 (MOULIN [44]). Una funcio d’eleccio social f: UM™ — [0,1] és un
sistema de votacio no manipulable si i només si existeix una familia monotona
de vots ficticis {vs}scon tal que, per a tot R € UM™,

S(R) = min max{t(R;), vs}. (1)
Se2N ieS

Les funcions d’elecci6 social identificades en el teorema 18 es coneixen com
a sistemes del votant media generalitzat. Una primera manera d’interpretar-los
és la segiient: cada sistema del votant media generalitzat (i la seva familia
monotona de vots ficticis associada) pot ser entés com una manera particular
de distribuir el poder entre les coalicions (els subconjunts) d’agents per a
influir en el resultat de I’eleccié social. Per veureu-ho, considerem una coa-
lici6 arbitraria S i el seu vot fictici associat vg. Aleshores, la coalici6 S pot
assegurar-se que, declarant tots els seus membres una alternativa ideal menor
o igual a vg, l'eleccio social sera com a maxim vs, independentment de les
alternatives ideals declarades pels agents de la coalici6 complementaria.'8

18 Vegeu Barbera, Mass6 i Neme [10] per a una interpretaci6 similar per al cas en queé el conjunt
d’alternatives sigui un conjunt finit totalment ordenat.
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Una descripcio alternativa de la distribucié de poder entre les coalicions és la
seglient: fixem una familia monotona de vots ficticis {vs}scon (i, per tant, un
sistema del votant media generalitzat) i considerem un vector d’alternatives
ideals (t(Ry),...,t(Ry)). Comencem per I'extrem esquerre de l'interval i «pres-
sionem» I’elecci6 social cap a la dreta, com si f volgués seleccionar I'alternativa
més gran possible pero, al mateix temps, les coalicions tinguessin el poder de
parar aquesta tendencia creixent amb el vot dels seus membres. Per tant, anem
pujant des de I'alternativa O fins que arribem a una alternativa x, la primera en
que dues coses passen simultaniament: a) existeix una coalicié d’agents S tal
que tots els seus membres han declarat una alternativa ideal igual o menor a x
(i. e, t(R;) < x peratotieS)ib)el vot fictici vs associat a S esta situat per
sota de x (i. e., vs < X).

Els sistemes de votacio6 identificats en el corollari 17 constitueixen la sub-
classe anonima dels sistemes del votant media generalitzat. En aquest cas, els
vots ficticis de dues coalicions amb la mateixa cardinalitat han de ser iguals.
Podem identificar els n + 1 vots ficticis v, < - - - < vy necessaris per a des-
criure f com un sistema del votant media generalitzat de la manera segilient:
peracada 0 <s <n, vs = vs pera tot S € 2N tal que #S = s. Amés, si n
és senar, el (verdader) votant media s’obté escollint v, = --- = Vnn = 0i

Vst =+ =V = 1 ja que, per a qualsevol R = (Ry,...,Ry,) € UM",

med{t(R1),...,t(Ryn), Vn,...,Vo} =

=med{t(Ry),...,t(Ry), 0,...,0, 1,...,1 } =
—

n+l n+l
5~ vegades “5- vegades

=med{t(Ry),...,t(Ry)}.

Per acabar, la funcié d’elecci6 social f: UM™ — [0,1] on 'agent j € N és un
dictador (és a dir, per a tot R € UM", f(R) = t(R;)) es pot descriure com un
sistema del votant media generalitzat, seleccionant vg = 0 per a tot S C N tal
que j € Sivsg =1peratotS C N tal que j ¢ S. Aleshores, per a qualsevol
R € UM"™, max;es{t(R;),vs} = 18ij ¢ Simaxies{t(R;),Vs} = maxjes{t(R;)}
si j € S. Per tant, mingeoy maX;es{t(R;), vs} = £(R}).

La demostraci6 del teorema 18 té dues parts. La primera, comprovar que
qualsevol sistema del votant media generalitzat és no manipulable. L’argument
és molt semblant al ja presentat en el cas particular de la funcié mediana: els
agents només poden afectar 1'elecci6 social allunyant-la de la seva alternativa
ideal. La segona, donada una funci6 d’elecci6 social f: UM™ — [0,1] que és
un sistema de votacié no manipulable, identificar la familia monotona de vots
ficticis {vs}seon, per a la qual la condici6 (1) del teorema 18 se satisfa. Per
identificar els vots ficticis, considerem qualsevol S € 2 i perfil R € UM" tals
que t(R;j) =0siie Sit(R;) =1sii¢ S.Definim vg = f(R). La comprova-
ci6 que la f aixi definida satisfa (1) amb aquesta familia monotona de vots
ficticis conclou la demostracio, pero la deixem per al lector.
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Finalment, per veure que en les afirmacions del corollari 17 i el teorema 18 la
hipotesi que f és un sistema de votacio és imprescindible (és a dir, no és una
conseqiiéncia de les propietats de no-manipulabilitat i anonimat), considerem
la funcié d’eleccio6 social f: UM"™ — [0,1] tal que, per a tot R € UM",

0 si#{ie N|OR;1} =#{i e N|1P;0}

T = {1 si#{i € N |OR;1} <#{i €N | 1P0}. "

Aquesta funci6é f és no manipulable i anonima pero no és un sistema de votaci6
(la funci6 depén de com els agents comparen les dues alternatives extremes,
no de les seves alternatives ideals). A més, f tampoc és eficient, unanime, ni
exhaustiva. No obstant aix0, qualsevol funci6 d’eleccié social no manipulable
que satisfaci una d’aquestes tres propietats és, de fet, un sistema de votacio.

Masso i Moreno de Barreda [39] caracteritzen la classe de totes les funci-
ons d’elecci6 social no manipulables en el domini de preferéncies unimodals
simetriques, aquelles per a les quals la noci6 de distancia a I’alternativa ideal
determina les preferéncies entre els parells d’alternatives en costats diferents
de I'alternativa ideal. La classe de funcions d’eleccié social no manipulables
en aquest domini més petit és substancialment més gran que la dels sistemes
del votant media generalitzat. Per altra banda, Barbera i Peleg [13] obtenen un
resultat d’impossibilitat (les tniques funcions d’elecci6 social no manipulables
son dictatorials) en el domini de preferéncies continues quan el conjunt d’al-
ternatives A és un espai meétric arbitrari.!® Aquests dos resultats illustren la
tensi6 entre considerar dominis més grans de preferéncies i la possibilitat de
dissenyar-hi funcions d’elecci6 social no manipulables: com més restrictiu sigui
el domini de preferéncies més possibilitats hi ha de poder-hi definir funcions
d’elecci6 social no manipulables.

Border i Jordan [21] és el primer d'una llarga llista d’articles que estenen
els resultats de Moulin [44] a contextos on el conjunt d’alternatives té una es-
tructura més rica.?? Per a descriure una alternativa son necessaries més d'una
caracteristica, i cada una d’aquestes es pot donar en diferents intensitats; per
exemple, quan considerem una societat que ha d’escollir simultaniament entre
diferents béns publics, o la seva localitzacio fisica en un espai bidimensional,
o la descripcié dels partits politics en dues dimensions, una per a descriure
els aspectes de les seves politiques socials (esquerra-dreta) i I’altra el seu grau
de nacionalisme (molt-poc). En aquests casos també té sentit considerar que
les preferéncies dels agents en aquests conjunts d’alternatives sén unimodals
generalitzades. Pero, ara, hi ha més d’'una noci6 natural de preferencies unimo-
dals en conjunts d’alternatives multidimensionals. Per a cada possible extensio,
tenim diferents resultats de possibilitat (o fins i tot d’impossibilitat).

19 Diem que la preferéncia R; en un espai metric A és continua si, per a tot x € A, els conjunts
{y e A|yRix}i{y € A| xR;y} son tancats.

20 Per exemple, vegeu Barbera, Gul i Stachetti [7], Barbera i Jackson [8], Barbera, Massé i Neme
[10, 11], Barbera, Masso i Serizawa [12], Le Breton i Sen [34], Nehring i Puppe [46, 47], Peters, Van
der Stel i Storcken [50, 51] i Zhou [67].
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3.2 Elecci6 de subconjunts de candidats: vot per comités

Barbera, Sonnenschein i Zhou [14] consideren problemes d’elecci6 social en qué
les alternatives socials son els subconjunts d’'un conjunt donat. Per exemple,
I'elecci6 de nous membres d'una societat, les eleccions de representants en so-
cietats democratiques o les posicions publiques de partits politics en diferents
temes. Farem servir el primer d’aquests exemples com a referéncia basica.?!
Per tant, considerem una societat N de n agents que ha d’elegir un subconjunt
de nous membres d’entre un conjunt donat K de k candidats. El conjunt d’al-
ternatives és doncs 2K, la familia de subconjunts de K. En aquest cas és natural
suposar que no totes les preferéncies individuals en 2X s6n admissibles, ja
que les preferéncies sobre els subconjunts de K seran guiades, en part, per
com els agents consideren els candidats individualment. Per simplicitat també
suposarem que les preferéncies dels agents en 2K son estrictes. En particular,
direm que una preferencia P; és separable quan podem dividir el conjunt de
candidats en dos subconjunts disjunts, el dels bons i el dels mals candidats,
de manera que afegir un candidat a un conjunt donat millora el conjunt si i
només si el candidat afegit és un bon candidat.

DEFINICIO 19. Una preferéncia estricta P; és separable en 2X quan per a tot
xeKitotS €2Xtalsque x ¢ S,

SU{x}PiS = {x}P;0.

Una preferéncia estricta P; és additiva en 2X quan existeix una funcioé (d’utilitat)
ui: Ku® - Rtal que u;(@) =0iperatotS, T e 2K,

SPT <= > ui(x)> > ui(x).

xeS$ xeT

Les preferéncies additives s6n separables, i hi ha preferéncies separables
que no soén additives. Per exemple, amb k = 3, la preferencia

{x,v,z}Pi{y,z} Pi{x, z} Pi{x, y }Pi{x}Pi{y } Pi{z} P;{

és separable pero no additiva ja que {x}P;{y}P;{z} implicaria que u;(x) >
ui(y) > ui(z), pero llavors el subconjunt {x, y} hauria de ser estrictament
preferit a {7y, z}. Per tant, pera k > 3, A < Se & P, on A i Se son els conjunts
de preferéncies estrictes additives i separables en 2X, respectivament. Donada
P; € P denotarem per m(P;, 2K) el millor subconjunt de 2X segons P;.
Seguint Barbera, Sonnenschein i Zhou [14], un sistema de vot per comites es
defineix a partir d'una collecci6 de families de coalicions guanyadores (comites),
una per a cada candidat. Els agents voten per un subconjunt de candidats
(interpretat com el seu subconjunt de candidats ideal). Per a ser escollit, un

21 De fet, moltes societats escullen els seus nous membres fent servir el vot per comites;
per exemple, 'Econometric Society escull cada any els seus nous membres d’honor amb un vot
per comités anonim i neutral.
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candidat ha d’obtenir els vots de tots els membres d’alguna coalici6é guanyadora
per a aquest candidat. Formalment, un comité per a x € K, representat per
W, < 2N, és una familia no buida de coalicions no buides de N amb la propietat
de la monotonia coalicional: a) Wy = 0, b) 0 ¢ Wy ic)S € W, iS c T implica
T € Wy. Sigui D C P un subconjunt arbitrari de preferéncies estrictes en 2K,
Diem que una funcio f: D" — 2K és un sistema de vot per comités (en D) quan
existeix una familia de comités ‘W = (Wy)xek, un per a cada candidat, tal que
per a tot perfil P = (Py,...,P,) € D" i tot candidat x € K,

xe f(P) = {ieN|xemP,25)} e W,.

Els sistemes de vot per comités només depenen del vector (m(Py,2X),...,
m(Py, 2X)) de subconjunts ideals. Noteu que si P; és una preferéncia se-
parable (additiva) aleshores m(P;, 2X) coincideix amb el conjunt de candi-
dats bons per a i: x € m(P;,2X) si i només si {x}P;® (ui(x) > 0). Per
exemple, per a N = {1,2,3} i K = {x,y,z} el sistema de vot per comite
W = (Wx, Wy, W) on Wy = {{1},1{2},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}, W, =
{{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} i W, = {{1,2,3}} té la propietat que perqué x
pertanyi al subconjunt escollit ha de ser un bon candidat per a ’'agent 1 o
I’'agent 2, perqué y pertanyi al subconjunt escollit ha de ser un bon candidat
per a almenys dos agents i perqué z pertanyi al subconjunt escollit ha de ser
un bon candidat per als tres agents.

Barbera, Sonnenschein i Zhou [14] demostren que els sistemes de vot per
comités en el domini de preferéncies separables (i també de preferéncies
additives) constitueixen la classe de funcions d’elecci6 social exhaustives i no
manipulables en Se (i també en A).

TEOREMA 20 (BARBERA, SONNENSCHEIN I ZHOU [14]).

e Una funcié d’eleccio social exhaustiva f: Se™ — 2K és no manipulable en
Se si i només si és un sistema de vot per comités en Se.

e Una funcio d’eleccié social exhaustiva f: A" — 2K és no manipulable en
A siinomeés si és un sistema de vot per comités en A.

Les dues afirmacions del teorema 20 només difereixen en els dominis de les
funcions d’elecci6 social. En aquest cas I'augment del domini (i, per tant, del
conjunt de preferencies que els agents poden declarar), en passar de A a Se, no
redueix el conjunt de funcions d’elecci6 social exhaustives i no manipulables.
Barbera, Sonnenschein i Zhou [14] també caracteritzen les subclasses anonimes
(els comites només depenen de la cardinalitat de les coalicions) i neutrals (tots
els comites dels diferents candidats so6n iguals). Finalment, la hipotesi que f és
exhaustiva és restrictiva.??

22 Noteu, pero, que qualsevol funcié d’elecci6 social unanime és exhaustiva. Barbera, Masso i
Neme [10, 11] obtenen caracteritzacions de totes les funcions d’elecci6 social no manipulables.
L’'interés d’aquesta extensio és que les funcions d’elecci6 social no exhaustives son necessaries
per a resoldre problemes en qué existeixen restriccions que fan que no tots els subconjunts
de candidats puguin ser escollits (a causa de restriccions pressupostaries o de politiques de
promocio6 de paritat de sexes entre els candidats escollits, per exemple).
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La demostracié que qualsevol funcié d’elecci6é social exhaustiva i no mani-
pulable en Se 0 en A és un sistema de vot per comités queda fora de I’abast
d’aquest article;23 és per induccio en el nombre d’agents i utilitza intensament
el conjunt de les opcions deixades per la preferéncia d'un agent als altres
agents. No obstant aix0, donada una funcié d’elecci6 social en Se o en A, és
senzill veure com s’obtenen els comites. Per a cada candidat x € K contruim el
seu comité W, posant: peratot® = T < N, T € W, siinoméssi f(P) = {x}
per a qualsevol perfil P (en Se o en A) tal que m(P;,2X) = {x} peratoti €T
i m(P;,2X) = @ per a tot i ¢ T. Per veure que un sistema de vot per comiteés
és una funci6 d’elecci6 social exhaustiva considerem, per a cada subconjunt
de candidats S € 2X, qualsevol perfil P (en Se o en A) tal que m(P;,2X) = §
per a tot i € N. Aleshores, f(P) = S jaque per atot x € S, N € W,, i per
atoty ¢ S,{i € N |y e m(P;,25)} =0 ¢ W,. Per tant, f és exhaustiva
en Se o en A. Finalment, per veure que un sistema de vot per comites és no
manipulable, fixem un perfil P en Se o en A i considerem, per a qualsevol agent
i € N, les quatre possibles relacions entre els conjunts m(P;, 2X) i f(P). Si
x € m(P;,2%) n f(P), i potser podria excloure x de l'eleccio, pero no vol.
Si x ¢ m(P;,2X) U f(P), i potser podria incloure x en 'eleccid, pero no vol. Si
x € m(P;, 25)\ £(P), i ja ha donat el seu suport per a incloure x en 'eleccio,
pero no ha estat suficient. Finalment, si x € f(P)\m(P;, 2X), i no ha donat su-
port a x, pero x ha tingut suficient suport per a ser inclos en I'eleccié. Donada
la separabilitat o additivitat de P; és facil concloure que i no pot manipular f
en el perfil P; per tant, f és no manipulable en Seien A.

4 Restriccions de domini de bé privat

En aquesta secci6é considerarem problemes d’elecci6 social en que les alternati-
ves tenen components privats, aquells que només interessen a cada un dels
agents, i potser també components publics. Per a cada agent i, podrem fer una
particio del conjunt d’alternatives A en classes d’equivaléncia de manera que,
des del punt de vista de i, les diferéncies entre les alternatives en la mateixa
classe siguin irrellevants. Sigui A; el conjunt quocient de totes les classes
d’equivaléncia. La interpretacié d’aquestes classes d’equivaléncia és que, tot i
que 'alternativa y és diferent de I'alternativa x, que x i v estiguin a la mateixa
classe vol dir que les dues alternatives difereixen en aspectes que no afecten i;
en particular, qualsevol preferéncia de i en A les ha de considerar indiferents.
Aquesta sera una de les raons (a vegades I'inica) per a restringir el domini de
preferéncies. Sovint, el conjunt A tindra una estructura de producte cartesia on
cada alternativa x € A pot ser descrita com x = (X1,...,Xn) € A X - - - X Ay,

Sigui R; el conjunt de preferéncies de I'agent i en A; induides pel conjunt de
preferéncies R en A. Abusant de la notacid, farem servir R; per a denotar tant
una preferéncia del conjunt R; definida en A; com del conjunt R definida en A.

23 La part més complicada és que les funcions d’elecci6 social exhaustives i no manipulables en
Se 0 en A només depenen del vector de subconjunts ideals.
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En aquests casos sera convenient considerar funcions d’eleccié social
f:Dy x---x D, — A que siguin mecanismes de revelacié directa en el
sentit que cada agent i ha de revelar preferéncies d'un subconjunt D; C R; de
preferéncies en A;. DonatR = (Ry,...,Ry) € D1 X - - XD, ii € N, denotarem
per f;(R) la classe d’equivalencia de A; que conté f(R). Aleshores, direm que
f:iDy X+ XDy — A és no manipulable (en el domini D; X - - - X D;) quan
peratotR = (Ry,...,Ry) € D1 x -+ - XDy, toti € Nitot R € D;,

fi(R)Ri fi(R;,R-).

En cada una de les cinc restriccions que presentem a continuacio, serem
més explicits sobre aquesta construccio.

4.1 El problema de la divisié: la regla uniforme

Considerem el problema d'un conjunt d’agents que han de repartir-se una
quantitat d’'un bé homogeni i perfectament divisible.?* Per exemple, un grup
d’agents participa en una activitat que requereix una quantitat fixa de treball
M (mesurat en unitats de temps). Cada un dels agents ha de contribuir amb
una quantitat de treball, la suma de les quals ha de ser igual a M, i per la
qual rebra un salari de w unitats monetaries per unitat de temps. Els agents
consideren el treball com a no desitjable. Per tant, volen gaudir del maxim
nombre d’hores de lleure (hores no treballades) i de diners, pero per a tenir
més diners han de treballar més, i aixo vol dir disminuir les hores de lleure.
Donat un salari w > 0, preferéncies monotones i quasiconcaves en el conjunt
de parells (Ileure,diners)?> generen preferéncies unimodals en el conjunt [0, M]
d’hores que I'agent pot treballar, en queé la quantitat de treball ideal és aquella
associada al parell (lleure,diners) optim. La figura 1 illustra aquesta construccio,
comuna en la teoria microeconomica, en qué (x;*,d;) és I'eleccié optima de i i,
per tant, M — x és la part ideal de M que i voldria rebre.

Un altre exemple és el d'un grup d’agents que volen invertir en un projecte
(o en un actiu financer amb un valor donat) que requereix una quantitat deter-
minada de diners (ni més ni menys). El rendiment de I'actiu, les actituds dels
agents davant del risc i les seves riqueses indueixen preferéncies unimodals
en la quantitat que s’ha d’invertir. Finalment, un grup d’empreses de diferents
envergadures han d’emprendre conjuntament un projecte d'una determinada
dimensio. Com que les empreses poden estar participant en altres projectes, les
seves preferencies so6n unimodals en les seves respectives parts del projecte.

En general, el problema de la divisio consisteix en un conjunt d’agents
N = {1,...,n} iuna quantitat fixada d'un bé perfectament divisible M > 0, que
ha de dividir-se en n parts, una per a cada agent. Sense pérdua de generalitat,

24 Sprumont [63] és el primer a formular aquest problema com un problema d’incentius en el
context de la teoria de I’elecci6 social.

25 Unes preferéncies en [RZ+ s6n monotones siperatot x,y € R, x = ¥, X1 = Y1 i X2 = ¥»
implica xP;y, i sén quasiconcaves si per a tot x € R3, el conjunt {y € RS | ¥R;x} és convex.
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suposarem que M = 1. El conjunt d’alternatives socials A és, doncs,
A={x=(x1,...,xn) ERT | Dicnxi=1}.

En aquest cas, de 'alternativa x = (x1,...,X5), a cada agent i només li interessa
les components i-ésimes que especifica la seva part (és indiferent entre tots els
parells x, y € A tals que x; = y;). Per a qualsevol x € A, la classe d’equivalén-
cia de i que conté x és [x]; = {y € A | x; = y;} i podem identificar A; amb
I'interval [0, 1]. A més, suposarem que aquestes preferencies induides en [0, 1]
so6n unimodals. Un perfil de preferéncies unimodals R = (Ry,...,R,) € UM"
descriu ara la preferéencia de cada agent en I'interval [0, 1] de possibles parts
rebudes i (£(R1),...,t(Ry)) és el vector de parts ideals dels n agents. La
restriccié de domini que ens allunya de la hipotesi de domini universal té un
doble component: a) a cada agent només el preocupa la part rebuda i b) la
unimodalitat de les preferéncies en el conjunt [0, 1] de possibles parts rebudes.

Una funci6é d’eleccié social f: UM" — A assigna a cada perfil de prefe-
réncies unimodals en [0, 1] un vector de n parts. En aquest cas, f;(R) és la
part rebuda per I’agent i en el perfil R. Com ja hem assenyalat, estem lluny de
la hipotesi de domini universal del teorema de Gibbard-Satterthwaite. De fet,
aquesta restricciéo de domini en el problema de la divisié6 permet una familia
molt gran de funcions d’elecci6 social no manipulables.2%

En general, la suma de les parts ideals > ;cn t(R;) sera més gran o més
petita que 1. En el primer cas parlem d'un problema de racionament positiu
i en el segon cas negatiu. Les funcions d’elecci6 social difereixen entre elles
en com resolen aquest problema de racionament en termes dels incentius que
generen, de la seva eficiéncia, equitat, consisténcia, monotonicitat, etc.

26 El conjunt de totes les funcions d’eleccié social no manipulables és extraordinariament
gran; fins ara només se n’han caracteritzat algunes de les seves subclasses. Vegeu, per exemple,
Barbera, Jackson i Neme [9].
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En aquest context, una funci6é d’elecci6 social f: UM™ — A és no mani-
pulable quan per a tot perfil R = (Ry,...,Ry) € UM", tot agent i € N i tota
preferéncia R; € UM,

fi R)Rifi (R},R ),

i és eficient quan per a cada perfil R = (Ry,...,Ry) € UM™ no existeix cap altra
alternativa y € A amb la propietat que y;R;fi(R) per atoti € Niy;P;fj(R)
per a algun j € N. Es facil comprovar que una funci6 d’eleccié social és eficient
siinomés si tots els agents son racionats en la mateixa direccio; és a dir, si per
a tot perfil R = (Ry,...,Ry) € UM",

(1) siljen t(R;) = 11lavors fi (R) < t(R;) peratoti e N,
(2) si Y ;ent(R;) < 1llavors f; (R) = t(R;) per atoti & N.

Finalment, una funcié d’eleccié social f: UM™ — A no genera enveja si per a
tot perfil R = (Ry,...,Ry) € UM™ i tot parell d’agents i, j € N,

Ji(R)Rifj(R);

és a dir, els agents prefereixen la seva part assignada per f (en el perfil R) que
la part assignada a qualsevol altre agent.

Sprumont [63] déna dues caracteritzacions d'una funci6é d’elecci6 social
anomenada regla uniforme. Aquesta regla, que ha tingut un paper central en
I’estudi del problema de la divisio, intenta assignar les n parts de la forma més
igualitaria possible sense violar I'eficiéncia.

La regla uniforme U: UM"™ — A assigna, per a cada perfilR = (Ry,...,Ry) €
UM"™ i a cada agent i € N, la part

DT max (B, (R} si Sjent(R)) <1,

on B és I'tnica soluci6 a I'equacio > ey min{ﬁ, t(RJ-)} =1s8iXjent(R;) =11
és I'nica solucio a I'equacio >’ jcy max {[3, t(Rj)} =1si> ey t(R)) < 1. Noteu
que B depen del perfil R.

Abans de presentar el resultat de Sprumont [63] considerem I'’exemple
segiient que illustra la regla uniforme.

EXEMPLE 4. Considerem el problema de la divisié en que N = {1, 2, 3}. Sigui
R € UM? qualsevol perfil tal que t(R;) = 0’1, t(R>) = 0’2 i t(R3) = 0'5. Llavors
f(R) = (0'25,0'25,0'5) i B = 0'25. Sigui R’ € UM? qualsevol altre perfil tal
que t(R}) = 0’3, t(R) =0'4it(R;) =0'7. Llavors f(R") = (0'3,0'35,0'35) i
B’ = 0'35. En cap dels dos perfils I’alternativa igualitaria (%, % %) és eficient,
pero f(R) i f(R') sén, per a ambdos casos, les alternatives més igualitaries
d’entre totes les eficients. O
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Una possible metafora per a descriure la regla uniforme és la segiient. Su-
posem que hem de dividir un litre d’un liquid entre n agents. Cada agent es
presenta amb un recipient d’'una determinada capacitat (la seva part ideal), i
suposem que la suma de les capacitats dels n recipients és més gran que 1
(I'altre cas es pot descriure amb una metafora simetrica). La regla uniforme
uneix tots els recipients connectant-los amb vasos comunicants, i comenca a
omplir el recipient més gran de manera que tots s’omplen uniformement. Dues
coses son possibles: a) El litre s’acaba abans que cap recipient s’hagi omplert
completament; llavors cada recipient conté % i (%, ey %) és 'assignacié propo-
sada per la regla uniforme (8 = % < t(R;) per a tot i € N). b) Abans que s’acabi
el litre, un dels recipients (el més petit) s’omple completament, i en aquest
cas l’agent corresponent rep la seva part ideal i és desconnectat del sistema
de vasos comunicants; la regla uniforme procedeix de manera similar amb
els n — 1 agents restants fins que o bé s’acaba el litre (la quantitat de liquid dels
n — 1 recipients és igual a ) o un altre recipient (el segon més petit) s’omple
completament, I’agent corresponent rep la seva part ideal i és desconnectat del
sistema de vasos comunicants, etc.; com que la suma de les capacitats és més
gran que 1 aquest procés s’acaba i la quantitat de liquid que conté cada un dels
recipients encara connectats és la part (8) que reben els corresponents agents,
els que son finalment racionats.

TEOREMA 21 (SPRUMONT [63]).

e Una funcié d’eleccio social f: UM" — A és no manipulable, eficient i
anonima si i només si f és la regla uniforme.

e Una funcio d’eleccio social f: UM™ — A és no manipulable, eficient i no
genera enveja si i només si f és la regla uniforme.

La demostraci6 del teorema consisteix primer a verificar que la regla uni-
forme satisfa les quatre propietats. Les altres dues implicacions es demostren
recursivament en el nombre d’agents pero sén complicades, poc intuitives i fora
de I’abast d’aquest article. Hi ha una llarga llista d’articles que caracteritzen la
regla uniforme amb altres conjunts de propietats.

4.2 Béns collectius amb preferéncies quasilineals: métodes pivotals

Una societat formada per un grup d’agents ha de decidir conjuntament sobre
la possible provisié d’'un bé collectiu. Per exemple, la construccié dun pont
per a travessar un riu en un poble, la installaciéo d’'un ascensor o d’'una antena
de televisio collectiva en una escala de veins, o la construccio d’'una piscina
en un jardi comunitari. La caracteristica fonamental del bé collectiu és que és
binari (es proveeix o no) i que si es proveeix, pot ser utilitzat simultaniament
per diferents agents, tot i que algun d’ells pot ser exclos del seu us. Cada
agent té una valoraci6 monetaria del bé collectiu, o la maxima disposici6 a
pagar per a ser-ne usuari. Tres decisions collectives s’han de prendre: a) si el
bé collectiu es proveeix o no, b) el conjunt dels seus usuaris, si es proveeix, i
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¢) les contribucions monetaries de (o preus a pagar per) cada un dels agents.
Una alternativa social és una terna que especifiqui totes tres decisions. Seria
desitjable que aquestes depenguessin de les valoracions que els agents tenen
del bé collectiu; pero com que sé6n informaci6 privada han de ser sollicitades
als agents, cosa que doéna lloc a un problema d’incentius. Voldriem, doncs,
que la funci6 d’elecci6 social, que assigna a cada perfil de valoracions una
alternativa que especifica totes tres decisions, fos no manipulable.

Per a poder ser més precisos, sigui com sempre N = {1,...,n} el conjunt
d’agents que ha de decidir sobre la provisio del bé collectiu. Sigui X = {0,1} el
conjunt de les dues decisions, on 1 significa que el bé collectiu es proveeix i 0
que no es proveeix, i sigui x € X una decisio geneérica. Es diu que el bé collectiu
és excloible quan un subconjunt d’agents poden ser exclosos del seu us (els
no-usuaris), fins i tot quan x = 1. El conjunt d’agents que no sén exclosos
son els usuaris, que denotarem per S. El bé collectiu és pur si no és possible
excloure cap agent del seu us (x = 1 implica que S = N). De moment posposem
les consideracions relacionades amb el cost de proveir el bé collectiu, ja que
el resultat de possibilitat que presentarem cobreix tots els problemes de béns
collectius binaris, independentment de les especificacions dels costos de provi-
sio.

Per a cada agent i € N, sigui «; € R la valoracio monetaria que i assigna
al bé collectiu si aquest és proveit i I'agent i n’és un usuari. En suposar que «;
és independent del conjunt d’'usuaris S estem implicitament suposant que no
hi ha efectes externs en I'is del bé collectiu, com les aglomeracions. Un perfil
x = (x1,...,0,) € R} és ara un vector de valoracions, una per a cada agent.
Per a cada subconjunt d’agents S < N, sigui 15: N — {0, 1} la funci6 indicatriu,

onperacadai€ N,
. 1 siies
15(1)={

0 siigs.

Sigui p = (p1,...,Pn) € R™ un vector de preus (o contribucions monetaries).2”

El conjunt d’agents ha de triar collectivament una alternativa, que és una
terna (x, S,p) € X x 2N x R™ amb la propietat que x = 0 implica S = @.?8 En
aquest cas, doncs, el conjunt d’alternatives socials és

A={(x,5p) e Xx2N xR" | x = 0 implica S = 0} .
Les preferencies de I’agent i sobre el conjunt A depenen de la seva valoraci6
oj, per aixo les denotem per Rf"", i suposem que poden ser representades per

la funci6 d’utilitat u;: A x R, — R, on per a cada (x,S,p, &;) € A X R,

ui(x,S,p, i) =1s(i) - x - & — pi;

27 Admetem la possibilitat que els preus siguin negatius; és a dir, que els agents puguin ser
compensats.

28 De moment no imposem cap condici6 al vector de preus p ni excloem la possibilitat que
x=1i5§=0.
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és a dir, per a tot «; € R, i tot parell d’alternatives socials (x, S, p), (x’,S',p’) €
A,

ui(x,S,p, ;) =1s(i) - x - x; —pi =2 1 (i) - x" - &x; — p; =

=ui(x,S',p', ;) = (x,S,p)R](x',S',p").

Noteu que a l’agent i, d’'una alternativa (x, S, p), només li interessa si ell és o
no usuari (15(i) - x) i el preu que ell paga (p;). Per tant, el conjunt quocient A;
de les classes d’equivalencia de i del conjunt A esta format per [(x,S,p)]; =
{(x',S",p") e Al1s(i) - x = 15 (i) - x" i p; = p;}. La valoraci6 «; > 0 ordena
el conjunt A de manera que totes les alternatives d'una mateixa classe d’equiva-
léncia so6n indiferents per i. Noteu que en aquest cas és possible que i consideri
també indiferents dues alternatives (x,S,p) i (x’,S’,p’) en diferents classes
d’equivaléncia, pero llavors, 15(i) - x - «; — pi = 15/ (i) - x" - &t; — p;.

Com que la societat N es mantindra fixa, un perfil « = («1,...,a,) € R}
descriu completament un problema. Escriurem («;, «—;) per emfasitzar el paper
de I'agent i en el perfil «.

En aquest context, una funcio d’eleccio social f:R" — A selecciona, per
a cada perfil de valoracions & € R%, una alternativa f(«) € A. Per tant,
una funci6 d’elecci6 social f pot ser identificada pels seus tres components
f=&f87,pf),onxl: R? - {0,1}, S/: R" — 2N i p/: R? — R". Es a dir, per
acada @ € R?, f(x) = (xf(x),Sf (o), pf (x)). Donada una funci6 d’elecci6
social f: R" — Aiun agenti € N, definim la funcio B{: R" — {0,1} posant:
per a tot & € R?, B/ (&) = Lgs (o (i) - x/ (). Per tant, B/ () = 1 si i és un
usuari a « i B{((x) = 0 siino ésunusuaria «.

Diem que un agent i € N manipula f: R — A en el perfil x € R" declarant
«; € Ry quan

wi(x (0, 1), ST (e, i), pP (o, ), o) = B (o, o q) - o — pl (&, ) >
> .3{(0(1‘, X_j) - X — P{(O(i, X_j) =
= u; (x (), 87 (00, p (), ;) .

Una funcié d’elecci6 social f: R? — A és no manipulable quan cap agent pot
manipular f en cap perfil.

El teorema segilient caracteritza totes les funcions d’elecci6é social no mani-
pulables per a béns collectius binaris. El teorema és conseqiiéncia d'un resultat
fonamental degut a Myerson [45].2°

29 Roger Myerson va néixer a Boston el 1951. Actualment és professor d’economia a la Uni-
versitat de Chicago. Va rebre el Premi Nobel d’Economia I'any 2007, juntament amb Leonid
Hurwicz i Eric Maskin, «per les seves contribucions a la teoria del disseny de mecanismes». Una
demostracio completa del resultat es pot trobar a Masso, Nicolo i Sen [40]. Hi ha molts resultats
similars en la literatura; per exemple, vegeu Dobzinski, Mehta, Roughgarden i Sundararajan [24],
Mehta, Roughgarden i Sundararajan [43] i Nisan [48].
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TEOREMA 22. Una funcio d’eleccio social f: R — A és no manipulable si i no-
més si per a tot i € N existeixen dues funcions ¢{: R"1 — Ry U {+o0} i
nl: R-1 ~ R tals que

o sia; > P (o) Havors Bl (o) = 1 ip] (@) = ] (i) = hf (o)

o Six; < qb{((x_i) llavors ,8{(0() =0 iplf(a) = —h{(a_i);

o sia; = p) () Havors o bé [B () = 1ip! () = pf (@) —hf (@ )]0
bé [B] (@) = 0ip] (e) = —h] (&-)].

Les funcions d’elecci6é social no manipulables identificades en el teore-

ma 22 tenen dues propietats basiques. La primera, la decisio sobre si I’agent i
és 0 no un usuari es pren a partir d'una funcié simple monotona creixent de la

valoracié «; amb un punt de tall d){ (cx—i) que només depén de les valoracions
dels altres agents: si «; < d){(a_i) llavors i no és usuari, i si «; > ¢{(o<_i) si
que ho és (si &; = d){ (xx—;) pot ser-ho o no, depenent de la funci6é f concreta).

La segona és que, per a tots els perfils de valoracions « en els quals i no canvia
la seva condicié o no d’usuari, el preu que i ha de pagar és independent de
la seva propia valoracio; a més, la funcio h{ (x—i) és la constant d’integraci6
que apareix en aplicar el teorema fonamental del calcul. Per illustrar I'ori-
gen d’aquesta constant d’integracio, considerem una part de la demostracio
del teorema 22. Sigui f = (x/, S/, p/) no manipulable. Fixem i € N i siguin
x,x; €Ryix; € R”-1 arbitraries. Per la no-manipulabilitat de f,

B{(txi, X_j) - O — p{(ai, x_j) = B{C(cxg, X_j) - & — p{(a;, ;) 3)

Bl (o, i) - o = pl (o, o) = B (o, 00) - o — pf (i, ) 4)
Sumant (3) i (4),
fon. N Y, N . (i —
(B; (i, x—¢) — By (o, =) - (ot — ;) = 0. (5)
Suposem, sense pérdua de generalitat, que «; > «;. Per (5),
B{(O(h x_j) = B{(ag,cx_i).
Es a dir, per a tot «_; € R, B{(ai, o_;) és una funcié6 creixent de «;, i, com
que només pren valors en el conjunt {0, 1}, té com a maxim un tnic punt de

discontinuitat. Sigui c/){ (x—i) € Ry U {+} aquest punt de discontinuitat (si

d){(a_i) = +o0 la funci6 és de fet continua i constant a 0 i I'agent i no és un
usuari independentment de la seva valoracio).
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Per obtenir la forma funcional dels preus del teorema 22, per (3), i per a tot
o, & € Ry itot oy € R,

wi (! (o, ), ST (g, i), p7 (o, ), o) =
> Bl (o, ) - o — pl (o, ) ©
Com que
Bl (o, i) - i — pl (o, &) = ui(xeF (), ), ST (o), ), pF () o), X))+
+ B (o, o) - (o — ),
podem escriure (6) com

ui (xf (00,85 (), pf (), ;) =

f ’ f ’ f 7 ’ f ’ ’ (7)
= ui(x’ (o, &), 87 (o, o), p! (o, =), o) + By (o, =) - (ot — ;)
De manera similar, per (4), i per a tot o, ; € Ry i tot x—; € R7-1
wi(x! (o, &), S (o o), pF (o i), o) = ®)

> ui(xF (@), S (), pf (), i) + B (@) - (o — 1) .

Fixem o_; € R”~! i suposem, sense pérdua de generalitat, que «; > «;. Alesho-
res, per (7) i (8),

B{ (o, x—j) =

N ui (xf (o, o), S (e}, —q), pf (o, o), o) —ui (x (@), S (), pT (), o) N
B (o — ;) B

> ﬁ{(O(i, O(_l') . (9)

Com acabem de veure, la funci6 (de t) B{ (t, ®x_;) només és discontinua en
el punt d){(cx_i) € R,y U {+}. Fixem &; € R;. Aqui només considerarem
el cas que B{(t, ®_;) és continua a &; (vegeu Mass0, Nicolo i Sen [40] per
al cas discontinu); I e., &; # qb{((x_i). Sigui {o*}¥_, — &; una successio
tal que per a tot k > 1, cxgk > &;. Com que B{(t,cx_i) és continua en &;,
Bk, o)1y — B (&4, 1), Per (9),

10t (¥, 04), 57 (k) o (0¥ o), 6) —u (x (&, 004),S7 (&, 001), 07 (&4,004),64)

. u
lim T
—&;

7
k— oo &j

existeix i és igual a ﬁ{(&i, «_;). Per tant,

o (xf (&, i), ST (&iy i), pI (&iy o), &i

) ofia o
30 = Bi (&, ;)




210 Jordi Masso

per atot & € R., on B{V(t, ®_;) és continua. Pel teorema fonamental del calcul,
& o f f
i (&, 00,7 (& 000, p! (G, o), ) = | B ccode 4] (e,
on h{((x_i) és una constant (i. e., no depén de «;). Com que
wi (xF (&, 0-i), ST (&, 00-i), PP (&iy i), &) = 3{(&1', O(—i)'&i_P{(&i,‘X—i),
&
pl (G0 = B (&) - &= | Bl cpde— k(). (10

Per tant, si &; < (/){(a,i) llavors B{(&i, o_i) = B{(t, o_j) = 0peratott €
[0, &]. Per (10), p! (&, 1) = —hf (& 7). Si & > ¢7 (i) Navors B (&;, o y)
1, B{(t,a,i) = 0 peratott e [0,q5{(0(,i)), i B{(t,(x,i) = 1peratott €
(¢! (), &;1. Per (10),

f &) (o) P & ’ f
plido) —a- [ Bl wecode- | gl acodt - hf (o) -

o

=& — &+ Pl (o) —hf (@) =
=)=l (),

que és el que voliem comprovar.

Considerem ara tres propietats desitjables (a més de la de no ser mani-
pulables) que les funcions d’eleccié social poden satisfer. La primera és la
d’individualitat racional: tots els agents consideren que I'alternativa selecciona-
da és millor o igual a no participar (no sent usuari i pagant un preu igual a 0). La
classe de funcions d’elecci6 social individualment racionals i no manipulables
és la descrita al teorema 22 amb la condicié addicional que per a tot @ € R i
totieN,h!(x_;)=0.

Suposem ara que la provisié del bé collectiu requereix un cost de ¢ uni-
tats monetaries. Aleshores, una funcié d’elecci6 social f: R — A és equili-
brada pressupostariament quan per a tot perfil & € R”, xf () = 0 implica
DieN p{((x) =0ixf(x) =1 implica >;cn plf((x) = ¢. Una funci6 d’elecci6 soci-
al f: R" — A és eficient quan per a tot & € R", > ;cy «; > ¢ implica x/ (x) = 1
iSf(x) =N,iY ey <cimplica x/(x) = 0 (i, per tant, S/ (x) = 0).

Acabem aquesta subsecci6 amb un conegut resultat d’'impossibilitat: no
existeix cap funci6 d’elecci6é social no manipulable, individualment racional,
eficient i equilibrada pressupostariament. Per veureu-ho, considerem el cas en
que N = {1,2,3} i c = 91isuposem que f satisfa les tres primeres propietats.
Veurem que f no és equilibrada pressupostariament. Sigui « = (4 4,2) un
vector de valoracions. Pel teorema 22 il'eficiéncia de f, cl)f 4,2) = qbz (4,2) =3

i <I>3 (4,4) = 1. Pel teorema 22 i l'individualitat racional de f, pl 4,4,2) <
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d){(tx,i) per a tot i € N ja que h{(a,i) > 0. Per tant, > ;cn p{(4,4,2) <
DieN qb{((x,i) =7 <9 =c; és adir, f no és equilibrada pressupostariament.
Una part molt important de la literatura s’ha concentrat a estudiar funcions
d’elecci6 social no manipulables i eficients quan el bé collectiu és pur (quan
no és possible excloure els agents del seu us: x = 1 implica § = N). Aquesta
subclasse de funcions d’elecci6 social no manipulables i eficients és coneguda
com el metode pivotal, que Clarke [22] i Groves [30] van proposar i estudiar
independentment.

4.3 Assignacio d’'un objecte indivisible: la subhasta de segon preu de
Vickrey

S’ha d’assignar un unic objecte indivisible a un agent d’entre un conjunt N =
{1,...,n} d’agents. Per a cada agent j € N, sigui e/ € R" el vector

q-{y i

0 sii=+j
que indica que I'agent j rep 'objecte. Sigui X = {e!,...,e"} el conjunt de totes
les possibles assignacions de I’objecte als n agents. Per a cada agent i € N,
sigui o; € Ry la valoraciéo monetaria que ’agent i atribueix a I'objecte. Un
perfil x = (x1,...,0y) € R és també ara un vector de valoracions, una per a
cada agent. Sigui p = (p1,...,pn) € R" un vector de preus, les contribucions
monetaries de cada un dels agents. Una alternativa és un parell (e/,p) €
X X R™ = A que indica que I'agent j rep I'objecte i que cada agent i paga p;.
Suposem que les preferéncies de ’agent i sobre el conjunt d’alternatives A

poden ser representades per la funci6é d’utilitat u;: A X R, — R, on, per a cada
(e/,p, i) € X X R* x Ry,

ui(el,p, o) = el - o — pi.

En aquest cas també, de cada alternativa (ef p) € A, a lagent i només li
interessa si ell rep o no 'objecte (si e =1o0 e = 0) i el preu que paga (p;). Per
tant, el conjunt quocient A; de les Classes d equ1va1enc1a de i del conjunt A
esta format per [(ef,p)]i ={(ek,p) e A éf = e{ ip;=npi}.

Una funcio d’eleccio social f: R" — A selecciona per a cada perfil « € R
una alternativa f () € A. Qualsevol funci6 d’elecci6 social pot ser interpretada
com una subhasta en que els agents sén postors i la valoracié «; és 1'oferta del
postor i. Vickrey [65] proposa la subhasta de segon preu.3? Per definir-la com
una funcio d’elecci(') social, reordenem qualsevol vector d’ofertes & € R com

(0(1 , 7 )ona '-->O(_ISIO(J—(XkJ<k1mpllCalJ<lk Una
funcio d’elecc10 soc1a1 f: [R" — A és una subhasta de segon preu quan el postor

30 William Vickrey va néixer a Victoria (Canada) el 1914 i va morir I'octubre del 1996, pocs
dies després de rebre el Premi Nobel d’Economia, juntament amb James Mirrlees, «per les seves
contribucions a la teoria de la informaci6 asimeétrica».
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amb I'oferta més gran guanya la subhasta, rep 'objecte i paga la segona oferta
meés gran, mentre que els altres postors perden la subhasta i no paguen cap
quantitat; és a dir, per a tot x € RY, f(x) = (e/,p) on j =i; i, peratotk € N,

_ X, Sik=i1
Pk=00  sik+i).

El teorema segilient estableix que la subhasta de segon preu és no manipulable;
és a dir, per a tot perfil de valoracions « € R%, tot vector d’ofertes b =
(b1,...,by) eR*itotie N,

ui(f(xi,b-i), i) =2 ui(f(b), ;).

TEOREMA 23 (VICKREY [65]). La subhasta de segon preu és no manipulable.

PROVA. Per comprovar-ho, considerem qualsevol perfil de valoracions & € R%
i qualsevol vector d’ofertes b € R". Sense pérdua de generalitat, suposem que
b, = - - - = by. El postor 1 guanya la subhasta, rep I'objecte i paga b»; és a dir,
f(b) = (e', (by,0,...,0)).

Considerem primer el postor 1. Dos casos son possibles. Primer, «; > b».
Si b} > by, el postor 1 guanya, paga by i u;(f(b},b-1),1) = &1 — b2 > 0; en
particular, u; (f(e1,b-1),1) = &1 — b2 = 0. Si b} < by, el postor 1 perd
i u(f(b],b-1),x1) = 0. Per tant, u;(f(xi,b-1), 1) = ui(f(by,b-1),x1)
per a tot b; € R.. Segon, «; < by. Si b] > by, el postor 1 guanya, pa-
ga by i ui(f(b},b_1),1) = o1 — by < 0. Si b} < by, el postor 1 perd
i u1(f(b},b_1),x1) = 0; en particular, u;(f(x1,b-1), 1) = 0. Per tant,
uy (f (i, b-1), 1) = ui (f(b},b-1), 1) per atot b; € R,

Considerem ara qualsevol postor i = 1. Dos casos son possibles. Primer,
«; > b1.Sib; > by, el postor i guanya, paga by i u;(f(b;,b_;), ®;) = xi—by > 0;
en particular, u;(f(xi, b—i),®i) = & — by > 0. Si b; < by, el postor i perd
iui(f(b;,b), ;) = 0. Per tant, u;(f(x;,b_;), ;) = u;(f(b;,b_;), ;) per
a tot b; € R,. Segon, &; < by. Si b; > by, el postor i guanya, paga by i
ui(f(b},b_i), &) = xi—b1 <0.Sib; < by, el postor i perdiu;(f (b}, b_;), ;) =
0; en particular, u;(f (o, b—i), ®;) = 0. Per tant, u;(f(xi, b_i), ;) = u;i(f
(b}, b_;), ;) per a tot b; € R.. O

Es facil comprovar que la subhasta de primer preu, en la qual el postor
amb l'oferta més gran guanya, rep 'objecte i paga la seva propia oferta, és
manipulable. Per exemple, considerem n = 2, «; = 2, &2 = 1i by = 1. L'oferta
b, = 2 és estrictament pitjor per al postor 1 que I'oferta b} = 1'5.

La subhasta de segon preu (o algunes de les seves variants) és extensament
utilitzada. Per exemple, en els mercats de segells, en el sistema d’eBay de
licitacié automatica, en els programes de Google i Yahoo de publicitat en linia i
en el mercat de lletres del tresor de molts paisos (per exemple, I'india).
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4.4 Assignacio d’objectes indivisibles: 'algorisme d’intercanvi de
millors

Considerem el problema d’assignar n objectes indivisibles a n agents, de
manera que cada agent rebi un objecte. Suposem que les compensacions
monetaries no sén possibles. Una assignacio «: N — O és una funcio6 bijectiva
que assigna a cada agent del conjunt N = {1,...,n} un objecte del conjunt O =
{o1,...,0,}. Suposem que existeix una assignacio inicial d’agents a objectes
u: N — O i que, sense pérdua de generalitat, u(i) = o; peratoti=1,...,n.3!
Cada agent i € N té una preferéncia estricta P; sobre el conjunt d’objectes 0.32

Shapley i Scarf [62] son els primers que proposen i estudien aquest model
d’assignacio d’objectes indivisibles. Els exemples de problemes amb aquestes
caracteristiques van des del mercat de cases, originalment suggerit per Shapley
i Scarf [62], o el de I'assignaci6 d’estudiants a les habitacions d'una residéncia
en un campus universitari, fins al problema dels trasplantaments creuats de
ronyons de donants vius, estudiat per primera vegada des del punt de vista
de I'eleccio social per Roth, Sénmez i Unver [56].33 En aquest ultim cas, els
agents son pacients amb insuficiéncia renal que necessiten un trasplantament
de ronyo i que, per alguna caracteristica especifica de la seva malaltia, tenen
dificultats per a rebre ronyons provinents de donants cadavers. Cada pacient
té un donant viu, normalment un familiar proxim, i formen una parella (pa-
cient,donant). Si son compatibles, el trasplantament es realitza entre ellsila
parella (pacient,donant) surt del problema d’assignacio.?* Si son incompatibles,
potser per incompatibilitat del grup sanguini, el trasplantament no és possible.
El rony6 del donant del pacient i és 'objecte u(i). L’assignacié u enumera
totes les n parelles (pacient,donant) incompatibles (1,01),..., (n,0,) presents
en el problema d’assignaci6. Donades les caracterisitiques dels ronyons, la
preferencia estricta P; en O reflecteix el grau de desitjabilitat que els ronyons
de tots els donants vius tenen per al pacient i. Es el nefroleg del pacient qui
determina aquest ordre sobre el conjunt de ronyons disponibles depenent de la
compatibilitat genética, I'edat, el pes, etc. En particular, o;P;o; significa que el
ronyo del donant j és compatible amb el pacient i, mentre que o0;P;o; significa
que el pacient i i el donant j son incompatibles. A més, o;P;0; significa que el
rony6 del donant j és a priori millor que el del donant j' per al pacient i; per

31 El model i els resultats que presentem a continuacié es poden modificar sense grans compli-
cacions per a admetre situacions en qué el nombre d’agents i objectes sigui diferent, o en que els
agents puguin rebre més d'un objecte.

32 El suposit de preferéncies estrictes és natural si tots els objectes son diferents, pero no ho és
quan alguns dels objectes son idéntics, ja que aleshores haurien de ser considerats indiferents
per tots els agents. Aquesta extensio no és trivial; les solucions proposades per a incloure les
indiferéncies so6n molt més complicades. El lector interessat pot trobar dues solucions diferents
en els articles de Alcalde-Unzu i Molis [2] i Jaramillo i Manjunath [32].

33 Alvin Roth va néixer a Nova York el 1951. Actualment és professor d’economia a la Universitat
de Stanford. Va rebre el Premi Nobel d’Economia I’any 2012, juntament amb Lloyd Shapley, «per
la teoria de les assignacions estables i la practica del disseny de mercats».

34 Estem simplificant el problema quan suposem que no hi ha pacients amb dos o més donants
incompatibles. El model es pot modificar sense grans complicacions per a incloure aquest cas.
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exemple, perque el donant j és significativament més jove que el j’, tot i tenir
tots dos caracteristiques genétiques similars (un HLA semblant).?>

Un perfil P = (Py,...,Py) és una llista de preferencies estrictes en O, una
per a cada agent. Recordem que donada la preferencia estricta P; de 'agent i,
definim la preferéncia debil R; en O com: per a tot j,j' = 1,...,n, 0jR;0j sii
nomeés siobé oj =0 obé o;Pioj.

Fixem N, O, u i P, i anomenem el quadruple (N, O, u,P) un problema
(d’assignacio). Una solucio del problema (N, O, u, P) és una assignacié «: N —
O. En I'exemple de la donaci6 creuada de ronyons de donants vius, una soluci6
« assigna a cada pacient un ronyo (si «(i) = u(i) = o; interpretem que el
pacient i no rep cap ronyo ja que I’agent i és incompatible amb el rony6 o; del
seu donant). Noteu que en aquest model ordinal no es permeten compensacions
monetaries; aquest fet és rellevant per a I'aplicacié del model al problema dels
trasplantaments creuats de ronyons de donants vius ja que en la majoria de
paisos les compensacions monetaries entre pacients i donants estan prohibides
explicitament. Perque una assignacié o««: N — O pugui ser considerada una
soluci6 del problema d’assignacio, ha de satisfer algunes propietats basiques.
La primera és indispensable si la participacié dels agents en el problema
d’assignaci6 és voluntaria. Una assignacio «: N — O és individualment racional
en el problema (N, O, u, P) quan cada agent rep un objecte almenys tant bo
com el seu objecte inicial; és a dir, si per a cada i € N, ax(i)R;u(i). En el
cas contrari, u(i)P;x(i), 'agent i podria bloquejar I'assignacié « (en el cas
del nostre exemple, estariem proposant al pacient i un trasplantament d’'un
rony6 incompatible, al qual podria negar-se). La segona propietat exigeix que
I’assignaci6 faci un bon s dels objectes disponibles. Una asignaciéo oc: N — O
és eficient en el problema (N, O, P,u) quan no existeix cap altra assignacio
viN - Otalqueperatotie N, v(i)R;x(i) i v(j)Pjx(j) per a algun j € N.
La tercera, més exigent que les dues anteriors ja que les implica, requereix
que l'assignaci6 sigui immune a secessions en el sentit que no existeixi cap
subconjunt d’agents que puguin millorar, en relacié amb I’assignacié proposada,
reassignant-se entre si els objectes inicialment assignats per u; és a dir, que
I’assignacié no pugui ser bloquejada per cap subconjunt d’agents.

DEFINICIO 24. Una assignacié oc: N—O pertany al nucli del problema (N, O, P, p)
quan no existeix cap subconjunt (bloquejador) d’agents S < N ni cap assignacio
v: N — O tals que:

1) v(i) e u(S) peratotie s,

2) v(i)R;x(i) peratoti e §,i

3) v(i)Pix(i) peraalguni € S.

Tota assignaci6 del nucli és individualment racional i eficient. Per a veure-ho
només cal considerar a la definici6 24 els subconjunts amb un Unic agent

35 Aquest subapartat es basa en Masso [38], en que es considera més detalladament el problema
de donaci6 creuada de ronyons de donants vius.
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(S = {i}) i el conjunt de tots els agents (S = N). En I'’exemple dels trasplan-
taments creuats de ronyons de donants vius, la pertinenca al nucli assegura
que cap hospital o regio vulgui separar-se de ’organitzaci6 nacional i resoldre
separadament el subproblema amb el seu conjunt de parelles (pacient,donant).
En aquest cas, la dimensi6 del problema és important ja que com més parelles
incompatibles hi hagi en el problema més facil sera que un pacient pugui rebre
un rony6 d'un altre donant viu. Shapley i Scarf [62] demostren que el nucli de
qualsevol problema és no buit.

PROPOSICIO 25 (SHAPLEY 1 SCARF [62]). Tots els problemes d’assignacio tenen
un nucli no buit.

L’article de Shapley i Scarf [62] conté dues demostracions alternatives de la
proposicio 25. La primera, la seva original, és indirecta i no constructiva. La
segona, atribuida per Shapley i Scarf a un suggeriment de David Gale, consisteix
a definir un algorisme, actualment conegut com I'algorisme d’intercanvi de
millors i que anomenarem I’algorisme TTC de Gale (per top trading cycles de
I'anglés), que produeix per a cada problema una assignacio6 en el nucli.

L’algorisme TTC de Gale resol el problema d’assignaci6é per etapes. En cada
etapa: a) es construeix un graf on els vertexs son les parelles (agent,objecte)
I’agent de les quals encara no ha estat assignat en les etapes anteriors; b) es
dirigeix el graf (de cada vertex surt una fletxa que assenyala un altre vértex)
fent que cada agent assenyali el seu millor objecte entre els que encara séon
presents en I'etapa; c) s’identifiquen els vértexs dels cicles del graf dirigit, i d) se
satisfan els cicles, assignant a cada agent dels vertexs dels cicles 'objecte que
assenyala. L’algorisme TTC de Gale va identificant i satisfent successivament
els cicles. Observeu que en cada etapa sempre existeix almenys un cicle, que
si hi ha diversos cicles no s’intersequen entre si i que un cicle pot tenir un
unic vertex I'agent del qual assenyala el seu objecte (determinat per p). Una
mica més formalment, ’algorisme TTC de Gale es pot descriure de la manera
seguent:

e Input: Un problema d’assignacio (N, O, u, P).
¢ Etapa 1:

- Cada agent «assenyala» el seu millor objecte. Com que hi ha un
nombre finit n d’agents i objectes, el graf dirigit té almenys un cicle.

- Cada agent d’un cicle és assignat a I'objecte que assenyala i es treu
del problema d’assignacié amb I'objecte assignat (és a dir, se satisfan
els cicles).

- Si queda almenys un agent, es passa a ’etapa segiient. En cas contrari,
el resultat de I'algorisme és 1'assignacio definida en satisfer els cicles.
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e Etapa k:

- Cadascun dels agents que encara no ha estat assignat a les etapes
anteriors «assenyala» el seu millor objecte d’entre els que encara
queden per assignar.

- Cada agent d’un cicle és assignat a I'objecte que assenyala i es treu
del problema d’assignacié amb I'objecte assignat (és a dir, se satisfan
els cicles).

- Si queda almenys un agent, es passa a ’etapa segiient. En cas contrari,
el resultat de I'algorisme és I'assignacié definida en satisfer els cicles
en totes les etapes.

Denotarem per n: N — O I'assignacio obtinguda en aplicar I’algorisme TTC
de Gale a un problema (N, O, u, P) i per K 1'iltima etapa de 1’algorisme. Es facil
comprovar que la complexitat de I'algorisme TTC de Gale és polinomica i, per
tant, els problemes amb un nombre gran d’agents i objectes poder ser resolts
amb temps d’ordinador raonables. L'exemple 5 illustra el funcionament de
I'algorisme TTC de Gale.

EXEMPLE 5. Sigui (N, O, u,P) un problema d’assignacié amb #N = #0 = 8,
u(i) = o; peracadai = 1,...,8, 1 el perfil P representat a la taula 1, on
I'objecte dintre d’'un quadrat indica I’assignaci6 inicial p de cada agent.

P P, P3 Py P5 Ps P; Pg
02 03 01 0g 04 08 04 Og
03 01 03 07 07 01 0g ’0—8‘
05 [02 ] 07 | 04] 03 [06] 03 01
Og 08 02 01 Og Os Og 02
0og Og O5 02 01 04 01 03
04 08 O3 0g O3 05 07
07 07 O¢ Os 0?2 0?2 0?2 Os

TAULA 1

En la figura 2 representem les tres etapes de I'algorisme TTC de Gale aplicat
al perfil P per a obtenir I’assignacio n. O

Passem ara a demostrar la proposicié 25 comprovant que 1'algorisme TTC
de Gale selecciona una assignacio en el nucli.

DEMOSTRACIO DE LA PROPOSICIO 25. Sigui n I’'assignaci6 obtinguda per I’algo-
risme TTC de Gale en el problema (N, O, u, P). Per comprovar que n esta en el
nucli de (N, O, u, P), siguin S1,..., Sk els conjunts d’agents que formen part
dels cicles i que son assignats i trets del problema d’assignacio en les etapes
1,...,K de l’'algorisme, respectivament. Noteu que Sy,...,Sk és una particio
de N i que en Si (el conjunt d’agents que son assignats a objectes i trets del
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(3,03) (5,05) (7,07) (5,05) (7,07) (5,05)

o \ ‘//(8’08) U
(2,07) (4,04) (6,06) (4,04)
n(1) = o3 n(4) =oz n(s) = os
n(2) = o3 n(7) = o4
n@3) =01
n(6) = og
n(8) = og
Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3
FIGURA 2

problema d’assignacié en I’etapa k) hi pot haver diversos cicles. Observem que
cap agent de S; pot ser agent d’'un subconjunt bloquejador de I’'assignaci6 n
que la prefereixi estrictament, ja que cada un d’ells ha estat assignat al seu
millor objecte. Donat aixo0, cap agent de S> pot ser agent d'un subconjunt
bloquejador de n que la prefereixi estrictament, ja que cada un d’ells ha estat
assignat al seu millor objecte entre el conjunt d’objectes restants O\n(S;). Pro-
cedint iterativament, obtenim que n és una assignacio del nucli del problema
(N, O, i, P) ja que no pot ser bloquejada per cap subconjunt d’agents. O

Roth i Postlewaite [55] es van preguntar si existien altres assignacions en el
nucli diferents de la seleccionada per I'algorisme TTC de Gale. La resposta és
negativa: el nucli només conté I'assignacio obtinguda per mitja de I’'algorisme
TTC de Gale.

PROPOSICIO 26 (ROTH I POSTLEWAITE [55]). El nucli de cada problema d’assig-
nacio només conté una unica assignacio.

PROVA. Sigui n: N — O I'assignacio obtinguda per I’algorisme TTC de Gale en
el problema (N, O, u, P), i considerem qualsevol altra assignacio diferent v + n.
Volem demostrar que v no esta en el nucli del problema (N, O, u, P). Sigui k la
primera etapa de I'algorisme TTC de Gale en la qual hi ha un agent i a S (el
conjunt d’agents que, en pertanyer a algun cicle en I’etapa k, son assignats a
algun objecte i trets del problema en I’etapa k) amb la propietat que v (i) + n(i);
si hi ha diversos agents amb aquesta propietat, escollim i de manera arbitraria.
Es a dir, i pertany a Sk i, per a tot agent j assignat per n abans dels cicles de
Sk (és a dir, per a tot j € S; U - -+ U Sk_1), es compleix que v(j) = n(j). Per
tant, per a tot j € Sk, n(j)R;v(j) i n(j) € pu(Sk). A més, per la definici6 de
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n, n(i)P;v (i) ja que v(i) + n(i). Aixo vol dir que el subconjunt S; bloqueja
I’assignacio v. Per tant, v no esta en el nucli del problema (N, O, u, P). O

L’assignacié n seleccionada per l'algorisme TTC de Gale en el problema
(N, O, u,P) depén del perfil P i, en particular, I'objecte rebut per 'agenti € N a
n depén de la seva preferéncia P;. Per tant, és natural preguntar-se sil’algorisme
TTC de Gale, entes com a funci6 d’eleccié social, incentiva els agents a revelar
les seves verdaderes preferencies.

Fixats N, O i u sigui A el conjunt d’alternatives socials; és a dir, A =
{x: N - O | « és bijectiva}. En aquest cas, a cada agent i només li interessa
I'objecte que ell rep. Les seves preferéncies estrictes estan definides en el
conjunt d’objectes O (i no en A). Per tant, el conjunt quocient A; de les classes
d’equivalencia d’alternatives socials, que descriu les caracteristiques de les
alternatives de A que tenen interes per a i, s’obté definint, per a tot x € A,
[x]; = {B e A B(i) = x(i)}, on [«]; representa la classe d’equivaléncia que
conté I'assignacié «. Donada la preferencia estricta P; en O podem definir,
abusant de la notacio, la preferencia debil R; en el conjunt d’alternatives socials
A de la manera segiient: per a tot parell &, &’ € A, xR;&’ si i només si o bé
x(i) = o’ (i) o bé x(i)P;c¢’ (i); efectivament, a I’agent i només li interessa, de
les alternatives de A, I'objecte que ell rep. La preferéncia debil R; en A té
moltes indiferéncies ja que i és indiferent entre totes les assignacions en les
quals i rep el mateix objecte (el fet que R; representi la preferéncia debil en el
conjunt d’objectes O aixi com la preferéncia debil en el conjunt d’alternatives
socials A no ha de confondre el lector). Una vegada més, aquest problema
concret d’assignaci6 fa que el conjunt de prefereéncies individuals en el conjunt
d’alternatives socials A sigui un subconjunt de totes les possibles preferencies
a A, i que, per tant, estiguem lluny de la hipotesi de domini universal de prefe-
réncies implicita en el teorema d’impossibilitat de Gibbard-Satterthwaite. Per
tant, podem esperar que existeixin funcions d’elecci6é social no manipulables.

Donat el conjunt d’objectes O, recordem que 2 és ara el conjunt de prefe-
réncies estrictes en O. Una funci6 d’elecci6 social f: P" — A és, doncs, un
metode sistematic que proposa, fixats N, O i u, per a cada perfil de preferéncies
P € P", una assignacio «: N — O. Donat i € N, denotarem f;(P) = «(i), on
f(P) =«

Com sempre, diem que una funci6 d’eleccio social f: P — A és manipulable
quan existeix un perfil P = (Py,...,P,) € P", un agent i € N i una preferéncia
P/ € P tal que

Sfi(P,P_{)P;fi(P;,P_;);

és a dir, I'agent i obté un objecte millor (segons P;) declarant P; en lloc de P;.
Roth [53] estableix que la funci6é d’elecci6 social que escull per a cada perfil
P el nucli del problema (N, O, u,P) (és a dir, ’assignaci6 seleccionada per
I'algorisme TTC de Gale) és no manipulable.
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TEOREMA 27 (ROTH [53]). El nucli com a funcio d’eleccio social és no manipula-
ble.

PROVA. Fixem N, O i u. Sigui : P™ — A la funcioé d’elecci6 social que selecci-
ona per a cada problema (N, O, i, P) I'inica assignacio del nucli, 'obtinguda
per l'algorisme TTC de Gale aplicat al problema (N, O, u, P). Sigui P € P™ un
perfil arbitrari. Siguin Si,...,Sk els conjunts d’agents que formen part dels
cicles, els quals, en aplicar I'algorisme TTC de Gale per a obtenir n = @ (P), son
assignats a objectes i trets del problema d’assignacio en les etapes 1,...,K;
és a dir, i € S significa que ’agent i pertany a un dels cicles de I'’etapa k. La
demostracio és per iteracio en els cicles:

k = 1: Cada un dels agents de S; rep a l'assignacié n el seu millor objecte
segons P. Per tant, cap d’ells pot beneficiar-se declarant una preferén-
cia diferent. Observem que els cicles de S; a I’etapa 1 so6n els mateixos,
independentment que els agents de N\S; declarin unes preferéncies o
altres.

k = 2: Cada un dels agents de Sy (per a k > 2) rep a I’assignaci6 n el seu millor
objecte, entre el conjunt d’objectes O\ (n(S1) U - - - U n(Sk_1)), segons P.
Com que els cicles anteriors en S; U - - - U Sx_1 no es veuen afectats si
els agents de Sy subministren unes altres preferéncies, si un agent de
Sk canvia la seva preferencia els agents de S; U - - - U §x_1 continuaran
rebent els mateixos objectes que rebien. Per tant, en aplicar I’algorisme
TTC de Gale, cap agent de Sk es pot beneficiar declarant unes preferencies
diferents de les verdaderes. O

En algunes aplicacions, la noci6 de nucli pot ser massa exigent ja que potser
és dificil per als agents d'un subconjunt bloquejador identificar-se mituament
com a tals, i reassignar-se entre si els objectes inicials. No obstant aixo, si
que pot ser raonable exigir que la funci6é d’elecci6 social sigui individualment
racional i eficient (per a cada perfil P € P", f(P) és una assignacio6 individu-
alment racional i eficient a P), i que incentivi els agents a declarar les seves
verdaderes preferencies. Ma [35] demostra que els subconjunts intermedis
d’agents (S # {i} i S + N) no tenen poder de bloqueig addicional.

PROPOSICIO 28 (MA, [35]). La funcio d’eleccio social f: P"* — A és individual-
ment racional, eficient i no manipulable si i només si f és la funcio d’eleccio
social del nucli (la que selecciona I'assignacio d’acord amb I'algorisme TTC de
Gale).

La demostracio de la proposicio 28 esta fora de ’abast d’aquest article. No
obstant aixo, és interessant assenyalar que les tres propietats (individualitat
racional, eficiéncia i no-manipulabilitat) son mituament independents en el
sentit segiient: primer, qualsevol funci6 d’elecci6 social dictatorial en série3° és

36 Una funcié d’eleccio6 social dictatorial en serie ordena els agents, i permet que, seguint aquest
ordre, els agents es quedin successivament el millor dels objectes d’entre aquells que no han
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eficient i no manipulable, pero no és individualment racional. Segon, la funci6
d’elecci6 social que sempre selecciona I’assignaci6 inicial (f(P) = u per a tot
P) és individualment racional i no manipulable, pero no és eficient. Tercer,
per veure que existeixen funcions d’eleccié social individualment racionals i
eficients pero a la vegada manipulables, considerem el problema (N, O, u, P)
on N ={1,2,3}, O = {01,02,03}, u(i) = o; peratoti = 1,2,3,1iel perfil de
preferéncies P és

P, P, P3
02 01 01
03 03 03

01 02 0?2

Sigui @: P™ — A la funcio6 d’eleccio6 social del nucli associada a I’algorisme
TTC de Gale. Observem que @1 (P) = 02, @2(P) = 01 1 p3(P) = 03 i definim
una altra funcié d’elecci6 social ¢ : P — A amb la propietat que ¢ coincideix
amb @ en tots els perfils excepte en el perfil P, on I’assignaci6 seleccionada
és ¢1(P) =02, p2(P) =031 ¢p3(P) = 07. Com que la funci6 d’elecci6 social @
selecciona assignacions individualment racionals i eficients en tots els perfils,
i com que I'assignacié ¢ (P) és individualment racional i eficient en el perfil
P, la funci6 ¢ és individualment racional i eficient. Per comprovar que ¢
és manipulable considerem el perfil P" = (P;, P2, P;) on 02P;01P;03. Llavors,
¢1(P') = @1(P’) = 02, p2(P") = 2(P’) = 011 Pp3(P’) = @3(P’) = 03. Per tant,
¢3(P) = 01P303 = ¢p3(P’). L’agent 3 manipula la funci6 d’elecci6 social ¢ en el
perfil P’ declarant P3, i obté aixi un millor objecte. La funcié d’eleccié social ¢
és individualment racional, eficient i manipulable.

Finalment, una altra propietat que satisfa la funci6é d’eleccié social del nucli
associada a I'algorisme TTC de Gale és que la qualitat de ’objecte rebut per un
agent depén positivament de la qualitat del seu objecte. Una manera indirecta
de veure aquesta propietat és que I'assignacio del nucli correspon a la que
s’obtindria descentralitzadament a través d'un mercat, on les compensacions
monetaries son possibles. Suposem que a cada objecte o0; se li assigna un preu
Po; = 0. Diem que un objecte o; és accessible per a I'agent i en el vector de
preus p = (Po,,---,Po,) € RY quan p,; < pyi; €s a dir, si i pot comprar
I'objecte o; al preu p,, després de vendre el seu objecte u(i) al preu p,,. Una
assignacio v: N — O és un equilibri del problema (N, O, u, P) quan existeix un
vector de preus p = (po,,---,Po,) tal que per a cada agent i, v(i) és el millor
objecte d’entre el conjunt d’objectes accessibles peraellen p = (po,,--.,Po,)-
Roth i Postlewaite [55] demostren que tot problema d’assignaci6é té un unic
equilibri, i aquest coincideix amb I’'assignacio del nucli (la seleccionada per
I’algorisme TTC de Gale).

estat escollits pels seus predecessors. Les funcions d’elecci6 social dictatorials en série no s6n
individualment racionals, ja que en general no garanteixen que els agents es puguin retirar del
problema d’assignaci6 amb un objecte millor o igual que els seus objectes inicials.
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PROPOSICIO 29 (ROTH I POSTLEWAITE [55]). Per a cada problema d’assignacio
només hi ha una assignacio que sigui un equilibri, i aquesta és I’assignacio del
nucli.

La demostraci6 de la proposici6 29 també queda fora de ’ambit d’aquest
article.

En resum, I’assignaci6 escollida per 'algorisme TTC de Gale té molt bones
propietats. No només selecciona I'tinica assignacio del nucli, sin6 que, a més,
com a funcié d’eleccio6 social, és no manipulable (de fet, és I'"iinica d’entre totes
les individualment racionals i eficients que ho és) i és la que s’obtindria a partir
d’un mercat descentralitzat, i, per tant, agents amb objectes amb més qualitat
reben millors objectes. De fet, en la majoria de paisos o regions amb programes
centralitzats de donacions de ronyons creuades fan servir ’algorisme TTC de
Gale, o algunes de les seves variants.

4.5 Assignacions bilaterals estables: I'algorisme d’acceptacié diferida

Considerem problemes d’elecci6é social que consisteixen a assignar dos sub-
conjunts disjunts d’agents, de manera que cada agent d'un dels subconjunts
estigui o bé assignat a un agent de I'altre subconjunt o bé sense assignar. Aques-
ta classe de problemes va ser proposada i estudiada per Gale i Shapley [27].
Exemples tipics d’assignacions bilaterals son els d'un conjunt d’homes a un
conjunt de dones, d’estudiants a titulacions universitaries, de nens de sis anys
a les escoles publiques de primaria d'una ciutat, de metges interns residents a
places hospitalaries, o de treballadors novells a empreses en mercats de treball
professionals.3” Farem servir com a referéncia ’exemple de treballadors i em-
preses. Per tant, el conjunt d’agents del nostre problema d’assignacio bilateral
esta format per dos conjunts disjunts, el conjunt d’empreses E i el conjunt de
treballadors T. Suposarem que #E > 2 i #T > 2. Un agent geneéric sera denotat
peri € N = E U T, mentre que empreses i treballadors geneérics seran denotats
per e i t, respectivament. Cada treballador ¢ € T té una preferencia estricta Py
en el conjunt E U {t}, el conjunt d’empreses E ales quals t pot ser assignat o no.
La possibilitat de quedar-se sense empresa l'identifiquem amb ser assignat a ell
mateix. Cada empresa e € E té una preferéncia estricta P, en el conjunt T U {e},
el conjunt de treballadors T als quals e pot ser assignada o no. La possibilitat
de quedar-se sense cap treballador la identifiquem amb ser assignada a ella
mateixa. Sigui P; el conjunt de totes les preferéncies estrictes de I'agent i. Sigui
P = [l;en Pi el conjunt de perfils de preferéncies, una per a cada agent.

Un problema (d’assignacio bilateral) és una terna (E, T,P), on E és un con-
junt d’empreses, T és un conjunt de treballadors i P és un perfil de preferencies.

37 Aqui presentarem resultats del model en que els agents només poden ser assignats a un
altre agent. Hi ha una extensa literatura que estudia models en qué, com en alguns d’aquests
exemples, els agents d’un dels subconjunts (el de les institucions) poden ser assignats a més
d'un agent de l'altre subconjunt (el de les persones). Roth i Sotomayor [57] és una monografia
magistral sobre aquests models bilaterals d’assignacio.
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El problema d’assignaci6 consisteix a assignar treballadors a empreses, man-
tenint la naturalesa bilateral de les seves relacions i permetent la possibilitat
que tant empreses com treballadors quedin sense ser assignats. Es a dir, una
assignacio bilateral és una funcié u: N — N amb les propietats segiients: a) per
atotteT,u(t) e EU{t};b)peratotae € E, u(e) € T U {e},ic) per a tot
i€ N, u(u(i)) =1i.Fixats E i T, el conjunt d’alternatives socials A és el conjunt
de totes les assignacions bilaterals. En aquest cas, d'una assignacio bilateral
u a cada agent i € N només li interessa I’agent de I'altre subconjunt assignat
ai, u(i),ili és igual com estan assignats els altres agents. Ara, el conjunt
quocient A; de classes d’equivaléncia d’alternatives socials es defineix aixi:
peratotu € A, [uli={v € A|v(i) = u(i)}. Podem estendre la preferéncia
estricta P; sobre el conjunt original d’assignats potencials (E U {i} sii € T i
T u {i} sii € F) al conjunt d’assignacions bilaterals A (d’alternatives socials)
identificant una assignacio bilateral g amb u (i). Per tant, i abusant de la no-
tacio, dir que 'empresa e prefereix estrictament yu’ a u (u'P,u) significa que
u' (e)P,u(e),iprefereix debilment u’ a u (u'Rou) significa que o bé u’(e) = u(e)
obé u'(e)P.pu(e).

Una assignacio bilateral és estable quan totes les empreses i tots els tre-
balladors estan assignats a agents almenys tan preferits com a ells mateixos
(racionalitat individual) i cap parella empresa-treballador no assignats es pre-
fereixen mutuament més que als seus agents assignats (estabilitat a parelles).
Es a dir, donat un perfil P € P, una assignaci6 bilateral u € A és estable a P
quan: a) per a tot i € N, u (i) R;i, i b) no existeix cap parell (e,t) € E X T tal
que ePru (t) i tP.u (e). La nocio d’estabilitat té un paper central en I'estudi
dels problemes d’assignacio bilateral. Si ’assignacio bilateral és voluntaria, la
seva estabilitat és una condici6 indispensable perque I'assignacioé proposada
perduri, ja que sino ho és, o bé un agent que trenca unilateralment amb la seva
parella proposada o bé una parella (empresa, treballador), que s’identifica com
a parella bloquejadora (enviant-se un missatge electronic o fent-se una trucada
de telefon), poden trencar amb els respectius agents assignats i formar una
parella entre ells, de manera que es fa inviable 1’assignacié proposada. Gale i
Shapley [27] demostren que el conjunt d’assignacions estables a P és no buit
i coincideix amb el nucli del problema (E, T, P); és a dir, no hi ha pérdua de
generalitat si suposem que tot el poder de bloqueig recau només en els agents
individuals i en les parelles (empresa, treballador), ja que les coalicions d’agents
més grans no tenen cap poder addicional de bloqueig. Denotem per S(P) el
conjunt d’assignacions estables a P. Donat un perfil P € P, una assignacio
bilateral u € A és eficient quan no existeix una altra assignacio bilateral u’ € A
tal que p’(i)R;u (i) peratoti € Nipu'(j)Pju(j) per a algun agent j € N.

El conjunt d’assignacions estables S(P) té una estructura reticular com-
pleta i dual.?® Per tant, el conjunt d’assignacions estables S(P) conté dues

38 Vegeu Roth i Sotomayor [57] per a una demostracié d’aquesta afirmacié que Knuth [33]
atribueix a John Conway. Definim dues relacions d’ordre > i =7 en el conjunt S(P) de la manera
segiient: donats u, u" € S(P) diem que u >g u’ si p(e)Reu’ (e) peratote € Eidiem que u =7 u’
si u(t)Rep’ (t) per a tot t € T. Llavors, per a tot perfil P € P, (S(P),>g) i (S(P), =) sén dos
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assignacions estables, ug i ur, els maxims dels dos ordres dels dos reticles
complets (anomenades assignacio estable optima de les empreses i assignacio
estable optima dels treballadors, respectivament) que tenen la propietat que les
empreses (els treballadors) unanimement estan d’acord que pg (ur) és la millor
assignacio entre totes les estables; a més, I’'assignaci6 estable optima per a uns
és l’assignacio estable suboptima per als altres. Es a dir, per a tot u € S(P),
a) up(e)Reu(e)Rour(e) peratote € Eib) ur(t)Rypu(t)Reup(t) peratott € T.

Que una assignacio6 sigui o no estable depén de les preferéncies dels agents
i com que aquestes preferéncies son informacié privada, els agents han de
ser preguntats sobre elles. Una funci6o d’elecci6 social en aquest context és
una funci6é f: P — A que assigna a cada perfil de preferencies P € P una
assignacio bilateral f(P) € A. Escriurem f;(P) per indicar ’agent assignat
a i al perfil P per la funcié d’eleccié social f. Una funci6é d’elecci6 social f
és estable si per a tot P € P, f(P) € S (P). Molts dels exemples mencionats
a la introduccié d’aquesta subseccié utilitzen mecanismes centralitzats per
a proposar una solucié al problema d’assignaci6é, que son de fet funcions
d’eleccio social estables.

Les dues versions de 'algorisme d’acceptacio diferida (AAD) presentat per
Gale i Shapley [27] defineixen dues funcions d’elecci6 social estables que pro-
dueixen, per a cada P € P, o bé ug o bé ur, depenent de quin subconjunt
d’agents faci les ofertes. En qualsevol etapa de I'algorisme on les empreses fan
les ofertes, cada empresa e es proposa al treballador més preferit d’entre tots
els que encara no han rebutjat e durant les etapes previes, mentre que cada
treballador t accepta (i és assignat provisionalment a) I'empresa més preferida
entre el conjunt format per les ofertes rebudes en aquesta etapa més I'empresa
provisionalment assignada a t en I'’etapa anterior (en el cas que aquesta existei-
xi). L’algorisme es para a ’etapa en que o bé totes les ofertes soén acceptades
o bé les empreses no tenen treballadors acceptables als quals fer una oferta;
llavors I'assignaci6 bilateral provisional passa a ser definitiva. Gale i Shapley
[27] demostren que aquesta assignacio és estable i coincideix amb I’assigna-
ci6 ug. L'algorisme d’acceptacio diferida on els treballadors fan les ofertes es
defineix simetricament i té com a resultat ’assignacié ur. Aquests algorismes,
o senzilles adaptacions, son extensament utilitzats per a resoldre problemes
concrets d’assignacio6 bilateral. Per exemple, per a I’assignacié d’estudiants a
places universitaries en molts paisos (com Espanya, Turquia o Hongria), de
nens de sis anys a escoles publiques en moltes ciutats (com Barcelona, Boston o
Nova York) i de metges interns residents a places hospitalaries (com als Estats
Units des de I'any 1956). L’exemple 6 illustra I'algorisme d’acceptacié diferida.

EXEMPLE 6. Considerem el problema d’assignacio6 (E, T,P) on E = {ey, e, e3, ea,
est, T = {t1,t2,t3,t4},1 P és

reticles complets (tot subconjunt de S(P) té maxim i minim tant segons >g com segons >T)
i, a més, un ordre és dual o invers de l'altre, és a dir, per a tot parell yu,u’ € S(P), u =g p’
siinomeés si u’ >7 p. Aixo vol dir que en el conjunt d’assignacions estables a P, els agents de
cada subconjunt E i T comparteixen parcialment les seves opinions i hi ha una oposicié parcial
d’opinions entre els agents dels dos subconjunts.
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Pe, Pe, Pe, Pe, Pes P, Py, Py, Py,
t ty ty 5] 4 e e3 eyq el
> > t3 ty ) e3 el es €4
t3 t3 t t3 ty el e ey es
ty ty t2 t2 es eq €4 e e
e1 e e3 e4 t3 es es e3 e3

t 3] t3 Ly

e I’AAD on les empreses fan les ofertes:

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3 Etapa 4 ‘ Final

el — Si e — 1 Si e — 1 Si e — 1 Si uE(el) =11
e>» —ty Si ex—-ty; No|e -t Si ex —tr Si Ug(en) =t
e3—~ty No|e3—t3 Si e3 —t3 Si e3 —t3 Si Ug(e3) = t3
es—~t1 No|es—1ty Si eq—ty Si eq —tg Si UE(eq) =14
es—t; No|es—tr» Si es —-tr No|es—ty No | ug(es) =es

e I’AAD on els treballadors fan les ofertes:

Etapa 1 ‘ Final

t;1 —ex Si ur(ty) = e

tr — e3 Si ur(t2) = e3

t3 — e4 Si HT(13) = eq4

t4 — e SI ur(ty) = e1
ur(es) = es

Observem que pg + pur i que pg(es) = ur(es) = es.39 O

L'algorisme d’acceptacio diferida on les empreses fan les ofertes genera una
funcié d’eleccio social fE: P — A, on fE(P) = ug per a tot P € P. Simétrica-
ment, I'algorisme d’acceptacio diferida on els treballadors fan les ofertes genera
una funcié d’eleccio social f7: P — A, on fT(P) = ur per a tot P € P. Es facil
comprovar que I'algorisme d’acceptaci6 diferida té complexitat polinomica i,
per tant, pot ser utilitzat en problemes amb molts agents.

Roth [53] demostra un primer resultat d’impossibilitat: no existeix cap fun-
ci6 d’elecci6 social estable i no manipulable. Noteu que les funcions dictatorials
en série?? no son estables perd son no manipulables.

39 Sempre es verifica que si y € S(P) i u(i) = i llavors p’ (i) = i per a tot u’ € S(P). No estar
assignat a un agent de I'altre subconjunt és una propietat global del conjunt d’assignacions
estables.

40 Les funcions dictatorials en série per a assignar agents a objectes indivisibles han estat
definides en la subsecci6 anterior, i es poden adaptar facilment a aquest context d’assignacio
d’agents a agents.
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PROPOSICIO 30 (ROTH [53]). Sigui f: P — A una funcio d’eleccio social estable.
Llavors, f és manipulable.

PROVA. Sorprenentment, per a demostrar el resultat d’impossibilitat és sufi-
cient mostrar un exemple per al qual no existeix cap funci6é d’elecci6 social
estable i no manipulable, com mostrarem al final. Considerem un exemple
amb dues empreses E = {ej,e2}, dos treballadors T = {t1,t>} i el perfil de
preferencies P segiient:

Pel Pez Ptl Ptz

to (8] e1 )
ty ex e
er e th

Es facil comprovar que S(P) = {ug, ur}, on pg(er) =to, pp(ez2) =ti, ur(ey) =
t; i pur(e2) = to. Sigui f: P — A qualsevol funcié d’eleccié social estable.
Aleshores, f(P) € {ug, ur}.

e Si f(P) = ur llavors e; pot manipular f en el perfil P declarant t>P; e1 P, t1
jaque S(P, ,P_. ) = {ug} i, per tant, per l'estabilitat de f, f(P;,,P—,) =
ME 1

1’
fel(Pell’Pfel) = tZPeltl :fel(P)-

e Si f(P)= g llavors t; pot manipular f en el perfil P declarant e; Py, t1 Py, ez
jaque S(P/,P_t) = {ur} i, per tant, per l'estabilitat de f, f(P;,,P-¢,) =
pr i

S, (P, P_,) = e1Pyex = f1,(P).

Ara bé, noteu que, independentment del nombre d’empreses i de treballa-
dors, sempre podrem seleccionar un perfil on el perfil P de I'’exemple descrigui
la part rellevant des del punt de vista de I'estabilitat d’aquest perfil més ge-
neral, on tots els treballadors diferents de t; i t> sén no acceptables per a les
empreses e; i ey, i totes les empreses diferents de e; i e> sén no acceptables
per als treballadors t; i t2. A més, la restriccio a {ej,e»} i {t1,t2} de qualsevol
assignacio estable del problema general es redueix al conjunt {ug, ur}. Per tant,
quasevol funci6 d’elecci6 social és manipulable. O

Alcalde i Barbera [1] donen el resultat d’impossibilitat segiient, que és
més fort que el de Roth [53] ja que tota funcié d’eleccié social estable és
individualment racional i eficient. La demostracio6 és senzilla i similar a la de
Roth [53].

PROPOSICIO 31 (ALCALDE I BARBERA [1]). Sigui f: P — A una funcio d’eleccio
social individualment racional i eficient. Llavors, f és manipulable.

Per a cada agent i € N, sigui D; < P; un subconjunt de preferéncies
estrictesen Tu {i} sii€ Eoen Eu {i} sii € T. Sigui n = #E + #T. Diem que
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una funcio6 d’elecci6 social f: Dy X - - - X Dy, — A és no manipulable per S < N
quan per a tot perfil P = (Py,...,Py) € Dy X - - - X Dy, toti € Sitot P} € Dy,

Sfi(P)R;fi(P;,P_;).

No és dificil verificar que els dos algorismes d’acceptacio diferida entesos
com a funcions d’elecci6 social son no manipulables pel subconjunt d’agents
que fan les ofertes.

TEOREMA 32 (DUBINS I FREEDMAN [25]; ROTH [54]). La funcié d’eleccio social
fE: P — A és no manipulable per les empreses i la funcio d’eleccio social
fT:P — A és no manipulable pels treballadors.

Alcalde i Barbera [1] també identifiquen (i justifiquen amb molts exemples)
una restriccié de domini de preferéncies natural amb la qual es pot obtenir un
resultat de possibilitat: existeix una tinica funci6é d’elecci6é social estable i no
manipulable en aquest domini. El que queda de I'analisi ho farem des del punt
de vista dels treballadors. Es pot fer 'analisi simeétrica des del punt de vista de
les empreses.

DEFINICIO 33. Sigui t € T un treballador. Un conjunt de preferéncies PPy
en E U {t} satisfa la condicié de dominancia en el millor per a t quan per a
tot parell P, P, € QN’t i per a qualsevol parell x,y € E U {t} tals que a) xR;t,
b) ¥R;t, ¢) xP;y,id) yP/x, llavors, no existeix cap agent z € E U {t} per al
qual zP;x i zP[y.

Un conjunt de perfils de preferencies estrictes P = Hle FUT P; < P satisfa la
condici6 de dominancia en el millor si per a tot t eT, ?t satisfa la condici6 de
dominancia en el millor per a t, i per a tote € E, fPe = P,. Es important notar
que la condici6 de dominancia en el millor només s’imposa en les preferéncies
dels agents d'un dels dos subconjunts del problema d’assignacio6 bilateral (els
treballadors), mentre que les preferéncies dels agents de I’altre subconjunt (les
empreses) es deixa sense restriccions.

PROPOSICIO 34 (ALCALDE I BARBERA [1]). La funcié d’eleccio social fE: P — A
és l'unica funcio no manipulable en el conjunt de perfils de preferéncies que
satisfan la condicio de dominancia en el millor.

Sigui PcPel subconjunt de perfils de preferencies estrictes on els agents
prefereixen qualsevol agent de l’altre subconjunt abans que quedar-se sense
assignar; és adir, P € Psiinomés siperatote € Eitott € T, tP,eieP;t.

PROPOSICIO 35 (ALCALDE I BARBERA [1]). Hi ha funcions d’eleccio social efici-
ents, individualment racionals i no manipulables en el domini P.

La proposici6 és certa ja que totes les funcions d’elecci6 social dictatorials en
serie son eficients, individualment racionals i no manipulables en P. En aquest
domini de preferencies la condicié d’individualitat racional no té cap poder
restrictiu. Es facil comprovar que qualsevol funcié d’elecci6 social dictatorial
en serie és eficient i no manipulable. Noteu, pero, que no és estable.
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