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1 Introduccio

Escriure un article original sobre fractals és certament una tasca dificil. Quan
busquem la paraula fractal al cercador de Google trobem aproximadament
43 600000 resultats (el dia 26 de setembre de 2011), que inclouen imatges
fantastiques, pagines de diversos cursos de fractals donats arreu del mon,
entrades a la Viquipédia i a la Wikipedia (amb articles en diversos idiomes),
pellicules a YouTube i programes de generacio i visualitzacié de fractals. Aixi,
doncs, no espero ser gens original, i només pretenc mostrar algunes de les
relacions d’aquests objectes amb el que molts diuen que va ser la tercera gran
teoria fisica del segle passat: la teoria del caos. En matematiques, aquesta teoria
s’emmarca dins la teoria dels sistemes dinamics, que estudia essencialment
processos que evolucionen amb el temps. La teoria dels sistemes dinamics té
multitud d’aplicacions a la fisica, biologia, meteorologia, astronomia, economia,
quimica, etc. Dos sén els conceptes aparentment antagonics que han estat
unificats per aquesta teoria: el determinisme i el caos. I un dels fils conductors
és precisament la fractalitat.

No és necessari explicar que l'atencié que han rebut els fractals en les
ciéncies aplicades, i fins i tot als mitjans de comunicacié de masses, ha estat en
bona mesura gracies a la figura del matematic Benoit Mandelbrot (1924-2010),
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recentment desaparegut. Mandelbrot va saber crear i aplicar a problemes reals
(i complexos) tot un cos de coneixement amb elements que havien estat creats
per altres matematics per a problemes aparentment molt abstractes, pero no
per aixo menys importants.

Aixi, a final del segle XIX s’estaven reescrivint els fonaments del calcul per
fundar I’analisi moderna (definint rigorosament que sé6n els niumeros reals,
estudiant la topologia de la recta real, desenvolupant la teoria de funcions), es
va crear la teoria de conjunts (i 'aritmeética transfinita) i va néixer la teoria dels
sistemes dinamics (estudiant problemes de mecanica celeste). En aquella epoca
es van construir funcions patologiques que eren continues pero no derivables
en cap punt (i que es poden considerar els primers objectes fractals!), com
la funcié de Weierstrass 'any 1872. També es van construir conjunts auto-
semblants! i geométricament complexos de ntimeros reals, amb propietats
topologiques estranyes i a més no numerables, com el conjunt de Cantor 'any
1883. De fet, exemples de conjunts de Cantor ja van ser preéviament descoberts
per H. J. S. Smith I'any 1875 en estudiar problemes d’integracié de funcions
discontinues. D’altra banda, Poincaré, al tercer volum dels seus New methods of
celestial mechanics (1899), en el qual posava els fonaments de la teoria dels sis-
temes dinamics, era incapa¢ de representar la complexa teranyina homoclinica
produida per les interseccions de corbes invariants asimptotiques (les varie-
tats estable i inestable) de punts d’equilibri. Les interseccions homocliniques
corresponen a trajectories doblement asimptotiques (en el futur i el passat)
al corresponent punt d’equilibri, i en conjunt tenen el cardinal del continu! El
mateix Poincaré relacionava aquesta complexitat amb la impossibilitat de re-
presentar les solucions del problema de tres cossos (i en problemes de dinamica
en general) amb séries convergents.

La mirada atenta a la meva filla Laura aplicant la técnica japonesa de
kumihino per fer trenes m’'inspira a descriure la intricada relacié entre fractals,
determinisme i caos com la de I'entrellacament dels fils d'una trena triple.
Aix0, i la lectura de I'excellent llibre de Yakov Pesin i Vaughn Climenhaga,
Lectures on fractal geometry and dynamical systems [7]. Aquest escrit és només
un manual per entrellacar una trena triple al voltant del conjunt ternari de
Cantor, considerat el primer exemple de fractal i, possiblement, el més conegut
(en franca competicié amb el conjunt de Mandelbrot). El lector actiu haura
de seguir pacientment les instruccions, amb I'ajuda de paper, boligraf i la
seva imaginacio. Es per aquest motiu que he omés les figures, habituals en els
articles sobre aquest tema; és feina del lector reconstruir-les.

2 Fractalitat en el conjunt de Cantor

El terme fractal va ser inventat per Mandelbrot 'any 1975, al seu assaig Les
objets fractals [4], per descriure objectes irregulars i fragmentats que mantenen

1 En comptes d’autosemblant i autosemblanca també s’usen els termes autosimilar i autosimili-
tud.
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aquestes propietats a totes les escales a que s’examinen. En cap moment va
pretendre donar una definici6 matematica de fractal, i fins i tot es va preguntar
si era necessaria la definicié d'un tal neologisme (que ara ja no ho és tant).

Els fractals son, doncs, objectes (aproximadament) autosemblants i geome-
tricament complexos. Que un objecte sigui autosemblant significa que esta
format per copies més petites de si mateix. Aixi, en canviar d’escala repeti-
dament observarem copies de 1'objecte fractal. Leibniz va considerar aquesta
propietat, pero va concloure que només podien ser autosemblants els punts,
les rectes, els plans, etc., és a dir, objectes molt elementals.

No va ser fins a final del segle XIX i principi del XX que matematics com
Cantor, Sierpinski o Koch van inventar (o descobrir?) objectes autosemblants
pero geometricament complexos. Un fet remarcable és que, malgrat la seva
aparent complexitat, aquests objectes fractals es poden generar amb regles
molt senzilles, iterant recursivament un procediment. Aquests algorismes es
poden, doncs, programar facilment a 'ordinador i es poden visualitzar els
objectes fractals resultants a la pantalla. En definitiva, si abans hem lligat la po-
pularitzacio dels fractals a una persona, ho farem ara a un objecte: I'ordinador,
un invent eminentment matematic.

A part d’aquests fractals artificials Mandelbrot, tot observant la natura, va
adonar-se que hi ha també multitud d’objectes que no es poden descriure
amb els elements tipics de la geometria euclidiana: arbres i falgueres, linies de
costa, sistemes pulmonars, distribucié d’estrelles d’'una galaxia, etc. I també
va crear models matematics d’aquests objectes fractals naturals, en els quals
evidentment I’autosemblanca és aproximada i no es produeix a totes les escales.

Una vegada hom s’adona que hi ha objectes complexos, és natural buscar
alguna mesura de la complexitat d’aquests, per poder classificar-los. De nou,
Mandelbrot no va definir formalment el concepte de dimensio fractal al seu
celebre The fractal geometry of nature [5], sind que més aviat va utilitzar
diverses nocions tal com havia fet a [4], que ja havien estat introduides per
Hausdorff, Besicovitch, Minkowski i Kolmogorov, més de mig segle abans.
La definici6 més estandard i utilitzada en estudis teorics és la donada per
Hausdorff cap a 'any 1917, i que va ser a bastament estudiada per Besicovitch.
En aquest sentit, el llibre de Kenneth Falconer The geometry of fractals sets [3]
és un excellent complement matematic als treballs descriptius de Mandelbrot.
La dimensio de Hausdorff-Besicovitch és molt complicada de calcular en les
aplicacions, i el mateix Mandelbrot no en recomana 1'as. Per tant, sovint és
substituida per la dimensio de recobriment (o dimensio box-counting). Nosaltres
només veurem aqui una definicié de dimensio fractal feta a mida per als ob-
jectes autosemblants (i artificials!). Afortunadament, aquesta definici6 per als
objectes autosemblants esdevé teorema si apliquem les definicions de dimensio
abans mencionades.

2.1 El conjunt ternari de Cantor

Hi ha almenys dues maneres de definir el conjunt ternari de Cantor, que a
partir d’ara anomenarem simplement conjunt de Cantor per abreujar.
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En una carta a Dedekind I'any 1882, Cantor defineix ’homonim conjunt com

C={x=Ya;37"|vi>1, a;€{0,2}}. (1)
i=1

Per tant, els elements del conjunt de Cantor s6n aquells nombres de I'inter-
val [0, 1] que es poden escriure en base 3 (notaci6 que utilitzarem en endavant)
només usant 012 isenseusar 1: x =0'aazasz--- =Y a;37%, on els trits s6n 0
0 2. Aqui aprofitem que hi ha nombres que es poden representar de dues
maneres. Per exemple, £ =01 = 0’02, de forma que § € C.

Una altra manera habitual de presentar aquest conjunt és generant-lo mitjan-
cant 'eliminaci6 repetida dels tercos oberts centrals d'un conjunt de segments
tancats, comencant en el primer pas amb l'interval [0, 1] (per exemple), i conti-
nuant el procés ad infinitum. Per formalitzar aquesta idea, considerem les dues
semblances w; i wy de ra6 % de la recta real donades per

1 1 2
== ==X+-. 2
w1 (x) 3x,wz(x) 3+ 3 (2)
Aixi, el conjunt de Cantor es defineix com
C=)Kn, (3)
n=0

on (Ky)ns0 €s una successio decreixent de compactes (conjunts tancats i fitats)
definida recursivament des de Ky = [0, 1] per

Ky =wq(Ky-1) vwz(Ky-1) . 4)

Observem que cada K, és una unio6 disjunta d’intervals tancats:

n
Kn=[0,1]~ 1) |0'ay...a; 41, 0'ay...a; 2] =
i=1ay,...,a;_1€{0,2} (5)
= L [0'ay...an, 0'a;...(an+1)],
ai,...,an€{0,2}

on a la primera linia expressem que en el pas n-ésim traiem 2"! intervals
oberts de longitud 37", que s’afegeixen als que hem eliminat en els passos
anteriors, i a la segona linia indiquem els intervals que romanen.

En resum, obtenim que el conjunt de Cantor és:

Cc=[0,1]~ ") g [0'a;...a; 41, 0'ay...a; 2. (6)
i>lay,....,a;_1¢{0,2}

Un moment de reflexié ajudara el lector a veure I’equivaléncia de (6) amb la
primera definicio (1).
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2.2 Les propietats del conjunt de Cantor

Considerarem en aquesta seccio diverses categories de propietats del conjunt
de Cantor.

2.2.1 Propietats topologiques Les propietats topologiques del conjunt ter-
nari de Cantor es poden resumir dient que C és un conjunt de Cantor. Aquesta
aparent obvietat vol dir que:

a) C és compacte: tota successié de punts de C té una subsuccessio parcial
convergent a un punt de C. Aquesta propietat és equivalent a afirmar que
C és tancat (per pas al limit, és a dir, que les successions de punts de C
que convergeixen ho fan a punts de C) i fitat (un fet obvi).

b) C és perfecte: no té punts aillats. Aixi, qualsevol punt del conjunt de
Cantor es pot aproximar tant com vulguem per altres punts del conjunt
de Cantor.

¢) C és totalment disconnex: les seves components connexes son punts. A la
recta real, aixo vol dir que el conjunt de Cantor no conté intervals oberts.

Un resultat de topologia afirma que qualsevol conjunt de Cantor és topo-
logicament equivalent (homeomorf) al conjunt ternari de Cantor. Es a dir,
es pot establir una aplicaci6 bijectiva, continua i amb inversa continua (un
homeomorfisme) amb el conjunt ternari de Cantor.

2.2.2 Propietats mesurables Ens plantejem ara calcular la longitud del
conjunt de Cantor. Per respondre a aquesta aparentment agosarada pregunta
simplement hem de recordar que a cada pas n de la generacié del conjunt de
Cantor traiem 2" intervals oberts de longitud 37", i calcular ¥,,,; 2" 137" = 1.
Llavors:

d) C té longitud (mesura de Lebesgue) £ = 0.

Per tant, des del punt de vista de la teoria de la mesura, el conjunt de Cantor
és molt petit, de fet negligible. La probabilitat que en agafar un punt a l'atzar
de l'interval [0, 1] estigui al conjunt de Cantor és 0.

2.2.3 Propietats transfinites Cantor va pensar en el seu conjunt en intentar
construir un conjunt no numerable que tingués menys elements que R. Pero no
se’n va sortir, perque:

e) C no és numerable, i és equipotent a R.

Aquest resultat es prova simplement passant les representacions ternaries dels
punts del conjunt de Cantor a representacions binaries de punts de l'interval
[0, 1], substituint els trits 2 per bits 1. Aixi, des del punt de vista conjuntista,
el conjunt de Cantor és gran.

Els treballs de Cantor sobre aritmeética transfinita van ser menyspreats per
algunes de les ments preclares de ’época, com Poincaré o Kronecker. El primer
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va arribar a dir que les idees de Cantor eren una greu malaltia que infectava la
disciplina de les matematiques, i el segon li tenia una profunda animadversio
personal. Curiosament (o no?), el conjunt de Cantor o altres conjunts similars
apareixen sovint en I’estudi de sistemes dinamics molt senzills, una area de la
qual Poincaré fou el fundador!

2.2.4 Propietats geometriques Una propietat interessant, i que esta intima-
ment relacionada amb la «fractalitat» del conjunt de Cantor, és I’autosemblanca.
Observem que:

f) C esta format per dues copies de si mateix: C = w1 (C) ww,(C), on wy i wy
son les semblances de ra6 % definides a (2).

g) C és I'inic conjunt compacte que satisfa C = w;(C) uw,(C)!

Aixi, la propietat g) caracteritza el conjunt ternari de Cantor i ens proporciona
una altra definicié. Aquest punt de vista es pot generalitzar molt en definir els
anomenats atractors de sistemes iteratius de funcions. Vegeu, per exemple, el
llibre de Michael Barnsley Fractals everywhere [1].

L’autosemblaca ens déna una altra demostracié del fet que la longitud del
conjunt de Cantor és 0. Si £ és la longitud, llavors £ = 3£ + 14, i aix0 només és
possible si € =0 (0 € = +o0, pero ho descartem perqueé £ < 1).

2.2.5 Propietats fractals Per als conjunts autosemblants i no solapants (que
definirem ara) podem mesurar un grau de complexitat, una dimensi6 fractal
que anomenarem dimensio de Moran.

Sigui A un subconjunt de R" tal que existeixen N semblances wy,...,wy
de raons rq,...,ry (menors que 1) de manera que:

N
e A éslaunio6 de les N copies: A = | w;(A);
i=1
¢ no hi ha solapaments entre copies: per a tot parell de copies i + j i per a
tot conjunt obert U, AnU ¢ w;(A) nw;(A).

La primera propietat representa I’autosemblanca (respecte a les contraccions
wi,..., Wy), i es pot demostrar que caracteritza el compacte A. També es
diu que A és I’atractor del sistema iteratiu de funcions wi,..., wy. La segona
propietat indica que, encara que les copies poden tenir interseccions no buides,
aquestes no poden tenir interior no buit (respecte al conjunt A). Llavors, per
a aquest conjunt A es defineix la dimensi6 fractal dimy;A com I'"inic nombre
positiu d que satisfa 1'equacio de Moran

rld+--~+1f]fi,:1. (7)

Per exemple, el segment I = [0, 1] es pot escriure I = w;(I) uw(I), amb
wi(x)=3xiwy(x)=1x+1, illavors dimyI=d satisfal'equacié 2-2-4=1, i s’obté
com a resultat d = 1 (sort!). Observem que, en aquest exemple, w;(I) nwy(I) =

11 té interior buit. Podriem haver escollit w; (x) = 3xiw,(x) = L +3 x, pero en
2 1 1 p

4
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aquest cas les copies de I se solapen, i 'equacié de Moran no déna obviament
el resultat correcte.

Per al conjunt ternari de Cantor I'equaci6 de Moran és 2-37% = 1, de manera
que:

h) C, el conjunt ternari de Cantor, té dimyC = %.
En aquest punt hem remarcat que }g% és la dimensi6é del conjunt ternari

de Cantor. Aixi, encara que construim conjunts de Cantor escollint diverses

copies amb raons de semblanca diferents a % conjunts que tindran les mateixes

propietats topologiques, mesurables i transfinites que el conjunt ternari de

Cantor (i que animem el lectolr azconstruir!), s’obtindran en general conjunts
og

amb dimensions diferents a Tog3" La dimensi6 fractal ens permet d’alguna

manera graduar la patologia d’aquests conjunts, per poder distingir-los.

Ja hem comentat que es poden definir dimensions fractals per a conjunts
més generals. Moran, alumne de Hausdorff, va demostrar que la dimensi6 de
Hausdorff-Besicovitch d'un conjunt autosemblant i no solapant és la soluci6
de '’equacio (7).

3 Determinisme en el conjunt de Cantor

La teoria dels sistemes dinamics estudia processos evolutius, sistemes que
evolucionen amb el temps. La identificacié dels estats del sistema amb punts
d'un espai de fase permet geometritzar i analitzar aquestes evolucions global-
ment. Les evolucions del sistema sén determinades per una llei, per exemple
una equaci6 diferencial (si el temps és continu) o una aplicacio (si el temps és
discret). Aqui considerarem el segon cas.

Aixi, en principi podem considerar qualsevol conjunt X (I’espai de fase), i
una aplicacié f: X — X, que ens diu quin sera l'estat del sistema en el proper
instant, si I’estat present és x € X. Per tant, donada una condici6 inicial xq € X,
la llei f determina I’evoluci6 futura del sistema, en aquest cas la successi6
d’estats xg, x1 = f(x0),x2 = f(x1),... .

Els algebristes dirien que el que estem considerant és una accié del semi-
grup N sobre el conjunt X, i que les evolucions so6n orbites de I’acci6. Pero
aquesta estructura és massa pobra i generalment es considera alguna estruc-
tura addicional sobre el conjunt X, com ara ser un obert de I’espai euclidia o
una varietat diferenciable, un espai metric o topologic, o un espai mesurable, i
llavors es demana que f preservi aquesta estructura. En cada cas s'utilitzen
eines i punts de vista diferents a I’hora d’estudiar un sistema, de manera que
tenim dinamica diferenciable, dinamica topologica, teoria ergodica, etc.
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3.1 L’aplicacio tenda
Considerem un sistema dinamic discret sobre la recta real R generat per
I'aplicacio

3x, Six<
3(1-x), six>

f(X)={

N PN~

Aquesta és I'aplicacio tenda que considerarem en aquest escrit. Un dibuix de la
seva grafica ens illuminara sobre el seu nom.

L’aplicaci6 tenda defineix un sistema dinamic irreversible, perqué com que
és no invertible no podem endevinar el passat d’'un estat donat, i només podem
determinar-ne el futur. Hi ha dos estats en equilibri, independents del temps,
que soén els punts fixos pg=01ip; = % (és adir, f(po) =poif(p1)=p)-

Observem que tots els estats menors que O o més grans que 1 tenen un
futur més aviat decadent, tendint cap a —c. Podem dir que estan a la conca
d’atracci6 de —oo. Aixi, la dinamica interessant passa a l'interval Ky = [0,1].

Un mirada més detallada ens fa notar que els punts que estan a I'interval
]%, %[ també s’escapen a —oo, ja que en una primera iteracioé ja prenen valors
més grans que 1. Aixi, doncs, la dinamica interessant passa al conjunt compacte
Ki=[0,3]u[3,1].

Iterant el procés, observem que els punts de l'interval [0,1] que en n
iteracions no surten d’aquest interval,

Kn={x¢€[0,1]|Vie{0,1,...,n}, fi(x)e[0,1]},

son precisament els punts dels conjunts compactes K, definits a (5). Una ma-
nera de veure aixo es adonar-se que la funcié f" a I'interval [0,1] és lineal
a trossos, i esta composta per 2" branques que alternativament tenen pen-
dents 3" i —3", amb forats que corresponen als conjunts d’escapament després
de 1,2,...,n iteracions.

En definitiva, el conjunt de punts que no s’escapen a —oo és el conjunt
ternari de Cantor! Aquest conjunt és, doncs, invariant per al sistema, perque
f(C) =C. De fet, és un conjunt repulsor, perqué qualsevol punt que no esta a C
acaba convergint, en iterar el sistema, cap a —oo.

3.2 Dinamica en el conjunt de Cantor

Una altra manera d’adonar-se de la invariancia del conjunt de Cantor i d’extreu-
re propietats d’aquest subsistema és acudint a les representacions ternaries
dels nombres. Recordem que els elements del conjunt de Cantor s6n aquells
que es poden representar en base 3 sense utilitzar 1. Veiem, doncs, com actua el
nostre sistema dinamic sobre les representacions ternaries d’aquests nombres:

e six < % llavors x = 0'0aqas... i f(x) = 0’'azas..., aixi que f actua
corrent la coma;

o six > %, llavors x = 0'2aas... i f(x)=0'(2-a,)(2-as3)..., aixi que f
actua complementant a 2 els digits i corrent la coma.



Fractalitat, determinisme i caos en el conjunt de Cantor 169

Per tant, si la representacio ternaria de x no té 1, llavors la representacio
ternaria de f(x) tampoc en té. Aquest argument prova que f(C) c C. Per provar
que f(C) =C, n’hi ha prou amb adonar-se que un punt del conjunt de Cantor,
x = 0'ajaras..., té dues antiimatges al conjunt de Cantor, 0’'0a azas...
i0'2(2-a1)(2-az)(2-as)... .

D’altra banda, si un nombre x no esta al conjunt ternari de Cantor, llavors
x=0ay...an11... per auns certs ai,...,an_1 € {0,2} (i amb la seqiiéncia
ulterior diferent de 0), llavors f"(x) =1’---> 1 i els iterats convergiran a —oo.
Amb aquest nou argument per mostrar que C és un repulsor ens adonem que,
donat un punt del conjunt de Cantor, els iterats del qual romanen fitats, hi ha
punts tan a prop com vulguem d’aquest que pertanyen a la conca d’atraccio
de —oo. Trobem, doncs, una primera traca de caos: la dependéncia sensible
respecte a condicions inicials.

En I'apartat segiient estudiarem el sistema dinamic restringit al conjunt de
Cantor, i provarem que aquest subsistema és caotic.

4 Caos en el conjunt de Cantor

En arribar a aquest punt, hem d’explicar qué entenem per un sistema dinamic
caotic. Tres son els ingredients que el caracteritzen:

1) dependeéncia sensible respecte a condicions inicials: tan a prop com vul-
guem d’una certa condici6 inicial, n’hi ha una altra que evoluciona de
manera sensiblement diferent a llarg termini,

2) densitat del conjunt d’orbites periodiques: donada una condici6 inicial, n’hi
ha una altra tan a prop com vulguem que doéna una evolucié periodica
(encara que el periode pot ser molt llarg);

3) existencia d’'una orbita densa: hi ha una orbita que passa tan a prop com
vulguem de qualsevol punt de I'espai de fase.

Aixi, la dinamica caotica és una barreja d’impredictibilitat i dinamica recurrent.

Una manera de demostrar que un sistema és caotic és veure que €és equi-
valent a un altre que sabem que ho és. Aquesta tautologia plana en la teoria
dels sistemes dinamics, en la qual moltes vegades per analitzar un sistema
dinamic concret es fan canvis de variable perque les seves propietats siguin
més senzilles d’analitzar. Bé, aquesta idea no és exclusiva d’aquesta teoria, sin6
de les matematiques en general, on en molts ambits s’intenten trobar formes
normals dels objectes d’estudi, per tal de classificar-los.

En aquesta seccié veurem un exemple paradigmatic de sistema dinamic
caotic, i després veurem que I’'aplicacioé tenda sobre el conjunt de Cantor és
equivalent a aquest sistema dinamic. Comencarem donant una definici6 formal
de sistema dinamic caotic.
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4.1 Sistemes dinamics caotics

Per fer demostracions, obviament, necessitem definicions rigoroses dels con-
ceptes introduits. La definici6é de sistema dinamic caotic requereix una metrica
per poder mesurar distancies entre evolucions.

Sigui, doncs, un espai de fase X, amb una meétrica d per mesurar distancies
entre punts x, y € X, d(x, y). Sigui f: X — X una aplicaci6 continua en aquest
espai metric, generadora d’un sistema dinamic discret. El sistema dinamic és
caotic si, i només si:

1) Existeix 6 > 0 tal que, per a tot x € X i € > 0, existeixen y € X i n > 0 tals
que d(x, y) < & pero d(f"(x), f(¥)) > 6.

2) Per atot x € X i¢& >0, existeixen y ¢ Xin > 0 tals que d(x,y) < €i
S y)=y.

3) Existeix x, € X tal que, per a tot x € X i € > 0, existeix n > 0 tal que
a(f"(x,),x) <e.

La propietat 1) correspon a la dependeéncia sensible respecte a condicions
inicials; la 2), a la densitat d’orbites periodiques, i la 3), a 'existéncia d'una
orbita densa (també referida com a transitivitat topologica).

4.2 Un model de caos: el shift de Bernoulli

Hem vist que podem codificar els punts del conjunt de Cantor mitjancant les
seves representacions ternaries, i que I’aplicaci6é tenda essencialment el que
fa és eliminar-ne termes. Aixi, podem extreure informaci6 de la dinamica del
sistema estudiant com es comporta sobre les seqiiéncies de simbols (de trits,
en aquest cas, que només poden prendre dos valors: 0 i 2).

Una abstraccié d’aquesta idea és considerar com a espai de fase I’espai de
successions de dos simbols, 1 i 2. Aquest és:

Sy = []{L,2}={s=s18... | Vi>1, 5;€{1,2}}.

ieN,

Ens referirem a ¥, com a I’espai d’adreces o d’itineraris de dos simbols. Una
paraula de longitud n és simplement una seqiiéncia finita sy ... sy,.

El shift de Bernoulli és un sistema dinamic discret sobre X, generat per
I'aplicaci6 o:3, — 3, definida per

O(515283...) =528354... .

Es a dir, peras € 3, tenim ((r(s))l. = 5;,1. Aixi, simplement consisteix a eliminar
el simbol inicial.

Obviament, aquestes definicions i la resta de la seccié poden ser generalit-
zades a espais d’adreces de més simbols. Hi ha una area de dinamica simbolica
que analitza aquests tipus de sistemes dinamics.
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4.2.1 Topologia de 'espai d’adreces Per estudiar les propietats topologi-
ques del shift, s’ha d'introduir una topologia sobre I'’espai de fase 3,. Aquesta
és la topologia producte induida per la topologia discreta en cada factor {1, 2}.
Afortunadament, aquesta topologia és donada per una metrica ben senzilla.
Aixi, la distancia entre adreces s,t e 3,

0, sis=t,
a(s,t)=4_", _ _ o co

27", sisxtin=min{i>1|s;#¢t}-1,
ens permet definir conceptes com entorn d’un punt, limit, continuitat, etc.

Aquesta meétrica ens visualitza la idea intuitiva que dues adreces estan a

prop (a distancia 27") si coincideixen en els primers simbols (n), i com més
a prop estiguin més simbols coincidiran. Aixi, donada una adrecase >,,in > 1,
el conjunt d’adreces que comencen per la paraula s,5 ..., és el cilindre

Corspsn = {U€Z0 [t =51,... 10 = Sn},
o la bola tancada de centre s iradi 27",
B(s,27™) = {teZ, | d(s,t) <27},
o la bola oberta de centre s i radi 2-("1),
B(s,27™) ={te3, |d(s,t) <27},

Observem, doncs, que un cilindre Cs,.. s, €S un conjunt obert i tancat al mateix
temps, un fet inusual en les topologies usuals. Per a cada s, els cilindres Css,. s,
amb n > 1 formen una base d’entorns de s.

El concepte de limit es pot traduir de la manera segiient: direm que la
successio d’itineraris s, convergeix a s si, i només si, per a tot n € N existeix
un ko tal que per a tot k > ko, sy € Cs,s,...s, (€s a dir, els primers n elements de
Sk 1 s coincideixen).

Més endavant veurem que X, és un conjunt de Cantor, i explicitarem un
homeomorfisme amb C. El lector es pot aventurar a provar directament que 3,
és compacte, perfecte i totalment disconnex.

4.2.2 Demostracio de la caoticitat del shift de Bernoulli El shift de Ber-
noulli preserva I'estructura topologica de 3, és a dir, és una aplicacié continua.
De fet,

d(o(s),o(t)) <2d(s,t),

illavors I'aplicacio o és Lipschitz: la distancia entre imatges esta controlada pel
doble de la distancia entre punts. Es més, si d(s, t) < 1, llavors d(o (s),o(t)) =
2d(s,t), que ens dona una idea de I'expansivitat d’aquesta aplicacio.

Ja podem demostrar que el shift de Bernoulli és caotic:
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1) Sigui s € ¥, una adreca. Per a € > 0, prenem n de manera que 2™" < &.
Llavors, una adreca t € £, que comenca per $15»...5, Pero ty,1 # Sn+i
satisfa d(s,t) <eid(o"(s), 0™ (1)) = 1.

De fet, si escollim t e Cs, 5, de manera que t; # s; per a tot i > n, llavors
peratoti>n,ésd(oi(s),ol(t))=1.

2) Sigui s € 3, una adreca. Per a € > 0, prenem n de manera que 27" < &.
Llavors, 'adreca t € X que comenca per $;5»...5, 1 repeteix aquesta
paraula periodicament, satisfa d(s,t) <€io™(t) =t.

3) Considerem un itinerari s amb les propietats segiients: els 2 = 12!
primers simbols sén els dos simbols 1 i 2; els 8 = 2 - 22 simbols segiients
son les quatre parelles diferents que es poden formar amb els simbols 1
i 2; els 24 = 3- 23 simbols segiients son les vuit ternes diferents que es
poden formar amb els simbols 1 i 2, etc. Llavors, aquest itinerari «viatger»
passa tan a prop com vulguem de qualsevol adreca.

Hom pot pensar que la construccié que hem fet és prou artificial i abstracta.
I és veritat. Pero la seva importancia és que la demostracié que un sistema
dinamic és caotic (o que conté un subsistema caotic) es pot reduir moltes
vegades a l'estudi d’aquest sistema o similars. Aquests sistemes dinamics
simbolics capten d’alguna manera l'esséncia del caos. En la secci6 segiient
veurem un exemple elemental d’aquesta idea.

4.3 Dinamica caotica sobre el conjunt de Cantor

En aquesta secci6 veurem que la dinamica de I’aplicaci6é tenda restringida al
conjunt de Cantor és caotica, i de fet és conjugada (mitjancant un canvi de
variable explicit) al shift de Bernoulli. Per fer aixo, haurem d’assignar adreces
als punts del conjunt de Cantor.

Donada una adreca s € 3, li associem una successio decreixent d’intervals
tancats

Is, .5, = [0'(251 ~2)(252-2)...(25p = 2), 0'(251 = 2)(25p = 2) ... (25p — 1)],

en la qual simplement estem traduint 1 per 0 i 2 per 2 per obtenir les repre-
sentacions ternaries dels extrems dels intervals. Com que la longitud de cada
interval és 37", llavors la interseccié d’aquests intervals encaixats és un tnic
punt del conjunt de Cantor, que denotem cg:

() L5y, = {Cs} -

nx1

D’aquesta manera, definim una aplicacio de localitzacio, h:%, — C, que
donada una adreca s € 3, ens posiciona el punt h(s) = cs en el conjunt de Cantor.
Aquesta aplicacio és en el nostre cas bijectiva, perqué a cada punt del conjunt
de Cantor li correspon una unica adreca. Aquesta és una nova manifestacio
del fet que el conjunt de Cantor és totalment disconnex. Obviament, per als
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cilindres d’adreces tenim h(Cs, s, ) = Is,..s,,. Per tant, I'aplicacio h és continua,
ila inversa també ho és.

Considerem ara I'aplicacio tenda restringida al conjunt de Cantor. En la
seccio 3.2 hem vist com actua aquesta aplicacié sobre les representacions
ternaries dels elements del conjunt de Cantor, que essencialment son itineraris
(amb simbols diferents). Traduint les representacions ternaries al nostre alfabet,
el nostre sistema dinamic és T =h ' o foh:3, — 3, i és donat per

Si+11 3151:11
(t(s)), =12, sis;=2is;,,=1,
1, Sisy=21s;,1=2.

L’aplicacié T no és ben bé el shift de Bernoulli, pero se li assembla molt. En
fer un nou canvi de variable amb ’homeomorfisme g:3, — 3, definit per

s1, sii=1,
(9(s)), =41, sii>lisig=s,
2 sii>11s;q1+s;,

llavors obtenim el veritable shift de Bernoulli: 0 = goTog™.

En definitiva, I'aplicaci6 tenda sobre el conjunt de Cantor és topologica-
ment conjugada al shift de Bernoulli, que sabem que és un sistema dinamic
caotic. Aixo queda resumit en el diagrama commutatiu segiient (on h i g s6n
homeomorfismes), que espero que sigui la delicia dels lectors més algebristes:

Amb aquest diagrama acabem les instruccions per completar la trena fractal-
deterministica-caodtica del conjunt ternari de Cantor.

5 Més enlla d’un simple model

En seguir les instruccions, el lector s’haura adonat de ’enorme quantitat de
variants que podem fer.

Una primera variant és considerar una aplicacié tenda no simetrica, variant
els pendents dels costats (sempre que el vertex sobresurti per sobre del quadrat
unitat). Aquest sistema dinamic també té un repulsor cantoria, la dimensio
fractal del qual dependra dels pendents escollits (i que es pot calcular resolent
I’equacié de Moran (7) corresponent).
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En analitzar la caoticitat d’aquest sistema, ja veiem que no podem utilitzar
les representacions ternaries dels nombres reals, que tan bé s’adapten al
conjunt ternari de Cantor. De fet, aquestes ens han complicat alguns dels
arguments que hem utilitzat anteriorment. S’ha de fer un canvi de perspectiva.

Seguint amb ’exemple de la tenda simetrica (amb pendents 3 i —3), i esperant
que el lector realitzi les generalitzacions corresponents, observem que aquesta
té dues inverses, donades per

wl(x):%x, wr(x)=1-=. (8)

El conjunt de Cantor és I'inic conjunt compacte de la recta real tal que
C=wi1(C)uwy(C).

Emfasitzem aqui que hem canviat w, respecte a (2), i que aquesta elecci6o
s’adapta molt bé a I’analisi de I'aplicacié tenda, com veurem més endavant.
Podem definir una aplicaci6é de localitzacié h:X, — C, que donada una adreca
s € 3, ens posiciona el punt del conjunt de Cantor h(s) = ¢ tal que

{es} = M ws, 00wy, (C).

nx1

(Observem que tenim una successié decreixent de compactes, on els diametres
tendeixen a zero quan n tendeix a infinit perqué les aplicacions w; i w, sén
contractives.) En aquesta definicié també podem canviar C per I'interval [0,1], i
llavors I, s, = ws, o---ows,([0,1]) és un interval de longitud 37". Fins aqui la
construccio és independent de les semblances que hem considerat a I’hora de
caracteritzar el conjunt de Cantor. Aixi que tenim diferents sistemes d’adrecar
punts. Pero el sistema que hem considerat aqui permet una conjugaci6 directa
amb el shift de Bernoulli.

Una ultima observacio relativa als exemples que hem considerat és que les
semblances contractives w; i wy, inverses de I'aplicacié tenda, defineixen un
sistema iteratiu de funcions. Aixi, sobre el conjunt dels subconjunts compactes
i no buits de R, #(R), el sistema iteratiu de funcions indueix una aplicacio
W:H(R) - H(R) definida per W(A) = w;(A) uw,(A). Resulta que, una vegada
introduida una distancia entre compactes (la distancia de Hausdorff), aquesta
aplicaci6 és contractiva [1]. Com a corollari, hi ha un tinic compacte que sigui
fix per aquesta aplicacio, que en aquest cas és el conjunt ternari de Cantor,
C =W(C),iamés és atractor per aquesta aplicacio: per a qualsevol compacte
A € H(R), limy,..c W"(A) = C. En definitiva, I'atractor del sistema iteratiu de
funcions és el repulsor del sistema invers!

El lector encara no satisfet amb aquestes generalitzacions, pot pensar a
considerar aplicacions lineals a trossos (i expansives), sistemes iteratius de
funcions en dimensi6 superior (aqui trobara el triangle de Sierpinski, I'esponja
de Menger i la falguera de Barnsley, per exemple), als atractors dels quals se’ls
poden posar dinamiques caotiques (advertim que les aplicacions de localitzacio
no tenen per que ser bijectives)..., i aixi anar trenant ad infinitum.
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