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Progressions aritmetiques de tots colors

Ignasi Mundet i Riera

Resum: Aquest article explica, a un nivell divulgatiu, diversos resultats sobre pro-
gressions aritmétiques formades per nombres naturals. En la primera part parlem
sobre el teorema de Van der Waerden per a progressions aritmétiques, i en donem una
demostracio. En la segona part, que només inclou demostracions de fets elementals,
parlem de la solucié de Szemerédi de la conjectura de Erd®s i Turan, i del teorema de
Green i Tao sobre progressions aritmétiques formades per nombres primers.

Paraules clau: teorema de Van der Waerden, teorema de Szemerédi, teorema de Green
i Tao.

Classificacié MSC2010: 11B75.

1 Presentacio

Aquest article esta basat en la conferéncia impartida per I'autor en I'acte inau-
gural del curs 2010-2011 de la Facultat de Matematiques de la Universitat de
Barcelona, el 22 de setembre de 2010. Una primera versio d’aquest text va
apareixer a les Publicacions de la Universitat de Barcelona. L’autor ha aprofitat
I'oportunitat de presentar-ne una nova versio al Butlleti de la Societat Catalana
de Matematiques per polir i millorar alguns aspectes. La demostraci6 del teore-
ma de Van der Waerden ha estat reescrita de bell nou (tot i ser essencialment la
mateixa que s’explica a la versio apareguda a les Publicacions). S’han inclos tam-
bé en aquesta versio fotografies d’alguns dels matematics que es mencionen en
el text. Finalment, els diagrames que en la versio de les Publicacions apareixien
en colors s’han adaptat per aparéixer, en la present edicid, combinant diferents
tonalitats de gris.



70 Ignasi Mundet i Riera

2 Progressions aritmétiques

Per a nosaltres els nombres naturals (N) seran els nombres enters més grans
que O (és a dir, no considerarem el nombre O com a nombre natural). Totes les
progressions aritmetiques que considerarem estaran formades per nombres
naturals i seran de longitud finita. Per tant, donat un nombre natural n, ano-
menarem progressio aritmética de longitud n qualsevol conjunt de n nombres
naturals amb la propietat que, si escrivim els seus elements en ordre creixent:

X1 < Xp < < Xpn;
aleshores se satisfa que
X2 X1 X3z Xo Xn Xnp 1!
En altres paraules, les distancies entre elements consecutius del conjunt sén

aritmetica.
Per exemple, al seglient diagrama els nombres en gris formen una progressio
aritmeética de longitud 4:

OOOOOEOEOO®®W@E@Ee)

Com que en tot I'article parlarem Unicament de progressions aritmetiques,
de vegades, per fer la lectura més lleugera, ens hi referirem anomenant-les
senzillament progressions.

3 Progressions monocromatiques de longitud 3

Sigui S un conjunt qualsevol de nombres naturals. Triem un nombre natural
k i agafem un conjunt C de k colors diferents. Suposem que hem pintat els
elements de S usant els colors de C (en altres paraules, suposem que hem triat
una aplicacié ¥: S ¥ C). Llavors direm que hem especificat una k-coloracio6 de S.
Cal tenir present que el nombre Kk es refereix a la quantitat de colors que podem
fer servir per colorar, pero que en general no demanem que una k-coloracié
hagi de fer aparéixer, forgosament, cada un dels k colors disponibles; en altres
paraules, I'aplicacié £: S ¥ C no ha de ser necessariament exhaustiva. Direm
que una progressio aritmetica dins de S és monocromatica si tots els seus
elements estan pintats d’'un mateix color.

Exemple. En el diagrama segient especifiquem una coloracio de S  f1;:::;14qg
usant com a colors dues tonalitats de gris, una de clara i una de fosca. Es a dir,
prenem C  fclar; foscg. Els elements indicats per les fletxes de dalt formen
una progressié aritmética monocromatica de longitud 4, pero els indicats per
les fletxes de baix formen una progressi6 aritmética que no és monocromatica:
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@ooéQégé@éoo@a

Comencem plantejant-nos el problema segtent:

Problema. Existeix alguna 2-coloracié de S f1;:::;9g per a la qual no hi hagi
cap progressié aritmética monocromatica de longitud 3 dins de S?

Mirarem de donar una resposta per tempteig. Anirem colorant els elements
de S comencant pels més petits, anant amb compte, cada vegada que triem un
color, de no generar progressions monocromatiques. Com abans, farem servir
com a colors dues tonalitats de gris, C  fclar; foscg. A I’hora de triar els colors
dels tres primers elements I’Gnic que cal és no pintar-los tots tres del mateix
color. Per exemple, podem fer-ho aixi:

Ol 10]0]0010]0]0.

Ara, si volem evitar progressions monocromatiques, la casella 5 no es pot
pintar clara (si la pintéssim clara, els nombres 1, 3 i 5 formarien una progressio
aritmética monocromatica):

o] Jololololelolo

Per tant, pintem la casella 5 de gris fosc:

Ol 10J0]" 10I0]0]0.

Per la mateixa raé d’abans, la casella 8 no es pot pintar fosca, aixi que la
pintarem clara:

POOOOOOOE

Podem pintar la casella 4 de qualsevol color sense por de crear cap progressio
monocromatica. La pintem, per exemple, de gris fosc:
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O 101" 1 JOI0I0IO

Ara la casella 6 ja no és lliure; cal pintar-la clara:

o o] | olololo

I hem de pintar la casella 7 de gris fosc:

ol 101 ] o] Jolo

Arribats a aquest punt, és impossible pintar la casella 9 sense crear una pro-
gressio de longitud 3 monocromatica:

@oéogégaé

No hem estat capacos de trobar una coloracié que evités progressions mo-
nocromatiques. Ara bé, com que a I’hora de pintar algunes de les caselles
hem tingut llibertat per triar els colors (concretament, a les caselles 1; 2; 3; 4),
podriem pensar que, potser, triant aquests colors de manera més habil, es
podria trobar la coloracio que buscavem. Perd no és aixi: és impossible donar

metiques monocromatiques de longitud 3! Aixo es pot demostrar facilment
considerant les diverses possibles coloracions. Si el lector s’hi entreté veura
que en qualsevol cas, un cop triats els colors dels quatre primers nombres, els
colors dels nombres seglients van quedant determinats pel requeriment que
no hi hagi progressions monocromatiques, fins a arribar a una situacié com
I’anterior, on un dels nombres no pot rebre cap dels dos colors sense donar
lloc a una progressié monocromatica.

En lloc de mostrar detalladament el que acabem de dir, donarem un argu-
ment que demostra un resultat una mica més feble, perd que té la virtut de
poder-se generalitzar a situacions més complexes, com veurem més endavant.

progressions monocromatiques de longitud 3.
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Prova. Sigui S f1;2;:::;17g, i suposem que existeix una 2-coloraci6 de S,
f:S ¥ fclar; foscg;
sense progressions monocromatiques de longitud 3. Veurem com aix0 ens

vector de colors segient: F i fi;fi1i 1;fi1 2 .Comqueusemdos
colors, hi ha2® 8 maneres de colorar tres elements consecutius; d’aquestes,
hem de substreure les dues coloracions monocromatiques clar;clar;clar i
fosc; fosc; fosc , que immediatament donarien una progressié monocromatica

nombres naturals peralsqualsa;a d 2 fl;:::;79,de maneraquea 2d 13.
Fixem-nos ara en la cadena F a . Com que té tres elements que es mouen dins
un conjunt de dos colors, un d’aquests colors ha d’estar repetit: suposem que
sén
fa' fa d clar:

on a’; d’ s6n nombres naturals que satisfan a’;a’ d’2 fa;a 1;a 2g, de
maneraque a® 2d° a 4.ComqueFa F a d, tenim també que
fa® fa d fa' d d.cConsiderem el diagrama segiient:

d° d° Tot i estar disposats en una matriu 3 3,

O O O els discos d’aquest diagrama representen
elements del conjunt S. El disc de la canto-

d d d nada inferior esquerra representa a°, i els
nombres representats pels altres discos

d° d° estan determinats pel requeriment que en

Q O O passar d’'un disc a un altre a través d’'una
fletxa vertical o horitzontal, respectant-

ne l'orientaci6é, sumem la quantitat indi-
cada per la fletxa (fent aquestes operaci-

d d d
d’ O d’ O ons no sortim mai del conjunt S, ja que
a 2d 2d° a 4 2d 13 4 17).

Llavors, les tres files del diagrama, les tres columnes i la diagonal indicada
representen progressions aritmetiques de tres elements diferents (la diagonal
que no hem dibuixat no té per qué correspondre’s amb tres elements diferents,
amenysqued d).




74 Ignasi Mundet i Riera

O d’ O d’ O Ara, per evitar que hi hagi columnes o files
monocromatiques cal que els quatre discos

que indiquem a la figura de I’esquerra es-

d d d tiguin pintats de gris fosc. Pero llavors és
q° o impossible associar un color a la cantonada

O O O superior dreta sense crear una progressio
monocromatica: si la pintem clara la dia-

gonal indicada representa una progressio
clara de longitud 3, i si la pintem fosca tant

d° d° la columna dreta com la fila superior repre-
Q O senten progressions fosques de longitud 3.
Per tant, la coloracié ¥ que haviem pres forcosament ha de tenir alguna

progressidé monocromatica de longitud 3, en contradiccié amb el que haviem
suposat. O

VAR

4 El teorema de Van der Waerden

El problema que hem considerat a la secci6 anterior es pot generalitzar en dues
direccions. D’una banda, podem augmentar el nombre de colors: considerar
coloracions amb tres, quatre o més colors en lloc de dos com fins ara. D’altra
banda, podem considerar coloracions sense progressions aritmétiques mono-
cromatiques de quatre, de cinc o més elements. Augmentant qualsevol de les
dues quantitats (nombre de colors, longitud de les progressions monocromati-
ques que cal evitar) la quantitat de nombres enters consecutius que podrem
colorar creixera. Per exemple, si fem servir tres colors és possible colorar el con-

sense progessions monocromatiques de longitud n? La resposta, negativa, ens
la déna el teorema de Van der Waerden.

Teorema 2 (Van der Waerden). Per a qualssevol nombres naturals n; k exis-
teix un nombre W n;k amb aquesta propietat: per a tot nombre natural

aritmética monocromatica de longitud n.

4.1 Demostraci6 del teorema de Van der Waerden

Farem servir induccio, de la manera que precisem tot seguit. Si n; k sbn nombres
naturals, considerem I'afirmacioé segient:

(0]
«existeix W n;k amb la propietat que,siN W n;k ,

T n;k Bqualsevol k-coloracio de f1;:::;Ng conté una progressio X
aritmetica monocromatica de longitud n»
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Per exemple, a la seccié anterior hem demostrar que T 3;2 és certa, prenent
W 3;2 17 (tot i que, com hem dit, és suficient prendre W 3;2 9). Es clar
que el teorema de Van der Waerden equival a afirmar que T n;k és certa per
a qualssevol nombres naturals n; k.

Comencem observant que, per a qualsevol nombre de colors k, I'afirmacio
T 1;k éscertai que de fet podem prendre W 1;k 1. En efecte, qualsevol
nombre és, en tant que subconjunt de N d’un element, una progressio aritmética
de longitud 1, que en qualsevol coloracié sera obviament monocromatica. Per
tant, per demostrar el teorema de Van der Waerden, és suficient que demostrem
el seglent:

Pas inductiu. Sigui n 1 un enter; suposem que, per a qualsevol enter I 1,
I'afirmacio T n;l és certa; aleshores, per a qualsevol enter k 1, I'afirmaci6
T n 1;k éscerta.

Es de sentit comu que el teorema de Van der Waerden és conseqiiéncia de la
validesa de T 1;k per a tot k i del que hem anomenat pas inductiu; aquest
argument és un exemple de demostraci6 per inducci6.

Demostrem, doncs, el pas inductiu. Prenem un enter n 1 i suposem que,
per a qualsevol enter I 1, I'afirmacié T n;l és certa. Es a dir, suposem que
existeix, per atot I, un enter W n;l amb la propietat especificada per T n;l
(d’aquesta suposicio se’'n diu hipotesi inductiva, perque és la hipotesi a partir
de la qual demostrarem el pas inductiu).

Prenem un nombre natural k. El nostre objectiu és demostrar T n  1;k
usant la hipotesi inductiva. (Observem que T n  1;1 és trivialment certa
prenent W n 1;1 n 1 Pertant,calquek 2perqué T n 1;k no
sigui trivial. Tot i aix0, els arguments que segueixen sén valids fins i tot quan
k 1.) Per a la comoditat del lector, hem organitzat la demostracid dividint-la
en quatre passos.

No 1: Nj 2w n;kMi*  Nj i peratotl j k.

Veurem que qualsevol k-coloracié de S f1;:::; Nkg conté alguna progressio
monocromatica de longitud n 1, de manera que podem prendre W n 1;k
Nk.

Pas 2. Sigui C un conjunt de k elements (els colors), i sigui
f:sS1C
una aplicacié qualsevol (la coloracid). En aguest pas construirem, per a tot enter
tres conjunts SJ9° 819 S, i
una progressio aritmeética

faj;a; dj;iiia;g no 1djg S
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amb la propietat que peratot0 t Nj 1itot0 r n 1 sesatisfa
que
fa t fa rd; t;
i que a més a més
aj ndj2s;: )
Aquests conjunts, a meés, satisfaran que
Sl Sz Sk S:

Procedirem per induccié descendent, comencant amb j ki fent decréixer j
una unitat a cada pas. Definim:

Sk FL;2;::::2W N kNk 1 Nk 19 F1;2;:::;Nkg  S;

Sy f1;2;:::;2W nykNk 1 g;

SY 1,2, W njkNk g
Considerem ara I'aplicaci6

fi: SY ¥ CNe 1 fi t ft;ft 1:;ft 2;::;Ft N, 1

L’aplicaci6 fx esta ben definida, ja que sit 2 SY aleshorest Nx 1 12Sk S.
L’'observacio clau és que podem mirar-nos fx com una nova coloracio, on el
conjunt de colors C ha estat substituit pel conjunt CNk 1 (que, en general, té
moltissims més elements que C). Per tant, podem aplicar la hipotesi inductiva

(que afirma I'existéncia de W n;l per a qualsevol nombre de colors I, en
particular per al kN« 1) i deduir que existeix una progressio aritmética

fagak di:i;ac N 1deg  SY;
on dg 1, monocromatica respecte a la coloracié fx. A més a més, de la
definici6 dels conjunts S¥ i S? es dedueix que
ax ndg2S:
En efecte, d'unabandaax n 1dg2SY idelaltrady W n;kN1  ja
que dg és la diferéncia d’'una progressio aritmetica de longitud 2 continguda
en un conjunt format per W n; kN« 1 enters consecutius; com que S,‘i s’obté

afegint a SY els W n; kN« 1 enters que hi ha a continuacié de I’element més
grande SY, resultaqueax N 1dx dx ax ndg pertany aSg.

definit S; 1; SJ‘-) 1 SJ(-)0 1;8j 1;dj 1. Llavors definim, seguint la mateixa idea d’a-
bans,

Sj faj 1;aj 1 Liiay 1 2W kNt Nj 1 1g

fa; 1;845 1 L;:i;45 1 Nj g
SJ‘9 faj 15851 L4 1 2W kMt g
SJEJO faj ;85 1 1::85 10 WmkNt 1g:

Observem que S;  S; 1, ja que:
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1. I'element més petit de Sj, aj 1, pertanyas;®; S}, Sj 1,

2. Sj consta de Nj elements consecutius, i

3. Sj 1 s’obté afegint a SJ9 ; els Nj nombres consecutius després del nombre
més gran de S} ;.

Considerem I'aplicaci6
fj:SJ?O!CNil; fjt ft;ft 1;ft 2;::5Ft Nj1 1 ;

que esta ben definida gracies als mateixos arguments que hem usat per justi-
ficar la definici6 de fx juntament amb el fet que S;  S. Aplicant la hipotesi
inductiva, deduim que existeix una progressi6 aritmetica

faj;a; djii;a; no 1djg S

on d; 1, monocromatica respecte a la coloracio fj. Pel mateix argument
d’abans sabem que a més a més se satisfa que

aj ndj 2 SJ(-J X
com de fet voliem.

Exemple: el cas de dos colors. Quan n 2, podem representar el resultat
de les construccions anteriors de manera semblant a com hem representat
graficament les idees de la demostracio del teorema 1:

O—0—~0~ —0O—~0O

da da da /2 dz

dj dy dy . dp dp

2 da da /:2 da d2 n 1
O = O = O = = O = O
da da /:2 dz dz 2
d2 /2 d2 dz d2 2
. . Q . . O

dy
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Cada disc representa un element de S. La cantonada inferior esquerra repre-
senta a;. Quan passem d’un disc a un altre seguint una fletxa etiquetada d;
saltem d’un element de S a I’element que resulta de sumar-hi dj. Per tant, tant
les files, com les columnes, com la diagonal indicada representen progressions
aritmeétiques dins S. Per entendre com aquesta configuracio resulta de la cons-
truccio6 especificada anteriorment, observem que podem mirar-nos les files del
diagrama com a elements d’una progressié aritmetica monocromatica.

Cada fila és alhora una progressi6 aritmetica, de manera que si ignorem el
disc superior de la columna de la dreta (que hem etiquetat b,) el diagrama és
una «progressio aritmeética formada per progressions aritmétiques». En aquest
cas la demostracio es pot acabar de la manera segiient: com que només tenim
dos colors, per evitar de formar progressions aritmétiques de longitud n 1 de
color clar, cal que tots els discos de la columna dreta, llevat possiblement de by,
siguin foscos. Perd llavors, si colorem el disc b, de gris fosc, la columna de la
dreta forma una progressio artimeética de longitud n 1 fosca, i si el colorem
gris clar, la diagonal indicada forma una progressi6 de longitud n 1 clara.
En qualsevol dels casos, doncs, obtenim una progressié monocromatica de
longitud n 1.

Si enlloc de dos colors en fem servir una quantitat k 3, I'argument anterior
no funciona, ja que podriem fer servir un color diferent del gris clar per als
discos de la fila dreta diferents de b, i un altre color, diferent de tots dos, per
al disc b,. Aixd motiva que, en general, haguem de construir una «estructura
k-dimensional» analoga a la que hem representat en el cas k 2.

Pas 3. En els dos lemes seguents demostrarem algunes propietats de la cons-
truccio anterior que ens permetran concloure la demostracio.

Lema 3. Peratotenter1 j ksesatisfaa; nd; nd; nd; 2 §;j.

Prova. Raonem per inducci6 ascendent. Quan j 1 cal veurequea; nd; 2
S1, que és (1). Suposem araque j >1iquea; nd; ndj 1 2Sj 1.Per
demostrar que a; nd; nd; nd;j 2 S; és suficient que demostrem
gue per a totelementt 2 S; ; se satisfat ndj 2 S;. Ara bé, tot element t
de Sj 1 es potescriuredelaformat a; wu,essentO0O u Nj i1 1,de
maneraquet ndj a; ndj u.Graciesa(l)sabemquea; nd;?2 819. Perod
comque O u Nj 1, el mateix argument que hem fet servir abans permet

deduir, de la darrera inclusié, que a; ndj u2S§s;. O

Per a qualsevol conjunt de coeficients i ok 20 0 fOpiin ng",
escriurem

a a 1;::: k- a1 jdj:
i

El lema anterior implica que a 2 Speratot 2 .Peratot 1,000 k 2

definim
0;::::0 2 si j n 1peratotj

1,000 i:0;::::0 2 si § ni j n 1peratotj=>i.
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Lema 4. Peratot 2 sesatisfaquef a f a

Prova. Sigui 1;:::; k . Per comprovar que f a f a , és
suficient demostrar que

fa ;00551 j30:0:50 fa 1;::5 j 10050550 2)

sempreque j; n 1. Considerem la suma parcial

»e
p a 1;::5; §j 1,000 a idi
il
Pel lema 3 sabemque p 2 S; 1. Comque fa;;a; dj;:::;a; n  1djg SJ(-]O
és monocromaticarespectea f; iSj 1 faj;a; 1;:::;4; Nj 1 1g, resulta

queperatott2S; itot0 r n 1sesatisfalaigualtatf t ft rd;.
En particular, prenentt pir j obtenim £ p  jdj T p.,queésla
igualtat (2) que voliem demostrar. O

Pas 4. Definim, peratot0 j Kk,

by a nd; an;:::;;n;0;:::;
io

(Quan k 2 els nombres b;; b, coincideixen amb els indicats en el diagrama
que hem mostrat al final del Pas 2, mentre que by a;.) Com que les imatges

d’haver un parell d’imatges iguals. Es a dir, han d’existir 0 pg k amb
f by f by .Considerem ara, peratot0 1 n,

X X |
Ci al ndi |di bp — bq bp .
. - n
i 0 ip1l
Aleshores, pel lema 4, sabem que
T co fc fchni:

D’altra banda, co bpicn bg.Llavors ¥ b,  F bg implicaque T cn
T co . Combinant-ho amb les igualtats anteriors deduim que

f co f c fcn fch:

matica de longitud n. Aix0 acaba la demostraci6 del teorema.
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4.2 Comentaris

La demostracié original del teorema de Van der Waerden (que és essencialment
la que hem donat nosaltres) va aparéixer publicada a [34]. En aquest article
Van der Waerden atribueix I’enunciat del teorema a Baudet. Anys després de
publicar [34], Van der Waerden va publicar un article on explica el procés que
el va dur a trobar la demostraci6 del seu teorema. Aquest article, aparegut
originalment en holandes, fou traduit a I'anglés a [35]. El recomanem vivament
al lector. Una altra demostracié del teorema de Van der Waerden, deguda a
Lukomskaia (pero que difereix molt poc de la demostraci6 original), apareix
a I'’excellent llibre [19] (que, fem notar de passada, apareixera properament
traduit al catala a les Publicacions Electroniques de la Societat Catalana de
Matematiques).

Bartel Leendert van der Waerden (Amsterdam, 1903
— Zuric, 1996) va treballar principalment en algebra,
tot i que va fer contribucions en geometria algebraica,
topologia, combinatoria (el teorema que hem vist és
la seva contribucié més coneguda en aquest camp) i
també en teoria de nombres, probabilitat i mecani-
ca quantica. Es conegut especialment pel seu tractat
sobre algebra [36], publicat el 1930, on exposa per
primer cop de manera sistematica els resultats funda-
cionals de Noether, Hilbert, Dedekind i Artin. Encara
avui és una referéncia citada sovint.

Es un exercici facil deduir del teorema de Van der Waerden per a coloracions
amb dos colors el teorema per a un nombre arbitrari de colors, i aixd podria
inclinar-nos a pensar que el cami més senzill per demostrar el teorema de
Van der Waerden passi per demostrar primerament el cas de dos colors. Molt
probablement, perd, demostrar separadament el cas de dos colors és molt més
complicat que fer-ho directament per a un nombre arbitrari de colors (si més no,
I'argument que hem usat per demostrar el pas inductiu deixaria de funcionar).
Aix0 és un exemple d’'un fenomen remarcable i freqiient a les matematiques:
bona part de la dificultat de progressar rau a enunciar els resultats amb el seu
grau natural de generalitat, fins a I’extrem que pot donar-se que la manera
més facil de demostrar un teorema passi per substituir-lo per un resultat més
general. Com explica Van der Waerden a [35], un dels avencgos crucials cap a
la demostracio del seu teorema va ser adonar-se (gracies a un suggeriment
d’Artin) que era més natural demostrar directament un teorema per a un
nombre arbitrari de colors que limitar-se a coloracions amb dos colors.

Els nombres W Nn;k que hem definit a la demostraci6 del teorema creixen
a una velocitat vertiginosa quan fem augmentar n o k, molt més rapidament
que qualsevol funcié exponencial. Pero, com ha quedat clar quan hem estudiat
T 3;2 alaseccio 3, els arguments que hem donat no permeten obtenir fites
optimes, i en general I'afirmacié T n;k és certa per a valors de W n;k molt
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meés petits que els que hem definit. Calcular el valor optim de W n;k (és a dir,
el nombre natural Wn.x per al qual existeix una k-coloraci6 de f1;:::;Wnh.x 19

s’hi han fet molts progressos des del resultat original de Van der Waerden.
Les millors fites superiors conegudes avui dia s6n degudes a Gowers [11], i
son consequencia de la demostracio nova que aquest matematic va donar del
teorema de Szemerédi (en parlarem més endavant). Les millors fites inferiors
que es coneixen van ser trobades per Berlekamp [2], usant teoria de Galois i
cossos finits. El lector trobara una breu discussio sobre aquests temes a I'article
de Graham [13].

El teorema de Van der Waerden és un exemple de resultat de la teoria
de Ramsey. Aquest nom, més que indicar una branca clarament delimitada
de les matematiques o un conjunt de tecniques, es refereix a tota mena de
resultats que afirmen que si trenquem un sistema prou complex i simétric en
una quantitat controlada de peces, almenys alguna de les peces preservara
moltes de les simetries del sistema original. Que vol dir exactament a la frase
anterior «sistema», «<complex» o «simétric» és de mal precisar: és molt més
senzill donar una llista de resultats de teoria de Ramsey.

Frank Plumpton Ramsey (Cambridge, 1903 - Lon-
dres, 1930) va ser un dels matematics més brillants
del Cambridge dels anys vint. Va fer contribucions
importants a la fonamentaci6 de les matematiques,
tant pel canté matematic com pel filosofic. En I'article
[26] sobre decidibilitat d’'un fragment de la logica de
primer ordre va provar de passada un lema de com-
binatoria que va donar lloc a 'anomenada teoria de
Ramsey. També va escriure sobre la fonamentacié de
la probabilitat i sobre economia.

Pal ErdGs (Budapest, 1913 — Varsovia, 1996), que
apareixera sovint en aquestes notes, va ser un dels
matematics més notables del segle xx. Autor d’'una
quantitat ingent d’articles en combinatoria, teoria de
nombres, probabilitats i analisi, i auténtic mestre en
I'art de la resolucié de problemes, és el protagonista
d’un bon nombre d’anecdotes i llegendes que fan que-
dar curts els topics més habituals sobre el caracter
poc usual dels matematics. Qualsevol insistencia és
poca a I’hora d’aconsellar fullejar, llegir i rellegir els
articles del recull [4], molts dels quals donen resultats
de la teoria de Ramsey.
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El resultat demostrat per Ramsey té moltes aplicacions. Citem, com a exem-
ple, un bonic corollari del teorema de Ramsey, degut a Erdos i Szekeres, que
el lector trobara a [5] o [4]: «Per a tot nombre natural k, existeix un nombre
natural N k amb la propietat que tot conjunt S de N k punts al pla que no
contingui cap terna de punts alineats conté un subconjunt de k elements que
son els vertexs d’'un k-gon convex.»

5 El teorema de Szemerédi

5.1 EIl teorema de Van der Waerden per a coloracions de N

El teorema de Van der Waerden (teorema 2) implica immediatament el resultat
seguent.

Teorema 5. Sigui k un nombre natural. Per a qualsevol k-coloracié de N exis-
teixen progressions aritmétiques monocromatiques (finites) arbitrariament llar-
gues.

Aquest teorema no afirma que en tota k-coloraci6 existeixi una progressio
aritmética infinita monocromatica, que de fet no té per que existir. Per exemple,
si colorem els nombres naturals usant dos colors, colorant blocs de nombres
consecutius alternant tots dos colors i fent que els blocs siguin cada cop més
grans, obtindrem una coloracié que no conté cap progressio aritmetica infinita
monocromatica.

Es un exercici interessant demostrar que el teorema 5 també implica el
teorema 2, de manera que tots dos teoremes sén equivalents.

5.2 Subconjunts de densitat positiva: el teorema de Szemerédi

El teorema de Van der Waerden garanteix que, si trenquem el conjunt dels nom-
bres naturals en una quantitat finita de conjunts, almenys algun dels conjunts
conté progressions aritmetiques arbitrariament llargues. Perd no proporciona
cap manera de saber quin dels conjunts té aquesta propietat. Aixo planteja el
problema de donar un criteri que garanteixi que un conjunt donat A N conté
progressions aritmetiques arbitrariament llargues, i que sigui prou lax com per
permetre que en qualsevol descomposicid del conjunt dels nombres naturals
en una quantitat finita de conjunts almenys un dels conjunts satisfaci el criteri.

Erd®s i Turan van conjecturar I'any 1936 que un possible criteri és demanar
que el conjunt tingui densitat superior positiva. Que un conjunt A N tingui
densitat superior positiva vol dir que existeix un nombre real > 0 i una
successio de nombres naturals ni; N2; N3;::: que tendeix cap a infinit, amb la
propietat que

de B. Es a dir, per a tot j, la proporcio d’elements de f1;:::; Njg que pertanyen
a A és . Es un exercici senzill veure que, si N A; [ [ Ak és una
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descomposicio qualsevol, aleshores almenys un dels A; té densitat superior
positiva.
La conjectura proposada per Erd@s i Turan I'any 1936 (vegeu [6]) és doncs:

Conjectura 6 (Erdos, Turan). Si A N té densitat superior positiva, alesho-
res A conté progressions aritmetiques arbitrariament llargues.

Aquesta conjectura és molt més profunda que el teorema de Van der Waer-
den. Van passar més de quinze anys abans que Roth n’obtingués els primers
resultats parcials, en resoldre I'any 1953 [27] el cas de progressions de longi-
tud 3:

Teorema 7 (Roth). Si A N té densitat superior positiva, aleshores A conté
infinites progressions aritmeétiques de longitud 3.

El teorema de Roth té un aspecte enganyds: el seu enunciat és tan senzill i
es refereix a objectes tan simples, que facilment pot semblar menys profund
del que realment és. Per demostrar-lo, Roth va fer servir I’'anomenat métode
dels arcs de Hardy i Littlewood per estimar els coeficients de Fourier de la
funci6 indicadora del conjunt A projectat en un grup quocient Z=NZ, on N és
prou gran. La seva demostracio, amb més o menys variacions, es troba avui dia
en diversos llibres de teoria additiva de nombres (vegeu per exemple [24, 33]).

Klaus Friedrich Roth va néixer I'any 1925 a I'actual
ciutat polonesa de Wroctaw, que a I’época pertanyia a
Alemanya, on és coneguda com a Breslau. Als catorze
anys va anar a Anglaterra, on va rebre la seva forma-
ci6é com a matematic. Es conegut sobretot per les seves
contribucions a la teoria de nombres, notablement al
camp de I'aproximaci6 diofantica. Especialment per
aquests treballs va rebre la medalla Fields I'any 1958.

/

¥

El seglient progrés significatiu en la conjectura d’Erd@s i Turan el va obtenir
Szemerédi en demostrar el cas de progressions de longitud 4, I'any 1969. Final-
ment, I’'any 1975, el mateix Szemerédi va ser capag de resoldre completament
la conjectura [31]:

Teorema 8 (Szemerédi). Si A N té densitat superior positiva, aleshores per a
tot nombre natural n el conjunt A conté infinites progressions aritmeétiques de
longitud n.

La demostracié de Szemerédi és purament combinatoria i elemental, en el
sentit que no fa servir eines avancades (com les que usa Roth per demostrar
el teorema 7, per exemple), pero segueix un argument extraordinariament subtil
i sofisticat. Esta considerada una obra mestra cabdal en la combinatoria del
segle xx, i alguna de les eines que hi apareixen per primer cop s’han convertit
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en les Ultimes déecades en tecniques fonamentals en la combinatoria (com per
exemple I'anomenat lema de regularitat).

Endre Szemerédi (Budapest, 1940), a més de demos-
trar I’'any 1975 la conjectura d’Erd@s i Turan, ha fet
altres contribucions de primer ordre a la combinato-
ria, especialment en teoria additiva de nombres i en
teoria de grafs. Es va llicenciar a la célebre Universitat
E6tvds Lorand de Budapest i va obtenir el titol de doc-
tor a la Universitat de Moscou sota la direcci6 d’Israel
Gelfand. Actualment és professor a la Universitat de
Rutgers.

5.3 Un exemple trivial

Una manera de construir conjunts de densitat superior positiva és la segient.
Prenem un nombre natural D arbitrariament gran, i construim A N triant un
element qualsevol dins de cada bloc de la forma

Bp fr 1D 1;r 1D 2;:::;r 1D D rbDg;

on r recorre el conjunt de nombres naturals. El conjunt obtingut té densitat
superior positiva (podem prendre a la definicio D 1)i, per tant, pel teorema
de Szemerédi, conté progressions aritmeétiques arbitrariament llargues. Aquest
fet, pero, es pot demostrar usant el teorema de Van der Waerden. En efecte, si

peralqual r 1D cr 2A, aleshores podem mirar-nosc: N 1 f1;:::;Dg
com una coloracié dels nombres naturals amb D colors. El teorema de Van der
Waerden diu que N conté progressions aritmétiques arbitrariament llargues
i monocromatiques respecte a c. Pero una progressio aritmeética de longitud
d monocromatica respecte a ¢ ddna lloc a una progressio aritmética de la
mateixa longitud i diferéncia dD continguda dins A, com el lector pot verificar
facilment.

Construir subconjunts de N amb densitat superior positiva per als quals no
es pugui demostrar I’existéncia de progressions aritmétiques sense recorrer al
teorema de Szemerédi no és gens senzill. De fet, la dificultat més seriosa a I’hora
de demostrar el teorema de Szemerédi apareix en considerar subconjuntsR N
amb la propietat que els quocients JR\f1;:::;ngj=n van oscillantquann ¥ 1,
i construir conjunts amb el grau critic d’oscillacié és un problema delicat (per
als conjunts que hem construit nosaltres aquest quocient convergeix a D 1
quan n ¥ 1 i, per tant, no oscilla). Vegeu la seccio 8 de [32] per a alguns
comentaris sobre aquesta questi6.
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5.4 Versio finita del teorema de Szemerédi

De la mateixa manera que el teorema de Van der Waerden admet dues versions
equivalents, una referida a coloracions de N i I'altra a coloracions de conjunts
finits de nombres naturals, el teorema de Szemerédi es pot reformular en un
resultat equivalent pero referit a conjunts finits, de la manera segient.

Teorema 9 (Szemerédi). Per a tot nombre real > 0 i tot nombre natural n
existeix un nombre natural S n; amb la propietat que qualsevol subconjunt
A f1;:::;S n; g formatper almenys S n; elements conté alguna pro-
gressié aritmética de longitud n.

Com en el cas del teorema de Van der Waerden, és un problema molt
interessant (i obert) estimar quin és el minim valor possible peraS n; .Se'n
coneixen, pero, fites superiors i inferiors. La millor fita inferior peran 3
ha estat durant molts anys una fita deguda a Behrend (vegeu la proposicio
1.3 a [32]), obtinguda I'any 1946. Fa pocs anys Elkin va millorar lleugerament
la fita de Behrend (vegeu I'article de Green i Wolf [17]). Una conseqiiéncia
de I'estimacié de Behrend és que, quan ¥ 0, S 3; creix més rapid que
qualsevol funcio polinomial en 1. Aquest fet explica en part la dificultat de
demostrar el teorema de Szemerédi, finsi toten el cas n 3. Pel que fa a fites
superiors, el resultat general més fort que es coneix avui dia és que es pot
prendre S n; exp °" ,oncn 22" °, Aquesta fita és conseqiéncia
de la nova demostracié del teorema de Szemerédi trobada per Gowers [11],
i implica una fita similar per als nombres Wp.x dels quals hem parlat a la
seccio 4.2, ja que Wn.k S n;k 1 . Per a valors petits de n, existeixen fites
encara millors que la de Gowers. La millor estimacié per an 3 a dia d’avui és

cap progressio de longitud 3 aleshores el nombre d’elements de A és com a
maxim C n loglogn ®zlogn , on C > 0 és una certa constant independent
de n.

5.5 Noves demostracions del teorema de Szemerédi

Poc després que Szemerédi publiqués el seu teorema, Furstenberg a [8] va
donar-ne una nova demostracié des d’una perspectiva completament diferent,
passant sorprenentment per una interpretacio del resultat en termes de teoria
ergodica.

La teoria ergodica va néixer originariament per estudiar aspectes qualitatius
de sistemes dinamics que tenen tendéncia a generar desordre, cosa que els fa
massa complexos per ser estudiats amb precisié de manera quantitativa (un
exemple tipic sén els sistemes estudiats per la termodinamica). Inicialment
els sistemes dinamics estudiats per la teoria ergodica eren diferencials, pero
més tard la teoria ergodica es va estendre a 'anomenada dinamica simboalica,
dins de la qual Fursternberg va interpretar el teorema de Szemerédi. Poc
després de la publicacio de [8] el punt de vista adoptat per Furstenberg va
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permetre obtenir generalitzacions del teorema original de Szemerédi, entre
aquestes un analeg per a subconjunts de N4 amb densitat superior positiva
(durant molts anys no es va saber com demostrar aquesta generalitzacio sense
recorrer a la teoria ergodica). La demostracié d’aquests resultats, obtinguts en
collaboracié amb Katznelson, va ser simplificada posteriorment per Ornstein.
Hi ha dues referéncies excellents per llegir sobre aquests resultats: d’'una banda
la monografia de Furstenberg [9], una lectura deliciosa i altament instructiva i
recomanable; de I'altra, I'article [10], on els autors reixen a donar una exposicio
notablement clara d’aquests resultats en poques pagines (pero assumint per
part del lector un pel més de rodatge que a [9]).

Hillel Furstenberg (Berlin, 1935) és I'autor d’'un bon
nombre de resultats fonamentals en teoria ergodica,
que ha aplicat amb gran virtuosisme en moltes are-
es de les matematiques, com la teoria de nombres, la
probabilitat o els grups de Lie. Als anys cinquanta va
publicar a I’American Mathematical Monthly una de-
mostracié de I'existéncia d’infinits nombres primers
basada en arguments topologics [7]. Es conegut pels
seus profunds resultats sobre productes de matrius
aleatories, per haver introduit conceptes crucials com
la vora de Furstenberg d’espais simeétrics o per la de-
mostracié de I’existéncia d’'una Unica mesura invariant
sota el flux horociclic en superficies de curvatura constant (un dels precursors
del célebre teorema de Ratner sobre fluxos unipotents). L’any 2007 va rebre el
prestigiés Premi Wolf de matematiques.

L’any 2001 Gowers [11] va publicar una nova demostracio del teorema de
Szemerédi que generalitza les idees principals de la demostracié de Roth del
cas n 3. Recordem que Roth va obtenir el seu resultat estudiant els coefici-
ents de Fourier de la funcio indicadora d’'un conjunt A N. La idea basica de
Roth és detectar progressions aritmétiques de longitud 3 mirant adequadament
aquests coeficients de Fourier. Aquesta estratégia es pot estendre, amb dificul-
tats considerables, a progressions de longitud 4 (el mateix Roth ho va dur a
terme a [28]), pero deixa de funcionar per a progressions de longitud 5 o més.
Gowers aconsegueix superar aquesta dificultat considerant versions no lineals
dels coeficients de Fourier. A grans trets, la idea basica de Gowers és, donat un
subconjunt A N amb densitat superior positiva, mirar si A és suficientment
aleatori en un cert sentit. Si A no és aleatori, aleshores és senzill trobar-hi pro-
gressions aritmetiques (I'exemple que hem donat a la secci6 5.3 és un conjunt
molt poc aleatori —tot i que a la seva construccié hi hem fet intervenir un cert
grau d’aleatorietat— i ja hem vist que amb el teorema de Van der Waerden n’hi
ha prou per trobar-hi progressions aritmetiques); i si A és aleatori aleshores,
considerant la interseccioé de A amb alguna progressié aritmética prou llarga
i ben trobada, obtenim un nou conjunt que té densitat significativament més
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gran que A. Llavors repetim I'argument tantes vegades com calgui fins a trobar
una progressio aritmetica. Aquest argument iteratiu esta present, de fet, en
totes les demostracions del teorema de Szemerédi, comencgant per la demos-
tracio original. Una de les novetats de I'article de Gowers és que s’hi dona una
manera de definir rigorosament la noci6 d’aleatorietat fent servir versions no
lineals de la teoria de Fourier, que té la virtut de permetre implementar la idea
anterior. Amb aquestes eines Gowers aconsegueix, a més de donar una nova
demostracio del teorema de Szemerédi, obtenir les millors fites conegudes avui
dia per als nombres S n; . A part de I'interés dels resultats demostrats i de
les noves tecniques usades, I'article [11] esta extraordinariament ben escrit, i
cada un dels ingredients que hi apareixen esta molt ben motivat amb exemples
que els justifiquen.

William Timothy Gowers (Wiltshire, Anglaterra,
1963) va demostrar tenir un talent extraordinari per
a les matematiques des de ben jove. L’any 1981 va
rebre una medalla d’or a I’Olimpiada Internacional
de Matematiques, amb una puntuacié de 42 punts
sobre 42. Format a Cambridge, va ser estudiant del
matematic hongarés Béla Bollobés. L’any 1998 va re-
bre la medalla Fields, per les seves contribucions a
I'analisi funcional (un dels seus resultats més coneguts
és la construccio, per primer cop, d’un espai de Ba-
nach de dimensio infinita que no és isomorf a cap dels
seus hiperplans). Molts dels seus resultats, inclosos els
d’analisi funcional, estan basats en arguments molt
subtils de teoria de Ramsey.

""ﬁ )
A

Una altra demostracio del teorema de Szemerédi va ser obtinguda per Nagle,
Rodl i Schacht [21] I'any 2006. Aquesta demostracio es pot estendre a sub-
conjunts de N9 amb densitat superior positiva, cosa que permet redemostrar
combinatoriament els resultats que Furstenberg i Katznelson van obtenir usant
teoria ergodica.

Finalment, molt recentment (tot just fa uns mesos) Green i Tao [16] han
obtingut una nova demostracié del teorema de Szemerédi, basada parcialment
en les idees de Gowers.

6 Progressions aritmetiques de nombres primers: el teorema
de Green-Tao

6.1 Densitat superior del conjunt dels nombres primers

Els nombres primers han estat, des del temps de la Grécia classica, un dels
objectes fonamentals d’estudi de la teoria de nombres i per extensi6 de les
matematiques. Avui dia se’n saben moltes coses, pero encara hi ha moltissimes
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preguntes relacionades amb els nombres primers que no se saben respondre.
Algunes tenen un enunciat completament senzill i elemental, com per exemple
la que demana si existeixen infinites parelles de primers de la forma p;p 2
(els primers que s6n d’aquesta forma solen anomenar-se primers bessons).

Un problema que ha rondat pel mén de les matematiques durant més d’un
segle (0 possiblement més) és saber si el conjunt dels nombres primers conté
progressions aritmétiques arbitrariament llargues. Al segle xviii Lagrange i
Waring van estudiar progressions aritmetiques formades per nombres primers,
preguntant-se en particular quant gran ha de ser la seva diferéncia. Una famosa
conjectura de 1923 deguda a Hardy i Littlewood [18] implica en particular
I’existéncia de progressions aritmetiques de nombres primers arbitrariament
llargues. L’any 1939 Van der Corput [3] va demostrar que hi ha infinites ternes
de nombres primers en progressi6 aritmética.

Erdds i Turdn van conjecturar el resultat seglient, en gran part motivats pel
problema de I'existéncia de progressions aritmétiques arbitrariament llargues
de nombres primers (problema que van contribuir a popularitzar):

Conjecturgsl0 (Erdos, Turan). Si A N és un subconjunt amb la propietat
que la série o5 a ! divergeix, aleshores A conté progressions aritmétiques
arbitrariament llargues.

Aquesta conjectura implica el teorema de Szemerédi (és un exercici interes-
nt demostrar-ho, usant per exemple la divergéncia de la série harmonica
n2n N 1)-

La conjectura d’Erdds i Turan també implica I’existéencia de progressions

aritmetiques arbitrariament llargues de primers, gracies al fet que

X1

1; 3)
o] p

on la variable p del sumatori recorre el conjunt de tots els nombres primers

(usarem aquesta notaci6, molt habitual a la teoria de nombres, en algunes de les

férmules que apareixeran a continuacio). La divergencia de (3) es pot demostrar

usant la divergencia de la série harmonica, el fet que per a tot nombre natural N

1

N 1 Y Y 1 1
= 1 pt! p? 1 =
nn 1<p N 1<p N P
i un resultat basic d’analisi que afirma que, sil N és un conjunt qualsevol i
f igi21 sOp, nombres reals qualssevol cgntinguts dins l'interval 0;1 R,
aleshores “j5, 1 i >0siinoméssi 5 convergeix.

La conjectura d’Erd®s i Turan roman completament oberta. Podriem plante-
jar-nos, doncs, si el teorema de Szemerédi ens permet concloure que existeixen
progressions aritmetiques arbitrariament llargues de primers. La resposta és
que no, ja que el conjunt de nombrers primers, tot i ser un conjunt infinit (com
demostra per exemple (3)), no té densitat superior positiva. Per demostrar-ho,
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ens sera comoda la notaci6 seguent: donat un nombre natural X denotem per
X la quantitat de nombres primers menors o iguals a x. Veurem que

e o @
cosa que implica immediatament el que hem dit.
Per trobar una fita superior de  x farem servir les desigualtats segients,
on n és un nombre natural qualsevol:
Y 2n
p 22N (5)
n
n<p 2n

Per demostrar la desigualtat de la dreta, recordem que és la quantitat

n

quantitat no pot ser més gran que la segona. Per demostrar la desigualtat de
I'esquerra usem la férmula seguent:

2n 2n 2n 1 2n 2 =@ n 1
n n n 1 n 2 @21 '

i el fet que els nombres primers que satissn np 2n apareixen al numerador
pero no al denominador: aixo implica que ", 2, P divideix 2: , d’on deduim
immediatament la desigualtat. (Observem que en aquest darrer argument estem
usant implicitament que 2: és un nombre natural.)

Prenent logaritmes en base 2 als extrems de (5) deduim que

2N
2n : (6)
log, N
Vegem com aquesta desigualtat ens permet demostrar que
2k 2
2K 7
” (7

per a tot nombre natural k. Farem servir induccié. Observem primerament que
si k 2 f1;2; 3; 4g llavors (7) se satisfa de manera trivial, ja que d’una banda

k2 4
k 4 = = ca2k 2k
> k k
i de I'altra la quantitat de nombres primers dins el conjunt 1;2;3;::::2Kg no

pot ser més gran que 2X. Suposem ara que r > 4 i que (7) se satisfa per a tot
k r 1. Llavors estimem, usant (6) i la hipotesi inductiva,

2r1 2r2 2rl

1 2|’3 2r3 2r3
r r r 5

3
r 4 r r 1°

2]’ 1 2I’

TN
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ja que per a tot nombre positiu r es tenen les equivaléncies seguents:

31 1
4r r 1

O 3r 3 4r O 3 r:

En general, si x 1 és un nombre natural qualsevol, existeix un Unic enter k
(igual a la part entera de log, x) per al qual 2 x2% 1, de manera que podem
estimar - -

X _ 2 5 2 5 4 :

X 2k 2k 1 k 1
Com que k log, X convergeix cap a 1 quan x ¥ 1, la desigualtat anterior
implica immediatament (4).

Hi ha moltes altres maneres de demostrar que X =X convergeix a 0. Es pot

son els r primers nombres primers (el joc de paraules no és intencionat). El
principi d’inclusié-exclusié implica que, per a tot nombre natural n, la quantitat

igualalasumaden 1 p;* 1 p,'::: 1 p,* mésunnombre real amb
el valor absolu{-\)afitat superiorment de manera independent de n. Com que,
com hem vist, Jr 11 p; 1 convergeix a0 quan r ¥ 1, obtenim novament
el que voliem. L’estratégia que hem seguit anteriorment té, pero, un avantatge
sobre la que acabem d’esbossar: implica I’existéncia d’una constant C > 0 amb
la propietat que, per a tot nombre natural X, se satisfa

x c =

Inx

(deixem la comprovacié d’aquest fet com un exercici per al lector).

La conclusio és que el teorema de Szemerédi no permet afirmar que exis-
teixen progressions aritmetiques arbitrariament llargues de nombres primers.
(Notem de passada que aquest exemple mostra que la conjectura d’Erdos i
Turadn —la conjectura 10— és estrictament més forta que el teorema de Szeme-
rédi.) Obviament, que el conjunt dels nombres primers no satisfaci la condicié
del teorema de Szemerédi no implica que el conjunt dels nombres primers no
contingui progressions aritmetiques arbitrariament llargues.

La historia, perd, no s’acaba aqui. L’any 2008 Green i Tao van publicar
I'article [15] (els resultats, pero, s’havien fet publics ja I'any 2004), on demostren
que existeixen progressions aritmétiques arbitrariament llargues de nombres
primers, i van obtenir aixi un dels teoremes més bonics i espectaculars dels
ultims anys.

Abans de parlar (molt breument) del resultat de Green i Tao, val la pena que
ens aturem a comentar algunes qiestions relacionades amb els calculs que hem
fet en aquesta seccid. Un cop sabem que el quocient X =x convergeix cap a 0
quan X se’n va a 1 podem preguntar-nos a quina velocitat convergeix o, més
precisament, si hi ha alguna funcio senzilla que doni una bona aproximacié de

X =x (i que, com més gran sigui X, més bona sigui). Voldriem, doncs, tenir
una manera d’estimar amb precisi6 la quantitat de nombres primers  X.
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Estudiant taules de nombres primers, tant Legendre com Gauss van con-
jecturar a final del segle xviii i principi del xix que x=Inx déna una bona
aproximacio de la funcio  x :

X x=Inx:

Amb aquesta notaci6 volem dir el segient:

En altres paraules, x =x Inx 1, cosa que respon a la pregunta anterior.
Al voltant de 1850, Txebixef va obtenir alguns resultats parcials encaminats
a la solucio de la conjectura de Legendre i Gauss. En particular, va demostrar
I'existéncia de constants positives C; i C, per a les quals

c, = X Cp ®)

Inx Inx

per a tot nombre natural X. Les mateixes técniques que el dugueren a aquest
resultat li van permetre demostrar també I'anomenat postulat de Bertrand, que
afirma que, per a tot nombre natural n, existeix algun nombre primer entre
ni2n. El 1932, a I'edat de dinou anys, Erdds va donar una nova demostracio
completament elemental del postulat de Bertrand basada en una estimaci6
molt similar a (5). Analogament, amb idees semblants es pot demostrar (8):
la desigualtat de la dreta és, com hem dit, una consequéncia immediata dels
arguments que hem donat anteriorment; pel que fa a la desigualtat de I’esquerra,
vegeu per exemple el teorema 4.6 de [1].

El 1896 la conjectura de Legendre i Gauss va ser demostrada independent-
ment per Hadamard i De la Vallée-Poussin, i es va convertir, doncs, en un
teorema (anomenat habitualment teorema dels nombres primers). Tots dos
treballs feien Us de les idees introduides per Riemann I'any 1859. Al llarg dels
anys les demostracions originals de Hadamard i De la Vallée-Poussin s’han
anat simplificant, fins a I'extrem que actualment existeix una demostracio del
teorema dels nombres primers d’unes quatre pagines deguda a Newman, vegeu
[23, 24, 37]. Aquestes demostracions tenen en comu que fan servir analisi
complexa per estudiar la funcié de Riemann (al lector interessat en una breu
pero clara introduccié a aquestes guestions li recomanem I'article de Jordi
Quer [25]). Al voltant de 1950, pero, Selberg i Erdds van trobar una demostracié
elemental del teorema dels nombres primers (vegeu per exemple [22]), en el
sentit que no fa servir analisi complexa. El qualificatiu d’elemental no s’ha de
confondre amb el de senzilla (tal com passa amb la demostraci6 original del
teorema de Szemerédi).

6.2 El teorema de Green-Tao

Com ja hem dit abans, I’'any 2004 Green i Tao van obtenir el resultat seguent,
publicat el 2008 [15]:
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Teorema 11 (Green, Tao). Existeixen progressions aritmétiques arbitrariament
llargues formades per nombres primers.

Una de les eines fonamentals en la demostracié de Green i Tao és el teorema
de Szemerédi (tot i que, com hem vist abans, aquest teorema no es pot aplicar
directament al conjunt dels nombres primers). Green i Tao demostren que
qualsevol subconjunt dels nombres primers amb densitat superior relativa
positiva conté progressions aritmetiques arbitrariament llargues. Dedueixen
aquest fet, a través d’'un metode anomenat principi de transferéncia, del teorema
de Szemerédi. Un altre ingredient basic s6n uns resultats recents i espectaculars
deguts a Goldston, Pintz i Yildirim sobre la distribucié dels nombres primers
(vegeu [12, 30]). El lector trobara a [20] una exposicié prou assequible de la
demostraci6 de Green i Tao.

Terence Tao (Adelaide, Australia, 1975) és catedratic
de la Universitat de California de Los Angeles des de
I’edat de vint-i-quatre anys. Als tretze anys va parti-
cipar per tercer cop a I'Olimpiada Internacional de
Matematiques, on va obtenir una medalla d’or i va
quedar a vuit punts de la puntuacié maxima (tots po-
dem tenir un mal dia). Es va doctorar a la Universitat
de Princeton, sota la direccié d’Elias Stein. Es un mate-
matic d’'una productivitat extraordinaria, amb contri-
bucions excepcionals a I'analisi harmonica, la teoria
d’equacions en derivades parcials, la combinatoria o
la teoria additiva de nombres. Per aquests resultats
I'any 2006 va rebre la medalla Fields. Es autor d’un bloc de matematiques que
no em puc estar d’aconsellar: http://terrytao.wordpress.com/.

Ben Joseph Green (Bristol, Anglaterra, 1977) va ser
estudiant a Cambridge, on també es va doctorar amb
una tesi dirigida per W. T. Gowers, després d’un bri-
llant inici de carrera que inclou dues medalles de plata
a I’Olimpiada Internacional de Matematiques. A part
del teorema de Green i Tao, ha obtingut altres re-
sultats, entre els quals una demostracio I'any 2003
(obtinguda independentment també per Sapozhenko)
de la conjectura de Cameron-Erd@s, que afirma que el

nombre de subconjunts de f1;:::; ng que no contenen
cap terna X;y;z que satisfaci x 'y z és de I'ordre
de 2n=2,

Amb aquestes eines Green i Tao van ser capacos de demostrar I'existéncia
de progressions aritmétiques arbitrariament llargues de nombres primers sense
haver de demostrar la conjectura d’Erdds i Turan que hem citat a la secci6 6.1.
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En resultats posteriors Green i Tao han trobat estimacions asimptoticament
precises sobre el nombre de progressions aritmétiques formades per nombres
primers menors que un cert nombre natural.

El teorema de Green i Tao no és constructiu, en el sentit que no diu com
trobar progressions aritmétiques de nombres primers. Buscar progressions
aritmeéetiques de nombres primers, cada cop més llargues, és una de tantes
competicions en I'estrany mon dels nombres primers. L’eina basica, és clar, s6n
els ordinadors. Segons la Viquipédia, el récord en el moment en qué s’estan
escrivint aquestes notes és una progressio de longitud 26, trobada el 12 d’abril
de 2010 per Benoat Perichon usant un programa desenvolupat per Jaroslaw
Wroblewski i Geo CReynolds. Es aquesta:

43142746595714191 23681770 223092870 n; n 0;1;:::;25:

Agraiments

L’autor voldria agrair als editors del Butlleti de la Societat Catalana de Mate-
matiques el seu interes en la publicacio d’aquest text, aixi com als professors
Jorge Jiménez, Josep Pla i Artur Travessa per un bon nombre de suggeriments
i correccions que han contribuit a millorar el text. També voldria agrair al
revisor d’aquest article amb vista a la seva publicaci¢ al Butlleti els nombrosos
i detallats comentaris que han ajudat a millorar aquest text.
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