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Desigualtats de concentracio*

Gabor Lugosi

Resum Les lleis dels grans nombres en la teoria classica de probabilitats asseguren
que la suma de variables aleatories independents es troba, sota certes condicions
febles, molt a prop del seu valor esperat amb alta probabilitat. Aquestes sumes son
I'exemple més senzill de variables aleatories concentrades al voltant de la seva mitjana.
Alguns resultats més recents revelen que aquest comportament és compartit per una
immensa classe de funcions de variables aleatories independents. Aquests resultats es
coneixen generalment com a desigualtats de concentracio.

El proposit d’aquest article és oferir una introduccié a algunes d’aquestes desigual-
tats.

Paraules clau: desigualtats de concentracio.
Classificacié MSC2010: 60E15, 60F10.

1 Introduccio

Tal com assegura la llei dels grans nombres, potser el més fonamental dels
principis de la teoria de probabilitats, el valor mitja de variables aleatories
independents es troba, amb alta probabilitat, a prop del seu valor esperat,
sempre que es compleixin algunes condicions técniques naturals. Una gran
part de la recerca que s’ha dut a terme en la teoria de probabilitats classica ha
estat dedicada a quantificar aquesta llei.

A les Ultimes décades, la teoria classica s’ha estés d’'una manera inesperada-
ment general i potent. D’acord amb aquests descobriments recents, anomenats
fenomens de concentracié de mesura, qualsevol funcié de diverses variables
aleatories independents és propera al seu valor esperat, sempre que cap de
les variables no tingui una influéncia massa gran sobre el valor de la fun-
ci6. Aquesta elegant teoria ha tingut un gran impacte en diverses arees de

= L’autor reconeix el suport de la beca MTM2006-05650 del Ministeri de Ciéncia i Tecnologia
espanyol i de la PASCAL Network of Excellence amb la beca EC nium. 506778.
Traducci6 de I'anglés de Guillem Perarnau i Oriol Serra.
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les matematiques, incloent-hi I’'analisi, la geometria en grans dimensions, la
combinatoria i les matematiques discretes, I'estadistica matematica i altres.

El proposit d’aquest article és oferir una introduccié senzilla a alguns dels
resultats i les idees que rauen darrere aquest fascinant camp en constant
creixement.

Primer de tot, recordarem I’essencial d’algunes coses basiques. Per a qualse-
vol variable aleatoria no negativa X, I'’esperanca de X es pot expressar com,

]
EX= P{X=t}dt.
0

Aixo implica la desigualtat de Markov, que diu que, per a qualsevol variable
aleatoria no negativa X i t > 0,

EX
PIX=t}< .

Resulta de la desigualtat de Markov que si ¢ és una funcié no negativa es-
trictament creixent, aleshores, per a qualsevol variable aleatoria X i nombre
real t,
Ep(X)

Q(t)

Una aplicacié d’aixd amb ¢(x) = x2 és la desigualtat de Txebixev: si X és una
variable aleatoria arbitraria i t > 0O, aleshores

PIXzt} =Plo(X)=o@(t)} =

] -
- - )
E [X — EX Var(X
P{X—EX|=t}=P |X—EX2=t? =] 5 I~ _ tg )

Més en general, prenent (x) = x9 (x = 0) per a qualsevol g > 0, tenim que

E[IX — EX]9]

P{X -EX|=1} =< -

En exemples especifics es pot triar el valor de q per tal d’optimitzar la fita
superior que en resulta. Aquestes fites sobre els moments proporcionen sovint
una estimacié molt acurada de les cues de probabilitat.’ Una idea relacionada
és a la base del métode de fitacié de Cherno [_Hrenent (x) = e on A es un
nombre positiu arbitrari, per a qualsevol variable aleatoria X i qualsevol t > 0,

tenim que
AX

Ee
P{X =t} =P{e™ =eM} < SR

Les fites superiors per la probabilitat de les cues de X es poden obtenir estimant
la funcié generadora de moments F(A\) = Ee*X. En el métode de Cherno [, es

1 En tot I'article les expressions P{|X — EX|} = t s’Tanomenen cues de probabilitat, traduccio
del terme anglées d’Us estes tail probabilities. L’objectiu general de tota la teoria que s’exposa és
veure que aquestes cues tenen valors petits i que tota la probabilitat es concentra al voltant del
valor mitja. (N. del t.)
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troba una A > 0 que minimitza la fita superior. Aix0 sovint és més convenient
que optimitzar la fita basada en moments presentada anteriorment.
El métode de Cherno [rdsulta ideal per tractar sumes de variables aleato-

ries independents. Per tal d’illustrar-ho, siguin X4, ..., ariables aleatories
independents que prenen E/‘ﬂ{])rs reals i sigui S, = ;=1 X;. A causa de la
independéncia, Var(Sp) = 1 Var(X;) i utilitzant la deS|guaItat de Txebixev,
i=; 1 Var(X;)
P{IShn —ESnl=t} < - 2
En altres paraules, escrivint o2 o= 1Var(X ),

m=] I — %
P o — EX; %

La rao per la qual el metode de fitacié de Cherno €3 tan convenient per a les
sumes de variables aleatories independents és que, ja que el valor esperat per
al producte de variables aleatories independents és igual al producte dels seus
valors esperats, la fita de Cherno [e3devé

1 1 111

[ —
P{Shn —ESn =t} = e ™MELexdp 1 (X; —EX;) L
i=1

1
= e E eMXBX)  (per la independéncia). (1)
i=1

Ara, el problema de trobar fites ajustades es redueix a trobar bones fites
superiors per a la funcié generadora de moments de les variables aleatories
Xi — EXj. Hi ha moltes maneres de fer-ho. Per a variables aleatories fitades,
potser la versié més elegant és la desigualtat de Hoe [dihg, que assegura que,
si X és una variable aleatoria amb EX = 0 que pren valors en I'interval [a, b],
aleshores, per a qualsevol A [R]

I |
E e < e)\z(b—a)z/s_
Aquest simple fet, combinat amb (1) implica immediatament la desigualtat de
cues de Hoe [dihg [47]:

1 Teorema Siguin X4, ..., X variables aleatories independents i fitades tals que
Xi pren valors en [aj, bj] amb probabilitat 1. Aleshores, per a qualsevol t > 0,
tenim que

Cnl
P{Sh—ESh =1t} = g2t/ iLi(bi—ai)?

(=
P{Sn - ESn = —t} < e—2t2/ i:l(bi_ai)z.
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El teorema anterior és generalment conegut com a desigualtat de Hoe [dihg.
Per apreciar la seva potencia, considerem una distribucié binomial simeétrica, és
a dir, quan la X; pren valors 0 i 1 amb probabilitat 1/2. En aquest cas especial
tenim que

P{Sh — ESp = t} < e~2*/n

El teorema central del limit mostra que no es poden esperar fites superiors
significativament millors.

Notes bibliografiques

Es coneixen diversos metodes per provar desigualtats de concentracid, incloent-
hi métodes basats en martingales (vegeu els articles panoramics de McDiar-
mid [73, 74]), metodes de teoria de la informacié (vegeu Ahlswede, GAcs i
Korner [1]; Marton [65, 66, 67]; Dembo [32]; Massart [68], i Rio [88]), el metode
d’inducci6 de Talagrand [96, 94, 95] vegeu també Luczak i McDiarmid [64];
McDiarmid [75]; Panchenko [80, 81, 82], el métode de desacoblament que es
troba explicat a De La Pefia i Giné [83] i 'anomenat metode de I'entropia, basat
en desigualtats logaritmiques de Sobolev, desenvolupat per Ledoux, [57, 56],
(vegeu també Bobkov i Ledoux [13]; Massart [69]; Rio [88]; Klein [52]; Boucheron,
Lugosi i Massart [17, 18]; Bousquet [20], i Boucheron, et al. [16]). Alguns me-
todes especifics per al problema també s’han desenvolupat en teoria de grafs
aleatoris (vegeu Janson, tuczak i Rucihski [50] per a un article panoramic).

Les desigualtats exponencials de cues per a sumes de variables aleatories
independents van ser provades des dels inicis de la teoria de probabilitats. Entre
els pioners, mencionem Bernstein [10], Craig [27], Uspensky [100], Cherno 1
[22], Okamoto [79], Bennett [9] i Hoe [dihg [47]. La desigualtat de Hoe [dihg és
deguda a Hoe [dihg [47]. Per a variables aleatories binomials, va ser provada
per Cherno [J22] i Okamoto [79].

2 Fitant la variancia: la desigualtat d’Efron-Stein

El principal missatge de les desigualtats de concentracié que descriurem en
aquesta seccié és que moltes de les desigualtats de cues per a sumes de
variables aleatories independents poden ser esteses a funcions generals de va-
riables aleatories independents. La desigualtat més simple i potent d’aquest
tipus és coneguda com a desigualtat d’Efron-Stein. Aquesta desigualtat fita la
variancia d’una funcié general.

Per descriure aquesta desigualtat, sigui X un cert conjunt i sigui £ : X" - R
una funcié mesurable de n variables. Estem interessats en desigualtats sobre la

diferéncia entre la variable aleatoria Z = ¥(X41,...,Xp) i el seu valor esperat EZ
quan Xj, ..., Xpn son variables aleatories independents arbitraries que prenen
valors en X.

Recalquem que les variables X; poden tenir distribucions diferents; I'iinica
hipotesi essencial és la independéencia. La desigualtat d’Efron-Stein proporciona
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una fita en termes de variacions locals de la funcié f. Aquesta desigualtat és
potser la més simple entre nombrosos resultats que mostren que les propietats
de concentracio podrien ser controlades estudiant el comportament local de la
funcié que ens interessa. A causa de la seva simplicitat, en presentem la prova
a continuacio.

Les desigualtats de concentracid, com la desigualtat d’Efron-Stein, mostren
que, en un cert sentit, la suma de variables aleatories independents és la menys
concentrada de totes les funcions generals sobre aquestes variables que sén
regulars en un sentit apropiat.

Abans d’obtenir una fita per a la variancia d’'una funcié general Z de les
variables aleatories independents, podem adquirir una certa intuicié conside-
rant primer el cas especial en que les variables X4, ..., X prenen valors reals i
Z = X3 + - - - + Xp. En aquest cas podem utilitzar la formula exacta

1
Var(Z) =  Var(Xj).
i=1

Es clar que la clau d’aquesta férmula és que la independéncia implica I’ortogo-
nalitat dos a dos de les variables X; — EXj. Ara, una idea natural seria fitar la
variancia de la funcié general expressant Z — EZ com una suma de variables
aleatories ortogonals. Per tal de fer-ho, denotem per E; I'operador esperanca
condicionada a (X1, ..., X;j) i fem servir la convencié Eg = E. Aleshores, definim

Ai = EiZ —Ei-1Z

peracadai=1,...,n. Comengant des de la descomposicid
U
Z—EzZ=

i=1

es té L i
r o 1 o Y s o R
var(z) =€ EE A R T E N? +2  E AiDj .
i=1 i=1 j=i

Ara, si j > 1, laigualtat EjA; = 0 implica que
I O
Ei AjA; = AiEiAj =0,
O [
i, per tant, E A;A; = 0. Aixi doncs, obtenim

L h
r 1 r—all]
Var(Z):E%inCE E AZ .
i=1 i=1
Fins ara no hem utilitzat el fet que Z és una funcio de les variables independents

X1,...,Xn. A causa de la independencia, pero,
[

EiZ = i T X1, Xi, Xit1s - -+ Xn) AHi+1 (Xi+1) - - - dpin (Xn)
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on, peracadaj =1,...,n, yj denota la distribucio de probabilitat de Xj. Si de-
notem per E® 'operador esperanca condicionada a X® = (X1, ..., Xij—1, Xj+1,
..., Xn), tenim que
1
EMz = Xf (X1, v vy Xie1, Xiy Xiets -+ 5 Xn) diti (Xi) .

Aleshores, pel teorema de Fubini,
[ |
Ei EMz =Ei_,Z.
Havent fet aquesta observacio, és facil deduir el seglent:

2 Teorema (desigualtat d’Efron-Stein) Siguin Xg,..., X variables aleatori-
es independents i sigui Z = f(X) una funcié de quadrat integrable de
X = (X1,...,Xn). Aleshores
—g® 2 et
Var(Z) = E z-E'YZ = v
i=1

A més, si XE. .., X5K1son copies independents de X, ..., Xn i si definim per a

cadai=1,...,n

1] 1
Zi=f Xo,, Xies, X Xivn, o Xn

tenim que

1 — =0 Dlil — =0 D;E r—hHeh Ij|_2—_I:|
v=3 E z-z" = E z-2z/_ = E z-z_,
i=1 i=1 i=1

on X+ = max(x,0) i x- = max(—x,0) denoten la part positiva i la negativa
d’un nombre real X. També,
0l 1
v=inf E (Z-2zi)? ,
'i=1

on I'infim és pres entre la classe de totes les variables Zj, i = 1,...,n, que son
X®.mesurables i de quadrat integrable.

Prova Notem que, fent servir I'observacié anterior, podem escriure
[
Ni=E z—EWZ

Per la desigualtat de Jensen, usada condicionalment,
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L o
Fent servir que Var(Z) < -, E Aiz , obtenim la desigualtat desitjada.
Per provar les identitats per a v, denotem per var® I'operador variancia
condicionada a X(. Aleshores, podem escriure v com a

—al 1
v= E varV(2) .
i=1

Notem ara que es pot utilitzar simplement el fet elemental que si X i Y sOn
variables aleatories independents i identicament distribuides que prenen valors
reals, aleshores Var(X) = (1/2)E[(X — Y)?]. Com que, condicionant XV, Z s
una copia independent de Z, podem escriure

g

Leh
var® (z) = %E(i) z-z7 =e® z-z7 =g® z-z7

on s’ha utilitzat el fet que les distribucions condicionades de Z i Z56n idén-

tiques. L’Gltima identitat s’obté notant que, per a qualsevol variable aleatoria

real X, Var(X) = infa g F[(X — @)?]. Usant aquest fet condicionalment, tenim
que, peracadai=1,...,n,

. 1 1

var® (z) = inf ED (z-2z)* .

Notem que aquest infim és assolit sempre que Z; = EMZ. O

Observem queenelcasque Z = ;_; X; sigui la suma de variables aleatories
independents, aleshores la desigualtat d’Efron-Stein esdevé igualtat.

2.1 Funcions amb diferéncies fitades

A continuaci6, illustrarem I'Gs de la desigualtat d’Efron-Stein amb alguns
exemples. La més simple de les aplicacions és obtinguda si la funci6 és regular
en el sentit que si canvia el valor d’una sola variable, el valor de la funci6é no pot
canviar gaire. Més concretament, diem que la funcié f : X" - R té la propietat

de les diferéencies fitades si, per algunes constants no negatives cy,...,Cn,
sup |F(X1,...,%Xn) — F(X1,. .., Xi—1, X5 Xi+1,.. ., Xn)| =ci, 1<i=<n.
X1,...:Xn,
xHX1

En altres paraules, si canviem la i-ésima variable de ¥ i mantenim les altres
fixades, el valor de la funcié no pot variar en més de c;. Aleshores, la desigualtat
d’Efron-Stein implica el seguent:

3 Corollari SiXj,...,Xn sOn variables aleatdries independents i ¥ té la propie-
tat de les diferéncies fitades amb constants cq, ..., Ccn, aleshores Z =F (X1, ..., Xp)
satisfa
1 1
Var(Z) < 2 c?.
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Prova De la desigualtat d’Efron-Stein,
| 1
var(z)<inf E (Z-2Z)? ,
4=
on I'infim es pren entre la classe de totes les Zj, i = 1,...,n, que son
X®.mesurables i de quadrat integrable. Aqui escollim
L1

1
Zi = 3 Lsdp £ (X4, ..., Xi-1, X Xi+1, -, Xn)
xHxa
1
+Xiinf F(X1, .o, Xie1, X5 i1, -+ -, Xn)

Per tant,

c2

— 7)Y < L
(Z-Z)" =,

d’on I'enunciat. O

Donem ara algunes aplicacions interessants d’aquest corollari. En tots els
casos, la fita per a la variancia es pot obtenir de manera senzilla, mentre que
una estimacio directa de la variancia és forca més complicada.

1 Exemple (bin packing) El problema del bin packing és un dels problemes
classics de la investigacio operativa. Donats n nombres X1,...,Xn [J0,1],
es planteja el problema segient: quin és el nombre minim de pots (bins)
necessaris perqué aquests nombres hi puguin ser empaquetats de tal manera
gue la suma de nombres a cada pot no excedeixi d’1. Sigui f(Xq, ..., Xn) aquest
nombre. Aleshores, canviant un dels Xx;, el valor de ¥(Xxy,...,Xn) No pot can-
viar en més d’'una unitat; per tant, sempre que X1, ..., X siguin independents,
Z =f(Xyq,...,Xp) satisfa

n
Var(Z2) < —.
@ ="

Aquesta fita superior no és millorable, ja que si X; sén variables aleatories
simetriques, que segueixen una distribucio de Bernoulli (és a dir, P{X; =0} =
P{X; = 1} = 1/2), aleshores Z segueix una distribucié binomial amb parametres
nil/2iVar(Z) = n/4. D'altra banda, algunes fites més ajustades, que depenen
de la distribucio dels X;j, es poden demostrar amb arguments més sofisticats
(vegeu la secci6 4.2).

2 Exemple (subsequéncia comuna més llarga) La versi6 més senzilla del
problema de la subseqiéncia més llarga és la seglent: siguin Xq,...,Xp i
Y1,...,Yn dues sequiéncies de llangaments de moneda. Definim Z com la llarga-
da de la subsequiéncia comuna més llarga que apareix a les dues seqiiéncies, és
a dir,

Z = max{k: Xi; = Yj, ..., Xiy = Yji»

onlsih<---<iksnilsji<---<jk=sn}
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El comportament de la EZ ha estat investigat en molts articles. Es conegut
que EZ/n convergeix en algun nombre y, el valor del qual no es coneix. Esta
conjecturat que és 2/(1 + 2) i és conegut que esta contingut en l'interval
[0,75796,0,83763]. Tot i aix0, nosaltres estem interessats en la concentracio
de la variable Z.

Es senzill veure que canviar el resultat d’una sola tirada no pot canviar la
llargada de la subsequencia més llarga en més d’una unitat; per tant, Z satisfa
la propietat de les diferéncies fitades amb c; = 1. Consequentment,

n
Var(Z2) < —.
@)=

Per la de&gua\t}tat de Txebixev, amb alta probabilitat, Z esta desviada del seu
valor esperat N, llevat de constants. En altres paraules, esta forca concentrada
entorn de la seva mitjana, cosa que significa que els resultats de EZ ens revelen
el comportament essencial de la llargada maxima d’una subseqiiéncia comuna
entre dues cadenes aleatories.

3 Exemple (estimaci6 de densitat del nucli) Una questié basica en I'esta-
distica no parametrica és estimar la densitat d’'una variable aleatoria real. Més
precisament, donada una mostra de n variables aleatories independents i
idénticament distribuides X, ..., Xn, distribuides segons alguna densitat de
probabilitat desconeguda ¢, es vol estimar .

Un dels estimadors més estudiats és I'’estimador de densitat del nucli defi-

nit per T
-,

hn '

(pn(X) - nhn i=1

g hn > 0 és un parametre suavitzador i K és una funcié no negativa amb
K = 1. El comportament de I'estimador es mesura tipicament amb la norma L;:
1

Z(n) =F(X1,....Xn) = |@(X) — @n(x)|dx.

Es senzill veure que

1 E%'%‘—x-‘:' '%'—XDE%X
|f(x1,...,xn)—f(xl,...,xiE,'...,xn)|snhn hnl —K hnl

de manera que sense cap altra feina obtenim

Var(Z(n)) < %
. v_ L
Es conegut que, per a qualsevol @, NEZ(N) - oo (vegeu Devroye i Gyorfi [36]),
la qual cosa juntament amb la desigualtat de Txebixev, que implica per a
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qualsevol [+ 0

1
A(nN) _ _ Var(Z(n))
P E%Z(n) - 1% C=P{|Z(n) —EZ(n)| = [EEZ(N)} = 7IHEZ(n))2 -

quan n - oo, Per tant, Z(N)/EZ(n) - 1 en probabilitat o, en altres parau-
les, Z(Nn) és «relativament estable». Aixo significa que I'error L; aleatori es
comporta com el seu valor esperat.

2.2 Funcions autofitades

Una altra propietat senzilla que se satisfa en molts exemples importants és la
coneguda propietat d’autofitacié. Diem que una funcié no negativa ¥ : X" - R
té la propietat d’autofitacié si existeixen funcions f; : X"™1 _, R tals que, per a

qualsevol X1,..., Xy, [Xlitotai=1,...,n,
O0=f(X1,...,Xn) —FHi(X1,..., Xi—1, Xj+1,..., Xp) =1
i també
LN |
(F(X1, ..., Xn) — Fi(Xe, ..., Xi=1, Xj+1, .-, Xn)) =< F(X1,...,Xn).

i=1
Per a funcions autofitades, clarament tenim que

— 2
(F(X1, ..., Xn) — Fi(Xe, ..., Xi-1, Xj+1, .-, Xn)) = F(X1,...,%Xn).
i=1

I aleshores I'Gltima expressio de v en el teorema 2 implica el seglient:
4 Corollari Si T té la propietat d’autofitacio, aleshores
Var(Z) < EZ.

A continuacio, mencionem algunes aplicacions d’aquest simple corollari.
Resulta que en molts casos la fita obtinguda millora significativament la que
hauriem obtingut utilitzant simplement el corollari 3.

Una classe important de funcions que satisfan la propietat d’autofitacio
consisteix en les anomenades «funcions de configuracio».

Suposem que tenim una propietat P definida sobre la unié de produc-
tes finits d’un conjunt X, és a dir, una sequéncia de conjunts P; X, P, [1
X x X,...,Ph [X". Diem que (X1,...,Xm) [X™M satisfa la propietat P si

(X1,...,Xm) [P4. Suposem que P és hereditaria en el sentit que si (X1, ...,Xm)
satisfa P, aleshores també ho fa qualsevol subsequéncia (Xi,,...,X;,) de
(X1,..., Xm). La funcié ¥ que a un vector x = (Xi,...,Xn) li assigna la mi-

da de la subsequéncia més llarga que satisfa P és la funcié de configuracio
associada amb la propietat P.
El corollari 4 implica el resultat seguent:



Desigualtats de concentracio 107

5 Corollari Sigui ¥ una funcié de configuracio i sigui Z = £(Xq,...,Xn), on
X1,...,Xn s6n variables aleatories independents. Aleshores,
Var(Z) < EZ.

Prova Pel corollari 4 n’hi ha prou amb demostrar que qualsevol funcio de
configuracié és autofitada. Sigui Zj = F(X®) = F(X4,..., Xi=1, Xi+1, ..., Xn).
La condiciéo 0 = Z — Z; =< 1 se satisfa trivialment. D’altra banda, suposem
que Z = ki sigui {Xj,,..., X} EXq,...,Xn} una subseqtiéncia de llargada
k tal que fr(Xi,,...,Xi.) = k. (Noteu que, segons la definici6é de funci6 de
configuracio, aquesta subsequiéncia existeix.) Clarament, si I'index i és tal que
i C,,..., ik}, llavors Z = Z;, i per tant,

 —
Z-z)<z
i=1

també se satisfa, cosa que completa la demostracié. a

Per illustrar el fet que les funcions de configuracié apareixen de manera
natural en diferents aplicacions, presentem alguns exemples procedents de
camps diversos.

4 Exemple (nombre de valors diferents en una mostra discreta) Siguin
Xi1,...,Xn variables aleatories independents, identicament distribuides, que
prenen valors en el conjunt d’enters positius amb P{X; = k} = pk. Denotem per
Z(n) el nombre de valors diferents presos per aguestes n variables. Aleshores,
podem escriure

1
zZ(n) = Legxizxy, . Xi# X1}
i=1

de manera que el valor esperat de Z(n) pot ser calculat de manera senzilla:

U 2 B
EZ(n) = @-pj)'p;.
i=1j=1

Es clar que E[Z(n)]/n - 0 quan n - oo. Perd la pregunta és: com n’esta de
concentrada la distribucié Z(n)? Com que Z(n) satisfa la propietat de les
diferéncies fitades amb c; = 1, el corollari 3 implica Var(Z(n)) < n/4 i, per
tant, Z(n)/n - 0 amb alta probabilitat per la desigualtat de Txebixev. D’altra
banda, és obvi que Z(n) és una funcié de configuraci6é associada a la propietat
de distintivitat, i pel corollari 5 tenim que

Var(Z(n)) <= EZ(Nn)

que és una millora important, ja que EZ(n) = o(n).
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5 Exemple (dimensid VC) Una de les quantitats combinatories centrals en la
teoria de processos empirics i en la teoria d’aprenentatge estadistic és la dimen-
sié de Vapnik-Chervonenkis. Sigui A una colleccié arbitraria de subconjunts de
X isigui X = (X1, ...,Xn) un vector de n punts de X. Definim la traca de A en
X com

tr(x) ={An{X1,...,Xn}: A CA}.

El coeficient d’esmicolament (o funcié de creixement de Vapnik-Chervonenkis) de
Acen X ésT(x) = |tr(x)], lamidade latraca. T (x) és el nombre de subconjunts
diferents de conjunts de punts {Xi, ..., Xn} generats per la interseccié d’aquest
conjunt amb els elements de A. Un subconjunt {X;,, ..., X} de {X1,...,Xn}
es diu que esta esmicolat si 2K = T(xi,, ..., Xi,). La dimensi6 VC D(x) de A
(respecte de x) és la mida k del subconjunt esmicolat més gran de x. De la
definici6 és obvi que T (x) = D(x) és una funcié de configuracié (associada a
la propietat d’esmicolament) i, aleshores, si X1, ..., Xn son variables aleatories
independents, tenim que

Var(D(X)) < ED(X).

Es pot provar també que log, T (X) és autofitada, cosa que implica que
Var(log, T(X)) < Elog, T (X).

6 Exemple (subsequéncies creixents) Considerem un vector X = (X1, ...,Xn)
de n nombres diferents en I'interval [0, 1]. Els enters positius i; <y < --- <
im formen una subseqgténcia creixent si Xj, < Xj, < --- < X;j,, 0onig = 1 i

im < n). Denotem amb L(Xx) la llargada de la subsequiencia creixent més llarga.
Clarament, L(x) és una funcioé de configuraci6 (associada amb la propietat de
la sequiéncia creixent) i, aleshores, si X1,...,Xn sOn variables aleatories inde-
pendents tals que son diferents amb probabilitat 1 (aix0 esta justificat si cada
Xj té una distribucié absolutament continua), aleshores Var(L(X)) < EL(X).
Si els Xj es\;an distribuits uniformement per [0, 1], aleshores és conegut que
EL(X) 21 n. La fita obtinguda per la variancia resulta massa feble, I'ordre
correcte és Var(L(X)) = O(n'3), un resultat dificil.

En una variacio6 del problema, X1,..., X prenen els seus valors en un con-
junt finit {1,..., m}. Definim ara L{™ (X) com la longitud de la subseqiiéncia
creixent més llarga de X = (Xi,...,Xp), és a dir, I'’enter positiu més gran
k pel qual existeixen 1 < i; < --- < Ix < n tals que X;; < Xj, < ... <
Xi,. L'analisi de la variancia segueix sense canvis i, com abans, tenim que
Var(L(M (X)) < EL(™(X). Aquesta estimaci6 té ara I'ordre de magnitud correc-
te, ja que és conegyt-gue si les X; estan uniformement distribuides, aleshores
(L (X) — n/m)/ 2n/m convergeix en distribucié a una variable aleatoria la
distribucio de la qual depén de m.
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2.3 Més exemples

7 Exemple (valor propi més gran d’'una matriu simétrica aleatoria)
Sigui A una matriu real simétrica en la qual els coeficients X, 1<i<j=n
son variables aleatories independents amb valor absolut fitat per 1. Sigui Z = Ay
el valor propi més gran d’A. La propietat d’aquest valor propi que necessitem
per fitar-ne la variancia és que si v = (vi,...,vn) [R" és el vector propi
associat a A; amb VIC= 1, aleshores

AM=V'Av = sup u'Au.
u: =

Per utilitzar el teorema 2, considerem la matriu simetrica ALDj, obtinguda
substituint X;j en A per una copia independent Xi’Ej', mantenint les altres

variables fixades. Sigui Zi%' el valor propi més gran d’aquesta matriu. Per la
propietat del valor propi més gran anteriorment esmentada,

1
— Zi’Ej')+ = VIAv-Vv'Alv Liz>zy

1 i 1

= VI(A-AV lzszy = Vivi(Xij — X3

= 2|vivjl.

Aleshores,
1
1 —_ 1 2 |:|2
(Z-2Pi=< avivjP =4 vz 24,
l<isj<n l<isj=n i=1

Prenent esperances a banda i banda, i utilitzant la desigualtat d’Efron-Stein,
tenim que Var(Z) = 4. Aixi doncs, la variancia esta fitada per una constant
independentment de la mida de la matriu i de la distribucio dels coeficients.
L’Gnica condicié que necessitem és la independencia i la fitacié de les variables
X;,j. De fet, no cal que tinguin la mateixa distribucié. Aquesta mateixa prova
funciona també per al valor propi més petit.

8 Exemple (arbre generador de pes minim) Considerem la variable aleato-
ria Tm, definida com la suma dels pesos d’un arbre generador minim del graf
complet K, amb pesos X j (1 =i <J =< m) sobre les arestes, distribuits uni-
formemgenit | independent en l'interval [0, 1]. (Aixi doncs, T, és una funcio de

n= r; variables aleatories independ%.l) Es conegut que el valor esperat
de T, convergeix a la constant {(3) = =, i~°. Ara, fitem la variancia de Tp,.

Utilitzant les desigualtats d’Efron-Stein directament obtenim una fita no gaire
bona, perd un simple truc ens portara a un valor més proper al real. Aquesta
idea és que el pes més gran d’'una aresta en I’'arbre generador minim no pot
ser gaire gran, com a molt, d’ordre logm/m, amb alta probabilitat. Aquesta
observacio ens permet canviar Tr, per la variable aleatoria T, obtinguda quan
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els Xjj son reemplacats per min(Xjj,dm), on 3y > 0 és un nombre positiu
petit. Notem que si &y, = ¢ logm/m per a alguna ¢ > 1, aleshores Tm = Tm
amb alta probabilitat. Per tal de veure-ho, observem que T # T implica que
el pes més gran d’una aresta de I'arbre generador minim sigui més gran que om,.

Pero aixo és la probabilitat que un graf aleatori amb el model d’ErdGs-Rényji—
m

G(m,dm) (és a dir, un graf amb m vertexs en el qual cada una de les
arestes existeix amb probabilitat &, de manera independent) no sigui connex.
En la teorig-de grafs alegtqris és ben conegut que aquesta probabilitat és, com a
molt, de 2 eM*™™? —1 4 2m+lmp—(c-DM/4 que esta fitat per 4m~</3, sic = 2.
Com que
1 1
Var(Tm) = E T3 —(ETm)?
(I [ 1

E T%H{Tmzfm} 'I":]E T%H{T‘n__:flfm} —(ETm)?

< Var(Tm)+m?P Tm#Tm

< Var(Tm) +4m? /4,

en tenim prou fitant la variancia de T . Utilitzem aqui la variant segiient de la
desigualtat d’Efron-Stein:

B i vy
Var(Tm)sE Tm_Tm,(i,j) o
|i,J¢:jl

on TEV(U—) s’obté reemplacant X;; per una copia independent. Clarament, si
es canvia el pes X; j, aleshores T m només pot decréixer si I'aresta (i, j) forma
part de I'arbre generador minim. Com que tenim m — 1 d’aquestes arestes i
aquest canvi no pot ser superior a dm,

i )
Tm_Tm’(i’j) _ Smam.
ij=1
iZj

En resum,

2
Var(Tm) < md2, + 4m?7¢/4 = 144log” m + i
m m
on triem ¢ = 12. Aquesta fita no doéna I'ordre correcte, ja que é§/ conegut
que, asimptoticament , Var(Tyy) [C(6Z(4) — 4Z(3))/m. (De fet, m(Tm —
Z(3)) convergeix, en distribucid, a una variable aleatoria normal centrada
amb variancia 6Z(4) — 4Z(3).) Tot i aix0, aquest argument illustra com la
desigualtat d’Efron-Stein pot ser utilitzada d’una manera molt senzilla per
obtenir desigualtats no asimptotiques molt potents.
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La desigualtat d’Efron-Stein rep el nom de I'article d’Efron i Stein [39]. Steele [92]
i Rhee i Talagrand [86] van obtenir-ne versions millorades i la versio presentada
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vegeu, per exemple, Rhee i Talagrand [87], Rhee [85] i Talagrand [94].
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Talagrand.

L’estabilitat relativa de I'error L; de I'estimacié de densitat del nucli és
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I’error L; de I'estimaci6 de densitat del nucli, recomanem al lector Devroye i
Gyorfi [36] i Devroye i Lugosi [38].

Les propietats de concentraci6 de les funcions autofitades han estat estudia-
des per Boucheron, Lugosi i Massart [17]; Rio [88]; Bousquet [20]; Maurer [71], i
McDiarmid i Reed [76].

La dimensio de Vapnik-Chervonenkis i la funcié de creixement s’anomenen
aixi en honor de Vapnik i Chervonenkis [102, 103] (vegeu també Blumer et
al. [12]; Devroye, Gyorfi i Lugosi [37]; Anthony i Bartlett [6], i Vapnik [101].

El fet que la subsequéncia cr\e/'xent més llarga en una permutacio aleatoria
de n nombres satisfa EL(X) [Z1 n és degut a Logan i Shepp [63] (vegeu també
Hammersley [45], Aldous i Diaconis [3] i Groeneboom [43]. El famds article
de Baik, Deift i Johansson [7] estableix la distribucié limit de L(X). Aquest
resultat implica que Var(L(X)) = O(n%?3). Ledoux [60] obté una desigualtat
no asimptotica i exponencial per les cues que té la forma correcta. Per als
resultats anteriors sobre la concentracioé de L(X), vegeu Frieze [41], Bollobas i
Brightwell [14] i Talagrand [94].

El teorema del limit per a la subseqtiéncia creixent més llarga en una paraula
aleatoria sobre un alfabet finit mencionat a I'exemple 6 és degut a Tracy |
Widom [98] i Johansson [51] (vegeu també Its, Tracy i Widom [48]).

L’argument per fitar la variancia del valor propi més gran d’'una matriu
simetrica aleatoria esta basat en Alon, Krivelevich i Vu [4], que proven una
fita exponencial per la cua que reproduirem més endavant. El fenomen que
la variancia sigui fitada asimptoticament ja havia estat descobert per Firedi i
Komlés [42], que van provar un teorema per al limit del valor propi més gran.

El valor asimptotic limm_ . ETm = (3) del pes esperat de I'arbre generador
minim va ser determinat per Frieze [40]. El teorema del limit mencionat a
I'exemple 8 és degut a Janson [49] i Wastlund [104].
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3 El metode de I'entropia

En la seccid anterior, hem vist que la desigualtat d’Efron-Stein és una eina
potent per fitar la variancia de funcions de variables aleatories independents.
Aleshores, via la desigualtat de Txebixev, es poden obtenir facilment fites per a
les cues de les distribucions d’aquestes funcions. Com en el cas de les sumes de
variables aleatories independents, pero, les fites que s’obtenen basant-se en la
variancia sén sovint poc satisfactories i es poden obtenir millores substancials.
L’objectiu d’aquesta seccid és exposar una metodologia que permet obtenir fites
exponencials en molts casos. La cerca d’aquest tipus de desigualtats ha estat un
tema cabdal en teoria de probabilitat a les Gltimes décades. En aquesta seccio,
donarem les idees principals que hi ha darrere del que s’Tanomena meétode de
I’entropia, una técnica natural pero potent. Aquest metode és potser la manera
més simple d’obtenir analegs exponencials de la desigualtat d’Efron-Stein.

Per tal d’introduir les idees principals, recordem primer algunes nocions
basiques de la teoria de la informacié. Per mantenir el material a un nivell
elemental, ens limitem només a variables aleatories discretes. L’extensi6 a
distribucions arbitraries és immediata perd més aviat técnica.

3.1 Teoria de la informacié basica

En aquesta secci6, resumim algunes propietats basiques de I'’entropia d’'una
variable aleatoria discreta. Una bona referéncia d’introducci6 a la teoria de la
informacio és el llibre de Cover i Thomas [26].

Sigui X una variable aleatoria que pren valors en un conjunt numerable X
amb distribucié P{X = x} = p(x), x [X. L’entropia (de Shannon) de X es
defineix com

—1
H(X) =E[—logp(X)] =—  p(Xx)logp(x)
x X1
(on log denota el logaritme natural i Olog0 = 0). Si (X,Y) és un parell de
variables aleatories discretes que pren valors a X x Y aleshores I'entropia con-
junta H(X,Y) de X iY és I'’entropia del parell (X,Y). L’entropia condicionada
H(X]Y) es defineix com

HEX]Y) = H(X,Y) = H(Y).

Observem que si escrivim p(X,y) = P{X = x,Y = y}i p(X|]y) = P{X =
X|Y =y}, aleshores
1
HX[Y) =— P(x,y)logp(x|y),
x X}y [Y]

d’on veiem que H(X]Y) = 0. També és facil veure que la relacié que defineix
I’entropia condicionada es manté com a certa quan es condiciona condicionar,
és a dir, per a qualsevol de les tres variables aleatories discretes X,Y, Z,

HCX Y [|Z) =H(Y|Z2) + H(X] Y, 2Z2).
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(Simplement afegim H(Z) a les dues bandes de la igualtat i fem servir la
definicié de I'’entropia condicional.) Iterant la darrera identitat obtenim la regla
de la cadena per a I’entropia: per a variables aleatories discretes arbitraries
Xl, ey Xn.

H(X1,...,Xn) = H(X1) +H(X2[X1) +H(X3]|X1, X2) +- - - +H(Xn X1, ..., Xn-1).

Siguin P i Q dues distribucions de probabilitat sobre un conjunt numerable
X amb funcions de probabilitat p i g. La divergencia de Kullback-Leibler, o
entropia relativade P i Q és

1
P(x)
= log ———=.
D(P Q) XEX]p(X) °9 ()
Com que logx = x —1,
—1 1
L ax) __ 1 ax) . _
D(PIQ) = XEX]p(X)Iogp(X)Z XEij(X) (%) 1 =0,

de manera que I'entropia relativa és sempre no negativa, i €s zero si i nomeés si
P = Q. Aquest simple fet té algunes consequéncies interessants. Per exemple,
si X és un conjunt finit amb N elements, X és una variable aleatoria amb
distribucié P i prenem Q com la distribucié uniforme sobre X, aleshores
D(P Q) = logN — H(X) i, per tant, I'’entropia de X no és mai més gran que el
logaritme del cardinal del seu domini.

Considerem un parell de variables aleatories X,Y amb distribucié conjunta
Px y idistribucions marginals Px i Py. Observant que D(Px vy [P %Py) = H(X)—
H(X]Y), la no-negativitat de I'entropia relativa implica que H(X) = H(X]|Y), és
a dir, condicionant es redueix I’entropia. Es igualment facil de veure que aquest
fet segueix sent cert per a entropies condicionades, és a dir,

H(X]Y) = HX]|Y, 2).
Ara, podem provar la desigualtat seglient de Han [46]:

6 Teorema (desigualtat de Han) Siguin Xs,..., X variables aleatories dis-
cretes. Aleshores,

1 1
HX1,...,Xp) = —— H(X1,..., Xij=1, Xi+1,.. ., Xn).
n-1,,

Prova Peracadai =1,...,n,dacord amb la definicié d’entropia condicionada
i amb el fet que condicionar redueix I’'entropia,
H(X1,...,Xn)
=HMXg, ..., Xi=1, Xj+1, ..., Xn) + HXi [ Xg, .o Xi—1, X1, .- Xn)
=HMX1, ..., Xi=1, Xjx1, - - -, Xn) F HXi | X1, ..., Xj-1) 1=1,...,n.
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Sumant aquestes n desigualtats i fent servir la regla de la cadena per a I’entro-
pia, obtenim

1
NH(X1,...,Xp) < H(X1,..., Xij=1, Xj+1,. .-, Xn) * H(Xq1, ..., Xn),
i=1

que és el que voliem provar. |

Acabem aquesta seccié amb una desigualtat que es pot veure com una
versio de la desigualtat de Han per a entropies relatives. Com va observar
Massart [70], aquesta desigualtat es pot fer servir per provar la desigualtat clau
de tensorialitzacio, crucial per als nostres proposits.

Amb aquest objectiu, considerem un conjunt numerable X i siguin P i

Q distribucions de probabilitat a X", on P = P; x - - - x P, és una mesura
producte. Denotem els elements de X" per x = (X1, ..., Xn) i escrivim x® =
(X1,...,Xi-1, Xj+1,- .., Xn) per denotar el vector (n — 1)-dimensional obtingut

per la supressié de la component i-ésima de x. Denotem per QM i P® |es
distribucions marginals de x d’acord amb Qi P, és a dir,

. 1
QW (x) = Q(X1, ... ) Xie1, X, Xit1, ., Xn)

x X1
i
. 1
PM(x) = P(X1,...,Xiz1,%X,Xi+1,...,Xn)
i -
= P1(X1) - - - Pi—1(Xi—1)Pi(X)Pi+1(Xi+1) - - - Pn(Xn).
x [X1

Aleshores, basant-se en la desigualtat de Han, es pot provar facilment el se-
guent:

7 Teorema (desigualtat de Han per a entropies relatives)
1 rT—1 .
DQME)= — D(QW V)
i=1

0, de manera equivalent,

1 . g
DQMP) = D(QE) —D(QW M) .

i=1

3.2 Tensorialitzaci6 de I'entropia

Ara estem preparats per presentar algunes desigualtats de concentraci6 ex-
ponencials. Com en la secci6 2, considerem variables aleatories independents
X1, ..., Xn I investiguem propietats de concentracié de Z = £(X1,...,Xp). La
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base del métode d’entropia és una extensié molt potent de la desigualtat
d’Efron-Stein. Observem que la desigualtat d’Efron-Stein es pot reescriure com

| — -
Var(Z)= E Ei(Z?) - (Ei(2))?
i=1

0, escrivint @(x) = x?,

L |
EQ(Z) - 9(EZ) < E[Ei@(Z) — @(Ei(Z))].

i=1

Resulta que aquesta desigualtat segueix sent certa per a una amplia classe de
funcions convexes @. El cas que considerem aqui és @(x) = x log x. En aquest
cas, com es veu en la prova que segueix, la part esquerra de la desigualtat es
pot escriure com I'entropia relativa entre la distribucié induida per Z en X" i la
distribucid de X{'. D’aqui, el nom tensorialitzacid de la desigualtat de I'entropia
(vegeu, per exemple, Ledoux [57]).

8 Teorema Sigui @(x) = xlogx per a x > 0. Siguin Xy,...,Xn variables
aleatories independents que prenen valors en X i sigui ¥ una funci6 positiva en
X" Amb Y = f(Xq,...,Xn), tenim

1
EQ(Y) —@EY) =  E[E@(Y) — @E(Y)].
i=1

Prova Només provem I'enunciat per a variables aleatories discretes X1, ..., Xn.
L’extensi6 al cas general és técnica perd immediata. ElI teorema és una conse-
quéncia directa de la desigualtat de Han per a entropies relatives. Observem
primer que si la desigualtat és certa per a una variable aleatoria Y, aleshores
també ho és per a cY, on c és una constant positiva. Per tant, podem suposar
que EY = 1. Definim una mesura de probabilitat Q a X" com

Q(x) = F(X)P(x),

on P denota la distribucio de X;' = Xq,..., Xn. Aleshores, és clar que

Ep(Y) —@(EY) =E[Y logY] = D(QP),
(- b oty
que, pel teorema 7, no és més gran que ;—; D(QIP) —D(QW ) . Un
calcul directe, pero, mostra que

. O I L |
D(QME)-DQWEM) = E[Ei@(Y)—@Ei(Y)]

i=1 i=1

i en segueix I'enunciat. O
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La quantitat de I’esquerra en la desigualtat del teorema 8 s’anomena sovint
I'entropia de la variable aleatoria no negativa Y. Es denota per

Ent(Y) =E[Y logY] — (EY)IlogEY.

Aquesta quantitat esta estretament relacionada amb I’entropia de Shannon,
pero no s’hi ha de confondre. La desigualtat tensorialitzada de I'entropia es
pot reescriure com 1 -

r 1.
Ent(Y) <E LI Ent®(y) L
i=1
_ _ [ e R s A _
on EntO(Y) = EM[Y logY]— EDY log EMY . (Recordem que E® denota

I'esperanca condicionada a XM = (X1, ..., Xi—1, Xi+1, ..., Xn).)

3.3 L’argument de Herbst i concentracié gaussiana

La idea principal del métode per provar desigualtats de concentracio és aplicar
el teorema 8 a la variable aleatoria positiva Y = e*. Aleshores, denotant per
F(M\) = E[e?] la funci6 generadora de moments de Z, la part esquerra de la
desigualtat del teorema 8 esdevé

0 O [ 0 [
Ent(e??) = AE zZeM —E e logE e = AFYA) —F(\) logF(\).

La nostra estratégia és obtenir fites superiors de Ent(e’?), que per la identi-
tat anterior, es poden convertir en desigualtats diferencials per a la funcié
generadora de moments F(A). En molts casos, aquestes desigualtats es poden
transformar en fites superiors per a F(A) i aleshores és facil obtenir fites per a
les cues de distribucio via les técniques de fitaciéo de Cherno [L_Aquesta és la
idea principal del que es coneix a la literatura com a argument de Herbst.

Originalment, I'argument de Herbst va ser aplicat per provar desigualtats de
concentracio per a funcions de variables aleatories independents gaussianes.
Aix0 era possible gracies a una elegant fita superior de I'entropia del quadrat
d’una tal variable aleatoria coneguda com a desigualtat logaritmica gaussiana
de Sobolev:

9 Teorema (desigualtat logaritmica gaussiana de Sobolev) Sigui X =
(X1,...,Xn) un vector de n variables aleatories independents gaussianes nor-
malitzades. Sigui ¥ : R™ - R una funcié de classe C!. Aleshores,

Ent f2 <2E %@0

Aquest resultat, via I'argument de Herbst, porta a desigualtats exponencials
de cues de distribucid per a funcions suaus de variables aleatories gaussia-
nes independents. El resultat basic és la classica desigualtat de concentracio
gaussiana seguent:
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10 Teorema (desigualtat de Tsirelson) Sigui X = (X1,...,Xp) un vector de
n variables aleatories independents gaussianes normalitzades. Siguin L >0 i
f : R"™ - R una funci6 diferenciable amb gradient uniformement fitat per L.
Aleshores, per a tot A [R]

] 1 )\2
IogE e)\(f(X)—Ef(X)) SELZ'

A més, per atott >0,

2

1 1 _«2
P FfX)—Ef(X)=t =e 22,

Prova Podem suposar sense pérdua de generalitat que Ef (X) = 0. Fent servir
la desigualtat logaritmica gaussiana de Sobolev per a la funcié e*f/2, obtenim

1 1
Ent e < 2E (X)/72

}\2 ] 1]
= SE e OO I K) 2]

2p2 [ ]
AL E M)
2

1 1
Si escrivim F(A) = E e*(X) | obtenim la desigualtat diferencial

2] 2

AFEN) —F(V) logF (M) < )‘ZL

F(A).

Per resoldre-la, dividim les dues bandes pel nombre positiu A2F (A). Definint
G(A) = logF (M), observem que la banda esquerra és precisament la derivada
de G(A)/A. Aixi doncs, obtenim la desigualtat

I%I(}\)IELL:
A2

Per la regla de L'Hépital, obtenim que limy_o G(A)/A = FX0)/F(0) = EZ. Si
A > 0, integrant de 0 a A, obtenim G(A)/A < EZ + AL?/2 o, en altres paraules,

F(}\) < e}\EZ+7\2L2/2
com haviem enunciat. Finalment, per la desigualtat de Markov,

P{Z > EZ +t} = infF(\)e 22t < jnf @ML7/27At — o= t?/(2L%)
A>0 A>0 O
Una caracteristica important del teorema de Tsirelson és que la banda
dreta de la desigualtat no depén de la dimensié n. Aquesta desigualtat ha servit
de referéncia per al desenvolupament de desigualtats de concentracié en les
tres Ultimes décades. El seglient exemple n’illustra una aplicacié prototipica i
important:
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9 Exemple (norma d’un vector gaussia) Sigui X = (Xi,...,Xp) un vector
gaussia amb esperancga zero i matriu de covariancia l'. Sigui p = 1 i considerem
la variable aleatoria real definida per la p-norma de X, és a dir,

= Cord
Z = XpF Iﬁ“p 1
i=1

Com que I és definida com a no negativa, hi ha una matriu, A, n x n, que
satisfa ATA =T. Aleshores, el vector gaussia X es distribueix com a AY, on
Y = (Y1,...,Yn) i les components de Y sOn variables aleatories gaussianes
normalitzades i independents. Ara, T(y) = [Aly [1és una funcioé de Lipschitz
de R™ a R amb constant de Lipschitz L igual a I'operador norma de A que envia
[ h [glés adir,
L = [AlLh, @dzef sup [Ay 51
y [R1: yi+1

Aleshores, per la desigualtat de Tsirelson, tenim, per a tott > 0,

P{|Z —EZ| = t} = 27t/

3.4 Concentracio de funcions de variables aleatories independents

L’argument esbossat en la seccio anterior per provar la desigualtat de concen-
tracio gaussiana en el teorema 10 es pot generalitzar per incloure funcions
de variables aleatories independents arbitraries. L’Unic pas en el qual es feia
servir que la distribucié fos gaussiana era en la desigualtat logaritmica de So-
bolev del teorema 9. Provant desigualtats logaritmiques de Sobolev modificades
convenientment, pero, es poden obtenir resultats més generals. En aquesta
seccio, presentem una mostra d’aquestes desigualtats. El resultat segtent, que
es dedueix facilment del teorema 8, és un bon punt per comencar.

Com en tota la seccio, considerem variables aleatories independents Xy, ...,
Xn que prenen valors en un cert espai X, una funcié ¥ : X" - R i la variable
aleatoria Z = £(Xq,...,Xn). Recordem la notacié

Zi = Fi(XD) = Fi (X1, ..., Xi-1, Xiz1, ... Xn),
on fj : X" 1 _, R és una funcié arbitraria.

11 Teorema (una desigualtat logaritmica de Sobolev modificada) Sigui
@(x) = e* —x — 1. Per a qualsevol A [R] se satisfa

1 1 1 1 1 1 y—Ol 1
AE ZeM —E €M logE e = E Mo (—NZ-Z)) .
i=1

La desigualtat de concentracié exponencial que segueix és facil d’obtenir
amb la desigualtat logaritmica de Sobolev modificada i, tot i aix0, resulta tenir
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nombroses aplicacions interessants. La seva prova €s essencialment idéntica a
la de la desigualtat de Tsirelson, pero, gracies a la generalitat del teorema 11,
no cal que ens limitem a funcions de variables aleatories de Bernoulli.

12 Teorema Considerem una funcié real de n variables aleatories independents
Z =F(Xq,...,Xn) isigui Z; = inf,of (X1,...,X5- .., Xn).
Suposem que hi ha una constant positiva v tal que, gairebé segur,

(Z-2Zi)? <.
i=1
Aleshores, per atott >0,

P{Z -EZ >t} =e t/@V),

Prova El resultat es dedueix facilment de la desigualtat logaritmica de Sobolev

modificada i de I'argument de Herbst. Observem que, per a X > 0, @(—X%) < X;
i, per tant, per a tot A > 0, el teorema 11 implica

1 1
o Y e Y e Y s Y o (Y
AE ZeM —E €M logE M <E ¥ 7(z—zi)2|iI
i=1
A%v D}\ZD

=—FE e ,
2

on hem fet servir la hipotesi del teorema. La desigualtat que obtenim té exac-
tament la mateixa forma que ens hem trobat en la prova del teorema 10 i la
prova es pot acabar de manera idéntica. O

La manera més simple d’aplicar el teorema 12 es troba considerant funcions
de diferéncies fitades, que hem introdurit en la secci6 2.1:

13 Teorema (desigualtat de diferéncies fitades) Suposem que la funci6 ¥

satisfa la condicio de diferéncies fitades amb constants cy,...,cn | denotem per
1 Il:Iz
VvV = Z Ci .
i=1
Sigui Z = F(Xq,...,Xn), on les variables X; sén independents. Aleshores,

P{Z-EZ >t} =e /@)

La constant a I’exponent és millor que la que obtindriem amb una aplicacio
directa del teorema 12. Es pot provar amb un argument una mica mes acurat.
Observem que, com que la condicio de diferéncies fitades és simétrica, Z també
satisfa la desigualtat inferior

P{Z —EZ < —t} = e /Y,



120 Gabor Lugosi

La desigualtat de diferencies fitades estén el corollari 3 a una desigualtat
de concentracié exponencial. Aixi doncs, les aplicacions del corollari 3 en
tots els exemples de funcions amb diferéncies fitades de la secci6 2.1 (com el
bin packing, la llargada de la subseqiiéncia comuna més llarga i I’error L; de
I'estimador de densitat) es troben ara substancialment millorades sense cap
feina addicional.

A continuaci6, descrivim una altra aplicacio, que és I'exemple més simple
de desigualtat de concentracié per a sumes de vectors aleatoris independents.

10 Exemple (una desigualtat de tipus Hoeffding en espais de Hilbert)
Com a illustracio de la poténcia de la desigualtat de diferéncies fitades, deduim
una desigualtat de tipus Hoe [dihg per a sumes de variables aleatories que
prenen valors en un espai de Hilbert. En particular, siguin X3, ..., X variables
aleatories amb esperanca zero que prenen valors en un espai de Hilbeﬁs_,epa-
rable tal que X} 2 ci/g/amb probabilitat 1 i denotem per v = (1/4) ;_; ci2.
Aleshores, peratott= v,

E% L1
a - —(t—vﬂzl(Zv)
P E% X; % to=e :
=
Aixo dueix, simplement, observant que, per la desigualtat triangular,
Z= i=1 Xi tisfa la propietat de diferéncies fitades amb constants c;j i, per
tant,
L[] L1 [ HEE
e 5 B S
P E%1Xi %tI:—IP Eﬁlxi %E 1xi t—E lxi e
1= = = i=

1
I:!%I_ E %Exi %]:I
2v '

< exp

La prova es pot completar observant que, a causa de la independéncia,

— | 1 Vv_
=a xiéz — e xirPke V.

=1 i=1

La desigualtat de diferencies fitades és un resultat classic de concentracio i
se’n coneixen diverses proves. Ha tingut incomptables aplicacions gracies a la
simplicitat de les hipotesis i la generalitat del context. El resultat diu que si una
funcid no és massa sensible a pertorbacions individuals d’una qualsevol de les
seves variables, aleshores satisfa una desigualtat de concentracié exponencial.
Amb tot, cal ressaltar que el teorema 12 és substancialment més potent. Per
entendre per qué aquesta desigualtat és un pas endavant significatiu en relacié
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amb el teorema 13, observem simplement que en les hipotesis del teorema 12
no s’exigeix que T tingui diferencies fitades. L'Unic que cal és que

i 1
=

sup F(X1,...,%Xn) = F(X1, ..., Xiz1, X[7Xi+1, - - -, Xn) v,

una condicié obviament molt més feble. Per illustrar per qué el teorema 12
és una millora essencial, recordem el cas del valor propi més gran d’una matriu
aleatoria simeétrica, descrit anteriorment. Per a aquest exemple, el teorema 13
no arriba a donar cap desigualtat significativa.

11 Exemple (valor propi més gran d’'una matriu aleatoria simétrica)
Com abans, considerem una matriu aleatoria simeétrica real A amb coeficients
Xij,» 1 =<i=j=n,on X;j son variables aleatories independents amb valor
absolut fitat per 1. Sigui Z = Az el valor propi més gran de A. En la secci6 2.3,
ja hem vist que, gairebé segur,
1
(Z—-2Zij)’<4.

l<isj<n

Hem fet servir aquesta estimacio i la desigualtat de Efron-Stein per concloure
que Var(Z) < 4. Fent servir el teorema 12, obtenim, sense cap feina addicional,
I’estimaci6 subgaussiana

P{Z>EZ+t}=e /8

Es clar que la desigualtat de diferéncies fitades no és Gtil aqui, ja que no es
poden tractar les diferéncies individuals Z —Zi’Dj d’'una manera sensible, mentre
que la suma dels seus quadrats esta fitada per 4.

A continuacio6, descrivim una altra aplicacio interessant del teorema 12.
En la seccié 3.3 hem provat el resultat fonamental que qualsevol funci6 de
Lipschitz d’'un vector gaussia normalitzat té cues subgaussianes. El métode
de I’entropia ens permet estendre aquest resultat a distribucions producte molt
més generals, tot i que ens caldra una condicié addicional de convexitat sobre
la funcié de Lipschitz.

Una funcié f : [0,1]"™ - R és separadament convexa si, per acada i = 1,
..., N, ¥ és una funcio convexa de la i-ésima variable si la resta de variables
estan fixades.

14 Teorema Siguin Xj,..., X variables aleatories independents que prenen
valors en l'interval [0,1] i sigui ¥ : [0,1]" - R una funcié separadament
convexa tal que |[F(x) — F(y)| =< LIX1— y [der a tot parell x,y []0,1]", on
L > 0 és una constant fixada. Suposem que existeixen totes les derivades parcials
de . Aleshores, per a tot t > 0, la variable Z = ¥(X4, ..., Xp) satisfa

P{Z > EZ +t} < e t/@),
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Prova Pel teorema 12, n’hi ha prou amb fitar la variable aleatoria ;izi 1(Z-Z)?,
on Zi = inf,of (X1,...,X7..., Xn). Denotem per X; el valor de x;pel qual el
minim s’assoleix (aixo0 queda garantit per la continuitat de f i la compacitat del

seu domini). Aleshores, escrivint Y(i) = (Xy,... ,Xi_l,XiE,'XHl, ..., Xn), tenim
L LN | ) US| (i)o
Z-zZ) = FX)—FX")
i=1 i=1
21
X)  (Xi—XHP?
25 00 OG=XD

i=1
(per la convexitat separada)
= [
S . (X)

aXi

IA

i=1

CIFK) Pk L2

on, en el darrer pas, s’ha fet servir la propietat de Lipschitz de f. Per tant,
podem aplicar el teorema 12 amb v = L2, O

Observem_gue una fita naif, fent servir la condicié de Lipschitz, només

ens donaria -, (F(X) — f(i(i))2 < 4nLZ2. La hipotesi de convexitat déna una
millora immensa sobre aquesta simple fita.

12 Exemple (valor singular més gran d’'una matriu aleatoria) Sigui A

una matriu m x n amb coeficients X;j (i = 1,...,m, j = 1,...,Nn) que s6n

variables aleatories independents que prenen valors en [0, 1]. Estem interes-

sats en la concentraci6 del valor singular més gran Z de A, definit com I'arrel

quadrada del valor propi més gran de la matriu simétrica AT A. Aixi,
1

Z= A(ATA) = sup UTATAu= sup [Aul]
u [RN: =1 u [RN: U=

Per a cada vector fixat u, [Alu €k una funcié convexa del vector de dimensi6
mn format per les variables X; j. Com que el suprem de funcions convexes és
convex, Z és una funcié convexa de X; j. Per tal d’aplicar el teorema 14, podem
fer servir la desigualtat de Lidskii, un resultat classic d’algebra lineal, que diu
que si A = (Xijdmxn i B = (Vi,j)mxn sON dues matrius, aleshores, denotant per
s1 (M) =...,sn(M) els valors singulars d’'una matriu M de mida m x n,

1 L L |
1A —s1B)’ = Gi(A) —si(B) = si(A—B)?
i=1 i=1
™—TT 1
=tr((A—B)"(A—-B)) = Xij — Yij)>
i=1j=1
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Per tant, el valor singular més gran és una funcié de Lipschitz amb constant
L =11, pel teorema 14,

P{Z >EZ +t}=e /2,

3.5 Funcions autofitades

Ara, tornarem a veure les funcions autofitades que hem introduit en la sec-
ci6 2.2. Recordem que una funcié T : X" - R té la propietat de ser autofitada
si hi ha funcions f; : X1 _ R tals que, per a tot X = (X1,...,Xn) X" i cada
i=1,...,n,

osfF(X)-fixM) =<1

.
OO - fix?V) = f(x)
i=1

on x® = (xq,...,Xi-1, Xi+1, ..., Xn). Si X1,...,Xn sOn variables aleatories in-
dependents que prenen valors en X i Z = £(X4,...,Xp) per a una funcio f
autofitada, aleshores la desigualtat d’Efron-Stein implica que Var(Z) < EZ.
Hem vist diversos exemples interessants de funcions autofitades, incloent-hi
diverses funcions de configuraci6. Fent servir el métode de I’entropia no és
dificil obtenir fites de concentracié exponencials per a funcions autofitades.
Aqui n’enunciem una sense demostracio. Considerem la funcié

@) =sup (uv—h(u))=e¥—-v—1.

u=—-1

15 Teorema Suposem que Z satisfa la propietat de ser autofitada. Aleshores,
per atot A [R]

1 1
logE e*?7ED) < p(M)EZ.

A més, per atott >0,

1 ) 1
t
P{Z=EZ+t}sexp ———=———=
t y=exp o ows
i,peracadaO<t=<EZ,
1 1]
t2
P{Z<=EZ—-t}<sexp ———
{ } P~

El teorema 15 proporciona desigualtats de concentracié per a qualsevol
funcidé autofitada. En la seccié 2.2, ja hem discutit diversos exemples d’aquesta
mena de funcions.
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Notes bibliografiques

Els principis clau del metode d’entropia es basen en les idees que permeten
provar les desigualtats de concentracio gaussiana fent Us de les desigualtats
logaritmiques de Sobolev. Va ser Ledoux [57] qui es va adonar que aquestes
idees es poden fer servir per obtenir un cami alternatiu a algunes de les desigual-
tats de concentracié exponencials de Talagrand per processos empirics i caos
de Rademacher. Les idees de Ledoux van ser desenvolupades per Massart [69],
Bousquet [20], Klein [52], Rio [88], Klein i Rio [53], Ledoux [58, 59] i Boucheron,
Lugosi i Massart [17, 18, 19].

Es poden veure variacions de la desigualtat de tensorialitzacié de I'entropia
a Beckner [8], Latata i Oleszkiewicz [54], Ledoux [57], Boucheron et al. [16] i
Chafai [21].

Les desigualtats logaritmiques de Sobolev per a distribucions gaussianes
van ser obtingudes inicialment per Gross [44]. Adrecem el lector interessat a
I'excellent text d’Ané et al. [5] per a una extensa panoramica sobre desigualtats
logaritmiques de Sobolev amb connexions amb altres desigualtats funcionals,
cadenes de Markov, teoria de la informaci6, etc.

L’argument atribuit a Herbst per deduir desigualtats de concentracié basant-
se en desigualtats logaritmiques de Sobolev apareix a Davies i Simon [30],
(vegeu també Aida, Masuda i Shigekawa [2]). El métode va ser extensament
generalitzat i popularitzat per Ledoux [57, 56, 58, 59].

La desigualtat de concentracié gaussiana del teorema 10 va ser provada
originalment per Tsirelson, Ibragimov i Sudakov [99] fent servir arguments
diferents dels que hem donat aqui, basats en calcul estocastic. Una forma més
afinada d’aquesta desigualtat es dedueix del teorema isoperimétric gaussia,
establert per primer cop de manera independent per Borell [15] i per Tsirelson
i Sudakov [25].

La desigualtat de les diferéncies fitades és potser la desigualtat de concen-
tracié més simple i més ampliament usada. La idea basica d’escriure una funcié
de variables aleatories independents com una suma de diferéncies de martinga-
les i de fer servir desigualtats exponencials per a martingales va ser introduida
inicialment en diverses aplicacions, incloent-hi Yurinskii [105], Maurey [72],
Milman i Schechtman [77] i Shamir i Spencer [90]. La desigualtat va ser escrita
explicitament per primer cop i illustrada amb una varietat d’aplicacions en un
article panoramic excellent de McDiarmid [73], i el mateix resultat s’ha referen-
ciat sovint com a desigualtat de McDiarmid. Els métodes de martingales han
servit com una eina flexible i versatil per provar desigualtats de concentracio,
vegeu també els articles panoramics més recents de McDiarmid [74] i de Chung
i Lu [23].

Mencionem un altre métode que ha resultat Gtil per provar desigualtats
de concentracio exponencials, incloent-hi la desigualtat de diferencies fitades.
La idea principal es deu a Marton [66], qui va refinar resultats anteriors de
la teoria de la informaci6 (vegeu Ahlswede, Gacs i Korner [1]; Marton [65], i
Csiszar i Korner [28]).
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El metode es basa en I'acoblament, que es referencia sovint com a métode de
transport. Té I'avantatge que es pot estendre facilment a algunes funcions
de variables aleatories dependents (vegeu Marton [66] i Samson [89]). Notem
que el metode del transport també es pot fer servir per deduir concentracio
gaussiana, com la desigualtat de Tsirelson (vegeu Talagrand [97]). Per a més
informaci6 sobre aquest tema, adrecem el lector a Dembo [32] i Ledoux [59].

Les desigualtats per a cues de sumes de variables aleatories independents
sobre espais de Hilbert de I'exemple de la seccié anterior sén només un exemple
senzill. Hi ha una vasta literatura que tracta sobre cues per a sumes de vectors
aleatoris. De fet, algunes d’aquestes aplicacions han estat les motivacions
més importants per alguns dels avencos més significatius en desigualtats de
concentracio. El lector interessat pot consultar Yurinskii [105, 106], Ledoux i
Talagrand [61] i Pinelis [84].

La desigualtat exponencial pel valor propi més gran d’'una matriu aleatoria
va ser provada per Alon, Krivelevich i Vu [4]. Aquests autors van fer servir
la desigualtat convexa de Talagrand que es presenta en la seccid seglent.
Maurer [71] obté un exponent millor amb una analisi una mica més acurada.

El teorema 14 va ser establert per primer cop per Talagrand [96], que també
va donar la desigualtat inferior corresponent. Més precisament, Talagrand
prova que

P{IF(X) — MF(X)| > t} < 4e t/(L)),

on Mf (X) denota la mediana de la variable aleatoria ¥(X) i L és la constant de
Lipschitz de T. De fet, aquesta desigualtat se satisfa amb la condicié més feble
que els conjunts de nivell {x : g(x) < t} siguin convexos. La demostracio que
hem donat aqui es deu a Ledoux [57].

Les funcions autofitades van ser introduides per Boucheron, Lugosi i Mas-
sart [17], on es prova el teorema 15 basant-se en tecniques desenvolupades
per Massart [69]. Diverses generalitzacions de funcions autofitades han estat
considerades per Boucheron, Lugosi i Massart [18, 19]; Boucheron et al. [16];
Devroye [35]; Maurer [71], i McDiarmid i Reed [76].

4 Concentracio i isoperimetria

Les desigualtats de concentracié que hem discutit en aquest article estan
intimament relacionades amb problemes isoperimétrics. En aquesta secci6
final, tractem algunes d’aquestes relacions.

El teorema isoperimétric classic diu que entre tots els subconjunts de
R"™ amb un volum donat, les boles euclidianes minimitzen I'area de la seva
superficie. Una formulacié equivalent és que, per a tot t > 0, entre tots els
conjunts (mesurables) A [RI' d’'un volum donat, aquells pels quals el volum
dels conjunts «inflats» de A

A ={x (R :d(x,A) <t}
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té un volum minim soén les boles euclidianes. L’avantatge d’aquesta formulacio
és que evita la noci6 d’area d’una superficie i el problema es pot generalitzar
a qualsevol espai métric. De fet, s’han estudiat incomptables versions del
problema isoperimeétric classic.

En particular, donat un espai métric X amb la seva métrica d, podem
considerar I'’espai mesurable format per X, la c-algebra de tots els conjunts de
Borel de X i una mesura de probabilitat P. Sigui X una variable aleatoria que
pren valors en X amb la distribucié donada per P. El problema isoperimétric en
aquest cas és el seglient: donada p [(Q,1) i t > 0, es tracta de determinar els
conjunts A amb P{X [CA} = p pels quals la mesura P{d(X, A) = t} és maximal.
Tot i que la solucié exacta només es coneix en pocs casos especials, es poden
obtenir fites atils per a P{d(X,A) = t} en circumstancies d’'una generalitat
remarcable. Aquestes fites es coneixen com desigualtats isoperimeétriques.

En lloc de revisar la rica literatura sobre desigualtats isoperimétriques,
veurem com les desigualtats de concentracio i les desigualtats isoperimétriques
estan relacionades. Descriurem les idees principals en un context senzill, pero
aquestes idees funcionen igualment en circumstancies més generals. Com que
estem interessats sobretot en desigualtats de concentraciod per a funcions de
variables aleatories independents, ens centrarem en el cas d’espais producte.

4.1 Perspectiva isoperimétrica de la desigualtat de diferéncies fitades

Considerem variables aleatories independents X4, ..., Xy que prenen valors en
un conjunt mesurable X i denotem per X = (Xg,...,Xn) el vector d’aquestes
variables, que pren valors en X",

Sigui A [CXI" un conjunt mesurable arbitrari i escrivim P{A} = P{X [CAL}.
La distancia de Hamming dy (X, y) entre els vectors X,y [XI" es defineix com
el nombre de coordenades en les quals x i y difereixen. Sigui

dr (<, A) = min di (),

la distancia de Hamming entre el conjunt A i el punt x. Aleshores, obtenim la
desigualtat isoperimétrica segiient de la desigualtat de diferéncies fitades
(teorema 13):

16 Teorema Per a qualsevol t > 0,

1 i I
P du(X,A)=t+ Elogi < e 2t/n
= 2 °P{A} '

Observem que a la banda dreta de lp-dpsigualtat tenim la mesura del com-
plement del conjunt «inflat» per t + glog ﬁ del conjunt A, és a dir, la
mesura del conjunt de punts tals que la seva distancia de Hamming des d’A és
d’almenys t + g log ﬁ. Si considerem un conjunt, amb P{A} = 1/10%, per

exemple, veiem quelcom sorprenent: la mesura del conjunt de punts tals que la
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. . . V_
distancia de Hamming a A és més gran que 10 n és menor que e 1%, En altres
paraules, les mesures producte estan concentrades en conjunts extremadament
petits (d’aqui, el nom concentracié de mesura).

Prova Observem que la funcié f(x) = dy (X, A) no pot canviar més que 1 si
es modifica una component de X, és a dir, té la propietat de diferéncies fitades
amb constants c; = - - - = ¢y = 1. Aixi doncs, per la desigualtat de diferencies
fitades (teorema 13),

P{EdL (X, A) —du (X, A) =t} < e 28/N,

Prenent t = Edy (X, A), pero, la banda esquerra esdevé P{dy(X,A) = 0} =
P{A}, de manera que la desigualtat anterior implica

—

n 1

Aleshores, fent servir la desigualtat de les diferéncies fitades una altra vegada

obtenim - —1 -
n 1 2
P du(X,A)=t+ —log——— =<e2t/n
H( ) > gP{A}
tal com voliem. O

Observem que la desigualtat de diferéncies fitades també es pot deduir del
teorema anterior. Efectivament, si considerem una funcié £ en X" que tingui
la propietat de les diferéncies fitades amb constants ¢; = 1 (per simplicitat),
aleshores podem considerar el conjunt A = {x [ X" : f(x) < MZ}, on MZ

denota la mediana de la variable aleatoria Z = £ (Xy, ..., Xn). Aleshores, tenim
clarament P{A} = 1/2, de manera que el teorema anterior implica
1 1 [

n
P zZ-MzZ=t+ Zlog2 < e 2t°/n

Aquesta desigualtat té la mateixa forma que la desigualtat de diferéncies fitades
llevat que el valor esperat de Z és substituit per la seva mediana. Es dedueix
facilment de la desigualtat de Txebixev, perg;—gue, per a qualsevol variable
aleatoria Z amb variancia finita, |EZ — MZ| < Var(2Z) i, per tant, la diferéncia
entre tots dos parametres és, normalment, negligible.

4.2 Desigualtat de la distancia convexa de Talagrand

El punt de vista isoperimétric va conduir Talagrand a desenvolupar, en una
notable serie d’articles, un métode d’inducci6 per provar resultats potents
de concentracié en molts casos en els quals la desigualtat de diferéncies
fitades falla. Potser la més ampliament usada d’aquestes desigualtats és la que
s’anomena desigualtat de la distancia convexa.
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Per comprendre la desigualtat de Talagrand, observem primer que el teore-
ma 16 es pot generalitzar facilment al cas en el qual la distancia del punt x
des del conjunt A es mesura per una distancia de Hamming amb pesos

1
da(X,A) = inf dg(X,y) = inf lail,
y A1

EXiZYi
ona = (d,...,0n) és un vector de nombres no negatius. Repetint 'argument
de la demostracio del teorema 16, obtenim, per a tot q,
= T
@z“ 1 —2t2/ a2l
P X,A)=t+ og —— e ,
(X A) 210 piag 3
on [All = !i=1 aiz denota la norma euclidiana de a. Aixi, per exemple, per a
tots els vectors a amb norma unitat [alC= 1,
L1 L1 [
P do(X,A)=t+ Liog—L e
al )= 2'%9par =°
D’aquesta manera, denotant per u = % log ﬁ, per a tot t = u,

P{da(X,A) =t} < e 2w,

—
D’una banda, sit = —2logP{A}, aleshores P{A} < tl—tZ/z_ D’altra banda, com

que (t —u)? = t?/4 si t = 2u, per a qualsevol t = 2log ﬁ, la desigualtat

anterior implica P {d« (X, A) = t} < e"¥/2, Aixi doncs, per a tot t > 0, tenim

sup P{A}-P{da(X,A)=t}=< sup min(P{A},P{da(X,A) =1t}) <e /2
a: [a=n a: [al=n

El missatge principal de la desigualtat de Talagrand és que la desigualtat
anterior es manté certa fins i tot si el suprem es pren dins la probabilitat. Per
fer aquest enunciat precis, introduim, per a cada x = (X1,...,Xn) X", la
distancia convexa de x des d’A per

dr(x,A) = sup da (X, A).
o [[QJeo)": [all=1L

Ara estem a punt per enunciar la desigualtat de la distancia convexa de Tala-
grand.

17 Teorema (desigualtat de la distancia convexa) Per a qualsevol subcon-
junt A CXI" amb P{X CAF=1/2it=>0,

min (P{A}, P {d (X, A) = t}) < e t/4,
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Encara que a primera vista no és obvi com es pot fer servir el resultat de
Talagrand per provar resultats de concentracié per a funcions generals f de X,
amb relativament poc esforg el teorema es pot convertir en desigualtats molt
atils. La prova original de Talagrand es basa en un métode d’induccio ad hoc,
pero el teorema es pot provar també pel métode de I'entropia, fent servir el
teorema 12. Adrecem el lector interessat a [18].

13 Exemple (una altra visita a bin packing) Aqui descrivim una aplicacio
de la desigualtat de la distancia convexa per al problema del bin packing, que
hem tractat en la seccid 2.1, tal com apareix a Talagrand [94]. Sigui f(x) el
minim nombre de pots de cabuda 1 en els quals es poden empaquetar els
nombres Xi,...,Xn [[0,1]. Considerem la variable aleatoria Z = £(X), on
X1,...,Xn 80N variables aleatories independents que prenen valors en [0, 1].

18 Corollari SiguiX = E i:; 1 Xi2. Aleshores, per acadat > 0,
P{IZ — MZ| = t + 1} < 8e~t/(16@@=*+1))

Prova Observem primer (i aquesta és I’Gnica propietat especifica de ¥ que es
fa servir a la prova) que, per a cada x,y []Q, 1]",
1

fX)=f(y)+2 Xi + 1.
EXiZYi
Per veure aixo0, n’hi ha prou @wre quegls x; pels quals X; # y; es poden
empaquetar en, com amolt, 2 j,.»y, Xi + 1 pots. Per aixo, només cal trobar
un empaquetament en el qual hi hagi, com a molt, un pot que estigui ple a
menys de la meitat. Un empaguetament aixi ha d’existir perqué sempre podem
empaquetar el contingut de dos pots mig plens en un.
Denotant per a = a(x) []Q, )" el vector unitat x/ [XI[_fenim
—1 —1

Xj = X1 a; = XA (X, y).
X ZYi X ZYi
Sigui a un nombre positiu i definim el conjunt Az = {y : f(y) < a}. Aleshores,

per 'argument anterior i per la definicidé de distancia convexa, per a cada
X [JQ,1]" hi hauny [CA]L tal que

1
f(X)=f(y)+2 Xj+1l<sa+2Xdy(x,Ay) +1,
X ZYi
d’on deduim g€ Eer acadaa >0, Z <a+ 2Xd} (X, Ay) + 1. Aixi doncs, si
escrivim = E ., X? peracadat=0,

P{Zz=a+1+1t}
L1 L1 1 1
X1
=P ZZa+1+t4~; +P XL} 232+t
2 232+t
1 1

=P dr(X,AL) = Vet 4 e GAED
2 232+t
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on la fita per al segon terme prové d’una simple aplicacié d’'una desigualtat clas-
sica per a la suma de variables aleatories independents anomenada desigualtat
de Bernstein.

Per obtenir la desigualtat buscada, fem servir la fita que hem obtingut amb
dues eleccions diferents de a. Per tal d’obtenir una fita per a la cua superior
de Z, prenem a = MZ. Aleshores, P{A;} = 1/2 i la desigualtat de la distancia
convexa déna

1 1
P{Z=MZ+1+t}<2 e—t2/(16(222+t)) + e—(3/8)(22+t) = 4e—t2/(16(222+t))_

Obtenim una desigualtat similar de la mateixa manera pera P{Z = MZ —1—-t}
prenenta=MZ —t—1. O

Notes bibliografiques

La connexi6 entre desigualtats de concentraci6 i propietats isoperimetriques
ve ja de Lévy [62]. La importancia de la concentracié de mesura en la teoria
asimptotica dels espais de Banach esta resumida en el text que avui ha esdevin-
gut classic de Milman i Schechtman [77] on molts dels resultats inicials estan
recollits. El llibre més recent de Ledoux [59] és un resum excellent sobre concen-
tracié de mesura i les seves connexions amb problemes isoperimétrics i altres
nocions geomeétriques relacionades. Per a panoramiques sobre desigualtats
isoperimeétriques discretes, ens referim a Leader [55] i Bezrukov [11].

L’aproximacio isoperimetrica a desigualtats de concentracio va ser promo-
guda, en gran part, per una notable série d’articles de Talagrand [94, 95, 96]. El
meétode d’induccioé de Talagrand va provocar un aveng important en la teoria i
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