Vida cientifica

COLABORACIONES EN
MATEMATICAS

OPTIMIZACION GLOBAL DE
FUNCIONES CONTINUAS NO
DIFERENCIABLES

INTRODUCCION

Optimizar el uso de algun recurso natural, econémico o
social es uno de los problemas de mayor interés del mundo
moderno. Basta ojear cualquier publicacion periddica para com-
probar la presencia de estos problemas en casi todas las areas
de la vida actual. En algunos casos, la dificultad de esa optimi-
zacion esta en definir un proceso que modelice los problemas.
En otros, sobre todo si los modelos aplicados estan descritos
por funciones, la dificultad esta en obtener el valor 6ptimo y los
puntos en donde se alcanza ese 6ptimo.

Estos ultimos casos son reconocidos como problemas de
maximizar o minimizar una funcioén y se estudian en casi todas
las etapas formativas de un estudiante. Los problemas de opti-
mizacién son tratados desde la etapa de Ensefianza Secunda-
ria, por ello suponemos que todos los estudiantes universitarios
estan capacitado para obtener el valor minimo de una funcién;
por ejemplo, de la funcién:

f(x)=cos(x).
Un primer problema puede ser dar respuesta la siguiente
cuestion: Determinar el valor minimo de la funcién:

f(x)= \cos(x)‘ .

La respuesta obliga a tratar con un conjunto de puntos ais-
lados y no acotado de valores de x en los que se alcanza ese
minimo.

Una cuestion analoga a la anterior consiste en minimizar la
sin («/x12+x§)

Este caso puede presentar alguna dificultad para el estu-

funcion:

f(Xq,%5)=

diante universitario, sobre todo, si no realiza la siguiente sus-
titucion p2 = X12 + x§ . Este cambio facilita la tarea de obtener el
valor minimo de la funcién f(p,0)=|sin(p)|, pero emerge
una nueva dificultad: Al determinar el conjunto de puntos:
(p,0)0 (x,,x,) donde se alcanza ese valor minimo, se obser-
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va que dicho conjunto esta compuesto por una familia, no aco-
tada, de circunferencias concéntricas.

Es evidente que al incrementar la dimensién del espacio, en
la cuestion analoga:

(X X)) =

sin (\/x12+...+x,2,)

el conjunto de minimos se hace mas intratable.

Esta dificultad, el obtener el conjunto de minimos, perma-
nece aunque se restrinja a una simple caja (por ejemplo,
[—2, 2]><...>< [—2, 2] ), el dominio sobre el que esta definida la fun-
cion.

Al analizar las cuestiones anteriores, se observa que la
funcién de cada problema no es diferenciable sobre su dominio
de definicion. Las técnicas basadas en el Calculo Diferencial no
son directamente utilizables en estos casos. Este hecho implica
la utilizaciéon de algoritmos no diferenciables para su resolucion
exacta o resolucion aproximada. No es raro que los modelos uti-
lizados empleen funciones que no son diferenciables para tratar
situaciones de la vida diaria.

También podemos preguntarnos: ;Qué sucede si se reali-
zan algunas modificaciones elementales en las expresiones de
las funciones anteriores? Por ejemplo, al tratar de minimizar la

sin (0,5+9,51/x12+x2 )

considerada la restriccion x, € [0, 2], X, € [0,2].

funcion:

f(xq,Xp) =

En este trabajo presentamos una respuesta a los problemas
mencionados mostrando un algoritmo de resolucién. Se trata de
una variante del Cubic Algorithm de la Ref. [1], presentada en la
Ref. [2], para tratar problemas de optimizacion global de funcio-
nes continuas que estan restringidas a una caja.

El lector interesado puede obtener el codigo MAPLE de
dicha variante en la Ref. [2], que fue desarrollado para funcio-
nes de n variables y este tipo de optimizacion. En el cédigo se
incorporan varios médulos con aplicaciones directas como la
determinacion de las raices de una ecuacion polinémica, el cal-
culo de autovalores, el calculo de las frecuencias y de las raices
de la ecuacién de frecuencias, y la resolucion de sistemas de
ecuaciones no lineales, tanto para el caso en que haya menos
ecuaciones que incégnitas, como en el caso contrario en que
haya mas ecuaciones que incégnitas. Es evidente que estas
aplicaciones son tratadas como problemas de optimizacion
global. El codigo genera aproximaciones numéricas y aproxima-
ciones gréficas del conjunto completo de puntos 6ptimos.
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EL PROBLEMA

Se trata de resolver el problema de encontrar el valor
minimo global:
s° = min f(x),x eX cR", (1)

en la n-caja (n-rectangulo):

X={x<R":a <x <b,i=1..n}, )
y establecer el conjunto de minimos globales:
x° = {XE)_(: f(x)=s°}. 3)

En este caso, estd claro que &;<b;, Vi, y la barra
superior sobre un conjunto indica que se trata de un conjunto
cerrado. Ademas, supondremos que la funcion f(x) es Lips-
chitziana sobre X , es decir:

If(x) - f(x)| <A |x-x], vx,x e X . (4)

El problema de obtener el valor maximo de f(x) es equi-
valente a determinar el valor minimo de —f(x).

Observacion: Si se conoce la minima constante de Lipschitz
sobre X :
L =max|Vf(x)|; xeX, (5)

entonces se elige A = L en (4). Generalmente, la constante L de
(5) es desconocida o dificil de calcular.

En muchos casos sélo se sabe que la funcién es computable
e incluso se desconoce su formula. En tales casos, un sub-
conjunto de X puede tener un valor de L menor que el de (5)
sobre todo X . Asi pues, no asociamos A en (4)con Len (5)y
la consideramos como una simple cota de las pendientes de
f(x) en X , es decir, consideramos el angulo:

a =arctanA; O<a<nl/2. (6)

El lector puede probar que si se encuentra (4), entonces la
pendiente de f(X) en alguna seccion plana de X que pasa por
X, X’ no es mayor que . En la Tabla 1 se indican distintas
cotas de pendientes para tratar en los casos mas habituales de
una funcién de pendiente acotada.

Tabla 1
o 0° 30° | 45° | 60° | 63° | 71° | 76° | 78° | 80°

Alo sl 1|3l 2]3s|4af|s]|es

Para A > 3 deberia aplicarse un cambio de escala para poder
asegurar un tiempo de calculo razonable en la ejecucion del algo-
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ritmo. Por ejemplo, en lugar de tratar la funcion f(x) se trataria
la funcion f(x)/10 puesto que ambas funciones tiene el mismo
conjunto de minimos.

TRANSFORMACION DEL PROBLEMA
AL CUBO UNIDAD

Al utilizar la transformacién afin:
xl.=ai+(bl.-al.)zl., i=1..n, 7)

el problema planteado en (1) y (2) se convierte en otro problema
dentro del cubo unidad, U , cubo orientado segun los ejes, de
longitud de lado ¢ = 1 y con un vértice en el origen de

coordenadas. En este caso, la nueva funcién es:
g(z) = fla+(b-a)z]; z e U:{ZGR”: Osz,-s1} , (8)
expresion en la que se ha utilizado notacion vectorial.

El problema, que tratamos de solucionar algoritmicamente,
. . 0
es determinar el valor minimo global s :

s® =min g(z)= min f(z); zeU xeX, 9)
y el conjunto de puntos minimos U0 :
U° ={zeU:g(2)=5"} . (10)

Una vez obtenido este conjunto, al aplicar la transformacion
inversa de (7) al conjunto de (10) se obtienen el conjunto de
soluciones de (9) contenido en la caja inicial.

Observacion: El cédigo Maple de la Ref. [1] (pags. 13-15), que
desarrolla el algoritmo de aproximacion de las soluciones,
requiere los siguientes datos de entrada: la dimensién del espa-
cio n, la funcion f y la caja de (1) y (2), para calcular una aproxi-
macion (sO,XO) de (9) y (3). El conjunto de minimos x° c X
puede estar constituido por una variedad contenida en X , que
puede ser uno o varios puntos, un conjunto numerable de pun-
tos, una linea, una superficie, etc.

Al utilizar un algoritmo iterativo, éste produce una aproxi-
macion (s*, X*), con la precision deseada n > 0, tal que:
P<s <y Xy X'
(1)

0 0 *
s <f(x)<s +n; VxeX.
Ademas, se tiene convergencia:

My >0 5 seost 5 X" =NXp, (12)
m

si m — «, ver Ref. [1], pags. 13-15. Asi pues, la salida del pro-
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grama esta constituida por el numero s y el conjunto X" quasi-
rectangular (unién de rectangulos cerrados cuyos interiores son
disjuntos), que es presentado como una grafica (si n = 2) o una
tala de puntos.

EL ALGORITMO

El Cubic Algorithm de la Ref. [1] (pags. 7-24) es un algoritmo
terativo muy simple. Para el cubo unidad U c R" de (8)
elegimos el origen como punto representativo el cubo o nodo
(grid point). En estas condiciones el algoritmo cubico (CA)
puede ser descrito de la forma siguiente:

Primer Paso: Elegido un numero natural N >2 (que deno-
minamos razoén de subdivision), se realiza una particién de U
en N subcubos del mismo tamafio, C,, tales que: UC;=U,
C;nC; =0 Vi=j(entendiendo que C;=interior C;. Los
lados de cada cubo C;son paralelos a los ejes, la longitud de

cada lado es 1/ Ny el diametro de cada cubo es JnIN.

Una vez elegido un valor Ag (una cota de la pendiente de
g(z) de (8), ver Tabla 1), se define la constante de eliminacion
de subcubos C;, que denominamos ahora 5,-1 , COMO:

n= Ag % (13)

Al mover el subcubo 5,10 de nodo (grid point) z?o =0 enel
origen hasta coincidir con cada 5,-1 uno por uno, se define un
nodo z: € 6,»1 para cada 5,-1 (este proceso es llamado translated
grid generator en la Ref. [1], pag. 9), de manera que para actuar
sobre el conjunto de subcubos basta actuar sobre el conjunto
de los nodos elegidos. Asi pues, seleccionados los N" nodos
z;, se calcula el valor de la funcion sobre ellos, es decir, todos

1 . .
los valores g(z; ),y se determina el valor minimo:
s,=min g(z)), 1<i<N". (14)
Queda claro que ese valor s, proporciona una primera
. - - 0

aproximacion del valor minimo global s~ de (9).

Al considerar (4) para la funcion g(z)de (8), se concluye
que la variacién de g(z) sobre cada 5,-1 esta acotada por r;:

Var__ g(z) = max |g(2)-9(2)| <
ZEC’- 1

z,z’eCi
g (15)

<A, max |z-z|=A, =1,
I Z,Z’eé;-l 9N !

Esto significa que cada 5,1 , para el cual:
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9(z)-s > 1, (16)
donde z: es el nodo de 5,-1, no contiene un minimo global y
podria ser eliminado de la lista de subcubos donde se buscan
los minimos.

Una vez eliminados todos los subcubos que verifican (16),
se obtiene un conjunto cuasi-cubico (no necesariamente cone-
x0) compuesto con los restantes subcubos cerrados:

R1:{Zeé,-1 : g(z,j)—s1£r1,1si£N”}, (17)

. . . . 0
el cual es una primera aproximacion del conjunto U~ de (10) y,
su imagen mediante la transformacién afin inversa es una
. . e . 0
primera aproximacion del conjunto X~ de (3).

Pasos Siguientes. Se realiza la particién de cada 6,1 c K,- de la
misma forma que se hizo con U, se obtiene otra familia de
subcubos 6,-2 ,'y se elige el nuevo conjunto de nodos {212} dela

misma forma que se mostré en el paso anterior.

Se define la segunda constante de eliminacion: r, =, /N,y
se repite el proceso descrito en el Primer Paso pero
1 2
reemplazando z;, r;, s, por z;, I, S,.

Este proceso se reitera las veces necesarias hasta que es
suficientemente pequefia la constante de eliminacion corres-
. m . 'y

pondiente r,, =r,, /N = Ag\/E/N y concluye la iteracion.
Si la ultima iteracién es m, entonces la precisién lograda al
aproximar el conjunto de minimos con K, es:

m
N =36, =3A,NnIN™ =3A,n e, (18)

donde ¢,, =1/N" es la longitud del lado de cada subcubo
contenido en K, .

Reciprocamente, si se quiere encontrar una aproximacion
. 0
del valor minimo global s, dado un valor 7, entonces el
proceso reiterativo pararia en la iteracion m tal que:

m=1+[IgN(3Agx/E/77)}=1+{m(3AgM], (19)

InN

donde [x] denota la parte entera de x.

. . * .
El algoritmo proporciona al valor s =s, y el conjunto

U = Km, el cual esta representado por el conjunto de nodos

m
j £

caja inicial, usando (7), que representan al conjunto X de (11)

constituido por pequefos rectangulos cuyos nodos correspon-
m
J

m i m
z; e K, . Esos puntos z; se transforman en puntos X dela

dientes son los puntos {x
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* gt b;—a;
X = L;IXJ-, X; = {x:(x1,...,x,,):x]’-}7 < x,-SX}?+;Vm’}. (20)
La regla de parada del algoritmo estd establecida por el
Lema 3 de la Ref. [3] (pags. 949-950), que dice:

0
0<s,-s <r,,—-r,<g(z)-s,,<2r,,

9(z)- s < 3r,, VzekK,.

Observacion. El valor de la constante A, elegidaen (13) es de
importancia critica. Si es conocida la minima constante de
Lipschitz Lg para la funcién g(z)sobre U, y en (13) tenemos
Ay =Ly,
resuelve el problema con todas las garantias. Pero, si Ag < Lg
(lo cual puede suceder dado que Lg puede ser desconocida),
entonces el algoritmo podria eliminar algunos minimos, e

entonces el algoritmo no elimina minimos y se

incluso todos (ver Ref. [1], pags. 69-74). Ademas, valores
grandes de Ag implican convergencia lenta e incremento del
tiempo de calculo.

El algoritmo minimiza a g(z)de (8), y no a f(x)de (1).
Denotando g(z) = dg/0oz;, f(x)=0f0x;, ¢; = b; —a;, de (8)
se obtiene:

n 112 n 112
lo(2)] = (;g?} = [;c? f,-zj : 1)

de donde, para un valor L dado en (5) se tiene que:
L min¢; <min H Vg(z)H < L maxc;. (22)
i zeU i

Asi pues, para un valor adecuado A de la Tabla 1, el corres-
pondiente valor Ag de (13) podia ser elegido teniendo en cuen-
ta la siguiente desigualdad:

Aminc; <A< Amaxc;,¢; = b; —a;. (23)
i i

Esta incertidumbre es inherente al algoritmo en los casos de
valor desconocido o valor muy elevado de la constante de Lips-
chitz min|[vg(z)| para ze U.

UN EJEMPLO
El problema a resolver en dos variables es:

minf(x;, Xy ) = ; X, X, €[0,2]. (24)

sin(0,5+9,5 x12+x§)
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Este problema tiene el valor minimo global =0 y un con-
junto continuo de minimos globales. En la Figura 1 se presenta
una aproximacion grafica de tal conjunto solucion y en la Figura
2 otra aproximacion de la grafica de la funcién para poder hacer
comparaciones. Al cambiar la precisién 7 > 0, puede obser-
varse como cambian las respuestas graficas del conjunto solu-
cion convirtiéndose en curvas cuando 17 — 0 .

2

1.8
1.6
1.4
1.2

y oo
0.8
06
0.4
02

O

0oZod40k08 1 12141618 2

Figura 1. Solucién grafica del algoritmo.

Figura 2. Grafica de la funcién (24).
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DOS APLICACIONES En el caso de que se desee encontrar todas las raices,
reales y complejas, entonces se considera la sustitucion:
Aplicacion 1: Encontrar todas las raices reales de un polinomio X=U+iv, ,~2 = -1, se determina la nueva representacion del
de grado k con coeficientes reales: polinomio: P (u +iv) = p(u,v)+iq(u,v) y se resuelve el pro-
P(x)=x"+a, x4 +a, (25) blema en R™:
i <
se reduce a resolver el problema: min Up(u,v)\+\q(u,v)] \u ’ V‘ <M. (@7)
. donde:
min| Py (x). (26) uve [—1—max\a,~\,1+max\a,ﬂ. (28)
donde: -1- max\a,'\ <x<1+ max\ai\.

"Aprommation of all roots”, B0 x5 — 148 x4 — 260 xB 55 x2 — 340 x4+ 93=0,
"in the rectangle ", [[0, 1], [-1, 1]]
Number _of fterations = 14
Fdge of smallar subeube = 0.00006103515625
Mumber of subcubes remaining =778
Mumbar _of grid peoinis_epsilon — separated = 15
The _giobal_min_vade = 3 ([0,0]) Figura 3. Aproximacion de las raices
reales de un polinomio.
[[0,-1.1, (0001098632812, -0.9997558554 ], [0.2470703125, -0.0002441406250 ],
[0.248168%45%, -0.001220703125 ], [0.2492675781, -0.00244 14062507,
[0.24%2675781, -0.0002441406250 ], [ 0.2503662109, -0 002655546875 ],
[0.2502662105, -0.0004852812500], [ 0.2314645438, -0.001708584375 ],
[0.2525634766, -0.00048528125001], [ 02487792969, 0.001953125000],
[D.2458779257, 0001952125000, [0., 0.9990234275 ], [0.0010986322812, 09992675781 ],
[D2509765625, 0.001708%954375]]

Aplicacién 2: Encontrar las soluciones de un sistema de ecua- with Box Constraints and Applications: A Maple code.
ciones de varias variables reales: Mathematical and Computer Modelling, Vol. 38, 77-97
hy(Xq,...,x,)=0 2003).
1 (X150 Xp) (29) (2003)

3. Galperin, E.A.: Global optimization in problems with
hs(Xq..,X7) =0 uncertainties. Journal of Nonlinear Analysis, Vol. 47, 941-

(30) 952 (2001).

se reduce a resolver: Miguel Delgado Pineda

Dpto. de Matematicas Fundamentales

), 1)

min JAG)]; = min (| (.., X )bt g (XX )

donde h(x) = [h1(x),...,hs(x)]. "Aprozimation of the solution ", [xl i +Jr:22 —Xg. Xt Xyt xg - 11=0,"inthe box ",

[E-1,150-1, 1L B

REFERENCIAS Mumber_af lterations =71
1. Galperin, E.A.: The Cubic Algorithm Edge of smaller subenbe = 0007512500000
for Optimization and Control. NP Number_of subcubes_remaining = 4536

Research Publ., Montreal, 1990. Number of grid points epsilon — separated = 32

2. Delgado Pineda, M. and Galperin, The_global_min_value = [ -0.3374023438, 08906250000 ]
E.A.. Global Optimization in R"

Figura 4. Resolucién aproximada de un sistema.
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