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ABsTrACT. Telomeres play an important role in organism aging. Due to the te-
lomerasa absence, each time that the cell is divided, it lost telomeric sequences.
Subsequently, the telomeric DNA is critically reduced and it directs the cell to
stop its division, entering to a senescence state. This article presents a solution
for the modeling in discrete time, of the evolution of a population that age due
to telomeric reduction, where the cells have more than one chromosome, obtai-
ning in particular the result that a population of multichromosomic cells tends
to decline, without necessity of including other parameters of cellular death as
waste or metilation.
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RESUMEN. Los telémeros juegan un papel importante en la vejez del organismo.
Debido a la ausencia de telomerasa, cada vez que la célula se divide, se pierden
secuencias teloméricas. Eventualmente, el ADN telomérico se ve criticamente
reducido y ordena a la célula detener su divisién, entrando a un estado de senes-
cencia. En el presente articulo se presenta una solucién para el modelamiento

*Este articulo hace parte del trabajo de tesis realizado por Ricardo Restrepo para optar
al titulo de Magister en Mateméticas en la Universidad de los Andes en diciembre de 2004.

1



2 V. ARUNACHALAM & R. RESTREPO

en tiempo discreto, de la evolucién de una poblacién que envejece por acorta-
miento telomérico, donde las células tienen miltiples cromosomas, obteniendo
en particular el resultado que una poblacién de células multicromésomicas tien-
de al declive, sin necesidad de incluir otros pardmetros de muerte celular como
desgaste o metilacion.

1. Introduccién

Los telémeros juegan un papel importante en la vejez del organismo. Debido a
la ausencia de telomerasa, cada vez que la célula se divide, se pierden secuencias
teloméricas. Subsecuentemente, el ADN telomérico se ve criticamente reducido
y ordena a la célula detener su division, entrando a un estado de senescencia.
Asi, los telémeros son més cortos en individuos mas viejos que en individuos
mas jovenes. Estas observaciones conducen a la conclusién que la longitud te-
lomérica actiia como un reloj mitético que limita el niimero de divisiones que
una célula puede tener. Esta hipdtesis, planteada en 1971 por Olovnikov [13],
[14], sugiere que cuando el telomero alcanza un punto critico de acortamien-
to, éste genera una senal que inicia la senescencia de la célula. Recientemente
ha sido demostrado que la expresiéon forzada de telomerasa previene tanto el
acortamiento telomérico como la senescencia en células ausentes de telomera-
sa. Similarmente, la inhibicién de la actividad de la telomerasa en células con
telomerasa, origina un crecimiento limitado de la poblacién y su apoptosis.

Varios anos después que Olovnikov formulara esta hipétesis de envejecimien-
to en 1992, se publicé el primer articulo por Levy y otros autores [10], donde se
desarrolla un modelo deterministico de este problema utilizando herramientas
elementales de combinatoria. Posteriormente, en 1995 Arino, Kimmel y Webb
[1] desarrollan el modelo con un cromosoma en términos de un proceso rami-
ficado en tiempo continuo, también desarrollan el modelo con varios cromoso-
mas, asumiendo que el nimero de individuos de la poblaciéon es suficientemente
grande. Oloffson [12] desarrolla también resultados asintéticos en el caso de un
cromosoma y con ley de vida general en los individuos de la poblacién. Por
ultimo, Proctor y Kirkwood en el 2004 [11] proponen un modelo en el caso de
multiples cromosomas, basados en que tal modelo, de acuerdo a simulaciones
hechas, debera seguir la ecuacion de Hill.

El propésito del presente articulo es presentar un tratamiento sin supuestos
adicionales, del modelo de pérdida de secuencias teloméricas en el caso de varios
cromosomas y tiempo discreto, caso de interés que no se ha desarrollado antes.

2. Poblaciones y procesos ramificados

Al estudiar de forma histérica una poblacién de individuos, la informacién
primordial esta expresada por el arbol familiar, esto es, la descripcion de la his-
toria de la poblacién con respecto a la relacién generacional de sus individuos.
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Una manera de formalizar la descripcién de un arbol familiar, es representar

los posibles individuos del drbol familiar de una poblacién como elementos del
o0

semigrupo I = @ N, de tal manera que si a € I denota un individuo de la

k=1
poblacion, entonces a @ n denota el hijo nimero n del individuo a.

I se usa entonces como dominio para describir todos los posibles individuos
de la poblacién. Una instancia particular de un arbol familiar deberd ser un
subconjunto de I con ciertas propiedades especiales. Para dar cuenta de estas
propiedades, se define el concepto de realizacion.

Definicién 1. Una realizacion es una funcién P : I — {0,1} tal que
= Si P(a®b) =1, entonces P(a) = 1.
= Si P(n)=1ym<n, entonces P(m) = 1.

Sia € I'y P es una realizacién, P(a) informa si el individuo a estd o
no en el rbol familiar descrito por la realizacién P (si P(a) = 1 o P(a) =
0, respectivamente). La primera propiedad que se le exige a la realizacién es
para garantizar que si un individuo estd en el arbol familiar también estdn sus
ancestros. La segunda propiedad es con el fin de garantizar que los ancestros
‘maximales’ de la realizacién sea un segmento inicial de los naturales, esto es
un conjunto de la forma {1,...,n}.

Notacion 2. Se define lo siguiente:

w I(n) ={k1®...®ky |k1,...,kn > 1}, representa los posibles individuos
de la n-ésima generacion del drbol familiar.

w [, =a® 1, representa los posibles descendientes del individuo a.

s I, (n) =a® I(n), representa los posibles descendientes de n-ésima ge-
neracion del individuo a.

w I(P) = {x € I|P(z) =1}, representa los individuos ezistentes en la
poblacion que representa la realizacion P.

w [, (P) = I(n)NI(P), representa los individuos de la n-ésima generacion
del arbol familiar existentes en la poblacion que representa la realizacion
P. (Si P estd especificada se abrevia I, ).

v 2,(P) = card{x € I(n)|P(z) =1}, cuenta los individuos de n-ésima
generacion existentes en la poblacion que representa la realizacion P
(si P estd especificada se abrevia zp ).

w {o(P) = card{n > 1|P(a®n) =1}, cuenta el nimero de hijos del
individuo a existentes en la poblacion que representa la realizacion P
(si P estd especificada se abrevia &, ).

Definicién 3. Dada una realizacion, se define una relacion de orden parcial
(I(P),<p) tal que a < b ssi b= a ® c para algin c € I(P).

Definicién 4. Sea P el conjunto de todas las realizaciones, sea F, la o-dlgebra
generada por z1, ..., zn. Si ) es una o-dlgebra sobre P que contiene a F,, para
todon > 1, y p es una medida de probabilidad sobre ), entonces a (P, ), u) se
le llama proceso de Galton-Watson.
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Usualmente, ademds de conocer el arbol familiar de una poblacidn, es inte-
resante conocer otro tipo de informacién sobre los individuos de la poblacion
(edad, peso, longitud telomérica, etc.), para este fin se define el concepto de
funcién de informacién.

Definicién 5. Sea S un conjunto tal que cada uno de sus elementos expresa
informacidn de algin tipo. A una funcion o : I — S que satisfaga condiciones
adecuadas (estas condiciones se especifican en el modelaje del darbol familiar) se
le llama funcion de informacion del drbol familiar y al conjunto S se le llama
conjunto de estados.

Aclaramos que, para una realizacién P particular, es suficiente que g esté de-
finida en I(P).

Definicién 6. A una pareja (P,p) donde P es una realizacidn y o es una
funcion de informacion le llamamos realizacion con informacion extra.

Notacion 7. Se define lo siguiente:

" SiACS, I,(PA) ={xzelIln)|Px)=1yo(x) € A}, representa los
individuos de n-ésima generacion de tipo A, de la realizacion (P, o) (st
P estd especificada se abrevia I, (A) y si A = {t}, se abrevia I,,(t)).

n SiACS, z,(P,A) = card{x € I(n)|P(z) =1y o(x) € A}, cuenta el
numero de individuos de n-ésima generacion de tipo A, de la realizacion
(P, 0) (si P estd especificada se abrevia z,,(A) y si A = {t}, se abrevia

w {o(P,A) = card{n > 1|P(a®n) =1}, cuenta el nimero de hijos del
individuo a, de tipo A en la realizacion (P, 9) (si P estd especificada se

abrevia £,(A), y si A= {t}, se abrevia £,(t)).

Definicién 8. Sea K el conjunto de todas las funciones de informacion, sea B
una o-algebra del conjunto K. Si Q es una o-dlgebra sobre P x K que contiene
a Fp X B para todon > 1, y u es una medida de probabilidad sobre ), entonces
a (P xK,Q,u) sele llama proceso general de Galton-Watson.

3. Planteamiento del modelo

Se asume que las etapas reproductivas ocurren para todos los individuos de
la poblacién de forma simultdnea. Ademds, se asumird que un individuo, al
reproducirse da origen a dos nuevos individuos, con las mismas caracteristicas
reproductivas que el anterior, y el individuo madre desaparece de la pobla-
cién (modelamos entonces una mitosis pura). Las hipétesis primordiales son
las siguientes:

1. Sélo hay un ancestro maximal en el drbol familiar (la poblacién inicia
con sélo una célula).

2. Toda célula de la poblacién, se divide en exactamente dos células a las
que llamamos primer y segundo hijo.
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3. Si una célula carece de n; telémeros en el cromosoma ¢, entonces con
probabilidad A; el primer hijo carecerd de n; + 1 unidades teloméricas
en el cromosoma ¢ mientras que el segundo hijo carecerd de n;. Y con
probabilidad \; el segundo hijo carecera de n; + 1 unidades teloméricas
en el cromosoma ¢ mientras que el primer hijo carecerd de n;.

4. Las células constan de M cromosomas.

5. La seleccién de pérdidas teloméricas es independiente de las pérdidas
teloméricas que tenga la célula en el momento, de la generacién en que
ella exista o del nimero de individuos que coexistan con ella.

La siguiente figura presenta un ejemplo de realizacién segin los supuestos an-
teriores, donde las 4-tuplas expresan las pérdidas teloméricas de cada uno de
los cuatro cromosomas que contiene una célula.

(0,0,0,0)

(0,1,1,0) (1,0,0,1)

(1,2,1,0) (0,1,2,1) (1,1,0,1) (2,0,1,2)

(1,2,2,1)  (2,3,1,0) (1,1,3,2) (0,2,2,1) (2,2,0,2) (1,1,1,1) (3,0,2,2) (2,1,1,3)

Describiendo las suposiciones en lenguaje de poblaciones, se propone que
las realizaciones de este proceso serdn triplas de la forma (B, T, R) donde B
es una realizacién que representa un &rbol binario. T'(z) es una funcién de
informacién con rango ZM, que indica las pérdidas teloméricas del individuo x
discriminadas por cromosoma y R(x) es una funcién de informacién con rango
E (ver 9) que indica las pérdidas teloméricas nuevas que adquirird el primer
hijo del individuo x. Describir la distribucién de T' y de R es nuestro siguiente
objetivo.

Notacion 9. Se define lo siguiente:

» El conjunto de pérdidas fundamentales E C ZM se define como el
conjunto de los vectores con componentes 0 y 1.

» FEl vector 1 se define como el vector con todas sus componentes 1.

» Si 0 € E, se define el complemento de 6 como § = 1 — 6. (Note que
si 0 son las pérdidas teloméricas nuevas que adquirird el primer hijo

de un individuo, entonces 6 son las pérdidas teloméricas nuevas que
adquirird el sequndo hijo).

M
» Si6 € E, se define la probabilidad de 0 como A\g = [] v; donde

i=1
v, = .
1-— /\z S? 91 =0
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Si 0 ¢ E, se define \g = 0.

Siguiendo esta notacién, se puede interpretar el comportamiento de T a
partir de los supuestos asi, si T'(a) = ¢ y 0 € E, entonces con probabilidad Ay
se tiene que R(a) =0, T(a®1) = ¢+0y T(a®2) = ¢+0 donde § € E. Dicho
de otra manera, lo que se debe tener es que

Ta® 1) =T(a)+ R(a), (1)

T(a®2)=T(a)+ R(a).

Ademds, segin el supuesto 5 se debe exigir también que T'(z) y R(x) sean
independientes.

Proposicién 10. Si ¢ € (NZO)M, entonces

fo(s) =D Nosgro5,,5-

0cE

Demostracion. Inmediata. o

Iterando la funcién generadora de momentos anterior, es posible obtener una
expresion para la esperanza de z,(¢), pero es més sencillo hallarla mediante
un tratamiento analitico, para esto necesitaremos un par de lemas.

Lema 11. Si ¢ € (N>o)", entonces

Zr1(9) = D > (xo—o(T(@) + x,_g(T(2)))x0(R(2)).

xzel, 0cE

Demostracion. Primero que todo, sea A el conjunto de los individuos de I,
tales que T'(x) = ¢ — R(x) y B el conjunto de los individuos de I,, tales que
T(x) =¢ — R(z). Ay B son disjuntos ya que si T'(z) = ¢ — R(x) = ¢ — R(z),
entonces R(z) = R(x), lo cual es absurdo.
Como |A] = Z; Xo—r@)(T(x)) y GZE Xo(R(x)) = 1, entonces
rEln S

|A] = Z (quR(m)(T(iE)) Z Xe(R(DC)))

xel, 0ckE

=33 Nomrw (T(@)xo (R(x))

xel, e FE

=3 >  xe-o(T(@)xo(R()).

xel, e FE

Y similarmente,

Bl= 3" > xo-a(T(@)xe(R(x)).

zel, 0cE
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Ahora, siz € A, entonces T(x® 1) =T(x)+ R(x) =y T(x®2) =T(x)+
R(x) # ¢ (pues si se tuviera la igualdad, se deduciria que R(z) = R(z), lo cual
es absurdo). Similarmente si z € B, se tiene que T(x ®1) # ¢y T(x & 2) = ¢.
Se puede entonces, definir una funcién de A U B en I,11(¢) que envia un
2 € AUB en su tnico hijo que pertenece a I, +1(¢). Esta funcién es claramente
inyectiva por el comentario anterior, resta probar que es sobreyectiva, pero esto
es inmediato ya que si a € I,11(¢), entonces a se puede expresar de la forma
x @ my para algin x € I,, y este © debe ser tal que

[ ¢—R(x) si m=1,
T(x)_{qﬁ— () si m=2,

por la féormula 1 y asi € AU B, siendo entonces a el tinico hijo de x pertene-
ciente a Ip,+1(¢). o

Lema 12. Si ¢ € (N>o)", entonces

Z01(0) = Y D Xo-0(T(2)) (xo(R(2)) + xg(R(2))) .

z€l, 0€E

Demostracion. Esta expresion se deduce directamente del lema anterior, abrien-
do y cerrando los términos de la sumatoria:

zar1(0) = D2 D (om0 (T(@)) + 43 (T()) ) X0 (R())

zel, 0cE

= > > xe-oT@)xa(R@) + Y > x4 5(T(@)xo(R(x))

zel, 0€EE xzel, 0cE

YD xe-o(TE@)xe(R@) + Y > xo-o(T(@)xg(R(x))

zel, 0€EE xzel, 0cE

= > xe-o(T(@) (xo(R(x)) + x5(R(2))) -

zel, 0cE

El siguiente teorema da de manera explicita la esperanza de z,(¢).
Teorema 13. Se tiene para n > 1 que

Elznt1(4)] = Z H()\ei + Ag7)-

O1t B, = im1
0,eFE
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Demostracion. El resultado es cierto para n = 1 ya que

Elza(9)] = % > E[22(¢) |R(1) =06 R(1) = 0] (Ao + Xg)

0cE

% Y Qo+ + ) (N +Ag)

beb s
= (M+25).
0=¢
berE

La primera igualdad se justifica ya que

> E[z(¢) |R1) =006 R(1) =0] (o + Ap)

0cE

=" E[=(6)n (R(1) =66 R(1) =0)]

= Z Elza(¢) N R(1) = 0] + Z E [22(¢) N R(1) = 0]
0EE 9eE
=2E[22(9)],

y la segunda igualdad se justifica ya que
E [22(¢) |R(1) = 0 6 R(1) = 0] = x6(0) + xg(0)-

Ahora, supongamos la férmula cierta para n y demostrémosla para n + 1: de
la férmula hallada en el lema 12 se tiene que

Elzn1(@)] = E| Y Y xp-0(T(@)) (xo(R(2)) + x5(R(@))) | ,

z€l, 0EE

donde utilizando la independencia de T'(z) y R(z) y la finitud de I,, y E, se
distribuye la integral para deducir que

Elzata(@)l = D D Elxe-o(T(2))|E [xo(R(x)) + xg(R(x))]

x€l,410€E

= > > Elxse-o(T(x)](Ne + Ag)
x€l,41 0€EE

= Z E Z X¢—9(T(ff))} (Ao +25)
0cE €l 41

= 3" Elo (6 - 0)](h + A,

0cE
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y utilizando la hipétesis inductiva,

Elzni2(4)] = Z Z H()\ei +Ag;) (Ao + Ag)

0cE01+--0,=¢—01i=1
0,€F

n+1

= > ] Qe+

G140, 1= i=1
0,cE

]

Ejemplo 14. Un caso interesante se da cuando la seleccion de pérdidas te-
loméricas es totalmente equilibrada, es decir cuando \; = % parat=1...M,
ya que en este caso, \g = QLM para todo 6 € E, y por tanto

Elznni(@) = D [0 +X5)

0140, =¢ i=1

0, cFE
1
~ on(M-1) Z L.
O1+-0p=0¢
0,€F

En la expresion anterior hace falta hacer el conteo > 1 para obtener una

O14--0p=0
0,eFE

expresion explicita. Tal conteo se puede establecer mediante la biyeccion f :
A — B, donde A es el conjunto de todos los productos cartesianos de la forma
M

[T 4;i donde A; es un subconjunto de ¢; elementos del conjunto {1,...,n}, B

i=1

es el conjunto de todas las n-tuplas de M -tuplas de la forma (61,--- ,0,) donde
0, +---0,=0¢,0, € E. Y f es tal que

donde
Ok (i) = xa, (k). 3)

M
Esta aplicacidn es claramente biyectiva; ademds el conjunto A tiene [] (;L)
i=1

elementos. Asi, se tiene que

Flen1(0)) = 5oy 11 (2) (4)
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y para el numero de individuos totales tendremos que

K1 M
(o)
E[zn+1(¢)] - 2n(M71) ’ (5)

donde K es el numero de unidades teloméricas disponibles en cada cromosoma.
Notemos que esta expresion tiende a cero si M > 1 y tiende a 400 si M = 1.
En la grdfica siguiente se observa el doble logaritmo del nimero de individuos
de la poblacion graficado contra la generacion correspondiente, para un limite
de Hayflick de 15 unidades teloméricas.

Foblacion

— 1 cromosoma
—— 2 cromosomas

- 3 cromosornas
— 4 cromosomas

i i i |
10 20 30 40 a0 =] 70 a0
Generaciones

FiGura 1. Pérdida de secuencias teloméricas en varios cromosomas.

Ejemplo 15. Otro ejemplo de interés es el caso de un solo cromosoma. En tal
caso se tiene que Ao, + Ag- =1 para todo x € E y asi,

Elza(@)] = Y 1=(}) (6)

O1+-B, =0
0, cFE

Resultado que coincide con el expuesto por Arino, Kimmel y Webb [1].

4. Conclusién

Utilizando herramientas de conteo bésicas se ha establecido una férmula explici-
ta para la esperanza del niimero de células de un determinado tipo telomérico
al cabo de n generaciones. Tal féormula generaliza con creces, la formula antes
planteada para el caso de un solo cromosoma. Ademds permite observar que la
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extincién asintdtica de la poblacién es posible con solo el mecanismo de pérdi-
das teloméricas, sin tener en cuenta tasas de muerte por desgaste, metilacion
u otros factores.
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