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Resumen

En esta comunicacién estudiamos perturbaciones cibicas simétrico-axiales del
oscilador isotrépico, que dan lugar a que la tercera componente del momento angular
aparezca como nuevo parametro. En ese escenario, se estudian bifurcaciones de
soluciones rectilineas por el origen y de soluciones circulares alrededor del eje Ox3
considerando, para distintos valores del parametro externo, los efectos que produce

la variacién de la tercera componente del momento angular.

1 Introduccién

Sea una funcién Hamiltoniana constituida por el oscilador isotrépico y la perturbacion

cubica simétrico-axial mas general

(X X) + 5 (el ) + 5

H(z,X) = 5

w3+ B(a] + x3)xs (1)

| —

donde (.|.) denota el producto escalar. Debido al caracter de la perturbacién, la tercera
componente del momento angular es una integral del movimiento. Como casos destacables
comenzaremos citando los integrables, que se dan para \ := g = 0,1, é. Entre los no
integrables, citaremos el caso A = —1 (Hénon-Heiles), estudiado en [2, 3] alrededor del
origen, obteniendo 6rbitas periddicas, movimientos cuasiperiédicos y bifurcaciones en el
espacio reducido. Siguiendo en el entorno del origen, en [4] se determina la dindmica de

(1), a excepcién de 6 ratios, A = —1,0, %, 1, %, 6, que presentan un caracter excepcional.
En [5] se estudian las bifurcaciones tipo Hopf que ocurren para A = % y cerca de A = —1,
quedando abierta la cuestion de si una tercera ocurre en A = % 0 en su entorno.

Nuestro objetivo es continuar el trabajo iniciado en [1], donde se consideran, no sélo
en el origen, los equilibrios y algunas soluciones periddicas simples de (1). En concreto,
en dicho trabajo, se muestra la existencia de soluciones rectilineas y soluciones circulares
alrededor del eje Ox3, identificandose algunas bifurcaciones de tipo centro-silla y Hopf de

dichas soluciones mediante estudios numéricos.
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Sin pérdida de generalidad podemos tomar a < 0; en particular, en este trabajo
haremos o« = —1, toda vez que para el caso Hénon-Heiles o toma el valor —1 (y #=1) v,
ademés, para a = —1 y 3 = 0 el sistema es integrable. El caso particular a = 0 no queda
incluido en esta comunicacién. En tales circunstancias, las ecuaciones de Hamilton que

estudiaremos seran

.fil :Xl, Xl = —(1+2ﬁ$3)$1,
Ty = Xo, Xy = —(1+20zs)xs, (2)
5 = Xs, X; = —x3(1 — x3) — B2 + 23).

Tenemos, por tanto, una familia de Henén-Heiles controlada por el pardmetro (externo)
0 que, debido a la simetria axial, se convierte en una familia biparamétrica con la tercera
componente del momento angular N := x1 X3 — 25X, como segundo pardmetro (interno).

Dos puntos aislados y un anillo de puntos constituyen los equilibrios del sistema:
O =(0,0,0), P =1(0,0,1),

(3)

A= {(xl,@,—%> Ja? 4 ad = %62(1+ %)}, B e (—o0,—1]U(0,00).

Para conocer la dindmica del sistema tenemos que comenzar estudiando soluciones sim-
ples, de modo que, siguiendo los trabajos iniciados en [1], vamos a tratar en esta comuni-
cacion soluciones circulares horizontales alrededor del eje Ox3 y soluciones rectilineas por
el origen (en adelante las llamaremos circulares y rectilineas).

Estudiaremos los rangos de existencia de las soluciones particulares imponiéndolas en
las ecuaciones de movimiento. Trataremos las soluciones rectilineas, en la Seccién 2, en
cartesianas, mientras que para las circulares (Seccién 3) trabajaremos en cilindricas, donde
aparece de modo explicito N, lo que pone de manifiesto que el sistema es de dos grados
de libertad, de suerte que las soluciones circulares seran puntos de equilibrio en el espacio
reducido. En dicho espacio, en la Seccién 3, investigaremos la existencia de soluciones
circulares dobles en el plano N-3 y obtendremos la expresion analitica de las curvas de
bifurcacion. Estas curvas separan el plano N-3 en regiones en las que determinaremos el
nimero de soluciones circulares.

Los valores g = —% y 8 = 0 suponen valores criticos por cuanto que, ademas de
delimitar el rango de existencia del anillo A de puntos de equilibrio y, como veremos, de
las soluciones rectilineas, determinan el comportamiento del punto P de equilibrio. En
efecto, en el transito de N =0 a N # 0, para § < —%, de los equilibrios A y O se bifurcan
sendas soluciones circulares que, al llegar a un valor critico de N, formarén una solucién
doble que desaparecerd. Para —% < 3 < 0 se bifurcaran soluciones circulares de Py O,

con una historia similar en lo que a su evolucién se refiere que en el caso anterior (nétese
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que para [ = —12, P = A). Para 8 > 0 se bifurcardn sendas soluciones de los equilibrios
O, Ay P, teniendo, la solucién bifurcada de P una existencia ilimitada, mientras que las
bifurcadas de O y A desapareceran tras una evolucién que desemboque en solucion doble.

En la seccién 3, y también en la 4 de manera grafica, trataremos aspectos relativos a
la energia. Una vez determinadas las bifurcaciones, es evidente que no todas ellas yaceran
en la misma variedad de energia constante, de modo que sera conveniente determinar la
energia de estas variedades. Asimismo, ya en la Seccién 4, estudiaremos graficamente las
curvas de nivel del potencial efectivo (energia de las soluciones circulares horizontales) que
nos permitirdn conocer ciertos aspectos sobre la estabilidad y las bifurcaciones, a falta de

estudios analiticos mas precisos en curso.

2  Soluciones rectilineas por el origen

Para el caso integrable 8 = 0 la inspeccién de (2) nos conduce a dos tipos de soluciones
rectilineas: en el plano ecuatorial y en el eje z, cualitativamente distintas puesto que las
ecuatoriales corresponden al problema isotrépico y no asi las del eje z. En [1] aparecen de-
talles sobre la evolucién de las familias de 6rbitas periddicas que emanan de las soluciones
ecuatoriales.

Sea ahora el caso 3 # 0, que corresponde a soluciones rectilineas con una cierta
inclinacién v. Estas soluciones vendran dadas por una funcién ~(t) y un vector (a, b, c)
tales que (z,y,z) = v(t)(a, b, ¢) satisface las ecuaciones de movimiento. Consideremos las

ecuaciones de segundo grado:

F+94+E77=0, F4+v+&7=0, A+y+n7=0 (4)

donde € =2¢Byn =2 (a* + b?) — c. Para que tales soluciones existan, debe verificarse

c

que & = 1, de donde se obtiene la siguiente relacién entre las componentes del vector

1
2+ =) =a*+b%
(2+3)

1
y dado que a?,b® y ¢? son cantidades positivas, se tiene que (2 + B) > 0, de donde

1

5] U (0,00), el mismo que teniamos

inferimos que el rango de existencia es € (—oo, —
para el anillo de puntos de equilibrio.
Con el fin de probar que las soluciones rectilineas descansan sobre A, debemos obtener

la componente ¢ de dichas soluciones para el radio del anillo A, lo cual obtenemos re-

1 1 1
o (125) = (24 5) ¢

de donde tenemos que, en efecto, la componente ¢ coincide con la altura del anillo, esto

solviendo

es, ¢ seglin sea (3 negativo o positivo respectivamente. De este modo, de

= +%7 _%7
(4) podemos concluir que la frecuencia de oscilacién no depende de f.
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Obtengamos la inclinacion de estas soluciones en funcién de 3. La tangente del dngulo
¥ que formaran con el plano x-y vendra dada por tant = ¢/R, siendo ¢ la componente

en el eje z de las soluciones rectilineas y R el radio de A:

LB g
tanw—i % 8> 0 (5)

de modo que las soluciones rectilineas formaran un angulo ¥ = 35° cuando  — —oo, que

ird creciendo a medida que 3 se aproxima a —%, en donde ¥ = 90°, esto es, oscilaciones
polares. Cuando, para (3 arrancando de 0, vuelva a emerger el anillo A , las soluciones
rectilineas seran meridianas ecuatoriales, ¢ = 0°, y tenderan a ¢ ~ —35° a medida que (3

crezca.

3 Soluciones circulares horizontales alrededor de Ox3

Dada la simetrfa del problema, lo formularemos en coordenadas cilindricas, donde el

hamiltoniano (1) viene dado por
L e o Lo o 1N? L, 2
H(p,z, P, Z,N;3) = §(P +7 )+§(P +2°) + §?+ (—gz + Bp7). (6)
De [1], los equilibrios del sistema serdn los pares (p, z) que satisfagan
N? 2 2
,O—F—I-Qﬁpz:O, z—z 4 [p”=0. (7)

. .y 2 |N| .
Y dado que de la primera ecuacién, p° = NiEsT R sustituyendo en la segunda tenemos una

quintica, cuya resolucion nos permitira obtener la altura z. de las soluciones circulares
(1+282)(1 — 2)%2* = B>N>. (8)
El radio p. lo obtendremos a partir de la segunda ecuacién de (7),

—z.(1 — z.)

Pe = — 5 9)

que no es valido para § = 0. Para discutir este caso, hacemos § = 0 en (7), de donde

tenemos que la altura y el radio vienen dados por

z2(1—2) =0, p=+/]N|. (10)

Para 0 = 0 existen, por tanto, dos soluciones fijas a alturas z = 0y z = 1, cuyos radios

creceran con N. Como veremos mas adelante, este comportamiento es exclusivo del caso

B=0.
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3.1 Rangos de existencia

Una vez tenemos las expresiones (8) y (9), estamos en disposicion de calcular las soluciones
circulares y estudiar sus bifurcaciones en el plano biparamétrico N-3. Como paso previo,
resulta conveniente fijar los rangos de existencia de las posibles soluciones. Para ello,
debemos considerar que el radio p. debe ser una cantidad real y que, de (8), 1+282. > 0.
De esta tltima condicién se tiene que si 3 < 0, entonces z, < 1/|20]; y si > 0, entonces
z. > —1/28. Con esas restricciones, estudiamos los intervalos en (§ determinados por
0= —% y 3 = 0, que son los casos limite que fijan la existencia de A. En cada uno de
los tres intervalos discutimos z. < 0y z. > 0. El caso z. = 0 se corresponde con el limite
en que una solucion se bifurca del origen, lo cual entenderemos mejor mas adelante.

Sea por ejemplo § < —%. Para z. > 0, de (9) se tiene que z. < 1; ahora bien,
como para (3 < 0 hemos visto que z. < 1/|20| y, a su vez, 1/|28| < 1, concluimos que
ze < 1/] 20|, que es la condicién més fuerte. Por otro lado, si que z. < 0, de (9) se deduce
que z. > 1, lo cual es absurdo, y por tanto no existen soluciones con z. < 0. Asi pues,
para 3 < —< s6lo estdn permitidas las soluciones que verifiquen 0 < z. < 1/[20] o, lo
que es lo mismo, 0 < z. < z4, toda vez que para 5 < 0 se tiene que z4 = 1/|20].

Mediante una discusién andloga obtenemos que para —l2 < 3 < 0, el intervalo en el
que estan permitidas las soluciones circulares es 0 < z. < zp. Asimismo, para 3 > 0 los

rangos de existencia son z. > 2p y 24 < 2. < 0. Los resultados obtenidos en esta seccion

se resumen en la Figura 1 (izquierda).

3.2 Clurvas de bifurcacion

Para obtener soluciones dobles aplicamos el teorema de la resultante. Resolviendo el

polinomio derivado de la quintica (8) obtenemos las soluciones dobles

2 —38++/208+ (=2 + 33)2 o 2-38- V208 + (=2 + 33)2 ()
106 ’ 106 '

a2 =
Despejando N de (8) y sustituyendo z4 y zg2 obtendremos sendas curvas N4 (5) v

Zd1 = —

N.q2(3). Considerando las regiones de existencia obtenidas en la Seccién 3.1, la expresién

analitica de las curvas de bifurcacién serd

(Sig<0:
V34384 VAT BE+IR)(-2 - 48438 + (1+ ) y/IT BE T 99))
N(B) = 2558
Sifg>0:
/8 + 408 + 5532 4+ 543 + 9044 + 10835 + (1 + 28 — 43%)(4 + B(8 + 93))3/2
L 25v/533

(12)
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En la Figura 1 (derecha) tenemos la representancion gréfica de estas curvas. Calculando
los limites en (12) concluimos que existe una asintota horizontal en 5 = 0 para las dos
ramas, si bien la correspondiente a § < 0 se aproxima mucho maés rapido. Observamos
que la propia asintota constituye una curva de bifurcacién, ademas de las dos ramas que

tienden a ella. En la siguiente secciéon estudiaremos algunas de estas bifurcaciones.

4

05

0.7

Figure 1: Izqda: Rangos de existencia en z. de las soluciones circulares. Dcha: Curvas de

bifurcaciéon y numero de soluciones circulares en cada regién.

Para obtener el nimero de soluciones existente en cada region de la Figura 1 (derecha)
tenemos que resolver numéricamente la quintica (8) para pares de valores (3, N), y deter-
minar qué soluciones se encuentran dentro de los rangos permitidos (Figura 1 izquierda).
Para ello programamos con Mathematica una funcién cuyas variables dependientes seran
£ y un vector de valores de N que va desde N = 0 hasta un valor de N mas alla del N,

correspondiente a la solucion doble.

3.3  FEvolucion de las soluciones. Bifurcaciones de equilibrios y soluciones dobles

Con esta misma funcién que acabamos de mencionar en la seccién anterior, estudiaremos
en detalle la evolucién de las soluciones (ver Figura 2), que se bifurcan de los equilibrios
O, P, A, los cuales existen sélo para N = 0. Estudiaremos algunos casos particulares en
las cinco regfmenes determinadas por (§ = —%, £ =0y los tres intervalos que definen.

Comenzaremos con 3 = —1(< —3+). Cuando N = 0 tenemos que la altura de A es

2
z4 = 0.5. Si resolvemos (8) para N = 0 tenemos dos soluciones dobles en z =0y z =1
y una solucién simple en z = 0.5. Cuando N deja de ser 0, por ejemplo N ~ 107°, tres
de las soluciones de la quintica no son validas, ya sea porque son complejas o porque
no pertenecen a los rangos de existencia permitidos. Las dos soluciones permitidas, una
bifurcada del origen (siempre con energia E ~ 0) y otra del anillo (con £ ~ 0.083),
evolucionan hasta que para N = 0.133748 resulta una solucién doble que desaparece (con
E ~0.12) al aumentar N .

Para g = —0.55 tenemos un comportamiento similar, si bien destacamos que, al ser

el radio del anillo de puntos de equilibrio menor que en el caso anterior, las soluciones
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se bifurcan con un radio menor; hasta que en 3 = —%, el radio es 0 y las soluciones se
bifurcan del eje z. Asi en [ = —lz, para N = 0 tenemos una solucion triple en z = 1, y
una doble en z = 0. De z4 = zp = 1 se bifurca una solucién, mientras que del origen se
bifurca otra. Ambas se aproximan hasta desaparecer cuando N = 0.371806 (£ ~ 0.35).
Para ¢ > —12 siempre se bifurca una solucién permitida de z = 1, lo cual ocurre siempre
en una variedad con E ~ %. En efecto, para # = —0.0002, se bifurca una solucion de
zp=1con F ~ %, y otra del origen, que tienen su limite de existencia en la solucién
doble que se produce para N = 1249.87 con E ~ 1249.83. Comprobamos que, en este
caso, E' ~ N, lo cual, contra lo que pudiera parecer, es casual.

£ =0, junto con 8 = —% constituye un caso limite, o de transicion, con la particulari-
dad de que para 3 = 0 el sistema es integrable y se observa que las soluciones bifurcadas
permanecen a altura fija y no se produce ninguna solucién doble.

Para § = 1(> 0) la altura del anillo es negativa y se bifurcarédn soluciones de todos
los equilibrios. Las soluciones bifurcadas de O y A evolucionan hasta formar una doble y
desaparecer (F ~ 0.22), mientras que la solucién bifurcada de P (zp = 1), existe siempre.

En la Figura 2 resumimos graficamente estos resultados.

05t 7 0 <N<0.1337 z Il 0<N=<0.3718
R 0 =N=0326 R -
ﬁ= -1 al p - ﬁ:—O.S
¢ 05 p=-0.55 Ao
0.3 0.5
01 0.2
R %7' 02 %)‘
S ol 03 s ” 02 03 o 02 05 1 °
1. 1.
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! i 1 r—'—-_'_'-‘—‘-
0 <N=1249 N=0 0<N< 0.2590
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Figure 2: Evolucién en N de las soluciones (representadas por e en su punto inicial) bifurcadas
de los equilibrios hasta que alcanzan la solucién doble (representadas por M) dada por N, =
N(f). Pa,0,1 indica si la solucién se ha bifurcado del anillo A, del origen O o del punto P del

eje z con altura 1.

Para concluir con el andlisis de las posibles bifurcaciones que se muestran en la Figura
1 comentaremos el paso por la recta § = 0, que constituye la frontera entre regiones con
2 y 3 soluciones. En efecto, para 8 préoxima a 0 por la izquierda tenemos dos soluciones
bifurcadas de O y P (p.e, caso f = —0.0002, Figura 2); en el caso § = 0 podemos decir que

las curvas precedentes se rompen en dos, que para 3 > 0 se corresponden a una solucion
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perenne que se bifurca de P y a las dos soluciones que terminan la doble antes discutida,
constituyendo 3 soluciones. Por tanto, la tercera solucién que aparece se corresponde con

una bifurcacién del infinito en la direccién —35°.

3.4 Velocidad angular

Si consideramos el problema en cartesianas, se puede comprobar que las oscilaciones en
el plano z-y estan caracterizadas por una frecuencia angular w = /1 + 20z, donde z, es,

como sabemos, la altura de las soluciones circulares. El periodo serd, por tanto

2T

V14262,

Para el caso # = —1 la solucion bifurcada del origen arranca con un periodo " = 27 que va

creciendo a medida que z, aumenta, lo cual significa obviamente que la velocidad angular
decrece. La solucion bifurcada del anillo arranca con velocidad 0, esto es, su periodo
tiende a infinito, pues z. ~ 0.5; y va aumentando su velocidad a medida que z. disminuye.
Contrasta, pues, el comportamiento de ambas soluciones, por cuanto que una arranca con
velocidad angular constante y otra con velocidad 0, evolucionando ambas hasta tener la
misma velocidad en el punto donde se forma la solucién doble. Una discusién andloga
podemos hacer para el resto de casos en (3.

Todas las soluciones que parten del origen lo hardan con la misma velocidad angular
constante distinta de cero, mientras que todas las que emanan del anillo lo haran con
velocidad cero. Para las que arrancan del punto P tendremos que todas arrancan con
velocidad constante (distinta en cada caso), a excepcién del caso particular § = —l2, para

el que arrancan con velocidad cero. Noétese que en ese caso P = A.

4 Potencial efectivo, estabilidad y bifurcaciones

La energfa de las soluciones circulares horizontales, tinicas soluciones circulares conside-
radas en este trabajo, coincide con el potencial efectivo. Si pintamos las curvas de nivel
del potencial efectivo, podemos determinar de manera cualitativa cudl es el caracter de
las soluciones bifurcadas y tener una primera visién de como es la dindmica alrededor de
estas soluciones.

En este trabajo hemos mostrado dos tipos bien distintos de bifurcaciones. Por un lado
las que se producian en el transito de N = 0 a N # 0, donde tenfamos que de los equilibrios
se bifurcaban soluciones circulares horizonales alrededor de Ox3; por otro lado, tenfamos
que para ciertos valores de N (que dependian de [3) se formaban soluciones dobles que
desaparecian, lo cual, viendo la evoluciéon en sentido decreciente en N, corresponde al caso

en que aparece una solucién doble que se bifurca en dos.
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El caso de estas soluciones dobles es siempre el mismo, de un centro (el origen O)
se bifurca una solucién circular que en el espacio reducido también es un centro. Dicha
solucién evoluciona hasta encontrarse con una silla bifurcada de P o del anillo A, segun
sea el valor de 3. En la figura 3, para § = —1, podemos observar la evolucién de sendas
soluciones bifurcadas del origen y del anillo. La solucién doble que se forma, vista en
sentido inverso, constituye una bifurcaccion centro-silla. El valor critico de N para el que
se produce la solucién doble es 0.133748. Podemos observar como en la cuarta imagen de
la figura 3 las soluciones circulares han desaparecido.

N =0.0013 N=005 N=0.13
— e

Figure 3: Bifurcacién saddle-center de soluciones circulares alrededor de Ox3 para § = —1.

0.6

60

En los casos 3 = —lQ, —0.0002, 1 también se formaban soluciones dobles, que consti-
tuyen, de manera similar, bifurcaciones tipo centro-silla como la que presentamos en la
figura 3. En todos los casos se bifurca un centro del origen y un punto de silla de P o del
anillo A.

5 Conclusion y futuros trabajos

En este trabajo se han estudiado los rangos de existencia de las soluciones rectilineas por el
origen y de las soluciones circulares horizontales alrededor de 0z3, asi como sus elementos
caracteristicos. Para las soluciones circulares se ha hecho un estudio de sus bifurcaciones
de los equilibrios y de las soluciones dobles que forman dando lugar a bifurcaciones centro-
silla. Hemos estudiando estos casos representativos, ademas de los casos limite 3 = —% y
£ = 0, para tener una idea general del comportamiento de estas soluciones circulares en
el plano biparamétrico N-3. Se ha mostrado también como las soluciones rectilineas por
el origen se bifurcan de oscilaciones polares y de oscilaciones ecuatoriales.

Como trabajo pendiente tenemos el estudio de regiones particulares del plano bi-
paramétrico, en las que podemos realizar un estudio de la dindmica mediante formas
normales, superficies de seccién de Poincaré, etc. Concretamente, el entorno de z = 1
requiere un estudio mas detallado que el aqui recogido, lo cual es necesario para conocer

la dindmica global que determinan éste punto y el origen.

35



Relacionado con la solucion bifurcada del origen, queda pendiente conectar la dinamica
en torno a dicha solucién con los trabajos realizados (ver [4, 5]) en torno al origen, lo cual

constituye un trabajo en curso.
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