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RESUMEN

Los estimadores de razén se presentan como una estrategia muy aceptable
cuando se cuenta con la informacion de una variable auxiliar. No obstante, en las
investigaciones con encuestas es muy frecuente encontrar ausencias de medida para
determinados puntos de la matriz resultante de datos. Estas ausencias pueden afectar
tanto a la variable objetivo como a la auxiliar,

En este trabajo se proponen tres clases de estimadores de razon que utilizan la
informacién que proporcionan las unidades de la muestra en la que existe pérdida de
datos en cunalquiera de las dos variables de interés, comparando su comportamiento
con los estimadores de razon basados sélo en las unidades muestrales con la infor-
macion completa de todas las variables. Los resultados indican que la estimacion
que considera los registros parciales ademas de la informacién completa, mejora la
que se realiza inicamente con esta dltima.
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Introduccion

El muestreo de una poblacion finita esta dirigido a obtener informacién acerca
de alguna o algunas caracteristicas de ésta a partir, no de la poblacién entera, sino de
una parte de ella llamada muestra, debido a la imposibilidad de obtener informacion
de todas las unidades poblacionales, ya sea por falta de recursos econémicos, porque
la poblacién es excesivamente grande o simplemente por conveniencia. Apoyando-
nos en las unidades muestrales debemos proponer estimadores sobre dichas caracte-
risticas de forma tal que proporcionen la informacidén mas eficiente.

La eficiencia de los métodos se suele medir en términos de la precision, siendo
el objetivo encontrar estimaciones cuyos errores de muestreo sean pequefios.

La mayoria de los métodos de muestreo mas sencillos y utilizados, consideran
estimadores que utilizan solo los valores observados de la caracteristica objeto de
estudio. Sin embargo es frecuente que la variable objeto de estudio, y, esté altamente
relacionada con una caracteristica auxiliar, x, cuyos datos estan disponibles o son
muy faciles de obtener para todos los elementos de la poblacidn. En esta situacién,
esta informacidn auxiliar se puede utilizar para aumentar la precision de las estima-
ciones mediante dos caminos: bien, modificando el disefic muestral, o bien, propo-
niendo estimadores mas complejos, pero con menor error de muestreo, que reciben
el nombre de estimadores indirectos.

Entre estos métodos se encuentra el método de estimacién de razdn que permite
obtener estimadores de la media o el total poblacional més precisos, basandose en el
comportamiento de la razon de las medias en la muestra. Ademés, hay ocasiones en
las cuales el propio parametro que se estd interesado en estimar es, en si mismo, un
cociente de medias o totales poblacionales.

En la mayor parte de los desarrollos concernientes al uso de informacién auxi-
liar en la estimacion de parametros, se asume que todas las observaciones de las
unidades seleccionadas en la muestra estan disponibles. En la practica esto no siem-
pre es asi, de hecho es muy comiin que en los estudios de mercado, encuestas de
opinién, investigaciones socioeconémicas y otros experimentos cientificos, se pro-
duzca una pérdida de observaciones. En estas circunstancias, los procedimientos
tradicionales para deducir inferencias no pueden ser aplicados facilmente.

La razén de medias poblacionales se estima de forma convencional como la ra-
zén entre las correspondientes medias muestrales. Este procedimiento de estimacion
no puede aplicarse cuando algunas de las observaciones no estin disponibles. La
alternativa es despreciar las unidades para las cuales hay pérdida de datos en alguna
de las dos variables, restringiéndose asi el tamafio de la muestra considerablemente
y generandose, posiblemente, sesgo en las estimaciones (Morales, 2000).

El uso de las unidades en las que hay pérdida de los datos ya fue utilizada por
Sing y Joarder (1998) para estimar la varianza a través de estimadores de razon.
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Estos autores consideran que la informacidn, tanto de la variable principal como de
la variable auxiliar, no se puede obtener para ciertas unidades de la muestra.

En este trabajo vamos a considerar la situacién en la que hay algunas observa-
ciones para las cuales no estin disponibles los valores en alguna de las dos variables,
de forma que la pérdida de datos ocurre para ambas caracteristicas por separado,
pero no simultineamente.

Teniendo en cuenta esto, definiremos tres clases de estimadores alternativos: la
razon entre las medias muestrales calculadas utilizando sélo las observaciones com-
pletas. La primera clase de estimadores usara las observaciones incompletas en las
que el valor de x estd disponible, ademas de las observaciones completas. La segun-
da clase utiliza las observaciones intompletas en las que y esta disponible, ademas
de las observaciones completas. Por ltimo, la tercera clase estd basada en todas las
observaciones, tanto completas como incompletas, generalizando a las clases ante-
riores, y pudiéndose aplicar bajo cualquier disefio muestral.

Al final del trabajo se realizard una comparacion de estos estimadores en diver-
sas poblaciones, mediante procedimientos de simulacion.

Estimadores de razon

Consideremos una poblaciéon U de N unidades en las cuales hay definido un di-
sefio muestral d = (S, p,) mediante el cual se obtiene una muestra s € S, Para
dicha muestra, que supondremos de tamafio fijo », se observan los valores de dos
variables: (y,,x,).i=1,...,n.

Sea Rz_Y.
X

el pardmetro que se desea estimar. Asumiremos que solo estan disponibles en la
muestra un conjunto de n-p-q observaciones completas:

x4 ),-v-a(ynupwq,xnwp«q)

También estan disponibles los valores de x para p unidades de la muestra, para
las cuales las correspondientes observaciones de la variable y han desaparecido.
Ademas se tiene un conjunto de g observaciones de la variable y cuyos correspon-
dientes valores de x no estan disponibles. Supondremos p y ¢ nimeros enteros veri-

ficando 0<p,q<§.

La estructura de los datos se puede visualizar en la tabla 1.
Para mayor simplicidad vamos a separar las unidades de la muestra 5 en tres
conjuntos disjuntos:;

s, ={i e s/x, e y; estdn disponibles}
§y = {z‘ es/x; estd disponible pero y; nolo estd}
53 ={i es/y, estd disponible pero x; no lo esta'}



264 M.M.Rueda y S. Gonzélez

Tabla 1: Estructura de datos con informacion ausente.

Datos Muestrales

Variable y Variable x

Vi X

Yo X3

Vn-p-g X-p-q
Faltante X pogel
Faltante X e peg2
Faltante X, .,

Yi-gs Faltante

Y g2 Faltante

¥, Faltante

El estimador usual para R es el cociente entre los estimadores de Horvitz-
Thompson basados en las n-p-q unidades de la muestra que estdn completas:

Z&.
~ iy

; i
A= Yur _ lesy
~r X,
XHT Z Zh
bed 77,
ies

Siendo T, la probabilidad que tiene la unidad i de pertenecer a la muestra. Si los
valores de p y g son grandes, el estimador 7, estara basado en una muestra de tama-
flo pequeilo y es de esperar por ello que disminuya considerablemente su precision.

Ahora bien, si existen valores disponibles para la variable x, es 16gico utilizar
también estos datos para la estimacién del total X.

Proponemos pues la siguiente clase de estimadores:

Z i
.

)A’}H' - ies) ¢

s N R —
HE TUT D Xgr AN L) ) 2
2 ri-a,

*i
> —_ T
jess fes; 4
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basados en » - g unidades muestrales.
Analogamente, podemos utilizar los datos de s, para estimar mejor ¥, y definir
asi los estimadores:

h= bk + (-0)iy
XHT
siendo 33 = ZZJ&_ 0<b<1,basados en » - p unidades muestrales.
kes; Tk
Por ultimo si consideramos todos los datos disponibles, podemos construir la si-
guiente clase de estimadores:

o = D +(=0)Pr
afcfn +(-a)xy,

que engloba como casos particulares a ,, », y ;. La idea de utilizar los datos de s, y
s, para construir estimadores de R alternativos al usual ya fue considerada por Tou-
tenburg y Srivastava (1998) en muestreo aleatorio simple, quienes proponen tres
estimadores basados en las medias muestrales ponderadas por los tamafios relativos,
y comparan su comportamiento en cuanto a eficiencia.

Estimadores éptimos

El paso siguiente es buscar en cada clase de estimadores r,, ry ¥ 74, aquel esti-
mador que tenga un mejor comportamiento. Como usualmente se hace en poblacio-
nes finitas, la eleccion del mejor estimador se realiza en funcion de que minimice el
error de estimacion, es decir minimice el error cuadratico medio (evidentemente los
estimadores no tienen por qué ser insesgados).

Utilizando el método de aproximacion de Taylor, se llega, después de varios
calculos un poco tediosos, a las aproximaciones lineales de los errores cuadréticos
medios, cuya minimizacion es simple, y se pueden obtener asi los estimadores 6pti-
mos en cada clase:

Para r, se obtiene varianza minima para

g (2R (%)) + 2R‘j cov(Z;,, ) = 2R cov( )7;,,7, £ )+ 2R cov(Pr, Err))
2RV () +V (Ryr) = 200v(Rr, £31r))

para r, se obtiene varianza minima con

h=_ (=2V (Pir) +2 COV()A’;{D Vur) —2R COV()A’?{T Ry ) + 2R cov(Piyr, X))
2V (Phr) +V Pr) = 200V Fir» Plar))
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y se obtiene la varianza minima de r, para

—C+(CB-S 4BYIB - B/ 4) o+ oy

_ A _ 4
a= Y b= d |
A B ~BA'/ 4

siendo
A=2R* (R3) + 2RV (Ryp) — 4R? cov(ZZr, Eiyr)

B =-2Rcov(Pyr, i) + 2R cov(Pag, K ) + 2R cov(Pyp, o) = 2R cov(Pyr» B
C =-2R*V (&) +2R? cov(E i, ) = 2R cov(Pyyr, 57 ) + 2R cov(Plyr, By
A" = =2Rcov(Pyr, Rir) + 2R cov(Piyr, Rigr ) + 2R cov(Flyr » Xir ) = 2R cov(gr Rigr )
N A A3 A
B'=2V(9ur)+2V (Pur) —4cov@rr. Vir)
~t A3 A A3 oA ~ ~
C'==2V(Yiur )+ 2cov(Phr, Yur) —2Rcov(Vyr, $iyr ) + 2R cov(Pyr, Xyr)

Desgraciadamente, estos valores optimos dependen de las varianzas y covarian-
zas tedricas entre los estimadores de Horvitz-Thompson, que son desconocidas en
general, pero pueden estimarse a partir de sus estimadores correspondientes una vez
obtenida la muestra, o bien se pueden dar aproximaciones basadas en técnicas de

replicacion como bootstrap, semimuestras, grupos aleatorios,.... (véase p.e. Wolter,
1985).

Estas aproximaciones permiten obtener valores aproximados (a de «a, bde b ,
d'dea’ y b'debd’, construyendo los estimadores:

- Phr % _ B3l +(=0)plyr = byhr +(=b)ir
i +( -y R @ik +(1-d)xky

cuyos errores de muestreo es de esperar que estén proximos a los obtenidos a partir
de los minimos tedricos.

Comparacion de estimadores

Por su proceso de construccion, la clase de estimadores », engloba el resto de
estimadores r, #, ¥ 7y, por tanto el estimador obtenido, minimizando el error en la
clase r,, es el mejor en el sentido de minimo error, de entre todos los estimadores
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considerados. Ahora bien, para cualesquiera valores particulares y distintos de a v
b, la comparacién no es simple para cualquier disefio muestral. Ademas, los esti-
madores no tienen por qué mejorar obligatoriamente a r,.

En efecto, si consideramos ¢l disefio muestral mas simple, el muestreo aleatorio
simple y suponemos

n—p n-gq
—=>q, —=> >
5 q > Py pP>q

se puede calcular la precision relativa entre los estimadores propuestos, frente al
estimador que no usa los datos parcialmente faltantes, cuya expresién viene dada
por:

ECM(ry) (0" +2b+((U= )/ U= (A~ f ) P+ D)C; .

ECM(r) cZ+Ci-a2c,
(-a’ +2a+(<1—f,,>/p)<1—a2)/(~———1-—~-i))63
n-p—q N
+ TR +
C, +C;-2C,,
2(1—a+ab+(i-i)(1-b)(1—a)/(—i————l-))c
p N n-p-q N7

2 2
cl+cl-2c,

Sin mas que hacer b=0 y a=0, se obtienen las expresiones correspondientes a 7,
Y 3.

Como se observa, la ganancia o pérdida de precisién respecto al estimador de
razén usual depende de los coeficientes a y b, del nimero de unidades faltantes p y

q, asi como de las caracteristicas de la poblacién Cf , Cﬁ Y Cy-

Asi pues, no se pueden dar reglas generales sobre el comportamiento de estos
estimadores que sirvan para cualquier disefio muestral y para cualquier poblacion,
teniendo que hacer la comparacion para cada situacion concreta.

A continuacién, y a titulo ilustrativo, se presenta un estudio realizado para algu-
nos estimadores particulares mediante una simulacién en una poblacién real usada
inicialmente por Chambers y Dunstan (1993). La poblacion esta constituida por 430
granjas con 50 o mas cabezas de ganado, que se encuestaron en 1988 en un estudio
del Australian Bureau of Agricultural and Resource Economics. Las variables que se
consideran son los ingresos obtenidos del ganado, y el niimero de cabezas de ganado
en cada granja.
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Vamos a considerar el caso particular de que la muestra sea elegida mediante
muestreo aleatorio simple, y vamos a calcular los estimadores propuestos por Tou-
tenburg y Srivastava (1998).

n-
)

IES

pz—-+(n p- q)z

jESﬂ zesl

r_ @ +(n-p-q)7'

f3 =
(n-—‘p)x]

. [n-p]qi3+(n—p~q)§‘
= ) —
n-q ) px°+(n—-p-q)x%

siendo

7! la media de la variable y para los valores de la muestra en que x e y estén
disponibles.

7> la media de la variable y para los valores de la muestra en que y esta
disponible pero no x.

%' la media de la variable x para los valores de la muestra en que x e y estan
disponibles.

¥’ la media de la variable x para los valores de la muestra en que x esta
disponible, pero y no.

Que corresponden a las clases r,, 1, y 1, para los valores:

La metodologia seguida para la simulacion es la siguiente:

En primer lugar, tomamos dos nimeros, P y O, que representan el numero de
observaciones faltantes en la variable x y el nimero de observaciones faltantes en la
variable y, respectivamente. Una vez seleccionados estos dos nimeros, generamos P
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nameros aleatorios de una distribucién uniforme entre 1 y el tamafio de la poblacion
dividido por dos y tomaremos las unidades correspondientes de la poblacién como
faltantes en la variable x.

Para la variable y repetimos el mismo proceso, siendo el nimero de observacio-
nes faltantes Q.

Una vez elegidos los datos faltantes, tomamos mil muestras aleatorias simples
de tamafio n. Para cada una de estas muestras hemos calculado los estimadores
propuestos por Toutenburg y Srivastava .

A partir de estas mil muestras calculamos la esperanza y el error de cada uno de
los estimadores

Este proceso se repite para distintos tamafios muestrales y diferentes valores de
PyQ.

Los resultados correspondientes a las simulaciones para los valores de Py Q, y
los tamarfios muestrales seleccionados se muestran a continuacion, en las tablas 2
(n=25), 3 (n=50) y 4 (n=75).

Tabla 2: Simulacion para un tamafio muestral 25.

b QL 50 75 100 125
I I I
5% 1.1267904 | 0.9931740 | 0.9997311
07075668 | 0.6318240 | 1.2289105
07600087 | 0.5655190 | 0.9371253
I I
s 1.2814836 1.1732596
0.7643606 07234598
09852199 | 0-7734959
i I
100 1.0571857 | 1.5186040
0.7349423 | 0.6716093
0.8186630 | 0.8314007
I
15288649
125 0.7710113
1.1791655

Los valores de 7, se expresan en funcién de r,, con el objetivo de facilitar la
comparacion entre los resultados obtenidos en cada caso. Asi, el contenido de cada
casilla o celda de las tablas 2 a 4 se refiere a:
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3
i

Tabla 3: Simulacion para un tamasio muestral de 50.

1.8666235

p Q 50 75 100 156
| 1 1
50 1.0954380 | 0.9799891 | 0.9888860
0.6713275 | 0.6838822 | 0.7042624
0.7280987 | 0.6167044 | 0.5516985
i 1
75 1.2212249 1.2527764
0.7572224 0.7193210
0.9551143 0.7776260
1 I
100 1.4739508 | 1.3277785
0.7319812 | 0.7337735
1.1366769 | 0.9411156
1
1.7792880
1501 07203138
14261163
Tabla 4: Simulacion para un tamario muestral de 75.
p Q 50 75 100 175
1 1 1
50 1.0775461 1.0747715 | 1.0402962
0.9311378 0.6504965 | 0.4779632
0.9332164 0.6652470 | 0.3746396
1 1
75 1.2831378 1.2645905
0.7974720 0.5656187
1.0527250 0.6634295
1 1
100 1.5018593 | 1.4155833
0.7658340 | 0.7567496
1.1526000 | 1.0063108
1
2.4689325
1751 0.7056500
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Como podemos observar, r, y 7, mejoran al estimador r, en la mayor parte de
las simulaciones ( 7y en el 96% de los casos y r, en el 71% de los casos). El com-
portamiento de #,, sin embargo, no es tan bueno. Ello, creemos, se debe por una
parte a que la correlacién entre las variables no es muy elevada, y por otra a que la
variabilidad de la variable x es bastante mayor que la de la variable y. Esto explica
que el mejor funcionamiento lo tenga el estimador r; pues el estimador de la media
de y basado en los datos parcialmente faltantes tiene un buen comportamiento con lo
cual la estimacién de la media poblacional de y se realiza con mas precisién cuando
se utilizan también los datos parcialmente faltantes que cuando s6lo se usan los
datos completos.

En cuanto al nimero de datos faltantes en x y en y (que es aleatorio), no hemos
podido establecer cuél es su relacién exacta con el comportamiento de los estimado-
res. Si se detecta que el comportamiento de », es mejor para tamafios de O grandes,
es decir, cuando faltan bastantes datos en la poblacién de la variable principal (in-
cluso mejora a r,), mientras que si Q es pequefio y P grande, no mejora al estimador
.

Por Gltimo, observar que estos estimadores no son los 6ptimos en la clase, y pe-
se a ello han producido, en la mayor parte de los casos, una disminucién en los erro-
res de muestreo.

Conclusiones

Los estimadores de las clases r, , 13 y #,, que utilizan los datos parcialmente fal-
tantes, pueden utilizarse como alternativa al estimador usual de la razdn, el cual
presenta problemas si el niimero de datos parcialmente faltantes es elevado. Si se
puede determinar el 6ptimo de la clase r, para el disefio muestral que se esté usando
en la poblacién que se estudia, podremos construir un estimador que garantice que
tiene mayor precision que el estimador usual. Si no se puede determinar dicho opti-
mo, se pueden probar con distintos estimadores de las clases, comprobando cuéles
tienen un buen comportamiento para la poblacién dada, pudiendo obtener asi reduc-
ciones considerables en el error de estimacion.

La ganancia en precisién se asegura conforme los estimadores se aproximan
mas a los optimos determinados en las clases. Por tanto, un camino importante a
seguir serd la determinacién de buenas aproximaciones de estos optimos para los
distintos tipos de disefios muestrales.

Estas consideraciones son igualmente validas en el caso de querer estimar otros
parametros, como medias v totales a través de los estimadores de razén correspon-
dientes. En este caso, se podria extender el estudio al caso de que se utilice mas de
una variable auxiliar.
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