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EL DIABLO DE LOS NUMEROS
Seccion a cargo de

Javier Cilleruelo Mateo

Desde los niimeros de Fermat hasta la geometria

por

Michal K#izek, Florian Luca, Lawrence Somer

En 1640 Pierre de Fermat conjeturé que todos los niimeros de la forma
F, =2"" 41, m=0,1,2,...,

eran primos. Esta conjetura, aunque después resultaria ser incorrecta, habria
de causar una revolucién en la teoria de los nimeros y en la geometria. Los
primeros cinco miembros de la sucesion son realmente primos:

Fy=3, F =5 F=17, F3=257, F,=65537,

pero en 1742 Leonhard Euler observé que F5 = 641 x 6700417 (ver Figura 1).
Los ntimeros F}, se llaman ndmeros de Fermat y aquellos que son primos se
denominan primos de Fermat.

Hasta 1796 los nimeros de Fermat eran contemplados como una curiosidad
matematica. Pero el interés por ellos aumenté cuando el matematico aleman
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) encontrd, de manera inesperada mientras
estaba estudiando las raices de la ecuacion z™ = 1, un teorema que conectaba
los primos de Fermat con la construccién con regla y compas de los poligo-
nos regulares (ver Figura 1). Cuando apenas tenia diecinueve anos escribié un
pequeno articulo sobre la divisién del circulo en 17 partes iguales usando herra-
mientas geométricas donde esencialmente usé el hecho de que 17 es un primo
de Fermat. Este descubrimiento fundamental estd representado en la base de
su estatua en Braunschweig donde el naci6 (ver Figura 2). Como el poligono
regular con 17 vértices se hubiera parecido demasiado a un circulo, su estatua
esté ilustrada con una estrella de 17 vértices. Mencionamos que varios autores
sitian incorrectamente al poligono regular de 17 vértices sobre su tumba en
Gottingen, donde él habia pedido que se pusiera.
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Euclides (siglo IV-III a.c.): Existe una construc-
cion con regla y compas del poligono regular de
n vértices para

n = 21375k,

donde n > 3 e i > 0 son enteros y j, k € {0,1}.

Pierre de Fermat (1601-1665): Para m =
0, 1, 2,... la sucesién F,, = 22" + 1 consiste
solamente de primos. (Un enunciado incorrecto.)

Leonhard Euler (1707-1783): EI niimero de Fer-
mat F5 es compuesto.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855): Existe una
construccion con regla y compas para el poligo-
no regular de n vértices si y solo si

n=2Fn Fpy, - Fn,,

donden > 3,1 2> 0,7 >0,y Fpny, Fny,- ooy Fin,
son primos de Fermat distintos.

Figura 1: Logros importantes en la construccion con regla y compas de los
poligonos regulares.
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Figura 2: Estatua de Carl Friedrich Gauss en su ciudad natal Braunschweig.
En la parte izquierda de la base, la estrella dorada con 17 vértices brilla en
honor de su descubrimiento.

Unos anos después Gauss enuncié una condiciéon necesaria y suficiente
(ver Figura 1) para la existencia de la construcién con regla y compés de los
poligonos regulares. Su demostracion original, que ocupa mas de 50 paginas
(ver [3, Sect. VII]), es sin embargo incompleta. La condicién necesaria fue
demostrada correctamente en 1837 por Wantzel [15] (ver también [11]). Segun
el teorema de Gauss, el poligono regular de n lados, n impar, se puede construir
con la regla y el compds sélo para

n=3,5, 15, 17, 51, 85, 255, 257,... (1)

donde 15=3-5, 51 =3-17, 8 =5-17, 2565 =3-5-17,... son productos
de primos de Fermat distintos.

La investigacion de la primalidad de los niimeros de Fermat se ha conver-
tido desde entonces en una tarea importante. En 1855, el astronomo aleméan
Thomas Clausen escribié a Gauss anuncidandole que Fg era un producto de dos
factores primos. El creia que el méas grande de los dos factores era el primo
méas grande conocido en su tiempo, lo que resulté ser correcto. Una copia de



474 EL DIABLO DE LOS NUMEROS

%—-)7/-4-._/ y /,.%.—::_Iu , DZ/-? g{_’#, ,Z{v:ﬂ s i il e

o
wAs ] Aodnnr B FTHI 7T wend L FIE oy 513 ST, }»w(;?/‘
L Ks -y A/%/.._,,_._/ oF, Fe fonl < «4«»—2, «»(."jﬂl;@.#._/

Figura 3: Una parte de la carta que Thomas Clausen escribi6é a Carl Friedrich
Gauss anunciandole la factorizacién de Fg en 1855 (antes de la factorizacion
de Landry): « Auch habe ich gefunden, daf die Zahl 254 +1 in die beiden Prim-
factoren 274177 und 67280421310721 zerlegt werden kann; die letztere ist, so
viel ich weifs, die gréfste bis jetzt bekannte Primzahl».

esta carta estd guardada en la biblioteca de la Universidad de Gottingen (ver
Figura 3)*.

Hay que senalar que el mismo resultado fue publicado independientemente
por Landry en 1880 [7].

En 1878, el matematico francés Frangois Edouard Anatole Lucas demos-
tré [9] el siguiente teorema, que se ha convertido en una herramienta muy
poderosa para encontrar factores primos de otros ntmeros de Fermat mas
grandes.

TEOREMA (Lucas). Si un primo p divide a F,, para algiin m > 1, entonces
existe un nimero natural k tal que

p=k2m2 1.

La utilidad del Teorema de Lucas se puede ilustrar con un ejemplo que
traté A. E. Western en 1903. El querfa saber si Fig, que tiene cerca de 80 000
digitos, era compuesto. Western buscé un nimero natural k tal que k220 + 1
dividiera a Fig. La divisibilidad se necesita comprobar sélo para aquellos k
para los que k22° + 1 es un primo. Como los ntimeros k2% 4 1 son compuestos
para todo k < 13 excepto para k =7 y k = 13, Western descubri6 facilmente
que la divisibilidad se cumple cuando k = 13.

La comprobacién de que p = 13 - 220 + 1 = 13631489 realmente divide al
gigantesco nimero de Fermat Fig se puede realizar ficilmente a través de la

!Los autores agradecen a Niedersichsische Staats- und Universitétsbibliothek en Gottin-
gen por permitirles publicar la parte de la carta mostrada en la Figura 3.
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siguiente cadena de congruencias:

2%’ = 655362 = 1048261 (méd p),
2%’ = 10482612 = 3164342 (méd p),
22" = 31643422 = 9153547 (méd p),

22" = 15986222 = 1635631 (méd p),
22" = 16356312 = 13631488 (mdd p).

Por lo tanto, 22" +1=0 (méd 13631489).

Con los métodos matematicos actuales y las potentes ordenadores, hoy en
dia sabemos que

F),, es compuesto para 5 < m < 32,

aunque para Flyg, Fbg, Fa, y Fb4 todavia no conocemos ningiin factor primo
no trivial. El niimero de Fermat Fb4, que tiene méas de 5 millones de digitos
decimales, se probé que es compuesto en 1999 [2]. Esta computacién ha sido
la mas grande computacién efectuada en la historia para obtener una simple
respuesta «si 0 no». Se necesitaron 107 operaciénes de computadora para
verificar la siguiente congruencia (2):

TEOREMA (Test de Pepin). Para m > 1 el niumero de Fermat F,, es primo siy

solo si
3Fn=1/2 = 1 (méd Fp,). (2)

Pepin, en su articulo original de 1877, usé la base 5 en vez de la base 3
[10].

Aunque se conocen muchas condiciones necesarias y suficientes para la
primalidad de F,,, y se han encontrado més de 245 factores de los niimeros
de Fermat, nadie ha sido capaz de descubrir ningin principio general que
respondiera a la pregunta de si F} es el primo de Fermat mas grande que existe.
Por lo tanto, hasta ahora todavia no sabemos si el listado que disponemos de
poligonos regulares que se pueden construir con regla y compéas es completo.

C. F. Gauss descubri6 también como dividir a la lemniscata en cinco partes
iguales con regla y compas (i.e., cémo construir puntos de division). Este
resultado fue generalizado mas tarde por Niels Henrik Abel.

TEOREMA (Abel). La lemniscata se puede dividir en n partes iguales si y sélo
sin=2"Fp, Fp, - Fn,, dondet >0y j > 0 son enteros y Frny, Frnys - - - s Fin
son primos de Fermat distintos.
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Figura 4: La Lemniscata (332 + y2)2 = o? (x2 — yz).

Para una demostracién, ver [12]. Recordamos que la lemniscata (de Ber-
noulli) es una curva cuyos puntos tienen un producto constante (e igual a

o?/2) de sus distancias a dos puntos fijos ((c/2)v/2,0), donde o > 0 es un
pardmetro real (o = v/2 en la Figura 4).

Ahora mostraremos otra conexién notable entre la teoria de los niimeros
y la geometria. Escribimos el tridngulo de Pascal médulo 2 (comparar con la
Figura 5):

Figura 5: Tridngulo de Pascal moédulo 2 y el conjunto fractal de Sierpinski.
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Figura 6: Los tnicos triangulos de Heron posibles cuyos lados son potencias
de primos.

Leyendo las primeras 32 filas como representaciones binarias de enteros, obte-
nemos la siguiente sucesién creciente

1, 3, 5, 15, 17, 51, 85, 255, 257,...,

Observamos que la sucesion de arriba es precisamente la misma sucesién que
aquella que aparece en (1) (excepto el primer término), que da todos los poligo-
nos regulares de lados impares que se pueden construir con la regla y el compas
en sus primeros 31 términos. ;No es esto un pequeno milagro? Esta propiedad
interesante de los nimeros de Fermat ha sido probada por van der Waall [14]
(ver también [1, p. 140] 6 [6, Theorem 8.1]). Ademads, observan que el tridngulo
de Pascal médulo 2 tiene una estructura similar al del famoso conjunto fractal
de Sierpiniski (ver la Figura 5).

Los primos de Fermat aparecen no solamente en conexién con la construc-
cion de los poligonos regulares, sino también en conexién con los tridngulos
de Heron. Recordemos que un tridngulo de Heron es un triangulo tal que las
longitudes de sus tres lado y también su drea son enteros. En el siguiente teo-
rema (ver [8]), mostramos una relacién interesante entre los primos de Fermat
y los tridngulos de Heron cuyos lados son potencias de primos (ver Figura 6).

TEOREMA (Luca). Si las tres longitudes de los lados de un tridngulo de He-
ron son potencias de primos, entonces estas longitudes son 3,4,5, 6 F,,, F,,
4(F,,—1 — 1) para algin m > 1 tal que F,, es primo.

A continuacién, introducimos otra condicién necesaria y suficiente (ver [4])
para la primalidad de los niimeros de Fermat que tiene una bonita interpreta-
cién geométrica. Con este propdsito, primero presentamos un procedimiento
grafico que transforma fracciones algebraicas en imagenes.
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Sea b > 1 y n enteros positivos. Si r; es el resto producido en el paso %
del algoritmo de divisién que permite escribir 1/n en base b, entonces el resto
producido en el paso (i 4+ 1)-ésimo obviamente cumple la congruencia

riy1 = br;  (méd n).

Empezando por ry = 1, obtenemos la sucesién de restos rg,r1,72,... de 1/n
obtenidos por el procedimiento de divisién en base b. Analizaremos dicha di-
visién graficamente. El anélisis empieza en el punto (g, rg), va verticalmente,
después horizontalmente a (r1,71), después se mueve una vez méas vertical-
mente, después horizontalmente hasta (7o, r3), y continua de esta manera (ver
Figura 7). Si el resto es cero en el paso i, paramos el proceso. De esta mane-
ra, la sucesion de los restos determina completamente la grafica asociada a la
fraccion.

77 77

6 £ 6

57 57

4 ‘7 ' 4 §

37 f g 37

27 él 27 '
17 ' 17

0 0 \

01234567 01 234567
b=10 b=11
Figura 7: Anélisis gréafico de % para dos bases distintas.
Consideramos, por ejemplo, la fraccién %, que tiene la representacién en

base-10 (decimal) igual a 0.142857. La sucesién correspondiente de restos es
periédica:

Tro = 1,

r1=3=10 (mdd 7),

ro=2=30 (méd 7),

rs =6=20 (modd 7),

rgy =4=60 (moéd 7),

rs =5=40 (mdd 7),
ro=r¢=1=50 (mbd 7),

etc.
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Figura 8: Andlisis grafico de = para b =38, 9, 10, y 16.

En la Figura 7, vemos que la grafica asociada tiene simetria rotacional
respecto al punto (3,5,3,5) para la base b = 10, pero la grifica es asimétrica
para b = 11.

Un entero n > 1 se llama perfectamente simétrico si la grafica asociada a
su reciproco 1/n es rotacionalmente simétrica respecto al punto (n/2,n/2) en
todas las bases b, tales que b0 (médn) yb#1 (méd n).

TEOREMA (Jones, Pearce). Un entero n > 1 es perfectamente simétrico si y
s6lo sin =2 on es un primo de Fermat.

Para la demostracién, ver [4]. El andlisis gréfico de la fraccién 1/F), para
m = 2 se ilustra en la Figura 8.

A continuacién vamos a introducir la funcion de Euler ¢. Para cadan € N
el valor de ¢(n) es define como el niimero de enteros positivos y no mayores
que n que son coprimos con n, i.e.,

¢(n) =card{m e N| 1 <m <n, med(m,n) = 1}.
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TEOREMA (Euler, Fermat). Sean a,n € N. Entonces
a®™ =1 (méd n) (3)
si y sélo si med(a,n) = 1.

Si ¢(n) es el entero positivo més pequeno tal que la congruencia (3) se
cumple, entonces a se llama raiz primitiva mdédulo n (ver Figura 9). Sean n > 1
y a enteros tal que med(a,n) = 1. Si la congruencia cuadrética

22 =a (méd n)

no tiene ninguna solucion entera x, entonces a se llama residuo no cuadrdtico
modulo n.
Para un entero n > 1 definimos

M(n) ={a € {1,...,n— 1} |a es una raiz primitiva (méd n)}

y
K(n)={a € {1,...,n—1}| med(a,n) =1y a es un residuo no cuadratico (mod n)}.

La siguiente condicién necesaria y suficiente ha sido demostrada en [6].
TEOREMA (Kfizek, Somer). EI entero n > 3 es un primo de Fermat si y solo si
n es impary M(n) = K(n).

Asociamos ahora a cada n € N una digrafo (grafo orientado) cuyo conjunto
de vértices es H = {0,1,...,n—1} y tal que hay una aristadex € Hay € H
si

2=y (médn).

A las componentes conexa del grafo no orientado las denominamos componen-
tes del digrafo. En la Figura 10 observamos las caracteristicas estructurales
particulares de los digrafos asociados a los primos de Fermat 5y 17.

TEOREMA (Szalay). El entero n > 3 es un primo de Fermat si y solo si el
digrafo asociado tiene precisamente dos componentes, uno de los cuales es el
cero que es un punto fijo aislado.

Para la demostracién, ver [13]. El digrafo asociado a los primos de Fermat
tiene una estructura binaria muy especial (ver Figura 10). Todas las raices
primitivas médulo un primo de Fermat «estan en la cima» del digrafo. Segin
(3), el niimero 3 es una raiz primitiva médulo un primo de Fermat (ver también
Figura 9). Por lo tanto, la Figura 10 nos da una interpretacién grafica del test
de Pepin.

Los nimeros de Fermat tienen muchas aplicaciones ttiles en la teoria de
los nimeros, e.g., en probar que hay una infinidad de primos y pseudoprimos
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Figura 9: Las raices primitivas médulo 17 estan indicadas con un circulo negro.

n=>5 n=17

Figura 10: Digrafos asociados a primos de Fermat.
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y en establecer la existencia de nimeros de Sierpinski [5]. Sin embargo, hay
aplicaciones més practicas de estos nimeros. En particular, los nimeros de
Fermat se usan en varias transformaciones relacionadas con la aritmética bi-
naria médulo F;,, que conducen a multiplicaciones rapidas de niimeros grandes;
en generadores de niimeros aleatorios y pseudoaleatorios; en hashing schemes;
en el modelo chiral de Potts; y en el andlisis de las bifurcaciones de la ecuacion
logistica que conduce al caos [5].
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